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PRÉFACE
Dès les commencements du calcul intégral, les géomètres se sont aperçus qu'un grand nombre de quadratures ne peuvent être exprimées, sous forme finie, à l'aide des signes connus, et constituent en quelque sorte des transcendantes nouvelles. On intégra d'abord les fractions rationnelles et les expressions irrationnelles qui renferment la racine carrée d'un polynôme du premier ou du second degré; mais, dès que le degré du polynôme placé sous le radical surpasse deux, l'intégration devient impossible. On fit voir ensuite que toutes les quadratures, dans lesquelles le polynôme placé sous le radical est du troisième ou du quatrième degré, se ramènent à trois formes simples, auxquelles on donna le nom de transcendantes elliptiques, parce que l'une d'elles représente la longueur d'un arc d'ellipse.
Ces transcendantes occupèrent Legendre presque toute sa vie; car ses premiers travaux à ce sujet datent de 1786, et il ne publia qu'en 1825 son grand Traité des fonctions elliptiques. Legendre se proposait surtout de ramener les quadratures les unes aux autres par des transformations algébriques, afin de pouvoir calculer des tables numériques; il a découvert un grand nombre de transformations remarquables. Mais ces quadratures, telles qu'il les considérait, sont les inverses des fonctions elliptiques; aussi la double périodicité, qui est leur caractère distinctif, lui avait-elle échappé complètement.
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Vers iSiS, Alx'l , le picmicr, envisagea les Ibiicliuiis ellipliques à leur vrai point de vue, et en reeonnut la double périodicité. Trois ans plus tard, en 1829, Jacobi publia ses Fundamcnia nova theoriœ functioniim ellipticamm. Le Traité de Jacobi ne renferme rien d'essentiel qui ne se trouve dans les Mémoires d'Abel, malheureusement interrompus par une mort prématurée. Sans chercher à établir la part qui revient à chacun de ces deux célèbres géomètres, nous ferons remarquer que la méthode d'Abel nous semble bien préférable à celle de Jacobi. Abel essaye de déduire les principales propriétés des fonctions elliptiques de leur caractère fondamental qui est la double périodicité, tandis que Jacobi n'y arrive que par des transformations algébriques, fort ingénieuses sans doute, mais qui présentent le grave inconvénient de ne pas faire comprendre la raison des théorèmes et de ne pas mettre sur la voie de découvertes ultérieures.
Malgré les remarquables travaux de ces deux grands géomètres, la théorie des fonctions elliptiques restait fort obscure et très-compliquée; ni la double périodicité n'avait été reconnue d'une manière nette, ni la fonction ellemême définie d'une manière rigoureuse. Il fallait, pour éclairer cette théorie, l'introduction d'une idée nouvelle en mathématiques, et c'est à l'illustre Gauchy que l'on doit cet important progrès.
Tous les géomètres savent les services qu'a rendus à l'algèbre la considération des quantités imaginaires ; la théorie des équations n'a pu être établie qu'à cette condition. La considération des quantités imaginaires paraît devoir rendre à la théorie des fonctions des services plus grands encore. Mais, pour bien comprendre l'importance de cette idée, il convient, croyons-nous, de faire disparaître l'espèce d'antagonisme, ou d'opposition, que l'on a laissé sub-
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sister jusqu'à présent entre ce que Ton a appelé les quantités réelles et les quantités imaginaires. Si, dans un plan, on prend un point fixe, que par ce point on mène un axe fixe, rien n'empêche de concevoir la quantité imaginaire comme une longueur portée a partir de l'origine dans une direction marquée par l'argument; la variation de cette grandeur géométrique ^ comme l'appelle Cauchy, sera figurée par le mouvement d'un point dans le plan. La variable réelle correspond au mouvement particulier du point mobile sur l'axe dans un sens ou dans l'autre. i Cette extension donnée à l'idée de grandeur résout bien des difficultés qui se sont présentées dans la théorie des fonctions, et dont il était impossible de se rendre compte tant qu'on laissait la variable réelle, c'est-à-dire tant qu'on assujettissait le point mobile à se mouvoir
sur l'axe. Ainsi, quand on développe la fonction -^
en série, on s'aperçoit que la série n'est convergente que pour les valeurs réelles de x comprises entre — \ et -\- i\ dès que x dépasse i, la série devient divergente, et cependant la fonction proposée reste finie et continue. A quoi cela tient-il? Nous avons fait voir qu'une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de X est convergente tant que la variable reste dans l'intérieur d'un cercle décrit de l'origine comme centre; or, pour x =i ± ?', la fonction devient infinie; le cercle de convergence a son rayon égal à un; voilà pourquoi la série cesse d'être convergente. H en est de même de (a fonction arc tangx; la série n'est convergente que pour les valeurs réelles comprises entre — i et H- 1, et cependant la fonction reste finie et continue quand x dépasse i ; ceci tient à ce que pour ^ = i!= /, comme précédemment, la fonction devient infinie. Il résulte de là que, pour expliquer certaines propriétés des fonctions,.
XVIII lUÉlACE.
Yc'i'S 1826, Al)(.'l , le piemier, envisagea les l'onelioiis elliptiques à leur vrai point de vue, et en reeonnut la double périodicité. Ti'ois ails plus tard, en 1829, Jacohi publia ses Fundamenta nova theoriœ functionum ellipticarum. Le Traité de Jacobi ne renferme rien d'essentiel qui ne se trouve dans les Mémoires d'x\bel, malheureusement interrompus par une mort prématurée. Sans chercher à établir la part qui revient à chacun de ces deux célèbres géomètres, nous ferons remarquer que la méthode d'Abel nous semble bien préférable à celle de Jacobi. Abel essaye de déduire les principales propriétés des fonctions elliptiques de leur caractère fondamental qui est la double périodicité, tandis que Jacobi n'y arrive que par des transformations algébriques, fort ingénieuses sans doute, mais qui présentent le grave inconvénient de ne pas faire comprendre la raison des théorèmes et de ne pas mettre sur la voie de découvertes ultérieures.
Malgré les remarquables travaux de ces deux grands géomètres, la théorie des fonctions elliptiques restait fort obscure et très-compliquée; ni la double périodicité n'avait été reconnue d'une manière nette, ni la fonction ellemême définie d'une manière rigoureuse. Il fallait, pour éclairer cette théorie, l'introduction d'une idée nouvelle en mathématiques, et c'est à l'illustre Gauchy que l'on doit cet important progrès.
Tous les géomètres savent les services qu'a rendus à l'algèbre la considération des quantités imaginaires ; la théorie des équations n'a pu être établie qu'à cette condition. La considération des quantités imaginaires paraît devoir rendre à la théorie des fonctions des services plus grands encore. Mais, pour bien comprendre l'importance de cette idée, il convient, croyons-nous, de faire disparaître l'espèce d'antagonisme, ou d'opposition, que l'on a laissé sub-
PUÉFACE. XIX
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sur l'axe. Ainsi, quand on développe la fonction ^
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même quand on se borne au cas de la variable réelle, il est indispensable de rendre la variable imaginaire; en d'autres termes, les propriétés de la fonction, même quand le point mobile reste sur l'axe, n'apparaissent complètement que si l'on fait mouvoir la variable d'une manière quelconque dans le plan.
Lorsqu'on connaît l'intégrale indéfinie F(^) d'une expression différentielle /(^) dx, et que la fonction/ (a?) reste finie et continue pendant que la variable réelle x va de Xq
à^,, on sait que l'intégrale définie / \f[x)dx est égale
à la différence F(^,) — F(a?o) des valeurs de l'intégrale générale aux deux limites. Il peut arriver que la fonction f[oc) devienne infinie pour une valeur intermé-
/ [x) dx,
f [x) dx tendent vers des limites finies et déter-
minées, quand £ et s' tendent vers zéro, on représente la somme de ces deux limites par le symbole
J\ f[oo) dx, et cette somme est encore égale à la diffé-
rence des valeurs de l'intégrale générale. Mais, quand les deux intégrales ne tendent pas vers des limites finies et déterminées, ce symbole n'a plus de sens, au point de vue de la variable réelle, et cependant l'intégrale générale donne toujours une différence finie F (^, ) — F {xq). Que représente cette différence? Si Ton rend la variable imaginaire et que l'on fasse aller cette variable du point Xq au point x^ suivant une courbe quelconque dans le plan, de manière toutefois à éviter le point a qui rend la fonction /(^) infinie, l'intégrale curviligne aura un sens bien précis et elle sera encore donnée par la difféî'cnce des valeurs de l'intégrale générale.
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Xous citerons comme exemple l'intégrale détinie —-, l'expression différentielle — admet l'intégrale
générale log a? -h G; la différence log i — log ( — i) , c'est-à-dire (2^ + 1)71?, k étant un entier quelconque, donne les diverses valeurs de l'intégrale définie, quand la variable va de — i à 4- 1 en décrivant diverses courbes dans le plan. Cette remarque a été le point de départ des beaux travaux de Cauchy sur les intégrales définies.
Les fonctions, qui sont d'un usage ordinaire en mathématiques, se ramènent à deux catégories, celle des fonctions algébriques et celle des fonctions simplement périodiques. On ne voit bien les propriétés d'une fonction définie par une équation algébrique, et la manière dont elle acquiert des valeurs multiples, qu'en faisant mouvoir la variable dans le plan , ainsi que l'a montré M. Puiseux dans son important travail sur les fonctions algébriques. On peut à la vérité définir les fonctions simplement périodiques, comme le sinus, la tangente, etc., à l'aide d'un cercle, en laissant la variable réelle ; toutefois, la variable imaginaire permet de faire rentrer les fonctions exponentielles dans la catégorie des fonctions simplement périodiques.
Les fonctions elliptiques appartiennent à une troisième catégorie, celle des fonctions doublement périodiques. Mais il nous paraît impossible de concevoir nettement ces fonctions, sans donner a la variable l'extension dont nous avons parlé. Conservant au mot fonction le sens habituel, nous dirons, avec Cauchy, qu'une quantité géométrique est fonction d'une autre, quand la variation de la première est déterminée par celle de la seconde. Que l'on se figure le plan divisé en parallélogrammes égaux par
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deux séries de droites parallèles, et que l'on fasse mouvoir la variable dans le plan, la fonction sera doublement périodique si elle reprend la même valeur aux points correspondants des divers parallélogrammes.
Ce volume a pour objet principal l'étude des fonctions doublement périodiques. Il est divisé en six Livres. Dans le livre P', nous démontrons les principales propriétés des fonctions, au point de vue des variables géométriques. Dans le livre II , après avoir exposé une méthode générale pour étudier les fonctions définies par les équations différentielles, et appliqué cette méthode aux équations les plus simples qui donnent naissance à des fonctions doublement périodiques, nous démontrons les propriétés fondamentales de cette classe de fonctions. Déjà MM. Liouville et Hermite avaient considéré les fonctions doublement périodiques en elles-mêmes, et déduit du fait même de la double périodicité leurs propriétés les plus remarquables.
Les livres III, IV, Y sont consacrés exclusivement aux fonctions elliptiques, à leur développement en séries et à leurs transformations. Nous définissons les fonctions elliptiques par des équations différentielles; c'est ainsi qu'elles se présentent dans les applications, et d'ailleurs ce mode de génération met en évidence d'une manière très-simple leurs propriétés principales. A cause des difficultés trèsgrandes qu'a présentées jusqu'à présent l'étude directe de l'équation différentielle, plusieurs géomètres ont proposé de définir les fonctions elliptiques par des séries; sur la fin de sa vie, Jacobi avait eu l'idée de les considérer comme des quotients de certaines fonctions données par des produits d'un nombre infini de facteurs. Mais la difficulté n'en subsistait pas moins. H restait loujours à
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faire voir que toute équation différentielle de la forme eonvenable admet pour intégrale une fonction définie de la sorte. Nous avons donc préféré aborder directement l'étude des fonctions elliptiques par les équations différentielles, et nous croyons avoir fait disparaître toute espèce de difficulté a ce sujet.
La méthode que nous avons donnée pour l'étude des fonctions définies par des équations différentielles nous permet d'intégrer les équations différentielles à l'aide des fonctions elliptiques , lorsque cette intégration est possible. A l'inspection de l'équation différentielle, nous reconnaissons d'abord les principales propriétés de la fonction intégrale, §a nature, la catégorie à laquelle elle appartient. Si la fonction est algébrique, ou simplement périodique, nous l'obtenons à l'aide des signes élémentaires; lorsqu'elle est doublement périodique, nous l'exprimons, avec une égale facilité, a l'aide des fonctions elliptiques. Le livre VI traite de ce nouveau mode d'intégration par les fonctions elliptiques.
On rencontre fréquemment les fonctions elliptiques dans les questions de géométrie, de mécanique ou de physique mathématique. Nous citerons, comme. exemples, le pendule ordinaire, le pendule conique, l'attraction des ellipsoïdes, le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, etc. M. Lamé a publié l'année dernière un ouvrage très-intéressant, où il montre comment les fonctions elliptiques s'introduisent dans les questions relatives à la distribution de la chaleur et aux surfaces isothermes. Nous ne nous sommes occupés dans ce volume que de la partie théorique. Il y aurait lieu de s'occuper de la construction des Tables et de la meilleure disposition a leur donner en vue de la pratique. Cette question,
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avec les principales applications, pourra faire la matière d'un second volume.
Nous devons beaucoup à M. Liouville. Il y a quelques années, l'éminent géomètre prit pour sujet de son cours au Collège de France \es fonctions elliptiques ; ses savantes leçons ont été le point de départ de nos propres recherches.
Paris, le i/| décembï'e i858.
PRINCIPES
Ce premier Livre contient les principes d'une nouvelle théorie des fonctions.
\ous adoptons les définitions données par M. Cauchy, et nous les expliquons par des exemples.
Nous étudions ensuite les propriétés des fonctions définies par des séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de la variable.
Ceci nous permet d'établir, d'une manière nette et précise, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction se développe en série convergente suivant les puissances entières et croissantes de la variable. Nous faisons disparaître ainsi les nuages qui obscurcissaient encore le beau théorème de M. Cauchy.
Nous donnons ensuite les propriétés générales des fonctions, celles dont la connaissance sert, en quel([ue sorte, de fondement à cette nouvelle branche de l'analyse mathématique.
DÉFINITIOIVS.
1. M. Cauchy dt'linit de cette manière les fondions d'une variable imaginaire. Soit
z = ,r H-- yi
la variable imaginaire^ si l'on désigne par X et Y deux fonctions réelles quelconques des deux variables réelles x et y, la
quantité
pourra être considérée comme une fonction de z ^ car, à chaque valeur de la valeur imaginaire z^ c'est-à-dire à chaque système de valeurs des variables réelles x et y correspond un système de valeurs de X et de Y, et par conséquent une valeur de u.
La valeur imaginaire z est la réunion, au moyen du symbole V — I, que nous représentons par la lettre /, de deux variables réelles et indépendantes xel j. La variation de z est indéterminée, car on peut faire varier simultanément les deux variables x et j'^, en établissant entre elles telle relation que l'on voudra. Si les deux fonctions réelles X et Y varient d'une manière continue avec x et j^ on dit que u vsV une fonction continue de z.
On se fait une idée très-nette de ( e qui précède, en imaginant que X et j soient les coordonnées rectangulaires d'un point z du plan horizontal, la variation de z sera figurée par la courbe décrite par ce point. Que Ton conçoive, en outre, deux surfaces ayant pour ordonnées verticales, ruiie X , l'autre Y, ces deux surfaces représenteront la fonction «; si le point z décrit dans le plau horizontal une certaine courbe, les extrémités des ordonnées verticales traceront, sur les surfaces, deux lignes dont l'ensemble indiquera la variation correspondante de la fonction u.
i)ÉFr:MTiOx\s '^
On peut aussi représenter la fonction «, eoinnie la variable 2, en supposant que X et Y soient les coordonnées rectangulaires d'un point II du plan horizontal. Quand le point z se meut sur une courbe, le point u décrit une courbe correspondante.
2. Concevons que la variable z reste comprise dans une certaine portion du plan: si la fonction u acquiert la même valeur au même point, quel que soit le chemin suivi pour y arriver, sans sortir de la portion du plan considérée, M. Cauchy dit que la fonction est moiiodrome dans cette portion du plan. Il est clair que, si le point z décrit une courbe fermée quelconque dans la portion du plan considérée, la fonction u revient à la même valeur, en d'autres termes, le point u décrit aussi une courbe fermée.
Une fonction rationnelle de z est une fonction monodromc^ dans toute l'étendue du plan. Il en est de même lorsque X et Y sont deux fonctions rationnelles quelconques de x ^ly\ plus généralement, lorsque chacune des deux surfaces, par .lesquelles nous représentons a couvre tout le plan horizontal par sa projection, et n'a qu'un point sur chaque verticale.
3. Considérons, comme exemple, la fonction définie par l'équation
-Nous supposons que, pour z = o, on a u =z -]- i ; fai- Fig. 1. saut varier z à partir du
point O sur une courbe ({uelconque , nous suivons la variation de z par la continuité. Maïquons le point A qui conespond à la valeur z = — i (Jig' i). Deux chemins très-rapprochés O B M , OCM , allant du point O à un même point M du plan , et ne comprenant pas entre eux le point A , conduiront à une même valeur de u.
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En eflet, subdivisons les deux chemins en éléments correspondants très-petits O^i , bi b^ ^...-^ O Ci, CiCz^... -^ si l'on va du point O au point voisin bi par le chemin O^i ou par le chemin Oc^ b^^ on arrivera à des valeurs de u peu différentes de la valeur initiale u=:-i- j, et par conséquent peu diflérentes entre elles. Mais cette différence est rigoureusement nulle, car les deux racines de l'équation u^ = z -h i ayant entre elles au point bi une différence finie, on a nécessairement la même racine u^. Partons jnaintenant du point b^ avec la valeur u^ de la fonction comme valeur initiale, et allons au point voisin b^ par les deux chemijis b^b^, b^c^c^b^-^ en vertu du même raisonnement, la fonction prendra au point b.j, la même valeur u^ : mais quand on revient de b^ en Cj , la fonction reprend en c^ la valeur qu'elle avait en ce point, quand on allait de O en Cj -, ainsi les deux chemins 0^2? Oc'a b^ , conduisent à la même valeur Wg de la fonction en b,^. En continuant ainsi de proche en proche, on voit que les deux chemins OBM, OCM, conduisent à la même valeur de la fonction en M.
Il résulte de ce qui précède, que deux courbes quelconques allant du point O au point M, et telles, que l'on puisse, par déformations successives, transformer l'une dans l'autre sans passer par le point A, conduisent à la même valeur de la fonction au point M. Ainsi la fonction u est monodrome dans toute portion du plan qui ne comprend pas le point A, par exemple, dans le cercle décrit du point O avec un rayon plus petit que l'unité.
Supposons maintenant que l'on aille du point O à un point a voisin du point A (fig' 2), et que Ton décrive autour de ce point une courbe fermée très-petite abcda -, les deux racines de Féqualion différant très-peu l'une de l'autre dans le voisinage du point A , la fonction ne revient pas à la valeur qu'elle avait primitivement en A. En ellet, si l'on pose
Fig. 1.
DÉFINITIONS
Quand z décrit la droite Ort, la valeur de la fonclion reste
réelle et positive et diminue
de -h i à -h r' • quand z décrit ensuite la courbe fermée ahcda , l'angle 6 varie de o à 2?:, la fonclion u acquiert en a la valeur
négative r' e^* ou — r'. Si l'on revient de a en O suivant la droite «O, la fonction reste négative et arrive en O avec la valeur — i, différente de la valeur initiale -h i.
Il est aisé , d'après cela , de comprendre comment deux clie- Fi^. 3, mius OBiAI, OClVI {fig. 3),
comprenant entre eux le point A , conduisent à des valeurs très-différentes de la fonction. En effet, prenons un point a voisin de A et décrivons autour du point A une courbe fermée abc fia '^ le chemin OBM peut être remplacé par le chemin 0«M -, de même, le chemin OCM par le chemin Oabcrla^l'^ car, en déformant le dernier^, on le ramène à OCM sans passer par le point A. Suivons maintenant ces deux chemins OaM, OabcdaM ^ peu différents 1 un de l'autre ^ de O en a les valeurs de la fonction sont les mêmes de part et d'autre. Quand, suivant le second chemin, z a décrit autour du point A la courbe fermée abccla, la fonclion revient en a avec une valeur différente de celle qu'elle avait précédemment^ on part donc du point a avec des valeurs différentes pour parcourir la même ligne a M , et les deux valeurs de la fonction diffèrent de plus en plus.
Ainsi la fonction cesse d'être monodrome dès que la portion du plan considérée comprend le point A. On peut classer les
chemins qui vont de l'origine à un point (|uei(onque M du plan en deux catégories : ceux qui se ramènent au chemin rectiligne sans passer par le point A , et ceux qui ne peuvent s'y ramener qu'en passant une fois par le point A ; les premiers conduisent à la même valeur de la fonction au point M, les autres donnent une autre valeur à la fonction.
Nous avons vu qu'une circonférence décrite autour du point A change la valeur de la fonction. Un second tour reproduira la valeur primitive. Ainsi, tout chemin qui se ramène à un autre en passant deux fois par le point A , conduit à la même valeur de la fonction.
4. Une fonction implicite définie par une équation algébrique entre z et w, présente des circonstances analogues à celles dont nous venons de parler. On part d'un point déterminé z = Zq avec une valeur initiale u = Uq , Tune des racines de Féquation pour z = Zq-^ le point z décrivant une certaine courbe, la fonction ii varie d'une manière continue. Tant que l'on reste dans une portion du plan ne comprenant aucun point pour lequel la fonction u devient égale à une autre racine de l'équation , la fonction est monodrome. Elle cesse en général de Tctre dès que l'on dépasse un de ces points. Les fonctions de ce genre sont l'objet d'un remarquable travail de M. Puiseux, qui a fait voir comment les racines de l'équation se permutent les unes dans les autres quand on tourne autour des points pour lesquels l'équation a des racines égales ('•').
Prenons pour second exemple la fonction
iiz= log( i -h z).
Nous supposons que l'on parte de z = o avec la valeur initiale uz= o. Cette fonction est monodrome tant que l'on reste dans une portion du plan ne comprenant pas le point A qui correspond h z = — i . Mais si l'on tourne autour de ce point, la fonction éprouve à chaque tour un accroissement égal à
[*) Journal (le M'iihcmnliquca de >I. Lioiivillc, loiacX\', page 36ô.
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2 7: 2-, elle est donc susceptible de prendre en chaque point du plan une infinité de valeurs.
.6. Lorsqu'une fonction u d'une variable imaginaire z est continue, à un accroissement infiniment petit de la variable correspond un accroissement infiniment petit de la fonction, et la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable est la dérivée de la fonction. On a donc
dX
du dX-h'dY 'd^ d~z
rfX ^ fdX ^ dY ^\ .
dx-{- —-dy-i- { —- dx -\- —- dy ] i dy . *" \ dv dy I
dx 4- / dy dx -h / dy
dX .dY /dX ,dY\ du dx dx \ dy dy )
dx
ou
dz dy
En général la dérivée dépend de la quantité -7-5 et par conséquent de la direction du déplacement infiniment petit donné au point jz. A chaque direction de déplacement correspond une dérivée particulière, et la fonction a ainsi, pour une même valeur de ^, une infinité de dérivées.
Lorsque la valeur de la dérivée est indépendante de la direction du déplacement, en d'autres termes lorsque la fonction admet une dérivée unique en chaque point, M. Cauchy dit que la fonction est monogène.
Pour qu'une fonction soit monogène, il est nécessaire que le
dv rapport arbitraire — disparaisse de l'expression de la dérivée,
ce qui exige que Ton ait
dX .dY dX dY dx dx dy dy
Les fonctions X et Y étant réelles^, cette équation se décompose
PREMIER
j dx
1 dX
\ dr
■~ Ti^'
en deux
7. Ces conditions analytiques ont une signification géométrique très-remarquable. Considérons les deux surfaces ayant pour ordonnées verticales X et Y, les relations (i) indiquent que si l'on fait tourner d'un angle droit, et de l'axe des x vers Taxe des j^, la surface X autour d'une verticale quelconque, le plan tangent à cette surface au point situé sur cette verticale devient parallèle au plan tangent à la surface Y au point correspondant. En effet, les normales aux deux surfaces X et Y font avec les trois axes des coordonnées des angles dont les cosinus sont proportionnels respectivement à
dx df "*
dY dY
dx dy
La rotation indiquée amène l'axe des x dans la direction de Taxe des y, et la direction de l'axe des y dans la direction inverse de l'axe des x\ après cette rotation, la normale à la surface X fait donc avec les axes primitifs des angles dont les cosinus sont proportionnels respectivement à
dX
dx'
Otls,
en vertu
des
relations
(i), aux
quantités
dY
dr'
donc elle est parallèle à la normale à la surface Y.
On voit aussi que si par une verticale on mène deux plans rectangulaires quelconques, les tangentes aux sections déterminées par ces deux plan s dans les deux surfaces font des angles égaux avec la vcrlicalc.
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Remarquons encore que, pour que la foiu lion u soit monogène, aucune des deux fonctions réelles X et Y, qui la composent, ne peut élre arbitraire; car, en vertu des relations (i) , chacune des fonctions doit satisfaire à l'équation aux différences partielles du second ordre
Les deux surfaces X et Y ne sont convexes en aucune de leurs parties; car leurs indicatrices aux points correspondants se projettent sur le plan horizontal suivant des hyperboles équilatères égales, dont chacune a pour axes les asymptotes de l'autre.
8. Les conditions (i) pour qu'une fonction soit monogène sont susceptibles d'une autre interprétation géométrique qui a été remarquée par M. Cauchy. Si l'on représente la fonction u , comme la variable z , par le mouvement d'un point dans le plan horizontal, quand le point z se déplace dans diverses directions, le point u se déplace également suivant des directions diflerentes ; si la fonction est monogène , les courbes décrites par le point u font entre elles les mêmes angles que les courbes correspondantes décrites par le point z. En effet, soient ds et dS deux éléments correspondants décrits par les points z et M, on a
(dsy =:^ (diLy- ^ (dxy
fdX^ , dX ^\^ /dY , ^Y^ \2
ds\
dy J \ dx dy
et si les conditions ( i) sont remplies,
Eu posant, pour abréger,
r/xy
on en déduit
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Considérons maintenant deux triangles infiniment petits formés par des éléments corespondants, les côtés étant proportionnels, les angles sont égaux.
Pour montrer une application de ce théorème , considérons la fonction
les fonctions réelles
X =r: ces .r , Y = sin x ,
satisfont aux conditions (i), puisque la fonction u est monogène. Supposons que le point z se meuve parallèlement à l'axe des X, et ensuite parallèlement à l'axe des y, le point u décrira deux séries de lignes orthogonales : ces lignes ont pour équations
ce sont des ellipses et des hyperboles homofocales.
La fonction très-simple
u z= x"^ -\- y- -\- 1 xy i
est monodrome dans toute l'étendue du plan 5 mais elle n'est pas monogène, car les fonctions réelles
ne satisfont pas aux conditions (i), excepté au point z=:o. Une fonction w, définie par l'équation algébrique
/(z, II) = 0,
est au contraire monogène sans être monodrome. La dérivée, pour chaque groupe de valeurs de z et zi, est donnée par
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réquation
dF
fia dz
7h~~ df' du
Celte dérivée a une valeur unique et finie , excepté pour les
couples de valeurs qui annulent -— ; alors la dérivée devient
infinie ou admet un nombre limité de valeurs.
10. M. Caucliy apipeïle fonction synectique une fonclion qui reste finie, continue, monodrome et monogène dans toute l'étendue du plan. Par exemple, une fonction entière est une fonction synectique.
Nous dirons qu'une fonction est synectique dans une certaine portion du plan, lorsqu'elle est finie, continue, monodrome et monogène dans cette portion du plan.
CHAPITRE II
PROPRIÉTÉS DES SÉRIES ORDONNÉES SXIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES ET CROISSANTES DE LA VARIABLE.
11. Lemme. — LiorsqiLon multiplie les termes d'une série convergente ayant tous ses termes positifs y respectii^ement par des nombres quelconques^ mais qui n^ augmentent pas à rinfîniy on obtient une nouvelle série con\^ergente.
Soit
une série convergente ayant tous ses termes positifs; si l'on multiplie les termes de cette série par les nombres
qui n'augmentent pas à Fintini , on obtient une nouvelle série convergente
«u l>« -H ('i bi -f- a. b^-i- . . . ,
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En effet, prenons m termes à partir du terme de rang «, la somme
égale évidemment la somme
multipliée par une moyenne entre les quantités
La série proposée étant convergente, la dernière somme a pour limite zéro, si grand que soit m ^ quand on fait augmenter n indéfiniment. D'autre part, les nombres par lesquels on multiplie, et par conséquent leur moyenne, conservent des valeurs finies 5 donc la première somme a aussi pour limite zéro, et la seconde série est convergente.
12. Théorème I. — Etant donnée une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes d'une ^variable imaginaire, si^ pour une valeur de la variable dont le module est R, les modules des termes de la série n augmentent pas à Vinjini, la série sera convergente pour toutes les valeurs de la variable dont le module est plus petit que R.
Soit
la série proposée, dans laquelle z désigne la variable imaginaire, ï/o, z/i,... des coefficients réels ou imaginaires. Appelons «0 5 ^1 V l^s modules des coefficients. Nous supposons que les modules
«0, «iR, «2R ,. • ,
des différents termes de la série, pour une valeur de z dont le module est R, n'augmentent pas à l'infini. Donnons à la variable une valeur dont le module p soit plus petit que R, et considérons la série convergente
FO]^CTl0^s défîmes par des séries. i3
si nous multiplions les termes de cette série respectivement par les nombres
qui conservent des valeurs finies, nous obtiendrons, en vertu du lemme précédent, une nouvelle série convergente
Ainsi, pour toute valeur de z ayant un module plus petit que R, la série des modules est convergente, et par conséquent la série proposée elle-même (*).
13. Scolie. — Soit R le plus grand module de z , pour lequel les modules des termes de la série n'augmentent pas à rintini; de l'origine comme centre, avec un rayon égal à R, décrivons un cercle. D après le théorème précédent, la série est convergente pour toutes les valeurs de z situées dans l'intérieur de ce cercle, que nous appellerons pour cette raison cercle de cons^ergence. Elle est divergente pour tous les points extérieurs \ car si l'on donne à z une valeur ayant un module plus grand que R, les modules des termes augmentent à l'infini. Sur la circonférence même la série peut être convergente en certains points, infinie ou indéterminée en d'autres.
Il importe de bien comprendre l'existence du cercle de convergence. Que l'on imagine des valeurs croissantes du module pour lesquelles les modules des termes conservent des valeurs finies. Ou ces valeurs croissantes tendent vers une limite finie et déterminée R, ou elles augmentent à l'infini. Dans le premier cas, la limite R est le rayon du cercle de convergence; dans le second cas, la série est convergente dans toute l'étendue du plan.
Remarquons qu'en chacun des points intérieurs au cercle, non-seulement la série proposée est convergente, mais encore la série des modules de ses différents termes.
C*) Ce théorème a été démontré d'une autre manière par M. Canchy dans ses nouveaux Exercices, tome III, page 388.
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i^. Appliquons à cpielques exemples.
La série
est convergente dans toute l'étendue du plan. La série
est convergente dans le cercle de rayon i. La série est encore convergente sur la circonférence limite, excepté au point (|ui correspond à l'argument zéro \ en ce point la somme est infinie. Il peut arriver que, le point z s'éloignant du rentre jusqu'à la circonférence, la somme de la série tende vers une valeur finie , et que cependant en ce point extrême la série soit indéterminée. Considérons , par exemple , la série
I + z -I- zM- . . .
convergente dans le cercle de rayon i. Posons
Z=rp/^',
et, laissant l'argument constant, faisons croître le module p jusqu'à l'unité. La somme de la série tend vers une valeur
finie et déterminée —•> excepté quand 0=:zo, et cependant
pour ^ = e^' la série a une somme indéterminée.
Lorque le rayon du cercle de convergence se réduit à zéro, la série n'est convergente pour aucune valeur de la variable, excepté pour z =^o\ il en est ainsi de la série
15. Théorème IL — Une série ordonnée suivanL les puissances entières et croissantes de la variable, est une fonction continue dans V intérieur du cercle de convergence.
Désignons pary^(r;) la somme de la série
M„ -}- tt, z + //. z' + . , . ,
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que nous supposons convergente dans Fintérieurdu cercle R. Appelons <p (z) la somme des n premiers termes de la série, et^ (z) le reste 5 nous aurons
/{z) = <fiz) + ^{z).
De Torigine comme centre, avec un rayon R' un peu plus petit que R, décrivons un cercle. On peut assigner une valeur de n telle, que, pour cette valeur et pour toutes les valeurs plus grandes, le module du reste tj> [z) so^HjjBtemnient plus petit qu'une quantité très-petite donnée «, dans l'intérieur du cercle R'. Il suffit, pour cela, de prendre n tel, que l'on ait
a" R'" -h rt"+' R'"-^' -h . . . <a :
ce qui est possible, puisque la série
ao-h n,K' -h. . .
est convergente. Pour tout module p plus petit que R% on aura, à plus forte raison ,
a„o^ -h rt"-^' 0"+' 4- . . . <a.
Le module du reste ^{2) étant plus petit que cette somme, sera lui-même moindre que a.
Supposons maintenant que nous donnions à la variable deux valeurs voisines z et z' comprises dans l'intérieur du cercle R', la fonction prendra les deux valeurs
/(z) = t{j)+4(z), /{z') = ,f{z')+-!^{z'), dont la difîérence est
Le polynôme entier 9 (^) étant une fonction continue de la variable z, nous pouvons prendre la différence z' — z assez petite pour que la variation (p (z') — q (z) du polynôme ait un module plus petit que a. Mais les modules des restes ^ (z') et ^j/ [z) sont déjà plus petits que a j donc la variation y(-s') — f{^) aura un module plus petit que ?> oc. Cette variation pourra
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donc être rendue plus pelile qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit. Ainsi la fonction , définie par la série, varie d'une manière continue dans l'intérieur du cercle de convergence. Il est évident, d'ailleurs, que cette fonction est monodrome dans le même cercle, puisqu'elle n'a qu'une valeur pour chaque valeur de z.
16. Théorème III. — Une série ordonnée suivant les puissances enflbres et croissantes de la variable est une fonction monogène dans V intérieur du cercle de convergence.
Soit la série
/(z)— Mo H- i(,z->r u^z" +. . .
convergente dans le cercle de rayon R. Nous allons démontrer d'abord que la série
obtenue en prenant la dérivée de chacun des termes, est convergente dans le même cercle. De l'origine comme centre, avec un rayon R' un peu plus petit que R, décrivons un cercle, et donnons à z une valeur dont le module p soit plus petit que R^ Si l'on multiplie les termes de la série convergente
respectivement par les nombres
qui n'augmentent pas à l'infini , on obtient une série convergente
Ainsi, la nouvelle série est convergente dans le même cercle que la première.
La série proposée étant représentée pary(^), nous représenterons par/"' (2) la série obtenue en prenant la dérivée de' chacun des termes de la première, par/'' (^) la série obtenue! en prenant la dérivée de chacun des termes de la seconde, et
FONCTIONS DÉHMES PAR DES SÉRIES. ir
ainsi de suite. Toutes ces séries sont converoentes dans le cercle de convergence R de la série proposée.
^ Nous allons démontrer, raainlenant, que la série y' (z) est la dérivée de la fonctiony^(^).
Si l'on donne à la variable z un accroissement A, on a
Appelons p le module de z , A celui de /^ ; la série
est convergente, tant que p-|-A est plus petit que R, ou A plus petit que R — p. Développons les binômes et ordonnons par rapport aux puissances de A , de manière à disposer les termes dans Tordre suivant :
^ ' i -4-(r/,-h 2rt,p-h3«3p-. . . - + ^ • • »-
Les termes partiels de la série (2) étant tous positifs et avant une somme finie, la série (3), qui se compose des mêmes quantités mises dans un autre ordre, est aussi convergente, et otVre une somme égale. On observe, en eflfet, que la somme des 11 piemiers termes de la série (3) contient les n premiers termes de la série (2) , plus d'autres ternies qui appartiennent aux termes suivants de la série (2), et qui, par conséquent, ont une somme infiniment petite pour les très-grandes valeurs de n 5 ces sommes des n premiers termes des deux séries , ayant une différence infiniment petite, tendent vers la même limite.
En développant de même la série ( i ) , et ordonnant suivant les puissances croissajites de /z , nous formons la série
(4) /(:)+/' {z)'i+/"[z]Jf~ + ...,
qui est aussi convergente, et qui a même somme que la série (i) ^ car la différence entre la sonmie des n premiers termes de la série (4) et la somme de n premiers teimes de la série ( 1) , ayant un module plus petit que la dillerence des deux sommes
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correspondantes dans les séries (2) et (3), a pour limite zéro. On a donc
on en déduit
La série convergente, écrite dans le second membre, est une fonction continue de la variable h. Si h est très-petit, elle diffère infiniment peu àe f [z) ^ et, quand h tend vers zéro, elle a/' [z) pour limite. Donc
Ainsi la série/" (2) admet une dérivée unique/' (z) , quelle que soit la direction du déplacement h. Cette série est donc une fonction monogène.
17. En résumant ce qui précède, on voit qu'une série ordonnée suivant les puissances croissantes d'une variable est une fonction continue;, monodrome et monogène, dans l'intérieun du cercle de convergence. En un mot, c'est une fonction synecligue dsLiis le cercle de convergence.
Nous citerons comme exemples les séries
par lesquelles on définit les trois fonctions
fc'% sinz, cosz,
nès-usitées dans l'analyse. Le rayon du cercle de convergence étant infini, ces trois fonctions sont finies, continues, moiiodromes et monogènes, dans toute l'étendue du plan; ce
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sont des fonctions synectiques dans toute l'étendue du plan. 18> Une double série
ordonnée suivant les puissances entières positives et négatives, et se prolongeant à Finfini des deux côtés, peut être considérée comme la réunion de deux séries ordinaires
Soient R le rayon de convergence de la première série, — ^
celui de la seconde quand on prend - pour variable. La première série est convergente dans le cercle de rayon R, la seconde pour toute la partie du plan extérieure au cercle de rayon R'. Donc, si R est plus grand que R', la double série sera convergente dans la couronne comprise entre les cercles R' et R, et dans cette étendue elle représentera une fonction svneciique.
Par exemple, la double série
II 3 2'
...4---! hi H h--{-...
est convergente dans la couronne comprise entre les circonférences de rayons i et 2.
La double série
...H 1 hiH 1 h...
est convergente dans toute l'étendue du plan , excepté au point -z = o.
CHAPIÏRi: III.
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES DE LA VARIABLE.
19. Soity (2:) une fonction finie, continue, monodrome et monogène, c'est-à-dire une fonction synectîque, dans une certaine portion du plan. Considérons les valeurs de l'intégrale définie
f{^)dz,
quand on va du point z^ au point Z par deux chemins, z^Q.T,
et ^0 DZ [fi^. 4), Irès-rapprocliés l'un de l'autre, et situés
dans la partie du plan dont il s'agit. A chaque point m de la
première courhe faisons correspondre un point n de la seconde
V\{\. f\. courhe , de manière que le point z^
^^ se corresponde à lui-même ainsi
y que le point Z- désignons par la
lettre <-/ un déplaceilient infiniment
petit sur Tune des courbes, et par
la letlre à le déplacement de m
en /?. Si l'on va d'un point m de
la piemière courbe à un point voisin
/îj'.
éprouve un accroissement mai que par df.(z). La fonction, étant monodrome, prendra au point // la même valeur, quand on suivra le chemin z^nni au lieu du chemin z^ Dw^ il en ré- ' suite que la valeur de la fonction au point n dans la seconde intégrale diffère de la valeur de la fonction au point m dans la première intégrale d'une cjuantité égale à la variation de cette fonction correspondant au déplacement ////z, variation marquée par cJ/"(2). D'autre part , la fonction étant monogène , cVst-à-dire admettant la même dérivée pour les deux déplacements iJim' et Jim , on a
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d'où Ton déduit
(i) ■ of{z).dz = df[z).5z.
Cela posé, calculons la variation de l'intégrale définie, quand on remplace le chemin z^ CZ par le chemin infiniment voisin ^oDZ^On a
^ rV(z)r/3= \ \§f{z).dz-^-f(z).dSz]',
en vertu de la relation (i ) , cette expressiou- devient Z
[df(z).^z^f{z).ddz\
ou, plus simplement,
Les deux points extrêmes étant iixes, Bzq est nulle, ainsi que JZ : donc la variation de Tinlégrale définie est nulle.
20, Considérons maintenant deux li^'ucs quelconques allant d'un point à un autre et comprenant entre elles une portion finie du plan dans laquelle la fonction^ (2) reste finie, continue, monodrome et monogène , il est clair que ces lignes conduiront h. la même valeur de l'intégrale déiinie^ car on peut passer de l'une de ces lignes à l'autre par une série de transformations qui n'altèrent pas la valeur de l'intégrale définie. Il en résulte que, si la fonction y{^) est synectique dans ^''8- 5. la portion du plan comprise dans un(î
courbe fermée, Tintégrale définie, obtenue en parcourant ce contour, est nulle. En efïet , l'intégrale le long de ^0 AZ ifig' 5) est la même que suivant ^0 l^Z ; or, quand le point Z vient en z^ ^ cette dernière intégrale est évidemment nulle.
De même, si la fonction y (2;) est synectique dans la portion du plan comprise entre les deux courbes fermées ABC, A'B'C/ {fig^ 6), les intégrales correspondantes à ces deux contours
Fig. 6.
sont égales. En efïel , le chemin A'B'CA' peut être remplacé par le chemin A' ABC A A-, mais les portions d'intégrale obtenues en parcourant la ligne A'A, d'abord de A' en A, puis, à la fin, en sens contraire, sont évidemment égales et de signes contraires; donc les deux contours ABCA , A'B^C'A', donnent la même intégrale définie.
Ces théorèmes remarquables sont dus à M. Cauchy (* ) ; nous
en avons reproduit la démonstration, afin de bien préciseras
hypothèses sur lesquelles elle repose.
21 . Lorsque la fonction/ (2:) est synec tique dans une certaine portion du plan , l'intégrale
/(-)<fe.
calculée à partir d'un point Zq et prise le long d'une courbe quelconque tracée dans cette partie du plan , est aussi une fonction synectique dans la même étendue. On voit d'abord que la fonction est monodrome, puisque tous les chemins, qui vont du point Zq au point z , conduisent à la même valeur. Il est facile de démontrer qu'elle est aussi monogène. Désignons par F(^) cette fonction nouvelle 5 si nous donnons à la variable z un accroissement h, la fonction éprouve l'accroissement
/iz)dz = [f{z]^e]/r^
da quantité s s'annulant avec h. On en déduit
lim — ' ^-
[*■) Coni/'les icndus de VAcadrniic des Sciences} iH/jf).
DÉVELOPPEMENT DES FOJXCTIOInS EN SÉRIES. '2[\
Ainsi la l'onction F (z) a une dérivée unique/ (^) , quelle que soit la direction du déplacement^ c'est donc une fonction nionogène.
22. Le développement en série n'offre plus aucune difficulté.
Soit /
une fonction
finie, continue, monodrome et monogène, dans Tintéi ieurd'un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon R {fis- 7)'-> je tlis quelle est développable en série ordonnée suivant les puissances de z et convergente dans le cercle
de rayon R. Soit t un point fixe pris à volonté dans l'intérieur
du cercle, la fonction
dans laquelle nous regardons z comme la variable, jouit des mêmes propriétés que la fonction f(z) dans l'intérieur du cercle R -, elle est évidemment finie, continue, monodrome et monogène, comme la fonction f{z). On pourrait craindre cependant qu'elle ne devînt infinie pour la valeur particulière z = t qui annule le dénominateur; pour éviter cet inconvénient, nous supposerons d'abord qu'au point / la dérivée J' [z) de la fonction proposée a une valeur finie 5 si l'on donne à z une valeur voisine de Z, la fonction
différant très-peu de la quantité finie /'(^), aura elle-mênic une valeur finie et sera continue. Ainsi la fonction
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est finie et continue en tous les points situes à rintéiieur du cerele sans exception.
Du point O comme centre, avec un rayon r plus grand que Ot, mais plus petit que R, décrivons un second cercle. Il résulte du théorème précédent que l'intégrale définie
obtenue en parcourant la circonférence /', est nulle 5 on en déduit
f/Mdz ^ r/{z)dz
ies intégrales étant prises le long de la même circonférence 5 et si l'on fait sortir du signe / le facteur constant/(f),
La fonction -3— ne devenant infinie que pour la valeur z = f , on peut dans l'évaluation de l'intégrale
r dz
remplacer la circonférence /• par une circonférence décrite du point f comme centre avec un rayon infiniment petit p. Posons
le rayon p étant constant et Fangle 6 seul variable, on a
dzz= irje^'dO,
cFoù
dz
" idO i
l'intégrale deviejit
d^ ^ziTvi.
On a donc
^i-^-ùI'A'-
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cette dernière intégrale étant prise sur la circonférence /•, et en tournant de Oj: vers Oj. Mais quand le point z parcourt la circonférence r, le module de z reste constamment plus grand que le module de t'^ on peut donc développer la fraction
en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de f , ce qui donne
donc
= J_[J/Li),. + .|/[i^,. + .J.qi)rf. + ...]
Chacune des intégrales définies qui entrent dans le second membre, étant prise le long d'un contour fini r, a une valeur finie et déterminée, et la fonctiony(f) se trouve ainsi développée en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de l. En appelant t/o, "i, u^^. . . les coefficients de la série, on a
(i) /(?) = WoH-'^i^4-W:.^'H-
Si l'on pose
z^re^'\
un coefficient quelconque est donné par la fornmlc
dans laquelle /• désigne un rayon arbitraire plus petit que le rayon R du cercle de convergence. ♦
23. Le point t est un point quelconque intérieur au cercle de rayon R ; ainsi la série représente la fonction proposée /'(^) en tous les points du cercle, excepté toutefois les points où la dérivéey' (^) serait infinie ou discontinue : mais celte lestric-
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tioii est inutilt.'. En elïet, nous avons démontré (n" 15) qu'une série, ordonnée comme la série (i), est une fonction continue de la variable / , dans le cercle de convergence, sans exception 5 la fonction /(?) et la série, étant continues dans toute l'étendue du cerclc;, et égales en tous les points, excepté en certains points particuliers, ne peuvent différer même en ces points. Donc le développement s'applique à tous les points du cercle sans exception.
La fonction /(^) et la série étant égales, leurs dérivées sont égales, et l'on a
pour tous les points du cercle de convergence (n" 16).
On voit pa[ là que la dérivée ^ [t) de la fonction proposée reste finie et continue dans le cercle, et que, par conséquent, il est impossible qu'elle devienne infinie ou discontinue en aucun de ses points. Ainsi la circonstance que nous avons écartée dans la démonstration ne peut pas se présenter.
De ce qui précède résulte le beau théorème de M. Cauchy, que nous énoncerons de la manière suivante :
24. Théorème. — Pour qu une fonction soit, déi^eloppahle en une série ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes de la variable^ et convergente dans un cercle décrit de l'origine comme centre, il est Jiécessaire et il sujfit que la fonction soit synectique, c'est-à-dire soit finie ^ continue^ monodrome et mono gène ^ dans ce même cercle.
Ces conditions sont nécessaires, car nous avons démontré (n" 17) cpi'une série, ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable , est une fonction synectique dans le cercle de convergence. Elles sont suffisantes*, car nous venons de démontrer que, lorsqu'une fonction est synectique dans un cercle de rayon R, elle est développable en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable et convergente dans le même cercle. 11 est d'ailleurs impossible de les réduire à un moindre nombre^ les explications que nous avons don-
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nées au commencement de ce Mémoire font voir, en eliét, qu'une fonction peut tViie finie et continue sans être monodrome, monodrome sans être monogène, ou nionogène sans être monodrome.
i25. Une fois établie la possibilité du développement, il est facile de déterminer les coefficients. Reprenons, en eiïet, la série (i) , dans laquelle nous remplaçons t par z^
(2) f[z)z=Uo 4- w, 2 -t- «2 z- H- W3 z^ -h . . . .
La fonction et la série étant égales dans le cercle R , leurs dérivées des différents ordres sont égales dans le même cercle. On a donc
f [z) =. «, -1- 2 Wj z = 3 «3 s' -h . . . , /'' (z) r= J . 2 Wî -h 2 . 3 /«3 Z -^- . . . , f"'(z)= I.2.3«, + 2.3.4 ^/,Z-f-...,
Ces diverses séries sont toutes convergentes dans le cercle R et continues 5 si l'on y fait z = o, on a
et l'on obtient ainsi la série de Maclaurîn,
Nous avons exprimé les coefficients de la série de deux manières , par des intégrales définies et au moyen des dérivées de la fonction, La comparaison des deux développements donne la formule
o r* l'Tz
(4) f^{p)= ''^^nr^~j /{reC^e-neiclfi.,
La série de Taylor s'en déduit aisément :
Si la fonction f [z) est sjnec tique dans un cercle décrit autour du point z^ comme centre^ elle se développe en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de z — Zq
et corwergente dans le même cercle^ et Ton a
(5) /(z) =/(..) +/'(z.)fjzl« +f''i^,^)[lr:hl+,, .
En remplaçant z^ par ^ et z — Zq par h , on obtient la série de Taylor sons sa forme habituelle
(6) /(2 + A)=/(,)+/'(,)^+/"(^)il+...,
et la formule (4) devient
/"(^)= '?'!,:" \''f{^^ + rc0i)e-'>6id9.
r étant un rayon arbitraire plus petit que le rayon du cercle de convergence relatif au point z.
Application à quelques exemples, 26. Soit une fraction rationnelle
(Marquons les ])oints A, B, C, . . . qui annulent le dénominateur, et qui, par conséquent, rendent la fonction infinie. Soit A celui de ces points qui est le plus rapproché de l'origine; du point O comme centre, avec un rayon égal à OA, décrivons un cercle ; la fraction rationnelle sera développable , dans ce cercle , en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de ^. Dès que l'on sort du cercle, la série est divergente, car la fonction devient infinie au point A.
De même, si d'un point ^o? pris arbitrairement dans le plan , avec un rayon égal à la distance* de ce point à celui des points A , B , C , . . . qui en est le plus rapproché , on décrit un cercle , la fonction sera développable , dans ce cercle, en une sciie convergente, ordonnée suivant les puissances cioissanles de>
La fonction
csïnz
étant finie, continue, monodrome et nionogène, dans toute lélendnedu pian, estdéveloppable en une série ordonnée suivant les puissances de z ^ et convergente dans toute l'étendue du plan.
La fonction
est discontinue ou indéterminée pour z = i -^ car elle devient infinie, ou nulle, ou indéterminée au point ^ = i , suivant le clremin qu'on suit pour y arriver: elle est donc développable dans le cercle de rayon i. Il en est de même de la fonction
qui devient indéterniinée au point z = i . 28. Soit la fonction irratiîmnelle
comptée à partir de :; = o , avec la valeur initiale -+- i. Nous avons vu (n*^ 3) que cette fonction cesse d'être monodrome quand on tourne autour du poÎJit z =z — i • elle sera donc développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de z.^ dans le cercle décrit de l'origine comme centre, avec un rayon égal à l'unité. Il en sera de même d'une fonction implicite u définie par une équation algébrique entre it et z et comptée à partir du point z avec la valeur initiale//o (n" 4). Si du point Zq comme centre, avec un rayon égal à la dislance au point le plus proche pour lequel l'équation a des racines égales et la fonction cesse d'être monodrome, on décrit un cercle, la fonction sera développable dans ce cercle en une série convergente ordonnée suivant les puissances ci(jissanles de z — Zq.
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La fonction transcendante
log(i -f-z),
comptée à partir de 2 = o, avec la valeur initiale zéro ( n'* 5) devient infinie , et cesse d'être monodrome , au point ^ = — i ; elle sera donc développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de z , dans le cercle décrit de l'origine comme centre, avec un rayon égal à l'unité. La fonction
M = 07^ + J^ -f- 2 XJl ,
n'étant pas monogène, n'est pas développable. 29. Considérons enfin la fonction
u = sin z + \ {x} + y- — i ) ,
dans laquelle la lettre \ représente la valeur de l'intégrale définie
2, / ^ sin/
os dt^
obtenue en donnant \\ i des valeurs réelles de o à 00 . On sait que l'intégrale définie
2 r^ sin;
- I cas gtdt
^ Jq ^
est constamment égale à l'unité quand le nombre g est moindre que I , et qu'elle est constamment nulle quand le nombre g est plus grand que f . De l'origine comme centre , avec un rayon égal à 1 unité, décrivons un cercle; le facteur X sera nul tant que le point z restera dans le cercle, et il deviendra égal à l'unité pour tous les points extérieurs. La fonction est finie, continue et monodrome, dans toute l'étendue du plan 5 elle est monogène dans le cercle de rayon i , puisque la seconde partie se réduit à zéro dans Tintérieur du cercle; mais, hors du cercle, elle n'est plus monogèiie, parce que la seconde partie x^ _p. ^2 — j ji\.5i paj^ monogène. On en conclut quela fonction
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est (léveloppable en série convergente dans le cercle de rayon égal à l'unité.
Les exemples précédents montrent que la limite de ( onvcrgence delà série est déterminée, tantôt parce que la fonction devient infinie ou discontinue, tantôt parce qu'elle cesse d'être monodrome, tantôt parce qu'elle cesse d'être monogène.
30. Théorème II. — Lorsquiine fonction est sjnectique dans la portion du plan comprise entre deux cercles ayant pour centre l'origine des coordonnées, elle est déueloppable e?i une double série ordonnée suiuafit les puissances entières, positives et négatives, de la variable, et convergente dans cette portion du plan.
Nous supposons la fonction / [z) synectique dans la portion Fig. 8. du plan comprise entre
les deux circonférences
R et R' décrites de l'origine comme centre, R étant plus grand que R'.
Soit t un point quelconque de cette couronne [fig. 8) ^ du point O comme centre décrivons deux cercles , l'un avec un rayon /' plus petit que R, mais plus grand que O/, l'autre avec un rayon /-^plus petit que O/, mais plus grand que R'. L'intégrale
dz ^
obtenue en parcourant chacune des deux circonférences dans le même sens , a la même valeur. En distinguant par les indices r et r ces deux intégrales définies , on a
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OU
=: o^ car la circonférence r' ne comprend pas Je
point z=z t qui lend infinie la fonction placée sous le signe f. On sait d'ailleurs que
r ciz
Il en résulte
Dans la première intégrale, le module de z étant plus grand
que celui de f, la quantité peut être développée en une
série convergente suivant les puissances positives croissantes
de -• Dans la seconde, au conlraire, le module de z étant pins
petit que celui de /, la quantité se développera en une sé-
ne convergente suivant les puissances croissantes de -• On aura donc
f{z)dz
\ - 4-- r- { f[z) dz + t--^ f f(z) zdz .
Les intégrales définies, qui servent de coefficients à la double série, onl des valeurs finies et déterminées. On peut les prendre le long d'une circonférence arbitraire comprise entre les circonférences R et R', et en tournant de droite à gauche. Si Ton pose z = re ', et si l'on remplace t par z, on a la double série
dai
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Celte extension du théorème de M. Cauchy a été indiquée par le capitaine Laurent.
31 . Il est facile d'étendre les théorèmes précédents aux fonctions de plusieurs variables indépendantes. Soit ^ (a:, j . ^) une fonction de trois variables imaginaires x, Jy^-, finie, continue , monodrome et monogène , quand chacune des variables reste comprise dans une certaine portion du plan. Donnons à x^y, z des accroissements ^, A, /', la fonction f [x -\- h ^ j -{- k ^ z -j- /) est finie , continue , monodrome et monogène, tant que les variables h^ k, l restent comprises respectivement dans des cercles de rayons R , R', R'^ décrits des points x ^ y ^ z comme centres.
Posons
u = X -h t/l , V zzz j' -\- tk , a' =z z -\- tl ,
t désignant une variable dont le module est plus petit que l'unité. La fonction/(M, t^, w) est une fonction synectiquede r, quand la variable t se meut dans le cercle de rayon i, décrit de l'origine comme centre; elle est donc développable , dans cette étendue, en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de t, et Ton a, en désignant par F(/) cette fonction,
F(f)=:F{o)4-F (o;--hF"(o)— -t-
Mais on a symboliquement
F"(0 = (/*D„/4-/-D.,/-h/D,./)% d'où
F" (o) = (^D,/H- XD,. /+ /D3 /)".
Si l'on remplace F" (o) par sa valeur et que 1 on fasse t = i ,
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on oLticjit la série
(9) [ _^ y^ (AD,/+/^D^/H-/D./)"
ordonnée suivant les puissances croissantes de /i, /f, /, et convergente dans les cercles de rayons R, R', R^^
Les coefficients s'expriment aisément au moyen d'intégrales définies. En effet, si dans la formule (y)
on fail
on a
I 1 ^b ( JC -h 7-^^' ,y -\- / eO'i) e— nOi - n' ff i dQ dO'
Celle-ci donne pareillement
^11 f [x^rcC^, x-{-r'eO'i,z-^r"rO"i)e-irei-n'rj'i-n"fj"i(l(ïd^'(
(ÎO)'
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32. Théorème I. — Lorsqu'une fonction est synectique dans une certaine portion du plan, toutes ses dérivées sont aussi des fonctions synectiques dans la même étendue.
Soit Zq un point quelconque pris danspelte portion du plan, nous avons démontré que la fonction proposée /^(z) se déve-
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loppe en une série convergente
f{z) — u„ H- w, (z — Zo) -\- ih{z— Zo '-^ H- . . .
dans un cercle décrit du point Zq comme centre avec un rayon convenable. On en déduit
/' ( Z ) =: «, -h 2 M, (Z — 2o) -+- 3 «3 (z — Zo)' +
Cette série étant convergente dans le même cercle, la foncûonJ^[z) est synectiquc dans ce cercle; et, comme le point ^0 peut être pris arbitrairement dans la portion du plan pour laquelle la fonction /'(z) est synectique, la fonction f (z) jouit de la même propriété dans toute cette étendue.
Le théorème étant démontré pour la première dérivée, s'éterd évidemment à toutes les autres.
33. Corollaire I. — Une fonction sjnectique ne peut être constante dans une portion finie du plan, si petite qu elle soit.
Soit Zq un point situé dans cette portion du plan-, la fonction étant constante dans le voisinage du point z^^ toutes ses dérivées sont nulles en ce point , et la série de Tavlor se réduit à
Il en résulte que la fonction est constante dans le cercle de convergence décrit du point z^ comme centre. Que Ton répète le même raisonnement pour un autre point du cercle, et l'on démontrera ainsi de proche en proche que la fonction reste constante dans toute l'étendue du plan pour laquelle la fonction est synectique.
Il en serait de même si la fonction était constante le long d'une ligne, si petite qu'elle soit.
Corollaire II. — Une fonction synectique ne peut avoir toutes ses dérivées nulles en un point.
Si cela avait lieu , la fonction serait une constante.
34. Théorème II. — Lorsqu'une fonctioîi synectique dans tnc certaine ponion du plan s'annule pour une ^valeur z==a
comprise dans cette portion du plan, elle est divisible par (z — a)'\ n désignant un nombre entier fini.
En développant , d'après la série de Taylor , on a en effet
d'où Ton déduit
Le quotient 5 étant développé en série convergente dans
an cercle décrit du point a comme centre , est une fonction synectique dans le voisinage du point /2, et par conséquent dans $a même étendue du plan que la fonction proposée. Si l'on représente par (p (z) cette fonction, on aura
Si la quantité a n'annule pas f (z), on dit que a est racine simple de l'équation /" (s) — o. Mais si a annule la fonchon/(z) et ses ( Ai — i) premières dérivées, on a
et le quotient
est une fonction synectique dans la même étendue que la fonction,/(-z). Si l'on représente ce quotient par ^ (-z), on a
Dans ce cas, on dit que la racine a est du degré n de multiplicité.
Le nombre des dérivées qui s'annulent pour z — a étant nécessairement fini, toute racine est d'un degré fini et entier de multiplicité.
35. Scolie. — Dans une portion finie du plan, Féqua- \\onf{z) = o n'admet qu'un nombre fini de racines 5 car, sii
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elle en admettait une infinité, les points qni correspondent aux racines seraient infiniment rapprochés les uns des autres et la fonction nulle en ces points infiniment rapprochés, ce qui est impossible.
Si l'on appelle «, ^, c,..., / les racines, la fonction y" (z) s'écrira
(p (z) étant une fonction synectique qui ne s'aunule pas dans la portion du plan considérée.
36. Théorème IlL — Quand une fonction f (z), nio/wdrome et moJiogène, déifient infinie pour z = a, quel que soit le chemin suivi pour arriver à ce point^ on peut la mettre sous la forme
[z — af [z — «)"-' z — a
la fonction ip (^) étant mono dro me et monogène et ne devenant pas infinie pour z = a.
En effet, dans ce cas, la fonction -jy~\ devenant nulle pour
z= a^ ai restant finie et continue, on a
d'où Ton dédviit
La valeur a est un infini du degré fini et entier n de multiplicité.
Si l'on développe la fonction ^ (2) en série suivant les puissances croissantes de (z — a), la fonction proposée s'écrit
(z — «)" (z — rt)" ' z — a
^ {z) désignant une fonction monodromc et monogène qui ne devient plus infinie pour z =: a.
Pour que la fonction jouisse de ces propriétés, il est nécessaire qu'elle devienne infinie pour ^ = «, quel que soit le chemin suivi pour arriver en ce point. Ceci n'a pas lieu pour la
fonction e\ qui, lorsque z ==: o, devient nulle, ou infinie, ou indéterminée, suivant le chemin suivi.
37. Théorème IV. — Une fonction^ monodrome et tiionogène dans toute l'étendue du plan, devient nécessairement infinie pour une ojaleur finie ou infinie de la variable.
Appelons M le maximum du module de la fonction f (z) dans le cercle de rayon r décrit autour de Torigine 5 si dans la formule (n«!25)
nous remplaçons chaque élément de l'intégrale définie piar son module, ou parmi module plus grand Mr/0, il est évident que
I M d Q ou que 2 Tï M, et nous aurons
nio() /" ( o ) <^ I . 2 . 3 . . . «
Supposons maintenant que la fonction^ (z) ne devienne infinie pour aucune valeur finie ou infinie de z, c'est-à-dire que le module de la fonction reste moindre qu'une quantité finie M dans toute l'étendue du plan. Dans ce cas, on pourrait prendre le rayon /• infiniment grand, et l'on aurait, en vertu de la formule précédente,
La fonction, ayant toutes ses dérivées nulles, serait une constante. Si donc la fonction n'est pas une constante, elle doit devenir infinie, soit pour une valeur finie, soit pour une valeur infinie, de la variable z.
38. Corollaire I. — Une fonction^ monodrome et monogène dans toute Vétendue du plan, devient nécessairement nulle pour une valeur finie ou infinie de la variable.
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Car si la fonction f {z) ne devenait pas nulle, la fonc
lion ne deviendrait pas infinie \ ce qui est impossible.
Il peut arriver que la même valeur de z rende une fonction à
la fois nulle et infinie. Ainsi la fonction e^ devient infinie quand le point z vient à l'origine par un chemin situé à drdite de l'axe des y^ et nulle quand le point z vient à Torigine par un chemin situé à gauche de l'axe des y. De même la fonction e* devient nulle ou infinie pour des valeurs infinies de z.
CoROLLAinE U. — Une fonction^ monodrome et mono gène dans toute Vétendiie du plan, acquiert toutes les valeurs possibles.
La fonction f {z) acquiert nécessairement la valeur A , car la fonction f[z) — A prend la valeur zéro.
39. Théorème V. — Deux fonctions monodromes et uionogèncs^ qui admettent les mêmes zéros et les mêmes infinis ^ chacun au même degré de multiplicité, sont égales^ à un facteur constant près.
Soienty(z) et F (2) les deux fonctions proposées. Le quotient
le ces deux fonctions, ne devenant ni nul, ni infini, est une constante. En désignant par A cette constante, on a
Scolie. — 11 résulte de là qu'une fonction est complètement définie, à un facteur cpnstant près, quand on connaît ses zéros et ses infinis. C'est par le nombre et la distribution des zéros et des infinis dans le plan que les fonctions se distinguent les unes des autres.
40. Théorème \T. — Toute fonction monodrome et monogène, qui ne de^'ient infinie que pour z := zo , sans devenir indéterminée, est une fonction entière.
Soit uzz:zf{^z) la fonction proposée. Posons z = -•- la fonc-
lion s'écrit ii=fl~\'^ nous rappellerons (p (/). Cette fonction 9 (t) devient infinie pour f = o, sans devenir indéterminée. En vertu du théorème III, on peut la mettre sous la forme
La fonction ^{t)^ ne devenant infinie pour aucune valeur de t^ est une constante A„. On a donc
, > Afl A, An_i
et, par suite,
Ainsi la fonction /(z) est une fonction entière du Ai'^'"Megré.
41 . Théorème VII. — To aie fonction monodrome et monogène, qui n admet quun nombre limité d* infinis, est une fraclion rationnelle.
Considérons d'abord le cas où la fonction^ ( z) admet 7i infinis simples a, A, c, . . . , /, et prend une valeur finie et déterminée P pour z-= ao .
La fonction, devenant infinie pour ^ r=a, s'écrira sous la forme
la fonction a^ [z) ne devenant plus infinie pour z=^a. La fonction çp(2), devenant infinie pour z=^h^ s'écrira sous la forme
En continuant de celte manière , on arrivera enfin à une fonction qui n'aura plus d'infini, et qui, par conséquent, sera une constante P. On aura donc
La démons! rat ion rsl la même quand il y a des infinis mul
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liples. Soit p le degré de rinfiiii a^ q celui de Z>, etc. La fonclioii proposée pourra être mise sous la forme
Bu B, . , By_
[z — by {z — by^-^
La fonction 9 [z)^ ne devenant plus infinie que pour 2 = 00 , est une fonction entière.
En réduisant ces fractions simples au même dénominateur, on voit que la fonction u est une fraction rationnelle dont le terme le plus élevé est du degré /z, si n désigne le nombre total des infinis. A chaque valeur de u correspondent n valeurs de Zj c'est-à-dire que la fonction prend la même valeur en n points du plan. Cette fonction admet aussi n zéros. Ainsi le nombre des zéros est le même que celui des infinis.
42. Théorème VIIL — Toute fonction monogène, qui admet m valeurs pour chaque valeur de z, devient nécessairement infinie.
Désignons par Uq. Wj, «2,..., i/,„_i les m valeurs que prend la fonction u pour une même valeur de z. Considérons une fonction symétrique de ces m quantités, par exemple leur somme
Quand la variable z décrit un contour fermé, ces valeurs de la fonction se permutent les unes dans les autres suivant une certaine loi; mais la fonction symétrique ne change pas. Cette fonction symétrique est donc monodrome. Puisqu'elle doit devenir infinie, il faut que l'un des termes de la somme devienne infini.
i3. Théorème IX. — Toute fonction monogène, qui a m valeurs pour chaque valeur de z et qui n admet qu un nomhrc limité d'infinis, est racine d'une équation algébrique.
Représentons toujours par i/o, ''i, «2 v? "m_i les m valeurs (le «, et considérons les fonctions symétriques
'io~\- ih + ^2 H-. . . + u„
ik savoir, la somme des m valeurs, la somme des produits deux à deux, la somme des produits trois à trois, etc., enfin le produit des m valeurs. Chacune de ces fonctions symétriques , étant monodrome et n'ayant qu'un nombre limité d'infinis^ est une fraction rationnelle en z. La fonction u satisfait donc à une équation algébrique du degré m, dont les coefficients sont des fractions rationnelles en z.
Cette équation est irréductible; car si la fonction u satisfaisait à une équation de degré moindre, elle n'aurait pas m valeurs.
Corollaire. — Une fonction définie par une équation algébrique irréductible du m''""'' degré prend m valeurs pour chaque ^valeur de la variable.
On part de la valeur z z=i Zq avec une certaine valeur initiale u=zU(^.^ et l'on suit, pour aller à un point quelconque du plan, soit le chemin rectiligne, soit des lignes comprenant un ou plusieurs points pour lesquels Féquation a des racines égales. Ces chemins donneront ni valeurs différentes de la fonction; car, si la fonction n'en prenait qu'un nombre moindre, elle satisferait à une équation de degré inférieur.
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44. Les cas où l'on peut intégrer une équation différentielle $ont extrêmement rares, et doivent être regardés comme des exceptions. Mais on peut considérer une équation différentielle comme définissant une fonction d'après son mode de génération, et se proposer d'étudier les propriétés de cette fonction sur féquation différentielle elle-même.
Soit
du ^/. s
une équation différentielle du premier ordre j u sera une fonction de z, définie par la condition de satisfaire à Téquation différentielle et d'admettre une valeur initiale donnée Uq pour z = Zq. m. Caucliy a démontré que si le coefficient différentiel/"(?/, z) est une fonction synectique pour les valeurs de u et de z voisines de Uq et de ^o, la fonction intégrale u est elle-même synectique pour les valeurs de z voisines de z^. IN'ous donnons d'abord une démonstration plus simple de ce théorème de l'illustre géomètre , qui est notre point de départ.
io. Leiiune I. — Soit/"(x) une fonction synectique de la variable imaginaire x, dans le cercle décrit du point Xq comme
centre avec un rayon r, et sur la circonférence elle-même. Appelons M le maximum du module de la fonction /"(j^) dans le cercle de rayon r. Si, dans la formule (n° 25)
on remplace chaque élément de l'intégrale définie par la quantité ^IdQ plus grande que son module, on augmente évidemment le module de l'intégrale définie qui se réduit alors à
2 7rM, et Ton a
(i) mod/"(.ro) <^ 1 .2. . . « — •
46. Lemme II, — Soit /(x, /, z) une fonction synectique par rapport à chacune des variables imaginaires x^ j^ -z, quand ces variables restent comprises respectivement dans des cercles de rayons r, i\ i^" décrits des points Xo , j^o , Zq comme centres , et sur les circonférences elles-mêmes. Appelons de même M le maximum du module de la fonction dans l'étendue des valeurs considérées. Si, dans la formule f 11^31)
{inY X f f f ' /(■r,-^reôi,x,-i-/eO'i, Zo-hr"eO" i)e-("6-^n' û'-+^n" 0")i dO clQ'dO'
on remplace chaque élément de l'intégrale mulliple par une quantité MJ0^/0'J0'' plus grande que son module, on augmente le module de l'intégrale, et l'on a
<Cii.i ..n.\.i ..n'.i.i...n , , „- \
17. LenwwIII. — Il est facile décomposer une fonclion dont les dérivées partielles nient on .rç, ro, -^'^o desvalcurs égales
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aux limites assignées pour les modules des dérivées correspondantes de la fonction proposée/^ (x, y^ z). Considérons en effet la fonction
J— Jo
qui se développe en série convergente, tant que les différences X — Xo, 7 — /o, ^- — Zq ont des modules respectivement moindres que /% i\ i". Le ternie général de la série est de la forme
{x-x,f (j-roK {z-z,Y"
Si l'on prend une dérivée quelconque D""^.""^" de la fonction
^ (x^Y^ z) et que l'on y fasse x = x^^y = ro-> z = z^^le ternie écrit plus haut donne
et les résultats fournis par les autres termes s'évanouissent. On a donc
Ainsi, en Xo, ja^ -Zq? les dérivées de la fonction (p sont des limites supérieures des modules des dérivées de la fonction f. Les principes, que nous venons de rappeler, sont dus à M. Caucliy. Nous allons, à l'aide de ces principes, démontrer d'une manière très-simple l'existence des fonctions intégrales.
Considérons d'abord une équation différentielle
la variable z part du point 2: =r ^q, la fonction 11 ayant une certaine valeur initiale u = Uq. Nous supposons que le coefficient différentiel f(z^ u) est une fonction syncctique des
deux variables z et u dans le voisinage des valeurs ^o et Uq, Pour simplifier, représentons les variables par Zq-\-z et u^ -t- w-, la variable z partira alors de z=o^ la fonction u ayant la valeur initiale u = o. Le coefficient difrérentiel est synectique pour toutes les valeurs de z et de u situées dans des cercles décrits des points z^ et u^^ pris pour origine avec des rayons égaux à p et à /' et sur les circonférences ellesmêmes. Psous appellerons M le maximum du module de la fonction y" dans cette étendue.
Si l'équation diirérentielle admet une intégrale synectique, on obtiendra ses dérivées successives au moyen des équations
du dz
d'u dz^
dz
dfdu du dz
d' u dz'
d'f du dz du dz
d^ffdu\' (l^d^U Ju? \1z) '^~dil~d^'
que l'on déduit de la première par la dilférenliation.
Imaginons que, dans les seconds membres, on remplace les valeurs de la fonction y^ et de ses dérivées partielles pour z =z o et 11= o par leurs modules ; la première donnera le module de
( -^ j ; en portant cette valeur dans la seconde, on aura une
limite supérieure du module de ( -— I : enportant ces valeurs
dans la troisième, on aura une limite supérieure du module de
fd'u\ . . ,
— — : et ainsi de suite.
\dz' Jo
En vertu du lemmc 111, les dérivées partielles de la fonction /(r, il) ont, pour z = o et u = o, des valeurs dont les modules' sont moindres que les dérivées correspondantes de la fonction
■fi . ^ .. ,
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Considérons réqualioii dilléientielle
di> , , M
r/^ (' r/cp dtùdv
dz' "~ ^/z ' r/pr/z'
<^3^ ~~ dz' ~^ ^^ r/3 rA' dz ~^ ^/(-' V«^z y
dans laquelle nous donnons à la fonction i^ la valeur initiale i^ =r o pour z = o. Si cette nouvelle équation admet une intégrale synectique, on obtiendra ses dérivées successives au moyen des équations
analogues aux équations (5). Quand on y fait z=: o et p» = o, la fonction (p et ses dérivées partielles prenant toutes des valeurs positives, les seconds membres sont des sommes de termes
positifs, et l'on en déduit successivement pour ( ;r ) ' ( -ri ) '
( T~3 ) ' ■ • •' ^^^ valeurs positives. Ainsi la fonction u a pour
^ = o toutes ses dérivées réelles et positives.
Comparons maintenant les équations (5) et (^). On voit
d abord que le module de ( — ) est moindre que ( y ) • Les
dz J 0 \ ^^^ / '
modules des termes de la seconde équation étant moindres que
les termes de l'équation correspondante, le module de ( -— |
est moindre que ( -— j j et ainsi de suite. On conclut de là que,
si les fonctions u et i^ existent, les dérivées de la première ont, pour z = o, des valeurs dont les modules sont respectivement moindres que les dérivées de la seconde.
Mais la fonction ^' existe certainement ^ car l'équation dif-
férentiellc (6) peut elre iiilégrée facilement, et donne poui équation intégrale
(8) V =r-MpL
t^ s'évanouissant avec z. Cette équation définit une fonction implicite ^' s'évanouissant avec z, et restant synectique pour toutes les valeurs de la variable z inférieures ou égales à un certain module R que l'on peut assigner. En effet, la fonction p* reste monodrome jusqu'au point où les deux racines de l'équation (8) deviennent égales entre elles j ceci a
lieu lorsque la dérivée i du premier membre par rapport
à P' devient nulle, c'est-à-dire lorsque \^ =. r -^ la valeur correspondante R de 2, valeur réelle, positive et moindre que y, est donnée par la formule
Si l'on appelle A le maximum du module de la fonctions» dans le cercle de rayon R, on aura, d'après le lemmel,
On aura donc, à plus forte raison,
(d'^ii\ A
mod I — -— <! 1 .2. . .w. -— .
Il en résulte que la série
, , / du \ z ( d' Il \ z^
ordonnée suivant les puissances croissantes de z^ est convergente pour toutes les valeurs de z ayant leurs modules inférieurs à R. Car, le terme général de la série ayant un module moindre
que
/inod z\ "
/inod z\'
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on voit que si le module de z est inférieur à R, la série des modules est convergente, et par conséquent la série proposée. Cette série convergente définit une fonction syneclique dans le cercle de rayon R.
11 reste à faire voir que la fonction //, définie par la série, satisfait bien à Téquation diirérentielle proposée (4). Si dans cette équation on remplace u par sa valeur, on a, d'une part,
d'autre part,
en appelant/', y,. M ^^s dérivées totales de la fonction /calculées au moyen des équations
i c/z du dz
r ~ dz' dz du dz diû \dz] "^ du dz' '
^ 1 ? I —r-: \ •>•'"> par leurs valeurs déduites des équations (5).
On fera dans ces équations z r=: o, î/ = o, et l'on remplacera ' du \ / d' u \ TTzjj \~dz^J
Mais on voit que les seconds membres des équations (5) et (lo) sont alors identiquement les mêmes ^ on a donc
■^' = {17'): ^'=={-dj):--'
et, par suite, Téquation différentielle est vérifiée.
49. La même méthode s'applique aux équations différentielles simultanées. Soient m équations simultanées
(il) — = /{z,U,u',. . .), — :=/(z, M, «,...),... ,
dans lesquelles nous supposerons que la variable z parte de z = o, les fonctions u^ u\... ayant les valeuis initiales zéro.
Les coefficients difierentiels sont des fonctions synectiques pa rapport aux variables z^ii, u\...^ tant que les modules de ces variables restent inférieurs ou égaux à o, r, /',.•.• Appelons M, Ml,..., les maxima des modules des fonctions /, /,,... dans cette étendue, et posons
En vertu du lemnie III, les dérivées partielles des fonctions f,J\,... ont, pour ^ = o, f/= o,..., des valeurs dont les modules sont respectivement moindres que les dérivées correspondantes des fonctions M çp, Mj (p, — Si l'on compare les équations différentielles pro})osées aux équations difïérentielles simultanées,
— -~ M f (z, (',(',.. .), —= M, (p^z, <',<',...),... , on veira , cojnme précédemment , que les dérivées ( — ) ^
(î-);---' (î?); (??■);• •' ^^'^''"'"'' '^'' premières par un calcul de proche en proche, ont des modules respectivement moindres que les cjuantilés réelles et positives ( — ) ?
\ "^ ' " * ' \ 7/~ï ) ' \ T^ ) ' * ■ * ' 9^^ ^ ^^^ déduit des secondes par un calcul analogue.
Mais ces dernières équations peuvent être intégrées facilement ^ on a d'abord
du dv'
m ~ M^ ™ '" ' d'où
si Ton porte les valeurs de ^^ v^',.--) t^ans l'uncMUelles, il vi(!nl
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on en déduit, par l'intégration,
MM, \ k' /MM, \ k'
y \ r r 9. \ rr
Cette équation définit une fouclion A s évanouissant avec z et restant synectiquc jusqu'à un certain module R. Si Ton appelle A le maximum du module de la fonction A dans cette étendue, 07i a
On aura donc, à plus forte raison,
, Z^" u\ MA
mod — — <! I . 2 . . . /? . — — - î
ld"u'\ M. A
\ fh" l„ R«
11 en résulte que les séries
~ \dz J„i \ dz- /„ I . !
sont convergentes pour toutes les valeurs de z dont le module est moindre que R. Ces séries définissent des fonctions synectiques dans le cercle de rayon R, et satisfaisant aux équations différentielles proposées.
11 est facile d'évaluer le rayon de convergence R. La fonction /i, s'évanouissant avec ^, reste monodrome jusqu'à ce que deux racines de l'équation (i3) deviennent égales entre elles. Ceci a lieu lorsque la dérivée du premier membre de l'équation (i3) par rapport à i^, ou le premier membre de l'équation (12), devient égal à zéro; les valeurs de h. qui annulent
LIVKE II,
celle dérivée, sont — :> tt^-"'-! t)ii portera la plus petite de ces
valeurs dans Féquation (i3), et l'on en déduira la valeur correspondante R, réelle et positive, de z.
On arrive à une formule très-simple en remplaçant, ce qui est permis, les modules r, /*',..., par le plus petit d'entre eux, et les maxima M, Mj,..., par le plus grand d'entre eux • l'é- (|ualion (12) prend alors la forme
dz
d'où Ton déduit, par F intégration,
(/n + i)ML \ '■ y J ^ \ P
La fonction h reste monodrome jusqu'à une valeur K de donnée par la formule
Les limites de convergence données par notre méthode sont plus étendues que celles qui ont été trouvées par M. Caucliy. C'est un avantage dans l'emploi des séries pour l'intégration.
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :
Théorîsme L — Un système d^ équations différentielles simultanées admet^pour intégrales^ des fonctions synectiques, tant que les coefficients différentiels restent eux-mêmes sjnectiques.
Nous avons démontré que l'équation différentielle
—-:=z:f[u, z) admet une intégrale synectique. Il n'existe pas; {tz
d'autre fonction satisfaisant à l'équation différentielle proposée, et devenant égale à u^ pour z =z z^^. Soit u l'intégrale synectique, et supposons qu'il existe une seconde intégrale que nous représenterons par u -+- 1^, la fonction u s évanouissant
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pour z := -Zy , nous aurons
d'où
Puisque le second membre s'annule pour \^=:o, il contient une puissance entière de v en facteur, et l'on a
en supposant que dans le quotient on ait remplacé u et \^ par leurs valeurs en fonction de z. L'intégration le long d'une <"0urbe quelconque donne
cp (s) dz.
Ij'intégrale définie ayant une valeur finie et p*^ devant être nulle, cette égalité est impossible. Quand //i = i, l'équation dilîérentielle devient
d'où
f (z) dz
Puisque i^Q= o, la fonction i^ est identiquement nulle.
Ainsi l'équation didérentielle proposée n'admet pas d'intégrale, prenant la valeur lt^^ pour z r= z^, autre que l'intégrale svnectique.
51 . Pour engendrer la fonction u^ nous partons du point z^y, avec une valeur initiale arbitraire Uq, et nous faisons mouvoir la variable z sur une courbe quelconque dans une porlioii déterminée du plan. Tant que le coefficient diiïérenticl donné J (Uf z) reste synectique pour les valeurs de z et les valeurs <<u respondanles de n, la fonction m, en vertu du théorème pré-
cèdent, reste elle-même syiiec tique. Ainsi, quel que soit le chemin suivi dans celte portion du plan pour aller du point z[^ au point 2, la fonction u a en ce point la même valeur. Mais si, sortant de cette portion du plan, et, suivant un certain chemin, on arrive à un point z^ tel que, pour z = ^1 et w = u^ (z/j étant la valeur correspondante de //), le coefficient différentiel devienne infini, ou se présente sous la forme - ? ou cesse d'être
monodrome, la fonction u éprouvera autour de ce point des modifications, et acquerra des propriétés spéciales, qui se trans' mettront ensuite dans toute Tétenduedu plan.
Cas où le coefficient différentiel devient infini,
52. Nous sommes partis du point z^ avec la valeur initiale z^^. Supposons que, la variable arrivant au point ^i, la fonction acquière une valeur u^ telle que, pour z-=^ z^ et m= «1, le coefficient différentiel/ (m, z) devienne infini, de manière toutefois que son inverse -rr, r reste fini et continu dans le voi-
sinaofe de ces valeurs. Posons
3 = z, -f- z', IL -^iz ay-\- a' ^
Si Ton regarde 2' comme une fonctionde u' ^ celte fonction devra, satisfaire à l'équation différentielle
dz' i
du f[u\ -f- «', z, 4- z') • et admettre la valeur initiale z' = o pour 11^ = o. La fonction
restant finie cl ( ontinue, est développable en une série convergente ordonnée suivani les puissances croissantes de «'et de ^ , cl l'on a
(.1/1 ] '-L ~ nu'"' -j- hz' h en' z + cz"' -h ....
\ du.
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Si le second membre ne renfermait aucun ternie indépendant de z' ^ l'équation diflérenlielle se mettrait sous la forme
-— ~ z' (b -\- eu' + ez' -\- ,
du'
d'où l'on déduirait
/ /% II'
log -, = I { ^ -i- ^"' + ez' -\- , . . ) du' ,
en appelant zj la valeur de z' qui correspond a.u\ . Quand z' et // tendent vers zéro, le second membre tend vers une valeur finie, tandis que le premier croît indéfiniment. Dans ce cas, réquation dilTérentielle n'admet aucune intégrale s'annulant avec z'.
Ainsi la série renferme au moins un terme indépendant de 2'; nous désignerons par aii'" celui des termes de ce genre du degré le moins élevé. Avec la valeur initiale z' =z o pour u' z= o, l'équation différentielle (i4) définit sans difficulté une fonction de u' synectique dans le voisinage de // = o, et, par conséquent, développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de a'. Soit
z = Aû««H- A, K«-t-i-h . . .
celte fonction. L'équation différentielle devant être satisfaite, si l'on substitue à la place de z' celte valeur, on aura
Ao a u'y—^ -h A, ( a -h I V a'^- . . . = au'"' -f- Z» A„ «'« -h ....
En identifiant ces deux séries, égales pour toutes les valeurs de v! inférieures à un certain module, on déterminera les exposants et les coefficients de la série z' . Les premiers termes
donnent
a: = m.-h ] j Ao —
d'où
Réciproquement, si l'on considère u' comme une fonction de z'f celle fonction sera déterminée implicitement par l'équa-
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lion (i5). A chaque valeur très-petite de z' correspondent [m -f- i) valeurs très-petiles de ii\ ces valeurs sont sensiblement égales aux racines de l'équation binôme
et l'on a approximativement
en désignant par B^ la quantité ï "^ ~^ ^ ) • Posons z' ~ p e^'
et appelons m^ , z/| , z^; , . . . , u'^^ les m -h i valeurs de a' suivant les sommets d'un polygone régulier, savoir :
Quand le point ^^ décrit un cercle très-petit autour du point z'=o^ l'argument augmentant de 2 ?:, u'^ se change en ?// , u\ en a'j , . . . , ii'„^ en u\ . On conclut de là :
Théorème II. — Lorsque^, pour im système de valeurs sùnultanées z^ et u^^ le coefficient différentiel de\^ient injini, si Von désigne par m Tordre de la première dérivée partielle de la
fonction-^ par rapport à u qui ne s'annule pas, la fonction
intégrale u prend m -|-i imleurs qui se permutent les unes dans les autres circulairement^ quand la variable z tourne autour du point z^ ^ après m-\- 1 tours, la fonction re\'ient à sa valeur primitive.
Ainsi s'engendrent les fonctions multiples. Les fonctions algébriques, étudiées par i\J. Puiseux, rentrent dans cette ( atégorie; et en elTet, lorsqu'en un point du plan Féquation admel des ra("ines égales, le coefiicient diifércntiel devient en général infini.
Posons z! r=L z^'"'+'. Quand z' W\\ un tour, r/ en fait /?/ -f- i ,
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et par conséquent u! en fait un et revient à la même valeur. Ainsi la fonction u' est monodrome par rapport à la variable z" \ elle est d'ailleurs monogène ; donc elle se développe en une série
convergente ordonnée suivant les puissances entières crois-
santés de z" ou de z''""'"^ et Ion a
1 2 u' = Bo z'"^ -+- Bi'z'"^ -h
Il resterait maintenant à examiner ce qui arrive lorsque le
coefficient différentiel se présente sous la forme - ? ou cesse
d'être monodrome ; mais nous ne pousserons pas plus loin ici cette étude : ce qui précède suffit pour le but que nous nous proposons. jNous avons traité avec détail cette question importante dans un Mémoire inséré au 36^ cahier du Journal de L Ecole Polytechnique^ et auquel nous renvoyons le lecteur.
CHAPITRE
APPLICATION AL'X FONCTIONS SIMPLEMENT PÉUIODIQl ES.
De la fonction e'' .
53. Nous avons démontré que toute équation différentielle engendre une fonction, et indiqué la marche à suivre pour étudier les propriétés de cette fonction. Avant d'aborder l'étude des fonctions doublement périodiques, nous allons, pour faciliter rintelligence de la méthode, considérer quelques équations dillérentielles très-simples, donnant naissance à des fonctions simplement périodiques.
Considérons d'abord l'a fonction définie par Téquation dil-
férentielle
, . du
et admettant la valeur u r^ i pour s = o. l.c {oefiicienl dillërenliel étant une fonclioji svnectique de //, il est clair que, lani
que II conserve une valeur finie, la fonction intégrale u reste elle-même fonction monodrome de z. Mais il est aisé de voir que cette fonction u ne devient infinie pour aucune valeur finie de z -, car, la fonction inverse étant donnée par rinlcgrale définie
C'i (lu
siws'éloigne à l'infini suivant une ligne quelconque, z va aussi à l'infini. La fonction u définie par l'équation différentielle proposée, restant finie, continue, monodrome et monogène pour toutes les valeurs finies de 2, est u^ne fonction synectique de z, dans toute l'étendue du plan.
Cette fonction est périodique; car à une même valeur de u correspondent toutes les valeurs que peut acquérir l'intégrale définie (2), quand on va du point i au point u par différents chemins ; la fonction , placée sous le signe somme, devenant infinie pour w = o, tous ces chemins peuvent se réduire au chemin rectiligne augmenlé d'un nombre quelconque de fois le contour élémentaire qui enveloppe le point u = o. Si l'on désigne par z l'intégrale rectiligne, et par w l'intégrale l<? long du contour élémentaire, on voit qu'à chaque valeur de u correspondent une infinité de valeurs de z ei\ progression arithmétique, savoir z H- mo), m étant un entier quelconque positif ou négatif. Donc u est une fonction simplement périodique de ^; la période w a pour valeur 2 tt /. On sait que la fonction u n'est autre chose que e% lorsque la variable z est réelle 5 il convient de la représenter par le même signe lorsque la variable devient imaginaire.
Soit Ux la valeur de la fonction pour une valeur déterminée ^1 de la variable; posons z = Zx-\-z'.^ u = Uiu', z' étant une nouvelle variable, li la nouvelle fonction -, l'équation différentielle devient ~~ = z/, et l'on a encore z// = i pour z'=::o. On en conclut u' = (r\ ce qui donne la relation fondamentale
Imaginons que 1 on li ace dan^ le plan des parallèles à Taxe
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ox (fig. 9), à égale distance a iz les unes des autres; ces parallèles partageront le plan en bandes égales. Quand la variable z se meut dans une bande, la fonction e'passe par toutes les valeurs possibles, et une seule fois par chacune d'elles : elle devient infinie si la variable ^s'éloigne à Tinfini vers la droite, nulle au contraire si elle s'éloigne à l'infini vers la gauche. Quand la variable z passe d'une bande à l'autre, la fonction reprend périodiquement la même valeur.
L'équation diiTérentielle —- = au^ avec la condition ii = i
pourz=:o, produirait évidemment la fonction // = c"^.
De la fonction taiig z.
54. Considérons en second lieu la fonclion définie par l'équation différentielle
Fie
et admettant la valeur initiale « = o pour 2 = 0.
La dérivée étant une fonction syneclicpie de 11^ la fonclion intégrale a reste monodrome tant qu'elle conserve une valeur finie. Mais il peut arriver ici que u devienne infinie pour une valeur finie de z ; car l'intégrale définie . ,, f" du
tend vers une valeur finie quand a s'éloigne à l'infini dans une direction quelconque. Soit donc a une valeur finie de z qui rend u infinie \ pour voir ce qui arrive dans le voisinage de ce
point z = a, nous poserons z = a ~h z' , u = -: l'équation difl'ércntielle devient
u se réduisant à zéro pour z' = O'^ la fonction v^ restant nionodrome dans le voisinage du point ^ = a -, il en est de même de la fonction u. Ainsi l'équation différentielle proposée définit une fonction de z monodrome dans toute l'étendue du plan ^ mais cette fonction n'est pas synectique, car elle devient infinie pour des valeurs finies de z.
Celle fonction est périodique -, à une même valeur de a correspondent les valeurs de z données par l'intégrale définie (4) , dans laquelle il faut concevoir que la ligne d'intégration prenne toutes les formes possibles. La fonction ^, placée sous le signe somme, devenant infinie pour
u = -\- i et u = — ï, tous les chemins peuvent se réduire au chemin recliligne augmenté d'un nombre quelconque de contours élémentaires autour de l'un ou l'autre des deux points u = -{- i\ 11= — /• ces deux contours élémentaires donnant la même intégrale w = tt, on voit qu'à chaque valeur de u correspondent les valeurs z -\- m w. Ainsi la fonction u est simplement périodique, et la période est TT. On désigne cette fonction par le signe tang 2, parce que, pour les valeurs réelles de z^ elle se confond avec la tangente trigonométriqut! de l'angle z.
Des parallèles à l'axe desj^, à la distance tt les unes des autres, partageront le plan en bandes égales (Jig- 10) ^ quand la variable z se meut dans une bande, la fonction tang z passe par toutes les valeurs possibles, et une seule fois par chacune d'elles 5 quand la variable passe d'une bande à l'autre, la fonction reprend périodiquement la même valeur. La fonction taiig z n'a qu'un seul zéro et un seul infini dans (■ha(|ue bande, dans la première
le zéro est z ■=:=. o, l'infi
Fig.
nUni z ■=::::-
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La" fonction tang z est impaire. Car, si dans l'intégrale définie (4), on fait marcher u suivant deux chemins opposés, de part et d'autre de l'origine m =:o, on obtiendra pour z des valeurs égales et des signes contraires^ ainsi tang( — 2;) = — tangz^
f :i'équation ( 5 ) admet pour intégrale
p— _ tang(3') == — tang U — ^j == tangf ^ — il en résulte la relation
^ \2 / tang
Des fondions sin z et cos z.
55. Proposons maintenant d'étudier la fonction définie par l'équation didérentielle
du
et admettant la valeur initiale a = o pour z =1 o \ on donne en outre la valeur initiale de la dérivée que nous désignerons par Uq. La fonction inverse
du
^0,(^11— a) [u—b) croît indéfiniment avec u ; ainsi u ne devient infinie pour aucune valeur finie de z -, il reste à examiner ce qui arrive lorsque u s'approche de l'une des valeurs aou. b pour lesquelles le radical n'est plus une fonction monodrome de u. Soit z^ une valeur de z pour laquelle u = a\ posons
l'équation difïérenlielle devient
u! s'évanouissant avec z • la dérivée restant monodrome pour des valeurs suffisamment petites de f/, il est clair que u' est elle-même fonction monodrome de z', dans le voisinage de z' ==. o, et par suite u est fonction monodrome de z (dans le voisinage de la valeur z^. Il en est de même (|uaiid u atteint la
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valeur b. On conclut de là que la fonction u, définie par l'équation différentielle proposée, est une fonction sjnectique de z, dans toute l'étendue du plan.
L'intégration présente ici une particularité qu'il est bon de remarquer. Quand la variable z arrive au point z^ pour lequel u = «, on peut concevoir que, z continuant à varier, u conserve la valeur constante «, ou bien varie elle-même, et alors son accroissement est la valeur de z*'^, qui est indépendante du signe du radical. La même remarque s'applique au point b.
Etudions maintenant la fonction^n verse donnée par l'intégrale définie
Nous nous servirons pour cela d'une méthode très-élégante, dont le principe est dû à M. Cauchy, et qui a été appliquée avec beaucoup de succès par M. Puiseux à la recherche des diverses valeurs que peut acquérir une intégrale définie, quand on fait varier la ligne d'intégration.
Dans le plan servant à figurer la varialion de M, marquons les deux points a et b [fi g. Il), qui correspondent aux valeurs u = a^ u=i b. Désignons par (A) le contour élémentaire que l'on obtient lorsque la variable u va en ligne droite de l'origine O à un point très-voisin de a, décrit un cercle très-petit autour de ce point, puis revient à l'origine par la même droite. Désignons de même par (B) le contour élémentaire qui enveloppe le point b, et enfin appelons A et B les valeurs acquises par l'intégrale définie quand la variable u décrit chacun de ces contours avec la valeur initiale U^ du radical. Nous remarquons d'abord que l'intégrale lelative à chacun des petits cercles est infiniment petite. Quand la variable m, après avoir parcouru la droite Ort, décrit un petit cercle autour du point a, le radical change de signe, et il revient à l'origine avec la valeur — U^ 5 dans la seconde partie du mouvement, la droite a O étant parcourue en sens contraire avec un radical changé de signe, les éléments
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(le rintégralion se reproduisent avec le même signe, ce qui nous apprend que Tiulégrale A, relative au contour élémentaire (A), est égale à deux fois l'intégrale rectiligne suivant Oa. Les mêmes considérations s'appliquent au contour élémentaire (B).
Cela posé, tous les chemins qui vont de l'origine O à un point quelconque M peuvent être ramenés au chemin rectiligne, précédé, s'il est nécessaire, d'une combinaison quelconque des contours élémentaires (A) et (B) : i" Ceux qui se ramènent au chemin rectiligne OM, sans passer par l'un des points a ou h, donnent l'intégrale rectiligne que nous appellerons z. 2^ Ceux qui se ramènent au contour élémentaire ( A ) suivi du chemin rectiligne OM, donnent pour intégrale A — z-^ car, après le contour élémentaire (A), le radical ayant changé de signe, le chemin rectiligne donne un résultat de signe contraire — z ; ce qui fait A — z. 3*^ Les chemins qui se ramènent au contour élémentaire (B) suivi du chemin rectiligne OM, lonnent de même B — z. 4" Supposons maiutenant que la variable u décrive d'abord le contour élémentaire (A), puis le contour élémentaire (B), et enfin le chemin rectiligne OM ; le premier contour donnera A ^ le radical ayant changé de signe, le second donnera — B-, le radical, ayant changé de signe une seconde fois, a repris à l'origine sa valeur primitive -h U^, de sorte que le chemin rectiligne fournira de nouveau la valeur z ] L 11 tout A — V) -h z. En général, le double contour élémentaire (A) -h (B), précédant un chemin quelconque, augmente l'intégrale de la quantité constante o) = A — B: comme on peut introduire ce double contour autant de fois que l'on veut, on ajoutera à l'intégrale un multiple quelconque de w. On aurait pu revenir à la valeur initiale primitive U^, du radical, en parcourant deux fois successivement le contour ( A) , ou deux fois e contour (B) ^ mais le résultat A — A ou B — B serait nul.
Nous avons trouvé d'abord l'intégrale rectiligne z, que l'on peut augmenter d'un multiple quelconque de w, ce qui fait une aremière série z -h m w. Nous avons trouvé ensuite une seconde valeur A — z, qui, augmentée de même d'un multiple juelconque de o), donne une seconde série A — z -{- m w. La
().i I i\ ni'. II.
Iroisioiuc valeur W z icnlrc dans \vs scv'ws [)r<'t ('(Icnics • < ar on a H — z = A ~~ z — o). Il n'^suiic dv. là (jirà <lia(|n(î va- Icuir (l(^ // corrcspoïKlcnl deux sc'm'K's dr vaUniis de z, savoir z '\ iiKoci A — ^ 4-^//f.) (Ml pio^MTssion aiillinMUi(|ii(\ Ainsi la (on<lion //, dolinlc par rôinalion dillrrcMilicIlc, csl nni^ lonclioii do ?, synccliiiniM'l sinipIcniciH ixMiodiijnc. Dans clia- (\uc hando Ja fnnttion passe dcnx lois par la nirinc valeur, vl la somme des deux valeurs de z <pii dans « liaipie bande doniienl la iuAuk; valeur de //, oui une somnu' eonslanle A, ahslraelion l'aile des iuulli])les de la p<''iio(le r»),
riC). l/é<|ualion pai lienlièr<'
à Lupielle on p)inl les «'ondilions // r - o el H,,:^ i pour r: =r: o, donne naissanee à la lonelion syneeli<pie impaii-e el simplement p<'Miodi(pie, (pie l'on désif^ne par .v/// r. l/inléj^rale reeli-
lij;ne i\v. u = o à n r= i éianl éj;ale à , on a A — tt : d'ailleurs
H = — A *, doue fi) = u 7T. A eliaqiie valeur do u eorrospondoni doux valeurs do r:, dont la sonune (\sl eousiaute el ('j^ale à t: ; on a dono la relation
el , par suite
siii (;r — z) =:= sill 2, »iii [n -{- z) = — sin
/// = ^/ 1 — h\ r(Mpialion di(l('rentielle devient
fil
//ayant lavaleui initiale u' ^== i pour z ~ o. (lotie noinidle lonetiou //est syueeti(pie par rapport à 5, (M siiuj)leiuent p('«riodi- (pie ; on la desij^ne pareo.Ç5. lu rcMnarcjuant (jue daiib TtMpia -
tion {7) // ae(]uiort la \aleurM= 1 pour ::=.-', oneneonelul
0S« =:: Sin I « I
^yyn(:AT^^J^ av\ loivcjiotfs simvlkmekt périodiqles. 65 IJ est facile d'obtenir les relations qui existent entre les fono lions dont nous venons de parler. On a d'abord, en vertudela l 'dation sin' z -f- « os* z =r i ,
Dr cos z = — sin s, D^ sin z =r cos z j doù
D, (rosz 4- / sin 2) =:: / (cos z,-4- / sin z).
Comme d'ailleurs la fonction cos z -+- / sin z se réduit à l'unité pour z = (i, on en conclu l la jelalion
cos z -f- / sin 2 = e*".
Si l'on pobe
«in z
cos s il vient
sin^ z -i- cos' 2
cos^" z
d*ailleuis ^ s'évanouit avet; z, il en résulte cette anirr- r<dalion
sin 2
tanu z ■=. '
cos z
Propriétés (générales des fondions simplement périodiques.
57. Nous venons d'étudier diverses équations difïérenlielles donnant naissance à des fonctions simplement périodiques. C'est ici le lieu de dire quelques mois des propriétés générales des fonctions simplement périodiques.
Il est évident qu'une fonction simplement pérîocJique, monodrome et monogène, devient infinie au moins une fois dans l'inlervalle de chaque période, sans quoi la fonction ne deviendrait pas infinie dans toute l'étendue du plan. Cette fonction doit aussi devenir nulle et passerpar toutes les valeurs possibles.
I>a plus simple des fonctions doublenjent périodiques est m 21 la fonction synectique e ^ , qui admet la période oj. Si l'on Y-iWày^a le plan en bandes égales par des droites parallèles à une même direction arbitraire mnjïéaf» à la distance»», la fonction reprendra périodiquement la même valeur dans chacune de ces bandes aux points correspondants, c'est-à-dire aux points situés sur une parallèle à une même direction , et à
la clistaïue w les unes des autres. La fonction e ^^ ue passe qu'une fois par la même valeur dans cliaque bande-, elle devient infinie pour ^ = -+- oo , et nulle pour z = — oo . La fonction .
tang
ne passe comme la précédente qu'une fois par la même valeur, dans chaque bande. Elle n'admet qu'un seul infini simple et un seul zéjo simple dans chaque bande.
58. Au moyen d'une fonction monodrome simplement périodique (p ( z ) à un seul infini , on peut former une fonction simplementpériodique, ayant la mêmepériode,etdanschaque période, des infinis quelconques a, ê, y,..., et des zéros quelconques en même nombre «, Z?, c, .... Il suifit de prendre la fonction
Lorsqu'une fonction monodrome et monogène a une infinité d'infinis placés en ligne droite et à égale distance j et une infinité de zéros placés aussi sur une ligne droite parallèle à la précédente et à même distance, cette fonction est simplement périodique. Car on peut former une fonction simplement périodi({ue ayant les infinis et les zéros donnés, et, d'après le théorème V (chapitre IV, livre 1), la fonction proposée sera égale à cette fonction périodique multipliée par un rapport constant.
Plus généralement, concevons une fonction y (-s) dont les infinis et les zéros soient disposés par groupes égaux et équidistants , suivant une même direction. Je dis d'abord que, dans chaque groupe, il y a autant de zéros que d'infinis. Supposons, en eflct, que la fonction f[z) contienne un plus grand nombre de zéros que d'infinis 5 on pourra former une fonction simplement périodique F(z), admettant tous les infinis de
J [z) et une partie des zéros : le quotient ttt— ; n'ayant plus
partie des infinis. Le quotient -j, — n ayant plus d'infinis, est
constant: donc f(z) a autant de zéros que F [z). Ainsi, dans chaque groupe, le nombre des zéros de la fonctiony(^) est le même que celui des infinis. Si maintenant on appelle F (2) la fonction simplement périodique qui admet ces infinis et ces
zéros, le quotient -— — ; étant constant . on volt que la fonction
f{z) est elle-même simplement périodique.
Si la fonction périodique n'était pas monodrome et prenait ni valeurs pourchaque valeur de z, elle serait racine d'une équation algébrique du degré m, ayant pour coefficients des fonctions périodiques monodromes; car toute fonction symétrique des m valeurs de la fonction est une fonction monodrome.
Il résulte de là que Ton peut caractériser l'ordre ou le degré d'une fonction simplement périodique par le nombre des infinis qu elle admet dans chaque bande. Si elle est monodrome et admet 71 infinis, elle s'exprimera par une fraction ration-
nelle en a '■" du degré ?z.
o9. Cherchons maintenant la relation qui existe entre une fonction monodrome simplement périodique ^ qui ne devient
infinie pour aucune valeur finie de z et la fonction u = c '-" . A chaque valeur de // correspond une série de valeurs de z données par la formule z -f- m o); mais à toutes ces valeurs de z ne correspond qu une seule valeur de u : ainsi u est monodrome par rapport à u\ d'ailleurs cette valeur de ^ est toujours finie, excepté pour w = o et z/ = co . Il en résulte que (^ est développable en une double série convergente ordonnée suivant les puissances entières positives et négatives de u (30), ce qui donne la série de Fourier,
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60. Proposons-nous d'abord d'étudier la fonction définie par l'équation difTérentielle
du
(ï) —- = sl{jt[u—a){u — b)[u — c),
clz
et la valeur initiale ii =z o pour z = o. Il faut encore indiquer le signe avec lequel on prend le radical pour z=: o-^ nous désignerons par U^ cette valeur initiale du radical. Cette fonction ne peut cesser d'être monodrome que lorsqu'elle devient infinie ou égale à l'une des quantités ^r, Z>, c, pour lesquelles le radical s'annule. Supposons que pour z=: z^ la fonction u devienne égale h. a \ si l'on pose
u ■= a -\- u'^ , on a
du' 1 ,__ . ___ __
dz 1 ^
Le radical étant fonction monodrome de m', pour les valeurs de z/ suffisamment petites, il en résulte que u\ et par suite u^ reprend la même valeur quand la variable z tourne autour du. point z^.
Mais u peut devenir infinie pour une valeur finie de z \ car l'intégrale
du
tend vers une valeur finie quand u s'éloigne indéfiniment suivant une direction quelconque. Soit donc a une valeur finie de z pour laquelle u devient infinie. Posons
l'ëquation diiTëreiilielle devient
— = — v'G M (i — «*')(» — b*'){i — ^<0 • Si l'on fait ensuite elie se réduit à
de' I /—-;
et l'on a P^= o pour z^ =z o. La fonction i^ définie par l'équation (2) restant monodrome dans le voisinage de 2'= o, il en est de même de la fonction u. On conclut de là que u est une fonction monodrome de z dans toute l'étendue du plan. Etudions maintenant la fonction inverse
du
Fig. 12.
Dans le plan qui sert à figurer la variation de u, marquons les trois points a, è, c [fig^ 12)5 désignons, comme nous l'avons fait précédemment, par (A), (B), (C) les trois contours
élémentaires correspondants , et appelons A, B, C, les valeurs de l'intégrale définie relative à ces contours. Tous les chemins qui vont de l'origine à un point quelconque M du plan peuvent être ramenés au chemin rectiligne OM, ou à ce chemin rectiligne précédé de l'un des contours élémeiii taires ou d'une combinaison de ces contours j appelons z la valeur de l'intégrale rectiligne OM. Tous les chemins qui se ramènent au chemin rectiligne, sans passer par l'un des points a, &, c, donnent la même valeur z. Supposons que la variable u décrive d'abord le contour élémentaire (A) , le radical, changeant de signe, reviendra à l'origine avec la valeur — U^, de sorte que, si u parcourt ensuite le chemin rectiligne OM, l'intégrale prendra la valeur — -z, en tout A — z. Supposons maintenant quo
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la variable //, après avoir déciit le contour (A), décrive ensuite un autre contour élémentaire ( B) : par un second changement de signe, le radical reviendra à Forigine avec sa valeur initiale U^,, l'intégrale ayant alors la valeur A — B : si l'on marche ensuite suivant un chemin, quelconque, on voit que l'intégrale sera augmentée de la quantité constante A — B; par exemple, si l'on suit le chemin rectiligne OM, on aura A — B -\- z. La variable u pouvant décrire le double contour (A) H- (B) autant de fois que l'on veut, l'intégrale sera augmentée d'un multiple quelconque de la quantité constante w = A — B, qui constitue ainsi une première période. On aura de même deux autres périodes 0)'= A — C, 0)^'= B — C ^ mais comme on" = m' — w, cette troisième rentre dans les deux premières. Si Ton parcourait deux fois successivement le même contour (A), on reviendrait à la valeur initiale U^ du radical, mais la valeur de l'intégrale A — A serait nulle. Ainsi il n'y a pas d'autres périodes que les deux que nous venons de trouver.
Il résulte de ce qui précède qu'à chaque valeur de u correspondent deux séries de valeurs de z représentées par les formules
dans lesquelles m et m' désignent des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Les valeurs B — ^, G — z, que Ton obtiendraiten parcourant, d'abordl'un des contours (B) ou(C), puis le chemin rectiligne OM, rentrent dans la seconde série ; carB==:A-HB — A r= A — w,C==B-i-C— A = A — w^ Réciproquement on conclut de là que w est une fonction monodrome Fig- i^- do z doublement périodique;
quand la variables augmente ou diminue defunedes quan* tités w et (ù\ la fonction u rc prend la même valeur.
Dans le plan qui sert ài figurer la variation de z^ por-tons à la suite les unes de^« autres les longueurs ooi, OiOz, 0,03,... (fig. i3), égales^.
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la première période w, les longueurs oo' y o'o"^ o"d'\-..^ égales à la seconde période co' ^ par les points o, o', o'',..., menons des parallèles à oo^^ et par les points o, Oi, o^,..., des parallèles à oo' : ces parallèles diviseront le plan en parallélogrammes égaux, dans lesquels la fonction u reprendra périodiquement la même valeur. Dans chaque parallélogramme, la fonction ii passe deux fois par tous les états de grandeur, et la somme des deux valeurs de z qui correspondent à la même valeur de m est constante et égale à A, en négligeant les multiples des périodes. La fonction, dans chaque parallélogramme, admet deux zéros simples, z = o, z=:A, et un infini
double z = —'^ car l'équation ( 2 ) montre que z' = o ou z = ce
est un zéro simple pour v^ et par conséquent un infini double pour M.
61. La méthode précédente s'applique sans difficulté à l'équation dilîerentielle
dit
(3) z= v^G (« — «)(« — è) (u — c){ii — d],
à laquelle on joint les conditions u = o, —- = U^, pour z =0.
La fonction u reste monodrome même dans le voisinage des valeurs «, 5, c*, d, pour lesquelles la dérivée cesse d'être monodrome par rapport à u. Soit a une valeur de z qui rend a infinie -, si Ton pose
l'équation devient
di^
et l'on a la condition p' = o pour z' = o. La fonction t^ lestant monodrome dans le voisinage de 2'= o, il en est de même de u. Ainsi la fonction u est monodrome dans toute retendue du plan.
Considérons maintenant la fonction inverse
Jo '
du
\/G {u — a) {u ~ b) {u — c) [u — d) Dans le plan relatif à la variable u, marquons les quatre Fig. 14. points a, b, c^ d {fîg. i4),
dans Tordre où ils se présentent quand on fait tourner le rayon vecteur dans un sens déterminé , et considérons les contours élémentaires qui enveloppent ces différents points. Comme nous l'avons expliqué plus haut, quand la variable z/ parcourt successivement deux contours élémentaires, on ramène à l'origine, par deux changements de signe, la valeur initiale du radical 5 il en résulte les six périodes
Mais ces six périodes ne sont pas distinctes^ on remarque d'abord que les trois dernières, étant des combinaisons des trois premières, rentrent dans celles-ci. Nous allons faire voir maintenant que les trois premières périodes se réduisent à deux.
De l'origine comme centre, avec un très-grand rayon OL, décrivons un cercle, et supposons que la variable 11 parcoure d'abord la droite OL, puis décrive la circonférence dans le sens indiqué par la flèche, et revienne à l'origine par la droite- LO. Ce contour fermé équivaut évidemment à la somme des quatre contours élémentaires (A) H- (B) -f- (C) -^- (D), parcourus dans l'ordre indiqué, ce qui donne l'intégrale A — B H- C — D. Le radical, ayant éprouvé quatre changements de signe, reprend à l'origine sa valeur initiale U,, *, quand la variable, après avoir parcouru la droite OL, a décrit la grande circonférence, le radical reprend au point L la même valeur, et par suite la
seconde intégrale LO détruit la première OL ; il reste à évaluer l'intégrale circulaire. Si l'on pose z = re^' , cette intégrale a par expression
quand le rayon augmente indéfiniment, cette intégrale tend vers zéro. Comme l'intégrale relative au contour formé OLL'LO est nulle, il en résulte la relation
A — B + G — D = od'où
ce qui fait rentrer la troisième période A — D dans les deux premières. Ainsi la fonction u est doublement périodique; elle admet les deux périodes w==A — B, w' = A — C.
Si l'on néglige les multiples des périodes, on voit qu'à chaque valeur de w correspondent deux valeurs de z, savoir: l'intégrale rcctiligne z et A — ^, les autres valeurs B — ^, C — z^ D — z rentrant dans la seconde par des additions de périodes. La somme de ces deux valeurs est constante et égale à A.
Dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction ii passe deux fois par tous les états de grandeur \ elle admet deux zéros simples z = o, ^ = A, et deux infinis simples z =. a^ z =jS. L'équation (4) montre, en effet, que-z = a est zéro simple-pour p» et, par conséquent, infini simple pour u.
6î2. 11 résulte de ce qui précède que, lorsque le polynôme placé sous le radical est du troisième ou du quatrième degré, la fonction définie par l'équation différentielle est monodrome et doublement périodique. Il est aisé de voir que, si le polynôme était d'un degré supérieur au quatrième, la fonction u cesserait d'être monodrome.
Considérons en général l'équation
F («) désignant un polynôme entier du degré w, et soit a une
valeur Unie de z pour laquelle u devient infinie. Si l'on pose
l'équation dillérenlielle devient et l'on a
Quand le degré m du polynôme F (w) ne surpasse pas 4, le nouveau coefficient différentiel V conserve une valeur unie pour p* = o, et par suite, en vertu de ce qui précède, la fonction r reste monodrome quand z tourne autour de a. ^
Lorsque le polynôme est d'un degré supérieur à 4, le coefficient différentiel V devient infini pour v = o, et la fonction p» n'est plus monodrome. Supposons d'abord que le polynôme F ( u) soit d'un degré pair i «, on aura
d'où l'on déduira pour V une expression de la forme „ a -^-b y -\- ...
En vertu du théorème II (livre II, chapitre I), quand z tourne autour du point a, la fonction i^ prend ri — i valeurs, qûi se permutent les unes dans les autres circulairement.
Si le polynôme est du degré impair m = 2 /z H- i , on posera
d'où
Le coefficient différentiel de l'équation
ch' _ V
étant, par rapporta r', un infiniment grand du degré 2 a/-— 2, la
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ibiiclion u' et par suite v adinelteiU in — i valeurs en série circulaire, quand z tourne autour du point a.
Lorsque m = 2, u est une fonction de z simplement périodique, qui ne devient infinie pour aucune valeur finie de 2.
Lorsque w = 3 ou m = 4? 1» fonction est doublement périodique et admet deux infinis dans chaque parallélogramme des périodes.
Mais lorsque m est plus grand que 4, le nombre des périodes surpasse en général deux -, dans tous les cas, la fonction n'est plus monodrome et prend une infinité de valeurs en chaque point du plan.
CHAPITRE LV
mOPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT rÉRIODIOUES.
Des périodes.
63. Dans le chapitre précédent, nous avons fait voir comment certaines équations diUérenti elles donnent naissance à des fonctions monodromes et monogènes doublement périodiques. Dans le chapitre actuel, nous nous proposons de démontrer les propriétés fondamentales des fonctions doublement périodiques en général.
On conçoit directement l'existence des fonctions doublement périodiques. Que Ton suppose le plan, dans lequel se meut la variable z, divisé en parallélogrammes égaux ayant pour côtés les deux quantités géométriques o) et 0/, et que Ton se représente une fonction monodrome reprenant la même valeur aux points correspondants de ces divers parallélogrammes^ on aura une idée très-nette d'une fonction doublement périodique^ mais en général celte fonction ne sera pas monogène .
Pour qu'il ait réellement deux périodes, il faut que le rap-
port — soit imaginaire j aulrement, les deux quantités geome-
triques o) et w' ayant la même direction , les parallélogrammes se réduiraient à des lignes droites. 11 est aisé de voir que, lorsque le rapport des périodes est réel et commensurable, les deux périodes se réduisent à une seule j en effet, soit (à = n(x>'\ (ù' =1 n' (ji'\ n et n! étant des nombres entiers premiers entre eux: on a
p (ti -\- q (ji' =z (pn -\- qn' ) w" ;
les combinaisons des deux périodes sont des multiples de w'^, et réciproquement, comme on peut choisir p el q àe manière que pn -{- qn! soit égal à un entier donné, ces combinaisons donneront tous les multiples de (ù" -^ ainsi les deux périodes tù et 0)' se ramènent à la seule période w" et la fonction est simplement périodique. Supposons le rapport des périodes réel, mais incommensurable 5 ce cas peut être considéré comme la limite de celui où les deux périodes admettent une commune mesure o)'', infiniment petite j la fonction, reprenant la même valeur à des distances infiniment petites w^', serait une constante. Ainsi, dans toute fonction doublement périodique, le rapport des périodes est imaginaire.
64. On peut choisir d'une infinité de manières les périodes d'une fonction doublement périodique. Pour fixer les idées, supposons la fonction monodrorae et monogène. Soit o un point quelconque du plan pour lequel la fonction a la valeur Uq et la dérivée la valeur u^ (fig- iS)^ à ce point en correspondent une infinité d'autres pour lesquels la fonction et sa dérivée reprennent les mêmes valeurs Uq, u^. Joignons deux quelconques de ces points o et o^ ,• si, sur la droite ooi, et dans l'intervallç de o à Oi , il n'y a aucun autre point, on pourra prendre la grandeur géométrique 00 1 comme une prennèrc période u). Car, la fonction et sa dérivée
Fig. i5.
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ayant chacune la même valeur en o et en Oi, si l'on fait mouvoir la variable z, à partir de ces points, suivant des lignes égales et parallèles , la fonction et sa dérivée auront constamment la même valeur aux points correspondants. Il en résulte que, sur la droite indéfinie ooi, existent une infinité de points correspondants o, Oj, O2,..., séparés par le même intervalle w. Maintenant faisons mouvoir cette droite parallèlement à ellemême, jusqu'à ce qu'elle rencontre un autre point o' ^ dans cette seconde position, la droite contiendra une nouvelle file de points correspondants o', o, , o'^ , . . . , séparés par le même intervalle w. Si l'on joint deux points quelconques o, o' de ces deux files parallèles, la grandeur géométrique 00' pourra servir de seconde période ^ il est évident que sur la droite infinie 00' se trouvent aussi une infinité de points correspondants o, o', o'^.., à la distance w' les unes des autres ; on a ainsi deux séries de files égales et parallèles.
Ces deux séries de files parallèles divisent le plan en une infinité de parallélogrammes égaux entre eux, qui ne renferment dans leur intérieur aucun des points o, Oi,... o', Il
est clair que la fonction et sa dérivée ont respectivement la même valeur aux points homologues de ces divers parallélogrammes. Nous appellerons parallélogramme élémentaire l'un quelconque d'entre eux , par exemple le parallélogramme oOi^o\ o .
65. Nous avons vu que Ton peut former d'une infinité de manières le parallélogramme élémentaire. Désignons par w et «'certaines périodes formant un parallélogramme élémentaire. Deux périodes nouvelles «i et w, étant des grandeurs géométriques allant du point o à deux points homologues, on aura
6), = />&> -f- q w', &>', = p' M -{- q^ oi' .
Pour que ces deux périodes w^ et w', puissent remplacer les deux premières, et former un nouveau parallélogramme élémentaire, il faut d'abord que^^ et ç soient premiers entre eux, ainsi que p' et ç' : il faut en outre que w et o)' soient réciproque-
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ment des combinaisons de Wj et w'^ ; ce ([ui exige que les nombres entiers /?, r/, //', f/ vérifient la relation pq' — qp' ==: zt i .
Celte condition exprime que les deux parallélogrammes sont équivalents. En effet, soient
w = « H- bi^ oi' = a' -\- b' i' ; Faire du premier parallélogramme est
±:{ab' — ba'), celle du second
Zï:{{pa -+- qa')[p'b-\- q'b')-[pb-\-qb') [p' a + q' a' )] =^±l{pq'—qp')[ab' — ba').
Si la condition pq' — qp' :==z-±l i n'était pas vérifiée, le nouveau parallélogramme serait trop grand, et se composerait de la réunion de plusieurs parallélogrammes élémentaires.
66. Soit le parallélogramme ooio', o' [fig- iS)^ en conservant la première période o), et prenant pour seconde période la droite qui joint le point o à un point quelconque o^ de la seconde file, on obtient un nouveau parallélogramme élémentaire oo^d^ o', , équivalent au premier 5 dans ce cas, les nouvelles périodes sont o) et o/-!-/7 0), ce qui ajoute à Tune des périodes un multiple quelconque de l'autre.
On peut toujours, par une série de transformations pareilles, passer des périodes w, w' aux périodes équivalentes Wj, w, . En
effet, réduisons en fraction continue la fraction - et soient
p, P^ Pn p
q, q^ qn q
les réduites successives ; on a
pqn^qpn=±^ ', mais on a aussi
pq' — qp' =±i\.
On peut supposer que le signe est le même, sans quoi on changerait les signes de // et de q' ^ c'est-à-dire le signe de w'. On en déduit
p'=Pn~hpt,
q'~qn-¥qt,
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t étant un nombre entier, et, par suite,
si de la seconde période w', on retranche un multiple toy^ de la première, on remplacera les deux périodes w, et fj)\ par les deux périodes équivalentes
Pn W 4- ^« w' ,
On a de même
Pn f/n-i — qn Pn-i = =F I 5
d'ailleurs
Png — qnP=^li; d'où p =/;„_,+ p„ t, ({ = q„_, + ^„ t',
et les deux périodes précédentes deviennent
(/?„_, w + <7„_, w') H- ^' (yy„ oi 4- r/„ w' ) ,
Si de la première on retranche un multiple de la seconde, ou les remplacera par les deux périodes équivalentes
Pn-x w H- </«-' "'j Eu continuant de celte manière, on arrivera aux deux périodes
Mais on peut toujours supposer la fraction - moindre que
l'unité, sans quoi on aurait réduit en traction continue la
fraction - ; dans ce cas, on a /?o = o, <7o = i , /^i = i , et les deux
P dernières périodes obtenues sont w' et o^ ■+- q^ a/ ; une dernière
opération les ramène à w, w'.
Propriétés générales.
67. Les fonctions doublement périodiques, monodromes et monogènes, jouissent de propriétés communes qui résultent de ridée même de la double périodicité. C'est M. Liouville qui, le premier, a envisagé les fonctions doublement périodiques
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SOUS ce point de vue tiès-élevé; il a jeté ainsi un grand jour sur cette matière auparavant si obscure.
Théorème I. — Le résidu intégral de toute fonction doublement périodique , nionodrome et inonogène, relatif à Vaire d'an parallélogramme élémentaire, est nul.
M. Caucliy appelle résidu intégral d'une fonction monodrome et nionogèney(<z), relatif à une aire plane donnée, la valeur de l'intégrale ff[z)dz^ prise le long du contour de cette aire et divisée par iTii. D'après ce qui a été dit au n° 20, le résidu relatif à une aire quelconque est égal à la somme des résidus relatifs aux aires infiniment petites qui comprennent les points de l'aire pour lesquels la fonction f[z) devient infinie.
Nous supposons la fonction/ (2) doublement périodique. Fig- 16. Représentons les deux
périodes par AB et AC {fig. 16) ^ des parallèles équi distantes partageront le plan en parallélogrammes dans lesquels la fonction reprendra péri odiquement la même valeur. Considérons le y /" /^'' / résidu intégral de la
I I I I fonction y (2) relatif à
l'aire du parallélogramme ABDC , et l'intégrale définie prise le long du contour de ce parallélogramme, parcouru dans le sens ABDC. La fonction/ (^) étant la même le long des deux côtés opposés AB, CD du parallélogramme, il est évident que l'intégrale définie, prise le long de ces deux lignes, acquiert la même valeur • mais, comme les côtés opposés sont parcourus en sens contraire, les deux portions relatives à ces côtés, dans l'intégrale définie , se détruisent , et de même les deux portions relatives aux deux côtés opposés BD, CA. Ainsi l'intégrale définie, prise le long du contour du parallélogramme est nulle, et par conséquent le résidu intégral est nul.
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Ce théorème remarquable, duquel on déduit avec une grande facilité les plus importantes propriétés des fonctions doublement périodiques, a été aperçu pour la première fois par M. Hermite.
08. Théorîîme II. — Toute jonction doiihlenient périodique, monodrome et nionogènc, admet au moins deux infinis dans chaque parallélogramme élémentaire .
La fonction, étant périodique, admet un premier infini dans chaque parallélogramme. Si elle n'avait qu'un infini simple 2 r= a dans un parallélogramme, elle s'écrirait
z — a ^[z] ne devenant plus infinie dans ce parallélogramme 5 le résidu intégral relatif à ce parallélogramme , étant égal à A, ne serait pas nul ; il y a donc au moins un second infini.
Cette propriété sert de base à la belle théorie des fonctions doublement périodiques professée par M. Liou ville au Collège de France.
Si la fonction doublement périodique admet deux infinis simples, 2 = a, z =.^^ dans un parallélogramme, on pourra la mettre sous la forme
ç (z) ne devenant plus infinie dans ce parallélogramme; pour que le résidu soit nul. il faut que B = — A. Si la fonction admet un infini double 2 = a, on aura
JC c
oellicient de la fraction du premiei- degré étant nul
69. Théorème III. — Chaque parallélogramme des périodes renferme autant de zéros que d'infinis.
. . f iz) Considérons la fonction ^ ,/ . • Cette fonction, qui est dou-
blement périodique, conmu.' la fonction proposée^ (r:). n'admet que des infinis simples, savoir les zéros et les infinis de la fonc-
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lion y (2). En effol , soit a un zéio de degré p de la fonction /"(z), on aura
la fonelion (^ (z) ne devenant ni nulle ni infinie pour z = a *, on en déduit
/(z) z—a cp(z)
Ainsi la quantité a est un infini simple de la fonetion
f'iz)
~7r~T' ^c résidu de eette fonction, relatif à cette valeur a^ est
égal à /7.
De même, soit a un infini de degré q de la fonction f(z)^
on aura
la fonelion cp (z) ne devenant ni nulle ni infinie pour z = a 5 on en déduit
Ainsi la quantité a est un infini simple de la fonction ^ •) et le lésidu correspondant est égal à — q.
Puisque la fonction —77 — :^ e^i doublement périodicruc;, le ré-
sidu intégral de celle fonelion, relatif à Faire du parallélogramme, est nul^ on a donc
ou
On en conclut que, dans chaque parallélogramme, le nombre des zéros de la fonction f{z) est égal au nombre des infinis, en tenant compte du degré de cliacun d'eux.
70. Corollaire. — Désignons par n le nombre des infinis de la fonction /(z) dans chaque parallélogramme, le nombre des zéros est aussi //. La fonctiony(z) — //, c|ui a n infinis, a aussi 11 zéros: ceci montre que, dans chaque parallélogramme, la fonction /^(z) passe // fois par une valeur quelconque 11.
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11 résulte de ce qui précède que l'on peut caractériser Tordre d uue fonction doublement périodique par le nombre de ses infinis dans chaque parallélogramme, puisque ce nombre indique combien de fois la fonction passe par chaque valeur. L'ordre est au moins égal à deux. Les fonctions doublement périodiques, provenant des équations différentielles que nous avons étudiées dans le chapilrc précédent, sont du second ordre.
71 . Théorème 1\ . — La sofrunc des ii valeurs de la variable qui, dans un même parallélogramme, correspondent à une même valeur de la fonction doublement périodique d^ordre ti ^ est constante.
Appelons s,, ^sv? ^n? les n valeurs de z qui, dans un même parallélogramme, correspondent à la même valeur u de la fonction doublement périodique // =. f [z]., et posons
d'où
dX,__dz, dz, dz„
du du du ' ' ' du
A chaque valeur de m, finie ou infinie, correspond une valeur finie de f, augmentée de multiples des périodes, et une seule
valeur du coefficient différentiel —•> qui peut être regardé
comme une fonction de m, monodrome et monogène, ('elle
fonction ne peut devenir infinie pour aucune valeur de u finie
d^ ou infinie; car, si — - devenait infinie pour u = «, on aurait,
en vertu du théorème III (n^ 36),
du [u — a y
et ^ deviendrait infinie, ce qui est impossible. La fonction
~ ne devenant pas infinie, est une constante; de plus, celle
constante est nulle, sans quoi on aurait f = A// -j- B. Donc la quantité ^ est elle-même une constante.
LI\KK II
72. rHÉOKÈME V. — // existe une fonction doublement périodique du second ordre , monodrome et monogène, ayant deux périodes données o) et w', deux infinis donnés ex. et j^ et deux zéros donnés satisfaisant ci la condition a. -\-^^a-\- b.
Proposons-nous d'abord de former une fonction doublement périodique du second ordre, aux deux périodes w et w', et admettant deux infinis donnés a et (3.
Considérons la double série
w=-f-oo
"*- -^ Oi \ 2 / w
que l'on prolonge indéfiniment à droite et à gauche, en donnant à ni toutes les valeurs entières depuis o à -j- oo et depuis — là — oo .
Nous commencerons par démontrer que cette double série est conveigente. Désignons par ^ = /•+.«' le rapport imaginaire des périodes— 5 et pourlîxer les idées, supposons s ^ o.
Eji remplaçant les cosinus par des exponentielles, le terme général de la série devient
— •imixpi
I z — \ i îir, ^p ( — ( z ) i — TT — i r:
Si m est positif et très-grand, on écrira ce terme sous la forme suivante :
le .e'^ V W
LT ) i -K '- l — TT i
Le module du facteur e^'"^/", étant égal à e"^'"^', est très-petit ; le dénominateur est sensiblement égal à l'unité. La racine m'^""^ du terme général est donc sensiblement égale à
c'est-à-dire à e'^'^P'^ dont le module est é;~-^\ Ainsi, quand //^
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augmente iiidéfininieiit, la racine m"'""' du terme général tend vers une limite dont le module est moindre que Tunité, et par conséquent la série, prolongée vers la droite, est convergente. Si m est négatif et très-grand, on changera le signe de w, et l'on arrivera à la même limite e^'^P',
La série (i), étant convergente dans les deux sens, définit une fonction de z. Cette fonction est monodrome, pnisque chaque terme n'a qu'nne valeur pour chaque valeur de z. Il est aisé de voir qu'elle est doublement périodique. D'abord, chaque terme reprenant la même valeur, quand z augmente de w, la fonction admet la première période w. Si 2 augmente de 0/, le premier terme devient égal au second, le second au troisième, etc., en un mot tous les termes marchent d'un rang vers la droite ^ puisque la série est convergente dans les deux sens, la somme ne change pas; ainsi la fonction admet la seconde période w'.
Le premier terme, celui qui correspond à f?t = o, devient inflni pour les deux valeurs z = oc, z = jS, que l'on peut augmenterd'un multiplequelconquedew; le terme, qui correspond a ni =. — I, devient infini pour les deux valeurs z =^ o. -\- w', z =. ^ -\- 0)', que l'on peut augmenter de même d'un multiple quelconque de o), et ainsi de suite. La fonction admet donc les deuxinfinis^^a, 2:^(3.
73. 11 reste maintenant à faire voir que la fonction est moiiogène. Nous nous servirons pour cela d'un lemme que nous allons démontrer.
Soir
/ { 2 ) = «0 -f- ?/, + Mj -4- ■ . .
une fonction définie par une série convergente, dont chaque terme est une fonction monodrome et monogène de la \ariable z dans une certaine portion du plan^ si la séries
fs^ [z] =z u\ ~\- a\ H- ^^J -+-... ,
obtenue en prenant la dérivée de chaque terme, c st convergente, elle définit une fonction 9 (-) qui est la dérivée de la fonction proposée /(z), quelle que soit la direction du déplacement. Supposons que Ton intègre depuis n jusqu'à 5, le long
l'une ligue comprise dans la porlion de plan considérée , on
( aura
(u (z) elz z= j u[ dz 4- 1 //', dz -{-... ', a Ja Ja
puisque u„ est la dérivée de la fonction monodromc et monogène z/q, on a
/ u[dz~ u,— (u,\, et de même pour les autres termes \ on a donc
Ja
Imaginons que z se déplace d'une quantité très-petite dans une direction quelconque, il viendra
A. /(z) — [fp(z) -{-£]. /iz;
Ainsi la fonction f [z] admet pour dérivée çp(^), quelle que soit la direction du déplacen^ent ; c'est donc une fonction monogène. .
Revenons maintenant à la série (i) ; en prenant la dérivée de chaque terme on forme la nouvelle série
'"--^ sm — [z Z_r.^,;, w'
('■^ ^(^)= 2 p-^w ÏTÏl Â ^:^rpn='
convergente comme la première. Car, si m est très-grand positif, le terme général s'écrira
£ étant irès-pelit ^ la racine m'^"" aura pour limite c^^/", dont je module c" "^"^ est moindre que l'unité \ donc la série (2) est
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coiiveigenle. Eu vertu du principe que nous avons établi, la fonction ^ (,2) qu'elle déCnit, est la dérivée de fonction y" (z), quelle que soit la direction du déplacement; ceci prouve que la {oncl\onf{z) est monogène.
7i. En résumé, la série (i) définit une fonction/' (2 ) doublement périodique, monodrome et monogène, admettant les ûeuK périodes données w et w', et les deux infinis donnés a et ,6.
luSL fonction
sera aussi doublement périodique, aux mêmes périodes o) et rj) -^ elle admettra les mêmes infinis a et (3 i elle admet de plus le zéro donné a, et par suite un second zéro ô, tel que a-f- jS^ rt -f- Ik Il y a encore un facteur A arbitraire que l'on pourra déterminer par la condition que la fonction prenne une valeur donnée pour une valeur donnée de z.
A l'aide d'une fonction doublement périodique /"(z) du second ordre, telle que celle que nous venons de former, il est facile d'obtenir une autre fonction doublement périodique du second ordre (p [z), ayant les mêmes périodes w et w', mais d'autres infinis a', j3', et d'autres zéros a', l)\
Considérons en effet Texpression
le numérateur devient infini pour les deux valeurs z=v. — 0 et 2 = (3 — 0, dont la somme est a -|- (3 — 2 ô: mais, comme le dénominateur admet aussi ces deux infinis, la fraction conserve une valeur finie. Les deux valeurs z = a', zz=a-hp> — 2Ô — a', annulant le dénominateur, rendent infinie la fraction ; si donc on pose
y.-h^ — 2O — y.' z= j5', d'où
la fraction admettra les deux infinis simples a" et /5', Le numé-
LIVUE II.
rateur devient nul pour z = li et aussi pour z =: b' ^ à cause
de la relation a' + [t)' = a' -j- h' .
75. Théorème VI. — Il existe une fonction doublement périodique f monodrorne et monogène, d'ordre n, ayant deux périodes données w et w', n infinis donnes a^, «2,..., a„ et n zéros donnés a^, «g , . . . , a„, satisfaisant à la condition
(4) 3C| 4- a2 -h. . .4-a„^<7, H- rt, -h. . .-h «„.
Nous pouvons former d'abord une fonction doublement périodique du second ordre, aux périodes w et w', admettant les deux infinis ai, a^, le zéro a^ et un second zéro a\ , tel que la relation «^ -f- a^_ = a^ -f- d^ soit vérifiée ; désignons cette fonction par (a^, «g, «j, d\). Formons ensuite une deuxième fonction aux mêmes périodes w et co', admettant les deux infinis a\ , «3, le zéro «g, et un second zéro d^ , tel que a, H- ag = ûe^ -f- a'^ , et ainsi de suite \ enfin une dernière fonction admettant les deux infinis «'„_2, a,,, le zéro «„_i, et un second zéro <?'„_i, tel que «'„_g -h «„== «;,_i-f- «i,_i. Considérons le produit de toutes ces fonctions
IJ^\ ( F (3)= A. (a,, a>, «!,«', )X («',, «3, ^/,,«',)X(<,a4,a3,«3)X-..
t ce sera aussi une fonction doublement périodique, aux périodes (t) et 0)'. La valeur z=:d^^ annulant le premier facteur, et rendant infini le second, n'est ni un zéro, ni un infini^ de même la valeur z =^ d^^ qui annule le second facteur et rend infini le troisième, etc. Ainsi la fonction F [z) admet les n infinis donnés «1, «g,..., a„, et les n zéros rtr^, «5,,..., a„_,, <2'„_i. Si Ion ajoute les relations
a, -h a,— a, -f- d\ , fi -A- a, =rr a.-\- «'
il vient
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En vertu de la relation (4), on a (i„_y ^ a„. La fonction F (2) admet donc aussi les n zéros donnés.
Il résulte d'ailleurs du théorème V (39), que deux fonctions doublement périodiques, qui admettent dans un parallélogramme les mêmes infinis et les mêmes zéros, sont égales à un facteur constant près. La fonction F (2) que nous venons de former, et qui contient le facteur arbitraire A, est la seule qui satisfasse aux conditions énoncées.
Les fonctions du second ordre qui entrent dans la composition de la fonction F (z), ayant toutes les mêmes périodes, peuvent être exprimées, comme nous l'avons dit, au moyen d'une même fonction du second ordre/ (z) aux mêmes périodes, et l'on aura
en posant
76. Théorème VIL — Deux Jonctions doublement périodiques, monodromes et monogènes, d'ordre fini, et dont les parallélogrammes élémentaires, formés d'une manière convenable, sont des parties aliquotes d'un même parallélogramme^ sont fonctions algébriques l'une de l'autre.
Soient u et i^ deux fonctions de z doublement périodiques, monodromes et monogènes, d'ordres n et n\ et dont les parallélogrammes élémentaires sont contenus p fois et /?' fois dans un même grand parallélogramme. A une même valeur de u correspondent dans chaque grand parallélogramme np valeurs de z -^ les points homologues dans les divers parallélogrammes donnant une seule valeur de t^, il en résulte qu'à une valeur de u correspondent np valeurs de »^ De même, à une valeur de ^^ correspondent n' p' valeurs de u. On en conclut que les deux fonctions^z^ et i' sont liées entre elles p.ir une équation algébrique cnîièie, du degic //'// par rapport à //, et du dcgr('' np par ivipporl à i*.
90 livub: II.
77. CoiiOLLAiRE I. — Appliquons ce théorème à la rcclierclu' de la relation qui existe entre la fonction, doublement périodique it=J'(z) et sa dérivée u' =f' [z). La dérivée est une fonction doublement périodique ayant les mêmes périodes que la fonction proposée. Elle admet les mêmes infinis, le degré de chacun d'eux étant élevé d'une unité ^ si donc on désigne par n l'ordre de la fonction //, Tordre n' de la fonction u' sera au moins égal h n -{- i et au pins égal à iJi. Ainsi la fonction Il et sa dérivée u' sont liées par une équation algébrique entière , du degré n par rapport à ?/, et du degré n^ par rapport h u.
Soit ( 7 ) U« n'" H- U , «'"-' + U2 u'"-' -h . . . -h U„ — o
celte équation ordonnée par rappoit aux puissances décroissantes de u'. Lu fonction // ne devenant inhnie pour aucune valeur finie de u , le premier coefficient Uo est égal à Tunilé. A une même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la somme
est constante (71 ), et, par suite, fi valeurs de -7- ou de — dont la
^ ^ ' ' ^ du II
somme est nulle 5 il en résulte que rayant-dernier coefficient U,,_i est égal à zéro.
Celte liaison algébrique entre une fonction doublement périodique quelconque et sa dérivée a été remarquée par M. Méray, élève de l'École Normale.
78. Corollaire IL — Les fonctions doublement périodiques les plus simples sont celles du second ordre. Dans ce cas l'équation (7) se réduit à
Ua étant un polynôme enn du troisième ou du ({uatrième degré. Ainsi toute fonction doublement périodique du second ordre satisfait à une équation différentiel le du genre de celles que nous avons étudiées dans le chapitre précédent.
Il y a deux cas à distinguer : i'\ Lorsque la fonction //^=/"( 2) a deux infinis simples a et (6, dont nous désignerons la sonune par 5, la dérivée //, ayant deux inlinis doubles, est une fonc-
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tien doublement périodique du quatrième ordre, et le polynôme IJ2 est du quatrième degré. Il est facile de former ce polynôme ; la fonction a reprenant la même valeur dans chaque parallélogramme pour deux valeurs de z, dont la somme est égale à la quantité s augmentée de multiples des périodes, on a
f[z)=f(s-z], et, par suite,
Si l'on fait z z= -^ il vient
ce ({ui ne peut avoir lieu que s\f' ( - j est nulle ou inlinie ; juais/' (-j n'est pas infinie , puisque - dillère des deux infi-
nir. a et |6 • donc f i-\ =z o. Si l'on remplace z par chacune
1 1 s (à s oi' s w 4- w' ,
des valeurs -H ,-h ,-h , on a de même
insi la lonction u admet les quatre zéros -^ 1 — > — I ,
■ — i On a donc
2^. Lorsque la fonction 11 admet un infini double a, la dérivée i/, ayant un infini triple, est du troisième ordre, et le polynôme U2 du troisième degré. La somme constante 5 étant égale
à 2a, la foiiclion // admet les trois zéros a H , a + -,
a -1 5 et 1 on a
Chacun des facteurs qui composent les expressions (9) et (io\ admet un zéro double.
78. Théorème VIII. — Une fonction doublement périodique, de V ordre n, s'exprime rationnellement au moyen d'une fonction du second oindre aux mêmes périodes, et de sa dérivée.
Proposons-nous maintenant d'exprimer une fonction doublement périodique t^, de l'ordre /i, au moyen d'une fonction doublement périodique u du second ordre, à deux infinis sim-. •pies a et j3, et aux mêmes périodes. Les deux fonctions sont liées par une équation
du second degré par rapport à y et du degré n par rapport à u.
Si Ton pose
M + fv
cette équation devient
(12) «.2__(]^|2__LpJ-- p^
La fonction w est une fonction monodrome doublement périodique par rapport à z, comme la fonction u. A chaque valeur de u correspondent, dans un même parallélogramme, deux valeurs z^ et z^ de z , lesquelles donnent pour u' deux valeurs égales et de signes contraires , et de même pour w. Ainsi le quo-
lient — est monodrome par rapport a //. JN'ous avons vu qu(' la
lonction u admet les quatre zéros -> - H — 9 — I ? — I ;
la fonction w admet aussi ces quatre zéros. D'un autre (ôtc, réquation (i?) ayant son premier coeflicienl égal à l'uiiilé, Igi
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luiK tion w ne devient infinie pour aucune \aleui- finie de u. Le (juolient — > monodrome par rapport à u et ne devenant infini pour aucune valeur finie de «, est donc une fonction entière de u (n®4())-, cette fonction est du degré n — 2. Si nous la désignons par N, nous aurons la formule
dans laquelle L, M, N représentent des polynômes entieis en M^ les deux premiers du degié n au plus, le troisième du degré n — 2 .
Celte proposition très-importante est due à M. Liouville, qui l'a démontrée par d'autres considérations.
79. Remarques. — ^Le dénominateur L de l'expression (i3) est en général du degré w, il sera nul pour n valeurs de w, et, par suite, pour 2n valeurs de z dans chaque parallélogramme. Parmi ces in zéros du dénominateur, n sont les infinis de la fonction ^^, îi annulent aussi le numérateur, et par conséquent se détruisent. Le numérateur admet aussi in zéros, savoir les n dont nous venons de parler et qui lui sont communs avec le dénominateur, et, en outre, les n zéros de la fonction p».
Si n est pair, et que, déplus, les infinis delafonction i>, groupés deux à deux d'une manière convenable, présentent une sonmie constante et égale à la somme s des deux infinis de la fonction // , 11 est clair que le dénominateur L se réduira au
deeré -; car les deux zéros de chacun des facteurs du dénonii-
nateur seront des infinis de la fonction v.
80. Désignons pary^( 2) la fonction u et par F (2) la fonction i^. Nous savons que
/(.-.z)=/(z), d où
Si, dans l'expression
y 4. LIVRE II.
OU rciiiplacc z par s — z ,^ il vient
Supposons que la fonction F (^) jouisse de la même propriété que la fonction /( 2), c'est-à-dire que F (^ — ^) = 1^(^)5 ^a comparaison des équations précédentes montre que N=ro; dans ce cas, on a
et la fonction k^ est rationnelle en 11,
Supposons au contraire F(5--z)= — F(2)- dans ce cas , on a M := o, et
Ces dernières remarques ont été faites par M. Liouville.
8i . Théorî:me IX. — Lorsqii une jonction nionodrome et monogène a ses infinis et ses zéros disposés par groupes égaux et équidistants suivant deux directions différentes ^ et que ^ dans chaque groupe^ le nombre des zéros est le même que celui des infinis, et la somme des zéros la même que celle des infinis, la fonction est doublement périodique.
Nous avons fait voir (n" 75) comment, avec une fonction monodrome doublement périodique/(s) à deux infinis, on peut former une fonction doublement périodique F(:j), ayant les mêmes périodes, un nombre quelconque d'infinis et un pareil nombre de zéros donnés, pourvu que la somme des zéros égale celle des infinis.
Il existe donc une fonction doublement périodique jF (2) ayant les infinis et les zéros de la fonction proposée; le rapport de ces deux fonctions étant constant, on en conclut que la fonction proposée est elle-même doublement périodique.
DES FONCTIONS KLLIPTIQlJliS.
DE LA FOWCTIOJN ^.
82. Dans le livre précédent, nous avons indiqué une méthode pour étudier les fonctions définies par les é(juations différentielles: en appli(|uant cette méthode, nous avons vu que l'équation différentielle
~— sJÇy[u — a){u —b)[u — c){u — d)
engendre une fonction monodrome doublement périodique du second ordre.
On donne le nom àe Jonction elliptique à la fonction définie par l'équation différentielle
du
dans laquelle g et A sont deux paramètres arbitraires. On suppose que poui- 2: = o la fonction a la valeur initiale 11 = 0 et le radical la valeur +1. ISous désignerons par la lettre / la fonction monodrome doublement périodique du second ordre définie par cette équation, et, pour abréger, nous représenterons le radical par Au.
83. La forme particulière du polynôme du quatrième degré placé sous le radical donne à la fonction elliptique certaines propriétés remarquables que nous allons énumérer.
On voit d'abord que la fonction À est impaire 5 car si l'on
i)6 LIVRE I!I.
fait varier m clans deux directions opposées, l'intégrale délinie
" du
acquiert des valeurs éi^aîes et de signes contraires -, on a donc
Les quatre racines du polynôme placé sous le radical
sont +i,_i,-f-_, — j'^
à ces racines correspondent les quatre jjoints a, h^ c, d (fi g- ly). Les deux périodes sont 0)= A — C et o/=:B — A.
Puisque C = — A, on a
cette intégrale étant prise suivant le clieniin rectiligne O a.
Pour évaluer la seconde période (j-)' = B — A, il faut parcourir successivement les deux contours (B) H- (A). Ce double (^ontour équivaut en signe contraire au contour fermé
à cause des deux changements de signe, le radical reprend en d la même valeur, de sorte que les deux portions rectilignes O a' et a'O se détruisent; l'iiitégraîe se réduit à la droite a^ h^^ parcourue dans un sens et dans l'autre avec des signes con~ iraires : on a donc
cette intégrale étant prise suivant le chemin rectiligne ah.
85. Les deux valeurs de z qui, dans chaque parallélogramme, correspondeni à une même valeur de u sont, abstraction faite
des périodes, z et A — 2:, ou ^ z, dont la somme est con-
DE LA FONCTION
siaute et ésrale à -• On en déduit cette relation
et, par suite,
La fonction admet les deux zéros simples z i=x o, i: = — On a aussi M 7 ) = I7 puisqu'en faisant varier // de o à i en ligne
droite, Tintégralè définie z acquiert la valeur-^» On voit par là
que, relativement à la première période w, la fonction X (z) jouit de propriétés analogues à celles de la fonction simplement
périodique s m —
2 TTZ
86. Cherchons maintenant les deux infinis. Supposons que la variable u, partant de m $= o, s'éloigne à l'infini suivant un chemin quelconque, on obtiendra une valeur finie de z ,
_ r^ du
Posons
ir =
1 — t- a' [\ vient
r ^ du'
Or, rien n'empêche de supposer le chemin suivi par la variable a tel que le chemin correspondant suivi par la variable it!
soit rectilia^ne : on a donc a = — Un second chemin allant
de /f = o a zf = 00 donnera a, c est-a-dire — ou
— h — • L('s autres chemins conduisent aux mêmes valeurs.
LIVRE
aiigmeniées ou diminuées de multiples des périodes. Ainsi , F»C i8 dans chaque parallélogramme, la
fonction "^ (z) admet les deux in- 7^ finis simples
La figure (i8) indique la distribution des zéros et des infinis dans le plan relatif à la variable z \ les points ronds se rapportent aux zéros, les étoiles aux infinis.
Posons
2 hv
la nouvelle fonction v satisfait à l'équation dîiïérentielle
et s'évanouit pour z' =zOy la valeur initiale du radical poui z' = o étant zp ï . On a donc
suivant le signe du radical, ce qui donne la relation
Si dans cette relation on fait il vient
Il est facile de déterminer le signe-, on sait qu'à la valeur/^ = — ,
par l'intégration reçtiligne suivant O Z>, correspond la valeur
z == - = -7 H , on a donc
. /w co'\ I
DE LA FONCTION A
ce qui nous apprend que dans l'équation (2) le radieal a la
valeur initiale — i, et par suite la dérivée -— la valeur ini- ^ dz'
tiale H- i. On en conclut la relation importante
qui n'a pas son analogue dans le sinus, mais dans la tangente.
88. En résumant ce qui précède, on voit que la fonction elliptique, définie par l'équation (i), est une fonction monodrome doublement périodique impaire, ayant pour périodes
, r du , r ^ du
Elle admet dans chaque parallélogramme deux zéros z =z o^
? et deux infinis simples 2 = — » ^ = : elle passe
deux fois par chaque valeur, et les deux valeurs de z, qui correspondent à une même valeur de la fonction, présentent une somme
constante et égale à -• Elle jouit des propriétés suivantes :
k\{z) On a d'ailleurs
89. On peut obtenir ces résultats d'une autre manière. Désignons par o) et w', non plus les deux périodes considérées précédemment, mais deux périodes formant un parallélogramme élémentaire quelconque. Si dans l'équation
A(3)=r->.(_Z), Il • Ul l^ j 1 w w' CJ -{- w'
on remplace la variable par 1 une des valeurs o, -5—5 -,
on a
).(o, = -Mo), x^^) = --.(^^j, ■,^^)=-i(^),
lOO LIMIE 111,
ce qui monlie (jue ces quatre valeurs rendent la fonction 1 nulle ou infinie. Comme la fonction s'évanouit avec la variable, z = o sera un premier zéro ^ nous pouvons admettre que le
second zéro est-> ce qui revient à appeler première période le
double du second zéro : car si le second zéro était i rien
n'empêcherait de changer de périodes, et de prendre pour périodes nouvelles a)i = w -f- 0)', 0)', = w'. Les deux infinis seront
. oo' w -f- w'
alors — et •
La somme constante des deux valeurs de z qui, dans un même parallélogramme, correspondent à une même valeur de
la loiiclion, étant ici-, on a
On en déduit et, par suite,
La fonction paire X'(z) admet donc les quatre zéros dz -.
^ 4- — ) . Mais on voit sur l'équation différentielle (i) que la dérivée s'annule quand la fonction X est égale à zb i ou à d= -• On peut toujours supposer
ri
''(4)='' Mj+7)==F
cai
, si Ton avait, au contraire.
il suffirait de changer les périodes et de prendre pour périodes
DE LÀ FOKCTION X. lOl
nouvelles Wj = 'jO -H 2 0/, w'^ = w', ce qui ne changerait rien
d'ailleurs à la disposition des zéros et des infinis.
Les infinis de la fonction X [z) étant respectivement égaux
aux zéros, augmentes de la quantité constante — ? on voit que
les valeurs de 2;, qui rendent la fonction / ( ^ ^ ] ii^finie,
sont celles qui annulent X (2), et réciproquement. Les deux fonctions X ( h^U 7-7-r» ayant les mêmes zéros et les
\2 y -Aiz) -^
mêmes infinis, sont dans un rapport constant; on a donc
j et Ion obtient ainsi la
Si Ton relation
fait
il vient A
, et r
90. Il importe de remarquer la manière dont on a choisi les périodes de la fonction elliptique X (2;), On n'a pas pris un parallélogramme élémentaire quelconque, mais un parallélogramme tel que Ton ait
Les propriétés que nous avons démontrées se rapportent à ce système particulier de périodes, auxquelles nous donnerons, pour les distinguer des autres, le nom de périodes elliptiques. Toutefois, à une même fonction X (z ) correspondent une infiiiitéde systèmes de périodes elliptiques données parles formules
cOi = ( 4 //2 -f- 1 ) w H- 4 '' w% w', = 2 ;?/ w 4- ( 2 «' -h I ) w' ,
dans lesquelles /;/, /i, în\ n' désignent des nojnbres entiers assujettis à la relation
(4 /« + 1 } { 2 // -h 1 ) — 8 um' r= rb I ,
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relation que 1 on peut mettre sous la forme
(4 fti + l)n' — ^nni'
On peut prendre à volonté les deux nombres m et 7z, pourvu que les deux nombres /\m -\- i et n soient premiers entre eux ^ l'équation précédente indéterminée admettra une infinité de solutions entières des inconnues n^ et n' .
Le signe de la première période w est déterminé par la condition X {j\ =r 4- I, mais celui de la seconde période w' reste arbitraire.
91. L'équation (i), par laquelle nous avons défini la fonction )., renferme deux paramètres arbitraires g et A, et Ton conçoit que les deux périodes o) et w', qui s'en déduisent, puissent recevoir toutes les valeurs possibles ; nous désignerons cette fonction par le signe X (z, g^ A), indiquant ainsi les deux paramètres g et A, dont elle dépend.
Mais on peut ramener la question au cas où^= i ; l'équation différentielle
ne renferme plus alors qu'un seul paramètre A, auquel on donne le nom de module j la fonction elliptf'que qu'elle définit sera représentée par le symbole X (2;, i , A), ou plus simplement A (2, A), en sous-cntendant le premier paramètre qui est égal à l'unité. L'équation (1) pouvant se mettre sous la forme
^(,-rC-)[i-^k^iû),
on voit que
(4) ^>-[^^gy f^)=^^>^{g^,^)'
Si l'on appelle w (^ iJ les deux périodes de la fonction l(z^'k), celles de la fonction A(gZyJi) seiont -et—: ainsi quand on change la valeur du paramètre ^i,s les deux pci iodes
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varient dans le mèuie rapport. Il résiille de là ([ue la valeur du module A ne dépend que du rapport des périodes; après avoir déterminé ce module de manière que le rapport des périodes de la fonction X (z, k) ait une valeur donnée, il sera facile ensuite de choisir le paramètre g de manière que la fonction A {^gz. A) admette deux périodes données.
filtre définition de la fonction X.
92. D'après ce que nous avons dit dans le chapitre IV du livre II sur l'existence des fonctions doublement périodiques, on peut concevoir la fonction elliptique X (z), non plus comme définie par une équation différentielle, mais comme une fonction monodrome et monogène doublement périodique du second ordre jouissant de propriétés particulières. Nous savons (n*' 72) qu'il existe une fonction doublement j:>ériodique du second ordre ayant deux périodes données, deux zéros et deux infinis donnés, pourvu que la somme des infinis égale celle des zéros; nous savons aussi que celte fonction est complètement déterminée à un facteur constant près. Que l'on imagine une fonctiony(z) du second ordre aux deux périodes w et w',
admettant les deux zéros o et -> les deux iniinis — et ?
et devenant égale à 1 unité pour 2 = 7 (^'^ qui détermine le
facteur constant) ; cette fonction sera la fonction elliptique X.
jNous remarquons d'abord que cette fonction est impaire: car les deux fonctions /*(2), f[ — 5), ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis, sont dans un rapport constant; on a donc
/[-z) = C f(z), ou
si l'on fait tendre z vers zéro, il vient
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et, par suite,
Il en résulte
93. Il est aisé de voir ensuite qu'une pareille fonction salisfait bien à l'équation différentielle qui nous a servi à définir la fonction 1. Nous avons démontré en effet (n" 77) que toute fonction doublement périodique, monodrome et monogènçdu second ordre, vérifie l'équation différentielle
Ici, la sommes étant égale à - et la fonction impaire, on a
si l'on pose
il vient
et Féquatlon différentielle se réduit à la forme
CHAPITHE II
DE LA FONCTTON fX.
94. De la fonction X on déduit quelques autres fonctions doublement périodiques du second ordre. L'une, que nous
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désignerons par la lettre ^, est donnée par l'équalion finie
(l) ^(z)=rv'l-V(.j,-
à laquelle on joint la condition initiale u (o) = i .
La fonction (X n est pas monodrome par rapport à X, mais elle Test par rapport à z. En effet, c'est dans le voisinage des
valeurs z ==±. y, pour lesquelles X = ± i, qu elle pourrait
acquérir des valeurs multiples j posons
nous aurons, en développant en série convergente pour les valeurs suffisamment petites de z\
'k {y -h z' \ =1-4- az'- -f- hz'^ H- . • . ; la série ne contient que des puissances paires de z', puisque
il en résulte, en substituant, un résultat de la forme
ulj-^z'\ —z' V'a+Bz'- -h. . .;
donc la fonction [^-(z) reste monodrome dans le voisinage de
z = -• Il en est de même dans le voisinafire de la valeur
w La fonction pourrait encore cesser d'être monodrome, quand
Posons
X devient infinie, ce qui a lieu pour z =z — ou z =
Il vient
>,_+.M=,^;^, Jî£ + .A_v'-.-H^nM.')
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la fonclion (j. devient infinie pour ^ = — • mais elle reste nio-
nodrome autour de ce point. Il résulte de là que la fonction p. est monodrome pour toutes les valeurs de la variable z.
95. La fonction ^ est paire. En effet, si l'on fait marcher z, à partir de l'origine, suivant deux lignes opposées, la fonction y. [z) prendra aux points correspondants z et — z^ deux valeurs égales, ou deux valeurs égales et de signes contraires*
, quand z parcourt un premier élément de part et d'autre de l'origine, les deux valeurs de fJt(^), différant très-peu de ft(o) ou de -h I, seront de même signe, et par conséquent rigoureusement égales ^ il en sera de même tout le long des deux courbes. A la vérité, le raisonnement serait en défaut si les
courbes passaient par les points z = zhjiipour lesquels
pt.f^z)=o'^ mais on pourra toujours éviter ces points, et, comme la fonction est monodrome, la conclusion est générale. On a donc la relation
(2) p(-z) = fx(z).
96. Clierclions les périodes de celle fonction : nous avons, trouvé
don(
pi ^-hzM rziz'v/AH-Bz"^
ce qui donne la relation
En ajoutant - une seconde fois, on aura
0) est une première période.
Nous avons trouvé d'auli c part
ll(z') ' '
DE LA FONCTION U
il en résulte
ou
(4) fx(«'H-z)=- p(2);
de sorte que ci/ n'est pas ici la seconde période, comme pour
la fonction X. Mais, si l'on ajoute -« on a
la seconde période est — h w'.
L'aire du parallélogramme construit sur les deux périodes
w , - -1- w' de la fonction a est égale à celle du parallélogramme
construit sur les deux périodes w et w' de la fonction 1. En effet, portons, à partir de rorigine, deux quantités géométriques 0«, O^ égales respectivement aux deux périodes w, w', le parallélogramme relatif à la fonction X sera Oacb [fig. 19).
La quantité w' -|- - est figurée par la droite od qui va de Fori-
£;ine au milieu cl de bc ,
Fig 19. »
de sorte que le parallélogramme relatif à la fonction a est O aed. Ces deux parallélogrammes ont leurs aires égales. Ainsi les périodes de la fonction n. partagent le plan en parties de môme grandeur que celles de la fonction X, mais d'une manière différente. Si l'on avait pris 2w' pour seconde période de la fonction a, on aurait eu un parallélogramme deux fois trop grand.
97. La fonction y. admet deux zéros et deux infinis dans chaque parallélogramme. Les deux zéros sont
A xA xX ./
/ bl d/ je e/ /
Vo: '/n y
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les deux infinis sont ceux de la fonction ^ (^), savoir
mais ce dernier, par la soustraction d'une période — h w', peut
s écrire z
Nous avons indiqué sur la figure les zéros de la fonction* |n par des points ronds, les infinis par des petites croix. Les deux
périodes w et — h w' constituent un parallélogramme élémentaire, puisque ce parallélogramme ne renferme que deux infinis et deux zéros. En résumé la fonction \k^ définie par l'équation (i) , est une fonction monodrome paire doublement périodique du second ordre; elle jouit de propriétés
analogues à celles de la fonction cos — "-•> relativement à la première période w.
Comme on a /:/ ( — ^ ) = |y. ( s ) , la somme des deux valeurs de z qui, dans chaque parallélogramme, donnent la même valeur de la fonction est constante et égale à zéro, en négli^ géant les mulliples des périodes.
DE LA FONCTION
98. Parmi les fonctions doublement périodiques du second ordre que Ton déduit de la fonction A, nous remarquerons encore la suivante, que nous désignerons par la lettre v; elle est donnée par l'équation finie
(i) v(z) = sji~k-^Viz),
à laquelle on joint la condition initiale v (o) = i.
La fonction V pourrait acquérir des valeurs niullipb^s dans
le voisinage des valeurs z =^ ■±i\^-j ^ j 5 pour lesquelles
DE LA FONCTIOJV V. IO
/ = zt -• Posons
nous aurons
on en déduit un résultat de la forme
V / ^ -h — H- z' j = 3' v^A -h B 3'=" + . . . ; ainsi la fonction y reste monodronie. On a de même
ce qui montre que la fonction v reste monodrome dans le voisinage des valeurs de z qui rendent 1 infinie. Ainsi lafonction v est monodrome pour toutes les valeurs de la variable z. 99. Il est évident que cette fonction est paire, et l'on a
De ce qui précède on déduit, d'une part,
OU
(3) vF+co' + s] =..-v(-z)==-v(3);
d'autre part,
OU
En comparant ces deux relations, on obtient
:^) iz
Mr + ^' =^(-)^
1 lO
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ce qui donne une première période -• La seconde période
est 2 0t)'.
A partir de l'origine, portons comme précédemment les
quantités géométriques Oa et O^ égales à 0) et o/, et prenons
0/=:— et 0g=20b',
le parallélogramme Ofhg sera le parallélogramme élémentaire de la fonction v 5 Taire de ce parallélogramme est la même que celle du parallélogramme Oacb, qui se rapporte à la fonction 1.
La fonction v admet dans chaque parallélogramme les deux
zéros z .^= dz ( 4 H ) et les deux infinis simples z = ih—-
La somme des deux valeurs de z qui, dans un même parallélogramme, correspondent à une même valeur de v, est égale à zéro. INous avons marqué sur la figure les zéros et les infinis de la fonction v iz).
iOO. On a
n désignant par k' celle des deux valeurs du radical \/i — k^
qui est égale à y ( - )• On a aussi
Dans tout ce qui précède, le signe de la seconde période w^est resté arbitraire j on peut toujours choisir ce signe de manière à avoir
car
DE LA FONCTION V. III
De la relation 1 i h ^ I = , , , , on déduit
'^\2. 7 V Jin'{z) — i\{z)'
Il faut mettre le signe — devant les deux expressions, puisque Il en résulte les deux relations suivantes :
101. On appelle valeurs complémentaires de la variable z deux valeurs dont la somme est égale à -j- Il existedes relations
très-simples entre les valeurs des fonctions elliptiques pour des valeurs complémentaires de la variable.
La fonction ). iy — z \ est paire et se réduit à l'unité peur z = o \ ses zéros dz -r sont ceux de a ( z ) ; ses infinis -j -\ \ sont les zéros de t^ ( 2: ) 5 on a donc
Si l'on fait z == o, on trouve A = i , et Ton obtient ainsi la relation
La fonction ^\j — z\ est impaire ; elle admet les mêmes zéros que la foiictioji / (s), et ses infinis sont les zéros de v (z).
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On a donc
Si l'on fait 2 = -r, il vient B = k' et l'on obtient la seconde re-
lation
La fonction v ( y — z j est paire ; ses infinis sont les zéros de V (^ ) et réciproquement ; on a donc
En faisant z =^ j-, on trouve C = k\ et, par suite.
Quand le paramètre A se réduit à zéro , la fonction X devient un sinus et la fonction pi un cosinus*, quant à la fonction V, elle devient égale à l'unité. Voilà pourquoi, outre Taiialogie des propriétés, on a comparé la fonction A à un sinus, la fonction p. à un cosinus. L'analogie conduirait aussi à considérer comme un nouveau sinus la fonction p ( - — ^ j 5 et
comme un nouveau cosinus la fonction X f - — zy Relativement à la première période c«), ces deux fonctions jouissent de" propriétés analogues à celles du sinus et du cosinus. La première est impaire et admet les deux zéros z = o, 2 = -; la
seconde est paire et admet les deux zéros 2 = zL -^•
\ [z] 102. On est conduit aussi à considérer la fonction -—— 9
analogue à la tangente, et que nous désignons par la lettre tj.
Cette fonction est impaire^ ses deux périodes sont -et 20) ;
elle admet les zéros de >^ (2) et devient infinie pour les valeurs qui annulent [J- (z).
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On en déduit
On oblient des fonctions monodromes doublement périodiques du second ordre, en combiiianl deux à deux, par multiplication ou division, les quatre fonctions y/i zii / [z) , v'i zhfil^z)-^ d'après ce que nous avons dit, chacune de ces fonctions reste monodrome quand X devient égale à ±: i ou à
dz j> mais elle cesse de 1 être quand X devient infinie; toute-
fois les produits ou les quotients de ces fonctions deux à deux restent monodromes pour ton les les valeurs de z. Parmi ces combinaisons, nous avons étudié spécialement celles que nous avons appelées a et v. Nous signalerons encore les suivantes
v/(i — X) (i — kl), i/ TJ \/ —• Il est clair que les quotients deux à deux des fonctions ainsi formées fourniront aussi des fonctions monodromes doublement périodiques du second ordre j à cette catégorie appartient la fonction u.
103. Dans le cas où le paramètre g est égal à l'unité , l'équation différentielle, par laquelle on définit la fonction X, peut se mettre sous la forme
ce qui nous fait voir que la fonction doublement périodique X' du quatrième ordre est le produit de deux fonctions doublement périodiques du second ordre. En différentiant les équations
on a , de même ,
Il4 LIVRE iir.
Ainsi on peut définir les trois fonctions ^, ^., v par le système des trois équations différentielles simultanées
— = — /U a, dz
luxquelles on joindra les conditions initiales
BEMARQUES SUR LES MODULES
Modules réciproques*
i04. Il existe une relation très-simple entre les deux fonctions elliptiques qui correspondent à deux modules réciproques h et y Si l'on pose z<= — j Téquation différentielle
fi k
du _______ ;
devient
avec la condition u' = o pour z = o. On a donc etj par suite, On en définit
(3) v(z,A)==:fx(^^^, ly
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En vertu des relations précédentes, quand le module est réel, on peut toujours ramener les fonctions elliptiques au cas où le module est moindre que l'unité.
Modules complémentaires .
105. On appelle modules complémentaires deux modules k et A' tels que A^ -h A'^ = i ; le module A étant donné, et la fonction X(^,A) bien définie, on choisira le signe de A' de
manière que v f j j = A^ L'équation
dans laquelle on remplace X et v par leurs valeurs en fonction de //, devient
tt=- v/(i-f.')(.-^'+/>.') = -ry/(— a')(^I+^^=); le radical se réduisant à la valeur -|- i pour z =z y, puisque
Si l'on pose
cette équation prend la forme
lîz'
la fonction ]x s'éyanouissant avec la variable z\ et le radical se réduisant à l'unité. On voit par là que la fonction fji ( ^ — -
est une fonction \ de la variable z\ aN-ant pour module -jt-
on a donc
ou
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d'où Ton déduit
La fonction l IJiz, j\ admet pour périodes elliptiques, non
plus 0) et (ù\ mais w — 2w' et w'.
Nous avons obtenu (n" 106) entre les fonctions elliptiques à modules complémentaires la relation
X(z, //) = — / CT {iz, A).
Si l'on désigne, comme précédemment, par w et w' deux pé^ riodes elliptiques de la fonction 1 (zjk)^ on voit que la fonction X {z,h') admettra les deux périodes i et — 2 w'/,
mais non en qualité de périodes elliptiques. Si l'on fait
ou
on déduit de la relation précédente
Pour avoir les périodes elliptiques de la fonction l [z,k'), on posera donc
d'où
Cas oh le module est réel.
i08. La fonction elliptique a clé Tobjet des remarquables travaux de Lcgcndre, d'Abel cr de Jacobi. Lcgcndie a étudié
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plus particulièrement le cas où le module est réel et moindre que l'unité.
Dans ce cas, la fonction inverse, donnée par l'intégrale définie
ne reste réelle que si ii varie de — i à -f- i ^ si l'on pose
it = sin (f ,
il vient
en désignant par A© le radical y'i — k-sin-'f. Legendre, qui ne se s'occupait que de la quadrature ou de la fonction inverse, regardait l'angle (p comme l'amplitude de la valeur z de l'intégrale définie. Jacobi , qui, avec Abel, a le premier considéré la fonction directe u^ a été conduit d'après cela à représenter cette fonction directe par le symbole s\n amz (c'est-àdire sin 05, ou sinus amplitude 2) ; il représentait de même la fonction p. (z) ou cos cp par cos «m^, et la fonction v (z) ou A(p par à,amz. Mais nous préférons conserver, même dans ce cas particulier, pour représenter les trois fonctions directes, ks signes X (z),^(z),v(2), qui sont beaucoup plus simples et plus commodes dans le calcul.
109. Lorsque le paramètre A est réel et moindre que l'unité (nous le supposerons positif), si l'on choisit les périodes elliptiques particulières indiquées au n° 84, on voit que la première période
est réelle et positive ^ la seconde
,__ r^' du _ . r^ du
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la fonction v s'évanouissanl avec la variable z' , cl le radical se réduisant à l'unité. Ceci montre que la fonction
est une fonction X delà variable z' ayant pour module — • On a donc
ou, en vertu des relations (9) et (12) des n"^ 100 et 101,
(5) \[iz,k')=^ir3(z,h).
On en déduit
107. Ici se présentent quelques applications des remarques que nous avons faites au n^ 90 sur les périodes elliptiques.
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Imaginons que Ton change le signe du module h-^ ce module n'entrant que par son carré dans l'équation diiîérentiello, la fonction X ne change pas, et Ton a
X(^,X-)=rÀ(z,~/).
Ces deux fonctions^ en tant que fonctions doublement périodiques, admettent évidemment les mêmes périodes, mais non les mêmes périodes elliptiques. Désignons en effet par « et w' un système de deux périodes elliptiques de la fonction X (2, A) ; on obtiendra un système de périodes elliptiques de la fonction "k [z f — h) en prenant w, = o), w'^ r=: co -i- «', afin que la relation
soit satisfaite.
Nous avons trouvé (n° 104), entre deux fonctions elliptiques à modules réciproques, la relation
Les deux fonctions 1 (z,A),). (Az, - ] , en tant que fonctions doublement périodiques, admettent les mêmes périodes 5 mais un système de périodes elliptiques de Tune ne constitue pas un système de périodes elliptiques pour la seconde.
Désignons en effet par w et 0/ deux périodes elliptiques de la fonction X (z,Â), et par 0)1, w'^ deux périodes elliptiques de
la fonction X / Az, j J • Si, dans la relation précédente, on fait
www
s = 7 — —1 on z = y, on a
on posera donc
W Wi w,
est imaginaire. Si l'on pose
k' -^ k"z=zi, P lû + /'2 u" =Z i , cette dernière intégrale devient
f du' C~^
/•"'sin'(p
Le module complémentaire A' étant aussi réel et moindre que l'unité, la fonction ); (z,!^) admet également une période réelle positive w^ et une période imaginaire w', . En vertu de la formule précédente, on a
La période imaginaire de la fonction X [z ^k) égale la moitié de la période réelle de la fonction À (2, //), multipliée par /.
ilO. Il est à remarquer que, dans le cas particulier que nous considérons en ce moment, la fonction elliptique X [z) est réelle et moindre que l'unité, pour toutes les valeurs réelles de la variable z. Car 11 variant de o à i en ligne droite, z varie de
o à -^ aussi en ligne droite 5 réciproquement, quand z marche sur l'axe o:r de o à y? u reste réelle et croît de o à i . En vertu
de la formule
on voit que, lorsque la variable continue son mouvement sur
l'axe ox de 7 à -5 la fonction reste réelle et décroît de 1 à o.
La formule
montre ensuite que de - à w la fonction devient négative, dérraîssant d'abord do o à — i, puis croissant de — i à o. De w
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à 2 w, elle repasse par les mêmes valeurs que précédemment, et ainsi de suite indéfiniment.
Les deux fonctions (x [z) et v [z) sont aussi réelles et moindres que l'unité pour toutes les valeurs réelles de z. La fraction /x décroît de -hi à — i, quand z varie de o à -? puis elle croît de — i à -hi, quand z varie de - à w. Quant à la fonction V, elle reste non-seulement réelle, mais encore positive et moindre que l'unité. Nous avons déterminé (n"^ 100) le signe
du module complémentaire A' par la condition y f-^j =^'-,
c'est donc la valeur positive qui entre dans nos calculs.
111. Si Ton donne à la variable z des valeurs imaginaires de la forme c'/, 2' étant réelle, la fonction sera imaginaire et de la forme 11 i. Car si Ton pose
u= u'i, u' étant réelle, on aura
Réciproquement, quand la variable z marclie sur l'axe oj de
0 à — ? la fonction // prend des valeurs de la forme itH., w'crois-
sant de zéro à l'infini.
Les deux fonctions a (-2) et v(z) restent réelles. Quand .r
varie de o à — ? ces deux fonctions croissent de -|-i à H- 00 ; x
1 w , , , , , 3w , 3 w , /Il
variant ensuite de — a w, de o) a , de a 2W , elles crois-
sent de — oc à — i , pour décroître de — i à — 00 et de H- oc à H- 15 au delà les mêmes valeurs se reproduisent périodiv^ucm^t. La manière dont nous avons clioisi la seconde période w', qui est égale à une quantité réelle positive, multipliée par z', s'accorde avec l'hypotlièse faite au n^ lOOj car, de l'équation (i4)- II" 102, on déduit n ( z\ = -7-T et, quand z
varie de o à — >> on sait que cr (z) est égale à une quantité positive, multipliée par /. Il est facile de trouver les valeurs de ces fonctions en supposant connues celles qui correspondent aux valeurs réelles de z-^ car les relations du n^ i06 donnent
>(/2,/^) = /ct(z, /?•'), {x(/2,/0= ,77-7-77-:' ^(^'^^ ^)= ., rr\'
Nous verrons plus tard comment on peut exprimer les valeurs des fonctions elliptiques pour des valeurs imaginaires quelconques de la variable, à Taide de valeurs qui correspondent à des valeurs réelles de la variable.
On peut ramener au cas du module réel celui où le module est imaginaire et de la forme A /, au moyen de la formule (4) du n« 105.
Kl J
'f{z)dz
l'intégrale définie étant prise le long de la courbe fermée qui limite le €ontour de l'aire plane considérée, et le signe résidu s'appliquant à tous les points tels que z = a, qui rendent la fonction f{z) infinie dans cette portion du plau. On en déduit
t—z iTxiJ z—t
Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment, et dans tous les sens, la courbe fermée suivant laquelle on effectue l'intégration, de manière quelle embrasse tout le plan, la première partie du second membre, ou la somme des résidus, sera convergente, si le second terme, ou le reste que nous représenterons par R, a pour limite zéro. On peut simplifier
rexpiessioii de te reste j la courbe élant iiifinimeiiL grande, on aura, sur cetie courbe,
z — t z z^ € désignant une quantité infiniment petite, et par suite
R=-i_ riM^=j- riiiMi+j- fiiiLLi±iï. ,,,.
Si, le long de la courbe variable, le module delà fonciion/(5r) reste moindre qu'une quantité finie, la seconde partie du reste a pour limite zéro, et l'on se bornera à considérer la première
partie
/{z)clz
Application aux fonctions cosêc z et sécz. H3. Appliquons la formule précédente au développement
de la fonction f[z)=^ -. — 5 qui devient infinie pour les valeurs z = nm (m désignant un entier quelconque positif ou négatif), distribuées uniformément sur l'axe des x. Intégrons suivant le contour d'un rectangle formé par des parallèles à
l'axe des), menées à la distance m'u-f-- de l'origine, et par
des parallèles à l'axe des x à une distance très-grande arbitraire Y. On reconnaît aisément que le module de la fonction casée z est moindre que l'unité sur les premières parallèles, et très-petit sur les dernières. Il en résulte que la seconde partie du reste a pour limite zéro, quand on fait croître m' et Y indéfiniment. Quant à la première partie, elle est identiquement nulle; car, la fonction étant impaire, les éléments différentiels, qui correspondent à deux éléments du rectangle symétriques par rapport au centre, sont égaux et de signes contraires. Ainsi la fonction proposée se développe en une série convergente. Pour évaluer le résidu relatif à un infini quelconque mn de
la fonction -: — ? posons z — mi: ■+- z'^ et considérons l'inté-
smz
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grale définie
ilz
2 77 1 J [t — z'js'mz •?.- i J [t
m n — 3 , sin s
prise le long d'un cercle infiniment petit décrit autour du point m TT ; on peut réduire cette intégrale k
(-ii_._!_ r^/3^^ (-1)-
t — mn ir. i J On a ainsi, en vertu de la formule (i),
sm / ^u t— m t:
OU, en remplaçant t par z,
^ ' sm z -^i^ 3 — miz
En groupant deux à deux les termes fournis par des valeurs de m égales et de signes contraires, on obtient la formule connue
Sin Z Z ^mmt z'^ W*7r^
Si dans la formule (3) on remplace z par z 5 il vient
^_ = ii,„ y <-'■'"— ^lim y
COS z émà . TT ^^
_„,. Z--(2W-M)- „,^_„^._, Z— (ow-f-l).
Nous avons ajouté un terme infiniment petit à gauche de la double série convergente, celui qui correspond à m = — ni! — i , afin d'avoir autant de termes d'un côté que de Taulre. Le groupement des facteurs conduit «1 Fcxpression
OS
application aux fonctions col z et tang z.
1 14. Les infinis de la fonciioii cot z ou - — sont les mêmes
sin z
que ceux de la fonction précédente. On intégrera suivant le même rectangle^ le module de la fonction cot z étant moindre que l'unité sur les premières parallèles, et différant très-peu de l'unité sur les autres, la seconde partie du reste a pour limite zéro; d'ailleurs, la première partie est nulle, puisque la fonction est impaire. On aura encore une série conveigente. Pour évaluer l'un quelconque des résidus, on posera ^ = m TT -H 2', et l'on considérera l'intégrale définie
I rcotz I r cotz' ,
iv: i J t — z 2 7T /■ j t — niTz — z' '
prise le long d'un cercle infiniment petit décrit autour du point z = /TiTT 5 cette intégrale se réduit à
I _i_ Çch[___ i_
t — m Tz O. Tï i J z' t — ;
On a donc
(6) cotz— ]im \^
et, si l'on groupe les termes deux à deux,
(7) cot 2; = h 2 3 7 :
En remplaçant z par z ? et ajoutant un terme infiniment
petit, on déduit de la formule (6)
m=nt'
(8) tangz==-lim ^
( 0. w-hi)' -7 — ^
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Application à la fonction 1.
llo. La fonction X (^) est impaire; ses infinis sont représentés par la formule
dans laquelle 77i et n sont des nombres entiers quelconques, posi- Fig. 22. lifs ou négatifs. Portons dans
la direction de la première période w, et de part et d'autre de l'origine (y?^. 22), une longueur OA, Ok'. égale à w w
lit! ~-\--j') et, dan s la direction
de la seconde période, une longueur OB , OB', égale à ( // -f- I ) w' . Nous formerons ainsi un parallélogramme CDEF, le long duquel nous eflectuerons l'intégration. La fonction / (2) conserve évidemment une valeur finie sur le contour du parallélogramme-, ainsi la seconde partie du reste a pour limite zéro, quand on fait croître m' et îi' indéfiniment ; d'ailleurs la première partie est identiquement nulle, puisque la fonction est impaire.
Pour évaluer le résidu relatif à un infini quelconque, il suffit do poser
d'où
et d'intégrer le long d'un cercle infiniment petit décrit autour du point r = 7n -4- (2 72 -I- i) — , ce qui donne
l^yt-m--^{in-\-\)—\ ^ ^ ' fiit—m (2W4-1) — )
On a donc
(10) X(z)::=liml 2 2 ^ ''
n=— 7i' — I mz=:-—ui
Pour raiîiener cette somme douLle à une somme simple, nous grouperons les termes par files parallèles à la direction (0. On a, en veitn de la formule (3
-^ =- lim 2é
sin I (2 /2 -f-
d'où
«=-»'-! S'"l -;; (2«-}-IJ7rp 1
Nous avons vu (n" 72) que les deux parties de cette série, prolongée vers la droite ou vers la gauche, sont séparément convergentes. On écrira donc
En groupant les termes deux à deux, on en déduit
, , 8 77 . 2 77 2 '^ COS(2«+l)77p
('i2) \[z]^=.- — sm • y — — •
n=0 COS2(2«4-l)77p— ces----
Jacobi repiésenle par r/ la quantité e-^P' ; si daus Texpres-
sion du rapport des péiiodes p = ~ == r-\-.si\ rapport toujours
imaginaire, la (piantilé v (>st positive, la quauliîé q a son ;no-
dule moindre que Tunilé; en introduisant cette quantité dans
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la série (12), on est conduit à la forme
(,3) M.) = «_;y^iniilf.y ri'+l'--')
„_0 I — 2 7'"^' COS ~ h ^2(2"+')
w donnée par Jacobi.
y4 pplication à la fonction fx.
11(3. Proposons-nous maintenant de développer la fonction
impaire [jAz — -^ j • Intégrant le long d'un parallélogramme
qui a pour centre l'origine^ on verra, comme précédemment, que le reste est nul. Les infinis de cette fonction sont donnés par la formule
dans laquelle il faut faire varier m de — m' — i à m' et fi de — n' — I à n'. Pour évaluer le résidu relatif à l'un quelconque de ces infinis, on posera
z = (2/77 -hi)j -h (2«4- i) h z';
et, en vertu de la formule (8) du n*^ 100,
Prenant Tinlégrale le long d'un cercle infiniment petit décrit autour du point considéré, on aura pour le résidu correspondant
On a ainsi
n=-n'— I „,:z.._„/_, 2— ^2W -+- ijy — (2/?4- l) —
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et, en remplaçaiil z — y par z ,
(.4) p(z)=_lim 2 (— )" 2
==-m'-i Z — m (2ffi+l) —
En supprimant un terme infiniment petit à gauche, ce qui n'a pas d'inconvénient, on a, comme précédemment,
iim >;
îim
et, par suite,
=_„/_, sm
ou, plus simplement, d'après la remarque déjà faite,
?2 = ce
(,5) p(.).^-^'. V tu):
Si l'on groupe les termes deux à deux, on obtient la série
, ^> , . Sixi 2 7rz -^^ (— i)" sin (2« -4- i)7rp
(,6) ^(z)=^-_cos--.2: — ^~^ — ^ — -i
que Ton pent mettre sous la forme
„ _ O COS 2 ( 2 « -}- Ij 7rp — COS
(»7) p(3):=-^icOS— . >^ ^ LA_i_ 1
_ Q I — 2^'^"-^' COS
application à la Jonction v.
HT. Considérons actuellement la fonction impaire
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Intégrant le long d'un parallélogramme qui a pour centre l'origine, on verra encore que le reste est nul. Les infinis de la
fonction v ( ^ H j sont représentés par la formule
Zz=:m — h « w ,
dans laquelle il faut faire varier w de — m' à m' ^ et n de — n' à n'. Pour évaluer le résidu relatif à un infini quelconque, on posera
d'où
d'après la formule (9) du n° iOO; on trouve ainsi pour le résidu
et par suite
/lim 2 (-0"
z H par 2,
.8) v(z) = _nim 2 (-■)" 2
•jj
"= — n' m=z — in
(2/?-M)- En vertu de la formule ( 6), on a
lim
On
en déduit
n^rzn'
( 2 /? H- I ) Trp .
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Les termes de cette dernière somme ne deviennent pas infiniment petits, qnand n augmente indéfiniment; mais ils tendent vers ziz/. Il est facile de remédier à cet inconvénient ; si l'on fait z ==:: O5 l'équation (19) donne
I— — ^lim \^ (— i)" cot (2 « -hi) îrp. On en déduit
ou, plus simplement,
^^'^^" -^^TTZ '^ (— 1)«
, . im . 2.7ZZ Y7
(2o)% — -j(z) = — sm lim >^
Cette série ne présente plus le même inconvénient que la précédente *, les termes tendent vers zéro. Si l'on ajoute un terme à gauche, ce qui est permis maintenant, et si l'on groupe les termes deux à deux, on a ' .
„__Q CCS 2 ( 2 /î 4- 1) TTp — ces -i
cette formule donne celle de Jacobi
(22) i — v(z) = sm^ > ^-
„^0 1—2 7*"+' COS \.qH^"+'}
jippUcation à la fonction u.
118. Le développement de la fonction impaire cj [z) ne présente aucune difficulté. Si l'on intègre le long d'un parallélogramme ayant pour centre l'origine, le reste est évidemment nul. Les infinis de la fonction cy (^) sont représentés parla
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formule
z = (2/n-4-l)-^-+-/iw%
dans laquelle m varie de — m' — i à m\ n de — n! k li . Si Ton pose
ou a
en vertu de la formule (i3) dun" 102. Ou obtient de la sorte
.-3(z) = _l|im 2 (-■!" D
«=-«• ™=-ra'-lZ — {2"'+l)7 — ''"'
(23) -(3) = ^ 2 (-Onang^^-s^.p),
et, en groupant les termes deux à deux,
2 77 I 2 7rZ , Lt.Z ^^ (—0" I
I „^0 COS 4 /2 7rp -h ces J
OU bien
5 cr.3 =77- tanjï f-4sin2_. > v )_± i
119. Dans ce qui précède nous avons supposé le paramètre g égal à 1 unité \ les fonctions elliptiques dépendent du seul module A- ou du rapport o des périodes. Nous avons vu comment on exprime les deux périodes, et par suite leur rapport en fonction du module à Faide d'intégrales définies. Réciproquement, on peut, à l'aide de séries, exprimer le module h en fonction du rapport p des périodes supposé connu .
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En effet, si dans la série (i i) on fait z = ^ -f- — , il vient
-ce n=::i
^- cos 2 « TTp \ ^y COS 2 nizpj
n= — ce
n=op
Si l'on fait ensuite z == -zt il vient
cos
vrp
COS
i)7rp
La série (26) donne la première période de w, la série (27) donne ensuite le module h.
En faisant 2 = 0 dans la formule (17), on a de même
il en résulte l'identité
Quand on donne le rapport des périodes, les périodes ellesmêmes, et le module /r, sont complètement déterminés. Mais la réciproque n'est pas vraie *, quand on donne le module /r, le rapport des périodes peut recevoir une infinité de valeurs 5 car, si Ton remplace les deux périodes o) et o)' par un système de périodes elliptiques équivalentes
oj 1 = ( 4 rt -f- 1 ) (» -f- 4 ^ ^%
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on a un nouveau rapport
dans lequel «, t, c, c? sont des nombres entiers quelconques, assujettis seulement à vérifier la relation
CHAPITRE II
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTKJUES EN PRODUITS d'un NOMBRE INFINI DE FACTEURS.
Méthode générale pour le développemeîit des fonctions en produits d'un nombre infini de J acteurs,
120. Nous commencerons par établir quelques principes Irès-simples relatifs à la convergence des produits d'un nombre infini de facteurs.
Considérons le produit indéfini
dans lequel nous supposons que les lettres a^^ a^, fz*,... désignent des quantités réelles positives. Pour que le produit des m premiers facteurs tende vers une limite finie et déterminée indéfiniment, il faut d'abord que le facteur général i-j-a,„ tende vers l'unité, ce qui exige que a,,, tende vers zéro. Mais cette condition n'est pas suffisante \ il faut en outre que le produit
d'un nombre quelconque de fadeurs, pris à la suite des ni premiers, ait pour limite l'unité, quand ni augmente indéfiniment. Il est facile de voir que, lorsque la série
rtTo -h <'M 4- «''î -i- • . • estconvergenle, le produit
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est également convergent. On a, en efïet,
«. • • 1 et par suite
s désignant la somme des termes de la série. Le produit augmente avec le nombre des facteurs, et reste constamment inférieur à e^ ; il tend donc vers une limite finie et déterminée.
D'ailleurs cette condition est nécessaire pour la convergence du produit, car on a
(i + rto) (1+ «,)••• (i+^'m-i) > ^h-^ a,-|- . . . -ha„,_r, si cette dernière somme augmentait indéfiniment, le produit augmenterait aussi indéfiniment.
Il résulte de ce c|ui précède que si, à partir d'un certain rang, a quantité ^a„, reste constamment moindre qu une quantité fixe inférieure à l'unité, le produit est convergent.
121. Considérons maintenant un produit (i-f- Wo) (1+ «1) (»H-«2). . .
de facteurs imaginaires. Appelons «0, «i? «sv-î les modules des quantités imaginaires Uq, m^, Wg, — Si le produit des facteurs réels
est convergent, le produit des facteurs imaginaires est aussi convergent. Le module de
est en ellet plus petit que la quantité
qui est infiniment petite.
Il est à remarquer que si la condition précédente est remplie, le produit
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est convergent, quelle que soit la valeur de 2 : ce produit définit donc une fonction finie et monodrome dans toute l'étendue du plan. Nous allons faire voir que celte fonction est en outre continue et monogène ^ en elfet, désignons par P„ le produit des n premiers facteurs, qui est une fonction monogène; il vient, en prenant la dérivée ,
Quand n augmente indéfiniment, on a une série convergente, et P^, tend vers une limite finie que nous appellerons P'. On a
F = p;-he,
z tendant vers zéro quand n augmente indéfiniment^ d'où
o »/o Jo */o
Si l'on fait augmenter n indéfiniment, il vient
P'dz-=f{z)~i.
Jo
On en conclut
par suite, la fonction y (2) est monogène. Ainsi la fouction f{z)y définie par le produit considéré, est une fonction synectique dans toute l'étendue du plan.
i22. Après avoir rappelé ces principes , nous allons exposer une méthode très-ingénieuse imaginée par M. Cauchy pour le développement des fonctions en produits d'un nombre infini de facteurs.
Son f[z) une fonction monodrome et monogène dans une
certaine portion du plan 5 comme nous l'avons vu (n^ 69), le
f'(z) quotient n'admet que des infinis simples, savoir les zéros
et les infinis de la fonction /( 2). Désignons par a un zéro quelconque de la ïoncûon f [z] dans celte portion du plan, par
p son degrés et de mémo par a un infini quelconque, et par q son degré. Marquons d'ailleurs un point quelconque t dans cette portion du plan ^ nous aurons
T,iJ (z—t
fin
Tintégrale définie étant prise le long de la courbe fermée qui li- Fig. 23. mite le contour de l'aire plane con-
sidérée, et dans le sens de la flèche.
Si maintenant nous multiplions les deux membres de cette équation par dt^ et si nous intégrons de fo à f [fig' 23) (?o étant un point fixe situé aussi dans l'intérieur de Faire), suivant un chemin déterminé , par exemple suivant le chemin rectiligne , il viendra
■2^^'°î'';rir7,+2'^'''s
'^. = iog^f'!
a — t, d'où l'on déduit la formule
log
''loai
que l'on peut écrire de la manière suivante
i)^T-i>-^o/ y^- 2^iJ 7(7y
la lettre JTT désignant un produit de facteurs.
On suppose que la droite t^^t ne passe par aucun des points qui rendent la fonction/ (^) nulle ou infinie. En outre les logarithmes qui entrent dans cette formule se réduisent tous à zéro
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pour t = tQet prennent ensuite le long de la droite des valeurs parfaitement déterminées que l'on suivra par continuité. Dans le cas particulier où f^ = o, cette formule devient
/(o) Ai / / \ 9
Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment, et dans tous les sens, la ligne fermée suivant laquelle on a effectué l'intégration , de manière qu'elle embrasse tout le plan , le produit sera convergent , si le facteur complémentaire , ou l'exponentielle, tend vers l'unité , ce qui exige que l'intégrale définie
prise le long de la courbe, ait pour limite zéro. On peut simplifier cette expression. Le module de z étant plus grand que
celui de t tout le long de la courbe , log ( i ] se développe
en série convergente, et l'on a
£ désignant une quantité infiniment petite. D'après cela , la quantité R devient
Si le module de la fonction f\ est moindre qu'une quantité
finie sur la courbe variable, la seconde partie de R tend vers zéro, et l'on se bornera à considérer la première partie
Lorsque la fonction /^(z) est paire ou impaire, la fonction
/'(z) ffs est impaire j si 1 on intègre le long d'une ligne qui a pour
l4o LIVRE IV.
centre l'origine, cette dernière intégrale, ayant ses éléments égaux deux à deux et de signes contraires, est nulle; dans ce cas, la fonction /'(^) se développe en un produit convergent.
application au cosinus.
123, La fonction paire cos z ne devient infinie pour aucune Fiig. 24. valeur finie de z 5 elle admet
les zéros simples
situés sur l'axe des x k égale distance les uns des autres [fig< 24)* Intégrons le long d'une circonférence décrite de l'origine comme centre , avec un rayon égal à (m'+i) t. .
Pour évaluer plus facilement le module, nous substituerons au cercle un rectangle formé par des parallèles à l'axe des y à la distance [m! -^i)tz de part et d'autre de l'origine, et par des parallèles à Taxe des x à une distance très-grande. Le
module de la fonction --^ ^ = — tang z étant moindre que
l'unité sur les premières parallèles et différant très-peu de l'unité sur les deux autres , la seconde partie de R a pour limite zéro. D'ailleurs, cette fonction étant impaire, la première partie est identiquement nulle. On a donc
cos t = lim I I
ou, en remplaçant f par 2, (3) cos 2 = lim
Si l'on groupe les facteurs deux à deux, on obtient la for-
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mule connue
/n=oo
(4) cos3^n[-(..y.)'J-
application au sinus.
i24. On effectuera d'une manière analogue le développement de la fonction paire f{z) = 7 qui ne devient infinie
pour aucune valeur finie de z, et qui admet les zéros simples z = nin^ à l'exception de z = o. Si l'on intègre le long d'un cercle décrit de l'origine comme centre , avec un rayon égal
à m'TT H — 5 nous verrons , comme précédemment , que la seconde partie de R a pour limite zéro, de même que la première partie
_t_ rf'{z) ±^_±_ r(2otz_i_\^
277/ J /(z) Z Zizij \ Z ZV '
que l'on peut réduire à
t r cot z
t r co\z
\Tzi J z
Sm z ,. -r-r I Z
On a donc
m recevant toutes les valeurs entières de — ni' à m', excepté tn = o.
Si l'on groupe les facteurs deux à deux , on obtient la formule connue
(6) sinz = z. TT (
Considérons encore la fonction
qui admet pour zéros a — /« H- ( 2 m -f- 1) ^. Du point h comme
Fig. 25. centre [fig. 25), avec un
très -grand rayon égal à
( /w -f- 1 ) - » décrivons un cer-
cle , et supposons l'intégration effectuée le long de ce cercle, nous aurons à étudier l'intégrale
Mi J
Posons z = /i -h z' ^ le point h étant l'origine de la nouvelle variable z' -^ l'intégrale devient
tang / tane
Il se réduit à
eh';
mais cette dernière, ayant ses éléments symétriques égaux et de signes contraires, est nulle. On a donc
ces
cos
- n r--7^-rJ
m=-m'-i I /^ + {2W-hl)-J
application à la fonction v.
126. JNous allons nous occuper maintenant du développement des fonctions elliptiques. Nous commencerons par la fonction V (2;) ^ cette fonction est paire 5 elle admet les zéros
simples « = (2/7/ -}- i) -^ -h (2« + 1) — et les infinis simples
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y.z:zim — h (a/i H- i)~- A partir de l'origine, portons dans la
^•« -^ direction de la pre-
/i) / / ; /b / / / ^/ • "^i^i'<-' période, et de jh f ' f ' f ' f ' f ' f ' f 'Il P^^t ^^ d'autre, une
ll-l'Î't-J;i'j'rf ^s^'^M-'-'i^-i^
' ' et de même dans la direction de la seconde période une g f ' t ' t ' 1-' t ' f ' f 'Jl longueur OB, OB'
égale à («'-f-i)^'.
nous formerons ainsi un parallélogramme CDEF (fig. 26), suivant le contour duquel nous elTectuerons l'intégration. L'intégrale
QniJ v(z) z 2.1x1 J 2"j[z) ^'
ayant ses éléments égaux deux à deux et de signes contraires, est nulle. On a donc
z) =lim JJ
fH i- (2« -}- l) —
Quelle que soit la manière dont on fasse augmenter m et n indéfiniment, ce produit tend vers la même limite v (2). Si Ton considère ce produit comme le quotient de deux produits, for-» mes, l'un par les facteurs du numérateur, l'autre par les facteurs du dénominateur, chacun de ces produits tendra vers une limite distincte^ mais cette limite dépend de la manière dont on fait augmenter m et n indéfiniment. Nous supposons que l'on fasse augmenter indéfiniment, d'abord /n, puis /i 5 ce qui revient à grouper les zéros ou les infinis par files parallèles à la direction w.
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127. Examinons d'abord le produit des facteurs du numérateur, produit que nous représenterons par Q [z) -, nous posons
Si dans la formule (7) on fait h= (2 n -}-i) -, il vient
COS I -^ ( 2 /2 + 1 ) 7rp
COs(2«+l)7rp '
en substituant, on a
"~" ces (2«+l)7rp
(10) 0(z)z=lim TT L-^^^ — -r J-
^ ^ ^ ' A ± ces ( 2 72 -f- 1 ) Trp
Si l'on groupe les facteurs deux à deux, ce produit s'écrit
„ ViTxz . , n VlIZZ . . 1
"— ^ ces h (2/2 -hlJTrp COS (2/?-i-l)7rp
^ ' M. M. ces' ( 2 « H- 1 ) TTp
ou, plus simplement,
ni "^ L COS'(2/2-|-l)7rpJ
Sous cette dernière forme il est aisé de reconnaître la convergence. On aen effet
COS ( 2 « + l ) TTp == ~_ •
si, dans le rapport des périodes, p = r-\- si, la quantité s est positive, on écrira
e-(2n+^):Tpif^_^^^2n+^)r:pi\ COS ( 2 « -h I ) ^P = ^^ • 7
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d'où
lim , ^1-- =:/*-P'-;
Lcos^ {2n~\-i)np_A
cette quantité ayant un module moindre que l'unité, le produit est convergent. Si la quantité s était négative, on trouverait pour limite e~'^'^^\ et l'on arriverait à la même conclusion. Ainsi, dans tous les cas, la formule (ii) définit une fonction synectique dans toute l'étendue du plan.
128. Considérons maintenant le produit des facteurs du dénominateur, produit que nous désignerons par 0^. On a
(..) 0.(3).. lim n n l^-- — - — z^
Si dans la formule (7) on fait /? := — -^ -h (2 w H-i) — , il vient
lim
=-"■'-1 ""^^^^'"^'hj
cosl 1 (2«-f-i)7ro
COS (2« + l)irp I
Il n'y a aucun inconvénient à remplacer par — m' la limite inférieure, qui est ici — m' — i ; ceci revient à négliger le facteur
(m'-hi) (2/2 H-i)
qui tend vers l'unité, quand m' augmente indéfiniment. On a donc
n-n (,^s , (2/i-|-l)7rp
(i3) 9.(z) = lim IJ ^ " ^ —J-,
«=-„'_! COS
J ^G LIVRE ÏV.
En groupant le* facteurs deux à deux, on écrira
et l'on démontrera la convergence comme précédemment. Ainsi la fonction v est exprimée par un quotient de deux fonctions synectiques,
u^pplicalion à il a fonction ^, 129. La fonction paire fx [z) admet les zéros simples
et les mêmes infinis simples que la fonction y (z). En intégrant le long d'un parallélogramme analogue au précédent, on verra de la môme manière que l'intégrale
KiJy.(z)z 27r/^ zp,(z
est nulle. On a donc
(16) ■p(z)rr:|im J|
Les facteurs du dénominateur forment la fonction 9i (z) ; ceux du numérateur forment une nouvelle fonction synectique que nous appellerons 02 (>z),
( 2 w -f- 1 ) j + noi
[jrj^j 9,_^(2j_li^
n^~n' m^-rn'- i ( 2 /;; + 1 ) - -}- /? w' I
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Si dans la formule (7) on fait h = n o)', il vient
27r z \ 2. mzp I
et par suite
'2 TTZ
COS 2 /Z
18) &4z) = lim ]][
"""" COS I 1 flTZp
COS 2 « Trr
1 v: Z sin^
COS- 2 rt TTÛ
Il en résulte
(20) fA(z
ou, en groupant les facteurs deux à deux,
(19) e,(z) = cos— - Il \^I
Application à la fonction X.
130. La fonction A (z) s'annulanl pour z=zo^ nous déduirons son développement de celui de la fonction —^ — --^,
dont les zéros sont «= — ZoH-m — h nts)' . On aura ainsi au
numérateur de X (z -{- Zo) la fonction
Si dans la formule (7) on fait // =: — z^ — 7
H- /zo), il vient
r2 7r (z 4- Zo) ^ I
/ 2 77 Zo 77 . ~~ \ "
COS 1 2 // 770
io.
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eu par suite , le numérateur prend la forme
"— " cos ^ ^ -\ 2 rnrp
M^o)lim TT L ^> 5 J^
Nous supposerons le facteur 1(zq) joint à celui qui correspond h n = o. Faisons maintenant diminuer Zo jusqu'à zéro ^ les facteurs, qui correspondent à des valeurs de n différentes de zéro, deviennent
(2 TT Z TT \ f 2 /2 Trp J
cos I 2/Z7rp
celui qui correspond à n = o , savoir
^ ^ = cos h -
^^^/27rZo 7r\ ^.^ 2 7rZo L ^ 2J
cos I h - I — sm
se réduit à
(2 jr Z TT h- W 2
Ainsi le numérateur àe 1 (z) pourra être représenté par
"-" cos 1 1 imzpj
(21) 0.(z)=lim n ^ % ' T-^'
n=-n' COs|^--- 2/î7rpj
pourvu que l'on convienne que cos ( 2/i7:p J, pourw = o,
au lieu d'être égal à zéro , sera égal à •
En mettant à part le facteur — sin , qui correspond à
72 = o , et groupant les autres deux à deux , on aura
W . 2 TTZ -m—r I W
(-) M^)==f-sin^n\'-
2 77 0) XI Y Sin^2«7rp^
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131 . En résumant ce qui précède , nous voyons que les trois fonctions elliptiques ^(2), iJ-(z)^ "-^ {^) s'expriment à l'aide des quatre fonctions synectiques
«=» r sin'^' 1
"' ~ 11 L' ~ cos'(2n + i)irp J '
«=- / sin' ^
9^ (z) = ces I I \ I ; / '
W . 2 TT Z -M-^ f W I
),{z) = — sin M \ I r- " h
Ces produits sont convergents dans tous les cas. Si l'on pose tjz=e'^'^P\ en supposant ^>o, on pourra les mettre sous la forme
(II
e, ( z ) = cos — jT
2 TT z -«--- W
{i-hr-y
( z) = sm I I 7 ■
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Ces fonctions sont celles qui ont été trouvées par Abel et Jacobi , à des facteurs constants près. Mais nous préférons, pour étudier leurs propriétés , les conserver sous les formes (lo), (i3), (i8), (21), sous lesquelles elles se sont présentées d'abord , et que nous écrivons de nouveau :
«^"' cosT^^ — (2«-r i)7rp I
(z)=lim TT L - ^ _J^.
^ ^ AJ- CCS (2« 4- 1) 7rp
(iii)
1 (2«-f- iJTrp
i ces
"~" ces i 2. nirp
Q,{z}=\ïm TT -—^-^ ,
^ ^ A X COS 2 « TTp
"— " COS ( 1 inrco]
„— _„' COS ( 2 « 7rp I
en convenant que, dans cette dernière formule, le diviseur
(lui correspond à ^ = o , au lieu d'être nul , est égal à •
Si , dans les deux dernières formules, on remplace l'indice inférieur — ri! par — ril — i, afin de le rendre le même que dans les deux premières , nous introduirons un facteur nouveau
[27r2 "1 Vl'nz n , , x 1 \-2(n'-hi)irp\ ces 1 \-2(n'-^i)7tp ï
— ou = — = y
COS 2 («'+1)770 Ttt / , X 1
COS
qui devient égal à « '" , quand n' augmente indéfiniment , la quantité s étant toujours supposée positive. On pourra donc
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mettre les deux fonctions 9^_ , Q^ sous la forme
2 71 zi n=^n
Q,{z)=: e "" lim Yl
COS l 2
Cl)
nnp j
ces 2. riTcp
TT ZI M
(z) = e "^ lim f[
„=_„'_! COS
In Z 7r COS I 1 2 « TTp
En examinant les quatre fonctions 9 , 0i , 62 , ^3 , telles que nous venons de les écrire, on reconnaît immédiatement qu'elles sont comprises dans la formule générale
cosl \-a- — (2/2+1 — èJTrp j
(V) &{zU^e '" lim IjJ —L^ ? ^J,
_„'_, COS
a-— (2«-f-i ~è)7rp
quand on donne à chacun des deux indices a et b les deux valeurs o et I . On a , en effet,
9 = 00,0, Ql = ®l,Oî ^2 = ®0,l> 63 = ®M*
Toutes les fonctions elliptiques s'expriment à l'aide de ces quatre fonctions , de la manière suivante :
CHAPITRE m
132. Nous avons fait voir que Ton peut exprimer les fonctions elliptiques à l'aide de quatre fonctions synectiques comprises dans la forme générale
•2h7tzi nz=n' ççy^\ j_ ^ (2/2-4-1 — ^) Tî'p I
ces
I «- {2n -\-i — ^)7rp|
Nous nous proposons actuellement d'étudier les propriétés de cette fonction 0, qui dépend des deux indices entiers a et b.
Nous remarquons d'abord que toutes les valeurs entières des indices se ramènent aux deux valeurs o et i . En effet, si l'on augmente l'indice a de deux unités, on augmente l'arc de TT \ les deux termes de la fraction changent de signe, et la fraction conserve la même valeur. On a donc
D*un autre côté, si Ton remplace b par b-\-2j on a
■2b7^ ^jTTZi "=^"' ces — ^ + « - — (2 «— 1 —b)7rp
@{z)a,t^.= e - ^ - lim JJ . L ^> ^ J
a {2. n — I — b)np 1
On introduit ainsi dans le produit un facteur nouveau, celui qui correspond an = — n' — i, et l'on supprime au contraire le facteur qui correspond à /i == 77' 5 le premier,
ces
-— -f-rt! - + ( 2 «' 4- 3 H- /^) Trp
cos
— iTVZi
a pour limite a "' , quand n' augmente indéfmimenl j le se-
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cond,
cos
cos
a pour limite e " , en supposant toujours s positive. Par cette modification, le produit est multiplié par e " j le facteur
e ^ étant introduit en avant, rien n'est changé dans l'expression, et l'on a
Ainsi la fonction & n'admet que quatre valeurs différentes, celles que nous avons examinées précédemment.
133. Sur les expressions (I) du n° 131, on voit que les trois fonctions 0, 0i, 6.2 sont paires, et se réduisent à l'unité pour z = o '^ la fonction ^3 seule est impaire et s'évanouit avec z. Sa dérivée devient égale à i pour z = o. On a en général
(4) @i-zU=(-,Y-''&{zU.
Les deux fonctions 0, 0^ admettent la période - ; les deux autres 62, 9 i admettent la période w, mais elles changent de signe quand on augmente z de -• On a en général
(5) ei^z+-j^={-,Y@(zU.
Si , dans la formule générale^ on remplace z par z -+- w', il vient
•^tlîi "="' cos [ "^^ -{- a -— (in- i-b)np] n^—n'—i ces rt^ (2/2-t-I— ^jîrp
en divisant cette valeur de 0 ( z -f- w ) par celle de &{z), on
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obtient
__„» \ 2.7CZ TT , I
_, ,^/N cos ha (2/2—1 — 6)770
et, en supprimant les facteurs communs,
h« — h 2«'4- 3 4- ^ Tvp
eus I -\- u — \'J, n -t- I •
COS \-a — - \^i n' -h I — o ) TTp
Ce multiplicateur a pour limite ( — i)"^— ^'^^'+"')'^/" e " , quand n' augmente indéfiniment \ on a donc
(6) 0(2 + ro'U = (-i)«e-^^/"'e"^0(3)«,,,
OU bien
1 Ô_(z_j-VJ_ 0, (z4-w') _ Gafz-f- w') _ Ô3{z-h w')
) 0(2) ~~=^zT~ e,(z) - -63(3)
On voit par là que les fonctions 0 n'admettent pas la seconde période w', mais que lorsque Ton ajoute w' à la variable, chacune d'elles se reproduit multipliée par une exponentielle.
134. Si , dans la première et la troisième des formules (III) du n° 131 , on remplace z par z-^ j-, on a
n—n' VlTiZ TT "1
, . "-" cos 1 2«+«)7rp
Ô Z-+-:7 — lim TT ^ -. r -1,
\ 4/ ^^ cos ( 2 /z -4- I ) 77p
ITVZ TT
1 2. nnp
47 * J. cos 2 /z Trp
En comparant ces deux expressions à la deuxième et à la qua-
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trième formules, on voit que les rapports
sont constants. On obtient leurs valeurs en faisant z = o ou z = — -7î ce qui donne pour le premier dly] ou — ;— r- 9 pour
le second — ^— r-- D'ailleurs, les quantités ^1(7)5 ^3(7)
sont
il en
résulte
On a
donc
égales entre elles, puisque X ( -^ j = 1 . D'un autre côté, on a
Ainsi quand on remplace z par son complément - — z ^ les
fonctions ô et ô^, 09 et ôg, se permutent Tune dans l'autre à un facteur constant près.
En remplaçant de même, dans les deux premières des
ou bien
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formules (III) du n^ 131, z par z -\ > on a
„_„/ /27rz \
. ,. "— " ces 1 imzù\
e(. + ^\=Ii„, TT \" . '
\ 1) JLA ces (2/2 H-IJTrp
'27rZ TT
ces
.„. , — 2«7rp)
A / ^ \ 1- XT \ W 2 /
«=-«'-! ^OS 1^- — (2/l+l)7rpJ
en comparant ces expressions aux formules (IV) du même numéro, on voit que les rapports
iizzi "îTt zi
sont constants.
Si Ton fait
z = o ou z= >
on trouve, poui
" le premier rapport,
Ô ( _ nii ^
pour le second,
g—TZpi
La relation
donne
D'un autre côté, si dans la formule
on fait
il vient d'où
(.0) \ Kt)=7?' ■^■'
II en résulte les relations suivantes :
9 ( Z-f-— ) 9, (Z4-— ) TT . 2775.
on a
En remplaçant z par z dans les formules (7) et (11),
On déduit de là
^ ^ Hz) iQ,(z) y/A-
Ainsi, quand on ajoute — à la variable, les deux fonctions
0 et 02, Oi et 03 se permutent l'une dans l'autre à une exponentielle près.
2Tr5l
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Il résulte de ce qui précède que les quatre fonctions 0 peuvent être ramenées à une seule d'entre elles, par exemple à la fonction 6. On a, en effet, en vertu des formules que nous venons de démontrer,
7t -2 71 ZC
sjkfi'
136. On en déduit aisément des formules qui permettent de calculer le module k et la période w en fonction du rapport p des périodes. En vertu de la première des équations (lo) et des formules (II) du n^ 13i , on obtient le module
La première formule (8) fournit de même le module complémentaire
La troisième des formules ( 8) donne ensuite
vF= ^' (i) = î^ n T^ ;
d'où Ton déduit la valeur de la première période
Celte dernière expression peut être simplifiée ; le facteur I — q^n+i)^ suivant que n est pair ou impair, est de la forme
li! recevant toutes les valeurs entières. On peut écrire
d'où
et par suite
On a aussi, en combinant les relations précédentes,
Autres manières de décomposer les fonctions elliptiques en quotients de fonctions synectiques.
137. Dans le chapitre précédent, après avoir exprimé les fonctions elliptiques par des produits d'un nombre infini de facteurs, nous avons évalué séparément le produit des facteurs du numérateur et celui des facteurs du dénominateur, en faisant augmenter indéfiniment d'abord /w, puis /z, ce qui revient, comme nous l'avons dit, à groiiper les facteurs par files parallèles à la première période o). Nous serions arrivés à d'autres fonctions synectiques en faisant croître indéfiniment, d'abord /z, puis m 5 ce qui revient à grouper les facteurs par files parallèles à la seconde période w'.
La formule (7) du n° 125, dans laquelle on remplace w par 1 w', devient
COS — '^
t: Il (OS —
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si Ton donne successivement à /* les valeurs
Zo + /w — >
on obtient quatre nouvelles fonctions synectiques que nous distinguerons des premières par un accent
fTtz (2w-f-i)7rT
il7 47 J
cos
OC) = liin Yl
—m'—i COS
Z /7Z TT
cos I — T
OJ 2 p
= lim
sin==-w
cos^
sin^
sin-^^ ^^ '—
cos
= — sin — -
sin-
sm' -J—
PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION 0. l6'l
Dans cette dernière , on fait la convention d'attribuer à I pour m =: o la valeur y
Supposant toujours la quantité s positive, nous mettrons la seconde et la quatrième sous la forme
'"— "* ces —r
ô^'^ =:e ""' lim
mtz
m=-m'-i COS — -
)^'^ =6' '"' lim
(Tzz 77 mr.\
I "K ffl'K\
et nous les comprendrons dans la formule générale
/) @^'\z)„,i,= e '"' lim
On a
Dans l'expression des fonctions elliptiques au moyen des fonctions 0 ou 0^^ , on peut remarquer que les deux indires a et h se trouvent permutés.
La fonction 0^^^ jouit de propriétés analogues à celles de la fonction 0. On a
138. On peut ramener les unes aux autres les fonctions 0 et 0^*^ Nous remarquons d'abord que la fonction paire
ne devient ni nulle, ni infinie, pour aucune valeur finie de z et se réduit à l'unité z-=zo. On a, en vertu des relations établies précédemment,
it i lu zi
On en déduit
^.log/^z4-^
dz w dz
fl?.Iog/(z-h w') ^Tzi <^ log/(z)
dz to r/z
et, par suite, . •
. r/Mog/(z + t,/)^«?Mog/(z}^ dz" dz" \
les fonctions
d\o^f[z) ^f'[z] ^Mog/(z) ^/(z)/--(z)-/^^(z) • dz /(z) ' ./z^ [/(z)p
sont monodromes, comme la fonction ^(^j) ^ la dernière admet
les deux périodes -•, o^' -^ mais cette fonction doublement
périodique, n'ayant pas d'infini dans le parallélogramme des périodes, puisque la fonction / [z) ne devient ni nulle ni infinie, pour aucune valeur finie de ^, est une constante, et l'on a
d^^ -""' d'oii
(Iz '
La constante jS est nulle puisque la fonction f [z) est impaire. Quant à la constante a, on la déterminera en remar-
quant que l'accroissement a - ou ao/ de la fonction ^— ^^^^-iii,
2 dz
pour un accroissement - ou w' donné à la variable z, doit être
, I , 2 TT / ^ ir: i . p . Ait i
égal a — ;- ou a - — ? ce qui tait a = -ï— ;-•
w * ww'
On a donc
dlog/iz) _ 4 77 zi dz ww'
et, par suite,
3 TT «' i
d'où
TT 2* J
139. Il existe une relation très-remarquable entre les fonctions 0, qui correspondent à des modules complémentaires A et k' . jNous avons vu (n° 107) que, si Ton appelle w et o)' deux périodes elliptiques de la fonction X (2, A), la fonction
/ (z, h') admet les périodes elliptiques — 2w'/, — > dont le rapport est — y — La formule (i) devient
h:zz """' cos ( ^ + «- — (2/2 4- I — ^)^I (z,l,'U, = e '■' lim n ^-j-^ -'^-^■,
en la comparant à la formule (17) on voit que
ÎNous avons groupé les facteurs par files parallèles à la direction w ou à la direction w' ^ on peut encore les grouper d'une infinité d'autres manières, ce qui conduit à de nouvelles fonctions synectiques. Imaginons en effet que l'on remplace les deux périodes w et w' par d'autres périodes Wj et o)', formant un parallélogramme élémentaire et que l'on groupe les facteurs par files parallèles à l'une des périodes Wi ou w, , nous
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obtiendrons de nouvelles fonctions synectiques différentes des premières. Mais toutes ces fonctions se ramènent à la fonction 0, comme nous allons voir.
Équations différentielles auxquelles satisfont les fonctions 0.
Reprenons la relation
^/ , I \ an i — 2 TTC i w ^ / \
En prenant les logarithmes, et différentiant, on a
c?log0 (z -!-&/) 4 TT I d.\o^@{z)
dz w dz
r p ' 1 d\Oi-e(z) 0'(z) . . „
La lonction monodrome — — '— ou — 7—^ est impaire: elle
dz @{z) r '
admet la période ~ 1 et, quand on ajoute 0/ à la variable, elle
éprouve un accroissement constant — - — • En différentiant une seconde fois, nous aurons
r/2 log 0 (z + w') _ d' log 0 [z]
.. . . ^ . j r/Mog0(z) 00"_0'2
Ainsi Ja fonction monodrome -, ou admet
dz' &'
la seconde période o)'. C'est une fonction paire doublement périodique du second ordre ^ le parallélogramme élémentaire,
formé sur les deux périodes-? rô\ est la moitié du parallélogramme relatif à la fonction 1-^ elle admet comme infini double, dans chaque parallélogramme élémentaire, le zéro de la fonction 0 situé dans ce parallélogramme. On pourra donc l'exprimer aisément au moyen de celle des fonctions ).*,
— , — , -, qui, ayant les mêmes périodes, admet le même infini
^2 p2 yi
double. Si, par exemple, on considère la fonction 0i, on aura d'Um 9. iz) , ,
prophiétés de la fonction 0. i65
On peut délcrminer les coefficients par les considëralions suivantes.
141. Les fonctions elliptiques /, ^, v sont définies par les équations différentielles
que Ton peut mettre sous la forme
\ dz )-
En dirterentiant, on obtient les équations du second ordre ff" log > I
^ dz^ u.' u-
r/MoL'v A'^ ,,. A'^
dz' v- V-
Si dans les premiers membres on remplace /, a, v par leurs valeurs au moyen des fonctions 0, ces équations deviennent
Ces quatre quantités égales, étant des fondions doublement périodiques qui n'ont pas les mêmes infinis, sont égales à un même constante «
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En faisant z =o^ on obtient la valeur de cette constante
(22) cc = 0" (o) -i- k^== 9'[ (0)=: 0'; (o)-\- I.
14Î2. De quelque façon que Ton prenne les fonctions 0, elles satisferont toujours aux équations différentielles (21)seulement la valeur de la constante a changera. On peut donc considérer les fonctions 0, que nous avons étudiées jusqu'à présent, comme des intégrales particulières des équations (21)5 les intégrales générales sont
j3, y étant des constantes arbitraires.
143. Voici encore une propriété de la fonction 0 qu il est bon de remarquer. La fonction monodrome paire
est doublement périodique, aux périodes - et w^ elle admet comme infinis doubles les zéros de© {z)\ on l'exprimera au moyen de celle des fonctions 1^. —•> — -? —qui admet le même
infini double: il faut prendre la fonction 0 avec les mêmes indices ati numérateur^ mais les indices de 0 [z) au dénominateur pourront différer des premiers.
On aura, par exemple,
la fonction devant s'annuler pour zz=±a, et se réduire à l'unité par z=^o.
On aura , de même ,
/ r\ ô, (aH-z)Ô, fa— z) , , ,
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES CIRCULAIRES
Développement de la fonction 0.
144. Si l'on pose ? = e ^ , la fonction 0, admettant la période w, est monodrome par rapport à 1 5 d'ailleurs elle conserve une valeur finie pour toutes les valeurs de t^ excepté pour ^ = o et ? = 00 • en vertu du théorème II (n" 30), elle se développe en une double série convergente suivant les puissances entières, positives et négatives de t.
Quand on remplace z par z -| — > on change le signe de t.
(fi La relation
démontrée au n° 133, fait voir que la fonction 0 ne change pas si b est pair, et change de signe si b est impair. Dans le premier cas, la série ne contiendra que les puissances paires de f, dans le second cas que les puissances impaires. Cette série sera donc de la forme
m =^-+-00 , ..lu zi (2 m-r-b)
»i = GO
l^S. Il s'agit de déterminer les coefficients A '"■. Si Ton remplace z par 2 -t- o>', il vient
De la relation
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démontrée au même numéro, on déduit
0 (3 4- «%, = (— lYc—'^P^'^AC^
2 7rSJ
la comparaison des deux valeurs conduit à la relation
En donnant successivement à m les valeurs o, i, 2, m — I , on a
d'où l'on déduit, par la multiplication, On obtient ainsi l'expression
I (2 /n +t) - -h (w* H- mb) p 1
27rt
que l'on peut mettre sous la forme
a^b m =:4-oo F, 2 ,,p1
2 7ri (2w-f-t) - -h (2m+ij'i-
Nous avons affecté la constante A , c'est-à-dire le coefficient du terme correspondant à m z=z o, des deux indices a et b^ parce que la valeur de ce coefficient dépend de ces deux indices, et nous avons compris dans cette constante le facteur
tt* A iz b^ pi
Puisque
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il est clair que
Si dans la formule précédente on remplace b par 6 -h 2, ou a
- — ^-^ 27rii[2(m-M)-f-i]iH-[2:m-hi)-h6]*fï
en observant que (— i)"'"' = ( — i)''' = ( — i)'', ou
Mais on sait que
0(z)û,i+2=0(z)fl.6-
0)1 en déduit
Ainsi toutes les constantes se réduisent aux quatre suivantes
146. On peut faire dépendre ces quatre constantes de deux d'entre elles. Dans la formule (i) faisons b z= o ou b = i^ nous aurons
2 TT « j 2 w/ — -h m* ^ j
37ri (2AH+ l) - +(2nn-i;-^ I
1 1 1 • ' " et, eu remplaçant dans la première z par z H ?
/ V 2 :: I li m — h (m* -f- m) a \
On en déduit, en donnant successivement à a les valeurs o et 1 , '
-Kpl 'iTZ Zl
Ao,i
h{T') Aor
2 / A, .9 2 Oi
iQ,{z) A,.
en comparant ces équations aux équations (11) du n*^ 135, on obtient les relations
Ao, 1 Al, 1 1
Ao,o A,,o \/J'
on a donc
Aa,o
ou, plus généralement,
Aa.ô = Aa,o ^'
Ainsi toutes les constantes se ramènent à deux, Ao, 0 <^'L A^^o- 147. De la formule (i) on déduit
Si dans cette dernière formule on remplace z par z-^ j-> îJ vient
'2 Tri (2m hm* |0 j
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En vertu de l'une des relations (9) du 11° 134, on a
et en général
(3) ■ ■ A„,, = Ao,oX-' ^
La relation (2) devient ainsi
;l l'on arrive à la formule générale
ia-b (— l)a— I (_r/— I
'=2c r s /si
m=: — DC
qui représente dans tous les cas la fonction 0.
148. En appliquant cette formule générale aux quatre fonctions 0, on a
m= — oc m— ^
(II
/w= — oc m =00
i-il \-r,rp
Tn= — oc w=oe
TT / j ^^ — ''" -h ( 2 n/ -4- I )
Si l'on groupe les lermes deux à deux, ces formules deviennent
e (z) = A i-}-2 2^ e CCS -î— — ,
L w=. I Jl
m= I Jl
_ W=:CC
G,(z)=: ^ > ^'"('«+1; ces— ^ — -^^ ,
e,,(z) = — |/ 2 (--,;'" ^'..('«-^Osm-^ — — J
Ces dernières formules sont celles données par Jacobi, à des facteurs constants près.
149. 11 reste à déterminer la ronslanie A. Voici rartifice imaginé par Jacobi.
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Si l'on pose x = ? et si l'on représente par op ((j) chacune des deux fonctions de ^,
V//-' -■--■- co Si'l-/c'
égales entre elles, en vertu des relations (i4) et (i6), du n° 136, on a , en comparant la seconde et la quatrième des formules (II) du n^ 131 et (IV) du numéro précédent,
TT [l — 2 7^"+'COS2;C~|-<7'^^""^'^] n=zo
[/rt=QO — I
V (— i)'"7"'*cos2//?j: h
X TT (l —2.q"' COS2.r + «7^")
sin
= ?(7)y] (— i)'"7'"^'"-^'^ sin(2m -M)^.
Les deux membres de chacune de ces égalités sont ideniiques, quelles que soient x et g. Remplaçons ç par q^, et multiplions membre à membre, en remarquant" que le produit des deux premiers membres donne le premier membre de la seconde égalité, nous aurons identiquement
m=zc
X V (— 1)"'7''"^''"^'^ sin(2/w -M).r = ? ( 7 ) y. (— 0'" 7"' ^""^'^ ^in ( ^ "2 •+■ 1 ) .-^-.
En égalant les coefficients des termes en sinx, il vient
Mais si dans la seconde des égalités primitives on fait .r = -,
on a
Yl (.+7»)==t(î) 2 r '■'*";
on en déduit la relation
n=;oo n=-co
OU
n=r.co n=:co
En remplaçant de nouveau q par q^ et ainsi de suite indéfiniment, le module de ^ étant moindre que l'unité, on arrivera à l'unité comme valeur constante de cette fonction ; on a donc
n=:co
?(-?)- n Tir---'
et, par suite,
En comparant cette formule à celles du n" 136, on obtient la relation
DÉVELOP. DES FONCT. ELLIPT. EN SÉRIES CIRCULAIRES. 1^5
_ ■ 777=OC
qui déterminent la première période a) et les modules A et A .
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En prenant la dérivée de la quatrième, et faisant z = o, on a aussi
152. La comparaison de ces formules avec celles du n° 136 conduit à des relations remarquables entre des produits d'un nombre infini de facteurs et des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de la variable. En égalant les valeurs
de i / — -^ de i/ — -et de \/^^^ ( — ) ' ^t remplaçant dans celles-ci rj^ par ç, on a les relations
m-—oo
(■3) nlrf^^'-^^Z''"'.
ni=cc m =«3
m=ao . m=oo
Développement de la fonction 1.
Proposons-nous maintenant de développer la fonction
elliptique ^(z). Nous posons toujours t =z e " . Aux valeurs
z=: m — \- [in -{- \) —•) ♦ 2 ^ '2
qui rendent la fonction infinie, correspondent les valeurs
dont les modules varient en progression géométrique et les arguments en progression arithmétique. Ces deux séries de
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valeurs de t fornienl en quelque sorte deux spirales qui, d'une part s'éloignent à l'infini, et d'autre part se rapprochent indéfiniment de l'origine. De l'origine comme centre, avec des
rayons égaiix aux modules de «7 ^ et de «^ ' , n désigng,nt un nombre entier quelconque, décrivons deux cercles, la fonction 1 sera développable en une double série convergente suivant les puissances entières, positives ou négatives de la variable / entre ces deux cercles. Il est aisé de voir que quand le point t tourne indéfiniment sur une circonférence ayant pour centre l'origine, le point z décrit une droite infinie parallèle à la direction r^. 11 en résulte que, si Ton remplace
t par e '^^ , on aura une série ordonnée suivant les puissances de Texponentielle et que cette série sera convergente pour toutes les valeurs de z situées dans la bande déterminée par les parallèles à la direction o), menées par les points
faudra une série particulière pour chaque bande, Supposons d'abord t? = o , le développement relatif à t f^'C -7 s'effectuera entre deux cercles
ayant pour rayons les modules de
—^ et de v^<7> (^t relativement à z
• entre les parallèles G' G, H'H H (fîg- 27) menées à la direction 03
par les points z =
La fonction ^(2) étant impaire et changeant de signe quand on
augmente z de - <^ on a
(■im-l-l)
ioi. Voici (omnient on peut déioriiiiner les coefficients de cotte série. Après avoir multiplié tous les termes par
ZTCZi
e '•" , intefifrons de a -j — suivant le chemin rec-
liligne A'A, nous aurons
dz.
Portons dans la direction w' la longueur OB égale à fz'oo' et
considérons l'intégrale
^[z) e dz,
prise le long du contour fermé A'ACDA', tracé, comme Fin^ dique la figure, de manière à éviter les infinis. La fonction reprenant la même valeur aux points correspondants des deux lignes AC et A'D, les parties de l'intégrale relatives à ces deux lignes se détruisent. D'un autre côté, si l'on augmente n! indéfiniment, la partie relative à CD devient nulle 5 car, si l'on pose z = n'(ù' -\~ -s', on voit que l'intégrale
«■' dz' ,
relative à cette ligne diminue indéfiniment. L'intégrale prise le long du contour fermé se réduit donc à la partie A' A.
On sait que le résidu relatif h l'aire plane A'ACD est égal à la somme des résidus relatifs à tous les infinis compris dans cette aire plane. Ces infinis sont disposés en deux files reclilignes OB et AC. Pour passer de la première file à la
seconde, il suffit d'augmenter z de-; '^^{z) et l'exponentielle
( ?. 777 -h 1 ) —^^-^ e ^ cliangeant de signes à la fois, leur produit re-
prend la même valeur, et,, par conséquent, la seconde file
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donue les mêmes résidus que la première. Un iniîiii quelconque de la première file est de la forme [2/1 4- i) ^- si 1 on pose
il vient
et 1 on a à calculer l'intégrale
le long d'un petit cercle décrit autoui' du point (277 + 1)—, ce qui donne
On a ainsi
fi W I
et, par suite,
(VII) >,(.)==*i^ 2 71^, *-(-" + ')
155. De cette série élablie pour la bande comprise entre les deux parallèles menées à la direction oj par les points
z =z — — et z = — î 2 2
on déduit aisément celle qui convient à la bande comprise entre les parallèles menées par les points
(2/2 — 1)0/ ( 2 rt + I ) f,)'
Car si Ion pose
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la nouvelle variable z' reslanl comprise dans la première bande, on pourra appliquer la formule précédente, ce qui donne, en remplaçanl z' par z — /?w',
_ m=:oo
DéveîoppcinenL de la fonction a.
156. Les mômes considéralions s'appliquent k la fonction [x. Celte fonction ayant les mêmes infinis que la fonction A, le développement s'effectuera dans les mêmes bandes. Celt(î fonction étant paire, et changeant de signe quand on augmente
z de -î le développement sera de la forme
En nous bornant à la première bande, nous déterminerons comme précédemment les valeurs des coefficients, et nous aurons
_ m=.cc
:'^) >^i')-^' SirV--""'-^")
Développement de la fonction v.
157. Celte fonction étant paire et admettant pour première période -? le développement aura la foinie
l^mrczl l\mr:Ei'
v(z) = Co-+-2i^'" V
Nous nous bornerons encore à la première bande, comprise
entre les parallèles (V G , H/ H (fig. 28). Kn intégrant de — j
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suivant le clicmin roctilii^iie A'A, on a
(z; dz.
Prônons la longueur AE égale à «', et considérons l'intégrale
*^'S- ^^- - / V (2)^/2, prise le loi»g du con-
tour fermé A'AEF^ les portions relatives aux côtés AE, FA' se détruisent^ la fonction v(z) changeant de signe quand on augmente z de w', la partie relative à EF est égale à celle relative à A'A^ ainsi la quantité 2C0 est égale à Tintégrale prise le long du contour du parallélogramme, contour que 1 on
peut réduire à un cercle infiniment petit décrit autour du point z = — • 51 1 on pose
on a (n*^ 100)
et 1 on obtient — pour \uleur de l'intéi^rale, ce qui donne 1< premier cocflicient
Co^rz
On obtiendra les autres coefficients en intégrant suivant
A' A , après avoir multiplié par c '"' , ce qui donne
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Prenons la loiigueiir AC égale à /^^/)', et coiisidérous l'inlégiale prise le long du contour du parallélogramme A'ACD; la partie relative à CD devenant infiniment petite, quand n' augmente indéfiniment, il suffit d'évaluer les résidus relatifs à la file d'infinis situés dans ce parallélogramme. Si l'on pose
e qui conduit à la valeur
Hi^CO
in V(_,vv,".c-o = if
et l'on obtient ainsi ja formu
cos
Déi^elop peinent de la Jonction w[z).
4o8. Les infinis de la fonction xjs (z) sont les zéros de la fonction fJ^ (2) ^ ils sont représentés par la formule
a ces infinis correspondent les valeurs Z rrrzh iq" ; Ic développement sera convergent entre deux parallèles à la direction w menées par les points z = 77 w', 2; r= [n -\- i) 0/. Considérons en particulier la bande comprise entre les parallèles G'G, H' il, menées parles points z =zo^ z = b^' (fig- 29).
Afin de transporter l'origine au milieu de cette bande,
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posons
d'où (ii"^ 102)
La question revient donc à développer la fonelioii -y^ dans la bande comprise entre les parallèles menées par les poînt;j
Cette fonction étant paire et admettant la période-? le développement est de la forme
L'intégration le long du concours fermé A'AEF donne le premier coefficient Do^ l'intégration le long du contour A'ACD donne un coefficient quelconque D,„. On obtient ainsi la série
ni ~ i J
On en déduit
m=zi _i
Considérons une intégrale définie
dans laquelle f (z) désigne une fonction monodrome doublement périodique de Tordre ii. Si Ton remplace cette fonction par son expression au moyen de la fonction du second ordre 1 [gz yJi), qui admet les mêmes périodes (n^ 78), il viendra
L, M, N étant des polynômes entiers en X {gz). La seconde intégrale, pouvant être mise sous la forme
I r^isdï
s'exprimera aisément au moyen de la fonction 1. Quant à la première, on peut la ramener au cas où la fraction rationnelle
— ne contient que des puissances paires de 1. On a , en effet;,
M __ M^ + IVrX _ (1Nr~h]\ra) (T/ — I/X) _ P + Q X L~Lh-L'X~ L'— L"n' ~ R '
L', L", M', IVr^, P, Q, R étant des polynômes pairs ^ d'où
On obtiendra cette dernière intégrale en la mettant sous la
forme
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Il reste à étudier Tintégrale
- Pr/z
dans laquelle P et R désignent des polynômes pairs en /.
160. Avant d aller plus loin , nous traiterons quelques exemples particuliers. Soit l'intégrale définie
dans laquelle nous supposons le paramètre § égal à l'unité. La {onction/'(2) n'est pas monodrome^ lorsque z tourne autour de l'un des points qui rendent la fonction X infinie, elle s'ac-
oroit de dz — ^ j mais la fonction F (2 ) = e^-^ ^'^ estmonodrome.
Des deux intégrales rectilignes
0 Jo
la première, ayant ses éléments égaux deux à deux et de signes contraires, est nulle; la seconde (il est bien entendu que l'on évite
l'infini par une petite courbe) est égale à zb — : si l'on va de
l'origine au point z par le chemin rectiligne, ou au point m(ji-\- intà -\~ z par la ligne brisée nua -{- intù' -\- z ^ on obtiendra la même valeur de F (2) ; cette fonction admet donc les deux périodes co et 2 0()^
On obtient aisément l'expression de la fonctiony^( s) à l'aide des fonctions elliptiques. On a , en effet,
(lu. I , Jk''' -h /-y.' — i^
lor
a ou
f X(3)./3r3llog-
L'inlégi
aie
définie
se
ramène
à la
précédeii
te.
Si roii pose
on a
On obtient anssi très-aisément les intégrales suivantes :
(3) / fA(z)r/3rzr-.ircsin /^À (z),
(4) / V (z)f/3= arcsiîiAfz), Jo
(5) ri(ï_.)rf.=.j-iogi±Aiii),
(6) / _^^,.-i, i±iW.
Considérons maintenant l'intégrale définie
Quand la variable tourne autour de l'un des points qui rendent /infinie, X* ne renfermant pas d'infiniment grand du premier ordre, l'inlégrale définie est nulle et la fonction f {z) reprend la même valeur 5 c'est donc une fonction monodrome impaire qui admet comme infinis simples ceux de A, Mais elle n'est pas périodique, parce que les intégrales recti lignes de o à w ou de o à w' ne sont pas nulles. !Nous avons trouvé au n*^ 141 la relation
Occupons-nous actuellement de 1 intégrale définie
Jo ^-aV[z) Nous avons trouvé au n'' l i3 la relation
9,Ca -h s) Ô;, (a— s) __ >■■ (2)
En prenant les logarithmes et différentiant, on en déduit
si l'on permute les lettres z et a , il vient
e;(z-}- g) _ ^'Az— y.) __ ^ 6', (g) _ 2X(a)V(a) G3 (z + a) 0, (z - y.) " 0, (a) ~ V (a) - a'(z)'
De celte dernière relation en déduit par l'intégration
rdz Q,{x)9\{x) 1 A (a) , 03(aH-z} — Z —^ — '- — — — - -A ^^ — - loil ^ « _À^)~ e(a)9,(a)^2 ).'(a) ^ 83 (a - s)
Si l'on fait A' [ce) =-•> on aura 1 intégrale cherchée.
Nous avons trouvé aussi au n° 143 la relation
— ^ — T;, x\->, ^ :r=i— /^ A-(a)A- (zj.
0 (a)0; zj , V / V y
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On en déduit, en difïérentiant par rapport à a,
d'où
Si l'on fait X^ (a) =^ --? on aura encore l'inlégrale clierchée.
Si le module k est réel et moindre que l'unité, et le paramètre a aussi réel, on emploiera de préférence la formule (i i) lorsque le paramètre a aura une valeur positive plus grande que l'unité, et la formule (i3) lorsque la valeur de a sera positive et moindre c{ue k^; de cette manière la constante a sera réelle. Mais il est deux cas où l'on ne peut éviter les imaginaires, ce sont ceux où le paramètre a a une valeur positive comprise entre P et l'unité, ou bien une valeur négative." Ces deux cas se ramènent d'ailleurs l'un à l'autre. En effet, si Ton
remplace z par j — z' on a •
r dz _ r i-/,n^{z')
/ i-aV{z) J i.^a-^{a — /.-')y{z') ^
ch'
Posons a' = ; 1 équation précédente ramène l'une à
Fautre les transcendantes qui coriespondenl aux deux paramètres a et a' . Si a' est négatif, a est positif et compris entre Â^ et I.
163, Les intégrales que nous avons étudiées dans les deux numéros précédents sudisenr pour déterminer Fintcgrale
JY(V)dz.
DES QUADRATURES ELLIPTIQUES. iSi)
La fonction rationnelle F (X-) se décompose en parties de la forme AX- ', m étant positif ou négatif, et en termes de la
forme ; ^ r-' "^ étant positif. Occupons-nous d abord des
termes de la première sorte.
dl'" . d\
(Iz dz
dz' dz- \dzj
d\ dn . I
et, en remplaçant -t-î — par leurs valeurs,
-A = ,„ {^m — i) >;"-' — m'-(\ ^- k' ) ).'" + m ( /// -f- i ) k' V"^' ; dz-
d'où
-i) r^'-'r/z— ///^(i-f-A--) / \^dz^m[m-\-\)k' /).'"+' r/2
A l'aide de celte équation, quand on connaitra / 1"'~^ dz et
/ l"'fh, on pourra calculer jf >/"+V/z, et, de même, quand
on connaîtra / l'"-^' dz et / l"'dz^ on pourra calculer
/ X'"-'* dz. Toutes les puissances paires, positives ou négatives, se ramènent ainsi aux deux intégrales
fêy /'■'■'■'=■
que nous avons exprimées à Taide des fonctions O (n^ 161). Ces deux intégiales se réduisent d'ailleurs à une seule, en vertu de la relation (n*' iAi)
a ou
d^\oa:k ,,., I
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164. Occupons-nous mainlenant des termes de la seconde sorte. Désignons par j la fonction doublement périodique
X' [z) -\-a, dont les périodes sont - et 0/ et qui admet Tin-
fini double — • Si, dans l'équation
on remplace 1^ par j^ — a, il vient
:^,-. ^a[i -^ {i-{- /r)a-h /c'a'] ftz I
— 4(1 -f-/^-h Zk'n)f-^^k\Y\
— 4(i +/M- 3/-'rt) +4/?^r, r/Mogj __ 4fl[i H- (i -f- /-^j^ -f- /■^«-]
Cette équation donnera / —î connaissant / — (n"162). De r équation (i5), on déduit
^=3[i-+-2«(i-4-/^^)4-3/^'^«^]— 4(i-t-^' + 3/-^«)j-f 6^-V'^; flz'
i l'on remplace i-~\ ^^ ~J^ P^^' ^^"^'^ valeurs dans Féqua-
si lion
(Py'" d'Y / ^ Jdr^^
il vient
(16) '^z=.~ ^mini -i) a[i-\- [i^ h-') a -\- k' a']y ^ ' dz-
-^ im [1 m -~i)[i-{- 7. n [i-{- A=)+ ?> k' a']f"'' — 4 m' [i 4- /^-^ H- 3 k'n])''' -\- im {9. m -+- i) k\r"-^-\
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En iaisant successivenient /// = — i , ni =z — 2 , . . . , on déduira de celle équation
rdz r<h
Des trois transcendâmes de Legendre.
165. On rencontre souvent dans les applications des intégrales de la forme
dans laquelle R désigne la racine carrée d'un polynôme en x du troisième ou du quai lième degré, et/ une fonction rationnelle de X et de H. Cette fonction pouvant s'écrire
t ^i ' ^~ P-f-QR P^^Q'R^
M, N, P, Q étant des polynômes entiers en .r, F el F, des fonctions rationnelles, on a
La première intégrale s'obtenant aisément, il reste à étudivr la seconde
Par une transformation facile, on ramène le polynôme Rà ne contenir que des puissances paires. Soit
si Ton pose
a-\- by ,r = î
on aura (b — a)dY
et Ton fera disparaître les puissances impaires, en assujeltissanl les deux constantes a et b k vérifier les deux relations
(,, _a)(^-p) + («- p)(^ — a) = o, [a-y)(b-S)-]-(a _ ri) ( 6 - 7 ) rz-_ o,
ou
d'où
2. ah — ( a -f- ^ ) (/7 -h /> ) -h 2 a8 — o , 9.00 — {y -i- fj) (a ~\- h) -^ 2yS = o;
. . .__ 2(ap-7^)
a+^8 — (7 + rJ)
Lorsque le polynôme R^ a ses coefficients i éels^ ce qui a lieu ordinairement, ses racines soiit réelles ou imaginaires conjuguées, et les deux constantes a et h peuvent être supposées réelles. En effet, ces deux constantes dépendent d'une équation du second degré, dans laquelle la condition de réalité des racines est
ou
Si le polynôme R" a ses quatre racines réelles , comme on peut les supposer rangées par ordre de grandeur, la condition précédente est remplie^ si les deux racines a et (3 sont imaginaires et les deux autres réelles, les facteurs a — y, |S — y étant conjugués, ainsi que les deux autres a — c^, (3 — â^ le produit est positif^ enfin si les quatre racines a et j3, y et cJ sont imaginaires et conjuguées deux à deux, les facteurs a — 7, (5 — â étant conjugués, ainsi que a — ô^ B — y, le produit est encore positif.
A la vérité la transformation précédente est en défaut quand
mais, dans ce cas, on a
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et, pour faire disparaître les termes de degré impair, il suffît de poser
Nous avons supposé le polynôme R^ du quatiième degré; la même transformation réussit, s'il n'est que du troisième
degré. Soit
R^ = A(x-a)(^-P)(.r-7); en posant, comme précédemment^
a H- by
on auja
( b — a)dy
' vA|7T>y[«-a-h(^'-a)r][^-p + (^-?Tr][«-7-+-(^ — 7)7:
et Ton assujettira les deux constantes « et ^ à vérifier les deux
relations
d'où
^^ = a(p-h7) — PV-
La condition (a — ,S) (a — y) >o étant remplie, on trouvera pour les constantes des valeurs réelles.
Lorsque le polynôme est du troisième degré, on opère plus lapidement la transformation en posant x = a -h X^, a désignant une racine réelle.
Nous admettrons donc que, dans l'intégrale
, , dx
le polynôme R^ ne renferme que des puissances paires. Ou
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peut supposer aussi que la fonction rationnelle F (x) ne renferme elle-même que des puissances paires; car si l'on met celte fonction sous la forme
M, N, P, Q désignant des polynômes pairs, F^ et F2 des fonctions rationnelles, on a
On obtient aisément la seconde intégrale en posant x^ =y] il reste donc à étudier l'intégrale
dans laquelle R désig?)e la racine carrée d'un polynôme pair à coefficients réels, ^
R = VA (i -h mx^) ( I + m'x' ) .
Nous nous proposons mainteiiant de réduire ce radical
à la forme \/(i — ^^) (i — A^X^), qui convient aux fonctions
elliptiques, et de manière que le module k soit réel et moindre
. , . dx
que Tunité-Il faut pour cela tiansformer l'expression -— en une
autre de la forme
dl
Il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que les trois coefficients A, m, m' sont positifs ou négatifs.
i^»- Cas. A=a% m^— h\ m' = — h'\ h > h'. On posera
d'où
d,T dl
2' Cas. A=a% in = — h-, „/ = k'K Le radical u'étanl
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1 éel (|iraiitant que x varie de o à j , on posera d ou
y Cas. k=a\ m = h\ m' == h'\ h^li. ^rpouvaut varier de o à oo , on posera
hx
d'où
4' <::«.. A=-«% m = -h\ ,n' = li'\ X variant de -
h a 2c , on posera
d ou
5" Cas.k=-a% m=-h\ m' = -h'\ h>lJ. x vanant de - a —, on posera
''-sf^^'^W^-^
i'où
cIt. _ ^x
' Nous laissons de côté le cas où le radical serait toujours ima- ^iiaire. Dans toutes ces transformations, le module est réel, et
ïg6 11 VHP: ïv
moindre que ruiiilé. L'iiiU'giale
est ainsi ramenée à la forme
Al représentant, comme à l'ordinaire, le radical
Cette intégrale est celle dont nous nous sommes occupés au commencement de ce chapitre; car si Ton pose
— z= dz .
1 désignera la fonction elliptique À (z, A), et l'on aura
167. 11 résulte de ce que nous avons dit aux n°^ 1G3 et 164, que toutes les intégrales de la forme
dépendent des trois intégrales
r ^ dx r ^ .r^ dx Ç ' (Ix
/ Ax ' A.r / (/ — ax"^) Lx
C'est en cheichant à réduire l'intégrale
f{x,K)dx
à ses éléments les plus simples que Lcgendre a été conduit aux trois transcendantes dont nous venons de parler. Pour lui,x était la variable indépendante, (1 la valeur de l'intégrale la fonction. Il a abordé ainsi, par les fonctions inverses, la théorie des fonctions doublement périodiques. Aussi la double périodicité, qui est le caractère fondamental de ces fonctions^ lui avaitelle échappé complètement.
DES QUADRATURES ELLIPTIQUES
La première traiiscendanle esl l'inverse de ce que nous appelons la fonction elliptique À-, s\ x = l(z)^ elle aura pour valeur la quantité z que Ton pourra augmenter de multiples des périodes w, w', suivant le chemin suivi dans l'intégration. Ayant adopté un signe pour désigner une fonction directe , il convient de le modifier de manière à représenter la fonction inverse. Nous ferons précéder le signe de la fonction directe de la lettre I, initiale du mol inverse. Ainsi nous écrirons
D'après cela, on a
La seconde transcendante a été calculée au n'^ \Kfi\ on a trouvé
0", (o) 1 d log 6, (z)
= V z 1 dz = ; z , ,
La troisième transcendante, mise sous la forme r^ d,r __ Ç' dz
a été trouvée aussi au n** 162,
C'est à Jacobi que l'on doit l'expression si remarquable de la seconde et de la troisième transcendante à l'aide des fonctions 0.
Legendre simplifiait un peu les trois intégrales précédentes
en posant (108)
X = sin ^.
On a alors
/•- sin' çj
rx^ dr / " sin-fp*-/^ J^ j o ^^ ~ Jo si i — k' sm ^^ ^' Jo
y/i — -<-'sin'<p
^ Jo P d.v _ Ç' dj ^
X {i--- ax')àx~ J^ (i_ rtsin'^) Vi — k'sin'r^'
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et les trois intégrales se ramènent aux trois suivantes
(II) 1 v/i — /5'sin^(p^/^,
flll)
Jo (i — .<3 sin^tp \/i — X'sin^
Ce sont là, à proprement parler, les trois fonctions elliptiques de Legendre. Il représentait la première par le symbole F((p,/r), la seconde par E(cp, /f), la troisième par
On a donné à ces intégrales le.nomdeyo72c^zow5 ellipliques , parce que la seconde donne la longueur d'un arc d'ellipse. Soit en effet l'ellipse ayant pour équation
on peut poser
X =z a sin cp , y =: h ces (p ,
et la longueur de l'arc d'ellipse; (ompté à partir du sommet du petit axe, a pour expression
af'i.
ro d (^
e désignant l'excentricité de l'ellipse. L'angle cp a une signification géométrique très-simple^ si, sur le grand axe, comme diamètre, on décrit un cercle, que de l'extrémité de l'arc on abaisse une perpendiculaire sur le grand axe , et que l'on prolonge cette ordonnée jusqu'à la rencontre du cercle, le rayon qui va du centre à ce point du cercle fait avec le petit axe l'angle (p.
Considérons la fonction mouodrome doublement périodique
dans laquelle nous regardons t comme une constante et 2 comme la variable. Celte fonction impaire, qui a les mêmes périodes que ^(2), admet qualic infinis, savoir, les deux infinis
z = t cl z = i de / ( z H- f ) , et les deux infinis
Z = h- 1 et Z = ht de a (z — t). tAle admet aussi
quatre zéros : eu effet, pour c[uef[z) soit nulle, il faut que
).{z-ht)=—\{z~ t) Z=).{t — Z),
ce qui exige que
en
Z -^ t = [t — Z ) -f- //y oj -t- « w ;
, . , I . . oi /// &) n &)
mais cette dernière conclilion t =^ -r -\ [ ne i>cut
avoir lieu, puisque t est quelconque^ la première
donne les {[iiatrc valeurs
de ces quatre zéros de la fonction /^ [z) ^ les deux premiers sont les zéros, les deux autres les infinis de A [z).
Il est facile de former, au moyen de la fonction ^ (^), une fonction doublement périodicjue qui admette les zéros et les infinis de la fonction/ (z). Considérons en effet la fraction
Le premier facteur du dénominateur s'annule pour
le second poui
\~ t et zz= t;
Z =z t et Z :=
ces quatre valeurs sont les infinis de/(z), ainsi la fraction admet déjà les infinis de f(z). Le numérateur s'annule pour
et z =z~;
ce sont les deux premiers zéros def(z) ; d'autre partie numérateur étant du premier degré et le dénominateur du second degré, les deux valeurs
— et Z =:3 ,
qui rendent X (z) infinie, sont des zéros simples de la fraction; de sorte que la fraction admet aussi les zéros def(z). Ainsi la fraction considérée, que l'on peut mettre sous la forme
OU
i — A-n.'{z)V{ty
a les mêmes zéros et les mêmes infinis que la fonction f{z). Mais nous savons (n"39) que lorsque deux fonctions ont les mêmes zéros et les mêmes infinis, ces deux fonctions sont égales
à un facteur constant près -, on a donc
Pour déterminer la constante A, on prendra la dérivée, puis on fera z = o, ce qui donne 2 //(/) = A. Il en résulte
Si dans cette équalion on permute les lettres z et t, il vient
En additionnant ces deux équations, on obtient îa formule suivante
(I) -(' + 0- ,^kn.'i.)Vit) '
qui est connue sous le nom de Thèoiètne fie V addition des fonctions elliptiques. La démonstration que nous en avons donnée est due à M. Liouville.
169. Le même mode de raisonnement permet de trouver Lexpression de a (2 H-/) et celle de v(s-t-/). La fonction impaire
a(z-^t)— 'j.iz- t),
dont les périodes sont w et w' H — •> admet les infinis de chacune des deux fonctions y.[z~{- l) et p. (z — i), et par conséquent les infinis des deux fonctions /(2-1-O et l[z — t) ^ comme précédemment. Pour annuler cette fonction, c'est-àdire pour rendre a ( ? -\- t) égale à ly. (r — t), il faut que
doù
colle formule se décompose en deux
suivaJll que l'on aiuibue à ii des valeurs paires ou impaires ^ la première comprend les zéros de ); (z) , la seconde ceux de v (2). Ainsi les zéros de la fonclion proposée sont ceux delà foncliou
On a donc
En prenant la dérivée el faisan l ^ r^p o, on irouve
2p'(r) -- — A, il en lésuhe
La fonclion paire
admet encore les mêmes infinis ([ue la précédente. Celle fonclion s'annulera si
ll.{z-\-t):=-i^{z-t)=u. [^^z~ ty
ce qui exige que
d'où
celle foimule se décompose en deux,
5 — w'- + 2;z'~f- il —
ADDITIOJN DES FOKCTIOKS ELLIPTIQUES. 2o3
suivant que n est pair ou impair. La première comprend les zéros de ^. (z), la seconde les infinis de A (z). On a donc
u.(z-|-^-hfX2— Tirrr , , ; '
En faisant z = o, on trouve 3 y. (/) =:: 1^. Ainsi et, par suite,
170. On obtiendra v [z ~h t) de la même nianièie. La fonction impaire
dont les périodes sont - et 2w', admet les infinis de / (z -h /) et ceux de 1 [z — t); elle s'annule quand
c'est-à-dire quand
ou
z H- ? =dz(z — t) -}- m h 2 A? w',
cette formule se décompose en deux,
zz=.m \- nui y
zz=.{im H- I y y -t- // w ,
suivant que m est pair ou impair; la première comprend le: zéros de / (s) , la seconde ceux Ae p.(z). Ainsi la fonction proposée admet les mêmes zéros que la fonction
•/(s) = — X-^/l Z)fx('2).
On a donc
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En prenant la dcrivrc et faisant -s = o, on trouve
La fonction paire
V ( z -4~ 0 + '-^ ( ^ ~ 0 s'annule quand
c'est-à-dire cjuand
d'où
cette formule se décompose en deux ,
suivant que /// est pair ou impair : la première comprend les infinis de X (z). la seconde les zéros de v(z). On a donc
_ Av(z)
En faisant z = o, on trouve 2V (/) — A ; d'où
(6) ,(,4-,)-Hv(z-o= 7zrFv("^yF(7)'
et, })ar suite ,
(III) v(z + 0 =
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17i. Des Ibrinules précédentes, on déduit et. si l'on remplace les dérivées par leurs valeurs,
On en déduit encore la formule
^[z-^ t) = u.{z)^(t) -\{z)l{t)-j(z-{-t), à laquelle on arrive par la considération d'un triangle sphérique.
On a aussi
i[,)y{t)~\iny{z)
et, par suite,
addition des quadratures elliptiques de seconde espèce.
172. A la transcendante E de Legendre (n« 167), nous stibslituerons, avec Abel et Jacobi , la fonction monodrome impaire
avec laquelle elle a une relation très-simple et nous la désignerons par 'vj> {z).
L'équation
dans laquelle on met le développement de / ( ^-^ -h /) , devient
[\{z)yit)-^\{ty,\z)]l(z-t):='.^{z)-\^it)',
si Ton remplace z par z 4- /, et que Ton permute ensuite les lettres z et t^ on a
[^z-^tyK\z)-^).[zy/{z-hty\).{t)==l'{z + t)-v{z).
Le premier membre étant une différentielle exacte par rap-
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port a z, on trouve en intégrant
V{z-\-t)dz— / V{z)dz = \[z)'h{t)\[z-\-t). o Jo
Puisque
\'(z~{-t)dz=z y'{z)dzz= j l^[z)dz^ \'(z)dz,
J i Jo Jo
on obtient l'équation
(V) -i^ [z -h t) = -hiz) -\--^(t) -h'i. (zYk {t)l[z ^ t) ,
de laquelle on déduit facilement celle qui a été donnée par Legendre pour l'addition des fonctions de seconde espèce.
173. On peut déduire cette formule de l'expression de la fonction ^ (2) à l'aide de la fonction 0. On a (n*^ 161)
(.0) .Hz)==^:,[.r,(o) ^'J,
et, de même,
. / N ï f/ ^ ." - fi^log 9, (Z -h 0'
lj^(2^^)ry;(o)-
Puisque (n" 143)
celte équation devient
i-/-P(OV(z),
On en déduit, en permutant les lettres z et f,
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et, par suite,
^[z-h t) — ■l>{z) ~^it) — \{z)l{t\'/.{z-i-t).
addition des quadratures elliptiques de troisième espèce»
174. Jacobi a substitué à la transcendante de troisième espèce de Legendre la fonction impaire
fiz ,
qu'il représente par le symbole H (z,a)j la variable z étant Vargunient, la constante a \e paramètre. Celte fonction s'exprime aussi à l'aide de la fonction 0; on a (u" lO^Î)
/ \ - V «^/iOL^Ô, (al I , G, (z — a)
(II) Y\[z,a) = z y^ +rlog '^ ^
dx -1 '^ &, (z -h a) On a de même
_ , . <^logS, (y. ) I , 9, i7 — a)
dx 2 '^^.(r + a)
et^ par suite
y n(2 -^^a)-n(z, a)— Il(/,
(i?-) J ___i_j^^0.(/ + a)ô, (zH-a)0, (z + ^— a)
2 *'Q, (f — a)0, (z — a)G, (z -t-^-f-a; L'expression
1,(^-f-aj 9, (s -f. a) &,(z + / — a)
dans laquelle nous regardons z comme la variable et que nous désignons par F (z), est une fonction monodrome doublement
périodique, aux périodes - et w^ comme on le reconnaît aisément d'après les propriétés de la fonction 0. En général, la fonction
0(z4-a)©(z-f-P) e(z-ha')0(z+8')
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adinetlra la seconde période w' si la condilion a -h j3 = a' -h |3' est vérifiée^ ce qui a lieu dans le cas actuel. La fonction du second ordre F (z) admet les deux zéros
z =: — oc -\ 5 Z ::= — t -+■ C(. -h —
et les deux infinis
et se réduit à l'unité pour ^ = o.
On remarque que les infinis ne diffèrent des zéros que par le signe de a.
ITd. On peut exprimer de plusieurs manières cette fonction ^ F (^) au moyen de la fonction À. Considérons la fonction doublement périodique du second ordre
aux périodes -5 w', aux deux infinis z = —•> zz=: — - — S. dont ^ 3. ' 2 2 ' ' ■
la somme est égale à o)' — [3. Pour exprimer la fonction F {z)
au moyen de la fonction y' (2), on posera
et Ton déterminera les constantes par les relations
— / -— a H f- /? = w' — fJ — r/',
de manière que les deux zéros de F (z) annulent le numérateur, et les deux infinis le dénominateur (n° 74). Ces quatre rela-
lions se réduisent à trois, et donnent
co'
et Ton a
ou
La valeur de [3 est arbitraire. Si l'on fait en particulier ^ = f , on a
(l3\ Ff-l— ' -4- A- A (g)), (z) ).(/ — «)/ (2+/)
176. On arrive à une expression plus simple en employant les deux fonctions du second ordre
qui admettent, la première les deux infinis
dont la somme est — t — a -f- w', la seconde les deux infinis
dont la somme est — i-\~ :f.-\- w'. Considérons la fraction
les valeurs z ■=! — t -\- a. -\ , z — — 1 — cl^, rendant
infinis, la première le dénominateur, la seconde le numérateur, la fraction admet déjà un zéro et un infini de F (z). La
valeur ^ = — 5 qui rend infinis à la fois le numérateur et le
dénominateur, n'est ni un zéro ni un infini de la fraction. Nous pouvons disposer des constantes q Q\.q' de manière que les
valeurs z ^= — oi-\-—-> 3 = aH ? annulent, la première le
numérateur, la seconde le dénominateur^ nous poserons pour cela
Le second zéro du numérateur et celui du dénominateur étant égaux tous deux à — î -h — , ne rendent la fraction ni nulle ni infinie. On a donc
ou
et, par suite,
I n (z -+ ^, a) — Il(z, a) — n(^, a) ( VI ) — 1 1 T I H- ^'^ (a.)\[z)\[t)\ (z 4- ^ + g)
C'est la formule trouvée par Legendre.
177. On obtient encore une autre expression de la manière suivante. De l'équation {12) on déduit, en changeant le signe
de f,
d'où
n{z-{-t)-hn{z — t] ^ 2.n{z)
— J.I0 iî(2-ha)G,(2~a-hr)ô,(2— a — ^) ~2 ^^ ôj (z — a) 0, (z + a H- r) 0, (s -r a -^ 9, ( z — g -f- r) Qt (z — g — / )
^iiogii^EiïiîE^nz,
et, en vertu de la relation (24) du n« 143 dans laquelle on remplace z par z — a ou par z -\- x,
n (z + 0 + n {z-t; - 2n (z) = 1 log ^ - ^^AMO)--(.-a)^ On en déduit . en permutant les lettres ^ et j^,
^ ^ ^ 2 ^ i — A^-y^iz)',^t-i-ocy
d'où
^ n(z 4-^, a)_n(z, g) — n(^, a) II en résulte cette troisième expression de la fonction F (z),
178. Nous nous sommes occupés de l'addition de l'argument dans les fonctions de troisième espèce; on obtient des formules analogues pour l'addition du paramètre.
Voyons d'abord ce que devient la fonction quand on permute l'argument et le paramètre. L'équation (11), en vertu de la formule (10), peut être mise sous la forme
(17) U{z, oc) = oczB\ {0I-. Pz^ (0,) -i- -\o^^tIl^.
On a de même
2 " Oi[z -+• x)
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d'où
(18) ri {z, a) - n(a, z) =z P [a.^ (z) - z^ (a)J.
On en déduit n(z, a-f-p) — n(a+p, z) = Â=[(a-h 3) ^ (î) — 2 4* (« + ^ ) ]> et, en vertu des équa lions (V) et (VI) ^
CHAPITRE II
Calcul de proche en proche.
179. Nous avons donné, n" 168, la formule par laquelle on exprime \[z-\~t) en fonction de '^[z) cl de ?<(^)*, à l'aidci de celte formule, on peut calculer successivement l[iz)^ ^ (3-2), . . • ', on trouve ainsi
, .,3-4(i-t-Ao;;-(o + 6A-^;-^(^)-A-;«(i;]
^\ 4«)— i_2oA*;*H-32A»(n-A^)/«— A5[i6(n-A*;*-h26A2];'-t-32A*(H-A*);"'— aGA^^'^-f-A' On voit aisément que l'on obtient la valeur de 1 [nz) en multipliant une fraction rationnelle de ^^(2) par ^ (z) si n est impair, et par À (2) }! [z) si n est pair. Mais, si Ton veut continuer ce calcul de proche en proche , la méthode précédente doit être modifiée, afin que les deux termes de la fraction par laquelle s'exprime ). («7) n'aient pas de facteurs communs. Voici la marche indiquée par Abel.
i80. Si, clans la rormulc (n*^ 171)
on fait
a z= {m -+■ i)z, b=:mz,
il vient
(ï) A(2m H- iJZ.AZ^: — — ; r —7 ^,
^ ' ^ ' I — h^V \m -\-\)z.V\mz\
On a, d'autre part,
2 A [mz\ // {mz\
(2) \[imz):=
Ce sont les deux formules que nous allons employer. Posons, en général ,
Q,,^ étant un polynôme entier en À (2), P,„ un autre polynôme entier si m est impair, et le produit d'un polynôme entier par // (2) si ni est pair 5 nous supposons dans tous les cas les deux polynômes premiers entre eux , et comme d'ailleurs les zéros de
Pm
/'(z) ne rendent pas infini \\mz)^ la fraction -^ sera encoie
irréductible dans le cas où in est pair. L'équation (2) donne
P^ _ 2 P^ Q^ y/ioT— P,;, ) (Q,n — i^- P,l) ^ 2P,.Q..R«
Qim ~ Qfn - ^' P,« Qm — h-' P;t.'
en désignant par R,„ le radical v/(Q;i — Py (Q'. — A* P,',). Les deux fonctions , P,„ Q,„ R,„ , Q*„ — A" P,'„ , ne pouvant s'annuler simultanément, on a
1 P^w ^^= 2 P^ Qm R,„ ,
L'équation (1) donne
■» 2mH-l ï r w-f-i V'" " '" \2"'-+-'
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Les polynômes , P;),^, Q;i, - P;;. Q^,^, , Q;,^, Q;. - k' V^, VI , sont pr(3iiiiers entre eux. Supposons, en effet, qu'ils deviennent nuls pour une même valeur de A (^) • eette valeur, ne pouvant annuler aucune des quantités P,„, Q,„, P,„^_j, Qm+15 satisferait aux équations
V{m -^\)z~V [mz), V (m + \)z.V (mz) — -^•,
d'où
V (m -f-i)z= V{mz) —±7'
D'autre part, on a
1(1/1 -+■ i)z\' [mz)-^ A ( inz) V [m -f- 1)2;
1 [Otm -\- i)z r=z
i ~ An'{r?iz)V{m -r~ i)z V{m-\- i)z — A^{niz)
1 [m -{- i) zY { mz ) — A mz V [m -h i)z
on devrait donc avoir pour cette valeur de ^> (^),
A (m -\~ i)zy { mz) + A ( mz ) a' ( m -h' i ) 2; = o , X ( /w -}- i)zy (^ mz) — 1 ( mz) V (m -{- i) z =: o;
A (m -+- i) z.y [mz) = o j
c'est-à-dire
V (m -h i)z[i — y{mz)] [i — ^'y{mz}] =z o, résultat incompatible avec la condition trouvée précédemment
V{mz)~y{m -^ i)z~±:j' On aura donc
l Qî/rt-f-l ^^^ Qw-f-i Q'" '^'^ Pm-Hi P"i •
Si l'on part des valeurs P^ = A (z), Q^ =: i , les formules (3) donneront Pg, Q,, puis les formules (4) P3, Q3 j les formules (3) donneront ensuite P4, Q4, puis les formules (4) Pg? Q55 et ainsi de suite indéfiniment. On voit que V,, est un polynôme du degré 2//' 011 du degré 2«^ — 2, suivant que Ji est impair
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OU pair ^ comme dans le dernier cas il a pour fadeur le polynôme du quatrième degré V'^ (z), il en résulte que P„ est un polynôme du degré n^ si n est impair, et le produit de X' (z) par un polynôme du degré fi^ — 3 si « est pair. Q„ est un polynôme du degré n^ ou n- — i , suivant que n est pair ou impair. Nous observerons encore que Qi et Qo ne contenant pas de terme du second degré, il en sera de même de Q3, Q;,
Calcul direct de X (nz).
181 . On peut se proposer de déterminer directement / (nz)^ sans calculer ). (22;), / (3^), . . . .
Supposons d'abord ?i impair. La fonction ^[nz) est une Fig. 3o. fonctionelliptiquequiapour
perjodes -, —
périodes -, — , ses infinis sont
&> <0 OJ
ses zéros 0, —
n in in
lu
Soit OACB [fi^- 3o) le parallélogrammeélémenlaire delà fonction X( i: ) -, divisons chacun des côtés Ox\, OB en n parties égales , 0«i ch^ sera le parallélogramme élémentaire de la fonction / (/i^) ^ le premier contient iv fois le second , il renferme irv infinis de la fonction X [nz)
et 2 n ' 7-éros ,
pti>-\-q^
chacun des nombres entiers)^, q recevant les n valeurs o, i, 2 , . . . , n — I . Les sommets des parallélogrammes de la fonction X(rt2) correspondent aux zéros «, pour avoir les zéros a
il suffit de déplacer le réseau de la quantité — ; de même pour
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avoir les infinis a, il suffit de déplacer le réseau de la quau-
lité — ; un second déplacement — donnera les infinis a'. in ^ ?. n
On peut grouppr chacun des infinis a avec un infini cf! de manière que leur somme soit équivalente à - : l'un des groupes
est — ) Soit L le produit de tous les facteurs binômes
[>(s)-X{a,)][i(^)-A(«.)]---[M^)-M''.-i)] qui correspondent aux infinis a, — excepté ; ce polynôme admet comme zéros tous les inflnis a et a', excepté — et
De même on peut grouper chacun des zéros a avec un zéro <^/de manière que leur somme soit équivalente à -•, l'un des groupes
est o , — Désignons par M le produit des facteurs binômes
qui correspondent aux zéros a , o excepté \ ce'polynôme admet comme zéros tous Jes zéros n et « , excepte o et -•
Les fonctions X ( /? ^) , — — ^ — ont toutes deux pour périodes
w, 0/5 la seconde ayant pour infinis simples —, ? puisque le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dénominateur, les infinis et les zéros sont les mêmes dans chaque parallélogramme , donc le rapport des fonctions est constant et l'on a
(5) X(/z3)^GM2)^-
On reconnaît facilement que les polynômes entiers M et L, qui sont du degré n^ — i, ne renferment que des puissances
paires de A ( z), puisque les infinis de la suite a, — excepté, et
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les zéros de la suite «, o excepté, se réunissent par couples ayant pour somme w.
182. Considérons maintenant le cas où n est pair. On peut réunir deux à deux les infinis ce par couples ayant la somme
~ 5 et de même les infinis %' ; aucun de ces infinis n'est égal à
ceux de À (z). Appelons L le produit des rr facteurs biuômes
les nombres ol^^ ol^^ ... a„ï, étant pris un dans chaque couple. La suite a ou la suite a' ^ suivant que n est de la forme /\n'
oudelaforme 4'^i'-l-'^>comprendles lermesdz j^ ± y -\ qui
sont les zéros de )/ ( z ), les autres termesde chacune de ces suites
se groupent comme les infinis ; l'un des groupes est —
un autre o , -• Désignons par ]N le produit des tr — 4 facteurs
dont chacun correspond à l'un des couples formés , excepté les
quatre précédents.
Les fonctions X (nz) , - /(^j "/! (z). aux périodes w et w',
ont , dans chaque grand parallélogramme, les mêmes zéros et
les mêmes infinis; car - /(s) )/ [z) devient nulle pour 2= —
et pour z = • Un a donc
(6) \(nz)=c^j.{z)y{z).
On reconnaît, comme dans le cas de // impair, que les deux polynômes jN et L , le premier du degré îr — 4 ■> 1^ second du degré n^, ne renferment que des puissances paires de X (z).
Cdicul fies coefficients, 183. $nit rn prcmi(^r lieu // impnir. désignons / (/?r) parr,
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/ ( 2) par II , et posons
Si l'on fait z très-petit, le rapport- tend vers rij donc a^^ Remplaçons z par [- 2 5 il vient
lin h «3 I =■ À ( f ■ nz
n se elianefe en-— et p" en — : d ou
" Au kv
I/identification de cette valeur avec la précédente donne les relations
(]ui se réduisent à
= nh ''■ , k' è„î_3 ~n,k ^ , k''b„^_,, — a, k '^ ,..., k""-' b,=a,,,^,, k
Nous avons démontré (n'^ 180) que Ton a ^^ = o 5 la relation
^*«n2_3 = ^2 <^»--i donne «„2_3 = o,
- '' ^ Il ne reste plus à déterminer que les quantités a^ .
a^, . . ., rt»2_3 et le signe de a„z_i. Pour y parvenir, on peut, par exemple, développer w^ u et ses puissances, suivant les puissances ascendantes de la variable z et égaler les coefficients des
mêmes puissances de la variable dans les deux fonctions
on obtiendra ainsi autant d'équations du premier degré qu on le voudra entre les coefficients inconnus.
L'identification des deux expressions de 1 (jiz) montre que les deux fonctions (p et (j> satisfont aux relations suivantes :
Au / A"'u"
' \ 1,1 ln-~ 1 ,,n- 1 \ '
Soit en second lieu n pair. Posons
Le coefficient «0 est encore égal à //, Si Ton remplace z par
fti , i , i, .
\-z, 7/ se clianffc en -— ) r ne chansfe pas, et 1 on voit,
2 ° Au Cl
d après la relation
qu il faut remplacer
s/(i — «')(i — A-2«») par — -^ y/(,_ „î )(,_/•'/«''] , L identification des deux expressions de i^ donne les relations
bn^ b,rz b,,z bn^
d'où bni-2 = O, bni = A- ^ , ^n^— '', ^^ o-
En substituant cette valeur de b,, dans les relations précédentes, on obtient les rapports de deux coefficients équidis-
laïUs dos extrêmes dans les deux polynômes qui servent à exprimer la fonction p*.
Les fonctions cp et ^ vérifient les deux relations
? 77; ='Ti^.n^'^^'')'>
fe)^yP^^("
185. Les fonctions cp [u) et^^ («) satisfont à deux équations différentielles du second ordre qui pourraient également servir à déterminer leurs coefficients.
On a en e(fet
du
dz ^
dv
d [nz) z= ndz ;
d'où
On peut écrire cette équation sous la forme
(, - „.) (, _ ,^ „) (^') = «■ \j. - {■ H- n + ^'"'Ji
on en déduit, en la différentiant,
Posons , pour abréger,
I dA
puis remplaçons v par le quotient j-t-^? l'équation précédente devient
^ du^ \ du ' du
^^s-isyi-'S-"'
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Si n est impair, les tonctioiïs cp et ^ étant des polynômes premiers entre eux, les deux fractions précédentes ne peuvent devenir infinies pour aucune valeur finie de la variable m, et, par conséquent, se réduisent à des fonctions entières; il est facile de voir, en outre, que les degrés de leurs numérateurs surpassent de deux unités ceux des dénominateurs-, donc les quotients sont du second degré et de la forme
En faisant 11 = o dans la seconde fraction, on obtient
\diû J u-o
En ordonnant les deux termes de la première par rapport aux puissances décroissantes de i/, on trouve n^ h^ lî^ pour premier terme du quotient; ainsi
Les fonctions çp et ^|/ satisfont donc aux équations
Lorsque n est pair, la fonction ^ est de la forme
» rrr ç, y/Â,
'jpi étant un polynôme entier du degré n'^ — 3. Les deux termes de la seconde fraction et le dénominateur de la première sont évidemment des polynômes entiers; par suite, le numérateur de celle-ci est nécessairement une fraction rationnelle, mais il est facile de reconnaître qu'il est aussi entier. Puisque les deux fonctions a; et tj^ ne s'annulent jamais en même temps, ces fractions se réduisent, comme pour le cas de n impair, à un binôme
Si l'on fait ii =o dans la seconde, on trouve
D T=:lh,— o.
Ordonnons les deux termes de celle-ci par rapport aux puissances décroissantes de u et faisons la division, le premier terme du quotient est n^l} u^ \ il en résulte
Les fonctions 9 et ^p vérifient encore les équations (9).
On donne X (^) , il faut déterminer X ( - j? « étant un
entier^ c'est l'opération inverse de la précédente.
Dans la formule par laquelle on exprime \ (nz) en fonction
de 1 (z) , remplaçons z par -t nous aurons l'équation à la résolution de laquelle se ramène la question proposée.
Considérons en premier lieu le cas où n est impair; désignons par p» la fonction donnée X ( ^ ) et par u l'inconnue ^ ( - ) • L'équation qui donne u est une équation du degré n^ (n'' 183),
j w («„._, /^"'-' + an.-, «"'-^ ... -h ri)
ses racines sont les diverses valeurs que prend la fonction
X (__}_i_ 2^^ |, dans laquelle les lettres p et q reçoivent
toutes les valeurs entières de o h n — i .
La somme des racines est égale à u -^^-^î et leur produit à
p» Mais nous avons tioiivé (n" 183)
il en résulte
formules qu'il est facile de démontrer directement.
188. Abel a démontré que l'équation (i) jouit de la propriété remarquable d'être résoluble algébriquement. Soient en eflbt a et ,5 deux racines quelconques de l'équation binôme
x" — I =r o ; posons
K«-hK^"^)^" ••■-■'•(^("-')^)-
\/z /z /' \n n ni' \n n n]
La fonction F a pour périodes w et w'; car si Ton augmente ^ de w, et que Ton multiplie chacun des ternies de la parenthèse par a, ce qui revient à multiplier la puissance z^'^""" par a" ou par l'unité, les termes d'une même ligne horizontale se permutent circulairemenl^ si Ion augmente z de o)', et si Ton multiplie par j3 , la permutation circulaire s'opère entre les termes d'une colonne verticale. La fonction F(::,a,|3) peut donc s'exprimer rationnellement au moyeu de ^ (z) et
de sa dérivée, el Fou a
L, M, N étant des fondions entières de X (z).
Chaque eouple a, jS de racines de l'équation binôme fournira une équation analogue à la précédente. Si l'on ajoute membre à membre, en groupant ensemble les termes dans lesquels p et q ont les mêmes valeurs , on voit que le multiplicateur de chaque groupe est nul , à l'exception de celui du premier groupe qui se réduit à n^. On aura donc pour X ( - j une expression de la forme suivante :
(3) hI]=-.
Le premier radical, celui qui correspond à la combinaison a = (3 = 1, en vertu de la relation (2), a pour valeur nA(z).
189. On peut calculer les polynômes L.2, Mg, Ng, L3 ,..., de la manière suivante.
Développons chacun des termes de la somme
aP p?
d'après la formule qui donne 1 (z -i- t.) , cette somme prend la forme
R et S désignant des fractions rationnelles composées d'une manière bien déterminée avec X f - U ^ ( - ) ' ^ ( ~~ ) ^^ ^^^
deux racines a, Ç de l'équation binôme. La puissance n'''"' de cette quantité est également connue et de même forme ; nous
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la désignerons par
Imaginons actuellement que l'on calcule la fonction
cette fonction admet, comme la première, les périodes o) w' et l'on voit facilement qu'elle s'exprime ainsi :
Puisque les deux fonctions F et F, restent invariables quand on augmente z de w ou de w', il en est de même de leur somme et de leur produit
2R., Rj_s;y
Ces deux nouvelles fonctions étant des fractions rationnelles de /(î) qui ne doivent pas changer quand on remplace
X ^-j par Tune quelconque des racines de l'équation (i ), ou
peut les exprimer par des fonctions symétriques des racines de
cette équation, et, par suite, en fonction rationnelle de ;i (z).
Il résulte de ce qui précède, gua l'on peut exprimer aîgê-
hriquement A ^îj en fonction de 1 (z), des racines /i'^'"" de r unité, de ^« ( - ) et d(; / ( — ) .
La formule par laquelle nous avons exprimé
renferme n- — i radicaux d'indice n. Si Ton combinait leurs valeurs de toutes les manières possibles, le nombre des combinaisons surpasserait le nombre des valeurs de l'inconnue 5 il v a donc un choix à faire parmi ces diverses combinaisons. Nous allons exposer une solution plus simple du problème de la division qui ne présente pas cet inconvénient.
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Posons
ptiis
a étant une des racines de l'équation binôme x" — i = o. La fonction i|; (-» a ] admet pour périodes w et o)'; car lorsque z
augmente de w, 9 (^^ ne change pas, et, si Ton augmente z
de co', en multipliant en même temps les termes de la parenllièse par a, les termes se permutent circulairemenl. La fonction ^ (-, a) peut donc s'exprimer rationnellement à l'aide de X (z) et de sa dérivée. Soit
^('i, a^ A + BV(z'
A, B, C étant des polynômes entiers en A (z), que Ton calculera ainsi qu'il a été expliqué au numéro précédent pour
F (s, a, (3). On a donc
Si a désigne une racine primitive de l'équation binôme X" — I — o, les n racines seront représentées par
chacune d'elles donnera une équation analogue à la précédente : si Ton ajoute ces équations membre à meuibre, les termes de
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chaque colonne verticale, à rexceplioii de la première, ayant une somme égale à zéro, il vient
L +v''^=^Têf^ 1
En vertu de la relation (2), le premier radical a pour valeur Le produit
ne change pas quand z augmente de 0/5 ceci revient à diviser le premier facteur par a"~f' et le second par a^^ ce produit a aussi pour période w ; on peut donc Texprimer en fonction rationnelle de "^{z) et de sa dérivée -, nous le représenterons par
H, Il en résulte ;
¥ji+Gj,V (z) P
V^ V C, ~ A,:hB.V(^) L C. J
On calcule les polynômes entiers Fp, Gp, Hp, de la même manière que les polynômes A, B , C. Quand on aura substitué à la place des divers radicaux leurs valeurs en fonction de
W ^ , lexpression de 9 I - 1 n aura plus que n ^ a-
leurs distinctes, ainsi que cela doit être.
t91. La fbnclioii 9 ( - ) étant déterminée, on cliercïie / f - j . A cet effet, on pose
a désignant toujours l'une des racines de l'équation binôme
X" — I = o. Les fonctions /(-'«) et cp ( - | ayant les
mêmes périodes w et «w', on peut exprimer la première au moyen de la seconde et de sa dérivée, et Von aura
a^h ^ c étant des polynômes entiers en 9 ( - J •
Si l'on développe chacun des termes X ( - -^-p- y la valeur de / ( -, c/. ) se présentera sous la forme
A, B, C étant des polynômes entiers en/ \-\ I-^ valeur de
^ j-,a ) ne change pas ([uand on remplace / ( - | par
\{ — ^ V "]'' c'est-à-dire lorsqu'on remplace M ~ ) P»i^ Func quelconque des n racines de l'équation
y II
dans laquelle, après avoir développé chaque terme et remarqué que ^'( - ) disparaît, on regarde ^ ( - ) comme rinconnue.
Le calcul de -^ i-, ex. j en fonction de 9 f - | s'efTectuera encore
de la même manière que celui de F [z, a, |S) en fonction de À (z) , en remplaçant l'équation (i) par l'équation (6), On aura ainsi
0 qp
En opérant de la même manière pour chacune des racines a<>, a% a-,..., a"~^ de l'équation binôme, et ajoutant les résultats , on obtient la formule
'»eH
Chacun des radicaux s'exprime par une puissance du pr mier ; en effet , le produit
admettant les deux périodes o) et no)^ comme la fonction g) 1 - I , s'exprimera rationnellement au moyen de la fonction
2^0 LlVllÈ V.
<]p I - 1 et de sa dérivée 5 nous le représenterons par — — '—l •
On déduit de là
De cette manière, à chaque valeur de tp (-J correspondront /^ valeurs de/ (-J5 comme la fonction 9 (-) a elle-même az valeurs, la fonction a ( - ) aura n'^ valeurs.
Voilà comment on procède quand le nombre n est impair ^ on peut même le supposer premier-, car si l'on a ^i = n' n" ^ il
sera préférable d'exprimer d'abord X l-\ au moyen de >. (z),
192. Considérons maintenant le cas où n est pair. Dans ce cas l'équation entre v et u renferme un radical du second de- j^ré (n*' 184); si on le fait disparaître, l'équation sera du degré 2 7i^ et ne renfermera que des puissances paires de l'inconnue.
Supposons d'abord n= 2. On a à résoudre l'équation
I — k-" u' ou
(i — k'u'Y (i— v'-) — (1 — 2 w^ H-/ on en déduit
Les doubles valeurs des trois radicaux donjient les huit valeurs de // qui ne dépendent que de quaîilités toutes connues.
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193. Le calcul de X («z) en fonction de X (z) revient à exprimer, au moyen de X (2), la fonction qui a pour périodes ellipti-
<[ues -5 — ? c est-à-dire à diviser par n les deux périodes de la
fonction donnée. De même, le' calcul de X i - j eu fonction de
X (z) revient à déterminer la fonction dont les périodes elliptiques sont wo), ntù' . Au lieu de diviser ou de multiplier simultanément les deux périodes par le nombre /z, on peut se proposer d'exprimer, à l'aide de X (z), la fonction qui aurait une période commune avec X(z), et pour autre période la période correspondante de X (z) divisée ou multipliée par n. En répétant deux fois de suite la même opération sur les deux périodes w, w' de X {^) on retrouvera, soit X(az^), soit
Nous désignerons par h^ le module de la fonction inconnue, et par ^1 son paramètre, de sorte que la fonction sera représentée par X (g'i-s, /fi). Nous nous occuperons d'abord de la division , en commençant par les cas les plus simples.
Dwision par deux.
194. Premier cas. Division de la première période. — • Le produit l[z)l{z^j\ admet les périodes -, 'o', il san-
imlc pour z = o et z = ~^ et devient inlîiii pour
w Z = — Qt
= 7H '' d'ailleurs le parallélogramme ( -5 w' ) ne renferme
pas d'autres zéros, ni d'autres infinis, que les précédents: on a donc
La constante A est donnée par la formul
i) = KB)^
on a ensuite
^, = A, ^ = An{z)-x[^z-^'^^y(^z + '^y(z + -^
Puisque
i-hv/i-/^ il en résulte
195. JReniai'quc. — La valevir de A ( ^ j , dont nous nou» sommes servis, s'obtient par la formule
On trouve ainsi les quatre valeurs deX ( rrU en désignant par fîet
fl' un système quelconque; de périodes elliptiques de la fonction 1 [z), c'est-à-dire en posant (n" 90)
il == (4/'/ -hi) w + 4<^w',
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avec la condition
(4«-M)(2^-m) — 8^r = dli.
Ces quatre valeurs sont celles de
elles sont deux à deux égales et de signes contraires^ la piemièro et la troisième, ainsi que la seconde et la quatrième, ont pour
produit y Le calcul précédent comprend la division par deux
de la première période il de Tiin quelconque des systèmes de périodes elliptiques.
Second cas. Dà'ision de la seconde période
Partageons en deux parties égales , par une parallèle à
Fig. 3i. OA, le parallélogramme élémen-
ç taire OACB {fig. 3i) de la fonc-
] tion A (z,k) -^ OAC^B' sera le pa-
y, rallélogramme élémentaire de la
I / seconde fonction. A une valeur de
L — -]^ — ^(2» A) correspondent, dans le
parallélogramme OxACB, deux valeurs de 2, dont la somme est égale à -; pour ces deux valeurs
de z, la fonction 1 [g^z , K\) a une valeur unique. A une valeur de 1 [giZyJii) correspondent, dans le parallélogramme OACB, quatre valeurs de z , que Ton peut réunir par couples
Z et
Les valeurs de a(z,^), pour les valeurs de z d'un même couple, sont égales^ de plus les deux valeurs différentes de
/ (z, A) ont pour produit -• De ce qui précède il résulte que la
fonction ^ (^iZ,Ai) est une fotiction rationnelle du second degré en / (z, A),
La constante a est égale à zéro, puisque X (g-j 2, Ai) s'annule avec z. Pour que le produit des valeurs de X (^ > A) qui correspondent à une valeur quelconque de 1 [gi z ,kx) ^ soit -^ il faut
(jue l'on ait •
La
fonction 1
[gxz.h,] étant
imp;
aire, on a
ce
qui donne
la formule
l'on fait
Si
->rkV{2,)
vient
d'où
On a ensuite
Pour obtenir la valeur constante du second membre de cette dernière équation, on remplace z par j-> ce qui donne
Mais de la relation
MzUI^-f-^'^ ^,
on déduit, en y taisant z :=:. -, y
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d'ailleurs
Par conséquent,
Il en résulte
197. Si_, après avoir divisé par 2 la première période w de la fonction X (2, A), on divise encore par 2 la seconde période w' de la nouvelle fonction, la troisième fonction aura
pour périodes —, — et Ton arrivera ainsi à X (22, A). On peut
vérifier aisément ce résultat.
Par la première transformation, on obtient
fei"?
La seconde donne
Dwisiou par un nombre impair quelconque.
198. Premier cas. Div^ision de la première période, — - Soient îl et H' deux périodes elliptiques quelconques de la fonction proposée ; le produit
X(z)x/s H-- jX (zH- 2- j . . . xfz-f-fw — i)- )
admet les périodes -5 Q! \ caries facteurs se permutent circulaiiement quand z augmente de - et chacun d'eux admet la
période H'. Le facteur A (z) devient nul pour ^ = o et infini poui' z = —^ le facteur 1 iz-\ j devient nul
pour z = — et infini pour z = 1 : d'ailleurs le parallé-
* 2n ^ in 1 ^
logramme des périodes --> D! ne renferme pas d'autres zéros, ni d'autres infinis du produit que les précédents j on a dont'
(3) li^g^z,k,):=.P.\[z)\[z-^^y^^\{z-\-{n-^'^^
En mettant à part le facteur ^ (z), et groupant deux à deux les facteurs de la forme
après La formule (7) du n*^ 171 , ce qui donne
on voit que la fonction X [g^z^h^) s'exprime par une fraction rationnelle impaire en ^ (^), du degré n. On obtient la constante A en faisant
d'où
Lune des quantités -7 ^- p — est enraie a 7- ou a -— siii-
vant que /? est de la forme /\n'-i-i ou do la forme ^n' — i, ot comme
il w
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il en résulte
OU
De la relation
on déduit
Si Ton prend la dérivée des deux membres de l'équation (3), et si l'on fait z = o , on obtient la relation
et, par suite,
/w a\ /w n\ «î/f^ '' — I ii'
199. Second cas. Division de la seconde période. — Substituons comme précédemment aux deux périodes o), o)' deux périodes elliptiques quelconques ft, H'et supposons que l'on veuille diviser par // la période Q! .
On trouve par la même méthode
238 LivaE V,
puis ,
La détermination complète des fonctions inconnues ne
dépend que de celle de X ( — j ou de X ( — j ; ces quantités sont
deux des racines de l'équation que Ton obtient en égalant à zéro l'expression de X (nz) en fonction de X (^), équation du degré ri^ — i , après la suppression du facteur '^ (z). Nous allons chercher le nombre des fonctions différentes obtenues en divisant l'une des périodes par Je nombre impair n.
Nous ne regarderons pas comme distinctes deux fonctions égales et de signes contraires, ni comme modules distincts deux modules égaux de signes contraires, ce qui nous permettra de remplacer les périodes w, w'de la fonction / (z) par les deux périodes II et Ûé' définies par les formules
pourvu que l'on ait
[qm -j-i) d — ^bc r= db i;
et, dans la question actuelle, nous appliquerons à ces périodes la dénomination de périodes ellipliques. De cette manière on peut dire que les fonctions fournies par la division de la seconde période sont les mêmes que celles qui proviennent de la division de la première période. En effet, les périodes elliptiques n, — î peuvent être remplacées par
a, zzzr(2a-hl)0-|-4j3-,
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pourvu que l'on ait
(2aH-i)<î-487=:zti.
INlais si l'on prend d^n^ ce qui est permis, on obtient li;s périodes
[(2a-Hi) (2«-hi)/^ + 4 fc]o)-h4[(2a-{-i) On-hdp(l](^'
a\ = [{2.a-\-i)y-\-c]oi-\-{:^by-j-fi)(^',
qui résultent de la division par n de la première période d'un certain couple de périodes elliptiques de la fonction proposée. On verrait de même que les périodes elliptiques — » D!
peuvent être ramenées à la division par /z de la seconde période.
Supposons maintenant que l'on divise par n la première
période du couple fl, fl'. Les périodes -» Qf, de la nouvelle
fonction peuvent être remplacées par
pourvu que l'on ait
(oaH-l)^-4fi7i=:±I,
Remplaçons Ti et Q.^ par leurs valeurs dans les expressions de Hj et 12', , il vient
Soit n' le plus grand commun diviseur entre ia-\~i et w ; posons (2a-hi)= (in'-^i) 7i\ n = n'n". Prenons y = — 7i"c,
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d = '1 a' -f- 1 ', la rciaiioii (sa-j-i) à — ^^y= ±i devient
{la'-^i) (2a-|-i)-l~4p/?''c = ±: I.
On clioisira a et|3 de manière à vérifier cette relation. D'après cela les valeurs de fli et de H', prennent la forme
q étant un entier quelconque. Lorsque q augmente d'un multiple de n" ^ la fonction ne change pas: il suffira donc de donner à cette variable les valeurs o , i , 2 , . . . , az'^ — 1 . D'ailleurs les 11!' fonctions ainsi obtenues sont différentes entre elles-, car il est impossible de ramener les périodes elliptiques de l'une à celles de l'autre.
Le même partage du nombre n donne encore ii! fonctions distinctes aux périodes
fonctions qui diffèrent des précédentes. Ainsi chaque partage en un produit de deux facteurs n' n" fournit 11' -\- n" fonctions distinctes. Un second partage en deux facteurs u^ n\ donnera encore //, -h n\ fonctions différentes.
De ce qui précède il résulte que :
1°. Sin est premier^ le nombre des fonctions est n -j-i 5 2". Si n est un nombre composé^ le nombre des fonction est égal à la somme N des diK'iseurs de n .
202. Remarque. — Soient n et /z'deux nombres entiers impairs et premiers entre eux, les fonctions que l'on obtient en divisant la première période de ^' (2 ) par n et la seconde par n' sont comprises dans celles que donne la division de la première période par le produit nn' . Si n et n' ont un plus grand commun diviseur d et que l'on pose n = n^ d, n' =: /?', r/, pour diviser les deux périodes respectivement par n et n' ^ on cher-^
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chera d'abord X [tlz^h), puis on divisera par //i«', la première période de cette fonction.
203. D'après ce que nous avons dit au n" 91, quand deux fonctions elliptiques ont même module, les systèmes de périodes elliptiques se correspondent deux à deux de manière à présenter le même rapport. On voit aisément que les fonctions dont nous venons de parler ne jouissent pas de cette propriété et qu'elles ont, par conséquent, des modules différents. Ainsi le module ki a autant de valeurs qu'il y a de fonctions différentes. L'équation entre les modules k et ki jouit de diverses propriétés, parmi lesquelles nous indiquerons les suivantes, données par Jacobi.
L'équation modulaire est symétrique par rapporta k etAj. En effet, si, après avoir divisé par n la première période de la première fonction, on divise par 7i la seconde période de la deuxième fonction , on revient au module primitif; c'est-àdire que, si l'équation est vérifiée par k ■■= o:. A, = |3, elle doit l'être également par k = ^, hi = a..
204. La fonction elliptique, qui a le module complémentaire A' et pour paramètre l'unité, admet les périodes elliptiques -7- et— (n" 107); de même la fonction elliptique dont le module est A', et le paramètre ^x •> admet les périodes elliptiques
— et — : c'est-à-dire que le module A' correspond à la divi-
sion par n de la seconde période de la première fonction. La relation entre A' et A', est la même que celle entre k et ki ; donc l'équation modulaire ne change pas lorsqu'on y remplace A et A", respectivement par \' i — A- et Vi — ^i-
La fonction X ( A^;, - j a pour périodes elliptiques w — 2 0)' et
w'; la fonction X (^j Ai z , — ) a pour périodes elliptiques le sys-
teme 2 w et w qui est équivalent a et w. L equa-
tion modulaire ne doit pas changer quand on y remplace h par \ et h par^.
Lorsque le module k est réel et moindre que l'unité, si l'on choisit les périodes elliptiques indiquées au n^ 109, et si l'on prend leur rapport p, on voit que, quand on divise par n l'une ou l'autre des deux périodes w , w' , le nouveau module est réel ; il diminue si l'on divise la première période, il augmente au contraire si l'on divise la seconde. Quand n est un nombre composé , si on le partage en deux facteurs n! et n" premiers entre eux, la division des périodes respectivement par les nombres n! et n" donne également une valeur réelle de /fj.
Multiplication par u?i nombre entier quelconque.
205. C'est l'opération inverse de la précédente. Si le multiplicateur est le nombre 2, la fonction inconnue s'obtient par la résolution d'une équation bi-carrée (n° 194), ou d'une équation du second degré (n^ 196), suivant qu'il s'agit de la première ou de la seconde période. Si le multiplicateur est un nombre impair n , la fonction inconnue est racine d'une équation du degré n (n^ 198). Dans le premier cas le module s'exprime en fonction de h^ par les formules des n''^ 194 et 196 5 dans le second cas, il dépend d'une équation dont le degré est la somme des diviseurs de n.
Lorsque n est impair, l'équation du degré tz, qui donne h fonction inconnvie, est résoluble algébriquement. La simplification indiquée au n" 190, dans la recherche de ^ ( - , /: | en
fonction de ^(2, A), consiste à multiplier d'abord l'une des périodes par n , puis l'autre.
CHAPITRE V
206. Le problème que Ton se propose de résoudre est le suivant :
Trouver toutes les fonctions rationnelles j de la variable x qui satisfont à l'équation différentielle
f(r dx
La constante k est donnée ^ il faut déterminer les constantes s, et Al en même temps que la fonction y. Pour un couple de valeurs attribuées arbitrairement aux deux constantes gi , /f, , l'équation différentielle n'a pas, en général, de solution de l'espèce considérée, c'est-à-dire dans laquelle j s'exprime rationnellement enx.
^^^i'^Jo ia valeur de j qui correspond à x=: o ; concevons que l'on exprime les deux variables y et x en fonction d'une variable auxiliaire z , en posant
. , <^j dx
( I , = = dz;
d'où
^_ r^' dx _ Çy ^v
X sj(x-x^){i-~k^x^) ~ X s^^{^-y''){i-Kr)
Désignons par a l'une des valeurs de l'intégrale
on aura aussi
dy
et par suite
Il est d'ailleurs évident que deux fonctions elliptiques x etj, définies par les équations (2 ), satisfont à l'équation (i) quelles que soient les constantes g^ et h^. La question revient donc à la suivante : Déterminer toutes les fonctions
qui s'expriment rationnellement par une fonction elliptique donnée
xz=\[z, k),
207. Supposons que les valeurs des constantes ^1, h^y a soient telles que l'on ait
P et Q étant des fonctions entières de x. Désignons par w et 0/ un couple de périodes elliptiques de la fonction x ^ par Wi , w'^ un couple de périodes elliptiques de la fonction j^. Quand z augmente àe ta, x ne change pas, y ne doit pas changer non plus, ce qui exige que w soit égal à une somme de multiples de Wi et w', ^ le même raisonnement s'applique à aJ . Ainsi , il faut d'abord que l'on ait
... ( co = />w, + '?«;,
\ w' = p' w, -\- q My, OU "
1 Wl
1 , — p'oi-hp^' I
en désignant pour abréger par N le nombre entier
Mpq'-vp')-
Lorsque les conditions (4) sont satisfaites, la fonction y s'exprime rationnellement au moyen de x et de sa dérivée puisqu'elle admet les périodes w et (sJ . Il faut trouver la con dition pour que la dérivée n'entre pas dans cette expression
Le second membre de l'équation (3) ne change pas, lors
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cjuoii remplace z par z, il faut donc que Ton ait
et , par conséquent ,
OU, en tenant compte des relations (4),
(2//^-f- ï — p)^h + (27'' — y)to',
La condition (6) est suffisante (n° 80)-, elle exprime qu'à une même valeur dey correspondent, dans chaque parallélogramme élémentaire, deux valeurs de z ayant une somme équivalente
Degré de la transformation,
208. Commençons par évaluer le degré de la fonction y par rapport à x.
Considérons d'abord le cas où p et ^ sont premiers entre eux j prenons deux nombres r et 5 assujettis à la condition
ps — ^r = zt 1 .
La comparaison des relations
P^ — <7/?' = db N , ps — qr = diz i donne
p'z=^r-hpt,
t étant un nombre entier.
Le parallélogramme défini par les formules
est un parallélogramme élémentaire de la fonction j' aux périodes elliptiques Wi, w', • mais ces deux périodes nouvelles w,
fSi'^ ne constituent pas en général un système de périodes elliptiques de la fonction j^. Puisque
Nw" + ^w,
la fonction x aux périodes elliptiques w, o)' admet aussi les périodes elliptiques
Les deux parallélogrammes élémentaires (w, o/') et (oo, Nw^^) Fig. 32. ont un côté commun w, le
second côté du deuxième est égal à N fois le second côté du premier. A une même valeur de y correspondent deux valeurs de z dans chaque parallélogramme élémentaire et, par suite, 2N dans le grand parallélogramme. D'après la relation (6), à laquelle doit satisfaire la
constante a, la somme des deux valeurs de z étant équivalente
à -î les points qui les représentent sont placés comme l'indique la figure, de telle sorte que les droites Oa, Cyb^^ soient égales et parallèles. Chacun des couples (a, è„}, (rtj, ^„_i)vî
(cin-\ 5 ^1) donne une somme égale à Nw'^ H — \ il en résulte
(|u'à une valeur de y correspondent seulement N valeurs de x, c'est-à-dire que / est un fraction rationnelle en x du degré N.
209. Si p et q ne sont pas premiers entre eux, soit d leur plus grand commun diviseur, p^ et q^ les quotients àe p el q par d. On cherche, comme dans le cas précédent, deux entiers r et s par la condition p^s — </, / .-= zh i, et l'on pose
d'où
La fonction )^ admet le parallélogramme élémenuirc
- =r ^>», w, H- r/i w , , w = rw^ -+- 5 w, ,
et la fonction x les périodes elliptiques
A une même valeur àej correspondent dans chaque parallélogramme élémentaire deux valeurs de z ayant une somme équivalente à — Si d est impair, cette somme est équivalente à
w . w w d — I w -^ -tw
—ri puisque - = — - -\ Y Dans ce cas nous appellerons
2 m 2 2 rf 2 2m
u la fonction aux périodes elliptiques -? Ni o)". Le parallélogramme relatif à la fonction u contient 2 Ni valeurs de z que l'on pourra grouper deux à deux, comme précédemment, de manière que chaque couple présente une somme égale à
— : -h Ni o)'': d'où l'on conclut que r est une fonction rationnelle en u du degré Ni. Mais la fonction u peut êlre considérée comme ayant les périodes elliptiques - et Ni w'' -\- t--,
c'esl-à-dire - et w'^ on l'obtiendra en divisant par d la première période de la fonction x\ c'est donc une fonction rationnelle en X du degré d. Il en résulte que y est une fonction rationnelle en X du degré Ni J ou N.
Si d est pair, la somme - équivaut à zéro, puisque - = - -: y est donc une fonction paire en x. Appelons u une fonction paire admettant les périodes -> N, w^^ Dans le parallélogramme relatif à w, à une même valeur de y correspondent 2 Ni valeurs de z que l'on groupe deux à deux de manière que
chaque couple ait une somme égale à ~ + N, w'^j on en conclut que y est une fonction rationnelle en u du degré N,. Mais
la fonction u peut être considérée comme ayant le parallélogramme élémentaire ( -» fù' j: dans chacun d'eux, à une môme valeur de u correspondent deux valeurs de z dont la somme est nulle 5 dans le parallélogramme (-> w j relatif à x^^ se trouvent d valeurs de z ayant deux à deux une somme égale à — H- w', donc u est une fonction rationnelle en x du deerré-
et, par suite, y est une fonction paire en x du degré N. Ainsi, dans tous les cas, le degré de la jonction y par rapport à x est égal au déterminant N = ±: [pq' — qp']-
Transjormaiion du premier degré.
Nous allons chercher d'abord toutes les transformations du premier degré; on les obtient en supposant le déterminant N égal à il= I. Il y a plusieurs cas à considérer.
210. Premier cas : p impair, q pair. — D'après la formule (7), on peut donner à a l'une des quatre valeurs
w, tù w, -h w' ^. p ,, 1 r »•
o, — î — ^> -' bi 1 on appelle j^ la lonction qui correspond à a = o, les diverses valeurs dey seront ±^1, it 7 — \ calculons la fonction /i = X [g^ 2, h^). Les fonctions y^ et x ont les mêmes zéros et les mêmes infinis; donc le rapport —
est une constante A. Pour avoir la valeur de la constante A, dans la relation y^ = Ax, faisons
c'est-à-dir
U en résulte
A = 1, ou A ^= A.
On obtient le module Ai en faisant
on trouve , lorsque A = i , ^\ z=zk, et lorsque A = A , Al = -' On a ensuite soit ^i= i, soit g^ = h. Les solu-
tions de ce premier cas sont donc
(8) >î-, = /Ç-, ^,= 1, jr = ±.r, y=±-^y et
211. Second cas : p pair, q impair. — La valeur de a est de l'une des formes di-^ dz y-j appelons y^ la fonction qui
correspond à a = y 4- y-*, les diverses valeurs de y seront,
comme tout à l'heure, dz^i, dz •
Soit
En faisant 2 = 0, on a
Si Ton remplace z par — i-^=— -h^, xse change en — a:
X et r en ^ — ; il en résulte
et, par suite,
Ces trois relations se réduisent à deux, et la première donne pour m la valeur déjà obtenue. Le premier membre s'annule pour
mais on a
W|-}-W, , w , w' Wi -f- w' , w'
suivant que q' est pair ou impair-, dans le premier cas
— = -= et dans le second — = --• Supposons d'abord û' « sfk fi ^f, ^^ ^
pair,
on aura
V/'^- . Il
Pour obtenir le module /r,, nous ferons
d'où
I H- -rr -.
Prenant les dérivées et faisant 2 = o, on a
_ z=: Il — mn' —. 2 — =
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d'où
Les résultats correspondant au cas où (j' est impair se déduisent des précédents par le changement de k eu — k^ Ainsi les formules pour le second cas sont ^
lO) y =1 zn. = =:» y rz: it 7=. -r:-
et
I ( i-^i sjk
f^-. \ . —isjl i ' 2
, . , I -f- ^V^ I 4- '-^ V'^A" 1 ï — ^ V^A" ï — ijr J7i
(il) X = li: ^ ^5 j = zz: — ^ — '— —^'
i — i'sJA- 1 — ix \/k i -{-■ i s/J- i -\- i.v \J A
Le cas où p et q sont impairs dotnie les mêmes formules que le précédent.
A cause des deux valeurs du radical s/k , on voit que le nombre total des valeurs de k] est 6, et qu'à chaque valeur de k] correspondent deux valeurs distinctes de ^-.
Transformations du second degré.
212. On trouverait avec la même facilité les transformations du second degré 5 mais nous verrons par la suite qu'on les obtient en combinant deux transformations particulières du second ordre avec celles du premier. C'est pourquoi nous nous bornerons à considérer le cas particulier suivant qui nous sera utile.
Soit
La fonction j est une fonction paire du second degré; posons
En faisant ^ = o, on obtient m =: i. Changeons z en
-- -\- z =z }-^ la formule devient
Identifiant avec la valeur précédente, il vient
kx'
Pour 5; = — !■
I /?-zti , Xqzi
_. • ;io er> s
ki /f _|_ I A zt 1
Enfin, en égalant les coefficients des puissances de ^^, on obtient
Transformation d'un degré quelconque quand y s'annule
auec X.
213. Nous allons indiquer maintenant comment on détermine en général la fonction y. Nous examinerons d'abord le cas où la fonction y s'annule avec x.
Dans ce cas, a est nulle ou de la forme m — -h « w'. : l'é-
quation (7) montre que p est impair, q pair, et l'on a
nous calculerons A (^^ z, A"i).
Supposons d'abord p et q premiers entre eux*, si l'on compare la fonction y k la. fonction qui admet les périodes ellip-
tiques (u^'SOS),
w n: ^ Wi -h ^w', , w" = r w, -f- J Wi ,
on voit que ces deux fondions, ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis, sont clans leur rapport constant^ la première est égale à la seconde multipliée par l'une des constantes
rt i,ziz-- Mais la fonction aux périodes elliptiques w, tsi"
s'obtient en divisant par N la seconde période de la fonction X = \ (2, A). SiNest impair, on pourra diviser par N la première période au lieu de la seconde. Si N = 2"N', on pourra "^ diviser la première période par IN', puis la seconde îi fois de suite par 2.
Si p et q ne sont pas premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur <i est impair*, on divisera d'abord par d la première période w, puis on opérera comme précédemment (n" 209).
La valeur dey, pour z ^=—^^ est nulle ou infinie suivant que
q' est pair ou impair-, donc le degré du polynôme Q sera supérieur ou inférieur à celui du polynôme P, suivant que les nombres q' et jN seront pairs ou impairs. Il faut remarquer en outre que la valeur àe y est égale au produit de x par une fonction rationnelle de x^.
Transformation rTiin degré quelconque quand y ne s^ annule pas av^ec x.
Ce cas se subdivise en quatre, suivant que p et q sont pairs ou impairs.
Premier cas : p impair^ q pair. — La relation (7) donne
w Wi H- w', .1 P • 11 1 .
a =: -^ ou a = ; car il laut rejeter les hypothèses
ft r= o , a = — qui donneraient y = o pour j? r= o. La fonc-
tion Y est ésjale à ± ;— , c'est une fraction du premier
degré de l'une des fonctions qui s'annulent avec x.
215. Second cas: /; paii\ q impair. — Considérons uno fonction auxiliaire y^ s'annulant avec x et admettant les périodes elliptiques w.^, w', déterminées par les formules
dans lesquelles les nombres entiers a^ by d ^ //, vérifient la relation ah' — ho! = zh i . On aura
w z= [ap 4- «' <7 ) &>2 -f- (bp -4- b' q) m\ , o>' rr: (aj/ + a' q' ) W2 -Jr[bp' -^b' q' ) oi\ , (np -f- «'7) (V -f- b'q') - (bq -h b'q) {ap' -f- «'7') = (Pq' — 9P') [ab'—ba') = P^.
Si l'on prend, ce qui est permis, a == h = a'= i et è'= 2, la fonction j^i est une fonction rationnelle en x du degré N;
on voit que la somme -des deux valeurs de z qui dans chaque parallélogramme correspondent à une même valeur de y est équivalente à — » et par suite que y est une fonction rationnelle du premier degré en yi. Ainsi j>^ est une fraction du premier degré de l'une des fonctions qui s'évanouissent avec x.
Troisième cas : p et q impairs. — On traite ce cas
comme le précédent et on arrive à la même conclusion. On
prendra
a =: b = b' = i et a' z= 2..
217. Quatrième cas : p et q pairs. — Comme nous l'avons vu au n° 209, la fonction y s'exprime par une fraction qui ne contient que des puissances paires de x.
Soit p = 2pi^ q = 2qi'.^ posons
Désignons par Ag le module delà fonction aux périodes elliptiques Wg , w', et par g^ son paramètre, la fonction
sera donnée par la formule du n** (212)
I -h kx
Xy = ; .
1 — X-x' On a ensuite
Le déterminant
est égal a — Posons maintenant
Z4-j=z', d'où .r, =z: /(^jZ', /,);
la somme des deux valeurs de ^, qui, dans chaque parallélogramme élémenlaire, correspondent à une même valeur der étant équivalente à o, la somme des deux valeurs de z' est équivalente à -^; il en résulte que y est une fraction rationnelle
N en x^ du degré — • Si p' et q' ne sont pas tous deux pairs, cette
fraction se déterminera comme nous l'avons dit; mais si p' et q' contiennent le facteur 2, on répétera une seconde fois la même réduction. Cette seconde transformation ramène le module primitif A, tandis que le paramètre acquiert la valeur 2. et la nouvelle fonction Xg a pour valeur
I \ i — ik^ x^ -\- k'^x^
("+rO
218. Le résultat de deux transformations successives, l'une du degré n , l'autre du degré ji' , s'obtiendrait par une seule transformation de l'ordre ^ = jin' . Réciproquement, toute transformation de l'ordre N = im' peut s'obtenir par deux transformations successives, la première du degré //, la seconde du degré n' . Cette propositiou est évidente lorsque la fonction r s évanouit avec x, puisqu'alors on obtient la fonction en divisant les périodes de x par deux nombres dont 1<^ produit est N
et que Ton peut remplacer chaque division par deux divisions successives 5 il est facile de l'étendre à tous les cas.
En appliquant au cas où le déterminant est égal à 2 ce que nous avons dit dans les n°^ 213 et suivants, on voit que les transformations du second degré s'obtiennent en combinant, soit la formule (2) du n^ 196 pour la division de la seconde période par deux, soit la formule (12) du n" 212, avec les formules de transformation du premier degré.
219. Legendre s'était proposé le problème de la transformation comme moyen de simplifier le calcul de la valeur approchée de l'intégrale définie
dans laquelle le module h a une valeur positive inférieure à l'unité. On obtient rapidement la valeur approchée de z^ lorsque /^ est voisin de zéro ou de un-, il s'agissait de ramener l'intégrale à l'un des cas précédents, par un changement de variable. Dans la première transformation indiquée par Le- <yendre, la fonction y est une fonction irrationnelle de x; elle correspond à la division par 2 de la première période de la fonction x.
CHAPITRE VI
uemarques sur la transformation.
Remarques sur la divisioii de la première période.
220. Nous avons donné, n°^ 198 et suivants, les formules indispensables pour la division de Tune des périodes d'une fonction elliptique par vin nombre impair Ji, A ers formules, on en peut ajouter beaucoup d'autres utiles dans les applications.
Supposons d'abord ([u'il s'agisse de la division de la prc-
IIEMAUQLES Sun LÀ THA^SFORMATïON. ^5^
niière période ; on a trouvé
(i) >.(^-.,,/,) = AX(2)x(^z-f-^j )7.-f-2?V..). ('z4-(«-.)?y
(3) ^^= ^' UJ' r^/'"'V~l~ n)
221. Remarque I. — On démontre aisément que la fwiccionM((^i2,Ai )'Pt leproduit
xDin les mêmes périodes élémentaires — et f- H', les mêmes
n in
\ zéros et les mêmes infinis; donc d'où, en faisant z = o ,
On a de nie
même
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En faisant ^ = V dans la formvile (7), il vient
^ , /w f2\ [a a\ /w « — 1 fl\
el, en se servant de la relation v ( -^ — ^ \ v (z)=/i'(n" 10! ),
La division membre à membre des formules (1) el (5) donne
La comparaison des formules (8) et (9) , puis des formules (2), (3), (4) conduit aux relations
('») ''tV'l'î!) ■''("'?-) "/SVr--
222. Reaiauque il — Au lieu d'exprimer les fonctions 1 (giz^ki)^ fji(g-i^,/r, ),..., paï' des produits, on peut les exprimer par des sommes.
Si, dans la formule (i), on groupe le facteur X [ z -j j avec le
facteur X Iz -h {n — 0 "^ ) 4"^ est égal à 1 iz — — ], puis les
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facteurs X ( z -h 2 — ^ 7. (^ z -{- {n — 2)— J,..., on a
liîLwSV
Il en résulte d'abord, d'après les relations (4) et (11),
X(^..,/-.)==^.A(.) JJ ^^J
Si^ dans l'équation (i5), on considère 7^(§iZ, A,) comme une quantité donnée et X(z) comme l'inconnue, les n valeurs de l'inconnue sont les valeurs des quantités
puisque le second membre ne change pas quand z augmente de — . Or, si l'on ordonne réquatioo par rapport aux puissances de X (z), on voit que la somme des racines est égale à
or ,
OU a
^Mff.^,^.)-
260 LIVRE y.
Ainsi
On a de même
pzzzn — I
('î)-ci-("r)
223, Remarqué III. — On exprime aisément par des formules analogues à celles des numéros 221 et 222 la fonc-
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tion 1 — 1 [giZ, ki), qui, dans chaque parallélogramme élémentaire, admet le zéro double -y — On sait(n*^ 198) que l'une
des quantités y — h P - est égale a y ou a -y-^ suivant que n
est de la forme 4'^' + i ou de la forme 4^^ — ^ • On aura donc, dans le premier cas^
(20) ,-X(g'..,X.) = B Yl ^i-.l(^z+jj^y^, dans le second cas,
(21) i-X(s^.z,y;.)-B Jl |^i+x(^z+;;^^].
La constante est la nièiiie-, on la détermine en faisant z = o, ce qui donne
La fonction i — hil (giZ^ k^) admet, dans chaque parallélo-
gramme élémentaire, le zéro double y h — • Lune des quan-
. , a a' £2 , , , , n n.' , 3a oJ
tites -7— H h^ - étant esale a -7 H ou a -^ H <.
suivant que ?î est de la forme 4'i'4-i ou de la forme /\n* — i,
on aura, dans le premier cas,
p=n — I ^22) l^k;{g,Z,k,)=:C II ^l^n(^Z-^p~^'j.
dans le second cas,
(23) i-/;.x(^.z,A,) = c YL ïi-hn(z-^p^y\]-
En faisant z = o, on trouve
On peut transformer ces formules, si l'on met à part le premier facteur, et si l'on groupe les autres deux à deux, en remarquant que
et que
on obtient les quatre formules suivantes
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La première et la troisième s'appliquent lorsque n est de la forme 4 'i' -h i , les deux autres quand ji est de la forme 4 f^' — i • En remplaçant z par — z, on obtient les fonctions
on en déduit les valeurs de a(giZ^ /.i) et de "^{giZ-, ^i) oble-^ nues d'une -autre manière.
Remarques sur la division île la seconde période.
224. Les formules pour la division de la seconde période sont semblables aux précédentes; on les obtient en remplaçant dans celles-ci, dont nous désignerons l'ensemble par (5), Q. par
n', et, en outre, dans la formule ('-*) A par ( — i ) - A , et
dans la formule (3) ^, par ( — 1) - ^15 soit [s') l'ensemble des nouvelles formules. L'omission de ces deux derniers changements donnerait la fonction inconnue changée de signe lorsque n est de la forme 4 '^' — i- En remplaçant dans les formules [s) n par ziz // n + (i zp «) H', ce qui est permis, les signes supérieurs correspondant au cas où n est de la forme 4 «'-h I et les signes inférieurs au cas où « est de la forme 4 'î' — i» on obtient, au signe près des deux constantes A et ^1, les formules relatives à la division de la seconde période. Ainsi, abstraction faite du signe, la division de la seconde période par n donne les mêmes fonctions que la division de la première période par le même nombre, ce qui s'accorde avec la remarque du n° 200.
225. Dans les formules (5), H désigne la première période de l'un des couples de périodes elliptiques de la fonction A (^jA); c'est-à-dire que l'on a
n =r (4rt -H I ) w -h 4 ^ *^'>
4« -h I et 4 ^ étant premiers entre eux. Mais ces formules ne changent pas lorsqu'on augmente H d'un multiple àe thù ou fie n w'; or on peut prendre t et // ainsi que a et b, de manière
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que l'on ait
p et q étant des nombres quelconques n'ayant pas un même facteur commun avec n. Dans ce qui suit nous supposerons que n désigne la quantité /;a)4-</w% et qu'en outre q est pair.
Transformations complémentaires .
226. On sait que la fonction au module //, complément de hy a pour périodes (n° 107)
On en déduit
en désignant par Hi une période analogue à CL servant pour la transformation de la fonction au module complémentaire.
Si dans les formules (.?) on change z en izj Q. en zili, et que Ton remplace les fonctions
'^{gi^'-Zyk,), ii(gJz,A-,), ^j(gtiz,A^), a(giiz,/:-t)
par leurs valeurs à l'aide des fonctions
^(S'tS»^-'.)» P-(g^^y^\)y ^{g^z,lc\), T3{g,Z,k\),
dans lesquelles le paramètre g^ n*a pas changé, tandis que le module /ti est remplacé par son complément (n° 106) 5 si en même temps on exprime les fonctions
à l'aide des fonctions
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et les constantes
à l'aide des nouvelles constantes
on déduira ainsi des formules qui servent à passer du module A au module Ai celles qui servent à passer du module A^ complément de A au module A^ complément de Ai.
Les formules déduites de la série (s) seront les analogues de celles de la série (5'), et réciproquement.
Transformations suppléinen taires .
-27. Si, après avoir divisé par n la première période Q. de la fonction 1 (2, A), on divise également par n la deuxième période D! de la seconde fonction, on revient, aiusi que nous l'avons observé, au module primitif et le résultat est 1 [nz, k). Ce sont ces deux transformations successives que Jacobi appelle transformations supplémentaires ; leur ensemble équivaut à la multiplicalion de l'argument z. On a donc
A* ipgi 5 A
Mais on sait que
par conséquent le diviseur du dernier facteur a pour valeur
OU verrait de même que le précédent est
et ainsi de suite. Si l'on change l'ordre des diviseurs, la valeur de X (/i^:, A) prendra la forme suivante
(28) l(nz,i)=-l(g,z,i.) JJ
^' ,= , , ^-->Mf.^.A,
Pour fixer les idées ^ supposons le module k réel et moindre que l'unité, la fonction X [z, A) a pour l'un de ses couples de périodes elliptiques
, r du , r du
les intégrales étant rectilignes. Admettons que le paramètre gi et le module ki se rapportent à la division par n de la période w; d'après l'équation (4), quand 7? devient très-grand, kl tend vers zéro; par conséquent la limite du produit
w / /" du
est égale à 27:, celle de — est égale — ; enfin celle de > I — a, /, j î quand on suppose que a. reste fixe, est sin — a*
Si dans la formule (24) on fait z =-i t restant constant lorsque 71 augmente indéfiniment, il vient
sin^ sin^
. ,^ , ^ w . 2 7rÇ sin* 2 TTC sin*47rp
>({;,/-}=: — sm- — ^.~ Z_j:....
2 7T w . 2 ttÇ . , 2 7r<; sin^ sin^
Sin' 7rp Sin'OTrp
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C'est par cette démonstration, qu'il serait aisé de rendre rigoureuse, que Jacobi obtient le développement des fonctions elliptiques en produits d'un nombre infini de facteurs (voyez livre IV, chapitre ii).
Transjbrmation du troisième degré.
228. Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous allons effectuer les calculs pour la transformation du troisième degré et pour celle du cinquième degré. Nous (X)mmencerons parla transformation du troisième degré.
Si l'on développe suivant les puissances de z les deux membres des équations (aS) et (27), et si l'on égale les coefficients de -2 , on a
En égalant les coefficients de 2' dans les deux membres de l'équation (5) , on trouve
KM
Enfin l'équation (4) devient
Posons
l'équation (32) donne
\xil p^ puis l'équation (29)
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Substituant dans l'équation (3o), on obtient l'équation entre les modules
(33) p^-q^z=ipq{l-^p^q^).
De l'équation (3i) on déduit
La substitution dans la formule (i5) donne la formule de transformation
(3i) X q{^p^-q)^pe^2
En éliminant X* ( — J entre les équations (12) et (i3), on obtient l'équation modulaire sous la forme
qui se ramène aisément à l'équation (3o).
Si l'on suppose /? réel, positif et moindre que l'unité, l'équation (33) a une racine réelle comprise entre o et p, une seconde racine réelle comprise entre — i et — p et deux racines imaginaires. La racine positive correspond à la division de la période o), la seconde racine réelle à la division de la période w'.
Transformation du cinquième degré,
229. Les équations (24), (26), (5), (7), (4) donnent de la même manière que dans le cas précédent,
(36) ^,ii=., + 2[i(a)_X(3«)],
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dans lesquelles a désigne , pour abréger, la quantité — • Si l'on pose
on déduit des équations (Sp), (35), (36),
ip\\-^rpr)
Eliminant entre les équations (37) et (38) le binôme X* ( 2a) -f- X^ (4a) , puis substituant à la place des quantités leurs valeurs, on obtient l'équation modulaire, qui peut prendre les diverses formes suivantes :
(4o) p^—q'^^5p^-q^p^—q^) — ^pg[x-p^rj^) = 0,
(40 [fL±l\^l^LPL.llUL,
\p—qj i—p^ 1+^4
(42) {p^-X-q-'-)(p^-q^}-^pq(l -^ pq^^) [i — qp^) = o.
L'une des équations (33) ou (34) donne ensuite la valeur de X' (2a) 4- X^ ( 4 a ) , on trouve
d'ailleurs, on a
il en résulte
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d'où, eniin, la formule de transformalion
g' i-^pg'-p(p' + g')[g-\-p')x-^+P'q[fi -\-p^)x* '
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230. On peut, avec Abel, généraliser le problème de la transformation et se proposer de déterminer ^1 et /.j de manière que Téquation
ait une intégrale définie par une équation algébrique
entre les variables x et y. Si Ton continue de désigner par z une variable auxiliaire liée aux variables x eiy par la relation
(3) rf. = ^^ = ^f,
g\ ^y Lx on aura
Soit IN le degré de l'équation (a) par rapport à / ^ w, oV les périodes de la fonction elliptique 1 (^, A) ^ w^, w, celles de la fonction X(^, r,/rj). Supposons que l'on ait remplacé dans l'équation (2) x ei y par leurs valeurs en fonction de ^; quand z augmente d'un multiple de w, x ne change pas^ or à chaque valeur de x correspondent seulement N valeurs de y\ il en résulte que y ne doit pas changer lorsque z augmente
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d'un cerlaiii multiple de o) : le même raisonnement s'applique à la période w'. Ainsi il faut que l'on ait
( m' oi' =p\ Wi4- ^', w'i ,
'w? fhi Çi étant des entiers que l'on peut supposer non divisibles par un même nombre , et de même m'. p\ , c/\ .
231. INous allons démontrer que ces conditions sont suffisantes. Sur le plan, dans lequel sontfiguréesles variations de z^ marquons les points a,, «., «3, . . . , a\ , a[ ^a\, . . . , qui correspondent aux valeurs w, 2w,..., w', 2 w',..., attribuées à ^5 par les points a\ , a\, a'^ , . . . , menons des parallèles à oa , et par les points «i, «g, «3, • • • , des parallèles a oa\-^ opérons de même avec les périodes w^, où',. Le plan sera ainsi partagé en deux systèmes de parallélogrammes élémentaires qui correspondent, les premiers à la fonction x, les seconds à la fonction j. Les équations (5) expriment que les points a,„^ «g,,, «3m 5 . • • , rt'm', «'amS . ' • , sout dcs sommcts communs aux deux systèmes de parallélogrammes; les droites du premier réseau qui passent par ces points, se coupent en d'autres points qui sont également des sommets du second réseau^ l'aire de chacun des parallélogrammes formés par ces droites est égale à mm' fois celle du parallélogramme élémentaire de la fonction jc et à Piq\—p\Çi fois celle du parallélogramme élémentaire de la fonclion } .
Mais il peut arriver que les parallélogrammes renferment dans leur intérieur des points communs aux deux premiers réseaux. Pour former le troisième réseau de manière que ses sommets comprennent tous les points communs aux deux premiers, on fera mouvoir parallèlement à elle-même la droite oa^ jusqu'à ce qu'elle passe par une seconde file de sommets communs Cl, Cs , C3 , . . . • puis on joindra l'origine à l'un quelconque de ces points, au point Cj par exemple; par les points «m5«s,n, «3m>..., OU mèucra des parallèles à ocj ; enfin on prendra sur oCi des longueurs 0Ci= Cic'j= c',c" ,... , et l'on mènera par les points c',, c" ... des parallèles à o«i.
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rées, la première an deginvAs, la seconde au degré mh. De celle intégrale particnlière on déduit aisément l'intégrale générale de Téquation (i) pour le système de valeurs g-j , /tj considéré 5 cette intégrale est donnée par Téquation
C étant une constante arbitraire.
Ainsi, à l'aide de la fonction auxiliaire au module K, la cjucslion proposée se ramène immédiatement à celle traitée au cliapitrc IV, et l'équation entre x et y peut toujours être mise sous une forme telle, que les variables soient séparées. 11 résulte également du chapitre m, que cette équation est résoluble par rapport à chacune des variables.
Nous allons examiner d'abord quelques cas particuliers
1". On demande que /f, = h.
Dans ce cas, on a
par suite les relations (5) deviennent
( wg'iw =7^, w -f- 7,fo',
OU
en désignant par p le rapport —
Lorsque le module A est réel, on peut supposer 0 = r r étant réel. Si l'on veut que ^1 soit réel, il faut prendre
puis
p et q étant deux entiers premiers entre eux. Alors on auia
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Si ^1 n'est pas vée\^p\ et q^ seront différents de zéro, et Ion tire des équations {12)
m' (/, p^ -4- [in p^ — rnp\)o — mp\ ■= o ;
donc il faut alors que p soit racine d'une équation du second degré à coefficients entiers , et par suite de la forme
«-+- hsj—c
<7, b^ r/, c étant des entiers dont le dernier est nécessairement positif. On aura, en outre
(.4) „=pi±±i='':±L^.
Réciproquement, si les quantités 0 et ^1 sont de la forme (i3) et (i4)î les fonctions X (^1 ( z -h a), A) et A (z, /r,) satisferont à l'équation (i). En effet, ces relations peuvent s'écrire
d' £^^ — a' do — a 1
ou
d' g^ — a' dp — a d' g^ — a' do — a
qui prennent la forme (12).
2^. On suppose
/•,=: k' =: Sjl— k\
On a alors
d'où
im'g,pi = ^p\p — q\
Supposons A réel et p ^^ n , /• étant réel \ pour que ^1 soit réel, il faut faire ^', = ^1 = o , il en résulte
<r _.ÎZ!r=r
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c'rst-îi-dire
2\ p,m' ^ V mm'
Si l'on lie demande pas que^i soit réel, p devra être racine d'une équation du second degré à coefficients entiers, ou de
la forme ' il faudra ensuite que Ton ait
et cela suffit.
^'M. Revenons au cas général. Désignons par ^i lerapportdes
périodes — • Si les fonctions aux périodes w, o)' et Wj, w' sont
liées par une équation algébrique, il faut que Ton ait
^ A + Bp.
^ C+Dp.*
Supposons cette condition remplie. Parmi les divers systèmes de périodes qui la vérifient, si l'on prend ceux qui satisfont
aux relations
w = ka -f-lUV,
on sait que la fonction aux périodes H, Vl! s'exprimera algébriquement par la fonction aux périodes w, oV. Pour qu'il y ait une relation algébrique entre celle-ci et la fonction aux périodes «i, w', , qui a même module que la fonction aux périodes 12, fi', il faut également qu'il y ait une relation algébrique entre les fonctions dont les périodes sont respectivement o)i, b)\ et n, i)I . Si le rapport p^ n'est pas de la forme
a -^ h J^^' .1 p , 1 an'.
^ ■> il faudra que le rapport — =— soit commen-
d ^ ^^ Wi 0),
11 • • 1 1 r a -h h si — c ,
surable; mais si le rapport px a Ja lorme )~~~ ' ' y^^-
port — n= — pourra avoir une valeur quelconque de la forme
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CHAPITRE YIII
ÉQCATION DIFFÉREI^TIELLE EJNTRE LES MODULES.
Equation différentielle entre le module k de la Jonction 1 (^, k) aux périodes elliptiques oj, w', et le module ki de
fa Jonction / (^i z, ki) aux périodes elliptiques - i o/. 235. Considérons les deux intégrales définies
Jo \\— a'
ces deux intégrales étant prises le long d'une même ligne quelconque menée de l'origine au point // = i . On a
B =3 1 ~^=,,,^ — _____ du Jo y I — 11^ y/ 1 — k- lu
_ r' du r' n-rU
~Jo s/{i— ir){i— A' ir) Jo Vi— n'-){i—A''u')'
Mais en intégrant par parties, on obtient
Jo \/i — it-- V I — ^' "-' ! v/( ï — ^ " "^ y — *~^' r ' ^'^ _L r * ^^
d'où
^ f s/il ^ n-^) (1— A' u'Y Dérivons maintenant par rapport au module A les intégrales^^
A et B, il vient
Il' du
dk / J
(,_ //îWl_>^2»M3
du
c'est-à-dire, d'après la relation (3),
(4) ,_ = _A+___, ou B = (a + X _)(,-/.).! On a de même
(5) /.1?:^B-A, OU AnzrB-X'-^.
«A dk
Si on élimine B entre les équations (4) et (5), on trouve que A satisfait à l'équation linéaire du second ordre
L'une des valeurs de A, celle qui correspond à l'intégrale
rectiligne,est-^; puisque l'équation (6) est linéaire, w est l'une
des solutions de cette équation. Les diverses valeurs de A sont comprises dans la formuler
Kr=r. m-y -\- n -1 4 2
dans laquelle m et n désignent des entiers quelconques j donc l'intégrale générale de l'équation (6) est
A ~ C w -I- C w', ou
^ C du ^, r' du
Jo sl[i-~ u'')(i~ k-'u') Jo <J(i— u' (i—k"u')
C et C étant deux constantes arbitraires. M
Soient mainienant H, il' deux périodes élémentaires
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quelconques de la fonction 7. [z-, A) ; cV'sl-à-diie deux péiiodcs définies par les formules
ii = «OJ -h boi' , £1' = coi -^ dbi ,
les enliers vérifiant la condition
ab — C(i == i.
Les périodes fl, 11' satisfont à l'équation difierentielle (6), ainsi on a
de ces relations on déduit
ct^il d'il' ^ ,,^ r ^dil r/ii'l
,r/n r/ii'
" M dk
(l ou
et
' ') "il /■(i_/5-2)iP
C étant une constante indépendante du couple de périodes élémentaires 12, H'.
Désignons par Aj et g^ le module et le paramètre de la fonction aux périodes élémentaires
^- O, — -, £i =:nS
n les quantités ^i l^i , ;^i^i satisfont à l'équation diiïëren-
tielle que l'on obtient en remplaçant dans (7) la variable indépendante k par h^ , et l'on a
Cdk, ,, Cn'dk
La comparaison des équations [y) et (8) donne
k{i-k^)dk,
k,{i — k\)dk
En remplaçant dans l'équation (6) A par g^ ft^ et /r par h^ , on obtient
et, en multipliant par ^1 ,
dk\ -^'
dk, ^'
Mais
„-;fA,-/;) «(/■-
rf/i, ~ dk
par suite
dk , rf/-
il en résulte
En substituant pour ^1 sa valeur donnée par l'équation (9), n disparaît, et si l'on prend k pour variable indépendante ,
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES MODL'LES
on arrive à l'équation suivante trouvée par Jacobi
\^dA ' dk' \ dk
^ r/i + A;\ fdk\^ /i + x-
l ■*" dk' Wk,— k,l \dk I \k-k\
qui devient
2 {dkd' k, — d/,, dH) — 3 [{d/.d^ A, )' — (dk, d'i-f]
^idA.,y[(L±K^dk)-(L±^,dky\=o,
en laissant la variable arbitraire quelconque.
Il faut observer que rien , dans les calculs précédents , ne suppose n entier, et il suffit que 7i soit une constante quelconque. Lorsque n est commensurable, les modules k et Ai sont liés par une équation algébrique. Ainsi l'équation (lo) jouit de la propriété remarquable d'avoir une infinité d'intégrales algébriques de différents degrés , son intégrale générale est déterminée par la relation
, , • ii' il' a' w H- S' w'
£1, a w -r Pw'
|3, a', |3' étant trois constantes arbitraires.
IINTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AU MOYEN DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
237. Dans le chapitre i du livre II, nous avons indiqué une mélliode générale pour étudier les propriétés des fonctions définies par les équations différentielles. Nous nous proposons actuellement d'appliquer cette méthode aux équations différentielles de la forme
dans laquelle F désigne un polynôme entier entre la fonction u
et sa dérivée—-? du degré m par rapport à cette dernière, et ctz
ne contenant pas la variable z.
Nous démontrons d'abord qu'à chaque valeur de // correspondent//i valeurs de ^ , augmentées ou diminuées de multiples quelconques de certaines périodes w, w', . . . .
Nous démontrons ensuite que , si à chaque valeur de la variable correspond un nombre limité de valeurs de la fonction zf , l'intégrale est la racine d'une équation algébrique entière entre u et une quantité qui est, ou la variable indépendante z elle-même , ou la fonction circulaire
tang — ) ou la fonction elliptique ^[gz).
Nous concluons de là que, si l'intégrale est monodrome, c'est-à-dire n'a qu'une valeur pour chaque valeur de la variable, elle est, ou une fraction rationnelle, ou une fonction monodrome simplement périodique, ou une fonction monodrome doublement périodique. Dans le premier cas, l'intégrale est le quotient de deux polynômes entiers enr, l'un du degré m, l'autre du degré m au plus. Dans le second
cas. l'intégrale s'exprime par une fraction rationnelle en
lang — ; dans le troisième cas, par une fraction rationnelle
entre la fonction elliptique 1 (g^) et sa dérivée //.
Nous nous occupons spécialement des équations différentielles qui admettent des intégrales raonodromes. Nous donnons d'abord les caractères très-simples par lesquels on reconnaît, à Finspection de l'équation diiférentielle, si l'intégrale est inonodrome , et ensuite nous disons comment on distingue à quelle catégorie elle appartient.
Celte étude directe de l'équation ditférentielle a une grande importance, elle nous donne d'abord les propriétés fondamentales de la fonction intégrale, et en caractérise la nature. Elle nous permet, en outre, d'effectuer l'intégration, telle qu'on l'entend habituellement, c'est-à-dire d'exprimer la fonction intégrale au moyen de signes convenus, lorsque cela est possible. Nous trouvons la forme de l'expression et nous calculons ensuite les coefficients. Ces coefficients sont de deux sortes, ceux qui entrent dans la composition de l'expression et ceux qui servent à définir la fonction circulaire ou tang — » ou la fonction elliptique A (gz). Nous obte-
nous les premiers au moyen d'équations du premier degré. Lorsque l'intégrale est simplement périodique, la constante o), qui entre dans la fonction circulaire, est fournie immédiatement par l'équation différentielle. Lorsque Fintégrale est doublement périodique, les deux constantes g et A, qui définissent la fonction elliptique, sont données par des équations algébriques d'un degré plus ou moins élevé.
238. Nous avons appliqué notre méthode d'intégration aux équations diffiérentielles binômes de la forme
et nous avons démontré que, outre les cas où l'intégrale est
rationnelle ou simplement périodique, il existe onze équations différentielles de celte forme qui donnent naissance à des fonctions monodromes doublement périodiques.
Nous avons appliqué la même méthode à d'autres exemples plus compliqués. Voici quelques-uns de ceux que nous avons traités.
L'équation différentielle
admet une intégrale rationnelle
L'équation différentielle
\dz I \dz ! 27^ 27
admet une intégrale monodrome simplement périodique, qui a pour expression
-tang — I i-f- tang
W , TtZ
I H — tang^ —
TT W
la période w étant égale a m.
Les équations différentielles
duY ^(duy ^ .
(îy-=(ï)'-<"-)-<=-
admettent pour intégrales des fondions monodromes double-
nient périodiques ayant pour expressions
a- or I
u~ AA^-f-BA-f-CU',
-i;=3 + 2v/3, X=/(2-Hv/3),
Nous en calculons les coefficients.
Nous avons appliqué aussi notre métliode à Féqualion du cinquième degré
qui a pour intégrale une fonction monodrome doubleincnl
périodique
_ AA'-hBP-f-C-l-(DA^-hE))/
Dans tous ces exemples, afin de fixer les idées, nous avons supposé que, la variable z partant de 2: = o, la fonction a la valeur initiale ?/ =: o, et la dérivée la valeur correspondante
( -— I = I . Pour avoir l'intégrale générale, il suffirait, dans
chacune des expressions précédentes, de remplacer la variable z par Zq-^ z ^ Zq étant une constante arbitraire.
Ces derniers exemples ne nous paraissent intégrables par aucun des movens connus jusqu'à présent.
II VUE M
dans laquelle F désigne un polynôme entier entre la fonction
H et sa déri\^ée —•> du degré ni par rapport à celte dernière,
et ne contenant pas la variable Zj à chaque valeur de n correspondent m valeurs de z augmentées ou diminuées de multiples quelconques de certaines périodes.
Soit m le degré de réquation par rapport à — -• La variable z
CIZ
part de z=:Zo, la fonction u ayant la valeur initiale arbitraire Mo , et le coefficient différentiel une valeur déterminée
— I -) satisfaisant à l'équation . Considérons d'abord u comme
dz J 0
la variable et z comme la fonction-, à chaque valeur de u correspondent m valeurs de —5 données par l'équation. Si la variable M, partant de Wq , revient au point de départ après avoir décrit un contour fermé ne comprenant aucunpoint pour lequel la racine de l'équation (i) devient égale à une autre, le coefficient différentiel — reprendra sa valeur primitive f — j ? et l'accroissement de z^ c'est-à-dire la valeur de l'intégrale le long de ce contour, se ^a nul. Mais, si le contour fermé décrit par la variable u comprend un ou plusieurs points pour lesquels l'équation admet des racines égales, le coefficient différentiel
pourra changer et prendre une valeur différente [ -1-] '1 <^ii
faisant décrire à la variable u différents contours fermés, on obtiendra nécessairement les m valeurs du coefficient différentiel
\du 1 0 \auji \du U \du/,n-i
qui correspondent à u=:U(^, et l'intégrale z acquerra les m valeurs correspondantes
Plusieurs contours peuvent conduire à la même valeur de
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— : nous nous bornons pour le moment à m contours rame-
(lu ^
liant m valeurs distinctes de -^'
du
Supposons maintenant que la variable f/, après avoir décrit un quelconque de ces m contours, aille du point //o à un point quelconque u du plan, en suivant un certain chemin, par exemple le chemin rectiligne, l'intégrale z prendra ni valeurs distinctes au point u. Ainsi à chaque valeur de u correspondent déjà m valeurs de z.
Nous avons fait usage de contours fermés qui donnent au
coefficient différentiel -^ les m valeurs qui correspondent à u = Uq. En décrivant un autre contour fermé, on reproduira nécessairement Tune des m valeurs précédentes de — -• Considérons un contour fermé, comprenant des points pour lesquels Téquation admet des racines égales et ramenant la valeur initiale ( ;7- ) du coefficient différentiel^ désignons par co l'accroissement de z le long de ce contour. Si Ton fait marcher la variable u de Uq à u suivant une ligne quelconque, soit directement en partant de l'origine u^ , soit après avoir décrit le contour fermé dont il s'agit, le coefficient difféienliel redevenant le même en Hq et restant par conséquent le même le long de la ligne, on aura la même intégrale définie dans les deux cas; seulement la valeur de z sera augmentée d'une quantité constante w. Si Ton avait décrit deux fois le même contour fermé, on aurait augmenté la valeur de z de la quantité constante 2 0t), et ainsi de suite. Comme on peut ajouter ce contour fermé une ou plusieurs fois avant chacun des chemins dont nous avons parlé précédemment , on voit qu'à chaque valeur de u correspondent actuellement m séries de valeurs de z en progressions arithmétiques dont la raison est w.
S il existe un autre contour fermé , ramenant la valeur ini-
liale ( -— I du coefficient difrérentiel avec un accroissement 0/ \du /o
différent de w , cet accroissement w' sera une seconde période , et chacune des ?n valeurs de z pourra être augmentée de multiples quelconques de w et de w'. On obtiendra ainsi un ceriain nombre de périodes que l'on pourra en général réduire à un moindre nombre de périodes distinctes. \
Il suffît, pour avoir toutes les périodes, déconsidérer les contours fermés qui ramènent la valeur initiale ( — ) du coefficient
\eiuj 0
ditTérentiel, avec divers accroissements o),a)', . . . , de riniégrale. Imaginons, par exemple, un contour fermé qui ramène
la valeur ( -r* ) et qui fasse acquérir à l'intégrale la valeur
Zi H- w, ^ si, après avoir parcouru ce contour, on décrit en sens inverse le contour qui a produit la valeur Zj , on reviendra à la
valeur initiale ( — j du coefficient différentiel, Finte'grale
avant alors une valeur telle que Zo-4-w. Ces deux contours réunis forment donc un des contours considérés précédemment. On conclut de ce qui précède qu'à une même valeur de u correspondent m valeurs de z dont chacune peut être augmentée de multiples de certaines périodes w, w', . . . ,
240. Remarque I. — Il peut arriver que l'intégrale définie, le long de chacun des contours fermés qui ramènent la valeur
initiale ( — ) , soit nulle. Dans ce cas, à chaque valeur de u
correspondent seulement m valeurs de z. D'ailleurs z ne devient infinie que pour un nombre limité de valeurs de u ; car lorsque
z devient infinie pour une valeur finie de u, — devient nulle;
la valeur de u annule donc le terme indépendant de — dans
l'équation diiTérentielle. Si Ton considère une fonction symétrique entière des m valeurs de ^, telle que leur somme, cette fonction, étant monodrome par rapport à u et n'ayant qu'un nombî'c limité d'infinis, sera une fonction rationnelle de u. Il
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en résulte que 2 est racine d'une équation du degré m par rapport à z, dans laquelle les coefficients sont des fractions rationnelles de u. Réciproquement, u est une fonction algébrique
de z (n^ 43).
2H . Remarque H. — Nous ferons observer que Tintégrale d^une équation différentielle
contenant la variable z^ F désignant toujours un polynôme entier, ne peut être périodique. Car, lorsque la fonclion u est
périodique, à des mêmes valeurs de u et de — correspondent
une infinité de valeurs de z. Mais l'intégrale peut être algébrique, et même entière ou rationnelle,
242. Théorème II. — Lot squ elle admet un îiombre limité de valeurs pour chaque valeur de la variable ^ V intégrale est une fonction algébrique, soit par j'apport à z, soit par rapport à
tang — , soit par rapport a K[gz), w
Nous allons faire voir d'abord que, lorsque la fonction intégrale admet un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de z, elle ne peut avoir plus de deux périodes j car, si elle avait trois périodes distinctes w, w', w^^, elle admettrait un nombre infini de valeurs pour chaque valeur de 2:. En efïet, quand on fait marcher la variable z le long d'une courbe, l'intégrale est bien déterminée. Soient u et vl les valeurs qu'elle acquiert aux points z et z' de cette courbe. On sait que l'on peut déterminer trois nombres entiers w, m\ m" , positifs ou négatifs, de manière que la somme mw -h m^ w! 4- m" ta" difière infiniment peu d'une quantité donnée z — z' . Supposons qu'après avoir fait I marcher la variable jusqu'au point z' ^ on lui fasse décrire ensuite le chemin
de telle sorte que la fonction u décrive les contours fermés qui produisent les accroissements m fj), m'(i)\ m" w", la fonction preu-
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drait au point z la valeur li qu'elle avait au point quelconque z' de la courbe suivant laquelle on a intégré. La fonction aurait ainsi au point z une infinité de valeurs.
On conclut de là qUe la fonction intégrale ne peut avoir plus de deux périodes. Dans le cas où les périodes sont nulles, l'intégrale, comme nous l'avons fait voir, est donnée par une équation algébrique entre m et ^.
Supposons qu'il n'y ait qu'une période distincte w \ à chaque valeur de 11 correspondent m valeurs de z ,
augmentées des multiples de w, et par conséquent seulement
leurs de tang — 9
TtZ TtZi
mg — 5 tang — •>
7rZ2
tang — ,. .
7rz„,_,
idiig
Toute fonction symétrique entière de ces quantités, telles que leur somme, la somme de leurs produits deux à deux, etc., sera une fonction monodrome par rapport à u 5 cette fonction monodrome, ne devenant infinie que pour les valeurs de u en
nombre limité qui correspondent à z = -, sera donc une.
fraction rationnelle de u. Ainsi tang — est donnée par une
équation du degré m ayant pour coefficients des fractions rarationnelles en u. Réciproquement, u sera donnée par un( équation ayant pour coefficients des fractions rationnelles en
tang
Supposons maintenant que l'intégrale admette deux périodes distinctes w et w'. Concevons une fonction elliptique X (gz] définie par l'équation
et admettant les deux périodes o) et o)'. A chaque valeur de correspondent m valeurs de z,
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augmentées des multiples des deux périodes w et w', et par conséquent seulement m valeurs de X (gz)^
On verra de la même manière que toute fonction symétrique «nlière de ces quantités, étant monodrome par rapport à w, et n'admettant qu'un nombre limité d'infinis, est une fraction rationnelle en 11. On en conclut que 1 (gz) est donnée par une équation du degré în en X ayant pour coefficients des fractions rationnelles de u. Réciproquement, u sera donnée par une «quation ayant pour coefficients des fractions rationnelles enl{gz).
243. Théorème III. — Lorsquelle est monodrome , V intégrale est, ou une frac lion rationnelle, ou une Jonction simplement périodique, ou une fonction doublement périodique.
Supposons que, par un moyen quelconque, on ait reconnu que l'intégrale de l'équation ditférentielle
du\
est monodrome dans toute l'étendue du plan. D'après ce que nous avons dit dans le théorème précédent, le nombre des périodes ne peut surpasser deux. Si les périodes sont nulles, la fonction, étant algébrique et monodrome, est une fraction rationnelle, c'est-à-dire le quotient de deux polynômes entiers en z, l'un du degré m, l'autre au plus du degré m.
Si la fonction est simplement périodique, elle s'exprimera
I par une fraction rationnelle en tang — Car l'équation entière,
qui existe entre u et tang — •> se réduit, dans ce cas, au premier
degré par rapport k u.
Si la fonction est doublement périodique, l'équation entière qui existe entre u et X (gz) se réduit, non pas au premier degré, mais au second degré j car, à une même valeur de X correspondent dans chaque parallélogramme des périodes, deux valeurs de 2 et, par conséquent, deux valeurs de //. Mais, en ré»
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solvant l'équation, on obtient pour u une fraction rationnelle enAet>'(n«78).
Moyens de reconnaître si la fonction intégrale est mo-
nodrome.
244. Nous avons démontré que l'intégrale d'une équation différentielle de la forme
lorsqu'elle est monodrome, est ou une fraction rationnelle, ou une fonction simplement périodique, ou une fonction doublement périodique. Nous allons maintenant nous occuper des moyens de reconnaître si l'intégrale est monodrome, puis nous dirons comment on distingue à quelle catégorie elle appartient. Nous avons fait partir la variable z du point z=Zo, la fonction u ayant la valeur initiale arbitraire t/o, et le coefficieni diOerenticl une valeur déterminée Uo, satisfaisant à l'équation.
Tant que le coefficient dillérentiel — ? que, pour abréger^ nous
représenterons par U, reste racine simple de l'équation proposée, U est une fonction monodrome de a et, par conséquent, n fonction monodrome de z. Voyons ce qui arrive lorsque, z arrivant au point Zi et n à la valeur ï/j, le coefficient différentiel devient racine multiple de l'équation.
Nous distinguerons ces racines multiples en deux sortes : les racines nulles et les racines différentes de zéro.
245. Supposons d'abord que le coefficient devienne égal à une racine multiple Ui, différente de zéro. Posons
Si u' est une fonction monodrome de z' autour du poin z' = o, elle se développera en série convergente suivant lei puissances entières croissantes de z\
(2) i/~\],z' -^rftz" -h hz'' -{- . . .;
ia série commence par un terme du premier degré ayant pour coefficient Ui 5 car, pour ^' = o, la dérivée
(3) •' - ^=l\-^2.nz' -h^hz'^+...
^ dz
doit se réduire à la valeur Uf La série (2) montre que, réciproquement, z est une fonction monodrome de li s'évanouissant avec z^', et qui pourra se développer en série convergente suivant les puissances croissantes de u' ^
En remplaçant 2' par sa valeur dans l'équation (3), on voit
rue —7 est une fonction monodrome de u', dz
Ainsi 5 lorsque le coefficient différentiel U devient égal à une
acine multiple différente de zéro , pour que la fonction inté-
rale u reste monodrome , il est nécessaire que la fonction
implicite U , définie par l'équation
F(«,IJ) = o
tte elle-même fonction monodrome de u. C'est ce que l'on onnaîtra aisément par la méthode employée par M. Puiseux )0ur l'étude des fonctions algébriques.
246. Supposons maintenant que le coefficient diflerentiel U evienne égal à une racine multiple nulle. Posons, comme précédemment,
3 = s, -1- 3 , « == M, 4- w , — ~ If ;
équation (i) ne renfermera que des termes infiniment petits |ontenant en facteurs des puissances de u' et de U.
Comme l'a fait voir M. Puiseux, quand plusieurs racines eviennent égales entre elles en un certain point ^' = o, elles ; disposent par groupes de n racines qui se permutent le nés dans les autres circulairement, lorsqu'on tourne autour
ce point, et les n racines du groupe se développent en une
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solvant l'équalion, on obtient pour u une fraction rationnelle enletl' (n^lS),
Moyens de reconnaître si la fonction intégrale est mo-
nodrome,
244. Nous avons démontré que Fintégrale d'une équation différentielle de la forme
lorsqu'elle est monodrome, est ou une fraction rationnelle, ou une fonction simplement périodique, ou une fonction double^ ment périodique. Nous allons maintenant nous occuper des moyens de reconnaître si l'intégrale est monodrome, puis nous dirons comment on distingue à quelle catégorie elle appartient. Nous avons fait partir la variable z du point z==Zq^ la fonction u ayant la valeur initiale arbitraire Uq, et le coefficient ditïerenticl une valeur déterminée Uo, satisfaisant à l'équation.
Tant que le coefficient difl'érentiel —-5 que, pour abréger^ nous
uZ
représenterons par U, reste racine simple de l'équation proposée, U est une fonction monodrome de u et, par conséquent, // fonction monodrome de z. Voyons ce qui arrive lorsque, z arrivant au point Zi et n à la valeur z/j, le coefficient différentiel devient racine multiple de l'équation.
Nous distinguerons ces racines multiples en deux sortes : les racines nulles et les racines différentes de zéro.
245. Supposons d'abord que le coefficient devienne égal à une racine multiple Ui, différente de zéro. Posons
z = z, -h z\ ti = Ui-{- u', -— =IU.
dz'
Si II! est une fonction monodrome de z' autour du poinl z' = o, elle se développera en série convergente suivant leî puissances entières croissantes de z\
(2) // — U, 2' -h nz"' ■+■ bz'^ 4- ... ;
ia série commence par un terme du premier degré ayant pour coefficient Ui j car, pour z' =^ o, la dérivée
doit se réduire à la valeur Uj. La série (2) montre que, réciproquement , z est une fonction monodrome de li s'évaiiouissant avec li^ et qui pourra se développer en série convergente suivant les puissances croissantes de m',
z' z=. —■ u' -\- a ti- 4- b' u'^ -r . . . .
Ui
]En remplaçant 2' par sa valeur dans l'équation (3), on voit
que -7-7 est une fonction monodrome de u', ^ az
Ainsi 5 lorsque le coefficient différentiel U devient égal à une racine multiple différente de zéro , pour que la fonction intégrale u reste monodrome , il est nécessaire que la fonction implicite U , définie par l'équation
F(«,IJ
reste elle-même fonction monodrome de u. C'est ce que l'on reconnaîtra aisément par la méthode employée par M. Puiseux pour l'étude des fonctions algébriques.
246. Supposons maintenant que le coefficient différentiel U devienne égal à une racine multiple nulle. Posons, comme précédemment,
2 = s, -h 3 , U = Ui -h II j — ^ ~ U ;
az
l'équation (i) ne renfermera que des termes infiniment petits contenant en facteurs des puissances de u' et de U.
Comme l'a fait voir M. Puiseux, quand plusieurs racines deviennent égales entre elles en un certain point z^ = o, elles se disposent par groupes de n racines qui se permutent le unes dans les autres circulairement, lorsqu'on tourne autour de ce point, et les n racines du groupe se développent en une
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série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
de z' .
(4) V = Au'n-hBu' « -{-Cm' n -f- . . . .
Nous n'avons pas à nous occuper du cas où le degré du premier terme est égal ou supérieur à l'unité^ car, dans ce cas^ quand u' tend vers zéro, z' augmente indéfiniment, et la circonstance dont il s'agit ne se présente pour aucune valeur finie de z. Nous supposerons donc l'exposant du premier terme plus petit que l'unité, et nous allons démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction intégrale reste '
monodrome , c'est que ce premier exposant - soit de la forme
. . - ou I ^ -.
En effet, si la fonction u' est monodrome, elle se dévelop*-
pera suivant les puissances entières croissantes de z' ^ et comme
la dérivée s'annule avec z', la série ne contiendra pas d^
termes du premier degré. On aura donc
(5) u' — az':' ->r bz':'-^' + cz"'-^'' -\r . . . y d'où l'on déduit
(6) -^ := naz'"-' ~\- [n -^ i) bz'" -\- . . .. ciz
En vertu de la série (5) , 5' est une fonction de u' qui se déve-» loppe en série convergente suivant les puissances croissantes
de z/", de telle sorte que
Si l'on remplace z' par sa valeur dans l'équation (6) , on aur^ une série de la forme
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Ceci montre bien que le premier terme de Ja série (4) doit avoir son exposant - irréductible et de la forme ou
Cette condition est suffisante ^ car si elle est remplie , l'équation différentielle donnera pour le coefficient différentiel un développement de la forme
du" dz' ~
Ku~
rt H- i
En
posant
on
obtient
du' dz' "
- nu""-
..du" dz'
Aw""-
-t-Bw'"
Crt""-^'
et plus simplement
du" A B ,, C „, dz n n n
Le coefficient différentiel -7-7 étant une fonction monodrome
dz
de u" ne s' annulant pas pour ?/'= o, la fonction intégrale u'^
est une fonction monodrome de z' et, par conséquent, u' est
elle-même une fonction monodrome de z'.
247. La fonction intégrale u peut encore acquérir des valeurs multiples d'une autre manière-, c'est lorsqu'elle devient infinie pour une valeur finie z^ de la variable z. L'équation différentielle , ordonnée suivant les puissances décroissantes de
du , , • — - 5 s écrira dz
Nous remarquons d'abord que les coefficients, que nous avons désignés Tpsir fi (11) ^f^ [u) , . . . , doivent être des fonctions entières de u. Car, si la fonction intégrale est monodrome
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dans toute l'étendue du plan, sa dérivée jouit de la même propriété et ne devient infinie que lorsque la fonction u devient elle-même infinie. Or, si l'un des coefficients était une fraction rationnelle en m, il deviendrait infini , ainsi que — •> pour
une valeur finie de u.
Pour voir ce qui arrive quand la fonction u devient infinie pour une valeur finie de la variable , posons
d'où Ton déduit
du j dv
dz v^ dz
L'équation différentielle devient
Pour que la fonction intégrale t' soit monodrome, il faut d'abord, d'après ce que nous venons dédire, que cette nouvelle équation ait tous ses coefficients entiers. Ainsi le polynôme fi (u) sera au plus du second degré, /a {u) au plus du quatrième degré, . . , ,fm{u) au plus du degré im.
Afin de rendre u infinie, faisons p* = o. Si, pour 1^ = 0, l'équation (9) n'admet que d€s racines simples, la fonction i^ sera monodrome et, par conséquent, la fonction u le sera également. Si l'équation admet des racines multiples, on leur appliquera les caractères donnés précédemment.
248. En résumant ce qui précède, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Théorème IV. — Pour qiiune équation différentielle du premier ordre de la forme
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admette une intégrale monodrome : i° les coefficients fx (m), fi(u), . . y f,„ [u) doii^ent être des polynômes entiers en u et, au plus, le premier du second degré^ le second du quatrième degré, . . . , le dernier du degré i m; oP quand ^ pour une certaine valeur de u, l'équation a une racine multiple différente de zéro^ — doit rester monodrome par rapport à u;
3" quand, pour une certaine valeur u^ de m, V équation a une racine multiple égale à zéro^ le premier terme du développe-
ment de —5 suivant les puissances croissantes de [u — Wi)"' cfz
doit auoir F exposant , si cet exposant est plus petit que
r unité ^ 4^ enfin V équation différentielle que Von déduit de
la première en posant u = -^ doit offrir^ pour w=o, les
mêmes caractères.
Il est évident que ces conditions sont suffisantes.
Moyens de reconnaître l'espèce de la fonction intégrale.
249. Nous avons donné les caractères auxquels on reconnaît si l'intégrale est monodrome. Nous savons d'ailleurs que, lorsqu'elle est monodrome, l'intégrale est, ou rationnelle, ou simplement périodique , ou doublement périodique. Nous allons faire voir maintenant comment on distingue à laquelle de ces trois catégories appartient la fonction intégrale.
Il peut arriver que, u étant considérée comme la variable et z comme la fonction, z devienne infinie quand u tend vers une certaine valeur. Si, pour une valeur finie u^ de «, l'équation (8) admet une racine nulle, et si le premier terme du développement
(lu
— — A{u— ii,T~h. . .
a un exposant - égal ou supérieur à l'unité, il est évident que, lorsque u tendra vers la valeur Ui, z augmentera indéfiniment.
De même, si, pour i^ = o, l'équation (9) admet une racine nulle d'un degré égal ou supérieur à l'unité par rapport à i^, quand w tendra vers zéro, ou 11 vers l'infini, z augmentera indéfiniment.
Quand aucune de ces circonstances ne se présente
c'est-à-dire quand, dans les équations (8) et (9), les racines
nulles sont, par rapport à u — Mi ou à p^, d'un degré inférieur à
l'unité, z ne devient infinie pour aucune valeur finie ou infinie
de u. Il est aisé de voir que, dans ce cas, la fonction intégrale u
est doublement périodique. Concevons, en effet, que la variable
Il se meuve dans toute l'étendue du plan, partant de l'origine
Fig. 33. u =iUo^ suivant des chemins
rectilignes, et aussi en décri-
~T 7 7 I vaut les m — i contours qui
f / / C . . . dz ,
, / / / / loni acquérir a — - les m va-
d I c 1 1 A du
/^\'i"/~^\ / / leurs qu'il peut avoir en
/ M / M'/ / chaque point. Puisque la
I I I I lonction z conserve une va-
leur finie, elle décrira une portion limitée du plan [fig. 33). Prenons un point M' en dehors de cette portion du plan; z étant considérée comme la variable et u comme la fonction, quand z arrivera au point M', la fonction u aura une valeur
déterminée, ainsi que sa dérivée — -• A ces valeurs de u et
dz
de — - correspond, dans la portion limitée du plan, un certain
point M; le quantité géométrique MM\ que nous désignerons par 0), est une première période. Car, aux deux points M et M',
la fonction u et sa dérivée — ayant les mêmes valeurs, il est
clair que, si la variable ^, partant de chacun de ces deux points, décrit des lignes égales et parallèles, telles que MN, M' IN', la fonction u aura sur ces deux lignes, aux points correspondants N, N', la même valeur. Ainsi la portion finie dit plan abcd se reproduit à côté une première fois, puis unQ
seconde fois, et indéfiniment. On obtient de la sorte une bande indéfinie. Prenons, en dehors de cette bande, un point IN'F; à ce point ]VF correspond un point M dans la portion finie du plan abcd, et Ton verra de même que la quantité géométrique MJVF, que nous désignerons par w', est une seconde période. Grâce à ces deux périodes w et w', la portion limitée du plan abcd^ se reproduisant dans les deux sens, couvrira tout le plan. Ainsi, dans le cas que nous considérons, la fonction intégrale u est doublement périodique.
Il est évident d'ailleurs que ceile condition est nécessaire ; car une fonction doublement périodique prend toutes les valeurs , quand la variable z se meut dans un parallélogramme des périodes, et elle décrit un nombre infini de contours quand z augmente indéfiniment. Réciproquement, z ne peut devenir infinie que si u décrit un nombre infini de contours.
251 . Considérons maintenant le cas où l'intégrale est rationnelle, et supposons d'abord que le degré du numérateur ne surpasse pas celui du dénominateur. Quand z augmentera indéfiniment, u tendra vers une valeur finie et déterminée u^. Si l'on pose
u = Ml H- u' z=. --,
w'.se développera suivant les puissances entières croissantes de t pour toutes les valeurs de t inférieures à un certain module, ou pour toutes les valeurs de z supérieures à un certain module, et l'on aura
u' = at" -h è^''+' -h . , . .
On en déduit
t =z u'll''"^b' II'" -+- C' «/" -t-. . . ,
les nouveaux coefficients étant liés aux premiers par les relations
rt''' = -, ba""-^ nab' z=o,.. , a '
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En difierentiant , on a
— = nat"-' -\- (n + \) bt" + . . • ,
du' du' , . ,
-- =: — ^' -T- = — naf'^' — (/^ + I ) bt''-^' + . . . : dz dt \ J
si Ton remplace t par sa valeur en fonction de a', il vient
dz
Il est à remarcjuer que, en vertu des relations qui existent entre
nH-2
les coefficients , le coefficient du terme en il " est nul. Ainsi, à une valeur finie u^ de u correspond, dans Téquation différentielle, un groupe de n racines égales à zéro, et telles que le premier terme du développement a un exposant irréductible supérieur à l'unité et de la forme ou i -f- -5 le second
nu
terme manquant.
Si le numérateur de la fraction rationnelle est d'un degré plus élevé que le dénominateur, u augmentera indéfiniment avec z\
mais v=^- tendra vers zéro, et, pour i^ = o, l'équation (9)
offrira un groupe de n racines égales à zéro satisfaisant aux
conditions énoncées plus haut.
Réciproquement, si l'équation (8) pour une valeur finie u^
de M, ou l'équation (9) pour p» = o, présente un groupe de n
racines égales à zéro satisfaisant à ces conditions, c'est-à-dire
ayant un développement de la forme (10), la fonction intégrale
est algébrique. Car, si l'on pose z/= il'" y l'équation (10)
devient
du" n-—=k a"^ -{- C u'" 4- D «"* + ... , dz
ndu"
=■ dz
Au"' 4-Cw/'^ 4-Dw''''-h. .
(^, 4- C H- LV u" + . . . ^ du" =: dz;
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en intégrant et ajoutant une constante arbitraire B', on a
— -h B' -+■ Cil' H u
On conclut de là que v!' est une fonction monodrome pour
toutes les valeurs de t inférieures à un certain module -, et
qui se développe en série convergente suivant les puissances
entières croissantes de f ,
u" Z= CLt -k- ^f -k- 7 ^ ~f- . . . ; on a donc
u! = or -4- bt"-^' -h . . . .
Il en résulte que la fonction u conserve une valeur finie pour toutes les valeurs de z extérieures au cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon égal à Tî ; c'est donc une fonction rationnelle.
Lorsque la fonction intégrale n'est ni doublement périodique, ni rationnelle, elle est simplement périodique. C'est d'ailleurs ce que l'on reconnaît directement, lorsque l'équation différentielle, pour une valeur finie de u, ou l'équation (9) pour i^= o, admet une racine nulle qui ne présente pas les caractères énoncés plus liaul, et en même temps on trouve la période.
252. En résumant ce qui précède, nous avons le théorème suivant :
Théorème. ^ . — Lorsque Véquation différentielle remplit les conditions qui rendent V intégrale monodrome^ 1° V intégrale est doublement périodique, si Véquation pj^oposée^ pour aucune valeur finie u^ de u, et la transformée pour P'^o, n'admettent de racine nulle d'un degré égal ou supérieur à r unité par rapport au — u^ ou à r; 2° l'intégrale est rationnelle^ si Véquation proposée pour une valeur finie u^ de u.
OU la transformée pour p» = o, admet un groupe de n racines égales à zéro, dont le développement , suivant les puissances I I
croissantes de [u — «i)" ou de p»", commence par un terme du
desre , le terme suivant du désire étant nul;
3° autrement la fonction est simplement périodique.
Quand on a ainsi reconnu la nature de Tintégrale, on peut se proposer de la déterminer à l'aide des éléments connus. Si elle est rationnelle , on trouvera les deux polynômes qui la composent. Si elle est simplement périodique, on l'exprimera rationnellement à l'aide de l'exponentielle ou de la tangente. Si elle est doublement périodique, on l'exprimera rationnellement à l'aide de la fonction elliptique et de sa dérivée-, ce qui constitue une véritable intégration au moyen des Tables des fonctions elliptiques.
CHAPITRE II
(du\ "' — =f(^u]
253. Nous allons appliquer les principes établis dans le chapitre précédent à l'étude de l'équation binôme
dans laquelle/ (m) désigne un polynôme entier en u et au plus du degré 2 m. Posons
/{u) = G(u- a)'} (u—byj'.. .; l'équation résolue se mettra sous la forme
du ^ <
-j- = g{u-a)"{ic-b)- ...,
les exposants étant réduits à leur plus simple expression. JNous remarquons d'abord que, pour que l'intégrale soit monodrome,
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tous les exposants inférieurs à Tunité doivent être de la forme
I ; chacun d'eux est au moins égal à — La transformée
est
-- = — gv " »' (i — ^^) [^ — bv)n'...-^
CIZ
la somme des exposants fractionnaires - -}- —,-+-.. • ne surpassant pas 2, puisque le degré du polynôme ^ [u) est au plus égal à im, l'exposant de v^ sera positif-, s'il est inférieur à
l'unité, il devra être nul ou de la forme i
Considérons d'abord le cas très-simple où le second
P_ membre ne contient qu'un seul facteur [u — a)". Si l'exposant - est inférieur à l'unité, il doit être de la forme i 5
mais alors l'exposant de u dans la transformée est i H — ; donc
l'intégrale est rationnelle et ne devient infinie que pour z:=cc \
c'est une fonction entière du degré n (n"251). Si l'exposant -
est supérieur à l'unité, celui de ^ étant inférieur à l'unité et
devant être de la forme i 5 il faut que - soit égal à i -h -:
la fonction est rationnelle et tend vers a quand z augmente
indéfiniment. Si l'exposant -est égal à l'unité, celui de v est
aussi égal à l'unité, l'intégrale est monodrome et simplement périodique.
25o. Supposons maintenant que le second membre contienne au moins deux facteurs.
Si le premier exposant - est plus grand que l'unité, il n'y
aura que deux facteurs, sans quoi la somme des exposants surpasserait deux, puisque chaque exposant est au moins égal
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à -• Le second (3xposaiit — étant inférieur à Tuniié et de la
forme i ,•> l'exposant de p» est i H — ■ — -\ étant plus petit
que l'unité, il doit être de la forme i •> d'où
Il faut que la somme des deux fractions— H surpasse l'uni té 5
il n'y a qu'une manière d'arriver à ce résultat, c'est de prendre n^ = I, alors - = i -f — • L'intésfrale est rationnelle. On
l'obtient aisément par une intégrale binôme. Ainsi l'équation différenlielle
admet une intégrale rationnelle, quel que soit n.
Quand le premier exposant- est égal à l'unité, il ne
peut y avoir que trois facteurs au plus. S'il y en a trois, pour que la somme des deux autres exposants ne surpasse pas l'unité, il faut prendre— = —, = -' S'il n'y a que deux facteurs, le second exposant peut aussi être égal à l'unité 5 s'il est plus petit que l'unité et de la forme i ^5 pour que l'exposant ~
de t^ soit de la même forme, il faut prendre 71' = 1. Nous trouvons ainsi trois équations différentielles
du , ^ ,
' [Il — a) \^ [il — ô] [a — c) ,
dz du
'di
du
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qui admettent des intégrales monodiomes et simplement périodiques. On sait intégrer ces équations.
257. Il nous reste maintenant à examiner le cas où tous les exposants sont inférieurs à Tunité. Nous remarquons d'abord
que chacun des exposants étant de la forme i et, par con-
séquent, égal ou supérieur à -> il est impossible que le second
membre renferme plus de quatre facteurs, sans quoi la somme des exposants surpasserait 2. Il n'existe même qu'une seule combinaison de quatre facteurs : on l'obtient en prenant les
quatre exposants égaux à -•, on a ainsi Féqualion différentielL du
qui admet pour intégrale une fonction monodrome doubleblement périodique. L'exposant de p*, dans la transformée, étant égal à zéro, la fonction a deux infinis simples dans chaque parallélogramme élémentaire.
Voyons les combinaisons de trois facteurs. Les trois expo-
P P' P" ' 1 1 r I I II,
sanls -5 —,i —, étant de la forme i ^ i -•) \ -, Icx-
posant de k> est
I II
Pour que cet exposant soit positif, il faut que le plus petit des trois nombres w, n' ^ ré' ne surpasse pas 3. Supposant donc ces nombres rangés par ordre de grandeur croissante, nous ne pouvons faire sur le premier d'entre eux n que deux hypothèses, savoir : n=^ 2, 7z = 3.
i*'. Soit 7i = 2 : l'exposant de v se réduit à — H — Pour
que cet exposant soit positif, il faut que le plus petit des deux nombres n! et 11!' ne surpasse pas 4 ^ nous pourrons donc faire sur lé trois hypothèses : 7z'= 2, /i^r=:3, ré =^ l\. Si «' = 2 ,
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pour que Fe^cposaiU de i', qui se réduit à -„•> ait la forme couve-
uable I 5 il faut prendre n" = 2. Si n' = 3, l'exposant de w,
qui est ici — — ^9 doit se réduire à zéro; il faut prendre
7i" = 6. Si^i^=47^'^'^'posant de t', qui est ici — — j-, devant encore se réduire à zéro, ou prendra n" =z 4.
2". Soit « = 3 •, l'exposant de t^ est — H — -^ — ^ • Pour que
cet exposant soit positif, il faut prendre /// = 3 , «^^ = 3. Nous trouvons ainsi les (piatre équations différentielles
i ^'\ = Q[u „ aY{n~ l>y {n — cf,
i±y^G{a-nY{a-hy{u-Cj\
qui admettent pour intégrales des fonctions monodromes doublement périodiques.
Examinons enfin les combinaisons de deux facteurs
L'exposant de r devient — | --^ cet exposant, ne pouvant dans
le cas actuel surpasser l'unité, sera égal à l'unité ou de la
forme i • Pour qu'il soit égal à l'unité, il faut prendre
n =z 71^ ::= 25 on obtient ainsi l'équation différentielle
qui admet une intégrale monodrome simplement périodique. Si l'exposant de u est inférieur à l'unité et de la forme i >
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il sera égal ou supérieur à -; il faut pour cela que le plus petit
des deux nombres n et n' ne surpasse pas 4f nous ne pouvons
donc faire sur n que les trois hypothèses /z = 2, /î= 3, /i=4.
1°. Soit n= 1. L'exposant de t^ devant être de la forme
I — —5 les deux nombres n' et /z, vérifieront l'égalité
- H r=i ' ou-yH =z -. On peut satisfaire à cette
égalité de trois manières : en prenant /i^=3, //i=6, ou n! =: 6, /2i = 3, ou «= 4, «1 = 4-
2^. Soit /i = 3. Les deux nombres ti! et /Zj doivent vérifier
l'égalité -7 H = 0' ^ï^i admet deux solutions nouvelles,
ou n' = 3, /2i = 3, ou /î'= 6, «1 = 2.
3°. Enfin soit/z=:4. Les deux nombres n^ et ^i doivent vérifier l'égalité -7 -\ = -7? qui n'admet qu'une solution
nouvelle ai' = 4, «, = 2.
Nous trouvons ainsi les six équations différentielles
IduY
G {il ~ o'f [u-^b)\
qui admettent pour intégrales des fonclîons doublement périodiques.
2o9. n résulte de ce qui précède que, parmi les équations
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différeiilicîles de la forme
outre les cas ]3|irticiiliers dans lesquels l'intégrale est rationnelle ou simplement périodique, il y en a onze qui donnent naissance à des fonctions monodromes doublement périodiques, et il n'y eu a que onze. Nous rangerons ces onze équations dans l'ordre suivant :
( 2 ) 1^ j ' = G (« — a) (« — b) {«. — <■) (« — rf),
l(tu\ "
ldu\ «
j — G (« — ay (u — /;)^
Ces fonctions se distinguent les unes des autres par les infinis. La valeur de l'exposant de p» dans l'équation transformée montre que, dans chaque parallélogramme des périodes, les deux fondions^, définies par les deux érjuations du second de-
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§ré, admettent : la première, un infini double; la seconde, deux infinis simples. Les fonctions, données par les deux équations du troisième degré, admettent : la première, un infini triple-, la seconde, trois infinis simples. Les trois fonctions du quatrième degré ont : la première, un infini quadruple^ la seconde, deux infinis doubles; la troisième, quatre infinis simples. Enfin, les quatre fonctions du sixième degré admettent : la première, un infini sextuple; la seconde^, deux infinis triples; la troisième, trois infinis doubles; la quatrième, six infinis simples.
260. Dans le cas actuel , il est facile de vérifier les conséquences auxquelles nous sommes arrivés; car, la fonction inverse étant donnée par une quadrature
/"" du
on reconnaît aisément Texistence des périodes en suivant la méthode que nous avons employée, dans le chapitre m du livre II, pour les équations (i) et ( 2 ). Prenons comme exemple 1 équation (i i) ; si , pour fixer les idées, on suppose quà ^ = o correspond la valeur initiale // =^ o, on aura à étudier l'intégrale définie
__ /"« du
Marquons dans le plan les trois points «, h^ c, et appelons y
la quantité e ^ ou e ^ Quand a décrit une petite courbe fermée autour du point a , la valeur de - est multipliée par;^ ; de même, quand u tourne autour du point h ou du point c, la valeur de - est multipliée par j^ ou par y.
Désignons par|(A) le contour élément ai le que Ion a à considérer lorsque la variable u va en ligne droite de l'origine o à un point voisin du point a {fig. 34), puis décrit un petit
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cercle autour du point «, et revient à l'origine par la même Fig, 3/;. ligne droite. Nous désigne-
rons de même par (B) et (C) les contours élémentaires qui se rapportent aux points b et c. Enfin nous représenterons par A, B, C, les valeurs de l'intégrale définie, quand u décrit chacun de ces trois
contours, U ayant à l'origine la valeur initiale Uo.
Si la variable u décrit successivement, et dans un ordre
quelconque, k fois le contour (A), k' fois le contour (B),
k" fois le contour ( C ) , la valeur de - sera multipliée par
pk+w+kii ^ Pour avoir les périodes, il faut prendre les combinaisons qui ramènent la valeur initiale Uo (11*^239), et par conséquent celles pour lesquelles l'exposant 3 /r -h Q.k' -{^k" est un multiple de 6.
On pourrait prendre deux fois le contour (A), ou trois fois le contour (B), ou six fois le contour (C) ^ mais dans ce cas la valeur de l'intégrale définie est nulle. Par exemple, décrire six fois le contour (C) revient à marcher d'abord suivant le chemin rectiligne oc, puis faire six fois le tour du point c, ce qui
ramène la valeur primitive de - •, et enfin revenir à l'origine
suivant la droite co ; l'intégrale définie le long des petits cercles étant infiniment petite , et les deux chemins rectilignes
parcourus en sens inverse avec la même valeur de - se détruisant, il est clair que l'intégrale totale est nulle.
On revient aussi à la valeur initiale, quand on parcourt successivement les trois contours (A), (B), (C) , ce qui correspond à la solution
niiiis l'intégrale définie est encore nulle. En elï'et, de l'origine comme centre avec un rayon très-grand , décrivons un cercle
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€t supposons que la variable parcoure d'abord un rayon, puis la circonférence, et revienne à l'origine par le même rayon. Ce contour équivaut à la somme des trois contours élémentaires
pris dans un ordre convenable, et - reprend sa valeur primitive 5 l'intégrale le long de la circonférence infiniment grande étant infiniment petite puisque - est un infiniment petit du
second degré, et les deux chemins reciilignes se détruisant, l'intégrale totale est nulle. On a donc, en supposant les trois points a, b^ c, disposés comme l'indique la figure,
Comme 7^ = — i , il résulte de là
A = B + Cj\
et le contour élémentaire (A) peut être remplacé par la somme des deux contours (B) et (C). Il suffit donc, pour avoir toutes les périodes, de combiner les deux contours (B) et (C) , de manière que ils! -^ h" soit égal à 6. Cette équation admet les deux solutions
x'=i,r = 4 et A-' = 2,r=:2.
Considérons d'abord la solution //= 1 , A'' = 4 ? qui indique une fois le contour (B) et quatre fois le contour (C). On peut parcourir ces contours dans différents ordres :
1°. D'abord le contour (B), puis quatre fois successivement le contour (C), ce qui donne l'intégrale définie, ou la première période
B -f- C/ -h C/ + C/ + C/ = B — C — Cy =: w ;
2". D'abord une fois le contour (C), puis (B), et ensuite trois fois (C), ce qui donne la seconde période
C + By H- C/ 4- Cy' 4- Cf ^ ^^j ; 3®. D'abord deux fois (C), puis (B), et ensuite deux fois
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(C) 5 ce qui donne l'inlégrale
C 4- Cy -+- Bf -h c/ -hCP=z co/ = o^J--^;
4^. D'abord Dois fois (C) , puis (B) et ensuite (C), ce qui donne
C H- Cy + Cf + B/ 4- C/ = oyf r= _ o>;
5". D'abord quatre fois (C), puis (B), ce qui donne
G -h Cy -f- Cf -f- C/ + Bf = o>f =z — wy.
On voit que toutes les périodes se ramènent aux deux premières.
Considérons maintenant la solution /['== 2 , /r"= 2. Les trois combinaisons
C -h Cy 4-By^ -^ Bf = C -h Cj — B = — oy, B -h Cf + Cf + Bf = — a)y% B 4- By^-f- CZ-f- C/ = — «/,
donnent encore des périodes qui se ramènent aux précédentes. Ainsi il n'y a que deux périodes distinctes, o) et wji*. A chaque valeur de u correspondent six valeurs de z ,
C-hJz = z', C-\-Cj+fz = z", C-+-Cj^-Cf-\-fz=ziCj-z, C -h Cy 4- C/4- Cf +f z = 2 Cy — z' . C -h Cy 4- CyH- C/^ 4- C/' 4-y^ z = 2 Cy - z'^
261 . Par des transformations convenables , il est possible d'exprimer, à l'aide des fonctions elliptiques, les onze fonctions doublement périodiques dont nous avons reconnu l'existence.
Si l'on pose
on voit d'abord que l'équation (2) se ramène à l'équation (i),
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équation (4) à l'équation (3). En posant
Il = ()■+■-
on ramène de même les équations (6) et (7) à l'équation (5) , les équations (9) et (10) à l'équation (8). En posant
on ramène aussi Féquation (1 1) à léquation (8).
Mais on ramène les équations (5) et (8) à l'équation (i) , en posant, dans le premier cas ,
u z= b -h u'^, dans le second cas
Il reste donc à exprimer, à l'aide des fonctions elliptiques , les fonctions définies par les équations (i) et (3). Si l'on pose
W rzr rt -f- u'-,
l'équation (i) devient
= T¥¥A'-'-'n(^-h''in^
II- et h- désignant les constantes •, Si Ton fait
maintenant u' :=■—•, l'équation se réduit à
cette dernière équation admet pour intégrale générale
oL désignant une constante arbitraire.
262, Occupons-nous maintenant de l'équation (3) que, par
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une Irajislormalion facile , on peut mettre sous la forme
Nous supposons, pour simplifier, que, dans cette dernière équation, à ^ 1= o correspond la valeur initiale m = o et
— ^1. La fonction définie par cette équation différentielle
est impaire. Si l'on appelle 00 et co' ses deux périodes, on sait, d'après un raisonnement déjà fait plusieurs fois, que les quatre
valeurs ^ = 0, z =^, ^ = — , z = 5 rendent la tonc-
lion nulle ou infinie^ celte fonction admettant un infini triple,
nous pouvons supposer que cet intini triple est ? les trois
zéros étant o, -> — Soit '^(gz, k) la fonction elliptique qui
admet les deux périodes w et w' *, il est clair que l'expression de Il en fonction de 1 aura la forme suivante :
(i3) u= M'-hBl-hClV.
Il s'agit de déterminer les cinq constantes A, H, C, ^, A. En diiférentiant , on a
dz
Aux trois valeurs ^ = 0, z =-') z z= —t correspondent pour
du ^ , — I 4- i i/3 — 1 ^ / ^ 3 .
-7- les valeurs i , ^— 5 — 5 qui sont les trois
dz ^2 2 ^
racines cubiques de l'unité. Si l'on fait z = o, z=:-, il
vient
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Servons-nous maintenant de la valeur de À (5) développée en
eerie
et posons z = \- z ■. on a
et en substituant dans la valeur de u, après avoir remplacé z par gz,
A— ex A(n- A-^) + 2BX-^ u = ! ■ 1- . . .
^3A-3z'3 ^ 2Pgz'
La fonction devant s'évanouir pour z' = o, il en résulte les deux conditions
A — CX = o, A(H- X-^) H- 2BX- = o;
on en déduit
X - — 2 / ^3 . X 4- 1 = 0; d'où
Posons enfin z = — '■ 1- z', u =^ -J. Téquation diÛéren-
tielle (12) devient
du I *
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d'où
et, par suilo
D'un autre côté, la fonction X(2) et ses dérivées, pour z =:^—-^ z ei z =: \- z' ayant des valeurs égales et de
signes contraires, on a on en déduit
Si l'on remplace A et C par leurs valeurs, il vient
Toutes les constantes sont déterminées, et l'intégrale de l'équation (12) est exprimée au moyen de la fonction elliptique À [gz) et de sa dérivée.
Chacune des transformations que nous avons efl'ectuées donne l'intégration d'une équation différentielle. Par exemple, l'équation finie (i3) est l'intégrale de lequation dilïérentielle du d\
dans laquelle g elk ont des valeurs convenables.
CHAPITRE III
^ EXEMPLES DINTÉGRA-TIOIV.
i263. Revenons à l'équation générale
I>ïÉGRÀTIO-\ PAU LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. Siy
Soit Wi une valeur de u pour laquelle l'équation admet une racine double U, dilïérente de zéro : on aura
et si Ton élimine Ui entre ces deux équations, on obtiendra une équation
à laquelle devront satisfaire les valeurs de u pour lesquelles U prend des valeurs multiples.
Posons u = u, -h u'. U = U, -h U'; l'équation ditTérentielle devient
Comme U'doit rester monodrome par rapport à // (n" 245) il est nécessaire que
L équation (4) n'est autre chose que léquation (2), dans laquelle on regarde Ui comme une fonction de 11^ donnée par l'équation (3) ; on a donc
^ _ ^F d¥ du, _ du^ du, r/U, <r/«, ~~
Ainsi léquation (4) n'aura que des racines doubles; ^(//) sera, en général, un carré parfait.
Appliquons à l'équation du troisième degré
(5) U^-+-PU^-f-Q = o,
dans laquelle P et Q désignent des polynômes entiers en ?/, le premier au plus du second degré, le deuxième du sixième degré. Cette équation comprend toutes les fonctions monodromes doublement périodiques du troisième degiéj car on sait que, dans une fonction doublement périodique, la somme des m valeurs de z qui, dans cliaque parallélogramme, corres-
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pondent à une même valeur de u est constante, et, par suite, la somme des m valeurs de — qui correspondent à une môme
valeur de u est nulle: ainsi le terme du desfié m — i en — ou
du
du j I w
du premier degré en — manque dans 1 équation.
dz On a ici
ce qui donne
Cette équation n'aura que des racines doubles si le polynôme du sixième degré — P' + Q est un carré parfait. Nous poserons donc
en appelant R un polynôme du troisième degré au plus. Telle est la condition générale à laquelle doit satisfaire l'équation du troisième degré, pour que l'intégrale soit monodrome et doublement périodique.
265. Considérons maintenant une valeur de u annulant Q^ à cette valeur u^ correspondent, dans l'équation (5), des racines égales à zéro. Posons
u =z iti H- u' ; l'équation devient
u^ 4- (p, -h P', 'i' -h P'[ —]v'-}- q\ u' + Q'; Jil +...== G.
Si Ml est racine simple de Q et n'annule pas P, U a deux valeurs infiniment petites ; le groupe des termes du degré le moins élevé étant Pi U^ -+- Q', //, le premier terme du développement
de U suivant les puissances de 1/ '^ a l'exposant -5 lequel est de
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la forme voulue i (n*^ 216). Si //j est racine double de Q
et annule P , U a trois valeurs infiniment petites ; le premier groupe étant U^ -h Q^^ ? le premier terme du développe-
ment a l'exposant^ qui est encore de la forme voulue. Ainsi,
pour que la fonction intégrale soit monodrome et doublement périodique, il faut que les racines simples de Q n'annulent pas P.^ et que les racines doubles de Q annulent P. D'ailleurs Q ne doit pas avoir de racine triple.
Si une racine simple de Q annulait P, l'intégrale cesserait d'être monodrome. Si une racine double de Q n annulait pas
P, le premier groupe étant Pj U^ -f- Q" — , U se développerait
suivant les puissances entières de i/ -^ le premier terme étant du premier degré, l'intégrale resterait monodrome, mais serait
simplement périodique. Si Q avait une racine triple n'annulant pas P, le premier groupe étant P^U- H-Q7 5 et le
premier terme du développement ayant l'exposant -• l'intégrale serait rationnelle (n*^ 251).
266. Il reste à examiner de la même manière, pour u= o^ la transformée
l'our que Tinlégrale soit doublement périodique, le dernier terme ne devant pas avoir de racine triple pour p* = o, il faut que le polynôme Q soit au moins du quatrième degré. Désignons par p le degré du polynôme P, et par q celui de Q II y a trois cas à considérer : i^ q = 6 i l'équation, pour t^ = o , admet trois racines différentes de zéro 5 dans ce cas, la fonction doublement périodique a trois infinis simples dans chaque
parallélogramme^ i^ g = 5 -^ la valeur v = o étant racine simple du dernier terme et ne devant pas annuler le coefficient de V^, le polynôme P sera du second degré; comme à i^ = o correspondent pour V une racine simple différente de zéro et deux racines égales à zéro, la fonction doublement périodique aura un infini simple et un infini double ; 3^ ^ = 4 ? la valeur u = o étant racine double du dernier terme et devant annuler le coefficient de V^, le polynôme P sera au plus du premier degré-, V ayant trois racines égales à zéro, la fonction doublement périodique aura un infini triple.
Exemple I. — Soit l'équation différentielle
U3 4- 3 U^ — 27 tt^ — 4 = o ;
nous supposons que la variable part de z = o , la fonction ayant la valeur initiale m = o, et la dérivée la valeur correspondante U = I .
Le polynôme Q n'a que des racines simples qui n'annulent
pas P. Le polynôme — P^ -{- Q r=r — lyii^ est carré parfait.
La transformée
pour 1^ = 0, admet une racine triple infiniment petite et du
degré ^- Ainsi , en vertu du théorème V (n°252), l'intégrale
est monodrome et rationnelle; à p» = o correspond seulement z = 00 : c'est donc une fonction entière du troisième degré.
La variable u n'entrant dans l'équation qu'à des puissances paires, si l'on fait marcher u à partir de l'origine, suivant deux
dz chemins opposés, il est évident que— aura la même valeur
le long de ces deuxcheminS;, ce qui donnera pour z des valeurs égales et de signes contraires. On en conclut que, réciproquement, à des valeurs de z égales et de signes contraires correspondent des valeurs de u égales et de signes contraires. Ainsi la fonction entière ne contient que des puissances impaires;
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elle est de la forme
Exemple II. — Soit l'équation différentielle
l]'—3ll' — 2 {a — ly -\- i = o.
Nous supposons encore que la variable z part de 2: = o , zz ayant la valeur initiale // = o et U la valeur correspondante U = i.
On reconnaîtra, comme dans l'exemple précédent, que l'intégrale est une fonction entière du troisième degré, u=z Az -{- Bz^-h Cz\
Si , au moyen de l'équation proposée , on développe la fonction U,
en s'arrètant aux deux premiers termes, on en déduit
d'où
La transformée donne immédiatement C = — Ainsi l'inté-
Ces deux équations différeulielles peuvent être intégrées facilement par les procédés ordinaires^ on vérifiera ainsi les résultats que nous venons de trouver.
Exemple IIL — Soit réquatiou
TP — IJ2 -h /{ u' — 27 a' = o.
La variable z part toujours de 2 = o, la fonction ayant Ja variable initiale if = o et la dérivée la valeur U = i .
Le polynôme Q a ici une racine triple u = o^ à laquelle
correspond povir U une racine double infiniment petite et du
degré - par rapport à m. Le polynôme
est un carré parfait. La transformée
n'admet, pour ^' = o , que des racines simples diflerentes de zéro. On conclut de là que l'intégrale est monodrome et rationnelle.
Comme elle devient infinie pour trois valeurs finies de 2 , et infiniment petite du second degré pour z = 00 , son dénominateur est du troisième degré , son numérateur du premier degré. L'équation différentielle ne contient que des puissances de u multiples de trois. Car, si l'an fait marcher u à partir de l'origine, suivant un chemin quelconque, puis suivant un autre
que Ton déduit du premier, en multipliant u par j = e ,
dz
-—ayant la même valeur le lonsf de ces deux chemins, z de-
du ^
viendra jz. Réciproquement, quand on remplace u par yz, u devient ju. Ainsi la fraction rationnelle est de la forme
Pour // = o, U a une racine double infiniment petite 5 le premier groupe — U^-4- 4?*^= o donne u = -• Donc A = i.
et l'intégrale cherchce est
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Exemple IV . — Soit l'équation
u^ -+- 3 (« — lyw + ^ [li — \y a — 2)* — 4 (« — 2}« =: o.
La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur initiale M = G et la dérivée la valeur U = i .
Le polynôme Q a une racine quadruple z/= 2, qui entre deux fois dans P ^ U admet trois valeurs infiniment petites dont
le premier terme du développement a pour exposant -• Les
autres racines de Q sont simples. Le polynôme — P^ 4- Q est carré parfait. La transformée
a trois racines simples pour k^ = o. On en conclut que Tintégraleest une fraction rationnelle du troisième degré
Q.-J-\- Dz^-f-Ez-f- I
Quand z augmente indéfiniment , u tend vers la valeur 2 : donc A = 2C. Si l'on pose zz = 2 -H u' ^ l'équation, bornée au premier groupe ,
donne
Comme
ID
il en résulte
Cz^H-Dz-^-h Ez -h I ~~
Si Ion développe la fonction U dont la valeur initiale est i, suivant les puissances croissantes dew, on a, pour les deux pre-
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miers termes ,
U — 1 + 8« , tl'où u = z f 4z%
ee qui donne
Nous connaissons maintenant toutes les constantes-, l'intégrale cherchée est
Exemple F^. — Soit l'équation
La variable part de 2 = o, la fonction ayant la valeur initiale z« = o , et la dérivée la valeur U = i .
Le polynôme Q admet la racine double w = o, qui n'annule pas P, et à laquelle correspondent pour U deux racines infiniment petites, monodromes et du premier degré. Le polvîiome
iL. p3
est carré parfait. La transformée
pour P'rrro, admet trois racines infiniment petites du de-
gré -• On conclut de là que l'intégrale est une fonction mono-
drome simplement périodique, ayant un infini triple dans chaque période.
La période se produit quand // tourne autour de l'origine^ U ayant une valeur infiniment petite. L'équation, bornée au premier groupe
U - + 4 11^ =z:. O , OU = Hz 2 ulz y
nionne que la période est tt.
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LMquatioii ne contenant que des puissances paires dez^, comme dans l'exemple I, la fonction u change de signe avec z. Donc
/(î) = -/(-i)=-/fi
Ceci ne peut avoir lieu que si z =- est un zéro ou un infini ^
mais la fonction ne devient nulle que pour 2 = o et z = oo ; il
en résulte que z = - est l'infini triple.
La fonction simplement périodique u s'exprime rationnellement au moyen de la fonction langz qui a la même période tt. L'infini étant aussi le même, l'expression est entière, et l'on a
u z= A tang z -h B tang^ 2.
Pour 2 = o , U = I ; donc A = i . Pour les petites valeurs de w, le développement de la fonction U, dont la valeur initiale est i, borné aux deux premiers termes , est
U = i-i-4«% d'où u = z -^^z^',
donc B = I. La fonction intégrale a pour expression
u =z tang z -+- tang^ z.
^11^1. Exemple VL — Soit l'équation
La variable part de 2 = o, la fonction ayant la valeur initiale u = <>, et la dérivée la valeur U = i .
Le polynôme Q admet la racine double w = o qui n'annule pas P^ les deux valeurs infiniment petites de U sont du premier degré. Quand u tend vers zéro, z augmente indéfiniment,
et Ton a la période w = — ^ nL Le polynôme — P^ -4- Q est <^arré parfait. La transformée
pour u= o j admet trois racines simples
Vo--|^'2, v,^--|5/i.y, v.=^--|^2.yS
\j = e '^ y, ce qui fait trois infinis simples. Ainsi l'intégrale est monodrome et simplement périodique. Cette foîiction s'exprimera rationnellement au moyen de tang —
Si Ton remarque que u ne devient nulle que pour 2 = o et 2 r= Qo , et que les valeurs de Vq , \\ , V2 sont les racines d'une équation binôme, on voit que l'expression a la forme
W Tt Z / TZZ^
- tang i-f- tang^ —
A tang^ h I
Pour trouver le coefficient A , développons la fonction U , dont la valeur initiale est 1, pour les très-petites valeurs de u. On a, en se bornant aux trois premiers termes ,
Toù l'on déduit
En développant de même l'expression de // et identifiant, on trouve
TV
Ainsi l'intégrale cherchée est
W TZZ / TCZ
- tang — 1 4- tang^^ —
w TT Z 2
I H — tang^ —
rr ^ co
^73. Exemple FIL — Soit T équation
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La variable part de ^ r^ o, la fonction ayant la valeur u = o et la dérivée la valeur li = i .
Le polynôme Q n'a que des racines simples qui n'annulent pas P. Le polynôme— P^ -h Q est carré parfait. La trans-
ibrmée
pour ^' :::= o , se réduit à V^ — i n;. o et a trois racines simples différentes de zéro. On en conclut que l'intégrale est monodrome et doublement périodique (n° 252).
Posons y = e ^* .Si l'on remplace z paryz, u devient ju, et la dérivée ne change pas ^ la fonction change de signe avec z. Les deux périodes sont w et /o). La fonction a trois infinis
simples,
w yw y^w
et trois zéros simples,
Nous nous proposons d'exprimer cette fonction doublement périodique au moyen de la fonction elliptique X (gz, A), qui admet les deux périodes w et /w. On sait que les deux zéros
de la fonction elliptique sont o et -■> et les deux infinis ~ et "^ —
La fonction iil na plus l'infini -? mais elle a les deux infinis doubles — et — : elle s'exprime donc de la manière sui-
vante :
(a) «A = AV+B4-CV;
^ le polynôme du second degré en / ne contient pas de terme du I premier degré , puisque la fonction ///. ne change pas quand on rhange le signe de X.
11 faut déterminer les cinq constantes A, B , C, ^, A. Le développement de la fonction elliptique suivant les puissances croissantes de z est
d'où
D'autre part, la fonction implicite U, dont la valeur initiale <?st l'unité, a pour développement
d'où
En substituant dans l'équation (a) et égalant les coefficients des mêmes puissances de z jusqu'à la quatrième inclusivement, il vient
(1) Bh-C = o,
(2) Ag^ — C — ~-g-=i,
.3, cl-£l-iM-,_,ii±'
L'équation transformée, pour p» = o, se réduit à V^ — 1 = 05 les trois racines sont i, /^,7*. On peut supposer que la pre-
miere se rapporte a z = - 7 la seconde a ^ == — et la troisième
à"- — • Posons d'abord z-= — h ^\ on aura, en se bornant au
premier terme,
r = z', d'où uz=L -'
Mais on sait que
A + CX-= — ^X
Mais nous verrons que cette relation rentre dans les précédentes.
Les équations (i) et (4) donnent
Les équations (5) et (6), par soustraction, donnent de même C = -• Ainsi la relation (6) rentre dans les premières. De l'équation (5) on déduit
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Si 5 pour abréger, on pose
les équations ( 2 ) et (3 ) donnent
d ou
^-i— =^' n:: 2 V/3/, X' = i [sJZ i 2 ) ,
Si l'on prend les signes supérieurs , on a finalement
/— /(2H-s/3), -^— 3+2v3, C=^, B = — ^, Arr:-i, ' g' ->■ 2 2g^
et Tintégrale a pour expression
274. Exemple Vlll. — Soit l'équation U3_3U'^ — 2(w^— i)^-f-4 = o.
La variable part de 2 = o , la fonction ayant la valeur initiale // z=z o, et la dérivée la valeur U =:: i .
Cette équation présente tous les caractères qui font reconnaître une intégrale monodrome et doublement périodique. J.e polynôme Q n'étant que du quatrième degré, cette fonction admet un infini triple. Désignons par w et w' les deux périodes. JLa fonction changeant de signe avec z^ ses trois zéros seront
o, -î — , et son miini triple
Nous exprimerons encore cette intégrale au moyen de la
fonction elliptique \. La fonction -? n'admettant plus qu\in infini double -> aura une expression de la forme
Aa' + B4-C)/.
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On aura donc
(a) ,< — >, (AV-f- B-hCV).
Il faut déterminer les cinq constantes A, B, C, ^, /»•
Pour les valeurs très-petites de ^, en se bornant au premier terme, on a
ce qui donne la relation
Pour // =: o, Téquation dilTérentielle devient
si l'on supprime la solution U = i qui correspond à z =^ o ^
elle se réduit à
U^__2U — 2=0; d'où
U = iq=v/3.
à z =z — Posons z = — h z\ nous aurons 2 2
Faisons correspondre la première racine à ^ = - la seconde
— h 2: , nous au
Il = [i — \'o) z' ;
d OÙ l'on déduit, en substituant dans l'équation (a),
Posons de même z = \- z\ nous aurons
et, en substituant dans l'équation (a), nous obtiendrons le& deux relations
La transformée
donne, pour le premier terme du développement,
en posant z = f- ^^ Si l'on substitue dans réquation
3c), on trouve la relation
A-hC/^ =^gHK
Nous avons maintenant un nombre d'équations sutfisant pour la détermination des constantes. Les équations (i), (2), (3), donnent
Substituant ces valeurs dans les équations (4) et (5), on obtient les deux équations
ii£ = _,(3 + ,^3), ^, , 2 ( 2 - y/ï) d'où 1 on déduit
/;- = _ (3 + 2 s/3)zb2 v5h- 3v/3, Ag^rz."'"^^,
et rintégrale chercbée a pour expression
«— ■X(Aa'-+- B-f- CV).
^75. Nous allons vérifier que celte fonction satisfait bien à l'équation différentielle proposée. Voici le calcul de vérification. On a, en diiîérentiant,
- — (3A>'-f B)a' 4- Cl^'^-f-AA"),s
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d'où Ton déduit
^— i8eA^A^-{-48B^C/-À«+(29B'/?^-4- i5C2/-^)X*
-f-[i4BC— B'(i4- X-)]À' -h (B^4-C%^
-^ 2>/ [gC^ /■■).«+ r5BC/-^A'-f- (3C-^/- 4- 4B=/)V+ BC],
— = io8C^X'').'^-h432BC2/-^).'«+(549B'C/M- c35CM')>-*
-h (238B / 4- 3o6BC'X5) ).«
H-[36CU--|- r68B^CX^— i2B-'(i-f-/-^)/]A*
-h (3oBC2 /- -4- i8B^ A)r- -h (Oh- 3B^C)
io8C^/-^).'"-f- 324BC'X-n« \
[ +(279B^CA^-H8ïe/-^)>.'= f
1 +[33B'CX- -H 90^/- — B^( I -h X^^)]),2 l ' -h(3BC^-l-BM ■
On a, d'autre part
II' = 2 A')/ + 4 ABV 4- (B^ -h a)l' -{- 2Ca= (A>;^+ B) >/, («^ — 1)^ z= 8 A^ V' -+- 32 C B A' V -^ (4oB^C- P + SO Z^') 1' -h(i6B^CX -h 16BCH — /iCH'-)y
Exemple IX- — Soit l'équation
La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur initiale H = o ^ et la dérivé la valeur U = i.
L intégrale est monodrome et doublement périodique 5 elle
change de signe avec z] elle admet trois zéros simples o, -?
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oi' ....... W -f- w' r n
— , et trois iiiiinis simples ? -+- (i , — a. La lonction
"^'~ ^ ? dans laquelle —=l^[a), n'admettant plus que
l'infini double ? aura une expression de la forme
AX^ 4- B -i- Cl'. On a donc
(a) a(^i— hn') =zl{Ar- -h B -i- CV).
Il s'agit de déterminer les six constantes A, B, C, A, ^, /r.
Pour a = o, Féquation diiïérentielle se réduit à U'^ — 1= o, ce qui donne les trois solutions IJ = i, U =;% U = — y, en
représentant toujours par j la quantité e .La première valeur correspond à 2 = o 5 en se bornant aux deux premiers termes, on a
U ::= I — ô "% d 'où U =: Z z^ :
en substituant dans l'équation (a), on obtient les deux relations
(2) A,3_B1^\,-Cii^,3^_^_;,,,
Si nous faisons correspondre à z = - la seconde solution U=y% nous aurons u =p z'^ d'où
(3) Bg — Cg = -f.
La troisième solution U = — 7 convient à z = — Il en résulte
u = — jz' \ en substituant dans l'équation (a), on obtient les deux relations
A = CÂ
(5) h^j=.Bgh^Kgl:rË.,
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La transformée
pour p-r^o, se réduit à \^ — 3V'-l-4 = *^- Cette équation admet la racine simple Y = — i et la racine double V = 2. La
racine simple correspond à Tinfini z = ? la racine double
aux deux infinis z=H-<7 et z = — n. Si Ton pose
il Vient
ce qui donne la relation
(6) A-}-C/c:=-S^A/lK
Des équations (i), (3), (4), (6). on déduit
En substituant ces valeurs dans les équations (5) et (2), et posant, pour abréger,
on obtient deux équations du premier degré en p et q, d'où Ton déduit
Ainsi les coefficients sont déterminés, et l'intégrale a pour expression
Exemple X. — Soit l'équation
U^__3U2--2 (1 —iû)^-^^~o.
La variable part de ^ ==: o, la fonction ayant la valeur u =0 et la dérivée la valeur U = 1 .
L'intégrale est une fonction monodrome doublement pério-
■2 TC i
dique. Posons j = a ^ ; quand on remplace z par jz, la fonction u devient ju. Ainsi les deux périodes sont w et /w. La
fonction admet trois zéros simples o, » 1 et trois in-
finis simples a^ja^f a.
Nous intégrerons l'équation différentielle proposée au moyen, non pas de la fonction elliptique ^(z), mais de la fonction doublement périodique du second ordre (p(z) définie par Féquation
avec la condition çp == o pour z = o.
On peut déterminer la constante h^ de manière que celte fonction admette les mêmes périodes w et /w^ puisque
m(ys)=y^(z), elle aura alors les deux zéros o et : et
rinfini double .• Cette fonction se développe en série
de la manière suivante :
«? == ^ -+- -g ^' --f- . • • • La fonction u (i — h^Y) ^^"^ laquelle h^ = -7T-J» n'a que l'infini quintuple — :• La fonction 9 contenant ce même
infini au second degré et cp' au troisième degré, le produit :p^' le contiendra au cinquième degré, et l'on pourra déterminer la constante A, de manière que la fonction
ne contienne plus cet infini qu'au quatrième degré ; puis la constante B, de manière que la fonction
u(i— h' f) — A 'f(f' — Bf
ne le contienne plus qu'au troisième degré ; puis la constante C, de manière que la fonction
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Jie le contienne plus qu'au second degré ; puis la conslante D, de manière' que la fonction
w ( I — h^ cp^) — Aip^' — B y- — Cw' — D(j>
ne le contienne plus qu'au premier degré. Cette dernière foncïion, n'ayant qu'un infini, est une constante E. On a donc
« ( I ~ // " <p^) r=: A rprp' -4- B -j-^ 4- C ^' -f- D tp + E.
* Mais la fonrtlon // s'aiinulant pour 2 = o. et devenant/u quand
on remplacer par jz, les constantes B, C, E sont nulles. On
•a donc finalement ■ '\- ,
(a) « ( I — /i'^f) = A ij>'/ -h D a>. , •
Il faut déterminer les quatre constantes A, D, h. k.
Pour u = 6, Téquation diflérentielle se réduit à ? . .
et admet les trois solutions
La première correspond h z = o\, si Ton développe en se bornant aux deux premiers lerines, ou a
ce qui donne les deux conditions
AX^H-D
Nous ferons correspondre la seconde lacine h z = On a
ainsi
et, comme
.•fe)— W:^--)
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oji obtient laielatiou
La troisième rannc eorrespond a z = — ,-, eldonno la eoii-
dition
Des équations (i), (3), (4), on déduit
D = ^, A = ^-^, /!-2=:4/r^(5 + 3v/3). Substituant dans Téquation (2), il vient
d'où
On eonnait ainsi la fonction intégrale
A<pr/4-DcP U = — ; '- '
278. Exemple XI. — Prenons pour dcrniei exemple l'équation du einquiènie degré
U-^H-{//2 — j)iy'—±.^u^u'-— iY = o, o
dans laquelle la variable part de 2 := o, la fopction ayant la valeur initiale u = o, et la dérivée la valeur U r== i .
Pour u = dzi, l'équation admet cinq racines égales à zéro 5 ces cinq racines forment un groupe circulaire, tel que, si l'on pose u= dzi-hi/', le premier terme du développement de L';,
suivant les puissances croissantes de ii''-> a Texposant -•
Pour u = o, outre la racine {] = 1, l'équation admet cjuatre racines égales à zéro qui forment deux groupes circulaires
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comprenant cb a cun deux racines, et tels, que le premier terme
dn développement de chacun d'eux a pour exposant -•
Les racines multiples différentes de zéro sont données par ^ î équation] •
obtenue en égalant la dérivée à zéro. En substituant cette valeur dans Téquation proposée, on a Téquation (ir — 1)^ = 0, qui n'a pas d'autre solution que zf=zbi. Ainsi Téqualion différentielle n'admet pas de racines multiples différentes de zéro.
La transformée
pour i^ = o, se réduit à V' — \ ' -h ^ = o ; elle admet la racine double V = I et trois racines inégales données par Léquation du troisième degré
La racine double présente seule quelque difficulté 5 si Ton pose
on voit que le premier groupe comprenant un terme en \'- et un terme en i^'-, \' est monodrome par rapport à u.
L'équation différentielle présente donc tous les caractères qui distinguent les intégrales monodromes doublement périodiques. Cette fonction change de signe avec z. Elle admet un zéro simple et deux zéros doubles -h a et — «, et cinq infinis
simples, -> — , 5 -\- o ei — /;. Pour 1 exprimer au moyen
de la fonction elliptique À (^2:, A) on remarque que la fonc-
34o LfVRE M.
lioiJ II l (i — /r )i"'), dans laquelle y =^ ^ {f^) n'admellaiil plus
que les deux inunis quadruples — et , on aura
(a) • ul{i--h'V) = AV^Bl'-{-C-i-{DV-j-E)y.,
Il faut déterminer les huit constantes
Si l'on développe en série pour les petites valeurs de z, on a, en se bornant aux deux premiers termes,
en substituant dans l'équation (a), on obtient les deux relations
(i) Ch-E = o,
(2) B^H-Dg' — E_— s^r=i.
Servons-nous maintenant des infinis. La racine double V = ^ de la transformée donne les deux infinis -f- Z> et — Z> ; les trois racines simples de l'équation
donnent les trois infinis -? — 5 • Appelons V^ , V.>, V-,
les trois racines de l'équation (|3) que nous faisons eorres-
pondre respectivement a —, — 1 Î5oit z =z — V- z i nous
aurons pour les deux premiers termes du développement,
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d'où
vn posant, pour abréger,
on en déduit
"~V,z' VJ 3*
Si Ton substitue dans l'équation (a), on obtient les deux relations
(3) Cg~Y.g=-^,
(4) ti (C _ E) + B,.= - D,- ^ E i^V - (^ + /'=) !;• Faisons maintenant z = h 2', nous aurons
(6) -^/,= +B^„. + Di^g-Eg/ = = (^X-^+-±-JA'|-. Ln posant z = h -2 , on trouvera de même
(8) ^/''+B%-Di^'g + Eg^'=- (^A= + i±i'/,')|:.
Les équations (i) et (3) , (5) et (7) , (2), donnent
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PoLii déterminer les trois constaiiU s h^ g -ffi -, nous poserons
( I 4- Z-^) g-^ = p, Ag' =z q , h'^f z= r. De 1 équation (4) on déduit
Les deux équations (6) et (8), eombinées par soustractioii t par addition, conduisent aux deux équations suivantes .
(lo) {q^~^r
5Vv;~y
(II
Cette équation à une seule inconnue /' est du troisième degré. La question est donc ramenée à la résolution de deux équations du troisième degré (|3) et (11).
riw.
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