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PRÉFACE
JjSi première Partie de cetOuvra{i[e est consacrée à l'exposition (l'une théorie des fonctions, d'après les idées de Cancliy . t^e prini'ipe fondamental de cette théorie est la considération des fonctions d'une variable imaginaire. Il apparaît pour la première fois dans le Mémoire célèbre de 1 8a5 sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. Depuis, par les travaux de Cauchy et des géomètres qui ont suivi ses traces, il a reçu des développements tels, et a conduit à la découverte d'un si grand nombre de vérités nouvelles, que son importance est aujourd'hui universellement reconnue. Cependant on constate avec regret que, dans quelques ouvrages consacrés à cet ordre de recherches, on ne rend pas à Giuchy la justice qui lui est due.
Dans la théorie de Cauchy, la marche de la variable imaginaire est figurée par le mouvement d'un point sur un plan. Pour représenter les fonctions qui accpiièrent plusieurs valeurs pour une même valeur de la variable, Riemann regardait le plan comme formé de plusieurs feuillets superposés et réunis par des soudures, de manière que la varia])le puisse passer d'un feuillet à un autre en traversant une ligne de raccordement. La conception des sur-
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faces à feuillets multiples présente quelques difïîcultés; malgré les l)eaiix résultats auxquels Riemann est arrivé par cette méthode, elle ne nous a paru présenter aucun avantage pour l'objet que nous avions en vue. L'idée de Cauchy se prête très-bien à la représentation des fonctions multiples ; il suffit de joindre à la valeur de la variable la valeur correspondante de la fonction, et, quand la variable a décrit une courbe fermée et que la valeur de la fonction a changé, d'indiquer ce changement par un indice.
Pour étudier la variation de la fonction, quand la variable z est
trcs-grande, on pose z -— -,> et l'on donne à z des valeurs très-
petites; la nouvelle variable est figurée, comme la première, par le mouvement d'un point sur un plan. Si l'on conçoit que les deux plans relatifs aux variables z et z soient tangents à une sphère aux extrémités d'un diamètre, on remarque que les droites qui joignent les deux points correspondant aux extrémités du diamètre percent la surface de la sphère en un même point ; on transporte ainsi sur la sphère les deux figures planes. Cette considération delà sphère, due à M. Neumann, est commode dans l'étude des fonctions algébriques, elle simplifie les énoncés : nous l'avons adoptée dans cette seconde édition. Toutefois, nous ferons remarquer que le raisonnement reste le même ; après avoir étudié la marche de la fonction pour les valeurs finies de z, sur le
premier plan, il est nécessaire d'opérer la transformation s =^ — ,,
et d'étudier conuuent se comporte la fonction dans le voisinage du point s'= o, vsur le second plan; on réunit ensuite les deux parties de la démonstration à l'aide de la sphère. Ceci nous donne
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roccasion de répondre à des critiques qui nous ont été faites au sujet de quelques théorèmes contenus dans la première édition de cet Ouvrage ; on oubliait siins doute la seconde partie de la démonstration, siu' lacjuelle, pour éviter les longueurs et les répétitions, nous n'avons pas toujours assez insisté.
Après cette étude générale des fonctions, nous nous occupons spécialement des fonctions doublement périodiques. Les fonctions elliptiques sont les plus simples d'entre elles. Ce sont les intégrales elliptiques qui se sont présentées d'abord dans le Calcul intégral; elles ont été étudiées à ce point de vue, dès 1 786, par liCgendre, c|uiena trouvé un grand nombre de propriétés; le grand Traité des Fonctions elliptiques, publié en iHaô, contient le résultat de ses longues et patientes recherches. Abel, le premier, en i82(), a considéré les fonctions elliptiques proprement dites, qui sont les inverses de ces intégrales, et a reconnu l'existence des deux périodes. Vers la même époque, Jacobi s'est occupé du même sujet, et les inunortels travaux de ces deux grands géomètres ont paru dans les premiers volumes du Journal de Crcllc.
r^es recherches d' Abel ne se rapportent pas seulement aux transcendantes elliptiques, mais à d'autres transcendantes d'un ordre plus élevé : il a découvert à ce sujet un théorème que l'on regarde comme une des plus belles conquêtes de l'Analyse moderne. J^ considération du chemin suivant lequel s'effectue l'intégration, d'après les principes posés par Cauchy , était nécessiiire pour donner à ce théorème son sens précis et sa vraie signification. C'est en suivant la voie ouverte par Abel qu'un grand nombre de géomètres éminents de notre époque ont enrichi la Science de leurs brillantes découvertes.
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Nous devons rappeler que M. Liouville a exposé, dans un cours professé au Collège de France, une théorie des fonctions elliptiques basée sur la considération de la double périodicité. Le programme de ce cours a été publié dans les Comptes rendus de i85i . liCs savantes leijons de l'illustre géomètre, et les beaux travaux de M. Hermite sur le même sujet, ont été le point de départ de nos propres recherches. Nous devons beaucoup aux affectueux conseils (|ue M. Hermite a bien voulu nous donner pour iîette seconde édition de notre Ouvrage.
THÉORIE
On appelle quantité imaginaire une expression de la forme
X -{- ysj— I , dans laquelle œ et y sont des quantités réelles, positives ou négatives.. Pour simplifier Técrilure, irons représenterons le symbole V— I par la lettre i.
En désignant par r un nombre positif et par 0 un angle, on peut poser jc =. rcosS, j= rsinô, et la quantité imaginaire se met sous la forme r(cos5 -î- «sinô). Le nombre positif r est le module, Tangle 0 V argument de la quantité imaginaire. Le module d'une quantité imaginaire est parfaitement déterminé; mais l'argument admet une infinité de valeurs formant une progression arithmétique, dont la raison est 2n.
Si dans un plan on trace deux droites rectangulaires Ox et Oj {Jîg. i), on peut figurer la quantité imaginaire x ^- ji par le point js, dont les coordonnées sont x et j. Le module r est la longueur de la droite Oz qui joint l'origine au point r, l'argument 0 est Tanglc que fait cette
droite avec Taxe fixe Ox, angle positif ou négatif, suivant qu'une droite, partant de la position initiale Ox, le décrit en tournant de Occ vers Oj, ou en sens inverse.
On dit qu'une quantité imaginaire z = x -^-yi varie d'une manière continue, lorsque les deux quantités réelles x et y varient d'une manière continue. Cette variation est figurée par la courbe que décrit le
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points. Le module varie d'une manière continue et aussi chacun des arguments. H y a exception toutefois lorsque la quantité s'annule, c'est-à-dire lorsque la courbe passe par l'origine; dans ce cas, l'argument éprouve une variation brusque égale à ti, si la branche de courbe décrite par le point z admet une tangente unique au point 0.
Fonctions d'une variable imaginaire.
2. Lorsque deux variables imaginaires zetu sont liées entre elles de telle sorte que la variation de l'une entraine celle de l'autre, on dit que les deux quantités sont /onctions l'une de l'autre. On dira, par exemple, que u est fonction de js, et l'on indiquera cette dépendance par la notation habituelle u = /{z).
Lorsque la quantité u varie d'une manière continue, quand le point z se meut dans une certaine partie du plan, on dit que la fonction est continue dans cette partie du plan. Si l'on représente la fonction, comme la variable, par un point u situé dans le même plan ou dans un plan différent, quand le point z décrit une ligne, le point u décrit une ligne correspondante.
DÉFINITTONS.
Dén\^ée.
3. Soient z et z' deux points voisins situés dans la partie du plan considérée; lorsque le rapport
tend vers une même limite, quand le point jz' se rapproche indéfiniment du point z, d'une manière quelconque, cette limite s'appelle la dérwée de la fonction; nous la représenterons, suivant l'usage, par la notation/'(;s).
Dans tout ce qui suit, nous ne nous occuperons que des fonctions qui admettent une dérivée. A cette propriété correspond une propriété géométrique remarquable.
Si l'on pose
/'(2)z=:fl(cosaH-i sina),
2'— z = p(cos0 -f-/sin0), on a
rzr^ ^ ^^^'Ijy^ =r{z) -f. e = (a + e') [cos(a -f- e") 4- 1 sin {« -f- e^^)],
la quantité imaginaire £ tendant vers zéro, ainsi que les deux quantités réelles e', e", quand le point z' se rapproche du point z. On en déduit
h' —u=p[a-V' e')[cos((?-f-a-f e") -♦- i sin(9 -f- a -h e")];
le module de u' — u est p(« H- e'), son argument 0 -^ a-h i". Supposons que le point z' décrive une courbe tz^ [fig* ^) ayant une tangente %a^ au point z\ quand le point z' se rapproche du point z, l'argument Q de z' — z tend vers une limite 9< qui est l'angle de la tangente za^ avec l'axe ox\ l'argument de u'— u tendant vers la limite 6, + a, on en conclut que le point u' décrit une courbe uu^ , ayant une tangente ub^ , dont la direction est définie par l'angle Q^ + a. Concevons maintenant que le point z^ décrive successivement denx
courbes zz^ , zz,» ayant des tangentes za^ » za,, dont les arguments sont d,
Ci 62; le point u' décrira deux courbes uut , UU2, ayant des tangentes ubt , wfta» dont les arguments sont 6< -H a, 02-+- oc] l'angle ft^wéa est égal k 62— Oi, et par conséquent à Tangle a< zaa. Ainsi, lorsqu'une fonction u =f[z\ admet une dérivée» les courbes décrites par le point u se
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coupent sous les mêmes angles que celles qui sont décrites par le point z. Ceci suppose toutefois qu'au point z la dérivée n'est pas nulle.
4. Il résulte de là qu'une fonction ayant une dérivée donne un mode de transformation des figures planes dans lequel les angles sont conservés. Pour en montrer un exemple bien simple» considérons la fonction u = -•
z Si l'on pose
z=: r(cos0-f- isinG),
on a
u TT. -(cosO — I sin9).
Quand le point z' décrit le prolongement zl {fig. 3) du rayon vecteur, le point u' décrit la droite uO, en se rapprochant de l'origine; à la courbe zz^ correspond la courbe ua^^ et l'angle h^uÇ^ est égal à a^ zl. Faisons tourner la seconde figure autour de Taxe Orr; le point u s'applique en m sur le rayon vecteur Oz, et la courbe ua^ prend la position
m/i; les tangentes za,» me aux courbes zz^, mn font des angles égaux avec le rayon vecteur; c'est la transformation par rayons vecteurs réciproques.
5. Concevons que le point z décrive deux séries de lignes orthogonales, par exemple deux séries de droites, parallèles, les unes à l'axe Oor,
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les autres k l'axe O7; le point u décrira aussi deux séries de lignes orthogonales. Ainsi toute fonction qui admet une dérivée transforme un système de lignes orthogonales en un autre. Considérons, par exemple, la fonction a = 5'; si l'on pose
z:=r(cos9-+- 1 sinfl), wr=r'(cose'-f- 1 sinfl';, on a
aux droites
rsinfli^ft, rcos0 = a,
respectivement parallèles à Oj? et à 0^, correspondent les paraboles homofocales
I— cos6' 14-C0S6'
Autre méthode.
6. Nous allons envisager la question à un point de vue un peu différent. Posons
a = X-+-Yi,
X et Y étant des fonctions réelles de deux variables réelles et indépendantes X et y. Laissant y constant, faisons varier x; nous aurons
Az := Aar,
et
Aw_AX .AY^
Az ~" àx àx'
si le rapport -r— tend vers une limite, les rapports -— > -r— tendent res-
pectivement vers des limites déterminées. On en conclut que les deux fonctions réelles X et Y admettent des dérivées partielles par rapport à X.
Laissant x constant, faisons maintenant varier j; nous aurons
Az = I Aj, et par suite
Aw_£/AX ^.AY\ AY ^.AX,
on en conclut de môme que les fonctions réelles X et Y admettent des dérivées partielles par rapport à y.
Si le rapport ^ a dans les deux cas la même limite /'(z), on a la
relation
d\ ,dY âY .âX Ox ox Oy uy
qui équivaut aux deux suivantes
dH dY dy. dY
^ ' ox oy uy ox
Ces relations indiquent que les expressions
Yrfx-hXrfr, Hdx^Ydy
sont des différentielles exactes par rapport aux variables x et j.
7. Réciproquement, lorsque deux fonctions réelles et continues X et Y de deux variables indépendantes x eiy ont des dérivées partielles satisfaisant aux relations (i), l'expression u = X -f- Yi peut être considérée comme une fonction de la variable imaginaire z = x ~\- yi^ admettant une dérivée.
Considérons» en effet, un point quelconque jz, et par ce point faisons passer une courbe zz^ telle que les valeurs de z soient représentées le long de cette courbe par la formule
dans laquelle les fonctions réelles (p(/), ^[t) de la variable réelle / admettent des dérivées <p'(/), '^(0- On aura, le long de cette courbe»
rfX â\ dx d\ dy* 'dT "^ ~dx 'di '^ ~ôy 'ii^
dY âY dx ÔY dr al dx dt dy dt
d'où
du d\ .d\ l'dXdx ^ f/r\ l'^dx àY <Ix\ 1i~ dt "^' dt ~\dx dt "•■ dy dtj'^''\dx dt '^ dy dt)'
et, eu vertu des relations (i),
du_(d\ .àY\/dx .dr\ Tt~ \^'^* dx)\dt ^^Ttj'
On en déduit
£ s'évanouissant avec Af. Gomme on a
£« étant aussi une quantité infiniment petite» il en résulte
Am /^ .âY\ i-f e
A 2 \0x Ox ) \ -\- ix
La fonction admet donc une dérivée -r— + i-r-^ indépendante de la
âx ax ^
direction de la tangente à la courbe zz^ au point z.
8. Nous démontrerons plus loin que la fonction /^(z) a aussi une dérivée; il en résulte que les fonctions réelles X et Y admettent des dérivées partielles du second ordre par rapport aux deux variables x et y\ d'après les relations (i), ces dérivées partielles satisfont aux
équations
dx^ dy^ * dx^ dy^
Ainsi toute fonction u = f[z), ayant une dérivée, fournit deux solutions particulières de l'équation aux dérivées partielles du second ordre
ox^ ay^
Il résulte de là que si l'on veut, à l'aide de deux fonctions réelles X et Y des deux variables réelles et indépendantes a? et j^, composer une fonction a = X -i- Yt de la variable imaginaire z = x-\- yi admettant une dérivée, on ne pourra prendre arbitrairement aucune de ces deux fonctions.
9. Nous avons figuré la variable imaginaire z par le mouvement dans un plan d'un point dont les coordonnées sont x t\.y. Concevons que, sur la perpendiculaire au plan en ce point, on porte des longueurs respectivement égales à X et à Y, nous aurons deux surfaces dont l'ensemble représentera la fonction u. Les relations (i) signifient que, si l'on fait tourner d'un angle droit l'une des surfaces autour d'une perpendiculaire au plan xQy^ les plans tangents aux deux surfaces aux points situés sur cette perpendiculaire deviennent parallèles. En effet, la normale à la surface X fait avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
dx^ dy^ '
après la rotation d'un angle droit de Oo? vers Oj, cette normale fait avec
les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à
dX â\ __ djr^ dx '
ou, en vertu des relations (i), à
dY ô\
X dy
elle est alors parallèle à la normale à la seconde surface.
10. Voici quelques autres propriétés des surfaces X et Y qu'il est bon de remarquer :
Si l'on pose
"5Ï"""''' "5^"^^' dx ~^^' dxdy-^^' 'à^'^ '
— „' rJL — n' -— - — r' -- ■ ■ — «' — //
ou a
et par suite
Le rayon de courbure R d'une section normale à la surface X est donné par la formule
r cos'a 4- / cos^p -h 25 cosa cos(5 /'(cos^a — cos'(3) -f- 25 cosa oos^'
a, |B, 7 étant les angles que fait avec les axes des coordonnées la tangente à la section normale considérée. L'indicatrice de la surface X a pour projection sur le plan xOy Tbyperbole équilatëre
rapportée à son centre. L'indicatrice de la surface Y a de même pour projection l'hyperbole équilatère
OU
Si Ton fait tourner cette seconde hyperbole de 45 degrés autour de son centre, elle coïncide avec la première. Ainsi, les projections sur le plan xOy des indicatrices des deux surfaces conjuguées aux points homologues sont des hyperboles équilatères égales, et les asymptotes de Tune coïncident avec les axes de l'autre.
Les rayons de courbure principaux de la surface X sont donnés par l'équation du second degré
qui se réduit k
(rM 5»)R'— v/i 4-/;M-</^ [(/>'-- q^)r-\- '^pqs] R- (1 -h p*-\- </»)'_ o;
ceux de la surface Y par l'équation
(r»-f-5»)R»— )/'i~'^p^'^^^[(p^—q^)s— 2pqr]R — {i -h/?M qf')» = o.
On voit que le produit des rayons de courbure principaux est le même dans les deux surfaces, et par conséquent que les deux surfaces ont la même courbure aux points homologues.
Fonctions monotropes.
11. Supposons que le point z soit astreint à rester dans une partie du plan déterminée; si tous les chemins qui vont du point initial z^ à
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un point quelconque z [fig. l\) situé dans cette partie du plan conduisent à la même valeur de la fonction, nous dirons que la fonction est monotrope dans cette partie du plan.
DÉFINITIONS. a
Il est évident que, si le point mobile décrit une courbe fermée située dans la partie du plan considérée, la fonction reprend sa valeur primitive.
Réciproquement, lorsque la fonction jouit de cette propriété, elle est monotrope. Considérons, en effet, les deux chemins z^az^ z^bz, qui vont du point z^ au point z; soit Uo la valeur initiale de la fonction, u la valeur qu'elle acquiert quand on suit le chemin Zoaz; en continuant suivant zbz^, on ramène la valeur initiale i/o« si maintenant on rétrograde suivant z^bz, la fonction repassera par la même valeur en chaque point, et par conséquent elle acquerra en z la valeur u obtenue précédemment.
Une fonction entière, plus généralement une fonction rationnelle, n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de js, est monotrope dans une partie du plan limitée par une courbe quelconque. Nous dirons pour abréger que, dans ce cas, la fonction est monotrope dans toute l'étendue du plan.
Exemples de fonctions polytropes, 12. Considérons d'abord la fonction
u = ^(z — at)(z — «a). . .(s — a«) .
Marquons dans le plan les points a,, a^, . . . , a;, {Jig. 5) ; si l'on prend pour origine successivement chacun de ces points, en conservant la
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direction des axes, le même point représentera, par rapport à ces différents systèmes d'axes, les binômes z — a,, s — a^, . . . , s — a„.
12 LÏVRE I. - CHAPITRE I.
Posons
z — a^ =r r, ( cos 9, -4- /sinô,), z — a, =:/',( cos 0,4- isinô,),
z — a„Tz= r„(cosO^-h i s\n9„);
on a
Lorsque le point z décrit une courbe fermée ne comprenant aucun des points a, , as, ... , a„, les arguments 9< , 62, . . . , 9« reprennent leurs valeurs primitives, et par conséquent la fonction u revient à la même valeur. On en conclut que la fonction est monotrope dans toute partie du plan ne comprenant aucun des points a,» as, ... , a„^ que nous appellerons j9om/^ critiques.
13. Supposons maintenant que le point z décrive une courbe fermée comprenant un point critique a, {Jig. 6), dans un sens tel (pour la disposition adoptée des axes) qu'un observateur, en décrivant le contour, ait constamment a sa gauche Taire enveloppée par la courbe, et doréna-
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vant nous appellerons le sens de ce mou\emont sens positif; les arguments C2, 5,, . . . , 5„ reprennent leurs valeurs primitives, mais 9, augmente de 27;; l'argument de u augmente donc de n, et par conséquent la fonction change de signe.
Considérons deux chemins jZo^^» z^bz {Jig. 7), allant du point Zq au point z et comprenant un seul point critique a|. Soit Uq la valeur ini-
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tiale de la fonctioD au point z^^, u la valeur que Ton obtient au points, quand on suit le chemin Zf^az\ si Ton continue suivant zbz^^ d'après ce que nous venons de dire, la fonction change de signe et acquiert en Zq la valeur — Uq. En rétrogradant suivant z^bz avec la valeur initiale — Uo» 1^ fonction repasse par les mêmes valeurs et reprend en z la valeur u obtenue précédemment. Si maintenant l'on décrit le chemin j3o hz avec la valeur initiale + u^^ le signe du radical étant changé, la fonction acquiert en z la valeur — u. Ainsi, les deux chemins z^az^ Zobz, décrits avec la même valeur initiale u^^ conduisent au point z à deux valeurs de la fonction égales et de signes contraires, et par conséquent la fonction cesse d'être monotrope.
Considérons en second lieu la fonction
P* P} Pz
dans laquelle les exposants sont des fractions irréductibles. En adoptant les mêmes notations que précédemment, on a
Lorsque le point z décrit une courbe fermée ne comprenant aucun des points ai, a,, ... , a^, la fonction revient à sa valeur primitive. Elle est donc monotrope dans toute partie du plan ne comprenant aucun des points critiques a,, a^, . . . » a^,.
Supposons maintenant que le point z parte du point x^o* 1^ fonction ayant la valeur initiale u^, et décrive, dans le sens indiqué, une courbe fermée comprenant le point critique a, ; les arguments S^, 5», . . . reprenant leurs valeurs primitives et Q^ augmentant de 27;, il en résulte que
l'argument de u augmente de -^^-^] la valeur de la fonction est donc multipliée par la quantité
I, — cos "^ h I sm -^ — »
qui est une racine primitive de l'équation binôme ar^i = i. Un second
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lour donnera Wo/i x j\ = UqJ\\ un troisième u^j], etc. La fonction prend donc au même point Zq les q^ valeurs
un nouveau tour ramènerait la valeur initiale u^^.
Si Ton tourne ensuite autour du second point critique a, avec Tune des Çt valeurs précédentes prise comme valeur initiale, on obtiendra q^ valeurs différentes. La forme des valeurs ainsi obtenues est
•m. «Wj
si les nombres q^ et q^ sont premiers entre eux, la fonction acquiert de la sorte qi ^2 valeurs, et ainsi de suite.
Lorsqu'une fonction, qui a une valeur initiale bien déterminée, acquiert ainsi plusieurs valeurs pour une même valeur de s, suivant les chemins décrits par cette variable, nous dirons que la fonction est polytrope.
La définition que nous venons de donner de la fonction u= z" s'étend au cas où l'exposant a est un nombre incommensurable, positif ou négatif. Si l'on pose
z=z r{cos0-+- isinô),
on a
a =zr z' = r"(cos<29 -\- sinad).
Mais ici, lorsque la variable z tourne autour du point critique x; = o, la fonction acquiert une infinité de valeurs différentes ayant même module et dont les arguments forment une progression arithmétique dont la raison est 2 an.
Fondions holomorpkes .
15. Lorsqu'une fonction est continue, monotrope, et a une dérivée, quand la variable se meut dans une certaine partie du plan, nous dirons qu'elle est holomorpke dans cette partie du plan. Nous indiquons par cette dénomination qu'elle est semblable aux fonctions entières qui jouissent de ces propriétés dans toute l'étendue du plan.
Les valeurs de la variable pour lesquelles la fonction devient nulle sont les racines ou les zéros de la fonction.
inctre 00', et nous conviendrons de compter les angles positifs dans un sens tel, qu'un observateur placé sur l'un ou l'autre plan, les pieds en 0 ou en 0', et la tête en dehors de la sphère, voie le rayon vecteur tourner
de droite à gauche. De cette manière, les deux droites Oz, O's', qui sont contenues dans un même plan méridien, ont des arguments o^Ow, x'O'z' dont la somme est égale à 21:. D'ailleurs le produit des rayons vecteurs Os, O'z' est égal à l'unité; on a donc
zz' .- - I .
A une courbe décrite par la variable z dans le premier plan tangent correspond une courbe décrite par la variable z' dans le second plan tangent; mais ces deux courbes peuvent être remplacées par une seule, celle que décrit le point Z sur la sphère. Quand le point z décrit dans le premier plan, et dans le sens positif (n" 13), une courbe fermée ne comprenant pas l'origine 0, le point z' décrit dans le second plan, et aussi dans le sens positif, une courbe fermée ne comprenant pas l'origine 0'; a la partie du premier plan intérieure k la première courbe correspond la partie du second plan intérieure à la seconde courbe. Mais lorsque la première courbe, que nous supposons toujours décrite dans le sens positif, comprend l'origine 0, la seconde, qui comprend aussi l'origine 0', est décrite dans le sens négatif par un observateur dont la tête
est tournée vers N'; à la partie du premier plan extérieure à la première courbe correspond la partie du second plan intérieure à la seconde courbe, et vice versa. Si le rayon vecteur de chacun des points de la première courbe augmente indéfiniment, celui de la seconde tend vers zéro; de sorte que l'étude de la fonction pour les valeurs trèsgrandes de z est ramenée à celle de la même fonction dans la partie de la surface de la sphère voisine du point 0'.
Considérons, par exemple, une fonction entière
si Ton pose
on a
La fonction u devient infinie pour z' = o; mais si Ton pose
on a
mfm
la fonction u' est holomorphe dans le voisinage du point 0'; on dira donc que le point 0' sur la sphère est un pôle de la fonction u. Ainsi la fonction entière est holomorphe sur toute la sphère, excepté au point 0' qui est un pôle.
«Considérons maintenant une fraction rationnelle
"" Bo 2" -4- B, z"-' H- ...-+- B/
en posant
on a
Tj„ -h B,_, s' H- .7. -H B, z'"
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Considérons l'aire enveloppée par la courbe abcd [fig> lo), et qui est divisée en quatre parties par des transversales. Nous supposons qu'aucune des lignes ne passe par une racine ni par un pôle, et que chaque contour est parcouru dans le sens positif, c'est-à-dire dans un sen^ tel
Fig. 10.
qu'un observateur ait toujours à sa gauche l'aire enveloppée par le contour. La variation de l'argument de la fonction suivant le contour abea est égale à la somme des variations suivant les arcs afr, be, ea; de même la variation de l'argument suivant le contour bceb est égale à la somme des variations suivant les arcs bc^ ce^ eb^ et ainsi de suite. Mais chacune des transversales ae^ be^ ce^ de est parcourue deux fois dans des sens opposés, ce qui donne des variations égales et de signes contraires; il reste donc dans la somme les variations relatives aux arcs ab^ bc, cdj da, c'est-k-dire la variation relative au contour entier abcda.
Fig. 1 1 .
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21. Théorème I. — Lorsqu une fonction est holomorphe dans une partie du plan ne comprenant aucune racine^ la variation de V argument de la fonction sur le contour de l'aire est nulle.
Soit Zo une valeur de la variable z a laquelle correspond pour la fonction une valeur Uq diflerente de zéro. La fonction étant continue, on peut assigner un nombre p tel que, si le module de z — Zq est égal ou inférieur à p, le module de u-- Uq ou la distance u^u soit moindre que le module de Uq ou la distance Oc^o* D*aprës cela, si le point :; décrit une courbe fermée {/ig. ii) comprise dans le cercle décrit du point Zq comme centre avec un rayon égal à p^ le point u décrira une courbe fermée {^g* 12) située dans le cercle décrit du point Uq comme centre avec un rayon égal à la distance Ouq; l'argument de u reprendra donc sa valeur primitive.
Supposons maintenant que le point js décrive le contour d'une aire ne comprenant aucune racine. On pourra partager cette aire en parties assez petites {Jig. i3) pour que chacune d'elles jouisse de la propriété précédente. La variation de l'argument de la fonction étant nulle sur le contour de chaque aire partielle, elle est nulle aussi sur le contour de l'aire totale, d'après le lemme II.
Fiy. i3.
Fig. 14.
22. Théorème II. — ia variation de V argument d' un polynôme entier^ suivant le contour d'une aire parcourue dans le sens positifs est égale au produit de 2n par le nombre des racines comprises dans cette aire.
(Cauchy.)
Soient a,, as,. . ., a,t {Jig. i4) les racines situées dans l'aire plane considérée; on a
Targument du polynôme /(:;) est égal à la somme des arguments des
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facteurs; quand le point z décrit la courbe fermée, dans le sens positif, l'argument de chacun des facteurs z — at, z — a^, . . . , » — «« augmente de 2n; le polynôme 9(2) n'ayant aucune racine à l'intérieur de la courbe, son argument reprend sa valeur primitive; donc l'argument de /{z) augmente de 271 x n. Ceci ne suppose pas que toufes les racines
soient distinctes.
23. Corollaire. — Un polynôme entier du degré m a m racines. Soit
le polynôme proposé; si l'on pose
ce polynôme devient
Ao-4- A,z'-+-. . .4- Aw;;'*"
ffm
Le numérateur ne s'annulant pas pour z' = o, on peut assigner un nombre r' tel que, si le module de z' est égal ou inférieur à r', le module de A| js'-h Aaz'^-h . .. -h A,„z"" soit moindre que celui de A©; le numérateur ne s'annulera donc pour aucune valeur de z' située à l'intérieur du cercle décrit du point 0' comme centre avec le rayon r' dans le second plan tangent à la sphère (n° 17), et par conséquent le polynôme proposé n'aura aucune racine en dehors du cercle décrit du point 0 comme
centre avec le rayon r ^ -j dans le premier plan tangent. Concevons
maintenant que le point z décrive la circonférence r dans le sens positif, ou que le points' décrive la circonférence r' dans le sens négatif, l'argument du numérateur ne changeant pas, et celui de z' variant de — 27r, l'argument de u éprouvera une variation égale à arr x m; donc le polynôme a m racines.
En désignant par a© le module de Ao et par a le plus grand des mo-
dules des coellicients suivants, on peut prendre r' — --— -, il en résuite que le nombre r = *' -- 1 -f- - est une limite supérieure des
^ Uo lia ^
modules des racines.
positive à une valeur négative, ou inversement, et ^ désignant toujours l'arc compris entre et H — » qui répond à la valeur de la tan-
gente y* Après un troisième changement de signe de X, on aura
cp =z e, t: -I- Ea 7r -4- Sa TT -4- 4^ »
et ainsi de suite. Par conséquent, si X a changé de signe m fois avant que le point z en suivant le contour C arrive dans le voisinage de ao» on aura pour un pareil point
<p izr £, 7: -h £,7r -+-. . .-f- e«7:-f- ^,
Mais lorsque z atteint a^f Tangle ^ devient égal a 90» et la variation totale de l'argument est
on a donc
n étant le nombre des racines comprises dans le contour C. Soient m' le nombre des termes de la parenthèse dont la valeur est 4- i , m" le nombre des termes dont la valeur est — i; la formule s'écrit
Lorsque la valeur initiale Xo de X est négative, on peut répéter le même raisonnement en prenant pour 90 et ^ des angles compris entre -
et 3-.
25. La somme £< 4- s^-f- . . . -f- e^, qui correspond a la variation de /
entre les limites t^ et /,, est ce que Cauchy nomme indice de la fonc-
tion ^ entre les limites /» et /< , et il représente cet indice par la notation
i;:(X) ou i;;F{/).
LES FONXTIONS ALGÉBRIQUES. 2»
Si ron partage une ligne quelconque en plusieurs parties, l'indice du quotient :^ relatif à cette ligne est évidemment égal à la somme des indices du même quotient pour chacune des parties de la ligne.
On calcule aisément Tindice relatif à une ligne donnée, lorsque le long de cette ligne X et Y sont des fonctions entières de la variable /, à Taide des remarques suivantes (Cauchy, Journal de V École Polytechnique, sS** Cahier).
I® Si le degré de Y surpasse celui de X, en effectuant la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste Y| de degré moindre que X, on a
Q étant une fonction entière. Il est clair que les quotients ^ ^^ Y ^^'
viennent infinis en même temps et ont des valeurs de même signe pour les valeurs de la variable voisines de celles qui les rendent infinis; il en résulte
2^ Considérons les deux quotients inverses ^9 ^ ^^ ^^^^^ indices I, !« ,
quand / varie de ^0 à /«. Chaque fois que l'une des fonctions X, Y s'annule et change de signe, l'un des deux quotients devient infini et son indice augmente ou diminue d'une unité, suivant que ce quotient passe
d'une valeur positive à une valeur négative, ou inversement. Par con-
séquent, si le quotient ^ a le même signe pour t^ et /|, le nombre des
changements de signes qu'il éprouve en allant d'une valeur positive à une valeur négative est égal au nombre des changements de signes qu'il éprouve en allant d'une valeur négative a une valeur positive, et l'on a
f- Ij -ro
Mais si le quotient a des signes contraires pour Iq et /«, on a
le signe -+- correspondant au cas où la quantité ^ est positive, le
signe — à celui oii elle est négative. D'une manière générale, les deux indices I et I, satisfont à une relation de la forme
dans laquelle € désigne un nombre égal à zéro, à + i ou à — r.
Il résulte de là que Ton peut exprimer l'indice de la fonction i^r à
l'aide d'une somme de termes analogues à ê, et de l'indice d'un dernier quotient dont le diviseur ne contiendra plus la variable /, indice évidemment égal à zéro. Pour fixer les idées, supposons que X soit d'un degré plus élevé que Y, et, pour l'uniformité des notations, représentons ce dernier polynôme par X|. Effectuons la division de X par X|, jusqu'à ce que nous arrivions à un reste d'un degré moindre que celui de Xi; appelons X, ce reste changé de signe. Divisons X| par X,; soit X, le reste changé de signe; en continuant cette série d'opérations, on parviendra à un reste constant, puisqu'on peut supposer que les polynômes X et X, n'ont pas de facteurs binômes communs; soit X„ ce dernier reste changé de signe. On a les relations
■(fe)-'(È)='-
'(fe)-(TÈf)=-
En ajoutant ces égalités membre à membre, et observant que I f -~ ]
est nul, il vient
1 1 -^ 1 = £i -h ej-f-. . 4- e«-i-h e„.
Pour obtenir I (y)' ^^ calculera les valeurs des fonctions X pour les deux valeurs t^, t\ de la variable /. Considé-
rons deux termes consécutifs (Xp_,)^,. {^p)eo ^^ '^ première suite, et les termes correspondants (X,^<)^^, {^p)t, de la seconde. Si les signes des termes (X^, ),], (X^)^. présentent une permanence ou une variation, et de même les signes de (X^, j^^, {Xp)c^ une permanence ou une variation, on aura
Si les signes des deux premiers termes présentent une permanence, les signes des deux derniers une variation, on aura
Enfin, si les signes des deux premiers termes offrent une variation et ceux des autres une permanence, on aura
ep. — I.
Représentons par P., le nombre des permanences de la première suite qui se transforment en variations dans la seconde, et par V^ le nombre des variations qui se changent en permanences, il est clair que
Mais, si Ton désigne par V le nombre des variations de la première suite, et par V le nombre des variations de la seconde, on a aussi
et
Ainsi l'indice de la fonction -^ est égal au nombre des variations gagnées par la suite des polynômes, quand on passe de tok t^.
26. Supposons que le contour C soit un rectangle ayant ses côtés parallèles aux axes des coordonnées {Jig. 1 5). Appelons j© et ^, les ordonnées des deux côtés ab, cd parallèles à Taxe des x^ Xq et x^ les abscisses des deux côtés ac, bd parallèles à Taxe des j. Soit
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on aura
• le long de a6
le long de rfc
le long de bd .
le long de ca
- ^ (Xy r» ), X variant de x.k Xt;
- ']f(x, Xi)f ^ variant de Xx^x^\ ' '\ [Xxy y), y variant de /o à ji ;
- M^M r)y r variant de r» s» Je-
Fig. i5.
Supposons en second lieu que le contour C soit la circonférence d'un cercle de rayon r, ayant son centre à l'origine. On peut définir les divers points de la circonférence par la formule z = r(cos6 -i- tsinô), où 5 désigne un angle variant de — ;r à 4- ;:. Si Ton pose
on aura
lang-:-=/,
et la variable / variera de — x à -4- ». On abrège le calcul en opérant de la manière suivante : on a
la substitution de cette valeur dans le polynôme /(z) donnera un résultat de la forme ^ , "^ '.;— - La variation de l'argument de ce quo-
tient, lorsque / croît de — oo à -4- oo , est égale à la différence entre la variation de l'argument du numérateur et la variation de l'argument
(lu dénominateur. Mais l'argument de i — //, passant de la valeur + -
à la valeur — -5 éprouve une variation égale à — tt; donc la variation
de l'argument du dénominateur est — nn. Par conséquent, si Ton représente par I rindice du numérateur, quand t varie de — 00 à 4- oo , la variation de l'argument du quotient sera 7r(I 4- n),
Soit, comme exemple, l'équation
Prenons d'abord pour contour un rectangle dont les côtés, parallèles aux axes, sont déterminés par les abscisses a?o = — i» ^i = -h i et les ordonnées r,, = — i , j, = +- 1 . On a
Le long du côté ab
Xj --— 3j7 — 124, X«:— — 3oi868;
les signes des résultats des substitutions de — i et + i étant
rindice relatif à ce côté est i. Le long du côté de, parallèle à a6,
Nous remarquons que sur les côtés ab et de les polynômes X sont égaux, et les polynômes Y égaux et de signes contraires. Mais x varie sur le premier côté de — i à -h i, sur le second de -h i à — 1; il en résulte que les indices relatifs à ces deux côtés sont égaux. Le long du côté bd, on a
les signes correspondant à — i et + 1 étant
rindice est nul. Enfin, le long de ca, on a
Xs = 237, X4--644.
En substituant d'abord + i, puis — i, les signes des résultats sont
l'indice est encore nul. On conclut de ce qui précède qu'une seule racine est comprise dans le carré ahdc; celte racine est nécessairement réelle. 11 est bon de remarquer que les indices relatifs aux côtés ab et de du rectangle sont égaux toutes les fois que ces deux côtés sont équidistants de l'axe des x.
Prenons maintenant pour contour une circonférence d'un rayon égal à l'unité et ayant pour centre l'origine. On a sur cette circonférence
», , (7/* — 12/'— 3)-+-io(/»-h/)i
On obtient Tindice du numérateur à l'aide des polynômes
X — 7/*— 12/'— 3, X. -- 1'-\- /, Xv — H)/M-3,
l'indice étant égal à — 2, on en conclut que la circonférence ne comprend qu'une raciqe.
Si Ton remplace la circonférence dont le rayon est i par une autre de rayon égal à 2, on a
/ (2) - li~tiy '
rindice du numérateur s'obtient à l'aide des fonctions
Cet indice étant égal à 4» on en conclut que la seconde circonférence comprend les quatre racines de Téquation. Il est évident, à l'inspection de l'équation, qu'elle n'admet que deux racines réelles comprises, Tune entre zéro et 1, l'autre entre i et 2. Le module des deux racines imaginaires conjuguées est donc compris entre 1 et a; on vérifie ce résultat, en remarquant que ce module a pour expression
s/ il
X désignant la racine positive de l'équation
Continuité des racines.
28. Soit/(5, u) = o une équation dont le premier membre est un polynôme entier en z et u, du degré m par rapport à u^ et que nous supposons irréductible, c'est-à-dire non de'îcomposable en un produit de polynômes entiers en z et u. Si l'on attribue à z une certaine valeur, l'équation en i^ a m racines; nous allons démontrer que, si le paramètre z varie d'une manière continue, ces m racines varient aussi d'une manière continue (Cauchy, Exercices d^ Analyse et de Physique mathématique, i84i). Cette propriété importante résulte du théorème suivant :
Théorème III. — Si pour z = a l'équation a n racines égales à 6, pour une valeur de z voisine de a, l'équation a n racines voisines de b.
Pour abréger, remplaçons z et u par a -h z' et b -h u'; pour z' = o, l'équation /{a -^ z\ b -h u') =0 admet n racines égales à zéro. En ordonnant le premier membre de l'équation par rapport aux puissances
croissantes de u\ on a
f{a -h z', ft -h w') = Z. -4- Z, w' -*- Z,m'^ -i- . . . -4- Z^w'" -f- Z„_h. «*""^' 4- . . . + Zmu"^.
Les polynômes Zo, Z|,. . . , Z„_, s'annulent pour z' = o, mais Z„ ne s'annule pas. Du point a comme centre, décrivons un cercle de rayon p qui ne comprenne aucune racine du polynôme Z„, et assujettissons le point z' à rester dans ce cercle. Soit A le plus petit module du polynôme Zn dans le cercle p, B le plus grand module de chacun des polynômes suivants Zn-^i^ Zn+i, . . . , Z;„ dans le même cercle. Nous pouvons mettre le premier membre de l'équation sous la forme
OU
en posant
'-^ - z; li^ "^ z; ii^ "^ • • • "^ "Z7 i? '
Si l'on fait mouvoir le point u' sur la circonférence d'un cercle ayant pour centre b et un rayon r plus petit que l'unité, on a
mod P < ^ ( r -h r' -+-...):= --
On choisira le rayon r de manière que
il suffit pour cela de prendre
A-h2ir
alors le module de P sera plus petit que -• Le rayon r étant choisi de celte façon, et le point u' se mouvant sur cette circonférence, on a
1 i-v ^ • I niod Z., mod Zi mod Z„_,
mod 0 < -r ( — * —— H- . H
Les polynômes Zo* Z , Z,i-i étant des fonctions continues de z\
qui s'annulent pour z' = o, on peut trouver un rayon p' plus petit que p, et tel que, pour tout point z' situé dans le cercle décrit du point a comme centre avec le rayon p', le module de chacun de ces polynômes soit moindre qu'un nombre donné C, satisfaisant à la condition
rj<2
ou
il sufiit pour cela de prendre
Le rayon p' étant choisi de cette façon, le module de Q sera moindre que - pour toutes les valeurs de z' situées dans le cercle p' et de u' situées sur la circonférence r, et de même le module de P.
Le point z' restant fixe à l'intérieur du cercle p', concevons que la variable u' décrive la circonférence r dans le sens positif, et considérons l'expression
qui est un polynôme entier en u\ L'argument du facteur m'" éprouve une augmentation égale h 27z x n. Le facteur i -I- P -I- Q, que nous désignerons par ç^, est une fonction monotropc de u'; figurons-le par un point v dans un plan {Jig. i6), et marquons le point C qui correspond a ^ = i; la distance Ci^ est égale au module de P 4- Q, qui est moindre que l'unité. Quand la variable w' décrit la circonférence r, le
point V décrit une courbe fermée située dans le cercle dont le point C
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est le centre et le rayon égal à Tunité, et par conséquent Targument de ç reprend sa valeur primitive. Ainsi l'argument du polynôme
Fig. iC.
/{a -h z\ b ^- u') éprouve une augmenialion égale a 271 x /i; on en conclut que ce polynôme admet n racines à l'intérieur du cercle r.
Corollaire. — Si pour z =^ a la valeur u= h est racine simple , pour une valeur de z voisine de a V équation admettra une racine simple voisine de b et une seule.
Définition d^ une fonction algébrique.
29. Supposons que, pour z — z^^, Uq soil racine simple de l'équation y (z, u) = o; faisons mouvoir le point z sur une courbe; en un point «, voisin de Zq l'équation admet une racine simple U| voisine de Uq* et une seule; en un point voisin de z^ elle admet une racine simple u^ voisine de u^^ et ainsi de suite. La série des valeurs u^^ i^,, ^s»*- forme une suite continue, que l'on regardera comme une fonction de z.
On peut continuer de cette manière tant que la racine considérée u conserve une valeur finie et reste racine simple, c'est-à-dire ne devient pas égale à une autre. Les points où une racine devient infinie sont les racines du coefficient de la plus haute puissance de u dans l'équation; leur nombre est au plus égal à m' — m^ m désignant le degré de l'équation par rapport à a et /n' le degré par rapport à ^ et a. On obtient les points où Téquation admet des racines finies égales entre elles en éliminant u entré les deux équations
f[ZyU)'-.Oy ^~«;
comme centre avec le rayon p, que Taire ZtZ2z'^z\zi soit comprise dans le cercle décrit du point Z| comme centre avec le même rayon p, etc. Il suffirait pour cela de prendre pour:;!,;;'^ les points ou le premier cercle coupe les courbes 6 et G\ pour Z2, z'^ les points où le second cercle coupe 6 et G\ etc. Nous partons de z^ avec la valeur initiale u^; les deux chemins Zq^^m Zqz\z^ conduisent en z^ à des valeurs qui différent chacune de Uq d'une quantité moindre que — » et qui, par consé-
quent, diflërent entre elles d'une quantité moindre que M; la dilTérence entre doux racines au point Zt étant plus grande que M, on en conclut que ces deux valeurs sont rigoureusement égales; ainsi les deux chemins Zo^if Zq z\zt conduisent en z, à la même valeur ^^,.
Considérons maintenant les deux chemins z^ z^ z^^ z^ z\ z\ z^ ; on peut remplacer le second par z^z^z^ + z^z\z\z2^ en parcourant la traverse z^ z\ deux fois dans des sens contraires; la première partie z^ z\ z^ donnant U| comme z^Zt, ceci revient à partir du point Z| avec la valeur initiale u^ et à décrire les deux chemins z^ Z2, Z| z\ z^z2; ces deux chemins, étant compris dans le cercle de rayon p décrit du point z^ comme centre, conduisent en Z2 à la même valeur 1^2» ^t ainsi de suite. On en conclut que les deux lignes G et G' conduisent en Z à la même valeur U. Par une série de lignes intermédiaires, on passera de la courbe A a la courbe B.
Fie- »9-
Supposons qu'entre les deux courbes A et B il y ait un point singulier a {/ig. 19), où l'équation admette une racine infinie ou une racine
multiple 6, mais telle, que, lorsque la courbe Â en se déformant passe par ce point, la fonction u conserve une valeur finie ou reste racine simple, et par conséquent diffère de la racine multiple b. Ce point a se comportera, dans la question actuelle, comme un point ordinaire; en effet, les courbes A et B peuvent être remplacées par les lignes Zf^mnpZ, z^mn'pZ, formées de deux parties communes et des deux moitiés d'un cercle très-petit ayant pour centre le point a\ sur ces deux nouveaux chemins, on parcourt d'abord la partie z^^m avec la même valeur initiale m©, ce qui conduit en m à la même valeur u^ , qui, par hypothèse, est finie ou diffère de la racine multiple 6 d'une quantité finie; les deux demi-circonférences conduisent eu /? à la même valeur u^\ car si les valeurs obtenues étaient différentes, elles différeraient peu Tune de l'autre et différeraient de b de quantités finies; mais, dans le voisinage du point a, les racines peu différentes l'une de l'autre sont celles qui différent très-peu de b. Enfin, la dernière partie /?Z conduira en Z à la même valeur de la fonction.
31. Thisorème V. — Une fonction algébrique est holomorphe dans toute partie du plan limitée par une courbe A que Von peut réduire à un points sans franchir aucun point ou la racine considérée devienne infinie ou égale à une autre.
Prenons sur la courbe un point Z {/ig. 20) voisin du point z^; la courbe ^oAZ peut être ramenée, par hypothèse, à la ligne infiniment
Fig. 20.
petite jSqZ, sans franchir aucun point singulier où la racine considérée devienne infinie ou égale a une autre; il en résulte que, si la variable z
décrit la courbe ZqXL^ la fonction, dont la valeur initiale est Ut* acquiert en Z la même valeur que si la variable avait décrit la ligne infiniment petite jSqZ; la courbe fermée A ramène donc en z^ la valeur initiale u^. Supposons maintenant que la variable aille du point z^ à ud point quelconque z situé dans la partie du plan considérée par deux chemins z^mz^ z^nz situés dans cette partie du plan; la courbe fermée ZqAzq pouvant être réduite k la courbe fermée z^mz/izo, sans franchir aucun point singulier, celle-ci ramènera, comme la première, la valeur initiale Uq; on en conclut (n^ 11 ) que les deux chemins z^mz, z^nz conduisent en 2 à la même valeur de la fonction. Ainsi la fonction u a une valeur unique en chacun des points situés dans la partie du plan limitée par la courbe A; c'est une fonction monotrope dans cette partie du plan.
La fonction étant continue, à un accroissement infiniment petit àz de la variable correspond un accroissement infiniment petit Au de la fonction, et Ton a
(y; .Az 4-/;,. Aa) -4- i (/;..A2' -h 2/;„.Az Att -+-/:..Aii«) 4-. . ===0.
Si Ton pose Au = v^z et si Ton divise tous les termes par Aj», cette équation devient
Puisque u est racine simple de réquation/(j3, u) = o, la quantité/J est différente de zéro. Pour Ajc =0, l'équation précédente a une racine
simple finie 1 — — ji- D'après le théorème de la continuité, à une
Jn
valeur très-petite de A 2 correspond une valeur de ç très-voisine de X, et
une seule; on en conclut que le rapport -.- tend vers une limite finie
et déterminée X, quand l'accroissement A2 attribué à la variable tend vers zéro d'une manière quelconque, et par conséquent que la fonction admet une dérivée. Il résulte de ce qui précède que, dans Taire A, la fonction algébrique est continue, monotrope, et admet une dérivée; c'est donc une fonction holomorphe dans cette étendue.
Loi de la permutation des racines autour des points critiques.
32. Supposons qu'au point a Téquation admette une racine b d'ordre n; en un point ^i, voisin de a, elle aura n racines voisines de b. Désignons ces racines par
^l> tiff Uif * . . f Un*
Si la variable z part de Zt, la fonction ayant la valeur initiale u^ et décrit un petit cercle autour du point a dans le sens positif, la fonction reprend sa valeur primitive u^^ ou bien, comme sa variation ne peut être que trës-petite, elle se change en une autre des n racines précédentes, par exemple en t/j. Dans le premier cas, la racine iii, se reproduisant elle-même, est une fonction monotrope de z dans le voisinage du point a. Dans le second cas, si l'on décrit le cercle une seconde fois avec la valeur initiale u^ obtenue après le premier tour, il est impossible que l'on retrouve «2» car le mouvement inverse ramènerait Ufi on arrivera donc à i/f ou à une nouvelle racine u^. Dans le premier cas, les deux racines Ut et a^ se permutent quand la variable z tourne autour du point a. Dans le second cas, si l'on décrit le cercle une troisième fois avec la valeur initiale u.^ obtenue après le second tour, il est impossible que l'on retrouve 1/3 ou «2» car le mouvement inverse ramènerait W2 ou u^ ; on arrivera donc à w, ou à une nouvelle racine u^. Dans le premier cas, les trois racines a,, 1^2» "3 forment ce qu'on appelle un système circulaire, ce qui veut dire que, si Ton place les trois quantités sur un cercle, chacune d'elles se change en la suivante, quand ^ tourne autour du pointa. Supposons qu'en continuant de celte manière on arrive à la dernière racine u^; en décrivant le cercle encore une fois, on reviendrait nécessairement è la première racine m,, et les n racines voisines de b formeraient un seul système circulaire. Ainsi :
Théorème VI. — Lorsqu^au point a Véquation admet une racine b d'ordre n, les n racines voisines de b pour une valeur de z voisine de a forment un ou plusieurs systèmes circulaires.
Manière d'obtenir les systèmes circulaires. 33. Si Ton pose s = a -f- s', u = b-h u'^ Téquation prend la forme
(i) /(a 4- z\ b -h u') = lk^^u'^z'^ — o;
le premier membre est une somme de termes contenant les deux variables infiniment petites z' et u' a des puissances entières, ou une seule d*entre elles. Il y aura un terme au moins indépendant de u' et un terme au moins indépendant de z\ sans quoi le premier membre de l'équation serait divisible par une puissance de u' ou par une puissance de z\ Parmi les termes indépendants de z\ celui qui contient u' au degré le moins élevé est du degré n, puisque Téquation admet n racines égales à zéro pour z'= o. Considérons d'abord le cas particulier où, parmi les termes indépendants de u\ il y en a un contenant z' à la première puissance; en groupant les deux termes dont nous venons de parler, on mettra l'équation sous la forme
tous les termes du polynôme (f[z\ u') étant infiniment petits par rapport a l'un ou à l'autre des deux premiers. Si l'on pose
les deux premiers termes contiendront z"" en facteur, et chacun des termes suivants une puissance de z" supérieure a n; on pourra donc diviser par z"" tous les termes de l'équation, qui deviendra
(3) (K-v-'Rv-)-^ z"^[z\v)^o,
^[z'\ v) élant un polynôme entier en z" et^. Pour 5"= o, l'équation (3) se réduit a l'équation binôme
(4) A4-Bi'»~o, ou >":=— -jT-,
OD en déduirait
et la quaatité infiniment petite s, — i\ serait égale à la quantité finie Cj — f,; on a donc s\ = Gj, et la racine u\ se change en u', . De mémo Uj se change en u', , u', en u^ u„ en u\ .
Remarquons que la formule u = vz'", dans laquelle c désigne l'une quelconque des racines de l'équation (3), représente le système circulaire des n racines de l'équation (a), quand on fait tourner la variable z autour du point a.
34. Considérons maintenant le cas où, dans l'équation (i), le premier terme indépendant de u' contient z' à une puissance l supérieure à la premiëre. Nous établirons d'abord le théorème suivant :
Théorème VII. — Le groupe des n racines voisines de zéro se décompose en sous-groupes tels, que le rapport de chacune des racines d'un même sous-groupe à une même puissance commensurable de s' ait une limite déterminée, finie et différente de zéro.
Pour démontrer ce théorème, nous suivrons la méthode ingénieuse qui a été employée par M. Puiseux dans son remarquable J/emoircjur lesfi>nctions atgébrigues [Journal de Mathématiques ptires et appliquées, t. XV; i85o). Traçons dans un plan deux axes rectangulaires Oot, Oj9
{fig. 3i), et marquons les points qui ont pour coordonnées les exposants a et J3 dans les différents termes de l'équation
Aux termes indépendants de z' correspondent des points situés sur Taxe Oa; le premier d'entre eux a une abscisse égale à n. Aux termes indépendants de w' correspondent des points situés sur Taxe Oj3; le premier d'entre eux a une ordonnée égale a /. Concevons une droite mobile appliquée d'abord sur l'axe Oa; faisons-la tourner autour du point n de gauche à droite, jusqu'à ce qu'elle rencontre un ou plusieurs autres points; faisons-la tourner ensuite autour du dernier de ces points, toujours dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle rencontre un ou plusieurs autres points; en continuant de la sorte, la droite arrivera à une dernière position ou elle passera par le point /, situé sur l'axe 0J3. Nous formerons ainsi une ligne brisée convexe allant du point n au. point /, et telle que la droite que l'on obtient en prolongeant chacun de ses côtés laisse au-dessus d'elle tous les autres points. Nous verrons que chacun des côtés de cette ligne convexe donne un sous-groupe de racines jouissant de la propriété énoncée.
Posons u' = çz'^f i^ étant une quantité finie qui ne s'annule pas avec z'; le degré du terme Aapu'^z'^ par rapport à z' est ap. -4- ]3. Nous remarquons que la droite j — j3 = — [i{x — a), menée par le point (a, j3) et ayant pour coefficient angulaire — fx, coupe l'axe 0]3 en un point dont l'ordonnée «fji + |3 est égale au degré du terme; il en résulte que les termes de même degré sont en ligne droite et que la droite s'éloigne de l'origine parallèlement à elle-même, à mesure que le degré du terme augmente.
Considérons d'abord le premier côté de la ligne convexe, celui qui part du point {« ^ n, ]3 ~ o); sur ce côté se trouvent plusieurs points auxquels correspondent des termes de même degré
que nous supposerons ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de u'; nous désignerons ici par Aa^u'^z'^ un terme quelconque intermédiaire de ce premier groupe. Ces termes étant du même degré, on a
d'où
ainsi l'exposant [i est un nombre commensurable ^- Posons z' = 2"^, d'où a' = (^z"^, les termes du premier groupe seront du degré
par rapport à z" et les autres termes d'un degré plus élevé. On pourra donc diviser par z""^ tous les termes de l'équation (i), qui deviendra ainsi
(5) c«'( Al'"— -+- 2A«?('*— -h A..^,) -4- ^Xi/, 2") :=z o,
9(i^, z") étant un polynôme entier en i^ et s". L'équation
(6) At'»— -f-SA.^i''»—' 4- Aa.?, — o
admettant n — «< racines finies et différentes de zéro, on en conclut que, pour une valeur très-petite de z'\ l'équation (5) admet /i — «i racines voisines respectivement des précédentes, ce qui donne pour j'é-
quation (i) un premier sous-groupe de /i — «, racines de la forme i^z"*,
et telles que le rapport de chacune d'elles à z'^ tend vers une limite finie et différente de zéro.
Considérons maintenant le second côté de la ligne convexe; il donne une nouvelle manière de constituer un groupe de termes
d'un degré moindre que tous les autres. On a
a, u. -4- 3, = ccu. -4- (3 == a, p. -4- 3, ,
d'où
l'exposant jx est encore un nombre commensurable-» mais il a une
valeur plus grande que la précédente, puisque, à mesure que le côté tourne dans le sens indiqué, la valeur de u, augmente. On posera.
A une racine simple de l'équation (lo) correspondent/» racines simples de Téquation (9), fournies par l'équation binôme v** = X; ces racines
ont même module, et nous les supposerons rangées dans un ordre tel que leurs arguments soient en progression arithmétique ayant pour
raison -— • L'équation (5) admet p racines simples respectivement voisines des précédentes
et chacune d'elles est une fonction holomorphe de z" dans le voisinage de z" -- o. L'équation (1) admet ainsi les/> racines
u\^(v,-\-î,)z''f\ h\t-.{v,^z,)z''^,.,., u'^^-(v^-\-Zp)z''^,
Les valeurs approchées
forment un système circulaire; car, lorsque la variable z tourne autour du point a, l'argument de jz"' augmente de ^^—\ ceci revient à rempla-
cer ^, par ^2, {^2 par ^s <> par ^i- On verra, comme précédemment
(n**33), que les valeurs exactes jouissent de la même propriété. Ce système circulaire de p racines de l'équation (i) peut être représenté par la
formule u' = vz'^, s? étant l'une quelconque de celles des racines de l'équation (5) qui, pour z' — o, se réduisent k une racine de l'équation binôme v'* ^ X, et étant une fonction holomorphe de z".
Ainsi chacune des racines simples de l'équation (10) donne un système circulaire de/? racines.
36. Supposons maintenant que l'équation (10) ait une racine multiple X d'ordre n'\ chacune des racines f^,, (^o ^p de l'équation binôme v^ '=^X sera une racine d'ordre n' de l'équation (9); pour une
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Targument du second augmente de --~^; ainsi les p premières racines
diffèrent par le premier terme; ensuite, de p en/?, elles diffèrent par le second terme. Après pp^ tours, la fonction w reprend sa valeur primitive, et l'on retrouve les mêmes racines dans le même ordre. On peut représenter ce système circulaire depp' racines par la formule
Il ::- i'*,
V étant une fonction holomorplie de z" ~- z\^^' ne s'annulant pas pour
On continuera l'application de cette méthode jusqu'à ce qu'ooxaitdes expressions approchées distinctes pour les n valeurs infiniment petites de u\ Cela arrivera nécessairement. Nous avons vu, en effet, que ces n racines se partagent généralement en plusieurs sous-groupes qui correspondent aux différents côtés d'une ligne brisée convexe; les kfp racines d'un sous-groupe se ramènent à l'équation (9) et, plus simplement, à l'équation (10) du degré /t|. Une racine de cette équation est d'un ordre n' de multiplicité inférieur ou égal à X'i et par conséquent à A'i/7, et par suite inférieur à n; ainsi le nombre n' des racines infiniment petites de l'équation (11), à laquelle on arrive après la première opération, est inférieur au nombre n des racines infiniment petites de l'équation (i). Après la seconde opération, le nombre n' sera remplacé par un nombre n" encore plus petit; en continuant de cette manière, on arrivera à une équation n'ayant qu'une racine infiniment petite, et la séparation des racines en systèmes circulaires sera effectuée.
Pour que la séparation ne s'effectuât pas, il faudrait que, à partir d'un certain rang, toutes les équatibns successives auxquelles on est conduit eussent le même nombre de racines infiniment petites. Afin de simplifier les notations, supposons que ceci ait lieu dès la première ' opération; pour que n' = n, il faut que k^ = n, et, par suite, p = tf a, = 0, |3| = l = nq; la ligne convexe se réduit a une seule droite; l'équation (10), qui est alors identique à l'équation (9) et du degré w, devant admettre une racine d'ordre n, est de la forme A(f^ — r»)" = o. On a posé u' = rs'^; l'équalion (5) devient
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Quand, pourjs'r-.-o, réquation (i3) n'a qu'une racine nulle, elle admet dans le voisinage du point a une racine trës-petite, qui est une fonction, bolomorpbe de s; le point a est, dans ce cas, un pôle. Hais si, pour z = o, la racine u' = o est multiple et d'ordre n, le point a sera un point critique. On appliquera à l'équation (i3) la méthode indiquée précédemment; les n racines infiniment petites formeront un ou plusieurs systèmes circulaires, dont chacun sera représenté par la formule
u' zrz vz'^ f 9 étant une fonction holomorphe de z" = z'^ qui ne s'annule
pas avec s''; chacun d'eux donne un système de p valeurs infiniment
grandes de a, représentées par la formule m = - z' '^ = wz' ^ , w étant
une fonction holomorphe de z**^ ne s'annulant pas avec z". Le nombre des pôles et des points critiques où des racines deviennent infinies est au plus égal au degré de Zo, c'est-à-dire \m' — m. Enfin, pour étudier les racines quand la variable z est très-grande,
on pose s = 77) et l'on donne à %' des valeurs très-petites; l'équation
proposée se transforme en une équation algébrique entre z' et u\ on lui appliquera la méthode précédente; le point z' = o dans le plan sur lequel on figure la nouvelle variable z\ et par conséquent le point (V sur la sphère, sera un point ordinaire, ou un pôle, ou un point critique.
Nous avons appelé, d'une manière générale, points singuliers les valeurs de la variable où la fonction cesse d'être holomorphe. Dans l'étude des fonctions algébriques, pour toutes les valeurs finies ou infinies de la variable js, en d'autres termes sur toute la sphère, nous n'avons rencontré que deux sortes de points singuliers : 1^ des pôles, c'est-à-dire des points où une branche de la fonction u devient infinie, de manière toutefois que
la branche correspondante de la fonction - reste holomorphe dans le
voisinage de ce point; 2*^ des points critiques tels que, dans le voisinage
de chacun d'eux, une branche de l'une des fonctions i^ ou - acquière un
nombre fini de valeurs différentes qui se permutent les unes dans les autres quand la variable tourne autour de ce point, et qui deviennent égales en ce point. Nous appellerons dorénavant points critiques algébriques les points critiques qui présentent ce caractère, et nous corn-
parcouru plusieurs fois. Ainsi» sur la figure, le chemin z^gz se ramène au lacet (ai) décrit dans le sens positif et suivi de la droite z^^z; le chemin z^hz se ramené aux deux lacets (a,) et (a^) décrits dans le sens négatif et suivis de la droite z^z. Si la droite ^o^ passait par un point singulier, on éviterait ce pointa l'aide d'un demi-cercle très-petit d'un côté ou de l'autre.
Cela posé, concevons que la variable z parte du point z^^ la fonction ayant la valeur initiale i^o> et décrive la droite jzo^i» I^ fonction acquerra en ^1 une certaine valeur. Supposons que cette racine appartienne à un système circulaire dep racines se permutant autour du point critique a; quand la variable aura décrit le petit cercle autour du point a dans le sens positif, on obtiendra en z^ une autre racine; si l'on revient ensuite à Zo par la droite z^Zq^ la fonction aura en z^ une valeur Ut différente de la première. Si l'on décrit une seconde fois le même lacet avec la valeur u^f on retrouvera d'abord en z^ la racine précédente; un second tour autour du point critique a dans le sens positif amènera une nouvelle racine, et, en revenant au point j^q, on aura une troisième valeur Us, et ainsi de suite. Quand le lacet aura été parcouru p fois successive- ' ment dans le sens, positif, on reviendra a la valeur initiale u^. De cette manière, on peut dire que le lacet (a) unit \esp racines u^f c£|, Wj, . . . , Up^^. Pour plus de clarté, nous regarderons ce lacet (a), relatif à un point critique d'ordre /?, comme la réunion de p lacets binaires unissant chacun deux racines, et nous les désignerons par
en les supposant tous décrits dans le sens positif. Les mêmes lacets, décrits en sens négatif, seront
Nous les avons écrits en ordre inverse, tels qu'ils se présentent quand on les parcourt successivement. Si /> = :2, on aura les deux lacets binaires positifs (a)^» (a)^, conduisant^ le premier de la racine z/q à la racine tt|, le second de u, à i^o* Le premier lacet négatif conduit aussi de u^^u^, le second de £/o à </(.
Un lacet relatifs un autre point critique unira d'autres racines entre
de la racine i^o à ia racine u„, il en est un dont les lacets successifs donnent au point 3o des racines dont les indices vont en croissant; supposons, en effet, que Ton veuille revenir de la racine u„ à la racine ii« par des indices décroissants; d'après la manière même dont on a choisi les lacets fondamentaux, la racine u„ n'est unie qu'à une seule racine d'indice inférieur par un lacet fondamental; soit u^ cette racine; le dernier lacet sera {a„)l; de même, la racine ua n'est unie qu'à une seule racine d'indice inférieur par un lacet fondamental ; soit Ug cette racine; l'avantdernier lacet sera {aj^)g; on continuera de cette manière jusqu'à ce qu'on arrive à la racine Uq. On obtient ainsi un chemin formé de lacets fondamentaux et ramenant de la racine u^ à la racine u^ par une série d'indices décroissants; ce chemin décrit dans l'autre sens conduit de u^ à u^ par des indices croissants; nous le désignerons par (V);.
Tous les autres chemins formés de lacets fondamentaux et conduisant de Uo à u„ peuvent se ramener à ce chemin particulier par des suppressions de lacets parcourus chacun deux fois successivement dans des sens contraires. En effet, supposons que dans un autre chemin l'indice passe par un maximum />, c'est-à-dire par une valeur plus grande que la précédente et la suivante; puisque la racine Up n'est unie qu'à une seule racine u* d'indice inférieur par un lacet fondamental, on arrivera à la racine Up par le lacet (a^)^; pour que l'indice diminue ensuite, il est nécessaire que l'on parcoure le même lacet en sens inverse; la ligne fermée (apY^-i- (a^)^, composée du même lacet parcouru deux fois successivement dans des sens contraires, se réduit évidemment à un point et peut être supprimée. Si, après cette suppression, l'indice passe encore par un maximum /?', on aura la partie (A//)^ + (a//)^f composée du même lacet parcouru deux fois successivement dans des sens contraires et que Ton pourra supprimer. Après plusieurs suppressions de cette sorte, on arrivera au chemin (V)ô» qui conduit de la racine Uo à la racine u„ par une suite d'indices croissants. Il en résulte que le chemin (Y j» est celui qui conduit de la racine Uq à la racine u^ par le moindre nombre de lacets fondamentaux.
Considérons les deux chemins (V)" et (V)J, formés comme nous venons de le dire et conduisant de la racine initiale u^ aux deux racines u„ et Up. Soit g le plus grand indice commun aux deux séries d'indices croissants; d'après ce que nous avons dit, tous les indices précédents
la sorte se ramènent à ceux qui correspondent aux valeurs finies de z. Nous pouvons, en effet, concevoir le lacet 0' comme formé d'un arc de grand cercle et d'une circonférence très-petite décrite autour du point 0'; à ce lacet correspond dans le plan un circuit formé d'une droite ZqI {fig. a3), d'une circonférence d'un très-grand rayon ayant
Fig. 23.
pour centre le point 0, et de la droite Iz^ parcourue en sens inverse; ce circuit enveloppe tous les points critiques du plan, et il se ramène k la suite des lacets (ai), (a,)» (a,),. . ., parcourus dans un ordre déterminé. On peut donc remplacer chaque lacet binaire (0')t par la suite des lacets binaires (aj, («a), («s),. .., qui entrent d'une manière effective dans le circuit correspondant, c'est-à-dire dans le circuit parcouru avec la racine u^ prise comme valeur initiale; seulement nous rappelons que le circuit est décrit dans le sens positif, lorsque le lacet (0') est décrit dans le sens négatif pour un observateur placé en 0' (n^ 17).
Quand on change le signe de jz, les trois valeurs de u changent de signe; il en résulte que deux racines se permutent aussi autour du point 6, et que ces deux racines ont en z^ des valeurs réelles et négatives, voisines de ~ I .
Nous prendrons comme origine des lacels le point z = o. Pour js = o, les trois racines de l'équation sont Uq = o, m, = \/3, w, = — ^. Lorsque la variable z décrit la droite O^i » la fonction ayant la valeur initiale "o = o, Téquation
montre que u conserve une valeur positive et par conséquent acquiert en Z| une valeur voisine de i; quand la variable tourne ensuite autour du pointa, cette racine se change en une autre racine positive» voisine de i; la variable revenant de z^ à 0, cette nouvelle racine» différente de la première, reste positive et par conséquent acquiert au point 0 la valeur u^ z=i \[%. Ainsi le lacet [a) unit les deux racines u^ eti^|. De même le lacet (6) unit les deux racines Uq et u^* Les deux lacets binaires (a)^, [b)l forment un système de lacets fondamentaux.
Si l'on pose jg == — , w = — , l'équation devient
pour les valeurs infiniment petites de z\ les trois valeurs de u' sont infiniment petites et ont pour valeurs approchées
«' = -y/iz'^
elles se permutent circulaireinent» quand Li variable tourne autour du point js'= o. Ainsi, sur la sphère, le point 0' est un nouveau point critique; le lacet, qui part de l'origine 0 et enveloppe le point 0', unit les trois racines Wq, w,, i^2- Pour voir dans quel ordre s'effectue la permutation, considérons le circuit qui sur le plan correspond au lacet (0') et supposons que le rayon du circuit ait un argument compris entre tt et 2 7r; le circuit, décrit dans le sens positif, peut être remplacé par la suite des deux lacels (a) et [b). Si l'on part du point 0 avec la valeur initiale Uq, le lacet (a) changeant u^ en u^ et le lacet (6) étant neutre
par rapport à celte racine, on revient en 0 avec la racine Mi. En décrivant le circuit une seconde fois, comme le lacet [a) change U| en Uq et ensuite le lacet (6') m© en Wa, on revient en 0 avec la racine Ma; en décrivant le circuit une troisième fois, on ramène la valeur initiale Uq. 'Nous avons ainsi les trois lacets binaires (0') J, (0') J, (0')5, décrits dans le sens qui correspond au mouvement positif sur le circuit. On pourrait former un système de lacets fondamentaux avec les deux lacets (0')J, (0')î, ou avec les deux lacets (a)*, (0')?.
Exemple II. — Considérons l'équation
• Pour s = o, réquation admet la racine simple m = 3 et deux racines égales à zéro. Afin de voir comment se comportent ces deux dernières racines dans le voisinage du point z = o, on posera u = vz^ ; l'équation devient
les deux valeurs finies de (^ sont monotropes dans le voisinage du point :; = o et ont pour valeurs approchées
les deux valeurs infiniment petites de u sont donc monotropes dans ce voisinage et ont pour valeurs approchées
Ainsi le point :; = o est neutre, relativement aux deux racines qui deviennent égales en ce point. Nous désignerons les trois racines par u^^ iii, u^t et nous les distinguerons par leurs valeurs approchées
llo ~~ 3, tli — -— » Wa — r:-
Pour chacune des six valeurs de z satisfaisant à Téquation z* = 4, l'équation admet une racine simple £^ -- — i et une racine double u = i.
Si Ton appelle «, Tune de ces valeurs de 2, et si l'on pose z = z^-h z', u = 2 + m', Téquation devient
les deux valeurs infiniment petites de u\ dont les valeurs approchées sont
se permutent, quand on tourne autour du point critique. Il y a donc six points critiques a^^ a^^ a^^ a^f a^^ ^5 {/^g* 2^)» situés aux sommets
d'un hexagone régulier dont le centre est Torigine. Imaginons ces points joints à l'origine par des lacets formés chacun d'un rayon et d'un petit cercle. Sur chaque rayon, les trois racines sont réelles, deux positives, une négative; chacune d'elles d'ailleurs conserve son signe; sur les rayons Oao> Oa2, Oa^^ la racine m, est positive, la racine Wj négative; sur les rayons Oa<, Oas, 0«5, au contraire, la racine W| est négative, la racine i^a positive. Quand on arrive près du point critique, les deux racines positives acquièrent des valeurs voisines de 2 et se permutent l'une dans l'autre. On en conclut que chacun des lacets (ao)« (^2)» (^4) unit les deux racines Uq et U^, et que chacun des lacets (aj, (a,), (a^) unit les deux racines Uq eti/,. Les deux lacets (ao)o» (^i)S forment un système de lacets fondamentaux.
Si l'on pose z = ~;i H = -» l'équation devient
iï*-\ z"— 3z'*n'—o.
Pour z' = o, les trois valeurs de u' sont égales à zéro. En posant
u' = vz'^^ on a
chacune des valeurs de v est holomorphe dans le voisinage du point z' = o. Ainsi, sur la sphère, le point 0' est pôle pour chacune des valeurs de u.
4-2. Exemple IIL — L'équation admet des racines égales pour les valeurs de z qui satisfont à Téquation
(z'— iy{z* — 2Z'-— l) = 0.
Pour J5 = ii= I, la racine double est m = i; si Ton pose z = :±\ -h z\ Il = I -f. m', Téquation devient
les deux valeurs infiniment petites de u' restent monotropes dans le voisinage du point z = i ou s = — i et ont pour valeurs approchées
ainsi les deux points 5 ==bi, que nous marquons c et c' [fig. 26), sont neutres. Il y a quatre points critiques donnés par l'équation 2* — 25'— I = o; deux de ces points a et a' sont situés sur Taxe des
Fig. 26.
X et correspondent aux solutions 2 = i y i H- ^2; les deux autres h et h* sont situés sur l'axe des y et correspondent aux solutions
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z = dz i y/y'a — I . En ces quatre points, la racine double est a = — i, la racine simple u = 2.
Dans le voisinage de Torigine, les valeurs approchées des racines sont
Wo = ^ -3', M, = — ^3 , M, — + ^3 .
Sur la droite finie bh-, les trois racines sont réelles, une positive, deux négatives; les deux racines négatives deviennent égales et se permutent autour du point b et autour du point b'; on en conclut que chacun des deux lacets [b) et {b') unit tes deux racines u^ et u,. Sur la droite finie aa\ les trois racines sont encore réelles; entre les points d et d\
qui correspondent ht z =± ^2^ deux racines sont positives et une négative; sur da et d'à', au contraire, deux racines sont négatives et une positive; ceci provient de ce qu'en d ou d' I*une des deux racines positives Uq eiUi s*annule et change de signe. Pour voir laquelle éprouve ce changement, considérons la dérivée
du 8z{i- z»)
(iz ~" 3(1 — u') '
et remarquons que u n'acquiert la valeur -+- 1 que pour z = ±1. Quand la variable z décrit ta droite Oc, la racine positive u^ reste comprise entre zéro et i; sa dérivée étant positive, elle croît de zéro à i; ayant
dans le voisinage du point c la valeur approchée Mo = 14- a i/^ (jc — i),
elle continue à croître et devient plus grande que i; la dérivée reste ainsi positive, et la racine i^o croit indéfiniment au delà du point c. On en conclut que c'est la racine 1^2 qui change de signe au point d; on peut d'ailleurs le voir directement; en eilet, quand la variable z décrit
la droite Oc, la racine 1^3 reste comprise entre v^ et 1; sa dérivée étant
négative, elle décroit de \/3 à i; ayant. dans le voisinage du pointe la
valeur approchée U2 = i — 2 i/| (s — 1), elle continue à décroître et
devient plus petite que r; la dérivée reste ainsi négative, et la racine u^ décroît de 1 à zéro, et de zéro à — i quand :; va de c en rf, et de d en a.
IjQ racine négative u^ décroit de — \/3 à — 2 quand z décrit Oc, puis
croît de — 2 à — I quand z décrit ca. Au point a les deux racines négatives M, et Ma deviennent égales et se permulent; au delà elles sont imaginaires. II résulte de ce qui précède que chacun des lacets [a) et (a') unit les deux racines u^ etMj- Les deux lacets (fc)J, [a)\ forment un système de lacets fondamentaux.
Sur la sphère, le point 0' est un point critique autour duquel se permutent tes trois racines. Si le lacet (0') passe entre les points b' et a, et est décrit dans le sens qui correspond au mouvement positif sur le circuit, il est l'assemblage des trois lacets binaires (0')2, (0')^, (0')^.
43. Exemple IV. — L'équation admet des racines égales pour les valeurs de z qui vérifient l'équation
[z* — iy{z^ — 1 — V^)(2^ — IH- V^j — o.
Les points Co, C|, Ca {/ig- 27) qui correspondent à l'équation 5' — i — o sont neutres, parce que les deux racines qui deviennent égales restent
monotropes autour de ces points. A l'équation s' = 1 -k \/2 correspondent trois points critiques Aq, ezi, as, situés aux sommets d'un triangle
équilatéral; a l'équation ;;• = — (y^a-— 1), trois autres points critiques 6ot ^o ^2f situés aux sommets d'un second triangle équilatéral.
Pour z = o, on a Wo= 55'f W| = — V3> "3 = V^. Sur la droite O&ot
les trois racines sont réelles, une positive, deux négatives; ce sont les deux racines négatives qui deviennent égales et se permutent autour du point bo; ainsi le lacet (&o) u^^it les deux racines Uo et u,. Les lacets {b^ ) et (^2) unissent ces deux mêmes racines. Sur les droites Oao» Oao Oa2f les trois racines sont aussi réelles. Marquons les points cIq, d^f d^ qui correspondent à i;^ = a. Sur O^o» ^^ux racines sont positives, une négative; sur ^o^o* ^^^ positive, deux négatives. On verra, comme dans Texemple précédent, que c'est la racine u^ qui change de signe au point d^\ on en conclut que le lacet [a^) unit les deux racines 1^, etua. Les lacets (ai), [a^ unissent ces deux mêmes racines. Les deux lacets (6o)ô' (^o)i forment un système de lacets fondamentaux. Sur la sphère, le point 0' est pôle pour chacune des racines.
Exemple V. — Considérons l'équation
a' 4- SzUi* — (z» — i)' — 42« — o.
La dérivée du premier membre par rapport a u est 3w(u-h22'); elle 8*annule pour u = — az^ et u = o. La première solution donne
[z^ — iy= o; mais les points a et rf' {/ig. 28), qui correspondent à j5 = ±:i, sont neutres, parce que, autour de chacun d'eux, les racines restent monotropes.
Pour tt r= o, on a (s^ — i)^ -h 4^* = o, d'où
il en résulte six points critiques autour de chacun desquels deux racines se permutent : deux, c et c', sont situés sur l'axe des j; les quatre autres, a, a\ b, h\ symétriques deux à deux par rapport à l'origine, aux sommets d'un rectangle.
Pour 5 = o, l'équation proposée se réduit a /^' — i = o, et admet les trois racines Mo = i. w, =y, Mo =^j^^j désignant l'une des racines imaginaires de l'équation y ' — i = o. Sur la droite finie ce', l'équation a une racine réelle u^^ et deux racines imaginaires conjuguées u^ et u^'j ce sont celles-ci qui deviennent égales en c et c\ et se permutent autour de ces points; ainsi chacun des lacets (c), (c') unit les deux racines u^ et u^. Le lacet (a') unit les mêmes racines que (a), le lacet [h') les mêmes que (6). La fonction algébrique devant acquérir au point z = o les trois valeurs i^o» ^m ^2» il ^st nécessaire que l'un au moins des deux lacets (a), [b) unisse la racine u^ à l'une des deux racines u^ et u^* Nous remarquons d'ailleurs que si, sur le lacet (a), on a 2 = a? -h yi, on a s = a? —yi sur le lacet (6), et par conséquent les trois valeurs de u sur le lacet [b) sont respectivement conjuguées de celles que l'on obtient sur le lacet (a); on en conclut que chacun d'eux unit la racine u^ à l'une des racines u^ et u^. Si le lacet (a) unit Uq et 1^1, le lacet [b) unira u^ et u^. On formera un système de lacets fondamentaux en prenant soit (a)J et (6)J, soit (a)J et (c)J, soit {b)l et (c)?.
Le point 0^ sur la sphère, est pôle pour chacune des racines.
Exemple VI. — Soit l'équation
(i) //*-- 3zn -F- Z^ : -: o.
Les points critiques sont donnés par l'équation z^{z^ — 4) = o, qui se décompose en deux, l'une jc = o, l'autre z' — 4 = o-
Pour 2 = o, les trois racines sont nulles. La méthode géométrique du n^ 34 montre qu'il y a deux manières de former le groupe des
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termes principaux dans l'équation proposée {fig. 39). Dans le premier mode, la partie principale étant u? — Zlu, a est du degré ^. Si I'od pose z = z", u = vz', l'équation devient
on obtient ainsi deux racines ayant pour valeurs approchées ± ^3z^, et qui se permutent quand la variable z tourne autour du point 0. Dana
le second mode, la partie principale étant — ^zu-hz*,u est du degré 2. Si l'on pose a — vz", l'équation devient
ce qui donne une racine ayant pour valeur approchée jz' et monotrope dans le voisinage du point 0.
L'autre équation z* — ^ — o admet les racines
auxquelles correspondent les sommets a, b, c {Jtg. 3o) d'un triangle équilatéral; autour de chacun de c-es points se permutent deux racines de l'équation proposée.
Pour former les lacets, nous ferons partir la variable d'un point z,, situé à une trës-petite distance du point 0 sur l'axe Ox\ en ce point, les trois racines se distingueront par leurs valeurs approchées
Le lacet (a) est formé, comme à rordinaire, d'une droite et d'un petit cercle; le lacet (6), d'un arc z^z^ égal à un tiers de circonférence, d'une droite partant du points, et d'un petit cercle; le lacet (c), d'un arc z^ZfZ^ égal à deux tiers de circonférence, d'une droite partant du point Za et d'un petit cercle; enfin le lacet (0), d'un cercle z^z^z^z^. Les lacets se succèdent dans l'ordre (a), (6), (c), (0).
Fig. 3o.
Sur la droite Oa, les trois racines de l'équation proposée sont réelles, deux positives, une négative; ce sont les deux racines positives qui se permutent autour du point a; ainsi le lacet (a) unit les deux racines u^ et li,.
Quand la variable z décrit l'arc js^s,, les trois racines deviennent
1 1 4tti
Ut = -^z\e^ , Wi — 3*2je^ :-— S'^Je
— 3'zle' =3'zle ^
Sur le rayon 06, on ^ z = xe ^ ; si l'on pose u = u'e * , l'équation devient m'* — 'ixu' h- ;r' = o. Ainsi, quand on passe du rayon Oa au
rayon 06, les trois racines sont multipliées par e > ; les deux racines positives se permutant autour du point (a), ce sont les deux racines u^ etua qui se permutent autour du point 6, et par conséquent le lacet (6) unit les deux racines u^ et U2.
Quand la variable z décrit l'arc ZQZ^Z2t les trois racines deviennent
_ Ht/ 9r.i II >r/
I I *itj Vzîe ^ .
Quaad on passe du rayon Oa au rayon Oc, les racines sont multipliées
a ICI
par e ^ ; ainsi le lacet (c) unit les deux racines u^ et i/f .
D'ailleurs le lacet (0) unit les deux racines lif et u^. On a ainsi les quatre lacets (a)J, (6)2, (c)J, (0)?. Sur la sphère, le point 0' est pôle par rapport à chacune des racines. Le lacet (0') ou le circuit correspondant, parcouru avec Tune quelconque des racines prise comme valeur initiale, doit ramener la même racine, ce qu'il est facile de vérifier.
Exemple VIL — Soit l'équation
On obtient les points critiques en résolvant l'équation
d'où
(a A -f- Ott . . (2 A -4- i)n z — cos Ti h I sm —
ces points, au nombre de six, sont les sommets d'un hexagone régulier
ayant son côté égal à l'unité, et disposé comme l'indique la figure 3i. En chacun des sommets, l'équation (i) admet une racine double et une
racine simple. La valeur de z relative à l'un des sommets et la racine double correspondante n'annulent pas la dérivée partielle 4-\ on
en conclut que les deux valeurs de u voisines l'une de l'autre se permutent lorsque z décrit une petite courbe fermée autour de ce point. A l'origine, les trois racines ont les valeurs
Imaginons que le point z s'avance, en suivant une ligne droite, de l'origine vers un des sommets, puis décrive autour de ce point une petite courbe fermée; les racines varient d'une manière continue en partant de leurs valeurs initiales; dans le voisinage du sommet, deux racines ont une diflerence très-petite et se permutent lorsque le point z décrit la courbe qui entoure ce sommet. Chercbons quelles sont les racines qui se permutent autour de chacun des points critiques.
Les racines de l'équation (1) sont données par la formule
(3) uz-_.k'¥^^
dans laquelle A désigne l'une quelconque des valeurs du radical cubique
i-t-JïV
Le long du rayon sur lequel marche Zy ou a
:^r cos(2A-f-i)^ -+- isin(2AH-i)g 1
et par conséquent
z* -^ — /•• et -s* = zh /r*.
On prendra le signe + pour les valeurs o, a, 4 de h, c'est-à-dire lorsque le point z s'avance sur l'un des rayons O^o, Oa^» Oa^^ et le signe — si le point z s'avance sur les rayons Oaf , Oa,, 0^5 qui correspondent aux valeurs I, 3, 5 de A. Puisque le nombre r varie de zéro à l'unité, on peut
poser r* = siny et faire varier y de o à -•
Considérons d'abord le cas où A â l'une des valeurs o, 3, 4; Texpression de A devient
4 »/ 1-t-isino I . T-T- >/ 9 »/
A=y/ ^ — ---Vi-sin'çz..- y/cos^Y/
cos - -t- j sin - 2 a
il faudra attribuer à k successivement les trois valeurs ô, i, 2. On a en même temps
Remarquons que» quelle que soit celle des valeurs o, a, 4 que l'on attribue à hf si l'on fait 9 égal à zéro, les racines i/o» <^i» <^a correspondent
à A = o, A: = I , ^ = 2. Faisons varier 9 de zéro à -•, pour 9 = -> les
valeurs de u sont données par la formule
u fi: a/rr
^3/ TT
\ , , f n 2Ar7T\
Dans cette formule, il faut remplacer h par l'un des nombres o, 2, 4» puis k par o, i, 2. Les arguments des valeurs correspondantes des deux termes du second membre sont renfermés dans le tableau
suivant :
Ar-:
o { fr— I , ^^—
A=r4 { A-^rl,
Ar — I «^^
TT
LU
TT
TT
TT
On conclut de ce tableau que le lacet (ao) unit les deux racines u^ et 112» le lacet (as) les deux racines Uq et Uf , le lacet (a4) les deux racines Uq et U2.
Considérons maintenant le cas où Ton suppose que h a Tune des valeurs I y 3, 5. On a alors
puis
- y/ cos î [cos (I H- ^) - 1 sin (2 -4- ?4^)]
;/nA
•' / . 9( F/ t VÎT 9 ^A'TT
Il faut observer que pour 9 == o les racines u^, u^, u^ correspondent à Ar = o, ^ = i,A:=a. Les valeurs de i^ à Tun des sommets a^^ a,, a.
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sont données par la formule
= COS ( :r- -*- « Sm ^r— )
H- cos 2A-f-i)-r H 1 — -— + isin (a// -f-i)r-< ^- -^7— I
dans laquelle on doit remplacer h successivement par Tun des nombres I, 3, 5, puis k par Tun des nombres o, i, :2. Les arguments des deux termes du second membre ont des valeurs comprises dans le tableau suivant :
, I , i57r iStt
f o 7 ? ïD7r 77
// -I 3 < /r =rr I , ? »
On en conclut que les lacets (^1), (a,), (as) unissent respectivement les racines Uo et u^^ Uq et i^,, u^ et 1/2- Le point 0', sur la sphère, est pôle pour chacune des racines.
Exemple VIII. — Considérons Téquation
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La dérivée partielle du premier membre par rapport h u étant égale h 5w' M — I (t — z^) 9 l'équaiion admet des racines égales lorsqu'on a,
soit M = o, et par suite z = o on z - Jz i, soit w = ^ (i — 5*), et par
suite :; ==t î; ce dernier cas rentre dans le précédent. Pour z =r o, l'équation a une racine simple ?/« = i et quatre racines égales a zéro; les valeurs approchées de ces quatre racines sont
la quantité a vérifiant l'équation a* = - ï^; les deux racines m, et m,
se permutent autour du point 0, de même u^ et m,, ce qui donne deux systèmes circulaires. Pour z ^ ±: i, l'équation admet cinq racines égales à zéro; si l'on pose :; — i 4- :;', on a
les valeurs approchées des racines, dans le voisinage du point 2=1,
sont données par la formule m = ^ /|*s'*; elles forment un système cir-
culaire de cinq racines se permutant autour du point critique. Les racines, étant respectivement égales pour des valeurs de z égales et de signes contraires, se permutent suivant la même loi autour du point s = — I. Il y a donc trois points critiques, l'origine 0 et les deux points a et b qui correspondent à s = dz i [fig. 32).
Si l'on fait z =- — ? u - : —^ l'équation devient
s il
Pour 5' ~ o, les cinq valeurs de a' sont égales a zéro. En posant w' = vz'-, on met l'équation sous la forme
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pour z' = o, Téquation admet une racine double s^= — 7 et trois racines
simples. En posant (^ = - ^ -j- ç^', on reconnaît aisément que les deux valeurs infiniment petites de t^' restent monotropes autour du point z' = o. On en conclut que sur la sphère le point 0' est pôle relativement à chacune des racines.
Il s*agit maintenant de voir dans quel ordre les racines se permutent autour des points critiques a et b. De Torigine comme centre
Fig. 35.
avec un rayon trës-petit, décrivons un cercle. Nous distinguerons les racines par leurs valeurs approchées
i/p — I, w, z=r az% u^- —ociz^y M3 - -«2% u^ — (xiz^y
au point initial z^ situé sur Taxe Ox à une très-petite distance du point 0. Le lacet [a) est formé d'une droite et d'un petit cercle, le lacet [b) d'un demi-cercle ^z© ^^{^ d'une droite et d'un petit cercle autour du point ft, le lacet (0) du cercle z^mz^nz^-, de cette manière, les lacets se succèdent dans l'ordre (a), (6), (0). Quand la variable js, partant du point jSot décrit le lacet [a) une première fois, dans le sens direct, la fonction u passe de la valeur initiale u^ à une autre que nous représenterons par
(x,z\ a étant une certaine racine de Téquatiôn a* ~ — ~ Je dis maintenant que, si la variable z décrit le lacet (a) plusieurs fois successivement dans le sens direct, les racines se succéderont dans l'ordre Mq» ^^o W2» Wsf W4. En effet, au lacet (0') sur la sphère correspond dans le plan un circuit enveloppant les trois points critiques et se ramenant par conséquent à la suite des trois lacets (a), (i), (0); le point 0' n'étant pas critique, la racine prise comme valeur initiale doit se reproduire à la fin du circuit. Or, si l'on part du point z^ avec la valeur initiale u^^ après le lacet (a) on a m, ; la demi-circonférence ^0 ^^^i change u^ en u^ ; le lacet (s, h) devant ramener en z^ et par conséquent en z^ la première
racine i/o, il est nécessaire que la racine u^ soit la cinquième du système circulaire. Nous avons donc à clioisir entre les deux dispositions
«0, W., W3, Ihy W4.
La seconde ne convient pas; car si Ton part du point z^ avec la valeur initiale i/f, on aurait 1/3 après le lacet [a), 11., après le demi-cercle Zq/wz,, W4 après le lacet (:?, 6), M| après le demi-cercle 5, twjs^, u^ après le lacet (0), et la valeur initiale iit ne se reproduirait pas. Avec la première disposition, on a lu après le lacet (a), w, après le demi-cercle Zf^mz^, Mo après le lacet (x;, i), w^ après le demi-cercle :;< mz^^ a, après le lacet (0), et la racine initiale w, se reproduit. Ainsi le lacet complexe (a) est l'assemblage des cinq lacets binaires positifs
(«)i, («)î, i«)i, (^Oi> («):•
Le lacet (6), dont Torigine est aussi en Zq^ se compose du demicercle z^mz^y du lacet (:;, b) symétrique du lacet (^o^) par rapport au point 0, et du demi-cercle z^ mz^^. Les valeurs de u étant les mêmes en deux points symétriques, la permutation s'eflfcctue sur le lacet (s, b) comme sur le lacet [zou). On part du point z^ avec la valeur initiale Uq ; après le demi-cercle z^ m^,, on a en z^ la même valeur Uq; le lacet (2, b) change «o en m,, et cette racine, après le demi-cercle z^ mz^^ devient u^. En décrivant le lacet [b) une seconde fois, on revient en z^ avec la valeur u^ ; le lacet [z^b) la change en Wj» et, après le demi-cercle z^mz^^ elle devient 1/3, et ainsi de suite. On obtient de la sorte les cinq lacets binaires positifs
Le lacet (0) est neutre relativement à la racine </o; n^^is il unit les racines u^ et 2/3, u^ et 1/4. Il est Tassemblage des deux lacets binaires (0)?, (0)*.
On peut former le système des lacets fondamentaux de bien des manières, par exemple avec les quatre lacets (a)i, {ci)\, [(^)\* (^)î, ou bien avec les quatre lacets (a)J, (a);, (0)J, (0)$. Dans ce second
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mode, les chemins qui conduisent de la racine u^ à toutes les autres sont (n° 39)
v;---(fl);, vj^(^): + (a)î, v; = (a);4-(0)î, v: = (a);-4-(a);-f-(0);.
Exemple IX. — Considérons enfin la fonction définie par l'équation algébrique
{u — ai){u — a^) . ,{u —am) — z=zo.
Quand la variable z décrit une circonférence ayant pour centre l'origine, le produit des distances du point u aux m points fixes a^, a,, . . . , Ufn reste constant, et ce point décrit une cassinoïde à m foyers. Quand le point :; décrit une droite partant de l'origine, le point u décrit une courbe telle, que la somme des arguments des droites qui vont des m foyers b chacun des points de la courbe est constante. Les deux séries de lignes décrites par le point z étant orthogonales, les deux séries de lignes correspondantes décrites par le point u sont aussi orthogonales. En particulier, lorsque le polynôme est du second degré, les deux séries de lignes orthogonales se composent de cassinoïdes a deux foyers et d'hyperboles équilatëres.
FONCTIONS DÉFINIES PAR DES SÉRIES
CHATRE PREmER.
PROPRIÉTÉS DES SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES ET CROISSANTES DE LA VARIABLE.
48. Lemme. — Lorsquon multiplie les termes d^une série convergente^ ayant tous ses termes positifs, par des nombres positifs inférieurs à un nombre déterminé, on obtient une nouvelle série convergente.
Soit
£io 4- «1 4- a, -H . . .
une série convergente ayant tous ses termes positifs; si l'on multiplie les termes de cette série par les nombres positifs
Oo, Oi, Ojf • • • 9
plus petits qu'un nombre déterminé B, on obtient une nouvelle série convergente
En effet, soient S;, la somme des n premiers termes de la première série, S'„ la somme des n premiers termes de la seconde série, on a S^ < BS„; mais la somme S„ est moindre que sa limite S; on a donc S'„ < BS, et par conséquent la seconde série est aussi convergente.
49. Théorème 1. — Étant donnée une série ordonnée suivant les puis-
sances entières positives et croissantes d'une variable imaginaire, si, pour
une valeur de la variable dont le module est r\ les modules des termes de
la série sont moindres quun nombre déterminé, la série sera convergente
pour toutes les valeurs de la variable dont le module est plus petit que r\
(Abel.) Soit
la série proposée, dans laquelle z désigne une variable imaginaire, Uo, i/f,... des coeflicieuts réels ou imaginaires. Appelons a^^ ai,... les modules des coefficients. Nous supposons que les modules
des différents termes de la série, pour une valeur de z dont le module est r\ sont plus petits qu*un nombre déterminé B. Donnons à la variable une valeur dont le module r soit plus petit que r\ et considérons la série convergente
si nous multiplions les termes de cette série respectivement par les nombres
moindres que B, nous obtiendrons, en vertu du lemme précédent, une nouvelle série convergente
Ainsi, pour toute valeur de z ayant un module plus petit que r\ la série des modules est convergente, et par conséquent la série proposée est elle-même convergente.
Cercle de convergence.
50. Imaginons des valeurs croissantes du module pour lesquelles les modules des termes de la série conservent des valeurs finies, c'est-à-dire restent moindres qu'une quantité déterminée; ou ces valeurs croissantes
augmentent à Tinfini, ou elles tendent vers une limite R. Dans le premier cas, la série proposée est convergente pour toutes les valeurs de z; car, soit r le module d'une valeur quelconque attribuée à 5, les modules des termes de la série conservant des valeurs finies pour un module r' plus grand que r, la série est convergente pour cette valeur de z. Dans le second cas, la série est convergente a l'intérieur du cercle décrit de l'origine comme centre, avec un rayon égal h R {Jig* 33); car, si Ton
Fig, 33.
attribue à la variable z une valeur ayant un module r inférieur h R, les modules des termes de la série conservant des valeurs finies pour un module r' plus grand que r, mais plus petit que R, la série est convergente pour cette valeur de z. Pour tous les points situés à l'extérieur du cercle R, les modules des termes augmentant à l'infini, la série est divergente. Ainsi la circonférence R partage le plan en deux régions : pour tous les points situés à Tintérieur du cercle, la série est convergente; pour tous les points situés à l'extérieur, elle est divergente. C'est pourquoi nous donnerons a ce cercle le nom de cercle de convergence. Une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de la variable définit donc une fonction finie et monotrope dans le cercle de convergence.
Sur la circonférence R elle-même, il y a incertitude : si, pour le module R, les modules des termes ne tendent pas vers zéro, la série sera divergente sur toute la circonférence; si, pour ce même module, les modules des termes tendent vers zéro, la série peut être convergente ou divergente sur toute la circonférence, ou bien convergente en certains points, divergente en d'autres.
Rémarquons qu'en chacun des points situés à l'intérieur du cercle de convergence non-seulement la série proposée est convergente, mais encore la série des modules de ses diiTérents termes.
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Exemples. — i** La série
mi •)
est convergente dans toute l'étendue du plan. 2** La série
est convergente dans le cercle de rayon i; sur la circonférence, les modules des termes étant égaux à Tunité, la série est divergente. 3** La série
est aussi convergente dans le cercle de rayon i; sur la circonférence, la série des modules des termes étant convergente, la série est elle-même convergente.
4** La série
IH 1 h — -h. . .
est convergente dans le cercle de rayon i ; sur la circonférence, on voit immédiatement qu'elle est convergente au point z~ — i, divergente au point s = 4- 1; on démontre d'ailleurs qu'elle est convergente sur toute la circonférence, excepté en ce dernier point. 5° Si l'on considère la série
et si Ton attribue à z une valeur quelconque différente de zéro, les modules des termes augmentent à Tinfini; il en résulte que la série n'est convergente que pour z - o; dans ce cas, le rayon du cercle de convergence se réduit a zéro.
51 . Théorkme II. — La fonction définie par une série ordonnée suivant les puissances entières positives et croissantes de la variable est continue dans le cercle de convergence.
La série
Uç-h UiZ -h UiZ^ -h ' * '
étant convergente dans un cercle de rayon R, appelons /(s) la somme des termes de la série pour une valeur quelconque de z située à Tintérieur du cercle de convergence. Soit (p{z) la somme des n premiers termes de la série, et ^(:;) le reste; nous aurons
De Torigine comme centre, avec un rayon R' un peu plus petit que R, décrivons un cercle. On peut assigner une valeur de n telle que, pour cette valeur et pour toutes les valeurs plus grandes, le module du reste
^{z) soit plus petit qu'une quantité très-petite donnée ^9 quelle que
soit la position de la variable z à Tinlérieur du cercle R'. Il suffit, pour cela, de prendre n tel que Ton ait
ce qui est possible, puisque la série
«o-f- fliR' -+ . . .
est convergente. Pour tout module r plus petit que R', on aura, à plus forte raison,
ce
Le module du reste ^{z), étant plus petit que cette somme, sera lui-
même moindre que ^
Supposons maintenant que nous donnions à la variable deux valeurs voisines z et z' situées à Tintérieur du cercle R', la fonction prendra les deux valeurs
doot la différence est
Le polynôme entier (p{z) du degré n— i étant une fonction continue de la variable z, on peut assigner un nombre p tel que, pour toutes les positions du point z' k Tintérieur du cercle décrit du point z comme centre avec un rayon égal à p, la variation f(^')""?(^) ^^ poly-
nome ait un module plus petit que ^- Mais les modules des restes ^{s^')
et ^{z) sont déjà plus petits que 1^ donc la variation /(s') --/{z) aura
un module plus petit que a pour toutes ces positions du point z'\ c*est en cela que consiste la continuité. Ainsi la fonction, définie par la série» varie d'une manière continue dans l'intérieur du cercle de convergence.
52. Lehme. — 5f l'on prend les dérivées des différents termes de la série, on/orme une nouvelle série convergente dans le même cercle que la première.
Soit la série
f[z] -— W, -f- UyZ -+- UiZ- -+-...
convergente dans le cercle de rayon R. Nous allons démontrer que la
série
«, -\- 2UiZ -\- 3^82'+ . .,
que Ton obtient en prenant la dérivée de chacun des termes, est convergente dans le même cercle. De l'origine comme centre, avec un rayon R' un peu plus petit que R, décrivons un cercle, et donnons à z une valeur dont le module r soit plus petit que R'. Si l'on multiplie les termes de la série convergente
respectivement par les nombres
qui tendent vers zéro, et qui par conséquent sont inférieurs à un nombre fixe B, on obtient une série convergente
Ainsi la nouvelle série est convergente dans le même cercle que la
plus petit que R — /• et par suite r -f- p plus petit que R, la série
est convergente. Développons les puissances du binôme r -h p et disposons les termes en un tableau analogue au précédent :
cr, -»- o H- o -f- o -f- . . ,
fl, r H- rt, p -h o ^- o -+-... ,
(?.)' 'i rt,r'+ 2rtjrp -f- rt,p' -l- o -h..-,
a^r^ -h Srtjr'p -f- 3^3 rp' -f- a^p^
Appelons S;„ la somme des m premiers termes de la série (i)', S la limite vers laquelle elle tend, quand m augmente indéfiniment. Les m premiers termes d'une colonne verticale quelconque du tableau (a)' appartenant aux m premières lignes horizontales, leur somme est plus petite que la somme des termes de ces m premières lignes horizontales, c'est-à-dire plus petite que S,;, et, par conséquent, plus petite que S; cette somme tend donc vers une limite, quand m augmente indéfiniment; ainsi chaque colonne verticale, prise à part, constitue une série convergente. Désignons par b^, b^p, b^p^^... les sommes des diverses colonnes verticales, et considérons la série
(3)' 6«-i- ft.p -4-6,p'H-
Appelons S'„ la somme des n premiers termes de cette série. Généralisons le raisonnement que nous avons fait précédemment; les m premiers termes des n premières colonnes verticales appartiennent aux m premières lignes horizontales; leur somme est plus petite que la somme des termes de ces m premières lignes horizontales, c'est-à-dire plus petite que S;„, si in est plus grand que n, et par conséquent plus petite que S. Si, laissant n fixe, on fait augmenter m indéfiniment, on en conclut que cette somme tend vers une limite plus petite que S; mais cette limite est précisément S'„ ; la quantité S'„ est donc plus petite que S. D*autre part, cette quantité S'„ est plus grande que la somme des n premiers termes des n premières colonnes verticales, c'est-à-dire plus grande que S„. La somme S'„ , étant comprise entre S„ et S, tend
vers une limite égale a S, quand n augmente indéfiniment. Ainsi la série (3)' est convergente et a même somme que la série (i)'.
Revenons maintenant au tableau (2). Nous remarquons d'abord que les termes d'une même colonne verticale, ayant pour modules les termes correspondants du tableau (2)', forment une série convergente. Nous avons désigné par ç»©» ^i'*> ^a^^»-- 'es sommes des diverses colonnes verticales; ces quantités ayant des modules respectivement moindres que les termes de la série convergente ( 3) ', la série ( 3 ) est elle-même convergente. Appelons 2„ la somme des n premiers termes de la série (i), 2'„ celle des n premiers termes de la série (3); la différence 2^— 2;, est égale à la somme des termes des n premières colonnes verticales du tableau (2), à partir de la /i 4- 1'^"*^ ligne horizontale; le module de cette différence est moindre que la somme des modules des termes, c'est-à-dire moindre que S'„ — S„; elle tend donc vers zéro, quand n augmente indéfiniment. La somme 2„ tendant vers la limite/(z -h A), on en conclut que la somme 2'„ tend vers la même limite. On a donc
On déduit de là
f[z -\- h) —fiz) ^,. , ^„, ,A
Le second membre de cette égalité est une fonction continue de h; quand h est très-petit, il diffère très-peu de/'(5), et quand h tend vers zéro d'une manière quelconque, il tend vers /'(:;). Ainsi le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable tend vers une même limite, de quelque manière que l'accroissement de la variable tende vers zéro, et par conséquent la fonction /(5) a une dérivée qui est représentée par la série /'(s).
De tout ce qui précède, on conclut qu'une série ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes d'une variable, définit une fonction holomorphe dans le cercle de convergence.
Remarque /. — La série
est divergente en chaque point de la circonférence du cercle de convergence. Cependant, si le point intérieur z s'approche d'un point de cette circonférence autre que le point x; = i, la somme S* qui est égale
à ■ __ ^» tend vers une limite parfaitement déterminée.
Remarque IL — Supposons que la série Uq-\- m^js -h Mj^'^-. . . soit convergente en un point z^ de la circonférence du cercle de convergence, et appelons A la somme en ce point; Abel a fait voir que, lorsque le point z se rapproche du point z^ suivant le rayon Ojsi, la somme variable S tend vers une limite égale à A.
On peut représenter, en cfTet, les valeurs de z, pour les divers points du rayon Oz^, par la formule z = Çz^, Ç étant une quantité réelle qui varie de o k i. Si Ton représente en même temps par a^ le produit UnZ^f on aura
et
\ 77= a^ -h ai -h aj -^ . . -f- û» -4- . . . .
Appelons (7„ la somme des n -h i premiers termes de cette dernière série, le terme a„ sera égal à (7^ — (J„^n et Ton pourra exprimer la somme S de la manière suivante :
£", e""*"',... désignant les différences entre les sommes (?«> c^-n ••• et A; nous représenterons le nombre positif i — Ç par j3. On peut supposer n assez grand pour que le plus grand des modules des quantités e„^
É/i^-n-- soit moindre qu'un nombre donné quelconque -•, le module de
sera alors moindre que-Ç", et par suite moindre que -• Le module de
est plus petit que /ijSM, M étant le plus grand des modules des sommes ^0» ^^it . . ., Ofii <7«+i». • .; la somme
est égale à AÇ" ou à A(i — [i^. Considérons la différence
on a (i — /3)" > I — /ij3, la quantité [i — (i — jS)"] est donc un nombre positif moindre que /i/3, et le module de A(i — jS)** — A est plus petit que /^jSAo, Aq désignant le module de A. Il résulte de ce qui précède que le module de la diflérence A — S est moindre que
nl3(A.-^M)-^^,
et par conséquent moindre que a, pour toute valeur de /3 plus petite que - rr^ — ïtt- Ainsi la somme variable S a pour limite A. La démonstration précédente est de Lejcune-Dirichlet.
Considérons les séries
le rayon du cercle de convergence étant infini, ces trois séries définissent des fonctions holomorphes de z dans toute Télendue du plan. On désigne ces trois fonctions par e% sin^, cosz, parce que, lorsque la variable z a une valeur réelle x, ces séries sont les développements de la fonction exponentielle e* telle qu'on la définit en Algèbre, et des deux fonctions circulaires ûtix et coso? telles qu'on les définit géométriquement. La fonction siii^ est impaire, la fonction cos:; paire.
On obtient la dérivée de chacune de ces fondions en prenant la dérivée de chaque terme de la série (n° 53), ce qui donne
Der — e\ D sin;: - cos-s, D cosz — — sins.
Ces trois fonctions se ramènent à une seule d'entre elles; car si» dans la série (i), on remplace z par zi ou par — zi^ on a
(4) «** = C0S2 -t- 1 sinz,
(5) e-*'=::COS^ — - isxnz;
d*où Ton déduit
(6) COSZ-- 5
(n) sinz = ;
Les deux fonctions sinz et C0S2; sont ramenées ainsi à la fonction exponentielle e^.
[1 résulte aussi de la relation (4) que toute quantité imaginaire z = r(cos9 -h I sinô) peut être mise sous la forme très-simple z = re^', r étant le module de cette quantité, 0 l'un de ses arguments.
56. La propriété fondamentale de la fonction exponentielle consiste dans la relation
Pour la démontrer, appelons !„, l'„f l'„ les sommes des n premiers termes des séries qui définissent les trois fonctions e*, e*\ e'^*', savoir :
mt mil y'n — l
2! " IH ! ^ --r,- -f- -î -^ •
Désignons par r et r' les modules de z et de z\ et appelons de même S„, S'„, ^\ les sommes des n premiers termes des séries qui représentent les fonctions réelles ^, e^, é'^^ , savoir :
Sn I ~T h h ... H ; :>
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Considérons, en outre, la somme des 2/1 — 1 premiers termes de la dernière série
1 1.2 1 .2. . [in — a)
Concevons que Ton ait eiTectué le produit des deux polynômes S;, et S]. , et que Ton ait développé les binômes dans les sommes S^ et S'„_.; nous remarquons que tous les termes de ?>\ se trouvent dans le produit Sn X S'„ , et que tous les termes de ce produit se trouvent dans S^„_,; on a donc
s;<s,xs:<s:,_.;
mais, quand n augmente indéfiniment, les deux sommes ?>\ , S^._. tendent vers la même limite c^"^''. Il en résulte que la diflerence S/, X S'„ — S^ , qui est plus petite que S^„., — S^ , a pour limite zéro. Concevons de même que Ton ait effectué le produit des deux sommes 2a et 2|, et développé les binômes dans la somme 1\\ le produit contient tous les termes de 1"^ avec d'autres quantités; les termes de la différence In x 1\ — 2^ ayant pour modules les termes correspondants de la diflerence S„ x S'„ — SJi , on a
mod (2, X 2;. - K) < s„ X s: - s;,
et par suite
lim. mod(2„ x 2'„— 2^;) — o,
ou
Iim(2«x2'jz=lim2:,
c'est-à-dire
57. La fonction e^ est périodique. On a, en efl*et, d'après le théorème précédent,
(9) «*♦■«' ^e' ;<e^' ■-- e*(cos27: -h isin27r) —e-";
la période est 2ni.
En vertu des relations (6) et (7), les fonctions sinz et cos5 sont aussi périodiques; la période est 27r.
On a de même
(lo) e^"^ .--: e'Xe'^'r- e'icosi: -4- 1 sin?:) -—e*,
et par suite
(il) sin{z -\- t:) -- — sin;;, cos{z -h r) -- — cosz,
A l'aide des relations précédentes, on généralise aisément les relations
(12) sinl ~ — 2 j- C0S2,
.i3) sin^:; -f- cos'z ri,
(14) sin(s -• z' )..- sin z ces;;' -4- cosz sinz',
(i5) .cos(2 : 2') - cosz cosz'— sin-ssin-s',
qui ont été établies en Trigonométrie pour les arcs réels. On dé6nit la fonction méromorphe tangjs en posant
, ^, sinz
(10) langz :
° cosz
cette fonction est périodique, et admet la période tz.
Les tables ordinaires de logarithmes de sinus et de cosinus permettent de calculer les valeurs des fonctions précédentes pour une valeur imaginaire x -h yi attribuée à la variable z. On a d'abord
^+jri - ^^jri e'(cosj^ -f- 1 sin^);
c'est une quantité imaginaire ayant pour module e' et pour argument j". On a ensuite
. . . . e-^ -;- e-J^ . e-^ — e~/ . cos( j: -r-ri) cosx cosyt — s\nx sinji .- — ^ cosx — / siii x,
sin ( X -f- ^7 ) sin x cosyi -i- cosx sin ji :- - - - — • sin x -r- i cosx.
58. Voici comment on peut se représenter la périodicité de la fonction e*. Sur l'axe oy {^g. 34), portons de part et d'autre de l'origine des longueurs égales à arr, et, par les points de division o, Ot, 02...,, o., ,
0.0,..., menons des droites parallèles dans une direction arbitraire,
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autre que oy\ ces parallèles diviseront le plan en bandes égales; aux points homologues m|, m^^ /713,..., 7w_, , m^j,... de ces différentes
ro-, .»» •
bandes, c'est-à-dire aux points représentés par la formule z + :i/i:ri, n étant un nombre entier quelconque, la fonction reprend la même valeur.
Dans chaque bande, la fonction
passe par toutes les valeurs possibles, et une fois seulement par chacune d'elles; car son module e^ varie de zéro k TinGni, et, quand x reste constant, son argument y varie de y^ à y©-»- 2^- Quand la variable z s'éloigne indéfiniment dans une bande du côté des x positifs ou du côté opposé, le module de la fonction devient infini ou tend vers zéro. Pour figurer la périodicité des fonctions coss et sins, on portera sur l'axe oa;des longueurs égales à 27;, et par les points de division on mènera des droites parallèles dans une direction arbitraire autre que ox. Dans chaque bande, les fonctions passent par toutes les valeurs possibles et deux fois par chacune d'elles. Si Ton veut en effet que la fonction cosz ait une valeur donnée 1/, on posera
d'où
p"' — ?, ue'^ -f- 1 - - o , p" r : wii: y M' — I ;
fonction tangjz devient nulle aux points :; ^ nn, infinie aux points
z =rz : H- nn; il y a une racine et un pôle dans chaque bande. Quand la
variable z s'éloigne indéfiniment dans une bande, du côté des j^ positifs ou du côté opposé, la fonction u tend vers 4- i ou vers — i.
59. Pour étudier la variation d*une fonction, quand la variable z est très-grande, on pose :; — ^; et Pon donne à z' des valeurs voisines de zéro (n" t7). Si Ton fait z' :- x' y'i = r'e^''\ on a
Lorsque la nouvelle variable z' se rapproche du point js' = o, le module de la fonction devient nul, infini ou égal à Tunité, suivant que cos$' a une valeur négative, positive, ou nulle; l'argument augmente à rinfmi en valeur absolue, excepté quand la valeur de sin5' est nulle. Le point :;' = o est un point singulier d'une espèce particulière; la fonction e", quoique monotropc dans le voisinage, acquiert en ce point des valeurs différentes, suivant le chemin suivi pour y arriver. Nous dirons que ce point est un point A' indétermination. Ainsi la fonction e* est holomorphe sur toute la sphère, excepté au point 0', qui est un point d'indétermination.
On a de même
/ kifiA' iro*^ KinO' ieos6'\
COSZ - - \e~'^ e '"' -f- e ' '"' e '' /,
sin z —\f- '' (^ '' • e ' e, '' ).
Lorsque la variable z' se rapproche du point z' -= o, le module de cosz et celui de sin;: deviennent infinis, excepté quand sin^' a une valeur nulle; dans ce cas, on a
C0S2 cos ,) sm;; sin-^^
et la valeur de la fonction, comprise entre — i et -f- i, est indéterminée. Le point 0' est encore un point d'indétermination. Ainsi les
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buant k Targument 6 la valeur initiale d = o, el que l'on adopte la déterminatiou
(i8) M~ loga r=zLr4- ôi;
si le point z se meut d'une manière continue dans le plan, sans passer par le point z = o, r et d variant d'une manière continue, nous aurons une fonction parlant de la valeur initiale u = o ei variant d'une manière continue.
La fonction devient infinie au point z = o. Lorsque la variable z décrit un cercle autour de ce point, dans le sens positif, son argument 6 augmente de 2n, et la fonction augmente de 2i:i; ainsi, quand la variable z fait une infinité de révolutions autour du point z == o, la fonction logz acquiert une infinité de valeurs différentes, qui sont données par la formule (17). Le point :; = o est ici un point critique différent de ceux que nous avons rencontrés dans l'étude des fonctions algébriques; nous Ysipi^eWerons point critiqué logarithmique.
Quelle que soit la détermination que l'on prenne, la fonction \ogz admet une dérivée; car, si l'on considère la fonction directe z = e'\ on
Az sait que le rapport ^ tend vers une limite égale à e"; le rapport inverse tend donc vers une limite égale à — > c'est-à-dire a -• On conclut
de là que \ogz est une fonction holomorphe de z dans toute partie du plan ne comprenant pas le point critique z = o. Nous remarquons en outre que la dérivée est la même pour toutes les déterminations de la fonction.
Si l'on pose z = -p on a
u . - logz',
et le point z' = o est un point critique de même nature que le précédent. Sur lu sphère, la fonction logz admet donc les deux points critiques logarithmiques 0 et 0'.
Ce que nous avons dit de la fonction logz s'applique à la fonction \og{z — a). Le premier point critique est ici z = a. La quantité z — a étant figurée par le point z, quand on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point a, à chaque tour décrit par le point z au-
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tour du point a dans le sens positif, la fonction augmente de ini. Sur la sphère, le point 0' est aussi un point critique.
De la relation e" x e"' = e"^"', on déduit la propriété fondamentale des logarithmes
l0g(Z2') =1 log5 -\- log2'.
Im fonction arc tangz.
I — Zl
A chaque valeur de z correspondent une infinité de valeurs du logarithme et par conséquent une infinité de valeurs de u. Chacune de ces valeurs est une détermination de la fonction inverse arctangz; on a donc
U = arc langz — — . log .
° 21 ^ l— Zl
Pour voir quelle loi suivent ces diverses valeurs, nous mettrons l'expression précédente sous la forme
«=:A[l0g{-.,H-l0gJ^4
11 y a ici deux points critiques logarithmiques z = -+-/, z = — i ; quand la variable z décrit un petit cercle autour du premier point critique ou autour du second, dans le sens positif, log(z — i) ou log(z -f- 1) augmente de 2nif et par conséquent u éprouve une variation égale k + ;:
OU à — 71. Les valeurs de u qui correspondent à une même valeur de z forment donc une progression arilhmélique dont la raison est n. Sur la sphère, le point 0' est un point ordinaire.
Supposons que, la variable :; partant de z == o, on adopte dans Texpression (19) le logarithme dont la valeur initiale est zéro, on aura une fonction arctang;; ayant pour valeur initiale zéro, et holomorphe sur toute partie de la sphère qui ne comprend aucun des deux points critiques z = ±: i.
IjCs fonctions arcsinu, arccosr..
62. On définira d'une manière analogue les deux fonctions arcsinz,
arccosz. Soit Téqualion
sinwr- 3,
d'où Ton déduit fn^\58)
// T log(/r liT^/i - j'j.
Nous prendrons l'expression
(20) 1/:- arcsinsr .. \o^[iz ~h y/i — z^),
en adoptant le logarithme dont la valeur initiale est zéro. Cette fonction ne devient infinie pour aucune valeur finie de z, car la quantité îz -f- v'i — ^^ ne s'annule pas; mais il y a deux points critiques a et a' {/ig. 35), qui correspondent aux valeurs j^ = :ii 1, et autour de chacun desquels le radical change de signe.
Fip. 35. ^
Pour voir comment la fonction se comporte autour du pointa, supposons que la variable z aille de l'origine à un point z^ voisin de a, en
suivant la droite Oa?; on a, dans ce cas, s = .r; la quantité iir-+-\/i — a?*
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a pour module l'unité et pour argument un angle 0 satisfaisant aux
relations s'inO =a?, cosô = Vi — ^^5 et s'annulant avec a?; on en conclut u= 0 (n^ 60), et, par conséquent, quand x varie de o à r , m croît
de o à -• Lorsque la variable z tourne autour du point a, le radical
change de signe, et la fonction devient
M:- j\Og{iz -V^l—Z'),
ce second logarithme, comme le premier, ayant en z^ une valeur voisine de—» puisque la fonction est continue dans le voisinage du point a. Mais cette expression peut se mettre sous la forme
( 21) u—\ log( - i) — i log ( /2 + \''i~'^') ^ - 7: — j log ( iz -h v/ï — z') ,
ce dernier logarithme ayant aussi en z^ une valeur voisine de — 9 et
par conséquent étant égal à celui de la formule {10). Si la variable z revient ensuite à l'origine en suivant la droite Ox, la fonction u croit
de - à TT. Ainsi, quand la variable z décrit le lacet (a), la fonction varie
de o à 7r, et elle est représentée ensuite par la formule (tii), dans laquelle le logarithme a à l'origine la valeur zéro.
Si la variable z faisait deux tours autour du point a, le radical changeant deux fois de signe, la fonction reprendrait en Z| sa valeur primitive, et l'on reviendrait à l'origine avec la valeur initiale u = o.
Supposons que la variable z aille de l'origine à un point z\ voisin de a', en suivant la droite Oa'; comme on a toujours u = 6, avariera de o
à — -• La variable tournant autour du point a\ le radical change de
signe et la fonction devient
a- -rlog(iz — v^i — 2*),
ce logarithme, comme le premier, ayant en z\ une valeur voisine de — - ^- Mais cette expression peut se mettre sous la forme
( 22 ) u :- - TT - j lOg ( iz -^- Vl — 2*) ,
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ce dernier logarithme ayant aussi en z\ une valeur voisine de ?
et par conséquent étant égal au premier. La variable revenant à Torigine, u varie de k — tt, et elle est représentée ensuite par la formule (22), dans laquelle le logarithme a à Torigine la valeur zéro.
Supposons maintenant que la variable z décrive successivement les deux lacets {a) et {a'); après le premier lacet, la fonction a acquis la valeur ;r; les formules (21) et (22) montrent que, sur le second lacet, la fonction varie de tt à 27: et est représentée ensuite par la formule
dans laquelle le logarithme a à Torigine la valeur zéro.
Si la variable avait décrit d'abord le lacet (a'), puis le lacet (a), la fonction aurait varié de o a — tt et de — tt a —271, et serait ensuite représentée par la formule
(24) u-^ — 27r H- - 10g(l2 -f- VI — «^),
dans laquelle le logarithme a encore à Torigine la valeur zéro.
Cela posé, tous les chemins qui vont de l'origine à un point z du plan peuvent se ramener à un chemin déterminé, ou à ce chemin précédé d'une série de lacets (a) et {a'). Appelons Ut ta valeur qu'acquiert la fonction au point z, quand la variable suit le chemin déterminé. Puisque le même lacet, parcouru deux fois successivement, ne produit aucun changement dans la fonction, on peut en faire abstraction; la série sera formée alors de lacets alternatifs (a) et (a'). Si leur nombre est pair, la valeur de la fonction, après l'ensemble des lacets, est 2nn, n étant un nombre entier positif ou négatif, et la fonction est représentée alors par la formule
(25) u :-Z2nr, -h -rlog(iz -h\l — z^)^
dans laquelle le logarithme a à l'origine la valeur zéro; la variable décrivant ensuite le chemin déterminé Oz, on a i/ = 2nn + i/|. Si le nombre des lacets est impair, après l'avant- dernier lacet, la fonction
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est représentée par la formule {2S); un nouveau lacet donne
(26) 1/ -:2/i7r±:7r — - log {iz 4- v^i — 2'),
le logarithme s*annulant k Torigine; la variable décrivant ensuite le chemin déterminé Os, on a a = inn ±: n — m,. Il résulte de là qu'à chaque valeur de z correspondent les deux séries de valeurs de la fonction : 2nn-h w,, (2/1 -H i);: — w, .
Remarquons que, par rapport à Tune quelconque des déterminations de la fonction u = arcsinz, chacun des points a et a' est un point critique algébrique, puisque, lorsque la variable tourne autour de l'un d'eux, la fonction n'acquiert que deux valeurs différentes, qui deviennent égales en ce point. Les valeurs en nombre infini de la fonction proviennent de la combinaison des lacets relatifs aux deux points critiques.
Si l'on pose 5 = —, on a
u - . logi -f log (i r V 1 - 2") ~ logz'j .
wr
Le point 2'= o, c'est-à-dire le point O'sur la sphère, est donc un point critique logarithmique. Concevons que l'on trace sur la sphère un lacet qui, partant du point 0, enveloppe le point 0'; quand la variable décrit ce lacet, la fonction éprouve une variation égale à l: 271; mais ce lacet (0') peut être ramené à la suite des deux lacets (a) et (a'), pris dans un certain ordre. Ceci fait voir immédiatement que la suite de ces deux lacets doit produire une variation de la fonction égale à d= arr. De même, si l'on considère l'équation cosa = z, d'où
on aura
(27) U — arccos2 — - — -r log(i2 dtv/i — z'),
c'est-à-dire arccosz = arcsins.
La fonction z".
63. Nous avons défini la fonction z", lorsque Texposant a est réel (n^ 14). Lorsque Texposant est imaginaire, on définira la fonction de la manière suivante : puisque z = c'®«*, on posera
Quand la variable z décrit une courbe fermée comprenant Torigine, la fonction u est multipliée par le facteur constante*^*'; ainsi la fonction acquiert en chaque point une infinité de valeurs en progression géométrique, et le point z--o est un point critique d'une nouvelle espèce. Soient a — a -h /3i, z - ^e'^^ on a
Si la variable z se rapproche de Torigino en décrivant une courbe ayant en ce point une tangente définie par Targument 0^, l'argument de la fonction augmente à l'infini en valeur absolue, et le point u décrit autour du point u=^o une spirale composée d'un nombre infini de circonvoli^tions. Quand le nombre a, est positif, le module de la fonction tendant vers zéro, la spirale décrite par le point u se rapproche indéfiniment du point 1/ == o; elle s'en éloigne, au contraire, indéfiniment quand a est négatif, et elle se rapproche d'une circonférence de
rayon e~f^^» lorsque a est nul. En faisant 5 = — > on verra que le point 0'
sur la sphère est un point critique de même espèce que le point 0; seulement, quand la spirale relative au point 0 est infiniment petite, celle relative au point 0' est infiniment grande, et réciproquement.
Sinus et cosinus hyperboliques.
On désigne sous ce nom les fonctions réelles
sinhoT- y cosha;-: — -?
a première impaire, la seconde paire, et qui satisfont à la relation
cosh'^ — sinh'x — i .
Voici d'où viennent ces dénominations : le sinus et le cosinus ordinaires sont les longueurs MP et OP [fig- 36), la variable x désignant
Fig. 36.
Tare AM dans le cercle dont le rayon est égal à i , ou le double de Taire du secteur AOM. Il est facile de voir que, si au cercle on substitue une hyperbole équilatère ayant son demi-axe Iransverse OA [fig- 3;) égal
f«îî- ^7-
à Tunité, et si Ton appelle x le double de Taire du secteur AOM, les longueurs iMP etOP représentent le sinus et le cosinus hyperboliques. Ces deux fonctions jouissent des propriétés fondamentales
sinh(a-hé) - sinh^coshfr -f- sini)/> cosha, cosh(rt -f-é) cosh^fcoslifr 4- sinhrtcoshft.
On a construit des tables de ces fonctions; elles servent k trouver les valeurs de sinz et de cosr., lorsque :; est imaginaire; car on a (n® 56)
cos^v : cosh >*, sinW - - / sinhr, cos(:r H- ri) - cosx cosh> — / sin.r sinh>\ sinf.r -i- W)"— siux cosh r -h /cosjrsinh>\
65. Remarque, — La fonction u -- cosz donne naissance à un système
de lignes ortliogonales bien connu. Si l'on pose z = x-\-YÎf m = Xh-Yi, on a
d'où
X -- cosj: cosh/, Y ■-- — sin j: sinhj
En éliminant successivement jc et y, on obtient les courbes
rosh'^' sinh^r
qui correspondent, les premières aux droites parallèles k l'axe des x, les secondes aux droites parallèles à Taxe des j; ce sont des ellipses et des hyperboles homofocales.
La fonction u — tangz donne naissance à un autre système de lignes orthogonales. On a, en eflet, dans ce cas,
-, sin^j- ^_ sinhar
cosa.r -i- coshar * ~ cos^^r -h coshav
En éliminant successivement y et a?, on obtient les deux séries de lignes orthogonales
\' Y* -:- 2X COlaar — I :: O,
\2 .._ Y- - - aY roih2)'-i i : o.
Les premières sont des cercles passant par deux points fixes, les secondes des cercles ayant pour axe radical commun la perpendiculaire a la droite qui joint les deux points fixes en son milieu. Chacun de ces seconds cercles est le lieu du point dont le rapport des distances aux deux points fixes est constant et égal à une quantité dépendant de la valeur de v.
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gente. Ainsi, lorsque la partie réelle a! de la constante a est négative, la série Qst convergente quelle que soit z\ cette série définit donc une fonction de z finie et monotrope dans toute l'étendue du plan. Nous la désignerons par 6(2), et nous écrirons
Séries à double entrée.
67. Pour démontrer que la fonction 0(2) est continue et admet une dérivée» nous nous servirons d'une propriété générale des séries k doDbte entrée. On dit qu'une série h double entrée est convergente lorsque la somme des termes enveloppés par une courbe de forme quelconque tend vers une limite déterminée, quand cette courbe s'étend à l'infini dans tous les sens.
Lemme I. — Lorsqu'une série à double entrée, à termes réels et positifs^ est convergente pour une première suite de courbes qui s* étendent à V infini dans tous les sens, elle l'est aussi pour une autre suite de courbes, ei la limite est la même.
Une série à double entrée est représentée par \^ fig^ 38. Soient Cot C|, C2,... une première suite de courbes fermées s'étendant^à l'infini dans tous les sens, c'est-à-dire telles que l'on puisse prendre n asftez grand pour que la courbe C^ et chacune des suivantes C„^.|, C,r+2,... soient extérieures à un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon donné; appelons S^ la somme des termes enveloppés par la courbe G;,; nous supposons que, lorsque n augmente indéfiniment, la somme S;, tend vers une limite S. Soient Cq , G'^ , G, * • . • une seconda suite de courbes fermées s'étendant aussi à l'infini dans tous les sens, et désignons par S'„. la somme des termes enveloppés par la courbe C^. Une courbe G;, de la première suite étant donnée, traçons une courbe G^ de la seconde suite enveloppant la courbe C;,, puis une nouvelle courbe G^,+,, de la première suite enveloppant G^.; on a
la seconde C fermée. Nous supposons d'abord que la somme des termes enveloppés par la courbe G^t 6t des arcs arbitraires tend vers une limite S;,, quand ces arcs s'éloignent à l'infini; nous supposons ensuite que la*somme S^ tend vers une limite S, quand n augmente à l'infini. Une courbe C^. étant donnée, traçons une ligne C^ extérieure à cette courbe; la somme S^., étant plus petite que S;„ et par conséquent que S, tend vers une limite S' quand n' augmente à l'infini. D'après ce que nous avons dit dans le cas précédent, les deux limites S et S' sont les mêmes.
Enfin, si la courbe C était ouverte comme la courbe G, on prendrait une courbe fermée auxiliaire C'\ En vertu de ce qui précède, la somme S',, tend vers la même limite que la somme S,„, et la somme S^. vers la même limite que la somme S^.. Donc la somme S^. tend vers la même limite que S;„.
GoROLLAiRE. — On évaluc ordinairement la somme des termes du tableau, soit par lignes horizontales, soit par colonnes verticales. Supposons que chaque ligne horizontale forme une série convergente; désignons par Sq, Si, S29 . . . , 5_,, 5_.j, ... les sommes de ces séries linéaires; supposons de plus que la série
formée avec ces différentes sommes, soit convergente; en vertu du théorème précédent, le tableau sera convergent, et l'on obtiendra la même somme si on l'évalue par colonnes verticales. Chaque colonne verticale formera d'abord une série convergente, et si l'on appelle s'^^ ,5^,5!,,..., v ,5 si^, ... les sommes de ces nouvelles séries linéaires, la série
{2) ... -1- s'_,-\- -si,-!- *'• -f *'i ^- *2 -r-- • •
sera aussi convergente et aura même somme que la série (i).
68. Lemmë II. — LorsqiCune série à double entrée a tous ses termes positifs et inférieurs ou égaux à ceux d'une autre série à termes positifs que l'on sait être convergente^ la série proposée est aussi convergente.
Soient S^ la somme des termes du premier tableau enveloppés par une courbe G;,, S), celle des termes enveloppés par la même courbe dans le second tableau; la somme S„ est plus petite que la somme S'„ , et par
dans lesquelles la quantité^ a un module inférieur k i, représentant un même tableau» évalué par lignes horizontales ou par colonnes veriicalas» ont la même somme.
On a de même
Q afl' 3<ï* g q^ Q* '
- — 0; — ^^ — r:-i it/ r» arclangv'^ arclang^^M arcUngvV— • •
69. Théorème II. -- La fonction Q{z) est holomorphe dans ioute V étendue du plan.
Nous avons défini la fonction 8(j;;) par la série
Si Ton remplace chaque exponentielle e^^ par la séria linéaire qu'elle représente, on a une série à double entrée
25 ,, îi-J» ,
ft I .3
II- o -\- o
Concevons que l'on remplace chaque terme par son module; les lignes horizontales étant convergentes et, de plus, la série
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formée par les sommes de ces diverges séries lii^éaires, étant elle-même convergente, on conclut, d'après le premier lemme, que le tableau des modules est convergent. En vertu du lemme lY, le tableau proposé est aussi convergent; on peut l'évaluer par lignes verticales; la fonction 0(z] sera alors représentée par une série
ordonnée suivant^Jes puissances entières, positives et croissantes de la variable z^ et convergente quel que soit z. On en conclut que la fonction monotrope Q(z) est continue et admet une dérivée, en un mot qu'elle est holomorphe dans toute l'étendue du plan (Livre II, Chapitre I). Remarquons que les coefficients iif, //,.. .., ^ indices impairs, sont nuls.
70. Throrèmk IIT. — La fonction Q{z) est paire et simpUmeiU pério' digue.
Remplacer ^îpar[— z dans l'expression
revient à permuter dans la série les termes qui correspondent à des valeurs de /i égales et de signes contraires; on a donc
Chacun, des termes de la série étant périodique et admettant la période 2ni, la fonction Q{z) est elle-même périodique et admet la même période; on a donc
71 . ThéorAme lY . — La lettre m désignant un nombre entier quelconque, on a
(4) 0(z4-ama): . 6-'"(-^"'«>0(i).
En effet, nous pouvons mettre la fonction 0(;;) sous ia forme
(5) &{z)-^e-^' XJ-'"*"""'
nz= —
Si l'on remplace z par z -\- 'xma^ on a
0(s -+- amrt)- f'-'"^'"^'^^^ " \
d'où Ton déduit la relation [l\).
En particulier, pour m = i , on a
(6) 0(2 H- 2rt)r^tf-('-*->0(5).
72. Théorème V. — La fonction Q{z) s' annule pour toutes les valeurs de z comprises dans la formule
(7) z- {am 4- i)7:/-h (7.m' -h i)/ï,
dans laquelle m et m' sont des nombres entiers quelconques.
On a, en adoptant la forme (5), et désirant parmi un nombre entier fixe.
nz= — y.
Les deux exponentielles sont égales et de signes contraires, lorsque la différence (a w — /Wi ) (2 — /nia j des exposants est un multiple impair de Tzi; on satisfait à cette condition, quel que soit n, en posant /n, = 2/n'-f-i et r -- /n, a — (2m-M);ri; chacun des termes de la dernière somme étant alors nul, la somme est nulle. Ainsi la fonction 0(2) s'annule pour chacune des valeurs de z représentées par la formule (7). Nous démontrerons plus tard que ces valeurs sont les seules qui jouissent de cette propriété.
La fonction 6(js) est paire; elle admet la période d), et, quand on rem-
place z par z -h (û\ elle est multipliée par l'exponentielle e - *'"*"" . Elle s'annule pour les valeurs
(4) ^-r (am-f i)- +-(2m' i 0 — ?
que l'on déduit de la formule (7) du n° 72.
74. On peut, k l'aide de cette fonction Q{z), former d'autres fonctions holomorphes reprenant la même valeur ou une valeur égale et de signe contraire, quand on remplace z par z + co, et jouissant de la
propriété d'être multipliées par l'exponentielle e ** *'^^ affectée du signe H- ou du signe —, quand on remplace z par z-i cù'. Considérons, en effet, la fonction
Pour que (f{z -\ co) -- '••■ (p{z), il est nécessaire que la constante ]3 soit de la forme fi ■■-- 7 b étant un nombre entier. On a
— -■- i > J ■♦ w » ?« ■ ln-t ]
pour que l'exponentielle ait la valeur voulue, il faut que la constante 2a — btô' soit de la forme aoj, a étant un nombre entier; d'où
<x -- a- f- 6-'^ • En attribuant aux nombres entiers a et b les deux
valeurs o et i, nous obtiendrons quatre fonctions holomorphes, que nous désignerons par des signes particuliers ; les autres valeurs donneraient les mêmes fonctions multipliées par des facteurs constants. Nous poserons
Ces dernières formules montrent que les trois fonctions Oi{z)^ ^(^)* Oaiz) sont paires, et que ôi{z) est impaire. D'après les formules (5), qui définissent les fonctions 6^ et la formule (4)f les zéros de ces quatre fonctions sont
zéros de Oi{z), z -. ~ '- -+- (mw -f- m'o/),
, , , zéros de 0(j5), z---. f- (mo h- m'o'),
zéros de 63(^5), z^^ - ^-{/n(î) -t- m'w'),
ma
\ zéros de 6i(a), z ■ moi ■+- m'»'.
75. Il résulte des considérations précédentes sur la formation de la fonction 91(2) que l'on a •
■ e>{Z'hm)^--9,{z), j Ô(z-t-(a)-9{a), I e,{z-(-w) = -e,(3),
e,{Z-htù)-- T_ 0,(z);
XI
e,{z-'^fù')— -e - e,(z},
e{z -4 «'):^ tf^^e(2),
7Kzi
On a plus généralement, en vertu des formules (7),
a/ransi
ôi{z-i- m(ù' ) — q- '"'■ fi "" ô,(z),
zmcci
(laj
' niTzi
Qt(z-^m(ù')- -q-'^'e " e,(«),
amvsr
et(z-[-mùV)-(—iY'q""'e - 6,(2),
Les trois fonctions elliptiques.
76. Il est aisé de reconnaître que les rapports des quatre fonctions 6 deux à deux sont des fonctions mérdmorphes doublement périodiques. Ces rapports sont au nombre de douze; mais il suffit de considérer trois d'entre eux, les rapports de trois des fonctions d à la quatrième, par
exemple ^^ ^% -^\ les autres seront les réciproques de ceux-lk, et leurs
quotients deux à deux. On obtient ainsi les trois fonctions auxquelles on a donné le nom Ae^ fonctions elliptiques, et que nous désignerons par les symboles X, /x, v, savoir :
La première fonction est impaire, les deux autres sont paires. Elles deviennent toutes trois infinies pour les valeurs de z qui annulent le dénominateur; chacune d'elles s'annule en même temps que son numérateur. On détermine les constantes A, B, C de manière que X(-) = i, |ul(o) = I, v(o) :- i; il en résulte
Ces trois constantes dépendent de deux rapports; nous poserons et nous aurons
(a). La fonction X. — D'après les relations (lo), on a
X(« H-W)rii — X(Z),
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et par suite
et, d'après les relations (i i),
Mz -h(ù')-^'k(z).
Ainsi la fonction X(z) admet les deux périodes 2ûj, w', et Ton a, d'une manière générale,
m et m' étant des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Nous appellerons /?om^Ao/nofo^Me5 les points compris dans la formule z -h 2mw -H m'ci)'; par exemple, les points 2mcù -f- /w'w' sont homologues de l'origine.
Voici comment on peut représenter cette double périodicité. Dans le plan sur lequel est figurée la variable z, marquons, d'une part, les points îia),4w,... {Jig. 39); d'autrepart, les points ûj', aw',.... Les pre-
Fig. 39.
miers sont situés sur une droite oa et à égale distance les uns des autres, et de même les seconds sur une droite ob ; par les premiers points menons des parallèles a oZ», et par les seconds points des parallèles à oa; ces deux séries de parallèles divisent le plan en parallélogrammes égaux, et leurs points d'intersection sont les points 2m oa + m'o)' homologues de l'origine. La double périodicité consiste en ce que la fonction reprend la même valeur aux points homologues de ces divers parallélogrammes. Les zéros et les infinis de la fonction sont distribués uniformément dans le plan; nous avons indiqué les zéros par des points
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ronds, les infinis ou les pôles par de petites croix. Il y a deux zéros et deux infinis dans chaque parallélogramme; par exemple, le parallélo-
gramme oacb renferme les deux zéros o, co, et les deux infinis - « h ck).
La fonction impaire X(z) présente une grande analogie avec la fonc-
TZZ
tion sin — 9 par rapport à la période aco.
[b). La fonction [i. — D'après les relations (10) et (11), on a
fM(z-\-'ji)--. — ij.[z), fx(z4-w')^ - fJ^(z)f et par suite
Ijl(z +- 2w) - ijl[z), fjt(z -î- &» -î w') - fjt(s).
La fonction admel les deux périodes 2Cùf (» + &>'. Le parallélogramme Oaed [fig. 40), relatif à cette seconde fonction, a un côté
commun Oa avec le parallélogramme Oacfr relatif à la fonction X; l'autre côté Orf joint l'origine au point w -4- «' situé au milieu de 6c. Il y a encore deux zéros et deux infinis dans chaque parallélogramme; par
exemple, le parallélogramme Oaed renferme les deux zéros - ? — et
les deux infinis — h «, — h 2co.
La fonction paire /x(z) présente une grande analogie avec la fonction cos — ) par rapport a la période aw.
(c). Lafonctix)n v. — Puisque v{z -f- w) = v(jz), v(24-w') = — v(s), et par suite v(2 + 2^') = v(z), la fonction admet les deux périodes 6),
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[ ' \" -'■ -â ) '-' ~^/le,(z)- kHz)'
(=o) jf^(--^,-)--'V7.^ê,u)= * XdV
/ m'\ . -p 0,(2) .fx(2).
i '^V 2 / y k e,{z} /,• fi(z)
En faisant z = o dans les relations précédentes, on a Les constantes
(23) 0,(o) = i-f-2^9-, ^0(o)i-^n-2y(-i)v/«', O.(o)^ay/'"' ')
dont on obtient les valeurs en faisant jz =■ o dans les séries (8), ne dépendent que de la quantité ^r =- e *- , et par conséquent du rapport —
des périodes. Il en est de même des constantes k et k' définies par les formules (17).
Telles sont les propriétés les plus simples des fonctions elliptiques. Nous compléterons cette étude quand nous aurons établi les théorèmes généraux qui nous sont nécessaires.
CHAPITRE PREMIER
78. La considération des intégrales définies, quand la variable passe par une suite de valeurs imaginaires, est due à Cauchy [Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, 1825. — Comptes rendus de V Académie des Sciences, 1846). Elle marque l'un des plus grands progrès de l'Analyse mathématique; elle constitue, comme nous le verrons, une méthode féconde pour l'étude des propriétés des fonctions.
Théorème I. — Soit f{z) une fonction continue, quand la variable z décrit une certaine courbe Zq Z {fig* 4 2) ; si l 'on prend sur la courbe des points intermédiaires z^, z^,. , . ^ 2^-0 l^ somme
tend vers une limite déterminée, quand on augmente indéfiniment le nombre des points de division, de manière que chacun des arcs tende vers zéro.
Le point z = x -i- yi décrivant la courbe z^Z, on peut regarder x et y comme des fonctions continues 9i(/), 92(/) d'une variable réelle / croissant de t^ à T; de cette manière, la variable imaginaire z est une fonction de la variable réelle t,
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Nous supposerons que chacune des fonctions réelles y, (/), 9a(0 adii^et une dérivée. Pour fixer les idées, on pourra prendre pour variable réelle
Fig. 4i.
auxiliaire / la longueur de l'arc de courbe comptée a partir du point z^^; les dérivées 9i(/), (p'^iO désigneront alors les cosinus des angles que la tangente à la courbe fait avec les axes 0^ et Oy. Appelons /,, /a,..., /„-! les valeurs de t qui correspondent aux différents points de division marqués sur la courbe. Les fonctions 9i(/), ?2(0 ^y^^^ des dérivées, on a
ej, et êJ', tendant vers zéro en même temps que /, — /o- On en déduit
£0 étant une quantité imaginaire, qui tend vers zéro avec /, — f^^. On a de même
7 T — (T / . ■■ "" qW / '^ -U ? 1
les quantités s, ê„_, tendant respectivement vers zéro avec les différences /j— ^ i' — ^n-\' La somme (r) devient ainsi
Nous remarquons d'abord que la seconde partie a pour limite zéro; car, si Ton appelle M le maximum du module de la fonction f{z) sur la courbe SoZ, et s le plus grand module des quanlilés So» s,. . . , i,,. ,, le
LES INTÉGRALES DÉFINIES. liti
module de cette parenthèse est moindre que Mc(T— /«). Quant a la première partie, si l'on pose
,hz)o'(l) -.à(t)^iyM).
elle se décompose en deux
Tune réelle, Tautre imaginaire, et les deux sommes placées entre parenthèses ont respectivement pour limites les intégrales définies réelles
F.a somme (i) tend donc vers la limite
cette limite est ce qu'on appelle l'intégrale définie
/ f(z)dz,
prise le long de la courbe z^^Z.
Corollaire I. — D'après ce que nous venons de dire, on a
Corollaire H. — Si Ton appelle c», c,, .c,,,, les longueurs des cordes qui sous-tendcnt les arcs z^z^, r, So, . , z„. , Z, et / la longueur de la courbe i^oZ, le module de la somme (ij est plus i)olit que
on a donc
(3) mod. / f\z)dz ;M/.
• Il
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80. THEORicME II. — Si l'on change de variable en posant z = ?(»')»
on a
(4) f'f{z)<lzr--f'f(z)Cf'{z')dz'.
On suppose que la fonction 9(2') est continue quand la variables' décrit une certaine courbe z'^Z\ et que, de plus, elle admet une dérivée (f'{z'); la variable z décrit une courbe correspondante z^Z; les intégrales définies sont prises suivant ces deux courbes. On a
et par suite
-f-r/(z.)e.(z;-2:)+/(z.)e.(3;-3;)-f-...4-.Az._..e..,(Z'-C.)].
Si, comme précédemment, on appelle M le maximum du module de/(;;), £ le plus grand module des quantités eo« ^i» •• • < C/i-i; si Ton désigne parco, Co.. . , c„_i les cordes qui sous-tendent les arcs z'^^z\ , z\z'^^.. ., z„_,Z\ et par /' la longueur de la courbe sJ^Z', le module de la seconde partie est moindre que
cette seconde partie tend donc vers zéro; on en conclut que les deux intégrales sont égales.
Corollaire. — S/, lorsque la variable z décrit la courbe 5„ Z, la fonction F (5) est continue et admet pour déri{'ée/[z), on a
f'f(z)dzz:¥{Z)-¥[z.),
l'intégrale étant prise le long de cette courbe.
Posons u -= ¥{z); quand la variable z décrit la courbe z^Z, la va-
riable u décrit une courbe correspondaute u^ U» et, en verlu du théorème précédent, on a
1 du^- l f'(z)dZ--::: / f[z)dz. Ju^ J z^ J z^
Si Ton désigne par 1/1,2/2 9 ^n-\ une série de points intermédiaires
sur la courbe 1/0 U, la première intégrale est la limite de la somme
mais cette somme est égale à U — Woî on en conclut que Tintégrale définie est égale à U — w©» c'est-à-dire a F(Z) — f^z^).
81. Théorème III. — Si la fonction f {z) peut se développer en une série
f[z) =: //,+ M, 4- MoH- . . .,
dont tous les termes soient des fonctions continues de z quand cette variable décrit la courbe Zq Z , convergente en tous les points de cette courbe, et telle que l'on puisse prendre n assez grand pour que^ en chacun de ces points^ le module de la somme
soit moindre qu'un nombre donné a, on a
f[z)dz -~z j u, dz -+- 1 //, dz H
toutes les intégrales étant prises le long de la courbe z^Z.
Désignons en effet par S„ la somme des n premiers termes de la dernière série, par 9(2) la somme m„-t- u^^^ -i- . . . , et par / la longueur de la courbe, on a
f'f(z)dz = S.+ j '<f{z)dl;
le module de f (z) étant moindre que a, le module de la dernière intégrale est moindre que a/; la somme Sn tend donc vers une limite égale à la première intégrale, quand n augmente indéfiniment.
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82. TiiÊoiiKME IV. — Lorsqu une fonction f {z) est holomorphe dans une partie du plan à contour simple, V intégrale définie
f[z)dz.
relative à une courbe fermée quelconque située dans cette partie du plan, est nulle.
Nous entendons par ces mots — une partie du plan — une aire continue, c'est-à-dire telle que Ton puisse aller d'un point à un autre sans sortir de Taire. Si Taire est limitée par une ligne fermée continue, nous dirons qu'elle est à contour simple; si elle est limitée par plusieurs lignes distinctes, nous dirons qu'elle est à contour complexe. Par exemple, Taire d'un cercle esta contour simple; Taire comprise entre deux circonférences concentriques est à contour complexe.
On peut toujours, à Taide de transversales ou de coupures, transformer un contour complexe en un contour simple.
Dans le cas précédent, concevons que Ton fasse une coupure allant de Tune des deux circonférences à l'autre {fig. 43); les deux bords de la coupure sont deux lignes infiniment voisines a6, a'b'\ Taire de la couronne est limitée parla ligne fermée continue ahch'a!d a^ et Ton a
FiiJ. \S.
Hlî. \\.
., II! y^
ainsi un contour simple. Considérons de même Taire que Ton obtient en enlevant d'un cercle deux petits cercles intérieurs [fig. 44)> aire limitée par (rois courbes distinctes; ii Taide de deux coupures, telles
que ah^ a' h' et rfe, rfV, on forme un contour simple abcdefe'd' gh'a'ha enveloppant Taire.
Les théorèmes des n^' 20, 21, 22 s'appliquent à une aire limitée par une ligne fermée continue, et l'on suppose que celte ligne est décrite dans le sens positif, c'est-à-dire dans un sens tel, qu'un observateur ait toujours à sa gauche l'aire enveloppée. Dans les figures précédentes» les flèches indiquent le sens du mouvement.
Désignons d'une manière générale par G le contour simple qui enveloppe l'aire dans laquelle la fonction f[z) est holomorphe; quand la variable z se meut dans cette partie du plan, le point mobile est astreint à ne pas franchir le contour et, par conséquent, à ne traverser aucune des coupures, s'il y en a ; toutes les lignes que nous tracerons par la suite seront assujetties à la même condition. Considérons d'abord une courbe fermée A|, telle qu'aucun des rayons vecteurs qui joignent un point fixe 0 (correspondant à z = Zo)aux différents points de la courbe ne rencontre le contour {Jig. 45). Pour simplifier, nous remplacerons z
par ^0 + ^f ^fin que le point 0 soit l'origine de la nouvelle variable z, et nous représenterons encore par f[z) la fonction proposée.
Nous désignerons spécialement par z^ la valeur de la variable z, quand elle décrit la courbe A,, et nous prendrons pour variable réelle auxiliaire t l'arc de la courbe A|, compté à partir d'un point fixe a, cette variable croissant de zéro à la longueur / de la courbe. On a alors
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et l'intégrale relative à la courbe fermée A< est (79)
La formule
dans laquelle a est un nombre réel et positif variant de zéro k Tuoité, peut servir à représenter tous les points de Taire décrite par le rayon vecteur Oz,. Quand, / restant constant , a croit de o à i, le point % décrit la droite Oz,. Quand, au contraire, a restant constant, t croit de G à /, le point z décrit une courbe A homothétique à A| par rapport au centre d*homothétie 0. L'intégrale relative à cette courbe A est
k=ff(z)dZr.cxJ nz]^'{t)(H.
Si l'on attribue à a une valeur voisine a' = a + Aa, le point mobile, que nous désignerons ici par z\ et qui est défini par la formule
décrit une courbe A' voisine de A, et l'intégrale relative h cette courbe A' est
\'=-Jf[z')dz'^[oL^^a)j f[z')<^'{t)dt.
On en déduit
y-\= f ]c.\f(z')-f{z)]-^f(z^)^aW{t)dt.
•Jet
Les deux points z et z\ qui appartiennent aux courbes A et A' et qui correspondent à une même valeur de /, sont situés sur un même rayon OjZi et sont très-voisins Tun de l'autre; car on az' — 5 = Aay(/). La fonction /(z) n'ayant qu'une valeur en chaque point et variant d'une manière continue, la différence /(js') —/{z) est très-petite et s'annule avec Aa; on en conclut que la différence A' — A est elle-même trèspetite et s'annule avec Aa. Ainsi l'intégrale relative à la courbe A est une fonction continue de a; nous la désignerons par tp(a). Cherchons le rapport de l'accroissement de cette fonction à celui de
la variable, savoir Considérons d'abord le rapport
.nz')-f(z) ^ f(z')-f{z) z^-z A a 2' — 2 A a
La fonction /(z), étant holomorphc, admet une dérivée /'(s), c'est-à-
dire que le rapport'^ / _ tend vers une même limite/' (s), quand
le point z' se rapproche du point z d'une manière quelconque; on a donc
£ tendant vers zéro avec Aa. De la relation z'— z = àoL<p{i), on déduit
AT
On a ainsi
Gomme on a, d'autre part,
l' tendant aussi vers zéro avec Aa, on obtient l'expression
ISCL
en représentant par F (2) la fonction holomorphe z/(z), et posant
£"= zE -h î\ et l'on a
~aT"^X'^^'^'^'^'"^'^'^'^'''*
Quand le points décrit la courbe fermée A, le point u = F{z) décrit une courbe fermée correspondante; l'intégrale /rfw, relative a cette dernière courbe, étant égale à la différence des valeurs de u aux deux
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limites, est nulle; mais cette intégrale, d'après le théorème II, est égale à l'intégrale fF{z)dz relative à la courbe A, c'est-k-dire à
ûc I F {z)(p'{l) dt; cette dernière intégrale est donc nulle et l'équation (5) se réduit à
(6) ^^ = Jo ''^'('^^'•
Si maintenant on fait tendre Aa vers zéro, il est clair que le second membre tend aussi vers zéro. Ainsi la fonction ^{oi) de la variable réelle a admet une dérivée ^'{a) et cette dérivée est nulle.
La dérivée ^'(a) étant nulle, quand a varie de zéro k l'unité» on en conclut que la fonction ^(a) est constante; mais, pour une valeur trèspetite de a, cette fonction
^(^) = ocf f{z)f'{t)dt
a une valeur très-petite, et elle devient nulle pour a = o: ainsi la fonction ^{a) est nulle et, par conséquent, l'intégrale proposée, prise le long de la courbe A|, qui correspond a a = i , est nulle.
Supposons maintenant qu'il soit impossible de trouver un point 0 tel qu'aucun des rayons vecteurs Ozt ne rencontre le contour de l'aire. Lorsque la courbe fermée A, ne se coupe pas elle-même, elle enveloppe une portion de l'aire proposée, et Ton peut, k l'aide de transversales, décomposer cette portion d'aire en plusieurs parties limitées par des courbes jouissant de la propriété énoncée. L'intégrale relative k chacune d'elles étant nulle, leur somme est nulle; mais, si toutes les courbes sont décrites dans le sens positif, chaque transversale, étant parcourue deux fois dans des sens contraires, donne dans la somme des intégrales des quantités égales et de signes contraires, et il reste l'intégrale relative k la courbe A|.
Considérons actuellement une courbe fermée A| se coupant ellemême en n points, que nous appellerons des nœuds. Lorsque, partant d'un nœud a, on décrit la courbe A, dans le sens convenu, on revient k ce nœud avant d'avoir décrit la courbe entière, et l'on peut regarder cette courbe comme la réunion de deux courbes fermées offrant chacune moins de n nœuds, puisque le point a n'est plus un nœud sur ces
dernières. En continuant de la sorte, on décomposera la courbe proposée en une suite de courbes fermées dépourvues de nœuds; Tintégrale relative à chacune d'elles étant nulle, l'intégrale totale est nulle.
Remarque. — Lorsque, en un point quelconque du contour G et aux points intérieurs infiniment voisins, les valeurs de la fonction/(z) diffèrent infiniment peu les unes des autres, on peut appliquer au contour lui-même le théorème précédent; car, dans ce cas, l'intégrale relative à la courbe G diffère infiniment peu de celle relative à une courbe intérieure Â, infiniment voisine; cette dernière étant nulle, la première l'est aussi.
83. GoROLLAiRE I. — LorsquC UTie fonctioTi f [z) est holomorphe dans une partie du plan à contour simple ^ les intégrales définies
relatives aux différentes lignes qui vont dun point Zq à un autre z dans cette partie du plan, sont égales.
SoientjSoaz,Zo6z deux chemins allant du point ZoSiu pointz (y%«46); l'intégrale relative à la ligne fermée z^azbzo est nulle; mais cette intégrale est la somme de celles qui sont fournies par les deux parties z^az, zbzç, de la ligne fermée; cette dernière étant égale et de signe contraire a celle que l'on obtient quand on suit le chemin z^^bz^ on en conclut que les intégrales relatives aux deux chemins z^az^ z^^bz sont égales.
Fig. 46.
GoROLLAiRE II. — D*après cela, si on laisse fixe le point z^ et si Ton fait mouvoir le point z dans la partie du plan considérée, Tintégrale définie sera une fonction monotrope de z dans cette étendue. Dési-
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gnons-la par (p{z). En donnant à la variable deux valeurs voisines z et z' et remplaçant le chemin z^z' par le chemin z^z -^ zz\ on a
<p{y)-cp(z)=j^V(Ç)rfÇ;
cette dernière intégrale étant infiniment petite, on en conclut que la fonction (f{z) est continue. Si Ton observe que /(Ç) =/(5) -+- e, £ étant une quantité infiniment petite, on a
d'où
en désignant par E| le maximum du module de î, par / la longueur de la droite zz' et effectuant l'intégration suivant cette droite» on voit que le module du dernier terme est moindre que s,; il en résulte que le premier membre tend vers une même limite /(5), quand le point z' se rapproche indéfiniment du point z d*une manière quelconque, et par conséquenTque la fonction y {z) admet une dérivée. On en conclut que la fonction <<p (2) est hohmorphe dans la même partie du plan à contour simple que la fonction proposée /(z).
84. Théorème V. — Lorsqu une fonction f [z) est holomorphe dans une partie du plan à contour complexe^ V intégrale définie
relative à une ligne allant d'un point fixe z^ à un autre point fixe s, dans cette partie du plan ^ conserve une valeur constante, quand la ligne d'intégration se déforme d'une manière continue^ sans rencontrer aucune partie du contour de l'aire.
On peut diviser la courbe d'intégration en arcs assez petits pour que, dans une déformation infiniment petite, Taire décrite par chacun des arcs fasse partie d'une aire à contour simple comprise dans l'aire proposée. Soient ai l'un de ces arcs, a'b' la nouvelle position qu'il occupe;
les points a et 6 ont décrit les lignes infiniment petites aa\ bb'\ en vertu du corollaire I (n° 83), l'intégrale relative à l'arc ab est égale k celle relative au chemin aa'-f- a'b' -^ b'b. De même l'intégrale relative à l'arc suivant bc est égale à celle relative au chemin bb'-\- b'c'-^- &c^ et ainsi de suite. L'origine du premier arc, ainsi que l'extrémité du dernier, étant fixes, et chaque transversale» telle que bb', étant parcourue deux fois dans des sens contraires, si l'on ajoute toutes ces égalités membre à membre, on reconnaît que les intégrales suivant les deux courbes voisines sont égales.
Corollaire I. — Lorsqu'une fonction f[z) est holomorphe dans une partie du plan à contour complexe , V intégrale définie
z)dzy
relative à une courbe fermée A située dans cette partie du plan, conserve une valeur constante^ quand on déforme cette ligne d'une manière continue^ sans rencontrer aucune partie du contour de raire.
Soient A et A' deux positions de la courbe mobile; un pointa de cette courbe a décrit la ligne aa'; les deux lignes A et oa'A'a'a, qui vont du point a au même point a, et qui peuvent se ramener l'une à l'autre sans rencontrer aucune partie du contour, donnant des intégrales égales, et la transversale aaf étant parcourue deux fois dans des sens contraires, les intégrales relatives aux deux courbes fermées A et A', décrites dans des sens convenables, sont égales.
Corollaire II. — Lorsque la fonction f{z) est holomorphe dans une partie du plan limitée par deux courbes fermées C et C {fig. 47)» les intégrales ff{z)dz relatives à ces deux courbes ou à deux courbes infiniment voisines, décrites chacune dans le sens positif par rapport à l'aire qu'elle enveloppe, sont égales.
Ce corollaire est compris dans le précédent; mais on le démontre directement de la manière suivante. Nous supposerons que sur les deux courbes C etC la fonction /(z) satisfait à la condition énoncée dans la remarque du n^ 82, sans quoi on les remplacerait par des courbes infiniment voisines et situées dans la portion du plan considérée. A l'aide d'une coupure ab, on peut concevoir cette partie du plan comme enve-
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loppée par la ligne fermée ahcdha&d'a. D*aprës let héorëroe IV, Tinlégrale relative à ce contour est nulle. La transversale ah^ étant parcourue deux fois dans des sens contraires, donne dans l'intégrale des quantités égales et de signes contraires; on peut en faire abstraction; il reste la courbe G parcourue dans le sens positif et la courbe 0/ parcourue dans le sens négatif par rapport à Faire intérieure a cette courbe. Si chacune des deux courbes fermées est parcourue dans le sens positif par rapport à Taire intérieure à cette courbe mémo, les deux intégrales sont égales.
Fig. 47- Fig. 48.
/ '-"'""^) if
85. Théorème VI. — Lorsqu'une fonction f[z) est holomorphe dam une partie du plan à contour simple^ si Von désigne par t un point quelconque situé dans cette partie du plan^ on a
r intégrale étant prise, dans le sens positif, sur le contour de Caire ou sur une courbe intérieure infiniment r>oisine.
Du point / comme centre [fig. 48), avec un rayon infiniment petit p, décrivons un cercle. La fonction
K(.| = ûîl
est holomorphe dans la partie du plan comprise entre la circonférence p et la courbe C; d'après le corollaire précédent, les intégrales
¥{z)dzy
relatives à ces deux courbes, décrites chacune dans le sens positif par rapport à Taire qu'elle enveloppe, sont égales. Pour évaluer l'intégrale relative à la circonférence, posons
d'où
dz-~. ipe^'dO,
l F(z)dz-^if "" f[t\-pe^^)de.
F(z)rf:j — I /
La fonction /(;;) étant continue, on a
£ s'annulant avec p, et l'intégrale se réduit à
edÔ
Appelons £| le maximum du module de s sur la circonférence p; le module du second terme est moindre que la quantité infiniment petite 27rS| ; mais, d'après le même corollaire, l'intégrale relative à la circonférence p conserve une valeur constante, quand le rayon tend vers zéro; le second terme est donc rigoureusement nul, et Ton a
On en déduit
Jo
86. Théorème VII. — Lorsqù! une fonction f [z) est holomorphe dans une partie du plan, sa dérivée est aussi holomorphe dans la même étendue.
Soit / un point situé dans cette partie du plan; considérons une portion de cette aire, qui soit limitée par un contour simple C et qui comprenne le point /; d'après le théorème précédent, on a
(7) /('J^ïiï f nz)[^-t)-'dz,
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l'intégrale étant prise le long de la courbe G. Pour un second point / + A/, voisin du premier et situé aussi à l'intérieur de la courbe G» on a de même
/(/-f AO--^. f f{z)(z-^t-M)-^dz.
On en déduit
f(t + ^t)-f{t) = ^ f /(3)[(z-/-A/)--(z-o-^]rf^.
ou plus simplement et par suite
La fonction {z — ^)"* de la variable t ayant une dérivée {z — /)~', on peut écrire
6 tendant vers zéro avec A/. Il en résulte
^^I^i f /(^)(^-')-'rf^ + r4:- f n^)^dz.
On verra, comme précédemment, que le second terme a pour limite zéro, quand A/ tend vers zéro. On a donc
(8) /'(')'- ïii- f f{^)(^-n-'dz.
Pour un point / -h A/, voisin du premier, et situé aussi à rintérieur de la courbe G, on a
/'(^-AO- A f f{z)iz~t^M)r^dz,
d'où
/'(^ + A/-) -/'(/)-.-!- f f(z)Mz-t)-^dz.
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La fonction {z — ty^ de l étant continue, on peut prendre At assez petit pour que le module de A(s — ty- soit moindre qu'une quantité donnée, quand z décrit la courbe C; la valeur de l'intégrale définie est donc infiniment petite, et par conséquent /'(/) est une fonction continue. On a ensuite
At ^T^i J(C) ^^
La fonction {z — t)"^ de /admettant une dérivée 2{z — /)""*, on posera 6 tendant vers zéro avec At. Il en résulte
la première intégrale a une valeur finie et déterminée, la seconde tend
vers zéro avec At. Ainsi le rapport -"xT" ^^^^ ^^^^ ^"® limite déterminée, quand At tend vers zéro d'une manière quelconque; d'où l'on conclut que la fonction/' (/) a w/ie dérivée, et, par conséquent, qu'elle est holomorphe dans la même étendue que la fonction proposée /(/). Si Ton représente par/"(/) sa dérivée, on a
(9) ^"(^)^'ïS- f,f{z){z-^t)-^dz.
87. Corollaire. — La fonction /'(i) étant holomorphe, sa dérivée /"'(/) est holomorphe dans la même étendue; elle admet donc une dérivée /*(/), qui est elle-même holomorphe, et ainsi de suite indéfiniment. Ainsi, lorsqu'une /onction est holomorphe dans une partie du plan 9 elle admet une infinité de dérivées successives, qui sont toutes holomorphe s dans la même étendue, .
En continuant le raisonnement précédent, on obtient l'expression par une intégrale définie de l'une quelconque de ces dérivées
/ \ x-nt *^ 1.2.3. . n r f(z) ,
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n est à remarquer que la connaissance des valeurs de la fonction proposée f{z) sur la courbe C suffit pour déterminer les valeurs de la fonction et de ses dérivées successives dans l'intérieur de cette courbe. Supposons que Ton réduise la courbe G a un cercle décrit du point t comme centre avec un rayon r, les formules (7) et (10) deviennent
)dQy
88. Remarque. — La formule (1 1) est susceptible d'une interprétation géométrique très-simple. Si Ton pose z=zx -^yif/iz) = X 4- Yi, les deux fonctions réelles X et Y des deux variables réelles et indépendantes xely peuvent être regardées comme les ordonnées de deux surfaces (n° 9). Considérons les deux volumes compris entre le plan des j:y, une surface cylindrique ayant pour base le cercle décrit du point / comme centre avec le rayon r, et limités respectivement par les deux surfaces X et Y; ces volumes ont pour expressions
\ pdp I Xd$, V~ / pdp I Y de-,
o Jo Jo Jo
mais, d'après la formule (11), on a
X, - - / Xrf0, Y, ^-. ~ / Yrf0, X| et Y, étant les valeurs de X et Y au point /; on en déduit
U:-=7:r'X„ V^-ttHY..
Ainsi les deux volumes U et V sont équivalents à deux cylindres ayant pour hauteurs X, et Y,.
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89. Exemple I. — La fonction e~^' étant holomorphe dans toute l'étendue du plan, Tintégrale
e- '' dz
relative a un contour fermé quelconque est nulle. Considérons le rectangle A, ABB, {Jig. 49) formé par Taxe des or, une parallèle B|B à cet axe à la distance b^ et deux parallèles AB, A|B| à Taxe desjet a même
distance a. Suivant A, A on az == a?, or variant de — aa -h a; suivant AB on a 2 = a -h j«, j variant de o à 6; suivant BB, on a z ~ a? -1- bi^ X variant de •+• a à — a; et enfin suivant B, A< on a s ~ — - a-^ yi^ y variant de 6 à o. L'intégrale relative au contour du rectangle étant nulle, on a l'équation
é?-" dx-h i f e-('-^ri)'dy -+- j ^-c* h6*)« dx ^ i j e-^—^ri)' dy= o.
-a * rt J -\-a J b
La seconde intégrale
Jr%h pb
I ^- {a-^py- dy -- <r^' / e^^ '«/* dy
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tend vers zéro» quand a augmente indéfiniment; il en est de même de
la quatrième; on sait d'ailleurs que la première a pour limite v^tt. On déduit de là
ou
- oc • — oc
et par suite
X-Hoo
90. Exemple II. — La fonction e^'z"*, dans laquelle la lettre n désigne un nombre positif quelconque, acquiert un nombre fini ou infini de valeurs différentes, suivant que le nombre n est commensurable ou incommensurable (n® 14); mais elle est holomorphe dans le secteur AOB i^g' 5o), défini par l'angle a et le rayon r. Afin de déterminer complètement la fonction dans ce secteur, nous prendrons celle des valeurs de z" qui devient réelle et positive sur OA; il suffit pour cela de poser z = p^^y z"r=p'*e^^^ 6 variant de o à a, et /&" étant une quantité réelle et positive.
Fig. 5o.
Suivant OA on sl z = x, x variant de o à r; suivant Tare de cercle AB on a 2 = re^\ dz -= irê^ dQ, 6 variant de o à a; et enfin suivant 80 on a z = pc"', dz == e*' dp, p variant de rà o. L'intégrale relative au contour du secteur étant nulle, on obtient l'équation
(e~'X" ' rfa: -f- I I /-«g •■to»0+i(«0-iMnO;^Q — I p».-ig^?io»*«-/(i,«-j«in«j^p__Q^ , », « O •/ o
La seconde intégrale tend vers zéro, quand r augmente indéfiniment,
EXEMPLES DINTÉGRALES DÉFINIES. 143
si l'angle a est moindre que -\ la première a pour limite la transcendante désignée par r(n). L'équation se réduit donc à
/•oo
et Ton a
p"~'€-î''*»»»cos(/ia — psina)rfp — r(/i), o
J/»oo p"~'e-f^<»*"sin(na — psina) dp ~ o, o
ou
f p»-'e-p*°»*cos(psina)rfp-i-sin/ia / p"- 'e-?«»*sin(psina)rfp=rr(/i),
J/^00 /»oo
I p*-'e-f'°'»«cos(psina)rfp— cos/ia / p''-'e-p*»»*sin(psina)rfp=o. o Jo
On en déduit
J/»QO I p''-'e-?*^<»**cos(p sina)rfpi--r(/i)cos/ia,
Jl p«-'^?f'>»« sin(psina)rfp = r(/i)sinna. o
Si Ton pose
COSa- rry Sina=i ir> R r- V^fl' -i- 6', prriRtt,
les deux formules précédentes deviennent
(a) I a"~'e-""cost>aaa— — ^-- cos l/iarclang- j>
( 3 ) I u" -' ^-*''' sin bu du - -^^p- sin ( /i arc lang - J •
91. Exemple III. — La fonction j dans laquelle la lettre n dé-
signe un nombre positif moindre que Tunité, admet comme pôle le point I [fig. 5i) qui correspond à z -.-- -- i, et comme point critique
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Torigine. Du point 0 comme centre, avec un rayon trës-grand R, décrivons un demi-cercle ADA| limité a Taxe des x et des points 0 eti comme centres, avec des rayons trës-petits s et ç,\ des demi-cercles BEBo CFG| limités aussi à Taxe des x. La fonction proposée étant holomorphe dans l'aire enveloppée par le contour fermé ADA, C| FGB| EBA» l'intégrale
dz
relative a ce contour est nulle. Nous prendrons, comme précédemment, celle des valeurs de z" qui devient réelle et j)ositive sur BA.
La partie de l'intégrale relative à la demi-circonférence ADA| tend vers zéro, quand R augmente indéfiniment. La partie relative à la demicirconférence B, EB tend aussi vers zéro, quand £ tend vers aéro. Pour évaluer l'intégrale relative à la demi-circonférence G^FC, nous poserons z = — I -+- e'e^S ce qui donne
quand ê' tend vers zéro, z" devient e"'^', et l'intégrale se réduit à ine^^^, La droite BA donne une intégrale ayant une limite déterminée
dx.
Suivant les droites A, G,, CB, on a e = 7r, 5" = r"^"'^ z=^r, ce
qui donne les deux intégrales
dr -h <?"'' / ,dr
La somme des intégrales relatives aux diverses portions du contour ferjpié étant nulle, et les quatre premières parties tendant vers des limites déterminées quand s et s' tendent vers zéro et que R augmente indéfiniment, il est clair que la dernière partie , et par conséquent la somme des deux intégrales placées entre parenthèses, tend aussi vers une limite déterminée. Cette limite est ce que Gauchy appelle ta valeur principale de Vintégrale
'—-dr; \ — r
nous la représenterons par k. Nous avons ainsi Téquation
- dx H- TTic»''*— A*e"'' = o,
d'où
dx = {k — 7:/)(cos/i7r -h i sin/i::)
= (/r cos/iTT -t- îT sin/iTu) -f- i(ks\vm: — tt cosnTu),
On trouve k = nco{nTc, en remarquant que le premier membre est réel, et Ton obtient la valeur de l'intégrale définie
— (ix —.
-f X sm/iTT
Exemple IV. — La fonction ^^ ^ admet deux pôles z=^± bi
Nous supposerons les quantités a et 6 réelles et positives. De Tori-
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gîne 0 comme centre {/ig. 62), avec un rayon très-grand R, décrivons un demi-cercle ABÂ4, limité k Taxe des x; du pôle C, qui correspond à z - - bi, comme centre, avec un rayon très-petit p, décrivons un cercle.
Fig. 5a.
La fonction proposée étant holomorphe dans la partie du plan comprise entre la circonférence p et le contour A4ABÂ1 du demi-cercle» les intégrales
ISI
fr'-h^'
dz
relatives à ces deux lignes sont égales. Sur le cercle p on a s = bi-hpe^^, dz = ipe^'c^f ce qui donne l'intégrale
qui a pour limite t^~^* quand p tend vers zéro. L'intégrale
relative à la demi-circonférence ABA,, a pour limite zéro, quand R augmente indéfiniment. On en conclut que l'intégrale relative à la droite A, A tend vers une limite déterminée
•/ — oc
dx — -r e
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égales; en b et b' des valeurs égales et de signes contraires; car» si Ton allait de a' à b' en suivant le demi-cercle symétrique de a'b' par rapport à Taxe des x^ on aurait en b' la même valeur qu'en b. On conclut de là que les intégrales relatives aux deux segments c'b\ bc se détruisent; d'ailleurs les intégrales relatives aux petits cercles sont infiniment petites. Donc les intégrales relatives à la droite a'a et à la demi-circonférence cgc' ont une somme nulle.
Le rayon de la grande circonférence est un nombre arbitraire compris
entre i et y* En prenant ce rayon égal à -r.» on a, sur cette circonfé-
rence,
z~ —^ «•', dz :--. -^ e'"dO,
le signe étant le même tout le long de la circonférence. Or au pointa le radical a une valeur positive très-petite; en b une valeur de la forme — îi, e désignant une quantité positive ; la même chose a lieu
du point b au point jj et en particulier au point c; c'est donc le signe —
qui convient, et l'on a
r "^' x'^dx I r^ ( œs 2 /t 0 -f- / sin 2 nO)dO
J_, V'"(r^~a"'")(i — Z''^') ' ^" X v^^ a/rcosaO-T/r' '
d'où*
(6) 2^— ^1^^___ ,. :' r.^^OS^ rfQ,
Jo V^rn=^')(l-*''^^) f^X v/l-2A'COS20-+-/f'
Si l'on remplace œ par sin y dans le premier nombre et aô par tp dans le second, cette égalité devient
. . r"" s[n^9(/9 I r^ cos/t
COS9 + /r*
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Du point 0 comme centre, avec un rayon r plus petit que R, mais plus grand que 0/, décrivons un cercle. D'après le théorème du n^ 85» on a
V.TI l J /^\ Z — l ZTTI
l'intégrale étant prise sur la circonférence r, dans le sens direct. Mais on a identiquement
d'où
On en déduit
^^ ^r.i Jç^,^ z ^r.ijf^^^ z' '^r.i Ji^,) z'
Évaluons le dernier terme. Posons pour cela
z — re"',
d'où
dz — ire"' d9 — izdô;
ce terme devient
i_ do.
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95. Corollaire. ~ LorsqiC une fonction f{z) est holomorphe dans un cercle décrit du point z^ comme centre avec un rayon R, elle est dévehppahle en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z — Zq^ et convergente dans ce cercle.
Posons
la fonction /(zo + ^') ®st développable suivant les puissances entières et croissantes de z\ et Ton a
d'où
Les coeflicicnts sont donnés par la formute
(7) //„-- '- f '^ f(z.-^re'^)€r"^^dO,
et la série (6) peut être représentée par
dû.
D'après la formule (la) du n^ 87, on a
On en déduit
et la série (8) se met sous la forme
/(^^^ir^f^f^-^')"'
donnée par Taylor pour le cas où la variable est réelle
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de i^, étant fonction holomorphe de z'\ est développable en une série convergente suivant les puissances entières et croissantes de 2"; on a donc
f == c, -f- Vt * -.- ^1 z^ -i- . . . ,
(12) M = |/, H t'^z'^Hf, 2'"-!- Cj^'"-!-. . ..
Cette dernière série représente les n racines formant le système circulaire; elle est convergente jusqu'au pôle ou point critique le plus voisin, où l'une des racines du système devient infinie ou se change en une autre.
En général le groupe des n racines voisines de u^ se décompose en plusieurs sous-groupes, dont chacun forme un ou plusieurs systèmes circulaires. Nous avons vu (n^ 36) que, dans tous les cas, les/i racines
d'un système circulaire sont représentées par la formule u! = vz'^y
f^ étant fonction holomorphe de z" = z'^ ne s'annulant pas avec z"^ et la fraction - n'étant pas nécessairement irréductible. Cette fonction 9
pouvant être développée en une série convergente suivant les puissances entières, positives et croissantes de z'\ les/i racines du système circulaire sont représentées par la même série
;"'(i'.-ri'.55'^-i-i',V'^-r . .).
Le même mode de développement s'applique aux racines infinies. Quand, pour z =Zo9 il y a n racines infinies, ces n racines se décomposent encore en sous-groupes, dont chacun forme un ou plusieurs systèmes circulaires. Les p racines d'un système circulaire sont re-
présentées par la formule u = vz' ^, v étant fonction holomorphe de
z" = z"* (n® 37). Cette fonction v pouvant être développée suivant les puissances entières, positives et croissantes dez'', les/? racines du système circulaire sont représentées par la série
U = Z' ^\V^'\'VxZ'^-¥V^z'^-\...).
150 UYRE m. — CHAPITRE III.
le plus voisin où cette racine se permule avec une autre. Mais il peut arriver que le cercle de convergence contienne un ou plusieurs points critiques relatifs k d'autres racines.
Comme premier exemple» considérons l'équation du second degré
iio) n —■- a-\- z - *
dont Tune des racines
, , I — >fï— ^ClZ -4- z* (^I) U= j
se réduit à a pour z = o; l'autre racine devient infinie en ce point qui est pôle par rapport à cette seconde racine. Les deux racines deviennent égales et se permutent autour des (leux points critiques
Bornons-nous au cas où la quantitéa est réelle et positive. Si le nombre a
est plus petit que i» les deux points critiques z = a di i y^i — a^ ayant un module égal à i» le rayon du cercle de convergence est égal a i et est indépendant de a. Si le nombre a est plus grand que i, les deux points critiques étant inégalement distants de l'origine» le plus voisin donne le rayon du cercle de convergence
ce rayon est d'aulant plus petit que a est plus grand. La fprmule de Lagrange donne le développement de la racine (21)
dans le cercle que nous venons de déterminer.
On en déduit un autre développement très-important. En diflercntiant la formule (21) par rapport à a, on trouve
— -- - (1 - 7.az H- zM %
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réel, et que Téquation f(z) = o a ses trois racines réelles» TéqualioQ (a4) a ses trois racines réelles, lorsque la condition
est remplie. De z = o II z = z^, les trois racines sont réelles» deux positives, une négative; ce sont les deux racines positives Uq et u^ qui se permutent autour du point critique z^.De z ^ o k z = z^^ une seule racine i/o €St réelle; ce sont les deux racines imaginaires u^ et u^ qui se permutent autour du point critique z^. Dans Tintervalle z^z^, les trois racines sont réelles et négatives. Enfin, pour toutes les valeurs de z supérieures à z^ ou inférieures à z^, une seule racine est réelle.
On se rend bien compte de la transformation des racines en formanl des lacets qui, partant d'un point z^ voisin de 0 et situé sur Taxe Oar, enveloppent les quatre points critiques. D'après ce que nous avons dit, le lacet {z^) permute les deux racines Uo et u«, chacun des lacets (0) et {Z2) les deux racines u^ et 1/3 ; quant au lacet (z,), il permute la racine Uo avec u, ou 1/3; car, le point 0' étant un point ordinaire sur la sphère, un circuit qui enveloppe tot>s les points critiques, ramène la valeur initiale Uo. On conclut de Ik que la racine dont la valeur initiale est u = o pour z = o est holomorphe dans le cercle de rayon z^ ayant pour centre l'origine, et, par conséquent, qu'elle est développable en une série convergente dans ce cercle, qui comprend deux points critiques relatifs aux deux autres racines.
98. Théorème II. — Lorsqu'une fonction est holomorphe dans la partie du plan comprise entre deux cercles ayant pour centre V origine ^ elle est développable en une double série ordonnée suivant les puissances entières, positives et négatives, de la variable, et convergente dans cette partie du plan.
Nous supposons la fonction /(z) homolorphe dans la partie du plan comprise entre les deux circonférences décrites de l'origine comme centre avec les rayons R et R' {/ig. 55), R étant plus grand que R'. Soit / un point quelconque situé dans cette partie du plan. Du point 0, comme centre, décrivons deux cercles, l'un avec un rayon r plus petit que R, mais plus grand que 0/; l'autre avec un rayon r' plus grand que R', mais plus petit que 0^.
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Sur la circonférence r' le module de z étant au contraire plus petit que celui de I, nous écrirons
La formule (^5) devient
•^ ' ' 27:1 Jf^^ Z
4.i_. / nz)dz-\- :/ Zf(z)dz...'^. :/ Z— /(z)c?Z^ -i-. / Lrfz.
On verra» comme précédemment» que les deux termes complémentaires tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment. On obtient ainsi une double série ordonnée suivant les puissances positives et négatives de /. Les intégrales ont des valeurs fixes et déterminées; elles sont d'ailleurs indépendantes des rayons r et f^ pourvu que ces rayons soient compris entre R' et R. Si Ton pose
et si Ton remplace / par z^ la double série devient
f{z) -r, . . 4- U-jZ-^ H- 11,5-' -h M» -I- UiZ -i- WjZ* -i . . .;
on peut la représenter par
(«6 ) -^^"^ = ^ S ? X flre^ne-^'àe.
nz^ - «
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cée sur son prolongement; et ainsi de suite; ces -portions de droite, s'ajoutant les unes aux autres, forment une droite infinie BC. Supposons maintenant que le rayon r varie de r^kr^, le point A décrira sur la per^ pendiculaire menée de l'origine à la droite BG une longueur Ao A|, dont
les extrémités correspondent aux valeurs z = — ^» z = — -
et la droite BG» se mouvant parallèlement à elle-même, ira de la position BqCo à la position B|C|. Ainsi a la partie du plan t comprise entre les deux circonférences concentriques Tq, r^ correspond la partie du plan z comprise entre les deux parallèles BoCq» B|C«.
Soit u =/( z ) une fonction de z, holomorphe dans la bande Bo Co B| C| , et admettant la période «, c'est-à-dire telle que /(z -+-«)=/(«). Si nous concevons la bande divisée en rectangles égaux au rectangle AoA'oA^Af, la fonction reprendra la même valeur aux points homologues de ces différents rectangles. A une valeur de t correspondent une infinité de valeurs de z de la forme z + /na>, m étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, et par conséquent une seule valeur àeu\ u peut donc être regardé comme une fonction holomorphe de t dans la couronne comprise entre les circonférences r^ et r,. En vertu du théorème précédent, cette fonction est développàble en une série
(l) UT=\u„t\
ordonnée suivant les puissances entières, positives et négatives de i, et convergente dans la couronne r^^r^. En remplaçant t par sa valeur, on obtient la série •
7/iesi
convergente dans la bande BoGoB|C|.
Un coefficient quelconque de la série (i) est donnée par Tintégrale définie
(3) ""^rb ( "'-"-rf^
relative è une circonférence de cercle intermédiaire entre les circonférences limites Tq et r, ; par le changement de variablct cette intégrale définie devient
2n%zi
(4) w-= - I ue • dz,
la variable z décrivant une ligne allant d'un point ^o ^ un point Zo •+- ^» et comprise entre les deux parallèles limites, par exemple la ligne ÂA\ Supposons que la fonction proposée soit holomorphe par rapport k z dans toute l'étendue du plan; si nous faisons tendre le rayon r^ vers zéro et augmenter r, indéfiniment, les deux parallèles BoCot B|C| s'éloigneront indéfiniment de l'origine de part et d'autre; la série (2) sera donc convergente pour toutes les valeurs de z.
Fonctions de plusieurs variables,
100. Théorème IV. — Une fonction de plusieurs variables indépen-^ dantes, holomorphe par rapport à chacune d'elles dans une certaine étendue, admet une infinité de dérivées partielles, qui sont elles-mêmes holomorphes dans les mêmes étendues.
Soit /(or, y) une fonction des deux variables indépendantes x et y^ holomorphe tant que les points x tiy(Jig. 57) sont situés respectivement dans des parties déterminées A et B du plan. Si l'on attribue a y une valeur constante située dans Taire B, f[x^ y) est fonction holomorphe de la variable x dans l'aire A. D'après le théorème du n^ 86,
Fig. 57.
cette fonction admet une infinité de dérivées partielles relatives k la variable x, et ces dérivées sont fonctions holomorphes de x dans la même étendue. Noifô allons démontrer qu'elles sont aussi fonctions holomorphes de la variable y dans l'aire B. On a, en effet, d'après la
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formule (i a) duo" 87,
9 (jr. j 4- ày) — 9 (^,y) = ' ' ' 1 [f{x -+- r«w, j- 4- Aj-)
^^^ Jo
On voit d^abord que 9 (â?, j^) varie d'une manière continue avec^; on a ensuite
9(^, r-+ Ar) — 9(^. r)
re»',
-«li
la quantité € tendant vers z^ro avec ày. Ainsi la fonction 9 (a?» y) admet une dérivée partielle relative à y^
(2) D,?(*,r)= '^^^£''^Tf{^ ^- /^•'.r)^--'rfe.
dérivée que Ton obtient en diSérentiant sous le signe somme.
La fonction ^{oo^y)^ étant fonction holomorphe de y dans Taire B,
admet une infinité de dérivées partielles D^^ [x^ y) relatives à j^, qui sont holomorphes en 7 et qui, en vertu du raisonnement précédent» le
sont aussi en x. On obtient ainsi la dérivée partielle D^*'"/(a:, y)^ qui est une fonction holomorphe de x et j^ dans les aires A et B.
Voici comment on peut avoir l'expression de cette dérivée. D'après la formule rappelée précédemment, on a
D;9(^,r)= "^i- n<^(x,y-^r'e^'^)e-'^'^^dff.
(3) D77(^.r)= ''y;.';';"'/ ^'^""<^^l V(*+«".r+'-v")e--'rfe.
On peut suivre une autre marche. En différcntiant sous le signe somme» d'après la formule (2), on a
mais
donc
Ces deux expressions (3) et (4) se mettent sous la forme
On peut changer Tordre des différentiations. En appliquant la formule (3), on a, en effet,
c'est la formule (4) ; ainsi
(6) D;iî-v(^,r)-i>Jîy""7(^,r).
101. Théorème Y. — Si u et v sont des /onctions holomorphes de z dans une aire k^ f[u^ v) une fonction hohmorphe des deux variables u et 9 dans les aires B e/ C décrites par les points uet v quand le point z décrit Vaire A» cette fonction sera fonction holomorphe- de z dans Vaire A.
Il est évident d*abord que/(u, v) est une fonction continue et monotrope de z dans Taire A; il reste à faire voir qu'elle admet une dérivée. La démonstration est la même que celle que Ton donne habituellement, quand la variable est réelle; on a
Remarque. — Soit /[x^ y) une fonction holomorphe des deux variables X eiy dans les aires Â et B; posons
X- x.-^- hty y. -y^-r ki
Xq étant un point de l'aire A, jo un point de l'aire B, A et il deux constantes; d'après le théorème précédent» on peut regarder/(a;»^) comme une fonction de la variable /» dans une aire C telle que les aires correspondantes décrites respectivement par les points x et y soient comprises dans les aires A et B, et l'on a
En appliquant le même théorème à cette nouvelle fonctioui on a successivement
I>//(^, y) : - A^Bi/-. 3A>ADj.,/- 3/iA-Bi,./- A^B;./,
b; /(x, y) h^Dif-- ^' a-'^b;..^/-. " ^'^-^ a-'A^b; ,^./-. . . ^ a-b;;.
On peut représenter cette dérivée d'ordre n par la formule symbolique
(8) B?/(x, /)=- i AB, 4- AB^)''/(a:, y).
102. Théorème VI. — Lorsqu une fonction f [x ^ y) est holomorphe dans des cercles décrits des points x^ et Vo comme centres^ aiv^ec des rayons R e/ R', elle est développable en une série ordonnée suivant les puissances entières f positives et croissantes de x ^ x^ et y — y^ et convergente dans les mimes cercles.
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La fonclion f[x^ y) est développée suivant les puissances entières, positives et croissantes des différences A = a? — a^o, ^ = J^ — J^e«
103. Remarques. -— Les fonctions de plusieurs variables indépendantes présentent des particularités que nous n'avons pas rencontrées dans Tétude des fonctions à une seule variable. Considérons d'abord une fonction de deux variables
qui soit le quotient de deux fonctions 9 et i]/ holninorphes dans les aires A et B. Supposons qu'aux points x = x^l^z=y^ situés dans ces aires les fonctions ç> et ({/ deviennent nulles à la fois; la fonction
f[x^y) prendra la forme ~; nous allons voir qu'en ces points, c'est-
k-dire pour ces valeurs particulières des variable^, la fonction /(â;,j^] est indéterminée. Si l'on pose a? = a?© H- a/, j^ = j^o -+-y» ^ ety étant de nouvelles variables comprises dans des cercles ayant pour centres les points a^o et ^o» l^s fonctions holomorphes ç> et ij; sont développables en des séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes de a/ et dey, et Ton a
fi \ - ^^' "^ by -\' cx'^-\- . . .
En désignant par u' le rapport ^^ 9 cette expression devient et se réduit à
a -4- bu
pour a/ ^ o. Le rapport u étant arbitraire, on en conclut que, pour a? = a?,,, j =^0» la fonction proposée/(a7, y) admet une infinité de valeurs différentes, dépendant des directions suivant lesquelles les points mobiles a; ety tendent vers les points fixes a?o et^o- H est clair que les
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systèmes de valeurs de x et y pour lesquels la fonction /(â?,j) est indéterminée sont en nombre fini.
Considérons maintenant une fonction
de n variables, qui soit le quotient de deux fonctions holomorpbes 9 et (|;. La même indétermination se présentera pour tous les systèmes de valeurs des variables qui annulent à la fois les fonctions 9 et ^. Il y a un nombre infini de ces systèmes; car il reste n—2 variables arbitraires.
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CHAPITRE IV
104. Soit/(z, u) = o une équation algébrique et entière, irréductible, et du degré m par rapport a u. La variable z part d*un point fixe Zq. qui est un point ordinaire, la fonction ayant une valeur déterminée u^; nous nous proposons d'étudier les diverses valeurs de l'intégrale définie
- - / udz^
quand la variable z va du point initial z^ à un point quelconque z du plan par difierents chemins. «
Soient Uo» i^n- • •> <^m-i ^^^ ^ racines de Téquation au point initial z^. Marquons dans le plan les points singuliers, c'est-k-dire les pôles et les points critiques de la fonction algébrique u de z; joignons-les au point z^ par des lacets, et, s'il y a des lacets complexes unissant plus de deux racines, décomposons- les en lacets binaires, unissant chacun deux racines, comme nous l'avons dit au n^ 38. Nous avons expliqué comment on s'y prend pour former un système de m — i lacets binaires fondamentaux, permettant de passer de la racine u^ à toutes les autres. Un système fondamental est formé d'un premier lacet unissant la racine I/o à une autre u^^ d'un second lacet unissant l'une des deux racines u^ ou u^ à une autre u^, d'un troisième lacet unissant l'une des racines u^^ u^^u^^ une autre u^, . . ., enfin d'un dernier lacet unissant Tune des racines i^o» ^i»..» z^m-a ^ 1^ dernière i^m-i • Nous avons démontré que, abstraction faite des lacets parcourus chacun deux fois successivement dans des sens contraires , et dont la suppression ne change pas la valeur de l'intégrale, il n'existe qu'un chemin formé de lacets
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fondamentaux conduisant d'une racine Ua à une autre racine u^^ celui qui contient le moindre nombre de lacets; nous l'avons désigné par {y)l. Toute ligne fermée qui, partant du point initial Zo» revient à ce point» se ramène à une suite de lacets parcourus dans un sens et un ordre déterminés. Nous appellerons c/c/e une ligne fermée telle que, si on la parcourt avec la racine Ua prise comme valeur initiale, on reproduit à la fin la même racine u^; en remplaçant cette ligne par une suite de lacets, on passera par une série de racines, telles que Ua^ ii^, a^, ag, u^, et le cycle sera représenté par
(«)î + (6)J-f-(c)î-h(rf)J.
Si l'on parcourt cette suite de lacets en commençant par l'un quelconque d'entre eux, et adoptant comme valeur initiale la racine correspondant à l'origine du lacet, on reproduit à la fin cette même racine; ainsi nous pourrons écrire le cycle précédent sous l'une des formes
+ (cii + {d)t
+ (rf)S + («)î
105. Il n'existe pas de cycle effectif composé uniquement de lacets fondamentaux; car un pareil cycle, conduisant d'une racine u^ à la même racine a<x, se ramène a un chemin nul (¥)«» par la suppression des lacets parcourus chacun deux fois successivement dans des sens contraires. Un cycle effectif contiendra donc un ou plusieurs lacets autres que les m— 1 lacets choisis comme lacets fondamentaux. Nous appellerons cycle simple un cycle qui ne contient qu'un seul lacet autre que les lacets fondamentaux. Nous allons faire voir que tout cycle renfermant plusieurs lacets autres que les lacets fondamentaux peut être regardé comme la réunion de plusieurs cycles simples. Par exemple, un cycle renfermant les deux lacets non fondamentaux {a)l, (6)^ peut être représenté par
(V)} et (Y); étant les chemins formés de lacets fondamentaux qui conduisent de la racine Uf^ k la racine u^, ou de a^ à !<«; si l'on remplace
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le chemin (V)J par le chemin (V)J-f- (Vji, qui ne diffère du premier que par des lacets égaux et de sens contraires, le cycle devient
(«)ÎH-(V)î-+-{V)i4-(6)î-f-(V)î; il se compose alors des deux cycles simples
(ci)ÎH-(V);, (v)i[-h(6)î-4-(V)s,
parcourus successivement avec la racine initiale u^.
On peut ramener les cycles relatifs aux diiïérentes racines^ ceux qui se rapportent a une racine particulière i^o; en effet, par Tintroduction de deux chemins égaux et contraires, un cycle (C)« relatif a la racine u^ devient
ou
et se rapporte alors a la racine u^.
106. En général, une ligne fermée, partant du point z^ et revenant à ce point, conduit à une racine u^ différente de la racine initiale u^. Ce chemin (C)* peut être remplacé par le chemin
composé du cycle (C)' -f- (V)* ramenant la racine initiale u^^ suivi du chemin (V)^ qui, par des lacets fondamentaux, conduitde la racine u^ à la racine u^^. On en conclut que toutes les lignes fermées qui, partant du point Zo, reviennent à ce point, la fonction ayant la valeur initiale u^^ se ramènent à des suites de cycles simples, suivies de Tun des chemins
formés uniquement de lacets fondamentaux.
Tous les chemins qui vont du point z^ à un point quelconque z du plan se ramènent à un chemin déterminé, par exemple à la droite ZqZ, allant du point z^ au point z, ou à une ligne fermée (C)* , suivie de ce chemin déterminé.
Il est facile, d'après cela, de trouver les diverses valeurs de la fonction y au point z. Appelons cji, 0)2, o,,. .. les intégrales définies relatives aux différents cycles simples, Vô l'intégrale relative à la ligne fermée (V);, Va l'intégrale définie relative à la droite z^z quand on parcourt cette droite avec la valeur initiale u^ de la fonction u. Une ligne fermée quelconque (C)ô se ramenant à une somme de cycles simples suivie du chemin (V)ô, l'intégrale définie relative à cette ligne est
ni G)i -*- n,wa -I- nsWs. . . + Vî,
/I4, /i2t /^s'- • • étant des nombres entiers; on décrit ensuite la droite z^^z avec la racine u^f ce qui donne un nouvel accroissement ¥« de l'intégrale définie, de sorte que la fonction Y acquiert au point z la valeur
V = n, (kl, -h /la Ma H- . . . + Vî -+- V..
On en conclut que, pour chaque valeur de z, la fonction Y admet les m valeurs
Ot
v:-+-v., VÎ-+-V,,..., v:-*4-v«_.,
augmentées de multiples quelconques de certaines périodes a»,.
En intégrant par parties» on a
J/tZ /»«
f udz=z liz — UtZ^— I z du ;
z étant une fonction de u définie par Téquation proposée, on peut regarder Y comme une fonction de u; si n est le degré de l'équation par rapport à z, on en conclut qu'à chaque valeur de u correspondent n valeurs de Y, augmentées de multiples des périodes Oi, 02, c»,,....
107. Examinons maintenant les difi*érentes sortes de points singuliers. Considérons d'abord un système circulaire de p racines finies se permutant autour d'un point critique a; si l'on pose z = a -h z\ ces racines sont représentées par une même série convergente (n^ 96)
(i) u=b'{-b'z'P'hb"z' P -f-.,,.
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Si, lorsque la variable z se rapproche du poinla, la fonction algébriques a Tune des valeurs faisant partie du système des p racines, l'intégrale tend vers une valeur finie A, et Ton a
(9.) V=A-f-6z'H t—b'z'P -h 1^ fz' P -f-....
La branche' correspondante de la fonction Y, dans le voisinage du point a, acquiert donc/? valeurs diflerentes, qui se permutent circulairement, et, par conséquent, le point a est un point critique algébrique par rapport à cette branche de la fonction V.
Au système circulaire des p racines correspondent p lacets binaires positifs
la partie de Tintégrale défioie relative au petit cercle étant infiniment petite pour chaque lacet, Tintégrale relative à un lacet {a)i est la somme des intégrales relatives à la ligne z^a, décrite une première fois avec la racine u^t et une seconde fois, en sens contraire, avec la racine Uf^. La somme des intégrales relatives aux p lacets binaires positifs est ideutiquement nulle; car chaque élément de la ligne z^a est parcouru deux fois, dans des sens contraires, avec la même racine. On peut remarquer, d'ailleurs, que la somme des parties infiniment petites relatives au petit cercle est aussi identiquement nulle; car, lorsque la variable z' décrit p fois successivement ce petit cercle, l'intégrale y donnée par la formule précédente reprend la même valeur. Si doDc on représente par al l'intégrale définie relative au lacet {a)[, on a
on en déduit
Nous dirons que deux chemins conduisant d'une racine Ug^ à une racine Mp sont équivalents, relativement à la racine ««, lorsque les intégrales définies suivant ces deux lignes, parcourues avec la racine initiale Ma, sont égales. Il résulte de ce qui précède que le /?'^'"' lacet positif (a)î*_. du système circulaire est équivalent, relativement a la ra-
cine u,^^, au chemin formé par les /? — i premiers parcourus en sens négatif. On peut donc réduire les p lacets de chaque système circulaire à /i — I d'entre eux.
Dans le cas particulier où le système circulaire ne se compose que de deux racines a^ et u^, quand on décrit le lacet (a) avec la racine initiale u^ dans un sens ou dans Tautre, on arrive toujours à la racine u^\ lorsque l'intégrale suivant le petit cercle est» comme nous le supposons, infiniment petite, l'intégrale définie relative au lacet a la même valeur, quel que soit le sens dans lequel on décrit le lacet. Ainsi , avec la racine initiale u^,, on peut décrire le lacet indifféremment dans un sens ou dans l'autre. La même chose a lieu quand on décrit le lacet avec la racine initiale u^. En outre, les intégrales que l'on obtient dans ces deux cas sont égales et de signes contraires.
Un système circulaire de p racines infinies d'un degré inférieur à l'unité jouit des mêmes propriétés. Il suffit de supposer que, dans la formule (i), le nombre entier q est négatif et plus petit que p en valeur absolue; l'intégrale tend vers une valeur finie A, quand z' tend vers zéro ; la branche de la fonction Y, représentée par la formule (2), acquiert, dans le voisinage du point a, p valeurs finies qui se permutent circulairement, et le point a est un point critique algébrique par rapport à cette branche de la fonction. Les intégrales définies relatives au petit cercle étant infiniment petites, tout ce que nous avons dit des lacets subsiste sans modification.
108. Considérons actuellement un pôle a de la fonction u\ la racine, qui devient infinie en ce point, est représentée par la série (n^ 96)
(3) a = Az'-* + Bz'-ï 4- ... 4- H V-' H- L -+- M-s' 4-
La branche correspondante de la fonction Y devient infinie en ce point, et elle est représentée dans le voisinage par la série
(4) Y=: — ^ 5'-.-4- -J-_ 2"-^ -f-. . . -h H logz' -f- K-h L5' -h. . . .
Quand la variable z tourne autour du point a, la branche de la fonction Y acquiert un nombre infini de valeurs formant une progression
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arithmétique dont la raison est anEi. Le pointa, par rapport à cette branche de la fonction Y, est un point singulier logarithmique (u^ 60), k moins que le coefficient H ne soit nul , et dans ce cas le point a serait un pôle de la fonction Y. Supposons qu'on décrive le lacet (a) joignant le point initial js^ au pôle a avec la racine 11^$ qui devient infinie au point a, on revient au même point Zo avec la même racine !!«; la droite ^o^o qui joint le point Zq k un point z^ du petit cercle, étant décrite dans des sens contraires avec la même racine, Tintégrale définie relative au lacet se réduit k la partie relative au petit cercle, c'està-dire, d'après la formule (4)» k snHi. Le lacet {a)l relatif au pôle a ne fait pas partie des lacets fondamentaux; il forme k lui seul un cycle simple, que nous appellerons cycle polaire, et donne la période anHi.
109. Considérons enfin un système circulaire de p racines infinies, d'un degré égal ou supérieur k I unité, se permutant autour d'un point critique a. Si l'on pose z = a-^ z\ cesp racines sont représentées par la série convergente
-i izl ^JZl ■
(5).. u = Az' P-^Bz'p -f-Cz'/» 4-...H-Hz'-'4-L-f-Mzi^4-...,
dans laquelle le nombre entier q est égal ou supérieur k p. Si, lorsque z se rapproche du point a, la fonction algébrique u a l'une des valeurs faisant partie du système des p racines, l'intégrale devient infinie, et l'on a
(6) Y = £—AV~~^~-h...-i- mogz'-hK-hLz'-h-^—Mz' '^ -h.. ..
Quand la variable tourne autour du point a, la branche correspondante de la fonction Y acquiert d'abord p valeurs difi*érentes; après /i tours, la première valeur se reproduit augmentée de 2/?rrH{, puis la seconde valeur augmentée de la même quantité, et ainsi de suite. La branche de la fonction Y acquiert donc/? séries de valeurs formant des progressions arithmétiques dont la raison est :kpnYLi. Le point a, par rapport k cette branche de la fonction Y, est un point singulier logarithmique, k moins que la constante H ne soit nulle, et dans ce cas ce serait un point critique algébrique.
Le lacet qui unit le point initial z^ au point a est la réunion de p
lacets binaires positifs; sur chacun d'eux, la partie de l'intégrale définie qui se rapporte au petit cercle n'est plus infiniment petite; si Ton fait la somme des intégrales définies relatives aux p lacets binaires positifs, chaque élément de la droite z^z^^ qui joint le point z^ k un point z^ du petit cercle, étant parcouru dans des sens contraires avec la même racine, la somme des intégrales se réduit à la partie relative au petit cercle décrit/? fois successivement, c'est-à-dire, d'après la formule (6), à 2/i7rHi. On a ainsi
Les p lacets binaires forment un cycle que nous appellerons encore cycle polaire, et qui donne la période ^pnVLi.
110. Pour étudier la fonction Y, quand la variable z devient trèsgrande^ on pose z = —» a = vz'^, et la fonction V prend la forme
l'équation algébrique /(2,u) = o se change en une équation algébrique ¥{z', {^) = o entre z' et i^. Toutes les circonstances que nous venons de rencontrer peuvent se présenter ici pour z' = o. Nous allons du point Zq au point 0^ sur la sphère, par un arc de grand cercle; si pour z' = o les m racines de l'équation ¥{z\ ç) = o sont simples et finies, chacune des branches de la fonction Y est une fonction holomorphe de z\ dans le voisinage du point z' = o. Si , dans le voisinage du point 0', l'équation a un système circulaire de p racines finies ou de p racines infinies d'un degré inférieur à l'unité, l'intégrale reste finie, et la branche correspondante de la fonction Y acquiert p valeurs difierentes se permutant circulairement quand la variable tourne autour du point 0', qui, par rapport à cette branche, est un point critique algébrique. Si le point 0' est pôle par rapport à une racine, la valeur correspondante de l'intégrale devient infinie en ce point et la branche de la fonction Y acquiert une infinité de valeurs en progression arithmétique; le point 0' est, relativement à cette branche,
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lin point singulier logarithmique, k moins que le coefficient H ne soit nul 9 et dans ce cas ce serait un pôle. Enfin, si Téquation F(s\ v) = o a un système circulaire de p racines infinies d'un degré égal ou supérieur a un , les valeurs correspondantes de Tintégrale devieniieot infinies; quand la variable tourne autour du point 0', la branche de U fonction Y acquiert /? valeurs augmentées chacune d'un multiple quelconque de la période apnïLi; le point 0' est, par rapport k cette branche de la fonction Y, un point singulier logarithmique, à moins que le coeiTicient H ne soit nul, et dans ce cas ce serait un point critique algébrique.
Nous savons (n^39) qu'au lacet qui sur la sphère unit le point z» au point 0' correspond dans le plan un circuit formé d'une droite z»/et d'une circonférence d'un très-grand rayon, ayant pour centre le point 0. L'intégrale définie, relative a l'un des lacets binaires {(y)l décrit avec la racine initiale Ua^ et dans le sens négatif pour un observateur plAcé en 0', est égale à l'intégrale relative au circuit décrit avec la même racine dans le sens positif; le circuit se ramenant à la suite des lacets (a,), (^2)9 (^s)»-*» qui correspondent aux valeurs finies de z, on en conclut que chaque lacet binaire {0')l est équivalent au chemin formé par certains lacets binaires tracés dans le plan. La considération du lacet (0') n'introduit donc aucune valeur nouvelle de l'intégrale définie, ni aucune nouvelle période.
Cas où rintégrale reste finie sur toute la sphère.
111. 11 résulte de ce que nous avons dit précédemment que, si l'équation proposée /(z, u) = o pour aucune valeur finie de z, et l'équation transformée Y{z'yv) = o pour z'=o, n'admettent des racines infinies d'un degré égal ou supérieur à l'unité, les différentes branches de la fonction Y conservent des valeurs finies sur toute la sphère, et, par conséquent, que la fonction Y ne peut devenir infinie que par Tâddition d'un nombre infini de périodes. Cette condition d'ailleurs est nécessaire. Dans ce cas, il n'y a pas de cycle polaire; toutes les périodes proviennent des cycles simples que l'on peut former avec les lacets binaires relatifs aux points critiques.
Les p lacets binaires relatifs k un même système circulaire de racines se réduisant ^ p — i d'entre eux, le nombre des lacets binaires dans le plan est N = 2 (/i — i). Nous en avons pris m — i pour former un système de lacets fondamentaux; il en reste N — (m— i) autres; chacun de ceux-ci avec des lacets fondamentaux formant un cycle simple, le nombre des périodes est N — (m — i); mais on peut en général les réduire à un moindre nombre de périodes distinctes. Voici comment on se rend compte de la possibilité de cette réduction.
Nous remarquons d*abord que, par une transformation facile, on peut faire en sorte que les points diamétralement opposés 0 et 0' sur la sphère soient des points ordinaires. Soient, en effet, z^ et z^ deux valeurs de jz pour lesquelles réquation/(jz, i/) = o n'admette que des racines simples et finies; si Ton pose z = -^—7 ^> a étant une constante
prise à volonté, les valeurs 2' = o, z' = oo correspondent respectivement aux valeurs z =^ z^, z ^ z^\ û l'on pose en outre u = ^ —'i
l'intégrale devient
V= rudz= f u'dz\
et l'équation proposée /(2, u) = odu degré m en u se change en une équation F {z\ u') = o du même degré en u!. Sur la sphère qui sert à figurer la nouvelle variable z\ les points 0 et 0', c'est-à-dire z'= o et z' = Qo , sont des points ordinaires.
Supposons donc que les points 0 et 0' sur la sphère soient des points ordinaires; dans l'intégrale V faisons partir la variable de l'origine 0, la fonction u ayant une yaleur initiale déterminée u^; joignons le point 0 aux différents points critiques a,, a,,. .. du plan par des lacets {fig. 58); le nombre N' des lacets binaires est maintenant plus grand que N, puisqu'on a ramené dans le plan le point 0' qui était primitivement un point critique. Le point 0' sur la sphère étant actuellement un point ordinaire, le lacet (0'), parcouru avec une racine initiale quelconque u^f ramène cette racine et donne une intégrale définie nulle; le circuit correspondant dans le plan jouit de la même propriété. Si donc on imagine le circuit parcouru dans le sens positif successivement avec chacune des racines, ce qui fait m circuits diffé-
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rents, et si l'on écrit que la somme des intégrales relatives aux lacets binaires qui entrent effectivement dans chaque circuit est nulle, on obtiendra m relations linéaires entre ces intégrales. Chacune d'elles donne une relation entre les périodes; car, puisqu'un circuit peut être ramené à une suite de cycles simples par l'introduction de chemins formés
Fie. ^^'
de lacets fondamentaux et parcourus chacun deux fois dans des sens contraires (n^ 105), il suffit de remplacer dans Téquation les termes qui se rapportent aux lacets non fondamentaux par les périodes correspondantes.
Mais les m relations ainsi obtenues ne forment que m—\ relations distinctes. Remarquons en effet qu'un lacet binaire positif [a)\ entre dans un circuit et dans un seul; car si, partatit de l'entrée de ce lacet avec la racine u,, on remonte les lacets précédents, on arrive à l'entrée du circuit avec une racine déterminée u^\ le lacet positif (a)^ entre donc dans le circuit (C)*. Le dernier lacet binaire positif du système circulaire auquel appartient le lacet {d)\ entre aussi dans un circuit (C)/ ; comme on a remplacé ce lacet par l'ensemble des /i — i premiers parcourus en sens négatif, il s'ensuit que le lacet binaire négatif (— a)\ entre dans le circuit (C)^. Ainsi, après la substitution, chaque lacet binaire entre dans deux circuits; dans l'un il est décrit dans le sens positif, dans l'autre en sens contraire; la période correspondante entre, par conséquent, avec des signes contraires dans les équations relatives à ces deux circuits. Si donc on ajoute les premiers membres des équations fournies par les m circuits, la somme totale, étant formée de termes
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égaux deux à deux et de signes contrairest est identiquement nulle» et les m équations se réduisent à m — i. On aura ainsi m — i relations linéaires entre les N'— (m — i) périodes; nous allons faire voir que Ton peut, k l'aide de ces relations, exprimer m — i périodes en fonction des autres, de sorte que le nombre des périodes distinctes est N'— 2 (m — i).
112. Sur la sphère, les lacets considérés jusqu'à présent, et que nous appellerons lacets de première espèce, sont formés d'arcs de grand cercle allant du point 0 aux différents points critiques et de petits cercles décrits autour de ces points. Nous avons désigné par Uq^u^,..,, a„,_i les valeurs des m racines de l'équation au point 0; désignons par li^ , <^i 9 • • * <^m-, les valeurs de ces racines au point 0' quand la variable z va de 0 à 0', en suivant le demi-méridien OLO' qui se projette sur le rayon 0/ du circuit [fig. 69). Nous pourrons effectuer la permutation
Fig. 59.
-Jî
des racines au moyen de lacets partant du point 0' et formés, comme les précédents, d'arcs de grand cercle allant du point 0' aux différents points critiques et de petits cercles décrits autour de ces points; mais rien n'empêche de regarder ces nouveaux lacets comme partant aussi de l'origine 0; il suffit de faire précéder chacun d'eux du demi-méridien OLO', et de le faire suivre du même demi-méridien O'LO en sens inverse. Par exemple, si un lacet parlant du point 0' permute les deux racines u^ et u| , il est évident que le même lacet, complété comme nous l'avons dit, permutera les deux racines u» et u^. Nous donnerons à ces nouveaux lacets ainsi complétés le nom de lacets de seconde espèce^ et nous les distinguerons de ceux de première espèce, en accentuant la
182 LIVRE ni. - CHAPITRE IV.
lettre qui indique le point critique. Remarquons que, quand deux lacets relatifs au même point critique et d'espèces différentes sont décrits dans le sens positif, le petit cercle est parcouru dans le même sens; car, dans les deux cas, Taire du cercle doit être à gauche de l'observateur. Soient
les/i lacets binaires de première espèce qui se rapportent à un système de p racines se permutant circulairement autour du point critique a. Si l'on remonte la suite des lacets de première espèce à partir de TenUrée du lacet (a], successivement avec chacune des racines u,,, ^ftt- • •• ^«^,« on arrivera à Torigine du circuit avec p racines différentes u^^ u^t-* •• li. _/, il en résulte que \esp lacets binaires entrent respectivement dans
les D circuits
Le lacet de seconde espèce (a'), parcouru dans le sens positif, peut être remplacé par la ligne OABDO, ou par la ligne OABO suivie de la ligne OBDO. Si on le décrit avec la valeur initiale u^, la ligne OABO, se ramenant à la première partie du circuit (C);;^, depuis Torigine du circuit jusqu'k la fin du lacet (a)^;, conduit a la racine Ug^; la seconde ligne OBDO se ramenant à la première partie du circuit (C)«;, depuis rentrée du lacet (a)|| jusqu'à l'origine du circuit en remontanf, conduit à la racine u«^; le lacet de seconde espèce unit donc les deux racines M,^ et M.,; on le représentera par {a')"^. En décrivant ce même lacet avec la valeur initiale u.^, on arrivera à la racine i/.,, et ainsi de suite. On obtiendra de la sorte \esp lacets binaires de seconde espèce.
permutant circulairement les p racines i^.,, i/.,, .., //._,. A chaque système circulaire de p lacets binaires de première espèce correspond ainsi un système dep lacets binaires de seconde espèce.
Il résulte aussi de ce qui précède que les lacets de seconde espèce qui changent une racine déterminée u^ en une autre sont ceux qui cor^ respondent aux lacets binaires de première espèce entrant effectivement dans le circuit (G)^
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premiëre membre k membre , et l'on obtiendra un système de m — 3 équations ne contenant plus &>| et o), et jouissant des mêmes propriétés. En continuant de la sorte, comme on n'arrivera pas à une identité, on sera conduit k une équation entre les périodes (ù^^^^ (ù^^. . ., qui donnera la période cd;,^, par une somme algébrique des périodes suivantes
W/n* '^m+t En remontant de proche en proche, on obtiendra les
m — I périodes o),, cos,..., co,„_i exprimées par des sommes de multiples des autres périodes.
113. Appliquons les considérations précédentes à Tintégrale définie
V= f\ d' = Ç'udz,
Jo ^G{z — a^)(z — ai).. (a — rt.) J„
u étant défini par Téquation du second degré
Marquons dans le plan les n points critiques a^/a^^..., a„ dans Tordre où ils se présentent quand le rayon vecteur tourne dans le sens positif, et formons les lacets qui joignent l'origine à ces points critiques. Pour z = o, la fonction u a deux valeurs, i^o et ii, = — u^\ chaque lacet unit ces deux racines. Les deux valeurs de u deviennent infinies en chacun
des points critiques; mais, comme elles sont du degré - inférieur k
l'unité, l'intégrale conserve une valeur finie et acquiert deux valeurs différentes quand la variable z tourne autour de l'un de ces points. L'intégrale définie relative à l'un des lacets (a) se réduit à la partie relative à la droite Oa parcourue deux fois dans des sens contraires avec des valeurs de u égales et de signes contraires, et par conséquent k deux fois l'intégrale suivant la droite Oa. Si donc on appelle A,, A,, . . . , A» les intégrales définies relatives aux droites Oa,, Oa^, . . . , Oa^, décrites avec la valeur initiale u^, les intégrales relatives aux lacets seront ^A,, 2A2,...,^A;i. Le premier lacet servira de lacet fondamental, les autres avec le premier formeront /i — i cycles simples, et produiront, par conséquent, n — i périodes
0), = 2A1 — 2A,, «5 = 2 Al 2A8, ..., COfl-, ^ 2A1 — 2A„.
PÉRIODES DES INTÉGRALES DÉFINIES. iStt
Soit Vo Tintégrale définie relative à la droite qui* va de Torigine à ud point quelconque z du plan, quand on prend la valeur initiale u^\ un chemin formé du lacet fondamental (ai) suivi de la droite Oz donnera aA| — Vo; car, après le lacet, la fonction u, ayant changé de signe, a en chaque point de la droite Oz une valeur égale et de signe contraire à celle qu'elle avait précédemment. On en conclut qu'à chaque valeur de z correspondent deux séries de valeurs de V, savoir V© et 2 A, — Vo, augmentées de multiples quelconques des périodes. Pour z = a^ on a
et les deux séries de valeurs de Y sont égales entre elles; pour z = aa, on a
V,= Aj, aA,— ¥,=::: îA,— Aj= A, -+-«,,
et les deux séries de valeurs de Y sont encore égales entre elles, etc. Si Ton pose z = -^» w = çz'^^ on a
V= / udz=:^- vdz\
Lorsque h = ti, l'intégrale V n'admet qu'une période g)4==2A4 — 2A3. Le point 0' sur la sphère , étant pôle de la fonction v, est un point .
critique logarithmique de la fonction V qui devient infinie an ce point;
il en résulte la période polaire --=r- Le lacet (0') pouvant être remplacé par les deux lacets successifs (a,) et (aj), on a
r,), = a Al — a Aï r^ -=- •
VG
Quand n est plus grand que 2, la fonction Y conserve une valeur
finie sur toute la sphère. Lorsque n est impair, le point 0' est un point
critique par rapport à la fonction v^ et les n — i périodes sont distinctes.
Mais, lorsque n est pair, le point 0' étant un point ordinaire, et l'in-
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tégrale définie relative au lacet (0'), ou au circuit correspoudaut, étant
nulle, on a
2A, — 2AïH- 2A3 — . . — 2A« = o;
d'où résulte la relation linéaire
Wi — 6)j H- . . -h &>«_i = O
entre les périodes, qui se réduisent à /i — 2 périodes distinctes. Ainsi, pour n = 2n' — I et n = 2n\ le nombre des périodes est le même et égal k 2n' — 2. C'est ce qu'indique d'ailleurs la loi générale énoncée au n^ 111 ; dans les deux cas, il y a sur la sphère 2n! points critiques unissant chacun les deux racines de l'équation; on a donc N'= an', et le nombre des périodes distinctes est N' — 2 = a/i'— a.
C'est Cauchy qui a indiqué le premier d'une manière précise l'origine des périodes des intégrales définies [Comptes rendus, 1846). Nous nous sommes servis dans ce Chapitre du Mémoire de M. Puiseux sur les fonctions algébriques, que nous avons déjk cité (n^ 34), et du livre de MM. Clebsch et Gordan sur les fonctions abéliennes (1866).
CHAPITRE PREMIER
THéORÂMES GÉNÉRAUX SUR LES FOlfCTIONS.
Fonctions monotropes.
114. Théorème I. — Une fonction^ holomorphe dans une certaine partie du plan ^ ne peut avoir toutes ses dérivées nulles en un point, à moins d'être constante dans cette étendue.
Nous avons démontré (n^ 87) que, lorsqu'une fonction /(^) est holomorphe dans une partie Â du plan, elle admet une infinité de dérivées
Fig. 60.
successives, qui sont toutes bolomorphes dans la même étendue. Supposons que la fonction ait toutes ses dérivées nulles au point z^ situé dans cette partie du plan. Du point z^ comme centre décrivons un cercle
compris dans la partie A du plan {fig. 60); la fonction /(^s) est déve* loppable, d*aprës la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de z — z^, et convergente dans ce cercle (n^ 95). Si toutes les dérivées sont nulles au point z^, la série se réduit à/(z) =/(zo); il en résulte que la fonction est constante dans le cercle, et par conséquent qu'en un point quelconque du cercle toutes ses dérivées sont nulles. D'un point z, pris à volonté dans le premier cercle, comme centre, décrivons un second cercle situé aussi dans la partie A du plan; on verra de même que la fonction /(z) est constante dans ce second cercle. En continuant ainsi de proche en proche, on démontrera que la fonction est constante dans toute l'étendue de Taire A.
Corollaire. — Lonqvûune Jonction^ hoiomorphe dans une certaine partie du plan, conserve une valeur constante sur une Ugne^ si petite qiCeOe soit, elle est constante dans toute cette étendue.
Supposons que la fonction /(z), hoiomorphe dans la partie A du plan, conserve une valeur constante quand la variable z décrit la ligne ab située dans cette partie du plan. Prenons deux points voisins z«
ffjg ] f(z )
et z, sur la ligne ab; le rapport ^^-^-^^ — =^-^-^ est nul; sa limite, quand
le point Z| se rapproche de z^, est aussi nulle; ainsi la dérivée/' (z) est nulle en tous les points de la ligne ab. La seconde dérivée est nulle pour la même raison, et ai^si de suite. Toutes les dérivées étant nulles en un point z^ de la ligne ab, on en conclut que la fonction est constante dans l'aire A.
115. TnÉoRàME 11. — Lorsqu'une fonction est hoiomorphe dans une partie finie du plan, chaque racine est d'un degré entier et fini, et leur nombre est limité.
Soit/(z) une fonction hoiomorphe dans la partie A du plan enve* loppée par la courbe C; traçons k l'intérieur une courbe C voisine de C. Supposons que la fonction /(z) s'annule en un point a situé à l'intérieur de la courbe C; un certain nombre de dérivées successives peuvent être nulles en ce point; mais il est impossible qu'elles le soient toutes, car alors la fonction serait nulle dans toute l'aire A. Soit donc n l'ordre de la première dérivée qui ne s'annule pas au point a; si da
PROPRIÉTÉS GÉNÊRALKS DES FONCTIONS. i9ù
point a comme centre {^g. 61), on décrit un cercle compris dans la partie A du plan, ta fonction proposée sera développable en une série
ou
conTergente dans ce cercle. Il en résulte que le quotient de/(z) par {z — ay^ quotient que nous désignerons par9(js)» est dans le cercle une fonction holomorphe, ne s'annulant pas au point a; c'est aussi une fonction holomorphe dans la partie de Taire A extérieure au cercle,
Fig. 61.
comme quotient de deux fonctions holomorpbes, dont la seconde, (z — a)", ne s'annule pas. Ainsi la fonction /(z), holomorphe dans Taire A et s'annulant au point a, est égale au produit de (z — a)" par une fonction f («), holomorphe dans la même étendue et ne s'annulant pas au point a. On dira, d'après cela, que la valeur .s = a est une racine ou un zéro du degré n de la fonction /(z).
Dans le cercle précédent , dont nous appelons p le rayon, la fonction (f[z) est réprésentée par la série convergente
On peut assigner un nombre pi égal ou inférieur k p, tel que, pour toutes les valeurs de Jt — a dont le module est inférieur k (9,, le module
du premier terme soit plus grand que la somme des modules de tous les autres termes; il est clair que le cercle décrit du poiDt a comme centre avec le rayon p^ ne comprendra aucune racine de la fonction ^(s)» et, par conséquent, ne comprendra aucune racine de la fonction /( 2) autre que a.
Il en résulte que le nombre des racines situées dans l'aire A| enveloppée par la courbe C est limité. Supposons, en effet, que cette aire comprenne une infinité de racines; divisons-la en plusieurs parties d'une manière quelconque, Tune des parties A), au moins, comprendra une infinité de racines; subdivisons celle-ci en plusieurs parties; Tune d'elles Aa, au moins, comprendra une infinité de racines; en continuant de la sorte, on formera une série indéfinie d'aires A,, A3, Ag,... de plus en plus petites, comprenant chacune une infinité de racines, et contenant chacune toutes les suivantes. Comme on peut mener les transversales de manière que toutes les dimensions de l'aire An tendent vers zéro, quand n augmente indéfiniment, il est clair que les aires ont pour limites un point déterminé z, du plan; il serait impossible de décrire un cercle ayant pour centre ce point et ne comprenant aucune racine autre que le point z«.
G)ROLLiiiRE. — De l'égalité
f(z) = {z-ar<f{z)
on déduit
la fonction (p(z) étant bolomorphe dans l'aire A et ne s'annulant pas au point a. On en conclut qu'une racine du degré n de la fonction pro* posée est racine du degré /i — 1 de la première dérivée, du degré n — 2 de la seconde dérivée, etc.
116. Théorème III. — Lorsqu'une fonction est méromorphe dans une certaine partie du plan, il est impossible qui! en un point situé dans cette partie du plan la fonction et toutes ses dérivées soient nulles.
Soit/(js) une fonction méromorphe dans la partie A du plan enveloppée par la courbe C(yî^. 6a); traçons à l'intérieur une courbe
fermée Q voisine de G. Considérons un point racine a situé à Tinté» rieur de la couilie C; d'après la définition de la continuité, il est pos-* sible de décrire, de ce point comme centre, un cercle tel, qu'en tous
Fig. 6a.
les points intérieurs le module de la fonction soit moindre qu'un nombre donné; ce cercle ne comprendra aucun pôle de la fonction.
Supposons maintenant qu'au point a la fonction et toutes ses dérivées soient nulles. Du point a comme centre, avec un rayon égal ou inférieur à la distance du point a au pôle a le plus voisin, décrivons un cercle compris dans l'aire A; la fonction/(z) , étant holomorphe dans ce cercle, serait nulle dans toute l'étendue du cercle. Si le rayon du cercle est égal k la distance du point a au pôle voisin «, on aurait un point racine aussi rapproché du pôle a que l'on voudrait, ce qui est impossible. Si le rayon est plus petit que cette distance, d'un point a' intérieur au cercle, avec un rayon égal ou inférieur k la distance du point c^ au pôle le plus voisin, décrivons un second cercle compris aussi dans l'aire A; en s'avançant ainsi de proche en proche, on arriverait à un point racine aussi rapproché qu'on voudrait d'un pôle, ce qui est impossible.
117. Théorème IY. — Lorsqu une fonction est méromorphe dans une partie finie duplan^ les racines et les pôles situés dans cette partie du plan sont chacun d*un degré entier etfiniy et leur nombre est limité.
Conservons les mêmes notations que dans le numéro précédent. Soit a un point racine situé à l'intérieur de la courbe C ; du point a comme centre, avec un rayon p égal ou inférieur k la distance du point a
au p6le le plus voisin » décrivons un cercle compris dans Taire A; la fonction /(s) étant bolomorphe dans ce cercle, et toutes les dérivées ne s'annulant pas au point a, la racine a est d'un degré entier et fini n, qui est Tordre de la première dérivée qui ne s* annule pas au point a (n^ 115), et Ton a
f (z) étant une fonction bolomorphe dans le cercle p et ne s'annulant pas au point a; cette fonction f (z), méromorpbe dans Taire A, a les mêmes pôles et les mêmes racines que la fonction /{z), excepté la racine a.
On peut, en outre, déterminer un nombre pi inférieur ou égal à p, tel que le cercle décrit du point a comme centre avec le rayon p, ne comprenne aucune racine de la fonction 9(2), et Ton démontre, comme précédemment, que le nombre des racines situées dans la partie A du plan est limité.
Considérons maintenant la fonction jt—j qui est méromorpbe dans
Taire A, comme la fonction /(js), et qui admet comme racines les pôles de celles-ci. Soit a un pôle de la fonction/(«); ce point est une racine
d'un degré entier et fini n de la fonction j^—r^ et Ton a
f{z) étant une fonction méromorpbe dans Taire A, qui ne devient ni nulle, ni infinie au point a. On en déduit
la fonction ^{z), qui est égale h —j-i^ étant aussi méromorpbe dans
Taire A, et ne devenant ni nulle, ni infinie au point a. On dit, d'après cela, que la valeur z = a est un pôle ou un infini du degré n de la fonction /(z).
Puisque la fonction j^ n'admet qu'un nombre limité de racines
dans l'aire A, il en résulte que la fonetion/(2) n'admet qu'un nombre limité de pôles dans cette étendue.
118. Théorème V. — Une fonction f[z)^méromorphe dans une partie finie A du plan, est égale à une fraction rationnelle ^ plus une fonction holomorphe dans cette partie du plan,
La fonction /(z) admet, dans l'aire A, un nombre fini m de pôles a, p, 7,... de degrés /i, p, 7,... En vertu du théorème précédent, la fonction
^(z)r=.{z-CtTf{z)
est holomorphe dans le voisinage du point a; elle peut donc se développer en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de 5 — a, convergente dans un cercle dont le centre est a, et l'on a
I I<^.i.( fl ~" — I I
la fonction/, (2) étant holomorphe dans le cercle de convergence. On en déduit
^. ^ ^. , ^(ol) I i.2...(/i— I)
La fonction/, {z) ainsi définie est méromorphe dans l'aire A, et admet les mêmes pôles que la fonction /(:;), excepté le pôle a. De même la fonction
est holomorphe dans le voisinage du point ]3; si on la développe en série, on a
la fonction / (:;) étant holomorphe dans le cercle de convergence. On
en déduit
La fbnction/a(z) ainsi définie est méronoorphe dans Taire A, et admet les raémes pôles que la fonction /(s), excepté a et p.
En continuant de cette manière, on arrive à une fonction/,, (2) holomorpbe dans Taire A, et Ton a
''^ ' (2 — a)" (s — a)— z—cL
119. Remarques. — La fonction 1]; (z) ne s*annulant pas au point a, il en résulte que le coeifîcient A„ de la première fraction qui se rapporte à ce point n'est pas nulle; il en est de même des coefficients B^,.... Mais les aulres coefTicienls A„_,,..., A,, B^,,... peuvent être nuls.
Les coefficients Ao B4,. . . des fractions du premier degré sont ce que Cauchy appelle tes résidus de la fonction /(:;), relativement aux pôles a, /3, . . ., et il les désigne par le symbole C [Anciens Exercices^ 1826). Ainsi
La dérivée/' (:;) ne contenant pas de fractions du premier degré, tous ses résidus sont nuls.
Remarquons aussi que la fonction proposée peut se mettre sous la forme
-^^ * (z^aY[z-^)p...''
la fonction F (2) étant holomorphe dans Taire A.
120. Tbeorjsme YI. — Lorsqu^ une fonction f [z) est méromorphe dans
gral'es relatives aux circonférences infiniment petites, décrites cliacune dans le sens positif par rapport à Taire du cercle {fig. 64).
Evaluons niaintenant les intégrales relatives à ces petites circonférences. Considérons, par exemple, l'intégrale relative à la circonférence dont le centre est le pôle a. Nous avons vu que
la fonction /, (3) étant holomorphc dans le cercle. Si l'on pose
il vient
z ■-— OL -i- pe*',
Les 71 — I premières intégrales sont nulles; la suivante a pour valeur 27r; quant à la dernière, puisque la fonction/, {z) estholomorphe dans le cercle, elle est aussi nulle. On a donc
ip)
Les intégrales, le long des autres circonférences, donnent pareille-
mentBi^G,, — On en déduit
■ — . / A2) rf^ --- A,-r-B, -i- C, -h
121. LsifME. — Lorsqu'une fonction /{z) est méromorphe dans une partie A du plan^ le résidu de la fonction D Iog/{z) en chacun des points est égal à l'ordre de la fonction f[z) en ce point.
Il résulte du théorème IV que, quelle que soit la valeur de la fonction/(z) en un point / situé dans la partie A du plan, il existe un nombre entier n, positif, négatif, ou nul , tel que le quotient
né devienne ni nul, ni infini au point /; ce nombre entier n est ce qu'on appelle Y ordre de la fonction/(z) au point /. Lorsque la fonction/(z) n'est ni nulle, ni infinie au point /, l'exposant n ou Tordre, en ce point , est égal à zéro; lorsqu'elle s'annule, l'ordre est positif; lorsqu'elle devient infinie, l'ordre est négatif.
La fonction Dlog/(z) ='j^^f quotient de deux fonctions méro-
morphes dans l'aire A, est aussi méromorphe dans cette partie du plan; ses pôles ne peuvent être que les zéros ou les infinis de f{z). Soit d'abord a un zéro du degré n de f{z), on a
la fonction 9(2) ne devenant ni nulle, ni infinie au point a. On en déduit
Ainsi le pointa est un pôle simple de la fonction D log/(2), et le résidu correspondant est n. Soit maintenant oc un infini du degré />
def(z): on a
la fonction ^{z) ne devenant ni nulle, ni infinie au point a. On en déduit
Diog/(z)^-^:A-f.-t^;.
On en conclut que le point a est un pôle simple de la fonction D log/(z)« et le résidu correspondant est —p.
122. Théorème VIL — Lorsqu'une /onction /{z) est méromofphe dans une partie du plan^ à contour simple, la somme des otdres de la fonction, dans cette partie du plan, est égale à V intégrale définie
'—,Jmo%f{z)dz,
relative au contour de l'aire ou à une courbe infiniment voisine, prise dans le serù positif . *
Désignons par a Tun quelconque des zéros et par a Tun quelconque des infinis de la fonction /(z); appelons n le degré du zéro, p celui de rinfini. Nous avons vu que la fonction Dlog/(z) admet comme pôles simples les points a et a, et qiie les résidus correspondants de cette fonction sont n et —p. Nous savons aussi que l'intégrale définie
^^jTi\0inz)dz,
relative au contour C de l'aire, est égale à la somme des résidus de la fonction Dlog/(js), relatifs aux pôles de cette fonction situés dans cette partie du jilan. On a donc
-'- r mo^f[z)dz-ln-lp.
Remarque, — L'intégrale définie que nous venons de considérer est égale à la variation de la fonction — : log/(s), quand la variable z décrit la courbe fermée C. Si l'on pose /{z) = r^'^ on a
I Lr ô
Iog/(z) -- Lr-+- Ôi, ---. \og/{z) =-- --. -t- — -. quand la variable z^
après avoir décrit la courbe G, revient au point de départ, le module r de la fonction /(2) reprend sa valeur primitive, et l'argument devient 6 -h nkn, k étant un certain nombre entier; l'intégrale définie est donc égale au nombre entier A, et l'on a 2/i— 2/> = A. Ainsi l'on peut énoncer le théorème précédent en disant que l'on obtient la somme des ordres d'une fonction /(2), méromorphe dans une partie du plan, en divisant par :2 7r la variation de l'argument de la fonction sur le contour de l'aire.
On arrive directement à ce résultat en remarquant que, d'après le théorème IV, la fonction /(js) peut se mettre sous la forme
la fonction 9 étant holomorpbe dans la partie du plan considérée, et ne s'annulant pas. D'après le raisonnement du n^ 21, la variation de l'argumen) de (f{z) sur la courbe G est nulle. Les variations des arguments des binômes [z ~ a)", . . . , (z — a)"^, . . . sont d'ailleurs respectivement égales à ^/itt, . . . , — ^pn^ — Donc la variation de l'argument de/(z) sur la courbe G est égale à a7r(2n — Ip).
Lorsqu'une fonction/(z) est holomorphe dans une partie du plan à contour simple, la variation de son argument sur la courbe G se réduit à 27:2/1, ce qui donne le nombre des racines situées dans cette partie du plan. -
Les deux théorèmes précédents, qui ont une grande importance dans la théorie des équations, sont d'us à Caucby.
Appliquons cette méthode à l'équation
f{u) — M — Ç — zsinu :-- o,
que l'on rencontre en Astronomie, et dans laquelle z est un nombre réel et positif, Ç une quantité réelle comprise entre o et n. Gherchons le nombre des racines comprises dans le rectangle AA'B'B {/ig. 65) formé par des parallèles AB, A'B' à Taxe Oy, menées à des distances égales à mn et à (m + 1)71, m étant un nombre entier, et par des parai-
lèles AA', BB' à Taxe Oa?, à une distance très-grande h de part et d'autre. La variation de ]*argun)ent de /(a) sur le contour du rectangle est
égale à la somme de ses variations sur les quatre côtés. Sur les côtés kk\ B'B, on a
f{u): :^-Çrp6l^?i(<?":t*-e-":FA).
La distance b étant très-grande, on peut réduire cette expression à son terme principal
-- e^e" ou e'c ".
Sur le côté AA', ce croissant de mn à (w -î- i)7r, l'argument de /(m) éprouve une variation égale à -h::; sur le côté B'B, x décroissant de (m -4- 1)71 à mn, l'argument de /{u) éprouve encore une variation égale à 4- TT. La somme des variations de l'argument sur les deux côtés opposés A A', B'B est donc -h ^n. Sur le côté BA, on a
u —- nir, -\- yij
fin) .r r (-ir-3 , , ,n
m?:— Ç imr. — ^ 2(/n7r — S) ^ J
et, en désignant par 0 l'argument de - _ >
lang B ■-.. . - — - - - -^ '—-r (ef-e-f)'
niT: — Q 7.\nnz — Ç)
Lorsque^ varie de »- oo k — œ , l'argument Q varie de — ^ à -f- -» OU de -F - à — ^> et, par conséquent, éprouve une variation égale
à 4- TT OU à — TT, suivant que la quantité c ~ — —j est positive ou
négative.
Sur le côté A'B', comme j varie de — oo à h- oo , la variation de l'ar-
gument est égale à -h ;r ou à — tt, suivant que la quantité c'= . __
est négative ou positive. Mais, excepté lorsque m = o, le signe de c' est contraire a celui de c; la somme des variations de l'argument àej[u) sur les deux côtés opposés BA, A'B', est donc -h a;r ou — 27r, suivant que la quantité c est positive ou négative. Dans le premier cas, qui se présente lorsque m est un nombre positif pair, ou négatif impair, la variation de l'argument sur le contour du rectangle est t\Tty d*où l'on conclut que le rectangle comprend deux racines qui sont réelles ou imaginaires conjuguées; dans le second cas, qui se présente lorsque m est un nombre positif impair, ou négatif pair, la variation est nulle, d'où l'on conclut que le rectangle ne comprend aucune racine. Lorsque /n = o, les deux quantités c et c' ayant le même signe, les variations sur BA et A'B' sont égales et de signes contraires, de sorte que la variation sur le contour du rectangle est égale à + 2;r; on en conclut que ce premier rectangle contient une seule racine, qui est réelle.
124. Théorème VIII. — La fonction 6(2) na qu'une racine dans chaque parallélogramme (w, w').
Considérons le parallélogramme ABDC {/ig. 66), dont le sommet A est un point quelconque z^ du plan, les sommets B et C les points ^o + ^9 ^0+ ^^ La fonction 6(;::) étant holomorpbe, le nombre des racines contenues dans le parallélogramme est égal , d'après le tbéorëme pré-
cèdent, à l'intégrale définie
^. CD\oge{z)dz,
* relative au conteur du parallélogramme. La fonction 6(z) admettant la période w, ainsi que sa dérivée &{z), la fonction D log 6 (z) = qjA reprend la même valeur aux points homologues des côtés opposés BD»
CA; ces côtés, étant parcoiirus dans des sens contraires, donnent dans rintégrale des quantités égales et de signes contraires. D'autre part, si z désigne un point du côté ÂB, z + gj' sera le point homologue du côté opposé DC, et Ton aura pour ces deux côtés
— . f [Dlog0(z)-^Dlog0(a -+-&)')](/«.
AB
De la relation (n^' 73)
- — ( a 5 -H tu' )
on déduit
I) loge (z +&>').-.: '-- + l)log0(3),
et rintégrale précédente se réduit à
dz -- I
Ainsi tout parallélogramme, tel que ABDC, comprend une seule racine de la fonction 6| et cette racine est simple.
125. GoROLLAiBE. — Nous avoDS vu aussi (n° 73) que la fonction Q{z) s'annule pour toutes les valeurs représentées par la formule
dans laquelle m et rri sont des nombres entiers quelconques. Supposons que le plan soit divisé en un réseau de parallélogrammes égaux au précédent» et que le sommet Â coïncide avec Torigine, la formule
donne un zéro z ^ - — — placé au centre du parallélogramme ABDC;
comme on ajoute ensuite des multiples de o) et (ù', elle en donne un placé au centre de chaque parallélogramme; puisque chaque parallélogramme ne comprend qu'un zéro» il s'ensuit que la formule représente tous les zéros.
La même conclusion s'applique aux. quatre fonctions 0 définies par les formules (5) du n^ 74; les formules (9) du même numéro représentent tous les zéros de ces fonctions. On connaît ainsi tous les zéros et tous les infinis des trois fonctions elliptiques X(z), |x(z)» v{z) (n° 76).
126. Théorème IX. — Lorsqu* une fonction est holomorphe dans toute rétendue du plan, et que son module reste moindre qu'une quantité déterminée^ cette fonction est constante.
Une fonction/(z)» holomorphe dans toute Tétendue du plan» estdéveloppable en une série entière
f(z)^U.~{-UtZ -hUiZ^ -h., y
et convergente» quelle que soit la variable z; les coefficients de la série sont donnés par la formule (n° 94)
Un— -
dans laquelle le rayon r est arbitraire. Si» sur la circonférence r» le module de la fonction /(z) reste moindre qu'une quantité déterminée M»
celui du coefficient u„ sera moindre que — ; comme on peut supposer le
rayon r aussi grand qu'on veut, on en conclut que le module de tt;,est nul. Ainsi tous les coeflicients de la série, à partir du second» sont nuls, et par conséquent la fonction est égale à une constante u^.
Ce théorème fondamental est dû à M. Liouville. On en conclut f^une fonction^ holomorphe sur toute la sphère, est constante. Il en résulte que, lorsqu'une fonction n'est pas constante, elle doit avoir sur la sphère un ou plusieurs points singuliers où elle cesse d'être holomorphe. Ainsi la fonction e^ est holomorphe sur toute la sphère» excepté au point OS qui est un point d'indétermination (n^ 59).
127. Thiéorème X. — Lorsque deux fonctions^ méromorphes dans toute V étendue du plan^ admettent les mimes zéros et les mêmes infinis, chacun au même degrés leur rapport est une fonction holomorphe dans toute l'étendue du plan; si, de plus, le module du rapport reste moindre qu'une quantité déterminée, le rapport est constant.
Soient/(jz] et F(z) les deux fonctions proposées. Si a est un zéro commun, du degré n, on a, d'après le théorème V,
f(z) = [z^aYfAz), F(2)^(z-a)-F.(3),
les fonctions /«(z) et F, (2) étant holomorphes dans le voisinage du point a, et ne s'annulant pas en ce point; on en conclut que le rapport
reste holomorphe dans le voisinage du point a. Si a est un pôle ou un infini commun, du degré n, on a, d'après le même théorème,
•'^ ' (z — aY (- — «r
les fonctions/, (z) et ^^[z) étant holomorphes dans le voisinage du point a, et ne s'annulant pas en ce point; on en conclut encore que le rapport
reste holomorphe dans le voisinage du point a. Le rapport --.^^ est donc
une fonction holomorphe dans toute l'étendue du plan.
Si le module de ce rapport reste moindre qu'une quantité déterminée, il résulte du théorème précédent que ce rapport est constant.
128. Théorème XI. — Toute fonction, holomorphe sur toute la sphère, eaxepté au point 0\ qu^elle admet comme pôle, est une fonction entière.
Si Ton pose z — ,» la fonction proposée /(s) devient une fonction de z\ que nous désignerons par <p(z'). Cette fonction
est holomorphe par rapport à la nouvelle variable z\ evcepté pour z' = o. Dire que sur la sphère le point 0' est pôle de la fonction/(z), c'est dire que, dans le plan des z\ le point z' = o est pôle de la fonction (f{z'). D'après le théorème IV, il existe un nombre n, entier et fini, tel que le produit ^{z') = z"^(p{z') reste holomorphe dans le voisinage du point 0', et par conséquent dans un cercle décrit du point 0' comme centre, avec un certain rayon r, sur le plan des z'; cette fonction est développable en une série entière, convergente dans ce cercle, et Ton a
(i) ^(z')-:K-^-KtZ' ^\,z'' h .-+- A..-,z'"- -^s'"P,
en posant
(a) P~ A„ -4- A.,+,z' i-\„^iZ"-h
De l'équation (i) on déduit
P. .. A« A| Afi_i
T\ y ^iH r"-' z
ou
(3) Pr=/(3) — A.S- — A.z--' — . . . — A„-,z.
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Au cercle r décrit du point 0' comme centre sur le plan des z' correspond sur la sphère un cercle R» qui divise la surface de la sphère en deux zones, contenant, Tune le point 0, Tautre le point 0"; d'après l'équation (3), la quantité P est holomorphe dans la première zone; comme elle est représentée par la série (2) dans la seconde zone» elle est aussi holomorphe dans cette seconde zone; la quantité P est donc holomorphe sur toute la sphère, et par conséquent, en vertu du théorème IX, c'est une constante A„. On déduit de là, d'après l'équation (3),
Ainsi la fonction proposée est une> fonction entière d'un degré égal au degré du pôle 0'.
129. Théorème XII. — Toute fonction ^ méromorphe sur toute la sphère^ est une fraction rationnelle.
Supposons d'abord que le point 0' soit un point ordinaire de la
fonction /(«); si Ton pose 2 = A' cela signifie que la fonction/[^j
est holomorphe dans un cercle décrit du point 0' comme centre, avec un certain rayon r, sur le plan des 2'; à ce cercle correspond sur la sphère un cercle R, qui divise la sphère en deux zones, comprenant. Tune le point 0, Vautre le point 0'; tous les pôles de la fonction /(») étant situés sur la première zone, c'est-à-dire dans le cercle décrit du
point 0 comme centre avec un rayon égal a - sur le plan des z, d'après
le théorème lY, leur nombre est limité. Si le point 0' est un pôle, on peut, du point 0' comme centre, avec un certain rayon r, décrire sur le plan des z' un cercle qui ne comprenne aucun pôle de la fonction
f\^) autre que le point 0'; tous les pôles de la fonction /(z) autres
que le point 0' sont donc situés dans le cercle décrit du point 0 comme
centre avec le rayon - sur le plan des z, et par conséquent leur nombre
est encore limité. Ainsi, dans tous les cas, une fonction méromorphe sur toute la sphère n'admet qu'un nombre limité de pôles.
Cela posé, désignons par a, |3, . . . les pôles de la fonction/(2) autres
que le point 0\ par n, /i, ... leurs degrés; ou peut, d'après le théorème V, déterminer des sommes de fractions simples, telles que la différence
soit holomorphe sur la première zone. Si la fonction proposée/ (z) est holomorphe en 0', la fonction (p{z) sera holomorphe sur toute la sphère, et par conséquent ce sera une constante (n^ 126). Si le point 0' est pôle de /{z), ce sera un pôle du même degré de <p{z); cette dernière fonction, étant holomorphe sur toute la sphère, excepté au point 0', qu'elle admet comme pôle, est une fonction entière d'un degré égal à celui du pôle 0' (n° 128). Il résulte de là que la fonction/(z) est le quotient de deux fonctions entières, telles que l'excès du degré du dénominateur sur celui du numérateur est égal à l'ordre de la fonction /(s) au point 0'.
Il est évident que la somme des ordres d'une fraction rationnelle sur toute la sphère est nulle.
Fonctions polytropes.
130. Les fonctions algébriques, que nous avons étudiées dans le Chapitre II du Livre I, constituent une première classe de fonctions polytropes; elles ont un nombre fini de valeurs pour chaque valeur de la variable, et n'admettent sur toute la sphère que deux sortes de points singuliers, savoir des pôles et des points critiques algébriques.
Une équation/(j3, u) = o, dont le premier membre est, non plus un polynôme entier en z et i/, mais une fonction holomorphe des deux variables z et i/, dans le voisinage des valeurs a et 6, définit une fonction implicite i^ de z qui jouit de quelques-unes des propriétés des fonctions algébriques. Nous remarquons d'abord que la racine b est d'un degré entier et fini de multiplicité, puisque/(z, i/), où l'on regarde z comme une constante a, est une fonction holomorphe de u dans le
voisinage de la valeur 6 (n^ 115). Le théorème sur la coutinuité des racines subsiste : si pour z = a Téquation a n racines égales à b^ pour une valeur de z voisine de a elle a n racines voisines de 6, et ces n racines forment un ou plusieurs systèmes circulaires; car on peut répéter ici les raisonnements que nous avons faits aux n^*28 et 32. Soient u^^ u^^" - , Up les p racines d'un système circulaire; quand la variable z tourne autour du point a, une branche de la fonction u acquiert successivement les/? valeurs u,, ^^ff <^/»; après/? tours» elle reprend sa valeur primitive u^. Si Ton pose z = a^- z\ z' = s"', quand z" décrit une petite circonférence autour du point s" = o, z' décrit p circonférences autour du point z' = o» et par conséquent u reprend sa valeur primitive; on en conclut que u est une fonction holomorphe de z'' dans le voisinage du point z" = o^ et par conséquent est développable en une série entière par rapport à la variable z'\
a — ft-- Az'ï + Bz'f
Lcs/? valeurs du système circulaire sont représentées par la même série
En particulier» si /? ^ i » la branche de la fonction u est holomorphe dans le voisinage du point a.
Supposons que le premier membre de Téquation proposée/(j8, a) = o soit une fonction holomorphe des deux variables z eiu pour toutes les valeurs finies de chacune d'elles. On obtient les valeurs finies de z pour lesquelles Téquation admet des racines égales en cherchant les valeurs de z et de a qui satisfont aux deux équations simultanées
7(2, W lin^ O. ^ : O,
Lorsque, dans le voisinage d'une de ces valeurs de z^ une racine n'est pas holomorphe, elle appartient à un système de racines qui se permutent autour de ce point, et il peut arriver qu'à un même point critique correspondent une infinité de systèmes circulaires de racines. L'analogie avec les fonctions algébriques cesse d'exister lorsqu'à
une valeur finie de z correspond une valeur infinie de u\ car» si l'on pose Uz= -^i Téquation ne se transforme pas en général en une équation entre z. et u' ayant son premier membre holomorphe pour les valeurs de u' voisines de zéro. Ces valeurs de z sont, en général, non des pôles ou des points critiques algébriques, mais des points singuliers transcendants. L'analogie n'existe pas non plus pour les valeurs infinies
de z; car, si l'on pose z=r -jj l'équation ne se transforme pas en général en une équation entre z' et u, ou entre z' et u\ ayant son premier membre holomorphe pour les valeurs de z' voisines de zéro; de sorte que sur la sphère le point 0' est un point singulier transcendant.
Considérons, par exemple, l'équation sinu — z= o, dont le premier membre est une fonction holomorphe de 2 et de u pour toutes les valeurs finies de ces variables, et qui définit la fonction u = arcsinz, que nous avons étudiée au n^ 62. Les deux équations simultanées
sinu — z = o, rr- = cosu = o
sont satisfaites par les valeurs
tt — ( 2 m -4- I ) - > z ={ — I y* r? - dz I ,
m étant un nombre entier quelconque. Â chacune des valeurs z = + 1 correspopdent une infinité de groupes de deux racines égales; on a ainsi deux points critiques z =±i^ autour desquels se permutent les deux racines d'un même groupe. Si l'on pose, en efiet,
l'équation devient
z' -+- cosa'— 1=^0,
et, en développant en série.
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à une valeur infiniment petite de z! correspondent deux valeurs infini-
ment petites de ii\ dont les valeurs approchées sont 11"= yf^z'''.
La fonction u ne devient infinie pour aucune valeur finie de z\ mais elle devient infinie quand z augmente indéfiniment. Si Ton pose
l'équation devient
z'sin -7 — I :: o; u
le premier membre est indéterminé pour u' — o.
Revenons à Téquation (i) fi^f^} "« — Ç -^ « sini« = o
dans laquelle Ç est une quantité réelle. Nous avons vu (n^ 123) que» lorsque z est réelle » Téquation admet une infinité de racines; Tune d'elles se réduit à u = Ç pour z = o; on peut la développer en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de z, d'après la formule de Lagrange (n^ 97). Pour déterminer le rayon du cercle de convergence» il faut regarder z comme une variable imaginaire et u comme une fonction de z ayant la valeur initiale u = Ç pour jz = o. On obtient les points critiques en joignant à l'équation précédente l'équation
(2) -f- ^l — ZC0SH = O,
d'où l'on déduit
(3) M — Ç — iangM = o.
On reconnaît immédiatement que cette dernière équation admet une
solution réelle comprise entre mn et mn -h -» m étant un nombre
entier quelconque positif ou négatif, et» par conséquent, qu'elle a une infinité de solutions réelles; la méthode dont nous avons fait usage au n^l23 indique» en outre» qu'elle a deux racines imaginaires conjuguées» dont la partie réelle est comprise entre les mêmes multiples consécutifs
Ainsi les deux points critiques fournis par les racines imaginaires de Téquation (3) sont compris» quelle que soitÇ» entre deux circonférences décrites de Torigine comme centre avec les rayons 6 et i; il est évident d'ailleurs que les points critiques fournis par les racines réelles sont extérieurs à cette dernière circonférence. On en conclut que* quelle que soit la valeur réelle attribuée à Ç, la série de Lagrange est convergente dans le cercle de rayon b.
Quand on attribue a Ç la valeur -9 les équations (4) et (5) admettent
0ÊÊm
la solution 07 = -9 j = jf, à laquelle correspond le point critique z z^ bi. Pour voir quelles soot les racines qui se permutent autour de ce point critique» posons z = z'i et m = - -+- J'*; l'équation (i) devient
la nouvelle fonction y ayant la valeur initiale y='0 pour z = o. L'équation différentielle
^^, »-rlanghr^ cosh/ '^
montre que, quand y est réelle et croit de o à ji , z' est aussi réelle et croit de o à 6; on en conclut que, réciproquement, quand z' croit de o à 6, y est réelle et croit de o à y, . La racine considérée se permute donc avec une autre autour du point critique z = bi^ et, par conséquent, pour
s = -> le cercle de rayon b est bien le cercle de convergence. Il est
clair que, si Ç a une valeur différente d'un multiple impair de -> le rayon du cercle de convergence est plus grand que b.
132. Théorème XIIL — Lorsque^ dans une partie déterminée A du plan^ une fonction u de z n'a pas de points singuliers autres que des pôles et des points critiques algébriques, et admet un nombre fini m de valeurs en chaque points toute fonction entière symétrique de ces m valeurs est une fonction méromorphe de z dans cette partie du plan.
Pour définir la fonction, on fait partir la variable z d'un point fixe jzo» la fonction ayant une valeur initiale i^o déterminée. Nous admettrons, comme nous Tavons fait jusqu'à présent, que, excepté en certains points singuliers, la fonction est continue et a une dérivée, et, par conséquent, que, tant que la variable se meut dans une partie de Taire A ne comprenant aucun point singulier, la fonction est holomorphe.
Supposons qu'il existe, dans la partie A du plan, un point critique algébrique a relativement à la branche de la fonction que l'on obtient en allant du point jZq ^ un point voisin de a par un chemin déterminé, c'est-à-dire un point a tel que, si la variable tourne ensuite autour de ce point, la branche de la fonction acquière, en chaque point voisin, un nombre limité/^ de valeurs finies, peu diflerentes les unes des autres, et devenant toutes égales à une même quantité 6, quand le point z se rapproche de a. Posons
la branche considérée de la fonction se reproduisant quand z* fait p tours et, par conséquent, quand z" reprend la même valeur, est u^e fonction holomorphe de z"" pour les valeurs de z^ voisines de zéro ; elle est donc développable en une série entière
et les p valeurs de la branche considérée de la fonction sont représentées par la même série
Si l'on fait la somme des puissances semblables de ces p valeurs, les termes a exposants fractionnaires disparaissent, et il ne reste que des termes à exposants entiers; cette somme est donc une fonction holomorphe de z dans le voisinage du point a. Les mêmes choses se passent dans le voisinage de chacun des points critiques algébriques autour desquels se permutent des valeurs finies de la fonction. Supposons maintenant qu'il existe un point critique a, tel qu'une
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branche de la fonction acquièret quand la variable tourne autour de ce
point, p valeurs très-grandes, et qui deviennent infimes au pointa.
Posons
la branche correspondante de la fonction u! acquerra, dans le voisinage de ce point, p valeurs voisines de zéro ; et, d'après ce que nous avons dit, ces p valeurs seront représentées par une même série convei^ente
il en résulte que les /i valeurs de u seront représentées par une série de la forme
La somme des puissances semblables de ces p valeurs ne contient encore que des exposants entiers; mais il peut y avoir au commencement de la série des termes a exposants négatifs; dans ce cas, le point a est un pôle de la somme, qui est alors une fonction méromorphe de % dans le voisinage de ce point.
Nous avons supposé en outre que la fonction u n'a qu'un nombre fini m de valeurs U|, u,,..., u^ en chaque point; il résulte de ce qui précède que la somme des puissances semblables de ces m valeurs est une fonction méromorphe de z dans Taire A. On en conclut que toute fonction symétrique entière de ces m valeurs est une fonction méromorphe de z dans cette étendue.
133. C0ROLLA.1RE I. — Désignons par f, {z) la somme des m valeurs Ui, ttt»--*t <^m de la fonction en chaque point, par 92 (^) Ist somme des produits des m valeurs deux à deux, et enfin par ff^ {z) le produit de ces m valeurs; ces fonctions symétriques sont des fonctions méromorphes de z dans l'aire A, et la fonction a de js est racine de l'équation
Lorsque l'aire A est finie, les fonctions méromorphes Çi (2), ^ , (2), . .
peuvent être mises sous la forme
^o{z) étant un polynôme entier, et ij/f (z), ^2 (^)* ... des fonctions holomorphes dans Taire A (n^ 118), et l'équation devient
F(2, U) — ^j^. (Z) M- ~ ^^ (Z) M"-' -f- Vp, (z)"-^ . ±1 ^^(Z) = O.
Son premier membre est une fonction entière de u et holomorphe de z dans Taire A.
Les points où des racines deviennent infinies vérifient Téquation entière ^^ (z) = o. Les points où des racines finies deviennent égales sont donnés par les deux équations simultanées
(z,ii).-o, — =0;
Télimination de u conduit à une équation ^{z) = o^ dont le premier membre est une fonction holomorphe de z dans Taire A. On en conclut que le nombre des pôles et des points critiques situés dans Paire finie A est limité.
134. Corollaire IL — Nous appellerons, d'une manière générale, ordre de la fonction u en chaque point z Tordre de la fonction
la fonction fm{z) étant méromorphe dans Taire A, cet ordre est entier. En tout point où aucune des m valeurs de u ne devient nulle ou infinie. Tordre est nul. Supposons qu'en un point critique a les p valeurs ii,, U2f...f Upf qui composent un système circulaire, deviennent nulles, ces p valeurs seront représentées par une même série
(a + Bz'/'-i-. ..),
et leur produit par une série entière
a, «2. , .Up— z'^{kx H- B, «'-+-.. .);
le point a est un zéro du degré ^ pour chacune des/? valeurs du système
circulaire et du degré entier q pour leur produit. De même, si les/i valeurs d'un système circulaire deviennent infinies au point a, cesp valeurs seront représentées par la série
u -z' ''(A H-Bz^'-f- ..),
et leur produit parja série
Ux //î. . . Up ■= z'""7( A, -f- B.V -f- . . .);
le point a est un infini du degré - pour chacune des/» valeurs du
système circulaire et du degré entier q pour leur produit. L*ordre du produit est, dans le premier cas, + q\ dans le second cas, — q.
Supposons que, sur la courbe G qui enveloppe Taire A, chacune des m valeurs de la fonction u soit continue et difierente de zéro ; la fonction fm(^) sera elle-même continue et différente de zéro. Nous savons, d*après le théorème YII, que la somme des ordres de la fonction méromorphe (f,n[^) dans Taire A est égale à la variation qu'éprouve la
fonction — : logç^C^) sur le contour G de Taire, décrit dans le sens positif. On en conclut que la somme des ordres de la fonction u dans Taire A est égale à la variation qu'éprouve sur ce contour la fonction — :log(ii| i/j. . .i^,„), ou la somme des fonctions
-. lOgW, -4- --, logM, H -f -U lOg U^y
HTZl ^ ÎTTI 27rl
qui se rapportent aux m branches de la fonction u.
135. Théorème XIV. — Toute fonction qui, sur toute la sphère, ri a pas de points singuliers autres que des pôles et des points critiques cUgi" briques, et qui n'admet qu'un nombre fini m de valeurs en chaque point, est une fonction algébrique.
En vertu du raisonnement précédent, toute fonction entière et symé-
trique des m valeurs de la fonction u est une fonction méromorphe de z,
pour toutes les valeurs finies de z. Faisons maintenant z = -;\ puisqu'on
suppose que le point z' = o est un point ordinaire, ou un pôle, ou un point critique algébrique, d*aprës le même raisonnement, la fonction 'symétrique est aussi méromorphe dans le voisinage de ce point. Cette fonction symétrique, étant ainsi méromorphe sur toute la sphère, est une fraction rationnelle (n^ 129). Il en résulte que les fonctions f i (z), <P2(^)*- •• ?m(^) sont des fractions rationnelles que Ton peut mettre sous la forme
^ yi^.(Z) ^ ^,{z)
+«(^)» '^\[^)* ^2(^)' •• étant des polynômes entiers; par conséquent, la fonction proposée a de :s satisfait à une équation
dont le premier membre est un polynôme entier en z et en u, et du degré m par rapport à u.
Ce dernier théorème comprend, comme cas particuliers, les théorèmes XI et Xn, qui servent à rétablir; ils nous seront très-utiles dans la suite. Nous les avons publiés pour la première fois, sous une forme un peu différente, dans le Journal de V École Polytechnique de i856.
CoRor.LA.iRE I. — Une fonction u de z^ définie par une équation dont le premier membre est un polynôme entier en z et a, du degré m par rapport à a, et irréductible, admet m valeurs en chaque point.
Car, si elle en admettait un nombre moindre, elle satisferait à une équation algébrique d'un degré inférieur à m par rapport ^ u, et l'équation proposée ne serait pas irréductible.
Corollaire II. — La somme des ordres d' une fonction algébrique sur toute la sphère est nulle.
Cela résulte de ce .que la somme des ordres d'une fraction rationnelle fmi^) sur toute la sphère est nulle (n^ 129). On peut encore s'en rendre compte de la manière suivante. Concevons que l'on divise la surface de la sphère en deux parties par un cercle C dont le plan soit
«18 UVRE IV. - CHAnniE I.
perpendiculaire au diamètre 00\ et qui ne passe par aucuB point cri* tiqu^; la somme des ordres de la fonction u dez dans Tupe ou Tautre
zone est égale à la variation de la fonction — 'log(U|ii,...iifl|} sur le
cercle G» décrit dans le sens positif par rapport à cette zone» c*estrà-dire dans un sens tel, qu'un observateur ait a sa gauche Taira de la zone; le sens du mouvement sur le cercle G étant différent pour les deux sraes» les variations sont égales et de signes contraires» et» par eonaéquent» la somme des ordres de la fonction algébrique sur la sphère entière est nulle.
Soit /{z, u)=o l'équation proposée du degré m en u et du degré m' en z. La somme des ordres de la fonction ii de z sur toute la sphère étant nulle» la somme des ordres positifs est égale à la valeur absolue de celle des ordres négatifs. Si» dans Téquation» on remplace u par u, + u'» i^o étant une constante arbitraire, comme la somme des ordres négatifs est la même pour les deux fonctions u et u'» celle des ordres positifs reste aussi la même et» par conséquent» est indépendante de la constante n«. Supposons que la constante u^ n'appartienne à aucun des
systèmes de valeurs de u et z» ou de ii et -? qui satisfont aux deux
équations simultanées /(z» ci) = o» ^= o» et que» en outre» le coefiB-
cient de, z'^ dans Téquation proposée ne s'annule pas pour u a i^. Pour évaluer la somme des ordres positifs de la fonction u' de z» il faut considérer les points z racines de l'équation /(z» u^) = o du degré m'; en chacun de ces points» l'ordre de la fonction u' de z est égal au degré même du point racine» de sorte que la somme des ordres positifs de la fonction u' est égale a m\ Ainsi la valeur absolue de la somme des ordres négatifs de la fonction u de z» définie par une équation algébrique irréductible» est égale au degré de l'équation par rapport à z.
136. GoROLLAiRE III. — Daus le chapitre IV du Livre III» nous avons étudié l'intégrale
= i udz,
Il et S étant liées par une équation entière/(z» u) z= o, du degré m en u.
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GberchoDB dans quel cas Y est elle-même fonction algébrique de z. II est nécessaire d'abord que la fonction Y n'admette^ sur toute la sphëre, que des points singuliers algébriques; ceci exige que, dans le développement de chaque système de valeurs infinies de u pour une valeur finie de z^ ou de chaque système de valeurs infinies de <^ ^ uz^ pour z = co ou js'=: o, le coefficient H du terme qui, dans Tintégrale, engendre un logarithme, soit nul. Il faut ensuite qu'il n'y ait pas de cycles, ou, s'il y en a, que les intégrales relatives à ces cycles soient nulles. Quand ces conditions sont remplies, la fonction Y, n'ayant sur toute la sphère que des points singuliers algébriques, et n'admettant qu'un nombre fini m de valeurs en chaque point, est une fonction algébrique de z, et l'équation entre z et Y, mise sous forme entière, est du degré m par rapport à Y. D'après une remarque faite dans le numéro précédent, le degré de l'équation par rapport à z est égal à la valeur absolue de la somme des ordres négatifs de la fonction Y. Prenons, comme exemple, l'équation
que nous avons étudiée au n^40. Dans le plan, il n'y a pas d'autres points singuliers que les deux points critiques z = =biy autour de chacun desquels se permutent deux racines. Les deux lacets binaires (a)o, (6)2, relatifs à ces points, constituent un système de lacets fondamentaux; comme il n'y a pas d'autres lacets dans le plan, il n'y a pas de cycle, et, par conséquent, pas de période. On m conclut que l'intégrale
V= f udz
Jo
est une fonction algébrique de z.
L'équation transformée
a ses trois racines infinies et du degré | pour z' = o; mais comme il ne doit pas y avoir de période polaire, il est certain que, dans le développement de Vf le coefficient H sera nuU ce qu'il est facile de vérifier
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directement; le point 0' est donc un point critique algébrique par rapport à la fonction V qui acquiert autour de ce point trois valeurs infinies du degré | se permutant circulairement; la somme des ordres négatife de la fonction V étant égale à — 4* Téquation entre Y et js, qui est du troisième degré en Y, est du quatrième degré en z. Par un changement de variable» on a immédiatement
y =:z UZ — I ZdU :^ UZ 7- -+- -jr
L'élimination de u donne Téquation cherchée
64V'-m44V»- 27(8-8» — 3)Y-h272»(2«» — i) = o. Prenons, comme second exemple, l'équation
a»— 3zi«-h ^* =r o,
dont nous nous sommes occupés au n^ 45. Dans le plan» il y a quatre points critiques a» b^ c, 0, auxquels correspondent quatre lacets binaires (a)J, (é)2. (c)J, (0)î ; si l'on forme avec les deux premiers un système de lacets fondamentaux, les deux autres donneront deux cycles simples et, par conséquent, deux périodes
0), =aj-i-cî, û)j=:al -+-0? -+- 6;.
L'équation transformée
a ses trois racines infinies et du troisième degré pour z' = o; si Ton pose {^-^ wz'"^^ l'équation devient
w^ -\ i- Zwz' '— o.
Les trois racines de cette dernière équation sont holomorphes dans le voisinage du point z* = o, et représentées par la série
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CHAPITRE IL
PROPRlliTÉS DES FONCTIOlffS X ET Y.
137. Soit u=f[z) une foDctioû bolomorphe de la variable imagi* naire z = X'\-yi dans une certaine étendue du plan; si l*on pose
Il :-^XH-Y|,
on obtient deux fonctions réelles X et Y des deux vàriablêB réelles et indépendantes x et y; ces deux fonctions jouissent de propriétée par» ticuliëres dont nous avons dit quelques mots au commenceiBettt éa cet Ouvrage. La fonction proposée ayant une dérivée» nous avone vu que
„, , JX , .SY ./^X .JY\
et nous en avons conclu que les deux fonctions X et Y admettent des dérivées partielles satisfaisant aux deux relations
^ ' 'bx by by ~ "bx
Nous savons que la fonction /'(js) est bolomorphe dans la même étendue que la fonction proposée; il en résulte que les fonctions — >
xV NV ^Y
— > r— > — admettent elles-mêmes des dérivées partielles» et, par conséquent, que les deux fonctions X et Y admettent des dérivées partielles
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du deuxième opdre. Comme on a
ces dérivées partielles satisfont aux quatre relations
La fonction f"{z) étant aussi holomorphe, les dérivées partielles du deuxième ordre admettent des dérivées partielles du premier ordre, et» par conséquent, les deux fonctions X et Y admettent des dérivées partielles du troisième ordre, et ainsi de suite indéfiniment.
On a» d*une manière générale,
On en déduit les an relations linéaires et homogènes
^^ • ô-Y___^OÇ__ J'Y _ >'\ _ D"Y _
ix* Dx*~'3^ 3j;*~'Dj'-' <)j;"~»J/' Ja;*~' iy* ~
entre les an dérivées partielles de Tordre n des deux fonctions X et Y, relations qui permettent d'exprimer ces an dérivées au moyen de deux
d'entre elles, par exemple de ^ et de ^^;^^•
138. Considérons les deux courbes représentées par les équations X = o^ Y = o. Soit Zq une valeur de z qui annule la fonction /(js).
Nous avons démontré que cette racine est d*un degré fini et entier n de multiplicité; elle annule la fonction /(z) et ses n — i premières dérivées, mais pas la suivante; d'après les relations (2), toutes les dérivées partielles des fonctions X et Y seront nulles jusqu'à Tordre n — i inclusivement. On en conclut qu'un point racine d'ordre n de la fonction bolomorphe/(z) est un point multiple d'ordre n de chacune des courbes X = o, Y = o.
Réciproquement» si un point commun aux deux courbes X = o, Y = o est multiple d'ordre n de Tune d'elles, il est multiple du même ordre dans l'autre; car si toutes les dérivées partielles de Tune des fonctions X et Y sont nulles jusqu'à l'ordre n — i inclusiveroentt en vertu des relations (2), celles de l'autre sont aussi nulles jusqu'au même ordre. Ce point multiple, commun aux deux courbes, est une racine de degré n de la fonction /(jz).
Cherchons maintenant les tangentes en ce point multiple. La fonction /{z) est développable en une série
ordonnée suivant les puissances entières de js — z^, et convergente dans un cercle ayant le point Zo pour centre. Si l'on pose
z— z, :pe*',
cette série devient
t •9.. . , n i.2...^ii-{-i)
on en déduit
^ p- /^"X. . yY. . A
X — — ^ ( -^riïï-^os'iO - ^— rsin/i0)-4-.. . ,
Les tangentes au point multiple commun aux deux courbes X === o,
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Y = o sont données par les équations
langue = ^-^, langne'm — _^ = langf/ieH- -j,
d'où l'on déduit
k étant un nombre entier quelconque. Chacune de ces équations admettant n racines simples, on en conclut que chacune des courbes X = o,
Y = o comprend n branches réelles passant au point commun; les tangentes aux n branches d'une même courbe forment une rose des vents, et les rayons de Tune sont les bissectrices des angles de l'autre.
Ce que nous avons dit s'applique évidemment aux deux courbes X = a, X = é; il suffit de substituer à la fonction/(z) la fonction/(z)— a— W. Si l'on remplace /(z) par/(js) (n-«), et si l'on pose
X.-4-Y.lrrr(X-f-Yl)(l-+-l
d'où
on i)btient deux nouvelles courbes X| = o, Y| = o, qui jouissent des mêmes propriétés que les précédentes ; le point z^ est aussi un point multiple de chacune d'elles et de l'ordre n. Les tangentes à la première sont données par l'équation
les roses des vents relatives à ces deux courbes coïncident avec les bissectrices des angles des deux premières réunies.
139. Le module R et l'argument 9 de la fonction /(z) peuvent être
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regardés aussi comme des fonctions réelles des deux variables indépendantes œ et y. Comme on a
logR-h9i = log/(^),
et que log /{z) est une fonction holomorphe de z dans toute portion de Taire ne comprenant aucune racine de/(2)t les deux fonctions logR et (p jouissent des mêmes propriétés que les fonctions X et Y. On a donc les relations
^ lo^ î^ __ ^9 ^^ogR _ ^9 ^x ^x ^jr d^'
d'où
^MogR yiogR _ D»9 ^9 __
et| d*une manière générale»
D'IogR _ D*9 __ ^MogR _ ^*9 €)*logR _
^x" "^ ^x*^'dx "" "bx^^-^dy^ "^ bx^-^by* bx'^by* — . . ,
^"9 _ <)*logR __ D'y ___ ^"logR __ ^"9 ' __
^j?** "" <)j7"~*<)y* <)j7*—*()y' D^"'*i)y"* dx^'^fiY* • • • •
Les courbes R=a ou logR = Ioga et (p = b jouissent des mêmes propriétés que les courbes X = a, Y = b; un point multiple d'ordre n de Tune d'elles appartient à l'autre au même ordre; chaque courbe comprend n branches réelles passant en ce point, et tangentes aux rayons d'une rose des vents; en outre, les tangentes à l'une des courbes sont les bissectrices des angles formés par les tangentes à l'autre. Il en résulte que les tangentes en un point commun simple sont rectangulaires. Ainsi les courbes d'égal module et celles d'égal argument se coupent orthogonalement.
140. Considérons en particulier une fonction entière du degré m
si l'on pose on a
d'où
X=:6f,r*cos(m0-i-a,) -+■ 6fir*-'cos[(m — 1)6 H- ai]-+-. . , Y = a,r"sin(mflH-a«) -ha,r"-'sin [(m — i)0-h «•] -t-. . •;
les polynômes X et Y sont ordonnés ainsi par rapport aux puissances décroissantes de x et y. En égalant à zéro les termes du degré m, on obtient les directions des asymptotes; ces directions sont données par les équations
cos(m0 4-a.) = o, sin(m0'-i-a,)r=: o,
d'où
mm 2/n
Les racines de ces équations étant simples, on en conclut que chacune des courbes X = o, Y = o admet m asymptotes à chacune desquelles correspondent deux branches réelles; les parallèles menées par un point arbitraire du plan aux asymptotes d'une même courbe forment une rose des vents» et les rayons de l'une sont bissectrices des angles de l'autre.
En transportant l'origine au point Zo = ^9 on fait disparaître
du polynôme /{z) le terme du degré m — i; les polynômes X et Y ne contenant plus alors de termes du degré m — i^ les asymptotes passent par la nouvelle origine. On conclut de là que les asymptotes aux deux courbes X = o, Y = o passent par le même point z^ où elles forment deux roses des vents bissectrices l'une de l'autre.
141. Nous avons remarqué (n^ 87) que» lorsqu'une fonction est holomorphe dans une partie du plan» à contour simple, la connaissance des valeurs de la fonction» sur le contour ou sur une courbe intérieure infiniment voisine» détermine complètement la fonction dans cette partie du plan. On reconnaît sans peine» ainsi que l'a observé Lejeune- Diricblet» qu'une fonction» holomorphe dans un cercle» est déterminée complètement lorsqu'on connaît les valeurs de Tune des fonctions X et Y sur la circonférence, et la valeur de IHiuIre en un point intérieur. En effet» toute fonction /(z)» holomorphe dans un cercle dont l'origine
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est le centre, est développable en une série entière
(i) /(«) = («,-4-6.0 -^(«i-+ *iO'-+-(^-+-*>')^'-+----»
convergente dans ce cercle. Si Ton pose z = re^\ r étant plus petit que le rayon R du cercle, on a
(a) X = atH- (aiCOsO — 6iSinO)r-^ (osCOsaO — 6sSin2d)r'-h. . .,
(3) Y — 6, -i- (a, sinfl H- 6iC0se)r-f- (a^sinaS +6,cos26)r»4-
Supposons que, sur la circonférence R, la fonction réelle X soit égale à une fonction réelle donnée ^(d)» qui reste finie, quand Tangle 6 varie de o à stc, mais qui peut être discontinue en certains points- Cette fonction (p{0) est développable en une série trigonométrique
(4) 9(0) = «,4- («icosen- p.sinS) -J-CasCOsaS-t-PaSinaS)-}-...,
dont les coefficients sont donnés par les intégrales
a.= — I (flO)de, ««=- / <p(fl)cosmflrfe, P«=- 1 <p(9)sinmfii/fi,
et ont des valeurs finies et déterminées. Pour que la fonction X sur la circonférence R soit égale à la fonction 9 (d), il faut que l'on ait
(5) «.= «•, ^'^"r' '"^""Ift' ^*~R»' ^»~ — g;»"' et la fonction cherchée sera représentée par la série
(6) /(2) ^ (a. -*- *.0 -H (a. - PiO î[ -^- («a - P,0 R, -+-••• >
qui est convergente dans le cercle R. Cette série renferme encore une constante arbitraire 60; on la déterminera en donnant la valeur de la fonction Y en un point intérieur. Les fonctions X et Y sont alors connues dans tout le cercle; mais il est possible que la fonction Y n'ait pas une valeur finie en tous les points de la circonférence •
Supposons, par exemple, que, sur la circooférence de rayon un, la fonction X ait la valeur j» quand 0 varie de o à tt, et la valeur — jy quand Q varie de tt à nn^ et que, pour z = o, Y soit nulle; on aura
9(8) = sine -f- ^ sinSe -f^ g sinSô
et, par suite,
Sur la circonférence, la fonction Y est infinie pour 6 = o et 6 = tt. Considérons l'intégrale définie
= h-5-...Hp — ±: I — ; — dz,
1 2 3 ^^ n Jq i-^ z *
qui est égale à la fonction log(i + z) s'annulant pour z = o. Si Ton astreint la variable z à rester dans le cercle de rayon un, et si Ton intègre suivant un rayon aboutissant à un point de la circonférence différent du point z = — i, le dernier terme tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. On en conclut que la série
est encore convergente sur la circonférence , excepté pour z := — i , et a pour somme log (i + z).
On verra de même que la série
est convergente sur la circonférence, excepté au point z = i , et a pour somme log(i ~ 2), ce qui justifie la remarque faite au n^ 50. Il en
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résulte que la série ( 7 ) est convergente sur la circonférence» excepté aux points z = ifc i, et a pour somme — log _ * Sur la circonférence, on a
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Des périodes.
142. Dans le chapitre lY du Livre II nous avons montré comment» k Taide des quatre fonctions 0^ qui se déduisent d'une même fonction 6, on peut former des fonctions méromorphes doublement périodiques, et nous avons figuré cette propriété par la division du plan en parallélogrammes égaux construits sur les deux périodes. D*une manière générale, nous dirons qu'une fonction f[z) admet les deux périodes 0) et tù\ lorsqu'on a
et, par suite,
f{z 4- mtù 4- m'o)' ) =f{z),
iR et m' étant des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Nous supposerons que l'on n'a pas/(js -H - ) =/(^)> tétant un nombre entier» sans quoi on remplacerait la période co par la période plus petite - j nous supposerons de même que Ton n'a pas/fz -h — j = /(z). Remarquons d'abord que le rapport des deux périodes est imaginaire. Car, si le rapport — était réel et égal à une fraction ordinaire
irréductible — i on aurait
, , (mn'^¥nfn')(ù
mtù -h m'(ù = —
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OD pourrait déterminer les deux nombres entiers m et tri de manière que mn -h m'n' = i; il en résulterait
mtù -H m w — ->
et, par suite,
ce qui est contraire à Thypothëse.
Si le rapport — était incommensurable, en le supposant converti en
fraction continue, il serait compris entre deux réduites consécutives £» S'
dont la différence est — 7; on pourrait donc le représenter par ^ h ;»
h étant un nombre compris entre — 1 et + 1, et Ton aurait
, , (mq-\-m'p m'h\
et, en faisant m = — p^ m' = q^
La fonction aurait la même valeur au point z et au point infiniment
voisin z-\ — %• Appelons u la valeur de la fonctioù/(z) au point js; il
serait impossible de décrire du point z comme centre un cercle ne comprenant aucune racine de la fonction /(z) — u, autre que le point js, ce qui ne peut pas être (n^ 115).
Le rapport des périodes étant imaginaire, les arguments des périodes 0), tù' déterminent deux directions différentes, et Ton pourra diviser le plan en un réseau de parallélogrammes égaux [fig. 67), dont les sommets correspondent aux valeurs mod + wltù' de la variable js (n^ 76). La fonction reprend la même valeur aux points homologues de ces différents parallélogrammes. Si, à l'intérieur du premier
parallélogramme, celui qui a pour sommets l'origine et les trois points oa, (ù\ (ù H- w', il n'y a aucun point w" tel que l'on ait/(j3 -f- w') =/[z),
Fig. 67.
nous dirons que le réseau formé sur les deux périodes 0.), <»>' est un réseau éiémeniaire.
143. Mais s'il existe un ou plusieurs points jouissant de cette propriété» on pourra construire un réseau à mailles plus petites. Remarquons d'abord que le nombre de ces points est limité; car» s'il y en avait une infinité» réquation/(z) — Uo = o^ dans laquelle u^ est la valeur de u pour z = o» admettrait une infinité de racines dans le parallélogramme» ce qui est impossible (n^ 117). Concevons que la droite Ood se meuve parallèlement à elle-même» et soit co'' le premier des points intérieurs dont nous venons de parler qu'elle rencontre ; considérons le réseau construit sur les deux périodes co» c«>''» et qui, d'après sa formation même» est un réseau élémentaire; les sommets du premier réseau appartiennent au second; car» si un sommet du premier réseau ne coïncidait pas avec un sommet du second » il y aurait à l'intérieur de l'un des parallélogrammes» et par conséquent à l'intérieur du premier parallélogramme du second réseau» un point (ù'' tel que/(z -h w*') =/(z)» ce qui est impossible.
Il résulte de ce qui précède que toutes les périodes d'une fonction monotrope se réduisent à une ou à deux périodes distinctes. Dans le premier cas» elles sont de la forme mu; dans le second cas» de la forme mco -h /ti'o)'» m et m' désignant des nombres entiers quelconques»
et le rapport— étant imaginaire.
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Transformation des périodes.
144. Lorsque la fonction admet deux périodes distinctes, il y a une infinité de manières de former un réseau élémentaire. Il est évident d'abord, d'après ce que nous venons de dire, que les sommets de deux réseaux élémentaires coïncident. Soient o), (ù' les deux périodes d'un premier réseau élémentaire, (ù^, (ù\ celles d'un second. Les sommets coi, (ù\ du second réseau appartenant au premier, on a
/i, p\ Çf q' étant des nombres entiers. Les sommets 6), ta/ du premier réseau appartenant au second , les valeurs de cù et de &>' tirées de ces relations doivent avoir la même forme, ce qui exige que les nombres/', p'p Çf q' vérifient la relation pq'— qp'=:hîf et cette condition est suffisante. Cette relation admettant une infinité de solutions, on en conclut que l'on peut remplacer le système des deux périodes Wi a>' par uiie infinité de systèmes équivalents.
Remarquons que deux réseaux élémentaires sont formés de parallélogrammes équivalents; car, si l'on pose
l'aire du premier parallélogramme est ±{ab''- 6a), celle du second
145. La manière la plus simple de transformer un réseau élémentaire en un autre réseau élémentaire consiste à prendre
y étant un nombre entier quelconque. Les deux parallélogrammes ont alors un côté commun Oco {fig. 68) et les côtés opposés au côté commun sont sur une même droite.
On peut toujours, par une série de transformations de cette sorte»
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Fonctions intermédiaires.
146. Certaines fonctions simplement périodiques, telles que e*, sins» C0S2, restent holomorphes dans toute l'étendue du plan; telle est aussi la fonction é^^^. Mais il n'existe pas de fonction doublement périodique holomorphe dans un parallélogramme élémentaire» et par conséquent dans toute Tétendue du plan ; car, si la fonction était holomorphe dans un parallélogramme élémentaire , son module serait moindre qu'une quantité fixe M dans ce parallélogramme, et par conséquent dans tout le plan, et la fonction serait constante (n^ 126). La fonction 6 appar^ tient à une classe de fonctions sur lesquelles M. Hermite a appelé l'attention des géomètres et dont il a démontré les principales propriétés (Lettre à Jacobi, i844; Œuvres de Jacobi et Cours de r École Potytechnique). Ces fonctions, intermédiaires entre les fonctions simplement périodiques et les fonctions doublement périodiques, sont holomorphes dans toute l'étendue du plan, et jouissent des propriétés suivantes :
Nous verrons qu'on les exprime toutes à Taide de la fonction 6.
Remarquons d'abord que, si l'on remplace dans Tune et l'autre des relations précédentes z par z + c«>' ou par z + co, on a
ce qui exige que les deux constantes a et a' satisfassent à la relation
n étant un nombre entier quelconque.
Concevons le plan divisé, comme précédemment, en un réseau de parallélogrammes égaux. Il est évident que, si z^ est un zéro de la fonction, toutes les valeurs de z représentées par la formule
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Texponentielle 0 ** , et convergente dans tout le plan (n^ 99). Si Ton remplace s par z + ^'f cette série devient
p désignant le rapport — Mais la seconde des relations (4) donne De la comparaison des deux séries précédentes, on déduit
Tous les coefficients de la série pourront donc s'exprimer à l'aide des n coefficients Âo» A4,..., A^,, qui restent arbitraires.
Dans le cas où n = o, Téquation (6) se réduit à A,„ (c^'""P'~* — i) = 0; tous les coefficients sont nuls, excepté un, par exemple A^» et l'on a
amvsi
b = 2mnpi, <p{z) = A^e " ; ainsi la fonction de l'espèce considérée, qui n'a pas de zéro, est une exponentielle. Dans le cas où /i = 1, la relation (6) devient
En donnant à m successivement les valeurs o, i, 2,..., m — 1, et multipliant ces égalités membre à membre, on trouve
et, par suite.
Kl
en posant z^ = — 1 ^. On retrouve ainsi la fonction 9; c'est la
seule fonction de l'espèce considérée qui n'ait qu'un seul zéro dans
le parallélogramme (o), q').
Avec cette fonction 6» on peut former toutes les autres. Considérons
en effet la fonction
qui a n zéros donnés a^^a^^,.,, a^ dans le parallélogramme (co, u'), et qui satisfait à des relations de la forme (4); si la fonction f (z) admet
les mêmes zéros, la fonction holomorpbe y^A^ n'ayant pas de zéros,
et satisfaisant à des relations de même forme, est une exponentielle
9m%sf
Ce " , dans laquelle m est un nombre entier arbitraire; on a donc
(7) <f{z) = Ce -" JJe(^^ + ^-a*)
et, par suite,
(8) f{»):^Ce^"^*'Y[&(^±=^+z-aAy
A, B, C étant des constantes arbitraires. Telle est l'expression générale des fonctions intermédiaires de l'ordre n; elles renferment n + 3 constantes arbitraires, savoir les n zéros et les trois coefficients A, B* C. CTest à l'aide de ces fonctions holomorphes que l'on forme les fonctions doublement périodiques; car, si l'on considère deux fonctions intermédiaires satisfaisant aux mêmes relations (i), et, par conséquent» du même ordre, à cause de la relation (2), leur quotient sera une fonction méromorphe doublement périodique. Nous allons maintenant étudier en elles-mêmes les fonctions doublement périodiques.
148. THioRiiME \. — La somme des résidus d'une fonction méromorphe doublement périodique, dans chaque parallélogramme élémentaire, est nulle.
Soit/(2) une fonction méromorphe admettant les deux périodes o), o'. Considérons un parallélogramme, rectiligne ou curviligne, ayant pour sommets z^^ Zo-ho*, Zq-\- (ù\ Zq+w-Hw', et dont le contour ne
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passe par aucun pôle. Nous savons (n^ 120) que l'intégrale
^Jn')d^,
relative à ce contour» est égale k la somme des résidus de la fonction/(2) relatifs aux pôles situés dans le parallélogramme. Les côtés opposés du parallélogramme donnant dans Tintégrale des résultats égaux et de signes contraires» l'intégrale définie et» par conséquent» la somme des résidus» est nulle.
149. Théorème II. — Toute fonction méromorphe doublement périodique admet au moins deux infinis dans chaque parallélogramme élémentaire.
Comme nous l'avons déjà remarqué (n^ 146)» la fonction devient nécessairement infinie dans chaque parallélogramme élémentaire et» par conséquent» puisqu'elle est supposée méromorphe, elle admet un ou plusieurs pôles dans ce parallélogramme. Si tous les pôles a» |3,... sont simples, la fonction pou^ra se mettre sous la forme
/i (z) étant holomorphe dans le parallélogramme (n^ 118); les résidus relatifs aux pôles sont A, B,...; puisque la somme A + B •+... des résidus est nulle» il est nécessaire qu'il y ait au moins deux pôles dans le parallélogramme. Mais» au lieu de deux pôles simples» il peut y avoir un pôle double; dans ce cas» on aura
le résidu étant nul.
150. CoROLLikiRE. — Deux fonctions intermédiaires du premier ordre, satisfaisant aux mêmes relations
sont dans un rapport constant. Autrement ce rapport serait une fonction
doublement périodique n'ayant qu'un infini dans chaque parallélogramme (ck), (û'). C'est d'ailleurs ce que l'on peut vérifier directement à l'aide de la formule (8), qui représente ce genre de fonctions.
Il en résulte que les fonctions 9 sont, abstraction faite d'un facteur constant, les seules qui jouissent des propriétés établies au n^ 75, savoir :
e,(2-f-û)')r^e -^ ^9,(2), ( 9(2-|-a)')=:-éf «' ^0(2),
9,(2 4-0))=:=— 9,(2), i 9,(2-Hw)n=— 9,(2),
151. Théorème III. — La somme des ordres d^une fonction méro-' morphe doublement périodique ^ dans chaque parallélogramme élémentaire^ est nulle»
D'après le théorème du n^ 122, la somme des ordres de la fonction/(2) dans un parallélogramme est égale à l'intégrale définie
J^./Dlog/(z)dz,
relative au contour du parallélogramme; la fonction D log/(z) = 'yr^^
admettant les deux périodes o), o', comme la fonction proposée/(2) et sa dérivée /'{z)f les parties de l'intégrale relatives aux côtés opposés sont égales et de signes contraires. Ainsi l'intégrale définie, et, par conséquent, la somme des ordres de la fonction/(2), est nulle.
Corollaire. — Appelons n le nombre des infinis de la fonction /{z) dans un parallélogramme élémentaire, en tenant compte du degré de multiplicité de chacun d'eux; le nombre des zéros sera aussi n. La fonction doublement périodique /{z) — i/, dans laquelle nous regardons u comme une constante, ayant les mêmes infinis que /{z), a aussi n zéros; on en conclut que, dans chaque parallélogramme, il y a /i points où la fonction proposée /{z) acquiert une valeur donnée quelconque i/. D'après cela, nous caractérisons l'ordre d'une fonction doublement périodique par le nombre de ses infinis dans chaque parallélogramme; l'ordre est au moins égal à deux. Les trois fonctions
elliptiques X, fi, v, que nou8 avons formées à l'aide des quatre fonctions 6 (n^ 76), ont chacune deux infinis dans chacun des parallélogrammes du réseau; ce sont des fonctions du second ordre et les réseaux, tels que nous les avons construits, sont bien des réseaux élémentaires.
La dérivée /' {z) admet les deux périodes ca, co'. Le réseau construit sur ces deux périodes est aussi un réseau élémentaire de la fonction /' (z) ; car si , dans le premier parallélogramme, il y avait un point tù" tel que l'on eût/' (z-+- tù") =/' (jz), la fonction /(z 4- w'') —f[z), ayant sa dérivée nulle, serait une constante A, et l'on aurait/(z -h mtù") —/{z) = mA; mais, comme on a ici (ô'= m'o) + moi", la constante A serait nulle, et l'on aurait /{z -h ta") ^f[z). Soit p le degré d'un infini de la fonction/(2); la dérivée /'(z) admet le même infini au degré /i + i; l'ordre de la dérivée est donc égal à 2 (/i + i) = /i + /i|, /i| désignant le nombre des infinis distincts; il est égal, au moins à /i-f i, au plus à a/i.
152, Th^.orème IV.— Deux fonctions méromorphes doublement pé' riodiques, aux mêmes périodes y et qui^ dans un parailélo gramme élément tairey ont les mêmes zéros et les mêmes infinis , chacun au même degré, sont dans un rapport constant.
Le rapport des deux fonctions proposées est une fonction doublement périodique, aux mêmes périodes. Ces deux fonctions ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis, chacun au même degré, leur rapport reste holomorphe; c'est donc une constante (n^ 146).
153. Théorème V. — Si l'on considère les zéros et les infinis d^une fonction méromorphe doublement périodique qui sont situés dans un même parailélo gramm^e élémentaire^ la somme des zéros ne diffère de celle des infinis que par des multiples des périodes.
Soit/(jz) une fonction méromorphe doublement périodique aux périodes 0), 0)', ayant n zéros a^ , as,..., a„ et n infinis a,, «2,..., oc„ dans un même parallélogramme élémentaire. On peut trouver dans ce parallélogramme uo point d^ tel que rexcès de la somme ol^ -h a2+...-r- a„ sur la somme d^ + 0^ + ...+ a^ soit de la forme /7iot)'4- m'o). Consi-
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déroDS la ronction
qui admet évideinmeol la période c«>. Quand on y remplace z par z -h coS le numérateur et le dénominateur étant multipliés respectivement par
ta
la fonction 9 (2) est multipliée par
c'est-à-dire par i; elle admet donc aussi la période co\ D'ailleurs elle a dans le parallélogramme les zéros a\, a,,..., Un et les infinis «i, ^2 a„. Je dis maintenant que a, = a\ ; car» si cela n'avait pas lieu, le
f(z) rapport ^-^-^ serait une fonction doublement périodique n'ayant qu'un
infini a\ dans le parallélogramme» ce qui est impossible (n** 149). Ainsi les zéros et les infinis situés dans un même parallélogramme élémentaire satisfont à la relation
(i3) 2aA — 2aA — mw'n- m'oi. ^
Ce théorème important est dû à M. Liouville.
154. Théorème VI. — Il existe une /onction méromorphe doublement périodique ayant des périodes données et admettant dans un paraUélo^ gramme élémentaire n zéros et n infinis donnés^ tels que la somme des zéros ne diffère de celle des infinis que par des multiples des périodes.
Soient o), tù' les périodes données, a^^a^^^fUn les zéros» a^ a2«...9a;i les infinis situés dans un même parallélogramme élémentaire; nous supposons que ces zéros et ces infinis satisfont à la relation
m et m' étant deux nombres entiers. Nous avons vu que la fonction
xm*zt
dans laquelle le coefficient A est arbitraire, jouit de toutes les propriétés énopcées; en vertu du théorème IV, c'est la seule. On déterminera le coefficient A en donnant la valeur de la fonction pour une valeur particulière de la variable.
155. Théorème VU. — La somme des n valeurs de la variable qui, dans un même parallélogramme élémentaire ^ correspondent à une même valeur de la fonction, est constante^ abstraction faite des multiples des périodes.
Soient «i, a,,..., a„ les n infinis de la fonction doublement périodique/(z) dans un parallélogramme élémentaire; la fonction /(z) — u^ dans laquelle nous regardons u comme une constante, ayant les méoies infinis que /(z), a aussi n zéros 2«, Z2, . f z^ dans le parallélogramme; en vertu du théorème V, la somme 2, -+- «2-I-...-I- z« de ces n valeurs de z ne diffère de la somme «< + «2 + ... 4- a„ des infinis que de multiples des périodes.
Corollaire I. — Une fonction doublement périodique du second ordre 9 dont les infinis sont a et /3, satisfait à la relation
Soit/(z) une fonction doublement périodique du second ordre, aux périodes &), ci>', et ayant les deux infinis a et P; à chaque valeur de la fonction correspondent dans un même parallélogramme deux valeurs Zf et z^^ dont la somme z^ + z^ ne diffère de la somme a + |3 des infinis que de multiples des périodes; on a donc
s, -:- z, = « -I- p H- mo) ~: m'h\\
Zi r.r a H- (î — 2, 4- mo) -T- m'o)\
et, par suite.
/(a- (3- 3,)- fiz,).
et celte relation a lieu, quelle que soit la valeur de z^.
La fonction X(s), aux périodes 20, «', ayant les infinis — > &> — — ,
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satisfait à la relation X(« — z) = X(«), qui d'ailleurs est une conséquence de la relation X(2 -h w) = — X(:;) (n° 76).
156. Corollaire II. — La dérivée d'une /onction doublement périodique du second ordre , aux périodes « , cj', et ayant deux infinis
simples a et l3, admet les quatre zéros - — -^ - — - 4- -» - — - + ~»
Il est des cas où l'on aperçoit immédiatement certains zéros et certains infinis de la fonction. Considérons d'abord une fonction satisfaisant à la relation /(c — 2) = —f{z), dans laquelle cest une constante. En
faisante = -j on a/(-j - — /f~j ; d'où l'on conclut que la valeur-
rend la fonction nulle ou infinie. En faisant 2 = - h — 9 on a de même
f{- 4- - ) = ""/(^ "^ ")' d'où l'on conclut que la valeur - 4- - rend
aussi la fonction nulle ou infinie; on peut en dire autant de - + ^ et de
- H Ainsi les quatre valeurs -j-4-->-4 1 — i
sont des zéros ou des infinis de la fonction. La somme des autres zéros deux à deux, et de même celle des infinis, est égale à c; car, les fonctions/(z) et/(c - z) admettant les mêmes zéros et les mêmes infinis, si a est un zéro, c ~ a est aussi un zéro, et, de même, si cl est un infini, c — cl est aussi un infini. Une fonction impaire rentre dans cette catégorie; il suffit de faire c = o.
Considérons, en second lieu, une fonction satisfaisant k la relation/(c — z) t=r/(z). Les zéros et les infinis de cette fonction ont encore, deux à deux, une somme égale k c. La dérivée satisfaisant k la
relation /'(c — z) = — /'(z), les quatre valeurs -» - 4- -^ - 4- ^»
£ -f- î? — ^ sont des zéros ou des infinis de la fonction/' [z). Une fonction paire rentre dans cette catégorie; il suffit de faire c = o.
Nous avons vu qu'une fonction doublement périodique du second ordre satisfait k la relation /(a -t- jS — z) =f[z)\ il en résulte que les
quatre valeurs • ^ 4--1 — ^ -h - -^4 1 attribuées
à Zf rendent la dérivée/' (2) nulle ou infinie. Si la fonction /(z) a deux infinis simples a et |3, la dérivée, ayant les deux infinis doubles a et /3, est du quatrième ordre; ses quatre zéros sont les quatre valeurs précédentes. Si la fonction a un infini double a, la dérivée, ayant l'iofini triple a, est
du troisième ordre ; ses trois zéros sont a-f- ->«-+-—» a + - — ^*
157. Théorème VIII. — Les trois /onctions elliptiques satîsfoni aux deux relations
(i5) ft'{a) + ^*(2) =',
Les quatre fonctions 6^ {z) sont des fonctions intermédiaires du second ordre, ayant chacune un zéro double dans le parallélogramme (o), 0)'), et satisfaisant aux relations
'as -h M* }
Les fonctions paires
B\{o)enz)-6^(o)0Uz). e\(o)BHz)^0^{o)ei[z)
satisfont aux mêmes relations et admettent le zéro double 2 = 0, comme la fonction 0\{z); car leurs dérivées, étant impaires, s'annulent pour z =: o; ces deux fonctions sont dans des rapports constants avec la fonction 6^ (z); autrement ces rapports seraient des fonctions doublement périodiques, n'ayant pas d'infinis. On a donc
0]{o)0'iz)-0'{o)Ol{z)r.z\û]{z),
Ol{o)0^z)-OHo)0][z)-.-.Bei{z).
On détermine les constantes A et B en faisant 2 ==: -^, ce qui donne et l'on obtient les deux relations
(18) B\(0)B-[Z)^ no)B\[z):=:zQ\{o)Q]{z),
desquelles on déduit les deux relations cherchées.
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a 4- i!L:!L2L. La fonction u!^ est du sixième ordre; elle a un infini sextuple a et trois zéros doubles. Si l'on considère la fonction
on verra, comme précédemment, que le rapport des fonctions vt^ et 9 (z) est constant. Dans ce cas, le polynôme placé sous le radical est du troisième degré.
159. Corollaire. — Appliquons ce théorème à la fonction X(z), dont les périodes sont so), co'. On a ici
et l'équation différentielle se réduit à Des relations établies au n^ 157 on déduit en différentiant
En vertu des formules (22) du n° 77, on suppose que, dans les équations précédentes, les radicaux ont la valeur + i , le premier pour z = o,
le second pour 2 = -> le troisième pour z = ^'
L'équation (21) renferme deux constantes A: et ^ que Ton appelle, la première le module^ la seconde le multiplicateur de la fonction elliptique X. La constante k\ qui satisfait à la relation ^' + ^' = 1, est le module complémentaire. D'après les formules (17) du n^ 76 et (2i3) du
n^ 77, les modules A et A:' ne dépendent que de la constante ^ =1= « * ,
161. Théorème XI. — Toute fonction mémmorphe doubkmeni périodique s* exprime rationnellement au moyen d'une fonction du second ordre ^ aux mêmes périodes^ et de sa dérivée.
Soient u =f{z) une fonction du second ordre, aux périodes &), (ô\ et ayant pour infinis a et]3, ¥{z) une fonction de Tordre n aux mêmes périodes, et ayant pour infinis «i, a2'**-> o^n' Considérons d'abord la fonction
9(2):^F(2)-f-F(a-hp — 3),
qui est de l'ordre 2n, car elle admet les an infinis
elle satisfait à la relation y (a -h /3 — -s) = f{z); elle est donc égale à une fraction rationnelle en u^ et l'on a, d'après le théorème précédent,
L et M étant des polynômes entiers en u du degré n. Considérons ensuite'la fonction
qui est aussi de l'ordre 2n; car elle admet les mêmes infinis que la fonction y (s) ; elle satisfait à la relation H^ "♦■ P — -) = — + (5)f comme la fonction/' (5); d'après une remarque du n*^ 156, cette fonction admet
les quatre zéros de la fonction/ (z), savoir ^^^, ^^ti ^ 2!, ?L±i ^ ^X,
Ji -J^ Jt Jb 2
^ "^ 4- — -- et 271 — 4 autres zéros qui, deux à deux, ont une
somme égale à a -+- p. La fonction x ^^) = Tn\ conserve donc une va-
leur finie quand le dénominateur/' (z) s'annule; elle est aussi de Tordre a/i, car elle admet les 2n infinis de ^(^), qui sont les mêmes que ceux de 9(2); ses 2/1 zéros sont les deux infinis doubles oc et |3 de/* (5) et les a/i — 4 zéros de ^(2), autres que ceux de/'(s); elle satisfait, d'ailleurs, à la relation dex(aH-/3--i;) = ;r(5î); on en conclut qu'elle
est égale a une fraction rationnelle y en i/, dont le dénominateur est le
même que celui de la fraction précédente et le numérateur du degré /i— a; on a donc
Des deux relations (q5) et (26) on déduit la relation cherchée
(.7) Ti.)~''-±^t(^.
Ce théorème est dû à M. Liouville.
162. Corollaire. — Soient/(:?) = [i{z), F(z) = ii{nz)^ /i étant un
nombre entier. On peut prendre a = —* jS = — — 1 d'où a -+- jS = o.
Puisque F(— 5) = F (s), on conclut, d'après le théorème X, que ii{nz) s'exprime par une fraction rationnelle en jul(j5). De même v{nz) s'exprime par une fraction rationnelle en v{z).
Soient maintenant/(5) = '>,{z)^¥{z) = X{nz). La somme a H- jS est égale à «. Quand n est impair, comme on a F (a -♦- ]3 — z) = F (z), la fonction \{nz) s'exprime par une fraction rationnelle en X{z). Quand n est pair, comme on a F(a 4- j3 — 2) = — F{z), d'après la relation (p.6) établie au numéro précédent, ^{nz) est égale au produit de X'{z) par une fraction rationnelle en X(z). Nous nous occuperons plus tard de la détermination de ces fractions rationnelles.
Fonctions inverses. — Considérons l'équation
dans laquelle/(z) est une fonction méromorphe doublement périodique de l'ordre /i, aux périodes co, tù\ et où nous regardons z comme Tinconnue. A chaque valeur finie ou infinie de u correspondent n séries de valeurs de z de la forme
(29) r, 4- wû) -h m f.) , 2, -h niu) -h m r.) ,. . ., r« -h /nw -h m w ,
m et m' étant des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Le premier membre de l'équation étant une fonction méromorphe de u et de z pour toutes les valeurs finies ou infinies de u et pour toutes les
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valeurs finies de z, les racines jouissent des propriétés énoncées au n^ 130. L'équation peut servir à définir une fonction implicite z de la variable u; on fera partir la variable du point £/o» en attribuant à z une valeur initiale z^ qui soit racine simple de l'équation; tant que z reste racine simple, elle est fonction holomorphe de u. Supposons que, la variable u arrivant au point £/« par un chemin déterminé, z devienne égale à une racine multiple ^i du degré p\ si l'on fait u = u, + u'^ 5 = z, -h z\ l'équation devient
On se trouve ici dans le cas simple examiné au n° 33 : \esp racines voisines de js« forment un système circulaire, et se permutent les unes dans les autres, quand la variable u tourne autour du point i<|. Les mêmes propriétés subsistent quand la variable u devient infinie; car,
si l'on pose u = -79 le point u' = o est un point ordinaire ou un point
critique semblable aux précédents. Si donc on figure la variable u par le mouvement d'un point sur la sphère, on peut dire que sur toute la sphère il n'y a pas de points singuliers autres que des points critiques algébriques.
Les points critiques sont donnés par les équations simultanées
La seconde équation est satisfaite par n' séries de valeurs de z de la forme z^ -h mtù -{- m' (ù\ auxquelles correspondent n' valeurs de u. Relativement à la variable u^ il y a donc un nombre fini n' de points critiques; mais à chacun d'eux se rapportent une infinité de groupes de racines égales; car, s'il y a un groupe de p racines égales à jS|, il y a un groupe dep racines égales à Z| + mrù + m'o)', m et m' étant des nombres entiers quelconques.
Quand la variable f/, partant du point initial i/o> décrit différents chemins aboutissant à un même point ££, la fonction z acquiert toutes les valeurs comprises dans les formules (29) ; car, lorsqu'on regarde z comme la variable, à des chemins allant du point ^o ^ ces diverses valeurs correspondent des chemins allant du point u^ au même point u.
Inversement, lorsque la variable u décrit ces derniers chemins, la fonction z décrit les premiers.
164. La considération de la fonction inverse permet de démontrer le théorème VU sans avoir recours à la formation des fonctions doublement périodiques à l'aide de la fonction 9. La fonction -jr—l , dans
laquelle u est une constante, étant doublement périodique, la somme des résidus de cette fonction relatifs aux pôles ^i, ^a,..., z^^ situés dans un parallélogramme élémentaire, est nulle (n^ 148). L'un de ces résidus
est la limite vers laquelle tend la quantité ^ > Z ff — \ q^^"^ ^ ^^^^ vers 5,; cette limite est 777— x* 0" obtient ainsi l'équation
-i- -jvT i +...-+- 7.77 : = O.
Concevons maintenant que u varie d'une manière continue, sans passer par aucun point critique; chacune des quantités z«, ^2* •••> ^n variera d'une manière continue et sera une fonction holomorphe de u dans une
certaine étendue ; il en est de même de leur somme Ç. Puisque -^ = jn — :» Téquation précédente devient
du du du ' " du
On en conclut que la somme Ç reste constante.
Il peut se faire toutefois que, dans leurs variations, un ou plusieurs des points Z|, Za»***» ^n sortent du parallélogramme où ils étaient d'abord; en les remplaçant par les points homologues de ce parallélogramme, on augmente ou on diminue la somme de l'une des périodes.
165. Théorème XII. — Une /onction meromorphe doublement périodique f[z), aux périodes aw, &>', de l'ordre 2/1, et qui satisfait à la relation /(z 4- «) = — /(^j, est une fonction linéaire des quantités
X f — -h ^ — a j j 5« fc^ infinis ol sont simples ^ e/, en outre, de leurs dérivées
si les infinis sont multiples.
Considérons le parallélogramme ABDC» dont le sommet A est un point arbitraire j^o» et l^s deux sommets B et G les points £« + 0, s^ + si)'. Soit / un point situé à l'intérieur. La fonction
admettant les deux périodes g), fù\ la somme de ses résidus dans le parallélogramme ABDC est nulle, et Ton a Téquation
Uk étant Tun quelconque des infinis de la fonction /(:;) situés dans le parallélogramme ABDC, moitié du parallélogramme élémentaire relatif à cette fonction; l'autre moitié renfermera les infinis cnk + o. Lorsque Tinfim Uk de la fonction /(z) est simple, on a
en désignant par Aa le résidu de la fonction /(s). Si tous les infinis sont simples, l'équation (3i) devient
Puisque les deux membres changent de signes quand on augmente / de Cl), l'égalité est vraie pour toutes les valeurs de /. En remplaçant/ par z, on a
(Xh)
Supposons maintenant que ol^ soit un infini multiple du degré />. En
posant z = a^-h z' et développant en séries, on a
et Ton trouve pour le résidu cherché
On obtient ainsi l'équation
qui est vraie pour toutes les valeurs de z.
166. Corollaire I. — Une puissance impaire de X(z) est une fonction linéaire de\{z) et de ses dérivées d'ordres pairs.
La fonction 'k^"'*'*{z) change de signe quand on remplace z par
z + ci); elle n'admet qu'un infini — au degré an-hi dans le parallé-
logramme (^, &>'); on peut donc lui appliquer la formule (33). La fonction
étant impaire par rapport à 2', son développement en série ne con-
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tient que des puissances impaires de z'^ et I'od a
I Aïn^., A,»-,
On en déduit
Remarquons que le coeflîcient Aaw+i est égal a -^• Si Ton remplace z par s h — » il vient
167. Corollaire II. — Une puissance paire de \[z) est une fonction linéaire deï}[z) et de ses dérivées d^ ordres pairs.
La fonction
admettant les deux périodes co, ci>\ la somme de ses résidus dans le parallélogramme ABDt! est nulle. Le résidu relatif à Tinfini double
z = t est —D^X^^f/). Pour trouver le résidu relatif a l'infini — du degré 2/1, nous poserons, comme précédemment, z = — 1-2'; d'où
^ \ 2 t^ ■^ j - /,»V-(3') ~ /r'« [ z'* ^ 2'—' +• • •+ 2'. -^- • • J' _' =.A'X'(/-2').-=/.'h.'(Z)- ^D,?,'(/)-i- i.'lD;X'(/)-...
le résidu est
/fln-l I I V / 1.2.3 '' ' 1.2. . .(a/l — I) ' ^ 'J
et l*on a Téquation
Concevons maintenant que, après avoir multiplié les deux membres de cette équation par dt^ on intègre en faisant varier / de o à 2, sans passer par aucun pôle de X(z); on aura
C étant une constante que Ton déterminera par la condition que le second membre s'annule pour z = o.
En remplaçant z par z-\ — 9 on en déduit
168. Théorème XIII. — Une fonction méromorphe doublement périodique f[z)^ aux périodes o, (ù\ est une fonction linéaire des quantités D log6|(z '~ol)> si les infinis a sont simples ^ et, en outre, de leurs dérivées si les infinis sont multiples.
En vertu des relations (10) et (11) du n^ 75, les quatre fonctions
impaires Dlogô(2) = ^y— | admettent la période g» et éprouvent un
accroissement constant quand on remplace z par z -h w'; car
chacune d'elles satisfait à la relation
DlOg0(z4-&)')rrr- ^^-l-DlOge(^).
On en déduit
D* loge (z -f- 6/) = IV \oge{z).
Ainsi les quatre fonctions paires D'logd(z) admettent la seconde période cù'; ce sont des fonctions méromorphes doublement périodiques du second ordre, aux périodes o, o'. Chacune d'elles a un infini double qui est le zéro de la fonction correspondante 6. Considérons l'intégrale définie
^ r/(z)D.ioge.(z-/)rfz.
relative au contour du parallélogramme ABDC» dont nous nous sommes servis dans les numéros précédents, et dans lequel nous marquons toujours un point /. Les deux côtés BD, CA donnent des résultats égaux et de signes contraires. Si z est un point de AB, le point homologue de CD est z ■+• û)', et Ton a
D,loge,(z - / + û>')=:- ^^ -f- D,loge.(z - /);
l'intégrale définie se réduit donc à l'intégrale
- / /(z)dz
suivant le côté AB; nous la représenterons par H.
Cherchons maintenant les résidus de la fonction/(z) D^ logô< {z — /) relatifs aux pôles situés dans le parallélogramme. Ces pôles sont le point / et les infinis a^ de la fonction /(s). Le résidu relatif au pôle simple / est/(/), puisque le résidu de la fonction D, logô|(s — /) est égal à Tordre de la fonction 6^{z^ t) en ce point (n^ 121), c'est-h-dire à l'unité. On a donc l'équation
(38) /(O-Viî^ f(z)DAoge^(z^n = lL
Lorsque l'infini a^ est simple, le résidu cherché est
AAD,log0,(/-aA),
Aa désignant le résidu de/{z). Si tous les infinis sont simples» Téquation devient» en remplaçant / par z.
(39) /(z)=H4-^AAD.Iog0.(5-aA).
Supposons maintenant que la fonction/(2) ait un infini multiple a^ du degré p. En posant z = aj^-h z' et développant en série» il vient
A AA
D, logô, {t — on-z') = D loge, {l — «a) - Y D' logô, (/ — «a) -h...
et le résidu cherché est
A* D logô, {<-«*)- :^ D' loge, ( /-«*)-)-.. . On obtient ainsi l'équation
j /(z)= H H-^rA*Dloge,(2- a*)- :^D'loge,(z -«*) + .., (4o)l * ^A
Il est facile de reconnaître que les seconds membres des équations (39) et (4o) admettent la période (ù\ grâce à la relation 2A| = o (n^ 148)» ce qui démontre que ces équations sont générales»
169. Orollaire. — Chacune des fonctions ttt— x» ^tA ' ttt^ admet
les périodes <»» (o\ et a un infini double a= o dans le premier parallélogramme; ces fonctions étant paires» dans les développements en séries
le coefficient A, est nul; on a d'ailleurs A2 = -^i on obtient ainsi les
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expressions
^^ = i5[H.-DMogô.(z)].
En remplaçant z par Tune des quantités z -h — ? z + -» z et tenant compte des relations des n^ 75 et 77» on en déduit
V(^)== ^, [H-DMog9(z)], (42) {y'{z)= =/ [H.-D'Ioge(z)],
0) -4- oi' »
fi'
[H-D'IogÔ,{z)].
^ir(i)=^.[H.-DMogô,(z)];
by=iîF' [H-D'log0.(^)l,
(44) |^;j^^=^;^[H.-DMog0.(z)],
On a ainsi les carrés des trois fonctions elliptiques, de leurs réciproques et de leurs rapports deux à deux, ou, ce qui est la même chose, les carrés des rapports des quatre fonctions Q deux à deux.
On obtient les valeurs des constantes en faisant z = o dans la première des équations (42), la seconde des équations (43) et la troisième des équations (44)- Oo trouve
^^ ' Q(o) 0,(oj 63(0)
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Les deux théorèmes précédents sont dus à M. Hermite; le dernier joue dans les questions d'intégration le même rôle que la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples; il permet d'exprimer l'intégrale d'une fonction doublement périodique quelconque à l'aide des fonctions logd|(z — a^] et de leurs dérivées. On a» par exemple,
(46, y^.(,)rf, = _;j^[^>,_Dlog0(z)].
Les fonctions &.
170. Les zéros des quatre fonctions d, formées avec les deux constantes (ùf (ù\ sont représentés par les formules
zéros de Oi, -s = mw -+- m'o)',
» 6„ z = — h (mwH- m'w'),
j) Oj, z = h(m&) -h m'o)'),
OÙ m et m' désignent deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs (n*^ 74). Les zéros de chacune d'elles sont les sommets d'un réseau construit sur les périodes o), (ù'. Imaginons que l'on forme avec deux autres constantes cù^^ (ù\ quatre nouvelles fonctions Q analogues aux précédentes. Pour que l'une des nouvelles fonctions ait les mêmes zéros que l'une des premières» il faut que les sommets des deux réseaux correspondants coïncident» et» par conséquent» que les deux systèmes de périodes (c>)» tù'), (c>)|» (ù^) soient équivalents ( n'' 144) ; en doit donc avoir
(i) Wi = ao) -h 6&)', &)', = a'w H- 6'&)',
les nombres entiers a» b, a', b' satisfaisant à la relation ab' -- ba' = i ; nous prenons le déterminant égal à + i » afin que dans le rapport —
le coefficient de i soit positif, ce qui est nécessaire pour la formation des nouvelles fonctions Q (n^ 73). On en déduit les formules inverses
Lorsque cette condition est remplie, c'est-à-dire lorsque le système des deux périodes cùtpO)\ est équivalent au système cù,cù\ les quatre fonctions ô ont respectivement les mêmes zéros. Ceci est évident pour les deux fonctions désignées par d, (z); comme elles ont un zéro commun z = Oy tous les sommets des deux réseaux correspondants coïncident, et, par conséquent, les deux fonctions ont les mêmes zéros. Les trois autres fonctions jouissent de la même propriété; mais ce ne sont pas nécessairement les fonctions homologues qui ont les mêmes zéros; cela dépend du choix des nombres entiers a, 6, a\ l/. Reinarquons d'abord, en vertu de la relation ab'— ba!=iy que, de ces quatre nombres, deux au moins sont impairs, savoir a et b\ ou b et a', et que les quatre ne peuvent être impairs. Remarquons ensuite que les nombres a-ha^b-hb' ne peuvent être tous les deux pairs; car les deux nombres a et b\ par exemple, étant impairs, il faudrait que les deux autres a' et b le fussent aussi, ce qui est impossible. En outre, des trois nombres a, a\ a + a', deux sont impairs, un pair; de même, des trois nombres 6, b', b + b\ deux sont impairs, un pair. 11 résulte de là que les trois quantités
— = rt- 4-6— j -L=:a' - -{- b' - j L— (a-f.<iM - -4-(ft4-ftMrL
sont respectivement égales aux quantités -» — ? - — ^> augmentées de
multiples des périodes o), (ù\ mais dans un ordre quelconque, et, par conséquent, que les trois fonctions O2, 0, d, dans les deux systèmes ont les mêmes zéros. Supposons, par exemple, que a et b' soient des nombres impairs, b et a' des nombres pairs, on aura
0)i ff) w, (Mi' fi)i H- w, r,) -4- &)'
dans ce cas, les fonctions homologues ont les mêmes zéros. Mais si a
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et V étaient pairs, h et à impairs, on aurait
o)| 0)' &)', 0) Wi -f- &)', w H- «'
la fonction $2 de chaque système aurait les mêmes zéros que la fonction d de Tautre, les deux fonctions d, ayant d*ailleurs les mêmes zéros.
Cela posé, désignons, d'une manière générale, par 9 (z) une fonction du premier système, etpar ip(z) la fonction du second système qui a le^ mêmes zéros. Une fonction intermédiaire, c'est-à-dire satisfaisant aux relations (1) du n^ 146, par rapport aux périodes a>, ci>', satisfait évidemment à des relations de même forme par rapport aux périodes équivalentes ci>i, ci>', . Il résulte aussi de la formule (8) du n° 147, qui représente toutes les fonctions de cette espèce, que le rapport de deux fonctions intermédiaires, qui ont les mêmes zéros, est une exponentielle de la forme Ce^'''^*''. Ce rapport étant ici une fonction paire de 2, le coefficient B est nuU et Ton a
Déterminons maintenant la constante Â. De cette relation on déduit
Dlogij^(z) = 2A2 4-Dlog9(z), Dlogij;(z-+-w,) = 2A(z -4- wi) -h Dlog<p(« -+-«,),
D log -i-^ —^ = 2 Aw, -f- D log ^ , , :
mais, en vertu des relatious (10) et (12) du n*^ 75, on a
D log , , , =0, D log , ^ — = ;
on en conclut A = — ? et, par suite,
Alt z*i
(3) <j;(z) = Ce — 9(«).
Wi
171. Parmi les systèmes de périodes équivalents au système primitif {(ùf ci>'), nous considérerons en particulier le système rO| = — (ù\ (ù\ = Cl), que Ton obtient en faisant a = o, è = — i , a'= i , 6' = o ; on a alors
Les deux fonctions 9^ ont les mêmes zéros, ainsi que les deux fonctions di; la fonction 6 de chaque système a les mêmes zéros que la fonction Q^ de l'autre. Nous désignerons par la lettre d les nouvelles fonctions ainsi obtenues, et nous disposerons les indices de telle sorte que les fonctions 0 et d, qui ont les mêmes zéros, soient affectées du même indice. Si donc on appelle 6| la fonction analogue à Q, et formée avec les nouvelles constantes» savoir :
on posera, comme au n° 74,
On peut appliquer aux fonctions d les formules et les relations établies pour les fonctions d, en mettant — a>' et c») à la place de &> et ci>', et en ayant soin de remplacer 6 et 9^ par ^2 et d. Si l'on appelle p la
«W't I «Wl
quantité e""' = e "' , analogue à la quantité q, et ayant comme celle-ci
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d'un facteur constant, les seules qui satisfassent aux relations précédentes.
On a aussi
(lO)
(\ »mxsi
>nÊKzi
*-t- mû)) ={—!)"/>—*« "' 5,(2); •». (a + y) =•*'(')•
, / w + oA f ^^, ,
173. En vertu de la relation (3) du n"^ 170, les deux fonctions 9, (z), d) {z), qui ont les mêmes zéros, satisfont à la relation
ICX'l
5,(z)=Cc~'9,(ii).
En remplaçant z par a + -» z + — » 2 + » on en déduit
Les formules (18) du n^ 76» qui définissent les fonctions elliptiques^ deviennent
On en déduit
^,(0) yrr 3(0)
et Ton a
«=• n=- «=- fumV
Le module ^ et le module complémentaire k' sont exprimés en fonction de p au lieu de Tétre en fonction de q. Le multiplicateur g est donné par la formule
Nous déterminerons plus tard la constante G.
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CHAPITRE IV
SUITE DES FOirCTIONS DOUBLEMEITT PÉRIODIQUES.
Remarques sur tes réseaux.
174. Considérons le réseau construit sur les périodes &>, .g)% et dont les sommets correspondent aux valeurs s = mtù + m'o)'» m et m' étant des nombres entiers quelconques; si l'on a
^ û =r aw 4- 66)', i2' = a' ù) H- 6' «',
a, b, a! 9 V étant des nombres entiers tels que le déterminant ab' ^ha' soit différent de zéro, ce qui revient à supposer que les points 0» Q! ne sont pas en ligne droite avec l'origine, il est évident que les sommets du réseau construit sur les périodes £i^ Q! coïncident avec certains sommets du premier réseau. Le rapport de l'aire du parallélogramme (Û, Q!) à celle du parallélogramme (ci), cù') est égal au déterminant ±{aV-ha;).
On peut remplacer le système des deux périodes c>), cù' par un système équivalent (ù^^ (ù\^ de manière que les deux formules précédentes se réduisent à la forme simple
car si l'on pose
û) = mû)|-f- nw', , (ù' = m'(ùi h n'(ù\f
on a
i2 = (am4- ftm')û)i4- (an -+- 6»' )&>',, û' = (a'm-h 6'm')w,-f- (a'n 4- ft'n')©,.
On choisira deux nombres entiers n et n' premiers entre eux, satisfaisant à la condition an-h bn'= o, puis deux nombres entiers m et m!
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satisfaisant k la condition mTt! — nm!= db i. On peut même supposer que les nombres entiers a, et 6\ sont positifs, sans quoi on changerait les signes des périodes. La valeur absolue du déterminant, qui est ici a^V^j n'a pas changé.
Soient OACB {fig. 69) le parallélogramme (&)o (o'J, ODFE le parallélogramme (t2, Q!) ; le parallélogramme 0DH6, dont les sommets D et G
sont les points z = a^cù^^ z = h\ (ù\ , est l'assemblage de a, b\ parallélogrammes du premier réseau. Il y a donc» dans ce parallélogramme, a^b\ points homologues d'un point donné, par rapport aux périodes c>)|, o)'^; mais les points du triangle DHF sont respectivement homologues de ceux du triangle 06E. On en conclut que , dans le parallélogramme ODFE, il y a aussi atb\ points homologues d'un point donné.
175. Considérons maintenant deux réseaux (a>, g)'), (d),, ùï\) et supposons que, parmi les sommets de ces deux réseaux, plusieurs coïncident; si trois non en ligne droite coïncident, il y en aura une infinité, qui formeront un réseau> dont nous désignerons par Ci, iï un système de périodes élémentaires. On aura les relations
iQ z=a(ù -h b(ù' = aïO), -4- 6iCr)',, i2' = a'o) -f- 6V = a'. w. + b\ «', ,
que l'on pourra réduire à la forme
i2' = o'w + 6'«'=: ri', w, -*- 6>',,
en transformant chacun des systèmes proposés en un système équivalent.
Les déterminants sont alors N = ah\ N« = a^ b\ . Cherchons les caractères auxquels on reconnaîtra que le réseau (û, Q') comprend bien tous les sommets communs aux deux réseaux proposés. 11 faut d'abord que les nombres entiers a et a^ soient premiers entre eux; car» s'ils avaient
un plus grand commun diviseur d, les sommets du réseau f^i ÛM* qui
est formé de parallélogrammes d fois plus petits que ceux du réseau (Î2, Qf), seraient communs aux deux réseaux proposés. Cette condition étant remplie, supposons qu'il y ait» dans le parallélogramme (û, Cï), un ou plusieurs sommets communs; on pourra choisir l'un d'eux û', de manière que le réseau (Û, il") comprenne tous les sommets communs» et l'on aura
l'aire du parallélogramme {ù, ii') étant n fois celle du parallélogramme {Cl, Q"). On en déduit
ma -+- na''= a! y nuix -f- nct^ = a', , nb''=b\ nb\ = b\.
Les deux dernières relations montrent que n doit être un diviseur commun de V et b\ ; elles donnent les deux nombres entiers h" et b\. Les deux premières relations peuvent être remplacées par les suivantes :
m{a(f^— a,à' )^^ a' ct^— d^a" y n(ad^'-' axa" ):=r= aa\-- a^a' .
Le nombre aa\ — a^ a" doit être divisible par n; soit h le quotient; de l'équation cui\ -- a^a!'= hy dans laquelle a et a^ sont premiers entre eux, on déduira des valeurs de a" et a\ de la forme a"=hgy a\ = hg^, les nombres g et ^i satisfaisant h la relation ag^ — a«^ = i; l'autre équation donnera ensuite m = a'g^ — a\ g. On conclut de ce qui précède que, pour que le réseau (0, Q!) soit un réseau élémentaire des sommets communs aux deux réseaux proposés, il est nécessaire et il suffit que les deux nombres a et a^ soient premiers entre eux, et que le plus grand commun diviseur des trois nombres b\ b\ , aa\ — a^aC soit égal ^ l'unité.
formules (3) et (4) sont
pq'--z^a,b\kh'=kh'li,, p,q\=ab'kh' =*A'N.
Le parallélogramme (e, ^) sera le plus grand possible, si l'on fait h'=i,k = i; les déterminants sont alors respectivement égaux k N| etàN.
177. Théorème XIY. — Deux /onctions meromorphes doublement périodiqueSf dont les réseaux ont un réseau de sommets communs, sont liées par une équation algébrique.
Soient u =/{z)f (; == F (z) deux fonctions de z, meromorphes dans toute l'étendue du plan, doublement périodiques, d'ordres n el n,, et ayant pour périodes, la première a> et cù\ la seconde oi>i et <à\. Noos supposons que les réseaux relatifs à ces deux fonctions ont un réseau {Cl, Q!) de sommets communs. L'aire du parallélogramme (Û, Cï) est égale à N fois celle du parallélogramme {(ù, ci>'), et à N, fois celle du parallélogramme (a>i, co'J. A une valeur de a, finie ou infinie, correspondent n points z dans chaque parallélogramme (ci>, a>'), et, par conséquent, /iN points dans le parallélogramme {H,Cï). A cette valeur de u correspondent donc, dans toute l'étendue du plan, /iN séries de valeurs de z de la forme zj^-h mQ -h m'Q'; mais aux valeurs de z d'une même série correspond une seule valeur de c^. Ainsi, à chaque valeur deu, finie ou infinie, correspondent nN valeurs de v.
Si l'on figure la variable u par le mouvement d'un point sur la sphère, il est aisé de voir que la fonction ç de u n'a, sur toute la sphère, pas d'autres points singuliers que des pôles ou des points critiques algébriques* Lorsque les n valeurs de z qui, dans un parallélogramme (u, a>'), correspondent à une valeur u^ attribuée à u, sont racines simples de l'équation /(z) — i/| = o, chacune d'elles est une fonction holomorphe de u dans le voisinage du point u^ ; si aucune des nN valeurs de z situées dans le parallélogramme (û, ù') ne coïncide avec un pôle de la fonction F(z), les nN valeurs de v seront finies, et chacune d'elles sera une fonction holomorphe de z et par conséquent de u dans le voisinage du point «1 . Lorsque l'une de ces nN valeufs de z, que nous
correspondent à la valeur u'=o sont les pôles de la fonction /(z); mais rien n'est changé dans le raisonnement: le point u!=o, par rapport à la fonction v, est, ou un point ordinaire, ou un pôle, ou un point critique algébrique.
Nous venons de démontrer que p est une fonction de li, n*ayaDt, sur toute la sphère, aucun point singulier autre que des pôles et des points critiques algébriques; elle n'admet d'ailleurs, en chaque point» qu'un nombre limité de valeurs. On en conclut, d'après le théorème du n^ 135, qu'elle est une fonction algébrique de u. L'équation algébrique qui lie les deux variables u et (^, mise sous forme entière, est en général du degré nN par rapport a p^ et du degré n|N| par rapport à u.
178. Remarque. — 11 peut arriver que l'équation entre uety s'abaisse k des degrés sous-multiples de /i|N| et de nN. Nous avons vu qu'à une valeur u^ de u correspondent nN valeurs de z, abstraction faite des multiples de Cl et de SI'; désignons-les par z^, jss,...; les nN valeurs correspondantes de f^, que nous appellerons v^^ (^29*--» sont des fonctions holomorphes de u, excepté dans le voisinage des pôles ou des points critiques. La différence de deux valeurs de(^ est aussi une fonction holomorphe de u, avec les mêmes restrictions. Supposons que les i valeurs f'i, ^2,..., ^A restent égales entre elles, lorsque la variable u se meut dans une petite étendue; chacune des fonctions t^s—f^i,!^,— Pi,...» Ta— (^i étant nulle dans cette étendue, sera nulle dans tout le plan (n^ll4), et par conséquent les k branches v^ (^2«-<*> ^V de la fonction ç coïncident pour toutes les valeurs de u. On peut faire décrire à la variable u une courbe fermée, telle que la valeur z^ se change en une quelconque za+i des valeurs de j3 n'appartenant pas au premier groupe 24,^2, ...,2^; les autres valeurs de ce premier groupe se changeront en ^^«4.21 ^a+s» • • • » ^sa- Les A: branches v^, (^a,..., vm coïncident toujours pendant ce mouvement; on en conclut que les k branches Ta^.,, f'A+2»-*» ^2a de la fonction coïncident aussi. Ainsi les /iN valeurs de (^ se partagent en groupes composés chacun de k valeurs égales entre elles, ce qui exige que le nombre k soit un diviseur de /iN.
Inversement, supposons qu'on donne à la variable i^ une valeur quelconque, Vt par exemple; parmi les /I4N1 valeurs correspondantes dez se trouvent les k valeurs jZ|,z,,..., Zf, considérées précédemment et
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auxquelles correspond la même valeur u^ de u. Aucune des autres valeurs de z ne donne la même valeur de u; car^ si a la valeur z^^+i correspondait aussi la valeur u^ , à cette valeur Ut correspondraient plus de k valeurs de z donnant la même valeur t^i de v. Il en résulte que les n^ N^ valeurs de u qui correspondent à une même valeur de {^ se partagent aussi en groupes composés chacun de k valeurs égales entre elles, ce qui exige que le nombre k soit un diviseur de ^«Ni. L'équation s'abaissera donc au degré -ç par rapport à i^, et au degré -rr^ par rapport à u.
179. Théorème XV. — Longue les deux fonctions sont paires ^ Véquation algébrique à laquelle elles satisfont s'abaisse à des degrés moitiés.
Remarquons d'abord qu'une fonction doublement périodique paire est d'ordre pair; car, si l'on considère le parallélogramme élémentaire dontrorigine est le centre, les valeurs de z qui correspondent à une même valeur de u, étant égales deux à deux et de signes contraires, seront en nombre pair dans ce parallélogramme. Nous avons formé les réseaux avec les points homologues de l'origine. Concevons maintenant que l'on forme les réseaux avec les points homologues du point
z^= '- — ; alors le centre du premier parallélogramme (fl, Q!)
coïncidera avec l'origine. A une valeur de u correspondent n points z dans chaque parallélogramme (ci), 6/) et par conséquent nN dans le parallélogramme (û, û'), qui a pour centre l'origine; ces points étant
nlV
deux a deux symétriques par rapport à l'origine, on n'a que — valeurs de V. De même, a chaque valeur de v correspondent — — '- valeurs de u. Ainsi l'équation algébrique est du degré — par rapport à i^ et du de-
gré — — '• par rapport à u.
180. Théorème XVI. — Deux fonctions méromorphes paires et doublement périodiques du second ordre, dont les réseaux ont un réseau de sommets communs^ sont liées par une équation algébrique dont chaque membre ne contient que l'une des variables et est une fraction rationnelle de cette variable.
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Les deux réseaux (a>, eo'), (a>i; ci>| ) ayant un réseau (Û, &') de sommets communs, il existe plusieurs réseaux (c, €') dont les sommets des deux réseaux proposés fout partie (d^ 176). Gousidérons le plus grand d'entre eux; les aires des parallélogrammes (ca, a>'), (eoi, q\ ) sont égales respectivement à N^ fois et à N fois celle du parallélogramme (c, e'). Désignons par w une fonction méromorphe paire, admettant les deux périodes 6 et s'y et du second ordre. Les réseaux (q, (ô')^ (c, e')» relatifs aux fonctions u et w^ ont pour sommets communs précisément ceux du réseau (o), (ù'). Il résulte du théorème précédent que Téquation entre çf^ et u est du premier degré en w et du degré N| en u; on en conclut
que w est une fraction rationnelle en u du degré N|, et Ton a (^ = ^9
U et U| étant des polynômes entiers en u du degré N|. De même, w est
une fraction rationnelle en ç du degré N et Ton a «p' = y > V et V| étant
des polynômes entiers en y du degré N. L'équation cherchée est donc de la forme
Remarque. — Nous avons supposé que les fonctions u et i' du second ordre sont paires. Remarquons que toute fonction doublement périodique du second ordre peut être rendue paire par l'addition d'une constante à la variable. Soient a et ^ les deux infinis de la fonction
M=/(js), on a
et par suite
En désignant par a^ et jS^ les deux infinis de la fonction ç = ¥{z)t on a de même
La relation entre les deux fonctions paires / (^-^ H- « ] > F y ^ ^' -f- zj a la forme indiquée précédemment. Si Ton remplace ensuite z
parjs — - — -> la relation aura lieu entre les deux fonctions /{z)^ F (a -h A), la lettre h désignant la constante ^'"^*^' — - — --
181. Thiîorème XVII. — Une jonction doublement périodique et sa dérivée sont liées par une équation algébrique.
La fonction u ==/{z) et sa dérivée u'=/'(z) ont les mêmes périodes ci>» (ù\ et, par conséquent, le même parallélogramme élémentaire; si n est Tordre de la fonction proposée, nous savons (n° 151 ) que Tordre n' de la dérivée peut varier de n + i à 2n. Les deux fonctions u et u' sont donc liées par une équation algébrique
dont il est facile de déterminer le degré. La fonction inverse est représentée par l'intégrale définie
du.
dans laquelle u' est une fonction algébrique de u donnée par Téquation (6). Cette intégrale a été étudiée dans le Chapitre lY du Livre III; nous avons vu qu'a chaque couple de valeurs de u et u' cori^espond une valeur de z augmentée de multiples des périodes. Ces périodes sont les valeurs de l'intégrale définie relatives aux cycles, c'est-à-dire aux courbes fermées qui ramènent le même couple (ii, u^); ici les périodes se réduisent à deux. Puisque les valeurs de z qui correspondent à un même couple (u, u!) différent entre elles de multiples des périodes, il est impossible qu'en deux points z situés dans un même parallélogramme élémentaire, la fonction u et sa dérivée u' aient respectivement les mêmes valeurs. On en conclut que la dérivée u' acquiert n valeurs différentes aux n points z qui, dans un parallélogramme élémentaire, correspondent à une valeur donnée de u^ et que, de même, la fonction u acquiert n' valeurs différentes aux n' points qui correspondent à une valeur donnée de u\ L'équation (6) est donc du degré n par rapport a u' et du degré n' par rapport à u.
La dérivée v! ne devenant infinie pour aucune valeur finie de u, le coefficient de ii'" est constant et l'équation (6) se met sous la forme
(8) w'^-f- U.m'»-' -h Ujw'"-^--h . . . 4- U. = o,
Uo Us,..., Ua désignant des polynômes entiers en u^ dont les degrés ne peuvent surpasser rt! . La somme des n valeurs de ^ ou de -79 qui correspondent à une même valeur de u^ étant nulle (n® 164), le polynôme U;,_i est nul.
Si l'on pose
M— -f c'=-j-î dOU tt'=- ;»
V az v'
l'équation (8) devient
cette relation entre la fonction doublement périodique ç et sa dérivée i^ devant avoir pour coefficients des polynômes entiers en {^^ il est nécessaire que les polynômes Uo U,,..., U;,» qui entrent dans la première équation,, soient au plus, le premier du second degré, le second du quatrième degré,*.., le dernier du degré 2n. Le théorème du n^ 158 est un cas particulier du précédent.
182. Théorème XVIU. — Étant donnée une fonction méromorphe doublement périodique u=f[z)^ de l'ordre /i, aux périodes élémentaires w, 0)', toute autre fonction méromorphe qui admet ces deux périodes s'exprime rationnellement au moyen de la première fonction et de sa dérivée.
Nous avons vu que la fonction u et sa dérivée u' sont liées par une équation algébrique
du degré n par rapport à m, et que, aux n points jz^, z^,..., z„ qui, dans un même parallélogramme élémentaire (w, &>'), correspondent à une valeur donnée de u, la dérivée u' acquiert n valeurs différentes u[ , u^ ,. . . , a^, qui sont les n racines de l'équation (6). Nous savons aussi
qu'une autre fonctiou inéromorpbe 9 de jz, qui admet les périodes go, a>^ est liée à u par une équation algébrique, qui est, en général, du degré n par rapport à v. Désignons par v^^ ('a»---» ^n les valeurs de v aux points Z4, Z2,..., Zn^ ces valeurs correspondent respectivement aux racines u\, i/,,..., u^ de l'équation (6), de sorte qu'à tout système de valeurs (u, u') correspond une valeur déterminée de v et une seule. Les fonctions vu\ t'a'*,..., i^a"^* jouissent de la même propriété; à chaque couple (11, u') «correspond une seule valeur de chacune de ces fonctions. Les sommes
V, -h Vi -+-...-+- v„ = P«,
C.a', -h 1^2 a', -+-...4- Vnlin =Pi
n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de u, sont des fonctions méromorphes de u sur toute la sphère : elles sont donc égales à des fractions rationnelles de u (n^ 129); nous les avons représentées par Po9 Pi»««-9 Pa-i- Multiplions les deux membres des équations (10) respectivement par A^^^, A„.29---) Ai^i, ajoutons les résultats, puis égalons à zéro les coefficients de ç^y ^s»*--» ^ji» ce qui donne le système des n — i équations
mV"» -h A,i/;"-* 4- \tu'^"-* -f- . . . -+- A.-jtt', 4- A»-, = o,
f 1 n i "'""* "^ A, «;»-*+ A.mV'-' 4- . . . -f- A.-.,a'3 4- A,^, = o,
Un"-' -I- A, m;"-' 4- AiU'n'^ 4- ... 4- A.-,ll'„ 4- A.-, = O,
l'équation résultante se réduira a
Les équations (i i) montrent que les quantités A^, A,,.. ., A^i sont les coefficients de l'équation du degré /i — i, qui admet pour racines u,, 1/3,..., u'„; on obtiendra cette équation en divisant par u' — u\ le
premier membre de TéquatioD (6), ordonné par rapport aux puissances décroissantes de a'; les coefficients du quotient, qui sont des polynômes entiers en u et u\ , donneront A|, A,,..., A||.|. De l'équation (la) on déduira ensuite l'expression de v^ par une fraction rationnelle en u et u\ •
Ce théorème comprend celui de M. Liouville (n^ 161) comme cas particulier. La démonstration exige que les périodes a>, «>' forment bien un système de périodes élémentaires de la*fonction u; mais cette condition n'est pas nécessaire pour la fonction y.
183. Théorème XIX. — Lorsque les réseaux de deux fonctions méromorphes doublement périodiques u et v ont un réseau, de sommets communs, dont le parallélogramme (£2, Q!) contient ^fois le parallélogramme élémentaire (o)» o)') de la fonction u, la fonction v est racine d'une équor tion algébrique du degré N, ayant pour coefficients des fonctions rationnelles de u et de sa dériçée u\
A chaque couple (u, u') correspond un point z dans le parallélogramme (a>» tù'), par conséquent N points dans le parallélogramme (il, ù') et y par suite, N valeurs de v. Toute fonction symétrique et entière de ces N valeurs de v est une fonction méromorphe de z, admettant les deux périodes b) et b)'; en vertu du théorème précédent, elle s'exprime rationnellement au moyen de u etde u'. On en conclut que V est racine d'une équation du degré N, ayant pour coefficients des fonctions rationoelles de u et u'. De cette manière, la résolution de l'équation entre u et v^ et qui est du degré /iN par rapport à l'inconnue i^ (n^ 177), est ramenée à celle de deux équations, la première du degré n en a', la seconde du degré N en v.
Dans nos premières recherches [Journal de l'École Polytechnique, i856), nous avions indiqué seulement la relation algébrique qui a lieu entre deux fonctions qui admettent les mêmes périodes. La considération du réseau formé par les sommets communs à deux réseaux proposés nous a permis d'établir les théorèmes qui composent ce Chapitre. La relation algébrique qui existe entre une fonction doublement périodique et sa dérivée a été remarquée par M. Méray vers la même époque.
CHAPITRE V
Méthode générale pour le développement d'une fonction en une somme
d^une infinité de termes rationnels.
184. Voici la méthode que Cauchy a déduite des propriétés des intégrales définies. Soit/(jz) une fonction méromorphe dans toute retendue du plan. Considérons d'abord la partie du plan enveloppée j)ar une courbe
fermée C [fig. 70), et à l'intérieur marquons un point quelconque t. La fonction •^-—j admet comme pôles ceux de/(z) et en outre le point/. D'après le théorème du n^ 120, l'intégrale définie
i_ rf(z)
ni J z — t
dz
relative a la courbe G est égale au résidu relatif au point / et à la somme des résidus relatifs aux pôles a de la fonction f{z) situés à l'intérieur de la courbe C. Le premier résidu étant égal à/(/)9 on a
Concevons maintenant que la courbe C s'étende indéfiniment dans tous les sens, et qu'elle soit choisie de telle sorte que le module de la fonction f{z) sur cette courbe reste moindre qu'une quantité finie M, si c'est possible. Puisque
—^, = -(1 — ) =- 14-^(1 4- e) L z — t z\ zj ^L ^ J
î tendant vers zéro, quand z augmente indéfiniment, on a
Il est aisé de voir que la dernière intégrale tend vers zéro, quand la courbe C s'étend à l'infini; car, si l'on pose z = re^\ il vient
/ -^-^-^^ ^dz^. /(^){,.ue)^»'--f.| / /(z) i4-e)«-*'— .
J(C) ^ •/(€) ^ Jo r
Si l'on désigne par e^ le maximum du module de e et par r^ le minimum de r
sur la courbe, le module du dernier terme est moindre que '^ — ^)
et, par conséquent, ce terme tend vers zéro, quand r^ augmente indéfiniment. Supposons que la courbe C soit composée d'un nombre fini d'arcs tels que sur chacun d'eux le rayon r aille en augmentant ou en diminuant; la partie qui, dans la première intégrale du second membre, se rapporte à l'un de ces arcs, sur lequel r croît par exemple de r' a r", a un module moindre que
cette intégrale tend donc aussi vers zéro. Ainsi nous pouvons réduire
riDtégrale (3) à sa première partie
f f^dz
Lorsque la fonction f{z) est impaire, si l'on choisit la courbe C de manière qu'elle ait pour centre l'origine, l'intégrale (3), ayant ses termes deux à deux égaux et de signes contraires, est identiquement nulle. Dans ce cas, l'intégrale (:2) tend donc vers zéro, quand la courbe s'étend à Tinfini, et l'équation (i) se réduit à
SA
Développement de -.- - et de
sinz
cosz
185. Les pôles de la fonction . - sont distribués uniformément
sur Ox {fig. 71). Prenons sur cet axe des longueurs 0A=0A'=^/n'7r h- -
et mv Taxe Oydes longueurs QiQ = OW=y^\ parles points A et A' menons des parallèles a 0/ et par les points B et B' des parallèles a Ox^ de
Fig. 71,
manière à former le rectangle EFGH. Les pôles situés dans ce rectangle
sont représentés par la formule a = rrni^ m variant de — m' à -4- m'.
Nous intégrerons suivant le contour du rectangle et nous ferons ensuite augmenter indéfiniment le nombre entier m! et la longueur y^^ afin d'étendre à l'infini le contour du rectangle. Sur les côtés FG» HE, on a
z= ±L f /w'tt -h - j -f-71, et par suite
sinz
cosri ""^ *^ er-i e-r^f ^^ (y ^yy
le module de r- — est plus petit que Tunité. Sur les côtés GH, EF, on a
sin z ^ e=P7i+*'-- c*/ -"'
le module de -: — est infiniment petit. On peut donc réduire Tinté-
grale (2) à sa première partie (3). D'autre part» la fonction -r^ étant
impaire, cette première partie est identiquement nulle. Ainsi l'intégrale définie tend vers zéro.
Le résidu relatif à l'un des pôles a = mn est
/ — mu <^ sin z l — mn'
L'équation (4) devient donc
sm / ^ l — mn
sm
et, en remplaçant t par z,
mz=. -fin'
(5) -^:^lim >
^ ' sinz ^ z — mn
nf= — m'
En groupant les termes qui correspondent à des valeurs de m égales cl de signes contraires, on obtient la formule connue
sm Z z ^j z^ — //i'tt'
Si dans l'équation (5) on remplace z par z + -> il vient
(7) >J_^iim S -
^ ' ' cosz ^a
Nous avons ajouté un terme infiniment petit a la droite de la série, celui qui correspond à /n = i7)'+i» afin d'avoir autant de termes d'un côté que de l'autre. Le groupement des termes conduit à l'expression
Développement de coiz et de tangz.
186. Les pôles de la fonction impaire cotz sont les mêmes que ceux de-: — -, on intégrera suivant le même rectangle. On reconnaît aisément que sur les côtés FG, HË le module de cotz est plus petit que i , et que sur les deux autres côtés il est très-voisin de i . On peut donc réduire l'intégrale à sa première partie qui est identiquement nulle. Le résidu relatif au pôle a = mn étant
J COl«= ■;
l'équation (4) devient
in=^m'
COI / — lim \ : \
^ /— mn
(9) col^=lim > — î — =A-f-^z > -; — î— ^—
in=i — m' mai
En remplaçant z par z -h - et ajoutant un terme infiniment petit, on en déduit
(lo) tangz ~ - lim \ = nz \
mz^-m' -3— (2/W— l)- nt^x (2m — 1)^-7- — Z'
Développement (Tune fonction doublement périodique en une somme
d'une inanité de termes simplement périodiques.
187. Une méthode analogue a celle de Caucby pour le développement en sommes de termes rationnels nous permettra de traiter la question. Considérons d'abord une fonction de Tordre 2/1, aux périodes ao), té' 9 satisfaisant à la relation /(z + ci)) = —/(jz), et ayant n infinis a^ dans le parallélogramme ABDC {fig. 72)» dont le sommet A est un point arbi-
traire Zo et les deux sommets B et C les points z^ 4- «, So -1- w'. Formons le parallélogramme EFGH, dont les sommets E et H sont les points Zq — m'(ù\ Zo -t- m'(ù\ et les sommets F et G les points js© -+- w — m'(ù\ j3o 4- « 4-/n'c«)'; ce parallélogramme est la réunion de am' parallélogrammes égaux au premier. Les infinis situés dans le parallélojs^ramme EFGH sont représentés par la formule a :=^ «^ h- mw', m variant de — m' a m'- 1 . Marquons un point quelconque / à l'intérieur du grand parallélogramme. La fonction
sm - (z — /)
admet la période on ; ses pôles sont le point t et les points a= aj^-^mtù'. D'après le théorème de Cauchy, l'intégrale définie
TTI f . TT
/ sm -
relative au contour du parallélogramme EFGH, est égale à la somme des résidus relatifs aux pôles situés dans ce parallélogramme. Les deux côtés FG, HE donnent des résultats égaux et de signes contraires; sur les côtés EF et GH, la fonction/(z) ayant une valeur finie, et le module du dénominateur devenant infiniment grand avec m\ Tintégrale définie a une valeur très-petite. Ainsi, quand m! augmente indéfiniment, Fintégrale définie tend vers zéro, et par conséquent la somme des résidus
est nulle. Le résidu relatif au point i étant —/(/), on a l'équation
(.,) /(/)..^iimyx — -ni
Si la fonction proposée n'a que des infinis simples, l'équation précédente devient
m — <o A = Il
m=-« A-r sin- {t — a — mw')
Ak désignant le résidu de /{z) relatif à a^. La série est convergente dans les deux sens. Cette égalité est démontrée pour tous les points / situés dans la partie du plan comprise entre les parallèles indéfinies EH, FG; les deux membres changeant de signe quand on remplace / par / + 0), l'égalité est vraie pour toutes les valeurs de t. Ainsi Ton a, dans toute l'étendue du plan,
m=-« A=i sin~ (z — a.— mci)')
Supposons que la fonction proposée ail dans le parallélogramme ABDG
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un infini multiple «^ du degré/?; Tinfini a = «^-4- mf./ sera du même degré. Posons z = a -h z\ nous aurons à chercher le résidu de la fonction
^ /(«A -4- Z') COSéc -(/-«- Z').
Si Ton développe en série, il vient
/(«A -f- ^') r-- ^ H- ^ -+- . . . 4- ^ 4- . . . , j \ ' Z f zf" z
coséc * (/- -a— s') rrt coséc- (^ — a) D,coséc- (/ — «)-+-...
^ (— ly-' ^^ Ty"' coséc- (/ — «)-+-...,
i.:2i...(i; — I) ' Gi)
et le résidu cherché est
Aï coséc -(/- a) - — D,coséc-(/-a) + . ..-+-(-!)/-' ^- :Dr' coséc -(/-«)
On obtient ainsi l'équation
(i3) A^)--^^ y yrAîcoséc^(s-a,-mr.)')-:^D.cosér^^(2 — a,--moi')
• f -DÇ"'coséc-(z- «A -mw')
188. Considérons maintenant une fonction doublement périodique quelconque/(z), aux périodes co, o)', et ayant n infinis ol^ dans le parallélogramme ABDC, dont nous nous sommes servis dans le numéro précédent. La fonction
lang - iz - O
admet la période co. L'intégrale détinie
air' ■
tang-(2-')
relative au contour du parallélogramme EFGH, est égale a la somme des résidus de la fonction pour les pôles situés dans le parallélogramme, c'est-à-dire pour le point / et les points a = a^'h mw', m variant de — m' à m'—i. Les côtés FG, HE donnent des résultats égaux et de signes contraires. Si l'on désigne par z un point de la droite ÂB, les points homologues de GH et de EF seront z -f-m'w', z — m'(ù\ et les parties de l'intégrale relatives a ces deux côtés seront
j_. f /(,) r î ! 1 dz.
^^' *^AB tang ^(3 - / — m'w') ung ^ (z - / -+- mV) I
Lorsque m'augmente indéfiniment, la première tangente tend vers — i, la seconde vers i, de sorte que l'intégrale définie tend vers une limite ' égale a l'intégrale rectiligne
n^-£ f(z)dz,
suivant la droite ÂB. Le résidu de la fonction relatif au point / étant - f[t)^ on a l'équation
(,4) f(t)^ — ^-^hm 2^ r
^^*^lang-(/-2)
Si la fonction n'a que des infinis simples, l'équation précédente devient
m=-« t^i lang-(/ — «A — mw')
Aa désignant le résidu de f[z) relatif a a^. La série est convergente dans les deux sens» k cause de la relation VAa = o (n® 14-8);
car on a
\ AaCOI -(/ — a^—ma/) = \ A* col - (/ — a^— mw') — coi - (^ — mw') 1
i^" AaSio — =
i^sin -(/ — m« )sin- (/ — a.— mw')
Les deux membres de l'équation (i5] admettant la période ca, Fégalité est vraie pour toutes les valeurs de /.
Supposons que la fonction /(z) ait dans le parallélogramme ABDC un infini multiple a^ du degré p; l'infini a = a^ + m(ù' sera du même degré. Posons z = a-h z\ nous aurons
iî^^yc^) coi ^ (/ - z) := ^/(«A-f- z') coi ^ (/ - « - ^r
Si l'on développe en série» il vient
col - (/ — a — z') = col - (/ — a) DrCOl - (/ — a) -h . . .
-H (-1)^- —^ . Df- col - {/- a)H-. . .,
et l'on aura le résidu cherché
'^lé „\ -^ïi^^^. ^.* „\ . / .^«-1 A,
Afcol^(/-a)-^D,coi-i/-a) -i-{-i/- ^ Df"' coi-(/ — a).
I.2...(//— I) ' Oj
DËVELOPPEBŒNT DES FONCTIONS EN SOBIMES. 291
On obtient ainsi la formule
(,6)/(2j=:— -h- y yrAîcol-(2-aA-ma)')- — I>-cot-(z-a,-/na)')
W»-::— ao A
Développement des fonctions elliptiques.
189. Considérons les rapports des quatre fonctions 0 deux à deux; de ces douze rapports, huit satisfont à la relation/(z -h w) = — /(z), les quatre autres à la relation /(z-l- w) =/[z). Nous développerons les premiers par la méthode du n^ 185.
Commençons par les deux fonctions s4—l' Âf(' formons un parallélogramme EFGH ayant pour centre l'origine et pour sommets les points di - di (am'H-i)— -, les infinis de ces deux fonctions» ou les
zéros de 6^ (z), situés dans ce parallélogramme, sont représentés par la formule a = m w', m variant de —m'a 4- m'; tous ces infinis sont simples;
d'après les formules (la) du n° 75, le résidu de la fonction -gj-^ relatif
à l'infini mco' est|Jy\-, celui de la fonction ^, est (- iT |#^. On a donc
^'''' e,(z)~M e',(o) Zd . T,
m?-«sin - (z— mtù')
m = -« sin ~ (z — mo)')
En remplaçant z par l'une des quantités z-h-^z-h^^z
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on en déduit
(■9) ô.(z)- «ô:«»„2|.cosÎ(.-W)
^ ^ 0,(z)" û) e;(o) Zd TT
m = -• cos - (z — mû)')
g.(z)__ TT 0(o) Y î
m——»siï\ — \z — (am — Il — I û)L 2 J
i^o\ Mil- !I£Mb1 V (-T
^i.«sin
' * m=T.cos- I z— (an» — i)— I
^ m~«cos- z— (am — i) —
Pour développer la fonction z'— (' ^^^ admet la période w, nous appliquerons la méthode du n^ 186, en conservant le parallélogramme précédent. Nous remarquons qu'aux points homologues des côtés opposés EF, GH, la différence des valeurs de z étant égale à (a/w'-+- 1) w', la fonction/(z) acquiert des valeurs égales et de signes contraires; les valeurs de la tangente sur ces côtés étant à peu près =p i\ l'intégrale définie relative à ces deux côtés est infiniment petite; ainsi l'intégrale définie relative au contour du parallélogramme a pour limite zéro, et l'on a l'équation
m--m' lang -{z — mot')
On en déduit
m=zm.'
"' „.. ,„.lang-lz-(2TO-i)— J
fn-=nt'
, o. fl(«) iri Ô,(o) ,. V , , wf / >«'!
On obtient les constantes en remarquant que X'(o) r- 4= -^\\ d'où
(29) -;;7-rT — =) TwT-. = r^>
e'.(o) ^v/^ ^«f^' ffVÂ^ ®«(o) g^
Ces rapports donnent les développements des fonctions elliptiques
\{i)— T \^ i= Tj»
gtùh La . T^ï , X «' I
« ^f^.sm- |^z-(2m-i)-J
m -' itt
(32) v(z)=: — lim y
g^ Ld
tt/ ,. V (— 1>"
= _m'iang^|^z-(2m-i)^|
Si Ton groupe les termes deux à deux, les séries (3o) et (3i) deviennent
(33) i(z).JiL^sinri£y
' ' gtsik w Ld
Lj 2 712
_.47rV</,.^7:z Y ^-«(,4- g»"-)
T, I — 2 g*"-' COS h O*^*-')
msroB
,34, .,.)= i^ COS îf l ^- .)^'«1..^
** ;TTt I — 2g"^' COS h g»(»^')
La série (3:2) n*est pas convergente dans les deux sens; si de v(o) on retranche v(z), on obtient une série jouissant de cette propriété
(35) \—v{z)— -Sm > 7 ; Y —=, rz=
" w = - oD sin — sin -I z — (2m— i)— I
OU plus simplement
(36) I— v(z)= — sm* — > ^
g(ù w Aa ,.^, 2 7:z ,/,.^n
^ m = , I — 2a**-' COS h fl*(»"-')
Second mode de développement.
190. Des développements des rapports des fonctions 6, on peut déduire immédiatement ceux des rapports des fonctions d deux à deux; il suffit» comme nous Tavons remarqué au n^ 171» de remplacer co et a>' par — w' et w, y par/?, 0 et Ô2 ps^r ^2 et &> ^i et 9, par S, et S,. Ainsi les équations (26)» (20)» (19) se transforment en les suivantes :
5,(Z) JT 5,(0) V (-')"
,,„> ■?,(Z)_ JT 5,(0) Y
m=--« cos — 7 (z — mw)
m:=oo
m= -« cos — ; (Z — m(ù)
or ^
On modifie la formule (37) en y faisant z = o et retranchant le résultat; ce qui donne
z) TT ^(o)^.^7rz Y (-ï
^ ' m=-.C0S 7- cos -7 (Z
— mûi)
Les constantes ont pour valeurs
^'.(o) igsjk ^'.(oj ig^V' ^\{o) ' igylkk'
On en déduit d'autres expressions des fonctions elliptiques
(42) y<{z]=L ^sin^ >
m^« cos cos -T (2 — mo))
m tr: «
(-ir
" m=-« cos — , (z — mw)
" m=-« cos — : (Z — mw)
Développement des fonctions ^ ^^ 5 *
191. Les méthodes précédentes peuvent être appliquées au développement des fonctions â 6t-- La fonction
sm -(z — ^)
admettant la période o<) et devenant infiniment petite sur les côtés EF, GH du parallélogramme employé dans les deux numéros précédents» Tintégrale définie a pour limite zéro. Pour avoir le résidu relatif au point a = mw', on posera z - mw'H- z\ d'où
"xmytz'i
(— ij'-g-'e " ^
le résidu cherché est
' sm -(/no/— 0
Ck)
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On a donc Téquation
^^^^ 6.(2) "^ 0)9; (O) 2j . TT
i-ilrq'
m=-« sin -(z — ma/)
Si Ton remplace z par js h — > il vient
m=-<D cos — (z — moj ]
Pour développer la fonction g— > nous considérerons un parallélogramme EFGH ayant pour sommets les points =i: - ±: mf(ù\ La fonction
admet la période o» et a pour pôles dans le parallélogramme» outre le
point /, les points a = {2m — i) —, m variant de — (/w'— i) à m'. Cette
fonction ayant une valeur infiniment petite sur les côtés EF» GH, parce que d (z) est infiniment grande, l'intégrale définie a encore pour limite zéro, et Ton obtient l'équation
d'où l'on déduit
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Si Ton groupe les termes deux k deux, ces séries deviennent
' ^ M sin — ^^ I — 9.q^ cos h g*"» I
ô;(T) '-^ .:;ê>) "^^i -•- ^ *=**'* ir Z ;-
I LUb - — m = i i -
27rz
-4- 20*" cos h Q*'"
27rZ
m~i I — 2 6f*"-» COS h flf»(»-»-')
^t I -+- 2 0*"-' cos h g'(""-')
Des formules (45), (46), (47)» (4^), on déduit, par la transformation habituelle,
in=-» Sln — ; (Z — OTW) W
»,=-• COS —Az — mw)
(55) ' ^ _;i5L y (_,)^./'^)' COI IL L - (am - .) ^1
iit= »
Développement des fonctions D logô (2).
192. Les quatre fonctions Dlogd(z) sont impaires et admettent la
période tù. Nous les développerons par la méthode du n® 187. Occu-
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pons-nouB d'abord de la fonction ï)\ogS{z). Gonsidéroos l'intégrale défîDÏe
relative au contour du parallélogramme EFGB {_fig. j'i), qui a pour centre l'origine et pour sommets lespoiots ± - dzm'a'; les infinis situés
Ftg. ,3.
dans ce parallélogramme sont le point t et les points a = (afn+ i)— t m variant de — m' à m'— i. Les parties de l'intégrale relatives aux côtés opposés FG, HE sont égales et de signes contraires. Si l'on désigne par z un point quelconque de la droite A'A, menée par l'origine dans la direction n, les points homologues des c6tés ËF, GH soot s —m'tti', z+ m'w', et l'on a
D logfl(« - m'a' ] - ""''"' + D logfl (a), DIogfl(i-i-m'a>') = --^^^ +Dlos6{z); l'intégrale sur ces deux côtés est donc
^' . r D logflfa) fcoi- {8 - ( - m'a')- cot -{z-t-t- m'u>')\ dt "t'J_i, L " w J
+ - / m' COI" (i — / — m'u') + coi-(a— ( 4-m't.)') rfï.
La seconde partie» que l'on peut mettre sous la forme
/n'sin — (z — t)
CCS 1- cos — (z— l)
tend vers zéro, quand m' augmente indéfiniment. Les deux cotangenles tendant respectivement vers + 1 et — i, la première partie se réduit à l'intégrale rectilignc
- Ç J)\o%B(z)dx,
qui est nulle, puisque la fonction Dlogd(z) est impaire. L'intégrale définie relative au contour du parallélogramme tend donc vers zéro, et la somme des résidus est nulle.
Le résidu relatif au point t est ~ Dlogd [t)\ celui relatif au point
a = f2m-}- 1) — est
/ DlogÔ(«);
mais d'après le lemme du n^ 121, le résidu de la fonction Dlogd [z) est égal au degré du zéro de la fonction 6(2)» c'est-à-dire à l'unité. On a donc
(5,) DIoge(z)=:?lim;^ .r ' ^'
et, en groupant les termes deux k deux^
(58) DlogeCzJ^-^sin^i^;
En remplaçant z par z+ -9 on en déduit
(59) Dloge,(a)^:^llin ^ tang^ [z - (a/»-Hi)^]
/(f = CD
_— 4ir . 2irz V» ç*""'
(60) DIog0,(2)=— Î^sin^-V
_ 27tZ m" I 4- 2flf»-'C0S h g»<*'-')
Si dans l'équation (57) on remplace z par js h — ? on obtient Texpression
lang - ( s — mw')
que l'on peut écrire sous la forme
(61) Dlog0,(z)^ -lim y î ,
«, = -m'lang- (z — mw')
car le terme ajouté à la somme^ celui qui correspond k m:=. m'f a pour limite 1; si Ton groupe les termes deux à deux, il vient
— — }-4sin^— y
lang — m=. I — 2
En remplaçant z par z + - 9 on en déduit enfîn
(63) Dlog9,(2) — -^- lim V lang - (z mw'),
64) I)log9,(2- :-=-- lang— +4sin^^y- -
;;r^, I : 2^»"cos 1- <!'
Des formules précédentes on déduirait immédiatement celles qui se rapportent au développement des quatre fonctions Dlogd(z].
Théorème I. — Pour que le produit
{i-h ai)(i-4- a,)(i4-a,). . .,
dans lequel a,, a^, a,,... sont des quantités réelles et positives , soit convergentf il est nécessaire et il suffit que la série
<2i -4- £la 4- «s ~J- • • •
soit convergente.
Cette condition est nécessaire; car le produit P,< des n premiers fac- /
teurs du produit est plus grand que la somme S;, des n premiers termes de la série; si la série était divergente, la somme S^, augmenterait à Tinfini et à plus forte raison le produit P^,.
Elle est suffisante; car on a
I -+- fli < ^»> 1 -h a, < c"«, . . . , et par suite
S étant la limite de S;,; le produit P„ augmentant avec n et restant moindre qu'une quantité déterminée e*, tend vers une limite P.
194. Théorème II. — Soient a,, a^,... les modules des quantités imaginaires u^y u^y,,.\ sile produit des facteurs réels
(n-«,)(i-4-a,)(i4-ai)...
est cowergentf le produit des facteurs imaginaires
est aussi convergent.
Nous remarquoDS d*abord que le module d'un facteur imaginaire I + Un est moindre que le facteur réel correspondant i + a^^ de sorte que, si Ton désigne par P;, le produit des n premiers facteurs du premier produit et par Q;, le produit des n premiers facteurs du second, le module de Q,< est plus.petit que P^, et, par conséquent, plus petit que P; ce module conserve donc une valeur finie.
Démontrons maintenant que le produit Q^, est convergent. On a
— I :^-{i4- iw,)(i-i-a.^.,).. .(l-Ml«+^) — I
= a^^x -I- fln+, H- ... -h a^^p -r flji+i fliH-2 -i- . • • ; d'où Ton déduit
OU
mod.— Q—- <--p— , mod. (Q„+, - Q.)< mod. Q„ X -'li^^j^l-^" : P.+, _ p. < p _ p..
On peut prendre n assez grand pour que la différence P — P» soil moindre qu'une quantité donnée a; alors on aura, quel que soit j9,
mod. ( Q«+/, — 0„ ) <^ a.
Concevons les points qui dans le plan représentent les quantités Q,,, Q/i+n Q/i+2f*; tous ces points seront compris dans le cercle décrit du point Q„ comme centre avec un rayon égal à a. On déterminera ensuite
un nombre n' plus grand que n, tel que les points Q;/, Q^^ soient
compris dans un cercle décrit du point Q;,' comme centre avec un
Nous savons déjà que le produit est convergent pour toutes les valeurs de z. Considérons maintenant le produit des n facteurs réels
et concevons ce produit effectué et ordonné par rapport aux puissances croissantes de r; si nous appelons ^^"Ma somme des a quantités a^^ a2f.'f a„^ 5^,"^ la somme des produits de ces n quantités deux à deux, 5^3"^ la somme des produits trois à trois, etc., nous aurons
Un terme quelconque ^i^V'" étant plus petit que P„ ou que sa limite P, et croissant avec n, tend vers une limite finie s^r^, quand n augmente indéfiniment; ainsi la somme s^^^ des produits m k m des n premiers termes de la série convergente
«1 -i- «a -f- fls -+- . . .
tend vers une limite 5,;,, quand n augmente indéfiniment; mais on a
P„>i-+- 5^,''>r-i-5^''>r»-i-. .-+-5jJ>r'";
si, laissant m fixe, on fait croître n indéfiniment, on en déduit Puisque la somme S;„ des m premiers termes de la série
(2) I -f Sir-\' Sjr^ -\- Sir^-\ . . .
est moindre que la quantité finie P, on en conclut que cette somme tend vers une limite S inférieure ou égale à P, quand m augmente indéfiniment, et par conséquent que la série (2) est convergente. D'autre part, chacun des termes du produit
étant moindre que le terme correspondant de la somme
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les infinis dé )» folfctiOii d»ns cette \yAVt\c du pl;<n. p^r n eXp leurs di^ xrés, et sup|)os<His quft la rourlM» C ne passe p«r aucîUh de n^s |foifit^^
Nous savons fii" 121 j (luo la l'oiiciion l)lo;( / s, — v-/ admet (•oiniiifi
pôles simples les zéros et les infinis de la fonction /(z). Marquons dans la partie du plan considérée deux points to et /,, distincts des points a et ce; unissons-les par une ligne &o ^i située aussi dans
Fig. 74.
cette partie du plan et ne passant par aucun des points a et a; à Taide de cette ligne et de deux cercles infiniment petits ayant pour centres les points /q ^t /,, nous formerons une courbe fermée ou un
lacet enveloppant les deux points* La fonction log —3-^ éprouve un
accroissement égal à 4- aTre, quand la variable z tourne autour du point /f dans le sens positif, et un accroissement égal à — 27:1, quand la variable z tourne autour du point 1^, aussi dans le sens positif. Il en résulte que, si Ton astreint la variable jz à ne pas franchir la
coupure /o^» '2^ fonction log est monotrope dans toute l'étendue
du plan; c'est donc une fonction holomorpbe dans la partie du plan comprise entre le lacet (^o^) ^t la courbe C.
A l'aide d'une autre coupure gh^ on peut regarder cette aire comme enveloppée par une ligne fermée, composée du lacet (/«^ ) de la coupure gh et de la courbe C. La fonction
FU) = Iog^l)log/(.-)
la valeur que prend la fonction lofç*^ y^au point /<, quand la variable :s
décrit la ligne /o^» 1^^ fonction avant en /« ^^ valeur initiale zéro; nous
désignerons cette valeur de la fonction au point /, par log ^^ * • D'après
cela» rintégrale définie relative au contour entier de Taire a pour expression
Pour avoir les résidus relatifs aux points a et a, qui sont des pôles simples de ¥{z), il faut multiplier les quantités
9 Wfc - «0
respectivement par les résidus de la fonction Dlog/(s), c'est-à-dire par n et — /? (n® 121 ). On obtient ainsi Téquation
OU
(4) |og/(-''J -Vnlog^^"-;'--y/.log'^-:-4'---'-. f T{z)dz. On en déduit la formule
nfOj tj\" \ f - / I - --f •■■(-)^5
•'""•' nTî::-;-;)'
qui a été trouvée par Canchy.
198. Concevons maintenant que la courbe C s'étende à l'infini dans tous les sens, et qu'elle soit choisie de telle sorte que le module de la
fonction - ^- reste moindre qu'une quantité finie M sur cette courbe, si cela est possible. Grâce à la restriction que nous avons imposée à la variable z de ne pas franchir le lacet (^./,), la fonction log^ " ^'^
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Lorsque la fonction /(z) n'est ni nulle ni infinie à l'origine, on peut faire z„ ■ o, et la formule précédente devient
Développement de cosz.
199. La fonction cosz adipet l^s racines simples a = [^m-^ \)-y
distribuées uniformément sur Taxe Ox, et n*a pas de pôles. Portant sur l'axe Ox [fig. 75) des longueurs OA, OA' égales a m'it^ et sur l'axe Oy
Fig. 75.
~ir
des longueurs OB, OB' égales à j'i, nous formerons le rectangle EF6H, suivant lequel nous effectuerons Tintégration. Pour avoir tous les zéros
compris dans ce rectangle, on fera varier m de — m' à m' — i. Le mo-
f'(z) dule de -jr^ = — tangs étant plus petit que i sur les côtés FG, HE,
et très-voisin de i sur les côtés EF, GH, on peut réduire l'intégrale (6) à sa première partie (7). D'ailleurs, la fonction proposée cosz étant paire, cette première partie est identiquement nulle. On a donc, d'après
nÉVKLOPPEMENT DÉS FONCTIONS KS PKODITITS. \\\\
lii rormlile c) ,
III 'Il I
M»! * on :
el, en groupant les facteurs deux à deux
nt'—i»
(1.) eosz : n r^ r----T-n
IX L (2m — i)'7r*J
Développement de sinz.
200. On effectuera d'une manière analogue le développement de la
fonction paire ^^ > qui admet les racines a = mn, à Texception de
a = o. On formera le rectangle en portant sur Taxe Oa? des longueurs OA, OA' égales a m'rr -h -j et Ton fera varier m de —m'
à -+-m\ en exceptant m = o. Le module de la fonction ^j~ = cotz — -
ayant une valeur voisine de i sur le contour du rectangle, on réduira l'intégrale (6) a sa première partie (7), qui est idetitiquement nulle. On a donc
m=zm'
Wl = - Wl'
Ml=f
Remarques. — Si l'on développe ce dernier produit suivant les puissances croissantes de z (n^ 196), on a
Sin^ -:r z — SiZ^ -^- 5jZ* — 5sZ' 4- . . . ,
en désignant par 5< la somme des quantités ^j-^^ ^7-7» ^^^ --> par *,
la somme des produits de ces quantités deux à deux, etc.; mais cette série doit être identique a la série
sinz :-- z -- — - -t
En égalant les coefficients des mêmes puissances de :;, on obtient diverses relations, parmi lesquelles se trouve la suivante :
TT* I I I
Développement des fotuctions 6 en produits. 201. Nous avons obtenu (n® 192) l'expression
;/! = wj'— 1
D Iog0,(z)~— - liin \ tang- z — {2m -i i) - 1
La série n'est pas convergente dans les deux sens; mais si l'on groupe les termes deux à deux, on obtient une série convergente
iti^^ «
Dloge,(z)::=-^^ jtang^l^z -(am- i)^-j ^ tang^ [^z -4- (2m- i)^J
Supposons qu'après avoir multiplié les deux membres par dz^ on intègre, en faisant marcher la variable ;; sur une courbe allant de l'origine à un point quelconque z du plan, el ne passant par aucune (les racines de la fonction d2{z). Comme on peut prendre m assez grand pour que le module de la somme des termes de la série, à partir du terme de rang m, soit moindre qu'une quantité donnée sur toute
la courbe, on aura, d'après le théorème du n^ 81,
TT r , , w'i TT r , . W'I
. 6,(z) v". cos-[.-{am-,)-Jcos-[;.-f-(.m-.)-J
'"«ên^- 2 '*»« — ,w -'
' i;î?f cos*(2m — i) —
cos*(2m — i)
chacun des logarithmes se réduisant à zéro pour z =o. On en déduit
sin' —
(i4) e,{z)==e,(o) TT I I
cosMam — i) —
et, en remplaçant z par z
, TÏZ COS'
cos*(2m — i)
2ût)
L'équation (63) du n® 192 donne de même
— / tancr
in=«
DlogO, (2)=r— -| tang h > tang - (-2 — m&)')4-tang- (2-i-mw')
en intégrant suivant une courbe partant de l'origine et ne passant par aucune des racines de la fonction O2 {z), on a
^, . ^=* cos -{z — mcù') cos- {z -h mui')
Ut\Z) . HZ x' , w w
(O) ° W ^ ' , TTC»)'
ût)
TTû)
m=i \ cos'm
chaque logarithme s'annulant pour z =: o. On en déduit
Ô,(z) = 9,lo)cos^lll I-
sin'
cos*m
TTû)' 0)
et, en remplaçant z par 2 h- ->
e.(^)=e,(o)sin^];X '-
cos*m
202. La forme de ces expressions peut être modifiée par l'introduction de la quantité q. Elles deviennent
27rz
e(z)=e.(o)lJ
e,(o)cos^ JJ
I — 2fl*"~* COS -^ h fl'f^-»)
z)z.--O,(o)sin^ JJ
I — 2Q^ COS h a*'^
mr=i
Les deux constantes 0^ (o)/ôa (o) ne dépendent que de la quantité y, et, par conséquent, que du rapport des périodes (n*' 77). On les ramène
l'une à l'autre en faisant z = — dans la première de ces équations, ce qui donne
Si donc on pose
on obtient les expressions suivantes des quatre fonctions 0 :
e,{z) — (^iq) JJ [1-4- a^f*"-' cos ^ -+- ç«(««-«)l
ea(z)i= aj/^f <p(5f)C0S— JJ I-h 2J*"C0S h^^ 9
m = I nt=. »
e.(z) = 2v'g9(?)sin" JJ fi - 2 g*- cos ^ + 9-J
203. Voici comment Jacobi est parvenu à exprimer (p {q) par un produit. La comparaison de la seconde des équations précédentes et de la seconde des équations (8) du n^ 74 donne l'égalité
^mivz
I -h a > {—ira" cos
Gt)
JJ fi — a^f*"-» cos ^^ -f- gn*^ol
Le second membre doit être indépendant de ;z; si Ton y fait succes-
sivement z = o et z = -7> on a
JJ(,_ç»-.). JJ [H- ç'(».-0]
on obtient le second numérateur en remarquant que les termes qui correspondent à des valeurs impaires de m sont nuls, de sorte qu*il suffit de donner à m des valeurs paires. Remplaçons q par q^^ il vient
d'oil
'^, = n H^f3 = ni- î-'-'i 1' - '"-'i-
Cette dernière expression peut être transformée ; le facteur i — y** étant de la forme i — q^-'^^ ou i — jr*(*"»'-«), suivant que m est pair ou impair, et m' variant de i à qc , on a
m = «e in=ao
n (»-9'")= Il (•-?*-)['- g'f'^'>].
d'où
jj(,-ç— ) !!(•-«"")
in=i m = I
lit = w WI = •
Ainsi le premier membre de cette dernière équation ne change pas quand on y remplace q par q^. En remplaçant plusieurs fois successivement q par 5^*, on a
I?f = w /n = ao
dep (n^77, 159 et 173); nous pouvons aussi les déterminer par des produits. On a d'abord, en vertu des formules (20) et (^5),
e.(o) = <p(g)JI(n- ?—■)',
e.(o) = 2{/î(p(g)JJ(H-g»-)';
»>{o) = <?ip)J\{^ + ?"-')'.
m = i /If ^ «
(27) \Ho)=9(p)JH^-l^')',
IR
! » (o)= iyp<f{p)'[[{i + p»")'.
Les formules
qui définissent les modules k et ^, donnent
En divisant par z les deux membres de la quatrième des équations (20) et de la quatrième des équations (^S), et faisant tendre z
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Nous avons vu {n? 173) que les fonctions d,(z) etds(^) satisfont à la relation
Il est facile maintenant de déterminer la constante C; on a, en effet,
206. Remarque. — La méthode de Cauchy permet d'opérer directement la décomposition des fonctions elliptiques en produits d'une infinité de facteurs rationnels; en prenant un contour d'intégration convenable et groupant les facteurs d'une certaine façon, on arrive aux fonctions 0^ ou aux fonctions d» ou à d'autres analogues.
Nous avons besoin, pour cela, de connaître le développement de la fonction cos(z — z^). Si l'on forme un rectangle égal à celui qui nous a servi pour le développement de cosz (n^ 199), mais ayant son centre au point Zq, on verra, comme précédemment, que l'intégrale relative au contour de ce rectangle tend vers zéro. Les zéros situés dans ce
rectangle sont a = Zq -+- (2/w 4- i)-i m variant de — m' à m' — 1, et l'on a
(36) cos(^-^>)^|
im ^^
m=-m' I Zo-f-(2m
Pour développer les fonctions elliptiques, nous emploierons un rectangle, ayant pour sommets les points s = =L ( /w'w — ^ j zL f/i'o'— ^ j,
de manière que le contour ne passe par aucun des zéros ou des infinis
f'iz) de ces fonctions. La fonction '^-^7—7 conservant une valeur finie sur ce
contour et étant impaire, d'après ce que nous avons dit au n^ 198, l'intégrale définie relative h ce contour tend vers zéro, quand on augmente indéfiniment les deux nombres entiers m' et n\ dont dépendent les dimensions du rectangle. Les zéros et les infinis des trois fonctions
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d'après la formule (36), tend vers une limite égale à
TT r , ,&/!
cos - 2 — (an -h i) — I "L ^ J
cos(2n -h i) —
On a donc le produit
n-=zK — ;
"'-* COS - z — (an 4- 1) ~ »=«' I 4-<ifl*"-' cos ^^ 4- o^C"-'
il , ,7rw' ""il (i-hfl«-7 '
« = -«» C0S(2IH-l) «=, V » /
qui a pour limite la fonction -~y (n^202). Dans le dénominateur
n=-/i' m^-m' I /Wû) -h (2» -+- l) — I
le premier produit
in=-m'| mck) -f-(2n-t-i)— I
tend vers une limite égale à
. TT r , x^n
Sm - 2 — (211 -j Ij —
— sin(2n -h i)
TTff)'
et le second produit
n = n-r s|n - Z — ( 2/1 4" I ) — n=n' ^^ 2(7»"-' COS ^^ 4- <I*(>"-0
n<^L _^ -^ = TT M
. , ,7rw' 11 (i — q^-'Y
vers la fonction ^— y • On exprime ainsi la fonction v (z) par le quotient
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sin
tend vers une limite égale à — '- (n® 200), le produit
11 \ mw -f- /iw'/
rn - - m'
OÙ n est diderent de zéro, vers une limite égale à
sin - (z — «&)')
TTOD
- sm/i —
Cl)
en vertu de la formule (36). Le numérateur, multiplié par i;, devient donc
. Tf/ #s . * ^t:z sm-(s — ww) " " I -ûf^''cos \- q*"
- sm — Il ,— — - sin - - I I ; -,
— sm/i „=x ^
Gi)
c'est la fonction Trrr-:' Le second mode donnerait ^ri-^,y
On pourrait aussi, à l'aide du théorème du n® 184, décomposer les fonctions elliptiques en des sommes de termes rationnels; en prenant un contour d'intégration convenable et groupant les termes d'une certaine façon, on retrouverait les séries que nous avons obtenues (n® 189) et qui sont formées de termes simplement périodiques.
C'est en décomposant les fonctions elliptiques en facteurs, mais par une méthode toute dill'érente, qu'Abel et Jacobi ont découvert les fonctions Oy qui jouent aujourd'hui un rôle si important dans les Mathématiques.
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rayon r, et continue sur la circonférence elle-même. Appelons M le maximum du module de la fonction /(a?) dans le cercle de rayon r. Si, dans la formule (n®87)
on remplace chaque élément de l'intégrale définie par la quantité M^ plus grande que son module, on augmente évidemment le module de rintégrale définie, qui se réduit alors à ^ttM, et Ton a
(i) mod./"(a;,) < i .2. . .n — •
Lemme IL — Soit /(a?, ^) une fonction holomorphe par rapport à chacune des variables imaginaires â?, y, quand ces variables restent comprises respectivement dans des cercles de rayons r, r\ décrits des points â?o, j'o comme centres, et continue sur les circonférences ellesmêmes. Appelons de même M le maximum du module de la fonction dans rétendue des valeurs considérées. Si, dans la formule (u^ 100)
on remplace chaque élément de l'intégrale multiple par une quantité MdOdQ' plus grande que son module, on augmente le module de l'intégrale, et l'on a
Lemme III. — Il est facile de composer une fonction dont les dérivées partielles aient en x^, y^ des valeurs égales aux limites assignées pour les modules des dérivées correspondantes de la fonction proposée /(a?, j).
Considérons, en effet, la fonction
priétés énoncées» on obtiendra ses dérivées successives au moyen des équations
que Ton déduit de la première par la difTérentiation (n^ 101).
Imaginons que, dans les seconds membres, on remplace les valeurs de la fonction / et de ses dérivées partielles pour z = o et u = o par leurs modules; la première donnera le module de u^\ en portant cette valeur dans la seconde, on aura une limite supérieure du module de i^; en portant ces valeurs dans la troisième, on aura une limite supérieure du module de ul\ et ainsi de suite.
En vertu du lemme III, les dérivées partielles de la fonction /(^^^ u) ont, pour z = o, li = o, des valeurs dont les modules soQt moindres que les dérivées correspondantes de la fonction
<p(2, Mj —
pour z = o, u r:^ o. Considérons l'équation différentielle
(6) -.-r=(p(2, i;)rzr
dans laquelle nous donnons à la fonction v la valeur initiale v =^o pour jz = o. Si cette nouvelle équation admet une intégrale holomorphe, on obtiendra ses dérivées successives au moyen des équations
i v"= D3 9 -4- 2/ DL 9 -r t/"D; 9 -f- c^'^D, 9,
analogues aux équations (5). Quand on y fait :z == o, et<^ — o, la fonction (f et ses dérivées partielles prenant toutes des valeurs positives,
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radical est nulle, c'est-à-dire lorsque
cette valeur z = p\ inférieure à p, est un point critique; ainsi la formule (lo) définit une fonction holomorphe de z^ tant que cette variable reste comprise dans le cercle décrit du point z = o comme centre avec un rayon égal à p\ Cette fonction satisfait à Téquation (9), et, par conséquent, à Téquation (8).
La fonction (^ se développe en une série
(\ t z m z gf z
convergente dans le cercle p'; on peut en calculer les coefficients à l'aide des équations (7); comme nous l'avons remarqué, ils sont tous réels et positifs. Si l'on attribue à z une valeur ayant un module p" inférieur à p\ le module de (^ sera plus petit que la somme des modules des termes de la série, c'est-à-dire que la valeur de v pour z = p''; cette valeur de ^, réelle et positive, augmente avec p"; mais, pour z=p\ le radical étant nul, l'équation (10) donne v = r. On en conclut que, dans le cercle de convergence p\ le module de la fonction v reste plus petit que r.
Considérons maintenant la série
dont les coeiricients sont les quantités que nous avons calculées de proche en proche à l'aide des équations (5). Nous avons vu que les modules de ces coefficients sont moindres que les coefficients correspondants de la série (i i); ainsi la série (12) est aussi convergente dans le cercle p\ et elle définit une fonction holomorphe dans ce cercle. Nous remarquons que, si l'on attribue à z une valeur ayant un module p" inférieur à p\ le module de u est plus petit que la somme des modules des termes de la série (la), et, à plus forte raison, plus petit que la
209. Remarque. — Nous avons démontré que- l'équation différentielle -7- =f[u, z) admet une intégrale holomorphe dans une certaine
étendue. Il n'existe pas d'autre fonction satisfaisant à l'équation différentielle proposée et devenant égale à zéro pour 2 = 0. Soit u l'intégrale holomorphe, et supposons qu'il existe une seconde intégrale» que nous représenterons par m H- <^, la fonction v s'évanouissant pour a = o; nous aurons
d'où
^ -/(M-hV, 2)-/(m, 2).
Puisque le second membre s'annule pour (^ = 0, quelle que soit z^ il contient une puissance de v en facteur (n** 115), et l'on a
en supposant que, dans le quotients on ait remplacé uetv par leurs valeurs en fonction de z. L'intégration le long d'une courbe quelconque donne
^^{-^,^-_-.-^)=f\{z)dz.
L'intégrale définie ayant une valcuir finie et r^ devant être nulle, cette égalité est impossible. Quand m~- i, l'équation différentielle devient
~ =c^(z)dz,
d'où
Puisque <^o = <^» '^ fonction (^ est identiquement nulle.
Ainsi l'équation différentielle proposée n'admet pas d'intégrale prenant la valeur zéro pour z = 0, autre que l'intégrale holomorphe
et si Ton admet que les fonctions intégrales existent de part et d*autre, on verra, comme précédemment, que les dérivées (i^Oo» (<^i)««-'*» (^ )o»- • •« déduites des premières par un calcul de proche en proche, ont des modules respectivement moindres que les quantités réelles et positives (('Oof (^Oo*- • •» (K')o«- • m déduites des secondes par un calcul analogue. Remarquons que les quantités ((^;)o, (^t)o*- • *' (^)o sont égales entre elles, de même les quantités (^i')o» (^Do»---» (^)of et ainsi de suite.
Il est facile d'intégrer les équations (17). Si les fonctions v^, t'sf...» ^a existent, comme elles ont leurs dérivées égales et même valeur pour j3 = o, elles sont égales entre elles; on doit donc avoir
et chacune des équations (17) se réduit à
dv M
on la mettra sous la forme
La fonction (^ doit donc satisfaire à l'équation
d'où l'on déduit
Nous prenons le logarithme qui s'annule pour 5=0, et qui est holomorphe dans le cercle p. Les n 4- 1 racines de l'équation (20) deviennent égales, lorsque In quantité placée sous le radical s'annule.
Existence des fonctions implicites.
2il . Thêobeme III. — Étant donnée une équation Y[z^ u) = o dont le premier membre est une fonction holomorphe des deux variables z et u dans le voisinage des valeurs initiales, si la dérivée partielle par rapport à u nest pas nuUe pour les valeurs initiales assignées , V équation est vérifiée par une fonction u de z holomorphe dans une certaine étendue.
Ce théorème, que nous avons démontré directement pour les équations algébriques (n^ 31) et étendu ensuite aux équations transcendantes (n^ 130), peut être regardé comme une conséquence du théorème I, relatif à Texistence de Tintégrale d'une équation différentielle.
Si Téq nation est vérifiée par une fonction u de z^ admettant la valeur i4o pour z = ^0 et holomorphe dans le voisinage du point z^^ cette fonction satisfera à Téquation différentielle
d'où Ton déduit
' tfK du D,F ^, .
La fonction F(z, i/) étant holomorphe par rapport à 2 et à u, les deux dérivées partielles D-F, D„F jouissent de la même propriété; si, pour J3 = Zo et M "- Mo» '^ dérivée partielle D„F n'est pas nulle, le quotient f[z, u) sera lui-même holomorphe en z et u, La question est ainsi ramenée à la précédente : l'équation différentielle (a5) admet une intégrale holomorphe u = (f [z), ayant la valeur initiale w© pour
ÂJ
Zq.
Il est aisé de voir que cette fonction 14 = 9 (z) satisfait à l'équation
proposée; car l'expression D-F 4- MJ^ j: est la dérivée de la fonction
composée F (2, m); cette dérivée étant nulle pour toutes les valeurs de z comprises dans une certaine partie du plan, la fonction F(j5, u) est constante, et comme elle est nulle pour z = o, elle est nulle dans toute cette partie du plan.
rivées, déduites de ces équations, soot des fonctions holomorphes
du% ^ . ,
dz
et la question est encore ramenée à celle de Tintégration.
C(u ou le coefficient différentiel devient infini.
Revenons k Tétude d^une équation différentielle
du ^.
La variable z part d'un point fixe jzq» I^ fonction u ayant une valeur initiale u^. D'après ce que nous avons démontré, tant que le coefficient différentiel reste holomorphe par rapport k jz et à i£, l'intégrale u est ellemême une fonction holomorphe de z. Supposons maintenant que, la variable z arrivant en un certain point z^, la fonction u prenne une valeur M,, telle que le coefficient différentiel /(z, u) devienne infini, de
manière, toutefois, que son inverse — reste holomorphe dans le
voisinage des valeurs z^ et u^. Dans ce cas, la fonction intégrale u cesse d'être monotrope, et acquiert autour du point z^ plusieurs valeurs différentes qui se permutent circulairement.
Thi^orème V. — Lorsque le coe^fficient différentiel devient infini^ si Ton
désigne par n V ordre de la première dérivée partielle de la fonction j
par rapport à u qui ne s'annule pas y la fonction intégrale acquiert n -H I valeurs différentes formant un système circulaire.
Posons
LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
d'où
Si Ton regarde i comme une fooction de m', cette fonction devra satisfaire à l'équation difTérentielie
rfz ' I
du! "~ f{Ux-\- a',2|-+-z')'
et admettre la valeur initiale 2' = o pour v! = o. La fonction
/(i«,-*-a',z,-hz')
étant holomorphe, est développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de u! et de z\ et Ton a
dz' (29) ^-7 =r:aa'-4- 6z'4-CM'z'-t-ez"H-. . .= (p(a^ z').
Le second membre renferme au moins un terme indépendant dez'; car, si tous les termes contenaient z\ l'équation admettrait la solution j5'= o et aucune autre (n® 209). Soit n le degré du premier terme indépendant de z'\ les n — I premières dérivées partielles de 9 par rapport à U s'annuleront pour u' = o, z'=o; de sorte que les équations successives
u' W du' "*" Iz'' \^u' ] "^ Dz' du'^
donneront
mais la dérivée suivante ( , ,^\ ne sera pas nulle. L'intégrale de l'équation (29) sera de la forme
(3o) z'= X «'"+' -*- hu"*-"' -4- Cm'"-^^ -f-
Il s'agit maintenant de résoudre cette équation par rapport à u\ Pour cela, posons
l'équation devient
Pourz"=o, l'équation se réduit à l'équation binôme 1 — At^^'=o; on adoptera, pour valeur initiale de v, l'une quelconque des valeurs
i^o= \j)"^'' La dérivée partielle du premier membre de l'équation (3 1)
par rapport a v n'étant pas nulle pour z*'= o eis^ = i^o» cette équation, en vertu du théorème III, est satisfaite par une fonction holomorphef^
de z\
d'où l'on déduit
(32) a=a,H-i'. z'"-*-* -hi/, z"«"^' -4- v,z"«-*-* -4-
Quand la variable z tourne autour du point z^, la fonction u acquiert n-h I valeurs différentes formant un système circulaire.
La valeur de ç^o est l'une des racines de l'équation binôme i<;"^' ~ ^; quelle que soit celle des racines que Ton prenne, on aura toujours
pour M les mômes valeurs; nous avons posé, en effet, uf = vz"zz=: çz'"'*''; si Ton remplace la variable z' par la valeur z'e^'"^*, qui se rapporte au
même point du plan, la formule précédente devient m'^-^c""' -5'""^'; ceci revient à remplacer {^^ par une autre racine de l'équation binôme.
Considérons l'équation différentielle
du
à laquelle nous joignons la condition initiale u = i pour z = o. La dérivée étant une fonction holomorphe de u pour toutes les valeurs finies de u^ il existe une fonction a de ^ satisfaisant à l'équation différentielle proposée et à la condition initiale donnée, et cette fonction est holomorphe tant qu'elle conserve une valeur finie; mais, à l'inspection de l'intégrale définie
/ 'du.
on voit que z devient infini avec iz : on en conclut que u conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies de z, et, par conséquent, que la fonction u^ définie par l'équation différentielle, est holomorphe pour toutes les yaleurs finies de z.
La fonction inverse z Aqu est donnée par l'intégrale définie (s); le
point u=^ o étant pôle de la fonction -9'cette intégrale définie z admet
la période polaire («)?= inxi\ il en résulte qu'à chaque valeur de u correspond une série de valeurs de z de la forme z + mtù. On en conclut que u est une fonction de z simplement périodique.
Cette fonction, étant holomorphe pour toutes les valeurs finies de 2, est développahle en une série ordonnée suivant les puissances entières de z, et convergente dans toute l'étendue du plan. On obtiendra les
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coefficients de la série en suivant la méthode générale indiquée au n^ 208. De l'équation proposée on déduit, par des diiTérenliations successives,
d^u du _^ d*u du
toutes les dérivées se réduisant à l'unité pour z = o, on a la série
ce qui fait voir que la fonction intégrale n'est autre que e*.
Exemple II.
L'équation différentielle
à laquelle on joint la condition initiale u = o pour z = o^ définit de même une fonction u de z^ holomorphe tant qu'elle reste finie. L'intégrale définie
(5) z=Ç —^—du
montre que» .quand i/ va a l'infini par un chemin quelconque, z tend vers une valeur finie correspondante a, en décrivant un certain chemin Ou. Réciproquement, quand la variable z décrit ce chemin Oce, la fonction u devient infinie. Examinons ce qui se passe dans le voisinage de ce point a,, ou la fonction u devient infinie. Posons, pour cela,
z = oi-^z\ 11= 7 5 l'équation différentielle proposée devient
et il faut y joindre la condition initiale m' = o pour z' = o. Celte dernière équation fait voir que u' est une fonction holomorphe de z' dans
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le voisinage du point z'= o; il en résulte que le point z = a est un pôle de la fonction u. On conclut de là que la fonction u, définie par l'équation différentielle (4)» est une fonction méromorplie de z dans toute l'étendue du plan.
La fonction inverse est donnée par l'intégrale définie (5). Si la variable u décrit deux lignes symétriques par rapport à l'origine , z acquiert dés valeurs égales et de signes contraires; il en résuite que
u est une fonction impaire de z. La fonction ^ admet les deux
pôles u= ±i; puisque
les lacets correspondants (a) et (i), décrits dans le sens positif» donnent la même période polaire ro = -b tt. Il en résulte qu'a chaque valeur de u correspond une série de valeurs de z de la forme z •+- mn. On en conclut que u est une fonction de z simplement périodique.
Il est facile de trouver les pôles de cette fonction. Remarquons d'abord que, dans l'étude de l'intégrale définie (5), le point u = ao ou n'= Of sur la sphère, est un point ordinaire. L'intégrale définie, rela« tive au contour d'un demi-cercle /'M {/îg. 76) d'un très-grand rayon,
est égale à l'intégrale relative au lacet (a), c'est-à-dire àTr; la partie de l'intégrale relative à la demi-circonférence étant infiniment petite, et les parties relatives aux deux rayons /'O, 0/ étant égales, si l'on appelle a l'intégrale relative au rayon infini 0/, on a 2a = 7r, d'où
a = -• Les pôles de la fonction sont donc - -
mi:.
216. On peut exprimer la fonction mcromorphe u par le quotient de
deux fonctions holomorphcs. Si Ton pose, en effet, u ~ — i Téquation différentielle devient
Idv \ (dw \
cette équation sera satisfaite si Ton choisit les deux fonctions i^ ei w de manière à vérifier les deux équations simultanées
, , dv dw
auxquelles on joindra les conditions initiales (^ r= o, (P = i pour 2 = 0. Diaprés le théorème général démontré au n^ 210, ces deux fonctions restent holomorpbes tant qu'elles conservent des valeurs finies; elles sont développables en des séries dont on obtiendra les coefficients en difPérentiant plusieurs fois successivement les équations précédentes, ce qui donne
d^v dw d^w dv
dz^ " 5F ~" ■" *'' 5^ " ~ 55 "" "''
rf'c dv rf*tv dw
5^** ~" ~~ 5z "' "" ^' 'dt^ "" dz"~ '
d*v dw dUv dv
dz* ~ 7iz ^' Ifz^ ' 5z "'
Pour z •— o, ces dérivées se réduisent à
dv
éz "^'
dw
dz -""'
d^v dz^
d'w dz'
dz' ''
dz^ ^'
dUv
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et ToQ a les deux séries
Ce sont précisément celles qui définissent sinz et cos^ (n^ 55); elles sont convergentes pour toutes les valeurs de z, et Ton vérifie aisément qu'elles satisfont aux deux équations différentielles simultanées. On a donc
cosz ^
Exemple III.
Soit l'équation difTérentielle
dans laquelle le polynôme placé sous le radical est du second degré» et à laquelle on jdint la condition initiale u = o pour z = o, le radical ayant une valeur iniliale déterminée. La dérivée cesse d'être une fonction holomorphe de u, lorsque la fonction intégrale u arrive dans le voisinage des points critiques a et 6 du radical» ou lorsqu'elle devient infinie. Nous savons (n^ 111) que l'intégrale définie
Jo v^G(«-rt)(tt — 6)
conserve une valeur finie sur toute la sphère, excepté au point u = oo où elle devient infinie. Ainsi la fonction u ne devient infinie pour aucune valeur finie de jz; il suffit donc d'examiner ce qui se passe quand la variable z arrive dans le voisinage d'un point 2« où la fonction u acquiert l'une des valeurs a ou 6. Nous poserons» pour cela»
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z = s, -h z% u = a'\' u'^\ réquatioQ difTéreatielle devient
^' = iVG(a- 6 + «'•).
et il faut y joindre la condition initiale u^= o pour z' = o. La dérivée ^ étant une fonction holomorphe de u' pour les valeurs de u'
voisines de zéro, la fonction intégrale u' est elle-même fonction holomorphe de z' dans le voisinage de z'=^ o. On en conclut que la fonc^ tion Uj définie par Téquation différentielle (9)9 est une fonction holomorphe de z dans toute retendue du plan.
Si l'on désigne par A et par B les intégrales définies relatives aux droites Oa et 06, nous avons vu (n^ 113) que l'intégrale définie (10)
admet une période co = 2A — 2B = -^9 et qu'à chaque valeur de u
correspondent deux séries de valeurs de z de la forme z + mu, A — z + mtù. On en conclut que u est une fonction de z simplement périodique.
218. On peut ramener l'équation différentielle proposée à une forme plus simple. Si l'on pose
z, étant l'une des valeurs de z qui correspondent 9. u'^: > l'équa-
tion différentielle devient
avec la condition initiale u' -^o pour z' = o. Les deux points critiques sont m' = dz I, et l'on a yJG = i , w = a?:.
La fonction u\ étant holomorphe dans toute l'étendue du plan, est développahie en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de z\ et convergente dans tout le plan. De l'équation
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00 déduit» par la difTérentiation,
d^u' _ , dUi' _d^ rf* u' _ ,
pour z' = G, ces dérivées ont les valeurs
du' _ d^u' ^^^_ rf^tf _
et Ton obtient la série
On a donc
(i^) a'=:sînz'.
Exemple IV.
Soit réquation différentielle
(i3) ^ = ^/FTir) = )/G(u^a)(u^b){u^c){u^dh
dans laquelle le polynôme placé sous le radical est du quatrième degré, et à laquelle on joint la condition initiale i^ = o pour jz = o, le radical ayant une valeur déterminée. La dérivée cesse d*être une fonction holomorphe de u, lorsque la fonction intégrale u arrive dans le voisinage de Tun des points critiques a» b^ c^ d du radical, ou lorsqu'elle devient infinie. Les deux circonstances se présentent ici; car nous savons (n® 113) que» lorsque le polynôme placé sous le radical est d'un degré supérieur à deux» l'intégrale définie
conserve une valeur finie sur toute la sphère. On verra» comme dans
Pexemple précédent, que, lorsque la variable z arrive dans le voisinage de l'un des points où u acquiert Tune des valeurs a, i, c, d^ la fonction u reste une fonction holomorphe de z. Pour voir ce qui se passe lorsque la variable z arrive dans le voisinage de l'un des points a où a devient
infinie, nous poserons z=zol-\-z\ u = -j-, Téquation différentielle
devient
du'
il faut y joindre la condition initiale u' =o pour z' = o. La fonction u' étant holomorphe dans le voisinage du point 2' = o,-qui est un zéro simple de cette fonction, le point z = a est un pôle simple de la fonction u. On conclut de là que la fonction u^ définie par Téquation différentielle (i3), est une fonction méromorphe de z dans toute rétendue du plan.
L'intégrale définie (i4) a deux périodes û)=2A— 2B, (d'=tiA— aC, A, B, G étant les intégrales suivant les droites Oa, Ob, Oc» avec la valeur initiale du radical (n"* 113); à chaque valeur de u correspondent deux valeurs de js, savoir z et 2A— Zy augmentées de multiples quelconques des périodes. Ainsi u est une fonction de z doublement périodique et du second ordre.
Considérons maintenant Téquation différentielle
(16) ^rr=y/^{^^a){U-b)(U--c),
dans laquelle le polynôme placé sous le radical est du troisième degré; la fonction intégrale jouit des mêmes propriétés; elle est méromorphe dans toute Télendue du plan, doublement périodique et du second ordre; seulement, au lieu de deux infinis simples, elle admet un infini double. En effet, si a est un point où u devient infinie et si Ton pose
s ~ a 4- z', M = — . réquation différentielle devient
fli^f
— ;■ — -• ^Cmu'(i — aa')(i — bu'~)(i — eu'];
ftZ
En vertu du théorème du n^ 213» la fonction u' et, par conséquent, la branche correspondante de la fonction u acquièrent n — i valeurs différentes autour du point i? = a, qui est un point critique algébrique pour cette branche de la fonction. Supposons maintenant que le polynôme soit d'un degré impair 2/1 — i; on a l'équation transformée
dvS ~v^Ga'(i — att')(i— *«')...
dz' 11'—^
que l'on réduit à
du" ___ — iv^G(i — af<^M(i — 6/i^»)...
Iz'' " 11^"-*
en posant u'^^u''^; la fonction u" et, par conséquent, la branche correspondante de la fonction u acquièrent :i/i — 3 valeurs différentes autour du point z = a, qui est un point critique algébrique par rapport \ cette branche de la fonction.
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deux premières correspondent les deux points critiques a et c (fig. 77), aux deux autres les deux points critiques h et d\ un rayon vecteur»
Rff. 77-
tournant autour de l'origine dans le sens positif, les rencontre dans Tordre a, b, c^ d. Nous prendrons comme première période 2û) = a A — aC = 4A; d'où
M r du
2~Vo ff^«
l'intégrale rectiligne relative k la droite Oa étant évaluée avec la valeur initiale Au = -h 1 du radical. On en déduit
Nous prendrons comme seconde période, soit eo'^r^B— 2Â, soit
cd' ~ 2 A — 2B, de manière que, dans le rapport — > le coefficient de 1
soit positif. On a ainsi
On en déduit, dans les deux cas,
Puisqu'à chaque valeur de u correspondent seulement deux valeur
En faisant z' = -i on reconnaît qu'il faut prendre le signe +; on
obtient ainsi la relation
'») <'-t)-hÎ
La fonction X(z), définie par l'équation différentiel le (i), dépend des deux constantes k et g^ c'est-k-dire du module et du multiplicateur. Les formules (a) et (3) donnent les périodes ^cd, (ù' par des intégrales définies. Nous avons choisi ces deux périodes de manière que» dans le
rapport —y le coefficient de i soit positif. Nous pouvons donc» avec les
deux constantes (ô et (ô\ composer une fonction 6 (z) à l'aide d'une série convergente, et, au moyen des fonctions 0 qui s'en déduisent (n® 74), former une fonction inéromorphe doublement périodique
.»■ lî)
Ces deux fonctions méromorphes, doublement périodiques, aux mêmes périodes, ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis, sont dans un rapport constant (n^ 152); comme elles sont toutes deux égales à
l'unité pour z =^ -y elles sont égales entre elles. On en conclut que la
fonction définie par Téquation différentielle est la même que la fonction définie par les fonctions $.
La fonction fi.
223. Dans cet ordre d'idées, nous définirons la fonction /x par Téquation
à laquelle on joint la condition fx(o) ~ i.
Cette fonction pourrait cesser d'être monotrope dans le voisinage des
points OÙ la fonction \{z) devient égale à db i ou infinie. Considérons l'un des premiers points, par exemple le point -; posons z = - -h z';
la fonction X f- -f- z'\ est paire, puisque X i- — z'\ - X (^* -h s' j ;
son développement ne contiendra donc que des puissances paires de z\ et Ton aura
4/, -Xf^V V^ =2'(^ -4-6«'»-f-. .),
IX (^-^Z'\ =r3'( A -f-BV-- -+-...).
On en conclut que la fonction |x(z) reste holomorphe dans le voisinage du point 2 = -•
Considérons maintenant Tun des seconds points, par exemple le
point ~; posons z = — -i-z'; nous aurons
"■' "^-O-s/'-^'lï*'')-
La fonction fi{z) reste aussi méromorphe dans le voisinage de ce point. On conclut de là que la fonction ii{z) est méromorphe dans toute retendue du plan.
Si la variable z, partant de l'origine, décrit deux lignes opposées, la
fonction fjL(js) = y/\ — X" {z) prend des valeurs égales aux points symétriques par rapport à l'origine; ainsi la fonction est paire, et l'on a
(12) lx{—Z)--rzix{z).
De la relation (ro), on déduit
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pour les valeurs de z' inférieures k un certain module; et cette rela-
lion est générale; car si la fonction est constante dans une
certaine étendue, elle est constante dans toute l'étendue du plan. On en conclut la relation
De la relation (11), on déduit de même d'où l'on conclut
(l4) fx(Z4-û)')rr.--^(z).
Ainsi la fonction |x(z) admet les deux périodes 20), cù + c3^ Ses infinis
sont ceux de À (2); ses zéros les valeurs z = - -h mw + m'(ù\ pour
lesquelles X(z)=:i!=i. Le parallélogramme (2a>, a> + a>'), ne contenant que deux infinis, est bien un parallélogramme élémentaire.
La fonction ii{z), définie par l'équation (9), est la même que la fonction définie par la formule (n^76)
puisque ces deux fonctions méromorpbes, doublement périodiques, aux mêmes périodes, ont les mêmes zéros et les mêmes infinis, et sont égales à l'unité pour z = o.
La fonction v .
224. Nous définirons de même la fonction v(js) par l'équation
(i5). y[z) = s^-k^nz),
à laquelle on joint la condition initiale v (o) = i
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De la relation (17), on déduit de même
et, par suite,
(19) v{z-hM') = — v{z).
Des deux relations précédentes, on conclut
Ainsi la fonction v{z) admet les deux périodes as aco'. Ses infinis sont ceux de X(z), ses zéros les valeurs z = h mcù -h m'(ù\ pour
lesquelles \[z) ^ ±1 y Le parallélogramme construit sur les périodes 0), 2Gi)', ne contenant que deux zéros et deux infinis, est bien un parallélogramme élémentaire.
La fonction s^{z)^ définie par Téquation (i5), est la même que la fonction définie par la formule (n°76)
^^ e.ioj b[z)'
puisque ces deux fonctions méromorphes, doublement périodiques, aux mêmes périodes, ont les mêmes zéros et les mêmes infinis, et sont égales à Tunité pour z =. o.
Relations entre les fonctions elliptiques.
225. Nous pouvons retrouver directement les relations que nous avons obtenues (n°77) entre les fonctions elliptiques à Taide de leurs expressions au moyen des fonctions 0.
\^ Nous remarquons d'abord que les deux fonctions ^ (^ + ^ )> ^~^i
ayant les mêmes périodes ^gj, &>', les mêmes zéros et les mêmes infinis, et étant toutes deux égales à l'unité pour z = o, sont égales entre
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Si Toa choisit, comme nous Tavons supposé, la seconde période de manière que dans le rapport — le coefficient de i soit positif, la considération des fonctions Q nous montre que les seconds membres sont affectés du signe — . On a donc
('4) ^»(' + t)=^T-3ÛI]' H"^t)=^-'?(Ï)
Des formules précédentes, on déduit
226. Remarque. — D'après ce que nous avons dit dans les deux numéros précédents, les fonctions Vt =F ^ (2)9 Vi =P k\ [z) restent monotropes dans le voisinage des valeurs de z pour lesquelles \{^) devient
égale à d- I ou à ±: Tî mais elles cessent de l'être quand \{z) devient
infinie. Toutefois les produits ou les quotients de ces fonctions deux à deux sont méromorphes pour toutes les valeurs de z. Parmi ces combinaisons, nous avons étudié spécialement celles que nous avons appelées |x et v; nous ne dirons que quelques mots des autres. Remarquons d'abord que les fonctions
ix\z) i-+-X(z)'
\-\-h'k[z) ï-h/fl i-hkliz)
s'expriment rationnellement à l'aide des trois fonctions elliptiques ordinaires; elles admettent les deux périodes 2», 2a>'; comme elles n'ont que deux zéros dans le parallélogramme (20), 20.)'), ces deux périodes forment bien un système élémentaire.
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CoDsidérons maintenant la fonction
kk(zY
dont les zéros sont- -h/nw 4-/w'ci)', et les inGnis - — — -\- hkù -h m' cù' . D'après Tune des équations du n® 223* on a
et par suite
9 (Z -h û)) rr: — 9 (— 3 ).
D'après Tune des équations du n^ 224, on a aussi et par suite
On en déduit
Mais d'autre part
il faut prendre le signe — ; car, si Ton prenait le signe +, la fonction admettrait les périodes 2a>, (ù\ et n'aurait qu'un zéro et un infini dans chaque parallélogramme, ce qui est impossible. De la relation
(p(a 4- aw)---- — <p(z),
on déduit
la fonction admet les deux périodes 4^» ^'l le parallélogramme construit sur ces périodes ne renfermant que deux zéros et deux infinis est bien un parallélogramme élémentaire.
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Réduction du multiplicateur à l'unité.
227. La fonction elliptique X [z) déGnie par Téqualion difierentielle
(I) ^ =ffN/(î~"^)(i~ *'"')•
à laquelle on joint les conditions initiales an.- o, ^ = i pour js = o,
dépend des deux constantes g et ^, qui sont le multiplicateur et le module. Nous représenterons la fonction par le symbole ^(z»^, jt), en indiquant ainsi les deux constantes g ei k dont elle dépend.
Lorsque le multiplicateur est égal à Tunité, Téquation différentielle devient
(26) ' g^^(7~M^)ri^/f>i;^;
la fonction X(z, i, k) qu*elle définit sera représentée simplement par le symbole X (r, k)^ en sous-entendant le multiplicateur i . On peut toujours ramener la fonction elliptique X(z, g, k) à cette fonction elliptique particulière; car, l'équation (1) se mettant sous la forme
\ // <Hgz)
on a
Si Ton appelle 2cj, cj' un couple de périodes de la fonction particulière X(z, k), la fonction ^{z, g,k) ou X(^z, A:) admettra les périodes — 5 — • On en conclut que le rapport des périodes est indépen-
(lani du multiplicateur; c'est ce qui résulte d'ailleurs des formules (3) el (5) du n°221.
Cas où le module est réel^ positif et inférieur à l'unité.
228. Nous supposerons aussi que le mulliplicateur g est égal a Tunité. La première période
Jo V^(l— M')(l — k^U")
est réelle et positive. Faisons décrire à u successivement les deux lacets (a) et (c) ; u croissant de o à i , jz croit de o à -\ u décroissant de i à o, après avoir décrit un petit cercle autour du point critique a, z croit de - à 6); u variant ensuiie de o à — i, et le signe du radical ayant
changé, z croit de &> à — ; u croissant de — i à o, après avoir décrit un
petit cercle autour du point critique c, z croit de — à âco, et ainsi de
suite indéfiniment. On en conclut» réciproquement, que la fonction u = \[z) est réelle et comprise entre — i et -^ i pour toutes les valeurs
réelles de z\ elle se comporte comme un sinus; z croissant de o à -9
u croit de o à \\ z croissant de - à ci>. a décroit de i à o; z croissant
de O) à 2Gi), u devient négative et varie de o à -— i et de — i à o; puis elle reprend les mêmes valeurs périodiquement.
II en est de même de la fonction ]x [z) — y/i — X* [z). Quand z croît deoà-9jx(2) décroit de i à o; z croissant de -à go, la relation
|x(--h5j = — P'f- — A fstit voir que jx(js) devient négative et décroît de o à — 1 ; J3 croissant de &> à 2ci), la relation |x(ci) -+- z) =— |x(z) montre que fx [z) croît de — i à o et de o à 4- 1 ; puis elle reprend les mêmes valeurs périodiquement; elle se comporte comme un cosinus.
Quant k la fonction v[z) = yjv — k^\^ [z), la quantité placée sous le radical ne s'annulant pas, elle reste non-seulement réelle, mais encore positive, pour toutes les valeurs réelles de z. Lorsque z croit
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de o à - et de - ^ «, v(z) décroit de i à *'= V» — ^» pou>^ croître ensuite de A' à i ; puis la fonction reprend périodiquement les mêmes valeurs. Ici le module complémentaire jt'= v ( - j est positif.
229. Occupons-nous maintenant de la seconde période. Dans la formation du lacet (6), nous éviterons le point critique a à IVided'un demicercle très-petit a! ma*' [fig. 78)» de telle sorte que les lacets (a), (6),
Fig. 78.
(c), {d) se succèdent dans le sens positif. Nous prendrons comme seconde période ci>'= 2B — aÂ; dans la différence, la partie relative à la droite Oa! disparait; il ne reste que la partie relative i^ la droite ifhf parcourue deux fois, et Ton a
C^ du C^du
Ji v'(i- M'){i--Ar»ii») Ji V^
Sur ah la quantité v reste réelle et positive, mais jx devient imaginaire et égale à ± iyju* — i . Pour choisir le signe, nous poserons
M^i^H-z-e*', d'où fx^ \/(i — m)(i -♦- m)— r' c • ^2H-rc*'.
Quand le point u décrit le demi-cercle àmoT^ 6 varie de tt à o; jx devant
être positive en a' pour 9 = ;r, il faut prendre l'exponentielle e * ' : en o^
pour 0 = 0, la valeur de jx sera — ir^y/ 2 -+- r, et, par suite, sur a^l/
on aura — i\l u^ — i.
La valeur de la seconde période est donc
c*est une quantité de la forme (ù*'i, (ù" étant positive. De cette manière, dans le rapport-- = — i, le coefficient de / est positif» ce qui doit être
pour la formation de la fonction 6. La quantité q = e *" = e " , qui entre dans les séries, est réelle, positive et inférieure à l'unité, comme le module. Si Ton avait formé le lacet (6) avec l'autre demi-circonférence a'na", on aurait trouvé pour 2B — 2A une quantité égale à la précédente et de signe Contraire ; il faudrait prendre pour seconde période 0)'= 2A — aB.
Dans le cas actuel, Legendre posait u = sinç>, d'où
en désignant par A9 le radical ^i — k^ sin'9, et il regardait l'angle 9 comme Vcanplitude de la valeur z de l'intégrale définie. Jacobi, qui, avec Abel, a le premier considéré la fonction directe u, a été conduit, d'après cela, ^ représenter cette fonction par le symbole sinam^;, c'està-dire sinç) ou sinus amplitude z; il représentait la fonction |jl(z) par cosamz, et la fonction v(z) par Aam^;.
231. Nous avons vu comment, lorsque le module k est réel, positif et plus petit que i, il faut choisir les périodes. Il est facile d'en déduire une règle générale. Considérons un cycle C comprenant les deux points
critiques a et 6 {fig. 79); si l'on prend comme première période :iod le double de l'intégrale relative au lacet (a), on pourra prendre comme
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seconde période <ù' l'intégrale relative au cycle C parcouru dans le sens négatif. En effet, les deux intégrales o) et tù' sont des fonctions continues de kf tant que le point b, qui correspond à 79 reste à l'intérieur de
la courbe C; le rapport — = r+ si variant d'une manière continue
avec k et restant imaginaire, le coefficient 5, qui ne s'annule pas, conserve lé même signe; or, lorsque le point b vient en b^ sur Taxe Ox au delà du point a, si Ton forme le lacet {bo) avec le demi-cercle a'ma"^ le cycle G, décrit dans le sens négatif, peut être remplacé par la suite des lacets [b) + (a). L'intégrale correspondante est u'= 2B — :iA, et
nous avons vu que le rapport — a son coefficients positif; d'après cela,
quelle que soit la valeur du module A, le coefficient s sera positif; mais le cycle négatif C équivaut à la suite des lacets (&).+ (a) ou (a) + (fr),
suivant que l'argument de - est compris entre o inclusivement et n
exclusivement, ou entre tt inclusivement et 27r exclusivement : la seconde période est donc 2B — 2A dans le premier cas, 2A — 2B dans le second cas.
Périodes elliptiques.
232. Connaissant le module k et le multiplicateur g, nous avons déterminé par des intégrales définies (n^ 221) deux périodes élémentaires 26), w' de la fonction ^^[z), telles que l'on ait ^\-\ = f , ^/6) — 6)^\ ^ " et que, dans le rapport ~> le coefficient de i soit positif (n*^ 231). Nous avons appelé module complémentaire k' (n®77) celle des valeurs du radical =ti y i — >fc^ qui est égale k v ( - ) • Un système
de périodes 2ot)|, (ù\^ équivalent au point de vue de la division du plan par un réseau (n® 144), est représenté par les formules
dans lesquelles a, b^ a\ b' désignent des nombres entiers satisfaisant ù la condition ab' — ba'= ±. i. Parmi ces systèmes, considérons ceux
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conçoit que, au moyen de Téquation (agjt dans laquelle on regarde q comme l'inconnue, on puisse calculer cette inconnue et, par consé-
quent, trouver le rapport — ; Téquation (3i) donnera ensuite o), et Ton
connaîtra cj et tù. L'équation (29), dont on élève les deux membres au carré, admet une infinité de solutions; car à des valeurs données de g" et de A correspondent une infinité de couples de périodes elliptiques : toutes les valeurs correspondantes de q satisfont à cette équation.
Modules égaux et de signes contraires.
233. Le module k n'entrant qu'au carré dans l'équation différentielle, si l'on remplace k par —A, l'équation différentielle reste la même, et, par conséquent, la fonction X définie par cette équation ne change pas; il en est de même des fonctions /x et v; mais les périodes elliptiques changent. Il est évident d'abord que la première période !i<ù = 4 A conserve la même valeur; quant à la seconde période, en appliquant la règle établie au n^ 231, on obtient, d'une part,
6/ — =h(2B — aA),
d'autre part,
en vertu des formules (3o), on peut prendre, dans tous les cas.
Plus généralement, si l'on désigne par :2Gt>, tù' l'un quelconque des systèmes de périodes elliptiques relatives aux constantes g et k^ les périodes équivalentes aw, = aw, w'^ = aw h- w' forment un système de périodes elliptiques relatives aux constantes ^ et — ^; car on a
et, en outre, le déterminant est égal à + 1 .
La formule (a) du n^ 73 montre que, quand on remplace o et &>' par tù et aco + a>', la fonction 6(z) reste la même; les formules (5)
du n^74 font voir ensuite que les fonctions Os{z)f 0(z) ne changent pas» et que les deux autres da(^)> ^f(^) deviennent <9a(jz], ^^1(2). Dans les formules (18) du n^ 76, on remplacera y/i par i^k.
Modules réciproques.
Si, dans l'équation différentielle
(I) ^^grVCi-a^jii-A-'ii»),
qui 9 avec la condition initiale u =^ o^ définit la fonction elliptique ^{Zf g, A), on remplace u par x' on obtient l'équation
avec la condition initiale u' = o pour z ^o; mais cette dernière équation définit la fonction elliptique X Iz, gk, r j • On a donc la relation
(32) . ' l[z,gk,^'^=:k'k(z,g,k), d'où l'on déduit
(33) f^Uf'gkf-A=v(z,g,k), vU.gk, JA=fj.{z,g,k).
En vertu de la relation (32), les deux fonctions X(z, g, k)^ X (z, gk, t\
admettent les mêmes périodes. Si ao), o)' sont des périodes elliptiques de la première, les périodes équivalentes 2ci>| = 2g) — 2»', cù\=cù' formeront un couple de périodes elliptiques de la seconde; car on a
et, en outre, le déterminant est égal à i . Le module complémentaire
370 LIVRE V. — CHAPITRE m.
de la nouvelle fonction sera
ijç'
En réduisant les multiplicateurs à l'unité, on mettra les relations précédentes sous la forme plus simple
Elles ramènent le cas oii le module k est réel» positif et plus grand que I à celui où il est plus petit quei.
On peut opérer cette transformation par le changement des périodes. Considérons les fonctions 9 et ^ formées avec les deux constantes Cl), = ci> — a)', &)'j = OD^ mises à la place de ci> et o)^; comme on a
CI
nous désignerons les fonctions anciennes par 0{^9 p)f ^{^tp)f et les nouvelles par 0 {z, — />), ^(^> ^P)* ^^ constante o)' ne changeant pas, les formules (6) du n^ 171 donnent immédiatement
^^(z,p) ^A'fP) >ll^(z,p) ^^t{z,p)
yV étant égale a e^ . Des relations (i3) du n^ 172, en tenant compte de la valeur du coeiïicient C (n^ 205), on déduit ensuite
(36) ^^(^*-p)^^^(^^-p)^ eiz.^p) ^ e,{z,^p) ^ /
1 xzH
Les formules ( 1 5) et (17) du n^ 173 déterminent le nouveau module et le nouveau multiplicateur
à Taide des formules (i4) de ce même numéro, on retrouve les relations (32) et (33).
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Modules complémentaires.
235. Nous avons vu (n^ 159) que la fonction v ( z •+- ^ "^ ^' M satisfait à Téquation différentielle
à laquelle on joint la condition initiale v = o pour z = o, le radical ayant la valeur initiale + i ; mais cette équation définit la fonction
X(z, igk\ pj» qui, d'après la relation (20), est égale àX:'X(j5, ig^ k)\
on a donc
d'où l'on déduit
Si 2(ùf tù' (fésignent des périodes elliptiques de la fonction \[z, g, k)j la fonction X(z, ig^ k') admettra les périodes élémentaires o), 2(ù'; les périodes équivalentes ao), = — 2ci>\ g)'^ = g) formeront un couple de périodes elliptiques de cette nouvelle fonction; car on a
et d'ailleurs le déterminant est égal k + 1 . En réduisant les muldpli-
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cateurs à l'unité, on écrira les relations précédentes sous la forme (39) X{/..A-) = /i[^, ^(.•..Ar)=^^^. v(/s. A:)=^|^.
Elles permettent de trouver les valeurs des fonctions elliptiques, lorsque le module k est réel, positif et inférieur a Tunité, et que la variable est imaginaire et de la forme t"!, y étant réelle. Les fonctions ^{yi)t v {yi) sont réelles et plus grandes que i , la fonction X {yi) est imaginaire et de la forme Yi, Y étant réelle et pouvant prendre toutes les valeurs possibles. Les fonctions X {yi)^ jx {yi) sont analogues au sinus et au cosinus hyperboliques.
236. Si 2 0), <ù' sont des périodes elliptiques de la fonction X (jb, i), la fonction X (z, x, k) ou X(iz, k')^ admettant les périodes elliptiques -- 2 ci>^ GO , la fonction X (z, kf) admettra les périodes elliptiques — 2ci>'i, tùi. Désignons par Q {z^ k)^ d(z, k) les fonctions composées avec les deux constantes o, îù' relatives au module A, et par Q (z, kf)^ ^{zy k) les fonctions composées de la même manière avec les deux constantes ci>i = — (ù'i^ (ù\ = coi, relatives au module complémentaire k. Comme on a ^i = /?, p^ = q, la comparaison des formules (8) du n^ 74 et (6) du n^ 171 donne immédiatement les relations
. ,B [iz,k)^^,{z,k'), ^.{iz,k)^6(z,k');
^^""^ ^ B.[iz,k)r^.:^(z,k'), ^ {iz,k)^Q,(z,k');
e,{iz, k) = ^,{z, k'), ^, (iz, /r) = ~ e,{z, k').
Le nouveau module et le nouveau multiplicateur sont déterminés par les formules
et l'on retrouve ainsi les relations (Sg).
Lorsque le module k est réel, positif et plus petit que i, si l'on adopte les périodes elliptiques de la fonction X {z, k), telles que co soit réelle et positive, et o' de la forme (k)"i, &>" étant réelle et positive, les nouvelles constantes 04 = ~ od'i, <J^=r. o)/, relatives au module com-
plémentaire k ^ jouissent des mêmes propriétés. Quand z est réelle» toutes les fonctions 9 et ^ sont réelles, excepté ^^ <|uî ^st imaginaire et de la forme Ai, A étant réelle; quand z est imaginaire et de la forme j'ï, y étant réelle, elles sont encore réelles, excepté 0<, qui est imaginaire et de la forme Ai. Da\is ces deux cas, les formules (8) du n® 74 et (6) du n** 171 renferment, soit des sinus et des cosinus ordinaires, soit des sinus et des cosinus hyperboliques.
Autre transformation.
237. Nous avons vu (n^ 159) que la fonction fji f z h- - ) satisfait a l'équation différentielle
(40 5^=-ff^\/('-^')(' + |i^')'
a laquelle on joint la condition /x = o; mais cette équation définit la fonction elliptique X ( ^, — gk y p j ; on a donc
fX 2 +
d'où l'on déduit
Si 110), Cl)' sont des périodes elliptiques de la fonction X (z, g", jt), la fonction X ( z , gk\ ^ j admettra les deux périodes élémentaires 2 o.>« = 20), (jûi\ = ro + 0)', qui seront aussi périodes elliptiques de cette dernière
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fonction; car on a
Le nouveau module complémentaire est
En réduisant les multiplicateurs à Tunité, on mettra les relations précédentes sous la forme
Elles ramènent le cas où le carré du module est réel et négatif à celui où il est réel et positif.
On peut aussi opérer celte transformation par le changement des périodes. Considérons les fonctions 9 et ^ formées avec les deux constantes 0)4 = 0), o'^ T= o + cd\ mises à la place de o et ci>'; comme on a
CHAPITRE IV
238. Les exemples d'équations différentielles que nous avons considérées jusqu'à présent appartiennent tous à une même catégorie d'équations difTérenlielles, celles qui ne contiennent pas la variable z
et qui sont algébriques entre la fonction u et sa dérivée^* Désignons par U la dérivée ^ > et soit
(i) F(ii,U)r=o
l'équation proposée, dont le premier membre est un polynôme entier en u et U» du degré m par rapport à U et irréductible. On donne pour z = z^h valeur initiale Uo de la fonction u et la valeur Ue de la dérivée» Uo étant une racine simple de l'équation ¥{uo, U) = o et difîérente de zéro. En vertu du théorème général sur l'intégration (n^ 208), tant que la fonction algébrique U de u reste fonction holomorphe de u, la fonction intégrale u reste elle-même fonction holomorphe de z; mais cette fonction intégrale cessOt en général, d'être holomorphe par rapport à z, lorsqu'elle arrive dans le voisinage d'une valeur u, pour laquelle la fonction algébrique U devient infinie ou acquiert des valeurs multiples.
La fonction inverse est donnée par l'intégrale définie
^-r^da.
^ étant une fonction algébrique de u; elle est de l'espèce de celles que nous avons étudiées dans le Chapitre IV du Livre lU. Nous avons vu
qu*à chaque valeur de u, finie ou infinie, correspondent m valeurs de z, augmentées de multiples quelconques de certaines périodes. Lorsqu'il n'y a pas de période, ou lorsque toutes les périodes sont nulles, jz et u sont liées par une équation algébrique du degré m par rapport à z, et par rapport à u d'un degré que Ton sait déterminer (n'^ 136); mais, quand il y a des périodes, et c'est ce qui a lieu ordinairement, si la fonction intégrale u cesse d'être monotrope, lorsqu'elle arrive dans le voisinage d'une valeur u, qui est un pôle ou un point critique de la fonction algébrique U, comme à cette valeur de u correspondent une infinité de valeurs de z, il y aura, dans le plan sur lequel est figurée la variable jz, une infinité de points critiques pour la fonction u, et il pourra arriver qu'elle acquière une infinité de valeurs différentes.
239. Il est aisé de reconnaître que, dans toute l'étendue du plan, c'est-^-dire pour toutes les valeurs finies de jz, la fonction intégrale u n'admet que des points singuliers algébriques, savoir : des pôles ou des points critiques algébriques. Supposons, en effet, que, z allant de z^ à 2| par un certain chemin, u aille de Uq à une valeur finie ii|, qui soit un point critique de la branche correspondante de la fonction algébrique r|-, si l'on pose z = z^ -{- z\ u = u^ -h u\ cette branche de la
fonction algébrique se développera en une série convergente de la forme (n^ 96)
(3) jj — b. H- 6, w'/' -f- hju'P -f- . . . ;
l'intégration donne
on en déduit
u' z:= z'\(u ~- aiZ'P -h a^z'P -h. . . . / .
Ainsi la fonction u acquiert p valeurs différentes, qui se permutent circulairement, quand la variable z tourne autour du point Z|, et, par conséquent, ce point est un point critique algébrique de la fonction u.
Lorsque la branche correspondante de la fonction algébrique t? devient infinie» son développement est de la forme
(6) 0=="''' V*»-+-*ta''' -Hiiw''' -4-.. J.
Puisque la variable z conserve une valeur finie z^ la racine infinie t^
est d'un degré 2 plus petit que un. Posons/?' ="/> — q\ on en déduit, par l'intégration,
( 7 ) z' = n'P (^ b. -f- -- ^- ' fc, w'? H- -J^ b,n'P -i- . . . ^
et, par suite,
(8) tt' = zr (a, -4- a^z'P' -H €1,2'/^ -h. . .) .
Le point jZ| est encore un point critique algébrique de la fonction u, à moins que l'on d\i p' = i; dans ce cas, ce serait un point ordinaire. Supposons maintenant que, la variable z allant de Ze à ^o 1^ fonction u devienne infinie; on posera
I -- rft
V dz
l'équation proposée (i) se change en une équation algébrique entre ç et V, du degré m par rapport à V, et l'intégrale définie devient
(9) z'=^Z~Z,r=j ^dv.
Le raisonnement précédent s'applique à la fonction v; on en conclut que le point z^ est un point ordinaire ou un point critique algébrique de cette fonction, et, par conséquent, un pôle ou un point critique algébrique de la fonction u.
240. Nous nous occuperons spécialement, dans ce qui suit, du cas où la fonction intégrale u est monotrope. Cherchons d'abord à quels
241 • Supposons maintenant que» la variable z allant de jSq ^ ^i » 1^ fonction u acquière une valeur u«, pour laquelle la fonction algébrique U devient nulle; la variable z restant finie» cette racine U est d'un degré inférieur à l'unité» et, par conséquent» elle appartient à un système
circulaire de p racines; la fonction ^,9 qui devient infinie» est représentée par la série (6)» et la fonction u' par la série (8); pour que la fonction intégrale u reste monotrope dans le voisinage du point jS|» il est nécessaire et il suffit que p' = i, c'est-à-dire que la racine nulle U
soit du degré i — -•
Il est aisé de reconnaître» a priori, que cette condition est nécessaire; car» si la fonction u est monotrope dans le voisinage du point jsi» elle se développe en une série de la forme
sa dérivée
(i3) li =: patz'f^^ -h ip -¥- 1) ai z't* -^. . .
s*annulant pour 2' = o» le nombre entier /^ est plus grand que un. De' la série (1:2)» on déduit
et» en portant dans la série (i3)»
la racine infiniment petite U appartient donc à un système circulaire
de p racines» et elle est du degré i
Il reste à examiner ce qui se passe lorsque la fonction u devient infinie pour une valeur finie s< de z. Nous nous servirons, pour cela, de l'équation transformée (11). Si, pour i' == o, les racines différentes de zéro sont monotropes par rapport à (^, et si chacune des racines
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cycles soit nulle, et alors la période correspondante est nulle. Il importe donc de trouver des caractères auxquels on pourra reconnaître, sur Téquation difTérentielle elle-même, à laquelle des trois classes appartient la fonction intégrale. Pour voir si la fonction intégrale est monotrope, nous n'avons pas eu à nous occuper des racines nulles d'un degré égal ou supérieur à Tunité; c'est la considération de ces racines qui nous permettra de distinguer l'espèce de la fonction intégrale.
Examinons d'abord le cas où Féqualion (lo), pour toutes les valeurs de u qui annulent/„(u), et l'équation (ii) pour> = o, n'admettent aucune racine nulle d'un degré égal ou supérieur à un. Dans ce cas, l'intégrale définie (a) conserve une valeur finie (n^ 111). Imaginons que l'on représente la variation de u par le mouvement d'un point sur une sphère, et celle*de z par celui d'un point sur un plan; après avoir marqué sur la sphère les points critiques de la fonction algébrique U et formé un système de lacets fondamentaux ayant pour origine le point initial Uo, concevons que la variable u parte du point Uo» U ayant une valeur déterminée Uo, et aille en un point quelconque de la sphère par un arc de grand cercle, précédé des combinaisons des lacets fondamentaux qui font acquérir a U les m valeurs qu'elle peut avoir au point iio- Afin de distinguer ces chemins, nous regarderons chaque point de la sphère comme l'assemblage de m points caractérisés par les m valeurs de U; à chaque point (i/, U) de la sphère correspond un point z du plan, et a la sphère entière une portion finie du plan. Prenons un point M' en dehors de cette partie du plan; dans l'intégration directe, quand la variable z arrive en M' par un chemin quelconque, la fonction monotrope u acquiert en ce point une valeur déterminée i/«, et sa dérivée U une valeur aussi déterminée U«. Soit M le point situé dans la partie finie du plan et qui correspond au point (i/,, U«) de la sphère; quand la variable z décrit dans le plan une ligne quelconque allant du point M au point M', par exemple la droite MM', la variable u décritsur la sphère un cycle fournissant la période MM'; si l'on ajoute cette période à chacune des valeurs de z obtenues précédemment, la portion finie du plan se reproduira a côté une première fois, puis une seconde fois, et ainsi de suite; mais cette opération ne donne pas tout le plan. Prenons un point M"" en dehors, et soit M le point homologue situé dans la partie finie du plan; nous obtiendrons de la même manière
et, en faisant if = vz\
si Ton pose ensuite 9^= f — 4 ^o)^» «^ = ^o -*- ^» ^"^ arrive à une équation de la forme
où Zo, Z|, Z^... . désignent des séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de z\ et dont les p premières renferment en outre chacune un terme tel que Az'^logz^ qui s*annule pour js' = o. Concevons que la variable z' soit comprise dans un cercle décrit du point z'=: o comme centre avec un rayoti très-petit /9, cercle dans lequel on a pratiqué une coupure suivant un rayon; une valeur du logarithme étant adoptée en un point, la fonction z'^^logjs' aura une valeur déterminée et très-petite. en chaque point. Nous pouvons répéter ici le raisonnement du n^ 28 ; la première série Zo s'annulant pour z'= o, et la seconde Z| contenant un terme p'i^"^ indépendant de z\ on en conclut que l'équation (i6) admet une racine très-petite v^. Si Ton adoptait une autre détermination du logarithme, les coefficients de l'équation ayant d'autres valeurs, l'équation adnxettrait une autre racine très-petite, et ainsi de suite. Il en résulte qu'à chaque valeur de z' correspondraient une infinité de valeurs de (/, ce qui est impossible, puisque la fonction intégrale u est monotrope.
Le coefficient 6^ étant nul, l'équation (i6) définit une fonction (»' monotrope par rapport à z'; puisque la fonction u est monotrope par rapport à js, on a en outre p' = i. La fonction u, différant très-peu d'une quantité constante Ut pour toutes les valeurs de z' inférieures à un certain module et, par conséquent, pour toutes les valeurs de z supérieures à un certain module, est rationnelle; car, pour js = qo , les fonctions périodiques sont indéterminées. On arrive à la même conclusion lorsque, pour i^ = o, Téquation (ii) admet une racine nulle d'un degré supérieur a l'unité.
244. Il est aisé de voir, a priori, que ces conditions sont nécessaires.
Lorsque le nuniérateur de la fraction rationnelle est d'un degré plus élevé que le dénominateur, u devient infinie avec z; mais ç s'annule, et la racine infiniment petite V jouit des mêmes propriétés.
Il est impossible que l'équation proposée, lorsqu'elle est irréductible, et sa transformée pour (^ = o, présentent deux racines nulles d'un degré plus grand que un ; car, lorsqu'il y a une racine de cette sorte, la fonction £^ est rationnelle , et, par conséquent, diffère très-peu d'une quantité déterminée pour les valeurs très-grandes de z.
245. Supposons maintenant que, pour u= Ut, l'équation proposée admette une racine du degré un et appartenant a un système circulaire dep racines. Si l'on pose u = u« + u\ la branche correspondante de la
fonction -^ sera représentée par
( ï2) ^ = «'- (b, + b, u'^-rb^u'P-i-...),
d'où
z --: b, logu' -h C -i- pbiU'P -h " biU'l" ■+■
L'intégrale définie a ici la période polaire tù =:= nph^nix on en conclut que la fonction u est simplement périodique.
anzi
En posant u! = u!'^^ 1 = 6"" , on déduit de l'équation précédente
le point u=Ui est donc un point critique algébrique, ou un point ordinaire si /? ^ I , de la fonction / de u.
Supposons que, pour u = 1/3, Téquation admette une autre racine du degré un; si Ton pose a = ^3+ u\ la branche correspondante de la
fonction -^ sera représentée par une série de la forme (^22); on en déduit pour z une expression de la forme (23); si la période polaire est égale à la précédente et de signe contraire , il en résulte pour t une expression telle que
le poiot II = 112 est un point critique algébrique ou un point ordinaire
de la fonction -» et, par conséquent , un point critique algébrique ou
un pôle de la fonction t. Ainsi la fonction t de u n'a, sur toute la sphère, que des points singuliers algébriques; d'ailleurs, à une valeur de II correspond un nombre fini de valeurs de /; on en conclut, d'après le théorème du n^ 135, que les deux quantités / et u sont liées par une équation algébrique. Puisqu'à chaque valeur de / ne correspond qu'une valeur de 11, cette équation est du premier degré par rapport à Uf et, par conséquent, u est égale à une fraction rationnelle de t.
Remarquons actuellement qu'une fraction rationnelle de t prend des valeurs déterminées ii| et n, pour / = 0 et / = qo ; en posant 11=11,+ u\
ou u = Us + u', on obtient pour ^ des expressions de la forme (a^).
Il en résulte que, si l'équation proposée, ou sa transformée pour ç = o^ admet une racine nulle du degré un, elles en admettent une autre, et ces deux racines fournissent, dans l'intégrale définie , des périodes égales et de signes contraires. Il peut arriver que ces deux racines nulles correspondent à une même valeur de u. De ce qui précède, on conclut :
Théorème II. — Les conditions qui rendent la fonction intégrale monotrope étant remplies : i^ la fonction intégrale est doublement périodique^ lorsque l'équation proposée pour aucune valeur finie de u, ou la transformée pour (^ = o, n admet de racine nulle d'un degré égal ou supérieur à l'unité; 2° elle est rationnelle, lorsque l'équation proposée pour une valeur finie de u, ou la transformée pour (^ = o, admet une racine nulle d'un degré plus grand que un; 3^ elle est simplement périodique, lorsque l'équation proposée pour une valeur finie de u, ou la transformée pour i' = o, admet une racine nulle du degré un.
Quand on a reconnu la nature de la fonction intégrale, on peut se proposer de la déterminer au moyen des éléments connus. Si elle est rationnelle, elle sera égale au quotient de deux polynômes entiers. Si elle est simplement périodique, elle sera égale à une fraction ration-
XHSI
nelle de l'exponentielle t = e "" . Enfin, si elle est doublement périodique, on l'exprimera rationnellement a l'aide de la fonction elliptique X(js), aux mêmes périodes, et de sa dérivée (n® 161).
Équations différentielles binômes.
246. Appliquons les principes que nous venons d'établir à Tétude de l*équation binôme
(a5) (îë)"-'" ^ ("'^- ^ (" " «)-(ii- 6)-', . .,
dîins laquelle F(u) désigne un polynôme entier en u du degré ^m au plus. Par une transformation du premier degré, on peut toujours ramener le cas où le degré du polynôme est plus petit que am à celui où il est
égal à am; il suffit pour cela de poser u = i/q + -^ i/o étant une quantité arbitraire qui n'annule pas F(i/); nous supposerons donc que le polynôme est du degré 2m, ce qui revient à dire que, sur la sphère, le
point II = 00 est un point ordinaire pour la fonction ^ (n^239f). L'équation proposée se met sous la forme
(16) ^l^g(,,^ar(u^bY .,.x
nous supposons chaque exposant réduit à sa plus simple expression; leur somme est égale à deux. Pour que la fonction intégrale soit monotrope, il est nécessaire et il suffît que les exposants inférieurs à
Tunité soient de la forme 1 [xV^ 241): chacun de ces exposants sera
égal ou supérieur à -• La fonction intégrale est doublement périodique
si tous les exposants sont inférieurs à l'unité, rationnelle s'il y en a un supérieur à Tunité, simplement périodique s*il y en a un égal à Tunité.
Le second membre de l'équation ^[26) peut être formé d'un seul fac-
leur affecté de l'exposant 2 ou i -^ -; dans ce cas, l'intégrale est rationnelle. S'il renferme un premier facteur affecté d'un exposant plus grand que I, mais plus petit que 2, il est formé de deux facteurs; le second
Supposons ces trois nombres rangés par ordre de grandeur croissante. Nous remarquons d*abord que le plus petit p ne peut être plus grand que 3; on ne pourra donc lui attribuer que les deux valeurs 3 et 2. Soit/7 = 3; la relation (3o) devient
il faudra faire aussi p ^ p"^3; on obtient ainsi Téquation différentielle
du » 1 »
(3l) • ±.:=:g^u-ar{u-^by{u-cy.
Soit maintenant p= 2; la relation {3o) devient — -f--^ = -; le
nombre/'' ne peut être plus grand que 4; comme il est d'ailleurs plus grand que 2, on ne pourra lui atribuer que les deux valeurs 4 et 3. Si p' = 4^ on dip"= 4» ce qui donne l'équation différentielle
du -'■ ^ i
(3?.) ^^=^gi^u^aY(u-bY(u--cY.
Si p'= 3, on dip" = 6, et Ton obtient l'équation différentielle
(du\ 111
—^ = giu^ay{u-by{u-cy.
247. Ainsi, outre les quatre équations (27) et (28) que l'on sait intégrer, et dont les intégrales sont rationnelles ou simplement périodiques, il existe quatre autres équations, (29), (3i), (32) et (33), dont les intégrales sont des fonctions doublement périodiques. Ces équations présentent les quatre types suivants :
(II) V' ^ G{u - aYiu - by{u - c)\
(III) U*zr.G(M — «)'(« — *)=»(« — c)\
(IV) u« — ri(w-/i)»(w — ft)*(M-c^
Les fonctions intégrales sont respectivement du second, du troisième» du quatrième et du sixième ordre.
La fonction algébrique U de u, définie par l'équation (I) du second degré, admet sur la sphère quatre points critiques a, 6, c, d^ autour de chacun desquels se permutent les deux racines. La fonction algébrique définie par Téquation (II) du troisième degré admet trois points critiques a, 6, c, autour de chacun desquels se permutent les trois racines. La fonction algébrique définie par l'équation (III) du quatrième degré a aussi trois points critiques a, h, c; les quatre racines se permutent circulairement autour de chacun des deux derniers; autour du pointa, les quatre racines se divisent en deux systèmes circulaires, comprenant chacun deux racines. L'équation (lY), qui est du sixième degré, présente également trois points critiques; les six racines forment autour du point a trois systèmes circulaires de deux racines, autour du point h deux systèmes circulaires de trois, et enfin autour du point c un seul système de six. Nous dirons qu'un point critique a autour duquel se permute un système circulaire At p racines est de l'ordre z^, et nous le désignerons par le symbole a^^^ ; nous regarderons le point a, dans Téquation (lY), comme la réunion de trois points critiques du second ordre, et le point b comme la réunion de deux points critiques du troisième ordre. De cette manière; la distribution des points critiques, pour les quatre équations précédentes, sera figurée par
Nous avons vu (n^ 111) que le nombre des périodes de l'intégrale définie est au plus i(/? — i) — 2(m — i); en appliquant cette règle aux cas actuels, on trouve effectivement que le nombre des périodes ne surpasse pas deux.
Si Ton fait coïncider l'un des points critiques avec le point 0' de la sphère, à l'aide d'une transformation du premier degré, telle que
£1 ~ a + -> on déduit des quatre types principaux les sept formes
dérivées
G(ii G(u
248. Proposons-nous maintenant d'intégrer ces équations différentielles au moyen des fonctions elliptiques. L'équation (III) et ses deux formes dérivées (36) rentrant les unes dans les autres, il suffit de considérer la première des équations (36),
^g(u-af(u-bf;
en posant u = b -hv*, on ramène celle-ci à l'équation
dv g ,—n 7\
qui est de la forme (34)f dérivée du premier type. De même, l'équation (IV) et ses trois formes dérivées (37) rentrant les unes dans les autres, il suQit de considérer la première des équations (37),
en posant u = 6 -i- i^', on la ramène à l'équation
qui est aussi de la forme (34). L'équation (U) se ramène à sa forme dérivée (35); pour intégrer cette dernière, nous poserons
d'où
(38) {u--a){u-b)=:Gv\ V = Gv\
et, par suite.
On déduit de l'équation (38), par la diiïérentiation,
3Gc*-^ - 2 I W I L =: 7.GcM W ;-T— J
d'où
Gv^
Cette dernière équation est aussi de la forme (34)f et définit une fonction doublement périodique du second ordre. La fonction Uy qui est du troisième ordre, est donnée par l'équation (Sg), qui se réduit à
Nous avons ainsi ramené à Téquation (34) les quatre types d'équations différentielles binômes et leurs sept formes dérivées; nous avons vu (n®219) comment on ramène l'équation (34) ^ la forme particulière qui convient à la fonction elliptique X(j3).
Équations du troisième degré.
249. Proposons-nous de rechercher, parnTi les équations différentielles du troisième degré, celles qui admettent des intégrales monotropes et doublement périodiques. Nous avons vu (n*^ 181) que le coefficient de la première puissance de U doit être nul; ces équauons rentrent donc dans la forme trinôme
(4^.) U'"-h/.(M)U'— -f-/,(tt)=:0.
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Nous pouvons supposer que les polynômes entiers /« et/^ sont, le premier du second degré, le second du degré ^m, et que pour i^ = o Téquation transformée n*a que des racines simples. Ck)nsidérons d*abord les racines nulles d*un degré inférieur à Tunité. Soit {u — a)* un facteur du dernier terme donnant une racine de cette sorte; posons Il = a + Il^ Si la quantité /« (a) est différente de zéro, le premier groupe dans Téquation est formé des deux termes
il y a 171 — I racines infiniment petites du degré '^ ; il faut que ce degré soit de la forme i — -» d*ou Ton déduit
le nombre entier/?, plus grand que i, doit être un diviseur de m — i* Si Ton a/« (a) = o, le premier groupe est formé des deux termes
les m racines sont infiniment petites et du degré — *, il faut que ce degré
soit aussi de la forme i > d'où
(44) n=iP^',
le nombre entier p doit être un diviseur de m.
Considérons maintenant les racines multiples différentes de zéro* EUll satisfont a l'équation
U— -4-(m-i)/,U--»==mU— (ji^^!!L—Lj\=o.
Posons
(45) u.^-^/, U=U.-hU',
.(46) ?(^)::=/. + (-ir-'^^~y""7. ;
TéquatioD proposée devient
(47) 9{U)-- î-/Ur-^D'V...-(/W-2)/U'---|-U"":r=0.
Soit z/| une valeur de u qui annule 9 sans annuler /« et par suite /;,; désignons par q le degré du facteur binôme u — u^ dans le polynôme 9; si Ton pose u = m, -H a', le premier groupe dans Téquation est formé des deux termes
il faut que les deux racines infiniment petites U' restent monotropes; pour cela» il est nécessaire et il suffit que l'exposant q soit pair; il en résulte que, si dans 9(1/) on met à part les facteurs binômes qui entrent dans/i, le polynôme restant doit être carré parfait. Quand toutes ces conditions sont remplies Ja fonction intégrale est monotrope; s'il n'y a pas de racine nulle d'un degré égal ou supérieur à l'unité, la fonction est en outre doublement périodique.
250. Appliquons ces considérations à l'équation du troisième degré
(48) U>4-/.(tt)U»-h/,(tt)=o.
Les exposants delà première espèce sont égaux a i, ceux de la seconde
espèce à a; le polynôme/, est donc formé, soit de six facteurs simples,
soit d'un facteur double et de quatre simples, soit de deux facteurs
doubles et de deux simples; il ne peut y avoir plus de deux exposants
de la seconde espèce, puisque le polynôme/« est du second degré. On
a ainsi les trois équations
(49) U»-^A(tt-a)(M-6)U'-f-C(tt-a') (M-6')(a— c'J(w-rf')(«-0(w-/') = o, (5i) U»h-A(m— rt)(M-.fr)U'^-C(M-a)«(M--&)'(M~c')(ï^-rf') = o.
Dans le premier cas, les polynômes /« et/, n*ont pas de racine commune; le polynôme du sixième degré
doit être le carré d'un polynôme P, du troisième degré, ce qui exige trois équations de condition entre les dix coefficients de/i et/,; il en reste donc sept arbitraires» de sorte qu'on peut regarder/ et P, comme des polynômes quelconques du second et du troisième degré, et l'équation se met sous la forme
(V) U»4-/UM Pj-I^/.-^o.
Dans le second cas, les deux parties qui composent le polynôme f admettent le facteur commun (z/ — a)^; le second facteur, qui est du quatrième degré, doit être le carré d'un polynôme P, du second degré, ce qui exige deux équations de condition entre les huit coefficients de/ et/; il en reste six arbitraires, de sorte qu'on peut regarder/, et P2 comme deux polynômes quelconques du second degré; le polynôme 9 est encore le carré d'un polynôme (m — a)P2 du troisième degré. Il en est de même dans le troisième cas : les deux parties du polynôme 9 renferment le facteur commun {u — a)* {u — b)^ ; le second facteur, qui est du second degré, doit être le carré d'un polynôme P, du premier degré, ce qui exige une équation de condition entre les six coefficients de/ et/; il en reste cinq arbitraires, de sorte qu'on peut regarder/ et P, comme deux polynômes quelconques du second et du premier degré; le polynôme 9 est encore le carré d'un polynôme (m — a) {u — b) P| du troisième degré. Ainsi les trois cas rentrent dans le type général (V). Dans le premier cas, les deux polynômes/ et P, sont premiers entre eux; dans le second cas, ils admettent un diviseur
commun w — a du premier degré; dans le troisième cas, un diviseur commun [u — a) {u — b) du second degré non-carré parfait.
251. Pour intégrer l'équation (Y), nous la ramènerons d'abord à la forme
(52) u'^_y;u'^ + Pj^o,
en posant U = — |/< -f U' (n" 249). Concevons le polynôme P, du
troisième degré décomposé en un produit de deux facteurs, l'un u — a du premier degré, l'autre P^ du second degré, et posons U' = Pa^^; l'équation précédente devient
(53) i;^(P,i; -/ ) -f- (m - ay '-. o.
U' La quantité (^= -^-9 étant le quotient de deux fonctions monotropes
doublement périodiques, aux mêmes périodes, est elle-même une fonction monotrope doublement périodique; comme elle est liée à la fonction u par une équation algébrique du troisième degré en ^ et du second degré en i^, on conclut, d'après le théorème du n^ 177, qu'elle est du second ordre. La détermination de la fonction u du troisième ordre est ainsi ramenée à celle d'une fonction {^ du second ordre.
Le calcul n'offre aucune difficulté; si Ton désigne par F(u) le premier membre de l'équation (53), et si Ton différentie, on a
et, en remplaçant ^ ou U par sa valeur ^2^ — 5/1»
La fonction F' (a) étant du premier degré, on déduira de cette der-r nière équation l'expression rationnelle de u au moyen de (^ et de sa dérivée (n"" 161). 11 suffit maintenant d'éliminer u entre les équations
(53) et (54). Tout polynôme du deuxième degré
F(M) = La'4-aMin-N
satisfaisant à la relation
[F'(m)P --= 4LF (u) -♦- 4 (M'- LN),
i*équation (53) donne
(55) [F(w)Jz.-4(M'-LN).
Soient
/ =zAu^ -h 2A,M 4- Aj, Vi — BM'-f-aBiM-f-Ba;
L = Bt^— A(/»H-i, Mr-B,c'» — A.c''— a, N = B,i^— A,c»-+- a»,
M«- LN = c'[(^(B.c — A.)»— (/HB(/-A)(B,(/ — A,)
- 2a(B.i/ - A,) - «'(Bi/ — A) - (B,(/ - A,)],
et Ton arrive à Téquation
(56) ~ = |v^i;»(B,c^~A,)»-2a(B,c^-A,)-aMBi'-A)-(B,i/-A0(Bi'=»-Ai^+r),
dont rintégrale est efTectivement une fonction doublement périodique du second ordre.
La quantité a, dont on se sert dans ce calcul, est Tune des racines de réquation du troisième degré P3 = o; dans le second et le troisième cas» on prendra a = a.
252. Nous avons trouvé toutes les équations du troisième degré qui admettentdesintégralesmonotropesetdoublementpériodiques; il existe aussi des équations du ti*oisième degré, de la forme (48), admettant des intégrales monotropes simplement périodiques ou rationnelles. Cherchons d'abord celles dont les intégrales sont simplement périodiques. Supposons que le polynùme/3 contienne un facteur double {u — a,)' n'entrant pas dans/i; dans le voisinage de ai, Téquation admet deux racines infiniment petites du degré un et monotropes par rapport à u;
si doDc rintégrale est moDotrope, elle sera simplement périodique (d^ 245j. On obtient ainsi les trois équations
(58) \]^^A{u-a){u^b)\}^-hC(u-a,Y{u-ay{n—b'){ii-^c') = o, (69) l]»-f-A(K— a)(ii— 6)U»4-C(ii — a,)»(M — a)»(a — 6)» = o,
qui rentrent dans un même type
(VI) U^ 4-/.U^ -h (« - a,)*Q4 -= o,
Q4 désignant un polynôme du quatrième degré, et/, n'étant pas divisible par II — a,. Pour que l'intégrale soit monotrope» il faudra, comme précédemment, que le polynôme 9 soit le carré d*un polynôme P, du troisième degré, ce qui exige trois équations de condition entre les neuf constantes que renferme l'équation (VI); il en restera donc six arbitraires, et, par conséquent, il existera une relation entre les sept coefficients des polynômes/, et P, qui entrent dans l'équation (5:2). Puisque l'intégrale est simplement périodique, cette relation signifie que le polynôme du quatrième degré,. placé sous le radical dans l'équation (56), admet un facteur double.
Pour le vérifier aisément, nous réduirons l'équation (VI) à la forme dérivée
qui ne renferme plus que huit constantes; il n'en restera donc que cinq arbitraires, savoir : les trois coefficients de/ et deux de P,. A cause de l'égalité
(a — a)»(Ba» -f- aB.M 4- B,)»= |ï(Aii^ -h aA.a 4- A,)* + Q4,
on a
(61) ®' = 5î^^ B(2B.~B«Jz3:|Ja'A.;
les cinq arbitraires sont A, A,, A^, B,, a. Si Ton pose, pour simplifier»
A = 3AS d'où B = 2A\ B, =: A,A -+-aA»,
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le polynôme da quatrième degré en v contient le facteur [hç — t )*, et l'équation (56) se réduit à
Si le polynôme/a contenait un facteur triple (u — ai)* entrant dans/|, l'équation admettrait trois racines infiniment petites du degré un; mais alors, les deux parties du polynôme f renfermant le facteur commun (tf — ai)*, le second facteur, qui est du troisième degré, ne serait pas carré parfait.
253. Supposons maintenant que le polynôme/, contienne un facteur triple (il — aj* n'entrant pas dans/; Téquation admettra un système
circulaire de deux racines infiniment petites du degré -: si Tintégrale
est monotrope, elle sera rationnelle (n^ 243). On obtient ainsi les deux équations
(63) U> H- A (il - a)(a- 6) U» 4- C(a-ai)»(tt -«')(«"-*')(« — c') = o,
qui rentrent dans un même type
(VII) u>4-/.U'-h(ii-a.)'Q. = o,
Q, étant un polynôme du troisième degré, et/ n'étant pas divisible par u — a^. Pour que l'intégrale soit monotrope, il faut que le polynôme (p soit le carré d'un polynôme P, du troisième degré, ce qui exige toujours trois conditions entre les huit constantes que renferme Vétfn^tion (VII); il en restera donc cinq arbitraires, et, par conséquent, il existera deux relations entre les sept constantes des polynômes/ et Pf Puisque l'intégrale est rationnelle, ces deux relations signifient que le polynôme du quatrième degré, placé sous le radical dans l'équation (56), admet un facteur triple.
Pour le vérifier, nous réduirons l'équation (VII) à la forme dérivée
qui ne renferme plus que sept constantes; il n'en restera que quatre arbitraires» savoir: les trois coefiicienls (le/< et un de P,. A cause de l'égalilé
il faut aux deux relations (6i) du numéro précédent ajouter la troisième relation
(66) B'«' -I- 4B; - 8BB.a + a BB. = J A ( AA, 4- 4 AJ),
d'où Ton déduit
B, = A,A-f-aA,aA-;-:^ -r^ 4-2a»/i>;
3 il
les quatre arbitraires sont h, A|, A,, a, et Téquation {62) devient (67) ^ r.|(Ai'--i)y^(Ac;-i)r^c.-2A.«(Ai'4-i)~3a'A»(Ai'4-i)-A.(2Ai/-hi)|
L'intégrale est aussi rationnelle, lorsque le polynôme/, contient un facteur quadruple {u — a, )* et que le polynôme/ est égal à A (« — a, )* ; on a ainsi l'équation
(68) U»-»-A(a-fl.)'U'4- C(u - a^Yiu - a')(u — b') =0,
qui, dans le voisinage du point a^^ admet un système circulaire de trois racines infiniment petites du degré |- L'expression de <p est ici
<pr=.(M — fi.)- Te («-«')(«— fr') 4 -AMM-a.)^-,
il faut que le polynôme du second degré placé entre parenthèses soit le carré d'un polynôme P, du premier degré; l'équation, dont le type est
(VIII) U»-+- A(w -«O'U' -+- {u-a^Y fpî - || A»(« -a,)»l =0,
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renferme quatre constantes arbitraires. L'équation (5ii) détient
(69) U'» - A( tt — a^yU' -f- ( M — a. )^P; = o.
Pour rintégrer» on posera U' = (u — a<) F, i', d'où
(70) P,v»— -A(m — a,)v'4-(ii— <Zi) = o;
cette relation étant du premier degré par rapport à u, on en conclut que {^ est une fraction rationnelle du premier degré; et en effet, si Ton pose P| = Bu + B|, on arrive à l'équation différentielle du premier
degré par rapport à ^
(70 3^ = (Ba.-hB.)i'%
dont l'intégrale est
VZ-^
Bai -^ Bt z
Le polynôme, placé sous le radical dans l'équation (56), devient ici une puissance quatrième parfaite.
254. Remarque. — Nous avons épuisé toutes les combinaisons qui admettent des intégrales monotropes, si l'équation est irréductible. Les autres équations du troisième degré de la forme (4^)> qui satisfont aux conditions de la monotropie, sont décomposables. Il résulte en effet, de ce que nous avons dit dans les n°' 243 et 245, qu'une équation irréductible, dont l'intégrale est monotrope, ne peut offrir plus d'un système circulaire de racines nulles d'un degré supérieur à l'unité, ni plus' de deux systèmes circulaires de racines nulles d'un degré égal à Tunité, ni à la fois une racine nulle d'un degré supérieur à l'unité et une racine nulle d'un degré égal à l'unité.
D'après cela, on peut affirmer a priori que, si le polynôme y est carré parfait, l'équation
(72) U'-+- A(w-a)(M— 6)U»-+-C(£«-fl,)MM~a')(w— 6')zzro,
qui, dans le voisinage du point a^ , admet deux racines infiniment petites, monotropes par rapport à u et du degré deux , est décomposable en
deux équations» Tune du premier degré, Tautre du second degré, ayant toutes deux des intégrales rationnelles. L'équation
qui» dans le voisinage du point a^ admet trois racines infiniment petites» monotropes et du degré deux, est évidemment décomposable en trois équations du premier degré, ayant des intégrales rationnelles. De même, l'équation
(74) U»-»-A(ii-a)(M-6)U»-»-C(M-fl,)»(«-6.)»(ii — fl')(ii-ft') = o,
qui, pour chacune des deux valeurs a^ et &i, admet deux racines nulles, monotropes et du degré un, est décomposable en deux équations ayant des intégrales simplement périodiques. L'équation
(75) U=»-f-A{M — fl) (11 — 6) U» -h C (m — «,)»(«—*.)'(" — ^i)'=o,
qui, pour chacune des trois valeurs a^ 61,^4, admet deux racines nulles, monotropes et du degré un, est décomposable en trois équations du premier degré, ayant des intégrales simplement périodiques.
Il est facile d'opérer cette décomposition. Commençons par l'équation (7a); si on la réduit à la forme dérivée
(76) U*-f- ii(M-+- a) U' -h (Ba' -4- B, M 4- B0 = o,
les conditions pour que le polynôme f soit earré parfait sont
et l'équation devient
ou
La décomposition est évidente.
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Considérons maintenant Téquation (75), et désignons par QJ son dernier terme. On doit avoir
d'où
les deux facteurs du premier membre de cette dernière égalité étant premiers entre eux, il faut que l'on ait
B étant une constante; on en déduit
et l'équation devient
(77) U' + A(«-«)(«-6)U'+rB'(«-a)'-3J^(«-*)*T=o. Posons, pour abréger,
Téquation est décomposable en trois équations du premier degré
a étant l'une quelconque des trois racines de l'équation a' = i . Si Ton réduit l'équation (74) à la forme dérivée
(78) U>-t- (m^ -4- A.M 4- A,)U^ -f- M^Btt» -h B,M -h B,) = o, les conditions, pour que le polynôme 9 soit carré parfait, sont
(79) F^-SÂÎ" — A..___- ..-^(A.-^^A.j\
Si le premier membre de l'équation (78) est décomposable en un produit de deux fadeurs rationnels
U -G, U^^-HUh H., G, H, H| seront des polynômes entiers en u, et Ton aura identiquement
H, =r-GH, G-j-H--a' hA,i/4-A„ G^H - m^(Bii' + B.// -hB,).
La dernière égalité exige que G soit de la forme gu^ g étant une constante; la seconde devient alors
gu ;(Ba'-t- B,« H-B2)r=i/' 4- A|M-h A,;
comme elle doit être vérifiée, quel que soit u, on doit avoir
B Bi . ^ A
Télimination de ^conduit à deux équations de condition qui sont satisfaites, grâce aux relations (79).
Équations trinômes.
Revenons à Téquation trinôme
U'"-f./,(«)U--4-/«(ii)=^o, .
dont nous avons déjà dit quelques mots (n^ 249), et cherchons les équations de cette forme qui admettent des intégrales monotropes et doublement périodiques; les formules (43) et (44) représentent les exposants de la première et de la seconde espèce. Nous avons traité le cas où l'équation est du troisième degré. Supposons maintenant que l'équation soit du quatrième degré; les exposants de la première espèce sont égaux à 2, ceux de la seconde espèce à ti ou k 3. On a ainsi les
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quatre combinaisons
U» -f- A (m — /i) (M — b) U» -f- C(« — a'y{u — 6')»(ii - c'y{u - (f)» = o, U* -hA(a — a)(M— 6)D*H-C(fi— «)»(« — A' )*(m- C)«{a — rf7 = o, U* 4- A (m - a)(ii - 6)U* -4- C (m - rt)»(ii ~ i)»(ii ~ c')»(i« - rf7 = o, U*4- A(ii-a)(a~6)U»-f-C(a— a)»(a— by{u-^cy = o,
out plus simplement,
U*-f-A(ii-a)(ii-6)U»-hQ:-^o, U*-^A(a-ii)(i/-6)U»-h(«-a)»Q;r.ro,
U* -h A (w — a) (m — 6) U» -f- (m - a)' (ii - 6)»QJ r=r o,
U--+-A(M-rt)(M — 6)U«H-(ii— «)»(«— 6)»Q; = o,
Qi< Q2» Qi« Q4 désignant des polynômes du premier» second, troisième ou quatrième degré.
Dans le premier cas, le polynôme
devant être le carré d*un polynôme P4 du quatrième degré, oq a
Les deux facteurs du second membre, étant premiers entre eux, sont divisibles, Tun par (a— a)*, l'autre par {u — b)*; d'où
Q,-^P,:--:tB(u-aY, Q, - P, rr. |! ^(,^_ 6)s
B étant une constante. On a, de même, dans le troisième et le quatrième cas,
La seconde combinaison est inadmissible, car on aurait
et Tun des facteurs du second membre, qui sont du troisième degré, devrait être divisible par {u ~ b)\ On conclut de là qu'il existe trois équations du quatrième degré
(80) U*4-A(a-a)(»-6)U«4-[B(«-«)*4.|^^j(u-fc)*J^o,
(81) U*4-A(a~a)(a-6)U«4-(M~a)*(i«~6)'rB(tt-a)»+~j^{M-6)n'^o,
admettant des intégrales monotropes et doublement périodiques.
256. Lorsque Téquation est du cinquième degré, les exposants de la première espèce sont égaux à 21 ou à 3, ceux de la seconde espèce à 4» ce qui donne les cinq combinaisons
lJ*-h A(u - a)(u - b)V* -i- C(u -- afy(u — bj{u -c'y (u-d'Yiu-- c'y = 0,
D»4.A(M-a)(M-6)U*H-C(M-aO'("-"*')*(«-^)M« — rf')'=Of U»-f-A(M-a)(M-6)U--i-C(w--fl)*(tt — 6')»{a-c')>(a-^rf')» = o,
U» -f- A(a — a)(w — b) V* -f- C{u — ay{u — 6')»(a — c')»=: o,
U»-f.A(M — a)(M — 6)U*-f-C(M— aY(u— bY{u-^c'y = o,
OU, plus simplement,
U»-f-A(M-a)(a — 6)U*-f-Qî = o, U» -f- A(a - a) (u — b) U* -h Q^RJ = o,
U»-hA(a-a)(w-6)U^H-(M-a)*QJ=o, U»-hA(a-a)(M-&)U*4-(ii — flVQ; = o, U» 4- A ( w - a) (££ — 6)U* 4- (m - a)M " - by Q] = o,
les lettres Q et R désignant des polynômes entiers dont les degrés sont marqués par les indices.
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En raisonnant conime pré^'édemment, on verra que Ton a» dans le premier et le dernier cas,
et que le troisième cas est inadmissible. Le second et le quatrième cas sont aussi inadmissibles. Considérons en effet la quatrième équation réduite à la forme dérivée
U»-f-A(a-&)U-4-Qî=:o;
le polynôme du sixième degré
pour être carré parfait, devrait avoir un plus grand commun diviseur, du troisième degré au moins, avec sa dérivée
et, par conséquent, avec le polynôme
5?-(a-&)9'-Q![50,-3(w-/^)Çr,],
ce qui est impossible, puisque le polynôme Q^ est premier avec 9, et que le polynôme placé entre parenthèses est du second degré.
Considérons de même la seconde équation réduite k la forme dérivée
le polynôme du dixième degré
\j pour être carré parfait, devrait avoir un plus grand commun diviseur.
nombre est donc égal ou inférieur à — — » ou à 4 H ^ — » ®t, par
conséquent à 4» quand m est plus grand que 5; ainsi, dans ce cas, fe polynôme/» se compose de trois x)u de quatre facteurs. Concevons Téquation réduite à la forme dérivée
Si tous les exposants sont de la première espèce, le polynôme
du degré nm^ pour être carré parfait, devrait avoir un plus grand commun diviseur, du degré m au moins, avec sa dérivée
ou avec le polynôme
qui est du troisième ou du quatrième degré, suivant queyi^ se compose de trois ou de quatre facteurs différents, ce qui est impossible, dès que m surpasse quatre. S'il y avait un facteur [u — a)" de la seconde espèce, disparaissant dans la forme dérivée, le polynôme f , qui est du degré nm — /i, devrait avoir avec le polynôme
un plus grand commun diviseur d'un degré égal ou supérieur à — ^^^—^
et, par conséquent, à » puisque n est égal ou inférieur à m — i ;
ce dernier polynôme étant du second ou du troisième degré» il y a impossibilité, dès que m surpasse cinq. Avec deux facteurs (a — a)*, [u — hy de la seconde espèce, on peut combiner un ou deux facteurs
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de la première espèce; dans ie premier cas» le polynôme
qui est du degré n'\ devrait avoir, avec sa dérivée ou avec le polynôme du premier degré
(m- n')(a — c') — n'^iw — ft),
un plus grand commun diviseur d'un degré égal ou supérieur à
par suite à 7 ? ce qui est impossible dès que m surpasse cinq. Dans
le second cas, le polynôme 9,, qui est du degré /i"-h n!"^ devrait avoir, avec un polynôme du second degré, un plus grand commun diviseur
d*un degré égal ou supérieur à » et par suite à ^i ce qui est
impossible.
258. Nous avons recbercbé spécialement les intégrales monotropes et doublement périodiques; il est aisé de voir qu'au delà du troisième degré il n'existe pas d'équation admettant une intégrale monotrope et simplement périodique ou rationnelle. Au delà du troisième degré, on ne trouve ainsi que cinq équations trinômes de la forme considérée, qui admettent des intégrales monotropes, savoir : les trois équations du quatrième degré (80), (81), (8:2) et les deux équations du cinquième degré (83) et (84). Ces équations rentrent dans le type général
IU--4- A (a — a) ( a — 6)11*-'
qui renferme quatre constantes arbitraires. Si Ton pose
= u', d ou U = i i— D',
cette équation se réduit à
(85) U'"4-A(a-i)aT''--•4-(a-i)"^t'--"I^Ba'»-f-(-Ir^■^^^-^^^
si Ton pose ensuite a'" = m", elle devient
Ba''+(-i)-i^-_l_^ ==0,
et se ramène ainsi au cas o\x n r= i. Nous avons donc à intégrer une équation de la forme
(87) U--HAaU— ' 4- Bit-' (il -f-H)*=o,
dans laquelle H désigne la quantité constante (— i)"^ — — ;r — Tn* Posons pour cela V = iw; nous obtenons la relation
(88) Mt^-'(c/ + A)-hB(iiH-H)« = o,
qui est du degré m par rapport k i^^ et du second degré par rapport à u; puisque u est une fonction doublement périodique de l'ordre m, il en résulte que v est une fonction doublement périodique du second ordre. En appelant F(ii) le premier membre de cette équation, et difierenliant, on en déduit
(89) ,nt;«-.^,-^'^^A)^j-^F'(«) = o;
mais on a
[F' {u)y = c— ' ( V 4- A) fr- 4- Ai^-' -4- (~ i)* ^^""j[^"' A"l
=:i^-'[v H- A) [(^4- — — Aj (i^-'-h Bii^-'-h.. .-+-B«-,);
on arrive ainsi à Téquation du second degré
(90) ^ = -v^(/»— (i/-hA)(i^»-hB,i/"-*-h...-hB«-,).
Lorsque m est égal à 4 ou à 5, la fonction (^^ définie par cette équation, est monotrope et doublement périodique.
Lorsque m = 4f d*aprës les résultats trouvés au n^255, Téquation générale (IX) admet une intégrale monotrope, quand on attribue à n les valeurs i, 2, 4» ce qui donne les trois équations (82), (81), (80),
et Dous avons ramené les deux derniers cas au premier, en posant soit ilzzL sfijï'y soita'= yiu"\ rintégraledeTéquation (8:1) jouit donc de cette propriété que sa racine quatrième est monotrope. Si Ton attribuait ^ n la valeur 3, on aurait une équation du quatrième degré, dont Tintégrale s'exprimerait rationnellement à l'aide de la racine cubique d'une fonction monotrope et doublement périodique; ce serait donc une fonction doublement périodique, admettant trois valeurs pour chaque valeur de js; on pourrait la regarder comme la racine d'une équation du troisième degré, ayant pour coefficients des fonctions monotropes et doublement périodiques. Lorsque m = 5, l'équation (IX) admet une intégrale monotrope, quand on attribue à n les valeurs i et 5, ce qui donne les deux équations (84) et (83), et celle-ci se ramène à la précédente, dont l'intégrale a sa racine cinquième monotrope. Si Ton attribuait à n les valeurs 2, 3, 4* les intégrales cesseraient d'être monotropes; mais elles s'exprimeraient rationnellement à l'aide de la racine carrée, cubique ou quatrième d'une fonction monotrope et doublement périodique; ce seraient des fonctions doublement périodiques, ayant 2, 3 ou 4 valeurs pour chaque valeur de z.
Méthode générale d'intégration.
259. Nous avons effectué jusqu'à présent l'intégration par des procédés appropriés à la forme même des équations. Une fois qu'on a reconnu qu'une équation différentielle donnée admet une intégrale monotrope, et qu'on en a déterminé l'espèce, à l'aide des caractères que nous avons indiqués, la méthode générale d'intégration consiste à chercher l'expression rationnelle de la fonction intégrale au moyen, soit de la
variable z, soit de la fonction e ** , soit de la fonction elliptique \{z) et de sa dérivée, et à calculer les coefficients qui entrent dans cette expression. Supposons, par exemple, que l'intégrale soit doublement périodique et admette les deux périodes 2^, co'; si l'on appelle X (js, g^ k) la fonction elliptique qui a les mêmes périodes, l'expression de la fonction cherchée sera de la forme
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L, M, N étant des polynômes entiers en X, les deux premiers d*un degré égal ou inférieur au degré m de Téquation, le dernier du degré m — 2 au plus; ces trois polynômes renferment 3m coefficients» ce qui, avec le multiplicateur g et Je module k de la fonction elliptique, fait 3i7t + a constantes» que Ton déterminera en substituant rexpression de la fonction u dans Téquation difierentielle proposée. Nous allons appliquer cette méthode a l'équation du troisième degré
(91) U»-i-3tt'U«— (a»— i)' — 4a«=o,
qui rentre dans le type (Y) étudié au n° 250, et qui admet une intégrale monotrope et doublement périodique. Afin de déterminer complètement la fonction, nous supposerons que» pour s = o» elle a la valeur initiale u = o^ et sa dérivée la valeur U = 1 . La fonction étant impaire et s* annulant pour 2 = 0» son expression est de la forme
(9') "= — rin^^ —
On peut choisir les périodes de manière que les trois zéros simples soient o» o)» — L* équation transformée ayant pour v-^o ses racines
différentes de zéro» l'intégrale a aussi trois infinis simples» dont l'un est G> H — -, nous désignerons les deux autres par d=ff» en posant
h= ^J-T' Il s'agit de déterminer les six constantes A» B»G»A» g^k.
Pour a = o, l'équation différentielle se réduisant à U' — i = o, les trois racines sont ^fj\j^* La première correspond à -s = o; en se bornant aux deux premiers termes» on a» pour les valeurs infiniment petites de z»
on a d'ailleurs
Hz) = gz^l^g*z\ W{z) = g-'-±^g^z^',
en substituant ces valeurs dans l'équation (93) et égalant les coefRcients
des mêmes puissances de z, on obtient les deux relations
(93) Bg-^Cg'=i,
(94) A.^'-B— g— ff»-C-^-^^ ^fi^ = -g-*'ff'-
Si nous faisons correspondre à z = o la seconde racine U =j\ et si nous posons z = co + z% nous aurons u =jz\ d'où
(95) Bgr-Cff» = -y.
La troisième racine U =y * correspond à z = — ; en posant z= — -f- «', on a u:=j^z\ et Ton obtient les deux autres relations
(96) Cgk = A,
(97) 'Bgk-^kg'-^=--h^j\
La transformée
pour (^ = 0» admet la racine simple — i et la racine double 2;^ la première se rapporte a TinBni j5 = a)-{ — 9 la seconde aux deux in-
finis -+■ a. Si Ton pose 2 = w h — -h 5', on a
et Ton obtient la sixième relation
(98) A-f-CgA- = - gkh\
Des équations (qS), (qS), (96) et (98), on déduit
(99) Bff=i^, Cgr» = -A Ag^ = -/r:^, A'ff'=7\
En substituant ces valeurs dans les relations (94) et (97), et posant, pour abréger,
on obtient deux équations du premier degré en /i et q, d'où Ton déduit
(,oi) ;, = ^— ÎL, , = ^UL.
Les valeurs depeiq étant connues, les équations (loo) donnent g et if et les précédentes A, A, B, C.
Cette dernière méthode est celle dont nous nous sommes servis exclusivement dans nos premières recherches sur Tintégration des équations difTérentielIes {Journal de r École Polytechnique^ i856); tous les exemples que nous avons traités rentrent dans la catégorie des équations trinômes que nous venons d'étudier. Dans son Cours d'Analyse à l'École Polytechnique, en 1873, M. Hermite a observé que, lorsque Ton a reconnu qu'une équation différentielle de la forme (i) admet une intégrale monotrope, on peut effectuer l'intégration en exprimant U et i^ rationnellement k l'aide d'une variable auxiliaire, si l'intégrale est algébrique ou simplement périodique, et par des formules qui ne renferment pas d'autres quantités irrationnelles que la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré, lorsque l'intégrale est doublement périodique.
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CHAPITRE PREMIER
Transformation générale de Jacobi.
260. Etant donnée une expression diflerentielle y=> où Y désigne
un polynôme entier du quatrième degré en y, la question traitée par Jacobi [Fundamenta nova theoriœ fonctionum ellipticarum^ "8:29) consiste à déterminer deux polynômes U et Y entiers en x^ tous deux du degré/?, ou Tun du degré />, l'autre du degré/? — i, de telle sorte que,
si l'on pose j^ = ^ 9 l'expression différentielle proposée se transforme en
une autre de la même forme -^9 X désignant un polynôme entier en x
du quatrième degré.
Soit
V^ = f, \/[Û-aV)(U-6V)(U-cV){U~c/V).
Le polynôme en x placé sous le radical est du degré l\p. Supposons-le
décomposé en ses facteurs premiers; pour que la transformation s'opère,
il est nécessaire que tous ces facteurs soient doubles, excepté quatre; alors un polynôme du degré ip — i sortira du radical, et il restera sous le radical un polynôme du quatrième degré. Cette condition suffit. On a, en effet,
, dx dx ,
Le polynôme M = V^ U ^ est du degré 2/1 — a; car, si les deux
polynômes U et Y sont du degré p, les deux termes du degré a/i — 1 se détruisent. Les facteurs doubles sous le radical ne proviennent pas de deux facteurs distincts; car, si une valeur de a? annulait, par exemple, U — aV et U — 6V, elle annulerait les deux polynômes U et V, que Ton peut supposer premiers entre eux. En mettant M sous la forme
on reconnaît que tout facteur double de U — aV divise M- Le polyqôme du degré ^p — 3, que nous faisons sortir du radical, divise donc le polynôme M, qui est du même degré ; le quotient est une oonitantSi ati par conséquent, on a
rfr _ dx
X étant un polynôme du quatrième degré en x.
Transformation du premier degré.
261. Lorsque les polynômes U et Y sont du premier degré, la transformation réussit, quels que soient les coefficients de ces polynômes.
Si l'on pose y = 1 on a, en effet,
dy {n — m)dx
VY v^(m— a)-h(n— a)a;][(m— ft)H-{/i-6)x][(m— c-)-H(n--c)jF][{m— rfjH-(ii--rf)jrJ
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Oo peot déterminer les coefficients m et n de manière que le poly^ nôme du quatrième degré en x^ placé sous le radical» ne contienne que des termes de degrés pairs; il suffit pour cela que, dans le produit des deux premiers facteurs et dans celui des deux derniers, les termes du premier degré soient nuls» ce qui donne les deux conditions
(m — a)(n — 6)4-(/i — a)(m — ft) = o, (m — c)(n — rf)-h(/i— c)(/n — rf)==o;
d*où Ton déduit
et, par suite,
(a) m — n = ii ^ — j—^ J-
, dx^_ {n — m)dx
VY yj[(m'^a){m—b)-^[n'-a)(n--b)x'][[m--c)[in''d)-\-{n-'C)(n--d)x^]
Une transformation ultérieure très-simple ramènera le polynôme X» placé sous le radical» à la forme canonique (i — x^) (i — A' a?').
Autre transformation du premier degré.
262. En introduisant une constante de plus dans la formule de transformation» on peut effectuer d'un seul coup la transformation complète.
Si 1 on pose, en ellet, y = r-» on a
dy ( n — mn! ) dx
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Le polynôme du quatrième degré eu x sera ramené à la forme canonique (i — x^){\ — it*a?*), si Ton a
1 wn — n m — c
= -lf,
«-Tl'rf
ce qui fait quatre équations à quatre inconnues m^ /i, n\ k. On déduit de deux d'entre elles
,^, , €H-6 — am 2a6— m(a-+-6) (5 n' = j- — , n=^ ^ -S
et, en remplaçant dans les deux autres,
Îaaft — (a-f- 6)c-}-c(a— 6)Ar = m[a-|- ft — 2C + (a — 6)A-], aaé —(a -H b)d—d{a — b)k = m[a-hb- 2d — {a — b)k];
l'élimination de m conduit à une équation du second degré
(7) (a — 6)(c— rf)(/r»-hi) — 2[(a4-6)(rî-hrf) — aaé — 2crf]A- = o.
Remarquons que
(a -h b){c -hd) — 7,ab — acd =^{a — d){c ^ b) ~h {a — c){d — b) = k-\ B,
En résolvant l'équation du second degré, on trouve
, __ A-hB— ay/ÂB __ (y/Azpv/B)^ y^Â zpj/D '^ Â-B - A-B "v^±Vb*
Si l'on pose
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00 aura
De Tune des équations (6), on tire ensuite
_b(a-c)ll-a{c^b)H' ^^ (a-c)H-(c-6)H'
En divisant les deux termes par ^[a — c) [c — h) et posant
G = v^(a-c)(a-rf); G' = v^(c-6)(rf^,
on a
, , 6G-aG' 6GH-aG' , G + G'
(9) '^ = -73— ïîT-» '^^-Tl — TîT' '*— iT
On en déduit
, 2(a-6)GG'
La formule de transformation devient
et, si Ton pose g — » on a
, , rfr rfj!^
VY gr^(i -«'){• -*'*')
Il résulte de là que rintégration de réquation difTéreotielle est rameDée à celle de Téquation
dont la fonctiofi intégrale est a? = X (jt — jSo> éT* ^)«
Nous avons effectué la transformation en disposant dans un certain ordre les quatre facteurs du premier degré qui forment le polynôme T. Examinons combien on obtient de transformations, en disposant ces facteurs dans différents ordres. Lorsqu'on permute les deux lettres a et 6, ou les deux lettres c et d, les deux racines de Téquation (7) et, par conséquent, les deux valeurs de k changent de signe; mais on obtient la même expression transformée (11). Si Ton permute en même temps a et c, 6 et d^ Téquation (7) ne change pas. En ne distinguant pas les valeurs de à égales et de signes contraires, on n'a ainsi que trois équations différentes du second degré; elles correspondent aux trois dispositions (a, b, c, J), (a, c, b, d)^ (a, d, 6, c), et donnent six valeurs de i réciproques deux à deux.
Première transformation du second degré.
263. Lorsque les polynômes U et Y sont du second degré, chacun des facteurs sous le radical étant du second degré, il est nécessaire que deux de ces facteurs soient carrés parfaits. Nous choisirons doDC les deux polynômes U et Y, de manière que Ton ait
(12) U — aY=A(m'-4-ma:)', U— 6V= B(/i'-f- /lo:)';
la formule de transformation sera
^ ^ r— a A (m' -h ma:)*'
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et nous aurons
. _V</U— UrfV_(U-f»V)rf(U — aV)-fU-aV)<f(U— 6V) <V— V» ~ (a^6)V«
. %ABlmn''^nm') {m' -h mfe){n'-h nx]dx ''^= (a-6)V' '
df/ 2 (m/i' —- nm' ) v/AB rfj;
La transformation réussit, quelles que soient les valeurs attribuées aux constantes m, m', n, h\ A, B» que Ton peut réduire à quatre , pourvu que la quantité mn! -- nm' soit différente de zéro.
Proposons-nous maintenant de déterminer ces constantes , de manière que le polynôme du quatrième degré en x^ placé sous le radical» ait la forme canonique (i — x^){\ — k^x^). Il y a deux manières d'y arriver: c*estde poser, soit
(l4) U-cV=C(i~ar>), U-rfV=D(i~/r»ar«}.
soit
(i5) U-cVzizC(i--:r)(i-/fx), U-c/V=D(i-4-^)(i-+-A-^).
Examinons d'abord le premier mode. Des équations (i4)> on déduit
cette expression dey ne contenant pas la première puissance de^» il est nécessaire que le second membre de l'équation (i3) ne la contienne pas non plus, ce qui exige que l'on ait, par exemple, m = o^n'=o. On peut, dans ce cas, faire m'= /i = i, et réduire les équations (12) et (i 3) à la forme
(16) U-aV=:=A, U-6V=Bar%
Pour que les polynômes U — cV, U — d\^ qui ne contiennent pas la première puissance de x, aient la forme voulue, il est nécessaire et il
suffît qu'ils s'annulent, le premier pour a? = i, le second pour ^ = t>
c'est-à-dire que les valeurs correspondantes de y soient c et d\ il en résulte, d'après l'équation (17), les deux relations
d'où
^'9^ " - Si [c ^ a)[d -- b)
On en déduit le module complémentaire
'^ -y (c^aUd^b)'
On déterminera les coefficients C et D, en remarquant qu*k a? = o correspond j = 6; d'où
, , C 6~c D 6-rf
(ao)
le coefficient A reste arbitraire.
La formule de transformation (17) devient
b {c — a) — aie — b).T^
et si Ton pose
(22) ff- -N/(c-a)(f/— 6),
on a
djr dx
Deuxième transformation du second degré.
Examinons maintenant le second mode. Nous avons posé
(i5j U — cV=C(i — ^)(i — A-o:), U-e/V=:D(i-f-ar)(i-+-A-ar).
Pour que les polynômes U — cV, U — rfV aient la forme voulue» il est nécessaire et il suffit qu'ils s'annulent, le premier pour x = i et a? = t>
le second pour jc = — i et a? = — t» ou, ce qui est la même chose, que
les valeurs correspondantes de y soient j = c et j = rf. Il en résulte^ d'après l'équation (iS), les quatre conditions
--6_ B / yi^-Tf y_ B / n^A- — w y
On en déduit
n'-^kV
//i^fr-f-yiy_ / /i^-f-/i y /n^A-— ny_ / 11^— A- \ \/n'A--h/n/ ""* \/n'+ m/ V/n'A- — m/ '^\m' — mj
et par suite
ra
il faut prendre le signe — devant les deux seconds membres, sans quoi on aurait A= i, U — cV et U— rfV seraient carrés parfaits; mais déjà nous avons supposé que les deux polynômes U — aV, U — 6V sont carrés parfaits; or il est facile de s'assurer que les quatre polynômes ne peuvent être à la fois carrés parfaits. On a donc
d'où
Aucune des deux constantes m' et n! ne peut être nulle; on fera pour
simplifier m' = n = i ; on a ainsi n = — m, A = m* ; on prendra m = ^f
n = — )Jk. Si Ton remplace m et n par leurs valeurs, les relations (a3) deviennent
€-b _Hfi — )/k\ d^b_Bfi^s/^\ On en déduit
Si Ton pose, comme au n^ 262,
H = v^( a - (/) (.c - 6 j, H' = ^/Î^T- c) ( rf - 6 ), on a
L'une des équations (24) donne le rapport
On obtient les deux rapports ~ ^^ t' ^^ remarquant qu'aux valeurs
a; = — I , a? = I correspondent respectivement les valeurs j = c/, j = c et comparant les expressions (12) et (i 5); on trouve ainsi
(2) C^ d^c (i-sfîcy D^c-d (i-Hv^)',
^^'^ A cZ-aaln-A-)' A"" c — a 2(i-t-/r) '
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La formule de transformation est
sfk){i+x^')y
— ft _ c — b ["(l 4-
et Ton a {Fundamenta de Jâcobi)
(20) ^r^4v^./ÂB dx
Transformations réelles.
265. Lorsque le polynôme Y a ses coefficients réels, et que y varie
entre des limites telles, que v/±iY soit réelle, ce qui a lieu dans les applications, on cherche à opérer la transformation à l'aide d'une formule réelle, et de manière que le module k soit inférieur à l'unité et que x varie entre — i et -f- 1. Il y a plusieurs cas à considérer, suivant que les quatre racines du polynôme Y sont réelles, deux réelles et deux imaginaires, ou les quatre imaginaires, et que le polynôme, sous le radical, est précédé du signe H- ou du signe — .
Considérons d'abord le cas où les quatre racines sont réelles. Nous les supposerons rangées par ordre de* grandeurs croissantes, savoir : a<Cb<Cc<id. Nous opérerons la transformation par une formule du second degré, et nous adopterons de préférence le premier mode, qui est plus simple que le second (n^ 263) :
I® Soit d'abord à transformer -=• Pour que le radical soit réel, il
faut que y varie de 6 à c, ou de c/ à -+- oo et de — oo à a.
Dans le premier cas, nous prendrons les formules telles qu'elles ont été établies
le module k et le multiplicateur g sont réels, et le module inférieur à
l'unité. La formule inverse
(c — a)(r — b) c — af b — a\
déduite de l'équation (17), montre que, quand y croît de 6 à c, a: croît de o a I.
Dans le second cas, nous prendrons les formules que Ton déduit des précédentes, en permutant a et c, 6 et d\ le module et le multiplicateur ne changent pas; la formule de transformation devient
(32) jr=-. ' '
(c — «) — (rf — a)x'
La formule inverse
montre que, quand y croît de rf à H- 00 , puis de — oo à a, a? croît
V ■^^ CL
de O à 1/^3-» puis de cette quantité à i.
2® Soit maintenant à transform*er ^ - Pour que le radical soit réel,
il faut que y varie de a à ft ou de c à rf. Dans le premier cas, nous prendrons les formules que Ton déduit de po) et (3i) par une permutation circulaire des quatre lettres a, è, c, d en sens rétrograde, en ayant soin
toutefois de multiplier g par sj— i ,
(33^ ^'=\/\c-a)\d^b)' ''■--'y\c-a)\dJ)' S=-J{c-and-.b),
Quand/ croît de a à 6, a; croît de o à i.
On obtient les formules relatives au second cas en permutant dans les formules précédentes a et c, h et d\ le module et le multiplicateur
ne changent pas; la formule de transformation devient
Quand y croît de c à rf, a? croît de o à i .
266. On déduit facilement de ce qui précède les formules de transformation relatives au cas où le polynôme placé sous le radical est du troisième degré; car l'expression
Y/^-\/HF(r-«)(r-6)(r-<^)(i-5)
se réduit à
v/=p(r~a)(jr-6,Ur~^) = V=FV,
quand d augmente indéfiniment. Il suffira d'introduire cette hypothèse
dans les formules, en ayant soin de diviser g par \[d.
Supposons les trois racines réelles et rangées par ordre de grandeurs
croissantes, a<ih <^c. i° Soit d'abord à transformer *^ ; pour que
le radical soit réel, il faut que j^ varie de 6 à c ou de — qo à a. Dans le premier cas, on emploiera les formules (3o) et (3i), qui se réduisent à
fr..^£zi*, k'-.:Jt=^. ^-i^F^,
Quandy croît de 6 à c, a? croît de o à i . Dans le second cas, on emploiera les formules (3o) et (32) ; le module et le multiplicateur sont les mêmes que dans le cas précédent; la formule de transformation se réduit à
.oov c — a ^ c — a
X* c — jr
Quand y croît de — 00 a a, o: croît de o à i .
2® Soit maintenant à transformer -^- Pour que le radical soit réel.
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il faut que y varie de a à 6 ou de c à + oo . Dans le premier cas, on prendra les formules (33) et (34)* qui se réduisent k
1^1 *=V7=I' "^VBi' »=j^^«-
(4o) rz=:a-h{b — a)x\ ^'=^3^'
Quand ^ croît dea^b^x croit de o k i . Dans le second cas, on prendra les formules (33) et (35). Le module et le multiplicateur senties mêmes que dans le cas précédent; la formule de transformation devient
Quand y croit de c à + 00 » â; croit de o à i .
267. Considérons actuellement le cas où le polynôme du quatrième degré Y a deux racines réelles et deux imaginaires. Soient a et 6 les deux racines réelles, a étant plus grand que 6, c=a + ]3i, d=a — fii les deux racines imaginaires, j3 étant un nombre positif. Nous commencerons par opérer la transformation du premier degré la plus simple, celle qui consiste à faire disparaître les termes du premier
degré dans le polynôme X (n*' 261). On a posé, pour cela, y= ;
on détermine les deux constantes m et ii à l'aide des formules (i) et (2), qui deviennent ici
a-k- b — na
Pour effectuer le calcul, nous emploierons deux angles auxiliaires fi et <p2» définis par les formules
43) langç, = — — , iang9, = --g— ,
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et nous poserons
I ii\ / 9« "+■ 9> iy 9« ~~9>
Des formules (43) on déduit
a -h 6 a — b sinacp'
^ (a — 6)cos(pi cos<p, _ a — 6 cosay^ + cosi(^''
Les équations (4^) deviennent
tx / ., n- cosa©' COS29" ^ ' ^ ' sin2<p' sinaf''
•^ ' smatp'sinaf
d'où
, ,^. a-hb a — b , ,, a -v-b a — b . „
(46) m = langç langç' , n == C019' C019 ,
On en déduit
a — b cosot €L — b cosQi 2 cos 9' cos 9 2 sin 9' sin 9*^
, a — b COS91 , a—b COS91
2 COS 9' cos 9' 2 sin9'sin9
, ,, sin9' cos9i cos9j , . , cos 9' cos 91 cos9j
^ ' sin2 9''cos9' ^ '• sin29'^sin9'
, ., ,. (a — by COS9, COS9,
^ ' \ 2 / cos'9'cos'9*^
/ \f k\ (^^^V C0S9, COS9,
'^ ' \ 7. J sin'9'sm'9''
/ \/ ^\ I \7 /at / iNï COS'9, COS'9,
^ ' ' ^ / r \ / Sin'29 COS'9'
/ w ^v / X, o, / JL\, cos*9iCOs'9,
% /\ / \ / r \ / sin»29^sin'9'
La formule de transformation y = — — — devient
. , . _ a-h b a — 6 tang9' tang(p" -+- x 0019' 0019"
et l'on a
,,0% f^y 2 coiç'coscp" dx
^±:Y a — b y/ipcos<p, cos<pa v/(i — a:'cot*(p'cot^9'')(i 4- jc'coi'ç')
On effectuera une seconde transformation en posant (49) ^ = tang9' tangcp'' COS9,
ce qui donne
. g 4- fe a — b tang9'tang9" -f- COS9
^ ' "^ "^ a 2 1 4- tang9'lang9f COS9'
,- . rfr __..j_ \/ipcos9, COS9» rfj ^
V^±:Y P v^i — sin'9''sin'9
Si Ton pose enfin
(52) A- = sin9% g~ -— '^ — i A = tang9' langç*',
yzpcos9iCOS9,
on a
,^^, a 4- ^ a — 6 A-f-cos9
^ "^ 2 2 i-hAcos9
dr ifc ^9
\/±:Y g^i — /i^sin'9
et l'expression différentielle est ramenée à la forme simple des intégrales elliptiques (n** 230).
1° Proposons-nous d'abord de transformer l'expression » Le
radical n'est réel que si y varie de h à a. Appelons vj;, et 63 les angles
définis par les formules (43), et compris entre et h — ^ dans le cas
actuel, nous prendrons 9, = tj;^, (p^ = tj/j; de cette manière, cospi et
cosç)2 sont positifs, et le multiplicateur g réel; |3 étant positif et a
plus grand que ft, l'angle ç)"r=2iIlÎ3 est positif; puisque ^^^ = ^^^%
la constante h est comprise entre —i et -M. La formule de transformation (53) pouvant être mise sous la forme
iH- A ^ © . COS9, -9
I H r cor - I H ^ COt' -
I — A 2 COSCpi 2
on voit que, quand y croît de o à->y croît de 6 à a. On mettra donc le signe 4- devant le second membre de l'équation (54).
af^ Soit maintenant à transformer-^- Le radical.est réel quand j^
varie de a à -4- qo et de — qo à 6. Nous prendrons ici 92 = ^2 et (f^ = ij;^ h-tt; de cette manière, cosça étant positif, cosç), négatif, le multiplicateur g est réel ; la constante h est plus grande que i en valeur
absolue. L'angle 9" = - -4- ^'"~ est compris entre - et n. La formule (55) montre que, quand 9 croit de o à l'angle dont le cosinus est —T'y décroit de 6 à — qo , et que, quand ç croît de cet angle à tt,
y décroît de 4- qo à a. Il faudra mettre le signe — devant le second membre de l'équation (54).
268. Le cas oii le polynôme est du troisième degré et n'a qu'une racine réelle se déduit du précédent; car l'expression
se réduit à
quand a augmente indéfiniment. Il faudra diviser^ par v^ : on a alors tj;, = -, A = I, et, en prenant Ça = ^2»
,56) * = =ln(|±Ç), ,= y/j^.
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La formule de transformation (5o) peut être mise sous la forme
a cos 9i sin' - -f- 6 cos çj cos' cos 91 sin* 2 -f- cosçi cos* -
si l'on remarque que a cos^f tend vers la limite + |3, elle se réduit à
ô CD
(Si) r=bqz ^ tang'--
269. Il nous reste à examiner le cas où le polynôme du quatrième degré Y a ses quatre racines imaginaires a = a -h ^if b = a — ]3i, c = y-h&i9 d = y — &i, |3 et î étant supposés positifs et a — 7 positif. Nous commencerons encore par effectuer la transformation du premier
degré en posant y = > de manière à faire disparaître les termes
du premier degré (n^ 261). On a
Posons
(58) iang<p.-^^, lang<p,=.^^, <p' = î^:tl!, <p- = îiZllS ^ ' ^ a — y ^ a — y ^22
nous aurons
«0082©'' ~hy COS29' a— y
m H- /l = ^^ > /W — /l rz; i ,
COSÇiCOSCp, COSÇiCOSCpa
a cos'co" — y sin'cp' ^ , , sincp' cos©'
C0S<piC0S<pa *^ " C0S(piC0S<p,
^ — asin'9"-i- y COS*©' ^ , , sin©''coso''
/i~ ^i^ '- ^5 d=^ioc — y) —9
COSCp, C0S(p2 ^ ' COSÇiCOSCp,
sin'©' ros'©'
(/n-«)*4-(3* = (a-yr f ^ , > (a- a)*-+ |3*:=i(a- y)' — , ^ • . ,
ros'©" sîn*©*'
' ' ' COS'cp, COS'cp, ^ '^ V '-^ cos' <p, COS' 9)3
dy COS 9' dx •
^Y "~ (^ COS 9" v/(i-t-x'coiY KT^TiÛângV ) '
Pour achever la transformation, on posera a; = — tangç' tang^, d'où
dy _ sin<p^ dcp
V^ Y ~" P COS9" I COS9.CÔS9, . , *
V cos'(p' cos*9" ^ Si Ton pose ensuite
/ft^\ #î * , /. , // COS9, COSQi ÔCOS9"
°^ ®^ cos*<p'cos*<p'^ ° sin9'
on a finalement
dy d(^
/Y g^v'i — A-'sin^ç
On prendra pour 9, et Ça des angles compris entre — - et H- -1 de
manière que cos^i et COS92 soient positifs. Le module k est moindre que I . La formule de transformation est
i-\-x sin2(p' 1 — tangf'tangf
Quand ff croît de à ç)', y croît de n à H- 00 ; ç croissant ensuite
de - — 9' à -9 y croît de — 00 a /i.
Remarquons que, dans les deux cas traités aux n^* 267 et 269, si Ton pose sin<p = / pour ramener l'intégrale elliptique à la forme canonique, les formules de transformation (5o) et (61) sont irrationnelles par rapport à /.
Les trois intégrales eU^tiques.
270. Après l'intégration des expressions rationnelles, les géomètres se sont occupés des expressions irrationnelles, et d'abord de celles qui renferment un radical carré. Lorsque le polynôme placé sous le radical est du premier ou du second degré, Tintégrale s'exprime par des quantités algébriques ou logarithmiques; mais il n'en est plus de même lorsque le polynôme est d'un degré plus élevé. Le cas où le polynôme est du troisième ou du quatrième degré donne naissance à une classe d'intégrales définies, que l'on a appelées intégrales elliptiques, parce qu'elles servent à l'évaluation des arcs des sections coniques. Le célèbre
théorème d'Euler, dont nous parlerons plus tard, a été le point de départ des recherches sur ce sujet. Legendre a découvert ensuite un grand nombre de propriétés de ces nouvelles transcendantes {Mémoire sur les transcendantes elliptiques, 1794); son Traité des /onctions eUiptiques contient l'exposé de ses propres découvertes et de celles de ses devanciers. Considérons l'intégrale définie
(!) J'F(r,^)rfr,
où Y désigne un polynôme entier du troisième ou du quatrième degré,
et F (y, y/Y) une fonction rationnelle eu y et v^. Cette fonction peut être mise sous la forme
M -f- M' y/Y _ (M + M' VY)(N-N'v^) _ P + PVY N-hN'^~ N'-N"Y - Q '
M, M', N, N', P, P', Q désignant des polynômes entiers en^; on en déduit
Jf (r, ^) dr ==fl dr +/^ ^r-
La première intégrale du second membre, portant sur une fraction
rationnelle, s'exprime par une fraction rationnelle et des termes de la
forme log(j — a). 11 reste à considérer la seconde intégrale, que l'on
écrit
F Y dr
Nous avons vu comment, par une substitution du premier ou du
second degré, on transforme l'expression -^ en une autre -=> où X
est un polynôme du quatrième degré en x de la forme canonique (i — ir^)(i — k^cc^). L'intégrale précédente se ramène ainsi à l'intégrale
f{x) désignant une fraction rationnelle en œ. Cette fraction rationnelle peut se mettre sous la forme
M.-f-M> __ (M. -hM>)(N. — 1S>) _ P. + y, a: N,-t-N>~ Nî-N^'o:» "" Q, '
M|, M',, N4, N'^, P,, F,, Qi désignant des polynômes entiers en x^. On a ainsi
r^. dx fP, dx rV\x dx
On obtient la seconde intégrale en posant x^ — x'\ car alors le radical ne porte plus que sur un polynôme du second degré. Il reste à étudier l'intégrale
/P, dx tir
271. La fraction rationnelle ^ peut être décomposée en termes de la forme Aa?*", n étant un nombre entier positif ou négatif, et en termes de la forme T^^nrjçn?» P étant un nombre entier positif. Considérons d'abord les termes de la première sorte. Soit X = A 4- Bo?^ 4- Ca?*. On a
_ (ara H- i)Aa?"-t- (an + 3)83?"+' + (a« + 3)Cx'»+' ^ It '
et, en intégrant,
-+-(an-4-3)C fî!!^^.
Quand n est positif ou nul, cette équation ramène l'intégrale
aux deux précédentes'
/a:2"+' dx r a:'" dx "7^' J 1^'
En opérant ainsi plusieurs fois successivement » on arrive aux deux intégrales
,^, Cx^dx rdx
Quand n est négatif, cette même équation ramène l'intégrale
x^ dx
aux deux autres
jt'"-*-' dx r ar*"-^* dx
/x^'^' dx r "7^' J
et, après plusieurs opérations successives, on arrive encore aux deux intégrales (5).
272. Considérons maintenant les termes de la seconde sorte, on a
^ X)/\ v^ x{Bx -^ 9.Cx*) 2(/? — i)a:' v^X
' (x"-^h'y-' "" {x'—h')P-' "^ (x'-'h^y-'s/iî (a;'- A' y
__ {A-^iiBx'-h3Cx*){x'—h') — 2(p—i){Ax'-hBx'-^Cx')
Posons
A -f- 2Bx' -4- 3Cx'~ A, -4- aB, (jr^— /«') + 3C{x' — //»)',
les deux constantes A| et B, ayant les valeurs
A,— A H-2BA'-i- 3Ch\ B, = B-{-3Ch\
Si Ton multiplie les deux membres de cette égalité par 2xdx^ et si Ton intègre, on obtient
A:r'4- Bx'-^-Cx' = E-{- A, (x'— h') -f- B,(^=— /i')=^ -4- C(ar'— A')S
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en posant E = h' (A 4- BA* + CA*). Il en résulte
_ f2/> — 4)B, (ap — 5)C^
et par suite
:^ TTT = (2W— 2)E I _:i 4-(2p— 3)A, j - --
Si la constante E n'est pas nulle, de cette équation on déduira la première intégrale en fonction des trois suivantes, et, comme l'opération peut être continuée jusqu'à ce que l'on ait /> = 2, on arrivera à l'intégrale
et à d'autres de la première sorte, se ramenant, par conséquent» aux deux intégrales (5). Si l'on avait E == o, l'équation se réduirait à
'^"-^'-'isr^ - (V- ^'^/iï^vr
Nous remarquons que la constante A| ne peut être nulle en même temps que E; car on aurait alors B^— 4AC = o, et le polynôme X serait carré parfait. La relation précédente ramène l'intégrale cherchée aux deux intégrales (5).
En résumé, l'intégrale
jF(r,VY)d>'
est ainsi ramenée aux trois intégrales
/dx rx^dx r dx ^X J 'W' J {x^-h^)^x'
A la place de la seconde, Legendre considérait l'intégrale
I ^X dxy
qui s'exprime aisément à l'aide des deux premières. V intégrale de première espèce
(lO)
_ r^ dx
""Jo v^(i — ar>)(i— k*x^)
est l'inverse de la fonction elliptique x '^\[z^k). A chaque valeur de X correspondent deux séries de valeurs de z de la forme
Intégrale elliptique de seconde espèce.
L'intégrale elliptique de seconde espèce est
(II
Jo s/ii-
x^ dx
Le radical admet les quatre points critiques a~i,6=T»c= — i,
d= — T (y?5^. 77» n®221),qui sont aussi des points critiques algébriques
pour la fonction u. Cette fonction devient infinie avec a?, et le point 0' sur la sphère est un pôle du second degré pour chacune des branches de la fonction; mais, comme il n'entre dans l'expression que des puissances paires, l'intégrale définie relative au lacet 0', ou au circuit qui dans le plan embrasse les quatre points critiques, est nulle, et les périodes se réduisent à deux (n^ 113). A chaque système de cycles
Quand z augmente de o ou de u% le second membre é{)rouve des accroissements constants
on en déduit la relation
(i5) «0), -- «'wi = -7p>
entre les périodes des intégrales de première et de seconde espèce.
Lorsque le module k est réel et inférieur à Tunité» si z est réelle, la formule (i 3) ne contient que des quantités réelles; si z est imaginaire et de la forme j^i, y étant réelle, le second membre est de la forme Yi, Y étant réelle.
274. Considérons maintenant la fonction inverse x de la variable u, fonction définie par Téquation différentielle
dx _ sj(i — x^)(i — h^)
du x^
à laquelle on joint la condition initiale x = o pour i£ = o. En répétant le raisonnement du n^ 219, on voit que, lorsque la variable u se meut dans le voisinage d'un point où la fonction x acquiert Tune des valeurs
dzi, =h T, la fonction reste monotrope. L'étude de l'intégrale définie montre que, quand x partant de l'origine y revient par diflerents chemins, u acquiert les valeurs m, = /nw, 4- m'wî; réciproquement, si u va de l'origine à l'un de ces points u^ par un chemin convenable, la fonction x s'annule. L'équation différentielle
du = - dxy
dont le second membre se développe en une série convergente, pour les valeurs de x dont le module est inférieur à i et au module de t' est de
la forme
on en déduit
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du=z±{x*-{' ax*-^. . .) dx;
, fx* nx^ \
ar =dzy/3(M— M,)' -4-. . .;
ainsi, quand la variable u tourne autour du point </« , la branche considérée de la fonction x acquiert trois valeurs différentes ; ce point est donc un point critique algébrique pour cette branche de la fonction. La fonction x conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies de u\ on en conclut qu'elle admet une infinité de valeurjs pour chaque valeur de u ; car si elle n'en admettait qu'un nombre limité, une fonction symétrique et entière de ces valeurs serait une fonction holomorpbe et doublement périodique de Uy ce qui est impossible (n^ 146). .
Intégrale elliptique de troisième espèce. 275. L'intégrale de troisième espèce est
Outre les quatre points critiques du radical a = i, b = jt c = — i,
d = — T9 qui sont aussi des points critiques algébriques pour la fonction Uy la fonction placée sous le signe d'intégration a deux pôles X = ± ky qui sont des points critiques logarithmiques de la fonction u (n^ 60), et qui fournissent une période polaire
AV(i— A»)(i — /r'A')
Le point 0' sur la sphère étant un point ordinaire, l'intégrale définie relative au circuit qui embrasse tous les points critiques est nulle; il en résulte que, si l'on fait abstraction de la période polaire, toutes les autres périodes se réduisent à deux; à chaque couple de périodes
elliptiques 2ot>, Gt>' de TiDlégrale de première espèce correspond un couple de périodes hcù^^ cù\ de l'intégrale de troisième espèce. Cette intégrale admet donc trois périodes distinctes, de sorte qu'à chaque valeur de x correspondent deux séries de valeurs de u de la forme
Si Toti change de variable en posant x=\[z,k)j et si Ton remplace la constante h par X(a), l'intégrale de troisième espèce prend la forme
f ^ r' dz
l^(z)-'kHa)
Elle devient infinie aux points critiques logarithmiques
z :.z±a -f- mo) -f- m'»',
et admet une infinité de valeurs pour chaque valeur de z. On peut aussi l'exprimer à l'aide de la fonction 6.
La fonction doublement périodique . ^ __ ii / \ ' ^^^ périodes w, w', a deux infinis simples z = =b a; les résidus correspondants sont
al{a)r[a)
On a donc, d'après le théorème de M. Hermite (n"" 168),
et, en remplaçant z par z -{ — 5
^^^'( = ) H..-.,^-i,;^l).logf-(^-''>
Si l'on fait z -o dans cette dernière équation, on obtient la constante
Hi= . , ,' Daloge(a).
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tin. Vt%tiiuUwun riiiiintimant la fonction inverse œ de u, fonction ^I/HImIm pur IVi(|iiMlion diUVsrenticllc
h hu|Uolln on joint lu rondition initiale 07 = 0 pouru = o. On verra, iMininii) |)hV(^doninn'n(, «pio, lorsque la variable u se meut dans le voi-
MliniK«> d^in |miu( 0(1 la foui (ion acquiert Tune des valeurs ±:i, ±y
Ih l\umllon ii^Hto uionolro|)o« 1/ôtudo de Tintégrale définie (16) montre \\\\W ^\\\\^\\^\ %v nVloigno i^ rinllni par un chemin déterminé, u tend vers uu^ xnliMir l\iùo H« ; rtviproquemcnt» quand u va de rorîgine au point v,
(M^v uu \')ii^iuiu ^^mvouaUt^» .r devieul infinie: eo p«>saiil x = ^9 oaa
>\ii5« oiv • IV àV^'v^u iT\tiiiv on* tTtU4i*« r tau '«*?:s \ 5?
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De la formule (2^2) od déduit les suivantes
/ rx ^ rwf w'\ 6! (a) I, e,(a — Z)
^ j \ 2/ 6, (tfj 2 ^0, (an-z)
et celles-ci donnent
n (z,rt-f-- ) — n(;5,a)i=-s--i— ' -f- -log -^^ ^,
\ 2^ ^ ' ^ v(a) 2 ^ v(a-f-;îj
(,6). j n^z,a + -)-n(.,a):..Zj^-f-.Iog5A_^^
Si, dans la formule (22), on permute les lettres z et a, il vient
«/ X 0'{z) I, 0fa-z) n {a, z)~a -^f-^ -4- - log -^-^ -S
d'où
Cette dernière relation effectue la permutation du paramètre et de Targument.
De la formule (22) on déduit encore la relation
que l'on met sous la forme
L'intégrale de troisième espèce n (z, a)» qui dépend des trois quantités kj a, z, s'exprime ainsi par une somme de fonctions dont chacune ne dépend que de deux quantités.
278. Dans l'intégrale (21), représentons le dénominateur pa I 4- n'k^{z)^ c'est-à-dire posons n = — k^X^ {a). Si la quantité donnée est réelle, le module k réel, positif, et moindre que l'unité, et qu'or» veuille calculer a, plusieurs cas se présentent : i^ si n est positive.*
on posera X^ {ai) = ^ j-^y a étant réelle et positive (n® 236), et Fin — tégrale sera représentée par TL{z,ai); 2^ si n est comprise entre (^ et — *', on posera X^(a) = — 7^, a étant réelle et positive, et l'intégrale sera n (z, a); 3** si n est comprise entre —P et — 1,' on posera X*-* (ai H- - jzz: — ^, a étant encore réelle et positive (n® 225), et
l'intégrale sera n Iz, ai h- -V, 4® si n est comprise entre — i et — x ,
on posera X^ f a -h — )= - tt,' a étant toujours réelle et positive, ce
qui donne l'intégrale ulzj a -h—V D'après les formules (aS), le troisième cas se ramène au premier, et le quatrième au second ; et, par conséquent, dans l'intégrale de troisième espèce, lorsque la quantité n est réelle, on peut supposer le paramètre a réel ou de la forme ai, a étant réelle.
Considérons le cas où la variable z est réelle. Si le paramètre a est réel, le second membre de l'équation {21) ne contient que des quantités réelles. Si le paramètre a est imaginaire et de la forme a'i, d'après la définition, la fonction II est imaginaire et de la forme Ai; les termes du second membre présentent la même forme, mais chacune des deux
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fonctions ô(a— z), 0 {a -h z) dépend de trois quantités réelles distinctes k, z et a'.
Considérons maintenant le cas où z est imaginaire et de la forme yi. Lorsque le paramètre a est réel, ce cas se ramène au précédent par la permutation du paramètre et de Targument. Lorsque le paramètre a est imaginaire et de la forme a'i, les deux fonctions 0 {a— z), Q{a-+- z) sont de la (orme Q{bi), & étant réel, et on les obtient sans difticulté.
Remarques sur les périodes.
279. Considérons deux périodes correspondantes quelconques Q et îli des intégrales elliptiques de première et de seconde espèces; ces périodes sont les intégrales déGnies
relatives à un même cycle partant de l'origine et y revenant; ce sont des fonctions du module k qui ont pour dérivées
dH , r xUlx _ ^ _ , r x^dx
De l'égalité
ùkX "" àx (i--/i»x') Aj: '
on déduit par l'intégration
(3o) ^=^jû_i2.).
On a d'ailleurs
d'où
(3t) î§:-.^fi2-(2-A.)i2.],
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Des deux équations différentielles simultanées (3o) et (3i) on déduit les équations différentielles du second ordre
auxquelles satisfont séparément les périodes û et ûf .
Si l'on considère en particulier les cycles qui se rapportent à un couple de périodes elliptiques 2 w, w' de l'intégrale de première espèce, il résulte de ce qui précède que les premières périodes 2 gj^ 20)4 satisfont aux équations différentielles simultanées (3o) et (3i), ainsi qu'aux équations du second ordre (3a), et que les secondes périodes «', (ù\ satisfont aussi à ces mêmes équations. En remplaçant dans les équations
doy k . . d(xi' k . , ,.
(k)f et (ù\ par leurs valeurs données par les formules (i4)» on obtient les deux équations différentielles du premier ordre
^^^^ dk-kk'^\: JW)\'
auxquelles satisfont co, 0»'; on en déduit
Si l'on pose u = X(jz), on a
dz
du ^i_(i-h /,« ) lû : - A » u'
Le second membre est développable suivant les puissances entières de Uy pour les valeurs ayant un module inférieur à i ou au module de t* On obtient ce développement à Taide d'une formule
établie au n^ 97. En remplaçant, dans cette formule, z par ku^ et posant a = - ( * H- ^ j » on en déduit
et, par suite, en intégrant, Nous représenterons cette série par
(2) 2 = M-i- rt,MM- «,«*-+-. . . .
Un coefficieni, quelconque
2/l-f-ll.2...W 'X 2 /
est un polynôme entier en k^ pair, réciproque et du degré 2n. Les premiers cociîicients sont
i5a^ — qa ,.
_ io5a«-90«'-i 9,, 9'''- 1.9.34 '
lia,— ^ ^-y-^ As
^ io395a*— i4i75a^ + 4725a*— 225 -^
En remplaçant ka par ^» on a
ôtti r- ,
^ S + aA-'-hSA-^
i5 -+- o/f' -h qh* 4- iSk*"
_ io5 -h 60/f» -f- 54^-^ -+- 6oÂr« -t- io5A" »^*- 2.476.8 '
_ 945 + 525 /i ' 4- 45o /i^ -f- 4^Q /» " -^ 525/i*4-945fr'«
ï I a^ — •" 7~~r ii
Du développement |)récédent on déduit celui de :;", suivant les puissances de u. Si Ton pose
(4 ) z" ---_^ f/" -I- flv;') M"-4-- _} . a^n ) ,^«4-« ^ _ ^
on a, en efiet,
(5) „(•)..._'.__ rnvff y 1 ,
- étant une fonction de u^ donnée par la série (a).
Déi^eloppement des /onctions elliptiques.
281. Les fonctions X(z), fJi(z), v{z), ayant les mêmes infinis, se développent en séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de z, et convergentes dans un même cercle, qui a pour rayon la distance de l'origine au pôle le plus voisin. Lorsque le multiplicateur ^ est égal à Tunité et le module k réel, positif et plus petit que i, si Ton choisit les périodes comme nous l'avons expliqué aux n^' 228
et 229, le rayon du cercle de convergence est — .•
La fonction X(z) étant impaire, son développement est de la forme
De l'équation différentielle
on déduit
dz^ ^ dz
-7- = — (i -h k'—6k'ï?)-j- -}-i2A»X-|-, dz* dz^ dz
En faisant X = o, on obtient les valeurs des dérivées pour z = o et, par conséquent, les coefGcients de la série. Ces coefficients sont des polynômes entiers en k, pairs et à coefficients entiers. D'après sa définition par l'équation différentielle (n^ 221), la fonction X(z) se réduit à sinjz, lorsque le module k est nul et le multiplicateur ^égal à l'unité; il en résulte que les premiers termes de tous les polynômes, ordonnés par
rapport aux puissances croissantes de k^ sont égaux à runité» ce qui est d'ailleurs évident par le calcul lui-même. La relation
établie au n® 234, fait voir que le polynôme 9,n satisfait à la relation
(7) «.(A-l^Ar^^'a^^^),
et, par conséquent, qu'il est de degré !2n et réciproque. Nous remarquerons encore la propriété suivante : si Ton pose
a:rr:^/2A-X(z), Ç = « v^aA",
la série prend la forme
2/r 1.2.3 (2/rj' 1.2.3.4.5
et l'équation diflérentielle devient
( I := I — OtX^ H T JC'.
d'où
-~" — OLX -f- — X^,
/ Z \dx
les valeurs des dérivées successives, pour x =■. o, étant des fonctions
entières de a, à coefficients entiers, on en conclut que ^^ est égal au
produit de {2k)" par une fonction entière de a, à coefficients entiers.
Du développement précédent on déduit celui de X"(z), suivant les
puissances de z. Soit
~ étant une fonction de z^ donnée par la série (6).
La formule de Lagrange établit des relations entre les coefficients des séries (6) et (8) et ceux des séries inverses (a) et (4). D'une part, si l'on regarde u comme uiie fonction implicite de z^ définie par l'équation
Ur^ z - — - î
dans laquelle - désigne la fonction de u, donnée par la série (a), on a
(lo) «, = (-
lyVj)''' — î — 1 ,
[-{jrL
n-i)«rD'' — ~ — n •
D'autre part, si l'on regarde z comme une fonction implicite de i/, définie par Téquation
dans laquelle - désigne la fonction de z, donnée par la série (6), on a
(i2) aj,--^
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282. Le développement de la fonction paire ii(z) est de la forme
(«4) fx(z) = i -». — + », — ^-. .•
De l'équation différentielle (n*^ 159)
^^Vri I - Ar' -h ( 2 A» - I ) |x» — A->^ on déduit
^=(2A-^-i)^-2A-v>, ^^_.[,^(,^):^6*Vi-fx')]^-3(2^)v(gy,
en faisant /x = r, on obtient les valeurs des dérivées successives pou^ z = o et» par conséquent, les coefficients de la série. Ces coefficient^ sont des polynômes entiers en k^ pairs et à coefficients entiers. La fonc — tion |tJL(z) se réduisant à cosjs, lorsque le module k est nul, les premier^ termes de tous ces polynômes, ordonnés par rapport aux puissance^ croissantes de k, sont égaux à l'unité.
Remarquons que les valeurs des premières dérivées sont des fonc-^ tions entières de 2^, k coefficients entiers, et que la même propriété S9 continue, parce que la quantité i 4- {^ky — 6*^(1 — jx*), qui entr^ dans l'expression de la seconde dérivée, se réduit à i -h (2*)* et sa dé — rivée à 3(2/î)^, de sorte que, dans le calcul ultérieur, les coefficien de tous les termes^ à partir du second, seront des fonctions entière de 2^.
Le développement de la fonction paire v{z) est de la même forme
(i5) v(z)= 1 —S, hS, 5— r — • • • ;
l'équation différentielle
rôle que la quantité w dans celles de la fonction proposée ).(s). Déterminons la constante A, de manière que la fonction tp ait une valeur
égale à Tunité pour z -: — >— • De la relation
z^-——y{z)z=--^ (n»77), on déduit
d'où
on fera donc
A =^ A- - ik'.
De cette manière, la fonction ^(z) est une fonction X, admettant les périodes elliptiques (ù -4- o', o', au lieu de 20), o)'. Si Ton désigne par g^ et A| le multiplicateur et le module de cette nouvelle fonction X, on a
g^, = A = A* — ik\ kt= -^ = k — ik'^
et l'on obtient ainsi la formule
(,7) x[(/r-i70^, Jl±^|;]=(/r_/^')
'U\ M^> k)v(Zy k)
li{z, k)
On en déduit
(.8) /.[(A-//.')^. /r3i7^J--('^--''^)-%-(7rA-r-'
et, en changeant le signe de i.
la combiaaison de ces deux relations donne
{k-^ih')f.^(k~ih')z, —%]
r k— ik' n
-h {k - ik')(i Uk -t- ik')z, /^r^rfp\ = **>(^» *')•
Si l'on pose k = cosy, cette dernière équation prend la forme
(21) cT'p.(-3C'-ï'*,c'7*) 4- c~ï'|jt(2eï*, e~^') = 2C0syfx(2, cosy).
£n remplaçant les fonctions /x par leurs développements en séries, on reconnaît que le polynôme f8„{k)9 pair et du degré 2n — 2, satisfait à la relation
(22) c<»"-')T'"5Bi,(«""*T') -f-e-("-')T'g3„(e-if')=i:2COsyg3,(cosy).
Soit
(23) a9«(A-)=:6o-+-6,(2A-)>-4-ft,(2/i)*-+-...-f-ft.-,(2A-)"-S
la relation précédente devient
(24) V 2^b^ cos ( 2/1 — 47 — I )y — V 2Vft^ cos^''+' y.
Si Ton remplace les puissances de cosy par leurs expressions en fonction des cosinus des multiples de Tare 7, expressions données par la formule
2Vcos''"*"'y ==cos(2p -+■ ijy h — ^ cos{2p — i)y
-I —J- '—^ cos{ip _3)y 4-. . .4- — ^- ^^- ' cosy,
Cl, si l'on ordonne le second membre par rapport à ces cosinus, on la transforme en la suivante :
(25) \ 2»î6yC0s(2/i - 4?— ')y "^A, \^P^ i ^f^'
Cette égalité devant avoir lieu, quel que soit y, les coefficients des mêmes cosinus dans les deux membres doivent être égaux entre eux. A une valeur donnée de p correspond pour q Tune des deux valeurs
^'~ P~ \ ? — £, suivant que le nombre a/» — 4^ — i est positif ou
négatif; on a donc
(26) TT'P-'bnj^ OU 1l'^-^Pb^^=bj,-h^^^ b
f-hi
En attribuant à /? les /i valeurs décroissantes n — i, /*— - 2, /i — 3, n — 4f • > Oy on obtient ainsi un système de n équations linéaires et homogènes
bo = bn-i,
ft„_.~6«_,-+- - - *„_
, , 9./i — 3, (in — i)(2/t — 2),
2— ft„_.
2"b„ \ I 12 I .2.3. . .;/i — ij
entre les n nombres entiers cherchés bo, b^^ &2>«-) ^/i-i; mais ces
équations se réduisent 'à n — i équations distinctes; car, en les ajoutant membre à membre, on a la. même identité qu'en faisant 7=0 dans l'équation (21). On connaît le premier coefficient bQ=i; le système des n— i équations linéaires permettra de déterminer les autres. Remarquons que le dernier coefficient b,t_i est aussi égal a 1.
284. Appliquons cette méthode au cas où /^ ^ 7; nous aurons à résoudre les cinq équations
IL
, , II, i3. 12
, , 7, Q-8, IITO.Q, l3.l2II.IO
2*6,rzz6,-f -bz-h'^—b.-ï ^ b, \ 5-7—»
On en déduit
Voici les premiers coefticients du développement de ii{z) :
g3,= i-+-(2A-)% 93,= I -f- ii(2/r)'-4- {2A-)«, 334=1 4- io2(2A-)»4-57(2A-)^-f-(2A:)% 33»= I -t-922(2Ar)' -h i923(2/r)*4- 247(2^)*-^ (2X)% $8.= I -i-83o3(2/r)'4- 544i5(2A-)* -h 24o4o(2/f)«-i- ioi3(2A-)»-4- (2 A-)'% SB, = i4-74733(2A-)'-hi434o66(2A-)*-+- i67o672(2/f)''-h 253941 (2/r)» -h4o83(2/r)'»H-(2A-)'S
a= I -h 6726o4(2A^)» 4- 36644374(2/f)« -h 99026oi8(2A-)« 4- 385i7 533 (2A^)'
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On eo déduit immédiatement, d'après la relation (i6), ceax du développement de v(z)
frS
Une fois que Ton connaît les développements de /x(js) et de y(z]. on obtient aisément celui de X(z); car la relation X'(:;) = ii{z)v[z) donne
en groupant les termes deux à deux, on a un polynôme en k^ réciproque et du degré 2 n. On trouve ainsi
a,=: (1 -i- h*) 4- i228A-»(i -f- k*) -f- 5478ÂS
9t,=:(i-+-A-") -+- iio6c)k'{i-^ *•) -h i65826A-^(i -h A*»),
«,=(1 -h A-««) 4- 99642A-«(i 4- A") -h 449435iA^(i 4- k*) 4- 13 180268*%
Ces coefficients, exprimés à Taide de la quantité a, comme ou Ta dit au n^ 281, prennent la forme plus simple
a,.=r(2A-)na'4-3),
a, = {2ky{a* 4- 3o6a' 4- 189),
«,= (2/f)'(a* -+- 2766aM- 8289a),
Eq multipliant par lui-même le développement de X(js), on obtient celui de X^(2), que nous avons représenté par
On trouve
ai';> — 2»A-*(2*a*-f-486a»-f- 189), gjm_-. 2'»A*(2«a^ -h 2016a' -f- 3429a), ai'*=2»»A-»(2»a*4- i3o 464 a* -h 667 872 a» -h 180977),
La fonction X'(z) se réduisant à sin^zou à ) lorsque le mo-
dule k devient nul et, par suite, k(x, égal à |, le coefficient du premier terme de a|,'^ est 2'*'^*.
Expression de X^'''*"*(z) en fonction de X(z) e/ de ses dérivées.
285. Nous avons vu (n^ 166) qu'une puissance impaire de \[z) est égale à une fonction linéaire de X(z) et de ses dérivées d'ordres pairs, ci que si l'on pose
le multiplicateur ^ étant supposé égal à l'unité, on a
/ -f- ^- : XC"-') ( 2 ) H XC") (z).
\ i.7....{'in — 3) i.2...2n
On peut exprimer les coefficients A,. Aa.... au moyen des coef-
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ficîents àf considérés au n® 280, On a, en effet,
^rj— \ —1-4- A,„_, -2' -h A,„^, z« 4- ... H- A, 2'" -!-...;
d'où
Mais, si dans la formule (i3) on remplace n par 12/7 — 12/7 4- 1, on a
on en déduit
et réquation (28) devient
En remplaçant z par z 4- — • on a l'expression de ,,^^ . par une fonction linéaire de X (s 4- — ) et de ses dérivées.
Expression de X^" [z) en fonction de X' (z) et de ses dérivées.
286. Nous avons vu (n*^ 167) qu'une puissance paire de X(;j) est égale à une fonction linéaire de X^ [z) et de ses dérivées d'ordres pairs, et que, si l'on pose
(3i) A-"-'DX'"(r)- — DX'(z)-J--— 4Da'(i5)4- ..-I ;^ rD'-U'is).
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Les coefficients Aa» A^,... s'expriment aussi par les coefficients àf\ on a
et l'équation précédente devient
h UA_[zi ^ a„^, ^^ ^ a D^X'(2)-f-. . • -+- D^'-Ji'{^).
Si Ton intègre de o à z, en observant que, d'après la série (27), la valeur de D^p\^{z), pour z = o, est égale a (— ï)'^*Ql{^,, on a finalement
in 1.2 1.2.5.4 1 . 2 ... 2/1 ^
LI.2.3.4 1.2. ..6 '' ^ I.2...2/iJ
En remplaçant z par z 4- ~» on a l'expression de r^- par une fonction linéaire de X^ (z 4- — ) et de ses dérivées.
Fonctions de M, Weierstrass.
287. D'après les relations établies au n^ 169, lorsque le multiplicateur g est égal à l'unité, les fonctions 6 satisfont aux équations différentielles
DMog0(z) -4-A'').Hz)r^H, DMoge,(2)-^ ^ == H,
D'loge,(z)+ ^==H' D'loge,(^) + A'g||-j = H.
dans lesquelles H désigne la constante -^t^ • On simplifie ces équations
en substituant aux fonctions 6 les fonctions Al (initiales du mot aile) de M. Weierstrass, fonctions définies par les formules
En désignant par B la nouvelle constante j^ égale à H H yj on a
aussi (n^ 173)
Les trois fonctions Âl(z), A\2{z), Âls(z) sont paires et se réduisent à l'unité pour z = o; la fonction Al| [z) est impaire et sa dérivée est égale à Tunité pour z = o. Gomme on a
//x -i/ X Al,(z) , . AU(z) , . Ah{z)
(^'^ ^f^)=^Âîûy' '*(^)=Ai(ij' ''("i=ÂMiy'
les quatre fonctions Al satisfont aux relations
(5) AU + Alî = AI5 + A-'AIÎ = AI'.
Les équations (i) deviennent
D'logAl(8)4-A^'X'(2)=o, D'logAl,(z)+ ^-^ =o,
(6) { . ^^,^^ D'IogAl,(z)4- ^^- =o. DMogAM2) + «-»^> = o;
on peut les mettre sous la forme
..rf'AI /rfAIX» ,,.„ A, rf'AI, /rfAIA' .„
^'■5?- -(-^TJ -^^'All^o. AI,-^-(^-^j -H AP =o,
^''lî^ - (-^j -^ ^'' =-- "' ^'' l?ir - (-^j + /.'AU :=0.
Les fonctions Al (z), étant holomorphes, sontdéveloppablesen séries ordonnées suivant les puissances entières de z, et convergentes pour toutes les valeurs de z. Nous représenterons ces séries par
Al (z)--^i-af')_^^ a(»> — V7
Al,(s) = 2— a; 54-0; -
A\7[Z)=l—Cl^ h
k i t \ (•) Xî' (a) Z*
On obtient les coefficients des deux dernières séries en diflerentiant plusieurs fois successivement les deux dernières des équations (7), faisant ensuite z = o et tenant compte des conditions initiales Al2(o) = Al, (o) = I, A l'a (o) = Al'a (o) = o; ceci montre que les coefficients 03 et as sont des polynômes entiers en k, pairs, et à coefficients entiers. La première des équations (7), mise sous la forme
Al^- i^\ 4-A^«AP-A»AIÎ = o,
et diflerentiée plusieurs fois successivement, donne les coefficients du développement de Al [z) à l'aide de ceux du développement de A 12(2). De la relation Al,(z) =\[z)W[z)^ on déduira enfin ceux du développement de Al,(z). Ces coefficients sont aussi des polynômes entiers en k^ pairs, et à coefficients entiers. Les séries par lesquelles s'expriment les quatre fonctions Âl(^) étant convergentes pour toutes les valeurs de z et de k, il en résulte que ces fonctions sont holomorphes, non-seulement par rapport à z^ mais encore par rapport à k^ pour toutes les valeurs de ces variables.
288. Les fonctions Al n'admettent aucune période, mais elles rentrent dans la catégorie des fonctions intermédiaires dont nous avons parlé dans le Chapitre III du Livre IV; quand on remplace z par z -h w ou par z -h w', elles sont multipliées par les quantités
&>i et (i)'^ étant les périodes de l'intégrale elliptique de seconde espèce données par les formules ( 1 4) du n^ 273.
D'après les formules du n^ 201, lorsque le module k est nul, la première période tù devient égale a tt, la seconde co' infinie, et la quantité q est nulle; les deux fonctions h\{z) et A 13(2) se réduisent à Tunité, la fonction Al, [z) à sinz, la fonction Al2(^) à cosz.
D'après leur définition (n*"73et 173), les fonctions 0 et & sont homogènes et du degré zéro par rapport aux trois quantités z, o, co' qu'elles renferment; elles ne changent pas lorsqu'on mulliplie ces trois quantités par une même quantité, et, par conséquent, les fonctions 6(2, g', X:), ^{z,g,k) s'expriment à l'aide de fonctions dont le multiplicateur est
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égal à l'unilé; elles sont respeclivement égales aux (onctions 6 {gz^ k)^ ^{gZy k). Nous avons trouvé (n^ 234) les relations qui existent entre les fonctions 0 ou les fonctions ^ relatives à deux modules réciproques; des relations (35),
on déduit les relations
1 Al (l> z, j^ -SXiz, h), AI. (liz, j\ -^ A Al.(», k) I Al. (kz, i) = Al,(z, /. ), Al. (^kz, ^\ = Al,(«, k).
entre les fonctions AI relatives à deux modules réciproques. On conclut de là que les coefficients des séries satisfont aux relations
(lo)
11 en résultp que les polynômes a^ et a\'*^ sont réciproques par rapport a k, et que les polynômes o^"^ et 03"^ se déduisent l'un de l'autre. Les polynômes 0^"^ et a["^ s'annulant pour k = 0 et les deux autres se réduisant à l'unité, 0^"^ et 0^,"^ sont du degré 2/1 — 2, a["^ et a^"^ du degré 2/1. Eu éliminant l{z) entre la première des équations (6) et l'équation
on arrive à l équation différentielle du troisième ordre
(II) [DMogAI(2)]'H-4DMogAl(2)[n-DMogAI(2)]fÂ»H-DMogAl(z)] = o.
ff) ■+- r,)'
Quand on remplace z par Tune des quantités 2 -j- -> s h — ^ z-i- la fonction I)MogAl(-s) se change en DMogAl3(s), DMogAI,(:;),
D^ logA\2{z); il en résulte que les quatre fonctions logÂl(z) satisfont à cette même équation différentielle.
289. On abrège le calcul des séries à l'aide d'équations aux différentielles partielles, auxquelles satisfont les fonctions holomorphes Al(z) des deux variables z et k. Considérons d'abord les fonctions 6^ représentées par les formules (8) du n^ 74; le multiplicateur pétant supposé égal à l'unité, la période cù, donnée par la formule (3i) du n® 205, est une fonction de q; les fonctions 6 dépendent donc uniquement des deux quantités z et q. De l'expression
on déduit
Ot) n — i
0(z)--I-h2V (~ ^''^'••COS
^Z ÛJ iUJ W
d'où
Dlog^ 4^ «^^ «log^ ùz
En répétant le même calcul; on reconnaît que les trois autres fonctions d satisfont à cette même équation aux différentielles partielles. Des formules (33) et (34) du n« 279 on tire
et l'équation (12) devient
Remplaçons maintenant la fonction 6 par sa valeur
II;'
ô(z) = e(o)e^ A\{z); l'équation se transforme en la suivante :
De la relation
on déduit
dH j i ^v'' dk) W' (do^Y dk-""' w dk '^ «» \dk)'
et, en vertu de l'équation (32) du n® 279,
Le coefficient du quatrième terme de Téquation (i4) se réduit ainsi à k^. L*équalion (i3) est la même pour les quatre fonctions 6; les équations analogues à l'équalion (i4)> <^t qui se rapportent aux quatre fonctions Al, ne diffèrent que par le coefficient du dernier terme; il suffit de remplacer dans ce coefficient 6 [6) par Tune des quantités 6'i(o), 02(0), 53(0). Des relations
0(0) -_y^, o\io)=s/^, e,ioy^^^, 0,(0). y/^,
établies au n** 205, on déduit
dk dk
dk dk
et l'on obtient les quatre équations
iz^
Dz
D'AÏ, Dz'
DAI
D3' — . ^^ +.M-^4-(y^'-H/r^.MAU--3:o,
qui sont dues à M. Weierstrass [Journal de Creîle^ i856). Il est aisé de reconnaître que les quatre fonctions AI, V>tAI|,
1/77 AI2, -p= AI3 satisfont à la même équation
(16) r— -^aA^'z— -h2M'»:rr +- A^*z»ii = o.
^ ' D-2* Dz D/r
291. Les équations (i5) permettent d'exprimer un coefBcient quelconque de l'une des séries à l'aide des deux coefficients précédents. Calculons d'abord le développement de Al (2); en substituant la série dans la première des équations (i5) et égalant à zéro le coefficient de z^'", on obtient la relation
(17) ûf"-^') = 4nA->a^-)4-2Ar(i--Ar»)--^-a/i(2n~i)A-»a<"--'>.
Le premier coefficient est égal à l'unité; en faisant n^ o^on trouve a<*J = o; en faisant /i = i, on trouve a^^^ = — tik^^ et ainsi de suite. Les polynômes étant réciproques, on abrège le calcul en posant a^''^ = A"^^''^
A 4- j = j3; la relation précédente devient
(18) 6'"+') = 2/ij36(") — 2(p'— 4) — — — 2/1(2/1 — 1)6^"-'),
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et Ton trouve
^(•) =: _ ai(a'p' H- 2».33p* -h a»,795(î» — 2439^),
b«*)=- a»(2"P«-+-2*.9ip*4- a«.3i65p«—aS34i37P«-- 26199),
Eq considérant les premiers coefBcientSt on remarque que t^^'*'''') etf^^ sont divisibles respectivement par a""*^* et par a^; la relation (18} montre que cette propriété est générale.
Si Ton remplace /3 par sa valeur i -h j-fon 9l
- ûO> = o
^a<*ï = 8(*»-«-ilr»),
- aC'> = 3a (*» + *•) + 68*^,
-a(*> = i28(Ar'-4-A*) + 48o(*^-f-A*), '
- aC^ = 5ia (A»-f- *'•)-*- 3oo8 (A^H- *•) 4- 54ooAS
- a^^J = ao48(A^» + Ar") -*- i74o8(** -h *••) 4- 49568(A« -+- *•},
- ûC«î = 819a (Ar»-h *»*) 4-95a32(Âr* 4- A") 4- SgSSao (**4- *•••) 4- 603376**.
- aC'^ = 3a768(Âr»4- Âr'«) 4- 4997ia(A*4- A'^) 4- a853888(Ar«4- A")
- a('»^= i3i07a{Ar«4- *'•) 4- a5395ao( A* 4- **•) 4- 19097600 (A»4- A") 38153728 (*• 4- A'») 4- 42090784 A'%
Les coefficients du développement de AI, [z) sont donnés par la relation
(19) o^''*'^ = [1 +(4n -4- î)A» y;^4- 2A(i - A») î^ - 2/1(211 4- i)it»<*-*^;
ces coefficients étant aussi réciproques, on posera, comme précédemment.
ce qui met la relation sous la forme On trouve ainsi
bV' r-_- (3* 4-2^3^2—?.'. 9,
b^;» =: Ç,' -^ 1.11^'— 'j,Kï385i ^' — 2>.i73i(3,
bV*'= (3'*-h 2.45(3"— 2\5io7i85p«— 2«. 4252365(3* — 2\i5oo4 35 (3»— 2*.i6o839,
OU, en remplaçant |3 par sa valeur,
û';* 1^ I ^-^••+25(/i^-4-A«) — 49^iA*---/i''),
0*;» = I -hk'^.-h 36(Â^H- /i'«) — 5781 (/i*4- A») - 12184/1-,
o';* = i4-A"-h8i(/.'4-A'«)-45375oo(A*-hA^'*)-27i98588(A«4-A*''),
a'/*— I 4-A^--f-ioo(A^-f-A'»)-4o85G7i5(A'H-A'«)-3i3i8oo8o(A«-i-A'*)
47 i LIVRE VI. - CHAPITRE U.
Od calculera le développement de AU {z) au moyen de la relation
(ai) û^;-^'^_(i ^^nk')a,'^ h_ ^A^i - A>) ^^ - 2/1(2/1- i)A''a;-^
el Ton abrégerait un peu le calcul en posant 2^^= h, et remarquant que les coefficients sont des polynômes en A à coefficients entiers. On trouve
4- i2/r'-f-6o/i^-i-32/i% -h 20/1' -^ 348A*4- 448/i^-f- i28A^% -{- 3oA'4 2372A* i 46oo/i*«-h 288oA*-f- 5i2A-'% + 42/1- H 19308 A-*-f- 5 18 16^^-1-45024 A^* -4- 16896 A '•+ 2o48A'% -h 56A^-h i6932o/r* H- 628o64A«-h 757264 /f»+ 370944A^'»+ 93i44*'S + 8192 A-'S
4- 72A^-}- i5i5368/f*-i- 7594592 A^-f 12998928A'' + 9100288 A •% 2725888A' -h 491520 Ar'^-f-32768A'S
h 90 A» -I- 13623480 A<-f-89348o8oÂ«-h 21 1064400 A-» 4- 2i936i824A'« 4- 100242944/'^" -*-ï845()432A"-+-25o6752Ar'*^^-M3io72A»S
Le développement de Âl3(z)se déduit de celui AeAliiz)^ en vertu de la relation o!f{k) == k'^^a';;^ U] ; on a ainsi
On obtient une véritîeation très-simple des calculs précédents en remarquant que, si le module k est égal a l'unité, la quantité p est nulle, et que les quatre fonctions Al deviennent respectivement
Al(2) — e ' coshs, A\,{z)^e ^sinhjs, Alj(2) ~ AI3 (z) — e? '
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TRIGONOMÉTRIQUES
Développement de X (^^ ) .
292. D'après le théorème du n^ 99, la fonctioD X(z), qui admet la période aot), est développable en une série dé la forme
mien
et convergente dans une bande limitée par deux droites parallèles à la
direction &). On a posé / = e" ; aux valeurs z= — \- mw -h /iw', qui
rendent la fonction X [z] infinie, correspondent les valeurs t = ±:e "•^ , dont les modules varient en progression géométrique, et les arguments en progression arithmétique. Dans le plan sur lequel on figure la variable z, les pôles sont disposés par files parallèles a la direction tù. Dans le plan sur lequel on figure la variable /, les valeurs correspondantes de / sont marquées par des points placés sur deux spirales qui, d'une part, s'éloignent a l'infini, d'autre part se rapprochent indéfiniment de l'origine; ces points sont les pôles de la fonction X, considérée comme une fonction de t. La série, ordonnée suivant les puissances entières de ^, positives ou négatives, est convergente pour les valeurs de t comprises entre deux circonférences ayant pour centre l'ori-
(an ■*- iVie«»'i (an — i)irw'i
gine et passant par les points / = c *•" , / = e "" ; la série sera donc convergente pour les valeurs de z, comprises entre deux droites
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parallèles à la direction w et passant par les points js = (2/14- 1) — ^
zz=z ( 2n— i) —r c'est-à-dire enlrc deux files voisines.
Supposons /i =^ o; la série sera convergente dans la bande comprise
Fig. 80.
I> ' II
entre les parallèles BoCo, B|C, à la direction «, menées par les points
- — — , s =: (^gr. 80). Les coefficients de la série sont donnés
par Tintégrale définie
relative à une ligne située dans la bande. Nous remarquons d'abord
que A_,„ = — A„j; car, en posant z = — z\ on a
ntiiz'i
e «" dz' r=: — A».
Nous remarquons ensuite que
et, en remplaçant z par « -f- :; dans la seconde partie,
A.,, -. — - - - / ll^z)c « (/:;.
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Il en résulte que Aim "^ o et que
Oi
Pour évaluer ce dernier coefficient, considérons l'intégrale définie
TT/
relative au contour du parallélogramme A'EFA , dont les sommets A et A' correspondent à z = ±-^ et les sommets F et E à
z = dz - — /l'w'; les parties relatives aux deux côtés opposés FA, A'E
sont égales et de signes contraires; la partie relative au côté EF est infiniment petite, quand /i' est très-grand ; Tintégrale se réduit donc
a la partie relative au côté AA', c'est-à-dire à '-^ Ajm-i. Mais Tinté-
grale définie relative au contour du parallélogramme est égale a la
somme des résidus relatifs aux infinis a — — (2/1 — i)— > n variant
de I a n'. L'un de ces résidus étant égal a -rÇ " ' > on a
9 tn -- I
. 27:/ V (an-i)—--"- aTTI (1 '
et la série devient
Développement de i^{z).
293. Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction jx(z), qui admet aussi la période 2c^ et les mêmes infinis que X(z). En efiectuant
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le développement dans la bande comprise entre les parallèles BtCo*B,C|, on aura
Ici A-.,„ = A™; on a d'ailleurs Aj» = o et
Ai«-i =
On obtiendra le coefficient Asm.** comme précédemment, par la considération de rintégralé définie relative au contour du parallélogramine
A'EFA; le résidu relatif à Tun des infinis «= - (an— i)— étant égal a ^ — -^ — q », on aura
gk
im— I
/» «Ar I -h y*" * '
nai
d'où
Dci^eloppement de v{z), 294. Cette fonction admettant la période cù, la série sera de la forme
tn:- *
9 m es I
et, pour la bande comprise entre les parallèles BoCo, B<C|, on aura
Oi
— — \ v(z)e " dz,
On a ici A»;„ = A;„. Pour évaluer le coefficient A^, considérons l'intégrale définie
/v{z)dz.
relative au contour du parallélogramme A'D'DA {^g, 80), dont les
sommets D et D' correspondent aux valeurs 2 = ztr ~ -- w'; les parties
relatives aux deux côtés A'ï>\ DA étant égales et de signes contraires, celles relatives aux deux côtés D'D, AA' étant égales» l'intégrale relative au contour se réduit a deux fois l'intégrale relative au côté AlA\
c'est-à-dire à — '- Ao. Mais cette intégrale est égale au résidu relatif au
pôle — — î situé dans le parallélogramme; on en conclut que Ao = —
On évaluera un autre coefficient A,;, par la considération du parallélogramme A'ËFA, comme précédemment, et Ton trouvera
A«=: — y (- IV— «('»-)« -^ _
On obtient ainsi la série
I -f 4 > — ^— - cos
Développement des fondions Dlog0(2).
295. La fonction méromorphe DlogC(s)=:: -^^ admet la période o);
elle devient infinie aux mêmes points que les fonctions elliptiques; elle est donc dévcloppable en une série de la forme
Dlog9(a)= y .A«<î
/«=— flO
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et convergente dans la bande comprise entre les parallèles BtCtt B,C| {fis- 8o). Les coefficients sont donnés par la formule
1 /**'* •wf'ggi
A«=- I • Dloge(s)e" - dz.
La fonction Dlogd(j8) étant impaire, on a A» = o et A.m= — Am* On déterminera le coefficient A^ k Taide du parallélogramme A'EFA» comme précédemment; les parties de Fintégrale relative aux deux côtés opposés A'E, FA étant égales et de signes contraires, et celle relative au côté EF étant infiniment petite, l'intégrale relative au contour de
ce parallélogramme se réduit à — ^.A^. Le résidu relatif au point
a = — (an — i)— est égal k ^fCa^'-i)'"^ puisque le résidu de D log0(s} est égal à Tunité. On a donc
et la série devient
(4) DIoge(3) = *^— > — 2-T-sm
En remplaçant z par 2 + -» on ea déduit la série
(5) Dlogôat^ —-- > ^-^ «""
convergente dans la même bande.
296. Le développement de la fonction Dlogd|(z] ne peut pas s'effectuer dans cette bande, k cause des infinis z = mca, situés sur la droite AA'; mais on évite cette difficulté en développant la fonction
9 (2 ) := D log -^^ z= D loge.(^) - - COI — >
. TT 2^ Cl) 0)
sin —
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qui n'a plus ces infiDis. Cette fonction impaire, admettant la période co» est développable en une série de la forme
et convergente dans la bande comprise entre les parallèles a la direction cù menées par les points z — ± o'. Pour évaluer les coefficients
3 — rmitzi
_ /»a — 7mnzt
on considère l'intégrale définie
relative au contour d'un parallélogramme Â'EFA, dont les sommets A et A' sont les points z = ±-y et les sommets F et E les points
z =d=- — [un' + i)— • Les parties relatives aux côtés A'E, EA se détruisant» et celle relative au côté EF étant infiniment petite» l'intégrale se réduit à — ^ A;„. D'autre part, la somme des résidus relatifs
aux pôles a = — /iw', situés dans ce parallélogramme, est _ ^' On a donc
et par suite
nmnz
q^ , nrmiz
(6) DJoge.(2)=^-coi— H-^^ y -^sin
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En remplaçant z par z + -i on obtient la série
(7) DIoge,(^)= tang r-^ > ^ — ^-ji- sin
convergente dans la même étendue.
Développement des logarithmes des fonctions elliptiques.
297. Des développements que nous venons de trouver, on déduit immédiatement ceux des logarithmes des rapports des fonctions Q deux à deux. On a, par exemple,
DlogX(-8) = Dlog0,(^) — Dloge(a;), Dlogfx(j)=rDloge,(^) — Dloge(z), D log V ( 2) == D log0,(2) - D loge [z ),
et par suite
(8) DIogX(3)=^col^-*-^y -
û) û) Cl) iUJ I
--• •» X ^ -- sm ,
,9) B,o,„.) = -îun,î^-^"S,^
^ ^ ^ sm ^ j
Stt \^ g2«-i 2(2/71 — Ottz
(10) Dl0gv(z)rri-— y > -?!l^_,sin
Ces séries sont convergentes dans la partie du plan comprise entre les
parallèles à la direction cù menées par les points ±: — • Par Tintégration,
on obtiendrait les développements des fonctions logd(;z) et des fonctions logX (5), log|UL(z), logv {z).
298. REMA.RQUE I. — L'équation (9) donne une démonstration simple d'une propriété remarquable des nombres entiers. Le premier
membre est égal à "~^ W^(^) . g^ dérivée, pour z = o, se réduit ^ --g*;
en prenant de même la dérivée du second membre et faisant z = o, on obtient l'équation
Mais nous avons trouvé (n** 205)
Il en résulte Tidentité
Le premier membre, ordonné par rapport aux puissances croissantes de Çf contient toutes les puissances de q^ et dans le second membre» ordonné de la même manière» chacun des exposants est la somme de quatre carrés; à cause de l'identité» on en conclut que tout nombre entier est la somme de quatre carrés.
Remarque II. — L'équation différentielle
du
k laquelle satisfait la fonction i/=:X(z), dont le multiplicateur est égal à l'unité» peut s'écrire
= V' —k^u*dz = v{z)dz;
on en déduit
arcsini«= i v(z)£/j»
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et, en vertu de la série (3),
(li) arcsinX(z)=: 1-2 \ — —^
sin
La même équation différentielle peut s'écrire
— ^i -- u*dz=z fi{z)dz;
on en déduit
et, en vertu de la série (a).
^*^' . (am — iJTTZ
(i5) arcsin/rX(z) = 4i^^ > ; tt ;;zT:Sin^
Si, dans cette dernière équation, on fait z = -9 on obtient la série
(16) arcsinA-=4^^ V / ^ 'C T L-â>
ou, d'après une remarque faite au n** 68,
(17) arcsinA- = 4^ (— i)'"~*arclangg
Les développements exposés dans ce Chapitre ont été trouvés par Jacobi [Fundamenta nova).
Les fonctions
. Otjz — x) Ox(z -^ X -- a — b) g 6i(z—x)6i{Z'hy — a—b) 0,(z-a)0,(3-6) ' et{Z'-a)e^{z — b)
admettant les deux périodes o), co% leur somme
s > _ ket{z — x)ei(Z'hx — a^b)'hBOi(z—x)Ot{z-^-X'-a—b)
admet ces mêmes périodes; c'est une fonction méromorphe doublement périodique du second ordre, dont les infinis sont a et b. Or on peut disposer des coefficients A et B, de manière que le numérateur s*annule pour z = a et pour z = b; il suffit pour cela que ces coefficients satisfassent à la condition
qui, à cause de la symétrie, est la même pour les deux racines; alors
la fonction 9 {z), qui ne devient plus infinie, est une constante. L'un des coefficients restant arbitraire, on peut en disposer de manière que cette valeur constante soit égale à l'unité. On a ainsi l'équation
Si l'on y fait successivement z =yf z =0:^ on obtient les coefficients et Téquation devient
9i(x — a) e,(x — b) e^iy -h z -- a — b) e, (x — z) -h0,(/ — a)e,(7— 6)0,(« -^x — a— 6)©,(z— j?) -h6t(z — a) 9i{z —■ b) ei(x -\- X — a — 6)5, (j: —7)1=0.
Nous y remplacerons a et 6 par — a et — 6, et nous l'écrirons sous la forme
Iei{x-ha)6t{x-hb) 0i(7-f-z ■+- a 4- 6)e,(7-— z) H-0,(7-f-a)0,(j-f-6)0,(z -h^-f-a-f-6)ô,(>8 — jt) 4- 0, (z H-a)0,(z + b)9i{x -+-7-f-a + 6)0i(^ — y-j^o.
Cette équation renferme cinq quantités arbitraires x, y, z^ a, 6. On déduit le deuxième terme du premier, et le troisième du deuxième, par la permutation circulaire des lettres œ, y, z. Le premier membre est une fonction symétrique des deux quantités a et 6, et une fonction alternée des trois quantités ic, j, z deux a deux. On vérifie aisément que l'équation ne change pas lorsqu'on ajoute o) ou co' à l'une quelconque des cinq quantités x, j, z, a, b, et qu'elle ne change pas non plus lorsqu'on
ajoute - ou — aux cinq quantités à la fois.
301. De cette équation fondamentale on déduit un grand nombre
d'équations de même forme, en ajoutant, soit-? soit—» soit ^> à
une ou à plusieurs des cinq quantités x,y, z, a, b^ ce qui remplace les
fonctions 0^ par d'autres fonctions 0. Chacune des lettres oc^y, z entre dans deux des quatre fonctions 9 qui composent chaque terme de l'équation; chacune des lettres a et 6 entre aussi dans deux de ces fonctions. Quelles que soient les quatre fonctions 6 qui composent un terme, on
reconnaît que, lorsqu'on ajoute - ou — à Tune des quantités x, j, z,
deux fonctions 0 sont remplacées par d'autres, et, au signe près, les trois termes de l'équation sont multipliés par un même facteur dont
on peut faire abstraction; il en est de même lorsqu'on ajoute - ou —
à l'une des quantités a et b. Le premier membre de chacune des équations renferme douze fonctions portant sur les quantités
{x -h a, X -h b\ jr -\- z -^ a -\- b, jr — z), ijr -^ a, jr-^ b, z -hJr-*-a -h b, z —x)^ [z -♦-a, z -+- 6, x-\-y -^a + 6, a?— 7"),
que nous supposerons toujours disposées dans le même ordre, ce qui nous dispensera de les écrire. Chacune des quatre fonctions 6 pouvant porter sur douze quantités, les équations renferment en tout 12 X 4 ou 48 fonctions 0.
Nous déduirons toutes ces équations de l'équation fondamentale, en attribuant à chacune des cinq lettres a?, y, z, a, b qu'elle renferme quatre valeurs différentes; par exemple, nous attribuerons à a? les quatre
valeurs a?, a? h — > a? h > a? -i • Puisque l'équation ne change
pas lorsque les cinq lettres éprouvent la même modification, nous pouvons laisser invariable l'une des lettres et nous borner \ attribuer à chacune des quatre autres les quatre valeurs dont elle est susceptible, ce qui donnera 4^ ou 2k56 équations différentes. Lorsque les deux lettres a et 6 éprouvent une même modification, l'équation reste symétrique par rapport à a et à 6; mais si une seule de ces lettres est modifiée, ou si elles éprouvent des modifications différentes, l'équation cesse d'être symétrique. Lorsqu'une seule des trois lettres x^ y, z, par exemple x^ est modifiée, ou lorsque les deux lettres y et z éprouvent la même modification, le premier membre de l'équation est encore alterne par rapport aux deux lettres y et z ; mais il cesse de l'être par rapport a a? et
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à y et par rapport a a? et ^ z. Nous sommes conduits de la sorte à ranger les ^56 équations en six classes, de la manière suivante.
302. Première classe. Relations alternes par rapport à deux quelconques des lettres x^ j, z et symétriques en a et b. — On les déduit de l*équation fondamentale en ajoutant aux deux lettres a et 6 la même
quantité o, — , -, , ce qui donne les quatre équations
0i 0| 0^ Ot -f- vi vi W| V| -+- 0| W| 0| 0| = O,
e e 0, 0, -*- ô e e^ e, h- e e e, g, = o, Oi e, e, 0, -f- 0, 0, 0, 0, -+- 0, 0, 0, 0, = o,
303. Deuxième classe. Relations alternes par rapport à deux quelconques des lettres x^ y^ z^ mais non symétriques en a et b. — On les déduit de réquation fondamentale en ajoutant aux deux lettres a et 6 des quantités différentes; comme on peut ajouter les six couples de quantités
dans un ordre ou dans Tautre, on obtient douze équations de la seconde classe. On a d'abord les six équations
En ajoutant aux lettres a et 6 les mêmes quantités en ordre inverse» on obtient six autres équations qui se déduisent des précédentes par la permutation des lettres a et 6; afin de laisser les quantités x -k- a, ar-hé,... dans le même ordre, on permutera dans chaque terme les deux premières fonctions 0 considérées comme de purs symboles, de
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manière que la fonction qui portait sur x -h a porte maintenant sur X -h b^ et réciproquement.
304. Troisième classe. Relations alternes par rapport à deux des lettres a?, j, z et symétriques en a et h. — Si, dans les équations de la
première classe, on ajoute à x Tune des quantités —j -» ^ — ^, on
forme douze équations symétriques en a et 6, et alternes par rapport à ^ et 2 :
On a de même douze équations alternes par rapport à js et o;, et douze alternes par rapport à o? et /, ce qui fait 4 X 3 x 3 ou 36 équations de la troisième classe. Des premières on déduit les secondes en permutant circulairement les trois lettres a?, y, z; ceci revient à permuter circulairement les trois termes considérés comme des symboles, en laissant toujours les quantités or 4- a, x + b^... dans le même ordre; on déduit de même les troisièmes des secondes.
305. QuATRi:ÈM£ CLASSE. Relations alternes par rempart à deux des lettres x, y^ z, mais non symétriques en a et b. — Elles se déduisent de celles de la seconde classe de la même manière que la troisième classe de la première. Si, dans les équations de la seconde classe, on ajoute
kx Tune des quantités ~> -> ^ — ^j on forme 12 x 3 ou 36 équa-
tions non symétriques en a et 6, et alternes par rapport li y et z. On a d'abord les i8 équations
0 OiO Ot — OiO ©, ô -h 0, e 0, 0 = o, e e, 0, 0, — 0, 0, 0, 0 4- 0, 0, 0, 0 = o,
On obtient les i8 autres en permutant dans chaque terme les deux premières fonctions 6. On a, de même, 36 équations alternes par rapport k z ei X, que Ton déduit des précédentes par la permutation circulaire des termes, et 36 équations alternes par rapport à a? et y, ce qui fait en tout i2x3x3 = io8 équations de la quatrième classe.
306. Cinquième classe. Relations non alternes par rapport à deux des lettres x^ j, z, et symétriques en a et h. — On les déduit des équations de la première classe, en ajoutant aux trois lettres x^ y^ z trois quantités différentes, prises à volonté parmi les quatre quan-
tites o, — » -j -, mais nous pouvons exclure la dernière— -î- — ;
car supposons que l'on ajoute à a?, y, z respectivement o, —
(ù Ck) 4- w
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on fiubstituera à ces quantités les suivantes :
(a? -4- a, j: -h 6, 7* -♦- « -f- a -h 6, / — - -s), (« -ha, -8 -t- 6, jT-f-^-f- a-{- 6, x—y), (j -+- a, 7* -f • fc, z M- r 4 ûH- 6, z — jt).
Pour rétablir Tordre primitif, il suffit de permuter les deux derniers termes de Téquation. Il résulte de là que l'on peut, dans les quatre équations précédentes, permuter les termes deux à deux de toutes. les manières possibles; les trois termes de chaque équation présentant six arrangements, on a ainsi les ^4 équations de la cinquième classe.
307. Sixième classe. Relations non alternes par rapport à deux des lettres x, y, z, et non symétriques en a et h. — Elles se déduisent de celles de la deuxième classe, comme la cinquième classe de la première, ce qui fait i2k x 6 ou 72 équations. Si, dans les 12 équations
de la deuxième classe, on remplace j^ par y h — et z par z 4- -i sans changer x^ on obtient les 6 équations
Q e^o B, — o, 0, 0. e^—e^eOtO — o,
et les 6 que Ton en déduit en permutant dans chaque terme les deux premières fonctions 6. En permutant ensuite les termes deux à deux, comme nous l'avons expliqué, on formera les 72 équations cherchées.
Équations à deux lettres.
308. Première espèce. — Les équations précédentes renferment cinq quantités arbitraires a?, j, z, a, b. Si Ton attribue à quelques-unes de ces lettres des valeurs déterminées, ou si Ton établit entre elles certaines relations, les équations ne renfermeront plus qu'un moindre
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pose de trois groupes de douze équations; celles du premier groupe, étant alternes par rapport à / et z, se réduisent aussi k des identités: celles du troisième groupe, se déduisant de celles du deuxième par la permutation de^ et z, se confondent avec celles-ci; il suffit donc de considérer les douze équations du deuxième groupe. La cinquième classe se compose de deux groupes de douze équations, tels que le second se déduit du premier par la permutation des deux derniers termes; ces deux groupes se confondant, il suffit de considérer les douze équations du premier groupe. Ainsi la troisième et la cinquième classe donnent les a4 équations suivantes :
x + a)9 {x x-ha)6 (x_ X + 0)9 (x
9\{fi) 9 6\{a) 9 9\(a)9
9' (a) 9 9lia) 9 9\(a) 9
9'Aa)9
eiia) 9\(x), dUa)9l{x), 9Ua)9*(x);
— 9](a)6Hx), -eHa)9Hx), -9](a)9'(x);
{x)-e',{a)9l{x), (x)-\-9l(a)9l{x), {x)-he'{a)9'[x}.
(x) ix)
Les deuxièmes membres proviennentde la troisième classe, les troisièmes de la cinquième classe. Les premiers membres étant symétriques ou alternes par rapport à a? et a, les deuxièmes et les troisièmes membres jouissent de la même propriété. Les produits 6{x -h a)6{x — a), formés d'une même fonction 0, sont égaux, d'après cela, k des expressions binômes renfermant les carrés de deux fonctions 0 {x) et les carrés de deux fonctions 0{a).
Remarquons que les six expressions d'un même produit peuvent se déduire de l'une d'entre elles, à l'aide des deux relations linéaires qui existent entre les quatre fonctions 0^{x) et de celles qui existent entre les quatre fonctions 6^ (a) (n*' 157).
On peut remplacer ces deux systèmes de formules par les relations équivalentes
On a aussi la relation
Supposons maintenant que, dans les six classes d'équations générales, on fasse a = a, 6 = — a, c'est-à-dire a + 6 = o; chacune d'elles renfermera les douze quantités
dans Tordre où nous les avons écrites. Si Ton pose
X ->t- a=^a^ X — a:=b, y -{- zz^Cy jr-^ z = d
on aura
jr-ha = b', jr—a = a', z -h x = rf', z — x =z^ (/.
Dans chaque équation, les quatre facteurs du premier terme porteront sur a, b, c, d les quatre facteurs du second terme sur b\ a\ d\ — c'; afin de conserver Tordre alphabétique des lettres, on permutera dans le second terme les deux premiers facteurs enlre eux, ainsi que les deux derniers, en ayant soin, avant la permutation, de changer le signe de la quantité qui entre dans le dernier facteur. Dans le troisième terme entrent les quantités
que nous désignerons para", b% c'\ d\ De cette manière, dans chacune des équations, les quatre fonctions qui forment le premier terme por-
Â cause de la symétrie des formules, il est clair que Ton peut permuter à volonté deux termes de Tune des lignes A, pourvu que Ton permute aussi les termes correspondants de l'autre ligne. Les relations ne changent pas.
313. En égalant de même les valeurs de (6262036,)" et celles de ( 6 6 Oi 6i )", on obtient les relations
(9) \ ^e^OtO 0 -{-{9,o,e,e,Y=^ 0,0,020, -^{OtO,oô)\
( 0 0 OrO,-h 0,0,00 =z{o 0 o,o,y-h{o,o,o OYy
analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités
^ i (0,0,0,0,)', (0 0 0,0,)', {o,o,o,o,y, [0,0,0 oy.
On en déduit les formules
En égalant les valeurs de {O^O.OOy et celles de [OiO^OiOtY, on obtient les relations
. 0 0 oX -^{0,0, 0, o,y-z 0, 0, 0, 0, -r- [0 0 0, o,f (il) y-^ 0,0,0 0 -\- [0,0,0,0,]' ^ o,o,ojj, -^[o,o,ooy,
' 0 0 0, 0, -:- 0, 0, 0 0 :^^{o 0 0, o,y -}- [0, 0, 0 oy, .
analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités
^^^ 1(0,0,0,0,/, (ooo,o,y, (0,0,0, o,y, (0,0,0 oy.
En égalant les valeurs de {0-^0.^0 0)" et celles de (62626,61)*, on
obtient lés relations
/ e e e,o,-h{e^o,o,o,y= 0,0,0,0, -h{ooo,o,y (i2) } =0,0,0 e -h {0,0,0, o,y= 0,0,0,0, -h{o,o,ooy,
L 0 0 0,0,-^ 0,0,0 0 ^.{0 0 0,0,)'-^ {0,0,0 oy,
analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités
^ ^ 1 {0,0,0,0:/, (ooo,o,y, (o,o,o,o,y, {0,0,0 oy.
Dans les trois groupes de relations caractérisés par les dispositions (B), (C), (D), on peut, a cause de la symétrie des relations, permuter deux termes de Tune des lignes et les deux termes correspondants de la seconde ligne. La symétrie des formules (i) et (2) permet aussi de permuter deux quelconques des lettres a, b, c, d; ceci revient a changer Tordre des facteurs dans les relations précédentes. Nous avons ainsi toutes les relations où la même fonction forme deux facteurs d'un terme, et une autre les deux autres facteurs.
314. En égalant les valeurs de (SjSa^i^T ^^ celles de {OOtdzO^Y, on obtient aussi les relations
{ 0 o,o,o,-\'{o o,o,o,y= 0,0,0,0 'h{o,o,o,oy (i3) \-.:--o,o,o o,-h{o,o,o o,y=: 0,0 0,0, -h{o,o o,o,y,
\ 0 0,0, 0, H- 0, 0,0 0, -= {0, 0, 0, oy ~h{o,o 0, o,y,
analogues aux relations (3), par rapport aux deux suites de quantités
^^ ^ \ {0 0,0,0,/, {0,0,0, oy, {0,0,0 o,y, {o,oo,o,y.
On en déduit les formules
^{0,0,0,0 )'-- ^ 00,0,0,— 0,0,0,0 -h 0,0,00, -hO, 00,0,,
i{o,o, 0, oy-- 0 0, 0, Oi-h 0, o,OtO — 0, 0, 0 o,-h 0, 0 0, o„ \ ^(0,0 0, o,y -- 0 0, 0, 0, 4- 0, 0, 0, 0 4- 0, 0^0 0,— 0x0 0, 0,.
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Chaque terme est formé des quatre fonctions 6. On obtient toutes les relations de cette sorte, en permutant de la même manière les facteurs dans tous les termes.
315. Si, dans les équations générales, on fait a: = y ^o, les douze fonctions d, qui entrent dans chacune d'elles, portent sur les quantités
Les équations de la troisième classe qui contiennent l'un des termes
6666, ôeSsÔs, 65 02 02, donnent
En divisant membre à membre les équations précédentes et celles que Ton obtient en remplaçant z par — z, on a
eia-^-z^eib-hz) __ eià) 0{b) 0[z)Q[a-\~b-\-z)-^Q, (a) 0. (b) 0, [z] g. fg -+- fr h- z) e\a - z) Q[b - z) ~~~ 6{a) 6{b) B[z) B[a-hb-Z) — Q,{a) 6,{b) e\z) e,{a-hb-z)
_ e{a) Q[b) e,[z) e,{a -f- & -f- z) -4- Q,{a)e,[b) Q,(z) 9,{a-hb^z) ~ ela) 0{b) 6,{z) 0,[a-^b — z) — 6,{a) e,{h) e,[z) e,{a-hb-z)
^ 0[a) Q{b) B,[z) e,{a-^b -f- z) -h OJa) e,{b) B,{z) Q,{a-^b-\-z) ~ Q{a) Q[b) d,{z) 6,(a-\-b — z) — e,{a) Q,[b) 0,(z) 0,(a -f- & — z)
Si l'on désigne le premier membre par N, on en déduit •
-if \\(k\^ }_ ^{^) N0 (a -f- i^ -- z) — g fg -f- 6 -f- z) ^^^ ^^"/r ^.(zj N0.(fl-h&-zj-f-0,(fl-h6-4-z)'
f ^. , , N /L^ __ ^•' ^3 (2) ^Qz{a-\-b — z) — 0,(a-^b-hz)
(i5j y^'''^^^>-^J^^^)^e^{a^b^z)r^O.{a-^b-^zy
f y(a)y(b) - k' ^^ N0,(g -f- 6 - z) - 0,(a -4- fr-4- z) l ^^"^n*';- /f ^^^^^ N0,(a-h6-z;^6,(a-h6-4-z)'
316. Ces dernières relations permettent de résoudre une question de Calcul intégral, intéressante par son analogie avec les fonctions abéliennes {Académie des Sciences; Savants étrangers^ i85i; Mémoire de Rosenhain). Les deux équations différentielles simultanées
/ du dv j
^' j r e'^a) ^ k^l(a)V{a)nn du ^ F e'ja) k'Kan'jdjvn dv
auxquelles on joint les conditions initiales u = Of v = q, Au= i, Ap = f pour x= o et j = o, Am et Ar désignant les deux radicaux
\/(f — tt*) (i — A'^M^j, v^(i — v'^) (i — A^r-}, définissent deux fonctions i^ et V des deux variables indépendantes x et y. On peut les mettre sous la forme
r"[_6^ k'l{a)V{a)undu r''r_^ k''kia)l'(a)vndv
Jo L 6(a)"^i-A^'V(a)«'jAa'^X L O(a)'^ i-kn* {a) v'JA^- ^'
Si l'on pose
^_r"du f_rdv
'^~Jo A"' ~Jo A»*'
d*oii u = X(z), ç = X(/), ces équations deviennent, en vertu de la formule (21) du n^275,
IZ-h t = x,
(•9) I e{z-^a)e{t-ha) _,.
En remplaçant a, 6, jz par z, ^ a dans les équations (i5), et remar-
on trouve X (a 4- 6). On obtient ainsi les formules
..^ . ^,_'kia)iJi(b)v(b)-^l{b)fjL{a)v(a)
(i) ln,(a~hb) =
(a)V(b) fi{a)iilb)'-'k{a)'k{b)v(a)v{h)
/^ , ^,_y{a)y{b)-hma)Mb)iJL{a)iJL{b)
relatives k l'addition des arguments dans les fonctions elliptiques. Quand on connaît les valeurs des fonctions elliptiques pour les arguments a et b^ elles donnent leurs valeurs pour un argument a-hb égal à la somme des deux premiers.
A l'aide de ces formules et de celles du n^ 235, on peut, lorsque le module k est réel, positif et inférieur k Tunité, calculer les valeurs des fonctions elliptiques Xf^), ii{z)^ v{z) pour une valeur imaginaire z =x -^ yi attribuée à l'argument.
Les relations de seconde espèce conduisent encore plus rapidement à ces formules. Considérons, en effet, les trois équations (n^ 310) •
e,[x -h a) Q{x — a)e^{o) 0,(o) == 0,(a) e,{a) 6 (x) 6t{x) -h Oiia) 0 (a) e,(jr)e,(*J, 6t{x -{-a)e[x — a) e,{o) 6 (o) = e (â) 0,(a) e^{x) 9 (x) — 0,(û) Q,(a) 03( jt) ô, (x), ei(x-ha)0{x — a)Oi(o)e {o) = 9 (a)9,(a)et(x)0 (jt) — 0,(a) e,(a)e,(x)0,(j?),
et divisons chacune d'elles membre à membre par la quatrième équation du n° 309
nous obtiendrons immédiatement les formules (i).
319. Les formules précédentes, dans lesquelles on remplace 6 par — i, deviennent
.... ix{a)tx{b)-^l(a)l(b)v(a)v,{h) {,) { i^[a-b)-- .^___^^^_-. ^--^^ ,
. .. v(a)v(b)^hn[a)l[b)ij.(a)a(b) V (a — b) =:
On en déduit un grand nombre de relations, parmi lesquelles nous citerons les suivantes :
(fl-t-
-^-X (a — 6) — -4-|tx(a — &) =
2X(fl)jui(6)v(6)
:kix{a)ix(b)
2X(6)|Ul(g)v(fl)
i-A-»V(a)XMft) k'ii'{a)lj.'{b)-h/f'\
v(a — fr) -hfx(a — i)v(a -f- 6) = v(a — i) — /uifa — 6)v(a -h 6) = v(a — fr) 4- X(a — 6)v(fl-f-6) = v(a— 6) — X(a — 6)v(a-+- i) = fx(fl — 6)-+-X(a — 6)|:ji{a + 6) = li(a — b) — l {a ^ b) ij.{a -h'b) =
2fx(tf)v(a)fx(&)v(6)
2X(fl) V(fl)/x(6)
2X(a)/x(fl)v (6)
i-A-'X^iajXMft)'
2X(6)fx(6)v(a)
i-A-«XMû)XM*)'
Le groupe (5) résulte immédiatement des relations du n''309.
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La première des équations (4) peut être mise sous la forme
^a + b)-Ma-b) = jDAog-^_^.^^^^^^^^;
on a aussi
X»(«4.6)-XMa-i)z=:-±D:;,log[i-/-V(«)X'(6)].
Jacobi s'est servi de ces dernières formules pour trouver les développemenls des n^» 285 et 286.
320. Si, dans les relations (3), on ajoute à a Tune des quantités—»
9 on obtient les neuf relations
lia-hà) X(a — 6)
li(a-hb) ik(a — b)
|ui(a -f- b) v[a -\- b)
lia
yyu -\- b)
li{a
lj.(a
__%l{a)ix(b)v[b) - V(a)--V(b) '
^ 2A'fti(a)/x(6) v^[a)v^[b)-'k'^'
iy{a)v[b)
~~ k''-hk'^'(a)ix'(by
:ïli(a)ix{b)v{a)v(b)
zk^lx{a)iJL(b)v{a)v(b)' v>(a)v'(&) — A^»
' nn)-rHb) '
/7' ^l?'i/}la)ij.\b) '
Les équations (4) donneraient, de la môme manière, neuf relations analogues aux précédentes.
321. Remarque. — Nous avons dit (n^ 260) que le problème de In
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transformation est de trouver une fonction y de a?, telle que l'expression différentielle -p» où Y désigne un polynôme entier du troisième
ou du quatrième degré en y, se transforme en un autre de même forme -^9 X étant aussi un polynôme entier du troisième ou du qua-
trièrae degré-en x. La formule X(z + /) =. liil^'^^hJ^li^l^jMl,
dans laquelle on regarde z comme une variable et t comme une constante, opère la transformation la plus simple. Si Ton pose, en effet, x = \ (z), ^ = X (z 4- /), et que Ton représente par a la constante X (/), cette formule devient
mais on a
dz=: J^ ., d(z-ht) = dz^ ''^'
dx dx
(II
Ainsi, quand on remplace 7 par sa valeur donnée par l'équation (10), la première expression différentielle se transforme en une autre tout à fait semblable. Cetle fonction y Aq x est Tintégrale de Téquation différentielle (11), à laquelle on joint la condition initiale y = a pour a: = o.
La découverte d'Euler, à laquelle nous avons fait allusion au n^ 270, et qui a été le premier pas dans Tétude des fonctions elliptiques, consiste dans rintégration , sous forme algébrique, de l'équation différentielle
, , dx dy
sj(\-rx^)[i'-k^x^) \J{\ — y'^)(y — k^r^)
La formule de l'addition donne immédiatement cette intégrale; car, si l'on pose a? ~X(z, A), j = X (/, A), l'équation précédente se réduil
à dz -h di = o; l'intégrale générale est z -h / = C, ou bien
C' et C étant des constantes arbitraires. En développant X(jz + <)y d'après la formule (3), on obtient l'intégrale trouvée par Euler
( 1 3 ) xy/ji — x^)(i—'k\r^ ) -h r s/(T^^* ) ( I — k^x^) __ ç/^
Autre méthode.
322. On peut obtenir directement les formules de l'addition sans recourir aux propriétés des fonctions 0. La fonction
dans laquelle on regarde t comme une constante et z comme la variable, est impaire et admet les périodes 2 g), ci>% comme la fonction X {z). Elle est du quatrième ordre; car elle a quatre infinis dans chacun des parallélogrammes^ du réseau construit sur les périodes» savoir les deux
infinis z = /, jz = w H t de \(z -h t) et les deux infinis
:; = - -h /, 2 = w H- — h / de X(z — /). Les quatre zéros sont o, w, — j
0) -h ~5 les deux premiers sont les zéros, les deux derniers les infinis
(leX(z). On a d'ailleurs /(w — :;) —/(z). D'après le théorème du n" 160, celte fonction est égale à une fraction rationnelle du second degré en X(:;). La fonction s'annulant quand X(z) devient infinie, le numérateur est du premier degré, le dénominateur du second degré; la fonction étant impaire, le numérateur est impair, le dénominateur pair. Le dénominateur, devant s'annuler pour les quatre valeurs de z, qui rendent /(5) infinie, est do la forme
00 a donc
On déterminera la constante A en prenant la dérivée et faisant :; = o, ce qui donne
d'où
On obtient ainsi
En permutant les lettres z et t^ on en déduit
En ajoutant ces deux expressions membre à membre» on arrive à la formule
/.fix ./, . ,^_X(z)fx(/)v(/)-^X(/)fx(z)v(z) (15} l(z-^t)- ,-)^«V(^)V(/)
La fonction paire
F(z) = ii{z + t)-^-li{z-t),
qui admet les périodes 2a), o) -f- (ù\ comme la fonction [i (z), et a les quatre infinis z = zt — zp / des deux fonctions |x (z h- /) , |x (z — /),
est aussi du quatrième ordre; les zéros sont ifc-etiii— -, les deux
premiers sont les zéros, les deux derniers les infinis de ii{z). Diaprés le même théorème, cette fonction paire est égale à une fraction rationnelle du second degré en [i{z). La fonction s*annulant quand fii(z) devient infini, le numérateur est du premier degré, le dénominateur du second degré; la fonction s'annulant avec fJi(z], le numéra-
5i0 UVRE VIÏ. - CHAPITRE U.
leur ne contient pas de terme constant; on a donc
En faisant :; = o, on détermine la constante Â'= 2[i{t). On obtieol ainsi
Considérons maintenant la fonction impaire
qui admet les quatre zéros o, w, di -' ^, dont les deux premiers sont
ceux de X(z), et les deux derniers ceux de v{z). La fonction paire
qui admet les périodes w, w' et les deux infinis z = ±1^ -i- A, esldn
second ordre par rapport à ces périodes; elle a un zéro double js == — •
Elle est donc égale h une fraction rationnelle du premier degré en X^ (s), et Ton a
d'où
Aa(2)v(2)
En prenant la dérivée et faisant z = o, on trouve
d'où
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et par suite
Des deux expressions précédentes, on déduit la formule
(.9) l^iz + l)- _^j^__^_
On arrive, de la même manière, à la formule
(20) v{z-^t)^ i-A-a'(^)XMO
Ce mode de démonstration des trois formules relatives à l'addition est dû à M. Liouville.
Addition des arguments dans les intégrales elliptiques
de seconde espèce.
324. Nous avons trouvé (n° 273) l'expression de l'intégrale de seconde espèce par la fonction 9, savoir
ç(^)=jr^M^)rf^-^[^Ç(§^-Djog0C3)].
En remplaçant, dans cette formule, z successivement par z + ^ et par z — /, on a
.?(« + 0 = jJt [(' + oÇ^ - i).ioge(z + 0].
d'où Ton déduit
(2.) Ç(z4-0 + Ç(Z-/)-sÇ(2)--^D.Iog^i^±^^^l^-^^.
Pour transformer cette expression, nous nous servirons de la re-
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lation
qui est Tune de celles du n^ 309, et qu'il est facile de trouver directement, en remarquant que la fonction
Ae'(z]-hBe]{z) e{Z'ht)e[z — i)
admet les deux périodes g) et (ô\ et disposant des coefficients A et B
de manière que le numérateur s*annule pour les valeurs z = ^ ± t
qui annulent le dénominateur; il suffît pour cela que ces coefficients satisfassent à U relation Aô^ (/) + Bd^(/) = o; la fonction est alors une constante; on détermine. ensuite le coefficient A de manière qu'elle se réduise k Tunité pour js=o, d'où A6^{o) = 6^{t) et, par suite,
B6^{o)= -^e;(0- Onaain^i
eHt)e^(z)--enne](z)_ 6(z-{-t)e{z-'t)e'{o) '
ce qui est la relation cherchée.
De cette relation, on déduit
en remplaçant dans l'équation (ai), on a
et, si Ton permute les lettres z et /, On en conclut
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On a ainsi la formule trouvée par Legendre
/ Q\ ¥T/ s \ -nt \ -n'ts X 'i 1 -^ k*'k(z)'k{i)'k(a)'k(z -^ t -ha) (a8) n(z + t,a)- U(z, a) - U(t. a) = ~\oe^_ ^.^j^^j^j^^j^J;,;, ^ , _ „j-
326. L'équation (^3), dans laquelle on remplace js et / successivement par z -^ a, t-h b, et par a — a, / — 6, devient
on en déduit» en divisant membre à membre,
e(z^t — a'-b)e{Z'-t'-a'hb)e'{z-j-a)e'{t-hb) __ i ^ k*l^z — 0)1^1 - b)
et» en permutant les lettres a et 6»
En multipliant les deux dernières équations membre k membre, on a
/ e*{Z'ha)e*{z-\-b)e^t-ha)e^[t-^b)6'[Z'ht-'a — b) \ e*(z — a)e'(Z'-'b)6^t — a)6'(t-^b)e'{Z'hi-ha'hà)
^^^' ^ ^[i- k'IHz- fl)X»(/ -- ft)] [i - kn^z ~ 6)XM/ - g)]
~ [i — k'}?(z-h a)y?{t 4- fr)] [i — k^'k^(Z'\- b) y?(t 4- a)\
Si l'on fait 6 = o, cette équation se simplifie et devient
0^{z-\-a)B'(t-^a)B'(z-^-t-^a) _ [i^k'V(t)V(Z'-a)][\-k^V(z)'k^(t—a)] ^ ^^ e*{z-'a)e'{t'-a)e^z-^t+a) ~" [i — A^XH/)X'(«-f-a)][i — A'X*(z)X'{^-hrt)J*
On obtient ainsi Téquation
/o N Tw/ , X TT/ N n/, N 'i U ^k'}? (i)'k^Z'-'a)][i -k''k'(z)'k^t-a)]
327. Addition des paramètres. — En effectuant la permutation du paramètre et de l'argument, d'après l'équation (27) du n® 277, on a
n (2, a + i) - n(a-+- 6, z) = k'[{a -f- 6)^(2) - zZ {a -r- b)].
En remplaçaDt U{a-hb, z) et Ç(a-i-6) par leurs valeurs tirées des équations {a6) et (24), on arrive à l'équation
1 n (2, a -h 6} — n (z, a) — n {z, b) . (32) I xwi w . ix . ï, Ôf-84-fl)0(z4-&)0f2-a~6)
qui, à l'aide des relations (27) ou (3o), se met sous les deux formes
n(z, a-f-6) — n(z, a)— n(z, b) (33; \ \i \j \ y 2 ^i—/f»X(ajX(fcjX(z)X(a4-6 — 2)
328. Formules cÉrrÉRALEs. — Proposons-nous enfin de calculer la fonction II (z -1- /, a 4- b). Si, dans l'équation (32), on remplace z par s -I- /, qu'on substitue ensuite à II (2 4- /, a) et à II (z H- /, b) leurs valeurs tirées de l'équation (26), il vient
1^ 0(z + a)0fz4-6)gf/-f-fl)0f/4-6;Q(z-h/-a-&) ■^2^^Ô(z-.a;9(3-6)^(/~ajô(/-6)9(zH-/-+-a-h6)'
et, en vertu de la relation (129),
= ^h^{z^t)l{a)'k{b;l(a-^b) '' ' ^ , [i_/f»X^(^-a)X^(/-&)][i-A-»X'(z-fr)X'f/-a)]
A l'aide de cette formule, le calcul de la fonction n(z, a), quand on attribue k l'argument et au paramètre des valeurs imaginaires quelconques, est ramené aux cas où ces deux quantités sont réelles, ou imaginaires et de la forme ai.
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CHAPITRE III
MULTIPLICATION DE LARGUMERT.
329. Nous avons vu (n" 75) que les quatre fonctions $ satisfont aux relations
~6(i)~ ^ -B,[z) - -e,(z) ~ e,(z) - '' e{z-h 6.') _ 0.(zH-6)') e.(g + M') _ 6,(^-4- m') _ -^ui+u-y
~9{z) -ITe, (a) - e,(2)~~ Q,[z) ""* 0{z ■+■ nta') _ 6,{z 4- rao)') 0, fa -4- reo/) _ e,(z + nw') _ ^-\;'(»»sh «•-■)
OU
iO{z)
, , &)H-fi.)'\ - / 0)4-0/ C'a ( 2 H • J 6, I Z H
Nous nous servirons aussi, dans ce Chapitre, de quatre des relations du n*^ 309, savoir
j (j/z-\-a)OJz - a 0'{o) -^
1 0,{z -hàjO.iz - a,0'[o, : .
Oyz ■\ a)0, z — a)0'[oj --
-~0\{aj(j^{z'^-^0^{ajO][z), 0\{a)0^'{z)-fj\[a)(j\(z^, fj\{a)(j-^:z)~0\{a)0].z).
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Multiplication par un nombre impair.
330. La fonction ô. [nz] admet les zéros zz=-. m- i- m' — > m et m'
, ^ ' un
étant des nombres entiers quelconques; elle satisfait aux relations
Bx{nz -f- /iw) =— Oi{nz)y Qx[nz \' n(,v)=z— e ** Bx[nz).
La fonction
forméo par le produit des n^ fonctions oAz -\- p- -F- y — ) > que Ton obtient en donnant n valeurs entières consécutives à chacun des nombres p et 9, admet les mêmes zéros et satisfait aux relations
y;(z + fo).::--/.(z),
Si Ton attribue à chacun des nombres p ^iq les n valeurs consécutives
les n^ valeurs de la quantité p- -^ g-^ étant égales deux à deux et
de signes contraires, leur somme est nulle, et la relation précédente se réduit a
De celte manière, le rapport 4k — -^ admettant les deux périodes w, w'
et restant holoinorphe pour toutes les valeurs de z, est une constante A, (n° 146), et l'on a
{nzi--.\,Jlû,{z-r-p^^-.-q^^
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Nous mettrons à part le facteur d| {z), qui correspond à/i = o, jr = o; puis nous combinerons» avec la valeur p = Of les valeurs positives
I , î2 , . . ., -^^^ de y, et avec les valeurs positives 1,2,.-., dep
les n valeurs o, ±: i, _L. 2, . . =, ± ^^ ' dp q\ si Ton appelle a Tune
quelconque des "~ valeurs de la quantité p- -h g-- ainsi obtenues,
les autres valeurs étant respectivement égales aux précédentes et de signes contraires, on aura
e,{nz)-n$,{z) Il ^r^^^
Eq remplaçant le produit d| (z + a) 9| (z — a) par la valeur donnée par la seconde des relations (7), il vient
331. Les zéros de la fonction 0 (nz) sont compris dans la formule J8 = m -- -h (2m'-f- 1) — 9 que l'on peut mettre sous la forme
^ = — 4- m - -h m', — » puisque n est impair, m et m\ étant des nombres entiers quelconques; ils sont les mêmes que ceux de la fonction
formée par le produit des n^ fonctions 6 Iz ■+-/?- -^-q~h que Ton
obtient en donnant ta p et a q les mêmes valeurs que précédemment; d'ailleurs ces deux fonctions satisfont aux relations
0{nz -r- no)) _ f{z -f- m)
0(nz -^- n fW ) f(z -+- r»' ] - ;- ->/«*- 4- n- u*)
6 (HZ) f{z)
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elles sont donc dans un rapport con^stant, et Ton a
En combinant les facteurs comme précédemment, il vient
Hnz)-Q{z)YY ^^
et, en vertu de la première des relations (7),
(9) Q [nz)Q'^^'^ (o) = ô (z) JI [0^ (z) - |f|^^ Q\ (z)].
On trouve, de la même manière,
(10) Q,{nz)B'^'-^{o)=Q,[z) \l ^Q^(z) - Iji^ Q] (z)J, (.1) ^4'ï-5)0"'-'(o)-^s(z)n[^M2)-|[||j^îw]-
332. Les formules précédentes, appliquées aux fonctions Al de M. Weierstrass, donnent
Al (««)= Al(z)JJ[Al'(i!)-/f'3l»(a)AI!(z)],
kUnz):r-.nkUz)W^kV(z) - ~- Ali C^)]'
kU{nz)== A],{z)YI[m' (z) - ^Mai;(z)J,
I A\,{nz) :- AU(z)JJ [aP(2)- A' ^^^ Al^ (z)l.
Les seconds membres sont homogènes et du degré n' par rapport aux quatre fonctions Al (2). On en déduit
Ar(z)
\ Al"" (5)
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et Ton a
{i4) ^(nrjr- -^-> ^(/»3)^— p— > v(«^y--— jT--
Les lettres P désignent des polynômes entiers pajrs en X(z), et du degré n' — r .
Multiplication par un nombre pair.
333. Considérons d'abord la fonction 6, (nz), dont les zéros z = (2m -h I ) f- (am'-f- 1 ) — sont les mêmes que ceux de la fonction
où p etq reçoivent n valeurs entières consécutives. Si Ton attribue à 2/? -h I et à ay H-i les n valeurs impaires consécutives ±1, dz 3,. .,
di (n — i), les n'* quantités (a/14-1) h (^y-h i) — étant égales deux
à deux et de signes contraires» leur somme est nulle» et Ton a
9i{nz -f-nct)') f»(z-4- (ù') __ --*(«ii»«+ii«-o
e,(nz) f,(z)
La fonction holomorphe -]^-~7' admettant les deux périodes &>, w', est une constante, et l'on a
Si l'on combine avec les - valeurs positives de 2/> -i- i les n valeurs de iq f- r et si l'on désigne par a^ l'une quelconque des — quantités
( 2/? j- I ) f- ( 2 ^r 4- I ) - - ainsi obtenues, il vient
0jf«£) _ |-|- Q.(2H-<i,)Q,(^ — g.,) ■y,(o} "11 ôKflT,) ' '
et, en vertu de la seconde des relations (7),
334. Les zéros z := m — i- (2m' -h i) — de la fonction 0(nz) sont les mêmes que ceux de la fonction
où n valeurs entières consécutives de Tune des lettres p et q correspondent k chacune des n valeurs entières consécutives de l'autre. Nous attribuerons k ay-i-i les /i valeurs impaires consécutives ±1, ±3,..., dz (n — i), et à /? d'abord les /i — 1 valeurs consécutives o, it i , it 2, . . . ,
~ (a ""' 0' P^*^ '^ valeur - avec les valeurs positives de 2 jr -h i , et la
valeur avec les valeurs négatives de 2 jr 4- 1; de cette manière, les
n^ valeurs de la quantité p - -H (2 jr -+- 1) — seront encore égales deux à deux et de signes contraires, et Ton aura
0 (nz) = A JJe, f z 4- p ^ -f- (2g 4- i)^ j .
Si l'on combine avec les valeurs p = o et /i = - les - valeurs positives
de 2jr -h I, et avec les valeurs positives i, 2,..., i de/? les n va-
leurs de 29 4- i, et si l'on désigne par a les — valeurs correspon-
dantesde p~ + (2ûr -h i) — , il vient
6{nz) __ jj 0, [z 4- a) 0, (z — a)
et par suite
(«6) e(/iz)e'"-«(o) = jj[e'(3)-|ji^^jeî(z)]
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335. Les zéros de la fonction Q^ {nz) sont les mêmes que ceux de la fonction
OÙ nous attribuons k 2p -h i lesn valeurs consécutives ih i , ih 3, . . . , ±: (/i — i), et à q d'abord les /i — i valeurs consécutives o, ±: i,
dz 2, . . . , ± l I j » puis la valeur - avec les valeurs positives de
2/? ■+- 1 et la valeur — avec les valeurs négatives de 2/> -h i; on a, comme précédemment,
Si Ton combine avec les valeurs y = o et jr = - les - valeurs positives
de ay? H- I » et avec les valeurs positives i , :î, . . . , i de ^ les n valeurs
de 2/1 + 1 , et si l'on désigne par a^ les valeurs correspondantes de 21? -h i) h q—'i il vient
^ 'an * n
et par suite
336. Considérons enfin la fonction ôi{nz) dont les zéros sont les mêmes que ceux de la fonction
dans laquelle/? et q reçoivenl les ri* couples de valeurs entières coin-
et désignant par a^ les valeurs correspondantes dey? ~ -i- y~> on aura
et par suite 337. Ces formules, appliquées aux fonctions AU donnent
Al (nz) = IX [aP(z) - j[;j^, Alî(^)]
Al,(nz)=nAl(z)Al,(z)Al.(3)Al,(a)TTrAI'(«)-îî7^,Ai:(z)l, (•9) < ^ '^ -^
A1.(i»z) = ]][[a1'(z)-^^AIÎ(z)],
Les seconds membres sont homogènes et du degré n* par rapport aux quatre fonctions AI {z). On en déduit
K\{nz) -p^r X'(z)-| Ai"(«) ~11L X'(a)J~ '
Al Al
.(»')-TTr, ^•(^)'i_p
et l'on a
Les lettres P désignent des polynômes entiers pairs enX(z); le poly' nôme P, est du degré n^ — 4> les trois autres du degré n*.
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Méthode de calcul d'Abel.
338. Les quatre polynômes P renferment des systèmes de constantes telles que X(a), dont nous ne connaissons pas la valeur; mais on peut obtenir ces polynômes par un calcul de proche en proche, imaginé par Abel. De la première des relations du n^ 310, et des quatrième, huitième et douzième relations du n^ 309 on déduit, en remplaçant x et a par nz,
( M(2nz)=z:iAl(nz)A\{nz)AU(nz)AU(nz), A\{2nz) = AV{nz) — k'A]\(nz), ^^*' ^ AU{!inz) = A\\{nz) — k''Al\{nz),
AU{2nz) = A\l{nz) -h k'k''Al\[nz).
Des première, quatrième, huitième et douzième relations du n^ 309, on déduit de même, en remplaçant xeta par (/i + i)z et nz.
f Al[(2n-hi)z]Al(z) = A]][(n'hï)z]A\'(nz)-AV[{n-hi)z]Al]{nz), Al [(2n-f-i)z] Al {z) = AV [(n-f-ijz] AP (nzj- A-^AIJ [{n-hi)z]Al]{nz), AU[{2n-hi)z]Ah[z)=A\l[{n'hi)z']A\\[nz)-'k''A\\[(n^i)z]Al]{nz), A\,[(!in-hi)z]AU[z)=A\l[{n'hi)z]A\l(nz)-\-k'k''Al\[(n-\-i)z]A\](nz).
Faisons d'abord /i = i, les équations {22) donnent les quatre fonctions A\{2z); en les substituant dans les équations (23) et remarquant que les seconds membres sont divisibles respectivement par Alf (z), AP(z), . . . , on obtient, pour les quatre fonctions Al (3z}, des expressions entières contenant en facteur la fonction Al (z) correspondante. En faisant /i = 2, on obtiendra ensuite A\{^z) et Al(5z), et ainsi de suite. D'après ce mode de calcul, il est évident que les coefficients des polynômes, tels qu'ils se présentent, sont des fonctions entières de k^f ayant elles-mêmes pour coefficients des nombres entiers. Si l'on remplace AlJ{z) par Al*(z) - Al? (^) et A\l{z) par Al*(z) - A«Ai;(z), les coefficients conservent les mêmes propriétés. On pourrait aussi déduire de cette méthode de calcul les degrés des polynômes.
Une fois qu'on a trouvé de cette façon les expressions homogënes des quatre fonctions A\{nz), en les divisant par A1'''(js), on en déduit celles des quatre polynômes P. Ces polynômes entiers P, ordonnés par rapport aux puissances de ^'(^)» ont pour coefficients des fonctions entières de P, ayant elles-mêmes pour coefficients des nombres entiers. Si Ton remplace X'*(;z) par i — ii^{z) et que Ton ordonne les polynômes P par rapport aux puissances de fx^(^)» les coefficients jouiront
des mêmes propriétés; mais, si Ton remplace X*(js) par -^. -- et
que l'on ordonne les polynômes par rapport aux puissances de v^ {z), les coefficients cesseront d'être entiers en k^; chacun d'eux sera égal à une fonction entière de k^ divisée par une puissance de k^^ au plus égale à l'exposant de v*(js).
Voici quelques propriétés de ces polynômes; représentons-les par
\ P, = 2 A(,'"U2-(z) = IB^,"') |ut"-(z) riz 2C,'") v»"(z),
Concevons que l'on remplace k par t et 2 par ^js. D'après les relations
du n^ 234, la fonction X(js) se change en k\{z)f et les fonctions ii{z) et V {z) se permutent. En vertu des relations (9) du n^ 288, les expressions (i3) ou (20) des polynômes P au moyen des Al montrent que les polynômes P et P| ne changent pas, tandis que les polynômes P2 et P3 se permutent. D'après cela, les coefficients de ces polynômes doivent satisfaire aux relations
AC'")(fr) =: /r^-A^-) U\ , CC-Hk) r-. BC») ('^] , (9.5) j A["^(/r) = fr-A["^QV Cf"^(/r) = Bf'"^ (i
Ar\A')-A-Ar^(j)^ Cr^(/r)-B;-^(i), C:-^(yi-)..B^"^(i).
On en conclut que les coefficients Af"'^ A^^^ A^^\ A^^\ B^'"^ B^;'\ B^\ Ba'^ qui sont des polynômes entiers en k^, sont au plus du degré m par
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Considérons les quatre fonctions
AK(z)' '"'Al"'(z)' '""Al-'(z)' •""Al-'(«)'
que Ton obtient en divisant les quatre fonctions U par la même quantité Al''*(jz). Si Ton remplace Tune quelconque des fonctions U par sa valeur Yu"' dans Téquation (29 ), et si Ton tient compte de Féquation {^S)^ on a
,nj, <>logV ,, . , d'Iogu + an'kk"—-f w'(«'- 1) ^J =o,
et en mettaDt à la place de .*^f" sa valeur — **X* («) (n" 287),
(3o) ^21 + ^n'PLl2^ + k'zY^ +rtn'kk''^^ + n'{n'~i)k'ï.'{z)\ = o.
vZ \ (^Z J vZ an
340. Posons maintenant a; = — = y^X (z, A), et regardons V comme une fonction des deux variables indépendantes a? et ^; comme on a
D3 ~~ î)x D« ' Dz' """ 'bx* \^z ) bx ^z^ ' DV _ /m ^ Dx
Téquation (3o) devient
Les deux fonctions u et z^i satisfaisant à Téquation (128), on en déduit, par soustraction,
OA
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OU
et par suite
Grâce à cette relation, le coefficient du second terme, dans Téquation (3f), se simplifie, et l'équation devient
En remplaçant f r^j et y^ par leurs valeurs on arrive enfin à Téquation différentielle
On la simplifie un peu en remplaçant la variable k par là nouvelle variable a = i f A -+- i y, l'équation devient
(i - 2a:r' -h x^) — 4- 2(/i» - I )(aJ? - x") — (34) ( ,v
Les quatre fonctions V satisfont à cette même équation différentielle. 341. Supposons qu'au lieu de la variable x = -^ on prenne la va-
riable y —-^^ z=: i/pfx(z, A), la transformation de Téquation (3o)
s'opéfera de la même manière: il suffit, dans les calculs, de remplacer U| par u^ et x par y; on arrivera donc à l'équation
analogue à Téquation (3a}. Mais on a (n^ 159)
et réquation (35) devient
On peut encore effectuer la même transformation en se servant de la variable t — -- zi:^ -j^v[z^ k)\ on obtient Téquation
que l'on déduit de Téquation (32) en remplaçant x par /. Gomme on a
l'équation devient
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2menXf on obtient une relation linéaire
(2m -f- i)(im 4 2)a(""*''J -I- 4'w(/i'-- 2/n)aa^*^
4 (n*— 2m -f- i)(/i'— am -h 2)a("'~'>
entre trois coefficients consécutifs. Le premier coefficient a^^^ est égal à I ; en faisant m = o, on trouve a^'^ = o; en faisant m = i , on trouve
a^'^r= ^-:r-7 ^ï pUlS a^^^ = ^ T~fn\ ^ ^^ ^^°®* ^^ SUltC.
343. Nous allons maintenant distinguer deux cas, suivant que n est impair ou pair. Lorsque n est impair, d'après les équations ( i3), on a
V--P, V.rzrOrP., Va vTjP,, Y.TrrlP
Il est évident que les quantités P, qui sont des polynômes entiers enX'(z), sont des fonctions de z doublement périodiques, aux périodes 0) , <ù\ et de Tordre n^ — i; elles sont représentées par les formules
ln,.,_0.(^^)e-'-H p,,, 9,(nz)e-'-'(o)
que l'on déduit des formules (4o), et elles satisfont aux relations
Cl)
jm:;:;!'). ... "■ i' '■ ï) .. ._.
(-I)"""P,(Z) w -4- Cl)
PU-i
, -il • — I
-T \ . Connaissant de la
sorte les derniers coefficients b et c, les deuxièmes et troisièmes des relations (48) et (49) donnent les premiers. On a ainsi
-?!l! -?>'' - ^'1 - ^ ' _ ^ ' - a(j^ _a>jj _
fc"»
(_,) . (_,) . „ ifc"^) 6(-.--) iC-^) iff?)
_C«/\_ çV
tt)
f-^) _er^)_4-vo
(— i) ' /i, servira de
La connaissance du dernier coefficient, a vérificalion dans le calcul de P.
En appliquant cette méthode au cas simple oii n -- !^, on trouve
P,r=:3- SOLX -\-^X'-X\
'4/3 H. 4 \^ y[.y2 ;. Gv' !->.-j i - 1^2.1 6^« - ^kx' \-3C\
3,4 ?__l!/î _()/'-! /"j I -- 4/rx' I 6x»- ^X' i X'.
et d'autres de même forme par rapport aux variables y et i. D'après cela, dans chacun des polynômes, les coefficients des termes également distants des extrêmes sont égaux « ou égaux et de signes contraires. On connaît les premiers coefficients a^"^ = r, a^/*- = /i, a',**- =i, a^^- = i, et par suite les derniers. On calculera le polynôme P» comme précédemment, à Taide de la relation (44)» et il suffira de trouver la première moitié des coefficients.
En faisant le calcul pour /i = 6, on trouve
P = (i~;r^«)- io5j;'(i— x"*) -h 896a^«(i~x") — 12(37 -f 288a»)a»(i — x»*] -4-i536(3a-f-4a»)jc'*(i— ^«"J -^ 4(6^» ■+-336o«'4- i024a«)x"(i — :r") 384(33a-i 32a')x''{i — x*)-\- I26(i5 4- 1 28 a») ^'« ( 1 — x* ).
Équations différentielles d'Abel.
345. Nous avons représenté par x la fonction v^îïX(z). Si nous représentons de même parX la fonction v^ÂX(/iz), ces deux quantités vérifient Téquation
d\ dx
(55) ^ifdzz^-
n^i — 2aX^-4- X^ ^1 — 2aa?»-+- x*
où a désigne la constante ~ (^ + r) * D*après ce que nous avons dit,
X est une fonction ~ de x, rationnelle si n est impair, égale au produit
d'une fraction rationnelle par le radical yji — 2aoo'^ -h x* si n est pair. Cette fonction transforme donc la première expression différentielle en une autre de la même forme.
Cette équation peut s'écrire
(i- 2ax'-i'X') f^y_-/i'(i-2aX'-f-XM,
ou
On en déduit, en différentiant,
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X = o dans la première fraction, on trouve G'= o; en divisant les termes les plus élevés du numérateur etldu dénominateur de cette même fraction» on trouve G = n^. Ainsi les deux fonctions Y et V| vérifient encore les deux équations différentielles (58).
Les équations (58) peuvent être mises sous la forme
D.[A(j;)DJogÇ] H- n'(X' - x») ^ o, (59)
D,[A(^)D.logÇ] + n^/^, ~ x'\ z= o,
en représentant par § soit la fonction Y, soit la fonction Y«, et désignant par A(a?) le radical yfi — holx^ -h a?*. Si, entre l'équation (56) et Tune ou l'autre des équations (Sg), on éliminait X, il est clair qu'on arriverait à une même équation différentielle du troisième ordre par rapport k la fonction ^ de la variable x. Cette équation admet les solutions particulières Ç = Y, Ç = Y,. Pour obtenir l'intégrale générale, il suffit évidemment de considérer l'intégrale générale de l'équation (55) et de la substituer dans l'une des équations (Sg); la valeur de| sera donnée ensuite par deux quadratures. L'équation (55) admet pour intégrale générale
^ étant une constante arbitraire, ou, en posant hz.- \/îtX(j3) et rempla-
çant \/k'k{nz) par sa valeur y en fonction de x.
(6o) X v.ZTÂTyj
De la première des équations (Sg) on déduit ensuite
(6,) ioQl^--J ^Jn^{\:^-x^)dx.
Multiplication de V argument dans les intégrales de seconde espèce.
346. La formule (i3) du n^ 273, dans laquelle on remplace z par /iz, devient
^("^)=ih?i^~>''««^(H
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CHAPITRE IV
DIVISION DE L*UIf£ DES PÉRIODES.
Division de la première période par un nombre impair.
348. La fopctioQ dU, -soM» que nous désignerons plus simplement par 0 (z, -j» admet les zéros z = m- -h (2m'-4- 1) — -, elle satisfait aux relations
La fonction
formée par le produit des n fonctions 0 Iz -h p-^ w, co'U que Ton obtient en attribuant -â pies n valeurs entières consécutives —^-i
— I , o, +!,..., -^^^ î admet les mêmes zéros et satisfait aux mêmes
relations; car, lorsqu'on remplace z par 54 -> chaque facteur devient
égal au suivant, et le dernier au premier. Les deux fonctions 6 Iz, - ) (ii/{z) sont donc dans un rapport constant. Si dans cette relation on
remplace z par 1 une des quantités z -{- -> ^ '^ ~^^ ^ "^ obtient les quatre formules
on
ft
la lettre A désignant une constante.
En mettant à part le facteur qui correspond à /? = o, et en groupant deux à deux ceux qui correspondent à des valeurs de p égales et de signes contraires, on en déduit (n^ 329)
e,{z,^^)e,(o)B'-'io)
ei(*)
O'Az)
349. Nous avons appelé g" et ^ le multiplicateur et le module relatifs aux périodes o, u'; nous appellerons de même g^ et k^ le multiplicateur et le module relatifs aux périodes - > o'. Les formules précédentes
peuvent être mises sous la forme
les lettres $ désignant des polynômes entiers pairs en X(js), du degré 71— I. En divisant membre à membre les trois dernières formules par la première, on en déduit
En faisant z = o dans les équations (i), on trouve les valeurs des
trois constantes >fk^ , sjk^ , g^ , telles qu'elles sont définies par les formules (17) du n«76 et (24) du n** 159,
5) <lk,.^flk- JJ -7-^f 'IK.^slk- JJ -
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formée par le produit des n fonctions Q iz -\- p—y que Ton obtient en
donnant à /? les /i valeurs entières consécutives —
-f- 1, . . . , » admet les mêmes zéros et satisfait aux mêmes rela-
lions; car, lorsqu'on remplace z par z + ^9 chaque facteur devient égal au suivant, et le dernier devient égal au premier multiplié par — e""-v'"^"/. Les deux fonctions 6 f z, --)'/(^) sont donc dans un rapport constant. En remplaçant dans celte relation z par Tune des quantités z -i- ^1 z 4- — » s 4- " ^ > on obtient les quatre formules
analogues aux formules (i). On en déduit de la même manière
'^'OUZ)
fi)
351 . Nous appellerons g^ et k^ le multiplicateur et le module relatifs aux périodes w, — • Des formules précédentes on déduit
^ / ,, = v(z) TT ,-^.-) "(X'(z)
les lettres $' désignant encore des polynômes entiers pairs en 'k{z) du degré n — i , et l'on a
En faisant 2 =:: o dans les équations (7), on trouve» comme précédemment,
Des formules (7) on déduit aussi
<"' 4-ï)=\/fS n "(-'ï)
352. Remarque. — Les relations établies au n^ 348 montrent que les fonctions Olz,-j cù'\ sont égales à des polynômes entiers et homogènes, du degré n, par rapport aux fonctions 6{Zf o), o)'). Les relations du n^350, dans lesquelles on remplace o) par -9 montrent que les fonctions
o(z,-j^] sont égales k des polynômes entiers ethomogënes, du degré n,
par rapport aux fonctions 0 Iz^ -> (ù'\ ; en mettant k la place de ces dernières leurs valeurs, nous obtiendrons les expressions des fonctions û(z, -î — ) par des polynômes entiers, du degré n^, par rapport aux fonctions S(z, w, w'). Les fonctions 6(5, w, w') étant homogènes par rapport aux trois lettres z, w, w' (n®73), les fonctions ôfz, -> ~j
sont les mêmes que 6{nz, co, co'); nous arriverons ainsi, par deux opérations successives, aux polynômes que nous avons obtenus directement dans le Chapitre précédent (n°* 330 et 331).
Le même mode de transformation s'applique aux fonctions elliptiques. Concevons que Ton divise par n, d'abord la première période, puis la seconde; après la seconde opération, on retrouve évidemment le module primitif A et le multiplicateur ng. Les formules (10) et ( 1 1), dans lesquelles on remplace g et k par gt et À*,, et g2 par ng^ donnent
rallélogramme sont 'z -- t cl z-=^. - — p-> P variant de — En rennplaçant à la fin i par z, on obtient les équations
Si Ton met à part le ternie qui correspond h p = o et si Ton groupe les autres termes deux h deux à l'aide des formules (3) du n^319, il vient
■f^-M'lH"'^)
iz)
^•'''"""' ^ •-/.'x^(a>;;)xm.)
f''''[pl]nz)
Les functions
f)' f(-¥)K'""' '"')' ''('•vOK'"'^^)
admettant de même les périodes w, w', la somme des résidus de chacune d'elles dans un parallélogramme (w, w') est nulle. Nous prendrons les
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mêmes parallélogrammes que précédemment et nous supposerons le poipt/ à rintérieur. Les infinis des fonctions dans le parallélogramme
sont z = /els^--p — »/? variant de a • On trouve
ainsi
d'où
z, — 1 =(— i) » -îVa(z)l 1 +2 > . \, -
Nous ferons remarquer que les formules (i4) et (i6) sont des conséquences des formules (4) et (lo). Considérons, par exemple, la première des équations (4); si l'on y regarde X(z, -> w'j comme une
quantité donnée et X{z) comme Tinconnuc, Téqualion est du degré n par rapport k celle inconnue; le premier membre ne changeant pas
quand on y remplace z par z h \ on en conclut que les n quantilés
représentées par la formule X (s -h/>— )» dans laquelle/' reçoit /i valeurs entières consécutives, sont les n racines de l'équation; la somme des racinesT étant égale à ^^X (z, -N w'u on a
'"" -'{'■'^)-â. l K"'-'T)-fl l '-"K'-":-)
355. La combinaison des formules (i4) et (i6) donne l'expression des fonctions X(/iz), ii{nz), v{nz) par des sommes. On a, en effet, d'après la première des formules (17),
i(nz,o.,<..')=i{z,y-Ly.-=ii^i '2 K^^^ï'^'»')
et, en remplaçant X (s -t- ^ ---? -\ wM par sa valeur donnée par la première des formules (14)»
On a de même
{;..0) ^{nz)r-,'-j\:.. ^ ^ (_,)A.7„.^Z4-;,Î' +g'^^
ni n - 1
On obtient directement ces dernières équations en appliquant la méthode aux trois fonctions
l{nz}l il — z -\- - j 9 /ui(w.2)/x( / — z -[■■ -~ \ » v(nz)v\t — 2 4- - j ,
qui admettent les deux périodes co, g^'. Les infinis contenus dans le parai-
DIVISION DE L'UNE DES PÉRIODES. 5i5i
lélogramme considéré précédemment sont 2 =:= / et s -= p q —
p eiq variant de à Si l'on met à part le facteur qui
correspond k/? = o, 9 == o et si Ton groupe ensuite les termes deux a deux, on en déduit
la lettre a désignant les — ^ — valeurs de la quantité /> - 4- y — ? que Ton obtient quand on combine avec/)— o les valeurs positives 1,2,...,
de Çy et avec les valeurs positives 1,2,..., — — de p les n valeurs o,
ii= I, =ii2 =h -^^^ de q (n°330). D'après la remarque du numéro
précédent, elles sont aussi des conséquences des formules (i 4) du n^ 332.
Division de la première ^période par un nombre pair. 356. Le raisonnement du n^ 348 conduit aux formules
9(,.ï)=An«(-^i.f^).
«■('.I)=*n4'"'=''-"ïj}
dans lesquelles /? reçoit les n valeurs entières consécutives — ( ^ - 1 ) — 1,0, 1 , . . , lî -•, on les déduit de la première en ajoutant à z
Tune des quantités ~» - — ^ » - — ^ h En groupant deux à deux
les facteurs, excepté ceux qui, dans les deux premières, correspondent à /? = o et à /> =^ - , on obtient les formules
pz=x
ô.{z)e.f2) JJ I e'(«)- 77— ^^î (a)
B\\[ip-i)
2/lJ
eî[up-.)^]
iOMz) ,
que Ton peut mettre sous la forme
^ -X(2)fx(2)«„ o
• bAz,-\6'{o) "-'Î
les lettres $, $|, $,, $, désignant des polynômes entiers pairs en X (z), les deux premiers du degré a — 3, les deux derniers du degré n. On a ainsi
Remarquons que les quantités/? - et (- — p\ "ou - —p
prenant les mêmes valeurs, quand p varie de i à i , on a, en vertu
des relations (19) du n® 77,
ii'K';)-n'>(ï-''";)=n'-H-
n n . " i rx\ 1 n— . -1 n^--i ^/ 0> \
ces trois relations se réduisent à deux
(,„ n>ipî)-^-"' ri "('-;)-• ri'>{f:)'(^-:)
f/> . r / XI &) fi> , V 0>
Les quantités (2/? — i) — et [n — (2;? - i)] — ou -— (2/?— i) — prenant aussi les mêmes valeurs quand p varie de i a -9 on trouve de
même
If
Ed faisant z = o dans les équations (aS), on obtient ensuite le niiiltîplicateur ^, et le module ^'f des nouvelles fonctions elliptiques
Division de la seconde période par un nombre pair, 358. On obtient de la même manière les formules
dans lesquelles /> reçoit les n valeurs consécutives - (-' — i) I, o, I,..., -; on les déduit de la première en ajoutant à z l'une des
quantités-) — i * — } i Par le groupement des facteurs.
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On trouve, comme dans le numéro précédent,
p-i pm
et, en faisant z= o dans les équations (3o),
(35) slV,=^ /.'• JI ^ ^' - "—
jj,.[(.p_.)^]
359. Remarque. — La première des équations (a6), dont on élève
les deux membres au carré et dans laquelle on regarde > f 2, - j comme
une quantité connue etX*(z) comme Tinconnue, est du degré n par rapport à cette inconnue; les n racines sont représentées par la formule
V^iz -\- p-Y où p reçoit n valeurs entières consécutives; la somme des racines étant connue, il en résulte la relation
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avec la condition (4a -+- 1) (46'-m) — i6ôa'- i (n® 232); mais nous considérerons d'une manière plus générale les couples de périodes définis par les relations
(4i) 0) :--(2a -t- 1)&), — 26&)',, w' - - 2a'w, -+- (afc'-t- i)w',,
avec la condition
(4^) (2rt H- 1)(26'4- 1) — 4ft«'-— i;
car les fonctions X(jz, coi, co'J, qui leur correspondent, sont égales à db X {Zf 0), (ù') et ont pour modules + k^ de sorte que les polynômes 9 qui
entrent dans les expressions des fonctions Xf 5, ^> w'^ J* Xfz, co,, — j
renferment la même fonction donnée X'(z, k), la même constante ^%
et ne diffèrent que par la valeur de l'une des constantes X' (~'^)'
XM?~5A), X*(— 5 A], X^f— . k\. Dans ce qui suit, nous ne distinguerons pas deux fonctions égales et de signes contraires, ou ayant leurs modules égaux et de signes contraires.
Nous remarquerons d'abord que, lorsque n est impair, la division de la seconde période donne les mômes fonctions que celle de. la première; car deux couples de périodes satisfaisant aux relations (40 sont liés par des relations de même forme
&), - ( 2 rt, -r- I ) 0), -h 2 ft| û)', , ûj'j — 2 d^ 0), -h ( 2 6', -r I ) û/, ,
avec la seule condition (2a, -r- 1 ) (26', — i) — [\b^ «', — « ; d'où
un a n
Pour que les deux fonctions X(z, — ? w', |> Xf::, o),, — ) soient dans un
rapport constant, il est nécessaire et il suffît que 2a« -f- 1 soit divisible par 71, ce qui est impossible quand n est pair; lorsque n est impair et égal à 2m -h I, il suffira de prendre a, = 6, == m, a, = b\ = — m\ les deux fonctions seront alors égales et leurs modules égaux ou égaux et de signes contraires.
361. Proposons-nous maintenant de chercher le nombre des fonc-
lions X (z, ci>i, ^j9 quand nest impair. Les relations (4i) renferment
quatre nombres entiers ^a + i, b, a', 3&'+i, assujettis à la seule condition (4^). Considérons tous les systèmes de nombres entiers dans lesquels le plus grand commun diviseur de aa + i et n soit un même nombre n'\ posons n = n'ri\ 2a -f- 1 = /i'(2a, -+- i), les nombres n" et 2a, -f- 1 étant premiers entre eux. La première des relations (4t) devient
Puisque les nombres 2a, -h i et l\n"b sont premiers entre eux, on peut déterminer deux nombres entiers a" et 2b" -h i satisfaisant k la condition
(43) (ifl. -f-i)(26"-t- 0— 4n"WT: I.
D'après cela, si Ton pose
on voit que le couple des périodes u, , — est équivalent au couple —, * u)'\
et que la fonction Xfz, w,,^j est égale k ±\(z, ^, «" J • Des relations (42) et (43), retranchées membre a membre, on déduit
et par suite
/ étant un nombre entier. Si, dans la valeur de (o'\ on remplace a'' et ^b" -h i par leurs valeurs tirées de ces deux équations, on trouve
C'^'^^rT/^-a^- = -7; •
Ainsi toutes les fonctions provenant de la division par n de la seconde période des couples qui sont fournis par les systèmes de nombres entiers, dans lesquels le plus grand commun diviseur de 2a + 1 et /i
est égal à un même nombre n\ sont comprises dans la formule
On pourra effectuer Topération à l*aide de deux divisions successives. On exprimerad'abordXfz,^ 9 u'j par une fraction rationnelle en X(z,u,u')
2, -,> ^~"/ P®*^ ^°® fraction rationnelle du
degré n" en xf», — ,» co'-f- 2/—,) ou X(z, "> w'J-
362. Nous remarquons que les trois nombres n\ n"^ i n'ont pas de Tacteur commun; car, si cela avait lieu, d'après la seconde des équations (44)» ce facteur commun diviserait 3&''+ i et, par suite, le premier membre de l'équation (43), ce qui est impossible. On en conclut que le nombre entier t, qui entre dans la formule (45), n*est pas arbitraire; il doit être premier avec le plus grand commun diviseur â (les deux nombres n' et n". Nous allons voir qu'on peut lui attribuer une valeur quelconque première avec â. L'équation (4^) est une conséquence des équations (43) et (44)* Étant donné le nombre entieri premier avec â, proposons- nous de déterminer six nombres entiers 2a, -h I, 6, a\ 2 6' H- I, a", 26"-+- 1 satisfaisant aux trois équations (43) et (44)» et tels que 2a, -+- 1 soit premier avec n". Les deux équations (44) donneront immédiatement les deux nombres entiers a' et 2 b"-^ 1 , quand les autres seront connus; l'équation (43)« dans laquelle on remplace 2 b" -^ I par sa valeur tirée de la seconde des équations (44)» devient
(46) w'(7.rt, -4- i) (26'-+- 1) — f\n''ba"". 1 - 4/(2fl. -h i)fc;
le premier membre étant divisible par e^, le second membre Test aussi. En appelant /' le quotient entier, on a la relation
et Téquation (46) se réduit à
(48) 1', (^«. -+-i)(26'-f-i)- \n\ba",z^t\
ri^ et n\ désignant les quotients premiers entre eux des nombres n' et ri' par leur plus grand commun diviseur d. La question revient à trouver des nombres entiers satisfaisant aux deux équations (47) et (48). Les nombres donnés 4^ 6t à étant premiers entre eux, on peut déterminer des nombres entiers x ei t! satisfaisant à Téquation l^tx -^r ât'=i. Prenons l'un quelconque des nombres x\ décomposons-le en un produit de trois facteurs : l'un a?', formé des facteurs premiers qui entrent dans n\; le deuxième x'\ des facteurs premiers qui entrent dans n\^ quels que soient d'ailleurs leurs exposants; le troisième y, des facteurs premiers étrangers à n\ et à n\. En faisant 2at H- 1 = ^', 6 = a/y, nous aurons deux nombres premiers entre eux et satisfaisant à l'équation (47)> ^vec la valeur correspondante de t; en outre, d'après cette relation, le nombre aa, -h i est premier avec â; comme il l'est déjà avec n\, il Test aussi avec ri'; d'ailleurs b est premier avec n\. Les deux nombres /i\(2a, -h i) et ^n^b, ainsi formés, étant premiers entre eux, on peut déterminer deux nombres entiers 2b' + I et a" vérifiant l'équation (48).
363. A l'inspection de la formule (4^)» on voit immédiatement que deux valeurs de / dont la différence est un multiple de ri' donnent la même fonction; d'ailleurs, pour que deux de ces fonctions soient dans un rapport constant, il est nécessaire que leurs périodes soient équivalentes, ce qui exige, puisque le rapport -^ est imaginaire, que la
différence des deux valeurs de / soit un multiple de ri\ Si donc on ne regarde pas comme différentes deux fonctions égales et de signes contraires, on pourra dire que le nombre des fonctions qui correspondent à un plus grand commun diviseur ri entre aa + 1 et n est égal au nombre des nombres inférieurs à ri' et premiers avec î, ri' étant le quotient de n par ri et â le plus grand commun diviseur entre ri et ri'. On procédera de même pour chaque diviseur du nombre n. Le raisonnement précédent montre que deux fonctions qui se rapportent à deux diviseurs différents ne sont pas dans un rapport constant. En prenant successivement tous les diviseurs, on obtiendra ainsi toutes les fonctions
ît
Nous avons divisé par n la seconde période; on opérerait de même la division de la première période. Tous les systèmes de nombres entiers satisfaisant à la relation (42), et dans lesquels le plus grand commun diviseur de 26'+ i et /i est n\ donnent des fonctions représentées par la formule
dans laquelle / désigne encore un nombre entier premier avec ^\ mais nous avons vu que ces fonctions sont les mêmes que les précédentes.
Dans le cas particulier où n est premier, il n'y a que deux hypothèses possibles, soit n'= n^ n" =\^ soit n'= i, 71"= n. Si Ton divise la seconde période, la première hypothèse donne la fonction Xf 2, -» o^Mi la
seconde les n fonctions représentées par la formule Xf 2, o, - — ^-^ j»
où Ton attribue à / les /i valeurs o, 1, 2,. . . , /i — i, ce qui fait en tout n -f- I fonctions différentes. Si Ton divise la première période, la première îiypothèse donne la fonction Xfs, w, — j^ la seconde les n fonctions xfz, ^--— ? w'U ce qui reproduit les mêmes fonctions dans un autre ordre.
3Ci. Considérons actuellement le cas où le diviseur n est un nombiv l)air, que nous représenterons par 2'V^,, w, étant impair. Divisons d'abord la seconde période. En posant n^ — n'n" et appelant S le plus grand commun diviseur de n! et n", on démontre, comme précédemment, que les systèmes de nombres entiers satisfaisant à la relation (42), et dans lesquels le plus grand commun diviseur de 2^4- 1 et n ou /i, ost égal à /?', donnent les fonctions comprises dans la formule
OÙ / désigne un nombre entier premier aver c?. En divisant la première
période, on arrive de même à la formule
/ désignant toujours un nombre premier avec â. Les fonctions représentées par ces deux formules sont différentes. Le nombre des fonctions données par chacune d'elles et se rapportant à un plus grand commun diviseur n' est égal au nombre des nombres inférieurs à a'^/i" et premiers avec î.
Nous avons vu (n®236) que, si ^^o), w sont des périodes elliptiques de la fonction X(j3, k)^ la fonction X(z, k') admet les périodes elliptiques — 2«'i, col. En comparant les formules des n°* 349 et 351, 357 et 358,
on reconnaît que les deux fonctions xfz, w, --)? X(js, — — , wn ont
des multiplicateurs égaux et des modules complémentaires, et de même
les deux fonctions Xlz, ^^ wM» Xfz, — w'i, — ]•
Division par deux.
365. D'après leur définition par les formules (6) du n® 74, les valeurs des fondions 5 (z) pour une valeur de z de la formez — a w -hiw', aetb étant des constantes quelconques, sont des fonctions de la quantité imaginaire p = -- ~ r -f «, dans laquelle le coefficient s est positif
et différent de zéro ; si l'on représente, h la façon ordinaire, la variable p par un point du plan ayant pour coordonnées r et 5, ces valeurs des fonctions 0 sont des fonctions bolomorphes de p pour toute la moitié
du plan située au-dessus de Taxe des x. Les quantités yfk et )fk\ définies par les formules (17) du n^ 76, sont, d'après cela, des fonctions holomorphesde/9; en considérant leurs expressions en produits parles formules (29) et (3o) du n? 205, on voit que leurs racines carrées sont
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cUes-mCmcs holomorphes par rapport à p; nous poserons
1 4- (7** /~ ~ TT ' **" e*"^'
Voici d'autres fonctions holomorphes de p qui nous seront utiles : ï" Si, dans les formules (i3) du n® 75, on fait z = — j, on trouve
d'où
En définissant le radical \/i -\- k' au moyen de ^ (7 ) » on a
'"' Kl) =,-==?■ ^(i')=7#p' '(ï)=^-
En définissant V' * — ^' P*'^*' '^^ relation Vi — Â' x \/i h- A:' — A*, on en déduit
54 >. - -f _ — -^_rr-, P -/ h - — -^-' V y ^- — ) == - 'VA •
2** Si, dans les formules (i4) du n^ 75, on fait z~ — --. on trouve
En définissant le radical y^i + ^ par la valeur de v (^ ) 9 on a
En définissant ^i — k par la relation \/i — k x: yJi-^-k = k'^ on en déduit
>i, aans les lormuies ^id; au n^ /o, on laii z = trouve
3*^ Si, dans les formules (iS) du u? 75, on fait z = - - .— > on
d'où Ton déduit
et, par suite,
. /&) -I- o)'\ A- -h /Ar'
H~4-J=^~F-- En définissant le radical ^k 4- e'A' au moyen de X f ^^-iJîL j , on a .
//r \ ^/w-*-w'\ >JTTÎP /&>-4-û/\ ^ /7r -V /w-f-w'X ,7-, ,7 —
En définissant V* — ikf par la relation sjk ;- ikf x^sjk -h ik" = i^ on en déduit
366. Divisons maintenant par deux la première période. Les for-
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mules (29] du n^ 357 donnent
(59) 1 = '-^^' ^=\/7tI' et les formules (26) du n^ 356 se réduisent à
(60) '^('>â)= HZ)--'
D'après la dernière de ces formules, on a
La quantité \Jk\ est la fonction holomorphe de p que Ton obtient en remplaçant p par 2p dans l'expression de v^A:'; d'autre part, en vertu
de ce qui précède, la quantité > ^-^-^ est une fonction holomorphe
de p; ces deux fonctions ont des valeurs, réelles positives et égales, pour toutes les valeurs de p de la forme p =^ si; leur rapport est aussi holomorphe, et conserve une valeur constante, quand la variable p décrit la partie positive de Taxe des j; on en conclut, d'après le corollaire du n° 114, qu'il reste constant dans tout le demi-plan. On a donc, pour toutes les valeurs de p dans lesquelles s est positif,
Des formules du n° 205 on déduit, par un raisonnement analogue.
el les formules (a4) du n° 356 devienaeni
En divisant par deux la seconde période, on a de même
A[z, — ] - (l + ft) r-=r »
/ ft/X _ I — /f?.'(z) V' 2/ "~ I +-/rX'(z)
On a aussi
d'où
!>.(«)!l.(o> «".("(«(ol ;îV«"'
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368. Remarque I. — De la division par deux de l'une des périodes, M. Hermite {Comptes rendus, i863) a déduit des formules qui donnent
immédiatement les expressions en séries de y/k et de \t trouvées par Jacobi. Si Ton considère les fonctions 0 formées avec les deux constantes a) et (k) + cù\ d'après les formules (52), la quantité y/ A devient
e'^f et les formules du numéro précédent donnent
les fonctions $ des seconds membres étant celles qui sont formées avec u et a'. A l'aide des deux premières formules de chacun des groupes (6a), (65) et {QG)t on obtient les expressions suivantes des fonctions elliptiques :
tti (?2(Z, W, — I ri 01 (2,0), I
Si, dans les formules (8) du n° 74, on remplace ^r par Tune des quantités y-, sjq, i\lqy et, dans le premier cas, gj par-» on obtient les dévcloppemenls des fonctions 0 relatives aux trois couples de constantes
vi' ^r \* t) ' (^' ~ — f ' ^^ faisant ensuite dernières des équations précédentes, on trouve
z = o dans les deux
fk' = ---v^
nf/f — O
/i(/i — i) nin — y)
^/TT
nfn-f-i^ /i(n — 1)
Ij' » (211— l) 5' ' ^~
V (— i)"-'(2n — i)qfa«(«-o
Des formules précédentes on déduit aussi les expressions de certaines fonctions méromorphes considérées au n^ 226,
Remarque II. — Concevons que Ton divise la première pé
riode plusieurs fois successivement par deux et appelons kzf k^^-t les modules des fonctions elliptiques correspondantes. En remplaçant q par q^"' dans la seconde des formules (Ss), on obtient
(in— i)!*"
nr ^TT'-Jl
L'exposant {2n — 1)2'", dans lequel n et m sont quelconques, désignant tous les nombres pairs, on en déduit
et, en vertu des formules du n® 205, où l'on fait g = \^
En remplaçant k\, k\ , . . . par leurs valeurs données par la formule (61), on a
a)\»_ I av/Â' 2^/f\ is^V, 7.sfV,
et, en divisant membre a membre cette équation par la précédente.
TT \ -^ k' I h- A'j I -\' li\ I H- h\
Si Ton pose
rï, — I , h,:-r k\
^, -I bi
partielles
, , ^u M^ y il d\os(ù ^u
On obtient les Tondions 0(z, -^ co'j en remplaçant dans ces formules (8) 0) par - et 7 par q"; en regardant encore co comme une fonction arbitraire de q, le même calcul montre que les quatre fonctions ôfz, -j w'j vérifient Féquation
On obtient les fonctions 0 Iz^ ot>, ^| en remplaçant dans les for-
mules {S) q par q"; on reconnaît 'de la même manière que les quatre fonctions Olz, c^, ^j satisfont aussi à l'équation (2).
Supposons maintenant que, dans toutes les fonctions précédentes, (ù soit la fonction de q définie par la formule (3i) du n^ 205, où Ton fait ^=1. Appelons k le module de la fonction X{Zf w, &>'), lequel est donné par la formule (29) de ce même numéro. Nous pouvons inversement regarder q comme une fonction de k; alors w est une fonction
de k, et les fonctions ô(z, -? c»A , 6 fz, w, — \ sont des fonctions des
deux variables indépendantes z et k. Les quantités oj et o^' sont aussi déterminées par les intégrales définies (3) et (5) du n** 221, où l'on fait g^=z I, et elles satisfont aux relations (33) et (34) du n® 279. A l'aide de ces relations, nous avons opéré le changement de variable au n"* 289; l'équation (2) devient ainsi
Désignons par 9, f 1, 92, 93, soit les quatre fonctions
... .'JLl'^J^ -ll^M'^l) -"Jl^^'i"^ -dl£.'^'("''^) ^^' * ' 0{o,û))' * ' 0-, (o,w)' * " ô,(o,6>)' * ' Ô.(o,w)'
soit les quatre fonctions
ces fonctions 9 joueront le même rôle que les fonctions AI(z); en répétant le calcul du n" 290, on trouve qu'elles satisfont aux équations
^' -4- 2/lA-»Z ^- -h 2/lM'» ^^- -f- { n -f /lVf»5') 9, :=: O,
y^' 4- 2/iyi»2 ^' -h 2/iM"^' -f- (nh' H /i^A'2»)<p, == o,
et» par conséquent, les quatre fonctions
vérifient la même équation différentielle
/ox ^'U ,, DU ,,„DU ,. ,,,
^ ' <)2» Dz D/r
Cette équation ne diffère de l'équation (27) du n^ 339 qu'en ce que n^ est remplacé par n. Il en résulte que les quatre fonctions
AJ-fz) Al-(2) ' AI«(Z) " Al-(2)
satisfont aux équations aux dérivées partielles
(lo) (i — -aax'-i-a;*) -— -f-2(n— i) (ax—x*)r- -h^nii —a^) r~ 4 ii(w— i )a;*Vi=o,
If 1-2^',, \D'V , , /!-»*• A^v
j V' — Fk' -y - n ^r "*' ^" ~ '^ Infp-^- ^ ^n j7
que Ton déduit des équations (34), (36) et (38) des n^' 340 et 341, en remplaçant n^ par n.
371. Ces quatre fonctions Y ont pour expressions, à Taide des d,
V.= -^-^fr. . V
e^iz) •"" Q^{z)
s*il s'agit de la division de la première période, et des expressions toutes pareilles s'il s'agit de la seconde période.
Lorsque n est impair, on a, d'après les formules (3) du n® 349, et en vertu des relations du n*^ 205,
'■« v--v''#"'. '■ sJ'^S'- v-Vtf">' v=^v/f*'-
On a aussi
et, par suite,
(i5) v.(a;)r.(-.p-^v(i), v,(r) -rv (^r) ' v,{/)=/-v(y).
Pour avoir les quatre polynômes (f, il suiBra donc de calculer le polynôme V(a?), qui est pair et du degré /i — i. Si l'on pose V = 2a^'"^^''", Téquation différentielle (lo) donne une relation linéaire
I (2m ^- i) (a/n -T- 2)a>-^'^ -r- /{/wf/i — 2m)aa('" -h 4'*(< — «*)-;> — . (i6) < "«
( -f- (/i — 2/n -I- i)(ii — am -h 2) «(*-•) = 0
entre trois coefficients consécutifs. Le premiercoefBcientesta^*^=i/^-'
le dernier a^' ^ .- (~ i)"^^ \/^innr' L'équation (35) du n^ 279, qui peut être mise sous la forme
w' a Tri
a été établie en supposant le multiplicateur égal à Tunité; si le multiplicateur est égal a g^ cette équation devient
g»M'</ - - .::: - ~p-, dk.
En y remplaçant o par - » on a d*ob Ton déduit
^''^ ^'"hk\' dk'
Pour effectuer le calcul des polynômes ï par cette méthode, il faudra se servir de l'équation algébrique qui existe entre les modules k et ^1, équation dont il sera question plus tard.
CHAPITRE V
DIVISION DE L*ARGnMENT DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
372. C*est la question inverse de celle qui a été traitée dans Tavantdernier Chapitre. Nous avons trouvé les expressions deX{nz)^ /^(^')> v{nz) en fonction de X(z), /x(z), v{z). Proposons-nous maintenant, connaissant Tune des quantités X(/iz), /x(nz), v(nz), de trouver X(2), /x(z), v{z). Quand on donne /x(nz) ou v{nz) et que Ton cherche fA(z) ou v{z)f Téquation est du degré n^; si n est pair, elle s'abaisse au degré moitié; mais, quand on donne X(nz) et que Ton cherche X(z), Téquation est du degré n^ si n est impair, du degré 2n^ si n est pair; dans ce dernier cas, l'équation, ne contenant que des puissances paires de l'inconnue, s'abaisse au degré n^.
Lorsque la quantité donnée est prise arbitrairement, les racines de l'équation sont toutes différentes. Supposons que, n étant impair, od donne j = X (nz) et que l'on cherche a? ~ X (z) ; l'inconnue est donnée par une équation du degré n^
(i) rP — ^Pi r^ o,
dans laquelle P et P| désignent des polynômes entiers pairs en x du degré /i*^ — i , et que l'on sait former, par un calcul de proche en proche, d'après la méthode d'Abel (n^ 338), ou, directement, par celle de Jacobi (n® 342). A une valeur de y correspondent les valeurs de nz,
nz +- 2/?û) i- qa'y ntù- -nz -f- ^.pw -4- qtù'y
et, par conséquent, les valeurs de x,
p et q étant deux nombres entiers quelconques; mais les valeurs de x données par cette dernière formule sont égales à celles que fournit la première; on en conclut que les n^ racines de l'équation sont représentées par la formule
dans laquelle chacun des deux nombres p et q reçoit n valeurs entières consécutives. Nous leur attribuerons les valeurs ^^j--)
Pour que deux valeurs de x soient égales» il faut que la somme de leurs arguments 2z -h 2{p -h p*)- 4- (y 4- y')~ soit de la forme
{2m-h i) w -+-/wV, ce qui exige que nz soit de la forme (2/W| -f- 1 ) - 4-m'j —
et, par conséquent, que y soit égal à ±: i ou à ±17:*
Pour voir ce que deviennent les racines, nous distinguerons deux cas, suivant que le nombre entier • ■""' est pair ou impair. Dans le premier cas, lorsque j = i , l'une des valeurs de nz est
0) n — I /lû) ., , 0)
— I 0)=: — j a ou 2 = ->
et, par suite,
\2 ^ /i nj
la combinaison/? = 0, q = o donne la racine simple x .= 1; deux va-
leurs égales et de signes contraires de la quantité a/> — H y — donnant
la même valeur de x^ toutes les autres racines sont doubles : on en conclut que le polynôme P — a?P| est égal au produit de i — a? par un
polynôme carré parfait. Lorsque 7 = ji Tune des valeurs de nz est de la forme
1 (û) -t- w')— -î^ -y dou z=
578 UVRB VU. - CHAPITRE V.
et, par suite,
la combinaison/? = o, y == o donne la racine simple ^ = jiS toutes les
autres racines sont doubles : on en conclut que le pol^^nôme P — kxV^ est égal au produit de \ — kx par un polynôme carré parfait.Nous remarquons que si, dans l'équation (i), on remplace^ par —y, les racines de la seconde équation sont égales à celles de la première et de signes contraires. Les cas où la quantité donnée y est égale à — i ou
à — V se ramènent ainsi aux précédents. Il en résulte que les deux
polynômes pairs P et P, satisfont aux deux identités
(3) p_:pP,=:(,_^)g;, P-A-xP, = (i-A-;tr)Hî,
G| et H| étant des polynômes entiers en x du degré > et à celles
qu'on en déduit en remplaçant x par — x. Lorsque le nombre "^ est impair, on a les deux identités
(3') P-:rP.rrz(i -^^)G^ P- A-jtP, = (i -t- A-^)H;.
La considération des équations qui donnent ii{z) ou v(x;), quand on connaît [L[nz) ou v{nz)y conduit à des résultats analogues. La première admet des racines égales, lorsque la quantité donnée i^[nz) est
égale à Lî:: I ou à lii -4-> la seconde, lorsque la quantité donnée v{nz]
est égale à ±: i ou à ±:k' . On en déduit les identités
(4 ) P - ^aP, r_ ( , - |^)G;. , //P ~ //r/xP, = (/.-'- i/*>)Hî ,
(5) p_ vP,-_z.(i-v)G3, A-'P-vP,---=(A-'-v)Hî,
quel que soit le nombre impair /i. D'après une remarque faite au n^ 338, les secondes des relations (3) et ('3') se déduisent des premières, et les
relations (5) des relations (/|), en remplaçant k par r et :; par kz.
Division par deux.
373. Connaissant X ^ \[k\[oLz), cherchons :r ~ v'ÂX(s). La formule
conduit à Téqualion du huitième degré c'est une équation réciproque
que Ton peut résoudre par des racines carrées. On en tire
^ _!_ __ 2(1 H- v/r^^^^^'"-4ÔC^) _ 2(14- AX) ^ '^ x^"' X' "■" X' " '
Av r / v7- "Avx (' -^ v/i-/rX») { I -h i/ I - 7 XM
,_ i-l-AX-h v/2{i — aX'H- AX) _ ^ \ V k )
les trois radicaux étant indépendants les uns des autres, cette formule donne huit valeurs différentes.
Il est facile de reconnaître a/>nbn que les racines sont réciproques deux à deux; car elles sont représentées par les deux formules
-- V^A (z -i-pw -4- g— j 9 a: — ^Xf z 4-/?(k)-f- q — \
dont la première donne les quatre valeurs ±- \Jk\ [z), ±1 \[k\ (^ -*- -- \
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réciproques deux à deux, la seconde les quatre valeurs ± v^X ( - — s j ^ ± yJkXy- — 5 -f — U qui sont aussi réciproques deux à deux.
Résolution de l'équation d'oà dépend la division de V argument
par un nombre impair.
374. On effectuera la division de Targument par un nombre impair quelconque, en le divisant successivement par les facteurs premiers de ce nombre. Nous venons d'effectuer la division par deux; il nous reste à voir comment s'opère la division par un nombre premier plus grand que deux. Nous supposerons plus généralement que le diviseur n est un nombre impair quelconque. Abel a démontré que l'on peut exprimer algébriquement les racines de l'équation (i), qui est du degré n', au moyen des quantités k et j, qui entrent dans cette équation, des racines
de l'équation binôme a/' = i , et des deux quantités ^(--)» ^{"")*
Nous ferons d'abord remarquer que, quand n est impair, les quantités Xf/?- j5 jx (/>-)» ^\Pi peuvent s'exprimer rationnellement à
l'aide de Xf-] et du module ^, quel que soit le nombre entier/^. Il
résulte, en effet, des formules (i4) du n^ 332 et du calcul des polynômes P par la méthode d'Al)el (n° 338), que ces quantités sont
des fonctions rationnelles de P et de Xf-j» f^(~r ^(~r ^'^'^ '^ deuxième de ces formules (i/j) indique que la quantité /xf/i-V c'est-àdire — [, est égale au produit de /xf -| par une fraction rationnelle en
)} (-- j 5 on en déduit l'expression de /xf - ) par une fraction rationnelle
en XM - j • La troisième donne pareillement l'expression de v( -) par
une fraction rationnelle en X-( - j • Ainsi les (juantités |j.f /> - U v (/>-)
sont des fonctions rationnelles de k^ et de X^ ( - ) -, la quantité ^ (/^ - )
DIVISION DE L'ARGUMENT. tSSi
est égale au produit de X( - j par une fonction rationnelle de k^ et de
Ht)- , ° ^, ^, ■
On verrait, delà même manière, que les quantités Xfy-- J? /^(y — )»
vf^^ — j s'expriment rationnellement à l'aide de ^^ et de Xf — j > quel
que soit le nombre entier q.
Les formules (i) du n'^ 318, relatives à l'addition des arguments, montrent ensuite que les trois quantités X(/>- 4 y —)» l^ip- -^- ^ ~-)'
y(p- -^ Ç^j s'expriment rationnellement à l'aide de k^ et des deux quantités X(-j> X( — J-
375. Soient a et ^ deux racines, différentes ou non, de l'équation binôme af = 1. Considérons l'expression
\(z) -+-a>(zH j-h . . .-ha"-'> j z+ (/2~i) — I
que nous représenterons par
(6) R(z,a,P)= ^ ^ «Pj3»x(z + ;,^ + gH.'j
qz=o p = o
Remarquons d'abord que cette expression conserve la même valeur, quand p et g désignent n nombres entiers consécutifs quelconques; car, lorsqu'on augmente p d'une unité, les termes d'une même ligne horizontale se permutent circulairement; de même, lorsqu'on augmente q d'une unité, les termes d'une même colonne verticale se permutent circulairement.
Remplacer s par js -f — et multiplier tous les termes par a revient
à augmenter/? d'une unité; de même, remplacer z par z -\ — et multiplier tous les termes par /3 revient à augmenter q d'une unité; on a donc
Gomme on a d'ailleurs R(2 -f- w) =. - R(^)f on en déduit
et par suite
Les valeurs de :; qui rendent infinie la fonction R (:;) sont celles qui rendent infini l'un de ses termes et qui, par conséquent, satisfont h la relation
d'où
-ir-{np' 2/;)m :(//(/'- ^ -h jo/.
On peut déterminer les deux nombres entiers/? et q plus petits que n et les deux nombres entiers /?' et q\ de manière que les deux coeffîcienls
/?//— 9.p, nq' — q ! soient égaux a des nombres entiers quelconques. Il est d'ailleurs facile de reconnaître que deux termes ne peuvent devenir infinis a la fois. On en conclut que la fonction R(s) admet les mêmes infinis que la fonction X(7is), chacun au premier degré.
La fonction R(-) admet les périodes 2w, 'ù\ mais la fonction
qui satisfait aux relations
admet les deux périodes — , ^; elle a d'ailleurs les mêmes infinis que
la fonction 'k{nz)f aux mêmes périodes, chacun au degré n. En vertu du théorème de M. Liouville (n^ 161), elle s'exprime rationnellement à Taide de la fonction X(/iz) et de sa dérivée; comme elle ne devient infinie pour aucune valeur finie de X(n2), le dénominateur est constant, et l'on a
(8) /(2)=:M-»-NX'(/lZ),
M et N étant des polynômes entiers en\{nz); à cause de la relation /Iz H- - j = — /(^)> le polynôme M est impair et du degré n, le polynôme N pair et du degré n — 3 au plus. On en déduit
(9). R(z,a,P)= ^ ^ »f^il{z+p^-i-q^\:=;^M + m'(nz).
q=o p=zo
A chaque combinaison de deux racines a et ]3, différentes ou non, de l'équation binôme af = \, correspond une équation analogue à la précédente. Remarquons que, d'après la formule (19) du n^ 355, l'équation qui se rapporte à la combinaison a = ^ = 1 a son second membre égal à n\[nz). Si l'on ajoute ces n^ équations membre à membre,
chacun des termes X (z -+-/>— -f-y — j du premier membre, dans l'équation résultante, aura son coefficient nul, à l'exception du terme X(z), dont le coefficient sera égal à /i^, et l'on obtiendra la formule
. (10) x(2)==lx(/i2) + i^5^MTM>^l,
qui renferme n^ — i radicaux.
376. Voici comment on peut calculer ces deux polynômes M et N.
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Si l'on développe chacun des termes de la fonction R(z) par la formule
le multiplicateur^ étant supposé égal à l'unité» la fonction R(2) se composera de deux parties, l'une égale à une fraction rationnelle en X{z), l'autre égale au produit de V(2) par une fraciion rationnelle en X(z). Il en sera de même de la fonction /(z) ou [^(-5)]". Si Ton prend la dérivée de l'expression de'k{nz) par une fraction rationnelle enX(z) (n° 332), la valeur de V{nz) sera égale au produit deX'(j5) par une fraction rationnelle en X(2); on en déduit la valeur de X'(z) égale au produit de X'(nz) par une fraction rationnelle en X(z); la seconde partie deviendra ainsi égale au produit de \'{nz) par une fraction rationnelle en X(z), et Ton aura
A, B, C étant des polynômes entiers en X(z). La fonction /{z) ne changeant pas quand on remplace z par
r'ï rV A 11
5 -h 2/> - 4- 5^ — > les fractions rationnelles p» ^r ne changent pas quand
on y remplace \[z) par Tune quelconque des valeurs de x données par la formule (2), c'est-a-dire par Tune quelconque des racines de l'équation (i). On prendra, pour chacune de ces fractions, la moyenne arithmétique de ses valeurs, lorsqu'on y remplace X(s) successivement par les rî^ racines de l'équaiion (i); cette moyenne arithmétique, étant une fonction symétrique des racines, s'exprimera rationnellement à l'aide des coelRcients de l'équation (i) et, par conséquent, à l'aide de k^ de la quantité donnée 7 = \[nz). On arrivera ainsi à la forme (8).
L'expression trouvée de la sorte renferme, en outre, rationnellement les constantes X(a), fi. (a), v(a), a désignant les diverses quantités
ip- -\- q*—\ mais ces constantes, d'après la remarque faite au n® 374,
s'expriment rationnellement à l'aide de h} et des deux quantités X( - j» X( — j- On en conclut que les deux polynômes 31 et N, entiers par
rapport à X(/iz), renferment» en outre» rationnellement les trois constantes P, x(^V x(^).
377. La formule (lo), qui donne les valeurs de l'inconnue» renferme n^ — 1 radicaux; mais on peut les ramener à deux d'entre eux. Si Ton suppose que a et ]3 soient deux racines primitives de l'équation binôme x" = i» deux racines quelconques de cette équation pourront être représentées par a'' et j3', r et 5 étant deux nombres entiers variant de o à n — I . La fonction
(II). F(2) = [R(3,a,i)]«-[R(2, i,p]— R(^,aSp'),
qui satisfait aux relations
admet» dans tous les cas» les deux périodes — \ ^^ elle a les mêmes
infinis que la fonction X(nz)» aux mêmes périodes» chacun au degré an — r— 5 -h i; on a donc
(12) F(z)^P^QX'(/iz),
P et Q étant des polynômes entiers en \{nz). Quand le nombre r+ y est pair» le premier polynôme est impair» le second pair. Quand r -{- s est impair» le premier est pair, le second impair. Le premier polynôme est donc du degré 2/1 — r — ^ + i» le second du degré an — r— ^ — a au plus. On les calculera comme on a calculé les polynômes M et N dans le numéro précédent.
Des équations (11) et (12) on déduit
Le premier facteur du second membre est une fraction rationnelle en X(/iz) etX'(nz); de cette manière» tous les radicaux se ramènent aux
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deux seuls radicaux R(z, a, i), R(2, i» j3), et la formule (lo), après la substitution, ne donne plus que les n^ valeurs de rinconnue.
La fonction résolvante d'Abel se met sous la forme
Nous supposerons maintenant que Ton attribue k chacune des lettres
p et q les n valeurs consécutives ^^ > • • • > — i , o, -h i , . . . , "^ ■
Considérons le produit des dénominateurs; les nombres 2p donnant pour résidus par rapport à n les n nombres consécutifs —
— I, o, I,..., 5 et la fonction 9 ne changeant pas quand Targu-
ai
ment augmente ou diminue de co, ce produit est égal à
c'est la fonction 0{nz), multipliée par un facteur constant (n® 331). Nous pouvons représenter deux racines quelconques de Téquation
binôme x'' -- i par a — e "", ^ — e~ " , a et b étant deux nombres entiers. La fonction holomorphe
satisfait aux relations La fonction holomorpbe
^^(z)--e • * 2-l-/> va — ]
satisfaisant aux relations
est égale à la fonction 6t{nz), multipliée par un facteur constant (nM50). On en déduit
$(z) = Ac-^^'ô. (nz ~ 6 - - a~V
et, par suite,
Q[nz)
On connaît ainsi les zéros de la fonction doublement périodique R( 2). aux périodes !2gj, co'; ils sont donnés par la formule •
dans laquelle a et 6 sont deux nombres entiers constants, caractérisant les deux racines a et p de l'équation binôme oc" = i, p {^i q deux nombres entiers arbitraires. On déterminera la constante A en faisant
2 = — : on trouve
(6- H- rt — ) \ n n J
379. Considérons maintenant la résolvante R(2, a', /3*"'); d'après la formule (6), on a
les n'^'"" puissances des deux résolvantes R(2, a, |3), R(z, «-', p~*) sont donc des quantités conjuguées M -+- NX'(nz), M — NX'(nz). Pour avoir l'expression de la seconde résolvante, il suffit de changer les signes des nombres entiers a et 6 dans la formule (i4); 1^ constante A
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ne change pas; on en déduit
dilnz — 6 a— )6, (/i«-f-6-4-a — )
R(.,«.P)R(z,«-..i3-)^V-^ 5 'LLA 5 W,
et, par suite, en vertu de la seconde des relations (7) du n^ 329|
(iG) R(z,«,(3)R(^,«-,p-) = /i»[x»(/»^)-X^(6^-+.a^')].
Les radicaux conjugues se ramènent ainsi Tun à l'autre.
En élevant les deux membres de l'équation (16) à la n'^'"^ puissance, on obtient la relation
Si l'on pose M = n"Mo N = n^Ni, p = Xf 6- -f- a — j » cette relation devient
(17) Mî-Nî(i-r)(ï-frr)=(r'-p*)-.
Elle peut faciliter le calcul des polynômes M| et N| en y: le premier, qui est impair et du degré n, renferme coefficients; le second,
qui est pair et du degré « — 3, en renferme 5 ce qui, avec p, fait
/i + i inconnues. L'identification des deux membres donne /i + i équations entre ces inconnues. Mais la constante p est l'une des racines œ^ autre que zéro, de l'équation (i), dans laquelle on fait y = o. Comme k chaque valeur de p^ correspond un couple de polynômes M, et N,, les coefficients pourront s'exprimer rationnellement à l'aide de p^, en tenant compte de l'équation qui détermine cette quantité. On retrouverait d'ailleurs cette équation en éliminant les n coefficients des polynômes M| etN< entre les 72 -f-i équations provenant de l'identification.
Multiplication de la première période par un nombre impair.
380. Dans le Chapitre précédent, nous avons trouvé les expressions de llz, -) wM et do Xlz, w,^) en fonction de X(s, w, w'). Il s'agit
maintenant, connaissant Xlz, -9 ci>M ou Xfz» c3, ^U de trouver
Proposons-nous d*abord, connaissant y = 'klz, -, w'U de trouver X = \{z, w, «'); on a l'équation du n^^'"*' degré (n^ 349)
(18) jr(S^.^x%^0.
Les /i valeurs de l'inconnue sont comprises dans la formule
(ig) x = 'k\^z-h2p''^y
dans laquelle /> reçoit n valeurs entières consécutives. On voit, comme au n^ 372, que Téquation a des racines égales lorsque
la quantité donnée 7 est égale à =b i ou à zL 77* Quand le nombre entier -— est pair, si y = i, l'équation admet la racine simple a; = i, et toutes les autres racines sont doubles; siy = tt» elle admet la racine
a:=i-T9 et toutes les autres racines sont encore doubles. On en conclut k
que les polynômes pairs $ et $« satisfont aux deux identités
(20) $ - & ^(P, = (i - x) G% $ - ^ k, :r (P, =^ (1 - kx) H%
G et H étant des polynômes entiers du degré — ^^j et à celles qu'on en
déduit en remplaçant x par — x. Quand le nombre est impair,
on a les deux identités
(20') (S-^x9, = {i-hx)G\ $ - ^ kiX(S!, = {i -h kx) U\
Pour résoudre l'équation (18), nous nous servirons de la fonction
(•11) A{z,x)= ^ ocPlfzH-p^y
qui» comme la fonction R(z, a» |B)» satisfait aux relations Cette fonction admet les deux périodes 20), co'; mais la fonction
f{z) rr. [^(Z;]",
qui satisfait aux relations
admet les périodes — ) co'; elle a d'ailleurs les mêmes infinis que la
fonction Xfz, -? <u'j9 aux mêmes périodes» chacun au degré n. On a donc
(22) f[z) -t: oïl -4- X)/ (z, ^r 0)'^ ,
OU/ et X étant des polynômes entiers en XU» ^\ (oM 9 le premier impair et du degré n^ le second pair et du degré /i — 3 au plus. On en déduit
(a3) ^(a, a)-- S «.niz -^ P^\ = \/3It + dX,ï.'(s, ^, m') •
A chaque racine a de Téquation binôme 00" — i correspond une équation analogue à la précédente. D'après la formule (18) du n® 354,
l'équation qui se rapporte à la racine a— i a pour second membre ^-X(2, -îw'i' Si l'on ajoute membre à membre ces n équations,
chacun des termes Xlz -hp — U dans le premier membre de l'équation résultante, aura son coelReient nul, excepté le terme X(2), dont le coefficient sera égal a /i, et l'on obtiendra la formule
(.4) M.,«.co')=.f^;>.(./^c.>') ■ ,;^v^'^i^ + 5ï.>/(^,^o/)>
qui renferme n - i radicaux.
La méthode suivie au n^ 376 permet de calculer les polynômes dit et X. Si Ton développe chaque terme, la fonction Si{z) se compose de deux parties, Tune égale à une fraction rationnelle en X(z), l'autre égale au produit de W{z) par une fraction rationnelle en ^{z). Il en sera de même de la fonction f{z)= [éi{z)Y. De la dérivée de
l'expression de Xlz, -^ co'j par une fraction rationnelle en X(j5), on
déduit X'(z) égale au produit de 'k'U, -] par une fraction rationnelle
en X(jzJ; la seconde partie deviendra ainsi égale au produit de \(z, - j par une fraction rationnelle en X(jz), et l'on aura
A, B, G étant des polynômes entiers en X(:;). La fonction /{z) ne changeant pas quand on remplace z par
z 4-/? — > les fractions rationnelles -tt? -p ne changent pas quand on
remplace \{z) par Tune quelconque des valeurs de x données par la formule (19). On prendra, pour chacune de ces fractions, la moyenne arithmétique de ses valeurs quand on y remplace \{z) successivement par lesn racines de Téquation (18); cette moyenne arithmétique, étant une fonction symétrique des racines, s'exprime rationnellement à l'aide des coefQcients de l'équation et, par conséquent, à l'aide de la
quantité donnée y — X (2, ~ j et des deux constantes P et X^ ( ~ ) • On
arrive ainsi à la forme {22).
381. On peut ramener h un seul les n — i radicaux que renferme la formule (24). Désignons par a une racine primitive de l'équation binôme a?" = i et par a'" une racine quelconque. La fonction
satisfaisant aux relations
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admet» dans tous les cas, les deux périodes -^\ 0'; cfle a les mêmes
infinis que la fonction Xlz, ^\ oa'jj aux mêmes périodes» chacun au degré n — r 4- i; on a donc
P et Q étant des polynômes entiers en X (z, - ] • Quand r est pair» le
premier polynôme est pair» le second impair; c'est le contraire qui a lieu quand r est impair. Il en résulte que le premier polynôme est du degré /i — r •+- 1 , le second du degré /i — r — 2 au plus. On les calculera comme on a calculé les polynômes 3\l el x. On déduit de là
P + QVUI)
('•7) A(z,an=-j^j^A[Si[z,a)Y.
Les n — I radicaux se ramènent ainsi au radical ^(z» a)» et la formule (24)» après la substitution» ne donne plus que les n valeurs de rinconnue.
La résolvante peut être mise sous la forme (n
,= fr.-. ^{'^^Pt)
Concevons que Ton réduise les n fractions au même dénominateur, et prenons pour dénominateur commun la fonction ^Iz, -\ w'V Le numérateur» ou la fonction holomorplie
satisfaisant aux relations
<f{z + (.i')--cf{z), <plz-\--j^-e-\ « "''<f(z),
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saDce, on obtient la relation
qui a la même forme que la relation (17), et qui pourra servir dans le calcul des coefficients (les polynômes dTl/| etX|,à Taide de la constante |9|, que Ton regardera comme connue; à chaque valeur de pi correspond un couple de polynômes.
Multiplication de la seconde période par un nombre impair.
383. Le même raisonnement s'applique à la multiplication de la seconde période. En désignant par/ la quantité donnée Xfz, &>, -j et par x l'inconnue X(z, w, w'), on a Téquation du n^^'"^ degré (n® 351)
Les valeurs de l'inconnue sont comprises dans la formule
L'équation a des racines égales lorsque la quanlilé donnée j est égale à =h I ou à d: r--, quand y — \y elle admet la racine simple a? = i et
toutes les autres racines sont doubles; quand y =^ rr^ elle admet la
lacine simple x = t et toutes les autres racines sont encore doubles.
On en conclut que les polynômes a" et ^S\ satisfont, quel que soit le nombre impair n, aux deux identités
G et H étant des polynômes entiers en x du degré - —
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La résolvante peut être mise sous la forme
Concevons que Ton réduise les fractions au même dénominateur, et
prenons pour dénominateur commun ôlz, a>, — j*, le numérateur, ou la fonction holomorphe
satisfaisant aux relations
si l'on pose /3 = e" ^ , est égal à la fonction GAz — b-'» w, — ) multipliée par un facteur constant. On a donc
0,(2 — 6-1 0), — ) ,Ar-,'^'('2 — 6-» M, — )
(39) ^(z,P) = ift,-^— -^^'-.-e.e .' —L- 7;rv— -•
ri) 0)
On connaît les zéros z zz= b - \- pci) -\- q - de la fonction Si{z, ^3). En
faisant z = — 9 on trouve
La résolvante c'Jl(z, |3~*) étant égale a — c^( - :;, /3), les n"^"""^ puissances des deux résolvantes êi{z, ^), âi{z, /5 ') sont des quantités
conjuguées OîL'-r — in^'X'fz, ~ J» art' — — x'XMz, — j- On a d'ailleurs
et les radicaux conjugués se ramënenl Tun à Tautre. Si Ton pose
DtL'= (^y^'i* -^'= v^j^'^' P^"^v7i^^'l[)' ^i^ obtient la relation
analogue à la relation (3i), et qui pourra servir dans le calcul des coefficients des polynômes oïl' et X' à Taide de la constante p^f que Ton regardera comme connue. A chs^que valeur de p2 correspond un couple de polynômes.
Les trois relations (17), (3i) et (4^) ont la même forme; chacune d'elles renferme le module de la fonction donnée; elles difiërent par la signification de la constante p.
385. Remarque. — Nous avons traité le problème de la division de Targument par un nombre impair /i, en résolvant une équation du degré n'. On peut traiter la même question en résolvant successivement
deux équations du degré n. On donne j' = X(njz, w, (ù') = llz, -^^);
cherchons d'abord / = X f z, -? gjM ; c'est la multiplication de la seconde période par n (n^ 383). On a à résoudre l'équation du n*^'^^ degré
ng
F'n['-.Tç;fc)]-n[.-^-(.ï-I-»-)]=«-
La formule (37) devient
(43) l:^_l!L{y+2 yOK,', -4- Jt'. A/). .
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Les polynômes dtC^ et s((i>\ en y satisfont à la relation
(44) ^7- 7t-(i ~jr>)(i - k^r') -^(r-pî)%
Connaissant / = X( z, -^ eoM 9 on cherchera ensuite j? = X (z, o), a»') ;
c'est la multiplication de la première période (n® 380). On a k résoudre une seconde équation du nf""^ degré
La formule (a4) devient
(45) :r -^ 1^ (/ -f- 2 v^Ort. -4-^,.A0.
Les polynômes aiti et ^4 en / satisfont à la relation
(46) nlLî-x;(I-0(l-A•î/') = (/»-pî^
où /9, = X (a— 9 -1 wM 5 cette dernière constante est une fraction rationnelle de \(a-'> «, w'J • D'après les formules du n® 349, les deux constantes A| et ^ sont des fonctions rationnelles de X( ~) • Ainsi toutes les constantes qui entrent dans ces calculs s'expriment rationnellement au moyen du module donnée- et des deux constantes X(-)ïX(~):
ceci est bien d'accord avec ce que nous avons dit au n** 376.
Appliquons cette méthode au cas où n =3 3. Les deux formules (43) et (45) renferment chacune deux radicaux conjugués, qui se ramènent immédiatement l'un à l'autre, en vertu des relations (3o) et (4i); on a donc
Le calcul des polynômes n'offre aucune difficulté. L^îdenlification des deux membres de l'équation (44) ou (46) donne
JT,'. ^ PU D\L\ --^r^ -+- ipiiky, - 3)/,
On peut supposer a =1-- 6 = 1, d'où p^ = ^(|)» Pi ==^(y' |)'
Calcul de X
386. Les formules précédentes renferment rationnellement le module k et les constatâtes X' |~ ji X- (^) -, ces dernières quantités sont
deux des racines de l'équation P, ==0, à laquelle se réduit l'équation (i), quand on y faity = o, et qu'après avoir supprimé la solution a? = o on regarde x^ comme l'inconnue. Nous savons former le
polynôme pair P| du degré — ^^^ par rapport à x- ; les coefficients sont
des polynômes entiers en P, qui ont eux-mêmes pour coefficients des nombres entiers. Nous nous bornerons, dans l'élude de cette équation, au cas où le nombre impair n est premier et nous poserons n = a/n + i . Nous supposerons en outre le multiplicateur g égal à l'unité.
Les racines de l'équation F, = o, qui est du degré m{n 4- i), sont
représentées par la formule x- = \^[p--\- q^h dans laquelle/? et q
désignent deux nombres entiers quelconques. On peut remplacer les nombres p et q par leurs résidus relatifs au diviseur n, et prendre ces résidus positifs ou négatifs, de manière que leurs valeurs absolues soient inférieures ou égales km; d'ailleurs on peut supposer l'un d'eux positif. Nous obtiendrons donc toutes les racines en combinant avec ^ = 0 les m valeurs positives 1, 2,..., m de p, et avec les m valeurs positives if 2,..,, mde q les n valeurs consécutives o, db i ±2,.. . , ±m
de p. Les m premières racines sont comprises dans la formule X^f/?—) • Les mn suivantes peuvent être représentées par la formule X- ( q ^L±^_^\ ,
tiOO UVRE Vn. - CHAPITRE V.
clans laquelle t reçoit n valeurs entières consécutives; car les n multiples consécutifs du nombre 2q premier avec n donnent pour résidus par rapport à n les n nombres o, d= i, dz a,..., dbm; de cette manière, nous disposerons les m(n 4- 1) racines en n + 1 suites, comprenant chacune m racines. Les racines de la première suite sont données
par la formule X' (/'")> ^^^^ laquelle p varie de i km; celles d'une
autre suite par la formule X^ Ip - — ^-- ) t dans laquelle l est un nombre constant et p varie de i à /n. Désignons, en général, par f Tune des /i-h I quantités -> ^5 les m racines d'une suite quelconque seront
(47) ^'(0. X>(2e), XH3e),..., l'{mt).
Remarquons que, si Ton remplace £ par a£, a étant un nombre entier premier avec n, ces m racines se reproduisent dans un autre ordre.
387. Cela posé, appelons Ç une fonction symétrique et rationnelle des m quantités de la suite (47)f <^t concevons que dans cette fonction on remplace les quantités X'( a e), X'(3e), ..., X' (me) parleurs expressions rationnelles à l'aide de k^ et de X^(e], d'après les formules relatives à la multiplication de l'argument, § sera une fonction rationnelle de i^ et de X^(s), que nous désignerons par F[X^(£)]. Supposons que, dans l'expression de la fonction §, on remplace e par ac, a étant un nombre entier, positif, inférieur ou égal h m; comme nous venons de le remarquer, les m quantités de la suite (47) se permutent, et, par conséquent, la fonction symétrique Ç de ces/71 quantités conserve la même valeur; on aura donc
Ainsi, la fonction F (a;') jouit de celte propriété de conserver la même valeur, quand on y remplace x^ par Tune quelconque des m racines d'une même suite. La fonction ^ est donc égale à la moyenne arithmétique des valeurs de la fonction F, portant successivement sur les m racines de la suite, et l'on a
La quantité £ ayant n + i valeurs diflerentes» la fonction \ a ellemême n + I valeurs différentes, une pour chaque suite. La somme de
ces n -h I valeurs de |, savoir — 22F(a7^), est une fonction symétrique
et rationnelle des Tn{n h- i) racines de l'équation P, = o; elle s'exprimera donc rationnellement au moyen des coefficients de cette équation, c'est-k-dire au moyen de A^.
Toute autre fonction symétrique et rationnelle des m quantités de la suite (47) jouira des mêmes propriétés; elle aura n + 1 valeurs, dont la somme s'exprimera rationnellement au moyen de A:^ Telles sont les
fonctions ^^,^\ On en conclut que les coefficients A,,Ao....,
A„+, de l'équation
(48) g"^' -+- A.Ç" -4- A.^" - -h ,. . . , -h A„^. rrr O,
du degré n + i, qui admet pour racines les n + i valeurs de |, sont des fonctions rationnelles de K^.
Une autre fonction symétrique et rationnelle 19 des quantités de la suite (47) satisfera k une équation analogue à la précédente ; mais, comme a chaque système de valeurs de k^ et de Ç correspond une seule valeur de ifj, on conclut, d'après un raisonnement parçil a celui du n^ 182, que )} s'exprimera rationnellement au moyen de k^ et de ^.
388. Considérons maintenant l'équation (49) w" - B, le- ' 4- B,tt'" ' — ,..., zt B« — o
du degré m, dont les racines sont les m quantités de la suite (47)- D'après ce que nous venons de dire, les coefficients B*, Bo,..., B,„ de l'équation, étant des fonctions symétriques et rationnelles de ces quantités, s'expriment rationnellement au moyen de k^ et de ^.
Cette dernière équation peut être résolue par la méthode d'Abel. Appelons, en effet, a une racine de l'équation binôme a?'" = i,etr un nombre entier, inférieur a n, et qui soit racine primitive de ce nombre premier n. Puisque i"'^ ou r^"' donne le résidu 1 par rapport au diviseur n, r"* donnera le résidu — i ; il en résulte que les puissances /^, r*, r-,..., r"'-' donnent pour résidus les m premiers nombres
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ly 2,..., m, affectés chacun de Tun des signes + ou — ; d*aprës cela» les m quantités de la suite (47) seront représentées par la formule x^ =:X'(r'£), dans laquelle on attribue à Texposant s les m valeurs
O, I, SfM ^ — ï-
La fonction
(5o) ^ ^(£,a)= y a'V{iH)
satisfaisant a la relation
la fonction /(e) = [^(s)]"" satisfait à la relation
/(re)=/(e).
Si Ton remplace les quantités X^(r'6) par leurs expressions rationnelles au moyen de k^ et de X^(€), comme nous avons fait précédemment, la fonction ^(s) deviendra une fonction rationnelle de iP et de X'(e}: il en sera de même de la fonction /(e); nous désignerons cette dernière fonction, ainsi transformée, par i|;[X'{6)]. A cause de la relation/(r' s) =/(£), la fonction ^ conserve la même valeur quand on y remplace la racine X^(e) par une autre racine quelconque X^(r'6) de la suite (47)- La fonction/(e) est donc égale à la moyenne arithmétique des valeurs de la fonction ^ portant successivement sur les m racines de la suite, et Ton a
Le second membre, étant une fonction symétrique des racines de Téquation (49)» s'exprimera rationnellement au moyen des coefficients de cette équation : ce sera donc une fonction rationnelle M de P et de ^. On en déduit
.Ç:=ii
A chaque racine de Téqualion binôme x^" = i correspond une équa-
tion analogue à la précédente. Le second membre de l'équation qui se rapporte à la racine ol^i est égal à la somme des racines de Téquation (49)» c'est-à-dire à B,. En ajoutant membre à membre les m équations ainsi obtenues» on arrive à la formule
(52) ii:_.a:'^XMe):^~(B, -hi^M),
qui renferme m — i radicaux.
On ramène ces radicaux à un seul en observant que, si a est une racine primitive de Téquation binôme af^ = 1, l'expression
est une fonction symétrique des racines de l'équation (49) et, par conséquent, une fonction rationnelle de k^ et de Ç.
Ainsi, la résolution de l'équation P, = o du degré /7î(/i -f- 1), par rapport a l'inconnue o?^, est ramenée a la résolution d'une équation (48) du degré n + i par rapport à une inconnue auxiliaire Ç, de telle sorte que les valeurs de x^ s'expriment par des radicaux à l'aide des n -h I valeurs de ^.
389. Etant donnée une fonction elliptique X(z, k)^ dont le multiplicateur est égal à l'unité, nous avons vu (n'' 363) que la division par un nombre impair et premier n de l'une quelconque des périodes définies par les relations (40 du n^ 360 donne n + i fonctions différentes, savoir: la fonction Xfz, ~> u j et les n fonctions X(z, w, - — ^-^j» t recevant n valeurs entières consécutives. Si l'on désigne, comme précédemment, par £ l'une des /i-hi quantités -> — ~- > on déterminera le module ^1 et le multiplicateur g^ de ces diverses fonctions par les formules
établies aux n°' 349 et 351. Le carré k\ du module ^,, étant une foncée.
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tion symétrique et rationnelle des m quantités de la suite {^'j) ei ayant n -^ I valeurs, satisfait a une équation du degré n -h i» dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de k^. On pourra s'en servir comme d'une inconnue auxiliaire pour résoudre l'équation (49)- I^e multiplicateur g^ , qui est aussi égal à une fonction symétrique et rationnelle des quantités de la suite (47)* s'exprimera rationnellement au moyen de k- et AJ. Les polynômes ï et $<, (P'etî^j, entiers par rapport à la fonction donnée \{z, k)^ et à l'aide desquels on obtient les
fonctions X(jz, -"-? «'j? X(z, o), - — ^-^j» ont pour coefGcients des
fonctions symétriques et rationnelles des mêmes quantités; ces coeffi* rients s'exprimeront rationnellement an moyen de k^ et k'j.
CHAPITRE PREMIER
FORMULES DE TR A NSFORM ATJ OI«.
390. Dans le Chapitre I du Livre VI, nous nous sommes proposé, étant donné un polynôme Y du quatrième degré eny^ de trouver une
fonction rationnelle j^ de x^ telle que Texpression différentielle - ir se
transforme en une autre —-9 X étant un polynôme du quatrième degré
en Xf et nous avons examiné spécialement les transformations qui donnent au nouveau polynôme X la forme canonique (i — x-) (i — k^x^). Supposons maintenant que les polynômes X et Y aient tous deux la forme canonique, et considérons Téquation différentielle
Si Ton y joint la condition initiale y = yo pour x =^ 09 cette équation définit une fonction y de x. On donne le module k; lorsque les deux quantités g^ et k^ sont prises arbitrairement, la fonction/ de x est, en général, transcendante. Âbel s'est proposé de rechercher dans quels cas j^ est une fonction algébrique de x, et de la déterminer {Œuvres complètes) .
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Désignons, pour abréger, par à^ le second radical, par A,^ le premier, et posons
d'où
nous aurons
(2) x—llzyiyk), r—Mz-]-a,gi,kt),
Soit {2cùf cù') un couple de périodes elliptiques de la fonction x, dont le module est k et le multiplicateur égal à Tunité, (26^1, o'J un couple de périodes elliptiques de la fonction y, dont le module est i^ et le multiplicateur ^f. A une valeur de x correspondent les deux séries de valeurs de z représentées par les formules z -4- 2m « -h /n'o)', cù — z-^ 2/n&) 4- m'cù\ où m et m! sont des nombres entiers quelconques; pour qu*à ces valeurs correspondent un nombre fini de valeurs dey, ii est nécessaire que certains multiples de 2^1; et de a>' soient respectivement égaux à des sommes de multiples de 2^1 et de a)'|, et, par conséquent, que les réseaux construits sur les deux couples de périodes aient un réseau de sommets communs (n^ 175). On doit donc avoir entre ces deux couples de périodes des relations de la forme
au -j 2rta) -1- b(ô' --- 2a, ck)i -i- 6i w', , H' :-- 2 a' a) -f- b'oV -- 2a\ o), H- //,a/, ,
a, by, . , étant des nombres entiers, et :^lî, Q' les périodes d'un réseau formé de tous les sommets communs. Nous avons vu (n** 177) que, réciproquement, lorsque ces conditions sont remplies, les variables j? ai y sont liées par une équation algébrique du degré p^N, par rapport à X et du degré 2N par rapport à y, N et N, étant les déterminants _- [ab' — ba')^ ± (a, b\ — i, aj. Les coefficients de i dans les deux
rapports —5 ~- étant positifs, les deux déterminants ont le même
signe; on peut les supposer positifs.
Nous avons démontré (n^ 176) que, lorsque deux réseaux (2co, w'^\
(a(k)|, r»i\) admetteni un réseau de 'sommets communs, il existe un réseau (26, £') auquel appartiennent tous les sommets des deux réseaux proposés, de sorte que Ton a
i(ù - 7,pz \-qe', 2w, -r 2|>, e -f- Çiê', w' ■—. 'kp't -H q'z y (ù\ =^ 2/>', € -f q\ e',
PfÇ,... étant des nombres entiers, et, quand la maille de ce réseau (2s, $') est la plus grande possible, les déterminants pq' — qp\ p^q^ ~ q^p^ sont égaux respectivement à N| et à N. En vertu du théorème du n" 179,
la relation qui existe entre les deux fonctions paires X f - 4- 2, e, £') >
Xf- -I- z, 0), w'j est du premier degré par rapport à la première et du
degré N| par rapport à la seconde; il en résulte que la fonction
u = Xr "" " 4-5,6, é'j est égale à une fraction rationnelle du degré N,
par rapport à la fonction œ = 'k{z, «, «'). De même, la fonction
V = \(ill^ _|- 5; _u a, 6, e'j est égale à une fraction rationnelle du
degré N par rapport a la fonction y= X{z 4- a, w,, w'J. Désignons par ki et g^ le module et le multiplicateur de la fonction X(z, £, e") ; si
1 on pose Ç = '4- z, a :r:= h a, on a
M -nX(Ç, £,€'), C:^X(Ç H- «',£,£'),
d'où
,-, i/A,/i4-/iA,w
en appelant Ma constante X(a', £, £'). Telle est la forme sous laquelle on peut mettre la relation algébrique qui existe entre x et y; le premier membre est une fonction rationnelle dey, le second membre une fonction rationnelle de x et d'un radical carré^ portant sur un polynôme entier en x. Le problème d'Abel revient ainsi a la recherche des fonctions rationnelles u de a: et (^ de y, satisfaisant aux équations différentielles
du dx dv __ dy
^aAiM Aar 8\^^^ ffi^'jr
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Dans la première équation, on donne k^ et il faut déterminer ^9, k^ et la fonction u de a? ; dans la seconde, g^ et k^ étant connus, il faut déterminer ^,, ^1 et la fonction v de 7.
391. Ordinairement, on donne le nom de transformation à la résoTution de cette question particulière : trouver une fonction rationnelle jk de œ qui satisfasse ^ Téquation différentielle
dans laquelle le module k est connu, et les deux constantes g^ et k^ inconnues. Jacobi a donné, en même temps qu*Abel, la solution de ce problème ( Fundamenta nova) .
En désignant par a une constante, nous avons vu que œ ei y sont des fonctions elliptiques d'une même variable auxiliaire z,
(2) x.-X(-ï, i,/i), r=^(«-+-«»ff«>*'t),
et nous avons appelé (20^, a>') un couple de périodes elliptiques de la première, (aa>i, iù\) un couple de périodes elliptiques de la seconde. Pour que Téquation entre xety soit du premier degré par rapport à y, il est nécessaire, d*abord, que le nombre N soit égal k i et, p;ir conséquent, que les deux réseaux (ao, a>'), (2Û, Ù') coïncident; on doit donc avoir
A une valeur de x correspondent deux valeurs z et w — z de la variable :;; il faut que les deux valeurs correspondantes de y^ savoir :
X(-8 -f- a, 0),, &)',), A [w -f- 2a — (2 -4- a), Wi, &/,],
soient égales, ce qui exige que la constante a soit de la forme
(5) a--- - (rt -- i) 6-/ 4-Pw, -+- flf -»
;? et 9 étant des nombres entiers.. Quand ces conditions sont remplies,
y est égal ^ une fonction rationnelle de x\ le déterminant positif n = ah' ^ ha' indique le degré des polynômes entiers qui composent la fraction, ou du moins le degré de celui des deux polynômes qui est du degré le plus élevé; c'est ce qu'on appelle le degré de la transformation.
392. Nous ferons d'abord quelques remarques qui abrégeront la discussion :
i^ L'équation différentielle renferme les modules k et k^ seulement au carré; par conséquent, si, dans une solution du problème de la transformation, on remplace^ par — k ou k^ par — ^i, on obtient une autre solution de la même équation différentielle.
2^ L'équation différentielle ne change pas quand on y remplace x par — a? ou ^ par — j, et en même temps g^ par — gn le module A-, restant le même. Elle ne change pas non plus lorsqu'on remplace x
par 77- ou y par t— » et g^ par ±5^1, le module k^ restant encore le
même. Si donc on opère l'une de ces substitutions dans une des solutions du problème de la transformation, on aura une autre solution de la même équation différentielle.
3^ Les diverses valeurs du module cherché k^, qui, dans les transformations du même degré, correspondent à une même valeur de k, sont réciproques deux à deux; car, si une fonction rationnelle j^ de x satisfait à l'équation (1), la fonction j'= ^,7 du même degré satisfait à l'équation différentielle de même forme
dans laquelle le nouveau module est r- et le nouveau multiplicateur g^k^\ c'est une autre solution du problème de la transformation. De même, si Ton pose x = -r^ l'équation (1) devient
dy dx'
f s/c--.t')ï«-À-îr'") y/(,-x'.)^,_ i.^'.)
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D*aprës cela, si Ton considère les transformations relatives aux équations (r) et (7), dans lesquelles le module donné a des valeurs réciproques, les valeurs du module cherché ^, seront les mêmes; mais il est clair que, si, dans les solutions de la première équation, on remplace
simplement k par -p on obtient celles de la seconde; comme on revient
de celle-ci à la première en remplaçant x' par kx^ il en résulte que,
si, dans une solution de l'équation (1), on remplace i( par 7 et j? par ilj:,
on obtient une autre solution de la même équation.
393. Nous distinguerons plusieurs cas dans le problème de la transformation, suivant que les nombres entiers a et i^ sont pairs ou impairs.
Premier cas : a impair, b pair. — Les valeurs de a sont de la forme
/î'co, -^ ^ — -, elles se réduisent aux quatre valeurs o, w,, — > «, -h — ;
les deux premières donnent des fonctions y égales et de signes con-
traires, et de même les deux dernières; aux deux valeurs a = o, a= -^
correspondent des fonctions qui se déduisent l'une de Tautre par la
substitution tt-' le module k^ restant le même; on pourra donc se
borner à l'hypothèse a = o. Quand on aura trouvé les transformations qui s'y rapportent, on en déduira les autres par les substitutions —y
et d
Deuxième g^s : a pair, b impair. — Les valeurs de a sont de la
forme [ip'-^i]— h ['iq' -^ O't^» ®''^^ s® réduisent aux quatre va-
leurs =h ~ zh -^; il suffira de chercher les transformations fournies
par l'hypothèse a = — -f- V? les autres s'en déduiront par les substitutions ~7, -^• Troisième c\s : a et 6 impairs. ^ Les valeurs de a sont de la forme
/?'«, -h (^^r'-f- 1) '^j il suffira de considérer l'hypothèse a==-j-' Mais
nous remarquons que ce troisième cas donue les mêmes transformations que le précédent; car, si Ton met les relations (4) sous la forme 2(ù = 2{a — 6)a), -*- 6(201 -h o'j), «'= î2(a'— i')0| -h 6'(2a), -f- w'J, le nouvau. coefficient a— b devient pair; les fonctions de transformation X(z, w,, w'j), X(j5, (V)|, 2w, -h (ù\) sont égales et ont des modules é^aux et de signes contraires.
Quatrième cas : a et b pairs. — Les valeurs de a sont de la forme i^p'-h ï)-^ -h q' — \ elles se réduisent aux quatre valeurs lL ~>
± ~ H — !•• 11 suffira de considérer Thypothëse a = —
Transformations du premier degré.
394. Nous nous occuperons d*abord des transformations du premier degré, ce qui revient à supposer ab'— ba'= i. Le quatrième cas ne se présentant pas et le troisième rentrant dans le deuxième, il suffit d'examiner les deux premiers.
Premier cas : a impair, b pair, a = o. — Le nombre b' est impair. Soient a = 2a, -hi, 6 = 26,, b'= ^b\ ^ i; les relations (4) deviennent
(ù = {2at -h i)wi ■+■ 6i «',, «'= ?a'wi +(26', ■+■ i)w',.
Les deux fonctions j = X(5j, w,, w'J, a? = X(z, w, w'), ayant les mêmes zéros et les mêmes infinis, sont dans un rapport constant.
i® 6, = 262- — En faisant jz — -> on trouve que ce rapport est égal
k liz 1; en faisant z = ^^—^ on trouve A, = dz A; on a ainsi la première transformation
{a) kx^k, gv — i, r — x,
k laquelle nous joindrons celle que Ton en déduit par la substitution
— /, savoir : A, = ^, ^, = — i , j= — a?. La substitution -, — donne la transformation corrélative
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à laquelle nous joindrons de même celle qui s'en déduit par la substitution — j, savoir: A, = A, ^, = db i, y = — tt--
2"* 6, = 262 -h 1 . — En faisant z = , on trouve que le rapport-
est égal à iti A; en faisant ensuite z = -^ on trouve it, = di ri on a
ainsi la seconde transformation
et la corrélative
et celles que l'on en déduit par la substitution —y.
Deuxième cas : a pair, h impair, a = — ^ T* i~ Soit j^ = ç-\
en faisant s — o, on a a? = o, 7= X(~ -^ ^-î S^m *•) = -^ (n®365), et par suite A = -;=• Le nombre à est impair, mais V est pair ou
impair.
I® h' pair. — Soient a = 2a,, i = 26, -h i, a'= 20^ -h i, 6'= 26',.
Si Ton remplace z par a 4- — > a? se change en 77-' J en —7, et Ton a ridentité
I -f- Cx "" C A
d'où Ton déduit C^ ^ X, B = — AC, et la fonction de transformation
devient
Supposons d'abord que les trois nombres ai, a\, H^ soient pairs; à
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cause de la relation ab'— hà =i^ le nombre h^ sera impair. Pour
z = -, on a
et par suite
Faisons maintenant
2 — '• — -j -^- ^\ ^' ayant une valeur trèspetite, et développons en séries suivant les puissances de z'\ en négligeant les puissances supérieures à la première, nous aurons (n^ 365)
et par suite
l'identification donne
On obtient ainsi la transformation
Les autres combinaisons de nombres entiers se ramènent à la précédente, à Taide des transformations du premier cas. Considérons les
fonctions 7i = ^i (^ + 7 -»- j-) > ^2 = ^2 (^ + ~ + x) ' ^^^ correspondent aux deux couples de périodes définies par les formules
($}\ =^ — 2rt' û) -h atù'f (ù\ = — 2a', û) -f- «, 0)',
dans lesquelles les nombres homologues a et a,, 6 et 6,, a' et a^,
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V et h^ sont en même temps pairs ou impairs. La quantité
Gt)t — 6)
est de la (ortne ptù -h y— » et par suite de la forme /'«u, -H ^i ^^ p»'Çi
/?!, y, étant des nombres entiers. Si Ton pose z = ^ "" T "^ ^'* ^°
aura donc
j^, = X,(z' ), j^, ~ hiz'-hpt w, -+- j, Y j •
L'expression de y^ en fonction de 7, rentre ainsi dans le premier cas de la transformation.
En faisant subir à la fonction (c) la transformation {b), on obtient la nouvelle fonction
1 4- ^Ar i-hx^k
dont le module est réciproque du précédent. Par la substitution -r-, on en déduit les transformations corrélatives
\jk i-hx\fk
— \]k i-^x\lk
sent des précédentes
On a, en outre, les quatre fonctions qui se dédui par la substitution —y.
a® b' impair. — Ce cas se ramène au précédent. Si, dans une solution du problème de la transformation, on remplace k par — k, il est clair que Ton obtient une autre solulion de la même équation différentielle. Ceci revient à remplacer X(z, w, w') par la fonction égale X(z, 0), 2CÙ -h w'), qui a un module égal à celui de la première et de signe contraire; mais, si les nombres b et b' sont impairs, dans les relations (4) mises sous la forme
2 0) = 2a&)i -f- éo)', , 2(i) -h «'= 2 (cl 4- a') û)i -f- (6 4- 6')ck)',,
le nouveau coefficient 6 + 6' est pair. Ainsi les solutions qui se rapportent au cas actuel se déduisent des précédentes par le changement de ^ en — ^; on obtient de la sorte les deux nouvelles transformations
\i-\'iylkj ^ ï — i^ki-hix^k
tr\ L. /ï-+-'V^\' j-'/' ' /T\i x — i^Jk i — ixsJTi (/) *t = ( r^ U g^.=±-(i-iv^/r), r= r^ ^. .t^
qui se rapportent k deux modules réciproques» et les deux corrélatives
I -i- 1 y/Zr I -f- IX ^/r i — isjk î — ix
(/., k,=(i±i^)\ g,=±i{r-i^y, y.=i=l}l^i±lfL
et, en outre, celles qui s'en déduisent par la substitution —y.
Transformations d'un degré impair,
395. Nous avons vu déjà (n® 393) que le troisième cas rentre dans le second. Une transformation du premier degré ramène le second cas au premier. Si Ton considère» e*n effet» la fonction u = 'k{z^ ci>2» o,), relative au couple des périodes 2cù2 = w', , w'^ = -— 20, équivalent au couple 2a>i, c>)\» on remarque que la fonction^ = X(z + a, a>,» ca'J est égale à une fonction rationnelle de u du premier degré; en appelant A:, et gi le module et le multiplicateur de la fonction i/» on a, d'après la formule (c) du numéro précédent»
^-(tttI)'* ^■==^i*-(-^-)-- ''=
I -4- ^ki I — U ^îi I — ^Ttl I ■+- u ^kt
Mais les relations (4) deviennent
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le premier coefficient étant actuellement impair, le second pair, Texpression de u par une fraction rationnelle en x rentre dans le premier cas de la transformalion.
Ce premier casse subdivise en deux, suivant que b est de la forme 4^i ou 4^1 + a- On ramène le second cas au premier par une autre transformation du premier degré. Considérons, en effet, la fonction u = X{z^ Os, 0)',), relative au couple des périodes 2a>2 = aco, + auj, (ù\ = <ù\ équivalent au couple 2a>i, <a\^ et désignons par k^ et g^ son module et son multiplicateur; on a, d*aprës la formule (fr), -
Les relations (4) deviennent
aG) = aaa)s -f-(6 — 2a) Gj',, &)'= 2a'û), 4- (A'— 2a')ea',:
le second coefficient est maintenant de la forme 4^i* Ainsi les transformations fournies par les valeurs de b de la forme 4^i + a présentent des modules réciproques de ceux qui se rapportent aux transformations fournies par les valeurs de b de la forme 4^i-
396. Étudions d*abord les transformations d'un degré impair n. Le quatrième cas ne se présentant pas, il sufBt, d'après ce que nous venons de dire, de supposer a = aa, +i, 6 = 4^i» ^ = o, ce qui réduit les relations (4) ^
(8) wi= (aa, H- i)6i), -4- ?.6, Cl)', , ck)'^:^ ao'a), H- 6'w',;
les quatre nombres entiers qu'elles renferment ne sont assujettis qu'à la condition
Considérons tous les systèmes de nombres entiers dans lesquels les deux nombres aa, + i et i| admettent un même plus grand commun diviseur /i', qui sera nécessairement un diviseur de n\ posons n — /iV, 2a,-f-i = n'(2a2-f 1), bt^n'b^; la première des relations (8) devient
— - — (2a, -4- |)gj, -h 26,01)'
et la couditioD (9) se réduit à
(ni) (2rt, 4 1)6'— 4^3û' - /i'.
Les nombres 203 h- i et 4^2 étant premiers entre eux, on peut déterminer deux nombres d* et ih" -\- i satisfaisant à la relation
(11) ['la^ -f- \)[ih" -v- i) -- 4*i«''- - I-
Si Ton pose
û)'' =17.0!* (ùx -f- { 2 6'' -f- I ) ûj', ,
on voit que le couple des périodes (ci>f,c«)'J est équivalent au couple
y—.'i w"U que les fonctions X(z, wi, a)'J,XU, ^,î w'Vqui ont mêmes
zéros et mêmes infinis, sont égales, ou égales et de signes contraires, et que leurs modules sont égaux, ou égaux et de signes contraires. Des relations (10) et (11) on déduit
/ étant un nombre entier. En remplaçant d' et ih"-s- 1 par leurs valeurs tirées de ces dernières relations, on trouve
II" n n"
et l'on arrive à la formule
pareille à celle du n^ 361 . Mais, ici, la lettre i désigne un nombre entier quelconque; car, quel que soit /, en prenant arbitrairement les deux nombres ia^ -h i et 62 premiers entre eux, on déterminera les deux nombres 26" -1-1 et d' par l'équation (11), puis les deux nombres al et V par les équations (12); Téquation (10) en résulte, et par suite Téquation (9). Ainsi, lorsque n est impair, les fonctions représentées
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par la formule (i3)^ et celles qu'on en déduit par des transformations du premier degré, donnent toutes les transformations rationnelles du degré n.
397. Nous avons vu, au n"" 363, que les fonctions données par la formule (i3) pour /i'' valeurs consécutives de /sont, non-seulement différentes, mais encore que deux d'entre elles ne peuvent être dans un rapport constant; nous avons vu aussi qu'il en est de même pour celles qui sont fournies par deux modes de division différents du nombre n. On en conclut que le nombre des transformations du degré n, du genre de celles que nous cherchons maintenant, est égal à la somme des diviseurs de n.
Nous les partagerons en deux classes : celles qui sont données par les valeurs de t qui n'ont pas de diviseur commun avec n' et /i", et celles qui correspondent aux combinaisons dans lesquelles les trois nombres n\ n'\ t admettent un plus grand commun diviseur. D'après ce que nous ayons dit au n'^ 362, les premières sont égales à
±\ fz, —, 0)', ) ou à =bX (z, a)|,— j -, elles proviennent de la division
par n de l'une des périodes des couples (30)1, co'J définis par les formules (40 du n^360. Considérons maintenant les combinaisons dans lesquelles le plus grand commun diviseur des trois nombres n\ n!\ t est égal à A, et soient n'^hn\ , n":= hn\ , n = h^rii^ / = A/,; on obtiendra les fonctions correspondantes
\ fin, hn, / \ n, /i,
en divisant par /i, Tune des périodes des couples (20.),, w'J et multipliant ensuite l'argument par h. Cette deuxième classe ne se présente pas lorsque les exposants des facteurs premiers du nombre n sont tous égaux à l'unité.
Lorsque le module donné k est fini et différent de zéro, les deux périodes particulières 2w, w', déterminées par des intégrales définies (n°22l), ont des valeurs finies différentes de zéro, et leur rapport est imaginaire; il en est de même des deux périodes de chacune des
fonctions représentées par la formule (i3), et, par conséquent, ces fonctions ont toutes des modules et des multiplicateurs finis et différents de zéro.
398. Nous ferons encore remarquer que les carrés des modules de deux des fonctions représentées par la formule (i3) ne peuvent être égaux ou réciproques, quel que soit le module donné k. Cherchons d'abord la condition pour que deux fonctions elliptiques
aient leurs modules égaux, ou égaux et de signes contraires. Si Ton avait kt = ± k, les deux fonctions
(i4) Mz,(ù,(ù')z='k{gz,k], Xz, ^w,,^ cù\)=z'k(gz,k,),
seraient égales, et leurs périodes satisferaient à des relations de la forme
avec la condition (4 a -m) (4i'-i-i) — l\ba' ^\, En désignant par /? et p, les rapports — ? — » on aurait
*^^ fit) (ùx
. Av 2a'-4 f46'H-i)p
Cette condition est suffisante; car, lorsqu'elle est remplie, on peut déterminer la quantité^'? de manière que les équations (i5) soient
vérifiées; les deux fonctions (i4) sont égales, et l'on a Xi| = + ^.
Si Ton avait ^i = dz t» puisque la fonction X(z, w, — w', , w'J est
égale à X f ^1 *i 5j, 4- ] > la fonction
serait égale a la première des fonctions (i4). et l'on arriverait à la condition
/ , Pi ?.«' -f- (4^'-^ OP
' I — Pi (4« -+- ij-^ 2^p
Considérons maintenant deux des fonctions (i3), savoir
/ (ù' -h lt -\ ( ft)' -4- 2/, -,-
Pour que leurs modules fussent égaux, ou égaux et de signes contraires, quel que soit le module donné k, il faudrait que la condition
a/.V/i', p _ 2 [a' w'' -4- (46' -I- i)/] -i-f46'-f-i)/i'p n*. ~" [(4«-riK'Hr4/>/J'4-26/i'p
fût vérifiée, quel que soit j9, ce qui ne peut avoir lieu que si 6 = o, el, par suite, a~ h' ~ o, n\ ~ n, n\ = n'\ tf z= t -\- a! n!* \, et alors les deux fonctions seraient égales. Pour que les carrés des modules fussent réciproques, il faudrait que la condition
_ 2 '.l^y. P i{dn!' -\-[ 4 6;_H i>/]-f- (46^H-i)n^p
( w* —2 /7) —ri.f^'" [4« -^- ï)'*" 4- 4 6/] -f- aén'p
fût vérifiée, quel que soit p, ce qui est impossible, puisqu'on ne peut avoir l\l) -\- \ - - 2/>.
399. Il est facile de vérifier que les fonctions dont nous venons de parler satisfont bien aux conditions qui servent de base à la méthode (le Jacobi (n^ 260). Considérons, par exemple, la fonction (n*^ 349)
on a ici
Y s\[\ r;:(i-hr)(i --/r.r)(' + /'".r).
el, après la substitution,
V V ^ J^ v^(U^"- ^'-i ^^Jt\)'(a^ H- g;^ ^a\)(i' -- ^. /r. ^<Jt\){a' -f- .if. /r."x¥;).
D*aprës les identités (20) ou (20)' du 11° 380, chacun des quatre binômes placés sous le radical est égal au produit d*un facteur du premier degré en x par un polynôme carré parfait; on a donc
M étant un polynôme entier en x du degré 2n — 2.
Il en est de même des transformations relatives à la multiplication
de l'argument. So\t y = 'k{nz)= ^^ {n'' 332); on a
Y =rn»(i~r)('-^r)(' -*•/)(> -^*-r)»
après la substitution
et, en vertu des identités (3) ou (3)' du n® 372,
M étant un polynôme entier en x du degré 2/2- — 2.
Transformations d'un degré pair.
400. Étudions maintenant les transformations d'un degré pair. Soit n = 2^/1,, /2| étant impair. Les trois premiers cas de la transformation se ramènent, comme nous l'avons dit au n^395, à celui où a =2^1-1-1, 6 = 4^1» « = o. Considérons les systèmes de nombres entiers satisfaisant à la relation (9) , et dans lesquels les deux nombres entiers 2a^ + I et 64 admettent un même plus grand commun diviseur n\ qui sera nécessairement impair et diviseur de /i,; en posant /i, = n'n" et raisonnant comme précédemment, on arrivera à la formule
(18) ;frz='k\z,-^
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dans laquelle t désigne un nombre entier quelconque. A chaque diviseur nf de /i| correspondent ainsi ^^n" fonctions^, et, par conséquent, le nombre des transformations rationnelles de cette sorte est égal à la somme des diviseurs de /i| multipliée par 2^.
Il nous reste à examiner le quatrième cas de la transformation, celui
où les deux nombres aei b sont pairs et a = — • Considérons les systèmes de nombres entiers vérifiant la relation ab'— ba!= n, et dans lesquels les deux nombres a et fr admettent un même plus grand commun diviseur ^''n'; l'exposant r sera égal ou inférieur k A, et le nombre impair n' un diviseur de n^. Posons a = 2'*a,, b=^orb^^ Tun des nombres a^ et b^ au moins étant impair. Nous commencerons par diviser la première période r fois successivement par n. La première des formules (19) du n® 77 donne
d'après les formules du n^ 366, on en déduit
a:, =rA(z -f- Y' T' " ) = ? u\ 1 > **' = — T-T/» ff •=>-+-** t
\ 4 * / I — (i — /f')j?* i-f-Ar' ®
^f et g^ étant le module et le multiplicateur de la fonction x^. Si Ton pose z, = z -4- ^, on aura de même
^3 et g2 étant le module et le multiplicateur de la fonction ^2- On posera ensuite z. ^ z^ -\ — - » 23 = Zo -f- ^ ? - • » et Ton continuera de
cette manière jusqu'à la fonction
Xr-^l [Zr-. + ;^» ^' ^>') -^^(Ç, 7.' '->').
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Mais on a
et» si l'on pose
on aura à chercher la relation entre les deux fonctions Les relations (4) deviennent
a — = afli Wi 4- fti w', , w' = aa'wi -4- fc'o)', ,
avec la condition q^ b'— b^ a'= 2^'^/!,. La nouvelle constante a' a la forme voulue pour que y soit égal à une fraction rationnelle en Xri Tun des nombres a^ et b^ étant impair, on est ramené à Tun des trois premiers cas de la transformation. On obtient ainsi les fonctions représentées par la formule
et celles que Ton en déduit par des transformations du premier degré.
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CHAPITRE II
EQUATION MODULAIRE
Existence de V équation modulaire.
401. Nous nous occuperons spécialenient du cas ou n est impair et premier. Dans ce cas, la formule (i3) du n® 396 donne n -fri fonctions de transformation, savoir : \{z^ -? eoM et les n fonctions représentées par la formule Xfs, w, ^-^ ji dans laquelle / reçoit n valeurs entières consécutives ; mais nous mettrons ces dernières sous la forme X ( z, w, ^ — -\ • Si Ton désigne par € Tune des n -h i quantités — » — 1 les modules de ces /i 4- 1 fonctions sont donnés par
la formule
Nous poserons \k - w-, V^-, - r-, et nous définirons les n -f- i valeurs de {^ par la formule
I V— U" TT '-/ z:z U TT ---" -
^ ' 11 v{pe) 11 &3{/>£j
d'où Ton déduit
*■•' - ,r - 11 v{pr,
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Si dans l'expression de^. ^ déduite des formules (i4) du n** 332,
relatives à la multiplication de Targument, on remplace z par^£, et si Ton remarque que cette quantité devient égale à i» on obtient Texpres-
sion de~^ par une fraction rationnelle en k^ et X* {pî) ; chaque valeur de Ç est donc une fonction symétrique et rationnelle des ~^— quantités
2&) « Ot)
Grâce h la substitution de — à - dans l'expression du premier module, cette fonction ne change pas quand on remplace s par aï, a étant un nombre entier premier avec n. On en conclut, d'après le raisonnement du n** 387, que les /i 4- i valeurs de Ç sont les racines d'une équas tion algébrique du degré n H- i en Ç, ayant pour coefficients des fractions rationnelles de k^ ou de u^. En remplaçant Ç par — » on obtient
une équation algébrique entre u et ç, du degré n -h i par rapport k v; on lui donne le nom Adéquation modulaire. Quand on remplace u par
aAici
ue ^ , les valeurs de Ç ne changent pas et, par conséquent, celles de v
>hnrti
sont multipliées par le facteur constant e " . Nous remarquons encore que l'équation ne change pas quand on y remplace uetv par — u et — V,
Expression des racines de Véquation modulaire.
402. Nous avons démontré au n® 365 que les quantités sic et vit', données par les formules (29) et (3o) du n** 205, sont des fonctions holomorphes de la variable p t= r-h si, pour toutes les valeurs de cette variable dans lesquelles le coefficient s est positif et différent de zéro, c'est-à-dire pour la moitié du plan située au-dessus de l'axe des x. Nous poserons
(?) 9(p)::v/i«- JJ^
I g(2m-l)rfi
(4) "l'(P)--Il7Tic==^'^ = v'^^-
rr ' ~
7mT.i
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Les deux formes sous lesquelles nous avons écrit chacune de ces fonctions s'accordent; car les deux premières quantités» par exemple» donl les huitièmes puissances sont égales à P, ayant des valeurs réelles et positives pour les valeurs p = si, sont nécessairement égales pour ces valeurs de p» c'est-à-dire quand cette variable décrit Taxe des y; elles sont donc égales dans tout le demi-plan (n^ 114 et 366). A Tinspection des formules précédentes» on reconnaît que les deux fonctions qu'elles définissent» et qui ont été étudiées par M. Hermite {Comptes rendus, i858)» jouissent des propriétés suivantes :
9(p) ^ + ("" ;^) ' +(pJ =^ ? (- ^)'
+(p "^ '^ ^ '^y +(p -^ ^^ = *fp)'
(p(p^-i)~c-»?^i ?(p4-:x) = e" 9(p), (p{pH-aA)=re • 9(0).
Elles sont réelles et positives pour les valeurs p = si.
403. Dans ce qui suit» nous prendrons u = (p(p)» et» pour distinguer les n 4- 1 valeurs de v, nous désignerons par Y celle qui se rapporte à
la fonction \{z, -* a)M et par ^, celle qui se rapporte à la fonction
X(z, w, — -— î — -)• Nous allons démontrer que ces quantités» telles <|irellcs sont définies par la formule (i)» ont pour expressions
O'nprès la remarque faite au commencement du n"* 365, les quantités
,f^]-> et, par conséquent» les valeurs de y sont des fonctions liolo-
morphes de p. Considérons d'abord V et donnons à p la valeur 51; dans
les développements deîof-^) (iideôJ^^j en produits d'après les
formules (20) du n*^ 202, les facteurs placés sous le signe produit étant tous réels et positifs, le quotient de ces deux quantités est réel et a le
signe de cos (^'~\ -, la valeur de V est donc réelle et a le signe du pro-
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(luit (les ^-^ facteurs cos(^--)> quand/? varie de i a^^ — ^« Lorsque est pair et égal à !2n', les n' premiers facteurs étant positifs, les
n' suivants négatifs, leur produit a le signe de (— i)"'. Lorsque est
impair et égal à 2/1'— i, les /i'— i premiers facteurs étant positifs, les n' suivants négatifs, leur produit a le signe de (— 1)"'. Ainsi V a le signe
de (— i) * , et, comme (p{np) a une valeur réelle et positive, il y a accord entre les deux formules. Pour abréger, nous désignons par u le
nombre entier I" »
On obtient i^c ^n attribuant à £, dans la formule (i), la valeur
e = » dou - = -
Si l'on pose p h- r6/= p\ on déduit des formules (6) du n** 74
on a d'ailleurs m = ^(p' — 16/) = ç)(p'); pour p' = a'/, ces quantités et, par suite» Vt ont des valeurs réelles et positives. Il en est de même
de la quantité ?(^] donnée par la seconde des formules (5). Ainsi il
y a accord entre les formules.
Supposonsque dans l'équation modulaire on remplacer par(— i)^\; pour avoir les racines de la nouvelle équation, il sulHra de remplacer p par /2j9 dans les formules (5); la racine (^^ ^st égale à f(p), c'està-dire à u. De même, supposons que l'on remplace u par v^ ce qui re-
vient à remplacer p par ^ -, la racine V de la nouvelle équation
sera égale à (— i)*?(p -+- 16^), c'est-à-dire à (— i)*a. 11 en résulte qu'à toute solution {u,v) de l'équation modulaire correspond une autre solution [v, (— 0*"] d® '^ même équation.
404. De la troisième des formules (63) du n** 367, relatives à la divi-
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sion par 2 de la seconde période» oq déduit
mais, d*aprës les formules (55) du n^ 365, on a il en résulte l'expression
. v(-rî w, 0)')
qui nous permettra de trouver toutes les valeurs de p pour lesquelles la foDCtioD ^{p) a une valeur donnée.
Nous avons vu, au n^ 398, que, pour que les carrés des modules de deux fonctions elliptiques
X(z, w, w') ---- l{gz, /f), Iz, w„ 0/,) = X(gr,z, *-,)
ùi
soient égaux, il est nécessaire et il suffit que les rapports p= -
rj^ = -- satisfassent à la relation (16); on a nlors ^'(/'i) = ?'(p)- Cher-
rlions maintenant la condition pour que les deux fonctions ^fp), ff{ps) soient égales, ou égales et de signes contraires.
Comme on a X, == (— \Y'k, il faut d'abord que a' soit pair; posons
a' -- 1(1 ^ ; comme on a yX^ = (— ^Y' v^» d'après la première des formules (55) du n"" 365, il faut que le nombre a, soit lui-même pair; posons a\ -■ 2a.^. Comme nous l'avons dit au n"" 398, il résulte des
formules (i5) que les fonctions X(s,^w<,^ wj» X(jc, &),w') sont éijjales, et, par suite, les fonctions v (z,^-co,, ^ w, )» v(2,tk), w'); lorsque a' est pair, il en résulte aussi que les fonctions XI:;, — co,,— — V
ÉQUATION MODULAIRE. 629
Xlz, 0), — ] sont égales. On a donc
et, par suite, en vertu de la formule (6),
9(p.) = (-0-'^^*>(p)-=(~iK«?(p)- Ainsi, pour que f(|9|) = ±(p{p)/\l est nécessaire et il suffit que l'on ait
avec la condition (4« h- t){^b' -h i)— • lôfea^ = i.
Points critiques.
405. Les périodes eo et &>', déterminées par des intégrales définies, comme nous Tavons expliqué aux n^' 221 et 231, sont des fonctions continues de k^; il n'y a exception que pour ^* = o et A* = i; ces deux quantités, et par suite leur rapport /9, sont donc des fonctions holomorphes de la variable k^, dans toute portion du plan, à contour simple, ne comprenant aucun de ces deux points critiques. Par rapport à la va-
Fig. 8i.
riable a, il y a neuf points critiques, savoir l'origine m = o et les huit
a/1 ri
points w = e ' , placés aux sommets d'un octogone régulier a^a^ ...a^ \fig. 8i). Chacune des valeurs de v est une fonction holomorphe de p.
et par conséquent de ii, lorsque cette variable u se meut dans une portion du plan, à contour simple, ne comprenant aucun des points critiques dont nous* venons de parler, et qui sont les seuls qui existent dans le plan par rapport aux racines de Téquation modulaire.
Pour former les lacets, nous ferons partir la variable u d'un point 60 situé sur Taie Ox, k une distance du point 0 plus petite que l'unité. Le lacet [a^) est formé d'une droite b^c^ et d'un petit cercle; le lacet (a, j d'un arc b^b^ égal à | de circonférence» d'une droite 6flC« et d'un petit cercle; le lacet (aj) d'un arc bob^b^ égal à f de circonférence, d'une droite b^c^ et d'un petit cercle,...; le lacet (a;) d'un arcfr«&|...frT égal aux I de la circonférence, d'une droite b^c^ et d'un petit cercle; enfin le lacet (0) du cercle 6« b, .. .b^ b^. Au point fr«, la période « étant réelle et positive, et la période ta' de la forme tù^h on a /» = /»o = n', ^ étant une quantité réelle et positive; nous distinguerons les/i + i racines par leurs valeurs initiales
la première est réelle et a le signe de (— i)*f la seconde est réelle et positive.
Pour les valeurs de u situées à l'intérieur du cercle décrit de l'oriffiae
avec un rayon égal k l'unité, en développant (1 — iHâ?*) ' en série, et faisant ^ = 1, on déduit de la formule (3) du n^ 221
fi)
D'autre part, l'équation (35) du a** 279 donne
(8) ''P^.?,/! _^.A^-l-BA'*-...V
on en déduit par l'intégration
p-,%--^.[8Iog^^+A(Ar'-Aj)+^(/.'-fr;;-*-...T
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en supposant qoe log — soit égal à zéro pour u = u^, e*est-à-dire au
point 6«. Lorsque u tend vers zéro, le coefficient positifs, dans Texpression s = r -^ st\ augmente à l'infini ; si Ton prend la fonction c (p ' sous sa première forme» on reconnaît que les n -^ i valeurs de r tendent vers zéro. Quand la variable u décrit le cercle 0 dans le sens positif, la valeur de p devient Co -i- 16; la racine V resle holomorphe dans le voisinage du point O et se développe en une série convergente
suivant les puissances entières de m. La racine r^= ? ( ""- — ) devient
s I '^' ^ ' ^ I gj^ pg^j. conséquent, se change en r,^, : ainsi les
n autres racines forment autour du point 0 un système circulaire (to, it « r^t-.f «'ir-i ) se permutant dans Tordre des indices; ces racines sont représentées, dans le même ordre, par la série
n— I I (il) V= 2~»""~ll« -h . . ,
ordonnée suivant les puissances croissantes de u .
406. Considérons maintenant le point critique u ~ i . La fonction elliptique, au module complémentaire, admet les périodes gJ| = — ^'/,
S)', = (i)i(n**236), dont le rapport p' est égal à Quand le point w
décrit la droite 6«ao, la première période coi reste réelle et positive, le rapport p, donné par l'équation (10;, conserve la forme si, et de même le rapport p\ La période Oi est représentée par une intégrale définie analogue à celle qui donne o) (n** 221); faisant encore g=i* il suffit de remplacer dans celle-ci k par^; elle peut être développée en une série pareille h la série (8) et convergente pour les valeurs de X*'^ dont le module est plus petit que i; on en déduit, comme précédemment,
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les coefficients A, B,... étant les mêmes que dans Téquation (9), et par suite
Lorsque u tend vers i, le coefficient/, dans Texpression p'^zr'-i- ïi, augmente à Tinfini; si Ton prend la fonction (p{p) sous sa seconde forme, on reconnaît que la racine Vo tend vers i, et la racine Y vers (— 1)'. Quand la variable u décrit autour du point a^, et dans le sens positif, un cercle ne comprenant aucun autre point critique, l'argument
de k'* augmente de 27r, p' devient p^ 4- 2. et p égal à — ^^ — La racine
^0 = ?(^) "= ^{^p')9 réelle et positive sur la droite b^a^f reste liolo-
morphe dans le voisinage du point ao ; on obtient son développement en posant u= I — a', f^o = I — ^0 î d'^^
et, en se servant de la seconde forme de la fonction t|i(p),
LaracineV,après7toursautourdupointao» devient(-- ')*?("Tr^T~")' elle se change en une autre {^( que nous allons déterminer. D'après ce que nous avons dit au n**404, les deux fonctions y ( ^^* J» ç r*"^"' \
sont égales, ou égales et de signes contraires, lorsque leurs arguments satisfont à une relation de la forme
po -^- KW _ Sa'(i—2ypo)-h{^b'-^ï)np. _ 8a' ^ [(4^ -h i ) /i - iGa'y^ p.
avec la condition {l\a -^ \) {f[b' -hi) — i6ba' = i.ll faut pour cela que
bn —(4a -f- 1)7 - o, ou . — -; ces deux fractions, étant irréduc-
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tibles» auront leurs termes respectivement égaux» ou égaux et de signes contraires. Si n est de la forme 4^*^- i> on prendra a = n\ h — 7; la relation précédente se réduira alors à
on prendra a'=^ 2/, et Ton déterminera les deux nombres entiers 4^ -f- < et/ parla condition 827/ — /i(46'-hi)= — i. Si n est de forme 4^'— i» on prendra a := — n', 6— — 7, a'— - 2/, et Ton déterminera les deux autres nombres par la condition 327/ -f- n[[\b' -\- i) — — i. Le rapport des deux fonctions y étant (— i)"* ou (— i)*» la racine V devient égale à Vt\ les deux nombres conjugués 7 et /sont liés par cette condition, que le produit 327/ donne le résidu — 1 par rapport au diviseur n.
En attribuant à 7 les /i — i valeurs successives 1,2 n — i, on
obtient pour / ces mêmes valeurs dans un certain ordre; il y a d'ailleurs réciprocité entre les deux nombres; oh en conclut que les n racines V, (^,, ç'jr..» ^n-M dans un certain ordre, forment un système circulaire autour du point critiquer =1. Si Ton pose V=:r(— i)«(i — (/), elles sont représentées par la série
( 1 5 ) v' rrr 2 ««'«-+-... ;
nous désignerons ce système circulaire par (V, f»^,, ^r;»---» ^^.,).
407. Considérons maintenant le lacet (^4). Quand la variable u décrit Tare b^b^^ d'après Téqualion (9), p acquiert la valeur jOo-+- 2;
Inri
la racine V devient (— i)*9(/ip^, 4- 2/1) ou e * V; la racine v^ devient
/p>4-i6/H- 2\ rpo-f-i6(/-a) , 1 .• . ^ j. ^^
(fV' /~^L n -i-2/i , cest-a-dire e ' ç,_^. Ceci
est bien d'accord avec une remarque faite au n® 401, savoir que, quand
thyci
on remplace u par ue ' , les valeurs de s^ sont multipliées respective-
flA/iici
ment par e " . Supposons que Ton parle du point bo avec la valeur
initiale V; en i>, on a cette même valeur multipliée par le facteur e~^; sur le lacet 6, a,, la racine acquerra la valeur qu'elle avait, au point
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homologue, sur le lacet 6o^o« multipliée parce facteur constant'; quand
ÎM«Î
on aura parcouru 7 fois le lacet è, «m on aura en 6, la valeurs * ^, , qui, lorsqu'on revient en è©» est^^^^.». Ainsi la loi de permutation sur le lacet (ai) se déduit de celle qui a lieu sur le lacet (Ao)» en ajoutant le nombre constant a aux indices des racines.
Considérons d'une manière générale le lacet (Âa). Quand la variable décrit l'arc 6o^i« -^a» P acquiert la valeur p© -^ 2A, la racine V devient
égale \k e " V, et la racine v^ke ^ ^t^hoL^ En partant du point b^ avec la valeur initiale Y, quand la variable u aura décrit 7 fois le lacet ^^a^,
on aura en b^ la valeur e ' Vt, qui, au retour en bo, est Vg ^a« H suffit donc d'ajouter le nombre constant hoc aux indices relatifs à la permutation sur le lacet (a^) pour avoir la permutation sur le laicet (a^).
408. La fonction elliptique, au module réciproque, admet Jes périodes W| = w — w', o', = w' (n® 234), et les valeurs de p et p,, qui se rapportent à ces deux couples de périodes, sont liées par la relation
- = t; on en déduit
Concevons que, dans l'équation modulaire, on remplace u par -» et
désignons par (r) les racines de la nouvelle équation; il est facile de reconnaître que ces racines sont réciproques de celles de la première équation. Considérons d'abord la racine
(V)==(-ir^ -
n.px
V np^ ) ^L,-4-{,,_-,)pJ
clic sera réciproque de la racine v?,, si l'on a
Il faut, pour cela, que le coefficient de p dans le second dénominateur soit nul, et, par conséquent, que les deux fractions irréductibles 7-^^ — »
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— ^ soient égales. Si n est de la forme [\n' -h i , on prendra a = /*',
6= — 2/i\ a'= 2Î, et Ton déterminera les deux nombres h' et î par la condition i6(/i — i)î-» /i(46'-Hi)=^ \ . Si nest de la forme 4^*'— i» on prendra a = — /t', 6 = 2/1'— x, a' = — 2Î, et Ton déterminera h' et î par la condition \&[n — i)î — /i(46'-+- i) — i . Dans les deux cas,. l'indice d est tel, que le nombre 16$ donne le résidu — i par rapport au diviseur n. On verrait de même que la racine [vn-^) ^st réciproque deV.
Considérons maintenant une autre racine
elle sera réciproque de v^ si Ton a
p-f-i6/ _ 8(i6/^-ni)fl^H-i6f746^-4-i)—[(i6/^— i)(4fe^-hi)-^8(!6/^4-w — Oa^]p n ""(i6/'-h/i)(4a4-i)-h3a/'6 — [(i6r-i-n- i)(4û-i-i)-+-a(i6/'— ij6Jp'
Le coeiBcient de p, dans le second dénominateur, doit être nul; la fraction . ' est irréductible; la fraction -W — ^^^ est aussi irréductible» si /' n'est pas égal à /i — $; ces deux fractions étant égales, on prendra a= — l\t\ b = ^t' -i — ^^- Le second dénominateur se
réduit alors a /i. On déterminera les deux nombres h' et a' par la condition
et Ton fera
Le nombre a' devant être pair, et V multiple de 4> posons à — iia", V => [^h''\ la condition précédente devient
(16/' — i)6"-f-(i6/'-hn-Oa'^ — -/',
OU
(16/' — i)/-f-na"i=-/';
rindice t est tel, que le nombre (16/ — 1)/ donne le résidu — i' par
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rapport au diviseur /i. Il y a exceplioDy lorsque t' =^ n^ â; mais nous avons vu que la racine {v„^) est réciproque de Y. Quel que soit n, la racine (vq) est réciproque de Vq.
L'étude des valeurs de i^^ quand la variable u est très-grande^ est ramenée ainsi a celle des valeurs de (t^), quand la variable u^ est très- 'petitc; les n + I valeurs de {v) s*annulant pour u, = o, les n-î- 1 valeurs de V deviennent infinies pour u = co . Sur la sphère, le point u = oo est donc un point critique analogue aux précédents; la racine u^ est mé-
romorphe et du degré /i; les n autres sont du degré - et forment un système circulaire.
Comme exemple, nous écrirons les permutations pour n = 5 :
LftCoU: («.) (fl^) C«.) («.) (««)
(Vc,i'ii',Cs\ (Vt'o<'4V,c,}, (VcsV,v,v,), (VciC.CsCîK (Vf4t»jV,v,);
sur les lacets {a^). [a^)» (a,), les permutations sont les mêmes que sur (^o)» {^i )* (^2), parce qu'il suOil d'ajouter 5a aux indices. On a, d'ailleurs,
Supposons que l'on unisse le point initial 60 ^^ point 0^ sur la sphère par un lacet formé d'un arc de grand cercle passant entre les points a« et a^, et d'un petit cercle décrit autour du point 0\ dans le sens négatif par rapport à ce point; ce lacet peut être remplacé par un circuit positif se ramenant à la suite des lacets (ao), (a^ ),..., {a^), (0); la racine t^, se reproduit, les autres se permutent dans l'ordre V, i^j, (^4, (^3, ç^^.
409. Nous avons démontré au n^ 401 l'existence de l'équation modulaire. On pourrait aussi la déduire des considérations précédentes; d'après le théorème du n^ 135, la fonction v de u n'ayant pas sur toute la sphère de points singuliers autres que des pôles et des points critiques algébriques, et admettant n -i- i valeurs en chaque point, est liée à la variable u par une équation algébrique. Le lacet (ao), parcouru une fois, et le lacet (0), décrit n - i fois, forment un système de lacets fondamentaux; car, si l'on part du point b^ avec la valeur initiale V, après le lacet (aj on a v,/, en décrivant ensuite n- 1 fois le cercle 0, on
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obtient dans Tordre des indices croissants les n — i autres racines; on conclut de là que l'équation modulaire est dn degré n + i par rapport à v^ et irréductible. La somme des ordres négatifs de la fonction v sur la sphère, c'est-à-dire la somme des degrés des racines infinies, étant h-h i , ilrésulte du corollaire II du n^ 135 que Téquation est aussi du degré n H- 1 par rapport à ù.
Formation de l'équation modulaire.
410. Supposons Féquation entre u et (^ mise sous la forme entière, et ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de v. Les /i -f i valeurs de V conservant des valeurs finies pour toutes les valeurs finies de u^ le coefficient du premier terme peut êlre supposé égal à l'unité.
Nous avons vu (n® 405) que, pour m = o, toutes les racines s'annulent; leur produit (— i)*ii"^', déduit des équations (lo) et (i i), est le dernier terme de l'équation. Quand ou attribue à u une valeur trèspetite, tous les coefficients de l'équation, excepté le premier, ont des valeurs très-petites; il y a deux manières de former le groupe des termes du degré le moins élevé (n® 34); le premier mode Aw4- (— i)*!*"*^'
donne la racine holomorphe V, et l'on a, par conséquent, A = — a"*"; le second mode (^^' -f- kuv donne le système circulaire des n autres racines.
D'après une remarque faite au n^ 403, l'équation se reproduit, quand on y remplacé 1^ et v respectivement par t^ et (— i)"w, et qu'on multiplie tous les termes par (— i)"; le premier et le dernier terme se permutent; il en résulte que les coefTicients des difTérentes puissances de V sont, par rapport à u^ du degré n au plus, et par conséq.ucnt que le degré de l'équation modulaire, par rapport aux deux variables u et v, ne surpasse pas an. D'après ce que nous avons dit au n^ 408, l'équation se reproduit aussi quand on y remplace u et (^ respectivement
par - et '; et qu'on multiplie tous les termes par (— I)*^^"^ V^*; le
terme Aw donnera le terme (— i;*Aw'V; on en conclut que l'équation modulaire est bien du degré 2n. L'équation ne changeant pas quand on y remplace £/ et (^ par — u et — t^, tous les termes sont d'un degré pair.
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Les coefficients de l'équation en Ç (n^ 401) sont des polynômes entiers en u*\ pour u = o, ia première racine est finie et égale à
(— 1)^2 ' ; les autres deviennent infinies; cette équation est donc de la forme
(i6) a^?«^"+'-i- V u*h[ap'^-bpU*-[- c^u'''-\-,,.)l'^'-i'
les exposants /B^, ^,, /S^t»--*» /3/< i étaut tous plus grands que zéro. En remplaçant § par-^i et multipliant tous les termes par u"^S on obtient l'équation modulaire
(17) «•(P»-*)(;*+'-i- V ii"/'-*»(Pi'-*)(ûf^-h6^a«-i-...)*^'*"'""'''
Le premier coefficient devant se réduire à l'unité, on a ]3o = a. Les exposants n/7 + 8(/3^ — oe) sont plus grands que zéro; on prendra pour chacun d'eux la plus petite valeur de cette forme, et„ dans les polynômes placés entre parenthèses, on ira jusqu'à une puissance de li* telle, que le degré total du coefficient ne surpasse pas n. On aura ensuite a déterminer un certain nombre de coefficients numériques; la condition que Téquation doit se reproduire, après chacune des deux substitutions dont nous avons parié plus haut, en restreint beaucoup le nombre; d'après ce que nous avons dit au n° 406, le premier membre devant pour w = 1 se réduire à (r — 1) [^ — (— 0*j'» ^" ^^^^ encore entre ces coefficients des relations qui suffiront à les déterminer dans les cas les plus simples.
411. Quand le nombre premier n ne surpasse pas 7, les polynômes placés entre parenthèses se réduisent a des constantes. Pour /i = 3, on obtient immédiatement l'équation modulaire
(18) V^ \~ 7.U^V^ — 2.UV — W< _^ O.
Pour /i =^ 5, elle est de la forme
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le premier membre devant se réduire à (i^ - i) (i^ -f- i)* pour m = i , on a aa = 5, et l'équation modulaire est
Pour /i = 7, on trouve de même
(ao) ('• — 8mV-+- 28/1*1 *— 56M*t^*-i- 70 ?/<(;* — 56m' c*-f- aSfi'c'— 8f/c 4- u*=zo. Pour /i = I r, l'équation modulaire est de la forme
(21) J H-fl4a*c*-i-fliM'i''4-M*(a, — fl,M*)v"— ûfstt'i^— ûf«MV
Le premier membre devant se réduire à (i^ — 1 ) (t? h- i )* ' pour a = 1 , on a ai = — 22, a2= 44» ^4 = ^^5, 05= iSa, 63= 88* Dans tous les cas, le calcul des coefficients peut être effectué de la
maniëre suivante. Supposons que la fonction -ne ' f^(p), donnée par
la formule (3) du n^ 402, dit été développée en série suivant les puissances entières de y = é^^^; en remplaçant dans ce développement q
par q"^ on aura celui de -^e " <p(/ip); les deux quantités a et V sont
égales à ces deux séries entières, multipliées respectivement par ^2q^ et par (— i)*v^2y\ Si on les substitue dans l'équation (17), et si Ton
divise tous les termes par q "^ , \e résultat de la substitution ne contiendra plus que des puissances entières de q; en l'ordonnant par rapport aux puissances croissantes, et égalant à zéro les coefficients des puissances successives de 9, on obtiendra des équations linéaires entre les coefficients cherchés qui serviront à les déterminer. Il faudra pousser le développement en série assez loin pour avoir un nombre suffisant d'équations. Sohnke a calculé par ce procédé les coefficients des équations modulaires jusqu'au nombre premier 19 inclusivement {Journal de Crelle, t. XVI).
Points multiples.
412. Outre les points critiques, il existe des points multiples dans U voisinage desquels chacune des racines reâte holomorphe.
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L'équation (17) du n** 371 devient , , nwfi — u*) dv
' è» i;(i — «;•) du
Lorsque, pour une valeur particuliëre de u^ deux valeurs de ç deviennent égales, les carrés des multiplicateurs correspondants sont différents, sans quoi les deux fonctions de transformation seraient égales, ou égales et de signes contraires, ce qui est impossible (n® 397);
il en. résulte que les deux valeurs de ^ différent, et par conséquent
que les points multiples do la courbe analytique représentée par l'équation modulaire sont à tangentes distinctes.
Nous allons démontrer qu'il n'y a pas d'autres points multiples que des points doubles. Au point i/, si l'on suit un chemin convenable, trois
racines quelconques peuvent être représentées par ( — i)"?fwp), ç f -j
^ — ^ — Jï / étant un certain nombre plus petit que /i. Pour qu'elles soient égales, il est nécessaire que l'on ait
(a3) HP = 8«j[L±i46:± Op ^ 8<n 4-16/(4*',+ i)4-(46>i)p ' ^ "(4fl-+-i)w-h 26p (4a, -f- i;n -f- 326,/ + a6,p '
avec les conditions
(2i) 1 (4«H-')(.4ft'-^0- 166a' =1, (-l)-^'r= (-!)-.
La quantité imaginaire p satisferait aux deux équations du second degré
( 26,np'-i-[{4«-M)n'— (46'-f- i)]p — 8a'/i.-o,
I 26.np'-4-[(4a,-f-i)n'-t-32*,/n-(4*',H-i;]p-8rf,w~i6/(46',-: i)=z o,
dont les coefficients seraient proportionnels; on aurait donc
(36) b.a'nr h[d,n !-2/(4Z^',h i)],
(27) 6.[(4fl-+-0''^--(4*'-^r-] = -*[(4û.+ 0'i'-i-326,/n-(46',-4-i)].
Nous remarquons d'abord que les deux nombres b et 6, sont premiers avec n; supposons, par exemple, que b soit divisible par n\ d'après la
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première des relations (24), le nombre ^b'-h i serait premier avec n; en vertu de la relation (27), b^ serait aussi divisible par n, et, par suite, 4i'j-i- 1 serait premier avec n; cette même relation (27) apprend alors que les deux nombres b et b^ seraient divisibles par une même puissance de n, ce qui est impossible d'après la relation (26). Cela posé, en vertu de cette relation (26), le nombre ^b\-h i doit être divisible par n, et, par suite, d'après la relation (27), le nombre 4^' -t- i est aussi divisible par n. Posons 4^' H i == ^(^(3 -.- i); la condition pour que la première des équations (25) ait ses racines imaginaires devient
et se réduit à
[(4û-hi)/;-f-(2(3-M)p<4,
en tenant compte de la première des relations (24). Le nombre entier pair (4rt -H i) n -{- (2/3 -î- i), devant avoir son carré plus petit que 4» est nul; cette relation (24) se réduit alors a (2^ i- 1)^4- i6ba' = — 1, ce qui est impossible. Ainsi, en un même point u, trois racines de l'équation modulaire ne peuvent être égales entre elles, el, par conséquent, à parties points critiques, tous les points multiples sont des points doubles à tangentes distinctes. 11 est clair que ces points sont situés buitpar buit aux sommets d'un octogone régulier.
413. On obtiendra ces points doubles en égalant à zéro le discriminant de l'équation modulaire, lequel a pour expression D = Il (ç», — ç,,Y, Vi et Ta étant deux racines quelconques ; cette fonction symétrique des racines est égale à une fonction rationnelle de £/, et, comme elle ne devient infinie pour aucune valeur finie de u, elle est entière. Évaluons son degré : pour ?/ = 00 , les /i 4- i racines de l'équation modulaire
deviennent infinies : l'une est du degré n, les autres du degré - (n® 408);
n facteurs binômes s^i— v^ sont du degré n, les autres du degré -t
et, par conséquent, le discriminant est un polynôme entier en u du degré 2/^^ f- n - \. Pour // = o, les n 1- 1 racines de l'équation modulaire s'annulent; l'une est du degré w, les autres du degré -(n** 405);
cliaque facteur binôme est un intiniuieut petit du degré -9 et, par con-
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séquent, le polynôme D est divisible par u^*. Pour a = i, une racine devient égale à i, et les autres k (— i)^; lorsque le nombre a est pair, toutes les racines deviennent égales; si l'on pose u= i — a', tous les
facteurs binômes sont infiniment petits et du degré - par rapport à u'
(n® 406); le polynôme D est donc divisible par m'""*^' ou par (i — a)""*^*;
la même chose ayant lieu en chacun des points critiques £i = 6 ' , on en conclut que le polynôme est divisible par (i — ii')'*~*. Lorsque le nombre a est impair, une racine est égale à i, les autres à — i; parmi les facteurs binômes, v -- {^\ n ont des valeurs finies voisines de 2, les
autres sont infiniment petits et du degré - -, le polynôme D est divisible
par (i — w*)"~'. D'une manière générale, le polynôme D est divisible par (i — w*)""^^""*^'. Ainsi le discriminant est de la forme
Les deux premiers facteurs se rapportent aux points critiques; le polynôme placé entre parenthèses, et qui est du degré
donne les points doubles.
Soit/(u, (^)= o l'équation modulaire. En prenant le discriminant sous la forme D = H/,, (w, r,), on reconnaît sans peine que ce polynôme est carré parfait; on voit aussi qu'il est réciproque. Le nombre des points doubles est donc n^ — i — l\n — 4(~" ')*•
Calcul des fonctions de transformation.
414. Proposons-nous maintenant de calculer les fonctions de transformation. La première de ces fonctions est (n° 349)
(28) \^'n' ^' j^^'' ce
Si Ton pose
et si l'on se sert des polynômes N [x) définis au n" 371, la question
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est ramenée à la détermination de la fraction rationnelle
D*après la première des relations (i5) de ce même numéro, les deux polynômes ont les mêmes coefficients; nous les représenterons par
Le calcul de ces coefficients peut être effectué à l'aide de la relation (i6), entre trois coefficients consécutifs, que l'on déduit de l'équation aux dérivées partielles de Jacobi. Si Ton y remplace oc par sa valeur
- (u* -h ^]j cette relation devient
( (tîm -hi) (2m -f-2)a('"-»""4-2tm(/? — 2m)( w* ■+ ~ ) «^""^ (3o) / . \ " /
\ 1 u* du ^ ^
Le premier et le dernier coefficient sont
et, en vçrtu de l'équation (22), on a,
(3.) (aC.,).= i«^=_L<.
n V du n vf^.
Afin d'éviter les quantités irrationnelles, nous mettrons l'équation (3o) sous la forme
(am-t- i)(2w -h 2) ' ^ ^
«(-^ 8 w» du
(33) l flC*-')
Le dernier terme est connu et rationnel, d'après l'équation (32). En faisant successivement m = o, w =-- r, w = 2,..., on obtiendra les rapports des coefficients au premier, exprimés par des fractions rationnelles en u et v. La connaissance de ces rapports suffit pour la détermination de la fonction de transformation (29). D'après le raisonnement du n^ 387, les deux quantités
données par les formules (5) et (11) des numéros 349 et 351 , peuvent s'exprimer rationnellement au moyen de u et (^. Il en résulte d'abord que la quantité k'^k'* ou (i —m*) (i — r*) est égale au carré d'une expression rationnelle en u et t'. De l'équation (22) on déduit
la quantité — nuvfufl doit aussi être égale au carré d'une expression rationnelle en ue\v\ en prenant la racine carrée, on aura le multiplicateur ^,, exprimé rationnellement au moyen de u et v.
De l'équation (3o), dans laquelle on ferait w r^r o et m = » on
déduit
/ 'xn
ri*^"^ " ib w' du
^Sf)
^_ ^ 2 — n— ï I 4- //" _ ni—u* d\ogia^ " ^J
On obtiendra ainsi le deuxième et l'avant-dernier coefficient.
415. On peut aussi se servir, pour le calcul des coefFicients, de deux é(|uations diiïérentiellcs simultanées, analogues aux équations diiïérontielles d'Abel (n'' 345), et auxquelles satisfont les deux fonctions V
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et y, . Ces équations sont
2a désignant la quantité A -h y ou m* 4- -• Si l'on y remplace V et V|
par leurs valeurs, et que l'on égale à zéro l'ensemble des termes du même degré, on aura des relations entre les coefficients a^"^a^*^a^^^.... Nous appliquerons ces méthodes aux cas les plus simples.
Transformation du troisième degré.
416. Pour n = 3, l'équation modulaire (n® 411) est (i8) Si Ton représente par t le produit Wf on a
i£/„'.z.3r-/~2iiS i./;^3/^-/-f-2i;% -uvj;j:^3t'{t^t^)\
On déduit d'ailleurs de l'équation modulaire la relation
(38) (,-„«)(,_(;.)=:(,_„vV;
il en résulte
Les formules relatives à la transformation du troisième degré sont donc
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Lorsque le module k est réel et plus petit que Tunité, le multiplicateur de la première fonction est réel et positif. Pour les valeurs trëspetites de u, on a approximativement ç' = — 1m\ ^, = 3, ce qui détermine le signe. Maison peut supposer que, dans les formules précédentes, (^ désigne l'une quelconque des quatre racines de l'équation modulaire; car, lorsque la variable u décrit différents lacets, la racine V, sur laquelle nous avons raisonné, reproduit toutes les autres, et la fonction de transformation correspondante devient égale à chacune des autres, ou égale et de signe contraire : cela dépend du signe de g^. Les formules (39) représentent ainsi les quatre transformations du troisième degré.
Transformation du cinquième degré.
Nous mettrons l'équation modulaire (19) sous la forme
(4o) f[u, v) — (a^— i;»)5 4-8M»(;'(tt' — i/')-H4?/i'(T — mV)=:o.
En prenant les dérivées partielles du polynôme, et retranchant trois fois ce polynôme, on a
ufl z=z (a» -h c') [3( M' — V»)» 4- 811V'] — 8uv{ï -4- aV«), — f/J = («' -»- i'') [3fa'— c»)»-f- 8tt»c'] + 8uv(i 4- u*v').
Nous poserons, pour abréger,
P=.G-H, -(;/;' = Q = G-MI
Si, dans l'expression
iP=r)4[M=c^'(i — M«(;«)'4-47/v^],
on remplace u{^{\ — wS*) par sa valeur tirée de réquaiion (4o)» on trouve
et, par suite,
(43 ) • VQ" G' - n'r= 5( M^ 4- v'Y ( w" —v'Y.
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On a aussi
, , ,,, î P rfi/ <' P
On calculera le rapport du second coefficient au premier à Taidc de l'équation (35)
flC; "~ i6 a* rftt
On a
rf1o£r(<r<«)'^ I t^P I àO
du
'^Vdu Qdu'^\Vdv Qdvjdu
et, en remplaçant -j- par sa valeur,
Si, dans le dernier terme, on met à la place de Q* et de P' les quantités égales PQ H- aHQ, PQ — 2 HP, cette équation devient
-.rflog («(•))< / dW àl{\ 9.H/_ d? - dQ\
Calculons le dernier terme
Gomme on a
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il vient
Qu y -f 9v —^ -_6G'-l- 2H(a'— v^)[q(u'' - v^Y-^ Ziu'v'^] — i&VLuv(\ -\- 5ii*v*),
et, en remplaçant G^ par PQ 4- U^,
en vertu de Téqualion modulaire (4o)f cette expression se réduit à
Qa ~j -4- Pi' !^ --ZI6PQ-I- ioH(a«- O'- On a ainsi
"^ §ir~^ --:64ai'(i-aV^)H- ^^ ^,
et, en remplaçant U^ et PQ par leurs valeurs (4^) et (43)» et tenant compte de l'équation modulaire,
'^^ du "" a» — v' ' rfa ■~4{a»— t^)»*
On en déduit
On obtient de cette manière la formule de transformation
ffx— X Ûi — ; J7* }- X^
(h^) g"' - ;,( , — uv'ï ' -^"^ t^(a' -ht'') [ <i^'
On arrive plus rapidement au résultat en se servant de l'une des équations (37). Parmi les relations qu'elle fournit, les deux premières sont
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L'élimination des termes contenant y à la première puissance donne
on verra que le second membre est carré, et l'on fera le choix du signe en substituant dans Tune des deux relations.
Pour /i=3, l'équation modu>laire n'a pas de point double; pour n = 5, elle en a huit (n^ 413). Le produit PQ, donné par la formule (43), est nul en tous les points où deux racines sont égales; le second facteur u^ — v^ correspond aux points critiques, le premier u^ 4- v^ aux points doubles; mais l'équation (4o)» dans laquelle on fait ('^^ — u^^ se réduitha*-!- T — o, de sorte que le discriminant est ii*( ! — «•)*( I 4-i/')*.
Transformation du septième degré.
L'équation modulaire (20) se mot sous la forme
Nous poserons
livrât, P=/(| - /) -{- /•,
d'où
On en déduit
(47) { ,/'^:=p_,._('jz_')i(i 11^:1),
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L'équation (35) nous donnera le rapport du second coefficient au premier. On a
,n .^rfl0g(a(•ÎV / ^P Q .\P-V« / ?P ûAP~M* ^P ^P
^ ^ du \ ;)a /P — tt* \ ^i' yP— V» Da ^v
en remarquant que
cette équation se simplifie et devient
Si l'on remplace (m* — t^*)^ par sa valeur
(«"— (;•)»=:( M» -f- y»)'— 4/»= (M»-f. (;«_ a/<)(||» 4- i;«-h 2/<) ^ [(, - t^y^ (I _ ty] [(I + ^)>-. (, - /)•]
on trouve
f/ log(^(°))^ _ 16 P— w" a— /-h 2/»
419. Nous connaissons lo dernier coefficient a^^^ = — ^, — a^®^ On en déduit, en remplaçant g^ par sa valeur tirée de l'équation (3i),
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L'équalioQ (36) aous doDoera le rapport de l'avant-dernier coeltieient au dernier. On a
du du 2 du
a (P — (/•) yi -
au
=4(«-H-«>--aP)-8"'<'-'")^p-'"^w''^'";"''^''"""'^
= 4(" -^<^— aP) — 8-î^ '-
rflog(a(^))^_ ^(P — mM'i — /-+- /')
du "" y «/(!—/)• '
et, pur suite,
n^^i _ I -f- M' . (f — f/'jfP- M»)(l — /-H /')_ /»— M»
On obtient ainsi les formules
â^"""~^' M«(i — /)' JI(ô~'"^*Ii5'
l aC> aC) a^»)
Pour n = 7, l'équation modulaire a seize points doubles; d'après la
troisième des formules (47) . ils sont donnés par l'équation i — /-+- ^^ = o;
puisque /' H- 1 == (/ -+- 1) (/*— / 4- i), on a /' = — i , et par suite,
a*H-f'*= 2/, u*v*= t^; on en déduit a^ = ç;"= /, d'où i — i/'-hu** = o.
Ainsi le discriminant est u*(i — u*)* (i — w* -f u*®)^
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Équation différentieUe entre les modules.
420. Nous avoQS vu (n^ 279) qu'une période quelconque de l'intégrale elliptique de première espèce satisfait à Téquation différentielle linéaire du second ordre
(49) .\^-kl=o,
qui admet, par conséquent, pour intégrale générale | = aa> + bcù\ a et b étant deux constantes arbitraires. Si l'on pose Ç = kk^^^f cette équation devient
Considérons une autre solution a't^-^b'tù' de Téquation (49)» et posons
^ ûû) -f- 6a>' '
nous aurons, en vertu de la relation (35) du n^ 279»
^ i=(^*^ *^ H" rf* -^ rfjf j= ïjp^ — '
et, par suite,
dk Çr= — 2Tii{ab'—ba') --7-»
En substituant dans l'équation (5o), et laissant la variable indépendante quelconque, on obtient l'équation
(5i) ^dkd^k -3{d^kY 4- ("^^y dk^ =. (^y [2rfprf»p - 3(rf'p)M.
En appelant coi, c«)\ les périodes elliptiques relatives à un autre module kt9 et posant
ai 6), -f- o, w ,
ÉQUATION MODULAIRE. 653
on a de même
Lorsque les deux modules k et k^ varient simultanément, de manière que l'on ait constamment /o, = p, des deux équations précédentes on déduit Téquation différentielle du troisième ordre
""' î -<''**)-[(-ïr4^*)'-(^''*)>°-
La relation p^ = p^ qui est de la forme
' ' û), "" w -h Pto' '
a', |3\ |3 étant trois constantes arbitraires, en est l'intégrale générale. Les deux couples de périodes des fonctions elliptiques qui résolvent le problème de la transformation satisfont à une relation de cette forme (n^390); on en conclut, comme cas particulier, que Téquation modulaire, quel que soit son degré, donne une solution de l'équation (5a). (Jacx>bi, Fundamenia noya.)
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CHAPITRE III
U£SOLUTION DE l' EQUATION DU CINQUIÈME DEGRE
42t. Galois avait annoncé que, jusqu'à n = 1 1, le degré de Téquation modulaire peut être abaissé d'une unité. MM. Hermite et Betti ont donné de ce théorème deux démontrations basées sur des principes différents. Considérons une fonction symétrique ou alternée (f^a» ^p) ^^ deux racines de l'équation modulaire, puis la même fonction de deux autres racines, et ainsi de suite jusqu'aux deux dernières racines» et
désignons par U une fonction symétrique de ces- quantités; on dé-
montre aisément, a l'aide des lois de permutation établies précédemment, que, lorsque n ne surpasse pas 1 1, parmi les différentes manières d'associer les racines deux à deux, il en est pour lesquelles la fonction U n'acquiert que n valeurs pour chaque valeur de u et, par conséquent, satisfait à une équation du degré n.
Autour de chacun des points critiques, une racine (^^ reste holomorphe, et la racine associée ^'|i acquiert les n autres valeurs; la quantité [VoLf ^p) et, par conséquent, la fonction U prennent n valeurs, formant un système circulaire. Si cette fonction n'acquiert dans toute Tétendue du plan que n valeurs, il est impossible que deux de ces valeurs aient un élément commun (i'at^p); ^^r, par un chemin convenable, Vol devient égal à la racine qui reste holomorphe autour de l'un des points critiques; si deux valeurs de U avaient un élément commun (i^a, ^^y, sans être identiques, elles engendreraient deux systèmes circulaires de n valeurs chacun. On peut associer deux racines ^'a et vo^ prises à volonté; car, autour du point critique où {\ reste holomorphe, r^ acquiert les n autres valeurs. Dans une vah^ur de la fonction U, deux éléments ne peuvent présenter une même ditrérence d'indices, |)arce que, si l'on décrivait le lacet (0) un certain nombre de fois, l'un des éléments de-
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viendrait égal à Tautre. Des qu'on a reconnu que le lacet (ao) fait acquérir à la fonction U les mêmes valeurs que le lacet (0), on est certain que cette fonction n'a que n valeurs dans tout le plan, les autres lacets se ramenant aux lacets (^o) et (0).
422. Ces considérations permettent de trouver aisément les modes favorables. Nous associerons les racines par différence, et nous ferons
le produit des quantités.
Pour /i = 5, si Ton prend comme premier facteur V — v^^ la combinaison
est la seule dans laquelle la différence des indices dans les derniers facteurs ne soit pas la même. Par le lacet (0), cette fonction acquiert les cinq valeurs
Ua = (V — C3)(C4 — fO(*'o — i'i), U, = ( V - fO (t^o - «'s)(«'. - t'O.
D*apres la loi de permutation écrite au n® 408, le lacet (a^) reproduit ces mêmes valeurs dans un autre ordre; on en conclut que la fonction U n'a que les cinq valeurs précédentes, et> par conséquent, qu'elle satisfait à une équation algébrique entre u et U,du cinquième degré en U. Pour /î = 7, il y a deux combinaisons favorables
(3) yi ^{\ - v.)(v, - v,)[v,- v.){v, - V,),
On les obtient de la manière suivante : sur le lacet (a^) la loi de permutation est (V, 9^, v^. Vj^. (^3, i^,, v^). Prenons comme premier facteur V — Vq, et comme second s^^ — ^a» p^i* exemple V2 — ♦'s • quand on décrit le lacet (a©), le produit (V — s^q) [v^ — ^s) devient [v^ — ç^©) (V — v^)\ le premier produit complété, devant reproduire le second après le lacet (0) parcouru une fois, contiendra le facteur v^ — ^o« qui donne
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naissance à i^» — ç^, et, par suite, le dernier facteur sera v^ — ç^. Par le lacet (0), la fonction (3) acquiert sept valeurs; ces mêmes valeurs se reproduisent sur le lacet (ao); on en conclut que la fonction U satisfait à une équation algébrique entre u et U, du septième degré en U. La fonction (4) jouit de la même propriété.
Pour n = 1 1 , on a aussi deux combinaisons favorables
(5) U = ( V — v,){vt. — v,){Vi — c.) (c, — v,) ( c, — c) (^4 — Vf).
(6) U = ( V — c, ) ( c». — c) ( c, — cO (^'t — i'i) ( i'i — ^'i) { ^'i — «'4 ),
que Ton obtient de la même manière. Sur le lacet (^o) la loi de permutation est (V, i',, t'e» <*4t^t» ♦'»♦ ^2» ♦'8» ^19 ^5. ^lo)' On prendra comme premier facteur V — (^o ®^ comme second f^jo — f^a* Pour /* = i3, il n*y a pas de combinaison favorable.
423. De l'abaissement du degré de l'équation modulaire pour /i == 5, M. Hermite a déduit une méthode de résolution de Téquation du cinquième degré par les fonctions elliptiques (Comptes rendus, t. XVIII J. Formons l'équation du cinquième degré en U. Les valeurs de U étant finies pour toutes les valeurs finies de a, le coefficient de U' est égal à l'unité. Pour u = qo , les six valeurs de i^ sont infinies, Tune du degré 5,
les autres du degré ^ (n^ 408); les cinq valeurs de U sont infinies et
du degré -4-^ la somme des ordres négatifs de la fonction U étant égale
à 27, l'équation est du degré 27 par rapport a u (n** 135).
Pour les valeurs de u très-petites, les valeurs approchées de i^ sont
et, par conséquent, celles de U sont
n I s iSrA Sici c«i 6«l
(7) U. = a^5'aS U,^U,e^, U,= U.e'~, U,=U.e~, U,=U.«~.
Nous avons posé Ç = — ; posons de même
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les coefficients de Téquatioa en | étant des polynômes entiers en u* (n^ 401 ), ceux de l'équation en 9 jouiront de la même propriété; les valeurs de 0 ne devenant infinies que pour u = o, cette équation est de la forme
U En remplaçant <t> par — et multipliant par i/', on obtient Téquation
Pour les valeurs très-petites de u^ les valeurs de U étant trës-petites du
degré ^j et formant un système circulaire, on a JS© = 9, a» = — 2*5%
8(^p— 9) -hi5/i>3, et, par suite, j3^~io — 2/1; nous prendrons |3^ = 10 — 2p. L'équation cherchée est donc de la forme
Si l'on considère la fonction
(U) = [(V)-(i..)][(v.)-(i^Ol[W-(M»
relative a la variable Ui = -) on a
^ ' V c, Vi i', V, C4 ' a«
puisque le produit des racines de l'équation modulaire (0^ 41 1 ) est égal à - u^. Ainsi l'équation (8) ne doit pas changer quand on y remplace u
par - et U par -^^ Mais, par cette substitution, l'équation devient
U* -f- V u?^* (Op 4- bp !*-• -h Cp ur'*) U'^-P -f- u»(fl^i -h c» «• -f- 6i «*'• -h a» W*) = o ;
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on en conclut qu'elle ne contient pas de terme en U^ et que Ton a
6) = Ct = 0, Cs = o, bi z=z Uif Cl =: a<* cf* = a»« c* = 6». L'équation se réduit à
Pour Ci == I Ja racine t^o de Téquation modulaire est égale à + 1 , et les cinq aulres à — i (n° 406); les cinq valeurs de U s'annulent; les polynômes en u, coefficients des diverses puissances de U dans l'équation (9), devant s'annuler pour a = j, on en déduit a^ = o, a, rr= o, 64 = — aa^, 65 ~ — ^5, ce qui réduit l'équation à la forme simple
(lo) \]' -i- a, u* [i — M»)'U-i- £i»aMi — w')'U H- w'J — o.
Nous connaissons le coefficient a,; il reste à déterminer le coefficient Uj^; nous suivrons la marche qui a été indiquée au n^411 pour le calcul de l'équation modulaire. Aune valeur réelle, positive et très- petite deu, correspond une valeur de p de la forme p = si^ s étant positive et trèsgrande et par conséquent une valeur deq réelle, positive et très-petite. En développant (p{p) en série et se bornant aux deux premiers termes, on a
V,— i^i — '2' sin -^^ \ » ^- 7 /» Vu — ^3 = i^ sm -V ? \ * "*" ? /»
En substituant dans l'équation (10), divisant tous les termes par y»,
Jpuis égalant à zéro le terme constant et le coefficient de y^, on
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trouve fls ~ - 2*5*^, a^ = —a* 5'. L*équalion cherchée est donc
(m) U*— a*5'tt«(i — w')'U — a«5'tt=»(i--«»)»(i-4-«')=:o.
Si l'on pose x = AU« cette équation devient
On sait que M. Jerrard a ramené l'équation générale du cinquième degré à la forme
(i3) JT* — kx — B=io.
Or on peut disposer des deux paramètres ii et h que renferme l'équa lion (12), de manière à identifier les deux équations précédentes. Il suffit pour cela de poser
3t^5'A*a*(i — «•)>= A, ii*5'h'u^{i — u*y(i -f-w») — B, d'où f i\ . v^5B a
4 A ï-hu»'
en substituant cette valeur de h dans l'équation
t2'5Vl»M»{l — «•)— VA,
on arrive à l'équation du second degré
De cette dernière équation» on déduira w* ;» et par conséquent w*
ou k; on cherchera l'une des valeurs correspondantes de q ou de p ; on en déduira les six valeurs det^, et par suite, à l'aide des formules (2), les cinq valeurs de U; en les multipliant par la quantité connue h, on aura enfin les racines de l'équation proposée (i3).
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425. On verrait de la même manière que, pour n = 7, réquation
en U, qui est du 5^^ degré en u, est de la forme
^' ^ |. -4- a,aVi — «7(1 — li» -!-«'•) = 0.
La considération du discriminant (n° 413) sert à déterminer le dernier terme. On obtiendra les quatre coefficients qui restent dans Téquation en développant en série, comme précédemment, la fonction f (/o), et poussant le développement jusqu'au cinquième terme, savoir :
On trouve ainsi, pour la première combinaison, d'où
On déduit la seconde combinaison de la première, en remplaçant i par — !•
CHAPITRE PREMIER
INTÉGRALES ABÉLIENNES.
426. Soit Y{œ^y) = o une équation algébrique et entière, irréductible, et du degré m par rapport à j^. A chaque valeur de x correspondent m valeurs dey. Lorsque la variable x part d'un point fixe j?ot jr ayant une valeur initiale ^o* ^^ décrit différents chemins qui aboutissent à un même point x, la fonction algébrique y acquiert m valeurs en ce point. Nous associerons à la variable x la valeur correspondante de y sur chaque courbe, et nous appellerons /^oiW analytique le système des valeurs de x et y. Nous dirons que deux courbes décrites par le point {Xf y) se coupent, lorsqu'au point d'intersection des deux courbes géométriques qui figurent la variation de x la valeur dey est la même. Le point analytique décrit une courbe fermée, ou un cycle (n^ 104), lorsque la valeur de j^ redevient la même au point de départ.
On a donné le nom d'intégrales ahéUennes aux intégrales définies
dx,
dans lesquelles (p{x,y) est une fonction rationnelle de x et y. Ces intégrales rentrent dans la catégorie de celles que nous avons étudiées dans le Chapitre lY du troisième Livre; car la quantité u = <p{x^y) est elle-même une fonction algébrique de x, satisfaisant à une équation du degré m par rapporta u.
Nous avons démontré (n'' 106} que, pour chaque valeur de x^ Tintégralc acquiert m valeurs, augmentées chacune de multiples quelconques de certaines périodes. Nous nous proposons maintenant de rechercher les intégrales auxquelles on peut ramener toutes les autres, quand Téquation F(a7,j) = o reste la même, et que la fraction rationnelle ff[x,y) est quelconque.
Nous mettrons d^abord l'intégrale sous la forme adoptée par AbeL Concevons que Ton opère une substitution du premier degré
ax' -^ a'/ 4- af'* ^ '^ ax' -Jf a' y' -f- (f '
l'équation proposée se transforme en une équation f{oo\y) = o, du même degré; désignons par m ce degré par rapport aux deux variables x' et y. Si Ton pose
et si Ton rend l'équation homogène en y remplaçant x' ety par —* '^» et multipliant par z"", on a
_ y dx' ^^ rf/^^ dz')"^
dx =
{ax'-^a'y-ha")
».J , ^/ri, 4/'
dy
Ln fraction <p (^^, r) est le quotient de deux polynômes entiers M et N; appelons /i le degré du dénominateur, n' celui du nun^érateur; après la substitution, on aura
M' et N' étant des polynômes entiers en x' et y, le premier du degré n\ l(î second du degré n. Si l'on pose maintenant
^^ [^ dx'^^ dy^^ dz')
N' [ux' -h a'x' -^ a")"'-"-*-'
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l'intégrale prend la forme
Dans la nouvelle fraction rationnelle <^{x',y), le degré du numérateur surpasse de m — 3 unités celui du dénominateur.
427. D'après cela, étant donnée l'équation /(a;,y) =rr o du degré m par rapport a â? et à j, nous considérerons l'intégrale
(2) hi^yX)-^^
dans laquelle ^{oo^y) désigne le quotient de deux polynômes entiers MetN, dont le second est d'un degré quelconque n, le premier du degré /i H- m — 3. La substitution du premier degré nous permet de supposer que l'équation renferme un terme en y et un en af* ; les m valeurs de y conservent alors des valeurs finies pour toutes les valeurs finies de x, et deviennent infinies avec a?; nous pouvons supposer aussi que les m va<
leurs du rapport ~ restent finies et différentes, quand x devient infini;
chaque branche de l'intégrale conserve alors une valeur finie au point a: =z (x> sur la sphère, et reste holomorphe dans le voisinage de ce point; car la quantité i^=^ ux^ reste finie (n** 110).
On peut remplacer la fraction rationnelle ^ par une autre dont le dénominateur ne renferme que la variable x. Soient, en effet,
N == b.y "I- by)^-' ^ . . . -I- 6«.
les coefficients a et 6 étant des polynômes entiers en x, dont les degrés sont marqués par les indices. On sait que, si l'on élimine j" entre les deux équations/— o, N =^ o, le premier membre de l'équation résul-
lante X = o est le déterminant
Oo ai €h
o Oo ai
60 hi 6,
o b^ bt
• • • Om ■ • • O
• •• ••• ••• Ogt
C'est un polynôme entier en x du degré mn. Si Ton multiplie les éléments de la première colonne verticale pary""*"""* ceux de la seconde pary"^""^,..., ceux de Tavant-dernièrepary, et qu'après les avoir ainsi multipliés on les ajoute à la dernière, on remplace cette dernière colonne par
sans changer la valeur du déterminant; mais alors ce déterminant, ordonné par rapport aux éléments de la dernière colonne» se compose de deux parties» contenant en facteur» Tune/» l'autre N» et Ton a
Xr=A/-+-BN.
Les polynômes A et B sont les déterminants que l'on obtient en remplaçant dans le déterminant X la dernière colonne par Tune ou l'autre des deux suites
7 > /~ > • • • > '» ^ï • • • > Oi o» ordonnés par rapport à j, ils sont de la forme
A = A./»-' -h A.JT"' -+- . ..-\-An-iy
Les coefficients Aa et B^, qui sont, au signe près» les sous-déterminants relatifs aux éléments de la dernière colonne, sont des polynômes entiers en a: du degré (m — 1) (/* — i) 4- A, et, par conséquent» les degrés des
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polynômes A et B sont respectivement mn —m etm/i — n par rapport aux deux variables a? et j.
Cela posé, si Ton multiplie par B les deux termes de la fraction ^^ 9
on aura, en vertu de la relation (3), et en tenant compte de Téquation
M-_ BM BM
N "" BN "" X *
Le dénominateur de la nouvelle fraction ne contient plus que la variable 07. Le numérateur est un polynôme entier en x et j^, du degré mn -f- m — 3 par rapport à ces deux variables, mais seulement du degré // 4- 2//Î — 4 par rapport* à/; nous le représenterons par
en indiquant par des indices les degrés des coefficients.
428. Il est clair que l'équation/— o permet de réduire ce polynôme au degré m — 1 par rapport h j, sans changer le degré total; soit
On peut même le réduire au degré m — 2. On a, en effet,
X',n«-a BM — Jy ^^ \fnn — iy"*~^ 4- X,wnJ^~*~*" • • • "l- A.mn-hm — 3 = ">
et, par suite,
J X/; ""j m^.x'^^^jx/;
En faisant abstraction de la première intégrale, qui s'exprime par une quantité algébrique et le logarithme d'une quantité algébrique, on a à considérer l'intégrale
OGO LIVRE IX. - CHAIUTRE I.
dans laquelle le déDominateur X est un polynôme entier en x du degré mn, et le numérateur H un polynôme entier en x et j du degré mn -f w — 3 par rapport a ces deux variables, mais seulement du degré m — 2 par rapport à y.
Si Ton divise par X les coefficients X^„, X^,;,^,,.. du polynôme H, à partir du second, en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de a?, on aura des quotients Cq, c,, Cj,..., c,„_3 de degrés marqués par les indices, et des restes Ro, R, , . . . , R,„_3 du degré mn — i . En posant
on a ainsi
et l'intégrale (4) se partage en deux parties
Chacune des fractions rationnelles — ^^' ^^'" ^® décompose en
une somme de fractions simples de la forme ; — -. ^ A étant une
constante et a une racine du dénominateur. La seconde intégrale se
décompose donc en intégrales telles que
G étant un polynôme entier en j, indépendant de a?, et du degré m — 2.
Intégrales abé Hennés de première et de seconde espèce» 429. Considérons la première des intégrales (5), savoir
HT
Le polynôme Q, du degré m S en x et j, renlerme -~
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coefficients; on peut donc ramener toutes les intégrales (7) à
— - - intégrales particulières de cette sorte. Parmi ces inté-
grales, il en est qui conservent une valeur finie sur toute la sphère; ce sont celles-là que Ton appelle intégrales de première espèce. D'après ce que nous avons dit au n° 427, les m valeurs dey restent finies pour toutes les valeurs finies de x^ et le point x —00 est un point ordinaire pour la fonction V; il suffit donc d'examiner ce qui a lieu quand//:=: o, c'est-à-dire aux points où plusieurs racines de réquation/= o deviennent égales entre elles. Soit (rc, ,y,) un point où n racines de l'équation/= o sont égales ày, ; posons x =^ x^ -\- x\ y='y\ 1-7'. Dans le cas particulier où la dérivée /* n'est pas nulle, on a f n^ 33)
les n racines égales forment un système circulaire et sont représentées par la série
on en déduit
La fonction u= jr'^ placée sous le signe somme, étant une quantité
Jy
infiniment grande d'un degré inférieur à l'unité, l'intégrale conserve une valeur finie, mais elle acquiert n valeurs dififérentes, quand la variable tourne autour du point critique (n° 107).
En général, les n racines égales se partagent en plusieurs systèmes circulaires représentés chacun par une série de la forme
y rtr: t;„ x' l' -\' V^ x' " I' -»-
Si Aj'*a?'P est le premier terme du premiergroupedansréquation(n*' 34), /est, par rapport à a?', un infiniment petit du degré a^ :- ^, et, par
conséquent,/,' un infiniment petit d'un degré ( a — i ) - H- 13, égal ou supé-
rieur à l'unité. Supposons que dans le numérateur Q = Q, -H Ik'y'^^' x'^'
on ait remplacé y par sa valeur; pour que l'intégrale reste finie, il fau-
(Ira égaler à zéro le terme constant Qi et les coefficienfs de tous les termes dont les degrés sont inférieurs ou égaux à (a — i ) - -4- (]3 — i).
Chaque point double k tangentes distinctes donne la seule condition Q^ = o. On obtiendra ainsi un certain nombre de relations linéaires entre les coefficients du polynôme Q; si m' est le nombre des relations distinctes, il restera m, = (^"~'H^--^) _ ^^ coefficients arbitraires; ce
sera le nombre des intégrales de première espèce. Pour toutes ces intégrales, les points critiques sont ceux de la fonction algébrique y^ définie par réquation/(a?,y) =o; les mêmes cycles donneront leurs périodes; nous avons vu (n^* 111 et 242) que le nombre des périodes distinctes, pour chacune d'elles, est au plus égal à2(/? — i) — a(/w— i). Outre ces intégrales toujours finies, nous en prendrons m' autres, que nous choisirons de manière que chacune d'elles satisfasse aux m' équations de condition, excepté une; ce seront les intégrales de seconde espèce. La première satisfait aux m' conditions, excepté la première; la seconde aux m' conditions, excepté la seconde, et ainsi de suite. Chacune des intégrales de seconde espèce ne devient infinie qu'en un point sur la sphère.
Intégrales abéliennes de troisième espèce.
430. Dans l'intégrale (6), la lettre a désigne un paramètre arbitraire, et y un nombre entier quelconque, cette intégrale étant la dérivée d'ordre q par rapport à ce paramètre de l'intégrale
on peut se borner à étudier cette dernière. Le polynôme G, indépendant de X, et du degré m — 2 en y, contient m — i coefficients; on a donc m — 1 intégrales de la forme (8). Mais nous considérerons le cas plus général où G est un polynôme entier en x et j, du degré m — 1 par rapport à ces dewx variables. Par une substilution entière et du premier degré, analogue à une transformation de coordonnées, nous mettrons la droite x — a = o sous la forme aa? -f- ]3j -+-7 = 0; l'inlé-
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grale devient alors
Nous assujettirons d'abord le polynôme G à satisfaire aux conditions nécessaires pour que Tinlégrale conserve une valeur finie aux points critiques relatifs à la fonction algébrique y; il restera un certain nombre de coefficients arbitraires. La droite arc 4- jSj' h- 7 = o :;oupe la courbe /— o en m points (^mJi)» (^2»J'2)»- • (^//i»J//i); nous assujettirons en outre la courbe G = o, qui est du degré m— -a, à passer par m — 2 de ces points, par exemple parles m— 1 derniers; de cette manière, la fonction Y ne deviendra infinie qu'aux deux points {^i*yi)f (^3«/2)» <iui sont des pôles simples delà fonction u placée sous le signe somme, et des points critiques logarithmiques de l'intégrale (n® 108). Telles sont les intégrales de troisième espèce.
On peut ramener toutes les intégrales (9) à m — i intégrales particulières de troisième espèce. Soient en effet G, ^ o, G2 = o,..., G;;,_, = o des courbes particulières du degré m — 2, satisfaisant aux conditions relatives aux points critiques, et passant par tous les points d'intersection de la droite ax -^^y -h '^ = 0 et de la courbe / = o, excepté deux, savoir : la première, par tous les points, excepté le premier et le dernier; la seconde, par tous les points, excepté le second et le dernier, et ainsi de suite. Si G est un polynôme quelconque du
degré m— 2, on peut déterminer les constantes A,, Aa, , A;„^,, de
manière que la courbe
G — Ai Gi — Aa Gj — ... — Aw-i G«i_i '= o
passe par tous les points d'intersection, excepté le dernier; il suffit pour cela de prendre
le premier membre de l'équation est alors décomposable en facteurs, et l'on a
G - A. G. - Aa G, ~ . . . - A«_, G«_ , — (ajr -h (3/ -*- y ) H,
H étant un polynôme entier en x et j, «lu degré m — 3. Si Ton appelle V,, Vo V;;, , les 772 - I intégrales de troisième espèce, qui
correspondent aux polynômes G,, Gj,. . ., G^. ,, on en déduit
Toutes les intégrales (9) se ramènent donc \k m — \ intégrales de troisième espèce, et à des intégrales de première et de seconde espèce.
431. Considérons une intégrale de troisième espèce (9], telle que la courbe G = o passe par tous les points d'intersection de la droite (XX 4- /3j -}- 7 =:= o avec la courbe /~ o, excepté les deux premiers (^it J'i)» (^2» Jj)- Afin de rendre les polynômes homogènes, concevons que l'on remplace x et j par 7 et 7; les coordonnées d'un point quelconque de cette droite pourront être représentées par
à l'aide d'une variable t. Les points d'intersection de la droite et de la courbe /==o sont donnés par l'équation
qui se réduit à
1/, -h w, / 4- . . 4- Um-\ r~-^= o,
puisque les coefficients Uq et u,rj sont nuls. Les points irintersection de la droite avec la courbe G = o sont de même donnés par l'équation
Il faut que ces deux équations admettent les mêmes racines, et, par conséquent, que leurs coefficients soient proportionnels ; en multipliant G par une constante convenable, on pcul faire en sorte que ces coefficients soient égaux. On aura alors
Vi r, i'm-x
tii Ui iim-\
et, par suite.
LNTÉGRÂLES ÂBÉUENNES.
Nous mettrons l'équation de.la droite sous la forme
CX.X 4- (3^ -i-y
àTaide d'un déterminant, que nous désignerons par le symbole [x^ , x^] . En se bornant à la partie principale, on a, dans le voisinage du point
[x,, X,] = ;^-x,)Cr,-/s) - (r— /.);.r.- J-.} ^
(jr - j;,),
et, dans le voisinage du point (^2,72)»
\x,^x^ = [X'-xi){y\'-y^'-[y--Y^)[x,-x^^ — '- , ^-^{pc — x^).
L'intégrale éprouve un accroissement — uni ou + ^tti, quand le point mobile [x,y) tourne autour du premier ou du second point, dans le sens positif.
Intégrales ultra-elliptiques.
432. On appelle ainsi les intégrales abéliennes que l'on obtient quand Téqualion proposée est de la forme
j'im [x — ay) [x — at). . .{x ■— a,„).
le second membre étant un polynôme entier en a;, du degré 2/2 ou
Faisant abstraclioD de la première partie, considérons est de la forme
Il et X étant des polynômes entiers en x. En divisant le second, appelant Q le quotient et R le reste d'un degré i de X, on arrive aux deux intégrales
/•Qrfx f^àx
J r ' j Xr' La première est une somme d'intégrales de la forme
La seconde se décompose en intégrales de la forme
^ ' J (:r-fl)*r
Considérons les intégrales (i i) ; on a
D^[x*X) = "'^«^^'J" + ii^D./ = - mx^'y'-i- '— D,
la quantité placée entre parenthèses est un polynôme degré 3n + /n — i , que nous représenterons par
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on en déduit, par Tîntégration
r x^"-^"'-' dx ^ rx-"'^'^Ulx ^ rdx
et la première intégrale s'exprime à Taide des autres. On ramène ainsi toutes les intégrales (n) à celles dans lesquelles l'exposant est plus petit que 2/1 — 1, c'est-à-dire aux 2/1 — 1 intégrales
Pour que l'intégrale conserve une valeur finie sur toute la sphère, il est nécessaire et il suflit que l'exposant soit inférieur ou égal h /i — 2; il y a donc n — i intégrales ultra-elliptiques de première espèce, savoir :
, ,, rdx rxdx r x^dx r
D'après ce que nous avons dit au n^ 113, le nombre des périodes pour cbacune d'elles est a /i — 2; nous remarquons qu'il est double de celui des intégrales de première espèce. Les /i intégrales suivantes sont de seconde espèce.
Les intégrales (12) sont les dérivées par rapport au paramètre a de l'intégrale de troisième espèce
Cette intégrale conserve une valeur finie sur toute la spbère, excepté aux deux points d'intersection de la droite Jî:=a avec la courbe (lo). Soit b l'une des valeurs dej pour x = a; les deux points critiques sont (a, 6), (a, — 6); la partie principale de l'intégrale
est log(a7— a) dans le voisinage du premier point, et — log(ir— ^) dans le voisinage du second point.
RELATION ENTRE LES PÉRIODES DE DEUX INTÉGRALES ABÉLIENNES
Relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes
de première espèce.
434. Appelons U et V deux intégrales de première espèce, relatives à une même équation algébrique /(a?, j) ~ o du degré m. Le point 0' sur la sphère étant un point ordinaire, Tintégrale fVdY^ prise sur l'un quelconque des circuits, U et V étant les valeurs des intégrales comptées à partir de Torigine de ce circuit, est nulle (n^ 111). L'ensemble des m circuits donne donc l'équation
y f\idy = o.
Considérons les/> lacets binaires de première espèce
qui se rapportent à un système circulaire de p racines se permutant autour du point critique a, et les p circuits
dans lesquels entrent respectivement ces lacets (n° 112). Cherchons la partie qui, dans le premier membre de l'équation (i), correspond à ces lacets (Oa). Sur chaque circuit, un élément mm' de la droite Oa est parcouru deux fois, dans des sens contraires. Nous désignerons par r/V^^, dNg^,... les valeurs de d\ sur Télément /wm', quand la variable x décrit la droite Oa, la racine j ayant en 0 Tune des valeurs initiales
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Xg.^yg^ Sur le circuit (C):;, quand on arrive a Tentrée du lacet (a)J;.
l'intégrale U a acquis la valeur llj;; sur la droite Om elle augmente ensuite de la quantité U^., de sorte qu'elle a en m la valeur U;; + U;;, et l'élément mm' donne l'élément différentiel (Dr 4- U'") dY„ . Quand variable a?, après avoir décrit un petit cercle autour du point critique a, dans le sens positif, revient en m, la fonction U a une autre valeur U'; en achevant le circuit, on aurait
U' H- u^ 4- u^: :_-: o, d'où u'^-u;:-i-u;;.
dV ayant sur i?wi' la valeur — dV' on a le second élément différentiel (U'; — lig")d\g^. Ainsi le circuit (C):; donne, pour l'élément- wm' de la droite Oa, les deux éléments différentiels
(u::-f-u:;)rfv,„-i-(u;;-u,:)rfv,.;
le circuit (G)*; donne, pour le même élément mm\
(uf;-f-u::;)rfv,. + (u;;-urjrfv,.,
et ainsi de suite; enfin le circuit (C)*'':; donne
En ajoutant ces résultats, on obtient la partie qui dans la somme (i) se rapporte à l'élément /Tim', savoir:
(2) (uî: 4- lilr) dw,. + (uî; -h u::) rfv,. -f- . . . + (us-; -^ u;;::) cA^,^...
Posons
135; 4- u,*: = A^ uï; -f u;; =- a:;, . . . , uï; -h vlr =- hlr ,
et remarquons que ces quantités sont les valeurs de l'intégrale U, relatives aux lacets de seconde espèce [a')\\, (a')';,..., (a');^,, décrits dans le sens négatif (n^ 112); la quantité précédente se réduit à
(5) a:: rfv,. -h a:; rfv„ -»-...-»- A:r * rfv,,.
11 faut considérer maintenant les éléments successifs de la droite Oa,
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c*est-à-dipe intégrer de 0 à a. Si Ton appelle A^,, ^^.f- ï^s valeurs de l'intégrale V, relatives à la droite Oa, quand la racine y a en 0 Tune des valeurs initiales y^,, /^.•..., on obtient la quantité
La somme des valeurs de l'intégrale U, relatives aux /> lacets binaires de seconde espèce étant nulle, on a
et la quantité (4) devient
(5) -a::(A,.--a,j--a;;(/i,.-/ij-...-a:;:;(a,.-VJ.
Nous désignerons par a\\^ ûf^î»---» <^%.y '®s valeurs de l'intégrale U, relatives aux p lacets binaires de première espèce, et par 6j;, 6^;,.. ., 6^,;;^ celles de l'intégrale V, relatives aux mêmes lacets, décrits dans le sens positif; comme on a
K - K^ = ( A,„ - A,. ) 4- ( A,. - A^, ) = 6S; 4- 6f : , Texpression (5) se met sous la forme
Telle est la partie qui, dans la somme (i), correspond à un système circulaire de racines. Chaque système circulaire donnant une quantité analogue, on aura l'équation
(7 ) -- 2 [a:; b^: -(- a:; ( m; 4- 6^;) -h ... 4- a:; ; (6^: 4- 6^-h . .4- ft;î':;)] :- o,
le signe 1 s'ctendant à tous les systèmes circulaires de racines.
Cette équation peut être mise sous une autre forme. En intégrant par parties et remarquant que les valeurs des intégrales U et V sur
ti
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chaque circuit sont nulles, on a identiquement (8) IfVdV-^-l/ydU.
Si Ton désigne par B;;, B'; , B^'^- les valeurs de l'intégrale V relatives aux lacets de seconde espèce, décrits dans le sens négatif, on obtiendra l'équation (7) sous la forme
435. Nous allons faire voir que Ton peut transformer cette équation, de manière qu'elle ne renferme plus que les périodes de l'une et l'autre intégrales. Après avoir choisi un système de lacets fondamentaux de première espèce, appelons U,, U2, . ., V,, Va,.. . les valeurs des intégrales U et V, relatives aux lignes fermées composées uniquement de lacets fondamentaux et conduisant de la racine yo à chacune des autres j,,y.2, .., Jm-|. A chaque lacet binaire de première espèce correspond un cycle simple; nous désignerons par x^; et ift,^; les valeurs des intégrales U et V, relatives au cycle simple dans lequel entre le lacet binaire (a)^;. Ces intégrales sont nulles, lorsque le lacet binaire est l'un des lacets fondamentaux; dans le cas contraire, ce sont des périodes de l'une et de l'autre intégrales» Comme on a ift^^; ~ V^^ -1- bli — V^,, l'équation (7) devient
~ 1 [M: <; -h a:; « H- inf:) -F . . . -t- a:; ; « -t- <; ^ . . -h <;:;)]
La quantité Y^se trouve dans les parties relatives à différents systèmes circulaires, dans toutes celles où un lacet binaire de première espèce permute la racine déterminée/^ en une autre; mais nous avons vu (n® 112) qu'aux lacets de première espèce, qui permutent la racine y^ en une autre, correspondent les lacets binaires de seconde espèce, qui entrent dans le circuit de seconde espèce (C)^; la somme des quantités A, par laquelle est multiplié Vo, est donc nulle. La seconde partie étant identiquement nulle, l'équation précédente se réduit à sa première partie, c'est-à-dire à
(lo) 1 [a'::< + a':: «; -^ 10,^:) ^ . . .-f- «':;;:; «: + <; ^. . .+ <:;)] =. o.
Considérons maintenant les cvcles formés chacun de lacets fondamcDtaux et d'un lacet de seconde espèce; on a, comme précédemment, Jol'' = Ua,-H a'4'— Ua,, et l'équation précédente devient
(2 [x'^Mbi: + -< (îK>i: +<;)+...+ ^X-', «; + ik>I: + •• . + <:; )]
La quantité U» est multipliée par toutes les quantités ifb, relatives aux cycles simples qui se rapportent aux lacets de première espèce correspondant aux lacets de seconde espèce qui permutent la racine /« en une autre; mais ces lacets de première espèce forment le circuit de première espèce (C);. Ce circuit pouvant être regardé comme la réunion des cycles simples, la somme des quantités b par laquelle est multipliée Ua est nulle. Ainsi la seconde partie est encore identiquement nulle, et Féquation (i i) se réduit à
(i2)2[x'*^<+x^";(<4.<)h-.,.4.cA.7,:;(<+<
elle est de la forme
(ù et (ù' étant des périodes de Tune et Tautre intégrales.
Relation entre les périodes d'une intégrale de première espèce
et d'une de troisième espèce,
Soient {Jig
ces deux intégrales. Nous supposerons que Ton puisse joindre les deux points logarithmiques (^mJ'O, (^aija) pa<* une ligne qui ne coupe
aucun des lacets relatifs aux points critiques algébriques «o» ^i>
Dans ce cas, nous formerons un nouveau lacet avec cette ligne, deux petits cercles décrits autour des points logarithmiques, et une ligne Oh
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allant de l'origine à un point de la ligne x^x.^* Dans le cas contraire, on introduirait deux lacets nouveaux unissant l'origine à chacun des points logarithmiques. Chaque circuit enveloppe tous les lacets. Les valeurs des deux intégrales étant nulles sur chaque circuit, l'équation (i) subsiste. Le lacet {x\x^) n'entre efiectivement que dans un circuit; quand la variable x décrit ce lacet, l'intégrale V acquiert sur
ftg. 8a.
les petits cercles x^ et x^ les accroissements — 2711 et -f- ini, et, par conséquent, reprend à la fin du lacet la valeur qu'elle avait à l'entrée; ce lacet ne modifie donc en rien les parties de la somme qui se rapportent aux autres lacets. Il suffît d'y ajouter la partie fournie par ce nouveau lacet; les lignes Oh et x^x^. étant parcourues deux fois avec des valeurs de UrfV égales et de signes contraires, ne donnent rien dans la somme; il reste à considérer les deux petits cercles rc, et X2\ le premier donne — aTriU^.,, le second -f- aTriUa-,» ensemble 27ri(Ux,— U^,), ou 2m l \/U, l'intégrale étant prise le long de la ligne x^Xz* On a donc l'équation
(i4) > «&)' f-27:/ / Ju — o.
Relation entre les périodes de deux intégrales de troisième espèce.
Soient
r Gdx __ r G'dx
ces deux intégrales. 11 faut considérer deux nouveaux lacets (rr, rra), (x\x\^) unissant, l'un les deux points logarithmiques de la première
intégrale, l'autre ceux de la seconde. Nous supposerons que les deux Jignes XiX2, oc^x^ ne coupent pas les lacets relatifs aux points critiques et ne se coupent pas entre elles.
L*équation (i) subsiste encore. Les nouveaux lacets ne modifient pas la partie qui se rapporte aux premiers lacets. D'après le raisonnement
du numéro précédent, le lacet {x^x^) donne inii \/U; la seconde forme de Téquation (8) montre que le lacet (^1^:2) donne de même -— ini\ * dy. On a donc l'équation
(i5) \ 0)0)' f 271/ / {IV — 77:11 rfV=:o.
Application aux intégrales elliptiques, 438. Considérons deux intégrales elliptiques
Jq J t/o J
Tune de première espèce, l'autre de seconde espèce (n® 273). Supposons que les lacets relatifs aux quatre points critiques a^, a,, a^, a,, qui
correspondent aux valeurs ^- i, r? — r, — -. de la variable a?, se succèdent dans Tordre positif, et que le rayon 0/du circuit passe entre les points Uq et a,. Sur les deux circuits, la valeur initiale de j étant — i, les fonctions U et V ont au même point des valeurs égales et de signes contraires, et, par conséquent, Tintégrale /UrfV a la même valeur.
Elle devient infinie avec x\ car, si Ton pose a; ~ -,, et si l'on développe en série suivant les puissances croissantes de x\ on a
dx l,x^ '
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d'oii Ton déduit
Le point 0' sur la sphère est pôle de celle dernière fonction. L'intégrale relative à chaque circuit, décrit dans le sens positif, est rp» c® qui
fait pour les deux circuits — "^-^ tel est, dans ce cas, le second
membre de Téquation (i). Chaque lacet ne fournit qu'un seul terme, et le premier membre, sous la forme (7), est égal à
quantité qui se réduità — 2(a^,6| — a,6o) et par suite à — a(wa)', — «'o),); on retrouve ainsi la relation obtenue au u^ 273,
439. L'intégrale elliptique de troisième espèce, telle qu'elle s'est présentée d'abord, est donnée par la formule (16) du n^ 275; nous la mettrons sous la forme
j3 étant la valeur qu'acquiert y lorsque la variable 00 va de l'origine 0 au point a par un chemin déterminé Oa^y ayant au point 0 la valeur initiale + i. Cette intégrale admet quatre points logarithmiques, savoir les deux points (a, d= p) et les deux points (— a, ib /3). Quand la variable X tourne autour de chacun d'eux dans le sens positif, l'intégrale éprouve les accroissements ± ni, =p ni. Joignons les deux points géométriques a et — a par une ligne qui ne coupe aucun des lacets relatifs aux points critiques algébriques, et complétons le lacet qui enveloppe ces deux points par le chemin déterminé Oa.
Si U est l'intégrale de première espèce, et Y une de troisième espèce, l'intégrale /U^V, conservant une valeur finie quand x devient infinie, est nulle sur chacun des deux circuits. Le lacet qui enveloppe les deux points (a, |3), (— a, |3) entre dans l'un des circuits; le même lacet, considéré comme enveloppant les deux points (a, — ]3), (—a, — |3), entre dans l'autre circuit; ces deux lacets donnent d'ailleurs des termes égaux. En désignant par 2 8 et e' les périodes de Y fournies, comme celles de U, par les deux cycles formés, l'un des deux lacets (a^) et (a,), l'autre des deux lacets (a,) et (ao), on a l'équation
Pour préciser, nous supposerons que la ligne déterminée Oa passe entre les points ai et a^, ce qui est toujours possible, quelle que soit la position du point a, et nous appellerons a la valeur de l'intégrale de première espèce, quand la variable x décrit la ligne Oa, avec la valeur initiale y=i. Si l'on considère le cycle formé par la ligne qui joint les deux points a et — a, la ligne Oa et une ligne symétrique allant de l'origine au point -^ a, on a
0 J OC •/— a
d'où
et l'équation précédente devient
(i8) we'— &)'(e — Tzi) -- ir,ai.
Le même raisonnement s'applique au cas où U est l'intégrale de deuxième espèce, Y étant toujours une intégrale de troisième espèce. L'intégrale /Uc?V conserve encore une valeur finie, quand x devient infinie, et l'on obtient l'équation
(19) 'u,e'— w, (e — tt/) = 27riÇ(a).
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Des deux relations précédentes, on déduit
(20) g — -—-iw 4-7:1, e'=-^&)'i
440. Considérons maintenant deux intégrales elliptiques de troisième espèce
Joignons les points a et — a, a' et — a' par des lignes qui ne coupent pas les lacets relatifs aux points critiques algébriques et qui ne se coupent pas entre elles. Si Ton appelle 2£, et i\ les périodes de la seconde intégrale, relatives aux deux cycles précédents, ou a l'équation
— 2(e€, — e'e,)-4- 27ri / rfU— 27:1/ rfV=o.
Supposons que le lacet {oc) précède le lacet (a'); avec une disposition convenable de ces lacets, et en raisonnant comme précédemment, on obtient
/a pot, /»a' /»a'
dV = 2l c/V-e.-jri, / rfU=2/ rfU - e',
et l'équation devient
f r" dU-a7ri r*rfV = ie-7ri)e',-e'(e,-7ri)-f-tr%
27ri
OU, en vertu des relations (20),
21) r'^rfU- r"rfV=z*»[«Ç(a')~a'Ç(a)]~^.
L'intégrale (17), exprimée à l'aide de la variable z, est
c'est celle qui est donnée par la formule (ao) du n" 275; nous la dési
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gnons par In lettre ts, afin de la distinguer de Tintégrale n{z,a) considérée par Jacobi. L'équation (21) devient
(23) ©(«', a) -xaia, a') ^- /.'[flÇ(fl') - rt'Ç(a)| - "-•
Elle effectue la permutation du paramètre et de l'argument.
On passe d'une forme k Tautre, en remarquant que Ton a identiquement
el, par suite,
OU
X'(fl)
(.5) IJ(^'«) = -(^'«^7)-^tS
L'équation (24) montre que les périodes 26)2et oj, de l'intégrale lï{z,a), fournies par les deux cycles (««) -h («3), (a,) 4- (a©) sont égales à celles
de l'intégrale rslz, a -h ^ ]» augmentées respectivement des quantités
— •ici)DalogX(rt), — w'D«logX(rt); ce sont précisément celles qui sont données par les formules (a3) du n*' 275.
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CHAPITRE III
THÉORÈME D*ABEL
441. Une courbe ç(a?,j) = o du degré n coupe la courbe/(^, j) = o du degré/71 en mn points, quenous désignerons par (?n>}|), (Ç2»>?2)»-.. Une autre courbe ^{cc^y) ~o du degré n coupe de même la courbe /=o en mn points (^', , io\)f (C'a, yi\),.... Joignons ces points deux h deux par des lignes ^i^^, |2?'2»-- fl"' "^ ^^ coupent pas, c'est-à-dire telles qu'au point d'intersection des deux lignes géométriques figurant la variation dex, la valeur dey ne soit pas la même. A Taide de chacune des lignes S,^\ de deux petits cercles décrits autour des points ^ et ^' et d'une ligne 0^ unissant l'origine 0 à cette ligne ^^', nous formerons un lacet enveloppant les deux points ^ et S,'; nous aurons mn lacets de ce genre. Soit
Nous supposons d'une manière générale que les lignes analytiques qui forment les lacets (^Ç')» le lacet (XfO:?,), et ceux relatifs aux points critiques de la fonction algébrique j de x, ne se coupent pas. Sur chaque circuit, enveloppant tous ces lacets, l'intégrale /U //Y étant nulle, on a, pour l'ensemble des m circuits, l'équation
(r) 2/UrfV=r.-2/VrfU=^o.
Quand la variable x décrit Tun des lacets (£^'), la fonction U, éprouvant aux points Ç etÇ' les accroissements -f- 2niei — 27ri, reprend à la fin du lacet la valeur qu'elle avait à l'entrée; de même, la fonction Y sur le lacet {xiX^). Il en résulte que ces lacets n'ont pas d'influence
sur la parlic de Tintégralc qui se rapporte aux lacets relatifs aux points critiques de la fonction algébrique; cette partie sera donc de la forme 2ww', (0 et 0)' étant des périodes des deux fonctions U et V (n® 435); mais, quand la variable x décrit un cycle, les fonctions entières 9 et (ji
reprenant leurs valeurs primitives, la fonction log-^ éprouve une variation égale à 'xm'ni, m' étant un nombre entier; l'expression ZciXd'se réduit ainsi à la forme 2Kilm ta'.
Le lacet (07,073), d*aprës ce que nous avons dit au n^ ^SB, donne le
terme 2ni l 'rflog^- De même, d'après la seconde forme de Téqua-
tion, chaque lacet (|^') donne un terme 27:1 j dW. On obtient ainsi l'équation
(5t) se rfV-H r 'rflog J-4-Vm'a)' = o,
qui constitue le théorème d'Abel, dans son acception générale.
442. On peut associer les points | et §' deux h deux, de manière que tous les nombres entiers m' soient nuls. On sait, en effet, que, si Ton fait passer une courbe du désiré n par un certain nombre de points pris à volonté sur la courbe /— o du degré m, les autres points d'intersection en résultent. Lorsque n est plus petit que m, le nombre n' des points
que Ton peut prendre à volonté est égal à -^ '•, la courbe du degré ai
est alors déterminée; mais, lorsque n est égal ou supérieur h tw, ce nombre
est égal a rnn — *, il est moindreque celui qui est nécessaire
pour déterminer la courbe. A n' points S,, ^a»---» ?// d'intersection de la courbe y — o avec la courbe /=rro, faisons correspondre ^'points pris h volonté parmi les mn points d*intcrscction de la courbe ^j/ = o avec/-T=o, désignons-les par %^, 2'2,..., ?'„ , et joignons-les aux précédents par des lignes arbitraires Çi?',, So^'o,.... ?//?!,•» avec la restriction indiquée. Sur ces lignes prenons des points ^"j, Ij»- • • » Ci* voisins respectivement des points?,, £3,. .., £,/; par ces iï! points nous pourrons faire passer une courbe o/' ■-- o du degré n et dilférant tros-peu de la courbe 9 — 0;
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cette courbe coupe la courbe/=o en mn — n! autres points £^.^,, C'4-.»---> Crtn» voisins respectivement de £,/4- m S,/^.,,.. ., ?;„;,. Sur les mêmes lignes on prendra ensuite des points ë*^, ^,. . •> C voisins respectivement de ^j, 2*2'- • •» ^n'f et l'on fera passer par ces points une courbe 9"' = o du degré n et différant très-peu de la courbe 9" = o. Cette courbe coupera/= o en d'autres points Ç^,^,, ^^r+,,. . ., £^,,, voisins respectivement de C + .» C^ »»• • •» ?m/,» et ainsi de suite; on passera de la sorte, par une déformation continue, de la courbe 9 à la courbe tj/. La série des points Çn/^-i, C+i» C+i»--- formera une ligne continue unissant le point Ç,/^., de la courbe 9 à un certain point ^„r^. de la courbe ^\ de même la série des points 2„'^2» C'4-,» C + »»«- formera une ligne unissant le point |a/+2 ^^ 1^ courbe 9 à un certain point ^/i'-*.> de 1^ courbe t|/, et ainsi de suite. De cette manière, la corrélation des mn — n autres points § et ^' est déterminée : elle résulte de celle adoptée pour les n' premiers points.
Lorsque ij; = 9, la fonction lôg j reste constante sur chaque cycle,
et par conséquent sa variation est nulle; les nombres m' sont nuls. Lorsque la fonction ^ diflère très-peu de 9, le rapport^ différant peu
de l'unité, l'intégrale 1 rflog^ sur un cycle différera peu de la précédente, si elle en diffère; et, par conséquent, le nombre entier m! est encore nul. On pourra continuer de cette manière tant que les lignes ^§', en s'allongeant, ne rencontrent pas les lacets relatifs aux points critiques» ou le lacet [oc^x^). Avec ces restrictions, l'équation (2) se réduit à
Le même raisonnement s'applique à l'intégrale abélienne de première espèce; le lacet (^, x.^) n'existant plus, l'équation se simplifie et devient
(4) ' V r dW==o.
La somme des valeurs de l'intégrale relatives aux diverses lignes qui
088 UVRE IX. — CHAPITIIE Ul.
joignent les points d'intersection des courbes/ et 9 aux points d'intersection des courbes/ et <{;, de la façon indiquée» est nulle.
Dans ces deux derniers Chapitres, nous avons mis à profit l'ouvrage de MM. Glebscb et Gordan que nous avons déjà cité (n'' 113).
Addition des intégrales elliptiques.
443. La formule de l'addition des intégrales elliptiques de première espèce est une conséquence de cette loi générale. La courbe /=o est
(5) x'= (' - ^') (» — '»"'-^'; ~ I -- (1 -f- /(^)j:^-hk*x\
Les points d'intersection de cette courbe et de la parabole
(6) jr=2 px^ r- gx -^ i
sont donnés par l'équation du troisième degré
(7) (/>'— /r*)ar'-f- 2pqx^-h{q^ -^ np -h i -h k*)x -h ^q = o,
abstraction faite de la racine x = o. Appelons œ^^ x^^ x^ les trois racines de cette équation, et ji, y^, y, les valeurs correspondantes Ae y données par l'équation (6). On peut déterminer les constantes/; et q de manière que deux des racines x^ et x., aient des valeurs données; la troisième x^ sera alors fonction des deux premières. De l'équation (7) on déduit
.y. .2^1-1- Xt ~\- X^
' / • ty <•• /»•
d'où
, , ^, -f- ^, x\ — x\ x,y\ -t- XtXx
^' pxx Xt — 1 XiVi — X2)\ I — h^x] x;
Supposons que la courbe ^ soit la parabole (G) et la courbe 9 la parabole particulière j — - ,,- '^' i- '» pour laquelle a;, -- X2 — o,
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et, par suite, ^3 = o. On a, d'après Téquation (4)»
' rfV -f- / dW h \ dy = o,
ou
(10) Z, -h Z2 -h Zy r- O.
La relation (9), sous sa dernière forme, donne la première des formules (1) du n^ 318, savoir
444. Si y est une intégrale elliptique de seconde espèce, on a approximativement, pour les valeurs tr^s-grandes de x,
y^T=i±kx\ 9 = ^ x^y ^^=:{±:lf — p)x^— qxj
^ vp ±k — p X k
les deux circuits donnent 27:i-rrr — i» ensemble 2711 . ^ ,» ou, d'a-
k[kzç:p) k^— p^
près Téquation (7), sTria^ia^sO?,; le second membre de Téquation (4) est alors égal à a?i 072^39 et Ton a
(12) / rfV-f- / rfV-f- / rfV = ^,X,^„
ou
en vertu de la relation (10), c'est Téquation (24) du n^324.
445. Considérons enfin le cas où V est une intégrale elliptique de
troisième espèce, mise sous la forme (17), adoptée au n® 439. D'après
l'hypothèse faite sur la position de la ligne Oa, le lacet qui unit le
point (a, |3) au point (— a, /5) entre clans le premier circuit, et donne
puisque (p{— a, fi) = 9(«, |3). L'autre lacet entre dans le second circuit, et donne de méuie
L'équation (3j devient donc Évaluons le dernier terme. On a
^'(afW^'C— «»—?)=(/>«'+ 0'—(P—?a)'-=2 jap4-(2/i~flM- I 4-AV»-(p'-- '*')«*
= iqa P ( — 4- ~ -f- — 4- j ) a .
L X\XtX^ \Xx Xt Xi y j
De la relation y^ = /la^g i y a^j 4- i , dans laquelle on remplace p par sa valeur (8), on déduit
I I I x^xo'i— x]
X\ X% X^ XyX^X^
il en résulte
On a de même
-K- «, p) |(«. - p) - - -'-^^ [«'- xj + i^' («jr.+ *.|3)T
.77, .xTjJïa |_ a j
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et, par suite,
^^(«>P)^^(-«,-P)^'"^ oc a}-x\ ^ '"^X(fljX(a + z,)
vi/(— «, P).v|;(a, — P) j:,x, an^-iTaP X(z,)X(z,)
Od obtient ainsi la relation
(.5) »ll(z.) + CT(a.)-HCT(z.)=.-IOg^ i- \;^^^;^(^)
X(a)X(rt-»-z, + «,) d'où l'on (léduil facilement l'équation (a8) du n° 325.
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