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Théorie des groupes finis. Éléments de la théorie des groupes abstraits
Des dlvci's groupes particuliers reiiconlrrs en Algèljre, en Analyse et en (léoinrtiie devait nécessairement se dégager ridée du gronpe abstrait, c'est-à-dire du grou[te considéré en lui-même, indépendamment de la nature de ses éléments. Beaucoup de recherches déjà faites dans divers domaines ^illr('^l tlés lors se fondre en une théorie plus générale (jni depuis n'a cessé de se développer.
On trouvera ici, sous le litre d'Eléments, la partie de cette théorie (pii n'exige aucune représentation concrète. Le reste, cjui exige, au moins pratiquement, Femploi des groupes de substitutions, sera réuni sous le nom de Compléments. Bien qu'ayant principalement en vue les groupes finis, j'ai lâché d'étendre autant (pie possible les théorèmes généraux aux groupes inOnis.
r^a notion de groupe apparaissant de plus en plus comme fondamentale en Mathématiques, je n'ai voulu supposer chez le lecteur aucune connaissance théorique préalable. D'ailleurs, une fois les nombres naturels définis, c'est comme éléments de groupes que se présentent immédiatement les nombres négatifs et rationnels, les imaginaires de Galois et les nombres algébriques.
Les équations algébriques devant faire l'objet d'une expo-
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silion déLuillée, je me suis borné, sur les corps algébriques, aux premiers théorèmes. Les corps finis de Galois, au contraire, sur lesquels je n'aurai plus à revenir, ont été étudiés d'une manière plus approfondie. Mais, comme ils seront à peine utilisés ici, le lecteur aura sans doute avantage à passer au Chapitre JI aussitôt après les généralités du paragraphe II du Chapitre I (jusqu'au Chapitre IV le paragraphe IIÏ du Chapitre I ne servira qu'incidemment).
Toutes les propositions d'Arithmétique invoquées ont été démontrées à mesure qu'elles se présentaient. Seule, une brève théorie des matrices, qui servira encore dans la suite, a été rejetée dans une Note à la fin du Volume. Une autre Note est relative à des représentations si élémentaires de certains groupes usuels qu'il était difficile de les dilférer.
Un ami dévoué, M. Potron, a bien voulu relire le manuscrit en entier avec le plus grand soin : je lui en exprime ici toute ma gratitude.
JI juin 1904.
I. — Ensembles (M
1. Un ensemble A d'éléments quelconques est dit coi'respondre à un ensemble B d'une manière iinivoque quand à chaque élément de B répond un seul élément de A.. Si la réciproque est vraie, la correspondance est biunivoque et A équivalent ou égal à B. D'une correspondance biunivoque de A à B ou projection de A sur B (donc aussi de B sur A) on peut toujours en déduire une autre où à un élément arbitraire a de A réponde un élément arbitraire 6 de B : il suffît, si, dans la projection donnée, a répond à b' et b k a\ de projeter a sur b et a' sur b' sans rien changer au reste.
2. Entre les objets a et b supposons qu'il y ait une relation /■ mutuelle, composée par conséquent d'une relation r' rapportant a à b et d'une autre /■" rapportant b a a. Si r est asymétrique, c'est-
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à-dire /•' différenl de /•", et si l'on fait abstraction de la nature de /• sauf de V asymétrie, on obtient une relation d'ordre. Lorsque entre a et ^ il y a une relation d'ordre, le couple («, ^) est ordonné : on peut exprimer ce fait en disant que la relation d'ordre constitue a antérieur à b el b postérieur à a (ou inversement). Si entre « et Z> il y a une seule relation d'ordre, l'ordre est simple; sinon, il est multiple et alors a pourra être avant b en vertu de certaines relations d'ordre, après b en vertu d'autres. Les couples ordonnés (a, 6), (a,, b^) sont dits semblables quand à chaque relation d'ordre constituant a antérieur (ou postérieur) à 6 on peut faire correspondre une relation d'ordre constituant a^ antérieur (ou postérieur) à 6, et inversement.
Soit R un ensemble de relations d'ordre. Un ensemble E est ordonné en vertu de R quand chaque couple d'éléments de E est ordonné en vertu d'une au moins des relations de R. L'ordre de E est simple si l'ordre de chaque couple est simple; sinon, il est multiple. Un ensemble ordonné est sembiabU' à un autre quand on peut établir entre eux une correspondance biunivoque telle qu'à tout couple d'éléments de l'un réponde un couple semblable de l'autre.
3. Un ensemble E est évidemment égal à l'ensemble N que l'on obtient en faisant abstraction de la nature de chacun de ses éléments, c'est-à-dire de toute détermination autre que son individualité distincte comme unité composante. Les éléments de N étant individuellement désignables, on peut ajouter à chacun telle détermination que l'on voudra et passer ainsi de E à tout autre ensemble égal. L'ensemble N ainsi déduit de E est la puissance ou \ ordre de E ou le nombre cardinal ou simplement le nombre de E ou des éléments de E. On se sert souvent de locutions abrégées comme répéter un nombre, décomposer un nombre en plusieurs autres, etc. ; mais il est clair qu'un nombre répété, un nombre décomposé, une partie de nombre ne sont plus des nombres au sens qui vient d'être défini, les éléments ayant reçu de nouvelles déterminations.
Si E est ordonné et si l'on ajoute encore aux éléments ou unités de N les relations d'ordre qui en font un ensemble N' semblable à E, N' est le nombre ordinal ou le tjpe ordinal de E.
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■4. Si A. et B n'ont aucun élément commun, \ + 13 désigne l'ensemble obtenu en réunissant les éléments de A. et de B. Si A et B ont des éléments communs, on opposera à lui-même chacun de ces éléments communs comme appartenant d'une part à -V et d'autre part à B, et alors dans \ H- B il sera pris une fois comme élément de \ et une autre l'ois comme élément de B. Cela revient à dire qu'en écrivant A + B on regardera toujours V et B comme n'ayant aucun élément commun. A. -f- B est la somme de A. et tle B et l'opération ainsi laite se nomme addUion. On a évidemment A -f- B = B + A et \ + (B 4- C) = ( A + B) -|- C.
(^uand B est exclusivement composé d'éléments de A, A — B désignera l'ensemble des éléments de A qui sont hors de B. Il est commode d'introduire des ensembles fictifs ne contenant aucun élément : leur nombre sera désigné par o. Si A — B = o, on a A = B (mais non réciproquement, on va le voir). Si A — B ^ o, je dirai que B est une portion de A, que A — B est la di (féreiice de A et de B et cjue B a été soustrait de A.
La notation S(.r)^ A exprimera que A est un ensemble dont les éléments sont d'autres ensembles et que x parcourt ces derniers. Pour désigner l'ensemble A' déduit de A, en prenant pour éléments non les x mais les éléments des x^ j'écrirai '^x = A'.
Uarrangement ab des éléments «, b s'appelle produit de a par b. Si a parcourt l'ensemble A et b l'ensemble B, ab parcourt un ensemble S «6 qu'on désigne par AB ou A. B ou A X B et qui est le produit de A par B ; l'opération ainsi faite se nomzne multiplication. On a évidemment AB = BA, A(BG) = (AB)G, A(B + C) = AB + AC et AB = SA^ = S^B. Chaque kb étant égal à A et chaque aB à B, on voit qu'on peut décomposer AB en ensembles égaux à A formant un ensemble égal à B, ou eia ensembles égaux à B formant un ensemble égal à A.
Supposons qu'à chaque élément a d'un ensemble A on associe un élément b dun ensemble B, b ne variant pas nécessairement avec a et ne parcourant pas nécessairement tout B. On peut imaginer b placé sur a et appeler l'opération ainsi faite la couverture ff^^k.) de A par B en représentant b par /^{a). Les couvertures /g (A), f^{k) seront distinctes si, pour un seul des a, f\i{fi) est différent de f\{a.). On désigne par B* l'ensemble des couvertures yij( A) distinctes. Chaque élément de A'* A'' est le produit d'une J\{^) par
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une fx{C) et correspond ainsi l)iiiui\o(|uciiioul à une f\(\i -'r G) ; donc A"A^ = A^"^^. Chaque élément de A^B'^ est le produit d'une /*j^(C) par une _/b(G) et A'B^' correspond ainsi biunivoquenient à une/A,i(C); donc A^'B^^r (AB)*^. Chaque élément/'AB(G) de ( .\'')*^ s'obtient en plaçant sur cliaque élément de G lous ceux de B el en même temps sur cliaque élément de B un éléuienl de A; donc chaque /x"{C) correspond biunivoquement à une _/bi;(A) et(A'^)^ = A''c.
5. Le nombre i étant connu, on a par définilimi 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, .... Les nombres ainsi obtenus que Ton nomme entiers positifs ou naturels et tous les ensembles équivalents sont àil finis, les autres in finis ou transfinis.
Soient A et B des ensembles quelconques. On peut faire les hypothèses suivantes qui s'excluent mutuellement et ne laissent place à aucune autre ( ' ) :
Ou bien A ^ 6, b étant une portion de B, sans que B soit égal à aucune portion de A : on dit alors que A est <; B et B >> A (on ne peut avoir A = B, car on aurait /> ^ B et la projection de A sur B fournissant une portion « de A égale à 6 il en résulterait a = B). Si A < B et B < C, on a .\ < C.
Ou bien B = a^ a étant une portion de A, sans que A soit égal à aucune portion de B : alors B est •< A et A^ B.
Ou bien A = 6 et B = «, « étant une portion de A et b de B. Alors A = B. En effet, la projection de A sur b fournit dans b une portion b^^ a et b — 6, = A — a. Celle de B sur a ^^ bi fournil dans bt une portion 62=6 et bf — Z>o = B — ^. Celle de A sur b fournit de nouveau dans ^o ^3= « et b-2 — Z^s = A — a; et ainsi de suite. Donc, quel que soit /?, A — a = b.2n — ^2//+!^ B — b ^= b-2,t^{ — bo,i. Si d'ailleurs c est l'ensemble commun à 6, ^, , b.,, ..., on a évidemment B = c + (B — b)-\-{b — 6,)+(6, — ^2)+---' b = c-[-{b — b^)-{-{b^ — ^2) -+-•••• Lu faisant correspondre les termes de rangs i, in, 2 /? + i de la première suite aux termes de rangs i, 2/? + i, in de la seconde respectivemenl, on voit {les deux suites étant infinies) que B = A =: A.
(') Voir E. BoREL, Leçons sur la Théorie des fonctions, Note I.
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On Invn A n'est cj^al à aucune poition de B el B à aucune porliiin (le V: celte hypothèse n'a pas encore été assez étudiée.
6. Aucune portion <la nombre Jini n n'est égale à n. C'est évident j)our /? = i . Or, V désignant un ensemhle cjuelconque (pii n'est égal à aucune de ses portions, il en est de même de A + a^ (f étant un élément hors de A. Car si A. + « =: B, B étant une portion de Ah- a, et si a' est l'élément de B = B'H- a' qui répond à a dans une projection de A H- (7 sur B, on peut toujours, au cas où B contiendrait a, supposer la projection telle c[ue a'^=:a, en sorte ([ue B' soit en toute hypothèse une portion de A; mais alors (tn aurait A^ B'.
Tonte portion p de /i 4- i est un des nombres i, 2, ..., n. Supposons-le vrai |)()ur !, ..., n. Le seul cas à considérer est alors celui où lunité ajoutée à n pour obtenir /? + i et que je désignerai par 1' est dans p ^= p' ^ ^' . Alors/?', portion de /z, est un des nombres o, i, ..., n — 1, et/)'+i', par suite, un des nombres i , . . ., n.
De ces deux propositions il résulte d'abord cjvie // + 1 est >> /i et ensuite qu'il \iy a pas de nombre ^ > /? et -< /î -h i , ^^^ ^ doit être un des nombres i, 2, ..., n dont le plus grand est n.
7. Le non)bre Q. de l'ensemble s^=ll{n) des nombres finis est transfini, car, e étant un élément hors de s, s -\- e ^ s [on fera correspondre e àe s -\- e k 1 de 5 et (/i) de 5 + e à (/? + i) de .s] donc il 4- I = 0, ce qui n'a jamais lieu pour les nombres finis. Un ensemble de nombre Q est dit dénombrable.
De Q-hi = ù on déduit, pour /7 fini, ù-\- n^ù. Comme d'ailleurs S(/î) = S(2/?,) +- ^(2/z — I) et que :i:(2/«) = S(2 w — i) = S(/i), on a Q -i- 0 ^ Q, d'où /?Q = Q. Si l'on appelle premier tout nombre qui n'est pas le produit de deux facteurs plus petits que lui, 12 doit être regardé comme premier.
Considérons ensuite lensemble [ïl(/i)]- = S(m/ï) [m el n parcourant les nombres finis) de nombre 0-. Pour avoir tous les mn on peut les ranger suivant les valeurs croissantes de m -+- n et, à égalité de valeur de m -+- /^, suivant les valeurs croissantes de m. En faisant correspondre le k^"'^ terme ainsi obtenu au nombre k^ on voit que S(m«) = S(/i). Donc Q^ir^Q et 11'^ Q. Ainsi le
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nombre des systèmes (.r,, ..., .r,t) ou points de coordonnées A*i, ..., x„, dans lesquels chaque x est un entier jiosilif, sera Q«= U si n est fini.
Tout nombre tiaiisfini est ^ù. En efl'el, tout ensemble transfîni E contient des parties de nombre Q, car, si l'on y prend un nombre fini d'éléments <?i, ..., e«, on peut encoi'e prendre un autre élément e«^, et l'ensemble des e obtenu en continuant ainsi est égal à ù. Toute partie trans finie A = 2C(a) r/e 0 équivaut à Q, car, l'ensemble B des nombres inférieurs à ceux de A ayant un élément maximum ([^) (sans quoi B comprendrait tous les nombres finis), A aura un élément minimum (a,) = ([^ + i), A — (a,) en aura un (ao), ..., en sorte que A = S(a/^)^ S(/?) = Q.
Dans un ensemble transfini quelconque E on vient de voir qu'on peut isoler un ensemble D = 0. Soit E = D -f- E'. Supposons E' transfini [cela avira forcément lieu si E >> 0, et si E correspond biunivoquement à ^(/ï), il suffit de former D des éléments répondant à ceux de S(2/?)]; on aura de même E'=0-|-E". Donc E = D 4- iî + E"= Q -hE"=E'. Ainsi tout ensemble transjini a des portions qui lui sont égales, contrairement à ce qui a lieu pour les ensembles finis.
II. — Groupes. Définition. Équations
8. Considérons l'ensemble G',' des arrani;emenls n à n avec répétition des éléments d'un ensemble G) et l'ensemble F formé de la réunion des éléments des G'/ {n parcourant les entiers positifs Jinis; G] = Gj). A chaque élément de F faisons correspondre un élément de Gj, de telle manière qu'à chaque arrangement se réduisant à un élément réponde cet élément lui-même. Nous adjoindrons par la pensée à chacpie élément de G( ses relations avec les divers éléments de F auquel il correspond et nous appellerons G l'enseml)le des éléments ainsi modifiés. Disons maintenant pour simplifier, si l'élément x répond k ab. . .k (a, b, . . . n'étant pas forcément tous distincts), que x est composé de a, b, . . . , k qui seront les composants et écrivons x = a^b— . . . ^k. Lorsque aucune confusion n'est à craindre, on assimile la composition à une multiplication, parfois aussi à une addition où l'ordre des
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éléments n'est pas indifférent : on écrira ainsi x =^ ab . . .k dans la notation multiplicative, x = a + h -\- . . . + k dans la notation additive.
Si les produits ab...k sont indépendants de l'ordre des facteurs, G et la composition sont dits commiitatifs ou ahéliens. Deux éléments «, b tels que ab = ba sont dits /ler mutables l'an à l'autie ou simplement permutables. Si la composition est associative., c'est-à-dire si l'on peut dans chaque produit, sans altérer ce produit, remplacer un nombre quelconque de facteurs consécutifs par leur produit, G sera dit un corps. Il faut pour cela et il suffit que abc^= a(bc), a, b, c étant trois éléments quelconques (Postulat I). Cette condition est toujours remplie si G est abélien (*).
Soit S une partie de G telle que tout élément de G soit un produit d'éléments de S. (Si G n'a qu'un élément, il faut que S =^ G et l'on peut d'ailleurs toujours prendre S = G; mais, en général, on pourra et de plusieurs manières déterminer S sans y faire entrer tous les éléments de G, car, si a et ^ sont dans S, il est inutile d'y prendre a[i). Les éléments a, [B, ... de S sont dits générateurs de G; S est un système de générateurs et Ton écrit G = I S j = { a, ^, . . . î ou, plus généralement, G = | S', S", ... ! si
S = S' -h S" -h /Si, quels que soient a dans S et 6 dans G, v.x =: b
a toujours au moins une solution [Postulat II), en sorte que y.x parcourt G avec x (alors, a étant quelconque dans G, a x =::^ b ^ toujours une solution, car si « := a[3 par exemple, a k = 6 et ^x ^y ont une solution); s'il en est de même de a7a = b [Postulat III) en sorte que x'y. parcourt G avec x] enfin si G est déjà un corps, G sera un groupe. Pour abréger j'écrirai souvent »■-< pour groupe d'ordre N (l'ordre étant, je le rappelle, le nombre des éléments du groupe (3)).
Supposons que G soit un groupe. G contiendra un élément u tel que ua = a d'où uax ;= ax quel que soit x, et, ax parcourant G avec X., ub =z b quel que soit b. Il y a de même un élément u' vérifiant eu' = c quel que soit c. En faisant a = u'^ c = u, on voit que uu' ^= u' u = u' = u a une seule détermination. Cet élément u
C) D'après ce premier postulat, la couverture /r-(G) (4) qui définit le corps est complètement déterminée par /g5(G). Si G est d'ordre N, G- est d'ordre N- et le nombre des corps d'ordre N est S. N^N.
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est l'unité de G et on le représente ordinairement par i dans la notation multiplicative (par o dans la notation additive). Si ya^az= i . on déduit de a.r = ax' que yax :^yax' ou 37 = 37' et de xa=z x'a que xaz-=x'az ou x ::= x' . Donc la solution de ax=b ou de xa = b dans G est unique. L'élément 37 tel que ax = i se désigne par rt~'. Si G est abélien on écrit parfois - pour ba~'^:^a~*0. (Dans la notation additive on écrit — a pour a~' et b-\-( — a)^b — a pour ba~^ .) De «a~'= 1 on déduit, en multipliant à gauche par a~^ et en divisant à droite par a~' (c'est-à-dire en supprimant à droite le facteur «"'), «"' a = i . « ' est C inverse de a. L'inverse de ab est b~^ a~^ . b~^ab est dit le transformé de a par b. Si a et b sont permutables, b~^ab = a. Dans le cas contraire, b~^ab peut se mettre sous la forme «c, d'où ab = bac^ ba = abc ^ ; c et c~' sont les deux commutateurs de a et de b. Si, « et b parcourant indépendamment l'un de l'autre une partie A d'un corps G, les équations ax = 6, xa = b ont toujours une solution dans A, A. sera un groupe. 11 suffît de montrer que ab reste dans \. Or, A. contient évidemment i, «"', 6~', et ab est la solution de a~^ x=^ b.
On verra, par de nombreux exemples, que les trois postulats ne sont pas contradictoires. Ils sont d'ailleurs indépendants, car si l'on prend la loi de composition ab --:^ «, le premier et le second sont vérifiés, mais non le troisième; en prenant la loi ab = b, le premier et le troisième sont vérifiés, non le second; en prenant dans un groupe abélien quelconque la nouvelle loi de composition a — b = ab~*, le second et le troisième sont vérifiés, non le premier ('). ^^ ^
Si l'on remplace les postulats II et III par ceux-ci : y.x = b%^ Xr- " quels que soient a dans S et /> dans G, au plus une solution {Postulat IV) en sorte que ax=iax' exige x = 37', quel que soit a dans G, et de même pour xoL=^b [Postulat V) en sorte que xa-=^x'a exige x ^= x' ^ je dirai que G est un semi-groupe. Les exemples précédents démontrent l'indépendance des postulats I, V, IV. Un semi-groupe fini G est toujours un groupe, car, x par-
(') L'ordre du groupe esl suppose* >i. Cf. Huntington, 5. M. Adi., t. VIII, p. 29601 .100, 1902; MooHE, Transactions of tlie Am. math. -Soc t. III, p. '(Sô,
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courant G, ax cL xa parcourent cliacun tons les éléments de G en sorte que ax = b et xa = b ont toujours des solutions. Si un senii-i^roupe G contient i et une solution x de a.r = i, on en conclut, en multipliant à droite j)ar a et en divisant à j^auclie par (i, que xn z= i et <[ue x est Tinverse de a.
9. a*-' et a--^' se définissent par a-^= a-^'-* a, «-•* = a-(-*'~'^«~S en sorte que rt^*=(cr ')^ est l'inverse de a'; a-'a-y= a''~r si x>y, et a-^a-y=a-^r--^^ si jk>^; «°= i- Si «'" est la première puissance de a qui soit égale à i, /?« est \ ordre de a\ c'est aussi celui de a"'. Pour abréger, j'écrirai souvent e,„ pour élément d ordre m, e^,„^ pour élément dont l'ordre divise m. Supposons m fini. Pour que a'^=rt*+^ il faut et il suffît que [i soit divisible par m; ainsi l'ordre q de «^ est déterminé par la condition que aq soit le p. p. c. m. de m et de a, et ^ est le quotient de m par son p. g. c. d. avec a. Les éléments i, «, . .a'""' forment évidemment un groupe abélien d'ordre m qui est la période de a : un tel groupe est dit cyclique. Un groupe dont tous les éléments ai sont d'ordre i est abélien, car alors {aiah)-=^ i donne ciiCik^ akCii. Si m est infini, la période i, «, a-,.. . ne forme qu'un semi-groupe; mais la double période ... a~-, a~', a, a-, ... est un groupe cylique infini. Ainsi les entiers 1,2,..., lorsqu'on les compose par l'addition ordinaire, sont les puissances successives de i et ne forment qu'un semi-groupe : mais si l'on adjoint comme éléments sjnnboliques les puissances de l'inverse — i , dites nombres négatifs (ou << o), et l'unité o, on a un groupe dont les éléments sont les entiers réels ou rationnels. X etjK étant des entiers positifs elx';>y on convient que — x<i — y. Le nombre des points ( j?, , . . . , x,,) dont les coordonnées sont des entiers réels est 12" = 12 pour n fini. L'introduction des nombres négatifs donne x — >/ =: — (y — x) et par suite sans distinction a^a~y^= a^~y.
10. Si a est d'un ordre fini m = II jx, == a/tj.,, les [jl/ étant premiers entre eux deux à deux, donc les a/ premiers entre eux, on pourra résoudre Sa/X/= i (')• -^i étant pi-emier à [j.,- ([j-i divise (t^
{ ' ) Plus généralement cherclions des entiers a;, tels queSa,a;;=|î, a, ,a„|i, étant
pour k ^ l\ a^i^i^hi sera d ordre y./, et l'on aura a = Tzbi, l'orr/re des facteurs étant indijf'éient : cette décomposition de a est d'ailleurs unique, car en élevant « = 06/ à la puissance y-iXi^ on obtient (6^'^= i pour i -^ k)^ a^i~^'i^= bf-^^^i et, d'après '^%iXi= i, a'^i^'i= bi (').
11. Si, dans un groupe fini, V(A; est le nombre des e(A), vg celui des eg, on a, en désignant par S'^^ une sommation où x parcourt tous les diviseurs de y y compris i et j)/,V(yt>= S^^'-'S- De là résulte yif=^%''ziv(^'){rj?j' = k)^ z,,^ désignant ( — i)^ si les u facteurs premiers de m sont distincts, i si /?? = i , o dans tous les autres cas (-).
12. Un groupe abstrait est défini jiar l'ensemble des relations
des entiers don nés. Suil |a,| le plus petit des Ix-l et a.=Y.a(-f-a',(|a-|<la,i,y,= i,a', =o). En posant:»?', = ^T/^, on est ramené à résoudre (XyX\ + x'^x..-^- •■■ = jî où le plus grand commun diviseur 5 des coefficients est resté le même et où le plus petit coefficient a diminué en valeur absolue. Si a/=o(î> i), on est sûr que le problème, aie supposer possible, sera indéterminé, x- restant indéterminé. En répétant l'opération, on aura finalement une équation de la forme Sy = ? résoluble toujours et seulement si 3 divise p. Les x- dépendront alors de n — i indétermi-, / « nées puisque n — i coefficients se sont successivement annulés. W, v/»'^***'^»Ta^>'-^') /Z-, (') Cauchy, Exercices d'Analyse et de Pliys. math., t. III, p.- 179, i844- {') f{d), g{d). h(d) étant trois fonctions, définies seulement pour des arguments diviseurs de N(y compris i et N), dont la seconde satisfait aux conditions ^(c?)" {d')= g{ dd' ), g{d) n'étant pas nul quel que soit rf( doncg-(i) = i), si l'on suppose vraie pour tous les diviseurs d de ^ {y compris i et N) une des deux égalités h{d)= S^"'/( 5) ^(3'),/(rf )=s/ s^v g{o)h{o') (5S'=rf), l'autre le sera également. Supposons, en effet, que la première soit vraie. On aura par substitution/(f/) = 4'^^,îO.(o)s;V(^)^('^') = s;V(^)^(<^)^;5'sj(^^' = 5',' = 5T'). Or je dis que S'5''c^=u si s 7= 1. Comme £,5 est nul si 0 a un diviseur carré, on peut remplacer a par le- produit Q = q^. . .q^^ de ses facteurs premiers différents; alors, pour le diviseur i, s, = 1; pour les diviseurs «7,, .... q^, la somme des s est — n;
pour les di viseurs ^,^^ elle est h ;•••; pour le diviseur (/j ... ^^_ = Q, sy =( — 1)".
Donc — /£^=(i — r)"=o. On voit que, si ^( rf) = i , on peut, dans l'expression de /{d) pour c/> 1, remplacer /i( 0') par /t( 0' ) — c, c étant une constante : c'est parce que cela n'est plus permis pour d = 1 qu'on ne peut conclure à l'égalité de h{d)—c et de ^^' f{o).
Si, quels que soient les diviseurs d. d' de N, h{d)h{d') = h{dd'), li{i)^o, g{d)=t, on a évidemment /(c?) = 11 ( I — /i(/^ )), yj parcourant les facteurs premiers distincts de d. Soit, par exemple, 9(0) le nombre des entiers S 3 et premiers à S. A chacun d'eux x répond un entier xZ' ayant avec d = cio' le p. g. c. d. S' et récipro(|ueinent. En prenant successivement tous les systèmes d'entiers = d
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telles que ah = c qui donnenl le produil de deux cléments quelconques et qui constituent la loi de composition ou, si l'on veut, la table de multiplication du groupe. Ces relations qui doivent vérifier les postulats I, II, III ne sont ordinairement pas indépendantes : ainsi de ah^^d, bc=^e, dc^= J\ ae ^= g on déduit par la loi associative g=^f- Cet exemple montre en même temps que la table de multiplication peut entraîner l'identité de certains éléments supposés distincts. Si l'ordre du groupe est donné, la construction de la table de multiplication n'est donc plus arbitraire {Cf. 18, 19).
Soit a,, ao, ... un système de générateurs; si l'on remplace dans la table de multiplication chaque élément par une de ses expressions, au moyen des a/, cette table donne un système d'équations entre les a,- qui est équivalent à la table, c'est-à-dire qu'on peut déduire chaque système d'équations de l'autre. Tout système ainsi écjuivalent à la table de multiplication est un système d'équations de définition du groupe.
Deux groupes sont dits distincts si aucun changement de générateurs ne peut amener leurs équations à la même foiune.
Voici deux exemples : Les équations «-=1, b-=i, c- ^ 1 , ab = ba = c, ac = ca =6, bc ^ cb =^ a donnent visiblement la table de multiplication (vérifiant les postulats I, II, III), d'un groupe Q abélien non cyclique d'ordre 4 (lo) f^it carré dont les
ayaiu pouf p. g. c. <\. avec cl un des 0, on a d = !.$ cp ( ô ). D'où inveiseinent
Soittoujoiirs ^( (i) = 1. Si quels que soient les entiers a; ely on a h{a:)= h{xy) dcjnc ^ h{yY, on voit, en faisant x = '^ que h{x) est de la forme a". Posons alors/„(rf) =-/ î^a*'. d'oùa''=r S^' /"(o ). Si 0?= jxv, [x étant premier à v et sio = ST, ff divisant |x = aa' et t divisant v = -ut', on a £^= z^z. et
/„ ( ;j.v ) ^ S^'^ c^ si'' c, a^--' ou fj -xv ) = 2 V .^ f^^, ( ,, ^
(on pourrait définir f^id) par la condition de vérifier cette formule quel que soit v quand a est une puissance de nombre premier jointe à /„(i)=a: l'application réitérée de la formule redonne la première définition). Comme /„(/>')=«''■ — a."'~' = a/J'~'(a?(P') — i) (p premier) est divisible par p' {voir n° 25, note )/„(«) est donc divisible par n. Appelons diviseur propre de a" — i un diviseur qui ne divise pas a^' — i pour x < n. Si un diviseur S de a" — i est diviseur propre de «*^— i, k divise «, car si « = A"^ -+-/■( o <;•< A), S divise a'"i+'- — a'"J = a'"i {W — i) d"où /• = o. Donc :£.'f l!'/ cp ( rf ) = a" - - i (o dans la sommation S^ parcourant les diviseurs propres de a''— i). Donc s;V' o{d)z^ 1,'f zj ( a^' — I ) = /„ ( /i ) ( Cf. Dickson, Annals of Math., 2= série, t. I, P- i> 1899).
éléments sonl i, «, 6, c; mais i)^z= \ a, b [ peut élre défini |)ar a- = 6- = I , ab = ba.
De même sur les éqnalidns
1 bc = cb'^ =: c'^b =z a^, cb = b^ c — Ac^ = a,
i ca = ac^ =z a-^c = 6*, ac = c^« = ca^ = 6.
I «6 = ba^ z= b^a = c^, ba = a^ b =^ ab^ = c
on lil immédiatement la table de mulliplication (vérifiant les postulats I, II, 111) d'un {groupe H d'ordre 8 (19), dit groupe des quaternions ('), dont les éléments sont i, a, b, c, a-\ b^,C'\ d; mais H = \ a, b \ peut être défini par «'* = i , h- = f/-, 6~' ab = a'\
['S. En général, un éléments sera dit indépendant d'un système S d'éléments si x n'est pas égal à un produit d'éléments de S. Les éléments de S seront dits indépendants (entre eux) si chacun est indépendant du système des autres.
J'appellerai fondamental tout système d'équations de définition (u'i ne figurent que des générateurs indépendants et l'unité (qui ne peut jamais être un générateur indépendant). Ainsi, deux quelconques des trois éléments «, 6, c peuvent servir de générateurs indépendants, soit dans Q, soit dans H. a- :=/>'-= i, ab = ba est un système fondamental pour Q et a''=i, a- =6-, ba=^a^b pour H : pour vérifier l'équivalence de ce dernier système avec le système (i) on peut poser ba:=a'-^b = c et observer que ba=^a'^b permet de réduire chaque produit . . .a^bya,^' by' . . . ^ en faisant passer tous les b à droite, à la forme a^by'^ ou bien on remarque que ces équations réduisent les formes a^b^ix huit distinctes, formant un groupe contenu dans H, donc identique à H. Le nombre des générateurs indépendants peut varierd'un système de générateurs à un autre : ainsi, le groupe cyclique engendré par a d'ordre fini
(') Du nom des quantités complexes a + pj + yy'-i- ô/i (a, p, y, S réels ) introduites par Hamilton, où les unités complexes ou symboles i, j, k sont liées par les relations
i-=j- — à- = — 1 , ,/■/. - — //.■ - f , A / =: — ik — J, if = — j'i = A :
il suffit de poser i — a, j —- b, k = c, — i ^ d pour retrouver les relations du texte.
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m = U" [j!./, les ^i étant |)remiers entre eux deux à deux, peut aussi être engendré par les n éléments indépendants /-</ d'ordre |j.,, dont a est le produit.
Un groupe cyclique inlini exige toujours deux générateurs rt, ù, inverses Funde l'autre et est coinplèteuientdélini par aO = ba = i . Si, parmi les générateurs d'ordre infini d'un groupe G, il y en a un nombre fini «,, . . . , a„ «pii figurent en même temps que leurs inverses respectifs /v,, . . ., />„, on peut, au lieu des ù,, introduire un seul générateur a: lié aux a, par les /? + i équations
(■i.) xai ..«,•, = !, rt/-i-i . . . a iixa\ ...«; = i, a^ . . . a„x = i ,
car on en déduit, en posan t eu... a„ x = b., Oi^t . . . a„ xa^ . . . ai_t = bi {i= 2, . . ., ri — i), .^Y^, . . .«„_i = b,i, les A/i équations
(3 ) Oifji= ôia/ = I.
Inversement de (3) on déduit (2) en posant x ^ b„. . .b^ et en multipliant xa i . . .a,,^ \ à droite par b,i...b/,, à gauche par au-. .On ( A" = 1 , ..., /?). (3) devant résulter des équations de G, (2) en résulte aussi. Si l'une des écpiations (2), la première par exemple, ne résultait pas des équations de G, l'élément xa^ . . . a„-\ = b,i vérifiant a„ b,i = i et non b// a„ = i , rr,/ n'aurait pas d'inverse et G ne serait |)as un groupe.
14. Considérons encore le groupe abélien engendré par n générateurs indépendants a,- d'ordre premier p. Ses équations sont «f = 1 , aiah = a/sai. Les p" formes possibles a.■^^^. . .a'/' (x£=^ I, 2, ..,,/?) pour les éléments du groupe étant distinctes, à cause de l'indépendance des générateurs et de leur ordre premier, le groupe sera d'ordre p" . J'appellerai groupe abélien principal d'ordre p" un groupe abélien de cette forme. Tous les éléments ^ 1 du groupe sont d'ordre /> et il peut être engendré par n éléments indépendants quelconques. Cherchons d'abord tous les arrangements possibles b^.-.bn de ces divers générateurs. On peut prendre le premier 6| àe p" — i manières; il reste alors à choisi)pour />o entre /j" — p éléments hors du groupe engendré par b^. Le groupe engendré par bi et b.y étant d'ordre /»-, on pourra choisir b-i entre les p" — p- éléments qui n'j sont pas contenus,
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puis 64 entre les p" — /j>'' éléments étrangers à ;Z>,, h-,. O-i',-, etc. Il y a donc (/>" — i) (/>" — />)••• </>" — />""' ) arrangements possibles de générateurs indépendants ( si b.j_ = b',^^ . . . ùf^-ib'^i et si ô est le plus grand indice, 65*, et, par suite, ^g, p étant premier, serait dans j^|, ..., 68_, J contrairement à la construction). Le nombre des combinaisons possibles de générateurs sera n ! fois moindre.
lo. Un élément x sera dit absolument indépendant d'un système S d'éléments si aucune puissance de .r n'est égale à un produit d'éléments de S. Les éléments de S seront dits absolument indépendants (entre eux) si chacun est absolument indépendant du système des autres. Un système de générateurs absolument indépendants sera dit une base. Les générateurs eux-mêmes seront alors dits éléments ou générateurs basiques et leurs ordres les ordres basiques. Une base d'ordre minimum, c'est-à-dire composée du plus petit nombre possible de générateurs, sera dite minima et son ordre le rrina- du groupe, \insi les générateurs a, b de Q sont absolument indépendants, mais non les générateurs «, b de H.
La question de savoir si un groupe G de rang fini /• dont tous les éléments sont des e^,/) {n étant fini) est nécessairement fini n'a été résolue jusqu'ici que dans des cas particuliers. Pour n = 2, G est un gorabélien principal (9, 14). On verra (73) que, pour /i = 3, l'ordre de G estS 3-'"' et que, pour n^ ^, avec /• = 2, l'ordre de G divise 2'-.
16. Il importe d'observer qu'un système absolument quelconque d'équations entre des éléments regardés comme générateurs n'est jamais incompatible. Ces équations sont analogues aux équations homogènes (la notation additive le met mieux en évidence); on n'en déduira jamais que 1 identité de certains éléments, et la seule proposition qu'elles pourraient contredire est l'hypothèse que ces éléments étaient distincts : mais elles ne définissent un groupe que si elles déterminent l'inverse de chaque générateur.
Le calcul des générateurs est supposé associatif (c'est-à-dire que. A, B, G étant trois [)roduits de générateurs, on regarde (AB)C et A(BC) comme identiques); un système d'équations S définit donc toujours un corps E dont les éléments sont les produits de
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généralciirs que S laisse distincts. Mais on ne peut affirmer que E soit un semi-groupe. Si, par exemple, S se réduit à V unique é(piation a^ . . .a,i^= i (le même générateur pouvant y revenir plusieurs fois sous des désignations différentes), E ne sera pas un semigroupe, cdiTa2---ci„ y serait I inverse de «, (8) et l'on aurait «2 ••■^'«'"'1 = 15 puis de même «^^j ... o„ «) ...ar= i (/'= 1 , ..., /?). Donc un système qui définit un semi-groupe et contient une quelconque de ces équations entraîne toutes les autres ainsi que l'existence des inverses de chaque «,-. Si aux équations a'' = i , b^=za-^ ab^ba^ du groupe des quaternions on ajoute a^^\^ on obtient le groupe carré. Si au contraire on supprime une équation, une infinité de produits de a et de b restent distincts: ils formeront un groupe si l'équation supprimée esiab::=ba'^ ; ils ne formeront qu'un semi-groupe si l'écpiation supprimée est a' = i ou b'-^ a-, l'inverse de a ou de b n'existant plus.
III. — Conséquences d'un système d'équations. Nombres rationnels et irrationnels.
17. Cherchons la forme générale des conséquences d'un système S d'équations entre des générateurs (distincts) <7,, a^, ... (^ ' ) indépendants ou non, lorsque S définit un groupe G. Alors a~' a un sens et l'on pourra, en multipliant par des «7', ramener à l'unité Je second membre de chaque équation de S, puis remplacer ou non dans le premier les «7' par des produits de générateurs. Le système ainsi obtenu étant équivalent au primitif, supposons S donné sous la forme F, = 1, Fo = i , ... (où peuvent figurer les «7').
Chacune des conséquences de S peut, par des transformations identiques [c^est-ù-dire ne supposant aucune équation
(^) Le lecteur suppléera aisément à l'insuffisance de la notation quand l'ensemble des générateurs n'est pas dénombrable : alors a^, a,, ... repi'ésentent seulement certains éléments de l'ensemble; néanmoins, en disant « les a- » j'entendrai tous les éléments de l'ensemble. Cette observation, faite une fois pour toutes, suffira sans doute pour les cas analogues qui se présenteront dans la suite.
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autre que aia~^ =^a~^ ai^= i entre des produits formellement distincts), être mise sous la forme typique Fly ^V^'F-' V ^ i, F parcourant un système de ¥,oif te même peut retenir plusieurs fois, y parcourant indépendamment de F-' des produits quelconques de ai et de aj^ où les a]'^ peuvent figurer formellement, et V~' étant écrit de manière que V~' V^ i identiquement (il en sera de même dans toute cette question pour les autres lettres affectées de l'exposant — i). En etl'et, S est sous forme typique. Supposons qu'on en ait déduit un système de conséquences sous forme typique formant avec S un système S'. La transformation qui ramène une équation à la forme typique étant identique n'altère pas sa \aleur logique et l'on pourra dans toute déduction prendre sous forme typique chaque équation dont on se sert. Il suffit donc de montrer que toute conséquence de S' peut être mise sous forme typi(|ue. Or on ne peut déduire une conséquence d'un système d'équations que par la répétition de deux opérations : multiplier les deux membres d'une équation par un même facteur (l'équivalence de l'équation ainsi obtenue avec la primitive résulte de la définition d'un groupe), substituer à un produit d'éléments un autre produit égal (^soit identiquement, soit en \ertu de S'). Le résultat de la multiplication des deux membres de nV""'F— ' V = i par A s'écrit identiquement llA"' V^'F~' V \^ i qui a la forme typique. Soient ABC = 1 , <I> = i deux équations de S', la seconde équivalant identiquement à B = D. <ï> sera de l'une des formes B~'D, DB-', BD ', D-'B. Le résultat de la substitution de D à B s'écrira donc identiquement ou ABCG ' B~' DC = i, c'est-à-dire ABC . C-^ (I)^' C = I , ou ADB-' A' . ABC = i, c'est-à-dire A$-< A~' . ABC = 1 , donc toujours sous la forme typique.
Ainsi, pour former l'ensemble C des premiers membi'cs des conséquences de S sous forme typique, ou formera dabord celui T des V~'F— 'V et ensuite celui des produits des éléments de T; Ç = ST«.
Par exemple, dans toute conséquence du système
C[ui définit un groupe abélien, la souime des exposants de ai sera un multiple de a/. Il en résulte que les ai forment une hase. On arrive à la même conclusion si les équations af'= i ou quelques-
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unes d'enlre elles sont i'('iii|)la('ées par «/«/' = «"'<-//= i (le grou|)e esl alors inlliii).
18. Supposons que dans les équations d'un syslènie S définissant un i;ronpe G figurent deux séries de générateurs «i, a.,, ..., ^i, èo, ... et désignons d'une manière générale par X(a/)^X(«), X(è/) = X(^) des produits des «— ' seuls ou des b—^ seuls, par Xrt_), Xi_) ce f[ue devient le produit de générateurs X ou le système d'équations X quand on y remplace les a ou les b par i. 11 est clair que si $ = i résulte de S, <t>z,-) = i résultera de S/,-,, et plus généralement, si dans <i> = i on fait quelques-uns des b égaux à 1 ou entre eux, le résultat obtenu résultera du système obtenu en faisant les mêmes changements dans S (il suffit pour le voir de faire les mêmes changements dans toutes les déductions conduisant à <ï) = i). Si donc <I> = i ne contient que les a, elle résultera de Sè-i ; mais une conséquence de S^—i ne l'ésulte pas en général de S. Supposons que S^—, définisse un groupe B. En général, Sa-i ne résultant pas de S, les conséquences de S^^i ne le seront pas de S, c'est-à-dire que la table de multiplication de B ne fera pas partie de celle de G et que G ne contiendra pas B : autrement dit, les 6, dont le sens dépend essentielle/tient (8) des relations qui les lient, auront un sens différent et engendreront des éléments différents dans B et dans G. Au contraire, si Sa={ résulte de S, G contient B. S^ étant le système des équations de S où ne figurent que les «~', supposons encore que S^ définisse un groupe A. Ici, Sa résultant de S, les conséquences de S^ le seront de S; mais G ne contiendra pas encore nécessairement A parce que S peut identifier des a(«) laissés distincts par S^. On observera que, les conséquences de S dans A résultant toutes de Sè=i, G contiendra A si S|j_, résulte de S^. Si c,, Co, ... sont des éléments de G, il €st clair que tout système d'équations équivalent à l'ensemble des relations établies par S entre les cf définit le groupe engendi'é par les cf.
Je me bornerai au cas important où S a la forme
A,(a) = i, By(6) = A}(rt), bj,^aibk= X'iHa) (t, y, A, / = i, 2, . . .).
[(Si Ay = I, G contient B, car alors S„— , équivaut au système Si <ies By=i. Si, en outre, AJ'^:=a^, G contient aussi A et est dit
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produil direct de A par B {cf. o3)]. En posant .\/''( Af-") = A^* et généralement A? **'( Aj"'") = Af '"^''", (roîi
on aura ^{b)-^ ai[i{b) = Af''\ |3(è)-> a(«j .3(6) z= a(Af '*'). On pourra donc faire passer les b à droite ou à gauche et ramener tout élément de G à la forme a(a)P(b) ou '^{b)'y.[a). Soit alors -j = I une conséquence des By := i , et considérons les opérations (multiplications et substitutions) par lesquelles on la déduit des By^i. Faisons, en partant des By = Ay, des multiplications et substitutions identiques, sauf naturellement que les substitutions introduiront des a (sans changer d'ailleurs la place relative des b). On obtiendra une relation 'f':^ i (q"i se réduit à cp = i quand on remplace les a par i). Faisons-y passer tous les b à gauche puis tous les a dans le second membre : on aura une équation de la forme cp = a. Ainsi à toute relation cp = i entre les b de ^ répond entre les b c^e G [si G ne contient pas B, les è de G ne sont pas les mêmes que ceux de B puisque leurs relations mutuelles sont différentes (8)] une relation de la forme cp = a {cf. 66).
Si donc ^ = [5' dans B, c'est-à-dire en vertu de S^— i , on aura dans G, c'est-à-dire en vertu de S, ^ i= ajB' (ou [^ = ,3'a'(a)) et A. 3 aura les mêmes éléments distincts que A[j'. Si [3 ^ ^' dans B, on n'aura dans G aucune relation [ii ^ a^', car on en déduirait, en faisant les a égaux à i , que j3 == jii' résulte de S^—, ; alors AjS et Aji n'auront aucun élément commun. Donc si ^i^ parcourt dans B un système d'éléments distincts (en sorte que, dans B, tout ^ est égal à un ^^ et à un seul), tout élément de G sera dans un A^^ (ou ^rA) et dans un seul.
Dans SAj^,j qui contient tous les éléments de G un élément a^^ ne poun^a être répété qvie dans Aj^g sous la forme a'j^B, a et a! étant distincts dans A, c'est-à-dire en vertu de S^, mais égaux dans G, c'est-à-dire en vertu de S (donc aussi en vertu de Sé_,). Cela n'aura lieu que si S établit entre les a d'autres conséquences que Sa, c'est-à-dire si G ne contient pas A. En adjoignant à Sa toutes les conséquences que S établit entre les a, G ne change pas; mais S^ sera remplacé par un système S^^ définissant un groupe A' contenu dans G (A' n'est contenu dans A que si S^^ équivaut à S^ d'où A'^A. Alors, a parcourant A',
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on aura sans répétition cV éléments G = A' S [3c ^ 2 [3u A' (c/.6.i, 66).
19. Pour que S n'éfahJisse pas entre les a d'aulres relations que Srt, deux conditions sont évidemment nécessaires.
i" Soient Sp-v/p, S^s ce que devient S„ quand on y remplace chaque «/par |ii~'a/^ ou par Af(a) respectivement. En transformant S par [j on a Sp-i^p ou S^p. Donc S^p doit résulter de S^. S^^-p devant aussi résulter de S,/, on Aoit, en translormant par |i, ([ue S« doit résulter de S^^p. Donc S„ et S^p doivent être équivalents. Il faut et suffit pour cela que S^^f' soit équivalent à S^ (pour chaque ^^'). Car en remplaçant chaque «/ par Af"", par exemple^ dans les systèmes équivalents S^, S^^a, on obtient encore deux systèmes équivalents qui sont S;^//„, et S^^i^,,,; donc S^6a(!>« équivaut
à Srt. Ainsi les ai et les S.'i^ (bj/ restant fixe) sont deux systèmes de générateurs liés par les systèmes respectifs d'équations Sa, Sa'^*'. J'appellerai aM^owo/'/?/iw/?2e cette transformation d'un groupe en lui-même et condition ou conditions d' automorphisnie l'ensemble des conditions cjue l'automorphisme considéré ici impose à S. On observera en particulier celle-ci :
qui donne l'expression des ai par les A/. Si, par exemple, S a la forme «"'«, = «, «y' := i , ^^ = i , Z>~V/, ^j = a',, S^^^, a la forme a~' a''= a'-a~''= i et n'équivaut à S» que si A = i (').
2" 11 faut que, dans A, A^"^' aiA'j"* = A^f; si G est fini, l'équation répondant aux signes inférieurs résulte de l'autre comme on le voit en répétant la transformation ])ar \' . Cette condition sera dite de fermeture.
Si les A se réduisent à i (ce qui a lieu en particulier si Bestcyclique et infini, lesBy=: A' se réduisant alors aux deux équations b~* bi = i , 6,6~' = i),ces deux conditions suffisent pour que toute conséquence de S entre les a résulte du système S' des seules équations Ai= i,
(') A est ici cyclique et infini, et de même A'. Mais, bien que A' soit isomorphe à A (64), la transformation par i, ne fournit pas un aulomorphisme de A si A est > 1.
CHAIMTUE 1.
b-\,/b,= Af^ Eu effet, S' donnr />,.' A'; ' bh(iib~' a; bk= A;'I'Va. Donc ici, en vertu de S'. bj.'\ijb/, cl de même tout fi "' By[5i = iil, est permutable à «/, donc à tout produit de<r//. Or dans une conséquence $ = nVr* F^' Vp= 1 de S (F parcourant les premiers membres des équations de S ramenées à la forme tjpique)\ 7'F— ' \ ,. se ramène en ver lu de S' à la forme a~' A/(A^^)-' a si F = A,, et à la forme a~' |3"' B^' [ia si F = B/. En faisant passer à gauche tous les [i~'By'p, on voit que <I> = i prend [e/« vertu de S' la forme tj?<ï)'rr= I, 'J.', $' étant les premiers membres de deux conséquences de S^^,, S' respectivement. Or y;-, si l'on j intercale des i3~' [i à des places convenables, présente tous les 6 de $ dans l'ordre où ils s'y rencontrent. Ils se détruisent identiquement si <ï> ^ i ne lie que les a, et alors $ = i équivalant en vertu de S' à une conséquence <!>'= 1 de S' résulte de S'.
Si B est cyclique et fini, les By= Ay se réduisent à une équation de la forme b\ = A', et S donne fty' A', b^ = A', ; donc A', {.k^') = A', doit résulter de S„. J'appellerai cette nouvelle condition condition de per mutabilité. Si elle est vérifiée, ainsi que les deux autres, toute conséquence $ = i (sous forme typique) de S entre les a résulte encore de S'. En effet, d'après les hypothèses, B, A'~' ^ F, sera, en vertu de S', permutable aux rt et à 6). On pourra donc, dans <I>, faire passer, à gauche, d'abord tous les F, qui y formeront un produit F'', puis, A', étant permutable à 6(, tous lesB, qui y formeront un produit b'" . Comme plus haut, on devra avoir A" ^o. Donc F, disparaît en vertu de S' et <I> = i résulte de S'. Or toutes les fois (pie S n'établit pas entre les a d'autres conséquences que S', les conditions d'automorphisme et de fermeture suffisent pour que G contienne A. En effet, on verra plus tard qu'il existe efîectivement un groupe contenant A et vérifiant S' ('). Donc S' n'identifie aucun élément de A avec un autre.
(') Voici la (lérnoiistration qui sera développée dans les Compléments. Soit G =S,r. Kn appelant b]; la substitution («,, A''*) desa;, a/, la substitution {x,xa,^), le groupe engendré par les a' , b' ( les b' ne sont pas nécessairement tous distincts) vérifie S' et contient le groupe A' isomorphe à A engendré par les a)^. Quand les A'- se réduisent à i, la condition de fermeture exprime évidemment que les automorphismes (o,, A''^) engendrent un groupe homomorphe à B (Gi).
La nécessité des conditions d'automorphisme, de fermeture et de perinutabilité a été reconnue d'abord par M. Holder {M. A., t. \L1I1, p. 3j-: ; iSyo).
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Si !lia(|iic B/ se réduit à Itj (alors B r= i et si G contient V,
on a G=:ïVi3,j= V)etciiaque Vj'"' à \:f-^ai^i;\ les conditions de fermeture etd'automorphisme sont des identités, car S^jf équivaut à V/.+ ' A.^- V/.^' = I donc à V,-= i. Adjoignons hj seul à A : les conditions de perinutabilité étant des identités, le groupe obtenu coïiuide avec A, et l'on peut laisser de côté bj et les équations où il entre. En adjoignant successivement les ^y on aura donc G = A. En omettant les équations 6^^ «/^J' = A'^J' Oi-^,^^ qui résultent des autres, on voit qu'w/i groupe G défini par A/= i, 6/=: k'j coïncide CH-ec le groupe \ défini par les A/ = i (ce qui était, du reste, évident, les relations bj=\'j revenant à nommer autrement les k'j ). Supposons, dans ce système S, les équations bj= Ay résoluldes par rapport aux «, c'est-à-dire équivalentes à un système ai=: v^'^'i{b) (les b forment donc un système de générateurs de G) et soit \/(iil)f) = ii!i/(^). Le système S' formé des iil>/= i, «/= ^''i^équivaut à S, et en partant de S' on voit comme tout à l'heure (pie G coïncide avec le groupe défini par >ii),=: '• Mais G' contenant G })uisque 6y = A'-, on aG' = G. Ainsi le système des \\\u=^ i équivaut à celui des A,= i moyennant bj = A'^- ou a/^i)lî^ (cette dernière restriction sera souvent sous-entendue). Remplacer les \i=z I par les iil>/= i revient à faire un changement de générateurs.
20. Prenons, par exemple, pour A le groupe cyclique S„ défini par a" = 1. Pour former un ga/; G en lui adjoignant un e2 b avec les équations 62=1, bab = a-, on devra avoir, d'après la condition de fermeture, £=±i(en négligeant les multiples de n). Si £ = i, G est un g-in abélien a\a,i (pour n impair, n\.,,i = )ab[ est cyclique). Si s= — i, G est un oinO^it tlit diédral formé des éléments a^, ba^ , les 6a*' étant d'ordre x\ on remarquera que, si ii est impair, les transformés a-^-' ba'^ = 6a- ^ de b fournissent tous les e-j de tÔ„ ; si n — ^.v, il faut, pour avoir tous les e2, prendre encore les a--^baa^ eta^. (0-2 est évidemment le groupe carré Q. Si n = 27 et si b vérifie 6- = a^, b^^ab^ a-', on obtient un g.2„ A„ que je nommerai dicycliqiie ; A„ est distinct de ;0„, car il contient les e^ ba-^. A; est le groupe H des quaternions.
Prenons pour A le groupe lO^ et cheichons à former un gi,j en lui adjoignant un Co c. On aura c-= i, cac=^a^, cbc=^ ba'- (si /i= 2, c est nécessairement permutable à un des trois e-^ de (Qo que l'on peut toujours api^eler a). Les conditions de fermeture exigent que £ = ±1 et que X( 1 ^ £) = o ( en négligeant les multiples de /i ).
Soit £ = I. Si /i est impair, X = o et G est le produit direct (J^'n de (£)„ par ; c ; ; iS)'„ coïncide alors avec IÔ2«, car a' = ca est d'ordre -i/t, et
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ha' b = a'-'. Si n = 2v, X = o on v : on vi'rilu' (lirectemcnt ( tout élément de G étant de la forme a^. ba^\ ca^ ou cba^ ) que tout élément de G est permutable à a^ et à c dans le premier cas, à a^ seulement dans le second; donc pour X = v on a un g4«(î)n distinct de (D,',. Si n > 2, (0,', et(D"j n'ayant aucun e2/j sont distincts de (Da^. Si n = 2, cb == a' est d'ordre 4 dans (©2, et CD'2, toujours distinct de CCj, coïncide avec (©4.
Soit î = — I. Je supposerai n > 2, sans quoi ce cas se confond avec le précédent. La condition de fermeture disparaît. Si n est impair, ou si n et X sont pairs, en prenant cba^ = c' pour générateur au lieu de c, avec la condition que icr soit de la forme X -h Icn, on voit que G est le produit direct de (Ô,, par ]c\ et l'on retrouve Ck)^',. Si n est pair et X impair, cba-^ = a' est d'ordre m pour 23" = X-i- i, et comme ba' b — «'-', G coïncide avec Œ)-2if
Prenons pour A le groupe Q et cherchons, en lui adjoignant un 63 c, à former un gi2 qui ne soit pas produit direct de Q par \c[. La condition d'automorphisme exige évidemment que c transforme les uns dans les autres les trois e^ de Q, et l'on aura c^ = \, c-^ac = b, c-^bc= ab. Le gi2 S ainsi défini est dit tétraédral. Il contient, outre l'unité, les trois 62 de Q et les quatre g;, \ ucu\., u parcourant Q.
Prenons pour A le groupe 5 et cherchons à former un g.24 en lui adjoignant un 62 cl. La condition d'automorphisme exige que cl transforme c en un 63 de G tel que uc^ u, u étant dans Q. d, devant transformer les uns dans les autres les e2 de Q, sera permutable à l'un d'eux qu'on peut prendre pour «. On aura donc, Si\ec d^ = 1, dad ^ a, dcd= uc^u, ou bien dbd = b, ou bien dbd = ab. Dans le premier cas, la condition d'automorphisme donne X = \ et, en prenant du pour d, on a un gij t' produit direct de (B par ] c \. Dans le second cas, la condition d'automorphisme exige x = 1 et celle de fermeture m = a ou i ; en prenant au besoin da pour d, on peut supposer « = i : le g24 C^ ainsi défini est dit octaédral ou hexaédral. On vérifie directement qu'aucun élément de Ô n'est permutable à chacun des générateurs a, 6, c, d\ donc O est distinct de (?'.
En prenant pour A l'un des groupes cî?:i, O et en cherchant à former respectivement un gis'UDj ou un gig t^' pa'" l'adjonction d'un e^ ^, le lecteur pourra vérifier que CÔ'j est nécessairement le produit direct de CD3 par ! ^ { et O' celui de Ô par j ^ j ( 1 ).
21. Prenons encore pour A le groupe défini par a'/ = i . Adjoignons le générateur b et les équations 6''= «P, b-^ ab = a\ le groupe obtenu contien-
(■) Cela résulte d'un théorème général qui sera établi dans les compléments et dont voici l'applicalion au cas actuel : (S^^ et O sont respectivement isomorphes aux symétriques de degrés 3 et 4, et le symétrique de de£;ré n est complet pour n 7!^ 6. Or un groupe complet se sépare de tout groupe qui le contient normalement.
On trouvera, dans la Note I, les représentations géométriques des groupes (Jt)„ (D,t, ©, S', O, 0' qui expliquent les noms donnés à (0„, S, C").
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dra A et sera d'ordre g/-, a-'-ÔJ (a; = i, . . . , (7; 7 = i, . . . , r ) fournissant chaque élément une fois. Prenons ce nouveau groupe pour A, adjoignons le générateur c et les équations c*' = albV-, c^ac = a, c~^bc = a'f-b . La condition d'automorphisme exige que, dans A, {a'*-b)''= «P, donc que v.r soit multiple de q. La condition de fermeture est que, dans A, a^^b = b (de c~^ bc — a^-ù on déduit par récurrence c-^ bc« = a'^^ b), donc que -/.5 soit multiple de q. La condition de permutabilité exige que, dans A, al {a''- b)V- =■ aXbV-, donc que ai- soit multiple de q. Supposons ces conditions vérifiées ; le groupe obtenu contiendra A et sera d'ordre qrs. Prenons-le à son tour pour A et adjoignons le générateur d avec les équations
d'—a'^t'^ d-^ad—a, d-'^bd— a^b, d~'^ cd = ca? b'^ .
La condition d'automorphisme exige que, dans A, (ca?b'^)^= cV'(a'^b)Vou {cb'^f = a^+'^V'-Ç^bV-, ou «^ff^J^i^-i' b^'^— a'^V--?^ {c-^by'c- = «A*~ 6->' donne par récurrence (cô-^)" = c"«^'î''"'«-i' ô""^), donc que 5cr soit multiple
de r et os — x\x -f- \^y.s{s — i)H p de q ; elle exige aussi que(«i^6 )'' = aP.
donc que tr soit multiple de q. La condition de lermeture donne, ba^^ — b et d-'cdt se calculant par récurrence, b-"^ a-^ caS' b'' — ca^ç-^\<sT:tU-ï) bat q^ atç+\axt{:-v+v.\i l,rjt — ,, Elle exige donc que it soit multiple de ^, a< de ;•
et t Ç) ^ liit(t — \) -\ p -H xv de q. La condition de permutabilité est
que a^in^by = a^b"^, donc que vt soit multiple de q. Si toutes les conditions sont remplies et seulement alors on a un groupe d'ordre qrst. Si q = r' = s=^t=p premier, ces conditions se réduisent, pour/» impair, à ce que -/.[ji, tv, u'^ — t|jl, cr^ h- /.v soient multiples de p, pour/» = 2, à ce
que x[j., -zv, a-(P -h x) -+- zix, a(p -f t) -h xv soient pairs.
22. Considérons maintenant un système S d'équations entre des générateurs «,, a-y., . ■ . indépendants ou non, définissant un semigroupe G. Soient ^,, èo, ... ceux des a dont l'inverse n'estpas dans G, c,, Co, ... les autres. On peut supposer que S se compose d'équations F^^ i ne contenant pas de b et d'équations A_/= B/où l'un des deux membres en contient. Adjoignons à S un système S' d'équations définissant, au moyen de nouveaux générateurs Xi, les inverses des bi, par exemple les équations C/X/=:i, les C étant des produits de b tels que chaque b figure dans un G et dans un seul, avec toutes les équations obtenues en permutant circulairement Xi et les b qui figurent dans CiXi (13), et d'autres équations quelconques F^= i entre les a et les x. Soit ^ un système d'équations .Ji= I équivalent à S H- S'. ^ définit un groupe {j engendré parles a et les x; mais {j ne contiendra G que si les conséquences
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de -S entre les a coïneideiil avec celles de S. La forme générale des conséquences de S est C ^ D, C et 13 pouvant contenir des /> : on les obtient parmi les II V^'j"-' V = i sous dillcrentes formes, par exemple sous la forme CD~' = i où C est un produit de bi et de C7' , D"' un produit de bj' et de cj\
Supposons, par exemple, que G soit ahélien et que les A/= B, se réduisent à aibk= b^ai (i,k = i , 2, . . .) les F/^ i se composant d'équations CiC^cJ^ c^.' = 1 (f, /,• = 1 , 2, . . . ) et d'autres équations <!>/= I. Formons S' des éqiuitions ^/x/ = a7,6i = i . On pourra alors écrire ^7' pour Xi et |)rendre pour ^i^= i les équations <!>/= 1 , c/c'>tc7'c^.' = I , Uib/fO'^' b^.' =11, bi bj^ =bj^ bi^^ i. Je dis que {{ contient G. En efi'et, si C = D résultait de S et non de S, C et D pouvant contenir des b, mais ne contenant aucun 6~', on en déduirait, G étant abélien, une relation \ = B équivalente en vertu de S, donc résultant de -S et non de S, où B ne contient que des b dont aucun ne figure dans \, Cette relation se présenterait comme conséquence de -S sous la forme AB"' == 1. Soit P le produit des <ï> qui figurent dans la forme typique de AB ' = i . P contient les mêmes c^, cj^ que A et l'on |)Ourra former un produit B' de b tel que, en vertu de S, PB' soit égal à A. Donc B'B^' = i résulterait de ^ sans que B' = B résulte de S. ^lais cela est impossible, car, dans toute conséquence de .S sous forme typique, bi figure autant de fois que bj* . Ainsi [j contient ici G. Le groupe G', engendré par les b et les b~* seuls, est évidemment contenu dans (j.
Si l'on adjoint aux «, b~' un générateur 8 et les équations
ea,.=. rt/O = 6, 02=6,
on a un corps S qui coulient^', car toute conséquence du nouveau système qui ne résulte pas de S contenant évidemment G dans les deux membres, on ne pourra, de ce nouveau système, déduire l'identité de deux éléments distincts dans y; on remarqueraque j)^, :; étant dans 3, yz=^H exige que y ou z contienne H et par suite soit égal à 6.
Soit par exemple c-^^ i, C( étant iunique c^i, et prenons pour bi les entiers positifs ^ 1, pour composition la multiplication ordinaire (on pourrait aussi bien prendre pour bi les seuls nombres premiers 7^1; assimilons 0 à o, puis, quel que soit x dans y, convenons d'écrire CtX = — x en assimilant — x aux entiers néga-
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tifs déjà définis quand r est un cnlici- [yosilif : S sera alors le corps R des nombres ralioiiiicb, ceux de G' étant positd's ou > o, les autres négatifs ou < o. a, />, c, d étant des (;ntiers positifs, on dit que rtft-' est > ou <c<r/"~' et — ab-^ < ou >— c<i^' respectivement selon que ad est > ou < bc\ il en résulte que si, dans R, :r est >> jK et y > c on a x > z.
Pétant l'ensemble des points (\r,, x.^ à coordonnées entières, on a R^PetR>Q, P=:0; donc R = Ci.
Vaddition des éléments de R se définit par
ab-^-hcd~^={ad-^ bc)b-Ul-\
a, b, c, d étant des entiers réels : il en résulte que R forme un <;rotipe quand on compose les éléments par l'addition, et que la tnultiplication j est disti-ibuthe par rapport à l'addition, c'està-dire que X, y, z étant quelconques dans R, .r ( y H- c ) = jt/ 4- ■2'-3.
A. chaque division en deux parties A, B de l'ensemble R' = A + B des nombres rationnels >• o telle que chaque élément de V soit inférieur à chaque élément de B (une telle division est dite coupure) faisons correspondre un éléments {défini par la coupure) qui sera l'élément maximum de A si \ en a un, l'élément minimum de B si B en a un, sinon un symbole nouveau dit nombre irrationnel. L'ensemble G' de ces éléments x est l'ensemble des nombres réels positifs. Écrivons ^ = (A., B) et soit ^, = (:\,, B,) un autre nombre irrationnel. ^est>^, ou <^i selon que A contient ou non A,. Soient A2, Bo, As, B3, les ensembles des nombres distincts de \ 4- A,, B -H B,, AA.,, BB,, respectivement : on aura par définition x + ^i = (A2, Bo), j?^, :=(A:,, B3). Ai, B, désignant les ensembles des inverses des éléments de A, B respectivement, on définit x~^ par x~^ = (A-,, B-,).
Lorsque l'on compose les éléments x de G par la multiplication ordinaire on a un groupe.
Adjoignons un générateur a et les équations «-=1, rt^a~' jc~' =: I ; on a encore un groupe.
Adjoignons encore un générateur h et les équations
6rt = rtfJ = :re = 6:f = fi^^ 6; on aura un corps. En identifiant H à o, en écrivant ax = — d? et en
26 CHAPITUE I.
identifianl — x aux nombres négatifs déjà définis puur.i? rationnel, on a le corps C des nombres réels où ceux de C sont posilils ou >> o, les autres négatifs ou -< o, où, x^ y, z étant des éléments quelconques, — x est <!— y si x';>y, où x est <C z si x <^ y et y <:iz et où ,27 ( jy H- 2) = xy -+- xz, ce qui définit l'addition des nombres irrationnels négatifs. C est évidemment un groupe relativement à Vaddition. On y adjoint ordinairement l'élément 00 avec les rèeles de calcul
ce liz 00, 00 o et 000 restant indéterminés.
23. Pai'mi les nombres transfinis le plus important après Q est celui Y des nombres réels ^ o et >< 1 .
Y est >> ù. Il suffit pour le voir de vérifier que Y a des éléments hors d'une quelconque D = S<'/(<'' = i , 2, . . . ) de ses parties dénombrables transfinies. Or soit e^^^ le plus petit des nombres e,, e>^ l'autre étant e^^^ et formons e^^^^ . . . , e^^ , ... en prenant pour e^^ le premier des et qui soit compris entre e^^_^ et e^^_^\ ^a„„+i croît et e. décroît avec /^. Si e^ — <?a reste fini, Y a des éléments hors de D. Dans le cas contraire Se„= 0. Soit A l'ensemble des nombres rationnels inférieurs à l'un au moins des ea ^ , B celui des nombres rationnels supérieurs à l'un au moins des e^^^ . La division ainsi opérée est une coupure définissant un nombre x de Y. On ne peut avoir x ^ ^v? car, pour a,^ > v, e^,, ne serait pas le premier e, compris entre e^^_^ et e^^^- Donc x est hors de D.
Si l'on ôte de Y les nombres rationnels en nombres Q, Y ne change pas (7). Or un quelconque des nombres irrationnels ^o et >■ I s'écrit d'une seule manière (certains nombres rationnels s'écriraient de deux manières : ainsi dans le système décimal 0,2 = 0,1999...) d^i^^ 1^ système de base arbitraire h sous la forme o,a,3Y . . ., a, [3, y, ... désignant des chiffres; dans ce système, il y a ^''^écritures o,ajSy .... Donc Y =^ 6^, Y- = 6-^ = 6^ = Y, Y« = Y {n fini) ; Y^- = b^-'' = b^- = Y, Y^^" = Y {n fini). Il y a autant de nombres réels ^ /i et << /« -j- i qu'il y en a ^o et ■< 1 ; donc le nombre des nombres réels est QY = Y. Le nombre des points à /i coordonnées (nlù) est Y" = Y. L'ensemble de ces points est l'espace à n dimensions E«. Le nombre des points à coordonnées
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rationnelles de E„ est il", c'est-à-dire U si // est Uni, T si n = Q. En supposant défini Tordre de grandeur des nombres réels et en considérant un nondjre plus petit qu'un autre comme antérieur à cet autre, on voit que E,, est n fois ordonné (2).
r est la puissance du continu et un groupe d'ordre V est dil continu. On représente souvent chaque élément d'un groupe par un point d'un espace E„. Certaines qualifications tombent alors sur la représentation, non sur le groupe abstrait. C'est ainsi que l'on a appelé continus certains groupes dénombrables parce que des points représentatifs d'éléments avaient des coordonnées difl'érant infiniment peu, eX finis certains groupes continus parce que la représentation se faisait dans un espace à un nombre fini de dimensions (pour préciser, si ce nombre est /?, le groupe est à n dimensions ou à /i paramètres).
IV. — Corps de Galois dénombrables
24. Considérons un corps abélien C>i = C d'ordre N jouissant des propriétés suivantes : \° relativement à un premier mode décomposition que j'appellerai «r/r/fY/o/i et pour lequel j'emploierai la notation additive, C est un groupe additif K^^ K; 2" relativement à un second mode de composition que j'appellerai multiplication et pour lequel j'emploierai la notation multiplicative, C — o est un groupe tnultip/icatif M.ff=M., et l'on a, x, y étant quelconques dans C, o:p = a:o^o, d'où il résulte que, si xy'-=:-o., X ou j/- = o ; 3" la multiplication est distributive par rapport à l'addition.
Un tel corps est souvent appelé un champ. Les postulats qui le caractérisent sont évidemment indépendants. L'exemple des nombres rationnels montre qu'ils ne sont pas contradictoires ('). Proposons-nous de généraliser le champ des nombres rationnels en cherchant tous les champs d'ordre N^Cî. On se gardera dans ce qui suit de confondre les unités o et i de A et de M avec les nombres o et i qui figurent dans les exposants et les coefficients.
( ' ) Cf. Dickson, Transact. of tlie Am. Math. Soc. t. IV, p. ij-21 ; Huntington, ibid., p. 3i ( 1900 ).
28 cnM'iTRi-: 1.
25. Supposons (Vahord C;^ fini ('). L'ordre /) de x y^ o dans A. est le plus petit coefficient tel que px =^ o ou (à cause de la troisième propriété) /? I . ^ =; G ou (à cause de la seconde propriété) p 1 ■=^ o. rDonc tout élément de A. a l'ordre /? de i . p est premier, car si/? ^ qr [q ^ p)^ on aurait ^ (r i ) = o et /■ i serait d'ordre q. Ainsi A est abélien principal d'ordre N =;/?", p étant premier (14). Tout élément de A avant l'ordre yo, on pourra, en appliquant les règles du calcul ordinaire, prendre tous les coefficients mod p (-).
(') Cf. MooRE, A clouhly infinité systeni of simple groups (Congrès de Chicago, 1898); Dickson, Linear groups ( igm ).
(') Pour exprimer que l'on prend un nombre a à un multiple près d'un autre nombre /?, on dit qu'on le prend selon le module n. On écrit a mod n, et l'on omet souvent de mentionner le module <|uand il est suffisamment entendu. La notation /(^, y, ...) mod n signifie que /( j:, j^, ...) est un polynôme dont les coefficients sont des entiers mod n. Si a — 0 est multiple de n, on dit que a est congru à b selon le module n, et l'on écrit a^^b mod n. Avec les notations du texte, si a = 6 mod p, on a ai = 61 ; aussi pourra-t-on écrire = au lieu de s. La somme et le produit mod n de a et de b sont respectivement a -r- b tX. ab mod n. Résoudre "La^x-^:^ b mod n revieni à résoudi'e en nombres entiers Sa,\r,+ «y = 6, problème déjà rencontré (10).
Si l'on réunit tous les nombres a -h kn ( A= o, rh i, + 2, . . . ) en une classe que l'on peut appeler la classe a mod /j, il y a évidemment n classes distinctes. On peut représenter chaque classe par un quelconque de ses nombres : un système de représentants des n classes s'appelle un s)stènie de restes ou de nombres mod n.
£n composant les n classes par addition on a un g„ abélien -l.„. En composant par multiplication les ts(/ï) classes de nombres premiers à n on a un ^^^„\ abélien t)lL,j. L'ordre de la classe a dans ^lc„ s'appelle Vexposant auquel appartient a mod /?, ou simplement Vexposant de a mod n, ou même l'ordre de a mod n quand aucune confusion n'est à craindre. Si i^lc,, est cyclique, tout générateur de Olc^ est dit racine primitive de n. Cherchons dans quel cas -Oli.,, est cyclique en admettant, ce qui sera démontré tout à l'heure, que 0\L^ a .s (« — 1) racines primitives si n est premier. Observons pour cela que, si g"i = 1 -h hpi (/> premier, /i premier à/?, p=i), ou aura par récurrence ^ï'/'' = 1 -h p"'^''^'' {h x -\- kp) {x premier àp; -i] = o sauf si l'on a à la fois p = 2, p = 1. s ^ i auquel cas rj est l'exposant de la plus haute puissance de 2 divisant /i + i). En supposant que g est racine primitive de />"• et appartient à l'exposant y mod y?, cette formule montre que y = y^ — 1 et que par suite g est racine primitive de p. En supposant §• racine primitive de/» et y = /> — i, elle montre que g n'est pas racine primitive de />* si p > i ; que, pour 0 = 1 [si x;''"' = 1 mod /??, on a
( g -+- ^/^ )'' '' = I -^ hp'^ — A /)g~' mod p- ;
en faisant parcourir à )> o, i, . . ., y;'-'-^' — i sauf les />"•'- de ces nombres qui sont congrus mod p à o si 0 = i, à gh si p > 1, on voit qu'il y a entre o et p"-, pour chacune des<f{p — i) racines primitives de p comprises entre 0 et p, 9(^0""')
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C/," conlicudi-ii loujoiirs le groupe cyclique additif s =^ Hxi , .r paicouianl un .sjslèiiie de noiulji-es mod p. xi elyi étant deux élénieuls de .V, on aura (d'après la Iroisièine propriété) xi yi = j^n . Donc !<■> ('■h'ineuls de ,v — o forment un groupe inulti|)li('alif. Gela revient à dire (pie les coefficients r ^ o forment un groupe lorsqu'on les compose j)ar la multiplication mod p. Vinsi il y a un C^ et un seul (al)strait) que tout C^« doit contenir.
26. X étant quel<-onque dans Mp, xy parcourt Mp avec y. Donc Uxy = Uy; or Ury = xP~^ Uy; donc xP~* =z i , ou, si x est un nond)re mod/?, xP ^ x mod p. Ce tliéorème de Fermât suffit, on va le voir, pour assurer l'existence d'un C/v connue une conséquence logique du calcul des polynômes y (j:, y, . . .) mod p où il introduit la siiu|)lification fondamentale
f{x,y., ...)i>=f{xi',yf, ...) mod/? (cela résulte du développement de la puissance />"■""' d'une somme
racines primilives g de p pour lesquelles p — i, en tout ?( 'f (/>*))!, ^ est racine primitive do yt?*- quand /> > 2 ou /?"• = 4 ; enfin que si />"''= •j''> 4i i' "'y a pas déracines primitives. Revenons donc à la formule initiale en supposant/?* = 2" > 4 et Y = I : l'exposant e uu(|uel appartient g est 2''-^i"î si a — Tj — p=i et 2 si a — r, — p ^ I. Le maximum de e est 2*-- pour t, = p = i ou pour p = 2, t, = o (si a = 3, ce maximum 2 est l'unique valeur de e). Donc r)|L.^a n'est jamais cyclique si a ^3, mais admet une base de deux éléments : l'un o'^, d'ordre 2*"'- aura, si a > 3, la forme 8rt±3, l'autre ^(d'ordre 2 la forme rt i -)- a"-^' /, / étant entier et a^ 3 (on doit avoir pour g^, ou bien t, ^a — 2, p = i , ou bien, 0 =: a — i) 0 = o); de plus gi doit être ^ §"u*~^ c'est-à-dire i,'', ^ g^^s\ a. = 3 et, si a > 3, ^, ^ i -j-a^-'A' {k impair), donc g^^^ — 1 -h -'/■'■~' / ( / entier). On peut prendre par exemple (a = 3)g-„= 3, gi — —i, ou g^---^ 5, 5-, = — I.
Soit alors n = il\P^' les /?, étant premiers distincts et /?, = 2 (a, ^o). Si a; est premier à n, on aura x ^^ g .' mod />*' (7-2), x = g^^" g'^'- mod 2«i, or. étant racine primitive de/?"/ (y - > ) et o-^, g^ une base de .')|'l„«|. A chaque x répond un seul point (j;,,, ..., x.^) et réciproquement, car les congruences précédentes n'ont évidemment ciu'une solution et, si l'on pose g'ji^^j {j ^'2), ^ô''»"î'= ?n 17^.:= /t/?7"', TTj- = ir~ mod/?"', le nombre s'j tt.tTj ?; les vérifie. Donc g^^, — , g^ si aj> o, ou g-„, . . ., o-^ si a, = o est une base de Ole,,. L'ordre e àe x dans OlL,, étant le p. p. c. m. de ses ordres dans les Oit ". divise le p. p. c. m. des 'f (/?"').
Pour que e = »(«)= n» ( /?"'^>, if faut que les '■?(/?"') soient premiers entre eux, donc que v ^i 2 et c|ue si v = 2, a, soit î^i. Si d'ailleurs n^2p'^^, g^_ d'ordre » (/?"2) =:; es ( « ) est racine primitive. Il y a donc des racines primitive-) de n toujours et seulement si n = 2, 4» /?', 2/j* {p premier impair).
et de ce que tout cocffîcienl a de /"vérifie aP ^ a mod/j), cette congruence devenant d'ailleurs une égalité si les coefficients de f sont, non des nombres mod/?, mais des éléments de C^,.
Puisque nous connaissons un C^^ contenu dans tout C^», admettons l'existence d'un C,x('^^/'^)2 contenu dans lout C,j", et cherchons à construire un Gtï».
Je dirai qu'un polynôme f{x,y, ... ), à coefficients dans G, est un polynôme de ©, ou contenu dans S, ou appartenant à G et l'on aura toujours
J^ étant un élément du Cti", les éléments l^''' (i'r= o, i , . . . , /i — i), et de même les polynômes '-p(^, . • •- J', "Q^') {'•^(^i y, . . ., w) étant un polynôme de G ) seront dits conjugués dans le C,t" relativement à B. Deux polynômes identiques dans G sont par définition deux polynômes ayant les mêmes coefficients correspondants. En vertu des propriétés de G on pourra appliquer aux polynômes les règles du calcul ordinaire, et notamment la théorie de la divisibilité. Ainsi, un polynôme y"(.r,j^, ...)de G sera dit irréductible dans G s'il n'est pas le produit de polynômes de degré moindre, et un polynôme quelconque de C n'est décomposable que d'une manière en un produit de polynômes irréductibles. J'écrirai pr.ti ou pr pour polynôme de G à une variable, irréductible, de degré r.
La dérivée f'{x) =/^^' (x) d'un polynôme /{x) = l'^UiiX^ de G se définit comme le coefficient de li dans le développement de f[x-\-h), suivant les puissances de h; /' (x) = ^'" ia(X'~^ . La dérivée /'P^(^) de /<P"~'^(:t) est la o'"'""' dérivée de /(x). Un voit
que "^ j — ^ = Fp a toujours un sens pour p^o(Fo=,/) et que
f[x -\- A)= Sly'APFp. Si les exposants de x dans/" sont ^ o mod/?, f est identiquement nulle. Soit alors /?^:= ti et Jix) = !SyC/ic'/'; f{x) = C^l'^c] x^)P. On peut donc, dans la recherche des facteurs multiples de /, se borner au cas où /' n'est pas identiquement nulle.
Siy est irréductible, / est évidemment premier à f, qui est de degré moindre.
Soity"= g^h, g ei h étant deux polynômes de G premiers entre eux et g irréductible ; f'^ ^t. g^~ * g' h + g^- h' . Le p. g. c. d. de
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/■=! Do et (le /' (supposée non identiquemenl nulle) est «!^~' ou ^i^, selon que ij. esL ^ o ou ^ o modp. So'il J = n„ ^j?/, ^S, étant le produit des facteurs irréductibles entrant dans /" à une puissance d'exposant ^i modp; 1*/ le produit des facteurs simples de ^i\-; D, le p. g. c. d. de D/_,, D^ , , le coefficient de la plus liaule puissance de x dans les D, les ^J^ et les P étant réduits à i. On aura D,_, D7' = H^Py; d'où les P, et ^i'o par des divisions, et l'on a vu la manière de traiter ^X\.
En remplaçant/? paru" dans la démonstration du théorème de Fermai, on voit que ioul élément du C^" annule x'^"' — x qui n'a aucun fadeur multiple à coefficients dans Q (la dérivée est — i).
27. Soient /(j^) = ^0 ^''■*'' iiii/»/-,7iel i nn élément assujetti aux règles ordinaires du calcul et à la condition y (^) = o. Le système des éléments distincts jk(ç) = Sg"' a/ i'", a,- variant dans G forme un C^r. Car l'addition et la multiplication y sont associatives et commutatives. De plus a et b étant deux éléments du système, a -^- y = b a toujours une solution (donc une seule (8)) dans le système, et de même ay^b si ab y^ o, puisqu'on sait trouver deux polynômes en ç de 3, A de degré ■</' et B tels que AaH-By"=i, d'où j^ = A 6. Enfin, par hypothèse, la multiplication est dislributive par rapport à Taddition. Je dirai que le 0,^' e^(i) = 3''(i) ainsi formé est défini relativement à B par ^ (ou par f[x) on par f{x) = o) et c/ae r est le degré de ce C-^,'- [ou de i) } elatlvement à Q.
Puisque /(H) = o, on a, ([uel que soit 5, o := /'(i)^' =y'(^'^') et ;, q'^, ..., q'^'" sont distincts, car de ç^^ = ^'^'(p < cr < /•) on âédmty{l)^^ = y{^'^^) = y{^-^'') =y(i)'^'et j?^^ — ^^' aurait les tï'' racinesy (i), tandis qu'un polynôme de 3''(i) ne peut avoir dans G'"(^) un nombre de racines supérieures à son degré. Ainsi, f{x) a, dans S'"(i), les /■ racines i, ^^, ..., ç'^'"' et l'on voit que, si l'^' = ^, il faut 5^/-. D'ailleurs, ç étant dans ©''(ç), on a i^'' = ^. Donc ç| et de même i^' annule tous les x'^' — ^ où 5 ^ o modr et ceux-là seulement. Doncy'(x) divise ceux-là et ceux-là seulement. Donc x"^" — x est le produit de tous les pr^n oii r divise /i, pris chacun une seule fois.
En désignant par &it(<:/) le nombre des p,/,Tî, on aura, d'après ce
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théorème, rJ' = S;;V/9„(^/\ d'où (\[)nH^Jn) = S;;' b^-'U/ZcI' = n). Ce nombre, de la forjne t." -\- A {k ^ o modîû"), ne pouvant èlre nul, 0„(«) est >-o( ' ). Il y a donc des polynômes irréductibles dans £, de tous les dcL^rés.
Les t:" éléments d'un C^;" annulant j?'^" — .r. ce C,;" aura, en particulier, un élément \ annulant un p^^^c et coïncidera avec le Ct;, £'^(^), défini par \. 11 n'y a donc qu'un C7-" (abstrait). Ct^" se nomme corps de Galois ou corps galoisien, ou corps normal fini, et ses éléments les imaginaires de Galois.
i28. G,t" n'a qu'un Ct^, car si ; définit 0^" relativement à © et si 7, = S'y ' a/q' est dans un C^, les a, étant dans 8, l'équation Sy~ ' a.ix'- = Yj aura, puisque r,'^ = /; , les n racines q'^' (s = o, ...,/? — 1 ) et se réduit à une identité. Si C,^" contient un Ct^'-, C7;' contenant © a un élément ; racine d'un p/,,:, g{x); g{oc) devant divisera?"" — x^ r divise n\ inversement, si /• divise /?, toute racine d'un p,-^^ définit un 0,^' de Ctj».
Ctî" ne contient cju'un d^^r. Car soient ç, r,, ^ des éléments de Cti" annulant respectivement les polynômes irréductibles dans C^ f{x) de degré /i, g{x) et ki^x) de degré /•. r, et ^ auront les formes S„~' a/;', S'^p' ^iV-, les a/, jîi/ étant dans C„, et en éliminant ^, ..., i"~' entre les expressions de 'C^, y^, y,-, ... r/'"', on aura ^ = S'y"' y//,', les y/ étant dans Ctj, y/', .... y," se réduisant à leurs restes par g{'f[). Donc, jj./ parcourant C„, les éléments S^"' [a,-^' coïncident avec les !S[~' 'j./r,( -). Je dirai que C^' est un diviseur de Cti". Il est clair que tout diviseur de C7,:" divise tous les diviseurs de C,^" dont l'ordre est au moins égal au sien.
29. On voit que les coefficients d'un polynôme y'(j7, jk, •••, -•) de Cc7(^ = 7i") sont exprimables en polynômes de degré // — i en ^, 0 étant un élément définissant C^ relativement à C^^ (même s'ils sont tous contenus dans un diviseur de C^ d'ordre ■<^TiT);yest
(') Kn développanl cliaque puissance de x suivant les puissances de logi:, on
trouve que /i6_{/t) est compris entre i:" — tï et -^ (~" — ").
(-) On va voir d'ailleurs que M." est cyclique, et un groupe cyclique d'ordre N ne contient qu'un groupe de chacun des ordres divisant N (51).
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doue II 11 |)()l_\ uoiiie -^(x, ;)', ..., ;, 0) tie C^ e t y"^' = ;p (x'^' , ..., C^', O'^'). Supposons <pie /^y'( a?) = cp(x, 0) ne reiilcriiif (pi'iine variable et ail les racines ;, ;^, . . ., i^'^"', sou conjugué 'i(j^-, 6"^') dans 0^, rclaliveinent à C„, aura les racines ;^', ^'^'^, ..., i"^'^'"', car cs(q'^', 0'^') = 'f (;, 0')^'. Soienl 'C, s^, . . ., "C'^""' des éléments de 0,^" conjugués n'lali\eiiieiil à C,^. 'J'oute fonction sjiuélri(pie des ^^' à coefficients dans Cti, vériliant .r^ = .x-, est dans Ct^ et les ^'^' sont les racines d'un polynôme /'(^) de 0,^. Mais si u définit le C^'- de Cr,"{fi = />■/■)? ./ï-^) est évidemment de la forme 's{x-y, 'f (•^O étant un p,,TT. io, ç,, ..., q,i-\ étant dans Cti", le déterminant A des qj^ (/, y = o, ...,/*! — i) s'annule avec S^J"' «/ç, cjuels que soient les c// (non tous nuls; le premier «/^ o sera supposé égal à i) dans C^;. A est donc diNisible par chacune des IS'^'u' formes de cette sorte, et, par suite, égal à leur produit. C'est une généralisation du théorème de Fermât ( ' ).
30. Soit ; un élément de 0,^" annulant le p,-^i-/(x), e l'ordre de i, et, par suite, de ç"^' dans M,». On dit que ç et de même J\x) ou f{x) = o apparfiennent à l'exposant e, que e est l'exposant (ou, lorsque aucune confusion n'est à craindre, Vordre) de ç, de f{x) ou de f{x) = o dans C,;", et j'écrirai p^^,; ou p^, ou p^, pour P/-.TI d'exposant e. e est le plus petit nombre tel que x^ — i soit divisible par J\x). Si -^ ^ i mode, q vérifie x'^'^x; donc .S' ^ o mod /', et /• est le plus petit nombre, tel que tt'" ^ i mode, car si ttP^i mode et p = a", ç annule x"^' — x. On dit que e est diviseur propre de rS — i. Soit '^{d) le nombre des éléments de C,j" ap|)arlenant au diviseur d de tz" — i. Tous ceux appartenant aux diviseurs d d'un diviseur e de tt" — i vérifient x*^ — i , et le nombre des racines de x^ — i, qui sont toutes dans C,t" est 5]^J'|(r/) = e, d parcourant les diviseurs de e, y compris i et e. Donc <|^(e) ^Ii'^ e(/'d[dd' = e) = o(e). Il y a donc, dans Cn", ^(e) éléments d'exposant e qui sont les racines primitives de x*:= i
(') Cf. iMoOKE, 5. j\i. A/n., l. II, p. 189(1891). On trouve dii-ecteiiieiiL, pour le développement de A, S'j' ( — i )"('-') A^'l^'"', A,, étant le coefficient de ?o"~'- Une décomposition analogue indiquée par Mathieu {J. M., p. 275; 1S61) est celle qu'on obtient en remplaçant dans l'identité x'^- ^ x = XI- { x — \) , \ parcourant C^, x par — o~' (C-r;"', ~ étant dans C_'i : le premier membre se réduit à {^xY'" — ^x. S. 3
(ou de x" — 1 ) el ^—^ \fr,r.- Le* racines j)riniilives de j:'^"^' = i sont
dites racines primitives ou éléments primitifs <:/<^ C^" ou de M^' el les pî^'^' sont dils primitifs. M^" est donc cyclique et engendré
par un quelconque «' des éléments primitifs; if '' parcourt les e racines de x^ — i si A parcourt i, . . ., e, et les »(e) racines primitives si A' parcourt les o(e) nombres premiers à e et << e.
31. X étant quelconque dans Mtj", le nombre i mod tJ' — i défini par ^'^ =: ^ se nomme V indice de x dans Cti" et se désigne par ind^. Il est clair que indxy ^ 'n\Ax -h indjK mod-n" — i . Soit y.V le produit des facteurs irréductibles de x*^ — i , e divisant tc" — i , qui appartiennent au diviseur c^ de e ; on aura, en désignant par n',! un produit où x parcourt tous les diviseurs de y, y compris I et j', x^ — I := 11^*^9?,/, d'où, en assujettissant x à rester dans G,!" et en prenant d'abord les indices des deux membres, ind^e = -^^£./ind(^'''— i)(^^'=e)ou a'^= D^ (^r*^'— i)=.^ et l'égalité ayant lieu quel que soit x dans Ctj" est identique, y.^^ est de degré «(e). Si donc e est diviseur propre de tc'" — i, tout élément d'ordre e de d.^r étant de degré /■, ^^e qui n'a pas de facteurs
multiples est le produit des - — - p^,7t. Donc 9?^ ast^ irréductible
dans C„ toujours et seulement si tt est racine primitive de e ( * ).
32. Soient Çç (a- = 1 , a, . . . ) un élément définissant de 0,1"^, n le p. p. c. m. des n^ et rn ^ t:" ; Cnj contient tous les \q et tout C^'" qui les contient contient 0^. Un polynôme F(a^) dont les coefficients sont des polynômes en ^,, ço, ... à coefficients dans 0,^ est donc un polynôme de Cny
Soit /'(a?) = n/yi(^)^, fi étant un p., ,. distinct de_//( pour i y^ k. Si V(^ , . . . , v^^ sont les seuls v/ (jui divisent /i, il y aura exactement i'v,,^ racines distinctes de /'dans C^". Soient par exemple y uny>v,7i:?
(') Si e a une racine primitive p, c'est-à-dire ('25) si e est l'une des formes 4t q^, 2^P, q étant premier impair, on peut toujours trouver un nombre premier /> = p mode; Dirichlet a, en efl'et, démontré que, si a est premier à b, la classe a mode contient une infinité de nombres premiers {voir Ch.-J. de la Vallek- PoussiN, A. S. B., 1896, p. 342-350, 395-397). 'I^^, irréductible dans C , l'est a fortiori algébriquement.
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0 le |). ^. 0. d. (le v = ov', n = o//.', 7î°= ttt e[ J = UiZ)i[x), es/ (;UinL un |),^ „ (lislinct de '-pA pt'ur /^ A". Les racines de 'fi{-T) élaiiL (si .x est Tune (Telles) ,r, ^•'^, ..., .r^'' ', on a Vj=v' en sorte que /".ç^? déconiposr en o /'v',ra <'onjHp;aés dans C^ lelaliveinent à (^i^; v' ('lanl piciiiier à //, 'i, r.s/ irn'dnctihlc (ht us Cj^"'=:Cv,. Soit, encore y (j;) =: J7'' — ^/, « étant dans 0,^, i,»" une racine primitive de C,t et a ^=^ g'^'. /'{jt: ) sera résoluble dans C„ toujours et seulement si l'on peut trouver un entier y tel C[ue x = gy^ ry ^ b modTr — i , c'est-à-dire si le p. s;,, c. d. o de r = po et de tt — i :^ nio divise 6 = 1^0. Vlors, V étant solution de p;; ^ ^ inod/?i, on aura y ^'Ç-^ 'knt Çk ^ o, I , . . . , 0 — 1 ) ; les 0 racines correspondantes dey'sonl les /v/cf/ics /"''«f"^ tie </ dans C^ et «^/ est un ?'esfe ou résidu de puissance /"'""^ ou simplement une /xiissance /■"'"««. Si o ne divise pas />, « est un non reste ou un //o/i résidu de puissance r^^""'.
En particulier, si ;•:=•>,, /^/ sera un reste ou un non reste f/uadratique (un carré ou un non carré). Si alors p est >> 3, - — I est pair =; aM et il y a AI caiTes ^ o : ce sont les g^ où b est pair ^ ;i|ii. Les racines carrées de g'' sont g^ et i,'P+^'=z= — g^ (o = «•'^"' — I =(,i,'-*'+ i) (,;'-^'— I )). Si /> = :>., il y a -— i carrés ^ o. L'élément ,:^' est égal à + i , à — i ou à o selon que z est carré, non carré ou nul et se nomme le caractère quadra-
lique de :; (quand ti = /v, on le représente par ( - ) )•
Si a n'est pas puissance /•"'"'^ dans C„, pour qu'il le soit dans 0,^",
il faut et suffît, g étant primitif dans C^», donc g'^ (^ ^^ )
dans C,r, que l'on puisse résoudre ry --^ ib mod ti" — i (« = o'^*), c'est-à-dire que a-6 soit divisible par le p. g. c. d. de /■ et de t:" — i . En particulier, si /• = 2 et si/» est impair, cela aura lieu toujours et seulement pour n pair, car o-^ n mod 2.
33. Pour faire une application considérons (^7;;. jTout élément définissant ; de C^- annule un des :t('^" — '^) P2,7i dont l'autre racine est ç'^. Si donc ç est racine de .r'^+' — i, ce {y-i^-n a la forme x"^ -\- ax -h I ^ P« et réciproquement, en réduisant à i le premier coefficient. I^e nombre des P^ est donc la moitié de celui v des racines yP(Y étant d'ordre - 4- i) de x'^+' — i qui sont hors de Cj^. Or, si yP est dans C^t, c'est-à-dire annule x'^~^ — i, p est
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coni;r(i niod- -h i à o ou à :^(7: +- i) si — csl impair, i"i o si — ^ 'i"^] a priori (railleurs les rP de C^c annulent le |). i;. e. d. de .r"^"^' — i et de ^'^~' — 1 , lequel est x- — i si t: est impair et x — i si —^ a*. Donc V = 77 — 1 si 7w est impair, tî si t: = y^.
34-. Soient ^/,, ..., (t,- r éléments tie 0,^" (/•'£/?) indépendants relativement à C,;. e'est-à-dire tels <pi'il n'y ait entre eu\ aucune relation delà forme i]', Â/cy,= o où les A/ soient dans C,^ sans être tous nuls (donc chaque ai est ^ o). Les tz'" éléments I!' ciiXi ( (diaque Xi parcourant G^), qui ne sont pas nécessairement daus (^7;-, forment du moins un groupe additif dhélicn piiiicipai .c/,,. . ., (ir\r. dont a^,. . ., a,- est une base galoisienne et /• le ra/ig gftloisieii relaliveuient à C^x (pour 7r=/> ce sont la base et le rang ordinaires).
Le nombre N'^]^|,. de ces groupes dans Gtt" est \\'~^ --^, __.- Car </,
peut être |)ris de -" — 1 manières, puis a., hors de \a^ [^^ de 7:" — 7: manières, etc.; d'où njî"' (7:" — tJ) groupes; mais chaque {«,,..., «,J,j est ainsi répété \\'[~^{-'' — tt') fois, car on peut y prendre «1 de tî' — 1 manières, puis a-^ iiors de \a\\^ de tJ' — Tî manières, etc. En posant IIJ(7:' — 1 ) r= ttj, , on \oil que
A chaque )«,,..., a,. j^^^ \ est lié un G„ dit nndliplicaleur de \ formé des éléments u. tels c|ue jij.«(,..., \i.ai\-R^^ A; il est clair, en eftet, que si y. et u! sont deux pareils multiplicateurs de A, jjLjj.' et [j. 4- \jJ seront aussi des multiplicateurs de A. Soit G„<r un corps contenu dans C,^-. Prenons b^ quelconque dans A, puis b: dans \ hors de \^)^ ;^' (qui est dans \ par hy|)0thèse) puis b-^ dans A hors de ; 6,, b^ Jn'^, etc. On aura iinalement -V^z j 6|, ..., bç\^'' et pa-=/'. On voit que a divise r et que le nombre iNl^o") des groupes additifs de rang galoisien r relativement à Cj^ dont
h; corps midtiplicateur contient G^t-^ est N,/ ,. . Or, si ^0(5) est le
nombre des groupes additifs de rang galoisien r relativement à Gît rpii ont Gt^* pour corps multiplicateur^ on a é\idemmenl,
pour tout diviseur d de .v, iN ( -^ j ^%f ^X^y ^ 1- D'où ou, si s ^ <7(f .)b(a-)= ^5'£g^ (^^)-
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3o. Soit /'(j;)= S" rt,\2" '(<'/(,= 0 mi [joljnoine ([iielc()n(|U(' de C^, (le raeiuesi,, ..., ç«. L'égalité ^'[f{x){x — i/)~' =/(.x-) qui se véri(îc direcleiiKMit, d'après les relations entre les eoefllcients et les raeines, lor-sipron y reinpiaee /"(a?) par n','(.r — ^/), donne, en développant eliacpie IVaclion du premier membre et en identifiant, les n — I pi'cinirres des (onmdes
, .9p -H « I .Vp - 1 -)- . . . -1- rtp_i s I -+- p rtp = O, 0 — \ , . . . , Il — I ,
(1)' Sp-(- rti5p_i -I-. . .-I- rtp_i;fp_„+l H-rt,j5p_„.= O, 0=11.
Ap : ^ Ç,-, .S,) flj
dues à New Ion : les é(pialions de la seconde liyiie ne sont <pie les identités '!^iq'!''"/{qi)^ o. Chacune des équations (i) contenant une nouvelle 5p, le système des /.' premières est résoluble par rap|)ort aux ,Çp quel que soit A" et fournit a priori Sp sous la forme d'un polynôme entier en c/,, ..., «p à coefficients entiers. On véi'ide directement sans diflicidté (pie les k é((uations sont satisfaites [)ar
{■X) Si, = y TTV"! r~\ ■ -^ 1 • • • "'' ( /^" > O' » ■ = I )>
la sommation s'étendant aux systèmes de valeurs des À/ ^ o qui satisfont à ïi',' ^'À,= A\ Pour n =^ i on obtient, en faisant À|= u., \., = /,• — 2 |j., <ix=^ — rt, r/^ = b^
El-j étant le plus grantl entier "S-- Les sommes des puissances
négatives des ç^ se calculent en opérant sur x"/(~-j comme sury(j7).
Le système E des n premières est de même résoluble algébrif/(iement par rapport aux a^. En multipliant la p'^'"^ par (p — i)! (p = I , . . . , /î) on \oit (pie ^la,^ est un polynôme en 5,, ... , .Sp à coefficients entiers, et l'on vérifie directement comme tout à l'heure que la solution est
la sommation s'étendant aux systèmes de valeurs des X,^o, qui satisfont à S^/}./= k. Les formules (a) et ('.)) sont dues à Waring.
38 CHAPITRK 1.
Dans G;t E est encore résoluble si n </>. Mais, quel que soit /?, les p — 1 premières cqiialions de E sont résolubles par rap|)orl à a,, ... , ap_^ au moyen de (3), et si l'on substitue à a,, ... , a,,_i dans la/?"'"'" leurs valeurs (3), celle-ci équivaut en vertu des/? — i pnMuières, à (3) où Ton fait k=p. Or, pour Â=/v, les seuls termes du second membre de (3) où le coefficient numérique n'a pas le facteur p sont — s'^ et — (/y — i ) ! a-^ ; ils se détruisent mod p l)uisque ^f — ,v , et que {p — i)! produit des racines de a;/' ' — i dans G,! est é^al à — i. Donc la y/ •"« équation de E résulte des autres dans C„ et laisse ap indéterminé, \insi, pour n^ip^ les ip — I premières équations (i) déterminent successivement les «p où p est premier à /?, cip restant indéterminé.
Or, dans le système E„,^ des inp premières équations [mp^n) rendues homogènes, les éléments appartenant aux lignes et colonnes de rang A/? -+- i , ..., hj) -^ p (^mp) dans le déterminant des coefficients sont indépendants de hvaoàp. Donc le déterminant de E,„p est une puissance de celui de E^ et chaque /??/?''""" équation résulte des précédentes. E est donc toujours compatible dans C^el permet d'exprimer les rtp en fonction àe% a„ip qui restent indéterminés; «,, . . ., ap_\ seuls sont entièrement déterminés.
36. Une fonction symétrique entière a des ^/ de [degré Ci en ç, est un polynôme de degré C| en «,, ..., Oi,- Soit en eflet Oz ce que devient o lorsqu'on y fait ^i = z9"~' (q entier >- c, ). Ecrivons tous les exposants de z dans le système de base q. Chacun aura n chifiVes au plus et si c, Co.-.C// est l'écriture du plus fort, Ci sera > c/^.i puisque, a étant symétrique, les exposants répondant aux permutations des c,- y figurent tous. Ainsi, pour o = a^,_j c, =. . .= C(j,=: 1 , c,j.+, =...= c„=o. Pour C3 = n'/af, c^,= ^Xi, d'où Xi^Ci — c,_|_i. Donc, es étant donnée, on pourra, dans cp — A' n, «''"'''+'= 'i;, choisir k de manière à annuler le premier terme de '^z- Alors, m étant le degi^^ de Oz, celui de 'hz sera << m et, si l'on suppose le théorème vrai pour les jonctions cp telles que Oz soit de degré << m (il est évident si /;? = o). il le sera généralement.
37. Le principal problème dans l'étude des C„ est de former les j)„ t; et en |)articulier les p„ ^^ primitifs. Lhie solution obvie est
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de former successivement tous les j)()ljnoines de degré i, a, ..., // de G,t et d'exclure pour chac[ue degré les produits de polynômes irréductibles déjà ()l)tenus. On obtient ainsi pour Co^ les polynômes irréductibles
Lne aulre solution obvie consiste à exprimer qu'un polynôme de degré n à coetlicienls indéterminés dans Cjt divise le produit des polynômes irréductibles appartenant à un exposant e diviseur propre de t." — i (31).
Un procédé de tâtonnement parfois avantageux consiste à prendre un polynôme simple y(.r) de degré n sans terme constant (par exemple x'^±x). Si, quand x parcourt les G;^'- où /• est ^4-/i, f{^) ne devient jamais égal à un certain élément a de 0,^, f{x) — a est certainement un p^^,!. On trouve ainsi que x^ -\-x -\-^ est un pijy,';)*'' el x'-^ -{- x -\- '^ un p3,i7 primitif.
On remarquera encore qu'en décomposant n en facteurs premiers on se trouve toujours ramené au problème de former des py,Tt.
Voici tl'ailleurs cjuelques théorèmes généraux :
38. Soit f{x) un p,^^^^ de racines ^■^' (/=o, ..., ii — i) et j)/- = 'i • y , 'l et y étant deux polynômes en x de Ctc et y premier à f. On peut trouver deux polynômes de C^j, ^{x) de degré n — i et V(j?), tels c[ue f)y -h Ay= <h : les éc[uations /'= o, y = 'i> : y équivalent donc à / = o, y = 6, système dont les solutions sont j; = ^^', yz=H'^\q). Soit 6'^''(ç) 1= Ô(;), v étant pris minimum et n = [^v. Le pv,„ '^{y) =n\y — H^' i^)) (y = o, . . ., v — i) peut être formé directement. Mais on peut encore éliminer i, ic, . . .,x'' entre o = /(^r) et jk'^= G* (A = i , . . ., n), 0^ étant réduit à son reste par y", d'où une équation ^{y) = o de degré /i : y, étant une quelconque de ses racines, on peut trouver x vérifiant /::= o, r,*=8*; donc y, annule '^, et <ï> = oH-. 'S'(y) est dit transformé de f{x) par la transformation ^ = -^ ; y dite de Tcliirnhausen.
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39 (' ). Soit, dans Ct^k (^r.=p^), K ('lant assez i;i-aii(l, )- un élément d'oidre v, x une racine du p;',^ /{■^) (^ c-^f- donc dklseur pfopre de -" — i =z ed) et y'^' = .x, d'où y'-^^i; soit p une racine primitive de p^<'i= i et y = p''^, x^ o^'? (; premier à <?). Yj sera e^ \ mod e, et si j^ = p^+'''", v est le plus petit entier tel que v(^-|-eA?r) soit divisible par \e. Or soit e' le produit des facteurs premiers de \ qui entrent dans e. ç étant premier à <?, donc à ee' ^ v sera de la forme 'h^ee' et dixisera Àe ^ Ov, 0 étant premier à e. Si v est diviseur propre de tz' — i, z est de la forme v/«, car si ; ::= w/^ + ^' (o ^ 7* < /«), e divisant tt^ — i et TZ'" — 1 divise leur difïerence r^^" {r/ ■ — i), d'où a" = o.
Ainsi les racines de f{y'^) apj)artiennent à des exposants v de
la forme \^^ee' divisant \e^ — étant premier à e. On ne peut
afiîrmer que ces exposants soient égaux; mais si K divise ûf,
toutes les racines de /(j'^') sont de degré n relativement à Cti;
si e contient tous les facteurs premiers de -" — i et si A = d^
de toute racine y de /{y^^) est j>}imiti\e dans C^t", car^ — devant
être premier à e, v doit ici être égal à de.
Si K ne contient que des facteurs premiers de e, on a A = e', V = 'ke\ toute racine de f(y^') est cV ordre \e ('f f{y^') se décompose e/i. jAf,^. Soit alors o le p. g. c. d. de k = oV et de ^/= ùd' ; ^ = )/ sauf si l'on a à la fois V ^^ o mod 4 ('i tJ' ^ — i mod 4 ; si l'on a à la fois tJ'^^^.'-'z — i, a' =2^ a- (f, y'^ 2 ; cr, t impairs).,
^ :=^ —j—iy k étant le plus petit des deux nombres i, j (-). Dans
le premier cas, f[}^') se décompose en 0 facteurs irréductibles,
(•) Cf. Pellet, s. m., t. XVII, p. i56 (1889).
,„. ^ T^'' I U Tt'" I ., ,. . 11''" I
(-) Comme — :: = -^ > A divise Ur soit ci un tucleur pre-
micr enlraiit dans a' à la puissance y el -"= i -h /t</? (A ()ieniier à y, p_:i). On aura ('25) ir"-^'/' = i + ^'+f+'^^(/i.r-r Av/ ) {x premier à ?/; r, = o sauf si l'on a à la fois ^ = -2, p = 1, 54', auquel cas t, est la plus haute puissance de 2 divisant Il -Hi). Donc Ç sera divisible par i]i sauf si l'on a à la fois (/ -— 2 et -" = i H- 2 /t. Soil alors 1:"= 2't — i (j^2), d'où /i = 2'-'T — 1. Il faudra, si 2' est la plus haute puissance de 2 divisant Ç, que 5 + t = / + 1 . Donc, si y^ /, s = j — t -t- i ; SI cj>J,s=i; en toute liypothèse, 5 =y — â -f-i, A' étant le plus petit des deux nombres i,j. {Cf. Sekuet, algèbre supérieure, t. II, Ch. III.)
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(hinx le second c/is en ■>/~'o. fin supposant A preniiei- à r/, on
■.11 ■ 1 oCke) o(e) -ïr , 7 7,
voit fine, dans le nreinier cas, il y a. -~ = p''^, et dans le
second J-^oJ^-^. Si donc les p- sont fi{x)li= i , ..., 2^;./, =/).
les J'i[x^) seront dans le premier cas tous les />"'[ dans le second cas chatpie fi{.x?-) se décompose en o.^~^ p^^' qui so/it tous les p'^.
Pour n = I et ). /trémie/- à. d par exemple, les J i sont les binômes x — A'^'", v; étant primitif dans Ci^ et a parcourant les '^{e) nombres premiers à e et <^e [du est premier à a). Donc, en exceptant le cas où. Von a à la fois t: 4- i ;^ À ^ o niod 4? les binômes x^- — g'^'^ sont tous les p^''. En donnant à A, e toutes leurs valeurs on a là tous les binômes irréductibles de C71, car, si x^ — g'^ est irréductible, il faut ('n ideniment que \ soit premier à /; (Tailleurs tout facteur premier </ de X dnise 7: — 1 sans quoi (/ aurait uu in\erse -y' uiod 7r — 1, if''/' annulerait xt — «"' et,
x — iJ^'i' divisant ./■'/ — '»', x'i — li'^^i' diviserait x^ — "'; on obtiendra donc x'^ — - g^ en prenant pour d le p. g. c. d. de t^ du et de TT — I = de.
Si - = 2'-: — I (/^ 2, -7 impair) et X ^ o mod 4, tout binôme est réductible d'après ce ipii précède. Pour trouver des px cherchons les >/~' fact(;urs irréductibles de X'~' '^ — p'^" (on pourra supposer que A est seulement |)air) ou, puisque du -\- ^.{'r^ — 1) étant pair est de la forme 2'rt-i-(— — i)b [a^ b entiers) (lU), de x^'''' -f- p'". Considérons l'équation ;'-=^^ + i. Soient 00, — to~' ses racines; ç^- une racine de to-'~' + to~-'~' = E(i), poljnome entier en ç de degré 2'^' (36) (on peut le xérifier directement puisque to = ^ ( q zb \/^--\- 4 )) j Wcune racine de w^ — co7'=:ç^. E(;) étant le produit des expressions oj — w~^ — (wj — wj'), on aura lof +1 = 0, d'où ojf ^' H- i = o. Donc
^J' =z ( w^. — (.07 ' )'^ = co'^ — IM~~ = — 007 ' -H W.V = is--
Donc Ç5 est dans C^ et l'identité to''"' -t- co"^'"' = FI^'"' (ç — ;,,) donne, pour (o = X- i,'""*, les i''~^ facteurs irréductibles
de û;"^'"' '• 4- o""".
Onobser\ora que, si <?( est l'ordre du produit .T) :=^x'''> ( A,
i: — I e, di\ise - — \\ des raeines de f(x)^ l'ordre e àe x est de la
forme -^^ ^i premier à e, (Comme 0 l'était toul à l'heure à e)
divisant X^. en sorte que d est de la forme 0,. Si donc
\ divise <?,, .so/? p. <^\ c. d. avec d est le même au avec
' ■ ^ ei
Soit, par exemple, x', = — i, donc e, := 2 : J\x-) sera irréductible
SI — ^ — est impair; si de plus n est pair, le produit des racines
de /"(.r-) est encore — i elfi^x-^) est irréductible quel que soit fj. On voit aussi cjue /{x) ne peut être primitif que si x^ V est
dans Ct^ et si - = v est cV ordre ^^—^i t étant le p. <j . c. d.
de Xi — I et de e^^n — 1 . Ces deux conditions suffisent si n est ^ 1 mod-Tt — I, car Â, cjui est ^/imod- — 1 est alors premier à 7t • — 1 , et ^ = 77 — 1 , en sorte que x = vx^ est d'ordre ti" — i .
40. Soit 3 une racine de z-P — z=-x^ ^annulant le ^,i.^f{x)^x. On a par récurrence, en posant 5/t(^) = ]Sy~'.r/'', Sna.=^s, zp'' = z -{- s /, . Donc zP — z s'annule avec s/{. Or 5^ — Sfi= xP'' -^ x. Donc de 5/;= o on déduit Â" = h/ta (^tz = p^) et, puisque ^^"''= x, s/i,ta.=^ 1^^- Si p. est la première valeur de h telle que g'^"'= ^, z est de degré [Ji/i. Si 5 = o, (j. est égal à 1, ^ est de degré 7i et f{zP — s) = F(2) se décompose ei\p p,i,n:. Ces facteurs se décomposant chacun en /i pi^,!", il faut que chaque dixiseur zP — z — .r"' de F(:;) se décompose aussi en p \>\^rJ'- Si s ^ o, comme ::'^'^"= :: -h [ji.6-, |j, = p, z est de degré pn^ ^{~-) 6^t ^^^ P/'",t ^^ -^^ — -^ — -^"^ ^^^^ \^p,-^"- 4insi, X étant un élément définissant de C^tz"-, zP — ■ z — x est un pp^n" toujours et seulement si s ^ o.
Soit /« = I , ce qui ne diminue pas la généralité. Comme sP — .s = a-^ — .r = o, s^x) est dans C,, si x est dans C,; et inversement. Donc chaque facteur s — a de sP — 5= n(.s" — a),
a i)arcourant C„, a - racines dans C,- et il va (p — 1) - =: 55(71) 1 P ^ \i ' p i ^ '
éléments x de C,^ tels que zP — z — x soit un p^,,^.
De l'identité s(yP — y^^y"^^ — j', en retranchant aux deux
membres un élément é>(^ o ou = o) de C^, puis en remplaçant b
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par [3;, H claiil (|ii('lcou(Hic dans C^, et j par ''jY, on déduit la décoinposiliou
( I ) P ( r'^ - ^7- — t ) = II ( ^/' y/' — Ûr — -T ),
X par('oiiranl les racines de s{x')^=- h. Vowv [ii = i et ; = ^ dans d^. on Aoit cpie, y élanl une racine queleontpie de i'^ — y — .r, les autres sont y'^^ r + h, y -^ -ib^ ....
La relation s[yP—y) ^=y'^ — y montre encore que yP — y est racine de 5 = o quel que soil r dans G^. Or, y et / étant deux éléments de C^^, il est aisé de voir que, si yP — y = y^ — Ji y' est de la forme )' -h a, a étant dans G;,, et réciproquement.
Donc, y parcourant Ct^, )P — y prend - déterminations distinctes
qui sont les racines de ,s- = o. On les obtient chacune une seule
fois en faisant parcourir à y un système de - éléments y,
de Gt, dont aucune différence ne soit dans G^ ('), par exemple S^"'a/G', f) définissant G„ et a, parcourant G^,. De plus, comme s(x) — s{x') = s{x — x'), les racines de 5 = 6 sont de la forme j; H- w, X étant l'une d'elles et u parcourant les racines de 5 = o, c'est-à-dire de la forme x-hr^P — t]. Si w est une racine de 5 := I , toutes celles de s ^ ô sont de la forme x =^ bto -{- rf — r,. De la décomposition j^ — y— i z=n(yP — y—f), f parcourant
les racines de s = i, on passe à (i) en remplaçant j'- par — et
en multipliant les deux membres par ù = bP"~' . Gomme d'ailleurs yP — y — t se déduit de yP — -y — oj par le changement de y en y — ti, totts les facteurs de y'^ — y — ^ se déduisent de yP — y — to par une transformation linéaire à coefficients dans Cti-
41. Gonsidérons les polynômes XJJ^' (.r) = Xjj.( J?) définis par X[j.= (^ — i)!^- en convenant de remplacer dans le développement i'' par x'^^ et de faire Xy = .r. On aura X^* ;= .r"^'' — x, en sorte que X)Jï' = X^,^'''' etque le produit V)^' = \ ps des p^» ,, est X^. : X^.-., et plus généralement, par récurrence, Xj^^v^ -^v( Xjj^.) (^on rem-
(') C'est ce qu'on appelle (5G) un système de restes de A_ niod A .
.j4 ( IIAI'ITKH [.
place Lt par ;j. + i et \^J.+ \ par XjJ — Xj^.), (roù. |);ii- une nouvelle récurrence |K)rtanl sur /?, X™, == X;,"'' \ l)';iilleurs, en faisant le produit (les relations Xjj^/^, = X^_^, — ^[i+i {^= ^y . . ., v — i) et en divisant par HJ-' Xjj^^,-, on a Xy.^,, = Xu. FI'^-' ( XJJ-J — i). En prenant u. = p^"\ a. H- V =/>^ on en déduit que Vy,^= n^lr,'(Xj'-~' — i). Si donc le Pp^-K /{J^) divise Xf~'— i, /{'S./,) divise XJ^^,' — i et se décompose, pour ^«+'î-'< / _|- A- <yO''+'^ en -*/>'' p^-y+'T. Gomme X'^"' — I := n(.(X/ — c), c parconrant G,! — o, X/ — c se décompose, ponr L<^/>\ en ~'/?^ P/j',,t- Genx de ces polynômes qui divisent X^'y~l_^,_, sont dits former le i"'"" j;enre; le dernier geni^e, qui répond à / = (/? — i)/>^'~', est à'\\, principal.
Les pyj du premier genre étant les diviseurs de x"^ — x — c ont déjà été étudiés. Les py,< tlu premier genre s'en déduisent immédiatement. Eu effet, ils divisent X^,*-' — c, c'est-à-dire x^ — ./• — a (m = -^'^') que l'on sait décomposer en mp~^ Pp,t^- Le produit de /?^~' (le ces polynômes conjugués dans Gcy relativement à Gt^ sera un p;?',^ du premier genre.
Soit 0) une racine de x^' — x ^ i (donc (0^= co -i- i). Ge polynôme se décomposant en to/> ' \)p^^^ to définit C^,r (si (O est racine du facteur xP — x — c, tùP ^= (o + c) dont les éléments sont
/((oj=. :ii^^ la.oy,
clia([ue Ui parcourant (Z^. Gomme /(oj)^''=y(oj^*') =f(to -h /{•), la substitution de /(w) à X^ dans X^^— .^v= Xj^.^^-. (Xv ) {[-t-^Cp) donne la u.^""' différence (' ) A!^ de /((o) relative à la différence i de 0) : cette différence est égale à y. ! ap_ si «/ = o pour / >> y..
De là une première conséquence. Supposons que_/'((o)=: x soit racine d'un p^,„ 'f{x;) de genre a. Gomme ./(w) doit annuler un des XjjL — c, on voit, en faisant .v = i , v = o, (jue \^ est une constante ^ o. Donc <7/ est nul |)oui' />»y., c/ij. est ^o ety(w)
(') Les éléments Su^.= u^+^ — u^ sent les différences premières des élcnienls u^; les éléments A"£<;. = A"^' w^_^, — A"-'aj (A"aj.= M;) en sont les diffcrencesn'*°"\ On trouve par récurrence que, si l'on écrit symbolicjuenient ;*•' pour «j et •o* pour A'm,, A"Wg est éf,'al à (ç — 1)" (le dernier terme étant (— i)"m„) et «,,. à (-n + i)" (le tiernier terme étani <<,).()r si u,^ = f {x -^ Idi), f{x) ^ "S.'^' a^x', le développement de/(x--t- /i ) suivant les puissances de A montre (lue \/{x) est un polynôme de degré /ii — 1 en j; ayant pour premier terme ma^^Jix'"-' et que par suite A"'/(j;)= ni\ a„Ji"\
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iiiiuulc \,j — [A ! dp. Ainsi /oti/cs les nictiics d un fp^r. '^^^ i^aure <j. son/ (les Jonctions entières de de^ré y, de (o et réciproqaenienl. L'élimination de to", ..., oj/^ ' ciilcc les p équations Lo''(.£ — /'((o )) ^ c) (/• zzzi o, . . . , /> — I ) (|ii(' Ton ramène au degré p — 1 par la irlation oj/'=(o + 6' doit loiirnir ci(.z') ^ o. ()n pourra donc former explicitement tous les polynômes '-ol^x). Ceux de genre ;j. s'ol)tienncnl en faisant «^^ o, «/= o (/> jji.). Pour a=i on ohticnl (,r — (t^^)P — a'^'\x — ^ <'/„)— r. Pour u. =/> — i, en supposant nuls les cii autres (pie <:/„ et c//,_i, on ol)tient
{X — «u— «/- 1 V — «/^-i(^ — "() — ''/- -I )''"' — ci'-^a'j]
Dans les deux cas on \oit, en égalant le polynôme à o, que xP et par suite toute racine est fonction linéaire entière ou fractionnaire à coefiicients dans C^ d'une racine quelconque .r.
Une seconde conséquence est la formation des p,,,,;^ d'un genre dt)nné, c'est-à-dire à la décomposition de X^~' — i dans C,;, m étant de la forme 2!]^"' a,/)'(o ^ a/-< />, c.? i>-o). Or soit to/, une racine de X),'i= X*;'^'' ^ = i (on a \u que coa d(''linit un C^y+'). Soit (.j_, un élément de C^^ et /À= S**<;/a/w^., les c/a/ étant des polynômes en con, ..., a)A_i à coefficients dans Ctj, ^/«z étant dans Cnetrt/,5jj, = i . /a est l'expression générale des racines de X^,,^'' ' ^ a/(l /'/,_f. Les (- — i)-'" racines de X]^, ' sont j"=z/_, /„ ... _/i_,, chaque/ prenant toutes ses déterminations (deux j:' ainsi obtenus sont distincts, sans quoi la racine w d'indice maximum, soit oj/;, qui ligure dans leur dillerence, annulant cette dilïerence de degré <<y> en co/j, ne définirait pas un Ct^i'"^'). En ell'et, posons ni/i = S/~' a//?'. Comme ^>„,_Xfs-t)=^-s-i l/s--2 et que X,„, =Xa,/,/.(X„„, j, on obtient par récurrence, pour// = s—i,s — 2. . . . , X,„,^ (/;.., ) = Ii;-* (a,- ! )//,,. Donc, X„i{fs.t), se réduisant à un élément de C-r,-, /s-\ est racim; de X^-'
42. Si g est racine primitive de C^» et si e est diviseur propre de TïT — I , y divisant n, il est clair que toutyX'^ de premier coefficient 1 est de la forme /«(^ï) =: !!■,'-' (^ — »'''^')? o" étant d'ordre e (si 7î" — I = de^ a a la forme du, u parcourant les o{e) nombres < e et premiers à e) : l'indice de /" est pris mod-"— 1 et /^ =/rtTi'.
Soit y = n et faix) primitif, donc a premier à -" — i =: e. Si a^ ^ 1 niod tt" — i, /a{x) et /, (.r*) ont dans C,;" la racine
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commune g"^. D'ailleurs, si une racine x de /", (x*) est dans C,;,, ^.6-_ o-7i'(|^nne x= ^.'"'^'.Donc le p. ^. c.{\. de/, (./^javec x~'"~^ — i
(ou avec x - -f- i si - est impair) est /«(.r).
Soityi(j:")=S'^«/^', les «/étant indéterminés pour i <in ela,i ^^i . On pourra parfois trouver facilement, pour chaque 6, une combi-
naison de /i{x^) et de x'^" ' — i \ou de j? " -t- i / de la forme c56'i> ayant avec x'^"'^^ — i le même p. g. c. d. que /', {x''), 'j/, étant de degré n et 'l premier à x"^""^ — i ; cp^ coïncide alois à un facteur constant près avec /„. Ainsi, pour tt^.j, n =: 2, /, (x") se réduit de suite à x~-{aQX- — «, .r + 1 ) et cp, , = a^x- — a,x -\- i ; de même cp^a^ «o-^^H- «i-^ + 1 et /, (x'^) = /", ( — x) Faisons maintenant ]>arcourir à a un système de ncnnbres premiers à Tï" — I et <C ~" — I tels qu'aucun d'eux ne soit le produit d'un autre par -'. Comme nrty"«(-c)= "iV'-n produit des p„,7t primitifs, est connu (il est égal à flj" '(,r''— i )'</), l'équation n.a/a{^') = ^a'-^a fournira pour Oi, . . ., c/,^_i un système d'équations dont chaque solution est formée des coefficients d'un P« 7t primitif (chacun d'eux pouvant jouer le rôle de /'i ). On trou^e, par exemple, ainsi que les '2 p2,3 primitifs sonta:-±j^- — 1 et que les 4 P2,5 primitifs sont x- dz x -\- 2 , x- ± 2X ^ 1. Mais ce n'est là, au fond, qu'un moyen détourné de déterminer les «/ tie manière que/, (ic) divise <iV'-i-
Gomme la connaissance d'une seule racine primilne suffit, on vient de le voir, pour former tous les p,,^^ primitifs, il sera ordinairement plus avantageux de déterminer d'abord un p„^ : x étant une de ses racines, il sera facile de trouver parmi les S'^'~' «i\rj (chaque «/ parcourant 0,^) un élément primitif ^^ : si par exemple " — 1 =3 /.s, /• étant premier à s^ le produit de deux éléments d'ordres r, s sera primitif. Ainsi dans G5. défini par une racine x du p4^5 x'* — 2 (39) on trouve (jue g =^ ?> x^ -^ •! x- -\- ^ est primitif et annule z'' — z'^ — z — 2. Dans C3* défini par une racine x du p.i^3 x'' — x- — 1 (39), g = x'^ -\-zx-{z=^àz\) est primitif et annule5'' + £:;^+5- — £5 — 1; g"^ annule :;'*+£:;=' — i; les quatre autres p/,^3 primitifs se déduisent des quatre déjà obtenus par le changement de :; en z~^. Dans 0,33 où 2 est d'exposant 12, le transformé par j^=2X du p^jV^t"' x^ -i- x -\- (S est le P3,i3 primitif y'^ + 4jK — 4'
:, x^'-hx'^
PREMIÈRES DÉFINITIONS. CONSÉQUENCES
On peut cucorf, vn p;iiliinl (11111 p,^ _.y"(,r),clierclier à (lélenniuer A de manière tjue _/ (jk^) ail un facteur primitif. Ainsi pour t:= i3, n = 2, .z- — (3^ -+- 4 est un p!^ ', ., . Mais, y étant, a priori^ d'ordre
V := i68 si y'-=^ ^' {'T '''"' *'^'"*'' P'^emier à r)^ y^ — 6y--j-^, doit se décomposer en deux facteurs primitifs : ce sonl y- zn 6 y -\- 2 .
43. Voici une table de ]hi,p primitifs choisis de manière que le plus fort exposant de x dans les termes autres (pie x" soit minimum, i" /t >> 1 :
x'-i-x-^i, x'^ -\- x^ -^ x'^ ^ X- -^ i , a p =^ S : x'^ -h X — I , x" — X -h i, x'^-i- x^ yo = 5 ; X- — îx — ■!, X'^ — ■i.x -\- -1, x'* — x- — x — 2, x^ — x — 2,
x^ — x''' -^- x'* — x'^-\- -îx -\- ■jl; p =1 -j : x- — ic -i- 3, x^—x^T-i. X* — 'ix'- — ix — i. x'' -^ x — 3,
yD = 1 1 : x^ — ,( :r H- 2, x'^ -^ x -t- !\; p z= iZ : x"^ — làx -H 2, x'^ -r- 4X — 4 ; p = ly : x- — (jx — 6, X'^ -î- x -+- 'i .
2" /i = I Cj. 11 suffira de donner, pour chaque valeur de/^ << loo, la plus petite racine primitive g" de Cp : g ^ 2 poury> = 3, 5, 11, i3, ig, 29, 37, 03,59, tii^^>7. 83^^ = 3 pour/> = 7, 17, 3i, 43, 79' ^9; ^ = 5 po^'f A^ = 23, 47, 73, 97; 0=6 pour p = 41; g=l pour /) = 7 I .
44 (-). Soit /"^ ^ciik-ï'iXk {i, A" = I , ..., A ; f ^/i)|une forme quadratique à coefficients dans C71. Un changement de variables tel que .r/= Sa,7(^'^., les a étant dans C,t et leur déterminant 0^0, revient, en effaçant les accents, à opérer la substitution s de Sa,vt^A à Xi. Soit /.s le résultat de cette substitution. On dit que fs est équivalente à/ et que l'ensemble des /s forme une classe. Je sup-
(') On trouvera une Table plus étendue dans le Canon arithnieticus de Jacobi. (-) Je me suis servi, pour les n°' 4-i et 45, du Couis professé par M. Jordan, au Collège de France, en 1904.
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poserai que / n'est ('(lunaiciile à iiucanr j'ornie de moins de h variubies.
Soit d'abord p >■ :>.. VIois la coudilioii iiii|)()S('(' à / ('-quiNaul à celle-ci que son discriniiiKinl , ccsl-à-dire le dc-lermiiiant D des coetfîcients <^le ses dérivées partielles /',' [)ar rapport aux j;,, soit v^ G. En etlel ou va voir que par un cliangenieut de variables linéaire on peut mettre /'sous la forme yiai-yj, les a étant ^ o et [es y,- des tonctions luK-aires indc-pendantes des ./■ en nombre 1 A. Si donc 'j. est le nondjre minimum des \arjables d'une forme équivalente à /"et si /=:ï!Jr7;7, ;,= ï"À,aXa, d'où /'^ = aï^j'A/yiC/;/, les ç étaiil indé|)endants, on \oil cpie s/ y. est <i /i . les f ne sont pas indépendants, eest-à-d' re que D ^= osi \i. << h. Invei sèment, si D = o, ij. sei-a ■< A, sans quoi les ^A//,C/;/ seraient indépentlants.
Le discriminant de fs étant iJo-, | —\ est i(n invariant de la
classe de f. Le nombre des solutions de f=^ b dans C,^ en est un
autre; mais on va voir quil dépend de ( — I-
On peut supposer les an non tous nuls, sans quoi, les «/^ n'étant |)as tous nuls, si a,2 par exemple est ^o, il suffirait de substituer .r, +^2 à ./o. Soit donc a^^^o. l^a substitution à x^ i\e Xx-\-^\biXi (les X non mentionnés étant supposés inaltérés) où 'Aa,,^bi+ a,i^= o ramène / d la forme
(iiixl -+- '^a'ii^XiX/,- {i, /c =•.>,. . . ., // : i%k).
En opérant de même sur ^u'ij^ ^'i^ki et ainsi de suite, on fera disparaître tous les rectangles. Une forme du tvpe ^aix'f peut d ailleurs toujours, en posant ai= bf si ai est carré, a/=Nbf (N étant un non carré arbitraire) si «,- est non carré, et en substituant bj' Xi à Xi^ se ramener au type ^xf -{-^ '^yl ^t, s'il y a plus d'un j^y^, par des changements de variables de la forme y/t = uy'/^ — i'jK/ ^ r/= ^'JKa + 'fy'/ (""+ i^- = N~'), on va voir que cette condition est toujours réalisable) à l'un des deux types canoniques '^xf^ l^xf -\- ^y-- Ils ne sont pas équivalents, puisque leurs discriminants respectifs sont 2^, y^N. On va voir d'ailleurs que le nombre des solutions dey= b n'est pas le même selon que /'équivaut à l'un ou à l'autre de ces deux types. Il y a donc exactement deux classes. On peut évidemment, moyennant un choix convenable de a, représenter une
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([uelconcjiie de ces deux classes par Fj„i^., ^=^l'xiyi-\-ax'- de discriniinanl ( — i )'" :i «-/ , si h = 2//i ^r i, par F^,^ = ^"'~ ' xiyi -^x- — ay'^ de discriininaiit ( — i )'" i^a^ si h ^ 2 /h.
En désignant par a le reste quadratique de a, c'est-à-dire celui de ( — i)"'2^D, par ^ celui de b, le nombre des solutions de Fo/M^.! ^ b est 71-'" -|- a^âîr'"; celui des solutions de Y-im^^ b est
En ell'et, si /i = 1 , on voil directement que ax'-=i Z> a i -j- a[ii solutions. Soit/i:=2. Si a = W- est carré, léquation F.2=^ b devient, en posant ^ + A y = u,x — '/.y = v, uv = Z' et a évidemment 71 — 1 solutions si 6^0, 271 — • 1 si ^ = o. Si a n'est pas carré, considérons Ct;: défini par ç-^a. Soient /, /" les racines de ç-=:a et d7 -h iy = u. La proposée devient ;^'^+' ^ ^ et n'a qu'une solution si 6 ^ o. Soit 6^0, g une racine primitive de C,i:, b = gV-'^'^+^'i^ x-\-iy^g^. On est ramené à léquation o^(ii:+0 ;= ojACTt+o q^j a t: + I solutions t donnant chacune une solution [x, y). Le théorème est ainsi démontré pour Ii =^ i ^ 2.
Cherchons maintenant le nombre des solutions de 'p = ^'^' Xiyi= b. Si b ^ o, les j' ne peuvent pas être tous nuls. A chacun des tï'" — 1 systèmes des y où l'un d'eux, soitjy,, est ^o répondent tû'""' systèmes de valeurs pour^,, . .., x,,, (x, est déterminé pour chacun d'eux), doù 7i-'"~' — Ti"' ' solutions pour b y^ o. Si ^ = o ou peut en outre faire tous les y nuls et alors les x sont arbitraires, d'oÙTt'" /îowrt^//(?A' solutions, c'est-à-dire en tout tt'-'""' — n'""' -|- tt'". Considérons maintenant -i + F,.^ = 6 (ri = i , 2) et soit <7 le nombre des solutions de 'i = o, 1' celui des solutions de zi = b' [b' :pé o). A- chacune des 7^, solutions de F,-, = b répondent <j solutions de l'équation, et à chacun des Tt*"! — o-y^^ systèmes de valeurs restants pour les variables de F-^^ répondent c' solutions de l'équation. En faisant le total on obtient les nombres de l'énoncé.
En convenant de dire que l'élément x -\- i de C^ suit l'élément Xj on déduit de ce qui précède le nombre v des fion carrés 7^0 suivis d'un carré ^o. A chacun de ces non carrés ay'^ (a non carré ^ o) répondent quatre solutions {x^y)àL&x- — ay'-=. i; il reste les solutions ( ± 1 , o) et, si — 1 est non carré donc — a carré = A-, (o, rbÀ~'). Donc, e étant le caractère quadratique de — 1,4^+2 + 1 — £ = 7c+i,v = |(7:-f-£ — 2). On trouve de S. ;
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nièiiuMidily a}(7: -|- £ — 2) non carrés ^ o suivis //'u/t carré ^ o, ^(tc — £ — 4) carrés ^o suivis cCun carré ^ o, ~ (— — £) carrés ^ o suivis <V un non carré.
4o. Soit niainlenanl !> ^ 2. Tout élcMiieut de C- ('laal ici un carré le caractèi^e quadrati(|iie de D n'esl plus un inxai'iaul.
Si /i>- 1 , ou peut supposer qu'un des 0//10Ù /^AesL ^o, sans quoi y serait un carré. Soil<:/ 1 j ^ o. En changeant au besoin.r, en x ^ -\-\xk et x-i, en .r^H- ur/j avec A<r/,o = «o;;, tjLr/,j= «(/,. on peut supposer nuls r/, A, rt:.A(^' = 3). En répétant cette transformation on ramène y à la somme de a\^x\-\- a^-2X\X.i-\- ci-^-iX:^ et d'une forme/' qui ne contient plus x^ ni X2 et n'est équivalente à aucune forme à moins de h — 2 variables. On opérera sur/' comme sur/" pour ramener finalement/à la forme '^"''{aix'j -+- i>iXiyi-h ^"z J'/ ) + aoX-{ao jzé o) si /i = 2 /?^ + 1 , à la forme ï'" («/^J+ OiXij'i-h Ciy'f ) si /< ^ 2 /?/. Si deux des <:/ tels que «, et «o sont ^ o, on pourra en renq)laçant x.j par .To + À.r/( A-rtj = «I ) rendre <'/, nul. Supposons donc tous les a nuls sauf «y si h =^ ini -\~ \ et «,„ si // ^ 2/». En changeant.r/ en^/+ \j-iÇhbi= a) on pourra annuler tous les c/ sauf c,„ si A:=2A«. En multipliant enfin certaines des variables [)ar des facteurs convenables on aura, si A =: 2 /;/ H- i , le tjj)e
et, si h = 'im, le ly[)e
F2,,, = S'i"~ia-/r/-l- T--+- xy -î- cy^.
Ov x- -\- xy -{- cy- est réductible toujours et seulement (lO) si s (c) = o [5(w)= S'y"" ' «"' n'aque les deux valeurs o, i]et alors F!, ,„ se ramène à la forme 2'"^< j7.
Si X- + ^j>' H- c;^'- est irréductible, c est de la forme Co + y''^ — y, Co étant une racine déterminée de 5 ( w) = i et y étant dans C^ (^O). Or la substitution de •«' H- yjK à x transforme X' + xy-^-c^yen x--\- xy -\r cy-. Donc toutes les F'^,,, pour lesquelles s {c)
est ^o sont équivalentes et se ramènent, en substituant d'- x\, _i
d - y kx ei ky (d- = c), à 2'""' .zvr,+ ^j)'- + c? (x- -h y-)', comme
s îd) =^ s (d-), xy -\- d{x- -'r y-) est réductible toujours et seulement si s (d) =^ o.
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\insi pour h ^ i m on a an plus les deux ly|)es
Ko,,, = 1 ,"- ' XiYi ^ xy ^ a [x^ -î- JK" ) {a = o, s {a) ^ o).
On va voir que le noiiibi-e des soliilioiis de ¥2,11=^ b n'est j)as le même dans les deux eas. H y a doue deux classes si h=i'j.in et une seule si A = 2 /?? + 1 ( ' ).
Le nombre des solutions de F^/^+i = b est tc'-'". Le nombre des solutions de ¥.,n = b est n-'" ' 4-(— i )='[(i - fi)-!!"' — ir'"-' ], a, [3 étant les earactères (juadratiques de a^ h. Après ce qui a été dit il suflira de calculer le nombre des solutions de F2 = ^, a étant racine de 5 (w) = i . Si Z> = o, il n'j a évidemment que la solution ./• = j/- = G puisque Fo est irréductible. Soit b y^ o. A chacun des 71- — I systèmes (X, Y) autres que (o, o) ré|)ond, si -^ est
j la valeur de F^ [xjur j" ^ X, j)/ = Y, la solution :/=::i X (6^)' )'-,
j' = Y(Acp"')- et à chacjue solution (.Z', y) répondent, puisque X: \ :=^: j^, TC — I systèmes (X, Y) rendant Fo^^ o. Donc Fo^ ^ a I^Tc + 1 solutions.
il). Supposons maintenant C^= C transfîni (JN^O). On voit comme dans le cas de G fini que Tordre p d'un élément quelconque dans A est le même c[ue celui de i et premier. Si p est fini, on obtient G en fornuuit des G^,,. où n croît indéfiniment. Soit donc y> = 12. Avec les éléments x 1 (^" = o, ± 1 , . . .) G contiendra {x\)'^ (j^=zbi, ±2, . . .) et jjar suite le corps G'' de leurs produits qui existera comuie celui R des nondjres rationnels. On peut d'ailleurs prendre pour unités o, i les nombres o, i ; alors G'' coïncide a\ec R.
Soit c un élément quelconque hors de G''. Si aucune puissance Il de c n'est liée aux c' où i <^ h par une relation linéaire y(c) = o à coefficients dans G'', soit G"' le corps résultant de l'adjonction de c à G", c'est-à-dire le corps formé des Sa/c' (a, parcourant G'' ; f = o, I , ...) des (Sa/c')^' et de leurs |)roduits. Soit c, un élément quelconque hors de G"'. Si aucune puissance A, de c^
( ' ) Le discriminant D de / qui est un déterminant gauclie est nécessairement
II-- I nul si /i=2/?i-t-i. Si /* = 2/», D =( — i)'"-' (4a- — i) en sorte que (—1) » est invuriant de classe si « = 1.
n'est liée aux c\ où /■< A, par une relation linéaire à coefficients dans C"', soit C'"' le corps résultant de l'adjonction de c, à C"'. Soit C' le corps obtenu en adjoignant ainsi tous les éléments c^ Ci^ ... (en nombre fini ou infini) dont aucune puissance n'est liée aux puissances inférieures par une relation linéaire à coefficients dans le corps résultant de l'adjonction des précédents à C'. C' est le domaine de rationalité défini par f, c,, ....
Soit alors ç un élément quelconque hors de C' et ;^ i^h Jini) la première puissance de ç (|ui soit liée aux ç' où /<< li par une relation linéaire f {\) = o à coefficients dans C'(/i >> i, sans quoi ^ serait dans C'). On voit comme dans le cas de Cfîni que les S^' ' 7./^' (a/ parcourant C') forment un corps que j'appellerai C^(i) = C(ç) dont les éléments ne peuvent être renfermés dans une forme S^a,^/ (a/ parcourant C') où [^ < A, car on en déduirait une relation linéaire entre ç", . . ., ç''*"'. On formera effectivement C(i) en introduisant ç comme un élément assujetti aux règles ordinaires du calcul et à /(;) = o. Je dirai que ç définit C(ç). Soit 1\ dans G hors de C (^), et r,'^ la première puissance de t, liée à 7|", . . . , r,^~^ par une relation linéaires (y|, ç) = oà coefficients dans C (ç) en sorte qu'il n'v aura pas de relation linéaire entre les ^'ri^(/ = o, ..., Ii — i ; y = o, . . . , k — i). Les Hijaijç'riJ [o-ij parcourant G') ne peuvent être renfermés dans une forme S^a,^, où ^ <i hk et forment un corps G (ç, '/")). 7] annule un polynôme g (j^) irréductible dans G' mais divisible par 'fi-i', ç) ^dans G(ç) et définit un corps G(t|); G ( ^, Ti) défini par ^, r^ dérive de G (^), G ( 'o), c'est-à-dire qu'il se compose des éléments distincts fournis par les sommes et les produits de ceux de G(ç), G(Tf)). En continuant ainsi on trouvera un système d'éléments ^(, . . ., x,i linéairement indépendants dans G' en sorte que les S, ^iXi (a, parcourant G' ) fournissent tous les éléments d'un certain corps G(ç, V), ...) contenu dans G, sont tous distincts et ne peuvent être renfermés dans une forme S'j'a/^,- où ^<in. G(^, V), . . . ) est défini par ç, •^, ... et dérive de G (i), G(7i), .... On va voir que G(i,"/i, ...) peut être défini par un seul élément dont toute fonction rationnelle se ramène alors ejféctivement à la forme entière comme dans le cas de N fini (^7).
47. Nous savons qu'il y a des équations de tous les degrés irréductibles dans G' puisqu'une équation à coefficients dans R irré-
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(lii(lil)lc iiiod p (26) l'est c? fortiori ddïi^ R el par suite dans C', le produit de deux polynômes à une variable et à coefficients dans C hors de 1\ ne |jou\ant être un polynôme à coefficients dans R. SoitC(i) le corps défini par ç annulant le polynôme irréductible dans C' /{x) de dei;ré // (A est aussi le degré de C (^)). Supposons que C(ç) renferme plusieurs éléments distincts io= ^i in •i Ça-t annulant/(a:');onaura/(^) = Il*(j? — i/)/a(:r),/a étantun polynôme en .27 à coefficients dans C(i). Introduisons ^a annulant un facteur de/» irréductible dans C (i) ; on obtient un corps C (i, ^a)- Supposons cpie C (i, ^a) renferme [B éléments distincts (^ >> a) i, ..., S^_, annulant f {x) =^\\l{x — li)fi^{x)^ f^ ayant ses coefficients dansCiç, ç») et adjoignons un élément ^p annulant un facteur de /p, irréductible dans C(i, ^a). En répétant ces adjonctions on obtiendra un corps C(i, ..., \h-\) contenant h éléments distincts \ ç/,^i annulant/. Ce sont les A racines de /qui n'en
peut avoir plus.
Soit G(i, Ti, . . .) défini par ;, y), ... annulant respectivement f{x), g'{x), ... distincts ou non, irréductibles dans C' de degrés A, /, ...; on pourra de même lui adjoindre des éléments tels que, dans le corps obtenu £, /(x) ait h racines ^ = ^05 ^n ••■i Zh-ti g (x) /racines yj = rjo, . . ., "n/^,, .... Or, F, (a, />,...) étant un polynôme à s indéterminées a, b, ... dont les coefficients sont dans S et non tous nuls, on pourra toujours trouver dans C' des «7, 6, . . . tels que tous les F/(f = 1,2, . . .) soient ^ o. En effet cela est clair si s =z i . Supposons-le \rai pour .s — 1 indéterminées et ordonnons F/ par rapport à la s'""''. On pourra par hypothèse déterjniner les s — 1 premières de manière que tous les coefficients soient ^ o et l'on se trouve ainsi ramené au cas où il n'y en acju'une. Déterminons donc «, ù^ ... dans G' tels que, u = Wo, u^ ... étant les déterminations de a'i + ùr^-h ... = w quand ç, Tj, ... parcourent respectivement et indépendamment les i,, /i,? •••? les Ui — Ma soient tous ^ o. Le polynôme 'l{x) = Hiix — Ui) symétrique par rapport aux i/, par rapport aux r,,, ... aura ses coefficients dans C'. Alors, p = po étant un élément quelconque de C(i, Y), ...) prenant la détermination oj quand on y remplace ç, yj, ... par les éléments qui donnent à u la détermination m /, S, pyj/ (x) (x — f-i/)"* symétriqueen i/j estun polynomey (j?) à coefficients dans C qui, pourjp = m, se réduit à ^'h'(u), ']>' étant
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la déri\ée de 'l, e\'l'{(i) est ^ o car '|i a ses racines dislincles. Donc 0 = y (//)•}'(;/ )"' esl dans le corps G(//). D'ailleurs a est dans C(^, Yi, ...). Donc C(ç, r,, . . .) = C(//) peut être défini par un seul élément. Si Cy n'est pas de de^ré fini, on l'ohlienten formant des C(m) de dej^ré cioissant indéfiniment; mais il l'aiil sup|)oser donnée la loi de formation successive de ces Ci^n ).
i<S. Considérons donc le corps C(;/), n annulant le jjolynome irréductible dans C' F(j") de degré /? et de racines Ua = u, fit, ..., Un-i- Les coips algébriques C(in) ^onl dits conjugués. S'ils coïncident, G(^/,) = G(^/o, • • , '/«-i ) est dit co/ps de Galois (ou galoisien) ou coips noimal, F(^) un polynôme normal ou de Galois^ ^ {Jc) =o une équation normale ou de Galois. ^{u) étant un élément quelconque de G(«), les éléments H(Ui) = 0/(f)„ ^ ^) sont dits conjugués. Soit '^(x) le polynôme irréductible dans G', de degré v annulé par 0(«). cp(9(x)) annulé par la racine u de ¥{x) l'est par tous les //,, donc 'f (^) par tous les 0,. Si donc <î)(x) = n,(j7 — 9/) est réductible, <1>(J?) = cp (j?)^^, ;j.v=/?. Si UL^ I, Hi est un élément in>p/ inulif de C{u). Si [j. ^ i , 6 tslprimilif; alors C(0) coïncide avec G(;/) ; car, p(«) étant quelconque dansG(«), :ip{ui)^{x){x — ^i)~^, symétriciue par rapport aux «,, est un polynôme '/(^') y coefficients dans G' qui, pour J7 = 8, se réduit à p(;/) <ï>'(0), d'où p(^/) = y (8) 4)'(B)-' . Si tout élément de G(m) hors de G' esl primitif, G(w) esldil pri/n il if. Des polynômes normaux '}/(•/') tels que, c/ étant une racine de 'L/, les G(t'/) coïncident, sont nécessairement de même degré, car si le degré v de 'l^ est plus |)etit ([ue celui de 'i^, ^21 éléiuent de G(^')), ne pourrait annuler un polynôme irréductible de degré >■ c.
Traitons G(Wo, .. ., ««_i) comme tout à l'heure G(i, "O, • . •), les équations /(j?), ,;'(^) coïncidant toutes ici avec F(x). Prenons dans G' des ai tels ([ue les déterminations ç^ = (^„, t^,, ... de ç zz^'ï,aiUi soient toutes distincles (|uand on y permute les Ui des n ! manières possibles, v annulera un facteur irréductible de Yl(^x — Vi) qui a ses coefficients dans G' et G(i^) coïncidera avec G(//o5 ••■■> '^/~i)- "«■ étant dans G(»'), r, fonction des Ui y sera aussi; donc les G(v"/) coïncident et les facteurs irréductibles de II (x — Vi) sont tous de même degré. Toute é(juation irréductible vérifiée par un élément primitif de G(p) est une résolvante de
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(Halois (ou ^dloisieniie) de F(.?) = o. On voit (|ii'iiih' telle i-ésolvanle est Loujours normale. Si une racine iv d'une équation irréductible G(^) = o est dans C (//„, . . ., /<„_, ) = C((') et si chaque lit est dans C((v), C((v) coïncide avec C((^) et G — o est résolvante de Galois.
il), (hiand G' = K, un élément annulant un polynôme
.r" -i- ai .r"-' H- ... -4- a,i
irréductible dans G' est un nombre algébrique {entier si les absout entiers) de degré n. Le nombre des nombres entiers algébriques de degré n est au plus n fois celui des |)oinls (^r,, . . ., a„) à coordonnées rationnelles, donc ^0, quelque soit/?, (hiand n parcourt les nombres finis on obtient donc au plus 00 ^ 12 nombres algél)riqups. Gomme les 0 nombres rationnels en font partie, il j en a exactement 0.
Aux corps dénombrables que nous venons de considérer, on adjoint ordinairement l'élément co avec les mêmes règles de calcul (pi'au n" 22.
I. — Généralités
oO. Soient A, B, C, D, ... des |>arlies ou complexes du corps G. Il est commode de modifier un peu les notations de la théorie générale des ensembles lorsque ces ensemlîles sont des corps. A -(- B désignera l'ensemble des éléments distincts contenus dans A et B, A == B signifîei^a que A et B sont composés des mêmes éléments distincts, A << B que B contient tous les éléments de A, mais d'autres encore. Le produit formel AxB sera l'ensemble des éléments distincts ou non obtenus en multipliant chaque élément de A à droite par chaque élément de B (la notion de corps ajoute à, celle d'ensemble des relations d'identité entre des produits formellement différents). L'égalité Ax B = G x D sigiiifîera qu'on peut établir entre A X B et G x D une correspondance biunivoque où deux éléments correspondants soient toujours égaux. AB, ou produit de A par B, se déduit de A X B en ne prenant que les éléments distincts. Ona évidemment ( Ax B)xC = A x(BxC) et (AB)G = A(BG). Des complexes n'ayant aucun élément ^ i commun à tous seront dits premiej's entre eux. Un complexe jouissant d'une certaine propriété est dit nicixinium parmi les complexes qui en jouissent, s'il n'est contenu dans aucun d'eux sauf G, minimum s'il n'en contient aucun ^ i.
Si rX est le système des jiarties A,, An, ... (c'est-à-dire l'ensemble S (A/) dont les éléments sont les A/ et non les éléments des A/ (4)), illi celui des parties B,, Bo, ..., <Jl3\tl' sera celui de A,Ba. Si -lall) = iil)-l,, c-lo et iil) sont dits permutables ou échangeables.
Soit H = Hy un corps quelconque. y~* Xy sera dit conjugué de X par H (ou simplement conjugué de JU si H= G), transformé de X parj^, semblable à Jl,. Supposons les^ permutables à G (les
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j' ' -ÀsY seroiil donc Ions dans (j) cL, do plus, <]uc H est un groupe : alors deux quelconques des y' -^-^y sont conjugués entre eux par H. L'ensemble des jk~' J^y est le système complet ou la classe des conjugués de -l> par H, et l'on peut déconi[)oser G en classes i\('li'/n('/fts conjugiu^'s par II. Si Ai et il!) soûl pcrniutables, j)^~' î-A-jJ^ et J^ Mil))' le sont aussi; (^y~' Jl^yY' :^y~^ rX/'y. On observera que A^y est conjugué deyA^ P^^'y- Supposons uiaintenanl que G coïncide avec le groupe H. Sïy~^A,y= A> quel quel que soit y, cJU est dit invariant ou normal dans G, et contient alors dans ses diverses parties tous les conjugués d'un quelconque de ses éléments. Si a et b sont deux éléments conjugués de G, la solution x de b::=ax esl un commutateur (8), car x-=^<t~^b et b est de la forme c~' ac. ln\ersement, si x^=a^'^ c ' ac, ax est évidemment conjugué de a. Donc le nombre des commutateurs de G est au moins égal à Tordre maximum d'une classe d'éléments conjugués. On remarquera que si le commutateur a~^ bWib ^ c est permutable à rt, b~ * ab = ac donne b~^ a'^b=. a'^c'^ ouc?^^ a~^b~^ a^b] s'il est permutable à b^ a'^b^^a =:z cb~' donne de même c^= «-' ly^ab'^.
Toutes les fois qu'il est question de composer les éléments de plusieurs ensembles sans que la loi de composition ait été mentionnée, on suppose tacitement que tous ces éléments font partie d'un grouj)e unique.
51 . Un complexe d'éléments de G (8) qui constitue un groupe se nomme sons-groupe de G, ou groupe de G, ou diviseur de (i qui peut alors être nommé dividende. Ainsi l'ensemble des éléments noi-maux de G est un diviseur normal qui sera dit central de G. Ainsi encore dans le groupe cyclique G d'équation a"^ = i , a^ engendre un di\ iseur d'ordre <n^ si /i = de. Ce diviseur est le seul d'ordre d. En eflet, tout e,/ de G est dans i a* j, et tout diviseur H de G est cyclique, car, a'^ étant la première puissance de a dans H, tout élément «P de H est une puissance de rt^, sans quoi, 5 << a étant le p. g. c. d. de a, j3, on pourrait résoudre ax -\- [j y = 8 en nombres entiers et trouver a^ dans H. {On verra (138) que la propriété de n avoir, pour chaque valeur de m, j'amuis plus de m e,,„j caractérise un groupe ciclique.)
De même, dans le g^,; dicyclicjue (!20) G défini parle système (S)
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rt-"i=i, b'-=^a", h * ab =^ a' , loiil (li\iseiir de H non cyclique est dicjclique. Car M est engendré par deux i;énérateiirs de la fonne «''=:«', baV- z= b' [si H contient 6aH- et bcC ^ il contient ba^'bd" = a"~V-^^\ donc ba''^ b''' a"~\^+'^), «'-< étant la première puissance de a dans H, et a divise n ^ xq (H, contenant b'- = «" et a'', contient a^, o étant le p. g. c. d. de a, n). \ a' \ étant évidemment normal dans H, H est formé des 4^7 éléments /('^, b'a'^'(/i, A", ^ o, . .,2r/—\) distincts <lans G, d'où 11 suit que les équations (S') a''-'i=\, b''-=^a'f, b'~^db'^a \ qui résultent de S et définissent un gi^ dicyclique H', entraînent toutes les relations que G élal)lit entre «', 6', c'est-à-dire que U'= H; on peut le voir aussi en observant que, si l'on adjoint a à H', on a (19) un système S, n'établissant entre a', />' aucune relation qui ne résulte de S', et que Si équivaut à S, où l'on introduit au lieu de b le générateur 6' = /^a^" ( 19). Les iq éléments de H autres cjue les puissances de cC^ étant ba^'^'^^ (A' = o,..., i</ — i), G contient a g^^ dicyclicjues répondant à jj. = o, . . ., a — I . bci^ étant d'ordre 4, on voit que, pour n^ iq^ r/ >> I , G n'a que des g.y dicychques si n ^ o mod^^^r; si n ^s o
mod2^, il a en outre le g/.^ cyclique ia'J\. Pour ^/ = i il faut ajouter les n gj cycliques | bci^ J (v = o, . . ., /« — i).
On voit de même que tout diviseur du groupe défini par a'-" = b- = i ^ b ' ab = rt^'+'^" (A ^ o ou i ) a des équations de la même forme ou est cyclique.
iJe même dans le go,, diédral défini par a'^ i= i , />- ^ i , bab = «"S tout diviseur non cyclique est tliédral.
32. Il est clair que x~^ A.r est un groupe en même temps que A. Un groupe <jui ne contient d'autre diviseur normal (jue lui-même et I est simple; sinon il est composé. On verra dans les compléments (|u*il y a des groupes simples d'ordre 6o, i68, 5o4, 66o, ioy2, et que ce sont les seuls d'ordre composé ^ 2000. On ne connaît pas encore de groupe simple fini dont l'ordre soit impair non premier.
33. Si A est un semi-groupe, on a A-^ A et inversement; si A est un groupe, on a certainement A- ^= V; si A- ;= A et si A est
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(inl, on si du moins il conticiil I inverse de cliaciin de sesélémenls, il est lin groupe; car, n^ ./■, h élanl trois de ses éléments, l'éijualion ax = b aura la solution x = a~^b^ cixa=b la solution .r^bcr*. Ainsi, A et B étant deux groupes, si (;\.B)- = AB, AB e>l un groupe; car, cr, b étant deux éléments de A, B respcclivement, b-'a' est dans A(BA)B; de même, siAB = BA donc (\B)- = AB, AB sera un groupe et réciproquement. Le groupe AB = C est dit décom[)Osable; A et B sont les composants. On \erra dans les compléments qu'un groupe peut être à la fois sinqile et décomposable. Un groupe cyclique n'est pas décomposable.
On voit de proche en proche que le produit de plusieurs groupes permutables deux à deux est un groupe.
Le produit de n groupes A,, ..., A„(/?>2) peut être un groupe, quel que soit l'ordre des facteurs, sans (]ue chaque
A, ... \v(v </i) soit un grou|)e : ainsi le g^^: {p premier) défini par aP ^= bP ^ c- ^ i . c/6 = ba., cac ^ b {') dont tout élément est de la forme a-^' br c' {x ^ y = o, \ , . . ., p — i ; :; = o, i) est le produit des groupes A, B, C engendrés par a, b, c respectivement, bien que AG diffère de CA et BC de CB. Si chaque élément de A/ est permutable à chaque élément de A;^, et si chaque A,- est premier avec le produit des autres, le groupe HA/ est le produit direct des A/.
Ainsi le groupe des nombres rationnels > o relativement à la multiplication est le produit direct des groupes cycliques infinis engendrés par chacun des nombres premiers joint à son inverse. Il ne suffit pas que les A^ soient premiers entre eux deux à deux : ainsi le groupe abélien défini par aP := a^ = i , «, «^ ^ rt2<^'fi (/> premier) est le produit diiect de deux (juelconques des trois groupes \a,\, \a->\, ]aia-2\, mais non des trois.
Si G est le produit diiect de deux groupes A, B, on dit encore que A (ou B) se sépare de G.
oi. L'ensemble des éléments communs à plusieurs groupes A,
B, ... est évidemment un groupe, \e plus grand coinniun divi-
( ' ) Ces équations s'écrivent, en posant ab = a, ab~^ = ^ si /? =^ .i, a/* = ji/' = c'-= i, a^ = ^a, cac = a, c|îc = ^-', et en posant ab = ol, c = p, ac = ^ si p = 2, at?=^^'-ij j-— z, jia^ = yay = a, y-' py = ap. C'est sous ces t'oruics qu'on les retrouvera dans les coiiipléinents.
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seul' H (le A, B, .... Si A, B, ... fomienl un système normal dans un groupe G, H sera normal dans G. Si B, G, . . . sont normaux dans G, A l'étant ou non, H sera normal dans A. Si A, B, C, ... forment un système conjugué complet dans G, H est l'unique diviseur normal de G qui soit maximum dans A.
A, B, . . . étant ou non des groupes, l'ensemble M ^ ' A, B, ... j des produits d'un nombre fini d'éléments de A, B, ... satisfait évidemment à M- = M. On le dit dérivé de A, B,. . . ou plus petit multiple commun des éléments de A, B, . . . , et l'on dit aussi que
chaque élément de M dérive de A, B, Si A, B, . . . forment
dans un groupe G un système normal qui sera |)ar suite lormé lui-même d'un ou de plusieurs systèmes complets S,, So, ... de complexes conjugués, M sera normal dans G, car ^~' i A, .. .\x^\x~^ A.27, . . . j =^ { iV, . . . j ; alors tout diviseur normal de G qui contient un complexe de chaque S, contient M.
o5. Le transformé x~^a^^b~^abx du commutateur a~^b~^ab de a, b étant le commutateur àex~^ ax^ x~^ bx^ les commutateurs forment un système normal qui contient d'ailleurs l'inverse de chacun de ces éléments. Donc leur p. p. c. m. est un groupe K.('), normal dans G. K sera dit le groupe des commutateurs, ou le commutant, ou le dérivé de G, ou plus précisément le premier
( ' ) K peut contenir des éléments autres que des commutatenrs. Considérons, par exemple, le groupe G défini par a} = bf = i, a%^ aia^ = bX.^ ail>,^ = a, {i, k= I, 2, 3, 4), bz^b^b^ = b^a^, 63 ' b^b^= b^a.,, b\^ ôj 64 = èja,. b^^b^b^— b^a^, b^ b^b^= b.^, b~^^ b^b^^=by On voit sans peine, en adjoignant successivement 6,, ^2? *3i b^ à I a,, a.^, «3, a^ \ =A, que G est d'ordre 256. A étant le centrai, la formule
(nj b}'yn\b-y{n\bp) = «j-.>i-'i.r.a'-^>'-'i>-3rt^-,.)i--'-Lv.a[^>"--'->3nJ 6>.'
suflit à montrer que II [a*' est un commutateur toujours et seulement si les congruences
mod 2
sont résolubles.
Or, pour a, = a.^ = o, a, = a^ = i elles sont incompatibles ( on le voit en essayant de faire a:,= o puis x^ ^ i). Donc a^a^ n'est pas un commutateur. Les équations naêmes du groupe montrent, d'ailleurs, que le commutant est \a^,a^,a^,a^\ (FiTE, Transact. of the Am.Matli. Soc, t. III, p. 34i; 1902).
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comimitant ou le premier dérivé de G, le second élanl le dérivé du premier, le troisième le déri\é du second, elc.
Un groupe qui coïncide a\ec son dérivé est (Wl parfait ('). Ainsi, tout groupe simple est parfait. La réciproque n'est pas vraie, car le produit direct de deux groupes simples A et B dordres composés est parfait, le commutant de AB contenant ceux de AetB (-j.
II. — Décomposition suivant un module. Homomorphisme
06. Soient A, B deux diviseurs (distincts ou non) de G, et a, />, X des éléments quelconques de A, B, G respectivement. Le complexe Aj"B ne change pas quand on remplace r par axb. Donc deux complexes AjjB, Ay B nont aucun élément commun à moins de coïncider. S'ils coïncident, on dit cpie x &ly sont équivalents ou congrus selon les modules A, B, et Ion écrit x ^y (modd A, B). S'ils sont distincts, Bj?~' Aet B^~' A le sont aussi (sans quoi on aurait y~^ = bx~^ a on y ^ a~* xb~* ) et réciproquement. Si donc G = ï AxB représente la décomposition de G en complexes distincts Aj:B, la décomposition G = SBj?~' A fournira le même nombre de complexes. Je dirai que SA:rB est la décomposition de G (modd A, B), et que x y parcourt un système de restes [modd A, B) (^ j. Quand l'un des modules sera l'unité, et qu il n'y aura pas de confusion à craindre, il sera sousentendu.
07. Soit d'abord B = 1 . Chaque Ps.x (ou chaque .r~' A) contient alors autant d'éléments que A. Pour que [Kx)- ^ Ao^il fautcjue^r soit dans A. Donc A est le seul des \x cjui soit un groupe. Le nombre des A.r (ou des x~^ A) distincts en lesquels on peut décomposer G = SAx = A X ^x (ou G = (Sa?~' ) X A), se nomme,
(') Cf. Lie, Transformationsgruppen, t. I, p. 547; t. III, p. O79; Miller, A. J., t. XX, p. ^77; 1898.
(^) Le groupe linéaire L(/>"',2) {voir les compléments) en fournira un autre exemple pour />>3.
(') Cauchy, Exercices d'A/ia/yse et de Pliysique mathématique, t. III, p. 24t {Mémoire sur les arrangements, etc., § XII) ; i844; Dedekind, N. G. G.,
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du moins quand (î esl dénomhiahli;, 1 indice de A dans G, et se désigne par (G, A.), (G, i) est l'ordre de G. J'étendrai celle définition au cas où G n'est pas un groupe, pourvu que G = SA.J? ou G = S.z~' A. Si (G, A):=2, G élantun grou|)(', V est normal; car, X étant hors de A, r A doit coïncider avec :\.r. On a évidemment (G,_A)(\, i) = (G, ,).
Si G est un groupe continu de points (x,, ,.., :r„), je supposerai que chaque Aj- est dans G une variété k p dimensions, c'est-àdire qu'il corres|)ond biuiitvoqueinent à un ensemble de points kp coordonnées, et que ces variétés forment un faisceau à n — p paramètres, c'est-à-dire que leur ensemble corresjiond univoquement à un ensemble G' de points à // — p coordonnées. Dans ce cas, on est amené à entendre par (G, A) el à appeler indice de A dans G le nombre n — p des dimensions de G' au lieu de son ordre qui, pratiquement, n'intervient pas : on a alors (G, A)-H(A, i) = (G, i).
58. Voici quelques applications de l'importante relation (G, A) (A, i) = (G, I). Si A et B d'ordres a et b sont deux diviseurs de G d'ordre g^ et si A est normal dans G, AB = BA divise G. Le p. g. c. d. de A, B étant normal dans B, on conclut que, si B est simple, ou bien B divise A, ou bien ab divise^'.
Si G est le produit direct des grouj>es A, B, C, . . ., d^ ordres premiers entre eux deux à deux, tout diviseur G' de G est le pro duit direct des p. g. c. d. A', B', G', . . ., de G' avec A, B, C, . . ., respectivement. Gar tout élément de G' est de la forme abc..., «, 6, . . ., parcourant res|)ectivement -A.^ A, il^^B, . . ., et .1, ilï>, . . . sont évidemment des groupes. Si d'ailleurs [j. esl l'ordre de bc... premier à (A, i), G' contient (^abc)y-= aV- donc «, donc cA». Donc X<A' et G'< A' B'C . .. €omine G' est forcément >A'B' G'. ... on a G'^ A'B'G'. ... il est nécessaire que les ordi'es de A, B, . . ., soient premiers entre eux deux à deux : ainsi pour A défini par aP^\ [p premier), B |)ar bP=i, C par cP=^i, G a le diviseur \abc\ premier à A, B, C.
Un groupe d'ordre premier p est cjclic|ue car l'ordre d'un élément ^ I doit diviser/».
Dans le groupe des quaternions d'ordre 8 il n'j a que des diviseurs d'ordre i, 2, 4, 8 : comme il y a un seul élément d'ordre 2 et
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six (I OimIic i, il y a exaclciuciil un (li\isciir d'ordre 2 el trois d'oi^lrc \ (|iil sont cycIkiiics. On vrrilic siins jx-inc (I'2) (|uc ces diviseurs sont tous invariants, \ussi a-t-on donné le nom (V//a/ti//tonicns aux «groupes jouissant de cette propriété.
Il peutarri\ei' que les di\iseurs sans être tous inxaiiauls soient tous permutables. C^'est le cas (iu <;s défini |)ai' a''=b'-=zi, b 'ab = a\
o9. L'ensemble B des éléments du groupe G qui 'ionl permutables Cl -l. ^ S ( \/), les parties V/ étant contenues dans G ou non, est un groupe, car si 6~' ol, ^ = e.l.>, c ' .•l.c = =,l), (6c)~' -l, />c = A., donc B-^ B et B contient évidemment l'inverse de chacun de ses éléments (si -l. est un groupe ^G, B contient -U). Je dirai que B est le normalisant de cJl, dans G. Le p. g. c. d. de B et des normalisants des \i dans G, c'est-à-dire V ensemble B^ des éléments de B permutables à chacun des A./, est un groupe normal dans B; car soient ^0 dans By, b dans B hors de By et b~^ Aib = \/;, on aura (^ ' bo ^)~' Aa(/>~' b^ b)= A/;; donc b~^ b^^b est dans B,, et B„ qui est manifestement un groupe est normal dans B. Soit G = SB^: la décomposition de G (niodd B, i). Les éléments de Bx transrorment<i,l,en.r~'"^li).r etcesontlesseuls,carsi^~' r\s>y=^.r^^A;X^ d'où xy~^ rhyx~^ ^ l,, yx~^ est dans B donc y dans ]àx. Ainsi les conjugués de -\> par G coïncident avec les x~^ -A^x, x parcourant un système de restes de G modli; leur nondne est donc (G, B) et divise (G, 1) (on remarquera que x * A/.r ne parcourt pas nécessairement tous les transformés de A/ par les éléments de G) x^^^x est évidemment le normalisant de .r ' e;l).r dans G.
60. Supposons que chaque A/ se réduise à un élément, que d, soit un groupe et B un g^,™ [p premier). Si alors A est le groupe formé des éléments de A> permutables à chaque élément de B, la décomposition de o\9 en classes d'éléments conjugués par B donne immédiatement, l'ordre de chaque classe divisant yo"*, (,^1,, i)^( \, 1) mod/>. Si donc al> divise B, (A, i) étant ^ i sera ^p. SÀnû tout diviseur normal d'un i,'7y"B contient des éléments ^ \ normaux dans B.
Si cjI) =: A, est une partie de G et si les conjugués de A'> dans G sont encore conjugués dans leur p.p. c. m. M, onaG =^ MB. Car,
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o: étant (jiiclcon([iie dans G, soil m dans M tel(|ue/;i~' \.in =x~' Ajc; on aura inx^ V^//«~*= A; donc xni~^ est dans 13 et x dans MB.
61. Un diviseur A. du groupe fini (1 /«e peut j>as contenir des éléments de tous les systèmes conj ugués en lesquels on peut décomposer G. Car on aurait G = S V/, Aq^ A, \|, . . ., étant les conjugués de A. Or soient y, a <^ y, [ii ^ a les ordres de G, de V et du normalisant de A dans G. Le nombre des conjugués de A
sera ,(• Comme chacun d'eux contient i, SA/ contiendra au plus
^ (a -^ i)-|- I éléments, nombre <C Y*
62. -Si un élément e est permutable au groupe fini ij et à un système \ A | d'éléments conjugués a, ... de G, e est permutable à un élément de G {Cf. S9). Supposons en efïet le contraire et soit e~*ae^= b~Wib, b étant dans G; e6~' sera permutable à a. Or eb~' est un conjugué de e tlans G\e\, car e, n'y étant permutable qu'à ses puissances, a autant de conjugués x~'ex dansGjej qu'il y a d'éléments x dans G et ces conjugués coïncident à l'ordre près avec les e^ puisque e est permutable à G. Si donc e/^~' :=c~' ec, cac~* ^ a', c~'ec étant permutable à c^'a'c, e sera permutable à l'élément a' de A.
63. Si A est normal dans G = S A^, \.x = x\ et l'on pourra toujours dire que x parcourt un système de restes modA sans qu'aucune contusion soit à craindre. Alors les complexes \x sont les éléments d'un groupe d'unité A (et à n — /> dimensions si G est continu à n dimensions et A à /> dimensions) car (S A.r)- = S Aie, A^. A = A. Ax = Ax, A.r. Ax~' = A,^:"* . A.3? = A. Le groupe des
\x se désigne par -? G î A ou G|A. A^ étant alors considéré
comme un élément unique d'un nouveau groupe doit être plus
précisément désigné (A) par (A^): j'écrirai aussi parfois —7- »
Aa'lA, ou Au?|A, ou simplement \x quand aucune confusion n'est à craindre. On a donc G| A ^ S( A:r)= SA^|A. On dit que G|A est complémentaire ou réciproc/ue de A, qu'il est le quotient de G par A, un groupe facteur de G et que G est
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composé de G| \ ol de A (on écril parfois G = G|V. A). Si, A n'étant pas normal dans G. B est son plus grand diviseur normal dans G, on déliiiil G| V parG|A = G|B.
Si V est le commutant c?e G = Kx H- h^y +. . ., G| A est ahélien ( ' ), car \..t ky = kxy = iK.yxy"^ x~^ xy = Ajk A^ ; inversement si (j\^ est abélien, B contient le commutant, car, x^ y étant quelconques dans G, on a ^xy = Bj'.r et B contient xyx^*y~^. Si donc G est parfait aucun gioupc facteur de G n'est abélien.
G|A n'est déjà plus un groupe abstrait puisque ses éléments, indépendamment de leur loi de composition, ont des relations avec ceux de G. Ces relations établissent entre G et G| Aune correspondance univoque où à chaque élément o- de G répond l'élément A»^ de G| A; donc à kg de G] A répondent les éléments de G qui composent Ai,', et en particulier à l'unité A de G| A les éléments de A; au produit xy de deux éléments .r, y de G répond le produit A.r A)'' =: kxy des éléments de G| A répondant k x, y. A chaque di\iseur de F = G| A répond dans G un diviseur B contenant A. Si B = SA5 est normal dans G = SBr = S A^, B| A l'est dans G| A et réciproquement, car \.r^' As A^ = Aa?"' zx. Donc A est invariant maximum dans G toujours et seulement si G|A est simple. On observera que G | A = SS ( .\ zy) = SS ( A s) ( ky) = SB | A. ky \ A. Donc Gl A : B I A Z3= S(B I \. \r j A ) = S( B^r) = G| B. Si A' est normal dans G'=SA'.r' et si GG' est le produit direct de G, G', onaGjA.G'i A'=S(\^)( V^')=GG'|AA'. Si A.- est un commutateur de G|A, kz est de la forme A.r~' Aj-~' Ax Aj' d'où z^ x~^y~^ xy modA, et si z^x\y~^xy est un commutateur de G, As en est évidemment un de G| \. Si donc z parcourt les commutateurs de G, le comuiutant de G étant C= iSsi, celui deGjAsera ;S(As):= ACJA.
()i. Inversement et plus généralement supposons entre les groupes A et B une correspondance telle qu'à chaque élément de A réponde un élément au moins de B et à chaque élément de B un
(') .MiLLKK, Q. ./., l. WVIH, p. îC)-; 1896.
élément au moins de V et que si oi de A et Iji de B se enrrespondent, aiaïf et 6,-6/f se correspondent aussi. On dit que :\ et B sont homomorphes. Alors les complexes \o, Bq répondant aux unités de Bet de \ respectivement sont des groupes normaux dans A, B respectivement. En elTet, si ^o/? I'i\k sont dans B,,, boi^^ok répondant à I de A sera aussi dans Bq ; donc Bjj= B,,. De plus 0 et bi étant deux éléments de B répondant respectivement à aj^ et à «,, bbi et bib sont dans B„, donc b dans B,)6^"' et dans bj' B^', tous les éléments de B^bj* ou de b~^ Bq répondent d'ailleurs à a~'. De même pour Bq^/, biB^ relativement à «/. En particulier les éléments répondant à i ' de A forment le complexe b'J B(,^ donc ^^^!B„=Bo; donc />^/ est dans B^ et Bq est un grou|)e. Eniîn à aj' ai= I répondent tous les éléments de bj' Bo.B„6i= bj^ Bq bi, donc bj' Btibi= Bq. Donc Bq est normal dans B et de même Aq dans A. A un élément quelconque cii^ai de Vor/^ répond en particulier \ bi=: bi, donc tout le complexe B,)ft,. Donc S( AoC//) et S(Bo^>/j se correspondent biunivoqueinent.
Si Aq et Bq sont ^i, A et B seront dits fraclionnairement homomorphes , ou homomorphes avec correspondance (a, ^)(a = ( Aq, i), ,3 = (Bo, i)) ; on dit encore que S. est a-|3-morphe à B, ou que A a un homomorphisme a, j3 avec B, et l'on écrit B (on peut laisser vide la place de a ou de ^3 lorsqu'on
ne veut rien préciser). Si Bo= i, A sera dit multiplement liomomorphe à B et B mériédriquement ou partiellement /lomomorpJie à A. Si A,, = B^ -= i , \ est isomorphe à B, ou simplement homomorphe ou hol()é(lri(/uement homomorphe à B : j'écrirai alors A^ ^ B. A et B étant homomorphes, on a toujours A|Ao^B|Bo. Prenons par exemple pour \ le groupe des quaternions déiini par «'• = i , «- = />-, b~^ab=^a'^ et pour B le groupe défini par aj=^i, aiak^auai (i=i, 2, 3, 4)? et soit Ao^lrt-j, Bo = ;«,-, «A,; AjAo^BlBo sera le groupe carré. Supposons encore que B = SBo6« divise A;=I]Aoaj et (jue B,) soit le p. g. c. d. de B, Aq. Comme />//>' ne peut être dans Ao sans être dans B„, les bi sont incongrus modAo et A = SAoè/=AnB(c/. 67).
Si A, est normal dans A et si B, lui correspond dans B, B, contient évidemment B„ et est normal dans B; car ./• ' A, x = A|,
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(jiiel que soil^ dans A; doue, si r répond à ./• dansB,jK ' ^i,}' = ^\ quel (jiie soit y dans B. Si V, e.sf no/mal maximum dans V et si 13 1 est < B, \, contient V,, [supposé ':> i) et correspond à B,, sans quoi, V, V,, eoirespondanl évideuinient à B,, on aurait A, Ao I A,, = B, I Bo < B I B„ £s V | A„, done A, A,, < A, et A, ne serait pas normal iMaxiimmi dans V (').
63. Soient (j uii groupe ajaut les diviseuis noruiaux A,, = S«o et Bo = S^o, A et B deux groupes premiers entre eux ayant respectivement les diviseurs normaux Ao et By, chaque élément de A étant perinutable à chaque élément de B. SoitG|Bo^ A, G|Ao^B, A I A,, = B I Bo . G j Ao Bo est isomorphe à (G | A o) | ( Aq Bo I Ao) = A | Ao et de même àB|Bo. Soient A = S \oJ:', B = SBoj^et supposons les ,r et les j^ complètement déterminés. On aura G = BoS«o") ''^t " répondante r/o.r dans l'isomorpliisme de G|Bo à A et u n'étant déterminé que mod Bo. Mais, comme G^ VoSBo^/ et que G|\o^ B, on peut, en choisissant convenablement ;^ dans Boi^/, faire que b^a réponde à ^„ v' dans l'isomorphisme de G|Ao à B. Ainsi // transforme Ao et Bo comme x et y respectivement. On voit donc que G est isomorphe au groupe des éléments a^boxy. On dit parfois que G résulte d' un hon\omorphisme entre \ et B.
66. Soient F l'ensemble, dénombrable ou non, des gé fié râleurs V,, Y^, ... d'un groupe G satisfaisant à un système d'équations S, V un ensemble d'éléments y] biunivoquement rapporté à V (y^ répondatit à y/). S' un système formé avec les y' comme S avec les y. G' le groupe défini par S' + T', T' étant un autre système d'équations t\ = i entre les y'. A lors G' e^ G | A, A étant dans G le diviseur normal minimum contenant les éléments ti formés avec les y comme les t- avec les y', c'est-àdire le p. p. c. m. des x~^tiX^ x parcourant G (-). En effet, à chaque produit formel des y faisons correspondre le produit composé de la même manière avec les y' correspondants. Les produits formels de y' cpii répondent ainsi à un même élément de G représenté par plusieurs produits formels égaux en vertu de S seront
(') Cf. Jordan, .S\ .1/., t. 1, p. /(S; iS-3.
(-) W. Dyck, Gruppenllieoretisclie Sludien {M. A., t. XX, 1882).
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égaux eu \erlu de S', en sorte que l'on a une eorrespondanee univoque (le (V à G où au |)ro<luil de deux éléments de G répond le produit des éléments correspondants de G', c'est-à-dire que G' est homomorplie à G. Mais à un |)roduit formel P' de y' peuvent correspondre plusieurs produits formels de y inégaux en vertu de S, mais égaux en \ertu de S + T, T étant le système des </= i ; si P'=i, ces éléments correspondants sont les premiers membres des conséquences mises sous forme typique de S + T qui ne sont pas des conséquences de S, c'est-à-dire les éléments de \, puiscpie les y vérifient S.
A-insi des équalions de G on déduit celles de G|\^G' en adjoignant T à S, c'est-à-dire en faisant égaux à i tous les élémen'.z de A. Si, par exemple ('), les ti sont tous les commutateurs des y,-, A divise le commutant G de G (oo); G| \ est abélien, puisque ses équations exigent précisément la permutabilité de tous ses éléments ; donc A ^ G (63) ; donc A = G.
Réciproquement, connaissant les équations A/(«)=:i du groupe A engendré par «,, c/o, ... et celles B/(7>') = i du groupe G' engendré par b\^ //,, ..., comment former celles d'un groupe G composé de Gj A. ^ G' et de A? G peut être engendré par les r/, et d'autres éléments 6i, b.^^ .... Les équations de G comprendront alors les A/(rt) = i et d'autres équations de la forme />/, ' aibk = Af* [a) permettant de supposer les équations restantes écrites sous la forme By(è) = k.'j(a), ï^/(^) ^t^"t un produit de bi et Ay(rt) un produit de ai. D'ailleurs, le système By(Z>) = i obtenu en faisant «,= i doit être équivalent à B/(6") = i, b'[, bl, ... étant de nouveaux générateurs dont renseud)le est biunivoquement rapporté à celui des b\ b'- réjiondant à b'^ . Les b étant exprimables |)ar les b" et inversement, on |)eut supposer qu'on a précisément clioisi les b" pour les b, en sorte que les équations de G seront de la forme Ai{a) = i, By(6) ^ Ay (rt), bj.^ aib/s = A^''{a). Mais, pour que G soit réellement composé de G| A et de A, il faut encore et il suffit qu'il contienne A, c'est-à-dire que des équations précédentes ne résultent pas entre les a d'autres conséquences que celles résultant déjà de A,(a)==i (19).
(') Mn.LER. s. M. Am., l. IV, p. i3G; 1898.
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(j7. Soil l) (l'ordre 0 le p. g. c. il. du ^^ V = Sr^= S.r/1) et du gp B = Jlbi= "^Dvi, X = S.r^- et Y = ïj/-, élaul des systèmes de restes de A(modd i, D) et de B(modd D, 1) respectivement. On aura Vx B:=XI)x DY. L'équation Xidryj^Xkdsyi qui équivaut à .r^' j-,= ^^syiyj^ ''C ' où .r^' xi est dans \ et dsyLY",^ d,.^ dans B exige que xj.^ xi soit dans I); donc ./;,= r^ et de même yj =^ Vi- Donc, dans \ x B, Xid,yj ne sera répété que dans .r/DxDy/ et il le sera autant de fois qu'il y a dans D de solutions (^1, ^2) •' l't;f|iialion t^t-x^^ d,. '. chaque ti pouvant être pris arbitrairement et déterminant l'autre, l'équation a 0 solutions et chacun des ajii éléments de A x B esL répété 5 fois exactement .
Considérons maintenant AB := XDY ^ \Y = XB. L'équation aiyi^= auVk ou alWii^^yi^yJ^ montre de même c[ue jKaJK;' ^^t dans D; tlonc j)/i = JKAi c'est-à-dire que :\B = \ x Y = X X B. Soit j A, Bj = C d'ordre r. C est toujours ^AB; donc si C = AY ou si C = XB, AB sera un groupe (=C) et réciproquement. On a vu d'ailleurs (24) que, si AB = BA, AB est un groupe (=:C) et récipro(|uement. De C = A x Y, C = X X B on déduit respectivement (C, \) := (B, D), (C, B) = ( \, D), et réciproquement, si C est fini : en d'autres termes, si G est fini cl si y = a[i : 0, \B est un groupe et réciproquement (' ).
Si A est permutable à chaque bi, doue nornial dans C = VB, les Ar/ forment un groupe; si alors Aj^/Ajv/f= ^y^ yiykyl^ est dans A, donc dans D, et Djk/Djka= Djk/ en sorte que C| A^B|D.
Supposons maintenant A permutable à chaque b/ et B à chaque «/, donc S. et B normaux dans C= VB. aj^ b/.' aibi^ étant à la fois dans A et dans B (car a~^ bj^ ai est dans B et b^Wiibk flans A) est dans D : donc «,^a dans b^aiTi', donc, D étant ici normal dans AB, «j D . è/^ D = ^^ D . rt/ D , c'est-à-dire que V|D.B|D = AB|.D est le produit direct c/e AlD, B|D (D étant le p. g. c. d. de \, B, Y|D est premier à B|D). Le cas D = i est Important.
68. On observera que, si A = j a j et B = ! 6 1 sont des groupes cycliques fl'ordies respectifs (finis) a et p, et si al) = ba, AB n'est pas nécessairement cyclique. Soit en efl'et D d'orrire 0 le p. g. c. d. rie A, B en sorte que 6
(•) FnoBENius, 5. A. B., 1895, p. 166.
yO CIlAl'MKl. II.
divise le p. g. c. d. o = ') ;/ de a = oa;', ^ = o[3'. On aura D= ]a"^' j = [ 6".8' j et è"P'=a^"^ f; premier à 0). Cherchons l'ordre .r de a'b-^. Puisque fiixfjsx— i ^^rx — i, .sv a''"' et i'' seront dans D el /\r = pu'j.', st = iu^\ d'où /-TJi'^ p^a' et (t désignant Je p g. c. d. de /■ = //' et de s = (s' )
r<j =lKtoL', sp = Xtp', «'•^6«-^= a'-' ' ' . À est le plus petit entier positif vérifiant À( /•' P'-h ^s'a') ^ o mod /'a'O, c'est-à-dire que, si t est le p. if. c. d. de /■' p' -\- ^s' a.' el de /-'«'O = -uO'. X esterai à 0'; alois
Or AH est d'ordre ap'. Donc on ne peut avoir AB = J a'^' [ que si t-='z=i. On peut toujours prendre /' premier à s; mais t résuite alors des données. Les équations de AB sont a'-^=i, h"p' = a'^"^' (; premier à H ), h-Uib — a. En supposant a = />'", '^ = p" , 0=/)'', /• = .s- = i , on a x = oc si /n^n, a? = ji si m <i n; si //? = /*. on peut seulement affirmer que ce divise y. ; mais si /// = /î = 1 , on a encore a™ = a = y?.
69. Supposons mainlenaiit que chaque élément de A soit permutable à B et à chacune des conjuguées x'^Po" (dans B) d'une partie P de B. Soit G le normalisant de P dans B. Le p. g. c. d. D des x^^Cx est le groupe des éléments de B permutables à chaque x~^Vx. Le groupe des éléments de AB permutables à chaque x~*Px se composera de tous les éléments ab [a parcourant A et b, B) où b est permutable à chaque x~*Px, c'est-à-dire des éléments de AD, en sorte que AD est normal dans AB qui est permutable au système des x~^Px (o9). Si donc D = i A sera normal dans AB et l'on a ce théorème : Si chaque élément de A est permutable à B et à chacune des conjuguées x"' Px d^ une partie P de B et si aucun élément ^ \ de B n'est permutable à chaque x~*Px (A est donc premier à B), \B est le produit direct de A par B. Soit D ^ i. Alors chaque élément de AD|D est permutable à B|D et à chaque x~* PD^. D étant le p. g. c. d. des x~* Cx, [es x"^ Cx\D sont premiers entre eux. Donc AB|D est le produit direct de AD | D et de B|D.
70. Si A d'ordre a est normcd dans G d'ordre aq et q premier à a, tout diviseur lî de G dont l'ordre b divise a est dans V en sorte que G ne contient qu^iin groupe d'ordre a
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formé de tous les élénienls doiil l'ordre dnuse a ( '). Car soit d l'ordre du p. i;. c. d. de \, B et ù — dl/; r(jrdre ah' de AB divisant aq; Il qui divise déjà a divise aussi q premier à r/, donc b' = \ et B divise V.
Si alors G est normal dans un p;roiipe K, V sera aussi normal dans H, puisque \ esl uiii(|uo de son ordre daus (j.
7 I . Soient plus généralement n groupes A, , . . . , A„ ; «/ Tordre de A,; Dap...>. d'ordre r4p..x le p. g. c. d. de Aa, Ap, ..., A),. Dans A, X A:;, eliaque élément est ré|)été c/,^ fois; dans A, X A^ X V;j, <r/,o<r/,2;, l'ois, ...; dans A, x A2X...X A«, di.>d^.y^-'-d{-2...u^^^Jii fois. Si les \/ sont permutables deux à deux^ A, ... A,/ esl un groupe (o3) d'ordre o~' Wui et o„= d^f^dfx^f,. • • • <^^\2...u indépendamment de V ordre des nombres a, ^i, y.... Donc A, ... \« .se/-« rt/o/'5 M/? groupe d'ordre a, . . . a« toujours et seulement si les A, sont premiers entre eux deux à deux. Si les A/ sont premiers entre eux deux à deux et si chaque A,- est permutable à chaque élément de W'f A,-, FI" A, sera le produit direct des A/. En ellet, la proposition est démontrée pour /?= 2. Supposons-la vraie pour n — i groupes. AaAp(a, [3= i, ..., n — i) sera le produit direct de A^, Ap et II',* A/ celui de FI" ' A,, A,,. Donc la proposition est vraie pour n groupes.
7!2. Si Ci est le produit direct de groupes simples non cycliques A,, ..., \„, tout diviseur normal X^i de Gt est le produit direct de certains des A/. En effet, supposons d'abord X premier à tous les A/ et plus généralement à tout produit de v — ^ i des \/ tel que A| ... Av_i ; il le sera à A, . . . Av sans quoi le p. g. c. d. X' de X et de A) ... Av étant premier à tout produit de V — I A/, chaque élément ^ i de X' serait de la forme «1 . . . «V (rt/ étant dans A/ et ^ i) et, a parcourant Ai, on aurait aai ...rtv=rt, . . . a^y. (A, et X' étant normaux dans A( ... Av, A,X' est le produit direct de X' par A,), d'où aa, := a, a en sorte que a, devrait être normal dans A). En faisant v = n on voit que X est premier à G donc X =: i . Supposons en second lieu qu(;
(1) Frobknius. 5. A. B., liSgô, p. 170.
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X conlienne V,, ..., Vj donc ll'J A/= B, mais aucun des groupes Av^i, . . ., \.,i (les \/ étant simples, X est premier à lf»ut A< qu'il ne contient |)as). On aura X = i]Bx, x parcourant des éléments de Av+i • • • V« = G. Les ./• étant les seuls éléments communs à X et à C (oijuent le p. g. c. d. D de X, G. D premier à chacun des groupes Ay+i , . . ., A/^ se réduit à i . Donc X ^ B. St A, = j cii \ est cyclique le théorème ne subsiste plus, car ja, ... «,/, par exemple est normal dans G.
73. Voici quelques applications (i). Soit G un groupe de base a, b défini par la seule condition que tous ces élénienls soient des e,,,), p premier. Considérons un instant le groupe G' obtenu en ajoutant la seule condition que les conjugués «, = b' ab—^ ( i = o, . . ., p — i ) de a soient permutables. L'équation (ab)i'= i ou l]/J"'a,= i montre que/» — i au plus des a, sont indépendants. D'ailleurs cette équation jointe [à la condition que les ai soient permutables et que bP =^ i suffit pour faire de tout élément ff = bylla'g,'. de G' un e,,^, ; car si l'on observe que a,, !x,--T-f, ..., a/-f-(/> — ijj' est, pour j' ^ o mod/>, une permutation de nombres o,...,/? — i mod/», on voit que g-P se réduit à (na/)^o...(n«,)-*"/'-i. On doit donc supposer que/» — i des ai sont effectivement indépendants. Donc l'ordre du p. p. c. m. A des «/ dans G' est/J/'~i et G' =] A, b\ est d'ordre p/'. Soit G" le groupe obtenu en ajoutant aux équations de G' la seule condition que les a' ba^^ soient permutables, a^' 6-' ab = c est évidemment normal dans G". Soit enfin G" le groupe obtenu en ajoutant c = i aux équations de G". (G", i) = p-. D'ailleurs G")c! = G'". Donc (G", i) = p'^. Revenons à G et soit H le p. p. c. m. des commutateurs des ai, K celui des commutateurs des a' ba~^ ; G|H = G|K=G'; G|HK=G"; donc (HK, H) = (HK, K)=pi'-^; si donc D est le p. g. c. d. de H, K, (G, D) =p-P-'^. Donc l'ordre de G est fini avec celui de D.
Pour/? = 3, les équations ( «6)3 = i. (aô^ ^3 — j s'écrivent respectivement aai «2 = I, rt «2 «1 = '• Donc «j et a<> sont permutables et de même leurs transformés a, ai par b et leurs transformés ao, a par b'-. Donc G = G' est d'ordre 3^.
Plus généralement u/i groupe A„ de base miniuia «). . . . , a,, défini par la seule condition que tous ses éléments soient des e,3) est d'ordre 1 3^"~'. Soit 3*» l'ordre, fini ou non, de A,j (on verra (75) qu'un groupe fini dont tout élément est un Cfs) a pour ordre une puissance de 3). On peut supposer que oLy est ^2'' — i pour v < n. Si .r est un élément de â„_i non permutable à a„, ]t, a,i\ sera du type de G pour p = 3. On en déduit immédiatement (|ue les conjugués de a„ dans A„ sont permutables et
(') liuiîNsiDi;, Ç. J., 1902.
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tous (lu lypo x-^a„x. Suit l> d'oidri; :îi^ li'iir j). p. c i». 3 est < S»»-!. D'aillcuis H i;st prcmitM- à A„_i car A„ (Ic-iivi! (■vidcmmciU do A„_i cl d'un (iléinent qiiclc,oiK|ut' do B. Donc y.„ = x„ 1+ p. Donc a„ est fini. Il suffit de prouver que p-;a„-,-r-i pour qu'une combinaison linéaire des relations a„ljtx,i-i-+- I donne x„ 2" — 1 . On peut d'ailleurs admettre que pia„_i-l-i pour les valeurs de n int'c'rieures à celle; considérée. Dans i A„_,, a„ ; = A' le p. p. c. m. \V des conjugués do «„= c est donc d'ordre 13an+,+i. Il suffit de montrer que le p. p. c. m. B des conjugués de c dans A„ est g;B',6-'B'6; = ili,(6 = a„-,), car ( »ll>, i)estl32«..-+2 i3««-.+'. Or l'égalité (a-6)»= i ou sbsb-^ b'^ sb-'^ = i, *■ étant un élément quelconque dt! B', montre d'abord que tll» contient le transformé de B' par b- et par suite que 6-' llïiè= il!). Si donc \ll) contient a^—' ea; etj'-'cK, '' eontient aussi b-'^^y-'^cybl et ./—' c« (•«'./( w = a-^-^j-' ) qui s'écrit, en vertu de (cm)=*=i, :z.--' «-'c- //./• = i. c'est-à-dire que Db contient le conjugué d(; c par a^'6-?j' '.r '. En prenant x et^ dans A,j 5 on voit que lll) contient les conjugués de f par A„-:2 6ÇA„ 2- En prenant x et j' dans des complexes de cette forme et en rt-pétanl l'opération on verra que ttl> contient tous les
conjugués de c par . . .6^' A^^oô-' A„-2 6^i Or on a là tous les éléments
(le A„-,: car, l'équation ( 6?..r/)'i = 1 permettant de réduire le nombre i\ des b^i qui figurent dans un éliMnent Wb^x, de A„_ 1 (.r, étant dans A„_2 et ^, = ±1) dés que^/=^,+i, on aura t,+,, = — ^/ quand on aura réduit iN parce procédé à son minimum. Donc iili est _B.
Soit G un groupe défini par la seule conditi(Mi que tous ses éléments soient des e,4). Si G admet une base a, b telle que a- = ^-^ = 1 , le diviseur ]a,bab\ = A. est, en vertu, de {ab )'■< = 1, abélien et permutable à « et à 6. Donc G = | A, b \ est d'ordre 8. Supposons que G ait une base a, b telle que a-—b'*=i. En vertu de (a6)^ = i, le groupe A dérivé de ab- = a, b^ab'^= P est abélien et l'on a b^xb = (3, ù-^^b ■= ol. Il est aisé de voir que tout élément de la forme b-yA'^y est d'onlre -i et tout élément de la forme b~^ a-^ by d'ordre 4- Donc la condition que tout élément de G soit d'ordre 4 n'entraîne aucune relation nouvelle entre 6, x, ji et G est d'ordre -i^. Supposons enfin que G admette seulement une base a, b telle que a*= 6^= I. E]n adjoignant la relation a-= 1, on a, d'après ce qui précède, un groupe G' d'ordre 2'"'. Donc (G, 1) est le produit de i.^ par l'ordre du p. p. c. m. A des conjugués de a'^. Or les équations a- = b* =^ \ équivalent à a2 = (a"-62)2= 1. Donc A contient le p. p. c. m. A' des conjugués de (a'-é*;2— c. On va voir que A' est abélien et que son ordre divise 8. On vérifie d'abord directement que ca-= a-c et c6-= ô^c, puis, en observantla relation (b'^a'^)'* = i, que cbcb'* ^ {a- b'-^ a- b)^ . Donc cbcb-^ est d'ordre 2 et c permutable à bcb'K On vérifie directement encore que bsb^ = s. Pour voir que asa^^s, il est plus commode de se servir de la relation bsb^= s et de vérifier que bsb'^asa^ = i ; or, en prenant s sous la forme {a^b^a-by- et en remplaçant ab'^ab^a par ba^b, puis (è^a^ô'^a)^ par son inverse (a^bab)^, le premier membre se réduit à {ba^)'* =^ \ . De même t — caca^ s'écrit (b'^a^b^af et est normal. De ce t[ue bcb^=cs^ aca^=^ct il résulte évidemment que les conjugués de c sont tous de la
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forme c, es, et ou est el que par suite A' = [ c. 5, / ', a pour ordre un diviseur de 8. G| A' est isomorphe au i^roupe G" défini par les équations de G auxquelles ou ajoute la seule condition 0 = 1. De c = i résulte a-b^ = b^a'^ et 5 = 1 qui s'écrit {a'^b^a''b)^=i. Donc a- est permutable à 6"^ et à b^a^b et b^a-b permutable à b'^ coïncide avec ba'^b^. a- étant permutable à ba-b\ l'est à aba-b^a^. Enfin ba b.a.b^ a'^ b^, en v remplaçant èa6« par a^b^a^b^, puis {ab'^a-^ b'*)'^ par son inverse (baba^ )-, puis a^ba^ba^ par b^ab^, puis b^ab par bab^. s'écrit a- .bab.aba^baK On voit dès lors directement que, dans G", le p. p. c. m. des conjugués de «'- est le groupe abélien principal \ a-, ba- b^ , ab ab'^ a^\^= A!' dont l'ordre divise 8. Or G"|A", isomorphe au groupe obtenu en adjoignant aux équations de G les seules conditions a^ ^^(^a-b'^Y- — i, est, on l'a vu, d'ordre ■2'^. Donc ( G, i) divise -i'- et est i-i".
74. Théorkme. — Dans un groupe G d'ordre g^ le nombre des éléments dont l'ordre divise itn diviseur a quelconque de g est un niullijde de a (').
Si i^" = I on si az=^ g^ le tliéorèine est évident. Supposons-le vrai dans le groupe d'ordre << g pour tout diviseur de l'ordre et dans G pour tout diviseur ^a de g = ab. Le nombre des éléments de G dont l'ordre divise ap^^p^c (p premier divisant b mais non c) sera donc mtdtiple de a et il suffit de montrer que ceux de ces éléments dont l'ordre ne divise pas a, c'est-à-dire dont l'ordre est multiple de p^, forment un ensemble E d'ordre e mvdtiple de a. Or, pour chaque e„ de E tel que u, il y en a »(/*) de la forme «^ (v premier h n) qui sont d'ordre /?. Comme n est multiple de />*, 'f{n) et e sont multiples de p"^ \ Il reste à montrer que e est multiple de c. Or chaque élément de E peut et d'une seule manière (10) se mettre sous la fcn-me xy^=yx\ x étant un e^a et y un Cfci- Soit x^ une détermination quelconque de .r ; ^ parcourra en particulier tous les éléments x^^ ..., Xh conjugués de x^ et si, pour X = Xi, y parcourt les éléments yij (y = i , . . ., /), / est indépendant de celles kl éléments Xiyi/ ■>onl distincts. Il suflit de montrer que kl est multiple de c.
Soit h l'ordre du normalisant H de Xi dans G. r/i, . . ., yi/ sont les e ,/) de H, d étant le p. g. c. d. de c, /i = dh' en sorte que, g = hk =: h' kd étant divisible par c et par A, donc par cli' , kd est
('} Khobenius, 5. A. B., iSgS, p. 984.
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nnilli|»l(' (le c. Sj (loue le lliéorèiiie esl \rai pour II, / esl iniilliple de d el /. / de c. Tout icn lenl donc- îi établir le lliéorènie pour H et le diviseur c/ de //. ( )r soil ;a,j ^ X. TouL e(,/) y de Jl l'ournil un e^(/^\y de 11 1 X (;l Loul t^,i} ^^ 'le 11 [X contienL un e^,/f de 11 et un seul y^ iz (t étant dans V), car eette équation équivaut à z^ t~^y^yt~^^ décomposition unique et toujours possible puisque, z^ étant dans X, l'ordre de z divise dp'^. Donc le nombre des éléments dont l'ordre divise d est le même pour HjX et H. Mais le théorème est supposé vrai pour H|X d'ordre << A. Donc il l'est pour H et j)our (1.
75. GoiioLLMi'.E 1. — i" Si g = np'^ i^p premier ne divisant pas /i), (1 a un gp? ([3^a), lequel, .s/ [i << a, sera contenu dans un g /,':'+' et normal dans tout gp?+> qui le contient. 2" Le nond)re vg des g p-t+^ de G qui contiennent un gp-; (y>o) déter- })uné G est ^ i mod/> ( ').
En etïet, G contient \/> — i éléments x d'ordre p qui se partagent en un certain nombre de classes. Le nombre p. des conjugués de r est l'indice du normalisant X de x dans G et l'on a A/> — i^Six, la somme s'étendant aux diverses classes. On voit que l'un au moins des ijl est premier à />; soit x l'un des éléments de la classe correspondante; l'ordre du normalisant X de x dans (ji est ^o mod/>^. La première partie du corollaire, démontrée pour a ^ 1 , peut être admise pour X| j x J dont l'ordre divise np'^~^ . Donc elle est vraie pour X homomorphe à X|}^j, donc pour G qui contient X (63). On remarquera cette consécpience qu'w/i gp-est toujours abélien, car, s'il n'est pas cyclique, il ne contient que des ep dont deux quelconques devront être permutables (67).
Pour établir la seconde partie, remarquons d'aijord que, si G^ i , vg est le nombre des g^/' de G et que, pour G^i, 0^1, on a \p — I = V, ( p — 1), d'où v< ^ 1 mod/>. La proposition est donc démontrée dans ce cas particulier.
Elle est d'ailleurs évidente pour 0 = o. 11 suffit donc de montrer que, si elle est vraie pour 0 ^= s — ^ i , elle l'est pour 0 = 5 (v-h^^a). Or soient _\,, \v,_, ies g>ï+^-' ^ G et B,, . . ., Bv, les gy,Y+.< > G.
(') Voir, pour ce corollaii-o el pour le suivant, Frobenius, 5. A. B., 1895, P- 17^1 9^91 990-
76 CHAPIÏRK 11.
Si V, (ll\ise cii (les B et si By contient h j des \, le nombre des couples \/, B/ où V/ divise B/ est S"(' '«/^ ^î'^^/- Oi' ^y'^ ' (^/' ^st pour By l'analogue de v,-_i pour G); donc ]S'J'/>y ^ v^ mod/>. Supposons que \j divise B,, ..., B^.. A/, normal dans chacun d'eux, l'est dans leur p. p. c. m. H. Or, dans H|Ai homomorphe à H, les seuls gy, sont B, j A^, . . . , B^, | A/(63). Donc «/ ^ i et ï'^'-'a/ ^ v^_ , mod/j. Donc v^ ^ Vj_ , .
76. Corollaire II. — ^/ H est un g-/,p? ((^"$0.) normal dans G ^ le nombre des <^-pP de G normaux dans un gp^ de G (on les appelle g^? de première catégorie) qui sont contenus dans H est ^ i modyo, car les autres g^? tle G, dits de seconde catégorie, ont chacun un nombre de conjugués ^ o mody> (o9 ). Oi- H normal dans G contient tous les Ciuijugués dans G d'un tjuelconque de ses diviseurs et le nombre total de ses g^,? est ^ i mod/>.
77. Corollaire III. — L'ordre du groupe A engendré dans G d'ordre ab par les e^a) ^'-ii "^-i-, ••• <ist ^o moda; quand a est premier à b, cet ordre est égal à a si G a un g„ normal ou si A est abélien (*). Car si a^=.p'^a! (/> premier ne divisant pas «'), G a un g^a dont tous les éléments sont dans A; donc (A, 1)^0 mod/>°'. et de même pour tout facteur premier de a. Soit a premier à b. Si G a un g^ normal A', aucun a, n'est hors de A', car A'ja, j diviserait G et son ordre ne diviserait pas ab\ donc A'= A. Si A est abélien, les 'x forment un g,j qui doit coïncider avec A.
78. Corollaire IV. — Si G d'ordre -^/ab [a premier à b) contient exactement a e^a)-, y-t, a.^^ . . . et b e^i,^, [i,, ^2? •••■> chaque a est permutable à chaque ^ et G contient exactement ab e^ab) qui sont les a/jB^. »Si v = i , G est le produit direct d'un ga par un gb (-). En effet, tout Cj^i) peut se mettre et d'une seule manière sous la forme a/^^= ^/f^,-; or, si ces décompositions n'associaient pas chaque a à chaque ,3, leur nombre serait <^ab^ tandis qu'il doit être multiple de ab.
(') Frobenius, 5. A. B., 1895, p 170, p. f)86.
(-) I^'hobenius, 5. A. B., 1895, p. 987; 1901, p. 1-220. Cf. Sciuin, .S. A. B., 1902, p. 1018.
Divisiîuns. 77
Soil v = i. jai, a._>, . . . j = A. esL un gV//.' <!l ij^i, [^21 •••! ^ Ij un g7,rt'. Les ^z de V forment (77) dans V un gv,- abélien normal B'51^; de même les a.i de B forment dans B un g^- abélien normal A'^ A et la proposition à déinonlrer résulte du théorèuie suivant :
S( t//i ij^„ A divise le ce n liai (V un g ah ^i ^'f ■'•' ff ('^1 [nenuer à b^ (jr est le produit direct de \ par un s;'/, \\.
Il suffit de proiivei' ([lie G a un g/,. Or soit G | A = Sç = Sï) i^Sl^ et Aa7|= ^. On aura .x^Xr^=^ rtç^y^.riy,, «^^-^ étant dans A. La condition (a7ça:'Yi)-2^Ç = -^?('^V,^'i;)donne<;i5^Y)aÇYi^!; = <7^^y|!;r/Tj^ç. Le produit des équations analogues obtenues en faisant parcourir à J^ les éléments de G| \ est, en posant U^cf^j;^^ a^, «s = a^a^ia^^V Or, soit 6c ^ i mod/7,
^•'j = al'^x^. On aura x'^ .^'^^ 5'-^'"a^'^^/5,Yi'2^Çri= tzF-^'2^?ri= ■'t-'i-n- ^^onc les ^^ forment un g^,.
79. Corollaire V. — Soit a = n'( pf' = pf' m (pi premier < /),+, ) un diviseur de l'ordre ab du groupe G. Si le nombre ^i( a) des e(a^ de G est égal à a et si, />our i =1, . . ., n — i, G a un epfi (et que et (ce qui arrivera nécessairement si/», divise b, car, vipta) étant ici >-v(a), il y a des éiéraents dont l'ordre divise jo/a et non a, donc des éléments d'ordre />*'"''', donc des éléments d'ordre/)*'), G a un diviseur unique de chacun des ordres p^' ... p^t" (i). En ed'et, e/ ayant un ordre qui divise a et non apj^ , v ( c/ 1 — v(a/)7') = (/»,• — A,)pf'~^ai sera > o, donc ki<ipi- D'ailleurs, parmi les v(a) — '/(apj^) éléments dont l'ordre divise a et non apj^ , chaque élément :r d'ortire m en entraine o(ni) de la forme xV-
jjL premier à /»), et m est ici multiple de pf'. Donc
(Pi- '>^i)pf'~'^(fi= lipf~Hpi—i) iki entier).
Si t = i, Pi étant <C Pi+], cette égalité exige que ai = U'.lpf' divise Âj, donc que Xi = 1. Donc ^(ap'[*) = ap~^ . On verrait de même, en se servant
de e^' dont l'ordre divise apj^ =^ d et non a'pj^, que v(rt/?7') = «yj^P (pia,) et v(ai) =«1, puis que '>{pf^ . . .pf,") =pf'...pf," (i= 1, ..., n — i). Donc le g/^a.. A„ de G est unique; de même, le g/<«'iT< /j»" 'A,,, e,i-i\ est
unique; de même, plus généralement, le •^i>'fi ... pfn JA„, e/,-i, ..., e,i\ est unique.
80. GouOLLAlRii VI. — Si un g p'j-ab {p premier ne divisant pas ab) a exactement p'J b e^,,"!,)., si ses g p'^ A/ ( t = r, ... ; A[ =: A) sont prenùers
(') BuRNSiDE, Tlieory of groups, p. lo.
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deux à deux et si tout e(/,) permutable à un A,- l'est à chaque élément de A/, G a b e^b) et le normalisant G,- (G| = G ) rfe A, est d'ordre p'^al)',
étant premier à a et ^ \ moil/j^ ('). Soil (G, i ) = p'^a! b' . I) élant le
p. g. c. d. fie (G, i) et de h en sorte que 7-, est premier à a'. Soit p'J-b'c
le nombre des &ip«i,') de G et x^= yz l'un d'eux, y étant un ^{p'j) et z un e(^) ; y et z qui sont des puissances de 37 ( 10) sont dans C z qui est permutable à chaque élément de A est le seul e,^, de As. Les p'^b'c e^,,"//) de G se partagent donc en b' c complexes A^ où figurent exactement (p^ — i)b'c e^po-b) qui ne sont pas des e(^). Aucun de ces (/?^ — \)b'c e,p'j./,) ne figure dans deux G/, car une de ses puissances serait un e^/j) ^ i qui figurerait dans
deux A,-. Donc G a exactement , . , ( p'^ — i )b'c e^p'j-/,) qui ne sont pas des e^/,^
et ce nombre doit être <^p^b, d'où c = i, a = a. Il n'y a donc parmi Xe?: p'^b i'fpf'i,) de G que b e,/,) et parmi \es p'^b' e(,////) de G que b' a^//)-
III. — Décomposition suivant deux modules. Théorème de M. Sylow.
81. Considérons niainlcnant la décomposition G = SAa7B du groupe G d'ordre fini g (modd A, B), A et B ajant les ordres respectifs a el b tous deux > i . A.r x B correspond biunivoquement à x^^Ax X B, OLxf) correspondant à x~^ax'^ quand a parcourt A et [3 B. Donc, dx étant l'ordre du p. g. c. d. D^ de^^'Aa? et
de B, Aa"B comme x~^ A.x B (et comme Ax B-z-^' ) contient -7- élémenls distincts. Donc ^=^ -j-' Pour que Ax^ = A^[3', ^ et ^'
étant dans B, il faut et suffit que ^'^~' soil dans x"* Ax, donc dans Dj..
Le nombre des Aa^B distincts dont se compose G et que l'on peut appeler indice du couple A, B dans G se désigne par (G: A, B) : c'est le nombre des classes d'éléments incongrus (modd A, B). Soit 1 un diviseur normal de A, B, G. 11 est facile de voir que si x parcouft un système d'éléments incotigi'us dans G (modd A, B), \x en parcourra un dans G|l (modd A 1 1, B 1 1) et réciproquement.
Quand a parcourt A et ^i B, y.x^j reproduit, on vient de le voir,
(•) Frobenil'S, 5. A. B., p. io33; 189.^.
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flj- (ois lin clément (|ii('lc(>u(|iie ç de V,rB, doue en pari leiilier dx fois X. Donc, c.,- élanl le noiiihre des (''lénienls dislincts de Vj'B, Cxdx^ ab est le nombre des solutions (a, ^3, x) de aa7,3=:x quand a est dans \, |j dans B, x dans A.7B. Ce nombre étant indépendant du complexe VrB, on a, en posant (G;\, B) = /a2, ^c,-dx = mal), X parcourant un système de restes de G (modd A, B), ou '^djc^ ffiab^ X parcourant G. Vinsi y.x[i)^=x à mab solutions (a, |3, x) c[uand a, [îi, x parcourent respectivement \, B, G. Soil maintenant V d'ordre r/'i' (/ un di\iseui' de G = S V'./' dont tous les éléments soient permutables à A. Les x~^ \x où x parcourt A'^' coïncident et de même les dx correspondants. Donc
X parcourant les x'. L'é({ualion y.x [j = x qui s'écrit J-^' y.x = |B~.' montre que ^~' est dans x"' A.r. Si donc |j~' appartient à v des x'~^ Ax' (distincts ou non) tels que x'/^ Ax^(« = i , . . ., v) et point à d'autres, les seules déterminations possibles pour x |)armi les x' sont j;', , ...,x[,. Pour chacune d'elles, a est complètement déterminé (et dans A) par a ::= x'^^' x~' . Donc, b.^ étant le nondjre des éléments de B qui appartiennent à v des x'^* \.x' (ces^' ' A^' ne sont pas nécessairement les mêmes pour chacun des b^^ éléments), x~'' 7.x =: [j^' a Sv by solutions (a,x, [i) quand ,3 est dans B elx parmi les x' . A chacune d'elles répondent a' solutions obtenues en remplaçant.r par a' x (doncapara'a a'~' ), a' parcourant A'. On a ainsi toutes les solutions de l'équation quand x parcourt SA'^'^G et ,3 B. Donc mab ^= a' ïv b^ et pour V= A, //ib = ^y b,j.
Si A, ■< A, B| << B, /??,, «, , bi ,a,, Ti, jouant relativement à A,,B, le rôle de m, a. b, a, ,3 relativement à A, B, on a évidemment /n, ^m et (toute solution de a,jc|j|=j:' en étant une de y.x'^=^x) ntid^bi^ mab ( ' ).
82. Théokème de m. Sylow(-). — Dans un groupe Qt d^ ordre g ^= np^ [n premier à p) les g p". sont tous conjugués. Soient en elFet, dans G, A un g^,», ii un g^p([î>^a), G= SAxB la décomposition de G(modd A, Bj. On aura n = Sy?P~2^, yo^^étant l'ordre du p. g.
(') Frobemus, Cf., t. 1(11, 1887.
(-) M. A., i. V, p. âS'i ; 187;.'.
8o ClIAPITRK 11.
c. d. de x ' \.Z". B. n étant |)reinief ;i j>. un des o,-, soit oj, sera égal à ^, c'est-à-dire que B di\isera ;~' \;. Si ^ = a, B est donc conjugué de V, ce qui démontre le lliéorème. Kn faisant jj << a on voit que B divise un des x"^ ^x (Cf. 75).
Si donc un g'^i, ( a premier à h)Cj a un gf, normal \, \ est le p. p. c. m. des e^a) de (1 (77).
8'^. M. Svlow a également démontré que (j a toujours des g^a(que l'on peut a|t|)cler les group)es de Sylow de G) en nombre ^ i mod p. Ce résultat déjà rencontré (73) dans un théorème plus général ])eut être légèrement précisé. Soient C d'ordre n'/)'^( /) =zn' n") le normalisant de V dans G (A étant l'unique gy,». de G: tout élément de G permutable à C l'est à A et appartient à G; donc, s^ C << G, C n'est pas normal), 13 un ^p?l A, G = SGxB, D^- d'ordre /?^.> le p. g. c. d. de B = S/Da^^a-j-et de x^' Cx. On aura n" = I,pP~^x. D'ailleurs, xî).rX~* étant dans C puisque D.^. divise x~'Cx, G^ B s'écrit liCx bjci et Cxb,ri est ^Cxbxj sans quoi bj-ib~j serait dans x~*Cx ei par suite dans D^. Dès lors les éléments r = J^^.r/ forment un système de restes de G (^modd G, i) et, G n'étant permutable qu'à ses éléments, les y~* Gy sont les n" conjugués distincts de G (e/ de même les y~^ Ai' sont les ti' conjugués distincts de Pi.). Ainsi pour chaque x {x parcourant seulement un système de restes de G ( modd G, B)) on a les y^P""^ conjugués de G b'^x^'^Cxbsi àonX^ le p. g. c. d. avec B = ^;j B6j-/ est è",- D.r6.r/. Donc, // étant le nombre des .r^'G.r ayant avec B un p. g. c. d. d'ordre /j?'^^, celui desy~' Gj^ayant avec B un |i. g. c. d. d'ordre />?"•/ sera Ij pi et /?"= S lip^ {i = o, i , . . .).
Soit ^ = a, donc B = A, et écrivons Jalors /,/ pour /,. G ne contient aucun élément z de x~^ ^x hors de A, car Aj^j serait d'ordre >■/>*. Donc ù^ n'est égal à a que si x est dans A et /c ^ =: i . Donc n" =■ \ -{- kp et Z,,^ i i«od p. hipj' est le nombre desy~^ A rayant avec A un p. g. c. d. d'ordre p^~'. Donc, si p^~P est l'ordre maximum d'un p. g. c. d. de deux y~* \y, on a A, = o pour / <C p ei kp ^ o mod />P. Si inversement kp'^o mod p9 et ^ o inod/>P+' , P ordre maximum d' unp. g. c.dSde deuxy~^ Aj' est ^/>*^P, sans quoi kp serait ^ o inod />?+' ; pour p = i cet ordre maximum est />»"' à moins que A ne soit normal : pour p paonne peut rien dire.
DIVISKIKS. 8l
Voici (It.'ux applications ( ' ). Si A est cyclique et si nlp"^. G a un gi,'p normal > i. Car ky_ étant alors nul, deux y^ '^y ne sont jamais premiers entre eux. Soit donc B| > r un p. g. c. d. d'ordre inaximun) de deux y-^ \y. B] divisera norniaienicnt i -\-\i p (\ir: i ) y ^ h. y et par suite leur p. p. c. m. Mj. Si Xj = />■, Bj est normal dans G. Si Xi ■</(:, il y a hors de Ml un > ' ky A^ ayant avec un g/,» de M,, donc avec Bj (ol), un p. g. c. d. B;) >i et <B) qui divisera normalement i -i- ^2/? ( X2 > ^i )jK"' A j^. On peut supposer B2 d'ordre maximum après B; et l'on obtiendra de même B3, .... B, étant toujours > i, on arrivera à un B >i normal dans G.
Si n^p'^, G a un gp»-i normal. Car il y a un gp'^-i lU) divisant normalement (7a) I -i- X/j (X ^ i)jK~' AjK et par suite leur p. p. c. m. M d'ordre ^ /)^+^/' ((57); n étant =p-^pP, on a M = G et \\\^ est normal dans G.
Il y aurait évidemment intérêt à étudier k consiiléré comme fonction de /> et /) considéré comme fonction (ic/>. M. Burnside a énoncé à cet égard les propositions suivantes {M. M ., t. XX \1, kjoi ,p. 77 ). Si k = 2, i -4- 2/? est un nombre premier ou une puissance de 3 ; si A- = 4, i -^ !\ p est un nombre premier ou une puissance de 5 ou est égala 9.
8i. Soit D d'ordre d r:= ^j j/^'^1 (y premier à /> ) le normalisant (Tiin ij^p^ 1^ = A. dans G. Chacun des g>P+T de D est dans un x"^ A.x distinct, car si l'un des .r^' k.x en contenait plusieurs, son p. ii,. c. d. avec D serait d'ordre '^ p'^'^'^ . Supposons que le p. g. c. d. B' de \, D soit un g/jP+r et observons de suite que B' est toujours un ^'>.2+ï quand B est un p. i'. c. d. maxiniuiyi de deux y '^ \y (c'est-à-dire qui ne soit contenu dans aucun autre diviseur de deux y~' ^y) sans quoi B serait normal dans un g;,?+, A >- B' et tout r~' Ky contenant A aurait avec V un p. g. c. d. i;B'> B(7o). On a vu cjue chaque x~^ C^ ayant avec B' un p. g. c. d. d'ordre /*■/ donne lieu à pjv>+l~J conjugués ayant avec B' des p. g. c. d. d'ordre /y conjugués dans B'. Donc le nombre des conjugués jK^'C>' de C qui ont avec B' un p. g. c. d. contenant B (normal dans B') et d'ordre pj^'^X' (y, 1= v étant le maximtim de yj), c'est-à-dire le nombre des y~' Xy où B a y>*~P~Y.r conjugués, est multiple dep^CTr. En transtormant par y"' on obtient dans Au un système conjugué complet de p'-^^^'^Xr g^p (conjugués de B dans G) correspondant à celui cjue contient y'^ Ay. Ainsi les conjugués de B dans G qui se trouvent dans A s'y trouvent par systèmes conjugués de p^~P~Xy groupes ((^-'r^"^)- Soient alors À le nombre des conju-
( ' ) Maillet, C. /?., t. CWIII, p. 1188; i8g'| ; Annales de Toulouse, 1895, D. 7 1896, A. 5.
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i^ués l>(, = B, B|. ... <!«' I> <l;iiis (i, /. le iKiniUrc de cnix t|iii sonl dans A. Si Von coinijtc une lois cliactia des x l), (|iii soûl dans cliacnn des i + Ay> conjiimK's \, de \, ce qui en donne x (iH-/>y>), chacun est répélé autanl de fois qu "d y a de \/ à le eontenii-, cestà-dire l(,z=\-\-ljj l'ois. l)oiie x ( i +/./>)= A( i -h //> ), cl ((nnnie ^ p'-^n' (i -^ kp ) p'^n' ( \ -^ Ip)
80. 5'/ B et B, ^ c^' Br sont deux complexes ixtrimi iix dons A et conjugués dans G, //^ sont eonju gués d(r/ts(]. Car B sera normal dans :; Ag~' ; V et z \.z~' divisant doue le i;i-ou|)e D des éléwienls permutables à B \ sont conjui^ués et il y a dans D un élément t tel que t"^ z \:; ' / =: A, donc z~^ l = c est dansC,:? = tc~\ c~' B) c := ^~' B/. ^ B (puisque t est dans D).
<S6. Si V> est un p. g. c. d. maximuu) de deux y~^ \r tels que \ et V, , le normalisant D d'oj-dre v/>h+T ( v premier éi p ) de B dans G contient des éléments d' ordre premier ii p qui ne sont pas permutables à \ ( ' ). Eneffet on a vu ((Si) que le p. i;. c. d. de D et de tout r~' Aj(^ >> B est un g/,?^v (B ne divise donc que les y-^ Vr qui ont avec D un p. <j. c. d. d'ordre /»^'+T). D contenani au moins deux gyu?+Y qui sont ses p. ^. c. d. B', B', avec A et A| res|)ectivemenl, v est > 1 , et 1^ contient des Cfvi qni ne peuvent être tous dans G, car D, p. p. c. m. de ces e(v)" et de B', diviserait G et contiendrait B' normalement (tout élément commun à G, 1^ est permutable à A et à D donc à B').
Chaque gpP+^(p ^ o) ^ a de D divisant par hypothèse un seul y~* Ay, le groupe des éléments de D qui sont permutables à B' est le p. g\ c. d. de G, D. De plus l'ordre maximutn du p. g\ c. d. de deux g'pP+y de D étant p^ le nombre de g'p^+-; de D, c'està-dire le nombre des y~^ Ay > B, est ^ 1 mod /A' (Si).
87. Si B esf un ,:^p'.i norinat dans A sans l'être dans tous les y-^ Ky. il y a dans G un élément î dont l'ordre /, premier à /?, a un diviseur s tel que les ^~'Bï'(/ = 0, .... s — 1 ) soient distincts et permutables {- ).
(■) Frobenius, 5. A. li., iSf)'), p. 176; Iîuunsidk, /-*. L. M. S., l. WVI, p. aoij ; 189.5.
(-') BuiîNsiDK, Tlieorv, p. 100.
DIVISIU HS. >S )
Soient Iniijnuis I» le iiuirii;ilis:ml df IJcIaiisGt'l A' un (les ^^' A_;K "e divisant pas 1» où l> a Ir moins de conjugues, c'est-à-dire que le p. g. c. d. E (> lî ) de D, A' est dOidie maximum, ïi divise un des conjugués de A dans I) (|ue l'on peut snp|)Oscr être A. Soient F, F' les normalisants de E dans V, A' respeci i\cmcnt . V el F' sont > E; donc F' ne divise pas D. '^roul li/.j de (i (pii conlicnl I*" est dans G, car un k" ' A )' <|ni le contient, eontenanl F >• l{, esl dans D. Donc, dans ] F, F' ; = (|' d'ordre /'/>?(/" premier à />), si deux g//f -X>, rA>' contiennent F, F' respectivement, c/L est dans D et A-' n'y est pas. Donc cila est ^ A^' et /'>i. Les Cj/) de (j', ^, ;',... , ne permutent pas exclusivement entre eux les conjugués de o-U qui sont dans D car | JU,^. ç', . . . \ ? G est d'ordre Afp9 (77) donc égal à ()' ne contiendrait pas rW. Soit donc ^ d'ordre f premier à p, tel que ^~'cAi^ = Jl/'. e/l." étant hors de D. ^^'B; est ^ B sans quoi B serait normal dans ^-'A^. Si ^*" est la |)rem.ière puissance de ^ permutable à B (s divisant nécessairement f), les ^-'Bç' ( i = o, ..., s — ij seront distincts et normaux <lans E puisque E, normal dans F et F', l'est dans Tj'; donc ils seront permutables.
88. Si V (r ordre ah divise G d'ordre g^=.anb et si toiil facteur premier de b est _n^ A a un divisew normal dans G dont t^ ordre est multiple de ^ ( ' ). Car soit b = b' p^^p premier ne di\i.saiit |)as b' . \ coiilient un "^p"-^^ el la décomposilionri =;SB.r \ tloiiiie/i' =2:^y>°'~'^", /v^r étant l'ordre du p. g. c. d. de x'Bx el de A. p étant ^/?, tous les o^ sont égaux à a et A contient tous les conjugtiés de B dans G {x peut être pris arbitrairement dans chaque B.r V) donc aussi leur |). p. c. m. M^, normal dans G. Comme on |)eut raisonner de même pour chaque facteur premier de h^ A contient le p. p. c. m. M des M^, normal lui-même dans G et d'un ordre ^o mod b. Si «^i, M^ \. En faisant « = i, Z>=/>^"', n^p^p premier, on Noit de noineauque dans un g^j» tout g/j"-' esl normal.
89. Si r élément a d'ordre p'^ {^p premier) est permutable à G d'ordre g premier à p et à un système de v parties P, . . . de Çx conjuguées dans G {ce qui revient à dire que P a les mêmes conjuguées dans G et dans G } a {) a sera permutable à une conjuguée de P {Cf. 62). Car soit ^S d'ordre t: le groupe des éléments
permutables à P dans G ) a {. On aura t:v = gp'^. Or v divise g. Donc - est ^ G mod />^ et ^ o mod /v^+' . Donc M.' coiitient au
(') Froben'ius, s. a. b., 1890, |). 172.
moins un gp«- conjugué de J a ; dans G ; <7 ; et <J? a dans (j \ a \ un conjugué ^~' ^.r contenant \a\ dont chaque élément est permutable à^~'Pa7. P pourra être par exemple un di\iseur d'ordre ^P, q^ étant la plus haute puissance du uomhrc |)reinier (/ ipii divise g.
IV. — Théorème de M. Jordan. Groupes décomposables
90. Une suite G, A, B, ..., i de groupes en nondjre iini dont chacun est normal maximum dans le précédent (et continu fini si G est continu fini) se nomme inic suite ou série de composition de G. G I A, A I B, ... sonties g /oupes /acteurs, (G, A ), (A, B), ... \es facteurs de la composition. Si G, A', B', ..., i est une autre suite de composition de G, la série G | A, A | B, ..., coïncide à V ordre près avec la séi'ie G | V, V ! B', . . . ( ' ). (On |miuii a donc parler des groupes facteurs, des facteurs de G). Le théorème étant évident pour les groupes simples, supposons-le vrai pour tous les diviseurs de G autres que G. V et A' étant normaux inaxima, G ^ A A' et G I A, G | A' sont simples ; si donc D est le p. g. c. d. de A, V, A I D ^ G I A' et A' I D ^ G j A (67), D est normal maximum dans A et A' et le théorème est démontré pour deux suites de composition de la forme G, A, D,E, ..., i et G, A', D, F, ..., i . Or il est supposé vrai pour les deux suites A, D, E, . . ., i et A, B, . . ., i comme pour les deux suites V, D, F, . . ., i et A', B', . . ., i . Donc il l'est pour les deux proposées.
Il est clair que, si F ^ G|H (H normal dans G), la série des groupes facteurs de G se composera de ceux de F et de ceux de H (03). Un groupe fini dont tous les facteurs de composition sont premiers est dit résoluble. Ainsi les groupes abéliens et les g^a (^ premier) sont résolubles (75 ). Pour qu'un groupe G = Go soit résoluble, il faut et il suffit que la suite de ses dérivés successifs (oo) G), Go, ... se termine par i , car (63) si G,= G/+i , aucun groupe facteur de G/ ne peut être d'ordre premier, et si G/>- G/_,.|, G, j G/^.) est abélien (-).
( ' ) La coïncidence des séries (G, A), (A, G), ..., (i-, A'). (A', B ), ... à l'ordre prés a été découverte par M. Jordan ( C. /?., t. LWIil, p. 257; 1869). M. Hiilder développant ensuite l'idée de .AI. Jordan établit celle des séries G| A, ..., G I A', ... (yW. A., t. XXXIV, 1889).
(') Miller, 5. M. Am., t. IV, p. i36; 1898. Cf. \av.. Continuierliche Qruppen, p. 548.
IUVISELIIS. 85
91 . Les <j;i()ii/)es Jdciciijs de coinposifion (V un diviseui- 1,' de (i sont isomorphes chacun à (in diviseur d' un i^roupe jacleur de composition distinct de (1. Ru ellet, dans lasuile de composition G, ..., \, B, ..., C, D, ..., I, soit B le preniicr groupe qui ne contienne pas i,', b le p. g. c. d. de B, i', et A'=B^-^A leur p. p. c. m. ; b est normal dans g^ B dans A' et o- 1 ^ ^ V| B est simple, puisque B est normal maximum dans A; donc b est normal maximum dans g. Soit de mrine I) le premier des groupes B, ..., C, D, . . . qui ne contient pas b, C ^ Db, et d le p. g. c. d. de IJ, b. On \oit de même que b \ d ^ G \ D et que d est normal maximum dans o'. En continuant ainsi on obtient une suite décomposition g, b, d, . . ., I de g où g\b, b\d, ... sont isomorphes respectivement à <les (li\ iseurs de A | B, G | D, ....
92. Une suite G, V, B, ..., i. où chacun des groupes A, B, ... est normal dans G et maximum (oO) parmi les diviseurs du précédent qui sont normaux dans G, s appelle une suite ou série de com- \ii^■i\\\o\\ principale Aç,^j\ G| A, A| B, ... ?,oi\l\e^ groupes facteurs (G, A), ( \, B), . . . les facteurs de la série. Tout groupe G admet évidemment au moins une suite principale contenant un diviseur normal donné de G. D'une suite de composition on ne peut pas toujours déduire une suite principale par la simple suppression de certains termes. Ainsi le g^.» défini par a' = b'-= i ^ bcd) ^=. cv^ admet la série de composition \a^ b\^ \ a-^b \^ \b\i i .' en y supprimant \b \ on n'a pas une série principale parce que \a-^ b \ contient ; a- ; normal dans 1 «, b \. Mais d une suite G, ..., A, L,..., i dont cliaque groupe divise le précédent et est normal dans G on peut toujours déduire une suite de composition par l'insertion de nouveaux groupes. Car soit k un diviseur minimum de A contenant normalement L, H un di\ iseur minimum de A contenant normalement K, ... et A, B, G, ..., H, K, L la suite ainsi obtenue; en intercalant des groupes analogues entre deux termes consécutifs quelconques de la suite principale on aura une suite de composition.
La série G i V, V) B, ... des groupes facteurs dune suite principale G, A, B, . . ., I coïncide à V ordre près avec la série G | A', V I B', des groupes facteurs d^ une autre suite principale quelconcpte (j^ A', B', .... i. (On pourra donc parler des groupes fac-
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leurs |)riii(M|tiiii\, des laclciirs |)naci|);iii\ *^A' ( 1. i L;i (Ic-inonslnilioii est la même (|iie pour les suites de eiuiiposilKUi en ohserxaiil (|ue le p. g. e. d. D de \, V esl iioniial non >euleiiieiil dans \ el \', mais dans G.
*,)3. Dans une sitile de coniposilioii d \, lî, (^ K, L,
M, ..., 1, soient \, \. (leur diviseurs notiiKin.r de (i eo/ts('culifs : A|L est le produit direct de ^roufx's si/n/>/i's isomorphes à V\\\ et conjugués dans (i|L. Soienl, en ellel, B= I),, 1);^. .... J3h les conjugués de B dans G, tous normaux dans A, el, en |)osanl A = B,, := Ao, A/ le |). g. e. d. de A/_, , B/ donc celui de B„, ..., B/. Si A/_, esl ^ L, il ne divise |)as lous les B/ : je supposerai que B/ esl un de ceux qu'il ne divise pas el que Aa^L(a^^). On a A = A/_, B/, A/_, |A, ^ A|B/ ^ A|B groupe simple. Donc les A,- sunl les termes compris entre A. et L d'nne suite de composition de G, et pour (pic la série des groupes facteurs de composition reste la même quand on i-emplace seulement G, ..., K par A,, ..., A^, il fant cpie A|B ^ B|G ^ . . . ^ KjL. Su|)posons prouvé que A/|L est le produit direct de a — i groupes du type AjB, ce qui est évident pour i=^rj, — 1. Soit A) le p. g. c. d. de A/_,, B,_j_,, . . ., B^. Gelui de A/, A'^ est Tensemble des éléments communs aux B,, c'està-dire L. Or, A, et A^- étant noi'maux dans A/_ , , et A, normal maximum dans A/_(, A/_, = A/A'^ . Donc (67) A/_,|L est le produit direct de A/| L, A^- 1 L e^ A|B ( A| , p. g. v.. d. de a — i des B, et ayant J^ pour p. g. ('. d. avec B/, joue un rôle analogue à celui de A5j_, dans une suite de (-omposilion de G). Si d'ailleurs les groupes simples dont A|L esl le produit direct formaient dans G|L plusieurs systèmes conjugués, le produit direct de ceux d'un système serait normal dansGjL et << :\|L.
On voit que tout groupe invariant tuinimum de (i est le produit direct de groupes simples isomorphes qui. si Gr est résoluble, sont dordre preniier. .l'appellerai principal tout groupe de ce type {Cf. II).
Inversement, tout diviseur normal \. de G, produit direct de g/-oupes simples non cycliques Bq, ..., H,( conjugués daiis G, est normnl minimum ; car un diviseur uorinal iiiiniiniiin <C Vde\rail être un produit de B,- (7ii) et les B/ sont tous conjugués. Si les B/ sont cycliques le théorème peut être en défaut. Vinsi, dans le
itivisiaits. 1^7
j;r'<»M|)<' (léliiii |)ar ''/f = b" ^ \ , ((,(/./,:= a^d/. h ' aih = (Ii^k (/> |»rfinici': /, /.• ^ I , . . ., // ; '■^.,_„ =: fi,-) 1 «i, . . ., «« ! esi hoi'ukiI.
*e)i. Si \ csl. le central du ;j;r()U[)(! (i, (ji|\ = G a une ijiiporlauce |Kiili(iili<Te el scia dil le cogrédient de (1. l'Iiis piM-cisrinciil \ =: V, sera le premier central el C ^= C^ \e premier cogréclienl de (1; le /'"'"■(/> 2) rv'////Y//de (j sera le diviseur \/ répondanl dans Ti an ceiilral \/| \, , de dj V,_,, el G| A/= Gj sera le i"'"" cogi-édient. c/e G(Ao= I , (^(1=^ G). Il y aura évideiniiieiiL une \aleur uiiniuia iji.(^o)de /, telle que V/ = Vfji pour /'^ [J..
Si a, est l'ordre in<ixinuiin d'un élément de A/|,\/^,, a/^., est^y.,. Gir si c//^, esl d'ordre a,,,,, uiod V, dans V/_,_,, el si ./■ esl (|ueleout|ue daus G, ou a ./• ' r//_)_| ./■ = r//_,_, r//, a/ élanl dans A/, i\\)ù ./■- * /i^' ,./■=: af:, uîod V, , el V/_,r/f;, sérail normal dans G| V, 1 hors de \/| A/__, .
Aucun élément A»-^ V de G|A = ;SA:: ne peut être une puissance de tous les autres^ ear si \i>'= V:;''', g^ de la forme (!.z^ («étant dans V), esl permutable à :;, et si cela a lieu quelque soit ;, g doit être dans A. Donc G|\ n'est jamais liani il tome n (08 ) ( ')•
Tout élément a cie A^ est permutable ci tout commutateur x~^ y~^ xy de G, car on a ,r~' .'/.r = a^, )~'«j- = r/Yi, ç, r^ élanl dans A, d'où a~^ x~^ y~' xya = x~^ y~* xy.
9o. Si Aj;, = G, G sera dil spécial. La suite 1 , V, , . . ., A|j, = G des centraux sera dite suite ou série spéciale de G, el u la spécialité de G. Les groupes abéliens sont de spécialité i . Les j^roupes de spécialité 2 seront dits meta hé liens.
Supposons(pie G s(jit le j^rodui t ilirecl de groiqjesG/i; (/.= i , 2, ...) admettant respectivement les séries spéciales i = Aq/t, A, a, .-., V(j^^yi=:GA, et soit u.' Ic plus grand des aA. On a évidemment A| = n A, A, donc G| A, = Il ( j/;| V,/;, puis, par récurrence, Ap= II/fApy;, donc |jl' =r |j. et (:j| V^ = 1I/,(t/, | VpA.
IM). y>(^/ propriété fondamentale d'un groupe spécial G c/ ordre \\'[' p'f' [pi premier =2= /?/, ) est rju' il est le produit direct
(') MiLLKK, 5. .)/. .4m., t. VI, p. i.K); 1900.
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de ses g a,. {Un g «, étant toujours spécial (00), la récijjroque est évidente.) En efl'et, sup|)os()ns le théorème \rai pour les ordres <; (G, i) et soit X = \x\ un g^^ de A.. G|X, homomorplie à G, étant spécial sera le produit direct de P'JX d'ordre /?*'""', P^.jX d'ordre />*-, ..., P,„|X d'ordre /?*;", c'est-à-dire que chaque élément de G|X sera de la forme n(a/X) ^ ^7, . . . «/„X («/ parcourant un système de restes P^ mod X); rt/X et «aX seront ])ermutables, et tout élément de G sera de la forme ax . . .a„i.x^. Mais si a,X et rt^fX sont permutables, «^^ P^r/^ := P^. Or, si Vj{J^%) est un " rj.. <\c P;^= P,X, P,, ])ermutahle à x. est normal dans P, et P' est le produit direct de P/ et de X (67), chacun d'eux étant ainsi unique de son ordre dans Py . On a donc r/^' P,rtA = Pj (Pi = P', )• Chaque P,- étant ainsi permutable aux éléments des autres, G est le produit direct des P/ (71).
97. On remarqiiera([ue si Vjj_, ^ i , G| Ajj. ) n'est pasc) cli(/ue ( '), carde G= S Vfji_,.3:'P résulterait G| S.^^-2 = -( \^._i | Vjjl_2)( Au._2.rP), et comme X^,__2X est permutable à ses puissances et, par hyj^othèse, à chaque élément de Au._, | A[;,_2, G| Vj^-a sei^ait déjà abélien. Pour (G, i) ^y9*', on en conclut que (A, i) est ^yj*'~', et de nouveau que, si a, = 2, G est abélien. Si G = 'A, x, y. ...1, sans être abélien, a tous ses diviseurs abéliens, G = 1 J?, J", •••[•, car \x^y, ...\ est <G et n'est pas abélien; ainsi le rang (lo) d'un ^p^ (p premier) non abélien est 2. Si G = J ^^-i, -2", y, • . . J est d'ordre /?°' et si (A,-, Ai_t ) = p pour /< tj. — I , le groupe \ x, y, . . . J = B coïncide avec G. Car, en le supposant prouvé pour les groupes d'ordre -<(G, i), on aura G|\^!A.r, ^.y, ...{ ou G = AB, A étant d'ordre /> ; or si B était premier à V, le central A' de B étant > I (60), celui de G serait A' A > A; donc B = G.
9<S. Tout élément de A,.,., | \/ étant normal dans G} \,, on |)eut évidemment intercaler dans la suite spéciale entre A/^, et V/ des grou|)es formant une série principale où tous les facteurs sontpremieis.
On i'oit <pi(' toute série principale de G sera une série de
Cj Yoiing, /l. ./.. t. W. 189.3, p. 102.
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coniposilioii (mais non r(;(i|)i<i<|iicincnl (92)). I.a séiic |)nn(ipale ainsi formée n'csl |)as néccssairemenl iinH|iic : ainsi le j^^,. {p [jremier) défini par dP' -^rz hP t= cP ^= \ ^ Ir' ab = «, c~ ' ac-=- «, c~' èc = èrt^ adniel la séi'ie |)rinci|)ale 1, \aP\. \aP, b[, \aP,b,c\, }a, b, c\. Mais dons ton le série /)rinri/i<ile d'un i',,^ le diviseur cV ordre p est foriué d' é/éntenis normaux (60^.
99. Si V et 1) sont deux i^roupes eonsécu tifs d une série principale du groupe spécial G, chaque élément de \|l) est normal dans G. Car soil ( \. B) =/>(. \^ eonlienL hors de B un élément a dont Tordre est un midliple de />, et tel que A = S',''Ba'. Il suffit de montrer que tout élément x d'un g «, arbitraire est permutable à Br/. Si / ^ 1 le théorème du n" 96 donne ra = ax. Si « = i et si B^~' ax = Ba^, d'où Hx'^^a x^^ B<7='\ on a, en prenant pour q l'ordre/?'' de .a?, a^î" ^ i mod /j>, , donc a^i. Inversement , si tout groupe facteur d' une seule série principale G, ..., D, i cV un groupe G a ses éléments normaux dans G, G est spécial. Supposons, en efi'et, le théorème vrai pour les groupes d'ordre <C(G, i). G|D sera spécial. Donc, d'après la |)roposition directe, dans toute série j)rincipale de G|D, chaque groupe facteur aura ses éléments normaux dans GjD. Or G|D a (92) une série principale S où figure A.,|D, A) étant le central de G. G aura donc une série principale i, ..., A), ...,B, G, ..., G formée d'une série principale de A, et des autres groupes répondant dans G à ceux de S. Si (î = ^x. C = S Bj)/-, on aura
On peut donc supposer que la série donnée pour G contient A,. Or, aux groupes de la série spéciale dont nous admettons l'existence pour G| A( répondent évidemment dans G les groupes d'une série spéciale.
190. Soient G, .. ., A, 13, ..., i une série principale et. 2", j)/" deux éléments d'un groupe quelconque G. Si \|B= ; \\a\ est cyclique (donc simple), xy eX yx transforment Brt en un même complexe Ba*. Donc x''^y~'* xy est permutable à Ba, et de même tout élément du commutant G. Si tous les groupes facteurs principaux
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sont cycliques, loiit élcincal de G est |)primiliil)l<' à Ions leurs éléineuls. Donc G, qui fail partie dune s('iie |)iiiiei|)ale, esl spécial cl, par suite, csL prodali dliccL de ,:,'./.,, les pi étant premiers distincts. Gonsidérons, dans G, deux diviseurs normaux Q, Pi (pii soient produits directs. (^ de certains !4„^. <^^, les r/, élant premiers distincts, et II de certains i;,..V| Ry, les /•/ étant premiers distincts; Q, et R/ sont évidemment normaux dans G, de même Q<H/ et (^)R sera un diviseur normal de G produit direct de £;y.i, es .S'A- étant premiers dislincis. Il y a donc dans (i un iiroupe '^ normal produit direct de i; ,.^ (les // étant premiers dlslincts) qui contient tous les autres groupes de cette sorte. Donc 'J.' ^ G et Gj'J? est abélien comme G|G.
JOl. Soient, dans un grou|)e (ï dont tous les groupes facteurs principaux sont (;ycli([ues, V un v^po. normal ( p premier), x un élément d'ordre ç premier à />, G \a= ^^ ^a i ' •••^ ^i< ' ime
série |)rincipale, ui un élément de V, hors de A./ , . On aura
(mod A-/_i ) x"^ aiX= a'', x~''^aix'^ ^ «^'s donc v;^ i niod/>, et l'on peut supposer v;^^ i mod/?=' ( '). Soit x'^ aiX^dl'ct j (niod V/_, ; j^i — I); vy est ^ V, mod />, sans quoi ou déduirait de là x~''CiixJ- ^ a\Wi'j'''^ (98), d'où, pour A = ç, v/^'^om()d/>. Soit donc Oy(v, — V/ ) ^ I mod/>. On aura
a,- a?.ix ;s a)' a^^'^^'i^'i s= (^ a, a^.i )''<■ m od A /_
et, en prenant c//C/^' pour «/, x~' ft /x ^ a)' luod :V/_, . En répétant l'opération o/t trouve/u fl/u/leutent c// tel r/ue x~*c(ix = a'j'^ ^rj ^ I mod p'^ ( - ).
10:2. Soii (\ an i^roiipe xpécial rie central A ; si G|A a un eiy_ normal \x^ (i (I un coniniutateuf noiunul (t'nrdre x. D'après la propriété foiulamenliile de G, on |)eut se lioincr an cas oii (G, i)=/;"'(/j premier). On anra, y parconranl G, x "^yx — y c c restant dans A, et
(') Si VT = I -+- Ayw:'- ( a < a ), en iireiiaiil v, — AS-'/^:^ niotl /j:*+' pour v,, on aura v'-. s; I ni()(i//'^+', l'L, en répélanl l'opération, v'.;^ i niod//'-.
(-) Cf. Wkndt, m. a., l. LV', p. '(79; i()ot. Pour les numéros snivanls, Cf. Kite, Transactions of th,e Ani. Malli. Soc, t. Itl, 1902, p. 33i.
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x-'^y x^ = yc^ =: y, donc c'< = i . Donc l'uidit; riiaxiiniim y ''^^ '' '"'' '^"^ ^• Mais x^Y/xy=ycy=i inonire (|iie .rï <;sl ilmi^ \. Donc % divise -; <-'-
103. Suicnl G un i^'ioupe de cent rai A, ilc spécialité s = i, j ou i, ') le /'. g. c. cl. de {s — i) l et de { G. 1 ). Si G a un cninmulateur x 'y ' xy — C3 d'oi-dre -(,G\X a un éh'nnent d'ordre h';-A), h divisant (). Dcmonirons-le, par exemple, pour 5 = 4- O" p<-iil supposer G <\'ordvr. p'-^( p |)remier). Si ^-'C:;^ = c^c-j, j'-i Cl 'K = Cof'i, "•" " |>ar réciirrcnce ( Zf, /=o pour / <<))
(1) y-'^xy"= xc'.^c^'^ ' c'j-» "^'>', y" c-iV"' = C:i('7" ') ^'""'^2/ = ^2 '"T < ' )>
d'(jLi, ponr u = r^, Tj étant l'ordre de y mod A, cf = ci'^ = C;j'' = 1. Donc -( divise Or^ et si ■/ t'st le p. :;. c. d. de r^, •(. y-"'" est d'or-die -,'' 'nod \.
Si invrrse/ne/i/ G|A a un e^ Ay, G a un coinniatalcur d'ordre k r^ :0-, k divisant 0-. Car (en supposant toujoiii-s .s = 4- (G, i) = yO^) soit y l'ordre de .r 'v ' .r>' = C3 ; y-^c\y^ c\ <^i, y~^ely:=cjc\ donnent cl = cT = 1 . t'J ( I ) donne alors K^^T.r/'Jy = x. Or faisons pai-courir à A^ un système de généraleuis de GjA et soit g le maximum .le 7. Comme y-^S'xy^^ = X, d'où Aj^'J" = A. r, divise 0,^, et comme d'ailleurs c^''=i, ^^ divise aussi Or,.
.Si Ay parcourt tous les générateurs c/eG|A sauf un, Ax^i d'ordre ^, ''^divise 6e,e étati.t le p.p.c. m. des r^. C?LVso\ly-'^xy = xc-i, x-^c^x = c^b-^, x^^ b^x = b-ibx. Comme c'j'"' = i, on aura bY' = 1 et la formule
X"'^ y .r" = y c ;; " 67- " ' b ^ -0 -'»' donne alors x '>''tyx''1 =y. Donc A.r'J'' = .\ et ç divise Oe.
104. Si G, /néfabélie/i, de central A, contient un diviseur abélicn B> A et d indice n, tout élément de G|A est un e^n-)- On peut supposer G d'ordre />^ (/J premier). Soient a? un élément de G, x'^ la première puissance de X dans B, x\'Ci{i = 1, . . ., v) (."10) les conjui^ués de .r? dans G. .rl^ étant
normal dans i B, x J, v divise -^ . c, étant ici dans A, réiément normal
n'i a7?c,; est égal à x'\>''\S^\ci et .r?'' est normal. Donc l'ordre de Ax divise ^v et a fortiori n.
(') Une somme HJ' il' ... If, ^ où (ii;iu'e n f(jis le signr i; est égale à
10."). D'autres propriftës de groupes spéciaux. trouviMonl mieux leur place au Chapitre IV. J'ajouterai seulement ici une remarque sur le produit de deux éléments x^ y d'un groupe mélabélieii G de central A. Soit x—^yx ^= yc, c étant dans A. Si ^, r, sont les ordres respectifs de .r. y, on a
T'? — 1, c?= cO = I, el l'on obtient par récurrence (xy )'^ = x^y'^c ^ ('), d'où,
^i-ifj.— Il ;j. étant le |). j). c. m. de ^, r,, ( xy jl'- = c - - Si ; et r, sont impairs ou contiennent 2 à des puissances différentes, on en déduit (.rr)^-=i. Si tous deux contiennent 2 à la même puissance (^i), on peut seulement conclure que {xy)-V- = i .
Soient/»'", p'^, />P, p^(p premier; les ordres respectifs de G, x, y, z ■= xy : une discussion obvie montrera que deux des nombres a, p, y ont une même valeur 6 et que le troisième est =^si/>>2, ;^6-i-i si/?=:2 (comme .;-• =jV'~'^~'? on peut supposer a ^ 3, et il suffira de considérer les produits X = sj—', y ^ ar-' z ).
106. Je désignerai dans ce qui suit(-) par m(X, \, ...) l'ensemble des groupes permutables à tous les complexes X, Y,.. ., par '/(U, V, .,.) l'ensemble formé de i et des groupes composants des groupes U, V, ..., et pour exprimer qu'un groupe H est maximum dans G, parmi les groupes de to ou y, ou coïncide avec G, je dirai que H est maximum dans G, w, ou dans G, y.
Si A. est diviseur normal luaxiuium du groupe C, B diviseur normal de C et non diviseur de \, on a C == \B, car \B est normal dans C et >> A. Si A était maximum, non seulement comme normal mais comme diviseur, B pourrait être un di\iseur quelconque ne divisant pas A, car AB divise G et est >- V. Si A est dans 7Tî( B, L), L étant, un complexe ^ B, le p. g. c. d. D de A, B est aussi dans ro(B, L). Car, 0, À étant des éléments de D, L respectivement, on peut trouver a dans A, )/ dans L tels que Ào = a)/ ; cette égalité montre que a est dans B, donc dans D, 6"/ L se réduit à un élément )., // n^est pas nécessaire que K soit dans\^:, il suffit que A et B lui soient permutables pour que D le soit
(') On voit que, si y est le p. p. c. m. des ordres des coniniulateurs dans G =1 Sz, les z'! forment un groupe si (G, i) est impair, et. de même, les ^-v si (G, 1) est pair.
(-) Voii\ pour la fin du Chapitre, E. Maillet. 5. M., t. \XIV, 1896; t. WVIU, 1900; C. R., t. CXXX, p. i4'l9; 1900; J.M., 5° série, t. V'III, p. i3; 1901. L'idée première a été donnée sous une autre forme par M. Joiîdan, Traité, p. 34-4o (avec une rectification de l'auteur, G. B., 1872).
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aussi; car alors on a Ao = yj, = ^j)>, -i élaul dans H; donc a ^ !j esl clans D. Si enfin L est un g/'Oupe^D, D est éi'ide/nnie/ii dans Tn(B. L), même si V n'est pas dans Tn(B, L).
107. A, V\), B, C étant des groupes et D le p. g. c. d. de V, B, if A( <; A^G e^ C = A, B, donc C= AB, on aura A= A, D. En effet, B étant dans nT( \, \, ), D y est également. Donc A, D est un groupe ; soit A = A' x A, D. D'ailleurs, le p. g. c. d. D, de A,, D est celui de A,, B, car tout élément commun à A,, B l'est à A|, D et inversement. Soit D = D, X D', B = D x B'; on aura B = D, X D' X B', V, B = A, X D' x B', A,D = A, x D', AB = A X B', A = A X V, X 0'. L'égalité AB = A, B ou A' X A, X D' X B' ^ A, X D' x B' montre aloi-s que A' = 1 . On pourrait dire d'un mot : a, a^^ 6, c, '■/, d\ étant les ordres respectifs de A, A| , B, C, D, D, , l'hypothèse donne C:=ab '. d = aib '. df, dOù a= a , d '. d\. Donc \. = A| D. Mais la démonstration ne vaudrait plus pour les groupes infinis.
Réciproquement^ si C = AB et A = V, D, A, divisant A, et D étant le p. g. c. d. de A, B, on a évidemment C = A, DB = A, B.
108. Soit alors A dans 7tj(^B, lilj,, ...)=7Ty, W^i étant^ ou un complexe ^ B, ou un élément quelconque peiniutahle à B, ou un groupe contenant le p. g. c. d. D de A, B, et \, maximum dans A, ro. Pour V égalité C= AB = A, B il faut et il sujjit que, 5f A, << A, le p. g. c. d. D, de A,, 'ù soit << D, car, D ne divisant pas A, , on aura ici A = A, D. A lors D 1 est en outre maximum dans D, nî( A,, B, ii!i,, ...j. Car si un groupe X de Tn(A,, B, il!), , ...) vérifiait D>X>D,, on aurait A, D ^ A, X ^ A,D, = A, ; or, si A, X = A, , X divise A, , donc X = D, ; si A, D = A, X on a (107) D = XD, = X.
On remarquera que.ç/ A, est maximum dans A, rn ,'^(A, JU),...), ^iétant un groupe quelconque ^A, il est forcément maximum dans A, ra, sans quoi il y aurait un groupe X dans A, ra véi^ifiani A>X> A,; or, si A= A, Q, .Â./= A, R, on a aussi A = XQ, A<iz= XR. Mais si A, est maximum dans A, ra, il n'est pas forcément dans y, comme on le voit en prenant B^ A, Jlo/= A, A étant cyclique d'ordre /?"*, p premier, /?? >> i .
Inversement^ A( étant toujours maximum dans A, ra, pour
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que C= \}à soit > A., B, il faid cl if s/fj/il que V, soit << A et D, = J).
Alors ^ si yW^iest ou un complexe^ B, ou un élément quelconque permutable à B, ou un groupe ^ D, _\, B est en outre maximum dans VB, w{ V, B, »ll>, , . . .). Soit en eftet 4, B < C'< AB, C étant (l;ius t;î( A, B, \ll.,, ...). Si A' esl le p. i;. c. d. de C. \, on aura A,<A'< A et non \,=: V; car, d'ai)n-s l'inégalité A,B<G'< AB, pour obtenir C, il faut inulti|)lier B par des éléments de AB (ou, ce qui rcMcnl au luéuie, de A) étrangers à A,. V élaut dans to(C', b. ii!>|. . . .), V y sera aussi (106) coulre l'Iiypotlièse faite sur A. .
109. Soient V,',, A"^ , A";;, ...; B';',, B"^, ... (v = o, i, ..., // ; A" =rA^; B^'.= B^.; AU=::B[|=C) deux systèmes de suites de groupes vérifiant les conditions suivantes : A'^^.est S A^_, ^o///- ^ > o et^ k\:^^ pour V < /î ; B^. est ^ B^_, pour y > o et ^ B^.^' pou/- V -< /i; le p. g. c. d. D^-^ de A^-, B^ est celui de A^, B'^. pour xy^o; \x est maximum dans Aj-^t^ ttj(AJ,),
TiTi B,. B.,. ... : Bj, B.^. ... : ... : B',', ... : li,. !•.. . . . ) = mu,
E/ étant un groupe ^A||B',Jow un élément quelconque (dans A'JB^ ou hors de A'^B^j) permutable aux A'', B]!; B^ est maximum dans By_i, Tn(B'.),
td( Â], a,, ... : A}, ... ; ... ; A'/, ... ; lî|, . . .) = wx:
enfin A'^ est dans rn^ et B'|. dans 7îî,j. Les (Aa:_,, A^;) reproduisent à l'ordre près les (Bj_i, B^). (Le cas /i = o est le seul intéressant.)
Si A, = B,, on peut faire jouer à A, = B, le rôle de C. Su|)posons donc B, ^ A,. Alors A, B, étant >■ A, dans TOjj, on a C= A, B, . Si C = Aj;B^, on a aussi A^^By^ ApB.^^(c^.r, r^'^y). Donc A| = A,D|^=A^D^^, B,= B,D,,= B,Dj.,,'d'où D5,=D5,.D,,,(108), ( A^, A.r) = (D|,., D.^^), (B,„ B^) = (D.,.,„ D.,,) (67). Or, A;:, étant permutable à Bjl, Djj est dans m^ (106) et de même dans w^^. De plus, d'après ^yT)xr^= ByD?.^, D.,,, p. g- c. d. de D^yj, D^^ est maximum dans Dfj, rrf(D.^-^), TOu, si D.,-^^ l'est dans Ds-^, t;t,; (108). Or, Djo=: Aj;
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1 Y' Lan l dans iJ^o= Aï, to,; pour z = .r — i , on xoil, en lalsaiil 'r^ = y — i et, .successivement, y = 1 . 2, ..., que D.,.>- es/ nidjiniinn dans
Soit alors C = Ajt lî| >> A-y_,_i H| . \rj__^\ <''laul uiaxiiuiini (lan> V^, TTT|j, on a Djii ^D.^.,^, , (IO(S) et Aa4.|l^i=H|, sans (|uoi Ij, ne serait pas niaxiniuni dans C,7n^,M( 15 [l iJone Aa-t-i ^B, , D^^, = A^+t . De plus D/,(i5f£a) est niaxiuiuui dans D/„, ,, rn( A,), -n^^. De même si C = A, Bp >> A, Bp_^i , Bp^, est SA,, Bp^i=:D,p ei D|y(i ^y ^ |ii) est maxinuim dans D, / , , 7n( B^ ), to^. Enfin C = A^B, donne (C, B, ) = ( A,;, D.^, ). Donc les deux suites D„„ = C, D,,, = B,, D,,,D,,,...J\, = A,^,,A,+„...:Ao = C,A,,A,,..., A«^,,A«^,.... présentent les iii('''nies indices, et de nièuie les deux suites Do,)=C, D,„= A|, IJ,M 1^112. •••, t)i, s =!%+!, Bj3_^o; B„=C, B,,B„...,Bp+,,Bp+„....()r(C,B,)=(A,,DM)et(C,A,)=(B,,D,,). Donc tout i-e\ient à montrer que les deux suites D,,, D^,, ..., Dai , Aa_^2, ... ; D| I , D| j, . . ., D, p, Bp_,_2, . . . présentent les mêmes indices. Or IJ/,, |). jj;. c. d. de A/, D,|, est maximum dans D/_, ,, nî(Ai-), ro,j, donc rt foi lion dans ra(A/), ra,), 77î(D,o, ..., D,t5) [A; étant dans ra( B,, D|y), }^^^ est dans ^(13,/)], etD|y, p. i;. c. d. de By, D,,, est maximum dans D, ,y_,, m(By), nr^, tniD^i , ..., Dai). De plus D/i, |). <^. c. d. de A'/, B'^ qui sont dans to^ et Wg est dans TO^ et dans to^, et il en est de même de D)/. En introduisant les deux nouvelles suites A,, D, , , D^,, ..., D^i, Aa_,., (= D^, ), ... : A,, D,,, D,2, ..., D)p, Bp^,(=D|pj, ... et en faisant ensuite jouer à D,, le rôle de C, on est donc ramené au théorème énoncé où n est remplacé par 11 -\- \ mais G j)ar D, , << C. Or, ce théorème étant évident, quel que soit /<, si C = i, on j)eut l'admettre pour tous les groupes < C.
Le théorème subsiste si l'on suppose A.,, niaxiinuin dans X^-s^ ^(-\1-)' ^in 7,(-^-'--i5 ^^"-'M • • ■)■' -W/ étant un groupe ^ A.,..,, et B,. maximum dans B^_,, t77(B|.), m^, y(Bj_,, \)1)^, 1 • • •), "'>>•/ étant un groupe ^Bj-_,. Car alors (108) A^- est aussi maximum dans Aj;_,, Tî5(A[), r;T|( et B^ dans By_,, rîT(B|.), -ns^.
Ces théorèmes s'appliquent évidemment aux groupes finis continus (o7). Ils tlonnent celui de M. Jordan si l'on prend pour E/ tous les éléments de A^JB'J ; dansée cas on peut en outre remplacer partout le sjndjole (X, Y) par X| Y.
gG (iiAi'iTKi: II.
1 10. Soil M iKiiiiial dans C. Etant doiniée une suite C, A, , Ao, ... dont chaque groupe est niaxiinuni dans le précédent, un pourra toujours évidemment former une suite B,, Ho, ... telle (jue B;r_, soit maximum dans Bj., Trî(A,, Ao, ...)=7T5^ et où figure H. Mais on pourra le faire en particulier de telle manière que les groupes << H de cette seconde suite soient chacun maximum dans le précédent. Supposons en effet H non contenu dans A, (on prendrait sans cela pour C le dernier des A, qui contient H) et soit Hj le p. g. c. d. de H, A/. H/, contenu dans A,, ..., A, et normal dans A/, est dans to^. On se raj)pelle que, si H A,_, > HA/, ou a H/_| = H, et que si HA/., = HA/, H/ est maximum dans H/_,, ra(H), donc (H étant normal dans C) maximum sans restriction dans H/_, ; dans le second cas A/_, = A/H/„,, d'où (A/_,, A/) = (H/_,, H/). Si donc HA/> H A/+, > . . . > HA/+a^, = HA/^a, ï^i+k sera maximum dans H/ et (H/, H/^./f)= (A/^/v_(, A/^^)- En ne retenant que les H/ distincts c|ue je désignerai par Hj^ (a/-< a/^, ), H^^ est maximum dans H,^^^ et Ton peut prendre pour la seconde suite B,, Bo,...,H = H^ , H,^,, ... où (Hj^ ,, H^) = (A5^_ _, A^ ).
111. On remarquera que si un groupe G est composé sans être décomposable, il faut que tout diviseur normal H de C soit contenu dans tout diviseur maximum A sans quoi HA serait > A et ■< C. De plus, si H est normal maximum, tout diviseur normal H' est ^H sans quoi HH' serait > H et << G qui est indécomposable. Enfin G I H' est indécomposable, car si G | H' = X | H'. Y | H' etG=:SH's,X = SH'^,Y=SH'r, on aurait I(H';) = ^(H'x)S(H» d'où G= XY. Enfin (G, A) ne peut être de la forme p^ (p premier), car si (G, i)=:/?Tc (c premier à/?) et si B est un g^v de G, en sorte que le p. g. c. d. de A, B est d'ordre p'^'~^~^ (s^o), on a (67) G = AB.
En toute hypothèse, pour qu'un groupe quelconque G soit décomposable, il faut évidemment et il suffit qu'il admette deux diviseurs A, B dont luu V contienne un système de restes de G (modd B, i).
GROUPES ABELIENS ET IIAMILTONIENS.
I. — Groupes abéliens infinis
112. Ln groupe abélien G qui ooiilient des éléments d'ordre infini est évidemment le produit direct du groupe formé de ses éléments d'ordre fini et du groupe formé de ses éléments d'ordre infini.
Supposons G dénombrable et sans éléments d'ordre fini.
Le rang de G n'est pas nécessairement fini ; car si G est, par exemple, le groupe des nombres rationnels composés par la multiplication ordinaire, eucun groupe dérivé d'un nombre fini d'éléments de G ne pourra contenir tous les nombres premiers.
Il V a néanmoins un cas important où Ton peut affirmer que le rang de G est fini. C'est celui où il existe un nombre /• tel que : i" Entre p éléments quelconques <-/,, . . . , <^<p de G // y ait toujours, si p >■ /•, une relation de ta forme 11^ «f ' ^ i , les a/ n^ étant pas tous nuls, sans que cela ait toujours lieu pour o'£ /•/ a" dans les relations n^"^'a*'==i entre /"H- i éléments quelconques a,, ..., «,.,., de G, les rapports de r quelconques des a^ au dernier restent toujours supérieurs à un nombre fixe > o.
Soient en effet «i, ..., r/,., /• éb'-ments de G entre lescjuels nexiste aucune relation de la forme !!«*'= i oii les a/ ne soient pas tous nuls. Tovit élément a? de G vérifiera une et une seule équation de la forme x^^ n'irt^^', ç étant minimum, et toutes les autres équations analogues que vérifie x se déduisent de celle-là en multi pliant tous les ; par un même facteur; car si x^' :=^ \\\ a]'i et si â; -h )/;'= 0, A, a' étant entiers et o étant le p. g. c. d. de E, ç', x^
esl de la forme W\ar''^''^' • On peut donc repn'sentcr c par les p rap])orts ;, : ç = X/.
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Considt'ions l'ensemble E^ des x pour lesquels, X.ç élaiil >- o et ^ 1 , les X/ où «est > s sont nuls el les X/ où / est < 5 sont ^ o et ^ 1 {as par exemple appartient à E,L E,, est fini sans quoi on pourrait y trouver deux éh'-ments dont les X, correspondants différeraient aussi peu (pic Ton \eul (') et les X, du produit d'un de ces éléments par l'inverse de l'autre seraient d'une petitesse arbitraire contre l'hypothèse. H y a donc un élément bs de E, pour lequel X,f est minimum. Soient [^^, ^i^/, B^/ les valeurs correspondantes de i, Çt, X,. Si les X/ d'un élément ;r de G sont respectivement < B,7 et ^o, on voit successivement que \r ç, sont nuls
el que .r =; i .
Déterminons mainlenaiil des entiers À,., A,- i • ••• tpl^ que
X,- -^U\ ^^/. ^li = >-/ B,7 + Y,-, ( \,. = À,. B,.,. + Y,.. Xi 1 o el < B,-,- ,.
Si Y,= r^/:Tj, les Tj, r,, étant entiers ^ o et û x^= yW\b'-\ on aura j^''i^?--f^r = (n(7P')-Pi ••• ^. Donc \/ jovie relativement à r le rôle de X/ relativement à x^ et comme Y/ est ^o et <C B^,-, y se réduit à i . Donc a? = Ilè'' et />,, .... br est une base de G (il est clair que les 6/ sont absolument indépendants puisque toute relation de la forme nè/'= i entraine, en l'élevant à la puissance [îi . . . ,3,-, une relation de la forme Wa]'=z i ) (-).
113. Soit G un groupe abélien dénombrable de rang fini /;, admettant la base a,, . . ., «/, et n'ayantaucun élément d'ordre fini. Les équations de G sont rt/«A= «*«/, «/«j' ^^ ^h^ ai= i et G est évidemment le produit direct des groupes } «/,, rt^' ',.
Soient Z>y= n*''(y = i , .... v) v éléments quelconques de G, a! étant la matrice ('') des a^y. Peut-on leur adjoindre d'autres éléments ^v+i' • • - b,,', tels que les bk-, 6y, ' (/v = i , ..., /?/) forment une l)ase de G. Soit />a^ W'\a^'^[k = i , . . ., ii). 11 faudra d'abord que
(' ) Si l'on partage l'ensemble \ des points ( \,, .... X^) caractérisant les x de E, (aucun des X,, ...,X^, d'après la construction de \, ne peut être infini) en deux ensembles quelconques, l'un d'eux X' sera infini, si X est infini. En répétant celte opération, on obtient des ensembles où l'écart il 1 X, — X' 1 de deux points (Xp ..., X^), (^^Xj. •••: XJ.) a un maximum d'une petitesse arbitraire.
(-) Cf. Weikrstrass, Neiier Beweis ei/tes Hauptsatzes der Théorie der periodischen Functionen von mehreren Verànderlichen (Mo. A. B., 1876).
(3) Voir la Note II.
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6,, ..., h,,' soieul indépendants, c'esl-à-dire (lo)que les ('Cjualions II/>}^=:i ou S^^ , a//, 7yi,= o enitaîncnt y^z=...^=y,^'=zo, donc que /«' soil ^/? et (ju'iiii (h'Ierininanl dOidre //de la matrice a des a,A tel que S dz a, , ... y.„n' soit ^ o. Il faudra de plus que l'on puisse exprimer les a par les h, c'est-à-dire que Ton j)uisse trouNcr nn' entiers ./-/^^[Jx = i , ..., // ; /=i, ..., n) tels que '^l=i<y-i/<^ki= eii{^i/= o pour i^l, £//=i). Ov si n' <. n^ les n' premières équalions du système qui répond à /=/?'-)- i exigent que les Xi^u'jf.\ soient tous nuls ce qui contredit la (//'+ i)"^'"'" équation. Donc /?'= Il et le rang de a est n. Mais alors les équations ^y-ikXki^=^ tii montrent que le produit du déterminant |a| de a par celui des x^i est égal à i. Donc |a| = ± i et il est clair que cela suffit pour que l'on puisse résoudre en nombres entiers chacun des n systèmes répondant à / = i , . . ., n. Or | a | est une fonction linéaire des déterminants d'ordre v de a'. Donc il faut que ces déterminants soient premiers entre eux : cette condition suffît d'ailleurs pour que Ton puisse former la matrice a ( ' ) de déterminant ± 1 qui détermine la base 61, . . ., b,i cliercliée.
Un système d'éléments 6|, ..., b^ pouvant faire partie d'une base est à'ii primitif .
II. — Groupes abéliens finis
114. G étant un groupe abélien iini, G), G^, ... des diviseurs de G = nG/, la forme 11.^/ où Xi parcourt G/ fournit chaque élément de G le même nombre de fois (3o), ce nombre se réduisant à I si les Gi sont premiers entre eux deux à deux. En particulier soit o-, , . . ., g,,^ gi ('tant d'ordre y,-, un système de générateurs de G. .a:/ parcourant les nombres o, ..., y/ — 1, chaque élément se présentera sous la forme II «"^'' le même nombre de fois [jl et (G, i)= - riv^.
1 lo. Tout groupe abélien est un produit direct de groupes cycliques. Il suffit évidemment de le prouver pour un >^p'^{p premier)
(') Voir la Note II où l'on trouvera aussi (211) hi forme générale des matrices qui répondent à la question.
(^) Cf. Frobenius und Stickelbeuger, Cr., t. 86, p. 217; 1879.
abélien A. Définissons les diviseurs A, et les éh'inenls d^ de A par la condition (jue Ja j)reniière puissance de a\ contenue dans A/_, = j « j , . . . , d^_ ,1 ( Ao =^ I , Av = A ) soit d'exposant, niaxini um a,- (donc a/^., divise a/). 11 y a dans A/_, a'^- un élément cii d'ordre minimum et précisément égal à a/. En etïet on peut prendre «, = «',. Soit jpo'arrza^ d'où I = ^T^i = «*' ^ ' *- ; on voit que \ est multiple de ao. Supposons prouvé que a,, ..., «p_) existent et que, dans x°'f-i =: Hij^'aj', les ç/ sont multiples des «„_,, quel que soit x dans A, et soit «p*? = 11 =-'«"<>' d'où ap*?-' = nP-'aO-'^f-'^''?. «p^'f-' étant dans Ap_2, il faut que ap divise 7]p_,, et d'après notre hypothèse ttp divise rj,, . . ., r^p^o. On pourra donc prendre «p= a'p !!?"*«""'''•*?. On voit que Ap est le produit direct de Ap_( et de j ai\.
On peut encore énoncer le théorème en disant que A admet une base ( lo) r/, , ..., «v, en sorte que tout élément de A se présente une fois et une fois seulement dans la forme \S.\ aj'ixi^=z i , . . ., a,). Il sera commode d'adjoindre fictivement à toute base de groupe abélien un nombre indéterminé de générateurs égaux à i .
116. Soient B de base 6i, . . ., br; (bi étant d'ordre pi ç. p,u_] ) un diviseur de A = ) B, a J, a = aj l'ordre de a, a.i{^'Xi^i ) l'ordre de a mod B,_i, en posant B,^^ Y-i>\^ ..., 6/J, Bo = i, et supposons a d'ordre minimum dans Ba {il l'est donc a fortiori dans B,a); on pourra trouver une base de A où figure a. Si ai^ (3i, a est d'ordre maximum dans A et l'on peut le prendre pour premier générateur basique. tSoit donc P,-i>ai^p, et prenons pour premiers générateurs basiques 6i, ..., 6/_i. Si a,-^p;, B/_ia contient, d'après ce qu'on a vu (ll">), un Ca, et aussi a; donc a,.;ai; donc a, = aj, et l'on peut prendre la base 6], ..., è/-!, a, .... Soit donc S,_,> a,^ py (y > i) et prenons pour premiers générateurs basiques b\, . . ., 6,-1. En répétant le même raisonnement on obtient la proposition énoncée.
117. Appelons en général aiitomofphisine d'un groupe Q = X -{- y -\-... tout isomorphisme de G avec lui-même {Cf. 19); et, si, dans un automorphisme, les correspondants de" ^, y., ... sont x' ., y' ., ..., disons que cet automorphisme leinplace x, y, ..., par x'., y\ . . . respectivement. Un diviseur de G que tout automorphisme de G remplace par lui-même est dit caractéristique.
Si ap_, ^ap=:: . . .^ a^ >> a(j^,, tout e^^ de A est de la forme o = n'ja^'*'"*fn^_^, a';', A(7+i, ..., Àv étant quelconques mais un au moins des autres A étant premier à p : pour que la première puis-
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sance de o conlenue dans Ap , soil la ai^'""', il laut el il siillii (|ii'iin au moins des nombres Xp, . . ., À,y soil [ircmicr à p. cp,- élanl un e^^^ où ).,.(o^r ^0-) est preuiier à />, on ohlieni é\idominenl un auloluorpliisme de A en rem[)la(;ant a^ pai- 'ù,., a,, par (7p(si /-^p), et chaque aufi-e «/ par lui-même ('). Soil alors />,, ..., h^- une base de A, />,• élanl d'ordie ^,i^ [î/^, et posons J/y,, ..., ^p j = Bp (^Bo= I, Bv'= A). Il y a un automorphisme de A où «, est remplacé par 6j, car [3, = ai est l'ordre maximum d'un élément : sujjposons qu'il y ait un automorphisme de A remplaçant a,, ..., a^_\ par />,, ..., ha-\ respectivement. Il remplacera a^ par un élément ^' dont la première puissance conlenue dans Bp_, est à la fois maxima, égale à l'ordre de cet élément et à ap. D'autre part, ba étant un élément dont la première puissance contenue dans Bp._( est à la fois maxima et égale à son ordre [jp on a ^jp=ap et l'on vient de voir qu'il y a un automorphisme remplaçant ^i , . . ., b^_^ , Ap par A,, ..., />p_i, />p respectivement. Il y a donc un automorphisme de A rem|)laçant «i, . . ., «p par 6| , . . ., Z^p respectivement. Donc les nombres a,= ^3/ et le nombre des générateurs ^ i de la hase sont des imYt riants relativement aux diverses bases de A. A étant complètement déteruiiné pai" a^^ ..., a^ on dit, si ciLi = p^t, que A est du type (A,, ..., ),v)i Tordre des A dans la parenthèse étant indifférent.
118. Plus généralement, soient G un groupe abélien d'ordre N = n'//>*', les Pi étant premiers distincts; A/ son g^a^ admettant la base <■//,, ..., «7,,^ (v/î!v/_,_,) ou «/,, ..., ai^ (v^v,) />f'*^ l'ordre de aih {'J.ikù'^-t,k+\ ; y-ik^ o pour A" > v/). Les éléments §'k'= ^l'I^ik (A' :^ I, . . ., v) d'ordre yA= ^'Ipf"' forment une base de G oc> v^^, divise y/,. Une base jouissant de cette propriété sera dite normale.
Soient A,, ..., A^ une base de G, y)/;^^ !!"/>?'* l'ordre de Aa, ^/= N/?~*'. A/ sera évidemment le produit dii-ect des ) à'f'\- Donc 1es/>P'* reproduisent à l'ordre près les />*'^ On voit donc que les plus hautes puissances de pi divisant les ordres basiques sont des invariants égaux aux invariants de A/. Formons avec
(') Plus généralement, si le délerininant des X,n ( t, A = o, ...,q) est premier à p, il y a un automorphisme de 4. où a^. est remplacé par c,, = Ilf a''*:*'-*» n^i^ja''^ (A" = p. .. ., œ) les autres a étant conservés ( Cf. 128).
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lesypf'^ un lablcau doni la i"'"'" ligne soil yy^", ..., pf''. ïouL .syslènie d'ordres basiques est un système de produits obtenus en prenant un élément dans chaque ligne du tableau sans jamais prendre deux fois le même élément. Le maximum du nombre des générateurs (^ i) d'une base est donc S^ el le minimum v,.
119. Le rang de G ef;i v,, car si ^>,, ..., /;,- est un système de générateurs donnant gi^=i\\\h^'^ et si /-^v,, on peut trou^er des Xh non tous divisibles par/;», tels c[ue '^h^Ji^Xh^ o \woàpi el alors n^^'*^ serait une puissance />',^""', ce cjui ne se peut.
Le rang d'un diviseui- G' de G est Svc G' étant le pi-oduit direct de ses p. g. c d. respectifs A^ a\ec les A/ (58), il suffit de prouver le théorème pour le cas où G se réduit à V,. Or le groupe des e, , de A,, qui est d'ordre l>\{^^\ est le rang de A, ), contient le groupe des e,^,^, de tout diviseur de G.
120. Dans toute base normale les ordres basiques sont yi, ..., Yvj, l'ordre de la base étant V|. Les y,- sont donc des invariants relativement aux hases normales. On |)eut les nommer invariants normaux. Considérons une base quelconque d'ordre a-, et soit <r/(7_x+i le p. g. c. d. des produits À à A des ordres basiques. Les plus hautes puissances de/?/ di\isant respectivement rf,, d.^^ ..., sont /?*', le produit des v/ — i plus petits /'f'S celui des v/ — a plus petits pf''- Les plus hautes puissances de />,• divisant respectivement ^j. -^i ••• sont donc «?", />f''- Donc -7^^ y,, ...,
-r-^ ^Y/, C'est une nouvelle définition des invariants normaux.
121. Soit />(, ..., hn une base de G, h^ étant d'ordre [ii^. Pour que les équations c/= Wb^' {i^^ 1 , . . ., /i'; A' = i , ...,/?) soient résolubles par rapport aux bk^ c'est-à-dire pour que j C) , . . . , c« J = G, il faut et il suffit qu'on puisse trouver nn' nombres Xii{l == i , ..., /? ) vérifiant S,yA,-^</^ eA^modJii^ {^k/= o si /.• ^ l; zii^= i). On trouvera dans la Note II les conditions générales de résolubilité d'un tel système. Je me bornerai ici à quelques remarques. Ecrivons le système de congruences sous la forme S,y/;/.r,7H- ^/f.rA/ = £/f/ e' considérons le système partiel Sx répondant à une valeur ), de /, les x et les y étant les inconnues. Supposons nuls tous les déterminants d'ordre
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/•-h I (/■■< /' ) <lii litl)leaii (les coefficienls, el soilA un (Ic-lciiiiliiiiiiL non nul d Ordre /'. Il v iiiii;i iiii moins une \aleui' de / [)oiir la<|tielle les seconds ineinhres des é(nialions doni /• eoeffieients (igurenl dans A x ronl nuls. AJais alors un des délerniinants oaractén.sli(|ues de S> est égal à A^o et S) est incompatil)le. Donc r = // et les n (''(fuddons de chaque Si so/tt indépendanies. Supposons II' In. Il suKil évidemment ([u'un seul des déterminanls d'ordre n du tableau des v/,.,- soit premier à (G, i)pour que le système des congruences soit résolul)le. Mais cela esl-il nécessaire? Soit o-, , . , ., o^_ une base normale de G, gj étant d'ordre yy ( y/ diN isant yy_,) et 1,^=^1 g^j'\ Ci=ï\.jg]K Y'j^ = :^/t'{!>jk-(/,i. Pour cpie j C|, . . . , c« j = G, il faut et suffît que les équations Yti^'j-x'^.^ eji' modyy (/'=!, ..., V,) soient résolubles par rapport aux œ' . Or ces écpiallons montrent que la somme des produits <ies déterminants d'ordre v, des y' par des déterminants d'ordre v, des x' est ^ I motl^'v . Donc les déterminants d ordre v, des "' (et de même ceux des V, d'après un théorème connu sur les déterminants) ne peuvent être tous divisibles par un même facteur premier de yv^. Si donc (G, i) es/ une puissance d'un nombre premier p et n'^n, pour que ;C|, ..., c«'j^(i, il faut et suffît qu'un des déterminants d'ordre v, des v soit premier à p.
122. Si G est principal d'ordre p'\ pour que \c,, ..., cv | soit d'ordre p'\ il faut et suffit <piun des déterminants d'ordre r du tableau des y/ip{p = ' 5 • • -^ '' ' ■'>'^'f ^ <* mod/>, car c'est la condition nécessaire et suffisante [)our cpie l'équation II cfe^ 1 exige
Zf ^. . .^ 3,.^Hi o modyo.
Le nombre N),'^^ des gpr d'un gp" abélien principal est, en posant ^'^^{p'^ — i)=to.,., w^ : m,-T;T„_,.= JN);^,j_^. Cela résulte d un théorème plus général (34) dont la démonstration se traduit d'ailleurs immédiatement en langage abstrait pour -=^p [cf. 128).
1:23. Le produit m de tous les éléments d'un groupe abélien G est égal à 1 sauf si G contient un seul e^. Car, si G contient x, ii contient x~^ qui est ^ .r, sauf quand ./^ = i . Donc nr est le produit des 62, qui forment un groupe abélien principal B. Soit ôj, ..., 6^ une base de B; on aura
TTv = nôji . . . 6p? {xi=o,i). Donc ro = ( 6, . . . /^p)2'~' qui n'est y^ \ que
I04 CHVl'ITRi: III.
J24. J regroupe al)élienG=:S.r de base normale _i'", , ..., i'v, SiClanl d'ordre v/( -',, >- i) admet t'-x idcmincn! Iedi\i.sei]r |j?]''^'", ..., •i?'!]" ' ^'v | , y'- divisanl y/, et, si y^' divise en outre y|. ^ , les g(''^' en forment une base normale. Inversement si G=.1^j'' , de hase normale «', , . . . , ^v, gj étant fVordre y'^, divise G, y) divise y/. Tout d'abord il est clair (|ue, 5/ le groupe 1^"^, ..., gt/, des .rP a an rang <ii^ p e^t divisible par y/. Or le groupe P des .r"'' est de rang ■< / et contient le gjoiipe P' des x'^', en sorte que le rang de P' est, a fortiori^ < M 1 19). Donc *7 est divisible par v|.
11 résulte de là que le p. g. e. d. D des deux diviseurs particuliers de bases normales respectives o',', . . ., g[';'\ g-\\ . . ., g';' (/',• et 5,- divisanl y,) est, en désignant par li le p. p. c. m. des deux nombres /•/, 5,, ; g\\ . . ., g!/{ ; car ce dernier groupe divise évidemment D, et il a l'ordre de D, puisf[ue le «'"""'• invariant de D divise
yr. //d'où (D, i)^n^.
Soient A un g^,a (p premier) abélien de type (a,, ..., av) (a;>a/_^.,); {ii, .. ., {■!>„ les valeurs distinctes des a/(,3/> ,j/+,); r,- le nombre des a égaux à pi' r^ +. . .+ /',= R/ ; A/ un di\iseur de A de type (a^, ..., a^) {a'-^a'-^^); [i\, ..., [i'^. les valeurs distinctes des a' {{i'■^'p'■_^_^ ) ; r'- le nombre des a' égaux à [i'- ; ap,= J^/ > ap.+i- Le nombre N des types de A', lorsque [îi,, . . ., [i'^, sont donnés, est le nombre des manières de choisir les /■)(^i). Or, r'■_^ étant fixé, /•^- peuL prendre p, — r'-_^ valeui's (/„= o). Donc N est une fonction JN(o,, ..., 0^') des p/ où i'^'j'. En prenant successivement /•; = p,, . . ., I , on obtient N(p,, . . ., p,.)=y^^ N{i,, p^, ..., p^), puis, en répétant cette décomposition,
W ( p,, . . . , p^') = Sp„__p, Sp,_,-.^ . . . Sp_^,_,.^,_^ V.
Le nombre N'(s , o^ ) des types de diviseurs de A do//t les
invariants sont égaux à l'un des nondtres p^' s obtient de même en admettant pour r- la valeur o : N' se déduit de N en remplaçant, dans l'expression de N, les indices su|)érieurs p^ — i. •••- po — ' respecti\ement par po, ..., pu •
Pour qu'une valeur de ct' soit admissible, il l'aul et suffit que A ait un diviseur de type (fi',, . . ., Ci^) et par suite un di\iscur Ao de type (o-'. G-'— , iV Représentons a,- (Rp</<Rp,^, : a,-= ^p.)
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par le poial [i, [îip ). Les poiiils lii;uratif,s analogues relatifs à <A, sont tons sur la droilc (D) x -\- y ^ ct'H- i , et |)()iir (|iie A, soit ^A, il faut et suffit (|iie les («', |3p ) soient tous, relati\cjnent à D, du côté opposé à l'orij^ine. Or, la parallèle à D passant par (f, |Sp ) est .r + r = / H- [îi,^ et c-oupe O) au |)(»inl ( o, / + [ii,^.). Il faut donc et il suKil que n' soil au plus éi;al au |)lus |)etil des nombres
125. Si K est un diviseur du groupe abélien G, G a an diviseur ri, ^ G I A. Il suffit de le prouver pour le cas où G est d'ordre />^ (/j> premier), car si G = BC, (B, i) étant premier à (G, i) et si B', C sont les p. g. <-. d. respectifs de V avec B = 5B'jk, C = SC^s on a (oS)A = B'G, G = S B'j'SGg = SAyc, donc G I A ^ B I B'. C I G . Or, soit <"/,, . . ., On une base du g^,». G, ai étant d'ordre y.i = /?, A,:= J «,,..., «^ ;, B/= | (ti^t, ...,«« j, ^<= ^-/+i 1 ^p^ î'.p^.t = a,/. Supposons le théorème vrai pour les groupes d'ordre ^y)'^ et soit d'abord A=]a\ d'ordre />. Si A divise Ap, G | A := Bp . Ap | A, et si A ^ Ap [ A divise Ap, le diviseur BpA de G est = G | A. Si a a la forme b'^n-P^ b = îV^af'' '■='", les Xi où i '>■ p n'étant pas tous multiples de /?, on peut prendre b pour c/p^, ; alors A divise Bp, et l'on peut raisonner de même.
Soit maintenant A d'ordre ^p- et admettons le théorème pour les diviseurs d'ordre -< (A, i). A' étant un diviseur d'indice p dans A, G aura un diviseur ^ G | A' et G | A' un diviseur ^; G | A.
-A, pourra être choisi en général de différentes manières. Si, par exemple, A a une base de la forme ah, ..., a'^", [ii,- divisant a/= [irfi, on aura G = ASc^[ ' . . . a'//' (,r, = o, . . ., [ii,- — i ) , et l'on pourra prendre d, = ] a]', . .., al" \ en faisant correspondre naT'"' de A, à An^/;' de G| A.
126. Deux diviseurs particulièrement importants d'un groupe abélien G = S:r sont le groupe E5:=E8 d'ordre £5= îg formé des 6(8, de G et le groupe P?'^ Pg d'ordre iz^^Trg formé des x^. Soit G == S/Ega?/. 11 est clair que tout élément de Pg est de la forme J?^. On ne j)eut avoir x''^=xl car Xixj/ sérail dans Eg et Ega^/=: EgiP/v. Donc, les x'î étant tous distincts, P?^='^x] et (G, i)=r£g7:g. Soil G d'ordre /?«, de base «,, ..., a^, ai élant
io6 chaimtuh: ni.
d'ordre />='', a/i! a/^, , av > o. Si o = />^ el api^ À > ap^., , une hase de Lg sera a'^ , ...,«^' ? , r/p^,, ..., a^ elti= p ^ So'. bi
0 ^=p, Zp = p^ et celle équation détermine le ran^ v de G.
Soient G d'ordre X{'[pf= N (les pi étant premiers distincts) un groupe abélien de base normale ^i, . . ., ^,^^, gk étant d'ordre v^.; G/ le gp»; de G de base r//,, . . ., «,,^ , a,/, étant d'ordre /?*•% ^ik=^i,k+\', v/>v,^., ; o = no/, 0/ = /^^', a/p >À/> a/^p.+,. On aura Es^nEa':, £§= no^'/?J''P,+'"^'"^'''-',<3''.; pour o = Y,,^, £8=:B^.. Ainsi le rang v, est le maximum que puisse atteindre l'exposant de 0 dans les ordres îg qui sont des puissances de o (.s'/ donc S8= o pour toute valeur de o, G est cyclique) et i%^ est le plus grand nombre o di\isant N pour lequel sg^o'^i, ce qui montre de nouveau l'invariance de y,^^. vSi o divise y^j et est divisible pary^^.,, on a £g= o'^yçy_j_, . . . yv, et cette relation n'a lieu que si Z di\ise yo- et est divisible par y^+i- On peut donc définir y^ comme étant le plus grand diviseur o de N vérifiant cette équation, ce qui montre de nou\eau l'invariance de v^^. De même, puiscpu^ sg-g^ N, la relation 7tg^ y, ... y^ \ o'^ a lieu toujours et seulement si o divise y,j et est divisible par yo+i, en sorte que v^^, est le plus petit diviseur o de y^ qui la vérifie, y, est le plus petit nombre o vérifiant Ttg= i.
Revenons à un g^a (/> premier) abélien G de base «i, . . ., <7v, «, étant d'ordre p^i^p^i+x et soit rj=.p'^^ ap^ A >> ap^, . On aura, en posant ap^, + . . . + av= .s'p, tp^ = p'^9+^^^ ey— = />t^~*^P+'^î, î/)^ I £/>"'•-■ =/>P ; ? = '}(^) est le nombre des invariants divisibles par /j'^ et 'K^^) — ']>(). + i) est le nombre des invariants égaux à p^ . On voit que ']>()v) — '|/(À-|-i) est toujours ^o, c'est-à-dire que Zp>-'.Zp>-' est divisible par s^j^+i ; î^>. et par suite aussi, puisque £g^^a:7îg, 7û^5.-i : TipA par 7Zp\'.~p\+'. Comme on a évidemment ^p\^^ = pO~+\)'i^{\+n + [^ha)-'ij{l+i)]\+s^^ le quotient est
Le nombre des eg est Zpi- — tp\-^=^ ^//'•(' — />^'i"'^') (').
It27. Un eg ./■ d'un g^ (N =:: W p^'i les /j, étant premiers distincts) abélien G est dit primitifs si It première de ses puissances qui soit dans Pg est x^=^\ . Si l'on a ô := n o/= o/A,- (o/ premier à Ai),
(') Cf. Hkffter, Cr., t. 119, p. 263; i8ç)S.
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ùi= p}', X = 11^7/, Xi étant cV ordre o/, x, est an e?^^ piiniilif de (j o//, ce qui revient au même, du g-pf, Gi de G (P;; étaiil le produit (lirecl du jiv^,-»; de G el de P^"', si une puissjuue de r,- autre que x]'=^ 1 est dans P^. elle sera dans P^î); car si x]' était dans \^?j. pour ^i<;ôi-, ^^A= jp^'*^' serait dans Pg, produit direct des P5. Inversement, si les Xi sont des e^. primitif s, x ^=Uxi sera un es primitif. Car si x'^ es! dans Pg, x^^'^x'j^' sera dans Pg'; ; donc 9 sera divisible par 6/ el |)ar suite par 00^= ù.
Considérons donc un jj;^,« (p premier) abéllen A de base a, , . . . , «v, (fi étant d'ordre />"' , el soit ^ = Il'j rt^?' un es(o=yo^). Si ap>^^>y-p4.i, Ç/ est divisible par p^r'^- pour f^p et, par suite, rpp^-i__ (nÇrt^'^/')/''' est dans Pp^-. Donc il n'y a pas r/'eg primitif, si 5 n'est pas un des invariants.
Si 0 =1 /)'== p<^^ est un in\arianl et si y.p,'>- a,;,^, =...= ap >■ ap^, (uL <; oj, A^,= ;«!,..., rtjj, I n'ayant pas l'invarianl 0 ne contient aucun eg primitif. D'ailleurs 1 ai \ étant premier à Ajj, pour
f := -jL H- I V, la prem ière puissance des eg de J (^fy.+t , . . . , «v 1 = B^.
qui soit dans Ap, est la û'^""' : c'est donc la première aussi qui soit dans Pg= { «°, . . ., a^ {. Donc tout eg de B^, est primitif.
Inversement tout eg primitif x est le produit (V un e^) de A^. par un eg de V>^ (et par suite p — tj. eg primitifs al)solumenl indépendants (lo) mod A|j. peuvent être pris, après a^., pour ('■léments dune base normale de A), car .r, étant un eg, est de la forme Il^ft;'""' a}^^l...a\\ un au moins des nombres S,, ..., Çp étant premier à/>, et, si Çjji_^.), ..., Hp étaient tous divisibles par />, .^p'-i—- fj!A^?,7» • serait dans Pg contre l'bjpothèse de la primitivité de ^.
Le nombre /?g des eg primitifs s'obtiendra donc en retranchant du nombre p'^9+^o- — /?(^ ')p+'p(^P= ap^, + . . . + av) des eg de A le produit du nombre /y^H- — pO-\)]}. des eg de Ay, par le nombre p{\-\){ç-^)+s^ des e(y,"'-i) de Bu. ce qui donne
ng = /?>^p+>-î(I— pU--p) = £g(l— /J^t'A+D-J^l)^') = — ^^' '^
(pour A := a,, a, ^ a,.>> 2^/+ti nô=^ p^ — p{(x.-i}r+s^ . c'est le nombre des epa, de A).
128. Considérons les .v — |j. eg primitifs n/<7^^'"^"'^^n^r/^.''*= A^
I08 CIIAI'ITKE III.
( CT = [j. + I , . . . , 5 1 p ; i=\, . . ., ;j. ; A- = [j. -i- I , . . . , v; ^n,[}.+ i^ • • -1 Çap i^e sonl pas tous ^ o mod/?). Soit / un indice parcourant ij. -f- I , ..., p. Pour que les b„ soient absolument indé- |H'iidants mod Vjji, c'est-à-dire |)Our que l'équation II^^^'^^ i modAjj^ ou le système "^çg^ak^a^ o mod /;>''* entraîne ^(j^ o mod/y^, il faut et il suffit que les déterminants d'ordre i- — [j. du tableau S des ^ç/ ne soient pas tous ^ o mod/? : il le faut, car sans cela le système admettrait des solutions de la forme p^~* x'^, les a?^ n'étant pas tous ^ o mod p ; cela suffit, car si A est un déterminant de S ^ o mod p, les s — [A équations du système dont le d(''terminant est A donnent Axg.^ o modyo^'. On peut supposer (en changeant au jjesoin la notation) q^)_^^^^_^^ ^ o mod/> et prendre b^^^i pour r/y.^,, en conservant les autres générateurs. Supposons qu'on ait pris (en changeant au besoin d'abord la notation) ^a+i, •••, ^5_i pour rt[j.+i, . . ., a,ç I en conservant les autres générateurs. Alors les ^^j où 0- <; 5 seront nuls sauf ceux où a- =y qui seiont égaux à i et un déterminant d'ordre s — u. de S ne peut èti'C ^ o mod/? qne s'il contient les s — ij. — i premières colonnes. Or, pour que l'on puisse prendre bs pour ^"^'"«^ générateur, il faut qu'un au moins des déterminants d'ordre s — tj. de S soit ^ o mod/?. Donc, un des ;^y où J^s doit être ^o mod/?. On peut supposer ^^^o mod/? et prendre bs pour cis en conservant les autres générateurs. Ainsi une fois choisis ^jj,^.i, ..., /?i_(, on peut prendre b^ de p^^^~V~^^ nis manières, ni,; étant le nombre des eg primitifs de j A[j,, as, ..., a^ \. Soient alors /?Ps . . ., pi^G les invariants distincts de A( [3, > |3/+)) ; l'i le nombre des invariants égaux à /?P', R/= /•, + ...-(- /v, S/= i;?^, i^a/"a; /?/= iU\ b> nombre des e^.B, primitifs :
Cherchons le nombre M/^ des systèmes de tep<i,bi, ..., ^; primitifs, indépendants entre eux et des générateurs basiques d'ordre >/?^'.
D'après ce qui précède, une fois choisis />, ^>f i, on peut
prendre b( de
/jP;(/—1)//jPi'"i— ' + !'-<- s, p{iiil\i—t + l\-ri-i-l-l-hSi\
manières, et M/^^ /?/, . . . n^-
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On reiiiar<nierii que M/^, d'après la manière dont il a élé ol)lenii, est le produit par/>'^'"'-'"^*'''' du nombre M(^, /v; p^i) des tableaux rectangulaires de t lignes et de ri colonnes dont chaque élément est ^o et ^p^i et dont les déterminants d'ordre t ne sont pas tous ^omod/j». Donc
^\{t, rr,p'i^' ) = ll/=i(/>P''-. — />f^.'-'-''+/-')-
Le nombre des manières de choisirles généra leurs indépendants de \ est n,M„.^^M^. Si A est un gy,» principal, i' prend la seule valeur i , ,'ii, = I , R, = r, = a, S, = o, /^,v =/;«-//-% Ma= n^-'(y>«- y>') (1-i). Si A est un gp<^ cyclique, i prend encore la seule valeur i, [i, = a, R, = /•, = !, S, = o, Ma= /h 1 =/>°' — /*"'"'• Si A est du type (a— I, \), M^= p^{p — i^.
Soit A'= j a, , ..., rtvM un diviseur de A, et désignons par a^, [i'-j /•'■, R), S]-, a-', M^,,' les nombres jouant relativement à \' le rôle
de aj, [3/, /•/, R/, Si, (7, xM,,. relativement à A. Soit />P<=o',-, ap >^^>-ap^.,. On aura pj^p,^.,, R^-^p« (ll2i). Clierclions le nombre des diviseurs de A isomor|)hes à A'. A' divise E^yj=B,. Donc «', , ..., a\., forment un système d'es^ primitifs de R, et peuvent être choisis de M(/'',, p, ; y?P'i )y?*'fi'"'i = N, manières. Une fois a,, ..., a',., choisis, prenons-les pour les /•', premiers générateurs d'une base normale de R). «^.,_t_i, • . -, (f'n., doivent être /'.', eg., absolument indépendants mod {«,, ..., a',., \ ou, ce qui revient au même, modU;^^'"^', ...,af'~-^\ (^ar n^r^,a^'' ne peut être qu'un eg^ de [r/'i , ..., a',., \) dans E>/ :^ Ro. Le nombre des déterminations
de «i;,+i, ••., «k:,, une fois a'f''' '"', ..., rt'.^'"'" choisis pour les r\ premiers générateurs basiques de Ro, est donc, d'après ce qui précède, M(/-!,, po — /', ; y^f^^ j />(Pî'''"^^?J'-^ N^.
ne lois rt,.,_,_i, ..., Oy^' choisis, prenons «, , ..., «/, ,
«r^+i "\ •••1 ci\t' pour les R!, premiers générateurs basiques de E^y'^ B3. T^e nombre des déterminations de Or'^+i, •••, «r' , c'est-à-dire le nombre des manières de choisir /'^ eg' absolument indépendants mod'rt, , ..., «r'J ou, ce qui revient au même,
jrt,^ , . . ., a,f , a^f^i , . . ., ai^ \ dans Ea,= R3, est
ciiAi'iTiu; m.
(le iiièine M(/-.j, p^ — y.', ; yol^')/^''^'"''"^''?3)'^= N;j. En corilinuanl ainsi eten posant N/ = M(/-)-, p/ — r ;_ , ; />?.') />(^''*'-i"^^?<)''<- (/•,',= o), on aura N, ... N(y' diviseurs de \ isomorphes à A'. Chacun étant
Ni ... N ■ , N-
évidemment répété M^^-fois, il j en a — ~ — ~ = IT^' ,^^7^ distincts.
III. — Groupes hamiltoniens
129. Si a est premier à 6, un ^ab hamillonien (08) est le produit direct d'un grt et d'un §7, hamiltoniens (67). Considérons donc un g"^™ (y> premier) hamiltonien ()' de central r^s^. Soit A-^b un e^ de Çj "Jl;), c un élément non permutable à b. | ^, c j =G sera hamiltonien non abélien. Soient /?P et /?T les ordres respectifs de b^ c et c~' bc = b^, b~' cb = c^i. La première équation donne, puisque bP est normal, b^P = bP d'où ; = 1 -|- /i/»f*-' (o < A < />), puis b-^ cb ^= cb^P^ ' d'où c' ■'■'= M/»'*"'. Donc c'"^i est d'ordre /» et 7i = i -f- kp^~^ (o <; A <; />). Les deux commutateurs de 6, c étant inverses l'un de l'autre, b^P^~^ est égal à c~'^P''~\ Donc ^ est > i, sans quoi b serait dans ) c |, et de même v >> i . Pour que cyb^' soit permutable à 6 et à c, il faut et suffît que y eX. x soient ^ o mod/>. Donc le central A de G est* bP, cP [, G] A est un ^p- principal et deux éléments quelconques indépendants mod A engendrent G.
C + hp
Comme d'ailleurs (^cy b-'-'Y'^ c"y b " - , A est le groupe
des puissances yy"^""^^ des éléments de G. Je supposerai ^ et c choisis hors de A de manière que [3 soit maximum et r minimum. Si G est d'ordre pP+r-8 (y ;> 5) ses équations sont bP^=^ i , cP''"^^ b^P^'^^ (l premier à p) c~' bc = b^^. Or, pour p >- 2, c6^^ est d'ordre p^'^. Donc, d'après le choix dey, 0 = 0. Dès lors • b \ est premier à j c |, G est leur produit direct (53) el est abélien contre l'hypothèse. Donc p =z o..
130. Toutg^ est abélien. Un gg hamillonien non abélien contenant forcément un Cj (9) a et un élément b non permutable à a ayant
(') Dedekind, m. a., t. XLVIII, p. /pS; 1897. — Miller, B. S. M. A., t. l\ . p. 5 10; 1898.
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son carré dans \a\ aura potii- (''(|iiali()ns (67) r//' ^ i , «-=6-, h *rtb = a^^ et sera le j;r(>ii|)(' des (juaternions (^.
Supposons fUabli que, pour chaque ordre af^ où [J- <Ci /fi., il J a nn seul groupe liauiillonien H de la l'orme DQ = D + Da + D6 + Drtè, D abélien principal d'ordre 2H~- étanl le central de H et contenant a'^.
Soit H d'oi'dre 2'" ', et considérons un i^.2'" lianiillonien 3C de central (0. On aura ."H! = H -h H:p, les éléments de Hx étant d'ordre ^8. Or le carré y- de t(tut élément _/ de JC étant normal (pour z quelconque dans CfC, on a y~* zy=^ z9 , p étant impair, d'où j~-zy-=: z^'^ z) est o fortiori dans le central D de H. Or, D étant abélien piiiicipal, (j'-)-= i. Donc .!€ n'a pas d'cs. D'ailleurs, il j a certainement des e^, hors de H. En eft'et, soit x un e-, . Il ne pourra être ])ermulahle à « et à Z>, car on aurait b~'^ axb= a^ x^ b~^ axb^= (rtx")^= a^x'^ et a^ x = a^x^ exige ç ^ 3, ^•-= 1 . Soit donc j:' ' ax = rt, ^~ ' bx = 6^ (si.r~' ax^^ a-', a'"' bx = b'^ , x serait permutable à ab et l'on ferait jouer à «6 le rôle de a); ax sera permutable à « et à 6 et, par suite, d'ordre 2. Soit donc ^ un Co hors de H. On aura H -f- H.r = (D H- Vix) {\ + a -\- b -\- ab) et le groupe D-f-D^- ccnitenant tous les éléments normaux de 3€ coïncide avec (0. Donc JC ^ cOQ.
Si tO' est le go"'-3 de (0 obtenu en su[)primanl le générateur rt-, on a J€ = tteV x Q.
131. Un 64 ayant toujours l'une des formes da^ db, dab l^d étant dans (ô), il est clair que tous les e4 ont pour carré a-, que deux 64 sont permutables toujours et seulement s'ils appartiennent au même complexe (Da, CD6 ou (ôrt6 et que deux e,^ non permutables engendrent an groupe ;^ (^. Le groupe \ da^ d' b \ [d, «''étant dans tô) coïncidant avec celui qu'on en déduit en remplaçant d par da- et d' par d' b- ou d par da- et <i' par <i'6-, on voit que si d et <i' parcourent i)c) on obtient \ 2-^'""-) = 2-'""" groupes distincts ^ Q. Comme ! c/a, «i'è | contient dd' ab, on a ainsi tous les diviseurs ^ Q de 3€. On les obtient sans répétition en faisant parcourir à d, d' , non plus CÔ, mais ût)'.
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I. — Quelques théorèmes généraux
132. Les propositions les plus importantes sur les groupes d'ordre/?"' {p premier) ont été rattachées (Chap. II) à des théorèmes sur les groupes d'ordre fini quelconque. Avant d'en signaler quelques autres, les remarques suivantes seront utiles.
Soient a, b deux éléments d'un g^"< et b~^ ab =■ a^^ d'où, par récurrence, b~y a*^ by ^^ a^'^ . La première puissance de 6 permutable à a sera forcément de la forme bP'^. Si a est d'ordre />", y. sera le plus petit entier tel que JB^'^^i mod/>", donc ^^i mod/* et a S /i — i. On voit i\n' un ep n'est Jamais conjugué ci une de ses puissances autre que la première. Soit ji = i -f- hp9 {h premier à />), doù (23) ji^' = i — /i^y>P+^+'^i (hs premier à p; A„ =h; Yj = o sauf si Ion a à la fois p = 2, p = i , s^ i , auquel cas r, est la plus haute puissance de 2 divisant A -h i ). Pour que [i appartienne à l'exposant /-«^ modp", il faut p + a -h '^i = n. Donc si /> est impair, on a p = n — a, |j ^ 1 -|- hp'^~^ ; si /> = 2, on a, ou bien 'f\ = o, donc 0 = /i — a, ou bien 0 := i , donc r^ ^ n — a — i , ce qui donne, en réunissant les deux cas, [îi = dz i -h h'2"~'^.
Soit A normal dans le g^'» G = SA:r et A^ non normal dans G. \.x est permutable à tout élément a de A (car x~*a~'x. a est dans A) en sorte que, si Ax ne contient aucun conjugué de x autre que x, x est permutable à tout élément de A. Il en résulte que, si icn'a que p conjugués dans G, il est permutable à tout élément de A, car, y étant un élément de G non permutable à A^, y\'- (u.= I , ..., p — i) ne sera pas permutable à Ax, et lesy^xyi^ seront tous distincts et hors de Ax.
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I, A|, -V_., ..., V„ ;= G étant une série sjîéciale tlu <;y,"î G et A/|Ai_i ajant le Ivpe («/,/>/, ...) (llo), je dirai que le symbole {(t^, by. ... ) («2, 6-, ...).. . (rt„, b„, . . .) est la Jigi.ire de G.
\%\. Si un g^"' non ahélieu G a un <;//" ' al)élien -i., -Xa contient A) , sans quoi G := t,l)A, serait abélien. De même "Ao|A, contient A^l A,. Donc cl) contient A^ et de même A;,, ..., A„_,.
13i. Si le Commutant cC un g p^ G est d ordre p^^ la spécialité s (le G est ^ [i -h I . Cela est clair si a ^ i . Supposons-le vrai (juand a a une \aleur moindre que celle considérée. Soient A le central de G, s! la spécialité de G|A, />?' Tordre de son commutant et s' '^^' -\- \ . Comme 5 = 6^'-l-i, il suffît de montrer que |îi est !> ^'- Or à tout commutateur Aj^'j^^' .rj^ de G|A répond un commutateur X 'j^ ' ./jK *'<' ^J- Donc |3est^|i'. Conime d'ailleurs le second central de (i a un commutant >i et t: A, on a
ri>.â'(').
13o. .S"/ a >>:^j3( ^3 -t- i), ///i gp'^ G a toujours un diviseur d'ordre f{^^j)=^ a — t. [i(,3 — i) dont le central contient un g p^ (-). Cela est évident si |j = o. Supposons-le vrai pour |â = o, ...,/< — i , et soit A un ^pf'"-'^ de G dont le central contienne un ^p"-' B. Si Bx est un e^ normal de AjB, x aura au plus/>"~' conjugués dans A et sera normal dans un groupe d'ordre />/'"^'~"+' =/y/'"^ qui contient le gp» ', B, x ; dans son central.
Si f[n — I ) 1= /?, donc y.= !jn(n — i ) H- i , A|B sera cyclique et A abélien (97); si d'ailleurs y.^^fi(n — i), G contient toujours un diviseur d'ordre />i"f"~'^+'. Donc, n étant le plus grand nombre tel que \n{n — i) •< a, G contient un gp» abélien. Mais il ne contient pas toujours un gyo''+' abélien. Ainsi un gy,. contient toujours un gy,3 abélien sans être nécessairement abélien, et l'on verra (lo7j qu'un g^^ peut ne pas contenir de g^^ abélien. En particulier, si a est de la forme ^m( m — i), G ne contient pas toujours un gy,™ abélien, sans quoi un g^a serait toujours abélien,
(') Fixe, Trans. of ttie Ain. Math. Soc, t. 111, 1902, p. 35o. (-) Cf. MiLLEK, M. M., 1^97.
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ce qui n'est pas (154). Mais, pour |)icn(lie un cxcmplf moins sim|)k', considérons !e ^p>- (/>^'2)G (\t- lii;iii-e (i)(i i) ( i i i) défini par les é(pialions
a/' = bi' = ci> — di' — ei' =fi' = i .
b-^ ah = c-^ ar =^ (/-' ad = e ' ae =./ ' ci/ == «,
c-^bc = b. d^bd = b, e^be = ba. f-^bf=b, d^cd^ca,
g-i ce = c, /-' cf — c, e~' de = da, /-' df= db, /"-' f/= ec
(on vérifie dirrcleiuent qvie f"e' c/yr' ù'a'^ ne peiil ètie normal (pie si «=:;; = ')' = j:- =^ / = o, et l'on voit que G\]a[ a la figure (i i) (I I i)). Si A est un diviseur aljélien d'ordre maximum de G, A contient «, et A|;«; divise l'unique ( lo6) ^p- abélien jr/, b, c, d, e[\]a\ de Gl'.a;. Donc A divise ; <-/, b, c, ^, e[ de figure (i) (i I I i) qui ne contient pas de g,,, abélien (14-3).
Si y.^ T,(n — i) (/i H- 3 ), an g po. inétabélien G a toujours un g p" abélien. En effet, soit D d'ordre yo^ le central, C d'ordre />T le commutant. Un élément ^ de G hors de JJ, avant au plus ypY conjugués (ils sont tous de la forme ex, c étant un commutateur (oO)) sera normal dans un groupe G, d'ordre ^/?°'"", dont le central D,^;D,x! sera d'ordre ^//^+'. Un élément de Gi hors de D, sera normal dans un groupe (i^ d'ordre ^p'^'z" (le commutant de G, est ^C) qui aura un central d'ordre ^/>°+- ; etc., .... En continuant on arrive à un groupe G«_,s , d'ordre >y^2'-r(«-ô-«;^ dont le central D„_s_, est d'ordre =/>""', et qui contient, c désignant un de ses éléments, le groupe abélien )D„_8_,, z\ d'ordre ^/?, pourvuque a — y (/« — o — i) soit ^n. Comme yest^ô <; w, cette condition sera i-emplie si a est >■ // — i -h o (/? — o — i), c'est-à-dire si
ou
donc, a fortiori, si a > {(/i — i)(/i -h 3) (' ). Nous obtiendrons un résultat plus précis dans le cas où le commutant du groupe métabélien G est cyclique (143).
(') FiTE, Trans. of the Am. Math. Soc, t. III, 1902, p. 336.
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130. S i /es ^s,> f,<^ ' A,, ..., A,^ <'/';/// i,'p''(j sont premiers entre eux, G est abélien principal. En effet, coinine (1 = A/Ayi, A,-, \h oui pour |). ^. ('. (I. un ^p'^--- \ih- En supposant le théorème vrai poui- les !^p\'- où u. << a, on peut admettre que A/ est abélien principal, puisque les A/a de A, et, a fortiori, tous les j^/,» - de A,- sont premiers entre eux (le p. <;. c. d. des A/a de A/dixise \,, ..., A„). Donc G= A, Va est abélien [)rinci[)al. La réciproque est vraie ^ car on peut l'admettre pour \|, et le p. g. c. d. des .V/, divisant les A) A, se réduit l\ i .
Il résulte de là que, si Q\ = S^ est un g pi- quelconque, C son commutant, D lep. g.c. d. de ses g po.-^ A,, A2, ..., etP=: jS^/'j, o« rt D = CF. Car P divise évidemment tous les g>«-', et de même C, puisque (i| V/ est abélien. Donc CP divise D. D'ailleurs, G|CP étant évidemment j)rinci|)al, on a D|CP ^ • (')•
137. Un gp". G == Sa? ayant un seul g p> F est cyclique, sauf si Von a à la fois /> = 2, 5 = 1 , a ^ 3, auquel cas G est cyclique ou ■dicyclique (i20). Tout d'abord F est cyclique; car, pour tout e^^ a de G hors de F, on doit avoir a- >> ,ç (sans quoi a serait dans un gy^^F), d'où F=;«/''^~';. Le théorème a déjà été établi pour a= 2 et le sera pouryo =: 2, a = 3 au n" 1?)2. Supposons-le vrai, •en omettant le cas d'exception, quand on remplace a par un nombre plus petit, et soit a^ 3 si /> ^ 2, a^ 4 si /> = 2- Les §>«-• A,, . . ., A« de G seront donc cycliques, et G est défini par r//'"^' = i , ^/' = «'",
i>-'rt/> = rt^ [ii = £ H- A7>a-:i, z—x siyD> 2, £ = ±I si/> = 2(132)
la condition de permutabilité (19) donnant [îir^/* mod p^~^ . Tout revient à montrer que /• est premier à/?, car alors G = J 6 j. Or si r^pr mod /?-, la condition de permutabilité montre que pour /'^oinod/j, £=1, et il résulte alors de la relation (è^'a')" = ^"^a?^" P' que ba''' est d'ordre ^ /»*"-, bien que hors du p. g. c. d. D des A,. Mais D contenant tous les xP est d'ordre ^/?°'~- et tout g/j*-^ où ijL^ 2 divise un A/, donc D.
Il reste à établir qu'«/i ^^a (a ^4) "o/i cyclique G ^wi contient un seul g.2 est dicyclique, en admettant le théorème pour les valeurs de a inférieures à la valeur considérée. Si tous les g^»-' de G
C) Cf. tUGXERA, /?. A. L. n., 1.S9.S; A. D. AL, Ser. fil. t. II, 1899, p. 264.
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claienl rjcliques. leur p. g. c. d. serait un f^^.a-; unique <i;nis (î, et G serait cyeli(|ue. I.'un deux sera donc dicjclique, et (î sera défini par rt-"^'=i, h- ^= (f-'^~\ b~* ab ^ a~\ c'-=bPay, c~^ac=^a^^ c~^ bc^ ba^^ l'unique ea étant «-"^ La condition d'automorphisme (19) exige seulement que x ^ i nioda. La condition de fermeture donne |j ^ o mod 2, et ay ^ (ji.(x 4- 1 ) mod 2°'"-. La condition de permutabilité donne y(x — 1)^0 mod 2°'"-. j3 étant pair, c- est dans ', a \ et l'on peut faire |b = o, d'où x- = 1 . Comme (c«5)- i=«T+--'''% {cba^y- = a^-"^--^-"-''. il faut, pour (|ue a^^""' soit le seul e2, que y soit impair (donc x=i) et que ul ^ y mod 3°'""-. Alors on a c-"~' = i , b- ^ c-'^~\ b~^ cb ^=c~^ ^ et G est dicjclique (' ).
138. Un g-y n'aycint, quel que soit nt^ jamais plus de m e^„i^ est cyclique. H suffit (78 ) de le prouver pour N ^Z*". Or si un gy,a, qui a toujours des e^^j, en a exactement/^*', il ne peut avoir qu'un {^p'{i <^5<;a) et est par suite cyclique (p()ur/y = 4 on le vérifie directement).
iiiO. Soient G=:Sa7 un gpc non abélien dont tous les diviseurs soient abéliens ( - j, G son commutant, Ai, . . ., A,j ses g/;"-», P = ^xi'. n sera > i, sans (|uui G serait abclien (137). Donc chaque élément dû p. g. c. d. GP des A, ( 136) est normal dans Ai A2 = G. D'ailleurs chaque A, contient le central A (133). Donc A = CP et G est métabélien. De plus, si a, b sont deux éléments non permutables de G, on a évidemment G^ ) a, 6 |, et tout élément est de la forme a^bya^'by .... Si donc b—^ab = «c, c étant normal et d'ordre p {cip est normal), tout commutateur est une puissance de c et G = I c J est d'ordre p. Donc tout élément de G est de la forme a^byc^, et A ^ CP = | a/', bi', c [ est de rang ^ 3. D'ailleurs, G étant métabélien, a el b sont permutables mod A, et G | A est un g,;.: principal. Les conditions obtenues sont suffisantes, tout gMt--i étant évidemment abélien.
II. — Quelques types de g
14(1. Les g'p'n non abéliens contenant un g ,,m-^ abélien du type (m — j»,, I) (•*). Un tel groupe G est défini par des équations île la forme
C) C/. BuRNSiDE, Theory, p. 73.
(') Cf. BuHNsiDE, Theory, p. 89.
(') Cf. Mii.LKR, Transacl. of Llie Am. Matti. Soc 1901.
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Je poserai ; <7i, «2 J = A, /?'"-■*= ^7, p'"-'*^ r. Devant étudier séparément les gyji je supposerai /?i ^ 6 (plus précisément m -^ 5 si /? > 2 ou ^ijj'o^ o mocl/>, /?i^6 si /? = 2 avec Zxy-i = i mod/)). G devant être un g//»-, la condition d'automorpliisme exige (19) que ri, -1 et z-i soient ^ o mod/? (je sous-entendrai désormais le module />). La condition de permutabilité donne
^i(jKi — i)-<- 7^i.r., =E o moAp'"^^, ^\y%-^ ^-li^i — \)^s o,
et la condilinn de fermeture, en observant les relations
^{u)= ^'{ .r'r ' -? "', cp' ( u j = Sg ( / — '2 ) .r^-2 ;;'/-', qui sobtien lient par récurrence,
jK'i'-t- <?^i.7'2¥' (/*)= I mod/>"'-2, qzx'f{p)^ o mod/j'"-^,
On peut donc faire x;2 = i. ^i = 1 , 9( u )ss a, cp'( «) ^ '- «( « — 1), et les conditions pour que G soit un '^i,m deviennent
(i) { \ ji=±i-t-/?^ (/?=ooui) si ^ijK2 = o ^ a7i(jKi — i j-r-^-;iX2 = o moda'«-2,
si Z\y>^i \ xiy-i^ o 5,^1.
( ji=±i-f-0/- (6^± I) En partant de
on obtient par récurrence
d'où, en observant que S'/=j"l',v i/ = o ou [ .
et que, pour p =: 2,
(3) { î = osi/)>2;î'=osi/>^3; î=;isi/j=:'2;
f î' = 1 si /> — 3 ; T| =/> si/> > 2 ; t] = i H- >" si p = 2.
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Oïl l'criiiiiiiiKM'a i|ir// y a dea C//"-' toujours et seulement si j'i ^ o l'I qu'alors, en prenant a\'a!,' pour <■/!, a!,'''' pour r/.. (si .31^=0 le groupi^ est abélien ), on peut faire .r, = 1 , t., = 0. j, = i , done, d'après ( i ), jki = ' t ^2=0. On a ainsi l'unique type h/'z=a^, 6^' aj /> = ^i, h ^ d .^ h z^ a'[ a -^ (j'omettrai toujours les équations de A) ou, en posani a-i,^ a^',
/)('""' — aP= i, a iùa^ h^^/>"'~- ( p ^'i, m - '> ) (c/. 141).
Supposons désormais .Vi ;= o. Cherchons dans G tous lt>s diviseurs ^ A. Si ^1 ^ — I niod /•, donc p = i el a7i^omod/', il n'y a pas d'e,,"^-^ hors de A, el A, p. p. c. m. des e/,»'-^, est unique dans G. Soit yi = i -\- / r. Kn prenant au besoin ba{ pour b, X étant convenablement choisi, on peut toujours faire que .r, = o. On voit alors qu'un e/,m-2 sera de la forme a\ = b"^a^a[^ (a premier à />), et un &,, de la forme a', = b"^'afa\ , a' s= o modq, u'x-i^o. Pour que a'.^ soit hors de \ a\ \. c'est-à-dire ne soit pas une puissance de a'(i, il faut que l'on n'ait pas à la fois «'ï=o, ji'ss o. iinfin la condition a\ a'., = a'.^ a\ donne
(4) p' qziU^oi.{l u' r-hjqziy-iu' ( u' — \)) -\-'pq z^ u' modp'"-'^, u'Vi^^o.
Soit Zx^o. Si a'ïso, donc p'^o, on peut supposer ?/'= o, il faudra u == o et I a,, a2 1 ^ A ; si m' ^ o, / ^ o, (4 ) est impossible et A est encore unique dans G. Si m'^o (donca^j^o), l = hp, (4) donne (ah -+- pzi)u's= ^'uzi, y.2^0, et 5a7"'^2'^' P^'' exemple est ^A. Pmir Zy^^o, (4) donne lu' ^ o modp'^, donc w'^ o ( sans quoi G serait abélien ). et cela suffit. Ainsi A est unique dans G sauf si z^^s. o avec y^ =^ i -\- / r, ou si Zi^ o avec y\=^\ -^ hq, x^^y^iEs o. On voit d'après ( 3 ) que, pour r'i =J -H 1 1\ ^i = o, il y a des e,, hors de A toujours et seulement si x-i^ o et que, par suite, G a plus d'e„ si x-i ^ o.
Four que e = b"^a^a\, soit normal, c'est-à-dire permutable à b, «1, «2, il faut et suffit que y'^-i-jqziy^uiu — 1)^1 mod/>"' -, oi(yi — i)-i- fi^-Sj ^o rnodp'"-'^, uy-i^^ uZi^s oLy^^^^ o. Si e est d'ordre />'"-"-, donc a ^ o, ces conditions équivalent àyi=^i-^hq, u ;^ oih-^ ^Zi^y-y^ o (G n'étant pas abélien, on ne peut avoir /? es ^, :ïs o ).
Le chanj^ement de générateurs le plus général conservant A (si A est unique, les types que ce changement ne peut faire coïncider seront donc distincts) et la forme des équations de G consiste à remplacer ai, a-i, b respectivement par a\ = a'^a^, a'^ = a'f* a% , 6'= b"afa'i . avec les conditions a P' u ^ o (si [i's= o, a'^ est dans ) a\ \ ),
et celles déduites de (1) en accentuant les x, y, z. De là
(5) uxi -t- a"y^ -^ ^(/ fi'-i II ■+- ^ q'^' ^\y-iU- =^ a^'i -t- ^a'.r'2 mod p'"-'^ , ( 6 ) u x-2 -+- z a" uy2 ^ ^' cr'., ,
(7) a[j"-<-|y-5i72"( " — i)]-l- Pç^i " = ^^1 -I- q^'y> mod/>"'-^ ( 8 ) a «72 = P'j'2 ,
(9) b' ZiU = OLz'..
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(7), (y), (y) luoiilreiil (iiu; j/j r^_7, mo<L/ cL «'i,.!'^ s'aniiuleiil lotijours et seulemenl avec Z],y-i respeclivciiient.
Soit py- ■>.; yi=^ i -i- hq^ y\ = i -^- h' <j. L'élimination de ^' entre (8) et
(9) donne u-Ziy^^s z\j'.,. Si Ziy-2^ o, on pourra faire J'o = 1 «'t z\ = 1 ou N (non reste arbitraire) selon que Ziy.> est carré ou non, A'=o, aî'j = o. d'où les deux types distincts (A est ici unique)
(10) hi'—\^ h ^(tih = a^a-i^ h ^ a-,!) = cr(l an, ^ — ^ ou M.
Si -I ^ o, ^^2 ^^ •>? '"1 p<"iit lairc ^'j =: 1 , donc x'.^ = o, y'.^ = o, d'où le l,\ pe (m) hi'^i, fj-^aih=a-,, h~^ Uib =^ a{ai.
Si 5i s= o, j'j^ O) '^*" l><2iil faire j^!, = i, x'.y = o ou 1 selon que t-i^:^ o ou ^ o. d'où les deux types dislincls entre eux ((i a plus d'e^, si ./-osso).
(12) hi'=a\, 6 'rt|6 = «i«2, /> i a-ib = cii, Ç = o, 1.
Si Sjïisj^o'^ <^ "'" peut faire z\ = j'o = o, x'.^ = o ou 1 selon que x^^^ o ou ^ o, A = I (sans quoi G serait abélien). d'où les deux types dislincls entre eux pour la même raison
(i3) 6/-'= «5, /) '«,/> = rt{+'/, h^^ aob = a,, !^ = <>, '•
Dans les types ( 11), (ii), ( 1 î ), A n'est pas unique; ils sont donc distincts de (10). De plus (ri) est le seul à avoir un e/,'"-2 normal. Pour distinguer (12) de (i3) on observera que, dans (i3), ; «i ; est normal sans que ai le soit, tandis que dans (1-2) tout gn'"-» normal divise le central, car un ef,'n-2 b" a'^ a^ =: e (a ^ o), y étant toujours normal mod ) «20 '^^ peut être transformé en Css 6'"'a*"mod [ a-, [ que si ^' = 1 .
Soit p ^1 et d'abord y y^^± 1 -hq, donc z^y-i^o. Si Vi = 1 -i- hq, on a de même les types ( r i ),( 1 •>.),( t3 ). Dans tous les types que l'on va trouver A est unique: ils sont donc distincts de (11), (12), (i3), et aussi entre eux par le fait même que la transformation employée ne peut les ramener l'un à l'autre.
Soit y\=^ — \-\- liq , y\ = — \ -h h'q. On aura, d'après ( i), ^'1== r ZiX-2-\- çq, x\ = rz\ x'., -f- ^'^, ou d'après (9 ), (6), ( i ), x\ = rziX.2-\- ^' q.
Si Zi=s i. y^^ o, on peut faire /(' = o, ^' ^ o et l'on a les deux types
(i4) b'^=^a\^a\, b~^aib = al^, b-^ a^b =^ a'( a-y, ÎT = o. i.
Si ^, ^ o, ^^2^^ ', '^" peut faire /«'^ o, x'o = i, -^'i = o, d'où le type (i;")) b-==a.i, b^^ cijb ^ a^' cii, b ^a-yb^a^.
Si Zi^^ y2^ o. on a h's=h, x'^^Xo, et, sauf si h ^ x^^ o, on peut
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prendre ^' = o. l'oiii- h ^ Ti= o, on a ^'= ç. De là les types
(i6) ù-^=al, A-'«,/> = a7 •+'"/, lr^aib=.a. {!;,/< = o. i),
(17) f>-=ci'i, h-'^ttib =a\K h^a-ib = a..
Soit jKr=± I H-0/-, clone :;iJ'-2= '-Si jKi = 1 M- 0 /•,_}-'] = i -i- ^'/- (0' = ± i), (lone Xx — ^2= o, on |)onna faire x\ = .r' =0, 6' = 1 . d'où le tvpe
(18) b^-=\, b-^aj? ^a\+'a.,, b-^ a.b ^ a'(a,.
Si jKi = — ' + ft'', ,1''i= — i + G'/-, on auia, d'après (1), Ti—r.r2-\-^g, t\ = /-.r'., + ^'«jr, et l'on |)onrra faire G' = i , .r'j = o, i' = o, d'où le type
lil. Le^ 5'/,". ( /« ^ 4 si /> = 9.) «o/i ab^liens contenant un e,,"— 1. Un tel grou|)e G est défini [lar «/'"'"' =1, bi' = a*, b~^ ab = aP, [3 = £ + /*/>'"— 2, £ — 1 si/j>2;£=±i si/»=:2 (132) : // ^ o mod /> si £ = 1 . La condition de permutabilité est a(^ — 1) = o mod /)'«-' (d'où a = o mod p). On trouve par récurrence (/;rrt')« = />".> «■< (p "^'^.> -+-p("-".>H i-[i>-*-i)^ fPoù
(bya-^)i' = «2<.r+/'.'- si/; > 'i ; (6.va-')2= ^/a v + .r(fi.v+ 1' ^j p = -j,.
Si £ = 1. on peut, en prenant bï a-^' pour A, ramener a à o. Ii à 1, d'où le seul type
(i) a/''"~' = bi> = 1 , /j-î «A = (7i+/''"~\ /j I -i, w ^ 4,
de figure (m — 2) (11) ( C/. 146) (' ).
Soit donc £ = — 1. D'après la condition de perinulabilité on a a =: o ou -î"^--. ba'- étant ici d'ordre 2 ou 4, on voit, en snp|)Osant /» = 4? fj^e \a\ est unique dans G, ce qui n'avait pas lieu pour £ = i ; les types où £= — 1 sont donc distincts pour mî=4- I-'C chans;ement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G consiste à remplacer a par a'^a?, b par b' ^ ha^ avec les conditions ^ ^ o mod 2, h'-=za''^., ô'-i a' b' = a'P', [j' =: — 1 -H h' o.'n--^, a'^s o mod •x'"---, d'où
a-l- //'a-2"'-2= ïa' mod 2"'-i, [iJ; = ^'^ mod 2'"-',
(') Ifo'a^J contenant toujours un et un seul e m-i de la forme ^J'a, G conlieut les/j-Hi g '"-1 ! fo'Vr ; (y = o, . ..,/> — i), { af, 6 !• Tout diviseur A de G divise un de ces g /«-i ; car soit b^'a'-v^ ( ? pi-emier k p) un élément de A où 0 soil minimum ; si p = o, A est 1 I 6.''a j ; si p 7^ o, A est ^ j aP. b \. Un diviseur de j 6ro | y étant unique de son ordre, donc normal, dans G et \ay^b\ étant abclien, on voit que les diviseurs de G sont tous permutables.
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Si /i = o on a a' = a ; si /< = i on |ieiit faire a'=(). De là les trois types (lislincls
lr^= a^-"-
h-Uth =. a-'
l^e central élanl ; rt-"'~' ; = A dans les trois Ivpes cl GlA clant du type (jj où /t = o, G a la fiiiure ( i ) (i) . . . ( i) (i i) ; il admet une série de composition formée de groupes caractéristiques (117). Inversement un g.i\^ G de figure (i) (i) ... (i) (w) a un e-2\>--^. On le verra (1.j3) pour ;/. = 4- Supposons-le vrai pour [J. - m . Pour [x = m -\- \ . G sera défini par les équations f)- = i , «-' 0 « — /y- ' 0/> = f) jointes aux équations (2) ou (3) dont on multiplie les seconds membres par les puissances de H. Or, si a-'"~' = f)p, le cenlial de G est ]a-"'~', H[ contrairement à la fijiure.
On verra ( KiO, l.")9 ; que. pour />> •>., un g/;!^ G de figure ( 1 ) ( 1 ) . .. ( u { 1 1) ne contient pas nécessairement un e^^-i. Mais il peut du moins être engendré par deux générateurs (' ). Car si l'on suppose la proposition vraie pour 'ji, 1 //?, on aura, pour [jl = /n -h i , A étant le central de G, G = A 1 h,c ] : or, si ;6, cj était < G, G serait le produit direct de ]b, c\ par A, et son central serait d'ordre >/>.
On a vu (140) que, pour m _: 5, ( 1) est le seul type conlenaul un g^m-iabélien de type ( m — 2, i). Si /n = 4i ( ' ' contient toujours ) b, ai' \ ; aucun des autres groupes ne contient de g» abélien de type (2, 1). Si ni = 3, (3) pour/; = o coïncide avec (1). Les g-2"'-> <le G, dans les deux cas (2) et (3), sont \a[, \ a"2, 6 ;, ! a-^ ba \.
14^. Les g i,m non abcliens contenant un g f,"'-^- cyclique A =: ) a | (/?ii;5 si yj >• 2 ; m^ 6 si /> = a). On connaît tous ceux où A divise un g/y"-i abélien. Il reste à chercher ceux G oîi aucun élément n'est permutable à a.
Soit d'abord A normal. G | A sera cyclique ou non. Si G | A n'est pas cyclique, G est défini (je poserai p"'-3=q, p>>i-'*z=:r) par a'''"~' = i, bP — ai^. cP=a'ï, b-^ab — a'^'"/, c"^ ac = an+i^i (£ = rj = i si/>>2; £, r^ = ± 1 si /? = ■;•.). Soit lik ^ o mod p. S\ p ^= 1, on peut évidemment supposer /? = A = [, et de même encore si /9 > 2, en prenant au besoin b^', cX pour b, c respectivement. Alors si r^ = s, bc-^ est permutable à a, et le cas a été traité. Si rj = — s, (6c )-• aôc = a^i, et l'on |)eul supposer que A, par exemple, ==0 (donc s^ — i) avec A=^i (si /; ^ A= o, £ = r, = — r).
Soit p >. 2. On peut supposer G | A cyclique. G sera défini par
( ' ) BuiiNSiDE, Tlieory, p. 89.
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ai'"'~' = I , bi'° = rti^, h ' ah = «■+'' ( i;{:2) avec ^ ;= o inotl/»- et ne contiendra pas d'c/v"-'- Gomme {ba-^)~ = 6=«'=p(~', en posant tp(5) = S5~'([ + /•)', et que v^i p'-) ^ o mod y»'', on peut, en prenant au besoin ba-^ pour 6, supposer p ^ o, d'où le type
Soit p = ■i. Si G I A est cyclique, on ne peut avoir bWib = a-', car 6^ serait pernnitahle à a. On obtient, comme pour /> > a, ( cp(4 j ^ o mod (S si m ^ 6)
^2'"-- = ^2- — , ^ ^ I ^^ _ <aj£+2"'-'^ î = ± I, m ^ 6.
Ces (b'ux types sont distincts: car, si e^i. (î a le commutateur «'' et G| \a''\ esl ab('lien, en sorte que le commutant G est \a''\\ si t =■ — i, G a le commutant a'-^ et G | \a''-'^\ est abélien, en sorte que G = 1 «'-',. On remarquera que, si e = — i, G I G est du type (2, 1 ).
Si G|A n'est pas cyclique, G a des équations de la foiine a-"' '^i, h- = af^, c- = aï, 6 ' ab =^ «~', c ' ac = a'"*"'/, f^' 6c = ba^ . La formation <le \a,b\ impose la condition de permutabilité S^somod^. L'adjonction de c donne, parmi les conditions de fermeture, y s=; o( 1 -1- /•) mod ?/ et, parmi celles de permutabilité, y ss o mod i. Les autres conditions du n" 19 sont vérifiées d'elles-mêmes. Gomme ( ca^)2 = aT+-^(7+-', on peut, en prenant ca^' pour c et en choisissant convenablement t, faire y = o; donc OE^omody. Gomme c-' 6a-^c = èaS+j(i+'/)^ on peut, ^n prenant ba-^ pour b et en choisissant convenablement x, faire 0 = o. On a ainsi les deux types
«2'"" ' = I , b-= a'^"'~'^, c- :^ I , b-^ ab = cï-',
C-' ac = rt' +-'/, c-'bc=^b
//a- At</t< distincts, car les relations (ba-^)- ^^ a'J^, (c6a-^')2 = «'/^^ -■' ' montrent qu'il y a plus d'ci pour ^ = 1 que pour Ç = o. On voit, comme précédemment, que le commutant G c-t ) a^ [. Mais ici G | G est principal ; le type est donc nouveau.
Soit maintenant A non normal, G ne contenant aucun g i,<n-i cyclique normal. Soit II > A un g/,"-' de G, A ne pouvant ici être caractéristique dans H, H a pour équations ( 141 ) ai'"'~- = bi' — \, b-^ ab= a^-^'t ip^-i). Les équations de G s'obtiennent en adjoignant à celles de H ci' =6* a''', c-^ac— 6?aP', c ' bc= /j'y aY' , ^ étant ^ o (je sous-en tendrai le module/»). Les conditions d'automorphismc sont ^' ^ o, y'^ o niod^r, y = i. En prenant ca'' pour c, on peut faire y'= o. [b^a^')'' doit alors se réduire à 1, sans quoi ] b, c \ serait abélien de type ( m —2, 1), ou bien c serait d'ordre /?'"': cela exige que a! soit de la forme Ip^ = kp9(k ^ o). La relation c-'^ac'^=z èPUaf*'" + .j'/i^?"''i'-"i ( U = :î:;f ' J3'') qui s'obtient par rt'currence
(jitoi l'KS d'okdkk p'". ''^3
donne alors pour unique coiidilion <le rennetnic
P'/W H_;^y pZ-^^ j = I -i-^a muàpq (e = o si /> > 2, £ = i si /> = 2).
Les conditions de |)erriiut.al)ilit<'' se rc-iliiisiinl à
P'= i -4- /i'/^'^ (7^m— i — p, li'^o),
p' aura la forme 1 -(-/(/• avec h^^a..
Si h^=o, on peut, en prenant au besoin rhy pour r, faire p' = 1 , a = o. On peut alors, en prenant c- \)nuy z, faire P = i, puis, en |>renant encore pour c, ca->>/' si p > 9,, crt-*) avec / - — i j 6 = X niod /• si p = •>., faire X — o. D'où le type c/^ = i, c ^ ac = ha, c-^bc = h (on verra tout à l'heure qu'il n'a pas de g/,"'-= cyclique normal).
Si h ^ o, on peut encore, en prenant cby pour c, faire h = % <^p, puis, par les mêmes changements que tout à l'heure (sauf que le cas p—% ne fait plus exception), faire ]3 = i, X = o. lîn observant que
c =rt'C= = b-'~ a-^^l'rXXZ^XqZXKx-X)^
on oi)tient par récurr<'nee
Il est dès iurs facile de voir que le chanj^ement de généi'ateurs le plus g(Miéral conservant la forme tles équations de G, a étant changé en ai, consiste à remplacer «, 6, c res|)ectivement par à = c^b'''ia^, 6'= c^bfa-^', c' = C" hx a"' avec les conditions
^ ^ o, z = o, x—ixcj, x'—ix'/)'-, a:;'^^a,r,
ix' p^ ^ <? [Jt^i mo(l/>^, y = I,
z' = i, o(.i= ocz' -h ix"p, ?7'"^~2-';(' — 0= 1-t -t- ^i;!-^ H- î^i — '
[jL, jji', ix" étant des entiers. On voit qu'on ne peut annuler ocj, mais qu'on peut faire ai == 1 en prenant ^' = a ', ^ = a. D'où le seul type ci'=b, C' i ac ^^ ba^-^'', c~^ bc ^= b.
Il reste à examiner si les deux types obtenus ne contiennent pas de gp"'-^ cyclique normal. Les expressions trouvées pour c-^a-^'c-, {c^bya-^}"' où l'on fait a = o,i montrent que \c~bya-''] n'est d'ordre />'" - que si a?^o, et n'est permutable à c (jue pour ot. — \ el p =^ r donc m = 5 ( alors p est > 2 d'après nos hypothèses): on vérifie aisément que ces conditions suffisent pour l'existence d'un g/j'»-- cyclique normal. Il n'y a donc, pour ni = 5 et /? > -2, que le premier type ( ' ).
(') Comparer Mili.eh, Transnct. of tlie Am. Math. Soc. t. III, 1902, p. 38;î.
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14H ('). Soil A d'ordre />^ ip premier) le central d'un lipa+'n inétabélien (j = )A, 0,^ ..., b^[ ayant un cominulant cyclique )c\
d'ordre /;ï. Soient ^.hf■= A{i= i v ; v > i (97)), A 6^' bib^ = A/>,
les équations de G| A, en sorte ([ue les A 6, lonnent une hase de G|A ( lo) et que 2^/ = m. Soit enfin b'^' bibk= bicyi''(yi/t^= — Ya/)- L'ordre d'un élément quelconque Ae deG|A est =/?'!', car, c étant d'ordre /j>T, e^" est normal. Donc ^/^". En adjoignant à A successi\enient6|, ..., b.,, les conditions d'automorpliisme sonl/>^!v,y;.^o niod/>ï. C( étant quelconque dans G hors de A, on pourra toujours trouver un élément d non permutahie à C| ; prenons d tel que d~^ C\d ^^ c^dP"'^^\ [i'i étant niaximuiu (> o) et t premier à />, puis une puissance r/, de d telle que d~^c^d\ z=CiCP^~^'. Comme c^l ' et (l'I sont dans A, un élément quelconque a de G donnera //"' c, a = c, c'"/'"^ ■°', /<" ' c/, // = di c^P''~^' et, c, r/"'"// ^ (^ élan! permutable à r,, '/,, on voit que tout élément de G est de la forme c\''/\H'.2, V.2 étant permutable à Ci, /Y,. Si G > * A, C) , /t^i !, soit r.j une détermination arbitraire de v-2 hors de A; prenons (/ tel que o^~' Co d ^ c.2cJP''~^-^ jj., étant maximum O o) et / premier à /?, puis une puissance d-, de of telle que d',^ c^d.,^^ c-^cP'^^^-- On \erra comme tout à l'heure que tout élément de G est de la forme c|'i'/','C2-c?o^C3, V;^ étant permutable à c,, âf, , Co, g?2 et, si G est >> i A,c,, r/,, Cj, r/o !, on trouvera deux déterminations C3, d^ de (^3 telles que d~^ c^d^ = c-iCP'^~^'^ (j3!, étant maximum >» o). Etc. A a et Adi sont évidemment d'ordre /jPï dans G| A (comme aussi cj' ^7' ^''^' dans G; // Jaul donc qu'un an moins des Aa soit d'ordre p'i^ et les Ac, Aa? forment une base de G| A ; car de AWc^-'dY^= Aile,'' d^^ on déduit que nc,''~''v/j^'~*'' est dans A et que, par suite, si yi^y'^ mod/^f*', c^~^' est permutable à c/,-; or c^'~''' n'est permutable à di que si Xi — jr^^ ^ o mod/jP . Uonc les [ii| reproduisent les p/ à l'ordre près (llo). Ainsi le nombre des Abi de même ordre est pair (a fortiori v == 2v') et un au moins des j3, a la valeur maximum y.
Soit A-, un groupe abélien maximum de G, donc > A. On pourra prendre c, dans -l , donc d\ hors de d,, puis Co dans ^l, hors de
(') Cf., pour les n<» l'iS-l i7, I'^ith. Transacl. of the Am. Math. Soc, l. III, 1902, |). 341 , 335.
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j A, f , ; et (I., hors (le -l , puis c-^ dans ^l. hors de 1 A, c,, CoJ, etc. On a lira -.1, =: J A, C| , ..., Cv' !, car un ('h'-nient aWcl'd-'-' {ci dans A) de G
oc -f- —
ne peut être peruiutahU' à r, (|ue si jk< =^ o. Donc ; Jo, 1 1 = /> - .
114, Supposons maintenant (|ue A == | « ■ soit cyclique, que c = «'//'^ (d'où p + Y = a ) et soit />o/_, := c/, b^i^^ di. G sera défini par «/'"■= I, bf = cC(,, b^ ((hj = a, d^' c-di=CiaP"-'^-^', d'-' cudi=Ck {iy^ A"), car, si à a Ton adjoint successivenienl />,, ...^b^ el si l'on pose b~' bib/(= bici^'i' (B//,= — 9/^/), la réalisation des conditions d'autoniorphisme />P'9//f ^ o mod/-"^ entraine celle de toutes les autres. (3n observera pour la suite la loriiiule
(|ui s'obtient par récurrence. Soit j3/S^i/_,_| (|j,^=z:v) et, pour préciser, soient v^f (/.'^ i, ..., s — i) les \aleurs de i |)our lesquelles \^->^j,< p2v,+ ^ Uv^=v). IN. sons ,Sov^+, = oa+, , 7.v,+ i = 3a+). et cherchons à réduire les -'/. Soit "'/= x, />'-'' (x/ nul ou picinier à p' o < a,- < a), Yo,-_, = y'., y,/ = y}, Xo,_, = x-, x,/ == y.], a,/., = a)-, i-xi^ a'/. En prenant au besoin c/rt-*', r//a/ pour c/. ^//, x' et y étant con\enablenient choisis, on peut supposer que x/:^ o ou i.
Soit /SV). Si tous les y^., ^'^ ne sont pas nuls, soit a, le plus ^rand des a,., a'^. Si /• >> i , en prenant au besoin c'^.d\ pour <^/, , et cj^^;'/;- pour dr {c^di et cjV/, sont permutables) et en déterminant x par xy.\p^t -+- x^/_>*r ^ o mod/>'^, on remplace "'^ par o; en prenant ensuite f/^' pour c,- et c^ pour dr et en répétant l'opération précédente, on ramène à o tous les -/., ^']. où a' >> i . Supposons Xo = i . Si yo > 2, en prenant d^^ pour C( et c, c/y^'^'~"- pour <:/,, on ramène yo à o. Si /> = 2 , on a (c , d\i'"-~''--)P^^ = aP"' '•>"' ' +;»«-«.-'}+ 1 1 ^ Si a2< a — i , en faisant r(i +/>"'"'""') ^. — i mod/?^' et en prenant C\ d''^"'"- pour d^ , ^/~' pour C) , on ramène y^ à o. Si a^ = a — \ , comme «i ^ a, <; ^\= y = *5 011 aura [ii, ^ a, a, ^ a^ = a — i . ^/î opérant de même sur chaque série de pi égaux entre eux, on ramènera à o tous les ^^i (]ui ne sont pas des s, sauf si Ton aà la jois p = 2, pf =^ |i^:=a, auquel cas il y a à faire en outre r hypothèse yi = •^'.2:=p'^ * ; mais, dans ce cas exceptionnel, si y^ = o, on a (c,rf|)-"=i, en sorte que le type répondant à y, = 2"~',
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V.. = . . . = v^ 1= o est à omettre connue se i amenai) t à celui où V, = . . . z= ''v ^ o (en prenant r, r/, poui- c, ). et (ju^il reste seulement deux types possibles.
SoiUnainlenant£Ai=/?°'^> £/ = />'^/ (/.<</). \i\\ posant c,^/''*'*^C;^^=«, on a iiP^'- =z ci-'^P"''^ yP''- . Si donc a/=a/i. ou |)eiil trouver x et j' premiers à /> tels que x/>«/ +)/>='/.= //^/. Kn prenant donc au besoin g pour c^^ et une puissance convenable de d./^ pour «^vi-. on aura a/, = a/ et l'on rain«'nera encore îa ;^ o- !^<>it donc a^ << y./. Alors, coujUHî (ci'^c;)^ )/''*'= a*"/'"* ^'*' '*^+.>7'"', on peut, si a/=a/;-|-o/ — Oa, ramener £/ à o y^en faisant x =^ — i, J^ = ' fl en prenant c^^^ c^^ pour c'v,), el, si a/ >> a^ -h 0/ — oa, lrou\er x, y tels que
puis, en prenant c;'|,c^, pour Cv, et une puissance convenable de d,,^ pour <'/vp ramener a/ à a^ H- O/ — Oa, donc encore ti à o. Si donc £a e/ £/ sont ^ o, o// /ve/// supposer a/ •< 7.a H- o/ — oa p/ >> aA.
Les types canoniques obtenus en donnant aux t toutes les valeurs possibles dans les limites trouvées sont distincts. Mn effet, si 5 = I (/» ^ 2), les types répondant aux diverses valeurs de s^ sont évidemment distincts entre eux, puisque l'ordre maximum d'un élément de G est /'P* si £5=0 et/yP<+°'~«< si £^=^/>°'<, Supposons les types obtenus distincts pour les valeurs de s inférieures à celle considérée. Le j^roupe G^ des éléments dont la puissance />^--i est dans A est, en posant p^~^i-i:^~,
; A, c,, c/i, c,, d-i, . . ., cv.j,, afv,_„ c^,__,-M' <^^,^,-i-v • • -i ^^^,1 ''^?. !•
Or on peut ramener G^ à un type canonique où les £ sont au nombre de s — 1 et coïncident, si s^\, avec ceux désignés pour G par £,, . . ., £i_,. Cela est clair si £^^0. Si e^^ o, £?_, = o, il suffît d'échanger les couples Cv, ,^1, <^"_,+i et Cy^ .4.1, d-^ j^^. Si £^£v_,^o, donc ts-\<^^si il suffit de remplacer c,^_^^, par ^'v.-,4-i'^7,I.'/'"'- Or aux G^ distincts répondent évidemment des G distincts. Donc tous les types obtenus pour G sont bien distincts.
145. Le nouibre de ces types est d'ailleurs aisé à calculer. Soit ni\e nomljre des systèmes de valeurs distincts de £), ..., £/. £, a les 0, -\- I valeurs possibles o, /o' (« = o, . . ., o, — i) {p^ 2).
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Su [(posons |>roii\ ('■ (|iic /?/= n'i {Or — o,„, + I ) |)oiir / == I , . . .. /. — i (Oo^o; />^2). Si £/t-i^<J, 'fi it Ifs oa — oa ( \aleiirs possiljles
£A- I />'{i= ' ^A — ^/,- 1 — I ), <l'où ( //A . I — /'A-^2,)(^A — ^A ,) systèmes
poiii' ;, îA- Si £a-i = o, £a-j^ o, £a a l<'s oa — r>h^.. valeurs possibles £a- j/>'(/= I, ..., Oa — Oa.j— l), d'où {jn --i — ni, :i)( Oa — Oa_:.)
systèmes £,, . . ., £a. Si ôa i = ... = £:.= o, £, ^ o, £a a les oa — o, valeurs possibles t.>/)' (i^ i , ..., oa — o., — i ), d'où (n , — •)(^^ — ^0 systèmes £,, ..., £a — Si £a_, =...= £, = o. £a a les Oa + i valeurs possibles o, // (/ = o, ..., 2a — i ), d'où oa -(- i systèmes £,,..., £a- On a, en ajoutant /?a = S'J ' /'/<5^+( — S,)+o,H-i et, |)uis(|ue niioi^t — Oi+i ) =: /?/+, ( «■</.), 0, H- I = /? , ,
«A = /iA-l(^A— W.-l )-H -i^- («/-Hl — /'(•) -i- /M = «/.-l(^A— ^A-I-H U-
Donc n, = Il 'i ( 0/ — 2/_ , + i ) ( o„ = o ; /> ^ a ) .
146. Soil F le central d'un ^p'^--" i p premier) G ayant la série spéciale i , F, A, G, A. étant d'ordre /f^ et G j F ayant un ctjm uni tant cyclique ;Fc; d'ordre/>T. On peut supposer (ii'B) que
G ^ ) A, C], ^/i, . . . , Cv, d,j [,
Ci et (Il étant d'ordre />i^' mod \ (S[ii,= /?/, o ■< [j,l^ [j/4.1 , [i^^y) et véiùfiant mod F les mêmes équations qu'au numénj j)récédent : on aura en particulier c/^ ' Cv f/v = Cv c/", f étant dans F; c/" étant donc un commutateur de G est normal dans A. (94-) et par suite aussi c. Couime SjJj= m et qu'on peut former G en adjoignant à Aies C/, <://dans un ordre quelconque, il faut que | A,c/,<:/,, ca, <^a1 contienne )A,c,, <://! et ; A, c/, r//, ca ! . Or les conditions d'automorphisme appliquées à dj' Cidi^ CicP^~^' fi {/) étant dans F) donnent tV^' oP'^^'d^^^ C/^' cP'^^^'C/i^^= cP'^'. En particulier, cP' ^' est permutable à c/, di pour 1^2. et cP''^' à c,, <i) . Donc cP''~^' qui est une puissance de cP'^^- est permutable à tous les c/, <:// et, comme il est normal dans A, il l'est aussi dans G bien que hors de F, ce (|ui ne se peut. Donc G n'existe que si y ^ i .
147. On en déduit que, dans un groupe G ayant la série spéciale 1, F', A, G et un commutant cyclique C^ ;c;, le commutant FCjF (63) de G|F est << AjF'. sauf peut-être si
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(A, F) ^ 2 ino(l4 [on verra (150) que re\(e[)liou se pioduil réellement ). Il suffit (96) de le uioiilrer pour le cas où (G, i ) = //" eu supposant (A, F) =/>°'^3. c est dans A, puiscpieGl A, estabélieu, et hors de F, sans quoi G|F serait ahélien. Or, si FC = A, A|F est ('v<"lique et G est de la forme \ A, c,, d, S, C|, d, \éri liant des équations de la forme Fd'f''^=V^ cP' =^ f\ d\^ c^d^ ^=- C\Cf^ ^
d ^ ' cdx = c/^, d'où, par récurrence, d ^-^ c, d\ = c, c'/' " et,
pour X ^ p'^ (;> a), /'== I. Mais alors, G étant normal, FG ^ A serait produit direct et ahélien contre l'hjpothèse. En particulier, lin gp'ip'^'^) ne peut avaii-de commutant cyclique d^ordre p- .
Les g/;<+3 Ti de figure (si) (i i). G est défini par
«/'■ — bi' —\, cl' = cfibV-, di' = <fib'', b-^ ah ^= c-^ ac ^= d ^ ad ^ a^ c^ bc =^ d ^ bd ^ b, d^^ cd ^=ca9b'^^
p =s o mot! /)■••"-' ci]) avec l'une des deux eonditions p^o niod/j''', T^o iiiod/i (car la condition pour que dyc-^a^b^ soit normal est py^ p-T modp''. "yy^ T.r. et elle doit n'être vérifiée que pour x^^y^o). On a alors par récurrence
„ // 1/( — Il -/((« — 1 1 •
{drc-^a'-^b?)"- = d"yc'^-^b - a -
(ûf^C-^aOC^p)/- = ^lJ.jr+v>-Hî(T.f.> (^ya■^-e.r-^-£pJ■.y■; s = o, 5i/?>'2; î = I , si ^ =2 ;
( dy c-^' «a b'^' ;-' dy c<: a'^ b'f- dï c^' aJ- b'^' = c/vc-<aO'-+-p (iy-r-^') ô^+'î '-^t'- r-^').
Le changement de générateurs le |)hi-; général qui conserve la forme des équations de G consiste à remplacer a, b, c, d respectivement par a'^bA = a', a< bf\ = b\ dvc^a'^bi^ = c', df c^' a'^' hf^' = d .
Pour que rt', b\ c', t/' engendrent G et satisfassent aux mêmes équations que a, è, c, d où -,', ]^-, o, v, p, a sont remplacés par y', [J- , ^', ^>' - ?', '^' respeclivemenl, il faut et il «ullit qu'on ait (je sous-enlendrai désormais le module/;)
J si*^i, ^ ^ o, ^'5= o m od /;•''"-•, ïi'^o,
f si 5 = 1, ^r/ — T, ^'^o;
(ces premières conditions assurent l'indépendance de a', 6' et celle de c',d' mod ) a', 6' { et permettent d'exprimer a, b. c, d par a', b', c', d', qui
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engendrent par suite G);
p'^omod/P^ ', avec p'^omodp* ou «j'^o;
( '(X -\-oy -^ lip -^ tpxy ^'("ç,-^ \x"!; niod/>-%
\ \Lx' -\-^*y -\- z<yx'y' ^so' -f] -\- 't' ■{]'] j cr( ^y — j'.r' ) = p' r, + cr' r/, / p( j-j^' — j'^-') ss p'^ -t- a'^' modyo'.
5'r>/7 d'abord s i-i. Alors, quel que soit/?, (i) entraine
et détermine h, h' lorsque (4) est vérifiée; (3) montre que a' s'annule moAp toujours et seulement avec a.
Soit (T^o. On pourra faire j' = o, p' = yc>*"-'. Supposons donc o- = a' = o, p = p' := p^~K (•2) et (4) montrent que l'on a y'=s [jl'^ 0';= v'^ o toujours et seulement si y ?s [ji es 0 ^ v ^ o, et que A {xy' — yx' ) ^ A'( ^yj' — /] ^' ) ( A = Yv — ôl^, A' = y' v' — 0' ;j.' ).
Si A ^ o, on peut faire y'='''=o, o'=[i.'=i en prenant ^ = tq' = A, ^' = Y) =0, a; = — 8, j' = Y> .^' =^ V, j'' = — [JL, d'où le type (je sous-enteiidrai les équations communes à tous les types)
cf = b,
dP
d-^cd = caP'^'.
Si A is o sans que y ^ H"- ^ ô ^^ v ^ o, on peut toujours faire y' = I^"-' = o, Ç = Y)' = I , ^' = Y) = o, prendre pour x, y des solutions non toutes deux sh o de ^[X-i-oy^o, pour x', y' des nombres vérifiant xy' — yx'^si, puis 0' = '^x' -^ oy' , v' = [jia:'-i- vjk'. Supposons donc y = M- = o (donc on n'a pas 0= [ji=:o), Y=H^'=o. D'après (4), 0' s'annulera alors mo(l/> toujours et seulement avec 0, et, si 0^0, on peut faire 0' = i en prenant x = o. Si 0 =: 0' =1, on pourra faire v'= o en choisissant bien y), d'où le type
( 6 ) cP = i, dP = a, d^cd = c aP'~' .
Si 0 = 0'= o, donc V ^ o, on pourra faire v'= 1 , d'où le type
(7) c/' = i, dP = b, d-^cd = caP'~\ Si Y ^^ I^^ ^ 2 ^ ■' ^ o, on a le type
(8) c/' =£//' = !, d '^cd= caP"'\
(6) et (8) sont des produits directs de \b\ et de [ a, c, o? |.
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Soit a ^ o. On pourra faire a' = i , p'= o et par suite supposer a = T'= i, p = p'=o.
Sip^2, donc £ = o, on n'a qu'à répéter ce qui précède en mettant seulement h au lieu de «/''"' dans les équations (5), ..., (8). Soient ( 5'j, .... (S') les équations ainsi déduites de (5), . . . , (8) respectivement.
Si p=:i, on voit, en considérant les six déterminations possibles (modp)
de la matrice ) que l'iivpotlièse y^o^o entraîne v'^o'^o.
Si l'on n'a pas y ^ o 5= o, on peut faire y'=: o, 0'= i. En supi)0sanl que Y = 7'= o, 8 = 0'= I, on a [jl ^ [jl' et on peut faire v' = o, d'où les types (5'), (6'). Si Y ^ 8 ^ o, l'hypothèse [jlv ^ [ entraîne [jl'v'^i et, quand fjLv ^ o, on peut faire ;ji' = v' = o, d'où le type
(7") c2=rf2=è. d~^cd=cb
et le type (8'). On voit que, pour p^=:i, (7') coïncide avec (8'), tandis que, pour /j >■ ■?., (7') coïncide avec (7').
Soit maintenant 5 =: 1. On peut alors toujours faire p' = o, 7' = i et Ion a les mêmes types que pour s >> i, j ^ o.
Tous les types obtenus sont distincts, d'après la méthode même qui les a fournis.
1-49. Les gp"+a G de figure (ir ... i)(ii). Soient A le central, Ac?, ke deux générateurs de G | A, P = ]di\ ei'\ le groupe des y?'«™«* puissances des éléments de G. Si e-' de = da, ; a j =: G est commutant. G est le produit direct de G' =: ! PC, d, e\ (de même figure que G avec n = i, 2 ou 3 ) par un groupe abélien principal^ i, et le type de G' dépend de G mais non du choix de n?, e. Il suffit donc de déterminer les groupes G'. C'est ce qui sera fait au paragraphe III.
130. Les ^p^+i G de Jigure (s)(ij(ii). D'après les types connus (143) de figure (1) (i 1), G est défini par
iaP' —i, bi> — aP, ci> — bV-at, di> = b"' a^\ b-^ ab = c"-' ac = rf-' ad = a, C-' bc = ba^, ûf-' bd = ba'^, «?-' cd — cba9,
et l'on peut, en prenant au besoin ba9 pour b, supposer p = o. Pour que G soit d'ordre /J^+3^ j] fa,|t qi suffit (21) qu'on ait
( 2 ) X ^ X ^ o mod />^-' ,
y.p(p — i) o '^pip — i) o ,
y. a = TV = ' ' — Tfx -H 9 = ^C-LC '. _;_ y. v -1- B = o mod p" .
D'après (i), un élément normal est de la forme b-^a'^. Pour qu'il soit
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nécessairement de la forme «'-'•, c'est-à-diro pour que (î ait la figure voulue, il faut encore (|iie v. ou - soit jé. o mod p^ .
On [>oiirra donc toujours, en prenant au besoin cï d poui' d et a-^ pour a, faire ■u^/»''"', puis, en prenant d^c pour c, faire y. = o. // résulte alors de {i) que v = o, [jl = £, ^ = zp^-^ (e = o si p^ -î; s = i si /? = 2), en sorte que les équations de G deviennent
a''" = I , bi' = a^i'''\ cl' = 6' «y, c//' = «S^
e-' ac = f/" ' ad = a
c-^bc = b, d U)d = bal'"", d-^cd ^cb,
et l'on a par récurrence
«(" — Il , ,r :(;-l)-|v"-» ,v"-'"'-l
{d^cyb^)" = d'^~c"yb ^- a y- - J -,
d'où en particulier ( s' == o si /> ^ 3, s' ^ i si /> = 3 )
, , , Yv + 03 + e;)'—'. J--l-.ru-)- +îP J3*
{d-crb->^^)/' = b^'-y+y-'a^- ' L ' 2 J ' ■' ^
puis
( d" c> ■ 6*' j-i d^ cy bx d^' cr' b^'
Pour que a- = a', a^'bn^b', d^ cy b-^' a'^ = c' , d^' cy' b'^ a^' = d' xérideixl les mêmes équations que a, b, c, d respectivement, y, 0 étant remplacés par y', o'. et engendrent G, il faut et suffit que l'on ait (X, X', X" étant entiers)
^ ^ o, n ^ o, zf — jrz' ^ o
(ces premières conditions donnent G = ) a', b' . c', d \),
/>ç'-t- Zfjj^-^ =^ o mod /)■'■', ^ y -^ ^y^
T/ -f- 0^ -t- /> oc -t- /?^-' < £ Lr H- 372 -^ y
Kp.
;jk'+ £./-'= X>,
Y j' -t- Iz' -\- pa' -\- />'«-i I £ Tj 5 ;= o, />■'-' 3"^' — 23"' -f- y
'iz'-
+ xJ + £>22 j.^Y'?
^ X>, '/' = ^' mod /?*.
mod yo^, mod />*',
Soit 5^2. Alors, quel que soit />, (3) entraîne (2^0) yjK^y'^î Yjr'-i- os' ^ o'ç et détermine ensuite a et a'. Comme ^ ^^5'-, on aura
Si donc Y ^ o, 0' s'annule mod /< avec 0 et peut être pris égal à f pour
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0 ^ <). Si Y ^ o, on peut faire o' = o et, pour p > 2, y' = i ou N, IN étant un non-reste arbitraire. D'où les quatre types
(4) cP = di'=\\ ci>=\, df—a; ci'=a, f//' = i; ci>=a^, di>=\, py-i. Si yo = 2 (donc s = 1), on n'a que les trois types
c2 = è, <^'^ = 1 ; c^ =6, d^ ^ a\ c- = ha, d^ = 1
répondant aux trois premiers (4)-
Soit 5 = 1. 5i /> > 3, ce cas ne diffère pas du précédent. Si p == 3, on a
s'2^i, Y ^^ y', ( y -t- i)J''~'~ °^'^ ^^- Si Y^ — '» O" peut faire o'=o; si Y^ — '5 ^ s'annule avec 8, et pour 0 ^ o on peut faire 0' = 1 . D'où les quatre types
Les deux premiers types (4) co'incident pour /? = 3 et les deux derniers (5) pour/) > 3.
Si p = '2, on a Y -+- 1 ^ y', '{y' -^ ^ ^ 2'. Si y = ' on peut faire 0' = o; si Y = o, on a 0'= 0. D'où les trois types déjà rencontrés (141)
c2 = ba, d^ — i ; c^ = b, d'^ = a^, 0 = 0,1.
III. — Les groupes d'ordre p^, /?*, p
151. Dans tout ce paragraphe le module p sera sous-entendu; §■ sera une racine primitive de p, N un non-reste arbitraire, e un entier égal à o pour p > 2, égal à i pour p = 1, e' un entier égal à o pour p = à ou /> > 3, égal à I pour p = ô.
loâ. Les gp3. En laissant de côté les groupes abéliens il ne reste (97) que la ligure (l) (i i) qui donne ( 143) deux types. Ce sont : pour p > 2,
(ij ai^ ^= bi' = c'' = i, b-^ ab — c-^ac — a, c~^bc = ba;
(•2) aP=h!'=\, cl' = a, b-^ ab — c-^ac ^ a, c-^bc = ba;
pour p = 2, un quelconque des types (i) et (2) qui coïncident, et le groupe des quaternions,
(3) a2 = i, b'i — c^ — a, b-^ ab — c-^ ac — a, c-^ bc — ba, qui pour /? > 2 se confondait avec (2).
(') Comparer Hôlder, M. A., t. XLIII, 189); Bagnera, A. D. M., 3» série, t. I (i89«) et t. II (1899).
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La forme générale
(4) «/' = !, hi' — a^, ci'=a'X^ b '^ ab = c~'^ ac = a, c-^ bc = ba
de ces équations (d"où il est facile d'ailleurs de les déduire directement) donne les relations
'iy + yz+y
{c^by)" = c"-b"yà ' , ( c^ by a-^ )'• = a
( c- by' )-i c~ by c- by' = c^byay^'--y',
qui tournissenl imniéiliatement les propriétés suivantes :
(i) ne contient que des e^p^ : il contient donc p- — i e,, donnant lieu à p^-^ p -\- i §/, qui, en laissant de côté ] a\, se partagent en p -h \ systèmes conjugués de p chacun. Tout gp^ de ( i) contient | a [ (60, 7S) et sera de la forme |a, cr^-^'j. Comme, pour jk ^ o, cy b-^ =^ {cb^'-y )y niod)a|, (i) n'a que les /? -t- I g,,^ \a, b\, ) a, cb-^\ {x = o, . . . , p — i).
(2) contient p- — ( ep de la forme 6> a-^ donnant lieu à /» -H i gp : l'un d'eux est )a[ et les /? autres sont conjugués. Les e,j3 sont de la forme c^bya-^ (s ^ o) au nombre de p'^ {p — i) donnant lieu aux p §p2 cycliques \cb^[ {X = o, ...,p — I), \a,b\ est le seul gp-- principal; il est donc caractéristique ( bien que le diviseur complémentaire de \a\ n'ait aucun diviseur caractéristique).
Pour que le changement de générateurs qui consiste à remplacer a, b, c par a' ^ a^, b' — c^bya-^'. c' =: c^ by a-^' soit un automorphisme, il faut et suffit que \ et yz' — zy' soient ^ o et que a', b', c' vérifient (4)-
Il y aura donc pour (i), si /) >-,i, autant d'automorphismes (117) distincts que de systèmes (y, z, y\ z' , x, x\ ;) vérifiant j's' — zy' :=^ ^o, c'est-à-dire p'^ fois autant que de systèmes {y^ z, y\ z' ) donnant yz' — zy ^ o, donc, puisqu'il y a /)3 _4_ ^2 — p (jg (.gg derniers systèmes qui annulent yz' — zy' mod /> (44), p-(p'-—\) ( p- — p). Aucun g;,^ n'est caractéristique. Si p =^ ■> il faut en outre yz^=y'z'^o : il n'y a que deux systèmes yz' — zy' atlmissibles et le nombre des automorphismes est 8.
Il y a pour (-i), si /? > -2, autant d'automorphismes distincts que de systèmes (j^, 2,^', «', ^. .r', ^ ) vérifiant 2 ^ o, ^'^|^o, jk = ', c'est-à-dire p^ip — I). ] a, b [ est le seul g^,» caractéristique. Si /> =: 2, on a vu que (2) coïncide avec (1).
Il y a pour (3) autant d'automorphismes distincts que de systèmes (j, ^jy'i 2', ^, x', ^) vérifiant
yz' — zy' ^^ ; ^ i? yz +.7+ -2 ^ y' z' -\- y' -\- 5'== i.
Ces deux dernières équations étant toujours vérifiées dès que l'on n'a pas ^^^^o, ^'^z'^o, il y a (comme pour (i ) et />> 2)/5^(/)2 — ^){p'' — P) = ^4 automorphismes.
1.H3. Les g p.. Les seules figures possibles étant (94,97, 143), si on laisse
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de côté les groupes abéliens, (■?) ( 1 1), ( 1 1 ) (n), (i )(i) Ci i), tous les types possibles sont contenus flans ceux qui ont été déterminés aux n"' 14.3, li8, 150.
154. Les g,,.. Les seules figures possibles sont (94, UT, 143), en laissant de côté les groupes abéliens, (r)(nti), (3)(u), (•.4i)(ii), ('2)(i)(ii), (m) (il), (ii)(i)(ii), (i i)(iii), (i)(ii)(ii), (i)(i)(i)([i). Les 4 premières sont des cas particuliers de celles étudiées aux n"' 143, 148, 150.
155. Figure (iii)(ii). Quels que si>i(>nt a, â, y, >v, {■>■, v, les équations aP = bi> z= c/'=\, di> — a'^lA^ cY, ei'= a'- bVc'', e-' de = da,
jointes à celles exprimant que )rt,6, cj est le central, définissent un g/^^G' de cette figure (19), et l'on a
(erd'^)"- = e'^y d^^'^a^ '- , ( er' (/^')-' erd^ey' d^' = ey d^ a^f -r^' .
Pour que a! — a^b^c^^ b' = a< b'f\' c-^ , c' = aV br\" c-^\ d! = ey d-^ a'' b^^ c' , e' ^^ ey' d^' a''^' b'^' c'' engendrent G et vérifient les mêmes équations que a, ^, c, f/, e où x, ^, Yi a, [jl, v sont remplacées par a', p', y', '^ ■, [>^ , ''' ^ '' faut et il suffit (en employant d'abord e'-irf'e'= d'à') que l'on ait
T; = Ç = o, xy—yx'= ^ o, A =^ ^(■'i'Ç"— s'-^i") N -o (i) aa^-t-X^+eaT/^a'^H- [S'^'h-Y'^", aa^'-t-XjK'-t-îir'j''^ A'^-t- [Jt'^'-l-v'^",
( Y 3^ + vjK = ?' C + y' C. y ^' -^ ''r' = 1-^' ^' -- ''' V'
On voit que °', y', (J^'j '•'' sont tous ^ o toujours et seulement si ^, y, jjt, v sont tous ^s o. De plus (-j.) donne ^v — y[^ = (P'''' — y' i-"-' ) •^^^■- Donc 6v — Yt^ C"^ P '' — yV s'annulent ensemble modp.
Si j3v — YI-*^ f^ o, on peut prendre dP, eP pour 6, c, d'où le type
dP=b, eP=c, p^i-
Soit pv — 'iix ^^ o sans que p, y, [■'•> ^' soient tous ^s o. On peut faire |j.' = v'=oen prenant a;', ^' non tous deux == o, tels que ^x' -\- [xy' ^ o, puis a:, jK tels que xy' — yx'^o. Soient donc \x. v, |jl', v' nuls. (2) donne a?'^ o et permet de faire ^' = r, y' = o, puis (1) de faire a'= o. Soit donc encore a, y, '^' , '[' nuls, ^ = [i' = 1 . (i) montre alors que X' s'annule avec X modp et que, si X ^ o, on peut faire X' = i. D'où les deux types
dP = b, eP — «>•, X = o, I , p^i-
Soit p ^ Y =^ M- ^ '' ^ o, donc S'ss y'^ H-'^ '^'^ *'• Si p y- 'i, a' et X sont ^ o toujours et seulement si a ^ X ^ o et si a et X ne sont pas tous
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deux ^ o, on peut faire x' = i, X' =: o. D'où les doux types
di' = rt^, e/J = I , a = o, I , /> > -i.
Si p = 2, l'hypothèse a = X = i entraine a' = X' = i et, si a ou X est ^«>, on peut faire a'^ X'^ o. D'où les deux types
d- = e- ^= a^ di' = e/' = i .
lo(!. Figure (ii)(iit). Soit G un groupe de cette figure, ]a,b[ son central. G\]a\ étant, ou abélien, ou métabélien de figure (ii)(ii) ou (2) (11) (94, 97, 143), G aura des équations de la forme
a/' = 6/' = 1 , cl' = b¥aY, di> = è^a^^ gp — bla^^
rf-i cd = caP, e "' ce = ca'?. e "• de = db^a^-,
è-' ab = c~' «c == d^^ad = e ' ae = a, c ' bc = «?-* Z*f/ = g-' ie = 6.
)a,b,c,d\ est un g^^ (21) et les conditions imposées par l'adjonction de e pour que G soit un ^p^ sont vérifiées. Les conditions pour que e^ dy c^ soit normal étant tu c ^ wy se o, y^z s= p j-, j y ^ — ça-, il faut, pour que G ait la figure voulue, que co soit ^ o et p, cp non tous deux ^ o. En prenant donc au besoin b^ a^ pour b, e-p<5?9 pour c?, e^ dy pour e avec la condition ?y + œs = I, on peut faire to^cp=i,^ = p^o.
Ainsi G est défini par
al' = bi>= \, ci'=bl^aY, di'—b^'cfi^ ei'—b^'-a-',
d^^cd^=c, e^^ce=^ca, e-^de = db^
6-' ab = c-^ac = f/-' at/= e-* «e = a, c-' 6c = d~^bd = e-' be^= b (•),
et l'on a
{e~dyc^)'^= e"^dMyc<'^'^b -a 2 ^
( e=' t/r' c-^' )-' e- c?r c^' e-' <ir' c-^' = e~ rf.>' c^' by-'-^y' a^'^'-^^' .
Pour que a?èO= a', a< b'f\ =■ b\ e^ dy c-^b'^ a'^ = c' , e^ df c-^ b'^' a'^' — d\ e^' dy° c'^" b'^" a'^" ^^ e engendrent G et vérifient les mêmes équations que a, 6, c, c?, e où [JL, Y, ^>i ^> ^s C sont remplacés par jjl', y', v', 0', X', !^', il faut
C) {a, b, c, rf| est le seul g 4 abélien de G. En effet, tout g 4 abélien A contient ja, 6}=C, sans quoi G = AC serait abélien. Or soient /= Ce"rf*cJ', /' = Ce"' rf^'c-)" deux éléments indépendants de A|C : uz' — ziC ^ uy' —yu' , zy' — yz' ne seront pas tous nuls. D'ailleurs la condition ^' =/'/ exige que uz' — zu! et uy' — yu! soient = o. Donc m = m'= 0 et A est Ja, 6, c, d j. G a donc un groupe caractéristique > { a, 6 }.
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et il suffit qu'on ail
I '^x -^vy -\-\z -\-^yz = y'r, -i- [x'r/, -[X ^Zy -\-X.z -^ zxz =y'^^!^T>
I |i..r' -f- vj' -+- Xs' -4- ej'^' ^ 8'tj -t- v't)', y-'^' + o_7'-H ^2' -H s.r'5' ^ o'ç -i-v'^',
(j.a""-f- "^y" -\- \z" -\- zy" z ^= X^r\ +X't/, y.r" -h 8_/"-I- ^
(3) yz' — sj^'eeso, .t5' — s.r'^o,
j jrc" — 3j" = T), .r^" — sa-" = i,
D'après (3), A^3"(ay^' — yx' ) et, A étant ^ o, (3) donne s^z'^o. (1) donne alors, d'après (4), en posant G = yv — ou, G' = y'v' — ô';j.',
puis par résolution
vA =— ^' (y'tj + jji'r/) -f- ^ (o'-iQ -H v'r' ), vA= r/(Y'^ ^\^X) — ^,(S'^ -f-v'^').
d'oîi, en posant y + v = B, y'-<- '>' = B ,
et, en posant encore D = B"^ — 4G, D'= B'2 — 4 G', D=D's"2.
Soit p"^-!, et d'abord ( — j = i. On pourra toujours faire [jl' = S' = o. En efTel, en faisant ^"=i. (r) donne, d'après (4), {z^z'^=o)
(y — ^(' )x -^-oy^o, ( Y — v' j .-r' 4- 3jk' ^ o, [Ji.r -f- ( V — y' )„K ^^ o, \xx' -(- ( V — v' )j'' ^ o,
et, si l'on prend pour y', v' les deux racines (ici réelles et distinctes) de
( 5 ) .92 — s ( Y -H V ) -f- Yv — S[i. = o,
on pourra prendre: si S ^ o, .r ;=.r' ^s S, j^ es y' — ■^(■,y''=^' — Y' ^' (^M^, a?^Y' — "^5 -^'^ ^'— Vj .X^T'^^ K'' ^' ô^[i,^o, 37, jK, .T, j>'' quelconques rendant seulement a^^' — y^'^o- Supposons donc |ji, 0, [jl', S' nuls.
SiCt^o, on peut, dans (2), déterminer .r°.jK" de manière que Ç' = X' = o,
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puis, en prenant .r = j'' == o, s" = y, faire v'= i. Soient donc !^, X, !^', X' nuls, v = v'=i. On aura ^(X^^fxz", yx'^x'z", y ^ -(' y z'\ y' ^ y' z" , d'où, par élimination de 2", ■^^ xy' ^ ^(' xy' , •^^^' yx' == yx' et, puisque xy' et yx' ne
sont pas tous deux ^ o, les types
S( C s= o (donc B ^o), (5) a une racine nulle et la première (ï) permet de faire V = o. Soit donc y = y' = X = X' ^ o; v ^ B est ^ o. (i) permet de faire v' — i . Soit donc v = v' =: i . (2 ) donne ^z"^ t,'^ : donc Ç et ^' s'annulent ensemble modp et, si Ç ^ o, on peut faire C' = 1 . D'où les deux types
c/'=i, di>=b, ei'=à'^, "C^ — o, i.
Soit ( — I = — i. Ici G est toujours ^ o, et (2; permet de faire !^' = X' = o.
Soit tlonc L = r = X =: X' = o. De plus oix est ^ o, sans quoi D =: (y — v 'f serait carré. On peut donc prendre a? := i, jk = o, ar' — y, j^' = [ji, j" = i . x" =^ y" z= o et faire y' = o, ;x' = i . Soit donc y ^= y' = 0, jx = [ji' = i . Comme B = v, G = — S, on aura v ^ v' z'\ S ^ 8' z"^.
Sf V ^ o, on pourra faire v = i en prenant .r =: o, ,r' = 0, j^=:j''=v, a'" = j»''' = o, z" = V. Soit donc v = v'=: i. (i) donne 8y ^ x' z" ^ 8y' , donc ^^j', c'est-à-dire z"^ I. Donc G= — ô= — 0'. D'où, 4 S -t- i = D étant
• I P — I non carre, les types
ci'=b, di>=baP, e/'=i, 8 ^\{ g-'--in+\ — ij^ /» = o, ■ . ., ^ •
5f V ^ o, donc v'^ o, S = I D sera non carré, et l'on pourra faire 8' = N en prenant z"2 = 6 ; N, 37 = ^", jk' = i, 3?'= j = o. D'où le type
cP= 6, di>= a^, eP=\.
Soit i — j — o. Alors G = ( — | est carré. Si [jl ^ o, on peut faire [/ = o
( donc y = V = - 1 en prenant « = 0' — i et, si 8 ^ o, .r = S, j^ = ,
a^' = o, jk' = 1, si 8 ^ o (donc y ;= v puisque D = o), x = y' = o, y — [)., x' = ^ . Soit donc [J. = [J-' = o, donc y ^ v, y'^ v'.
Si G ^ o, donc - = y ^ o, (2) permet de faire ^' = X' = o. Soient donc
s, C', X, X' nuls. En prenant j' s; j-'^s o, .r = i, j^'^y, ^"=y, 8' = 8, on peut encore faire y' = I. Soit donc y = y' = I. Alors z"=i, Sjk=s8'jk^o, 8^'^ S'a?. Donc S et 8' s'annulent ensemble mod/> et, si 0^0, on peut
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faire o^=i. D'où les deux types
ci'^=a, di'=^ba^, e/'=i, 0 = 0, i.
Si G^os=B, donc y ^^ '■' ^ Y ^^ '''=^ °' *^" •* ^^ ^ ^'y ^ ^> ô^'^ô'^. Donc ô et ô' s'annulent ensemble modp. Si 8 ^ o, j- est ^^ o, donc xy' ^ o, et l'on peut faire ô' = i ; (2) permet de faire Ç'=o et donne X5"= X'v)' qui permet encore de faire X'=i, si X ^ o, et exige X'^o, si X ;s O. D'où les deux types
ci>= \, di' = a, eP = b"^, X = o, i .
Si8^0y donc ô'^o, (2) montre que X'^C^o toujours et seulement si X ^ Ç ^o et que, si l'on n'a pas X ^ ^^o, on pourra faire ^' = i , X' = o. D'où les deux types
cP = I , (//' = I , ei' = a^, X. — o, I .
Soit yo = 2 (donc z"= i) et d'abord G =s o.
5i B ^ I , on peut faire jj.' = 0' = o, comme dans le cas p > 2, / — j = 1 ,
en résolvant (5) qui a alors les racines o, 1. Ainsi on peut faire y'^o, v'= I. Soient donc yj ô, [i, y', S', jjl' nuls et v ^ v'= r. (2) permet de faire Ç'= o et donne X = X'. D'où les deux types
Si B ^ o, (5) a la racine double o, et, en prenant y'= o, donc v'= o, on
pourra, comme dans le cas /? >> 2, ( — ) — "^ o" 'on remplace par o
(ici Y ^ '^ quel que soit ô), faire ix' = o. Le déterminant de (2) étant ici B H- G -+- 1 ^ o on pourra choisir x", y" tels que ^' = X' = o. En supposant donc nuls jjl, y, v, ^, X, [i.', y', "^'î ^', ^'^ i>n aura 0 = 0', d'où les deux types
6'oiV G ;^ I. Si B ^ \, B -i- G -1- i est ^ o et ( 2; permet de faire ^' et X' nuls. Déplus p.S^i, sans quoi G^i entraînerait y ^= v et B es o. Donc [jl'8':= I. Si Y ^ • I '^'^ peut faire y'^^ *' *^" |>renant a" = j^' = 1, j' = .r' = o. D'où le type
c^ = 6, c/2 = ba, e- = i.
Si B^o, (5) a la racine double 1, et, en prenant [y' = 1 , on peut faire jx' = o. Soit donc [i. = jjl' = o, donc y = v = 1 , y' = v' = i . ( 1 ) donne 8y ^ 8'y ^= o, oy' ^^ 8' x, d'où 0 ^s 0'.
Si S ^ 1, donc j)^ 5^ o, ( 2 j donne X ES X' et permet de faire Ç'=o. D'où les deux types
c- = a, c?2 = èa, e-= èX^ ^ _ f,, 1.
(iKOM'KS 1) OHDItE [)'" . 130
Si 8^0, (2) montre que "Ç et À' s'amuilent avec X^ et, X cl permet, si "Q et X ne sont pas tous flciix ^= o. Ac l'aiie ^' ^ i, X'=s o. D'où les deux types
c'^ 7= a, d- = ^. e- = aï, î^ = o, i .
157. Figure (iij(i)(ii). Un groupe G de cette lïguie a pour- équation, (1 après les types de figure (i)(ii),
«/' =6/^=1, d' = bV- a'{, di' — e^^ t' a^, ei' = c^ b'^ «ï, b Wib = C-' ac = o?-' ad = tr^' ae = a, c-^ bc = d ^ bd = c^ be = b, d^^ cd =^ c h'^ a? , e-^ ce == c b'\'a^, e-^ de = dcb'^^ d^; 6 = 0, i.
En prenant cb'->a^- pour- c et bV-af pour a, si b\>-aXy^ 1, on peut supposer /^ = u = [JL = o, Y = o ou I. Il est facile de voir que ]a, 6, c, d[ est un g,jt. Pour que G soit un g^^s, les conditions résultant de l'adjonction de e donnent
Y H- sp ^s £a =^ Y -+- ^P -f- î"^ s; fi(T -H £t]^ ^EE Ow ^; f)ii/ ^ O.
Les conditions pour que e^dy b-^' soit normal étant o-a^sspirssw^^d/iP^o, G aura la figure voulue, si a, p, m, J> ne sont pas tous nuls : cela exige 6 = o.
Soit d'abord p > 2. Alors y — " o. En posant b'^aP= «i, b'^ a^ — «2, G est défini par les équations
al' = bi> = cl' = i , dv = b'^a^, d' = /A aC,
d ^cd=cai, e~'ce = ca2, e-^de = dc;
b- ^ab = c^^ac = d^^ ad = e ' ae= a, c-' bc =^ d ^ bd = e ^ be =^ b.
On a par récurrence (en regardant Sf, < comme nulle pour < < o j d'oîi
(e^dyc-^)l> = ^v.) +A:-£'('7.r"-=-'l;j3-^|(^Ôj+i:;-£'(pr--3-(D.y:-^) ( 1 j^
Cj Ces équations montrent que le p. p. c. m. des éléments hors de { a, 6 } est un g s ou un g 4 selon que a^ et a^ sont indépendants ou non, c'est-à-dire selon que p<if — aw est ^ o ou = o. Si p ;> i, le nombre des e 2 varie aussi évidemment selon que X8 — Çv est ^ o ou es o et, dans la seconde hypothèse, selon que X, 6. v, Ç sont tous E= o ou non tous ^ o. Ces résultats vont d'ailleurs être retrouvés autrement.
On remarquei'a aussi qu'un g « abélien A. de G, devant contenir \a, 6, c\ { 133 ), existera toujours et seulement, si l'on peut trouver y' , z' non tous deux ^ o tels <[ue C c/J" soit permutable à c, c'est-à-dire tels que py'-h(^z' et <3y'-\-'^z' soient = o. Il faut et suffit pour cela que pij/ — aw soit ^^ o, et, si A existe, il est unique dans G.
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et
(e='rfrc^')-ie=</rc^e3' dy' c-^' = e~ dyc^+y-'-^y'a\'-a^>,
U 1 =: xy — yx -+- z • z - — -^ '^ yv ( -s — •« ))
Uo = xz' — zx' -i- Y ' ^^ y'
Pourqueles élémenls a^ù'i] = a' , a^'b''i' = b\ c^^' b^ a'^ = c' , e~dy c^b'\>a^^=.d\ 6" dy c^' by a"-' =^ e engendrent G et vérifient les mêmes équations que a, 6, c, c?, e, où V, 8, X, . . . , o) sont remplacées par v', . . . , a»', il faut et suffit que l'on ait, p', ct', ^\ m' n'étant pas nuis à la fois mocl p,
^r/ — Tj^' ^ o, yz' — zy' ^ o, tv ^ o,
vy-^lz —z'yz ( ct }• — <]jz) ;^ S' y, -t- v' tj', vr' -+-\z' — z' y z' {iy' — <h z' ) ^^ "C' 'fi -^ X'r/,
S}- -^^z — z.' yz ( py — (0 3) = 6'; -(- v' t'. 8y' -+- i;z' — s' y z' ( py' — M z' ) ~ ^'^'+ X'ç',
w{py -{- w^) = p'^ H- a';', «^(pj-'-t- ws') ;= co'ç + ^^'''^
IV {(j y -^- <li z ) ^E^ p' r, -h t'v/, (.«'((TjK'-f- 4'-^' ) ^ ^'^''^i ~*~ '!''''■/)
_/3' — sj''^ w, pU] -f- w Uo ;^ M, <tUi -f- <]; Ua ^ t'.
En écrivant S -H X = B, 8'+X'=B', Xo — (^v = C, X'o' — ^'v' = C, p^i; — (TO) = 0, p'i];' — a'io';=0', on voit que 0 w^ ^ 0'(^7)' — '/;^'), en sorte que 0' s'annule mocl p toujours et seulement avec 0. En outre, si/; > 3,
Civ^C'i^-fl'-r^ç') [donc (—] = (^)l et B = <vB'.
Soif 0 ^ o. En prenant ç = -r]'=: w6. r^ = ^' ^z o, y = 'ifi, z = — a, y' = — w, z' =: p, on fera cr' := w' =: o, p' = i];' := i . Soit donc <t == a' = w =: w' = o, p = p'=: d* = J/'= I ; par suite ^ ^ w^, ^'^ w^JK', '1 ^ ^'^■s, iq'^ '"^-s'.
Soitp> 3 et posons D = B^— 4C, D'= B'^— {C', d'où D = D'w.
Soit d'abord ( — ) =1. On pourra comme dans la fiçrure (r i) (i 1 i )( dont
les lettres y, 8, [ji, v sont ici remplacées par S, Ç, v, X respectivement), en prenant w = i, faire v' = t,' = o (y et z n'étant déterminés qu'à un facteur près, on pourra toujours avoir j^z' — zy' ^i). Supposons donc v, Ç, v', T nuls. Soit G ^ o. On peut toujours faire X'= i en prenant^ = X, y' = z' = o, z' = i, w = X. Soit donc X = X'= I . On aura comme dans la figure (i g (1 1 1)
les types
/ ,„ /' — I di' = as^ . ei' = i, /n = i, . . .y j p ^ 6.
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Soit G ^ o. Gomme dans la (igure (ii)(iii). on peut faire ô = o' =: o, X ^ X'= 1, d'où l'unique type
df =1, ei> = b, /> > 3.
Soit / — j= — I, donc G ^ o. On peut toujours faire ô' = o, v'= i. En effet, en prenant o' = o, v'= i , deux des équations (i ) sont
XôjK ^ w(X y — Iz'). koz ^ w(8z' — V _/'),
les deux autres se réduisent à G^G'w-, et la condition yz' — zy' ^=: w devient vj^'"--!- (X — 8)y'z — ?^'-:=Xô que l'on peut toujours vérifier (4ij. Soit donc S = ô' = o, v = v' = i .
5j X ^ o, on peut faire X'= i, car ce choix conduit à la condition toujours réalisable j)'^ _|_ Xj)/z — T^z'^^w-. Soit donc X = X'=i. On aura,
comme dans la figure (i i) (i 1 1 ), les — types
di> = b, eP = ba^, ^ = i(^-'""^' — i), m = o, . . . , ^ ~ , yo > 3.
Si X ^ o, donc X'^s o, ^ = { D est non carré et l'on pourra faire Ç'= N, car ce choix conduit à la condition toujours réalisable N w^s'^ — y"'-^ Ntv^. D'oîi le type
dP = b, ei> — a^, /> > 3.
Soit ( — 1 = 0. Alors G = / — 1 est carré. Si v ^ o, on peut faire v'^ o
(donco = A =—1 enprenantiv = iet, si^^o,^ =^,j/ = i,^ = ^^ ,
j''= o, z' = 1 , si ^ ^ o ( donc X sïe ô puisque D ^ o), Ç'= — v, j/ = z' = o,
z = — i, y' = I. Soit donc v = v' = o, donc X ^ o, X'^ o'. p Si G ^ o, donc — es o ^ o, on peut encore faire o' = i en prenant (v = o,
r = C, z = y = o, y = 1 , z' =^ ô. Soit donc ô = ô' = i. On aura les trois types
d/' = rt, eP — ba^, Ç = o, i, N, /> > 3.
5i G ^ o ^ B, donc X ^ S ^ X'^ ô'^ o, on a les trois types dP — i, cP = a^, !: = o, i,N, /> > 3.
Soit p = 3. Si ô ^ o, on peut toujours faire 8' = o en prenant y =. o, z = y — i, ^5' = X, si Ç ^ o, et ^ = 6, _/'= o, 5 = .s'= 1, si Ç = o.
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Soit donc 0 =^ 8' =^ o. Les équations (i ) donnent (w^ ^= i) :
— '' yy' — 5> zy' -^Izz'— yy z'- - y'- zz'^o. '^y^ + >^y- — ^ 22 —y2z-^ = v', — ^ y ' — ^^J''-2'-4- Zz'- -+- y'-z'- ;s r,
V j'r'-f- Xj^s' — w5^'-4- yy' z'^-h y'-zz' ^= V .
La première ajoutée à la rlernière donne
À'ss À w ■+- yy' ( z'- — z^ } -^- zz' ( y'- — ■ y-).
Soit À ^ o. Pour qu'on puisse faire X' = o. il faut, si z'^^z'^, donc zz'^o. que \i\'?^±yy' soit ^ o, donc que v ^ o, et. si z'-^z^, que ^^'2 soit ^ y- d'où !l^i. Ainsi on peut faire X' = o. toujours et seulement si Xv(^ — i)^o. Donc X'v'(^' — i) s'annule toujours et seulement avec Xv(^-i).
Soit Xv(Ç — \) ^ o. Si !^ ^s — I, on peut toujours faire ^'^ o en prenant j^ = G, y' z' ^^^ — X, si v=i, et y' z' =^''k, yz ^ o, si v= — i. Soit donc !^ = Ç' = o. On peut encore faire X' = i en prenant j/' = ^ := o, "kyz' ^= i.|
Soit donc X = X'= i. Si v hs — i on ne peut faire v'= i, ce qui exigerait y ^ o el /^yz — z- ^ — 1, relation impossible. D'où /es deux types
dà=h^\ e^ = b.
Soit X V ( !^ — I ) E= o. On vient de voir qu'on peut alors supposer X = X' ;= o. Soit V ^ o. Pour qu'on puisse faire v'=:o, il faut, si ^ ^ o, que y al z soient ^ o et v — ^ — i ^ o, et cela suffît. Ainsi on a des types distincts suivant que vÇ(v — Ç ^ i) est ^ o ou ^ o.
Soit v^(v — t — i)^o. Si v^ — I, on peut faire v'= i en prenant y = z' = 0, zy' ^ o.
Soit donc v = v' = i. Si Ç ss — i, la condition ^' = i conduit à l'impossibilité — y''^ — z'^ -{- y'-z'-^ \. D'où les deux types
Soit v!^(v — t — i; ss o. On vient de voir qu'on peut supposer v =: v' = o. Si Ç^ o, la condition Ç' = o conduit à ^' ^ o, Ç s; — y'^, ce qui exige Ç =: — I, et cela suffit. D'où les deux types
d^ ^^ \ , gs = <7^, ^ = o, 1 .
Soit fc) ^ o. On peut toujours faire p', j', <\i' nuls, lo' == i, en prenant j', z, non tous deux ^ o, tels que py -+- (x> z ^^ (7 y -^ <\iz ^^ n, puis j^', z' tels que w ^ o, puis ^ ^ py'-\-i>iz', r, ^ 'yy' -+- 4'^', puis ^', r/ tels que çtq' — ■';|'^ i (5 et ■/) ne sont pas tous deux ^ o, car on aurait p^a^tp^w^o). Soient donc p, a, i\i, p', a', tj;' nuls, io = o)'=i. On aura, d'après (2), z ^y ^ o donc yz'^r,' ^ o, ^ ss yz'^, v y ^ v'r/.
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Soit V ^ <). On i)eiit toujours faire v' == i en prenant // = vj^. Soit donc V = v' = I. On peut toujours faire X' = o' = o. Soit donc X ^ X'^ S ^ S'^o. Si ^ ^ o, on a Ç' = o et si Ç ^ o, on peut faire Ç' ;= i. D'où les deux types
(ip = A, ei> ^=. a^, ^ = 0,1, /? ^ 3.
Soit V ES o, donc v' se o. Gomme X^'ss À'r/. À s'annule mod p avec X', et, si X ^ o, on peut faire X' = i. Soit d'abord X = X' = i. Gomme 3 ^ S'^'- et qu'on peut faire t' ^ o, on a les trois types
(II'— a^, ei' = h, 0 = o, I, N, /> | 3. Soit X =: X' ^ o. Si S ^ o, on obtient les deux types
Si ô ^ o, donc ô' ^ o, on a ^ -h ^' y' z' ;= C jz' et les types û?/' = I , ei' =■ a'--, Ç = o. I, yy > 3 ;
Soil maintenant p = 1. Alors y + P ^ ^ ^^ Y -I- ^i^ ^ 't^ ^ o ; comme p et w ne sont pas tous deux ^ o. on a to ^ p se y ^ i et G est défini par
a2 =62 = 1, c^ = rt , d-^ = b'' a^, gs = h'»- aï,
d"^ cd ^= e ^ ce= ca, e ^de=^dc,
b-^ ab = c-i ac = d ^ ad = e-' a e ^ a. c ' bc =^ d-^ bd = e ' 6e = 6.
(e^rf.> C'^)" et(e-'rf^'c^' )-' e^dyc-^'e^'dy'c^ s'obtiennent en faisant «1 = «2 = « dans les expressions trouvées pour/? > 2 ( '). En particulier
Pour que a^ bn = a' , a< bi\ — b\ c'^b^a^ = c'^ e^ dv c=^ b^ a'^ — d' , e^' c?:»'c^' 6?' a""' = e' engendrent G et vérifient les mêmes équations que
a. b, c, d, e où v, o, X, "C. sont remplacés par v', 3'. X', ^', il faut et suflît qu'on ait
^^'— ifl^'^o, yz' — zy' ^o, w ^ o,
w^z,, Ti ^^ yz SB y' z' ^ o.
(3) vj' -I- X^ SE o'r, -f- v'r/, vjk'-I- Xz'^ u'-r] -(- X't)',
l 8jK -1- !^3 -+- a^d H- K -1- 5 ) ES 0'^ -f- v';'.
«'(.r -+-::} = w(y'-hz')= '\, yz'—zy'= w -h kp. V = 0, H = Ui -4- U-2-1- A-,
(') Pour /) = 2 G contient toujours le g^* abélien { a, b, c, de \»
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Ui et Uo avant le nicnii- sens que pour /? > 2 et / étaiil un entier. On voit. que JK -f- -S ^y -^ z' ^ I et que, \)»y suite, (4 ) se réduit à (1) (oia s' = o), d'où encore D ^ D', D et D' ayant le même sens que pour p > 2.
Si j' E= 5' ^ o, (3 ) donne X ^ v', v ^ A', et (4 ) ^ := o'-i- v'f', 0 es Ç'-i- X'^'. Si z =y= o, (3) donne X = X', v = v', et ( 4 ) 3 = ô'-t- v'^', l, = i:j -^ \' \' . Donc Xv ^ X'v', X-Hv^X'-i-v' et, si Xv es o, on peut supposer X^o.
Si X ^ V ^ I , donc X'^ v'^ I, on peut faire ^'5^ o et supposer Ç ^ C^ O- Alors D ^ 8 et l'on a les deux types
</2=6aô, e2:
Si Xv ^ o, on peut supposer X ^ X'= o. Si X -t- v ^ o, v ^ i et l'on peut supposer 8 ^ 8'^ o. Gomme D s; ^, on a les deux types
5t X -4- V = o, V ^ o =s v'. Alors ol ^= 0'^', 0 + ^ = 6' -»- !^' et, si oZ ^ o, on peut faire Ç ^ o. D'où les trois types
158. Fiffure (i) (il) {il). Un groupe G de cette (igure aura pour équations, d'après les types trouvés (148) pour la figure (11) (11),
a/' = 1, bi' = aP, C — «Y, dJ' = c^a^, ei' = c^b^d^,
c-^bc = ba'-., d-^bd—bci^^ d-^cd = caP, e-^be=ba9,
e^^ce^ca'\', e-Ule = dca^, b~^ ab = c~^ ac =^ d-^ad^^ e-^ae = a,
V, 6, X prenant les systèmes de valeurs suivants que je numérote comme les types correspondants du n" 118:
Pour que ] a, b, c, d\ soit d'ordre /?^, il faut et il suffit que xv ^ pv ss o (/)^2). En adjoignant e, les conditions pour que G soit d'ordre p^ sont
Pour que l'invariance de e'^d^c^by entraîne la nullité mod/> de a, s, r, y, il faut et il suffit encore que pœ — vl^ 9^ o.
Les conditions |obtenues sont contradictoires dans les cas (5') pour p = 1, (6') pour/>> 2, (7'!) et (7"). 11 est clair d'ailleurs qu'on peut toujours supposer y(^ = o en prenant ca^ pour c.
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On a ( S„ = o pour < < o)
( e" d- cy b*- y
— gt'u flvz c''y -h u:}::l tjyvx
( Ç/M- + '^HV+7= hpr;-(-T.T-; ) 2.,, l-\r'bn°zl.K — o'+p"i'^(i _(i/H-p«2jo
( e" d^ cï 6'' )P = c9"+~'~-*-î" '■ //'•" a^"-^Sj+Yj-t-^.r
, , , / , , /l [Il — l) ziz — 1)\
t't'lin'z- — pu:.-) -h î ( ^ii.y-h'liiiY + 'li:- h pys -t- T.i-: + pu )
X rt ' ■ ■ ■ •- 2 ^
(e"' d=' cy' b^ ) -1 e" d^ cy b-' e"-' d- cy' b^' = e"- d- c/-^~« -»;' b^ a^^
U = ç{yz' — zy')^i(xz' — zx')-\-o{xu' — ux')-^']^(yu' — uy') ■+- pzz' (u' — u)
, u{u' — I) , ,u{u—i) ,ziz — \) z'{z' — i) -1- iiz — 'iiz -i- p u ou .
Pour que a^ =^ a ^ c'^i b^^ a'^ — h' , en b'^ a''^ ^ c' , e"^ d^ by c^ a'' ^:^ d' , e"-' d" cy' b-'' a'' ^=^ e' engendrent G et vérifient les mêmes équations que a, b, c, d, e où p, . . . , 'h sont remplacés par fi', . . ., 'V i a priori v' = v, 0' = 6, V -^^ X). il faut et suffit qu'on ait
a ^ o, çt/ — Tj ^ ^ o, uz' — z II! ^ o. (i) ^^ + Yri=a6', [i^'-H Y'fi'=5'-T'>
\ Ou-^'jz-hsuz ='rq'-i-jp., X « = v^'-f- /yo,
I 0 ?/+ v-3'-l- £«'^' = 6r/-4- Xtj -^ /'/>, X«' = 0^'+ X ^ -I- /'/?,
/ Y -1- / ^3 -f- Ç f< -I- ô^ + Yy + ,B^
-h ô cp « j" -H 7 uy -h 'h z ■ hpyz-hzxz^pu ■ —
y'Y-^ l'p^lu'-^oz'-h'(y'-^ ^.r'
, , , , , u'(u' — [) , , , , , z'(z'~i) ^ux ^r-'luy -h'iz '<~ ?y -^ -+- Tx z -h p u
-1- i('lu'- z' — p u' z'- ) = h'd -h hl -h oi^' j
\ r,(pz ^'}^u)-^^{zz -^'fu)^7.z', r/(s:; -h-Lm )-h^'(t^ -i-cpa)= ap', / r^ip z' -h U'h) -^ ç(- z' -^ (f u' ) = 7.^' , -q'ipz' -^'\>u')-i-^'(iz' ^(fu') = 'X<\i', (5) zu' — uz' = r^' -h rp. ^—r'p^ /"Y -^ '"' ^ + U = A" H- /?'.
Considérons d'abord le cas {S') pour p "^ ?.. (G ne contient alors aucun Cp'.) En prenant u = p, ^— — '\iw, w' = — -u, 5'=cpw, on peut faire p' = cp' == u, t' = '^ = i et jî' = i si ^ ^ o ; ^' est jes o avec p. vSt ji ^ o, (3) permet de faire o' = ç' = o, doù le type
bP — a, c/' = di' = e/' = I ,
/> < 2 d~^bd:=ba, d'^cd=^c^ e-' èe = 6, e-^'ce = ca.
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Si [i =^ o on a ossu'-o', cl ii laiil ciiMiilc disliiii^inM- (y../, /. /' ^oiit ici ^ <) ). /'o «/■/>>• 3 on a g' ss T^ o loujdui s (;t sculcniriit ?-i o=^^-_(); si 6^0, on |)cul faire w' = o cl, si 0 = 0, on penl faire ^' — 1 , il'où les quatre types
6/'=c/'=i. <y/' = a5, ei'= a"",
(0 — I , N avec ^ = o; 0—0 avec ^ = o, 1 .)
Pour p =; 3, c'est 0 -t- i et ô'-hi qui jouent le rôle de 0, 0' et Ton a les quatre t\ pes
/>•* = c^ = 1, <:/3 = a""', g' == aï,
d^bd=^ba, d ^ cd ^ c, e^^be^^^b, e-^ce=^ca.
(0 = 0, I avec Ç = o; 5 = '2 avec ^ = o, i.i
Dans le cas (<S' ) jiour y; = '2. on a p ^ J; ^y ^ i, o ^ t. En écliaiigeant au besoin r/ et e, on peut faire 1 ;s o, :p ?s 1 . En faisant 7' = Y- p' = p- '^' = '^j cp'=cp, 'V =: J;, on peut faire encoie |i'=^'=o, el Ion a o'^so. D'où les deux types
d-^ bd = />, rf ' cf/ = crt, f^e = ^«. ete = ca, 0 = o, i ( ' )•
Dans le cas ( 5' ) pour p ^ 1, on a pï^(p?so. y^';^^ — t^si. Faisons p'^ <p'^ o, y' = il;' = — t' = ( . On |)ourra faire ^1'= 6' == w' = o, d'où le type
bi'=^\, ci> ~ a. di'=^c, ei'—b, d~^bd=^ba^, d^cd=c, e-^be = b, e ^ce = ca, /> > -i.
Dans le cas (iV ) pour p =^ .i, on a y^p^^^^o, z^<ii^i. Faisons Y'^p'=cp'^o, t'sei|('ï^i. (^n auia !i' s= ^, u ^ o. En prenant l =^ x on pourra faire S' = T = o. D'où les deu\ types
dbd =^ ba, dcd = c, e-^be=b, e-^ce = ca. (î = o, 1.
Pour P = I , G a exactement 4 S» cycliques, ■ e J et ) ec J formant un système conjugué, I eo? ( et ) edc \ formant un second système conjugué.
139. Figure (i) (i)(i) (i i). Un groupe G de cette figure sera défini,
(') Pour 0 =: o on a (erf)"= i, b'^edb = (erf)^ d ^ edd = {ed)~\ Od rclrouvera ce groupe dans les compléments sous le nom d'holomorplie de \ed\.
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d'après les types trouvés (1.10) pour la figure (i)(i)(ii), par
«/'=!, fjr'=a'^, ci'=/r-al, di>=c-lr'a/\ ei' — b' a^,
b 1 ab ^ c ^ ac ^= d ' ad = e^^ ae = a,
c ' 6c = ba*-, d ' Ar/ = ba'^. p ' Ae = Aa?,
of-i cf/ = caP, e-' ce — cba''\ e-' c/e = dcaf-,
V et X prenant les systèm(;s di- valeurs suivants
= 0, X = i. />>3 et/> =
Pour/» = 2, G a un Cig ( 141 ) et rentre dans un cas traité. Soit donc p > i. En prenant ba'^ pour 6, ca-^ pour c, on peut faire lu = -/ = o. Pour que G soit d'ordre /)■% il faut et suffit (19) que
Pour que le central de G se réduise à ) a j, ce qui assure à G la figure voulue, il faut et suffit que cp soit ^ o, et, en prenant a? pour a, on peut supposer 9 = 1. Les conditions qu'on vient d'obtenir réduisent les équations de G à la forme
ai>—bP=\, cP=a-^\ di'=b-^'a^, eP = a^,
A-i ab = C-' ac = c/-' ad = g-' «(^ = a,
d~^bd—c^bc = b, e-^be — ba,
d-^cd =^ ca?, e-^ce=cb, e -^de = de.
On a par récurrence (en faisant I.'^ t = o pour <?<()) ie"' d' c.y b'^ )*'
e''«rf''-c"J' + "=-o '^
I uj+Y — \-Ciyz-t-: I ^
-|1„ ,+^„'-Y+2uz —^j^o "ilol+puz^^^o Su
(e«fl?-Cr6-r)/'= 6-'<"'--''«^=-*--'"-^ï't''->-> -'-P"='), y;, ;> -2,
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et
( e"' (/-' cX' b^' )-' e" d' cyb-' e"' d- cO' è-^'
H'IH' — 1) ,U
= 6" rf- (■->+-"-«= è " 2 2 a^,
\ := X u' — UX' ■
pu- hpa ■ ^ p{yz —zy ) (').
Pour que a^ = a' , b^a^' = b\ cOè^' a^" = c', e"^ d- cy b^ a^ = d' , e"' d^' cy' è*' a* = e' engendrent G et vérifient les nnèmes équations que a, 6, c, d, e où 0, ^, p sont remplacés par o', Ç', p', il faut et il suffit que l'on ait, en observant de suite que rf'-' b' d' = b' donne ii ^ o,
6^Tj ^ o, zu'^0, E'r,=E'0, £':; = £';, o;; — £'^ = o'0 — e'6',
(i) os'-t- ^a'-^ £.'(— ■=' — pa'-:'2 ) ^ 6^',
, , u'{u'—i) zu := r^ -^ /p, yu-^z ^^ ç > * — e / s= U .
i.'ot/ d'abord p >> >, donc % ^ z u''^, o ^ o'a'^, p s e= p' u'-. Si p ^ o, on pourra toujours faire p' = i . Soit donc p ^ p' = o ou i .
Soit 0 ^ ti et 0 = ^ï*, o'= ^•', u' = ^^. (i) permet de faire T = o et l'on a D — D' ^ 3 U niodp — i. Si donc p ^ i modS, on peut faire D' = o, et l'on a les deux types.
c/'=i, dP—a, gP^i, d~^cd=^caP^ p=o, i, p^îmodi.
Si p ^ i modS, il faut D'ss D mod3, et l'on a les six types
6/'=i, dP^^a^, eP=^i, d~^cd^caP, o—i,g,ff-, p = o, f, />^imod3.
Soit 0^0, donc o'^ o. Pour p = i, on a !I ^ u'^V- Si donc Ç ^ o, on a le type
cP= dP= eP— i, d-^cd = ca.
Si ^ = ^^, ^' = ^''^ , donc Z — Z'^^X] mod p — i, on aura : pour
( ' ) Si G contient un g 4 abélien A, A coniieiil [a, b. c ', (133). Mais, e"d* n'étant permutable à c que pour u = o, px = o, A n'existe que pour p = o, et alors A = ; a, b, c, d J est Tunique g « de G.
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p — I ^=? -^ ino(l4, 'L' ^"L moil'2, d'où les (leii\ types
cP=\, d!'=\, ei>=a^, d-^cd=ca, !l = i,,^, /)=imodi el > 3 ;
pour p — I ^ o iiiod4, Z'^ Z inod 4. d'où les quatre types
cP=^i, dP=\, ei'=a^, d-^cd — ca^ ^ = i , ^'■, ^2, _o-3, /> = (mod4.
Pour 0 = 0, ^' s'annule avec "C^moAp et. si ^ ^ o, on peut faire C = i) d'où les deux types
ci'—di>=\, ei>=a->, d-'^cd = c, ^ = 0, r, /> > 3. •SoiV maintenant p = 3. On auia
r, =f), z = \, H — zu', \ = bu\ pz = p',
(2) oz^=y — H'-\-o'zu',
(3) o^'-l-ÎIa' — z' — pu' z'-s=; ^' zu' ,
y\{u — I) -+- l' w'-i- p'*i-3'i= 6', yu'^ z( u — 1) = ^'.
L'élimination de ^' entre les deux dernières donne
y — 6'ss3(i — u') — pa'zz\
en sorte que (2) peut être remplacée par
(4) pz'^rj — I — m'(o— I).
Comme dans le cas général, on peut supposer p = p' = o ou i.
Soit p = p'^ 1, donc ^ = i. L'élimination de z' entre (3) et (4 ) donne
et, lorsque cette condition est vérifiée, (3) donne pour z des valeurs réelles. De plus, u' s'éliminant avec z' , on pourra prendre u' ^ o. Si (0 — j)2-i- ^ ^ o, on pourra faire 0' = i, Ç' = o, d'où le type
d^^=h-^a, ^3=1, d-^cd=^ca.
Si(o — 1)2-:-^^ I, on pourra faire o'=o, ^'=:o, d'où le type
d^=^b-'^, e^=i, d-^cd:=^ca.
Si (0 — i)2-f- ^ ss 1, on pourra faire 0=0, ^' = i, d'où le type
d^ = h-^, e-'' = a, t/-' cd = ca.
i5o votf; I.
Soit p = p'= o. Alors, d'après (4), o' — i s'annule mmlp avec o — i. Si 0^1, on pourra faire o'= Ç' = o, d'où le type
'S'i 0 ^ I, on a o'ss I et ^ s= zt\ d'où les deux type?
d^—b'^a, e^=a''^, d~^cd = c, Ç = o, i.
NOTE I
Sur les groupes de mouvements ( ' )•
160. Soit [i. une transformation des points de l'espace remplaçant chaque figure par une figure égale, ou chaque figure par une figure symétrique ; [X sera dit, dans le premier cas, mouvement propre ou àe première espèce, ou déplacement, et, dans le second cas, mouvement impropre ou de seconde espèce (2).
Un mouvement impropre est un déplacement suivi d'une réflexion sur un point ou sur un plan, en appelant ainsi la transformation qui remplace chaque point par son symétrique relativement au point ou au plan (la réflexion sur une droite serait une rotation).
Ces mouvements, lorsqu'on les compose en les opérant successivement, forment évidemment un groupe où les déplacements forment aussi un gfoupe. Un produit de mouvements esl propre ou impropre suivant que, parmi ces mouvements, figure un nombre pair (^o) ou impair de mouvements impropres. Un groupe de mouvements sera dit impropre ou propre selon qu'il contient ou ne contient pas de mouvement impropre. Les mouvements propres d'un groupe impropre G' y forment un groupe propre (groupe propre de G), et, si .s- esl un mouvement impropre de G', on a G'=G + G5, 5 1G5 = G (50, .^)7).
(■) Cf. Jordan, A. D. M., série II, t. II, p. 167; 1869.
(^) L'expression analytique de [Ji esl une subsiilution linéaire qui, en néj;ligeanl les termes constants, esl orthogonale cl de délerininanl égal à 1 si ijl esl propre, à — 1 si [1 esl impropre.
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161. Si un mou veinent, [jl transforme une fii;uic /'(M1 cl It;- même, on dit que [j. appartient à f et qiu' [Jt. est. un mou\'emt;iit. nu une symétrie de /' (fn (■hirgissant, nii peu le sens du mol symétrie). Les symétries de _/ forment évidemmenl un -imipe (/ { s^roupe total de f) dont le «groupe pro|)ie G(^(j') >iera dit i^roiipe pi oprc </c /'un simplement ,,L;roi(/>e de J .
Inversement toi// t^roupc \{ de inoiiveiaents est le iiroiipe total (Tune Jigure (\n\ f-t dite appartenir à [{. \iu ell'et, l'eiisemhk' /" des transformées m = ce|, •^,,., cûy, ... d'une lij;ur{! quelcoruiue cp par les opérations i, .r, y, . ■ ■ fie ()' est (■vidrniniiut transformé en lui-même par ()', et tout mouvement (|ui transforme o^- en 'j, , étant complètement déterminé, coïncide avec l'élément .7- ' »■ île (|'.
1():2. w étant une lélli'xion sur un point U, r, nue réllexioii sur un plan II passant |»ar (), p une rotation d'auiile -autour d'un axe normal à H en O, on a 10 = -/jp =r OT). Considérons le produit r/r/ de deux rcllexions r,, r/ sur deux plans H, H' : si H et H' se coupent, rj^' est uni- rotation dont l'axe est sitiK' -iir leur intersection D et dont l'antile cs| le donhic d'un (pielcon(|ue des ani;les dont il l'aiil l'aire tourner II autour de I) pour l'appliquer sur H'; si H et II sont |)a]alléles et distants de d^ r, r/ est uiKMranslation éi^ale à id, noiinale a II et dirigée de H vers H'. Le produit woj' de deux réflexions oj, oj' sur deux points O, O' distants de d tts,l une translation égale à xd. dirigée de O vers 0'.
Deux translations .-ont évidemment toujours permutal)les. / étant une translati(ni, je désignerai par | ^ i sa grandeur absolue, par t'\ A étant réel, une translation [jarallélt* à / et de même sens, de grandeur k\ t .
p étant une rotation, je di'signerai par o son axe AB dirigé dans un sens
arbitraire, soit de A vers B: par p l'angle de la rotation pris avec son signe, le sens |>ositif ( pour un observateur ayant les pieds en A et la tête en B) étant arbitrairement choisi (je prendrai celui des aiguilles d'une
montre), par o''\ />■ étant réel, une lotation d'axe p et d'angle ko. Une rotation d'ordre a, li, . . ., n est dite binaire, ternaire. . . ., n-aire.
Tout déplacement est le produit /p d'une translation / et dune rotation p dont l'axe passe |)ar un point arbitraire, ce point déterminant complètement t et p.
163. Soient 7-, ^ deux rotations d'axes concourants en O : a3= y est une rotation dont l'axe est pris dans un ^ens arbitraire suivant l'intersection
des deux plans obtenus en faisant tourner le plan (a, ^) de — .' c. autour
de a et de i [i autour de !i, et «bmt l'angle est le double de l'un quelconque des deux aiigbîs don! il faut faire tourner a autour de y pour
l'amener dans le plan ( !i, -[). .^i () est à rinfini et si a -^ [î est un multiple de •>.-, Y est à l'inlini. Soit A' le transformé par |i d'un |)oint A de a : y est
une translation <le grandeur AA' = if/ sin i a ( <^/ étant la dislance de a, !ii dirigée de A vers A'.
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16-4. Si donc / et /'sont deux l lanslalions, p et p' deux rotations, et si Iz =/'p', _ ._ /\ /\
p et p' sont parallèles; en les prenant de même sens, o ^^ ^\ et les projections de t et de /' sur p sont égales el de même sens, p' a une position unique pour laquelle t' lui est parallèle, el alors t' p' = o' t' . Ainsi. tp = t' p' = <ï(p', f' ) = (( est un déplacement hélicoïdal : p' et /' sont ses éléments, et p' = a (que je prrndiai de n\ème sens que /') son are hélicoïdal
16o. Soient «(p, /) un dèplacemeni ludicoïdal cl r, une réflexion sur un plan H. T, /p = ;j. est le mouvement impropre le plus général.
Supposons que H coupe a en O. Soit O z la normale à H en O et Oy une droite normale à O^ et à a. Il y a sur Oy un point unique O' lel que ^p = t' p\ t' étant une translation normale à H et p' une rotation d'axe parallèle à p. Or T,/' = r/est une réilexion sur un plan H' |)aiallèle à H. Donc ;j. = ■'■/p'= top", (O étant une réflexion sur rinlerscctiou ()" de H' et de p', et p" une rotation fixant O". Donc ;jl est le produit d'une réflexion t,i sur un plan et d'une rotation pi d'axe normal à ce plan. \x = [jl( pi, ■r\\) sera alors «lit rotation impropre d'éléments pi, Tji et d'axe \l =: pi. On peut évidemment considérer une l'éflcxion sur un plan comme une rotation impropre d'anf,rle multiple de tï.
Supposons H parallèle à a. On aura p = /'p', t' étant une translation
parallèle à H et p' une rotation .d'axe situé dans H; donc [x ^ tt' r^p' . Or
r^p' est une réilexion sur le ti'ansfoimé H' de H |)ar p'^ el, tt' pouvant se
décomposer en une translation parallèle à H' el une translation normale à H', \x est le produit d'une réjlexion r^i sur un plan et d'une translation tj parallèle à ce plan, [jl = [j.( ti, r^i ) sera alors dit translation impropre d'éléments ^i, /, |.
Ainsi tout mouvement a vi\n: forme réduite qui est, soil un diq^lacement hélicoïdal, soil une rotation im|)ropre, soit une translation impropre.
166. Soient rt/(p/, //)un iléplaccment hélicoïdal:/; nu point quelconque : p,son transformé par a,; /;,/,, an, les transformées de /j,, «/ par a^. \\ est clair que a\} aiai;=. ai transforme p^ el a,/, en pn^ et an,. Gomme la position relative de pi;, pn^ a,/, est celle de /;, pi. a;^ an,- coïncide avec a/ et
p/=p/, I // I = I /, . Si donc un miMivement impi-0|)re quelconque r^,a^:,
r^i étant une réilexion sur un plan uniinal à «/, transforme a/ en a/, on a /\ /\
Si a/ est remplacé par un mouvement impro|)re quelconque jjl = r^ix', r, étant une réflexion sur un plan H et jj.' une rotation d'axe normal à H ou une translation parallèle à H, on obtient immédiatement des propositions analogues en observant que aj^ \x a/,= aj^ r^a/,. a'J.^ix'a/c et que le transformé de (j. par -qa/, (ria/, représente un mouvement impropre quelconque) est «7-' ^W^^i^v. = '^X' l^(^A-
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167. Sile produit afj de deii.r rotations a, ^ est une rotation, leurs axes 0\, 015 sont dans un même plan (je sii|)|)oseiai que 00' est la normale commune à OA, O'B), sans quoi, si ^ = ^V, ^' étant une rotation fl'axe OB' parallèle à O'B et t une translation normale à OB', l'axe de afi' ne serait pas normal à / île plan ohlenii en Caisanl louiner le plan (a^') de j^ autour de ^' est paialleie à / i. Doue, dans un L^roupe de rotations p, cj, . .., toutes les rotations concourent en un même point O à distance Jinie, sans quoi le commiil aleur a^' pa.p ~^ sérail une Iran-lalion.
168. Le eommutant /'p/.p-' d'une fotiilioii p et d'une lianslation f est,
d'après ce qui précède, une translali et de même celui d'une réflexion et
d'une translation.
169. Soieiil alors (|' un groupe de inouvenienis : <], /•>, ... les translations figurant dans les formes réduites de ces mouvements (ti est nulle si la forme réduite est une rotation impropre): /'i, /••>, ... les autres éléments de ces formes réduites; 0,, f),, ... des translations qui transforment chaque /•,• en un mouvemenl analogue r] laissant li\e un point O arbitrairement choisi. Les r) forment un i^roupe V de rotations propres ou impropres, et V est homomorphe à ()'. Le diviseur Bu répondant dans Cj à /'unité de V est donc nécessairement un groupe de translations.
Soit {-) le p. p. c. m. des ')„ des // et de leurs transformées par Çj' ou, ce qui revient au même, par Y. On a évidemment Ç)'0 = l'0, 0 étant normal dans TÔ et premier à V. Donc tout groupe de mouvements \î divise un groupe de la forme FW, Y étant un groupe de rotations propres ou impropres permutables au grou|)e de translations 0 et mériédriquement homomorphe à Ç. Un groupe de la forme YQ sera dit groupe de Bravais.
170. Si C] contient un mouvement hélicoïdal a{p, t) où p est incommensurable avec T.Tz et un mouvement [x autre qu'une rotation d'angle tc et d'axe normal à a, ij contient un mouvement arbitrairement petit.
En ellet, on peut trouvei- deux entiers m. n tels que np = ■imT.A ('),
(■) Considérons plus f^éuéralemenl les /■ fonctions linéaires ^, = S" a,j^j -t- 6, (i = 1^ ...,/•;/•</<) et les N" cléterrninalions du système (37,, . . ., a;,, ) ohtenues en faisant parcourir à chaque x^ les nomhres o, i, . . ., N — i. Pour chacun d'eux, chaque 1'^, | est < ANw, A désignant le plus grand des \a^f^\^ |6,I. Partageons
o \N n rintervalle (— AN«, -+- AN/*) en v parties éuales à — Il v a v distrihutions
possibles des ?, dans ces V intervalles. Si donc on prend v''<N", il faudra qu'à deux au moins des N" déterminations du système {x^. ■ . .. x,,) telles que ( x\, . . ., x,i ), (a;,, ...,x„) réponde une même distrihution Hes \-. Alors, jiour Xf.= x). — x\;
11, I sera < — En prenant pour v le |)lus grand entier < N'". \\-\ sera < ^ ,
N'- — 1 chaque \x^\ étant < N.
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f désignant, ici et dans ce qui suit, une quantité ( non partout la même) ne croissant pas infiniment avec n. Les axes de [Jt.-' a" jjl =.7? et de a-'^xa"^= y
sont distants de fn cl t'ont nn aii;,'ic — • (Jeux de y et de x^^yx = z sont
distants de /'/i et font nn an^lc -^ • Alors, à une tianslal ion de grandeur
/l'absolue — i)iès, ;; (''quivaut à un mouvement liélicoïdal ^' dont l'axe coupe y n ' "
et y~^ z' est arhiliaiiemciit |)ctit.
171. Soit r un i;roupe de rotations presque linies dont les axes concourent en un point O à distance Unie.
Si ces rotations ont toutes le même axe, elles sont toutes des puissances de la plus petite a, et T est cyclique ( ' ). Si F est d'ordre n, V = (l,, est le gi'oupe d'une pyiamide légulière P„ à n faces, d'axe a. C'est une représentation du g„ cyclique.
172. Si r n'est pas cyclique, soit y. = x„, ^ — p^, deux rotations de Y d'angles
'.i TC "i 71 I • 1 I 1 > 1 ■ ; 1 ■ -1
— , — et de pieds A, n (eu appelant pied d une rotation le point ou son n p
axe, dirigt' de O vei's ce point, perce la sjjhère S décentre Oel de l'ayon i).
Sup|)Osons l'ai'C AB = tp uiiniinum. Soient C le |»ied de a^i = y = Y^
d'angle — i D le point où l'arc AC coupe le cercle ^U de centre A et de
'7 rayon sphérique cp, iM le milieu de l'arc du grand cercle BD. Le triangle
rectangle ABM donne cos AB\1 = cos cp sin BAM et, puisque l'on a
ABM<ABC =-, BAM = —, o<9 <-,cos- <sin — don --h - >-• p i n ' •>. p 1 II p 2 n -2
Four n^ 3, cela exige /> = 2 ( n, p et // sont ^2); poiii- n = 1, cela exige p = ■>. ou 3. Ainsi un pied à distance inininia d'un pied d'ordre 2^ 3 est un pied binaire et un pied à distance niininia d'un pied binaire est d'ordre %'i. Si donc /ti^o, ou si V n'a que des c..y, ABC, rectangle en B,
donne ( ACB = - ) cos - = cos ci sin - » d'où, comme tout à l'heure, \ 7/ q ' n
i >■ - • Cela existe que le plus petit des deux nombres n, q soit 1 3
et que, s'il est é,i;al à 3, l'autre soit ^ ).
Tout d'abord aucune rotation ji' autre que a, [i, y n'a son pied B'
dans ABC {en comprenant dans \BC ses côtés et ses so/n/nets ). En ellel,
supposons n maximum dans T. ABC sera rectangle en B, et, B' lu' pouvant
(') Sir a des rotations inliriiinent petilcs, il peut présenter une iiiliriilé de types distincts (tous abélieiis évideinnicnt). Par exemple, V peut ((iiileiur loiiles les relations possibles; ou bimi il peut dériver d'un nombre quelconque de roLations p,, ..., p„ abs.duuienl indépendaiilcs (1">) (ce i|ui revient à dire qu'on ne peul trouver d'enùei-s /», tels (pic il"///, p, soil niulliple de ■>■::).
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être dans A", il suffit di- inontrei- i|iic la distance minima d'un pied à G est ^ BG. Si ^ = •'., 1>', |>oiii' <'lr(' dans VBG, doit se trouver sur A., et, si 'i' est ternaire, 3^'-' aurait son pied dans -À». Si ^' est binaire, ou si g > -a, faisons jou(M" à G, B' le rôle que jouaient tout à l'heure A, B, et soient cp', g'
les rMiantitt's analoirues à 'i, </ . ()n aura cos —; =c<)su'sin— • D'ailleurs
\]]Cj donne eos — 3= co'^ BC sin et 1/' est - /i. Donc (njs 'j est S eos BC et Il q
cp'^BG.
Désiii^nons maintenant par B| le pied de a-' y"', symétrique de B par
rapport à \(]. Dans c liacune des ipialre liy|jotIièses cf ^= 1 (d'où co — — j ;
c/ = rt = 3 I d'où Ci = BG et eos cp = — — | ; 7 = 3, « = i ( d'où o = - ; 7 =: 3,
d'où (OS cp = ^ r |, on vérifie flireeteinenl que les trans-
V/io — 9V5/
formés de ABGBj par J a, p ( couvrent toute la sphère S, en sorte tpje les sommets de e s quadrilatères (G (Uant eon^^idéré comme sommet si (y = o ) f<uirnis-ient tous les pieds de V et que f^ )z, [B|. P est le groupi' de la figure formée par cette division de S en quadrilatères. (G„ est ('videmment le itroupe d'une division de S en fuseaux.)
\l'i\. Si (jf = ■>, V = ; X/,, [3 ', = D„ est encore le groupe du polyèdre foi-mé de deux pyramides régulières à >.ii faces, symétriques l'une de l'autre par rapport au plan H nornal à OA en O, cl dont l'une a son sommet en A, sa base en H et AB pour arête. D,., est une représentation du go,, cO = \a,b\ défini ( 20 ) par a" = 6- = i , bab = a -'. a étant représenté par a et b par p. On remarquera que le« n éléments 3 a'' sont des rotations binaires ayant pour axes n normales à OA se déduisant de l'une d'elles par îles rotations
dangles et fournissant ainsi yn demi-droites normales à OA en O.
174. Si q =z II ^ ^^ r = |a, ^1 := T est encore le grou|je du li'traèdre ri'giilier z ayant O pour centre et A |)Our sommet. OB et OG étant normales respectivement à une arête aboutissant en A et à une face terminée par cette arête; il est aussi le grou|)e du léiraèdre -u' dont les sommets sont diamétralement o|)posés à ceux de ~. T est une représentation du g^o îs — \a, b, c[ défini (20) par a- = b- = c'* = i , ab = ba, c^ ac = 6, c-^ bc = ab, a, p, y représentant respectivement c, b, cb.
Si ^ ^ 3, /i = 4» 1^ = ! ^5 P 1 = O est encore le groupe de l'octaèdre régulier 0 ayant *) pour centre et A pour sommet, OB et OG étant normales respectivement à une arête aboutissant en A et à une face terminée par cette arête; il est aussi le groupe du cube x avant son centre eu O, un sommet en G et une face normale à OA (donc une arête normale à OB). O est une représentation du g.,.. O = JE, «?; défini (20) par les équations deÇ(son« la forme donnée tout à l'Iieure) jointes à d- = i, dad— a, dbd — ab ,
\ 56 NOTE I
dcd =^ c-, a, b, c, c? étant représentés respectivement par a-. y^'^'Y- Y' Y~' Sy. Soit T(: le tétraèdre ayant pour sommets C et les trois sommets opposés à G dans les faces de x aboutissant en G; Xf; le tétraèdre dont les sommets sont diamétralement opposés à ceux de tc. Le groupe de Zf_ est j a-, Y I = To ; celui de t^ est ] ofi, a-iya | = T'f ; fj permute -zc et t',-.
175. Si ^ = 3, « = 5, r = , a, ^ J= f est encore le groupe (d'onlre 6o) de l'icosaèdre régulier -. ayant O pour centre et A pour sommet, OB et OG étant normales respectivement à une arête aboutissant en A et à une face terminée par cette arête; il est aussi le groupe du dodécaèdre régulier de centre; () dont un sommet est en G et dont une face est normale à OA. a et [i vérilieul a^^ = ^^^ ^= {a.'^)^ ^ i. Soit I' le groupe défini par ces équations. Tout élément de I' est de la forme \i = a' j [Jot'i 3 . . . . Or (a3j^=: i donne a^a = '^y.'*'^ dont le carré donne
( I ) ai a2 fia = ^ -a» fi ou a^ '^ x2 3^ = y."- 3 a» ^
et le cube
a,3'a2 3a2[ix = 3a-2{3
ou, en prenant les inverses,
aV3a-^3a-i[ia*= fia-* fi.
Donc on peut réduire le nombre des !i de \x si un des x, (où i^\) est is±i modf) ou si deux a", consécutifs (oij «il) sont es n= 2 (mod5). De plus, si ,r,, .7/^_i, ... sont respectivement égaux à 3, 2, 3, 2, ... (ou à 2, 3, 2 3, ...), on peut, daprés (ij, sans augmenter le nombre des fi, les ramener à 2, 3, 2, ', ... (ou à 3, 2, 3, 3, . . .) puis diminuer leur nombre. Donc, en réduisant au minimum le nombre des [i, on n'a, pour les éléments de r, que les 60 formes possibles a^', a^^a-V, a-^ [3a'^ j3a>', a^j^a^^a^^ (on vérifie directement que chacune des 25 formes a-^ [3 a"^ jJa^ ^aJ coïncide avec a^-"-' pa- j3a3 ^la.i-^^' et que par suite les 25 formes se réduisent aux 5 oii ^ = o). Gomme 1' est ^1 (66) on voit que 1'= I, et les 60 formes obtenues sont distinctes.
Il est aisé de voir sur la ligure de l'icosaèdre ou du dodécaèdre que I a 6 gs, lu g3, i5 g2 (les élément fournis par ces groupes étant au nombre de 60, I n'en a pas d'autres) et que les gs sont tous conjugués ainsi que les g3 et les g, (82).
176. Gonnaissant tous les groupes de rotations, on connaît par là même tous les tj'pes de diviseurs de chacun d'eux. En particulier tout diviseur d'un groupe diédral est cyclique ou diédral (SI) et, aucun diviseur de 1 ne pouvant contenir tous les conjugués d'un de ses éléments, I est simple.
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177. Tout fii(iu|n' irn|)i'i>|ir(' liiil (■ dniii le f;r(iuj)c [iiupre V est un groii|je de rolalioiis s'oblientlra eu pioiiunt pour T un des j^roupes obtenus et en lui adjoignant un mouvenient impropre s qui lui soil |)erniulable. Or soit 5 := ^10, o) étant une réflexion sur O et ^ = ^(p, /) nn déplacement hélicoïdal, r, d'après les formes trouvées, est toujours permutable à w. Donc il l'est à ;. Si r n'est pas cyclique, ^ fixe O et est une rotation. Si F est cvclique = jaj, on peut seulement conclure que p est sur OA. Mais con)me tit} est une réflexion sur un point O' de OA, on peut encore, en remplaçant O par 0', supposer que ç est une rotation. Ainsi G divise [ F', w |, F' = } F, ^ j étant un des groupes trouvés, et, en partant des group(;s )F',ioj, on aura tous les groupes G = ) F, s • en prenant pour F un diviseur normal (oO) de F' et jjour s = ^w un élément de F'w. On peut (vidcniniciit, <latis ce qui précède, remplacer w par une réflexion r, sur un plan 11 normal en 0 à OA si F est cyclique, diédral ou octaédral, à OB si F = T ou si F = I.
178. Si F' = C,, = ) a„ ;, G = ; a/,', r^ y.f^ \. Pour a = o, j^ = i el « pair = av, G est un gov cyclique G,;,v^ engendré par la rotation impropre r,a2v F'our x=^ i, y = o, G = ; a„, T, ; — C^'i est une représentation di- d,,, = \a, h \ défini ( 2()j par a" ^ h- =^ i , ah = ba, a étant représenté par a„ et h par r,. Soit hx -\- ky = d, cl étant le p. g. c. d. de x = /</, y — nul ( 10 ). G contient ri'''J.'n. Si k est jjair, G conlient a',' donc r, aj; "'"' = r^ et renire dans le type C^. Si k est impair, G =; ; z(,'', r^-x'j, \. Si / ou n est impair, G contient encore i\ et renire dans le type C^[. Si / el n sont pairs, G = I rja',( \ rentre dans le type C„^r\'
179. Si F' = D„ = ; a„, ^ j, G a, en négligeant les types déjà obtenus, l'une des formes ) ccf,, pa),', Tjaf, |, J a/,', fjocf,, 'fj^x;, |, ) af,', Tj^af, j. La seconde rentre dans la première (rijiajj pa^J, est de la l'orme v]a;, ) où l'on peut supposer j^ == o, en prenant au besoin ^a^, [)Our générateur au lieu de p. Si dans celte première forme on l'ail j:' = o. ^ = i. et si l'on sup|)ose n pair ^ av, on a le type j ■ir)a2v, ^ ! ^ 1 C.2v,r;i w [ = Djv,?] qui est une représentation de CÔ-av ; si l'on fait a; = i, ^ = o, G = ) D„. tj J ^ Dfj est une représentation de (J5J, = ) a, è, c j défini (20) par a" = b- =^ c'^ = \ , bab ^ a~K cac ^ a, chc = 6, a étant représenté par a,j, b pai' p, c par /]. On voit, comme dans le cas de F' cyclique, que la première forme de G ne contient pas d'autres types. La troisième forme, où 7)[5 = o est une réflexion sur AOB et oaf, une
réflexion sur le plan obtenu en faisant tourner AOB de--» rentre, en pre-
nant Saf^ pour générateur au lieu de o, dans le type ) a„, o ; — G,',, nouvelle représentation du groupe diédral ( o- = i , ôa„o = a:»').
Considérons la réflexion w = r,a^^ sur O et la réflexion 6 = r, J3a2,( = ojpa^^sur le plan obtenu en faisant tourner AOB de — > et posons la,,, col = G|f ,
}D„, cdJ = D^", )D„, 6j = D„. C^ représente cl)„, comme C^îj, et coïncide
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avec Cf; toujours et seuleruent si C^; rontienl w, c'est-à-dire si n est pair. Si n est impair, G^ = Cj-m^-f.^ («'^^z, ' = '<'i''-'-in >■ l^îf représente (0^, coinine D'^' et coïncide de même avec U,*; toujours et seulement si a est |)air. Si n est impair. D'"/ = ^in.r^- ^li représente CO =]a,ô,c\ défini (20) par «" = 6^= c-= I, bab = «-', cac = «"', e/;c = 6a, « étant représenté para„.6par ^, c par 6. Si n est pair (alors tÔ = cD.2« pour ny-i etCO = Cit)", pour n = 1 (20)), D?, = D.,„,.^^. Si n est impair, (alors tO = CD;,), D^, = hf,
180. Soit r' = T et s = \m. \in prenant pour V le g., de T (c'est le seul diviseur normal ( 50) > i et <T ) et pour f un e- ( si ; était d'ordre 3. G contiendrait ;r, s'^|=:T) on retombe sur des types précédents. On a donc le seul type nouveau ', T, co \ = T" = \ T, Tj J =^ Tl (ici t] = î^w), représentation du groupe f (20) produit direct de (r (représenté par T comme précédemment) et d'un e-i représenté par r,.
181. Soit r'= o. En prenant encore s sous la forme ^w, on retombe sur des types précédents, si F < Te ( Te = ) a^, y { ; je poserai a^^^,,, y~'3c-y = 3o en sorte que Te représente C, «u, 3y, y représentant respectivement a, 6, c, ou si ^=1. Si r = T(;, on peut prendre pour ç un élément quelconque de O hors de T(;. et tous fourniront le même type, G contenant F^w; en choisissant donc pour s la r('-IIe\ion 0 = r, jyO( (ici r^ = toa^) sur le plan AOC, on aura G = ; Te, 0 | = T'J ; c'est le groupe total du tétraèdre dont T est le groupe propre. Or, d'après le cas précédent, r^ est permutable à tout élément de Te, et la ligure montre que 3oa^o=a''. Donc f)a,|0 = a:,j, 6 Po6 =^ ''to ^0 et T^ est une représentation de O, a^. ^,). y, H leprésentant respectivement a, b, c, (r/(20).
182. Soit F' = 1.1 ('tant simple, on n'a (|u'un type iiou\eau ; 1. w J = ) I, r^ (.
183. Soit t) un gi'oupe de translations ym/es. Les translations de 0 parallèles à une direction Ox formant évidemment un groupe 0.^- formé des puissances de la plus petite d'entre elles a ( ' ). Si 0 contient un groupe 0y = j 6 { de translations parallèles à une autre direction Oy^ choisissons Oa- tel que I a I soit minirna dans le groupe 0,xy des translations de 0 parallèles à xOy et Oy tel que la projection de b sur une perpendiculaire à 0.r dans xOj- soit minima en valeur absolue dans Q^cy Alors toute translation de &xyest dans \a,b\ soit u dans 0^.^. hors de ] a^b [. Divisons xOr an parallélogrammes de côtés parallèles à «, è et égaux à |a|, |è|, O étant un des sommets, u amenant O en un point qui n'est pas un sommet de paral-
( ' ) Si (-), coiilieiit des traiishilions iniinirneiU petites, B^ pourrait avoir une infinité de types distincts (171).
NOTR II. — SUK M'.S MATHICKS KT l,ES SVSTICMKS LINKAIRF.S. i HJ
ljéloi;iaiiiiiiL', on |)oiii'r;i liuiiver des entiers À el [Jl tels que ua' bV- ;iiiu''iie O en nn point |)lus voisin de O.r que b ou en un |)oiiit plus voisin de O que (7, ce qui contredit l'iiypothèse. Si 0 contient un groupe \c\ de translations parallèles à une troisième direction O c, choisissons ().7- tel (pie|a[ soit niininia dans 0, Oy dans a-()y comme précédemmenl. O^ tel que la projection d(; c sur une per[)endicnlaire à xOy soil mininia en valeui" absolue. On voit alors de même que 0 = , «, b, c [.
NOTE II
SUR LKS M VTRICES ET LES SYSTÈMES LINÉAIRES
Généralités.
18i. ]>(' Tableau y. = (a,/, ) ( t = i, ...,/»; /i = i n) des éléments xa
appartenant à un champ quelconque (:24) on l'indice / indique la ligne et l'indice /i la colonne se nomme une /nafrice de type (m, n). Si m ^ «, la matrice est dite rectangulaire. Si m = /*, elle est dite carrée d'ordre //, ou simplement matrice d'ordre n, et, lorsque aucune confusion n'est à craindre, on dit souvent déterminant pour matrice^ le déterminant des a,/, se désigne alors par | a | ou |a,7,. |. Deux matrices {oc,-/,}, C^u,) de même type sont dites égales si a,/, = jj//,..
Soient a une matrice de type {m,/i) (m<Cn), ^ une matrice de type n — m, n ), y 'a matrice d'ordre n obtenue en écrivant ^ au-dessous de a. Dans le développement de | y | suivant les déterminants d'ordre m de a, le coefficient de chacun de ces déterminants sera un déterminant d'ordre n — m de ^ (l'ordre des colonnes dans ce dernier déterminant dépendant de l'ordre des colonnes dans le premier) : ces deux déterminants seront dits correspondants.
Une matrice dont tous les éléments sont nuls est dite nulle et se représente par o. On dit qu'une matrice a = (a/^) est diagonale ou a la forme diagonale si les a,/, où i^ A- sont nuls (les a,, sont dits éléments diagonaux) ei l'on écrit a = (a,) = (oti, «9, • • •) i'f-i = 'J-a); si, en outre, les a// sont tous égaux à i et si a est carrée, a est la matrice unité d'ordre n : je la désignerai par s„ = (z,/,) = (£,; = £.
Une matrice [jl formée des éléments communs à certaines lignes et à certaines colonnes d'une matrice quelconque y. est dite une sous-matrice (ou un sous-déterminant, si elle est carrée) de a, el a une surmatrice (ou
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un surcléteriniiiant si elle e?t carrée) de [jl. Si les déterminants d'oidre r d'une n)atrire ne sont pas tous nuls, ceux d'ordre /• -l- i l'étant tous, /• est le rang de la matrice (ou de son déterminant, si elle est carrée).
18o. a = (a//) et ^ = ( ^//J étant de'j\ iiialrices de types ( m, /t), ( in\ m ) respectivement, la matrice "^=ic^ii^.) de type y m.' . n ) où '[i/,- ^= Zj^ijocj/,- (j := i, . . ., m) est dite produit de a /;«/• [i et se désigne par a^ (l'ordre des facteurs n'étant pas indiiïérent; si m = //i' = n et si a^ = ^a, a et ^ sont dites permutables ou échangeables) et l'on vérifie directement que la multiplication des matrices est associative ( ' ). Si, par exemple, pétant un entier inférieur au plus petit des trois nombre-^ /«, /?, /?;', a,/ = o pour i ou A" > p sauf que a,/ = i ( i > p) et si p//, = o pour i ou /fi p sauf que p,-,- = 1 (il p), on aura y/a = a,/, pour i et kS. p, y,/,. = [3,/,. pour i ef k > p, les autres YzA- étant nuls. Si alors a et p sont carrées, y = a^ = ^a est dite décomposable et composée de a'= ((x.,/c)(i. k S. p) etde P'= ( ^ja ) (i'- ^ > ?)• Je dirai abrévialivemeril que y est le produit des deux matrices composantes a', p' (dans cet ordre), et l'on voit de suite ce qu'il faut entendre par matrice composée de plusieurs autres et par produit de plusieurs matrices composantes (prises dans un ordre donné).
Désignons encore dune manière générale par ô'*P''^' ce que <levient une matrice o — ( 0,7, ) quand on y échange les lignes de rang p, a |)ar o^>y'^p> ce que devient 0 quand on y multiplie la p'"'"'" ligne par /;, par rj''-a,n,h) ce que devient 0 quand on y remplace Op/, (A- = i. 2, . . . ) par o^/, -^ // o^;/, : on dit abréviativement dans ce dernier cas qu'on a ajouté à la p"'""' ligne la a"'"'' multipliée par /t, ou, sans préciser, qu'on a opéré une addition de lignes. Soient ô'''p.'^', 0'''"^'?', ô^'P»'^''''' les résultats obtenus en opérant de même sur les colonnes. On aura ae^,'/''"' = a/'p.<î', efjP''^' a = a'*P'<J', as^^j^P' = a/'.'<P',
186. Soit a = ( a/A ) une matrice d'ordre n. Si l'on pose a/,,- = x,/,, («/a) = a est dite transposée de a. Si a = a, a est symétrique. Si :/a,- = — a,A, a est alternée. Si y = a^, p étant une matrice d'ordre n, '(a- = ^j P/.y^y/ = ^j'^'j ^J/^-
ou (aj3) = 8a. Si | a î jz^ o, la mati-ice ( a^/ ) oii a^A- = 1"" ' "^A' étant le
coefficient de aA, dans | a |, est dite Vinverse de a et se désigne par a^i (a sera dite alors invertible); a^'a = a-' a = t. La matrice a~'= a-i est Y adjointe de a et (ap)^' = a~'[a^'.
a, p, Y étant trois matrices d'ordre n, et p, y invertibles, pay est dite équivalente à % par p, y; P^P est dite congrue à a />«/■ p, et p-'a^ trans-
(') Si /^, c* désignent les matrices de types (i, «), (//;, i) formées par la jième ligne et la Ar'*""" colonne de a respectivement, on peut écrire y ^ = /f c*.
Lorsque l'on n'a pas en vue la théorie des substitutions on définit souvent le produit ap =(y;^) des deux matrices a de type (m, n) et p de type ( «, n') par l'équation T.i = -;«,; Pjn-
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j'orinéc de a itar ^ et aussi semblable à a. a~' est congrue à a par a-'. On remarquera que Tadjoinle [i"' x-' p ' de ^a^ est congrue à l'adjointe a ' de a par l'adjointe de ^.
187. a = ( a:/^- ), ^ = ( j3,7,. ), y = ( Yi/.- ) étant trois matrices de type ( m, n), on écrit y = oi -\- '^ = '^ + x si y/a- = 3t,7,-H ^^a- et y = .v x si Y/7> = •«^t,/,. On a évidemment, quelle que soit o de type {m', in), (a -t- P) o = ao -i- po, et (|uelle que soit o' de type («, /i'), o'(a+ |3) = 8a + o^. Une matrice carrée y produit de deux matrices composantes a', p' est égale à la somme des deux matrices obtenues, l'une a en remplaçant dans y les éléments de [3' par des zéros, l'autre {3 en remplaçant dans y les éléments de a' par des zéros. Je dirai abréviativement que y est /« somme des deux matrices composantes a' e< [3' et l'on voit de suite ce qu'il faut entendre par somme de plusieurs matrices composantes.
188. La matrice a = (a/i) définissant la forme bilinéaire Z,/, «//, a"/j^^ et réciproquement, on pourra remplacer le mot tnatrice par celui Afferme bilinéaire. Supposons « d'ordre n. La matrice p«a, a= (a/;;) etp = (p,7,) étant deux matrices invertibles d'ordre n, définit la forme
c'esl-à-dire la forme obtenue en remplaçant Xj par I.,.'Xi,,x,. et y^- par ^.-- i^'i.^J'i'- •^' "'/. = — '''/.M 's forme «est dite alternée. Si a,/. = «/,, la forme a est dite symétrique: alors a définit aussi la forme quadratique ^n^an^XiXi; ( t , /: = I , . . . , /t ) et réciproquement (en exceptant le cas où les a,/, sont dans 02"') et l'on pourra remplacer le mot matrice symétrique par celui de forme quadratique ; on remarquera que aaa représente la forme obtenue en remplaçant dans a xt par "S^j^olu^x/^.
189. La relation (j-i(ot — se)a = (T-'a(T — s s, a et a étant deux matrices d'ordre /t et ] a | jzf o, montre que | a — se | = \a(s) coïncide avec A^-i^d. A(x est le déterminant caractéristique ou la fonction caractéristique de a ou du système des a-' au; Aqj = o est Véquation caractéristique et ses racines les multiplicateurs de a ou du système de (t~ ' aT. 11 est clair que A(^= Aa.
On vérifie immédiatement que le coefficient de ( — a)" dans Aa(5) est i et celui de ( — s )"^P la somme des mineurs principaux d'ordre p de Aa(o). On peut toujours former une matrice a = (a,^ ) ayant une équation caractéristique donnée ( — i)""^' S({ a/.s«-^ = o ( a^ = — i) : il suffit de prendre, par exemple, a,/, = a/,, ay^ = o si k y^ j — i (y = >, . . ., a), i-jj-\ = i. S. II
Dii'iseu rs élcnien ta ires.
190. Soil a = (ai/,) une matrice entière, c'est-à-dire où les a,/, soient entiers, de type ( m. n ) et de rane; /• ( i ) et c?p le p. g. c. d. pris positivement des déterminants d'ordre o tie a; dr sera dit le tlivisear de a qui sera première si f/,. = i. Posons <?, = ^/j, gp — rfp : (^/p i |)our i < p ^ r; ^^ = o pour 7 "^ r, a pouvant croître au delà de m et de /i et d,, étant alors regardé comme nul. e, est le i'*""^ dii'iseur élémentaire composé ou simplement le /'""'■ diviseur élémentaire de a. Si e^ = W p^o (plr), p parcourant les facteurs premiers (positifs) distincts de d,. et f)p pouvant être nul, /j^o est le p''""' diviseur élémentaire simple de a relativement à la base p : le k'ènif diviseur élémentaire simple sera nul pour k > r. Une sous-matrice de a est dite régulière d'espèce i (=/') si le p. g. c. d. (pris positivement) de ses déterminants d'ordre / est c//. De même un système de déterminants d'ordre i (en nombre -i) est dit régulier si leur p. g. c. d. positif est di. Il y a en particulier évidemment toujours des déterminants réguliers d'ordre il /• relativement à la base p.
Deux matrices ayant les mêmes diviseurs élémentaires simples ont évidemment les mêmes diviseurs élémentaires composés. Il est clair aussi que les diviseurs élémentaires dune matrice entière ne changent pas lorsqu'on lui adjoint des lignes identiipies à des lignes figurant déjà ou des lignes de zéros, et de même pour les cfdonnes. Considérons, par exemple, une matrice diagonale entière (a,) de rang /• et soient Ti ^ to^. . .£t,. le> puissances auxquelles la base/? entre dans les ai^o. On voit de proche en proche que le k'<""e diviseur élémentaire simple relativement à p est p'^'-. Ainsi le premier diviseur élémentaire composé est le p. g. c. d. des a/ 7^ o et le /•''""■ est leur p. p. c. m.
191. u, a =(ai/,), V élanl trois matrices enfièresde types («,«'), (m, «), {m', m) respeciivement, a' — uav de type (m', /i')est dite un multiple de a et a un diviseur de a' . D'après des théorèmes connus sur les déterminants, si dr, d'n sont les p. g. c. d. positifs des déterminants d'ordre p dans a et a' respectivement, d' est multiple de dr, et le rang /•' de a' est | /•. Si a est au?si multiple de a', a est dite équivalente à a' (dans un sens
C) On peut supposer que les a,; sont des fractions, eu convenant qu'un nombre rationnel a est divisible par un autre 6 si a : b est entier et que le p. g. c. d. de plusieurs fractions irréductibles est le quotient du p. g. c. d. de leurs numérateurs par le p. p. c. ni. de leurs dénominateurs.
Cf. pour la suite de cette .Note, Smith, Phil. Trans., t. 151, i8(Ji, p. 3i4; Œuvres, t. I, p. 389-'|io; Kronecrkh, Cr., t. 107, p. i35; Henski., Cr., t. 114, 1895» p. 25, 109; t. 126, 1903, p. lôb; Frobexius, 5. A. B., iSg'^, p. 3i ; Cr., t. 86, 1879» p. 146; t. 88, 1880, p. 96; Stieltjes, a. T., t. IV, 1890; Muth, Elemeniartheiler , p. j-i', (1899).
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/louieau un peu restreint ) : on a alors /•' := /•, di = drj, el le <"""' diviseur élémentaire e'i de a esl égal à celui e, de a (' ).
19i. Soit [}. la valeur absolue iiiiiiiuia d'un a/i,-^ o el a^r; = [i.. Si Ur^ry ne di\ise pas tous les éléiiienls de sa ligue el de sa colonne, on peut, par des additions de lignes el de colonnes, diminuer a. En i-t'pétanl, au besoin, celte opération, on peut donc l'aire tpi'un élt;nienl ^ o, inininiuin en valeur absolue, tel que «p(jdivise tous les éléments de sa ligne el de sa colonne, et alors, par des additions de lignes el de colonnes, on réduira à o les ap/, et les a/ç^ autres que ap,j. Si a^ry ne divise pas tous les a,/;, on pourra, par des additions de lignes el de colonnes, diminuer ijl. En répétant, au besoin, celte opération, et en faisant, linalemenl, un échange de lignes el de colonnes et, au besoin, une multiplication de ligne ou de colonne par — i, on peut faiie que «n soit .^o el divise tous les an,, el que aii=^ an = o pour t >> i. En traitant de même la matrice des a//, où i et k sont > i, puis celle des aa où i el k sont > "2, ... on réduit a à une matrice diagonale e = (a/) de même type ( /;t, n), où a, est précisément e/. Donc e, -i divise ei pour iS.r. .le dirai que e esl lu forme normale de a. Les opérations précédentes reviennent à former deux matrices entières ce et y d'ordres respectifs n el ni déterminant ± i telles que xay =^- e.
193. Si m 1 n et si, par des échanges préalables de lignes, on a fait en sorte que la matrice formée des /"premières lignes soit de rang /•, on obtient, en n'employant que des add. lions, échanges el multiplications de colonnes, une forme réduite a = (a,/, ) où «//, = o pour k > i et > r, a/,/, étant >> o el 0:ia//i< a^yi- pour k < i et < /•. Cela revient, en négligeant les échanges préalables de lignes, à déterminer une matrice x d'ordre n el de délerminanL zh i telle que xa = a. La forme a est unique, c'esl-*à-dire que si jj'a = a', a' jouissant des mêmes propriétés que a et .r' étant d'ordre n et de délerniinant ±[, a' coïncide avec a. On aura, en effet, en posant :r'j?-i = ç. ^a = a' : on tire de là que ^,7, = o pour /,• >> i (donc ll','ç/,= ± 1) el que a/,ç/,= a^-,, d'où ^,/= 1, puis, a//, el a^y;. étant < a/, et -io, que ;/a= o pour i ^ k.
Si in-.n el si- l'on suppose de rang r la matrice des /• premières colonnes, on construit de même, par addition, échanges el multiplications des lignes de a. une matrice x d'ordre m et de déterminant zb 1 telle que ax = a, a//, étant nul pour i >> k et >• /•, a,/ étant > o et o _ olh<C. a,,- pour i <C k el ^ r. Cette forme a est évidemment encore unique.
194. Si a est la somme des deux matrices composantes ^, 6' el si l'on réduit séparément b el b' a la forme normale par des additions et des échanges
( ' ) En conservant au mot équivalent son ancien sens, on a cette réciproque que a équivaut à a' si r = /•'. En ellel, on va voir que a équivaut à (e,) et a' à (e;.); or (e,) = (<• r'(e;. ) («.)•
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de lignes et île coluniies, chacune de ces opérations élanl une niiération de même nature faite sur <7, a sera équivalente à la soninie des matrices diagonales composantes obtenues. Donc /p, t'r, étant les p. g. c. d. des déterminants d'ordre o dans 6, b' respectivement, rfp est le p. g. c. d. de Zp, ^p— 1^1) fp—^tii •■'■, ^p-
19o. Si a est une matrice alternée, on peut, |)ar des additions ou échanges de lignes et de colonnes semblables à ceux qui conduisent à la forme diagonale, mais en ayant soin de faire suivre chaque addition ou échange de lignes de l'opération symétrique exécutée sur les colonnes ( la matrice étant alternée, on peut toujours opérer d'abord sur les lignes), réduire a à une
/ o ^ia\
somme de matrices composantes de la forme ( " ), e^cj divisant
625+2- On a évidemment d^r^^ nÇe|/, d^rj^^ e-ir; d>r;-\, f/o-r i = e-,,j d^rs-^'^ ^2(7^2(7-2= dirj^i, d'où ^90= ^2a-i- ^^ rang' d'une matrice alternée est donc pair.
196. Une autre légère modification de l'algorithme précédent conduit à ce théorème que les déterminants d'ordre h{'^r) qui se déduisent d^ an déterminant régulier D d^ordre p{-r) de a. par suppression de lignes et de colonnes si li <C p, par adjonction de lignes et de colonnes si h'^p, forment un système régulier (ces déterminants seront dits dérivés de D).
En d'autres termes : tout déterminant régulier d'ordre h <C r a un sous-déterminant régulier d'ordre h — \ et un surdéterminant régulier d'ordre /t -t- i . En permutant au besoin des lignes et-des colonnes de a, on peut supposer D formé des p premières lignes et des p premières colonnes de a. Soit «'= («//,) la matrice déduite de a par des échanges ou additions de lignes ou de colonnes de rang 1 p (ces opérations conservent les déterminants dérivés de D à l'ordre ou au signe près) qui ramènent D à la forme normale e'= (ey). Alors tout a'j^. où l'un des indi(;es a une valeury Ip est multiple de e'j, car le déterminant d'ordre p obtenu en remplaçant dans D la ligne ou la colonne de e'j par la ligne ou la colonne de Va'ji^ considéré (réduite à ses p premiers éléments) doit être divisible par D. On pourra donc, par des additions de lignes et de colonnes, réduire à o tous ces a^/., puis, par des échanges ou additions des lignes ou colonnes de rang > p, ramener la matrice des a',/^ où i et k sont > p à la forme normale : ces deux séries d'opérations conservent encore les déterminants dérivés de D à l'ordre ou au signe près. Soit e"=(ei)la matrice ainsi déduite de a. ep= Cp doit diviser ep+i, sans quoi D ne diviserait pas le déterminant e[ . . . ep-iCp-i-i d'ordre p. Donc e" est la forme normale e de a sur laquelle le théorème est évident.
197. Revenons à a' = uav et soit xay = e = (e,-), ce' a' y' = e' = (e< ), x^ y, .r' , y' étant des matrices entières de déterminant ±i et d'ordres respectifs n, m, n\ m'.
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En |)Osant :c' a.r-i = ^ = ( ç,/. ), y '^ ^y' = f\ = i'^a), on aura 6^'=^é;r,. Considérons ^(? = (e,ç//,). A chaque déterminant Ap d'o*-dre p de ^e (p étant au plus égal au rang de ;e, lequel est % r) répond un déterminant Ap obtenu en divisant la première ligne de Ap parei, la seconde |)ar go, •••, la p"""* par gp («j 1 divise ^, pour f ;^p). Soit Op le p. g. c. d. des Ap, Op celui des An : il est clair que o, = ^i ... <3pOp. Or, en développant A^ suivant les éléments de sa dernière ligne, on voit qu'il est une somme de termes dont chacun contient en facteur un Ap_i. Donc, tous les Ap sont divisibles par Op^i, et, par suite, Op est divisible par Op_i. Donc, Op : Op_i = «pOp : Op_i est multiple de tr,. Donc, le i'*'""' diviseur élémentaire de ^e (et, de même, le i"'"" diviseur élémentaire de eir) ) est multiple de e,. Supposons un instant v = s,/,. Alors I 7) I = zb i et ;e = e'r/ ', équivalente à e\ a les mêmes diviseurs élémentaires, c'est-à-dire que e, divise le {'"'"*■ diviseur élémentaire e'j de rt'= ua. lîn faisant ii = e^, on voit que e, divise de même le t"""^ diviseur élémentaire de av. A fortiori, ei divise le i'é'ne diviseur élémentaire de uav (pour i 1 r).
198. Soit 6/ = [JL/g;, d'où d'i = ;jLi . . . ;jl, c//. Si ofp = <ip jz^ o, [Xj, . . . , [ip sont égaux à I et d\ = di pour f^p. Si dr,j^\'^ <^p+i, c'est que \i-o-^\ est > i et d\ sera > di pour i > p. Si, par exemple, m et v sont des matrices diagonales dont les éléments sont o ou i, a! pourra être une quelconque des sous-matrices de a et l'on a cette généralisation d'une proposition déjà rencontrée (196) qu'«/ie sous-matrice régulière d'espèce p appartient aussi à toute espèce < p.
199. En convenant qu'un entier ^ est multiple d'un autre r^ relativement à /> si yj entre dans ; à une puissance au moins aussi haute que dans -i] (deux entiers premiers k p sont donc multiples l'un de l'autre et égaux à i relativement ap), ce qui revient à réduire chaque nombre ^ o à la plus haute puissance île /> qu'il contient, on peut répéter tout ce qui précède en entendant par multiplication et division la multi|)lication et la division relativement à p.
^00. Si le iièine diviseur élémentaire et d'une matrice a divise le lieme diviseur élémentaire e/ = X/e, d'une matrice a\ a divise a. Car a' équivaut à (e'j) qui est un multiple de la matrice {et) équivalente à a.
L'hypothèse équivaut à celle-ci que chaque f'"'"" diviseur élémentaire simple de a divise un i"""^ diviseur élémentaire simple de a', c'est-à-dire que Ci divise e'i relativement à chacun des p. Si Ci ne divise e'^ que relativement îi p, on peut seulement affirmer que a divise a' relativement kp.
201. Les raisonnements précédents subsistent, à des changetnents de langage près, si l'on considère, au lieu d'entiers, des fonctions entières d'une
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variable dont les coefficients appartiennent au corps C résultant de l'adjonction des éléments des matrices consiilérées au corps des nombres rationnels ou à un corps j^aloisien d'ordre premier, p étant une fonction irréductible dans C de premier coefficient i ( '). Si les a,/, sont des fonctions de plusieurs variables, la ii'duction à la forme diagonale ne |)ent plus s'effectuer que rel.atwein.eiit à p. Mais il est clair que les propDsitinns obtenues aux n°' 197-198 subsistent absolument lors(|u'ellcs ont lieu relativement à chacun des p.
20:2. Supposons, par exemple, que G soit un corps galoisien. Gbaqtie élément ^ G de G divisant tous les autres, on peut, par des additions et échanges de lignes et de colonnes, réduire une matrice a de déterminant jz^ G à une matrice diagonale e = {e,) dont tous les éléments sont arbitraires (jzio), sauf l'un d'entre eux, puisque II e, = | a |. On peut supposer que les e,- sont tous égaux à i, sauf le dernier qui sera | a |.
203. Gonsidérons encore une matrice a dont les éléments sont fonctions d'une variable s. a sera de la forme S'yOc/.?', les a, étant des matrices indépendantes de 5, et si «vi^ o, a sera de degré v en s.
Soit a = (a/A) une matrice d'ordre n, de degré i eji s. On peut la réduite à ta forme normale par échanges et additions de lignes et de colonnes tels que les multiplicateurs qui figurent dans les additions soient des constantes. La proposition étant évidente pour n= i, admettonsla pour les valeurs de // inférieures à celle considérée. Par des échanges de lignes et de colonnes, on peut d'abord faire que x„„ soit de degré maximum ( i(;i = I), puis, par des additions à multiplicateurs constants, rendre constants les a^,, et les a,„ autres que a„„. Opérant de même sur la matrice formée des n — i premières lignes et des n — i premières C(donnes, et ainsi de suite, on rendra constants tous les éléments non diagonaux, le degré des a,/ ne décroissant pas avec /. Si ot], est constant, on réduit à o, par des additions à multiplicateurs constants, les aj,- et les a,i autres que Xii, et r(m est ramené à démontrei' le théorème pour la matrice formée des /i — I dernières lignes et des n — i dernièies colonnes. Si a,, est de degré i, on le lamènc au degré o en ajoutant la seconde colonne à la première, puis la seconde ligne à la première, puis la première colonne à la seconde (les multiplicateurs de ces additions étant tous constants).
Si donc a = a„-t-aiA- et P = Po-i-pii" sont deux matrices équivalentes d'ordre /(. ou peut trou\cr deux matrices d'ordre /i, ; et r,, iormées d'éléments de G, de déterminant zh i, telles que ça/; = p. et, coniine ç et r, sont inilépendanls de s, on a séparément ^aoTj = [iy, fai-r) = ^i. Si donc ^1 = 1^1 = £, on a r, = ^ -1.
(') Par des comiilénienls de définitions en luul semblables à ceux faits précédcniiiienl. «m pourra, ici encore, introduire des fonctions rationnelles.
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20i. Pro|)OS(jns-nous de former une matrice d'ordre cl. raii^ n, de degré i en .v, a^anl [jour diviseurs élémentaires simples autre- ([ue 1 les pol\nomes, distincts ou \ii>u, f/{s )''i (/ = i, u, ...),//(s), de deyré v/, étant irréductible dans (] et Xv/X/ égal /i. Formons d'abord, comme il a été dit ( 18!)j, une malrici; oc' ayant pour l'onction caractéristique //{s), ■x' — sz aura évidemment |)our unique diviseur élémentaire (^\)fi{s). Considérons alors une matrice oi" ( = ol) /^. ) somme de 0/ matrices composantes identiques à a' — ,s£, puis remplaçons Kss a','/,, où /,==«— i = mv/, /n — \ , ...,-/ — 1 ( fpii sont tous nuls) l'cspectivement par des éléments a/,ft^ o arbitraires, et soit v./ la matrice ainsi obtenue, d'ordre v/T/. |a/| est égal à /"/(s)fi et, dans a/, le déterminant obtenu en supprimant la première ligne et la dernière colonne est indépendant de 5 et ^ o. Donc y./ a pour unique diviseur élémentaire ( ^ 1 )//( ■v)'^', et la somme a = a^ — si (les matrices c(jmposantes a/ a les diviseurs élémentaires simples donnés.
Si donc une matrice ^ = j^o-î- ^i*, d'ordre n, a pour diviseurs élémentaires simples (^ i) les f/(syi, et si j ^ | est ^ o, en sorte que i;v/-/= n, on pdurra trou\er deux matrices ;, r, d'ordre n, à éléments dans C et de dt'ierminant ± 1 telles (|ue ;fir, = a. C'est ce ([ue l'on appelle réduire (i à la fur Die a.
Prenons maintenant pour C un nouveau corps oix fi soit réductible. On pourra, en multipliant a/ à gauclie et à droite par des matrices ^/,r|/ à éléments dans C (cela revient à multiplier a à gauche et à droite par des matrices composées de ;/, r,/ respectivement et de matrices unités) réduire de même a/ à une somme de matrices composantes et ainsi de suite jusqu'à ce que les diviseurs élémentaires soient linéaires en 5. En introduisant successivement dans C les racines des/'/ et en faisant [îi = — £, on obtient une forme réduite importante sur laquelle nous reviendrons dans les compléments.
Equations linéaires.
'ÎOrj. Soit à résoudie en nombres entiers le système S d'équations linéaires yi=: I,'lai/^x/^-:= a, {i = i, ..., /n). les a,, a,/,- étant des entiers donnés. S étant déterminé [)ar la matrice a = (a//,) de rang /• et la matrice A déduite de a par l'adjonction d une n -i- i'""" c<il(jnne formée des a,-, on peut représentei' S |)ar le symbole (a, A): on dit (jue A est la matrice a complétée par la colonne des a/.
En remplaçant y,- par y) = 'Z'I'-rjuyi et en posant 3^7, = S'/ ç/,/a^'y, a'i-^'Z'l'r^i/a/, ; = (ça/) et r^ = l'');/) étant deux matrices entières de déterminant ±1, d'ordres respectifs /> et /n, on obtient le système (S') y'i^^'^iuj'r^iiaik\i;jx'j=- a'i ('/ = !, ..., ni\ k., j^=\, ..., /i), c'est-à-dire (^ar^, A'), A' l'taiit la matrice ;«r, eom|)létée |)ar la enionne des a'i {^' étant la matrice d'ordre /t -i- 1 produit des matrices composantes ^, ii, on a A'= S'Ar,).
Sufiposons ; et r, telles (|ue ^ar^ ait la forme normale e = (ei). Pour la
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coiii|i;ilil)ilit('', il l;iiit l'I Miftil ('videinment que !(>> a) oii / > /• soient nuls, aulicnicnt dit el sous une forme indépendante de ^, r,, que le rang de A soit r. Four que les solutions .r^ de S' soient entières (et par suite aussi les a-/,, I ^ I étant égal à ±i;, il faut et suffit que ehaque e,- où /l /' divise a',, autrement dit et sons une forme ind('pendante de ^, r,, que le diviseur d de a soif celui de A (tout déterminant d'ordre /• de A' s'obtient en remplaçant une colonne de e par (i\, ..., (■/,'.)•
^()(). S reste évidemment r(''soluhle en nombres entiers si l'on ajniile aux <7,des multiples de d. Le iiuinbre N des systèmes de nombres ai mot] d pour lesquels S est rés(>luble en nombres entiers est d'' i. En effet, par un changement de variables, on peut amener S à une forme on «,/, soit nul pour k > i. Alors d = H', «// et l'on voit que la première équation est résoluble en nombres entiers pour valeurs de «i puis la seconde pour
— valeurs de a-,, ..., d'où N =n[ — = d'-^.
207. Su|)posons les «/ nuls. Si /■ = «, les Tj sont tous nids. Soit /■ < n. Le» équations se réduisent à /-d'entre elles. x\, . . ., x',. sont nuls; a;,'.^.,, .... .r,', sont indéterminés. Cette solution générale s'écrit, en revenant aux x, 37/, = i^"-Hi^/,7^y ('^^ ^'j pa'courant tous les entiers): on voit qu'elle s'exprime linéairement par les n — /• solutions particulières (^ly, .... ^«y) = çy (y = /--l-i, . . . , n) dont la matrice, de type (n, n — /), est première ( puisque |^| = dz i).
On voit que les solutions (xi, ...,.r„) sont les éléments d'un groupe abélien X f le produit des deux éléments (ui. ...,«„), (i'i, ...,i'„) étant ( «1 -+- l'i, ..., u„-h t>„ )). Pour que p éléments x,=^(xii. ..., x,„) (i = i, ..., p) de X soient indépendants, c'est-à-dire pour qu'une relation de la forme nPipf' entraîne la nullité des a,, il faut évidemment et il suffit que la matrice (ar,^) soit de rang p. Les ^j, qui sont indépendants et forment un système de générateurs de X, en forment par suite aussi une base. Donc le rang v de X est n — /• (113). On dit que les éléments d'une base forment un système de solutions fondamentales.
Soit ,i?] , . . . , ,^% une base et //, = n\ gf''- ( /> = i , . . . , v ) un système quelconque de V solutions. Si g/,=(gi/,,. .^g^/,), // = (/i/o • • • > /v/, ) ^^ g = (gil), / = {fi//)< °'- = (^//. )' "" aura /'= ag. Si donc les fi^ sont indépendants, les déterminants d'ordre v = « — /■ de f sont proportionnels à ceux de ^, le facteur de proportionnalité étant | x|. Si /'i, . . ., /"v esl une base, |a| = =bi (113) et, en prenant gu^= ^/-t-/., on voit c^vm f est première. Inversement, si f est première, son diviseur ±|a| = i tl f\, ••■,f\ est une base.
208. Soient, en changeant un peu la notation, (^yi, .... bj,i)ij = !,...,« — /•) n — /• solutions indépendantes de S {«1 = 0) que nous supposerons se
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rtMliliro iui\ /-(</() pnMnièrcs équations. Les déler/tiina nts d'ordre n — /■ de la itKilrice h ={bj/,) de type {n — r.n) sont proportionnels aux déterminants correspondants (184) de a.
En eflet soit d\e, diviseur de a ; e = (e,) la toi me normale de « = ^er, = ^r/, ^ et Y) étant deux matrices d'ordres respectifs «, /• et de déterminant ±1 [t] =. {■r^'jj) est une matrice de type (r, n) où 1 ;y = "^i /y ^/ pour ./='• et r;|-, = o pour />/■); 'r" la matrice d'ordre /■ formée des /• premières colonnes de v)'; r/" la matrice d'ordre n produit des matrices composantes r", £„ (\r"\ = ± d); ir = (a-,-/,) une matrice d'ordre n où Xii.-= <iik pour il r et Xii;= '^iic pour iy> r : on aura x = ^r", \x\^=± d.
Comme S/^a/^Xy/, = o (y > /"), X,/ étant le coefficient de .r,/, dans \x{, les systèmes (Xy,, . . . , Xy„ ) (/=:/• -h 1 ,...,/* ) forment // — /■ solutions indépendantes (|a"| 5?= o) de S. Or les déterminants dordre /; — /• de leur matrice sont proporticjunels, d'une part à ceux de b (207), d'autre part, d'après une proposition connue sur les déterminants, aux déterminants correspondants de a.
On observera que, d'après S^ «//.ôy/, = o, les {an, ...,a,„) forment /• solutions indépendantes de Zb//,.r/,^^ o.
209. Étant donnée une niatrire a =(a,/,) de type (/-,/«)(/• <7i), de rdng r et de diviseur d. il est dès lors aisé de trouver toutes les matrices premières a de même type dont les déterminants d'ordie r sont proportionnels à ceux de a. Soit b =^{bji^) la matrice des n — /• solutions indépendantes bj = (bji, ...,bj,i) de ^a//,.r^=o La matrice de /• solutions fondamentales quelconques de 22 6y/,.r/.= o sera une matrice a.
Pour trouver toutes les autres, remarquons d'abord que l'on a a= a^, ^ étant une matrice dordre /• et de déterminant d, complètement déterminée par les équations a//, = S',^/y ay^ (d'après l'hypothèse, les déterminants caractéristiques de chacun des systèmes d'équations répondant à une des r valeurs de i sont nuls et a est première; de plus le diviseur de a^ est dzl^l; donc :jz|^l= d). Si donc a" est une détermination de a, toute autre détermination a sera fournie par a = a"M, u étant une matrice première quelconque d'ordre /•.
210. Cherchons encore toutes les matrices entières a = (a//,) de type (r, n) {r<in), de rani; r et de diviseur d, dont les déterminants d'ordre r soient donnés. Tout d'abord ces déterminants ne peuvent pas être pris arbitrairement. Soit en effet A le déterminant des a,/, où k%r, que je supposerai ^ o, et A/p le déterminant obtenu en y remplaçant la t'*™* colonne par la p"""' ( p > /•) île a. A et les A/p sont indépendants; car, une fois choisis les an, où / - /• de manière que A ait une valeur donnée ?^ o, «ip, . ., a,.p sont déterminés par /• équations ayant pour seconds membres Aip, ..., A;.p et po ur déterminant A'— 1. Ces équations donnent A a/p = ^','«4/; A/^p. Tout autre déteruxinant A' d'ordre /■ obtenu en remplaçant les colonnes i'i, ..., is de A par les colonnes p,, ..., p^ de a (pi, ..., p^- étant > /•)
s'exprime par les /■(« — /■)-}- i drliM-niinnnts A, A,^, car la formule précédente donne A' = =h Ai-'(Ct, (0 étant le (Iciciininaiit des \i,^rj^{lt, k = \ , ....s). W faudra donc que les valeurs données pour les déterminants d'ordre r de a v(''rifienl ces identités, et que celles des A, A/p rendent les A^-'CD cniicrs. Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car, en prenant les a,/, coninic tout à l'heure et en les multipliant par A (pour qu'ils soient entiers), i>n ohiiciit d'abord une matrice a' dont les dt-tcrminants ont des valeurs proportionnelles aux valeurs données. Soit a une matrice première de type (/•,«) dont les déterminants d'ordre /• soient proportionmds à ceux d(^ d' (209). Toutes les déterminations de a seront de la forme a =2//, // l'tant une matrice quelconque d'ordre r et de diîterminant ± d.
211. a =:(aii) étant une matrice de type ( r, n) (r < n). de rang r et de diviseur d, cherchons enfin toutes les /natrices entières .^=(.^,7) d'ordre n et de délertninant d dont les r premières lignes sont celles de a. f^e |)roblème se ramène de suite au cas d =^ \ \ car on sait formel' une matrice pi'emière a' de type ir,n} dont les déterminants d'oi'dre /• sont proportionnels à ceux de a (20'.t) : il est clair qu'à chaque matrice .r répondra une matrice x' ayant les mêmes n — /• dernières lignes, résolvant le problème "proposé où a est lemplacé par a' et réciproquement. Soit donc r/ = i. On a trouvé incidemment (208) une (h'termination de t. Pour les avoir toutes, il suffit de connaître toutes les matrices u = ^~'.p, ^ =(^,7,) ('tant une détermination quelconque de x (u est entière de déterminant ± i). Dans ^ ' J7 =: if, les/' premières lignes forment évidemment une matrice diagonale où les éléments diagonaux sont égaux à 1 et les u//, où / et /îsont > /• foi'ment une mati'ice d'ordre n — /' et de déterminant 1. Inversement, si l'on prend pour u une matiiee entière d'ordre n véiifiant ces seules conditions, j- =^ ^u sera une solution du |)roblème.
Congraences linéaires.
212. Le syslènie S des //icongruences linéaires j^,- = ^'} a,/,a;/,-^ a, niod M (i = i, . . ., //i) équivaut au système S' des m équations linéaires à m -+- n inconnues j^,-|- M a7/;_i_,- =: a/. Soit /' le rang de a =(a,/,): e,- sou i"'""' diviseur élémentaire; tf le p. g. c. d. de e,-, M = t/q/ie,- divisant e,-,,, //divise /,-Hi et //=M pour t > /• ; q, est multiple de <ji^^}\ d, le |). g. c. d. des déterminants d'ordre ide a; A la matrice a complétée par la colonne des «/ ( le rang de A est '^r-^-i.)\ E/. T, D, les nombres jouant relativement à A le rôle de e/, f,, dj relativement à a\ r/' la matrice des coefficients des premiers membres de S' ; e'i, t'j, d'j, A', D'i les éléments jouant relativement à a' le rôle de e,, /,, d,, A, D, relalivement à a. Il est clair (|ue d', est le p. g. c. d. de M*', M'-' r/,, . . . , M <://_i, d, : ce p. g. c. d. est /, . . . t,- (cela est clair pour i = i et, si on l.idmet pour i^ p — i, dL sera le p. g. c. d. de M /] . . . /p_i, c/p = «1 • • • eç,, c'est-à-dire /, . . . /p).
SIJK LKS MATRICES ET LES SYSTEMES LINEAIRES. I7I
D'après ce qui précède, la condition nt-ccssairc et snt'fisaiitc de lesolubilité de S' est d'abord que le raiii,- de A' soit C(dui de ,'/', condition toujours vérifit'e, puisque le rang de a' est m, et en outre que /, . . . t „, = T] . . . I ,«; condition (|ui se ramène, pour m > n, a t\ . . . t,- — T, . . . T,. ( e, étant niullipie de K, puiscpie (t l'est de A (198), T, divise tj pour i<^r: ti= M pour />/•; T/=:VI p(.ur ?■>/•+!; l'égalité ^, . . . ^,„ = T, . . . T,„ exige <lonc (|ue T,.+ i = M ).
Il est clair que, si .-/'i, ..., x,i est une solution de S, toutes les solutions incongrues mod M sont de la forme X\->f-U\, .... .r„+»„, où ?/,, ....u,, parcourt les solutions incongrues du système obtenu eu reuipiaçaul dans S les a, pai' o.
213. En remplaçant j,- par y'i = Z'l'-r\uyt et en posant xj, — ^'l^/./x'j, <+i= ^T'^ilXa+i, «;•= SÎ'-Ai//a/, i =(i/,,/)i^t -'i = (r,,/) étant deux matrices d'ordres respectifs « et /rt et de déterminant ± (, on obtient un système (S") y'i=za'i oii la matrice des coefficients des x} est \ar^-h Mt„f 1^" choisissant ^ et Tj tels que f «tj r= g = ( g, ), S" devient e,-^',-f- M.r'„^, = «',, x'n^j = o ( i = 1 , . . . , /■ ; y = /• -T- I , ...,//?)•
214. Supposons désormais les a,- nuls, l-a solution générale de S" est ^■'ic = y/. -/. > ^;,+/ = — y -/, '?■«+,/ = o {/_■ = 1 ,....//:/- I ,...,/•;,/=',.-• . "t j, les .; étant des entiers arbitraires et <//. = 1 pour/i>/-. On voit que S a <] . . . t II := 'Za solutions incongrues mod i\l.
Supposons en outre que /• = m •< /i, c'est-à-dire que les m premiers membres de S sont linéairement indépendants. Le système S| des ni congruences e/j;J = o mod M équivaut à S moyennant les équations de liansformation a;'/, = S'/ ;/,/a7}. Soient d^, ..., du premiers à M, f//,4-i ne l'étant plus, eest-à-dire /,, ..., tj, égaux a i et //,+i>i. Les solutions de Si seront ./ j^ = o |ioui- 0=1, ...,/', •f'i,^^= (Ji,+fj^i,+a l"*»"' or = 1 , . • ., n — k. (les solutions (x\, . . . ^ x',i)— x forment donc un grou|ie abelien X,'j d'ordre t,,, le produit de deux éléments («1, .... a„J, {Vi, . . . , t\, ,1 étant ( i<i -t- 1^1, . . ., a„-(- i'„ ) (X/j est complètement déterminé par a). Les « — /i éléments x' pour lesquels les x'^ sont tous nuls sauf ;z"/,_^(y = g/j+0 sont évidemment des générateurs absolument indépendants et forment une base normale. Donc le rang de X', est n — h.
215. Considérons le transformé X^ de X^, par a/, = S'/ ;A/.ry, loriné des éléments X = (a:-] , . . . , .r„ ) , la loi de composition étant la même. Soit 6(j = ( bn\, . . ., Orra) ( 7 = 1, . . . , v; V = /i — h ) une base de X^ et b la matrice des b^/,, de type (v,«j. X„ divise le groupe A- — ^Xx des M" points X =(37], ...,x,i,) mod M (la loi de composition étant toujours la même), et chaque élément de \x donne un point {yt, . . ., y,,,) mod M distinct,
M" en sorte que le nombre w^ de ces points est — = ll"^j- Les q, étant les
mêmes pour la matrice a transp(isée de a, on a to^j = co-.
Pour que les 6^ forment une base de X^. il faut et il suffit que les points (ri, ..., 3"„) définis pav x/,= 'Z\bfj/,Zrj où z,, ..., :;., parcourent indépendamment des systèmes des restes mod M fournissent t„ points distincts niodiM. c'est-à-dire que Ta=w^=to^.
Comme, par hypothèse, ^fc^i/cb(j/, = o mod M, les m points {'tu, ..., ain) forment autant de solutions de I.b,j/,x/^= o mod M. D'ailleurs, pour ce système comme pour S, on a Mh-:(,=: \I". Donc -z/i^z oj^ et les (an, ..., «,«) forment une base de X/,. Le système I. b^/.x/,-'^ o n)od M est dit adjoint de S.
NOTE m.
Sur certaines propriétés des ffp"-.
216. Les indications données aux n'"' 103-104, 132-139, peuvent être complétées comme il suit (i). Dans toute cette Note, G désignera un gp». (p premier) de série spéciale Ao= i, A.i = A, Aa, . . . , A.,- = G et de commutant G.
Soit H u/i diviseur de G ayant la série spéciale i, Bi. ..., B<=H, et Dj le p. g. c. d. de A,, H. Supposons prouvé que B/_i est ^ Dj i (Bi est évidemment ^D,j. Tout élément de Dj étant normal dans G modA,_i, l'est dans H modD,_i, donc modB/_i. Donc B/ est î D/ et tSs.
Soient 37 = Cg, y deux éléments de G et^-' c/.-j' = c/, c/,_i (X: = s, s — i, ■•.)• G étant i^A^_i, c/. est dans A^t (donc Co= i), et, si c/^= i, c^-i, c/.— 2, ... seront tous égaux, à i. Donc le nombre des c difterents de i est ^s — i. Si G a un gp"--^ abélien c^Id, il y a dans G des éléments x tels que, pour un choix convenable de y (^évidemment hors de cAo), c^ soit toujours hors de A>t_i. Gela est clair si 5 = 2. Supposons-le vrai pour les valeurs de s moindres que celle considérée, et soient A:r, Ky deux éléments de G|A tels que A^-' c/.j^ = AcaC/i-i, Aca étant hors de Aa._i|A pour A" ^2. Ci étant hors de A ne peut être permutable 'A y, car il serait normal dans 0A9 \y\ = G. Donc y^'^ c-iy = c^Cx^ Ci étant ^ i.
217. La spécialité t^ de C est ^js. En efl'et, soient t, la spécialité du commutant A/G|Ajde G|A,(G3); Eo=i, Ei, ..., E/^ = C la série spé-
(') FiTE, h. S. M. A., l. L\, p. i'|0 (1902); l. X, p. 346 (1904;
SUR CERTAINES PROPRIETES DES G/j».
ciale de G; D K; p. g. c. tl. de A2, C. Le groupe AjCj Ao esl isonioiplie -^ ^ - ( tout éléincnl de Ao esl perimiLablt- à tout élément de C).
un élément E^ 1 D.Da;' de
Or D est S Ej. Donc à cliaque élément EiX normal de G | E/ (i = i) ié|)ond G I E,-
et réciproquement. Donc la série spéciale
de C| D est i, Ej | D(^ i), E2I D, ... et ^2= ^u ou ^0 - 1 • iJe même tiSti^-> -+- 1. En ajoutant celles de ces inégalités où i est pair et en observant que ^i._2 = ^i_3 = 1 (94j. on obtient Iq^^s.
1218. Si G est abélien et si s — i -î r(p — i), L'ordre de ehaque générateur de G\ \- divise le produit de l'ordre de cliaque autre générateur par /)'■"'. Soient en elTet x = Cg, y deux éléments de G d'ordres ^, Tj modA respectivement tt y~^ c/^^xy = c'^^-l c^ ( A- ^ v — 1, s — 2, . . .;. On aura
(I) 7-"c/,+ ,7"= H;'ca._,+ i et, pour a = r^, Il ,' c/,.,-^! = 1.
En faisant A=: i , ...,/> — 1 on obtient successivement c[' ^ 1 , c^)-\ = i-
Supposons prouvé que, pour les valeurs de k intérieures a celle considérée,
on a c^.''
i si k - p (p — I}. Je dis d'abord que C/..^^'^
I. En eliet
soit i^^^p'-g {q premier kp). Gomme, poury'-jr,, la plus haute puissance de p divisant J et r^ — y est la même, la plus haute puissance de p divisant
I =/>p-' .' II]""! -^ — r^ est T,/>p-'-'. Supposons k — i -\- l'^'/i p — i)
et > ( V — i) { p — I )• Gomme k en '2^ p(p — 1), la derniéie inégalité donne
p — V >> — > — d ou s — '. -V, Des lors la seconde égalité (1 ) élevée
à la puissance/??-' donne c^^l'' =1 pour k^'j(p — 1).
Posons maintenant j' = 6,., j: ' è^^-i j; = è/^^-i 6/,(6^-i = f'^J, ). Gomme
A/, 57^ est normal dans G j A/;, on aura k/iX"^.b/,^\x'^— A/^FIj i>Y_l^._^^ — A/^ 6^4.1, et, comme tout à l'heure, puisque é,_i = cjjj et que G | \/i est de spécialité 5 — /i, A/jc|/;;^~' = A/, pour * — h — i--p{p — i ). En élevant donc à la puissance J/>p-i l'égalité A/i-ij^-'c^-ij/ = A/,_, c^_, c,,--2, on aura, cj^^^'^ étant dans A/,, A/i^-iC^P^~'^ = A/j_i et de même généralement A/^-j cl/'jp^ =: A/,-y.
D'où, en faisan ty == h, s— h — i = k, c|p^~' = 1 pour A" % p( p — 1 )• Mais alors la première égalité (i) où l'on fait u = ^/>P-' donne successivement, pour A = I. 2, . . ., ^-'ca-hi r = c/,4.1. Donc y^P'^~\ permutable à x, est normal dans G et Tj divise ^/>''-*.
2i9. Si G = ^z a un g/Z'-P abélien -A) et si s — 1 '^ r( p — i), tout zP''^ est dans A {et réciproquement si ji = ij.
174 NOTi'; m.
Soit d'al)or(l 9 = i , a:- = c, dans d., )' liors de cli et jk^' cam-, / = c/,^_iC/, {A — s — 1, .... i). Les c étaiil peniintables, on aura encore ( i ), r, étant loujouis l'ordre de r niodA. Or ici Tj = />, puisque j'/' esi dans X et que G = «^ ) _/ j. Donc c//.f' = 1 pour k - p( p — i ) ( ' ), et comme y-^xy =xcg i, xP' est normal.
Si inversement tout zP'' est dans A, la lelation 7'^' c/.^-i j>' = ca-j-iC/,, élevée à la puissance/;'', donnera successivement c/'"^ i = i, .. , 0^''^/,+ ) = i. Supj>osons |)rouvé que Ion a
pour les valeur^ de A inférieures à celle considérée. En élevant la seconde égalité ( 1) à la puissance/?''^'' et en faisant k = s — (h — i) p -h h — 2, ..., s — /?/»-!-//, on o!)tient successivement les égalités (■i) (r^ étant ici égal
à />, /) est la plus haute puissance de p divisant chaque exposant (
i<Cp)- Si alors s — \ était > /( p — i), la première égalité {■i) donnerait, pour /i = /•, t'i = I que/ que soit x, ce qui ne se peut (!216).
Soit fi > 1 et supposons le théorème vrai pour les valeurs de ^ inférieures à celle considérée. -L divise un gp»-' H de G. Soit^ un élément de H; ^Z'''**"'' = a^ = c.v est normal dans H. Soit y un élément de G hors de H et jK"' c/ +1^ = c/,H-i t.'>;(, A" = i' — i, 5 — ■ -i, ...). .r étant normal dans H et y permutable à H, tous les c sont normaux dans H et par suite permutables. Doncj)'/\ étant dans H, est permutable à tous les c, et l'on a encore la seconde égalité (i ) en y remplaçant r^ par p Or on en tire c^ j = i. Donc
arP'' — tl''^ est permutable à y et normal dans G. D'ailleurs, j^'' étant dans il, yi,^-t '■(•(.- \, ^^ jjj^j, suit^j; jr/'''i* est dans A.
(') Soit alors a^, ..., a,^ une base de A», a, étant d'ordre /j'^i^y>*.+i et a,_|_, = i. Si s'^p, tout commutateur est d'ordre p. Donc C, qui divise ^A>, divise
/ «'j , ...,aP'' ) «t+i» • •■ , «V '• Comme d'ailleuis tout y est dans A, le p. g. c. d. D de A, C, est d'ordre -2^ (a, — i). Donc l'ordre du commutant AC | A de G|A(G3) est = />""''. Donc la spécialité de G|A est - v — t -i- i (134) et s ^ V — t -I- 2. Ainsi s est, ou ^ v — -c -f- 2, ou > p.
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