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Théorie des groupes fuchsiens
Dans une série de mémoires présentés à l'Académie des Sciences j'ai défini certaines fonctions nouvelles que j'ai appelées fuchsiennes, kleinéennes, thétafuchsiennes et zétafuchsiennes. De même que les fonctions elliptiques et abéliennes permettent d'intégrer les différentielles algébriques, de même les nouvelles transcendantes permettent d'intégrer les équations diftérentielles linéaires à coefficients algébriques. J'ai résumé succinctement les résultats obtenus dans une note insérée aux Mathematische Annalen. Ayant l'intention de les exposer en détail, je commencerai, dans le présent travail, par étudier les propriétés des groupes fuchsiens, me réservant de revenir plus tard sur leurs conséquences au point de vue de la théorie des fonctions.
§ 1. Substitutions réelles.
Soit 2 une variable imaginaire définie par la position d'un point dans un plan; t une fonction imaginaire de cette variable définie par la l'elation :
cz + d
Je supposerai, ce qui ne restreint pas la généralité, que l'on a:
ad — hc = 1 .
Si le point s décrit deux arcs de courbe se coupant sous un certain gle a, le point t décrira de son côté deux arcs de courbe se coupant
an^
Acfa mathematica. I. .
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SOUS le nième angle et, cest à dire que la substitution (z, ,|(') con-
serve les angles.
La fonction ? est en effet monogène.
cz + a °
Si z décrit un cercle, / décrit également Tin cercle; c'est h dire que
la substitution ( 2, ^ 1 chano;e les cercles en cercles.
Enfin si z^, z^, z.^, z^ sont quatre valeurs de z et si t^, f.-^, t.^, t^ sont les valeurs correspondantes de t, on a:
Il existe en général deux valeurs de z qui sont égales aux valeurs correspondantes de t; c'est ce qu'on appelle les points doubles de la substitution (1).
Si (a + dy-^i
les points doubles sont distincts; et si nous les appelons a et y9 la relation (1) peut s'écrire:
K étant une constante que j'appellerai mnMpllcateur. Si au contraire
(') J'emploierai dans ce qui suit les notations de M. Jordan.
La substitution [2, /{z)] ou bien [x, «/ ; / (x, «/), {«^ (.r, ?/)] sera 1 opération qui consiste à changer z en f{z) ou bien celle qui consiste à changer x en f{x^y) et y en ^ (x, ly)- La substitution inverse de [z^f{z)] sera [/(«), ^]; le produit de deux substitutions sera 1 opération qui consiste à faire successivement ces deux substitutions.
Un système de substitutions formera un groujie si la substitution inverse de toute substitution du sj-stème et le produit de deux substitutions quelconques du système font également partie du système.
Un groupe A est isomorphe à un autre groupe J5 si à toute substitution de B corresjiond une et une seule substitution de A et de telle sorte quau produit de deux substitutions do iJ, corresponde le produit des deux substitutions correspondantes de ^l.
Si B est également isomorphe à ^, les deux groupes sont isomorphes entre eux et 1 isomnriibisnie est holoèdrique : autreuiciit il est mérièdrique.
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{a + dy = i
k'S points doubles se confondent et l'on ;i:
i.a relation (1) peut alors s'écrire:
Telles sont les principales propriétés des substitutions linéaires p, — , .)•
Mais nous allons faire une hypothèse de plus; nous supposerons (pie les coëfticients a, h, c, d sont réels. Je dirai alors ([ue la substitution (1) est une substitution réelle.
Il en résulte que la partie imaginaire de t est positive, nulle ou négative selon que la partie imaginaire de ^ est elle-même positive, nulle ou négative; c'est à dire que la substitution (1) conserve l'axe des parties réelles que j'appellerai désormais X et change également en elle-même la partie du plan qui est au dessus de cet axe.
Si z décrit un cercle ayant son centre sur X, t décrira également un cercle ayant son centre sur X. Si s^ et z.^ sont deux quantités imaginaires conjuguées, les valeurs correspondantes t^ et /^ tle t seront aussi imaginaires conjuguées.
Si a et i? sont deux valeurs de z, y et i) les valeurs correspondantes de t; si a', ^?', ;-', u sont les valeurs conjuguées de a, y?, y, d; on aura en vertu de la relation (2)
« — « fi — li Y — y o — o
a — ii ji — « ;- — o o — y
Si l'on pose pour abréger:
a — «' /î — jï
cette relation s'écrira:
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Les substitutions réelles ont" été étudiées par différents géomètres et en particulier par M" Klein dans ses rccherclies sur les fonctions modulaires; il les a partagées en substitutions elliptiques, paraboliques et hyperboliques.
Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles:
(a + ciy < 4.
Les points doubles a et /9 sont imaginaires conjugués; l'un d'eux est par conséquent au dessus de X, l'autre au dessous; la relation (1) peut se mettre sous la forme (3) et la constante K est une quantité imaginaire dont le module est l'unité. Si z décrit un cercle passant par a et /?, i décrira également im cercle passant par a et /^ et coupant le premier sous un angle égal à l'argument de K.
La substitution (1) change en elle-même toute circonférence qui ayant son centre sur le prolongement de a^ coupe ce segment harmoniquement.
Les substitutions paraboliques sont celles pour lesquelles:
(a + dy = 4.
Les points doubles se confondent en un seul qui est situé sur X. La relation (1) se met sous la forme (4) et de telle sorte que ce soit réel. Si s décrit un cercle passant par et, t décrira également un cercle passant par a et tangent au premier. La substitution (l) n'altère pas les circonférences qui sont tangentes à X en oc. Soit C une pareille circonférence; soit ;H(, un point de cette circonférence C, la substitution (1) le changera en un autre point tn^ de cette même circonférence; elle changera ;», en un autre point m.^ de C, m^ en un autre point m.^, etc. Quand K tendra vers l'infini le point uiy se rapprochera indéfiniment de a. Soit de même m_^ le point que la substitution (1) change en m^, m_^ le point que cette substitution change en m_^, etc. Quand x tendra vers l'infini, le point «(_j, se rapprochera aussi indéfiniment de a.
J'appelle C^ le cercle qui a son centre sur X et qui passe par a et par »«j,; qui par conséquent coupe orthogonalement le cercle C en a et en niy. Il est clair que la substitution (1) changera C'_j en C^, C\ en C\, C\ en C\, etc. et en général 6\ en Cy.^_^. De plus si ^ est infini positif ou négatif, €'._, se réduit à un cercle de rayon infiniment petit. C'est dire que si l'on applique une infinité de fois la substitution (1), ou la
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substitution inverse à un cercle passant par a et ayant son centre sur X, le rayon de ce cercle devient infiniment petit.
Il en résulte qu'un arc de courbe de longueur finie, ne cou[)ant pas X ne pourra rencontrer un nombre infini de cercles C'y, c'est à dire de transformés successifs d'un cercle C\ ayant son centre sur X et passant par a.
Les substitutions hyperboliques sont celles pour lesquelles:
(a + dy > 4.
Les points doubles a et y9 sont distincts et situés sur X La relation (1) se met sous la forme (3) et de telle sorte que K soit réel et positif. Je puis de plus toujours supposer:
Si 3 décrit un cercle passant par et ou par ^î, f décrira également un cercle passant par ot ou par yî et tangent au premier. La substitution (1) n'altère pas les circonférences qui passent par a et y?.
J'appelle comme plus haut C une circonférence passant par ot et ^9, et
TO_2, m^j, m„, JH,, »ij.
une série de points tels que la substitution (1) change ni^ en iUy.^i. 11 est clair que le point m^ se rapprochera indéfiniment de j3 quand ^ tendra vers -j" <^ ^t de a quand ^ tendra vers — co.
J'appelle aussi C^ le cercle qui ayant son centre sur X passe par a et par m,. Lorsque ;f tendra vers + oo, C^ se rapprochera indéfiniment du cercle décrit sur a^î comme diamètre; lorsque x tendra vers — co, le rayon de C'y diminuera indéfiniment. C'est dire que si l'on applique la substitution (1) une infinité de fois à un cercle C'^ passant par a et ayant son centre sur X, on obtiendra à la limite un cercle ayant a^î pour diamètre. Si on applique une infinité de fois à C'^ la substitution inverse, le rayon limite sera nul.
Si au contraire on appliquait une infinité de fois la substitution (1) à un cercle passant par ^3 et a3'ant son centre sur X, le rayon limite serait nul, tandis qu'en lui appliquant une infinité de fois la substitution inverse, on obtiendrait à la limite le cercle (jui a ot^î pour diamètre.
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11 réïsulte du là (lu'uii arc de coiirljc de longueur lin'u'. ne coupant pas X, rencontrera un nombre infini de cercles C'^, c'est à dire de transformés successifs du cercle C\, ou bien un nombre fini de ces transformés, selon qu'il rencontrera ou ne rencontrera pas le cercle qui a a/9 pour diamètre.
Si l'on a:
il existe une substitution réelle (jui change a en y et fi en o. Cette substitution est définie par la relation:
11 est une autre propriété des substitutions réelles sur lacjuelle je voudrais attirer l'attention; en diftérentiant la relation (1) on trouve:
àt 1
dz {cz + dy Si de plus j'appelle y la partie imaginaire de 2, Y celle de f, je trouve:
, dt Y mod — = — .
dz V
§ 2. Figures congruentes.
Je dirai que deux figures sont congruentes quand l'une est la transformée de l'autre par une substitution réelle. Les substitutions réelles formant un groupe, il est clair (|ue deux figures congruentes à une même troisième sont congruentes entre elles.
Je puis énoncer tout d'abord les théorèmes suivants:
Dans deux figures congruentes les angles homologues sont égaux.
Si dans deux figures congruentes, le point y est homologue de a et le point â homologue de y9, on a:
Cette relation peut prendre une autre forme.
Considérons en eft'et les quantités a, fl et leurs conjuguées a', fl' de telle sorte (|Ut':
Les (luatre points a, ^, a, ^ sont sur un même cercle qui a son centre sur X. Supposons de plus que a et ^ soient tous deux au-dessus de X. Ce cercle coupe X en deux points que j'appelle li et k; h sera celui de ces deux points qui est sur l'arc y9^3', k celui de ces deux points qui est sur l'ai-c aa'. Je pose
[a, ;?] est essentiellement réel, positif et plus grand que 1. De plus on a:
Si Y est un point de l'arc de cercle a ;9, on a:
[«, r] [r, iA = [«, /?]•
11 est clair maintenant qu'en employant cette notation nouvelle, on peut mettre la relation (1) sous la forme:
Voyons ce qui se passera quand ot et /5 seront intiniment voisins. Soit: ^
Z = X + Il ]' — 1
h = dx + dy ] — 1
mod dz = \dx- + dy^-
On aura, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur:
^ , , mod dz h z + dz] = \ + —^
ou:
, , mod dz
L [z, z + dz\ =
On voit ainsi que lo logarithme népérien de [z, z + <l^ est proportionnel au module de dz et indépendant de son argument.
L'intéscrale
/ mod tZz
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prise le long d'un arc de courbe quelconque s'appellera la L de cette courbe.
L'intégrale double:'
' dxdy
ff
prise à l'intérieur d'ime aire plane quelconque sera la S de cette aire.
D'après ce qui précède deux arcs de courbe congruents ont même L; deux aires congruentes ont même S. La L d'un arc de cercle ajS ayant son centre sur X sera le logarithme népérien de [et, j3].
Je ne puis passer sous silence le lien qui rattache les notions précédentes à la géométrie non-euclidienne de Lobatchewski.
Supposons que l'on convienne d'enlever aux mots droite, longueur, distance, surface leur signification habituelle, d'appeler droite tout cercle qui a son centre sur X, longueur d'une courbe ce que nous venons d'appeler sa L, distance de deux points la L de l'arc de cercle qui vniit ces deux points en ayant son centre sur X et enfin surface d'une aire plane ce que nous appelons sa S.
Supposons de plus qu'on conserve aux mots aiigle et cercle leur signification, mais eu convenant d'appeler centre d'un cercle le point qui est à une distance constante de tous les points du cercle (d'après le sens nouveau du mot distance) et rayon du cercle cette distance constante.
Si l'on adopte ces dénominations, les théorèmes de Lohatcheivski sont vrais, c'est à dire que tous les théorèmes de la géométrie ordinaire s'appliquent à ces nouvelles quantités, sauf ceux qui sont une conséquence du postulatum d'Euclide.
Cette terminologie m'a rendu de grands services dans mes recherches, mais je ne l'emploierai pas ici pour éviter toute confusion.
§ 3. Groupes Discontinus.
Envisageons une infinité de substitutions de la forme: (1) (., ^ii±-))
qui, en posant pour abréger:
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peuvent s'écrire sous la forme:
Pour abréger encore, je dirai simplement la substitution
Je suppose que / est un indice qui varie de 0 à l'infini. Je suppose de plus:
d'où
Je suppose enfin que ces substitutions forment un groupe. Je vais définir certains symboles dont je serai amené à faire usage dans la suite. Je poserai:
f:{z) =MMz% ff{z) =fin{z% /"■■(^) =Mfr' W]
Je définirai de même, par une extension toute naturelle, le symbole f.'" (z) quand m sera nul ou négatif. Je poserai:
/,» iz) = z, z= /-' (/ {z)i fr' (z) = fr' [/r"+' (^)].
Si /", {£) est une des substitutions du groupe envisagé, toutes les substitutions qui sont comprises dans la formule générale:
(2) fl" (z)
feront également partie du groupe.
Si f^ (z) est une substitution du groupe non comprise dans la formule (2), toutes les substitutions de la forme:
appartiendront au groupe.
Si maintenant f^ (z) est une substitution du groupe qui ne soit pas comprise dans la formule (3), c'est à dire qui ne soit pas une combinaison de f^ et de /^,, si f^ est une substitution du groupe qui ne soit pas
une combinaison de f^, f\ et f.^, etc si enfin /^ est une substitution
qui ne soit pas une combinaison de f\, f.^, fp--^, les substitutions
comprises dans la formule générale:
Acia mnthemalica. I. * 2
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(4) f^Uti [ftM )
(où c(,, oîj, c(„ sont des indices qui peuvent être 1, 2, 3,
p — 1 ou p, et où yîj, /îj, ;5„ sont des entiers positifs ou négatifs)
feront égalenient partie du groupe.
Il peut se faire que Ton ait épuisé ainsi toutes les substitutions du groupe envisagé, de telle sorte que toute substitution de ce groupe soit
une combinaison de /j, Z^, , f^. On dit alors que le groupe est
dérivé de /"j, /', , /,',, ou quc/'j, f\, , /^, sont un système de
substitutions fondamentales du groupe. Il est évident qu'un groupe peut avoir une infinité de systèmes de substitutions fondamentales; mais un seul de ces systèmes suffit ])our déterminer complètement le groupe.
On peut concevoir aussi des groupes tels qu'il soit impossible de les faire dériver d'un nombre fini de substitutions fondamentales. Mais nous les laisserons systématiquement de côté.
Soit donc un groupe G dérivé de p substitutions fondamentales f^, f^, , fp de telle sorte que toutes ses substitutions soient de la forme (4).
J'appellerai exposant d'une substitution de ce groupe la somme des modules des nombres entiers positifs ou négatifs y9, , yî.^, , j3„.
Il peut se faire que les diverses substitutions contenues dans la formule (4) ne soient pas toutes distinctes et que l'on ait identiquement:
CC( .C(^))----) = .CCC(----.C
La relation (5) peut toujours se mettre sous la forme:
(6) f!:{fi{ ft'i^) )) = -
Les a et les fi ont ici la même signification que dans la formule (4).
Les relations de la forme (6) pourront en général être toutes regardées comme les conséquences d'un certain nombre d'entre elles (jue nous appellerons relations fondamentales et qui seront seules réellement distinctes.
Un groupe // sera isomorphe à. G s'il est dérivé d'un même nombre de substitutions fondamentales, et si Ton a entre ses substitutions fondamentales lés mêmes relations fondamentales. Si entre les substitutions de // il n'y a pas d'autre relation de la forme (G) (|u'entre celles de G, l'isomorphisme est réciproque et par conséquent holoèdrique; autrement il est mérièdriqiie.
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Par suite des relations (6), une inèinc substitution peut l'tre mise (l'une infinité de manières sous la forme (4); de sorte que la définition domiée plus haut de Terposanf d'une sithstitittion laisse subsister une certaine ambiguïté. Nous appellerons alors exposant d'une substitution la plus
petite valeur ([ue peut prendre la somme des modules de /9,,y9.^ /5'„
(juand on écrit cette substitution sous la forme (4).
Ici il V a lieu de faire une distinction importante entre les différentes sortes de o-roupes formés de substitutions réelles. Nous devons d'abord laisser de côté les groupes qui ne comprennent ([u'un nombre fini de substitutions et qui ont déjà été étudiés à fond par plusieurs géomètres. Mais si les substitutions d'un groupe sont en nombre infini, on peut faire deux hypothèses diftérentes:
On peut supposer ([u'il est possible de choisir dans le groupe une substitution
(^, fi {^)
telle que f, {z) diffère infiniment peu de z\ (et cela quel que soit z) c'est à dire que le groupe contient une substitution infinitésimale.
On peut supposer aussi que le groupe ne contient pas de pareille substitution.
Les groupes de la première espèce seront continus, celix de la seconde discontinus.
Il ne peut exister de fonction uniforme analytique de z qui reste inaltérée par les substitutions d'un groupe continu, car cette fonction devrait reprendre la même valeur en des points infiniment voisins les ims des autres et, par conséquent, avoir une valeur constante. Aussi les groupes continus n'ont-ils aucun intérêt pour nous et réserverons-nous le nom de growpes fuchsiens aux groupes discontinus formés de substitutions réelles.
Si le groupe G est discontinu, il est clair qu'on pourra diviser le plan ou une partie du plan en une infinité de régions jouissant des propriétés suivantes:
Chacune d'elles correspondra à l'une des substitutions du groupe G. Celle qui correspondra à la substitution:
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s'appellera la région B^ et par conséquent celle qui correspondra à la
substitution :
(2, /o («)) o\i (2, s) s'appellera B^.
Quand z sera intérieur à la région B^, /J {£) devra être intérieur à B^.
En d'autres termes, i?^ sera la -transformée de B^ par la substitution:
Supposons maintenant que 2 soit intérieur à la région Bj^ correspondant à:
f;r^ (z) devra être intérieur à B^ et par conséquent /] {ff^ (s)) sera intérieur à Bj.
Dire que Bi est transformée de i?^, i^ar une substitution réelle, c'est dire que ces régions sont congruentes et par conséquent que toutes les régions B sont congruentes entre elles.
Pour me servir d'une expression très usitée de l'autre côté du Rhin, je dirai que la division d'un plan en une infinité de régions est régulière lorsqu'en déformant ces régions d'une manière continue on pourra faire coïncider le nouveau mode de division avec l'ancien de telle façon que chaque région de la nouvelle division vienne coïncider avec une région de l'ancienne, et qu'une région donnée quelconque du nouveau mode de division vienne coïncider avec une région donnée également quelconque de l'ancien mode. En ce qui concerne le mode de division qui nous occiqje, il est clair que si l'on applique aux différentes régions B la substitution
chacune des régions B se changera en une autre région B et B^ se changera en B^. C'est dire que la division du plan sera régulière.
Le problème de la reclierche des groupes fuchsiens se ramène donc au suivant: Subdiviser d'une façon régtdière le plan ou une partie du plan en une infinité de régions toutes congruentes entre elles.
Deux régions seront dites limitrophes lorsqu'elles confineront entre elles tout le long d'un arc de courbe qui leur servira de frontière commune.
Soit Bp une région limitrophe de B^ tout le long d'un arc AB de son périmètre; cet arc AB sera l'tm des côtés de B^. Mais on peut sup-
Théorie dos groupes fuclisiens. 13
poser que ce ne soit pas le plan tout entier, mais une partie du plan ([ui ait été divisée en une infinité de régions R, toutes congruentes entre elles. Dans ce cas, li^ pourra confiner tout le long d'un arc CI) de son périmètre à la j^ai'tie du plan qui n'aura pas été subdivisée en régions R. Cet arc CD sera encore un des côtés de R^. Les côtés tels que AB seront ceux de la l'" sorte, les côtés tels que Cl) ceux de la 2"'" sorte.
Je supposerai toujours (pie les côtés de la 2""' sorte sont des segments de l'axe X.
Je justifie en quelques mots cette hypothèse. Si Ton a divisé une partie du plan en une infinité de régions R, et si la région R^ est contiguë à la partie du plan non divisée, on pourra toujours étendre la division à une portion plus grande du plan. Je l'étendrai jusqu' à ce que R^ cesse d'être contiguë à la partie non divisée, ou jusqu' à ce que R^ atteigne l'axe X. Cet aperçu suffira, je pense, pour faire comprendre les raisons (jui me permettent d'adopter cette hypothèse.
J'appellerai sommets de R^ les extrémités de ses côtés et je serai conduit à envisager: 1° les sommets situés au dessus de X; 2° les sommets situés sur X et séparant deux côtés de la 1"" sorte; 3" les sommets situés sur X et séparant un côté de la l'-" sorte et un de la 2'"" sorte. J'appellerai ces différents sommets, sommets de la 1 ''"■", de la 2''" ou de la 3"" catégorie.
Les points
seront dits correspondants.
Quand le point z est à l'intérieur de i?,, tous les points fi[z) seront dans des régions i?, différentes de i?„. Donc il ne peut y avoir dans l'intérieur de i?„ deux points correspondants, et un point intérieur à R^ ne peut être non plus correspondant d'un point du [lérimètre de cette région.
Au contraire un point situé sur l'un des côtés de R^, sur A^ par exemple, appartient à la fois à deux régions i?„ et R^. Si le point z est sur /^„ c'est à dire sur le périmètre de R,„ le point /^"' (z) sera sur le périmètre de R^ sur un côté que j'appellerai A), et qui séparera R^ d'une région i?^ correspondant à la substitution:
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Les côtés Xj, et ^^ seront dits conjugués.
On peut tirer de là les conclusions suivantes: 1° Les côtés de la 1"° sorte sont en nombre pair et conjugués deux à deux. 2° Deux côtés conjugués sont congruents. 3° Les points du périmètre de B^ (sans parler des sommets dont nous nous occuperons plus loin) sont correspondants deux à deux.
Une convention spéciale est nécessaire pour faire rentrer dans le cas général un cas particulier qui se présentera quelquefois.
Il pourrait arriver que l'on eût identiquement:
y;u)=/r'(2) ou ■^=fAfAz)\.
Alors Bj, coïnciderait avec B^, k,, avec A^. Mais dans ce cas, la substitution
est elliptique et la relation (1) § 1 pourrait se mettre sous la forme (3)
§ 1 de telle façon que:
La substitution {2, fj, {z)) n'altérant pas le côté X^,, celui-ci devra passer par le point a (point double de la substitution) et se partager en deux moitiés congruentes entre elles.
Cela posé on pourra regarder le point et comme \m sommet et les deux moitiés du côté X^ comme deux côtés distincts, conjugués entre eux; l'on est ainsi ramené au cas général.
Ciiaque sommet appartient à trois ou plusieurs régions différentes; il en résulte que plusieurs sommets de B^ peuvent être correspondants. Je dirai que les sommets correspondants appartiennent à lui mchne cycle.
D'après ce qui précède le nombre des côtés de la 1''" sorte est pair; soit 2w ce nombre. Ces 2» côtés seront conjugués deux à deux. Soient Aj, Aj X„ n de ces côtés; A„^,, A,,^^.,) '''.>« les n autres côtés conjugués des premiers, de telle sorte que les côtés A^„ X^^^, soient conjugués. Soit Bj, la région qui est limitrophe de B^ le long du côté A^,, et
la substitution correspondante. De cette façon, on aura:
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Il est aisé de voir que si l'on sort d'une région li^ correspondant à: par le côté ?.^,, on entre dans une région correspondant à la substitution
Rien n"est ])lus facile maintenant que de trouver quelle est la substitution i|ui correspond à une région donnée TZj . Soit A un point intérieur à i?„, B un point intérieur à li^ ; joignons ces deux points i)ar un arc quelconque AMB. Si je suppose que cet arc .4.1/7? parte de- la région R^, qu'il en sorte par le côté /„_ pour entrer dans la région i?„^, puis qu'il sorte de B^^ par le côté correspondant à ^^ pour entrer dans la région i2^„, qu'il sorte de i?^, par le côté correspondant à 4^ pour entrer dans B^^. etc. et enfin cpi'il sorte de B^,_^ par le côté correspondant à /„ pour entrer dans Bj\ la substitution (jui correspondra à cette région itj^ sera:
Dans cette expression a,, a.,, et, désignent des indices qui
peuvent être 1, 2, ou 2».
Donc toute substitution qui correspond à une région que l'on peut atteindre en partant de B^ et en franchissant un nombre fini de côtés est
une combinaison de {z, Q, {z, Q (z, f„). Nous laisserons de côté
tous les groupes pour lesquels on ne pourrait pas passer d'une région à l'autre en franchissant un nombre fini de côtés. Alors toute substitution sera une combinaison de :
Comment trouverons-nous les relations de la forme (6) qui auront lieu entre les fonctions f\, f.^, f„l
Pour cela il suffira évidemment de rechercher comment on peut exprimer par une combinaison des substitutions (7) la substitution:
(s, z) ou {z, /„ (z)) qui correspond à B^. On appli(piera la régie exposée plus haut; c'est k
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dire qu'on décrira un contour fermé quelconqv^e AMA passant par un point A intérieur à B^. Si ce contour traverse successivement des régions
R^, R^^, i?^„, ^/9_iJ ^^„ = -^0 ^^ ^" ^°^'* respectivement par les
côtés ^|, ^_, /„ , la substitution qui correspondra à B^ sera:
K /«,(/..( iAM) )j
ce qui permettra d'écrire
De toutes les relations (6) ainsi obtenues, toutes ne sont pas fondamentales. Pour obtenir les relations fondamentales, il suffit de décrire des contours fermés infinitésimaux autour de chacun des sommets de B,^.
Puisqu'on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les substitutions (7) sont généralement indépendantes et par conséquent forment un systéuie de substitutions fondamentales du groupe envisagé.
On voit de plus que l'exposant d'une substitution /] est le nombre minimum de côtés qu'il faut franchir pour passer de B,^ dans la région qui correspond à la substitution f^.
Outre les groupes fuchsiens ou groupes discontinus formés de substitutions réelles, j'ai été conduit à envisager les groupes discontinus formés de substitutions linéaires quelconques et que j'ai appelés groupes Kleinéens. Je n'en parlerai pas dans le présent travail, me réservant d'exposer dans un mémoire spécial les résultats que j'ai obtenus à leur égard.
§ 4. Polygones générateurs.
Les régions i?, sont définies par la condition que chacune d'elles ne contient qu'un seul point correspondant à vm point z donné. Mais cette condition ne suffit pas povir les définir complètement. En effet si l'on se donne un groupe fuchsien G, il y aura une infinité de manières de subdiviser le plan de telle sorte que dans chaque région il n'y ait qu'un point correspondant à un point z donné.
Au contraire si l'on se donne la décomposition du plan en luie infinité de régions telles que B, le groupe G sera parfaitement déterminé.
Donnons-nous un groupe G et envisageons les diverses décompositions du plan en régions B^ qui correspondent h ce groupe. Ces décompositions
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sont en nombre infini. Comment de l'une d'elles pourrons-nous déduire toutes les autres? Soit S^ une portion de la région 7?„, S, la portion correspondante de la région Zt',. Choisissons parmi les substitutions du groupe a l'une quelconque d'entre elles:
Soit ij, l'indice de la substitution:
de telle sorte que:
Des diverses régions i?, je retranche la portion .S', et j'ajoute à t-e ipii reste la région 5, . tT'obtiens ainsi une infinité de régions:
R, = hr + S — <S';.
Ces réo-ions B] recouvriront la même partie du plan (jue les régions 7?^ et ne la recouvriront qu'une fois. Chacune d'elles ne contiendra qu'un seul point correspondant à un point donne z. A la décomposition du plan en régions i?- correspondra donc le même groupe (î (pi'ii la décomposition en régions B,. Si S„ est contigu intérieurement k l'une des frontières de B^ et si Sp est contigu extérieurement à l'une des frontières de B^ — 5"^, la région B'^ sera d'une seule pièce et sans trou. La plupart du temps, poin- pins de commodité, nous choisirons la région B^ de telle sorte qu'elle soit d'une seule pièce et sans trou, mais cela n'a rien d'essentiel.
En opérant sur les régions jRj comme nous avons opéré sur les régions B„ nous obtiendrons une nouvelle décomposition . du plan en régions i?, qui correspondra toujours au groupe envisagé G. En continuaut indéfiniment de la sorte, on obtiendra toutes les décompositions qui correspondent au groupe G.
On est conduit tout naturellement à la généralisation .suivante: Jusqu'ici j'ai supposé que la région S^ était tout entière intérieure à la région i?„ et par conséquent S, à la région B^, et de fait, sans cette hypothèse, on ne saurait ce qu'on doit entendre par la région:
Jï'. = i?, + Si — S,
h moins toutefois (pie l'on ne fasse ime convention s])éciale.
Ada mullieiiHiHca, I. "^
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On est coiiduit ainsi h envisager des régions divisées en deux parties dont l'une est considérée comme positive et l'autre comme négative.
Ainsi si «S; ne fait pas partie de 7?,, on considérera la région R[ comme formée d'une partie positive R, + ^i , et d'une partie négative S^. Cet oi'dre de considérations n'est pas d'ailleurs absolument nouveau.
Si l'on envisage un quadrilatère ABCD dont deux côtés opposés AB et CD se coupent en un point M, ce quadrilatère,' formé de deux triangles ABM et BCM opposés par le somrnet, s'appelle un quadrilatère concave. Les formules qui donnent l'aire d'un quadrilatère convexe s'appliquent à une pareille figure pourvu que l'on regarde l'aire de cette figure comme la différence et non comme la somme des aires des deux triangles AD3I et BCM. Dans un quadrilatère concave l'un des deux triangles doit donc être regardé comme -positif et l'autre comme négatif. Il se passe ici quelque chose d'analogue. Une région conrnve i?, sera formée d'une portion positive Jij + 5, et d'une portion négative 6*,. Le nombre des points correspondants à lui mi'-me point donné ^-, compris dans la partie positive de B,, est toujoui-s 'fini et il surpasse d'une unité le nombre des points correspondants à z compris dans la partie négative.
Nous ferons peu d'usage de cette subdivision du plSn en régions R^ concaves, parce que. la subdivision en régions convexes est infiniment plus commode, mais elle pou-rra nous servir comme d'intermédiaire pour passer d'une subdivision convexe à une autre subdivision également convexe.
Puisqu'il y a une infinité de manières de subdiviser le'plan en régions 7?, convexes, noTis devons choisir parini ces diverses manières la plus simple et la plus commode.
Voici comment nous pourrons procéder: Nous déterminerons une
région S^j et la région S^, transformée de S^ par la substitution fj, {z).
Nous ajouterons Sj, à R^ et nous en retrancherons S^.
•^j- Nous obtiendrons ainsi une nouvelle région R„ qui
A/'''^s \fi' pourra servir de base h. une nouvelle subdivision du
plan en régions R\ correspondant au groupe G. Car
pour obtenir la région R'^ il suffira de retrancher de
Ri la région 5,. transformée de *S'„ par f, (z) et d'y
/ ajouter la région iS", transformée de S^, par /J (z). Com-
s„ Yb
^ ment maintenant conviendra-t-il de choisir les régions
S, et S„? .
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Suit AMJi 1111 (.oté de lî^, A'M'B' le eùté conjugué. Ces deux côtés sont cougruents et la substitution réelle tiui change AMB en A'M'B' est une substitution f], [z) du groupe G. Joignons les points A et B par un arc de cercle ANB ayant son centre sur X. f.a réirion .S' sera la réo-ioii AMENA comprise entre l'arc de courbe AMB et l'arc de cercle ANB. Le transformé de ANB par /^ {z) sera un arc de cercle A'N'B' ayant son centre sur X, et la transformée S^, de S^ sera la région A'M'B'N'A'. Si nous ajoutons S^, à R^ et que nous en retranchions S^, nous obtiendrons uTie région R^ analogue à R^ mais où les côtés conjugués AMB, A'M'B' seront devenus des arcs de cercle ANB, A'N'B' ayant leurs centres sin* X
En opérant de même manière sur chaque paire de côtés conjugués de la V^" sorte, on réduira tous ces côtés à des arcs de cercle ayant leurs centres sur X. On peut donc toujours supposer que la région R^ est un polygone dont les côtés sont de deux sortes, les uns sont des arcs de cei-cle ayant leurs centres sur X, les autres sont des segments de cet axe X lui-même. Un pareil polygone s'appellera polygone normal.
Mais une difficulté spéciale peut se présenter dans certains cas.
En effet nous ne nous sommes, pas inquiétés de savoir si la région:
S^ = AMENA
faisait tout entière partie de R^^. Il pouri-a donc se faire (pie le polygone normal auquel on aura réduit la région R^ soit concave.
Voici comment on se tirerait d'affaire en pareil cas. Il est clair que la pai'tie positive et la partie négative de R^ devront être toutes deux des polygones normaux. Supposons pour fixer les idées que la partie positive contienne au plus deux points corresjjondants <à un point donné z. Parmi les points de R^, il y en aura (pii seront compris dans la partie positive et qui n'admettront aucun correspondant soit dans la' partie positive, soit dans la partie négative. Ils formeront un certain polygone normal P.
. La partie négative formera un certain polygone normal P'; et à chaque point de cette partie négative correspondront deux points de la partie positive dont l'ensemble formera deux polygones norrnaux F" et P", tous deux congruents à P'. Cela posé, retranchons de 7?„ le polygone P" et ajoutons-y le polygone congruent P. Nous obtiendrons ainsi une nouvelle région i?^ (|ui ])ourra servir coinnie R^ â engen(h-er le groupe
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fiichsieu G. Cette région n'aura ])lus de partie négative et sera formée des deux polygones P et 1"".
Ce sera donc un polygone normul convexe.
On volt ainsi que dans tous les cas possibles, on peut supposer (pie R^ est un polygone normal convexe.
Si l'on connait le polygone normal B^ et la distribution de ses côtés en paires de côtés conjugués, le groupe G est entièrement déterminé.
En effet reportons-nous à ce que nous avons vu dans le § précédent:
Les substitutions fondamentales de G sont celles qui correspondent aux régions limitrophes de i?^ ; on les obtiendra donc en envisageant un des côtés de la l*"^" sorte de B,^ et en cherchant quelle est la substitution ((ui change ce côté en son conjugué. Or soient AB et A'B' deux côtés conjugués. Ces deux côtés, d'après le § 3, devront être congruents, c'est à dire que l'on aura :
Or dans ce cas, d'après le § 1, il existe une substitution réelle qui change AB en A'B' et en général cette substitution est parfaitement déterminée. Les substitutions fondamentales du groupe G et par conséquent le groupe G lui-même sont donc parfaitement déterminés.
C'est pour cette raison que j'appellerai le polygone R^ jwlygone yénérafeur du groupe G.
§ 5. Classification en familles.
Nous avons vu plus haut ([ue deux, trois ou plusieurs des sommets du polygone R^ peuvent être des points correspondants et nous avons appelé cycle l'ensemble des sommets de ce polygone c[ui sont correspondants à l'un d'entre eux.
Les sommets de R^ se répartissent de la sorte en un certain nombre de cycles. Voyons comment, connaissant la distribution en paires des côtés de la l'" sorte, on pourra trouver la distribution des sommets en cycles. Pour cela il suffit d'appliquer la règle suivante que l'on démontrerait sans peine.
Sui)posoiis qu'on parcoure dans un certain sens le périmètre du po^ lygone /?„, et iju'on rencontre successivement un côté, puis un sommet,
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puis un autre côte, puis un autre sommet et ainsi de suite. Cela posé, partons d'im sommet quelconque; envisageons le côté suivant, puis son conjugué si ce côté est de la T" sorte; puis le sommet suivant, puis le côté suivant, ])uis son conjugué si ce côté est de la T" sorte, et ainsi de suite. On pourra continuer ainsi juscju'à ce qu'on revienne au sommet qui a servi de point de départ, ou bien jusqu'à ce (pi'on arrive à un côté de la 2'''' sorte.
Dans le premier cas, tous les sommets que l'on aura rencontrés de la sorte formeront un cycle. Dans le second cas, il sera nécessaire pour compléter le cycle de reprendre le sommet qui a servi de point de départ et de remonter à partir de ce sommet, en considérant successivement le côté précédent, puis son conjugué si ce côté est de la 1"* sorte, puis le sommet précédent, puis le côté précédent, et ainsi de suite jusf|u'à ce qu'on finisse par arriver à un côté de la 2'''' sorte.
Il est aisé de voir qu'il y a trois catégories de cycles: Tout point correspondant d'un point £ situé au dessus de X est lui-même au dessus de A', donc tout sommet correspondant d'un sommet de la l"'" catégorie (§ 3) est lui-même de. la V" catégorie. Il y aura donc des cycles formés uniquement de sommets de la 1"' catégorie; ce seront les q/cles de la V" catégorie. En partant d'un sommet de la r'" catégorie et prenant successivement les côtés et les sommets que l'on rencontre en appliquant la refile précédente, on ne rencontrera jamais (jue des sommets de la V" catégorie et par conséquent aussi jamais que des côtés de la V'^ sorte. On ne sera donc arrêté que quand on sera revenu au sommet qui aura servi de point de départ, c'est à dire que le cycle sera fermé.
Tout sommet correspondant d'un sommet de la 2'^'' ou de la 3""^ catégories, devra lui-même appartenir à l'une des deux catégories. Ce qui nous amène à considérer deux nouvelles classes de cycles.
Les cycles de h 2" catégorie ne contiendront qufe des sommets de la 2'*' catégorie ; en leur appliquant la règle précédente, on ne rencontrera pas de côté de la 2"^ sorte, c'est à dire que le cycle sera encore fermé.
Les Cijcles de la 3"" catégorie contiendront des sommets de la 3""" catégorie et pourront en contenir également de la i**"; en leur appliquant la règle précédente, on rencontrera des côtés de la 2''^ sorte, c'est à dire que le cycle sera ouvert. Cela va nous permettre de classer en familles les polygones B^ et par conséquent les groupes G.
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Le polygone B^ sera (le la l"'"-' famille s'il a des cycles de la 1''' catégorie seulement )) ), -l""" )' » » ); ' » » ); 2"''' » >.
-» » 4"°° » » » » » » » 2'"" et de la 3"'' catégorie seulement
)> )) 7"'" )j )^ x> )j >i des trois catégories.
Quelques exemples feront mieux comprendre ma pensée.
Exeinple I. Le polygone R^ est un hexagone ABCDEF; tous les cotés sont de la V" sorte; les cotés
jf- S -^B et AF
BC et FE CI) et EB
sont conjugués. Appliquons la règle, nous rencontrerons successivement:
1° en partant du sommet A, le sommet A, le coté AP>, le côté AF et le sommet A.
2" en partant de F), le sommet i>, puis BC, puis EF, puis F, puis FA, puis ^4B, puis B.
3" en partant de C, le sommet C, puis CB, puis i?i>, puis i?, puis EF, puis 7?C, puis C.
4° en partant de B, le sommet jD, puis BE, puis t'i>, puis iA
11 y a donc quatre cycles formés respectivement:
1° du sommet A
2° des sommets B et F ,
3" des sommets C et E
4" du sommet B.
Exemple II. Le [)olygone /i'„ est toujours un hexagone ABCBEF dont tous les côtés sont de la 1"" sorte; mais les côtés opposés
AB et BE
BC et EF ' ■
CB et FA
sont conjugués. Appli(pions la règle, nous rencontrerons successivement
1" cil partant de A, le soimnet A, puis Afl puis DE. puis /•;, puis EF, puis BC, puis C, puis ('J>, puis F.4, puis J.
2° eu partant de 5, le sonnnet B, puis 5C', puis EF, puis /•', puis Fâ, puis CD, puis D, puis DE, puis ^B, puis B.
Il V a donc deux cycles tonnés respectivement:
1° des sommets A,C' et E
2° des sommets B,I) et F.
Exemple III. Le polygone R^ est \m octogone ABCDEFGH dont tous les côtés sont de la 1"''' sorte, les côtés opposés:
AB et EF BC et FG CD et GH DE et HA sont conjugués.
Partons du sommet A, nous rencontrerons successivement: A, AB, EF, F, FG, BC, C, CD, GH, H, HA, DE, E, EF, AB, B, BC, FG, G, GH, CD, D, DE, HA, A.
Tous les sommets font donc partie d'un même cycle. Exemple IV. Supposons maintenant que les côtés:
AB et CD BC et DE EF et GH FG et HA soient conjugués.
Partons encore de A, nous rencontrerons:
A, AB, CD, D, DE, BC, C, CD, AB,. B, BC, DE, E, EF, GH, H, HA, FG, G, GH, EF, F, FG, HA, A.
Tous les sommets font encore partie d'un même cycle. Dans les quatre exemples précédents, tous les côtés sont de la 1'" sorte, tous les cycles sont donc de la 1*" ou de la 2*' catégories.
Exemple V. Le polygone B„ est encore un octogone ABCDEFGH:
Les côtés AB, CD, EF, GH sont de la V" sorte, les côtés BC, DE, FG, HA sont de la 2"' sorte. Les côtés:
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' AB et CD
EF et GH
sont conjugués. On rencontrera successivement:
1" en partant de A, le coté AB, puis Cl), pu.is J), puis DE qui est de la 2"'' sorte.
2° en partant de C, le côté CD, puis AB, puis B, puis 7>f ' qui est de la 2''" sorte.
3° en partant de E, le côté EF, puis GH, puis 77, puis 77^4 qui est de la 2''" sorte.
•4° en partant de G, le côté 6^77, puis EF, puis" F, puis 7''(5 (pii est de la 2"'^ sorte.
Les sommets se répartissent donc en 4 cycles formés respectivement:
r de A et de D, 2" de C et de B, 8° de £• et de H, 4° de f^ et de 7*:
Ces cycles sont ouverts, puisque dans la recherche de chacun d'eux on a été arrêté par la rencontre d'un côté de la 2"^^ sorte. Ils sont donc de la 3""' catégorie.
On peut pousser plus loin encore la classification des polygones 7?^ et des groupes G. Voici de quelles considérations nous pourrons faire usage à cet effet.
Considérons d'abord un cycle de la 1"" catégorie et un sommet A^ de 7?g faisant partie de ce cycle. Soit B^ le côté suivant, C^ son conjugué, 4] l6 sommet suivant, B^ le côté suivant, C,^ son conjug'ué, A^ le sommet suivant et ainsi de suite, on poursuivra de la sorte jusqu'à ce ([u'on arrive à un sommet A„ coïncidant avec A^.
On pourra même poursuivre indéfiniment de cette façon sans être jamais arrêté puisque l'on ne rencontrera pas de côté de la 2*'* sorte. Mais le sommet A„ ne différera pas de A^^, le sommet A„J^■^ de .4,, et en général le sommet A,, de A^ si on a
Il ^ k mod. n.
Le cycle se compose alors de n sommets distincts, h savoir A^, A^,
Supposons maintenant (jue l'on décrive autour de A^ \\u cycle infiniment petit quelconque; on sortira de 7?,, par le côté 7),, pour entrer dans le polygone 7?^. Considéré comme appartenant à ce dernier polygone, k' côté 7?, sera l'homolooiio de C^ ; jinr conséquent le point A„ aern l'ho-
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mologue de A^ et le côte suivant sera l'homologue de By Le cycle infiniment petit décrit autour de A^ sortira ensuite du polygone i?, en franchissant ce côté homologue de B^ et entrera dans un certain polygone que l'appelle B.y Considéré comme appartenant à ce polygone, le coté qui dans iî, était homologue de B^ sera homologue de C^; le point A^ sera homologue de A^ et le côté suivant l'homologue de By
On continuera de la sorte, la loi est manifeste. On passera successivement dans les polygones B^, B^, B.^ B,^_^ et enfin dans B,,
qui devra se confondre avec J?„.
On sortira du polygone Bt pour entrer dans le polygone i?,.^, en franchissant un côté qui envisagé comme appartenant à B^ sera l'homologue de Bi^i et envisagé comme appartenant à J^^ + j sera l'homologue de C^^^. Le sommet A^ envisagé comme appartenant à Bt sera l'homologue de Af
Mais le polygone B.^ doit se confondre avec B^ ; donc le sommet A^ ne doit pas différer de A^, on a donc
2^0 mod. n
d'où:
q = pn.
Le nombre des polygones qui ont un sommet en A^ sera donc divisible par n.
La figure ci-jointe éclaircira peut-être ce qui précède. Nous y avons supposé
Nous n'avons représenté que les parties des polygones qui sont infiniment voisines de A^ ; c'est pourquoi chacun de ces polygones eât représenté seulement par un angle. Dans le voisinage de chaque sommet A (ou de chaque côté B ou C) et à l'intérieur de chaque polygone iî„ nous avons marqué une lettre indiquant quel est le sommet (ou le côté) de B^ dont ce sommet A (ou ce côté B ou C) est l'homologue si on l'envisage comme faisant partie du polygone jB(.
Nous avons donc autour du point A^ pn angles dont la somme doit être égale à 2-, et comme dans deux polygones congruents les angles homologues sont égaux, on aura :
Aeta mathematica.
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Or on a:
Ain + A,, + l + Ann + i + + At„ + „-l = A, + A^ + + ^n-1.
Il vient donc:
2jr A, + A^ + A, + + A_i = —
ce qui permet d'énoncer le théorème suivant:
La somme des angles de B^ qui correspondent aux sommets d'un même cycle de la 1^" catégorie est une partie aliquote de Stï.
Mais ici deux cas peuvent se présenter: ou bien la somme de ces angles sera égale à 2-, ou bien à 2- divisé par un nombre entier plus grand que 1.
Dans le premier cas je dirai que le cycle appartient à la l^'" souscatégoi'ie; dans le second cas, qu'il appartient à la 2" sous-catégorie.
Les propriétés des cycles de ces deux sous-catégories ne sont pas tout à fait les mêmes; c'est ce qui nous engage à faire dans la 1'" famille une coupure, et à séparer, sous le nom de 1"' ordre, les polygones B^ dont tous les cycles sont de la l"" sous-catégorie, pendant que les autres polygones B^ qui auront un cycle de la 2''' sous-catégorie formeront le 2' ordre.
Reprenons les polygones R^, B^, ^?-i 'l^^i ont un sommet en A^.
Envisageons la substitution réelle qui change B^ en B„ et qui fait évidemment partie du groupe G. Cette substitution ne changera pas \e point Ag qui devra par conséquent en être un point double. C'est donc une substitution elliptique; elle pourra se mettre sous la forme (3) § 1 et de telle sorte que
Supposons maintenant que le point A^^ au lieu d'appartenir à un cycle de la 1'^" catégorie, appartienne à un cycle de la 2" catégorie. Tous les raisonnements précédents s'appli(jueront, puisque nous n'avons supposé (ju'une chose: c'est que le cycle était fermé, et puisque cela est vrai des cycles de la 2^° comme de ceux de la l*"'"^ catégorie. Seulement le nombre q et par conséquent le nombre jj seront infinis. La somme des angles correspondant aux divers sommets du cycle sera donc nulle et c'est ce qu'il était
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aisé de prévoir, puis([ue tout angle d'un polygone normal dont le sommet est sur X est évidemment nul. La substitution réelle qui change R^ en B„ ne changera pas A^. Ce sommet en sera donc un point double, et comme il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbolique.
Soit S cette substitution; soit C\ le côté qu'il tant franchir pour passer de 7?, dans A + j. C', + „ sera le transfornié de C\ par S, de sorte
que les divers côtés C\ seront les transformés successifs de C\, C\,
C'„_, par la substitution S et la substitution inverse.
Supposons d'abord que la substitution S soit parabolique. Nous avons vu (§ 1) qu'un arc tini de courbe qui ne coupe pas X ne peut rencontrer iiu'un nombre fini de transformés successifs d'un cercle tel que C par une substitution telle que S et par sa substitution inverse. Un pareil arc ne passera donc qu'à travers un nombre fini des polygones i?„, Ji ^ B, qui ont un sommet en A^.
Supposons au contraire que la substitution S soit hyperbolique. Soient A^ et A'^ les deux points doubles de cette substitution, C le cercle décrit sur A^ Â, comme diamètre. Nous avons vu (§ 1) qu'un arc fini de courbe qui ne coupe pas X rencontre un nombre infini de transformés successifs d'un cercle tel que C^ ou n'en rencontre qu'un nombre fini, suivant qu'il coupe ou ne coupe pas le cercle C. Un pareil arc traversera
donc un nombre infini des polygones B„, R^, ^,,, s'il coupe
C, et il n'en traversera qu'un nombre fini s'il ne coupe pas C. Si la substitution S est paraboliqne, nous dirons que le cycle auquel appartient A^ est de la 3"^ sous-catégorie; si elle est hyperbolique, nous dirons que le cycle est de la 4' sous-catégoi'ie.
Cela va nous permettre de subdiviser les 2% i% 6% 1' familles.
Un groupe de l'une de ces familles appartiendra au 1" ordre de cette famille s'il ne contient pas de cycle de la i' sous-catégorie, et au 2'' ordre s'il contient des cycles de la -i^ sous-catégorie.
§ 6. Existence des groupes fuchsiens.
Jusqu'ici nous avons raisonné sur les groupes fuchsiens en supposant qu'ils existaient et nous n'en avons pas démontré l'existence. Nous avons vu que tout groupe fuchsien G peut être considéré comme engendré par un polygone normal i?, dont les côtés sont de deux sortes; ceux de la
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1'" sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la 2^" sorte sont des serments de l'axe X lui-même. Les côtés de la 1"" sorte sont au nombre de 2» et se répartissent en paires de côtés conjugués. Quand on connaît le polygone B^ et la répartition de ses côtés en paires, le groupe G correspondant est en général parfaitement déterminé. Quant aux sommets, ils se répartissent en un certain nombre de cycles.
Pour pouvoir donner naissance à un groupe fuchsien G, le polygone i?j doit satisfaire à deux conditions:
1° Dei(x côtés conjugués doivent être congnœiits.
2° La somme des angles d'un même cycle de la T" catégorie doit être une partie aliquote de 2tï.
Ces conditions sont nécessaires; sont elles suffisantes? C'est ce que je vais démontrer.
Je suppose que le polygone li^ soit donné, ainsi que la distribution de ses côtés de la l'"'^ sorte. De cette connaissance résulte celle des substitutions fondamentales du groupe correspondant et par conséquent la possibilité de construire les polygones B, limitrophes de B.^. Opérant sur ceux-ci comme on a opéré sur iî^, on construira les polygones limitrophes des polygones déjà obtenus et continuant indéfiniment cette opération, on construira une infinité de polygones congruents à B^. Mais ici plusieurs hypothèses peuvent être faites:
1° Ou bien les polygones ainsi construits couvriront une partie du plan mais ne la couvriront qu'une fois de manière à ne pas empiéter les uns sur les autres et à ne pas se recouvrir mutuellement. Alors ils formeront une sorte de damier; la portion du plan envisagée sera partagée en un certain nombre de régions congruentes entre elles. L'existence du groupe fuchsien correspondant à B^ sera donc démontrée.
2° Ou bien les polygones construits de la sorte empiéteront les uns sur les autres de façon à recouvrir une partie du plan plusieurs fois ou même une infinité de fois. Dans ce cas le groupe auquel conduirait B^ (c'est à dire le groupe dont les substitutions fondamentales sont celles qui changent chac[ue côté de la 1'" sorte de B^ en son conjugué) est continu; ce n'est pas un groupe fuchsien.
Comment reconnaîtrons-nous maintenant quel est celui de ces deux cas auquel nous avons affaire? Considérons un point quelconque A, intérieur à B^, et un second point B quelconque. Joignons A à B par un
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arc de courbe quelcoiK|uc A^^B. Cet arc sortira de R^ par un certain côté C\; on construira alors le polygone B^, limitrophe de /?„ le long de C^; si A3IB sort de B^ par un côté C\, on construira le polygone B^, limitrophe de B^ le long de C, et ainsi de suite.
Les arcs A3IB seront de deux sortes:
1° Ou bien après un nombre fini d'opérations de ce genre on finira par trouver un polygone B„ duquel ne sorte plus l'arc AMB, de telle façon que le point B soit à l'intérieur de B„\ c'est alors que le point B se trouve dans la partie du plan recouverte par les polygones B et que l'arc A3IB ne sort pas de cette partie du plan: l'arc AMB sera de la 1'''' sorte.
2° Ou bien, quelque grand que soit le nombre des opérations effectuées, on ne trouvera jamais un polygone J?„ ducjuel ne sorte plus l'arc AMB. L'arc A3fB sera alors de la 2" sorte.
Au sujet du point B on peut faire trois hypothèses:
r Tous les arcs A3IB que l'on peut tracer entre A et B sont de la 2" sorte; le point B est alors hors de la partie du plan recouverte par les polygones R.
2° Parmi les arcs A3IB tracés entre A et B, il y en a de la l*"" sorte; chacun de ces arcs conduit, d'après ce qui précède, à un polygone R„ à l'intérieur duquel se trouve B. De plus ce polygone i?„ est le même quel que soit l'arc A3IB de la V'' sorte par lequel on a joint les deux points A et B. Dans ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones R; de plus ces polygones ne recouvrent cette partie du plan qu'une seule fois et l'existence du groupe fuchsien correspondant à i?o est démontrée.
3° Parmi les arcs A3IB tracés entre A et B il y en a de la P" sorte, chacun d'eux conduit à un polygone R„ à l'intérieur duquel se trouve B; mais ce polygone change quand on change l'arc A3IB. Dans ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones R; mais ces polygones recouvrent cette partie du plan plus d'une fois de telle sorte qu'il n'y a pas de groupe fuchsien correspondant à R^.
Nous sommes donc conduits à la règle suivante.
Il faut joindre deux points A et B par deux arcs A3IB, ANB de la !*■" sorte et rechercher si ces deux arcs conduisent à un même polygone R„.
Mais nous pouvons la modifier de la manière suivante: On trace un
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contour fermé AMA, dont le point initial et final A est intérieur à i?„; si cet arc AMA sort de i?„ par un côté C^, on construira le polygone E^, limitrophe de i?^ le long de C'^; s'il sort de B^ par un côté C\, on construira le polygone B.^, limitrophe de B^ le long de C\ et ainsi de suite. Je suppose de plus que l'arc AMA soit de la 1^" sorte, c'est à dire qu'on l'ait choisi de telle manière qu'après un nombre fini d'opérations, on arrive à, un polygone i?„ d'où ne sorte plus l'arc AMA. Pour que le groupe fuchsien existe, il faut et il suffit que, quel que soit le contour AMA de la T" sorte, le polygoyie B„ soit précisément B^.
Supposons d'abord que le polygone B^ envisagé n'admette pas de cycle de la 4" sous-catégorie.
Dans ce cas j'énoncerai les théorèmes suivants:
I. Tout arc de courbe AME qui coupe X est de la 2' sorte. En eô'et le polygone B^ est tout entier au-dessus de X et il en est par conséquent de même de tous les polygones E qui lui sont congruents. Supposons qu'on construise les polj^gones E^, E.^, etc. B„ comme il a été dit plus haut. Ils seront tous dans la partie du plan située au dessus de X et comme l'arc AME doit sortir dé cette partie du plan, il devra sortir de B„ quelque grand que soit n. C. Q. F. D.
II. Tout arc AME qui ne coupe pets X est de la T" sorte. En effet je construis comme il a été dit plus haut les polygones
et j'appelle X^, la portion de l'arc AME qui est à l'intérieur du polygone Bj,. L'arc AME va se trouver décomposé en une série d'arcs X^, X^,
X^, correspondant à la série des polygones B^^, B^, E^, Le
nombre de ces arcs (qui est celui des polygones correspondants) sera fini si AME est de la l'"" sorte (ce que nous nous proposons de démontrer) et infini dans le cas contraire.
L'arc Xj, joindra évidemment deux côtés de la 1'" sorte du polygone Bp, car il ne doit pas couper X et ne peut par conséquent aboutir à un côté de la 2'' sorte puisque ces côtés sont des segments de X On peut d'ailleurs faire deux hypothèses:
1° On peut supposer que les deux côtés auxquels aboutit l'arc Xj, sont deux cotés consécutifs du polygone B^ séparés seulement jiar un
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sommet A^, de ce polygone. Je dirai que X^ est de la P" espèce et qu'il sous-tend le sommet A,,. Exemples, les arcs CD et ¥G de la figure en bas.
2° On peut supposer que les deux côtés auxquels aboutit l'arc X^ ne sont pas consécutifs, et dans ce cas je dirai que \^ est de la V espèce. Exemple, l'arc AB de la figure. Le polygone jK,, étant congruont <à jB , l'arc \, sera congruent à \\\\ certain arc l joignant deux points du périmètre de i?„ appartenant à deux cotés non consécutifs. Il est clair que la distance de ces deux points ne poun-a être infiniment petite et que par conséquent la L (voir § 1) de cet arc / ne sera pas non plus infiniment petite, mais sera plus grande qu'une certaine quantité donnée K. La L de l'arc A^ sera la même que colle de l'arc congruent /; elle sera donc plus grande que K.
Soit i„ la L de l'arc AMB; elle est finie parce que cet arc ne coupe pas X. Le nombre des arcs K,. de la seconde espèce sera donc
plus petit que -^ , et par conséquent Vunité.
On pourra donc prendre q assez grand pour que les arcs ;.^^„
;i ^.„ et en général les arcs l^ où p>.q soient tous de la 1^''
espèce; il reste à démontrer que le nombre de ces arcs Xj,{p>q) est fini.
J'envisage deux arcs consécutifs A, et /^+i et l'arc /i^ = Ip + A^+t formé par leur réunion; je dirai que l'arc /i^ est de la 1'*"= catégorie si les arcs Xp et A^+i sous-tendent un même sommet, et de la 2" catégorie dans le cas contraire. Ainsi l'arc CE de la figure sera de la T catégorie et l'arc FH de la première, parce que l'arc CB sous-tend le sommet A^ pendant que les arcs FG, GH et BE sous-tendent le sommet A^.
Envisageons un arc //,, de la 2" catégorie: il aboutira à deux côtés de la 1"' sorte appartenant l'un à B,„ l'autre à i?p+i et il traversera le côté C^ qui sert de frontière commune à ces deux polygones; d'ailleurs ces trois côtés n'ont aucun point commun.
Le polygone B^ étant congruent à iî„, le côté C^ sera congruent à un des côtés H àe B^. Soit B' celui des polygones B qui est limitrophe de B^ le long de H; l'arc /j^ sera congruent d'un certain arc ji dont l'une des extrémités sera sur un des côtés B de B^ et l'autre sera sur un des côtés B' de B'; cet arc traversera le côté H. D'ailleurs les trois côtés B, H et B' n'auront aucun point commun.
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Dans ces conditions il est clair que la L de l'arc p. et jiar conséquent celle de /x^, n'est pas infiniment j^etite et est plus grande qu'une quantité fixe K. Il suit de là, comme plus haut, que le nombre des arcs fij, de la 2"'' catégorie est limité et qu'on pourra prendre q assez
grand pour que tous les arcs /i,+i, /j^+s) et en général /i^ {^p > g)
soient tous de la 1'" catégorie; en d'autres termes tous les arcs X,^^-^, /,^+2 etc. et en général tous les arcs X^, {p > q) sous-tendront un même sommet D.
Il reste à démontrer que le nombre de ces arcs k^ sous-tendant le sommet D est fini. Nous pouvons faire deux hypothèses:
1° Ou bien D appartient à un cycle de la 1"" ou de la S""" catégorie, et alors ce sommet n'appartient qu'à un nombre fini de polygones R, et par conséquent le nombre des arcs X^, est nécessairement fini.
2° Ou bien D appartient à un cycle de la 2''" catégorie, c'est à dire de la 3"^ sous-catégorie, puisque nous avons supposé que le polygone JR^ n'admettait pas de cycles de la 4™' sous-catégorie. Nous avons vu (§ 5) qu'un arc de courbe ne coupant pas X ue pouvait traverser qu'un nombre fini des polygones auxquels appartient le sommet !>. Il suit de là que le nombre des arcs X.^ est fini.
Donc dans tous les cas, le nombre des arcs A^ est fini; donc l'arc AMB est de la 1*^^ sorte. C. Q. F. D.
Donc la partie du plan recouverte par les p>olygones B est la -partie située au-dessus de X.
Considérons maintenant un contour fermé AMA de la P" sorte, c'est à dire ne coupant pas X; appliquons lui la règle exposée plus haut et supposons qu'en le parcourant on rencontre successivement les polygones
jRj, i?j, pour arriver au polygone Jî„ quand on sera de retour au
point A. Si le polygone i?„ est précisément B^, je dirai que AMA est de la 1'" espèce et, dans le cas contraire, qu'il est de la 2''" espèce. Pour que le groupe fuchsien existe il faut et il suffit que tous les contours AMA de la 1"" sorte soient de la P" espèce. A ce sujet je démontrerai successivement les théorèmes suivants:
III. Si le contour AMA se compose T d'un arc de courbe AMB, 2" d'un contour fermé infiniment petit BNB, 3° de Varc AMB parcouru en sens contraire, il est de la f''" espèce.
En effet construisons successivement, d'après la règle exposée jjhis haut, les polygones 7?^^, 7?,, i?^ 7?,,, que l'on rencontre en parcom-ant l'arc
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A3IB. Parcourons ensuite le contour infiniment petit BXB. On peut faire au sujet de ce contour trois hypothèses:
1° Ou bien BNB reste tout entier à l'intérieur du polygone R^ et alors parcourant ce contour on ne sortira pas de ce polygone.
2° Ou bien BNB franchit un des côtés C„ de R„, mais sans envelopper un des sommets de ce polygone. Alors en suivant le contour, on sortira d'abord de R,„ en franchissant le côté C„. pour entrer dans un nouveau polygone i?,„+,, puis on sortira de R„,+i en franchissant le côté C,„ en sens contraire et par conséquent en rentrant dans R„.
3° Ou bien BNB enveloppe un des sommets de E„,. Ce sommet sera forcément de la P" catégorie puisqu'il ne pouiTa être sur X Ce sommet appartiendra h un cycle comprenant par exemple n sommets et la somme
des angles correspondants sera ~ On rencontrera alors en parcourant BNB
successivement j»i polygones i?,„+i, i?,„+2, Rm+pn', la somme des
angles en D de tous ces polygones étant 2r, -B„.+;,„ se confondra avec R^.
Donc dans tous les cas possibles, on retombera sur le polygone i?,„
après avoir parcouru le contour BNB- Parcourons maintenant l'arc AMB
en sens contraire; nous rencontrerons successivement les polygones R,„,
B^_^^ i?^, i?^, c'est à dire, dans l'ordre inverse, ceux que nous
avions rencontrés en parcourant une première fois l'arc AMB. Quand nous serons de retour au point A, nous retomberons sur le polygone i?„. Donc le contour AMA sera de la 1'" espèce. C. Q. F. D.
IV. Si deux, contours AMBPA, APBNA sont de la f" sorte et de la T" espèce, il en sera de même du contour AMBNA formé par leur réunion.
En effet si AMBPA, APBNA sont de la 1^" sorte, c'est que ni AMB, ni ANB ne sortent de la région recouverte par les polygones R et par conséquent que AMBNA est aussi de la 1^" sorte.
Si AMBPA est de la 1'" espèce on arrive au même polygone R„ en suivant l'arc A3IB ou l'arc APB; si APBNA est de la r" espèce on arrive au même polygone R„ en suivant l'arc APB ou l'arc ANB. Donc on arrive au même polygone R„ en suivant l'arc A3£B ou l'arc ANB. Donc AMBNA est de la 1'" espèce. C. Q. F. D.
Acfa malhemafica. I.
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V. Si un contour AMA est de la 1^" sorte, tout contour ANA qui lui est intérieur est aussi de la 1"'' sorte.
En effet si AMA ne coupe pas X, il en sera de même du contour intérieur ANA. C. Q. F. D.
VI. Un contour quelconque AMA de la 1'" sorte est de la 1''' espèce. En effet ce contour pourra être décomposé en une infinité de contours
comme ceux qui sont considérés dans le théorème III. En vertu du théorème V, ces contours sont tous de la P" sorte; donc en vertu du théorème III chacun d'eux est de la P" espèce, donc en vertu du théorème IV le contour total lui-même AMA est de la 1*" espèce. C. Q. F. D.
L'existence du groupe fuchsien correspondant à E^ est donc démontrée.
Les polygones B transformés de B^ par les diverses substitutions de ce groupe recouvriront toute la partie du plan située au-dessus de X et ne la recouvriront qu'une fois.
Je suppose maintenant que B^ admette des cycles de la 4"" sous-catégorie.
Les théorèmes I, III et IV seront évidemment encore vrais. Mais il n'en sera pas de même du théorème II. Voyons comment il faudra le modifier dans le cas qui nous occupe.
Reprenons les notations de ce théorème. On démontrera comme plus haut que l'on peut prendre q assez grand pour que tous les arcs k^, où p>q soient de la ]*■" espèce et sous-tendent un même sommet D. Je n'ai rien à ajouter pour le cas où D est de la l^""^ ou de la 3"" catégorie, ou bien de la 3°"^ sous-catégorie. Supposons maintenant que D soit de la 4™' sous-catégorie. Le nombre des arcs /^, {p > q) sera-t-il fini ou infini? Nous avons vu (§ 5) qu'un arc de courbe qui ne coupe pas X 'traverse un nombre infini des polygones B (jui ont un sommet en D ou seulement un nombre fini, selon qu'il coupe ou ne coupe pas un certain cercle C passant par I) et ayant son centre sur A".
Il suit de là qu'un arc AMB qui ne coupe pas X peut cependant être de la 2"°" sorte.
Considérons un arc AMB de la 2" sorte venant aboutir à un cercle G et supposons qu'il se déforme d'ime façon continue, il ne pourra cesser d'être de la 2°"" sorte qu'en cessant de couper C, comme il est aisé de le comprendre.
Le théorème V est encore vrai, mais il a besoin d'une démonstration nouvelle. Envisageons un contour fermé AMA qui soit de lu 1"" sorte et un second contour ANA intérieur au premier; je dis que ce second contour ne peut être de la 2''' sorte: en effet s'il en était ainsi, il devrait couper un certain cercle C; on pourrait passer du contour ANA au contour AMA d'une façon continue, et en variant de la sorte, le contour ANA ne cesserait pas de couper C: il ne cesserait donc pas d'être de la 2''° sorte, de manière que AMA devrait être de la 2^" sorte, ce que nous n'avons pas supposé.
Le théorème V étant démontré, le théorème VI doit être vrai également et par conséquent l'existence du groupe fucJisien correspondant à R^ est démontrée. Les polygones R, transformés de. E, par les substitutions de ce groupe, recouvrent toute une partie du plan S et ne la recouvrent qu'une fois. Cette région S est tout entière au-dessus de X et elle est limitée par des segments de cet axe et par une infinité de cercles tels que C ayant leurs centres sur X.
Nous avons donc démontré dans tous les cas possibles l'existence du groupe fuchsien correspondant à i?/, mais la démonstration peut être considérablement simpliiiée dans certains cas particuliers, par exemple quand on n'a pas de sommet de la V" catégorie. Dans ce cas, en effet, le polygone R^, s'il a 2n côtés de la première sorte, divise la partie du plan située au dessus de X en 2/t -f 1 régions, à savoir le polygone i?„ luimême et la région comprise entre l'axe X et chacun des côtés de la P" sorte. Considérons un côté C^, la région S^, comprise entre C\ et X et • le polygone i?, limitrophe de 7?„ le long de C\. Le polygone R^ subdivisera la région S^ en 2« régions plus petites, à savoir le polygone i?, lui-même et la région comprise entre l'axe X et chacun des côtés de la 1*" sorte restés libres. Quand on aura construit plusieurs polygones iî„, B , 7?,„ la- partie du plan située au dessus de X se trouvera partagée en un certain nombre de régions, à savoir les polygones i?^, i»,,
R^ et les régions 5,, S^, S., comprises entre X et chacun
des côtés de la 1*" sorte restes libres. Si l'on cherche à construire un
nouveau polygone limitrophe de R„ R„ R,„ il se trouvera tout
entier dans une des régions S^, S^, 5,. Il est donc impossible que
les polygones ainsi construits se recouvrent mutuellement. L'existence du groupe fuchsien correspondant à R^ est donc démontrée.
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§ 7. Principaux exemples.
Avant de donnei' quelques exemples de ces groupes fuchsiens dont je viens de démontrer l'existence d'une manière générale, je vais expliquer une notation dont je me servirai dans la suite pour définir certaines propriétés du polygone B^. Je commencerai par désigner chacun des côtés de R^ par un numéro d'ordre de telle sorte qu'en parcourant le périmètre de ce polygone dans un sens convenable, on rencontre successivement le côté 1, puis le côté 2, etc. Cela fait j'écrirai le numéro d'un des côtés de la 1'"" sorte, puis celui de son conjugué, puis ime virgule, puis un autre côté de la 1'" sorte, puis son conjugué, puis une virgule etc., puis enfin j'écrirai à la suite les numéros des côtés de la 2''" sorte.- Par exemple, si R^ est un octogone dont les côtés de rang impair soient de la l*''^ sorte, ceux de rang pair de la 2° sorte et dont les côtés opposés de la 1*" sorte soient conjugués, je dirai que le polygone R^ est du système
J'aurai ainsi défini le nombre des côtés de chaque sorte et la distribution des côtés en paires. De cette distribution des côtés en paires, nous déduirons celle des sommets en cycles.
Je vais maintenant étudier quelques exemples, en me servant des notations précédentes.
Exemple I. (14, 23).
Le polygone R^ est un quadrilatère dont je désigne les sommets par ABCD; le côté 1 sera le côté AB; le côté 2, le côté BC; le côté 3, le côté CD; le côté 4, le côté DA. Tous les côtés sont de la P" sorte, ce sont donc des arcs de cercle ayant leur centre sur X; les côtés AB et AD, CB et CD sont conjugués, ils sont donc congruents. Enfin l'angle
A est égal à —, l'angle B -\- D à ^, l'angle C à — ; les nombres «, /9,
Y étant entiers.
Nous pouvons joindre les deux sommets opposés ^ et C par im arc de cercle ayant son centre sur X, le quadrilatère R^ se trouvera ainsi décomposé en deux triangles curvilignes ACD et ABC.
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Je voudrais maintenant définir une expression dont je serai quelquefois appelé à me servir dans la suite. Envisageons dans le plan une transformation par rayons vecteurs réciproques; soit 0 le centre de la transformation et IC son paramètre; le cercle C dont le centre est 0 et le rayon K demeure inaltéré par la transformation. Je dirai que cette transformation est une réflexion sur le cercle C et que deux figures transformées réciproques sont symétriques par rapport à ce cercle.
Cela posé, il est clair que les deux triangles ACD, ABC sont symétriques par rapport au cei-cle AC. Il suit de là que les angles curvilignes CAD et CAB, ACD et ACB, ABC et ADC sont égaux, et par conséquent
que le triangle ABC a ses trois angles respectivement égaux à -, '-i, -■
Soit maintenant E^ un quadrilatère limitrophe de Bg le long d'un de ses côtés, de AB par exemple; ces deux polygones seront symétriques par rapport au cercle AB.
Ceci nous conduit, dans le cas particulier qui nous occupe, à une construction très-simple du système des polygones B.
On construira d'abord un triangle ABC dont les trois angles seront
respectivement -, ^, -; on peut construire une infinité de pareils triangles
mais ils sont tous congruents entre eux; on construira alors les triangles symétriques de ABC par rapport à leurs côtés restés libres et ainsi de suite. On partagera ainsi le plan en une infinité de triangles tous congruents à ABC ou à ACD et en les réunissant deux à deux, on aura partagé le plan en une infinité de quadrilatères congruents à R^ = ABCD. Qu'arrivera-t-il si l'un des nombres entiers <x, ,?, y devient infini; supposons par exemple que ce soit ■/- qui devienne infini; l'angle C qui
2n était égal à — deviendra nul; le sommet C cessera d'être de la V" catéc. r
gorie pour devenir de la 3"^ sous-catégorie. B^ se composerait encore de
deux triangles ABC, ADC symétriques par rapport au cercle AC. Les
deux côtés AC et BC sont des arcs de cercle qui sont tangents en un
point C situé sur X; le côté AB est aussi un arc de cercle coupant AC
et BC sous des angles - et 5- ° a /3
Supposons en particulier:
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Supposons de plus, pour achever de déterminer le triangle ABC, que les côtés AC et BC se réduisent à deux droites perpendiculaires à X de telle façon qvie le point C soit rejeté à l'intini; que la droite BC prolongée vienne passer par l'origine 0; que la distance des deux parallèles AC et
BC soit égale à ^- Le cercle AB aura alors pour centre 0 et pour rayon
1. On retombera ainsi sur le FundamenfahJreieck de M. Klein (Mathematische Annalen, Bd. XIV). Le groupe fuchsicn correspondant est extrêmement remarquable; il se compose de toutes les substitutions (s, -; — X~^l
telles que a, b, <■, d étant entiers, on ait ad — Z»c = 1. C'est la considération de ce groupe et des sous-groupes qui y sont contenus qui est le fondement des recherches de M. Klein sur les fonctions modulaires.
Exemple II. (16, 25, 34).
C'est l'exemple I du paragraphe 5. Le polygone B^ est un hexagone ABCBEF et les sommets forment quatre cycles distincts formés respectivement des sommets A; BF; CE; D; les angles curvilignes A, B -\- F,
C -\- F, D doivent être respectivement égaux a — ' "3"' TT' ~^'i % pi Ti '^
étant des nombres entiei's positifs ou infinis.
Un cas particulier intéressant est celui oi'i l'hexagone se' décompose en deux quadrilatères ABCD, ADEF, symétriques par rapport au cercle AD. Dans ce cas on a pour les angles curvilignes de ces deux quadrilatères les valeurs suivantes:
BAD = DAF = -; GDA = EDA=-^\
ft r
Pour construire tous les hexagones B, on poiu'ra alors opérer comme dans l'exemple précédent; on construira le quadrihitère ABCD, ])uis les quadrilatères symétriques par rapport à chacun de ses côtés, puis les quadrilatères symétriques de ceux-ci par rapport à. chacun de leurs côtés et ainsi de suite.
Considérons maintenant un exemple plus général. Supposons que B^ soit un polygone de 2» côtés de la 1 "'■'-' sorte dont les sommets soient
successivement A^, An, A„, -4„^,, £„, B„._„ Z?2- Supposons
que les côtés
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A, A^ et A, B,, A,_ A^ et B, J?,, . . . . ^„-, A„ et i?„_, ii„, ^„ A„+i et B„ J„+i
soient conjugués. Les sommets se répartiront en ii + 1 cycles:
et le polygone R^ s'écrira dans le système de notation adopté:
Dans un certain cas particulier, ce polygone B^ se divisera en deux moitiés ^1 ^2 ^3 ^..+1 et yl^ B^B^ B„ A„+, symétriques par
rapport au cercle J, J„+,. Chacune de ces moitiés est un polygone curviligne dont les côtés ont leurs centres sur X et dont les angles sont des parties aliquotes de - Pour construire tous les polygones R, il suffit de
partir de A^ A. A^ A„^^, de construire les polygones symétriques
de celui-ci par rapport à l'un de ses côtés, puis les polygones symétriques de ceux-ci par rapport à chacun de leurs côtés et ainsi de suite.
On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de polygones générateurs de groupes fuchsiens. Parlons seulement des exemples déjà cités au paragraphe 5. Avec le mode de notation adopté les polygones R^ des exemples II, III, IV et V s'écriraient:
Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples doit satisfaire le polygone R^ pour donner naissance à un groupe fuchsien?
Dans les trois premiers exemples les côtés conjugués doivent être congruents. De plus dans l'exemple II, la somme des angles de rang pair, comme celle des angles de rang impair doit être une partie aliquote de 2-; dans les exemples III et IV c'est la somme de tous les angles qui doit diviser 2-.
Dans l'exemple V, le polygone R^ n'est assujetti à (umme condition.
§ 8. Classification en Genres.
J'ai fait voir dans ce qui précède comment on pouvait partager la partie du plan qui est au dessus de X en une infinité de polygones curvilignes
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R congruents entre eux. Envisageons maintenant la partie du plan qui est au dessous de X, et dans cette partie du plan les polygones curvilignes Eo, Bi, etc. qui sont respectivement symétriques de B^, B^, etc. par rapport à X II est clair que si iî; est le transformé de B^ par une certaine substitution /J (à) du groupe G, B\ sera le transformé de i?j par cette même substitution. Les substitutions du groupe G qui transforment B^ en
i?j, B.2, transformeront donc de même B^ en i?,, B.2, Mais
plusieui's cas sont à. considérer; si B^ n'a pas de sommet de la 4' souscatécorie, l'ensemble des polygones B et B' recouvre tout le plan; si au contraire, nous avons des sommets de cette sous-catégorie, les polygones B et B' laissent non recouvertes les régions situées à l'intérieur d'une infinité de cercles ayant leurs centres sur X.
Voici une seconde distinction plus, importante pour ce qui va suivre. Supposons que le groupe G soit de la 1™, de la 2""' ou de la 6"° familles, nous n'aurons ni sommet de la 3^ catégorie, ni côté de la 2" sorte. Le polygone B^ n'ayant pas pour côté de segment de X, sera complètement séparé de son symétrique i?,, ou bien confinera à ce polygone par un sommet seulement (s'il a des sommets de la 2' catégorie) et non par tout un côté. Supposons au contraire qvie le groupe G soit de la 3", de la 4% de la 5^ ou de la 7^ familles, le polygone B^ aura un ou plusieurs côtés de la 2° sorte et confinera à son symétrique Bf, tout le long de ces côtés. Supposons qu'on supprime ces côtés de la 2' sorte qui servent de frontière commune k B^ et à B^, on pourra considérer l'ensemble des deux figures jRj -\- i?o comme une seule région qui sera limitée seulement par des arcs de cercle ayant leurs centres sur X, c'est à dire par les côtés de la l*"" sorte de B^ et ceux de Bg. L'ensemble de ces arcs de cercle formera en général plusieurs courbes fermées séparées.
Nous allons maintenant pouvoir parler d'une nouvelle classification des groupes fuchsiens. Considérons d'abord un groupe de la \"'^, de la 2" ou de la 6"" familles: le polygone B^ n'aura pas de côté de la 2° sorte; par conséquent les points du périmètre de B^ seront correspondants deux à deux puisque à chaque point d'iui côté de la 1"" sorte correspond un point de son conjugué; les points intérieurs à jR^, n'auront aucun correspondant ni dans ce polygone, ni sur son périmètre; enfin tous les sommets d'un même cycle seront correspondants. Supposons qu'on découpe le polygone 7?^,, puis qu'on le replie en le déformant d'une manière con-
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tinue et de telle façon (|ue les points correspondants de son pérhnètre viennent se coller l'un contre l'autre; après cette déformation, R^ sera devenu une surface fermée. Si par exemple on reprend le quadrilatère ABCB de l'exemple I du paragraphe précédent, et qu'après l'avoir découpé, on le replie en le déformant de telle sorte que AB vienne se coller contre AT), i)uis BC contre CD, B^ aura \mA l'aspect d'une surface fermée convexe. Considérons maintenant un quadrilatère ABCJ) du système (13, 24) de telle sorte que AB soit conjugué de CD et AC de BB. Replions le quadrilatère de façon à coller AB contre CD, il prendra l'aspect d'une sorte de cylindre ouvert par les deux bouts, les côtés AC et BD étant restés libres, mais étant devenus des courbes fermées; si on colle ensuite AC contre BD, le quadrilatère prendra l'aspect d'une sorte d'anneau fermé.
On sait que les surfaces fermées sont susceptibles d'être classées en genres de la manière suivante. Sur une sphère, par exemple, on ne peut tracer xm cycle fermé sans subdiviser la surface de la sphère en deux régions distinctes; il n'en est pas de même sur un tore dont un cercle méridien, i)ar exemple, ne subdivise pas la surface en deux régions distinctes; mais on ne pourrait tracer sur le tore deux cycles fermés séparés sans obtenir une semblable subdivision.
Le o-enre d'une surface fermée est alors le nombre maximum des cycles fermés séparés que l'on peut tracer sur la surface sans la subdiviser en deux régions distinctes. Ainsi une surface fermée dans laquelle on aurait percé p trous serait de genre p.
Le genre d'un c/roupe fnclislen sera le genre de la surface fermée, ohtemie comme il vient d'être dit par la déformation de B^.
Comment obtenir l'expression de ce genre?
Supposons qu'on ait subdivisé une surface de genre p en F polygones curvilignes, que le nombre total des côtés soit A et celui des sommets S, on aura la relation
Reprenons le polygone B^; soit 2n le nombre de ses côtés de la P" sorte, et rj celui des cycles fermés. Après la déformation, les côtés étant venus se coller l'un contre l'autre deux à deux, le nombre des côtés distincts restants sera n; de même le nombre des sommets distincts restants sera q.
Acta mathematica.. I.
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On aura donc:
d'où
ou
Reprenons les exemples I et II du paragraphe précédent; nous aurons:
q = n + l a ou
jj = 0.
Je vais donner une autre application de la règle qui précède.
Supposons que le polygone B^ ait 2)i côtés de la 1'" sorte et de
telle façon que les côtés opposés soient conjugués. Pour trouver le genre
du- groupe fuchsien correspondant, il faut chercher le nombre des cycles
entre lesquels se répartissent les 2n sommets. En appliquant la règle du
<§ 5, on trouve que tous les sommets appartiennent à un même cycle si
ti est pair, et que si n est impair, on a deux cycles formés, l'un de tous
les sommets de rang pair, l'autre de tous les sommets de rang impair.
On a donc:
5 = 1 ou 2
selon que n est pair ou impair, et par conséquent:
si n est pair, et
si n est impair.
Supposons maintenant que le polygone B^ admette des côtés de la 2"^ sorte; il sera contigu tout le long de ces côtés à K^, de sorte que la région it^ + -^o sera d'une seule pièce; les points situés à l'intérieur de cette région ne pourront être correspondants à aucun autre point de la région; les points du périmètre, qui appartiendront tous à des côtés de la r" sorte de B^ ou de Ej, seront correspondants deux à deux; enfin les sommets d'un même cycle seront des points correspondants. Découpons
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maintenant la région 7?^-f-^o et replions-la en la déformant de telle façon que les points correspondants de son périmètre viennent se coller l'un contre l'autre. Le genre du groupe fuchsien sera par définition celui de la surface fermée ainsi obtenue.
Soit encore 2n le nombre des côtés de la l'"^" sorte de 7?^, rj celui de ses cycles fermés; Bg aura de même '2n côtés de la V" sorte et q cycles fermés. Supposons que nous ayons h côtés de la 2" sorte et par conséquent h cycles ouverts qui seront communs à E,, et à Rq.
Reprenons la formule:
Nous aurons F = 2, car nous avons deux polygones iî.(,etiîj; nous aurons A = 2n -\- h, car nous avons n paires de côtés de la l'"'" sorte provenant de B^, n paires de côtés de la P" sorte provenant de i?o et h côtés de la 2' sorte; enfin on aura S = Iq -{- h, puisque nous avons en tout 2q cycles fermés et h cycles ouverts.
Il vient donc:
Supposons par exemple que Bq soit de la 3" famille, c'est à dire que tous ses sommets soient de la 3" catéçrorie. On a aloi's:
Ainsi dans l'exemple V du § 5, le genre est égal à 2. Comme second exemple, je prends un polygone B„ dont la distribution des côtés est donnée par la formule suivante:
(15, 24; 3) ou plus généralement:
de telle sorte que le « + V côté soit seul de la 2" sorte et que les côtés
d'ordre m et 2n -\- 2 — m soient conjugués.
On aura dans ce cas:
d'où
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§ 9. Simplification du Polygone Générateur.
Nous avons vu au commencement du § 5 que les régions i?o ne sont pas complètement définies par .cette condition que chacune d'elles ne contient qu'un seul point correspondant à un point z donné. Nous avons ensuite imposé à ces régions une condition de plus, celle de se réduire à des polygones curvilignes ayant pour côtés des arcs de cercle et des segments de X. Mais les l'égions iî„ ( ou polygones générateurs) ne sont pas encore par là complètement déterminées. En effet nous avons vu qu'on pouvait ajouter à i?„ une région quelconque Sf, à la condition d'en retrancher une région Sj, transformée de S^ par une des substitutions du groupe fuchsien, et que la région ainsi obtenue i?o + 'S'o — 8^ pouvait servir de la -même façon que i?o ^ engendrer ce groupe. Si les régions iîo, 'S'o et Sj, sont contiguës et si elles se réduisent toutes trois à des polygones normaux, c'est à dire dont les côtés sont des segments de X ou des arcs de cercle ayant leurs centres sur A', la région résultante B>a-\-S(y — Sj, est également un polygone normal. 11 suit de là qu'un même groupe fuchsien peut être engendré par une infinité de polygones générateurs B^ et qu'on peut profiter de cette indétermination pour simplifier ce polygone.
Voici comment peut s'effectuer une pareille simplification. Joignons deux points ^ et iî du périmètre de i?o P^r nn arc de cercle ayant son centre sur X, de façon à diviser ce polygone en deux autres 8^, et T^\ considérons deux côtés conjugués CB et EF de B^ et supposons que CB appartienne tout entier au périmètre de 8^ et EF à celui de T^. Soit i?i le polygone qui est limitrophe de B^ le long de EF et supposons-le décomposé en deux polygones 5'i et 1\ respectivement congruents à 8^ et T^. Le polygone i?j = 6'i + T^ pourra servir, aussi bien que B^, de polygone générateur pour le groupe fuchsien G. Il peut se faire que la considération de U^ soit plus avantageuse que celle de B^, ou bien encore qu'en faisant sur B^ une opération analogue à celle qu'on vient de iaire sur B^, on arrive à un polygone B>^ plus simple que les deux autres.
Dans chaque cas particulier, on se .laissera guider par les circonstances du problème, aussi ne veux-je ])as insister plus longuement sur ce point. -Je me bornerai à quelques exemples, en reprenant les notations du § 7.
1° Un polygone li^ du système (16, 23, 45) peut toujours être ramené à un polygone du système (16, 25, 34).
2° Un polygone du système (12, 84, 56, 78) peut toujours être ramené à un polygone du système (18, 27, 36, 45).
3° Un octogone du système (13, 24, 57, 68) peut toujours être ramené à un octogone du système (15, 26, 37, 48).
Quelles sont, dans cette transformation des polygones curvilignes R^, les propriétés de ce polygone qui demeurent invariables?
1° La famille du polygone i?^ ne change pas, sauf une exception dont je parlerai plus loin.
2° Son genre ne change pas non plus.
3° Le nombre des cycles fermés de la 3° sous-catégorie ne varie pas,
4° Il en est de même du nombre des cycles fermés de la 4'"°" souscatégorie.
5" Le nombre des cycles fermés de la 2° sous-catégorie ne varie pas non plus. On a vu que la somme des angles correspondants aux divers
sommets d'un pareil cycle était égale à — , jj étant un nombre entier
supérieur à ruiiité. La valeur de ce nombre p demeure également invai'iable.
6° On peut au contraire en général augmenter ou diminuer à volonté le nombre des cycles fermés de la 1"' sous-catégorie qui sont tels que la somme des angles qui correspondent à tous les sommets du cycle est égale à 2/T.
§ 10. lsomorphi.sme.
Nous avons vu au commencement du § 3 qu'un groupe fuchsien H est isomorphe à un autre groupe fuchsien G si le nombre des substitutions fondamentales est le même et si de plus toutes les relations de la forme [(6) § 3] qui existent entre les substitutions de G, subsistent entre celles de H. Pour reconnaître l'isomorphisme de deux groupes doimés, nous sommes donc amenés à chercher les relations de la forme [(6) § 3] qui existent entre les substitutions d'un groupe donné et en particulier les relations fondamentales dont toutes les autres ne sont que des combinaisons.
Nous avons vu au § 3 qu'on obtenait les relations de la forme (6) de la manière suivante: on décrit à partir d'un point A intérieur à R^
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un contour fermé quelconque AMA ne sortant pas de la région du plan située au dessus de X. Supposons que ce contour traverse successivement
des régions i?o, B^^, i?5„ ^?j-\ ®* enfin une région B^ se confondant
avec iîg, qu'il passe de la région -B,î^_j dans la région B^^ en franchissant un côté de i?,î._ qui est l'homologue de celui des côtés de jR^, qui sert de frontière commune à cette région et à i?„ . Nous pourrons écrire la relation identique :
«=/«. [A(A ifaAz)) ]
qui est de la forme (6) et on obtiendra de la sorte toutes les relations de cette forme. ^lais si on ne veut écrire que les relations fondamentales, il ne sera pas nécessaire de décrire tous les contours AMA possibles; on se bornera aux contours infiniment petits qui enveloppent les sommets de B^. Envisageons donc successivement les divers sommets de 7?^ et décrivons autour de chacun d'eux un contour infinitésimal. Comme ce contour AMA ne devra pas sortir de la partie du plan située au dessus de X, on ne pourra décrire de semblable contour autour des sommets de B^ qui sont situés sur cet axe X lui-même. Les seuls sommets du polygone jB(, que nous ayons à envisager sont donc des sommets de la V" catégorie. Je suppose que les différents côtés de B^- soient numérotés de telle sorte qu'en suivant dans un sens convenable le périmètre de ce polygone
on rencontre successivement les côtés Cj, C,, C^, C^; q étant le
nombre total des côtés; A-^ sera le sommet situé entre C^ et 6V, A^ le sommet situé entre (■, et C,; etc. En général A, sera le sommet situé
entre (7,_i et C^. Si C, est de la 1"\ sorte, la région limitrophe de i?,„ le long de C- s'appellera iî, et la substitution fondamentale correspondante sera:
Considérons l'un quelconque des sommets de la l"" catégorie que j'appelle Aa^. Ce sommet fera partie d'un certain cycle de la 1"'" catégorie; on trouvera les autres sommets de ce cycle en appliquant la règle du § 5. Supposons que cette règle donne successivement les sommets:
et précisément dans cet ordre. Supposons que la somme des angles corrç-
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spondants à ces sommets soit -j-, X sera un nombre entier. Posons pour
abréger :
La relation fondamentale à laquelle conduira, d'après la règle exposée plus haut, un contour iniinitésimal décrit autour' de A^^ sera:
Les sommets A^, A,,^ A„ qui appartiennent au même cycle
que A^ conduisent à la même relation. Donc:
Le nombre des relations fondamentales qui existent entre les substitutions fondamentales d'un groupe fuchsien G, est précisément celui des cycles de la f" catégorie du polygone B^ correspondant.
Or les polygones des 2^ 3° et 4^ familles n'admettent pas de cycle de cette catégorie. Donc il n'y a aucune relation fondamentale entre les substitutions des groupes de ces familles, et les relations de la forme (6) que l'on pourrait trouver entre ces substitutions se réduisent toutes à des identités.
Voici une première conséquence que l'on peut tirer de ce fait: tout groupe II dérivé de n substitutions fondamentales est isomorphe à un groupe fuchsien G de la 2% de la 3' ou de la 4' familles, pourvu que ce groupe soit également dérivé de n substitutions fondamentales. En effet la première condition de l'isomorphisme qui exige que le nombre des substitutions fondamentales soit le même est remplie, et la seconde qui exige que toute relation entre les substitutions de G subsiste entre celles de H est satisfaite d'elle-même puisqu'il n'existe pas de pareille relation. Seulement une distinction est à faire. S'il y a des relations de la forme (6) entre les substitutions de H, G n'est pas isomorphe à H et par conséquent l'isomorphisme est mérièdrique. Si au contraire il n'y a pas de semblable relation, l'isomorphisme est réciproque et par conséquent holoèdrique. Il en résulte que deux groupes fuchsiens de la 2% de la 3' ou de la i™^ familles sont Jwloèdriquement isomorphes pourvu que le nombre des substitutions fondamentales soit le même, c'est à dire pourvu que les deux polygones B^ correspondants aient un même nombre de côtés de la T" sorte.
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Considérons maintenant deux polygones i?o et B'o quelconques, mais dont les côtés de la 1^" et de la 2" sorte soient distribués de la même manière, de telle sorte qu'ils soient désignés par la même formule, si on emploie la notation exposée au commencement du § 7. Ces deux polygones appartiendront évidemment au même genre et à la même famille et le nombre de cycles, formés par les sommets des deux polygones, est le même, de telle façon qu'à chaque c}'cle de B^ corresponde un cycle de Pi'o et réciproquement. D'ailleurs, à un cycle fermé du premier polygone, correspondra dans le second polygone un cycle également fermé. Si de plus la somme des angles de chaque cycle fermé de 2?o est la même que la somme des angles du cycle correspondant de JR„, les deux groupes fuchsiens engendrés par ces deux polygones seront holoèdriquement isomorphes.
§ 11. Formation effective des Groupes Fuchsiens.
Un groupe fuchsien est complètement déterminé quand on connaît ses substitutions fondamentales, qu'il suftit de combiner de toutes les manières possibles pour obtenir toutes les substitutions du groupe. Former un groupe fuchsien, c'est donc calculer les coefficients de ses substitutions fondamentales. Ce problème ne présente aucune difficulté. Supposons en effet que l'on ait construit le polygone i?o correspondant au groupe à former et que l'on ait calculé les coordonnées et par conséquent les affixes de tous ses sommets. Les substitutions fondamentales cherchées sont celles qui changent chaque côté de la 1"'" sorte en son conjugué. Soit donc a, /? et ;-, à les affixes des sommets de deux côtés conjugués de Bq. Supposons d'abord que les quantités a, /?, ^, â soient toutes quatre imaginaires, de telle façon qu'aucun de ces sommets ne soit situé sur X. On devra avoir en appelant a', /?, ;•', à' les quantités imaginaires conjuguées
de ot, ^, y, o:
(«, /9) = (,-, ô) c'est à dire
" La substitution réelle (jui change a^î en yd est alors parfaitement déterminée; ])our l'écrire en mettant en évidence la réalité des coefficients, je poserai:
a — a [i — fi
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La substitution cherchée s'écrira alors:
« = «, + ia, a ^ a, — ia.
,y = â. —toi.
/ Az + B\ V Cz + I)j
ou:
— «. Tî
-fi.'\
fi: O,
Mais on peut faire encore deux hypothèses; supposons que ot et ^ soient réels tandis que y? et o restent imaginaires; la rondition (1) n'a plus alors de raison d'être; la substitution réelle qui change a/? en yd est encore parfaitement déterminée et elle s'écrit
/ Az + B\ V Cz + d)'
les coefficients A, B, V, I) ont la même expression (juc plus haut, mais il faut remarquer que a^ et y^ sont nuls.
Supposons maintenant que les quatre quantités et, jS, y, à soient réelles, la substitution qui change ct^î en yà ne sera plus déterminée. Dans l'expression de ses coefficients entrera un paramètre arbitraire h. Elle s'écrira
/ Az + B\ V Gz + DJ
et les coefficients A, B, C, D auront pour expression:
ay y 1
/JJ d l
ay
■fid
fi
ay
fi
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Les quantités réelles a, /9, ■)-, d pour pouvoir être les sommets d'un polygone R^ sont assujetties à l'inégalité:
Quant h h, c'est un paramètre arbitraire qui est supposé réel et assujetti à l'inégalité:
Ainsi quand on connaît les affixes des sommets de R^ qui exprime que le déterminant AT) — BC est positif, on peut calculer les coefficients des substitutions fondamentales de G. 11 s'agit donc de choisir ces affixes de telle façon que le polygone R^ satisfasse aux conditions du § 6 qui sont nécessaires pour c^u'il donne naissance à un groupe fuchsien. C'est là un problème purement algébrique et 'qui ne présente aucune difficulté. La grande variété des cas possibles ne me permettra pas de les examiner tous en détail ce qui m'entraînerait à des répétitions et à des longueurs inutiles. Je me bornerai donc à envisager quelques exemples.
Cherchons d'abord à former les groupes fuchsiens de la 3'"'' famille dérivés de n substitutions fondamentales. Le polygone R^ correspondant aura 2k côtés de la 1'" sorte et 2» de la 2'"^ Pour déterminer complètement un pareil polygone, il faut s'imposer arbitrairement in conditions. Mais nous avons vu au § 9 qu'un même groupe G peut être engendré par une infinité de polygones R^. Si l'on tient compte de cette circonstance, on reconnaîtra aisément que pour déterminer complètement le groupe de la 3"" famille dérivé de n substitutions fondamentales, il faut s'imposer arbitrairement 3» conditions. Or c'est là précisément le nombre total des coefficients de n substitutions réelles quelconques. Il ne s'en suit pas qu'il suffise de prendre au hasard n substitutions réelles pour que le groupe qui en dérive soit un groupe fuchsien de la 3""" famille; mais les coefficients de ces substitutions ne seront assujettis à aucune condition d'égalité; ils devront seulement satisfaire à certaines inégalités.
Quelles sont ces inégalités? tel est le problème qu'il nous reste à résoudre. On trouve d'abord sans peine que toutes les substitutions doivent être hyperboliques et par conséquent leurs points doubles doivent
être réels et situés sur X. On peut énoncer un résultat général au sujet de la distribution de ces points doubles sur X. En effet, considérons doux côtés conjugués ah et cd de B^ et supposons qu'ils soient de la l"'' sorte et appartiennent à la nièine paire. Supposons de plus pour fixer les idées que le point co fasse partie de B^ de telle façon que ce polygone soit la réf^ion du plan située au dessus de X et extérieure aux différents cercles qui forment ses côtés de la 1^" sorte. Si cela n'était pas, on ferait un changement convenable de la variable. Il y aura une substitution fondamentale qui changera ah en cd et ses deux points doubles seront situés l'un sur le segment ah de X, l'autre sur le segment cd.
Pour pousser plus loin l'étude des inégalités qui ont lieu entre les cotAfficients.des substitutions fondamentales d'un groupe de la 3°" famille, je vais prendre un exemple particulier, à savoir l'octogone de l'exemple V du § 5. La méthode que j'emploierai s'étendrait d'ailleurs au cas le
plus général.
Les deux substitutions fondamentales changent AB en BC et EF en HG. Considérons d'abord la substitution S qui change AB en DC; ses deux points doubles M et N sont situés respectivement sur les segments AB et CD de l'axe X. Décrivons un cercle sur AN comme diamètre, et envisageons le triangle curviligne ABJSf; envisageons également le cercle décrit sur DN comme diamètre et le triangle curviligne DCN; la substitution S changera le triangle ABN en DCN; nous pouvons donc en vertu des principes du § 9 remplacer l'octogone iî, = ABCDEFGH par l'heptagone K^ = ANDEFGH. Envisageons de même la substitution S^ qui change EF en HG et ses deux points doubles M^ et X, situés l'un sur le segment EF, l'autre sur le segment GH. Par un raisonnement tout sembrable à celui qui précède, on verrait que l'on peut remplacer l'heptagone i?o par l'hexagone B'^ = ANDEN^ H. Remarquons que B'^ est de la 4^ famille et du 2°"= ordre de cette famille, tandis que B^ était de la 3"^ famille. C'est là l'exception que j'avais annoncée aux principes du § 9; on peut simplifier le polygone générateur i?„ de façon à ramener un polygone de la ir^ à un polygone du 2"^ ordre de la 4"' ou mènie de la 2°' familles; mais jamais à un polygone du 1" ordre de la i"" ou de la 2"' familles. Envisageons maintenant l'opération S, qui consiste à faire d'abord la substitution 6" puis la substitution inverse de i',. La substitution S change AX en DX, et la substitution inverse de 6\ change
H. Poincaré.
DN en un certain cercle FQ intérieur à iV, H. La substitution 6\ change donc ^iV" en PQ et ses deux points doubles N^ et Jf^ sont situés, l'un sur le segment AN, l'autre sur le segment PQ. La substitution S change N en un certain point N^ ; la substitution S^ devra changer aussi N^ en iV^ ; iVg est donc situé sur le segment iV^ E. Décrivons des cercles sur N.,N.,
iVoiV,, N^N.^, iYiVg comme diamètres; la substitution S change iV„ N en N^ N, N^ N^^ en iVg iVj et cela nous permet en vertu des principes du § 9 de remplacer l'octogone B^ par
le quadrilatère jRo'==^i ^2-^-^3-
Ce quadrilatère est de la 2"" famille et du 2"^ ordre de cette famille.
Nous allons maintenant pouvoir trouver les inégalités qui ont lieu
entre les coefficients de -S' et de S^ ; on peut toujours su2)poser que les
points doubles de S^^ sont 0 et c» de telle sorte que
N^ = 0 M, = co
car si cette condition n'était pas remplie, il suffirait d'un changement très simple de variable pour être ramené au cas où l'on a N^ = 0, M^ = co. Les deux substitutions s'écrivent alors:
TK
A^FG N, P M Q H -X
,Sf
= ["'iî-^ ■ ^. = <'.^*
K est essentiellement 2)ositif et plus grand que 1. De plus on peut toujours supposer que c est positif sans quoi on changerait tous les signes des quatre quantités a, h, c, cl. Les points M et N sont les points doubles de S et par conséquent les racines de l'équation:
Les points M^ et N^ sont les points doubles de la substitution
az + h
I az + b \ r K{cz-\-d)}
OU les racines de l'équation:
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Le point N.^ et un autre point il/., sont les [wints doubles de la
substitution
/ az + IjK\
y' cz + dKJ et les racines de l'équation:
(3) ca= + {(IK —a)z~bK=0.
L'inspection de la figure montre que les (piantités M, N, M.2, N.^, M.^, N.^ sont toutes réelles et de même signe; positives par exemple; d'où les relations:
a)- + ibc > 0
{dK-
-«)- + iKbc > 0
a>dK
bK<()
[dK-
_ a)' + iKb<: > 0
a > dK
qui se réduisent à:
a > dK
{a + dy- > 4
ivs^ "")'>*
en tenant compte de
ad — 6e = 1 . .
Exprimons maintenant que 31., et K, sont plus petits et que M^ et N^ sont plus grands que 31 et N. On trouve ainsi les conditions:
6 < 0 a^ + bc> l > d' + bc
h <0 '^+ bc <l<d' K+bc a — dK > a — d > ^ — d.
Toutes ces conditions se réduisent aux suivantes:
-^ + dVK<-2
Vk
Cette méthode s'applique à tous les groupes fuchsicns de la S"' famille. On peut toujours par ce procédé ramener le polygone E^ h un polygone du 2" ordre de la 2'"'^ famille. Les sommets de ce nouveau polygone seront connus car ce seront les points doubles des substitutions fondamentales ou de quelques-unes de leurs combinaisons. Pour trouver les inégalités cherchées, il suffit d'exprimer que ces sommets sont disposés d'une certaine manière.
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Nous prendrons pour deuxième exemple les groupes de la l''^ famille et du genre 0 et, pour particulariser encore, nous choisirons l'hexagone ABCDEF de l'exemple II du § 7.
Nous avons ici trois substitutions fondamentales^
S^ qui change AB en AF Sj qui change BC en FE S^ qui change CD en ED.
Nous envisagerons en outre:
S^ combinaison de -S", et de S^ pris en sens contraire S. combinaison de S.^ et de So_ pris en sens contraire.
On peut considérer le groupe comme dérivé de S^, S^ et S^.
Soient a, b, c, d les affixes des points A, B, C, D; a', b', c', d' leurs quantités imaginaires conjuguées; a, y9, y, o les angles A, B -{- F, C -\- E, D qui sont des parties aliquotes de 2-. Les substitutions S^, S^, S^ et
S^ s'écriront:
(z — a . z — a\ (z — b ..z — h\ ;, C- ; p, e" yA Z — a z — a) \z — 6 z — b)
\z — c" z — d) \z — ci" z — â! )
Exprimons que la combinaison des quatre substitutions S._^, S^, S^, S^ faites successivement équivaut à la substitution identique {z, z); nous arriverons à trois relations entre a, h, c, d, a, p, y, à.
Supposons ces relations satisfaites. Sufliront-elles pour que le groupe dérivé des substitutions S^, S^, S^ soit discontinu? « Non, il faudra encore que les points A, B, C, D puissent former quatre sommetsid'un hexagone ABCDEF où les angles:
Considérons les angles curvilignes du quadrilatère ABCD obtenu enjoignant les quatre points A, B, C, D par des arcs de cercle ayant leurs centres sur X II faut que les quatre angles A, B, C, D de ce (}uadrilatère soient respectivement plus petits que a, ^9, y, o; d'où les inégalités:
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d — a h' — a ^ d — ah — a
0 < arg. -; T, Y < /9
(2) ^ h — cd' — c'
0 < arg. ^^-, ^— < r
Comment reconnaitrons-nous maintenant si trois substitutions données S^, S , S peuvent être considérées comme les substitutions fondamentales d'un groupe fuchsien analogue à celui qui nous occupe. On formera la substitution S.^, combinaison de la substitution inverse de Si, de l'inverse de 5"^, et de l'inverse de S^ faites successivement. On calculera les points doubles a, a'; h, h'; c, c'; d, d' de ces quatre substitutions et leurs multiplicateurs e'", e'^, e''', é" . Deux conditions devront être remplies: 1" ot, /?, ;-, d devront être parties aliquotes de 2r; 2° les quantités «, «', l>, l'', c, r', d, d', ot, 1% y, a devront satisfaire aux inégalités (2).
Nous prendrons pour troisième exemple les groupes de la 2' famille, du 1" ordre et du genre 0; et parmi ces groupes, nous choisirons encore celui qui est engendré par l'hexagone i?» = ABCDEF considéré dans l'exemple II du § 7. Seulement ici cet hexagone devant être de la 2' famille, tous ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme dans l'exemple précédent, les substitutions:
6', qui change AB en AF
-S", qui change BC en FE
S^ qui change DC en J)E
S^ combinaison de S.^ et de l'inverse de S^
S, combinaison de S., et de l'inverse de S^_.
Soient a, h, c, d, e, f les afiixes des sommets de 2?„ ; ces quantités seront essentiellement réelles. Les substitutions S^, S^, S. et S^ devront être paraboliques puisque le groupe est supposé du 1" ordre, et elles s'écriront:
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b-aj
où // et /.• sont deux quantités
définies par les
équations
Quelles sont maintenant les conditions pour que les trois substitutions S^^ S^, S^ donnent naissance à un groupe fuchsien? Il faut que les six quantités a, b, c, d,, e, f se succèdent précisément dans cet ordre circulaire, ou bien dans l'ordre inverse de sorte qu'on doit avoir:
ou bien
Exprimons maintenant que la combinaison des substitutions S.^, S^, S^, S^ équivaut h la substitution identique, il viendra:
REMARQUE
Dans les deux exemples qui précèdent, il est peut-être avantageux d'envisager, non l'hexagone ABCDEF de l'exemple II du § 7, qui serait noté (16, 25, 34), mais l'hexagone noté (12, 34, 56) qui lui est équivalent d'après ce qu'on a vu au § 9.
■ Soit ABCDEF cet hexagone, les côtés AB et BC, CD et DE, EF et FA seront conjugués. Envisageons les substitutions:
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(S, qui change BA en BC
62 qui change DC en DE
5*3 qui change FE en FA
S^ combinaison de /S',, S^ et S^.
Ces quatre substitutions seront elliptiques et leurs multiplicateurs seront e''% e'-', e'S e'"; <x, ^3, y, o étant des parties aliquotes de 2-
B sera l'un des points doubles de 5,, D l'un des points doubles de S^, F l'un des points doubles de S^, A l'un des points doubles de S^; quant aux autres points doubles de ces substitutions, ce seront respectivement les quantités imaginaires conjuguées de B, D, F, A; C sera le transformé de A par 5,, E celui de C par S.,. Pour que le groupe dérivé de S^, S.„ S.j soit discontinu, il suffit que l'hexagone curviligne normal ABCDEF soit convexe; d'où les conditions:
d — hf' — h' ^
arw. -r. r; S r < «
Pour reconnaître si le groupe dérivé de S^, S„, S.^ est discontinu, on calculera les points doubles a, a', b, h', c, c', d, d', et les multiplicateurs e'", e''*, e''', e"' de ^i, So, S^ et de leur combinaison S^ et on recherchera si ces quantités satisfont aux inégalités (5) et si a, ;?, /', o sont des parties aliquotes de 2r.
Supposons maintenant que l'hexagone ahcdef ne soit plus de la 1"", mais de la 2' famille et du 1" ordre de cette famille, de telle façon que les quantités ahcdef soient réelles. Ces quantités devront satisfaire aux inégalités (3), pour que l'hexagone abcdef soit convexe. Les substitutions «S,, S.-,, aSj s'écriront:
_(^ î_ .LJ L_V ■
~\z—f'^—fa-f e—f) Si nous exprimons que la combinaison S^ de S„ S^, S^ est une substitution parabolique, nous trouverons que les quantités abcdef satisfont
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à l'égalité (-t). Cette égalité jointe aux inégalités (3) est la condition pour que le groupe dérivé de S^, S.^, S.^ soit discontinu.
Comme 4' exemple nous prendrons un quadrilatère ahcd, dont les côtés opposés ah, cd et hc, da sont conjugués; les quatre sommets forment un seul cycle et la somme des angles E est une partie aliquote de 2-. Ce quadrilatère engendi-e un groupe de la 1^" famille et du genre 1. Joignons deux sommets opposés hd par un arc de cercle ayant son centre sur X Nous obtiendrons ainsi un triangle abd sur les côtés duquel nous marquerons trois points a, /î, y, le premier sur hd, le second sur da, le troisième sur ah et de telle façon que:
(6, a) = («, d) {cl, l3) = (A a) {a, y) = (,-, h).
Il existera alors une substitution iS, qui change ah en ad, une autre S,, qui change [^d en /9a et une autre S.,_ qui change ya en yh; toutes trois auront pour multiplicateur — 1. Le groupe dérivé de 8^, S.^, S^ sera discontinu et aura pour polygone générateur l'hexagone hadjSay dont les côtés ha, ad: dj^, ^a] ay, yh sont conjugués et situés dans le prolongement l'un de l'autre. C'est donc un cas particulier des groupes engendrés par un hexagone ahcdef et étudiés dans la remarque relative à l'exemple précédent.
Les substitutions fondamentales du groupe engendré par le quadrilatère ahcd, sont S^ qui change ah en de et 8^ qui change hc en ad, et il est aisé de voir que 8^ est la combinaison de 8^ et de 8^; 8^ est la combinaison de 8^ et de 8^; d'où la règle suivante pour former tous les groupes fuchsiens dérivés d'un quadi'ilatère tel que ahcd:
On prendra trois substitutions 8^, 8^, 8.^ de multiplicateur — 1 et satisfaisant aux conditions énoncées dans la remarque i-elative à l'exemple précédent; on combinera 8.^ et 8.^, ainsi que 8., et 8-^ et on aura les substitutions fondamentales du groupe cherché.
§ 12. Généralisation.
Jusqu'ici nous avons supposé que toutes les substitutions étaient réelles; mais une première généralisation peut être faite immédiatement.
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Soit
/ az + h\
une substitutiou réelle quelconque; et faisons-lui correspondre la substitution:
az + b y a — ï + p
us ■{- ji cz + d
' ez + a
où a, ,?, ;-, o sont des constantes imaginaires quelconques. Supposons que nous donnions à a, yî, ;-, o des valeurs fixes et que l'on fasse parcourir aux quatre quantités a, h, c, d toutes les valeurs réelles telles que «(7—^=1. Il est clair que les substitutions (2) formeront un groupe; et ce groupe jouira des propriétés suivantes:
r Ses substitutions n'altéreront pas le cercle dont l'équation est:
az + /? ri
partie imaorinaire de
^ ° yz + o
et que j'appellerai cercle fondamental.
2° Le transformé d'un point z par une des substitutions (2) sera intérieur ou extérieur au cercle fondamental selon que le point z sera luimême intérieur ou extérieur à ce cercle.
Nous supposerons par exemple que si z est au-dessus de X, le point
— ^ sera intérieur au cercle fondamental.
yz + o
Supposons maintenant que l'on égale successivement les coëfticients de (1) à ceux des diverses substitutions d'un groupe fuchsien G. On obtiendra ainsi une infinité de substitutions (2) qui formeront un groupe G', et ce groupe sera évidemment discontinu. À ce groupe G correspondra une décomposition de la partie du plan située au-dessus de X en une infinité de polygones normaux iî„, B,, B, tous congruents entre eus.
Supposons que z parcoure l'un de ces polygones lî^ dont les côtés sont on l'a vu, ou bien des segments de X ou bien des arcs de cercle ayant leurs
centres sur X; le point "'"!"'> parcourra de son côté un certain polygone s, dont les côtés seront, ou bien des arcs du cercle fondamental, ou bien des arcs de circonférence coupant orthogonalement ce cercle.
Ainsi de même qu'au groupe G correspondait une division de la partie du plan située au-dessus de X en une infinité de polygones nor-
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maux coïigruents; de niènie au groupe G' correspondra une division de l'intérieur du cercle fondamental en une infinité de polygones normaux congruents, à la condition d'adopter les dénominations suivantes:
Un polygone normal est un polygone curviligne dont les côtés sont des arcs du cercle fondamental ou bien des arcs de circonférence coupant orthogonalement ce cercle.
Deux figures seront congruentes si l'on passe de l'une à l'autre par une substitution telle que (2), c'est-à-dire par une substitution qui conserve le cercle fondamental. Tout ce qu'on a dit de la distribution des côtés en paires et des sommets en cycles, et de la classification des polygones normaux en familles, en ordres et en genres, reste vrai comme dans le cas particulier auquel nous nous étions restreints jusqu'ici.
Quelles seront maintenant les conditions pour qu'un polygone normal donne naissance à un groupe discontinu (?'? Ce seront les mêmes conditions que nous avons trouvées dans le cas particulier des groupes de substitutions réelles, mais l'énoncé de ces conditions doit être convenablement modifié.
1° La somme des angles des divers sommets correspondants à un même cycle doit être une partie aliquote de 2-
2° Si ah et cd sont deux côtés conjugués; on devra avoir comme dans le cas des substitutions réelles:
a — ha — V c — de — d'
b', c', (V ne désigneront plus les c^uantités imaginaires conjuguées
de a, b, c, d, mais les symétriques de a, b, c, d par rapport au cercle
fondamental (voir la définition du § 7). En d'autres termes si a est le
centre du cercle fondamental et p son rayon:
a = « + imaginaire conjuguée de — =
et de même pour b', c', d'.
Nous appellerons groupes fuchsiens les groupes discontinus tels que 6^'; car ils ne diffèrent pas essentiellement des groupes de substitutions réelles et nous réserverons le nom de groupes Kleinéens à ceux des groupes dont les substitutions ne conservent pas un même cercle fondamental. Nous ferons de ces groupes l'objet d'un mémoire spécial.
Les particularités qui peuvent se présenter sont les mêmes que pour les groupes correspondants de substitutions réelles;
Si le polygone générateur i?^ est du 2*' ordre de la 2^, de la -i", de la 6° ou de la 1" familles, l'ensemble des polygones i?, ne recouvrira pas tout l'intérieur du cercle fondamental mais l'intérieur d'un certain domaine limité par une infinité de circonférences coupant ortliogonalement ce cercle.
Si le polygone R^ est de la 3', de la 4^, de la 5° ou de la 7° familles, il a des côtés de la 2° sorte. Nous avons vu au commencement du § 8 que dans ce cas il y a avantage à adjoindre à chaque polygone B, son symétrique -R', par rapport à X; de telle façon que le plan tout entier se trouve divisé en une infinité de régions 7?, + 7?', limitées par une ou plusieurs périphéries séparées. Dans le cas qui nous occupe maintenant, nous adjoindrons à chaque polygone R^ son symétricjue R\ par rapport au cercle fondamental, de telle façon que le plan tout entier va se trouver encore divisé en une infinité de régions i?, + ^'>-
Laissons de côté pour le moment les régions que nous venons d'appeler R'i et ne nous occupons que des polygones iî, eux-mêmes. La somme des surfaces de ces polygones, tous intérieurs au cercle fondamental, sera finie, ce qui est très important au point de vue des applications ultérieures. Il y aurait exception lorsque le cercle fondamental se réduit à une droite ce qui arrive en particulier dans le cas des groupes de substitutions réelles; mais comme on l'a vu au commencement de ce paragraphe, im changement linéaire de variable suffirait pour ramener au cas général.
Dans mes travaux ultérieurs, je supposerai pour fixer les idées que le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Si l'on n'était pas placé dans ce cas, un changement très-simple de variable y ramènerait aisément.
§ 13. Historique.
Le premier exemple de groupe discontinu formé de substitutions linéaires est celui que l'on rencontre en étudiant le module A- d'une fonction elliptique (notation habituelle) ou le module ./ (notation de M. Klein) considérés comme fonctions du rapport des périodes. M. Hermite a fait une étude approfondie de cette sorte de transcendante et, en montrant qu'elle était uniforme, il faisait voir du même coup que le groupe correspondant était discontinu.
Les fonctions k et J ont été dans la suite, ainsi que le groupe dis-
continu correspondant, étudiées par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus récemment par M. Hurwitz. Nous citerons en particulier les importants travaux de M. Klein que l'on trouve dans les Mathematische Annalen et un remarquable mémoire de M. Fuchs inséré au Tome 83 du Journal de Crelle.
Il est évident qu'un groupe quelconque G en contient une infinité d'autres qui seront tous discontinus, si le groupe G l'est lui-même; de sorte que la connaissance d'un seul groupe discontinu permet d'en former très-aisément une infinité d'autres. C'est cette remarque qui est le point de départ des belles recherches de M. Klein sur la transformation des fonctions elliptiques et sur les fonctions modulaires en général.
Outre ces groupes contenus dans le groupe modulaire dont la discontinuité était évidente, il y a encore un autre groupe dont la discontinuité avait été remarquée par M. Schwarz dans un mémoire inséré au Tome 75 du Journal de Crelle; c'est l'exemple I du § 7. C'était la première fois qu'on arrivait à un pareil résultat sans prendre pour point de départ la théorie des fonctions elliptiques. Enfin M. Fuchs reprit une question analogue dans des travaux insérés au Tome 89 du Journal de Crelle et dans les Actes de la Société de Gôttingen. Bien que les groupes étudiés dans ce dernier travail se ramenassent tous à des groupes déjà connus, c'est la lecture de ce remarquable mémoire qui m'a guidé dans mes premières recherches et qui m'a permis de trouver la loi de génération des groupes fuchsiens et d'en donner une démonstration rigoureuse.
Je l'ai donnée d'abord dans un mémoire que j'eus l'honneur de soumettre au jugement de l'Académie des Sciences dans le concours pour le Grand Prix des Sciences Mathématiques du 1" Juin 1880 et j'ai poursuivi l'étude des groupes dans une série de travaux insérés aux Comptes Rendus de l'année 1881.
Le mode de représentation que j'ai employé, c'est à dii'e la division d'une portion du plan en une infinité de polygones curvilignes^ peut être très utile pour l'étude des propriétés générales d'un groupe; c'es tce que j'ai cherché à faire voir. Aux géomètres qui désireraient poursuivre dans cet ordre d'idées l'étude d'un groupe fuchsien ou de tout autre groupe, je recommanderai la lecture de l'Habilitationsschrift de M. Walther Dyck de l'université de Leipzig, qui emploie un mode de représentation analogue et en fait ressortir les nombreux avantages.
PAK
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§ 1. Séries Thétafuchsiennes.
Dans un mémoire antérieur, j'ai montré comment il est possible de former des groupes discontinus avec des substitutions de la forme:
en choisissant les coefficients a,, ^,, /-, <?; de telle façon que les diverses substitutions du groupe n'altèrent pas un certain cercle appelé cercle fondamental. Je supposerai dans tout ce cjui va suivre que ce cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité, de telle sorte que son équation soit:
mod. z = \.
Je considère un de ces groupes discontinus, dits groupes fuclisiens, que j'appelle G. A ce groupe correspondra une décomposition du cercle fondamental en une infinité de polygones normaux B, tous congruents entre eux.
Je me propose de démontrer qu'il existe toujours un système de fonctions uniformes de z qui demeurent inaltérées par les diverses substitutions du groupe G et que j'appellerai fonctions fuchsiennes.
A cet effet j'envisage les diverses substitutions de G comprises dans la formule (1) et je pose pour abréger:
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comme je l'ai fait an § 8 du mémoire cité. Je forme ensuite la série:
où m est un entier positif j^lus grand que 1.
Je vais démontrer que cette série est convergente en faisant successivement diverses hypothèses:
1° Supposons d'abord que z soit intérieur au cercle fondamental: il sera alors intérieur à l'un des polygones B, par exempk' au polygone B,, qui correspond à la substitution de G qui a pour indice /( et qui s'écrit:
Soit:
La substitution
fera partie du groupe G et correspondra à un certain polygone J?,. Puisque s est supposé intérieur à B,,, f^{z) sera intérieur \x B^.
Supposons que l'on décrive autour de z un contour très petit 6'^, enveloppant le point z et étant situé tout entier à l'intérieur de B,, ; le transformé de C'^ par la substitution \z, /i(^)] sera un certain contour très petit C'j, enveloppant le point f;{z) et situé tout entier à l'intérieur de iî,,.
Afin d'établir la convergence de la série (2) nous allons démontrer successivement un certain nombre de lemmes.
Lemme I. La somme des surfaces de tous les contours C, est égale à une quantité finie C.
En effet ces différents contours L\ en n(jnibrc infini sont tous intérieurs au cercle fondamental; de plus ils n'o.nt aucune partie commune puisque chacun d'eux est tout entier intérieur à l'un des polygones B. La somnu^ de leurs surfaces est donc plus petite que la surface du cercle foiidaineiital. Elle est donc finie C. Q. F. D.
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Lkmmi: II. Le nipporf de la ^jlits ijrande à la plus petite videur que puisse prendre te module de ~ quand z reste intérieur à C; est plus petit
qu'une certaine quantité K indépendante de i. En L'ffct (111 a:
dfi 1
dz {YiZ + dif
Le iiindulc (le -^ est dune égal à :^^^ 7 divisé par le earré de la di-
stanee du point ,^ au point — -. Les points '- sont les divers trans-
formés du point o^ ; ils sont done tous extérieurs au eerele fondamental eoniine le p(jint oo lui-même et ils ne peuvent être infiniment voisins les uns des autres que dans le voisinage de ce cercle. Soient J/,- et w, la plus grande et l;i plus petite valeur que puisse prendre ce module quand 3 reste intérieur à C'„ ; soient a et b la plus grande et la plus petite
distance du point ^-^ au contour C\^; nous aurons évideininent :
Mi «'■ m., h'
Or tous les [loiiits — ^ — sont extérieurs au cercle fondamental. Soient
donc A et B la plus grande et la plus petite distance de l'origine, centre du cercle fondamental, au contour 6'^. Ces deux distances seront plus petites que 1 puisque 6'^ est tout entier intérieur an cercle fondamental. On a alors:
d'où
D'ailleurs j — —4-1 = ^^ ^^i- indépendant de i. G. Q. F. D.
Lemme III. Un a quel que soit i
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El) effet soit ^ = .r + ///; la surface du contour 6'^, s'écrit alors
C,= ff de chj et la surface du contour 6'j
Ci =
i — I II mou. -f- I i-Lc ail
les deux intégrales doubles étant prises à l'intérieur du contour C^. On a donc
Ci > //»*? d,v chj > m: 6'„ ou bien
ou enfin:
Rien n'est plus aisé maintenant que d'établir la convergence de la série (2). Supposons en effet d'abord m = 2 ; nous aurons à envisager la série:
(2) ^ mod. (^y=^mod. (n^ + S.y '
Or nous aurons:
mod. (f)^<ii?<Çc.
Les ternies de la série (2) sont donc plus petits respectivement que — -
multiplié par le terme correspondant de la série y C\ dont la somme est un nombre fini C d'après le lemjne I.
La série (2) aura donc aussi une somme finie S. <>ii ;i par conséquent a f(jrtiori quel que soit i
n,od. ^<VS dz
Mémoire sur les Fonctions Fuchsionnes. 197
On aura donc pourvu (jue m > 2
C'est à (lire (juc eluuiue terme de la série \ ( iiiod. ^) est plus petit que
la constante S - multipliée par le terme correspondant de la série \ Mnod. -Jij qui est convergente.
La convergence de la série (2) est donc dcniontrée et il s'agit ici, non dune semi-convergence, mais d'une convergence absolue puisque tous les termes de la série sont positifs.
2° Supposons maintenant que le point ~ soit extérieur au cercle fondamental.
Si le point 2 est l'un des points ^^^-^ , l'un des termes de la série
est infini et la convergence est impossible. Supposons donc ((uc le point
2 ne se confonde avec aucun des points ~~ '^' , je dis que la série (2) sera
encore convergente.
Considérons en effet un autre point z^ intérieur au cercle fondamental. La série
est convergente d'après ce qu'on vient de voir. Je dis qu'il en est de même de la série
(2) V u:od. (^)"'= 2 mocl. (,,. + o^)-^'"
En effet nous pouvons trouver une limite supérieure R de mod. (z^ +—]
et une limite inférieure r de mod. (2+ — l; car les points '^' ont un
module fini et limité et ils ne sont pas infiniment rapprochés du point 2. On a donc:
mod. (;-,2 + o,)~'^"' lî^"'
mod. (j-iZ^ + âiY
2 ni ^'2 m
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Cliiujue terme de hi série (2) est doue plus petit (jue |-| iiiulti[)lié
])dv le terme correspondant de la série (2") qui est convergente.
La série (2) est donc aussi convergente.
3° Supposons maintenant que le point ^ soit sur la circonférence du cercle fondamental. La démonstration précédente sera encore applicable pourvu que le point ^ ne soit pas infiniment rapproché d'une infinité de
points '^' . C'est ce. qui arrivera si le point z appartient à l'un des
côtés de la 2""" sorte de l'un des polygones B. La série (2) est alors convei'gente. Dans le cas contraire, les termes de la série (2) sont susceptibles de croître indéfiniment, de sorte que la convergence n'a pas lieu. Les points de la circonférence du cercle fondamental se divisent en deux classes, les uns appartiennent à l'un des côtés de la 2"'' sorte de l'un des polygones R; les autres, qui ne satisfont pas à cette condition, s'appelleront les points singuliers essentiels du groupe G, de sorte (^ue la condition de convergence de la série (2) pourra s'énoncer ainsi: le point
2 devra ne se confondre m avec aucun des points ^^ , ni avec aucun des
Ti points singuliers essentiels du groupe G.
La série (2) définit une fonction de z, mais cette fonction n'est pas inonogène, comme on le voit aisément d'après la forme même de la série. La somme de la série (2) dépend également du groupe G et si on supi)ose que les coefficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des fonctions d'un certain paramètre t, la somme de la série (2) sera aussi une fonction de t.
Une petite digression est nécessaire pour nie permettre d'exprimer plus nettement ma pensée, lîeportons-nous au § 1 1 du mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe intitulé: Formation effective des groupes fuchsiens, et prenons pour fixer les idées l'exemple I de ce paragraphe. Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuchsiens de la 3"° famille, engendrés par un polygone normal de 2m côtés de la 2™" sorte. Nous avons vu que les coëfticients des n substitutions fondamentales de ce groupe ne sont assujettis qu'à des inégalités. Il est donc possible de les exprimer en fonctions rationnelles de 3» paramètres arbitraires
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assujettis seulement à être réels et à satisfaire à certaines inégalités. Les coefficients de toutes les substitutions du groupe sont alors, connue ceux des su])stitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des paramctres u. De plus il est évident que tous les groupes différents que l'on obtient en attribuant aux u différents systèmes de valeurs, sont tous isomorphes entre eux.
Ce qui précède peut être étendu au cas le plus général et, pour énoncer plus facilement les résultats qui vont suivre, je vais introduire une définition nouvelle qui nous sera utile dans la suite. Considérons deux polygones normaux 7?„ et B\; je suppose qu'ils soient désignés de même dans le système de notation du § 7 du mémoire cité. Les cycles de chaque catégorie seront en même nombre dans R^ et Il\ et ils se correspondront un à un. Je suppose de plus que la somme des angles de 7?„ qui appartiennent à un même cycle de la l''" catégorie, est la même que la somme des angles du cycle correspondant de E\. Je dirai alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu'ils engendrent, font partie de la même Hasse. Il est clair que dans ce cas les deux groupes sont isomorphes entre eux.
Considérons donc une infinité de groupes appartenant à la même classe C et dérivés de n substitutions fondamentales. Prenons » substitutions quelconques et cherchons si elles peuvent être prises pour les substitutions fondamentales d'un groupe discontinu appartenant à la classe C. Nous trouverons en général que leurs coefficients doivent satisfaire à certaines égalités et à certaines inégalités. Ces coêft'icients pourront alors s'exprimer rationnellement en fonctions de p paramètres arbitraires
M, , îl.,, . . . . Up
assujettis seulement à rester réels et à satisfaire à certaines inégalités. La seule différence avec l'exemple I du § Il c'est que l'on a en général
au lieu de jj = 3w.
Deux groupes qui sont de la même classe sont en général de la même famille. Il y a cependant des exceptions. Ainsi reprenons l'exemple I du ^ 1 1 que j'ai cité plus haut. Les groupes envisagés sont en général de la 3""" famille ; mais dans certains cas limités, ils peuvent se réduire à des
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groupes de la 2""^ ou de la 4™" familles. En général un groupe de la 2™" famille ou de la 4"'' famille peut être regardé comme appartenant à une classe formée de groupes de la 3""* famille qui ne se réduisent à la 2""" et à la 4"- familles que pour certaines valeurs particulières des paramètres î(. De même un groupe de la 6"°' ou de la 7""" familles peut être regardé comme appartenant à une classe formée de groupes de la 5"'' famille, qui ne se réduisent à la 6"^ ou à la T""" familles que pour certaines valeurs particulières des paramètres u. Cette remarque nous sera utile dans la suite.
Ainsi il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous isomorphes entre eux; les coefficients de leurs substitutions sont des fonctions rationnelles de certains paramètres réels u, assujettis à certaines inégalités. Si l'on forme la série (2) à l'aide des différents groupes appartenant à une même classe, la somme de cette série sera évidemment une fonction des ii; je dis que ce sei'a une fonction continue de ces paramètres.
Il est clair que chaque terme de la série, étant rationnel par rapport aux u, sera une fonction continue de ces paramètres; mais cela ne suffit pas pour qu'il en soit de même de la somme de. cette série. Si nous considérons en effet une série
dont les termes sont des fonctions continues de x et qui est convergente, la somme S[x) de cette série peut être une fonction discontinue de x. Mais faisons une liypothèse de plus. Supposons que quand on a:
on ait:
mod. F^{x) < Cn et que la série
soit convergente; on sait que S{x) restera fonction continue de x tant que cette variable satisfera aux inégalités (8). Ce résultat est d'ailleurs facile à étendre au cas de plusieurs variables. Ainsi pour démontrer que la série (2) est une fonction continue des u, il suffit de faire voir que l'on
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peut trouver une infinité de nombres positifs .1, (indépendants des m), tels que la série ^ .1, soit convergente et que l'inégalité
soit satisfaite quels que soient les u, pourvu que ces paramètres restent compris entre certaines limites qui peuvent d'ailleurs être aussi voisines que l'on veut du système de valeurs jjour lequel on veut démontrer la continuité de la somme de la série (2).
Pour démontrer cette continuité, je vais faire usage de certaines considérations qui me fourniront en même temps une démonstration nouvelle de la convergence de cette série, ce qui ne sera pas iimtile, vu l'importance de ce résultat. Je vais rappeler quelques-unes des définitions du § 2 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Dans ce paragraphe j'avais appelé figures congruentes deux figures qui sont les transformées l'une de l'autre par une substitution linéaire à coefficients réels. Posant ensuite
Z = X + lj\
j'avais appelé L d'un arc, l'intégrale
mocl. dz
prise le long de cet arc et 5" d'une aire plane l'intégrale
dy
/fdxd
prise à l'intérieur de cette aire.
La L d'un arc et la 5^ d'une aire sont des invariants pour ces figures, c'est à dire que deux arcs congruents ont même L et que deux aires congruentes ont même S.
Plus tard au § 12 du mémoire cité, j'ai envisagé des groupes de substitutions qui n'étaient plus assujetties à être réelles, mais à conserver un certain cercle fondamental. Par une extension toute naturelle, deux figures seront dites congruentes lorsqu'elles seront transformées l'une de l'autre par une substitution linéaire conservant le cercle fondamental. Il
À'-la Miilhfmiilîrci. I. 26
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y aura poui" les arcs et les aires deux invariants analogues à ceux que nous avons rencontrés dans le cas des substitutions réelles et que nous appellerons par extension L et S. Par exemple dans le cas qui nous occupe, le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Posons
J'appellerai L d'un arc, l'intégrale
mod. dz
prise le long de cet arc et S d'une aire l'intégrale
pdpdco
prise à l'intérieur de cette aire. On vérifie aisément que deux arcs congruents ont même L, pendant que deux aires congruentes ont même S. Considérons un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon p. La S sera:
pdp Tzp*
La L de son rayon sera:
Nous appellerons cette quantité le R du cercle. On a, en fonction de R:
Passons maintenant à la démonstration de la convergence de la série (2), et supposons pour fixer les idées que le point s est intérieur au cercle fondamental; la démonstration s'étendrait sans peine au cas général.
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Nous décrirons autour de z un contour C„ quo nous pourrons prendre assez petit pour qu'il soit tout entier <à l'intérieur de l'un des polygones 7?, de Ui, par exemple. Quand les paramètres %(, varieront entre les limites que nous leur avons fixées, les polygones R varieront, nuiis nous pourrons toujours supposer que C^ est assez petit pour rester constamment tout entier à l'intérieur de iî^. Si nous considérons maintenant les différents
transformés du point z, c'est à dire les différents points ^^ii—iJ, chacun
de ces points sera contenu à l'intérieur d'un petit contour 6', situé tout entier à l'intérieur d'un certain polygone i?^. ainsi qu'on l'a vu plus haut. Tous les contours 6'^ seront congruents entre eux et extérieurs les uns aux autres.
J'appellerai a la S de C^ qui sera celle de tous les C,. Si je considère maintenant diverses circonférences coupant ortliogonalement le cercle fondamental et les arcs de ces circonférences qui sont interceptés yjar C^, la L de ces arcs restera inférieure à une certaine limite que j'appelle X.
Démontrons maintenant quelques lemmes.
Lemme IV. Considérons les points transformés de z, c'est à dire les points
TiZ + Si
qui sont intérieurs à un cercle 6" qui a pour centre l'origine et pour rayon
^ e^R' _ 1 P - qIR' + 1
le nond/re de ces points est plus petit que:
JL(g2(fi' + A) ^ g-2(iî' + A) 2)
En effet soit N ce nombre.
Si un point "'^ "^ ^' est intérieur au cercle C, le contour C^ correspon- YiZ + ai dant sera évidemment tout entier à l'intérieur du cercle C" qui a pour centre l'origine et dont le B surpasse de A celui du cercle C, c'est à dire dont le R est égal à R' + X.
Il y a donc à l'intérieur du cerclp C" au moins N contours C, dont
la S totale est égale à No-.
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Or la s du cercle C" est
On a donc:
L(g2(s'+A) ^ g-2(iî'+;,) _ 2)
Lemme V. On a identiquement:
1 — mod
mocl.
(;-.» + Oi)'
1 — mod.
En effet envisageons un eontoiu" infiniment petit C',, décrit autour du point z et le transformé C\ de ce contour par la substitution
Soient a)g et <y, leurs surfaces, on aura:
mod.
Ci2
lod.
(r.« + rf
Les S de ctf„ et de <y, seront:
(1 — mod. z'f (1 — mod. z'f
dx dy
-- (fî^)' [• - »- mwj
Or ces figures sont congruentes et ont même S. On a donc
1 — mod.
In» + à,j
1 — mod. z'
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d'où :
1 Vr.^ + "•/
mod. 5 = ; ;
[h^ + 3,) 1 — mod. z*
Considérons deux cercles ayant pour centre l'origine et passant, l'un par le point z et l'autre par le point "'^ ^ .
Soit ^ le jR du premier cercle et K' le R du second cercle. On aura:
.lA
mod. z = „. . , mod
et enfin
Théorème. La série (2) est convergente.
Décrivons en effet une infinité de cercles ayant pour centre commun lorigine et dont les E croissent en progression aritlnnctique. Soient K^, K^, K„, ... ces cercles, et soit nr le R du cercle K„.
Ecrivons la série (2) sous la forme suivante:
(2 bis) 2: =l\ + V, + l\ + + r„ +
On. obtient le terme U„ de la série (2 bis) en groupant tous les termes de la série (2) qui correspondent à des points "''^ '^ '^ compris dans la
couronne circulaire située entre les deux cercles K„_^ et K„.
Comme les termes de la série (2) sont positifs, un pareil groupement est licite et la convergence de la série (2 bis) entraine celle de la série (2).
Le nombre des termes de (2) groupés ensemble dans le terme U„ est, en vertu du Lemme IV, plus petit que
iL(e2('"-+;.) ^ e-2(ni-+/.) _ 2) < -Ile^ '■"■+'■'
Chacun deux est, en vertu du Lemme V plus petit que / e2.i+e-'-^+2 Y"^ U"-* + e-" + 2y
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On a donc
Posons :
on aura:
(3) f^» < ^ïï<âï)7
K sera une constante indépendante de n et le second membre de l'inégalité (3) sera, puisque m > 1, le w™" terme d'une progression géométrique décroissante. La série (2 bis), et par conséquent la série (2), est donc
convergente.
Voyons quelle erreur on commet quand on se restreint dans la série (2) aux termes qui correspondent aux points "'" ' ^ intérieurs à un cercle
ayant pour centre l'origine et dont le R est (« — 1);-. -La somme des termes négligés est égale à
et par conséquent plus petite que
]£gnO—m)r 1 e(m-l)r
Théorème. La somme I de la série (2) est une fonction continue des paramètres ii.
En effet soit 2' la valeur de cette somme pour certaines valeurs
de ces paramètres u.
Soit 2" + A 2" la valeur de cette même somme pour des valeurs voisines
«, + A M, , Mj + A «j , Mp + A Wp
de ces mêmes paramètres. Je dis qu'on peut prendre les A M assez petits pour que:
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A2'< £ e étant une quantité donnée.
Soit i; la somme des n — 1 premiers termes de la série (2 bis)
Soit
Soit do même r„ + A 2'„, i", + A JT^, la somme des termes correspondants de la série 2" + A i"; de telle sorte que
2 + A 2- = (2; + A 2; ) + (2; + A 2;) On aura:
ir„nCl-m)r BJe"^^-'"'''
Nous pourrons donc prendre n assez grand pour que:
Or, une fois n choisi, 2; sera fonction continue des m; on pourra donc prendre les A u assez petits pour que
et par conséquent pour que
Considérons maintenant la série suivante
Je suppose:
1° que l'algorithme E{3) représente une fonction rationnelle de 2 dont aucun infinr n'est situé sur le cercle fondamental, mais qui est d'ailleurs quelconque.
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2° que le nombre m est vin entier plus grand que 1. La fonction H{z) aura un certain nombre d'infinis
Si le point z se confond avec un des points
l'un des termes de la série est infini et par conséquent la série ne peut être convergente.
Supposons au contraire que cela n'ait pas lieu. Nous pourrons trouver un nombre positif M tel que l'on ait, quel que soit /
lr.« + 'Il
on pourra même choisir M assez grand pour que cette inégalité subsiste quand on fait varier les paramètres u entre certaines limites.
Je dis maintenant que la série 6{s) que j'appellerai série fkéfafuchsienne est convergente. En effet nous aurons
mod. [nh' "^'^'lO'.g + o-)-""l < M mod. (?-.» + o,)-'^'"
Le module de chaque terme de la série (4) est donc plus petit qxie le terme correspondant d'une série convergente à termes positifs. C'est à dire que la série (4) est convergente et que sa somme est indépendante de l'ordre des termes.
D'ailleiu's on démontrerait, comme pour la. somme de la série (2) que la somme de la série (4) est une fonction continue des paramètres n.
% 2. Classification et Propriétés Générales,
Ainsi la série (4) est convergente sauf pour certains points singuliers; dans ces conditions elle définit une fonction fi{z) holomorphe. La fonction d{z) est essentiellement uniforme, mais elle cesse d'être holomorphe aux points singuliers ])()ur lesquels la série (4) cesse d'être convergente.
Mémoire sur les Fonctions Fnclisipnnes.
Ces points singuliers sont:
1" Les points
c'est à dire les divers transformés des infinis de //(.r). Ces points sont des pôles dans le voisinage desquels H{z] est inéromorphe.
2" Les points — '—, c'est \\ dire les divers transformés du point oc.
Ces points sont cneore des pôles dans le voisinage desquels (^{z) est méromorphe.
On démontrerait oe double fait en renuuNjuant (jue dans le voisinage de ces points un des termes de la série (4) devient infini et que si l'on supprime ce terme, la série reste convergente.
3° Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe 6-', c'est à dire les points du cercle fondamental qui n'appartiennent pas à un côté de la 2" sorte de l'un des polygones 7?. Ce sont aussi pour la fonction 9{z) des points singuliers essentiels.
\'i)iei maintenant la propriété fondamentale de cette fonction. Considérons une substitution quelconque du groupe G, par exemple:
cherchons quelle relation il y a entre
\;'<« + "< / Le système des substitutions
formant un groupe dont fait partie la substitution (')) sera identique au système des substitutions:
Afta Mafhematica I.
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en posant pot;r abréger:
ce qui permet d'écrire:
ou:
On a d'ailleurs:
On a donc:
ou bien:
Nous appellerons fonction thétafuc'h sienne toute fonction uniforme de 4; jouissant de la propriété (G). Nous classerons les fonctions thétafuchsiennes de la même façon que les groupes fuchsiens, à l'aide des propriétés du polygone normal B^ correspondant.
On a vu que les polygones B^ pouvaient se distribuer en 7 familles et que la l'"', la 2"^ la 4"", la G'"'^ et la 7""= de ces fan)illes se subdivisent en deux ordres. Mais tout groupe du 2'' ordre de la 2™, de la 4°"% de la 6'"" et de la 7'"" familles est identique à un groupe de la .S"' ou de la 5"" familles, on à un groupe du 1" ordre de la C""' ou de la 7"'" familles. (Voir § 9 et 1 1 du mémoire sur les groupes fuchsiens.) Nous pouvons donc toujoiu's supposer que le groupe O n'appartient i)as au 2^ ordre de la 2"'^ de la 4"^ de la 6'"" ou de la 7"^ familles.
Cela posé, je dirai que la fonction B{z) fait partie de la 1'", de la 3""" et de la 5"" familles si le groupe G fait partie de l'une de ces familles et que lu fonction R{z) fait jiartie de la 2"", de la 4™"", de la
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6°'° on de la 7'"' familles si le groupe (V a]>i.artirnt au 1" nnliv de 1 une de CCS tamilles.
De mcine je dirai ([u'iiiie fonction tliétafiichsienne est du geinx- }>, si le groupe G correspondant est de ce gem-e.
Je puis également étendre aux fonctions tliétafuclisiennes la classification des groupes fuchsiens en classes dont j';ii parlé dans le paranraplic
précédent.
Envisageons d'abord les fonctions de la 1'", de la 2""' et de la ô"" familles. Les polygones 7? correspondants n'ont .pas de côtés de la 2""° sorte, de telle manière cjue tous les points du cercle fondamental sont des points singuliers essentiels. Le plan se trouve divisé en deux parties, à savoir l'intérieur et l'extérieur de ce cercle, par une ligne singulière essentielle; il faut en conclure, conformément aux principes actuellement admis dans la théorie des fonctions, et mis en lumière par les travaux de M. WE1EKSTUA8S, quc le développement (4) représente deux fonctions distinctes, selon c^ue z est intérieur on extérieur au cercle fondamental. La première de ces fonctions n'existera qu'à l'intérieur de ce cercle et admettra comme espace lacunaire toute la partie du plan ({ui lui est extérieure; la seconde au contraire n'existera qu'à l'extérieur du cercle fondamental. Dans ce qui va suivre nous n'envisagerons jamais que la première de ces fonctions; en eft'et la seconde d'entre elles, c'est à dire celle qui n'existe qu'à l'extérieur du cercle fondamental, peut aisément par un chano-cment de z en - se ramener à une fonction tlu'tafuchsienne
n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental.
Considérons donc une fonction thétafuchsienne n'existant qu'il l'intérieur du cercle fondamental et définie par une série telle que (4); nous pouvons faire deux hypothèses:
Nous pouvons supposer ([u'un ou plusieurs des infinis de H{z) sont intérieurs au cercle fondamental; alors la fonction 8{z) aura des infinis (sauf dans certains cas exceptionnels où plusieurs infinis de cette fonction se détruisent mutuellement) et nous dirons qu'elle est de la r' espèce; nous serons certains alors que la somme de la série (4) n'est pas identiquement nulle puisque cette somme peut croître indéfiniment.
On peut supposer au contraire que tous les infinis de H{z)^ sont extérieurs au cercle fondamental; alors la fonction 9{z) n'a pas d'infinis
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et nous dirons qu'elle est de la 2"^' espèce. La f(Jiietioii (-^(z) peut alors se développer en une série ordonnée suivant les puissanees croissantes de z et qui reste convergente tant que z reste intérieur au cercle fondamental, c'est à dire tant que la fonction 8{z) existe.
Rien n'empêche dans ce cas que la somme de la série (-i) ne soit identiquement nulle et nous démontrerons en eft'et plus loin que toutes les fonctions H de 2'" espèce s'expriment linéairement à l'aide d'un nombre iini d'entre elles.
Passons maintenant aux fonctions de la 3^ de la -t^ de la 6' et de la 7° familles; les polygones R ont alors des côtés de la 2''^ sorte, tous les points du cercle fondamental ne sont plus des points singuliers essentiels; nous n'avons plus tme ligne singulière essentielle, mais une inlinité de points singuliers isolés. Il résulte de là (pie la série (■!) au lieu de représenter deux fonctions distinctes selon que z est intérieur ou extérieur au cercle fondamental, représente une seule et même transcendante qui est partout holomorphe, sauf en certains points isolés. La fonction 6{z) est donc une transcendante uniforme existant dans toute l'étendue du plan et présentant une infinité de points singuliers essentiels.
On peut se demander cruelle place elle occupe dans la classification c|ue M. Mittag-Lefflek a donné de pareilles fonctions dans sa communication du 3 Avril 1882 aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris.
Les points singuliers essentiels étant en nombre infini seront infiniment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 2''° espèce; ceux-ci à leur tour s'ils sont en nombre infini seront infiniment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 3"" espèce, et ainsi de suite.
Je dis que nous ne serons jamais arrêtés et que nous trouverons ainsi une infinité de points singuliers de toutes les espèces. En eft'et si nous avons une infinité de points singuliers de la n — V espèce; il y aura au moins un point singulier de la }f espèce; mais s'il y en a un, il y en aura une infinité, car tous ses transformés par les diverses substitutions du groupe G devront aussi être des points singuliers de la m" espèce.
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Nous avi)ii> (loiic affaire à une de ces i()ii(tiiin> ijur M. MniAii- Lefflek a appelées du 2" genre.
Il semble d"abord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles existent dans tout le plan et elles doivent avoir pour pôles ceux de la fonction rationnelle H{£) ({ui d(jit devenir infinie en (juehjue point du plan. Mais il peut arriver que plusieurs des infinis de la fonction H{z) se détruisent mutuellement; de sorte (|u"on peut construire comme dans le cas précédent des fonctions thétafuchsiennes de la 2' espèce; on en verra un exemple au § 8.
Parmi les points singuliers de nos fonctions thétafuchsiennes, il. en est qui doivent particulièrement attirer notre attention; ce sont les sommets des polyg(jnes iî qui sont de la 2'^" catégorie et (pii appartiennent Il un cycle de la 3'"'' sous-catégorie. (\'oir le § 0 du mémoire >ur les groupes fuclisiens).
Soit c( un pareil sommet, il y aura parmi les sub>titution> du groupe (r une sub>tirutioii parabolique de la forme:
C'est là la définition même des cycles de la o"' sous-catégorie. Posons:
en conservant pour le symbole f\{z) la signification (ju'oii lui a donnée plus haut, c'est à dire:
Définissons maintenant \m symbole i/, de la fa^'on suivante:
Il est clair que if, sera l'algorithme d'une fonction rationnelle. On trouvera alors identiquement:
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Mais la série ft{z) étant absdluiiiciit coiivergeiite on peut en ordonner les termes comme on le veut. Voiei comment nous allons les ordonner: Parmi les fonctions ç-,{t) on peut en choisir luie infinité
ff„{t) = t, w.(o, tt^u)
de telle façoti que toute fonction ^^,{t) [)uisse se mettre d'une manière et d'une seule sous la forme:
<f,(t) - m + 2hin)
Il étant un entier positif ou négatif; ce qui permet d'écrire:-
Considérons un nouvel algoritlime ll\{() défini comme il suit: d'où :
it' = oo /( = -f oo
\in)
Il faut d'abord cftéctuer la sommation par rapport à /;; or H\{t) est une fonction rationnelle de t cjui tend vers 0 quand t tend vers l'infini. On aura donc:
;i= + co
^ff,(< + 2M=7n(e':
H"Jie') désignant une fonction rationelle de e' qui tend vers 0 rpiand t tend vers l'infini. Il vient donc:
La convergence de cette série est évidente, puisqu'on la obtenue en groupant d'une certaine manière les termes de la série (4) qui est uni-
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formément convergente. De plus les termes sont rationnels en e et leurs infinis ne sont pas infiniment rapprochés dans le voisinage de
e' ^ 0 ou de e' = cx)
de telle sorte que l'on peut trouver une limite supérieure et inférieure
des modules des valeurs de é qui rendent infinie l'une des fonctions Jl'\.
Il suit de là que dans le voisinage du point singulier ^ = o( la fonc-
tion i-i\z){z — a)'"' est liolomorphe en e-"'-"' ou en e*'*""" selon que l'on approche du point a par l'intérieur ou par l'extérieur du cercle fondamental.
En d'autres termes, i est pour la fonction W un imnt singulier logarithmique.
Ainsi, si l'on envisage les différents sommets des polvgones 7?, on reconnaîtra :
1° que les sommets qui font ])artie d'un cj'cle de la l""'' et de la S""" catégorie sont pour la fonction H dis points ordinaires on des pôles.
2° que les sommets cpii font partie d'un cycle de la 3""" sous-catégorie sont des points singuliers logarithmiques.
3° f[ue les sommets qui font partie d'un cycle de la -i"" sou.s-catégorie sont des points singuliers d'une nature plus élevée.
§ 3. Zéros et Infinis.
Nous allons maintenant étudier la distribution des zéros et des infinis de la fonction H. Il est clair que si un point z est pour cette fonction un zéro ou un infini, il en .sera de même de tous les points correspondants h z, c'est à dire de tous les i)oints "'^ ' ' . De cette façon à tout
zéro contenu à l'intérieur du polygone i?„, correspondra un zéro contenu dans chacun des polygones B, et que nous ne regarderons pas comme réellement distinct du premier. De sorte que le nombre des zéros et des infinis réellement distincts de la fonction 0 sera le nombre des zéros et des infinis contenus h l'intérieur de R^, si la fonction n'existe que dans le cercle fondamental, et h l'intérieur de R^ + ^'o ^' ^^^^ existe dans tout
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le plan. Je rappelle que i?'„ est le polj-gone syiiiéfriqnc de 7?,, par rapport au cercle fondamental.
Cependant quelques conventions spéciales sont nécessaires, si l'on veut pouvoir énoncer simplement le résultat auquel nous allons arriver au sifjet du nombre des zéros et des infinis. Il est d'abord évident qu'un zéro double ou un infini double doit compter pour deux zéros ou pour deux infinis; de même pour les zéros et les infinis multiples. Mais outre les zéros contenus à l'intérieur de i?„ , il peut y en avoir qui se trouvent sur le périmètre de ce polygone. Supposons qu'il y en ait un sur un côté ah de la 1*"" sorte, il y en aura un autre, correspondant au premier sur le côté conjugué de ah. Ces deux zéros ne seront pas réellement distincts et on ne devra les compter cpie pour un seul zéro, ou, si l'on veut, on devra compter chacun d'eux pour un demi zéro. Supposons maintenant qu'un sommet de la 1""' catégorie soit un zéro d'ordre j)'i l^s sommets qui font partie du même cycle seront au nombre de n par exemple et chacun d'eux sera un zéro d'ordre p comme le premier. Supposons que la somme des angles qui correspondent ii ces sommets
soit ^; chacun d'eux appartiendra' à n . K polygones différents, de manière
qu'on devra en quelque sorte le partager entre ces n . K polygones et
que la part du polygone i?„ sera un zéro d'ordre ^' . Il résulte de là
que les différents sommets du cvcle représenteront seulement ^ zéros
distincts.
Il est facile d'étendre cette convention au cas où l'un des zéros est un des sommets de la 2''' catégorie et appartenant h un cycle de la 3""" sous-catégorie. Nous avons vu que si ot est un pareil sommet, la fonction 0 peut se mettre sous la forme:
</> étant une fonction holomorphe de e''<"~'"' s'annulnnt pour
z = a c'est M diri- pour:
Hz
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Il = 0 sera alois un zéro de la fonction ratiDinielle 0{u). Supposons que ce soit un zéro d'ordre p. Nous dirons alors (jue les diflerents sommets du cycle auquel appartient et représentent jj zéros distincts de la fonction 8.
Ce qui précède s'applique évidemment aux infinis.
Occupons-nous d'abord des infinis. La série (4) devient infinie quand jjl ii-,z + / . \ ,-m devient infini. Supposons d'a})f)rd que la fonc-
tion 9 n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Alors
ne peut devenir infini; de plus à chaque infini de Tl{i) intérieur au cercle
fondamental correspondra en général un infini de l'un des Ill~ — ^|
^ ° Ir.^ +.à.)
qui sera intérieur à E^ .
Donc:
Le nombre des infinis distincts de 6 est égal au nombre des infinis de H intérieurs au cercle fondamental.
Supposons maintenant r[ue 0 existe dans tout le plan.
A tout infini de H{z) intérieur au cei'cle fondamental correspond un infini de l'un des H{ "'^ ^ ' | intéi'ieur ai?...
A tout infini de H{z) extérieur au cercle fondamental correspond un infini de l'un des Hi "'^ ' '\ intérieur à R'..
A l'intérieur de chacun des polygones i?', et par conséquent à l'intérieur de R\ , nous trouverons un des points — — qui sont pour 6 des
infinis d'ordre 2ni. Il y a cependant une exception: les points — — sont
les différents points correspondants de l'infini; la surface de l'un des
polygones R' contient le point oo et ne contient pas de point — — ; le
point co n'est pas en général un infini de G. Nous supposerons, pour éviter cette difficulté, que le polygone R\ ne contient pas le point co et nous pourrons énoncer le résultat suivant:
Le nombre des infinis de 6 contenus à l'intérieur de R^ + ^'o' *2^** à dire le nombre des infinis distincts de 8 est égal au nombre des infinis de H augmenté de 2m.
Passons à la recherche des zéros. Parmi eux il y en a qui doivent
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d'aboi'd attirer l'attention; je veux parler des sommets de la 1^" catégorie qui dans certains cas sont forcément des zéros d'ordre déterminé.
Soit a un sommet de la l'^'* catégorie et a son symétrique par rapport au cercle fondamental. Supposons que a fasse partie d'un cycle et que
la somme des angles de ce cycle soit ~ . L'une des substitutions de G sera:
Nous aurons:
ou
^a.)(/,-«T'" = Q{z)(z-dr-
Mais:
Remarqiions de plus que nous pouvons développer B[i){^z — a')" suivant les puissances de \ ; de façon à poser :
L'équation (.5) devient alors:
Cette identité exige que l'on ait:
ou bien :
2miff R
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c'est à dire:
Donc k' développement de l-l^ ne contient que des termes dont l'ordre 2) satisfait à la congruence (6). Si donc K ne divise pas vi, x = a. est uu zéro pour 8^^ et par conséquent pour B.
Ce zéro est d'ordre au moins égal au reste de la division de m{K — 1) par K; et si l'ordre de ce zéro diffère de ce reste c'est d'un multiple de K. Il y a exception évidemment si a est un infini de 6.
De même nous avons vu que les sommets ([ui appartiennent à un cycle de la 3°" sous-catégorie sont en général des zéros de la fonction 8.
Nous allons maintenant chercher quel est le nombre des zéros réellement distincts de notre fonction 8 et pour fixer les idées nous supposerons qu'il s'agit d'une fonction de la 1'"'= famille. Soit q le nombre des infinis distincts, soit p le nombre des zéros réellement distincts, c'est à dire le nombre cherché ; soit maintenant ^„ le nombre des zéros situés à l'intérieur de Rg en laissant de côté les zéros qui pourraient se trouver sur le périmètre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en général, qu'il n'y a pas de zéro sur le périmètre en dehors de ceux qui sont sur les sommets; s'il y en avait, on n'aurait qu'cà considérer les zéros situés sur les côtés comme des sommets séparant deux côtés consécutifs du polygone situés dans le prolongement l'un de l'autre. Supposons maintenant que les sommets se répartissent en un certain nombre de
cycles de la 1'" catégorie C^, C,, C\, Supposons ([ue tous
les sommets du cycle C\ soient des zéros d'ordre p, et que la somme des
ano-les de ce cycle soit — de telle sorte que l'ensemble de ces zéros
° •' Ki
doivent être comptés, d'après la convention faite plus haut pour -— zéros distincts. On devra avoir:
Pi + m = 0 rnod. -BT,
Le problème consiste à évaluer i^^. Pour cela il faut prendre l'intégrale:
re'{z)dz J 0(^)
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le long du périmètre de 2?^, . Ln partie réelle de cette intégrale sera nulle et la partie imaginaire s'écrira:
L'évaluation de l'intégrale (7) présente ici une difficulté spéciale.
En effet la fonction sous le signe f devient infinie en divers points du contour d'intégration puisc^ue nous avons vu qu'un certain nombre de sommets de B^ étaient des zéros de 9. On tournera cette difficulté en décrivant autour de chacun de ces sommets comme centre des arcs de cercle infiniment petits, raccordant les deux côtés qui aboutissent au sommet considéré; il faudra décrire ces arcs de cercle à l'intérieur de i?^, de façon à laisser les sommets en dehors du contour, puisque nous voulons évaluer p^, c'est à dire le nombre des zéros intérieurs à R^.
Il faudra donc évaluer l'intégrale (7):
1° le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des sommets.
2° le lono; des côtés de la l'"'' sorte.
3° le long des côtés de la 2"^° sorte.
Il suffira d'ailleurs de calculer la partie imaginaire de l'intégrale, car nous savons .d'avance que la partie réelle est nulle, et cette partie imaginaire n'est autre chose que la variation de l'argument de B.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une fonction de la P" famille, de telle façon c[ue nous n'ayons que des sommets de la P" catégorie et des côtés de la P" sorte. Soit 2u le nombre de ces côtés.
Considérons d'abord un des petits arcs de cercle décrit autour d'un sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle C, dont la somme
des angles est —et dont tous les sommets sont des zéros d'ordre p^.
Soit / l'angle du sommet considéré. L'intégrale prise le long du petit arc de cercle correspondant sera — p^X\ prise le long de tous les arcs de cercle décrits autour des divers sommets du cycle, elle sera:
Enfin l'intégrale (7) prise le long de tous les arcs infiniment petits décrits autour des sommets de R^ sera:
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Il reste à évaluer notre intégrale le long des côtés de la V" sorte. Soient donc ah^ a'V deux côtés conjugués de 7?„. Il faut calculer:
&dz I ffih _ i ffjh _ / ffdz_
Soit {z, f,{z)) cell(! des suhstitutioiis du groupe ''/ (jui change a'I/ en (d/. Nous aurons, d'après ce qu'on a vu plus liaut:
Oifô = ^ï)'
ou:
Le{f.) = Le
dz
Donc ;
Il reste donc à chercher comment varie la
df,
dfi
partie imaoinaire de Lifi ou l'argument de 1 ^ dz dz
quand z varie de a' à b'.
Je rappelle que les côtés de R^, ah, a'h' sont des arcs de cercle; je vais mener aux points a, h, a', h' les tangentes aux arcs de cercle ah, a'h'; soient ac, bc; a'c', b'c' ces tangentes. Soient maintenant w^ , w, , o>.^ , co^ les arguments des quantités imaginaires (c — a), {b — c), (c' — a'), {b' — c').
Supposons qu'on opère de la même manière pour tous les côtés du polygone curviligne i?„; on obtiendra un polygone rectiligne P^ de in côtés, dont les côtés seront les tangentes menées aux côtés de R^ par les sommets de B^ et dont les sommets seront ceux de R„ et les points tels que c, c'; je désignerai simplement par les lettres c et c' les angles du
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polygone P^ qui correspondent aux sommets c et c'. Outre les sommets tels que c, le polygone P^ admet 2n angles qui lui sont communs avec
iî„ et dont la somme est >— , d'où la relation:
Nous pouvons écrire maintenant:
arg. -p = Wj — W3 pour ^ = a
arg. -li = oj^ — Wj poiu' z = h'
J = m{co,^ — w, — (o^ + (o^)
c = 0),, (O^ -^ TT
L'intégrale (7) prise le long de tous les côtés de la 1'" sorte aura donc pour partie imaginaire > J ou bien:
2ftm;T
ou
{in — 2)m;r— 27r > -^ — 2n«)7r = (h — \)2m7z — 2- > ;^ L'intégrale (7) se réduit alors à:
V^[,«(.-1)-X^-^] d'où la relation
i\ = q + «'(w — i) — 2j — j^ — Ce nombre 2>o c^es zéros intérieurs à B^ est entier à cause des con-
2), + m = 0 mod. Ki .
gruences :
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Exprimons maintenant le nombre p des zéros réellement distincts, défini par les conventions faites plus haut; nous trouverons:
j, = ry + »i|h — 1 — ^j^J
Ainsi l'excès du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts ne dépend que du nombre m, du nombre 2n des côtés de R^ et de la
somme V— des angles de ce polygone.
Cette somme satisfait à l'inégalité:
d'où
et par conséquent p > q. L'expression L — 1 — ^^) «^^ proportionnelle à la S du polygone i?„.
Supposons maintenant que la fonction 6 soit de la 2" ou de la 6" familles. Nous n'aurons toujours que des côtés de la 1"" sorte, mais outre les cycles de la T" catégorie C^, C,, .... C',, ... . que nous avions rencontrés dans le premier cas, nous aurons des cycles C\ , C\, C, de la
2''* catégorie et de la 3"= sous-catégorie. Considérons le cycle 6",; divers sommetr de ce cycle seront des zéros; je suppose d'après la convention faite plus haut qu'ils comptent pour h, zéros distincts. On aura alors:
(8) i'>i'o+Sf;+Z''-
Il faut évaluer l'intégrale (7):
r le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des sommets de la X^"" catégorie.
2° le long des côtés de la P" sorte.
3° le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des sommets de la 2'^' catégorie.
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La première partie de l'intégrale se réduit comme plus haut à
2/;r>— ; la seconde à
LuKi
y/= 2i7rm{n — 1 — ^ ^\
Pour évaluer la troisième il suffit d'étudier comment varie l'argument de 6* dans le voisinage des sommets de la 2''" catégorie; à cet effet, il faut mettre la fonction S sous la forme:
[0 étant l'algorithme d'une fonction holomorphe), ce qui est possible, ainsi qu'on l'a vu plus haut. On recoimaitra alors que cette 3"° partie
de l'intégrale se réduit à — 2/->/?,.
Il restera donc pour l'expression de l'intégrale (7)
d'où:
p,=q + m{n — 1) — ^^ — — yj^.,
et:
f = q + mUi— 1 —\y)
Nous sommes conduits pour l'excès du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts à la même expression que dans le cas précédent. Cet excès est proportionnel au nombre m et dépend en outre du nombre des côtés du polygone R^ et de la somme de ses angles; ou bien encore il est proportionnel à la fois à m. et à la (S' de i?„ .
Supposons enfin que la fonction 9 soit de la 3"^ de la 4'"^, de la 5™^ ou de la 7""" familles, c'est' à dire existe dans tout le plan. Nous aurons alors des côtés de la l'''^ et de la 2**^ sorte, des sommets de la l^'" et de la 3"" catégorie et des sommets de la 2"° catégorie appartenant à des cycles de la 3""* sous-catégorie. Nous allons chercher le nombre
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tk's zéros et des infinis distincts; ce nombre sera défini comme précédemment. Cependant il y a une remarque à faire au sujet du nombre des infinis distincts; ce sera en général le nombre des infinis intérieurs à R^ et à R'g, mais une difficulté se présentera si le point co l'ait partie de la ré"-ion R\. Dans ce cas il peut se faire que co ne soit pas un infini de 9, mais que tous les transformés du point co par les substitutions du groupe G soient des infinis de 9. Le nombre des infinis réellement distincts sera égal alors au nombre des infinis intérieurs à 7Î„ + R\ 2)h(S un. Pour éviter cette difficulté, je supposerai que le polygone R^ ait été choisi de telle sorte que le point co ne fasse pas partie de la
région R\ .
Cela posé reprenons l'intégrale (7); il va falloir l'évaluer le long du contour de i?„ , puis le long du contour de R\ et ajouter. Soit 2w le nombre des côtés de la 1"'' sorte; / celui des côtés de la 2'^" sorte; conservons d'ailleurs les notations employées plus haut: j^ et q représenteront alors le nombre des zéros et des infinis intérieurs a R^ + R\.
Il faut évaluer l'intégrale
r le lono- des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la 1*" catégorie.
2° le lono- des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la 3"* sous-catégorie.
3° le long des côtés de la 1*'" sorte.
4° le lono; des côtés de la 2''" sorte.
La première et la seconde partie de l'intégrale seront égales à
La troisième sera égale comme plus haut à N ./. Construisons un polygone P, en menant par les différents sommets de R, des tangentes aux^côtés de la P" sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura 4« + / côtés; ses angles seront de deux sortes: les uns seront analogues aux angles que nous avons appelés plus haut c, c'; les autres lui seront communs avec les angles de R^, mais parmi ceux-ci les uns, dont la somme sera Vrî!, correspondront aux sommets de la T'^ catégorie; les autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la 2 "= catégorie;
Acta Slalhematica. I.
226' H. Poincaré.
les autres enfin, qui seront droits et au nombre de 2/, correspondront aux sommets de la 3°"' catégorie; d'où la relation:
Or on a trouvé plus haut:
^ .7 = «! 7 c — 2nm7T on aura donc:
Appelons enfin 2;r/ la partie imaginaire de l'intégrale prise le long des côtés de la 2^ sorte; nous trouverons pour l'intégrale (7) prise le loniï de R„:
2i7:[m{n - 1) -"^tl^ _ V/i, + /]
Il faut prendre maintenant l'intégrale (7) le long deiî'„. Supposons que, d'après les conventions faites plus haut, les sommets de la ]*"" catégorie de R comptent pour > ^- zéros distincts et ceux de la 2''" caté-
gorie pour > //, zéros distincts. Nous trouverons pour la valeur de l'intégrale prise le long de R'^ en raisonnant comme plus haut:
2^rn{n - 1) -J^^^^ - ^h'. - I] ou en ajoutant les deux intégrales:
d'où :
K = . + 2min - 1) - J^^ - Jfl±^ - J^ik, + k',)
Mais si p désigne comme plus haut le nombre des zéros distincts, on aura:
-^•+II+Sé+S'' + S"-
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d'où:
Ainsi Texcès du nombre des zéros distincts sur celui des infinis distincts ne dépend (jue du nombre m, du nombre 2« des côtés de la 1^" sorte et de la somme des angles de la 1*" catégorie.
Ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que, dans tous les cas possibles, le nombre des zéros et celui des infinis distincts est toujours fini.
§ 4. Fonctions Fuchsiennes.
Si une fonction F{z) est uniforme, si elle se reproduit par toutes les substitutions d'un groupe fuchsien G de telle sorte que si
V n^ + «V est une substitution de ce groupe on ait identiquement:
si enfin le fonction F{i) n'a qu'un nombre fini de zéros et d'infinis réellement distincts, je dirai que cette fonction est une fonctwn fuchsienne. Existe-t-il de pareilles fonctions? Il est aisé d'en former.
Considérons en effet deux fonctions thétafuchsiennes correspondant à un même groupe G et à une même valeur de l'entier m, leur quotient sera une fonction fuchsienne. Il est aisé de généraliser ce procédé. Nous dirons que le nombre m est le degré de la série 8. Si nous envisageons ensuite un produit de plusieurs séries telles que 6, le degré de ce monôme sera la somme des degrés de tous les facteurs. Si nous considérons un polynôme entier par rapport à diverses séries 6, nous dirons que ce polynôme est homogène et de degré K si tous ses termes sont d'un même degré K; le quotient de deux polynômes homogènes de degrés K et K' sera une fonction rationnelle homogène de degré K—K'. Il est clair que toute fonction ratioimelle, homogène de degré 0 par mpport k diverses
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séries 8 est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus tard comment toute fonction fuchsienne peut s'exprimer de cette façon.
Quelles sont les propriétés des fonctions fuchsiennes?
1° Les singularités sont les mêmes que celles des fonctions thêta fuchsiennes; nous avons par conséquent des fonctions fuchsiennes n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental et pour lesquelles toute la circonférence de ce cercle est une ligne singulière essentielle, et d'autres qui existent dans tout le plan et dont les points singuliers, situés tous sur le cercle fondamental, sont isolés quoique en nombre infini.
2° Le nombre des zéros distincts d'une fonction fuchsienne F(z) est égal à celui de ses infinis distincts; il est égal d'autre part au nombre des zéros distincts de la fonction fuchsienne F[z) — a, c'est à dire au nombre des points réellement distincts pour lesquels F(^) prend la valeur a. En conséquence, le nombre des points intérieurs à B^ (ou k B^ -\- B\) et pour lesquels F[z) reprend une même valeur est constant et fini.
3° Soient deux fonctions fuchsiennes F^z) et F^{z) correspondant à un même groupe fuchsien G, et supposé que la première reprenne p fois et la seconde 2^1 fois la même valeur à l'intérieur de B^, je dis qu'il y aura entre F et F^ une relation algébrique. En effet à chaque valeur de F correspondent p^ valeurs de F^ ; toute fonction symétrique de ces p^ valeurs est méromorphe en F pour toutes les valeurs de F finies ou infinies. Toutes ces fonctions symétriques sont donc des fonctions i-ationnelles de F; donc F^ elle-même est fonction algébrique de F.
4° Considérons maintenant toutes les fonctions fuchsiennes qui correspondent à un même groupe G. Entre deux quelconques d'entre elles nous venons de voir qu'il y a une relation algébrique. Il suit de là que toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement à l'aide de deux d'entre elles que j'appellerai x et î/. Nous aurons d'ailleurs entre x et y une relation algébrique
quel est le genre de la relation (1) ou ce qui revient au même celui de la surface de Riemann correspondante? Pour résoudre cette question, il faut se reporter au § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe
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intitulé Classification en genres; diiiis ce paragraphe, je supposais que l'on découpait la région B^ (ou B^ + 7?'J puis cpion la repliait en la déformant de manière à recoller ensemble les côtés conjugués et à obtenir ainsi une surface fermée. Il est clair qu'au point de vue de la géométrie de situation la surface fermée ainsi obtenue ne diffère pas de la surface de RucMAxx qui nous occupe. Il en résulte que le genre de la relation (1) et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer rationnellement à l'aide d"«me seule d'entre elles que j'appellerai x.
On peut éviter ces considérations empruntées à la géométrie de situation. C'est ce que j'ai fait dans un travail inséré dans les mémoires de l'Académie de Caen où je détermine le genre de la relation (1) par le nombre des cycles distincts que l'on peut faire décrire au point analytique {x, II), mais on est conduit ainsi à une discussion assez longue.
5° Considérons la fonction fuchî5ienne que nous venons d'appeler x et ft)rmons les deux fonctions suivantes:
Il est clair que l'on aura:
~d?'ch ~ V"^j
On vérifie aisément que le troisième membre de cette double égalité est une fonction fuchsienne de z; c'est donc, d'après ce que nous venons de voir, une fonction rationnelle de x et de i/, que j'appellerai ç'(.r, y).
Les deux intégrales de l'équation linéaire:
(3) —, = vf{x, n)
sont donc:
Ainsi la considération de la fonction fuchsienne x permet d'intégrer l'équation linéaire (3) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles du point analytique {x, y). On voit que la variable indépendante x
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s'exprime par une l'onction fuclisienne de z, c'est, à dire du rapport des intégrales. Quand on connaît cette fonction fuchsienne on en déduit les intégrales elles-mêmes à l'aide des formules (2).
Dans le cas particulier où le groupe G est de genre 0, l'équation (3) pourra s'écrire:
(3 bis) ^ = v,f{ic)
^(x) étant une fonction rationnelle de x seulement; dans ce cas en effet, nous venons de voir que toute fonction fuchsienne s'exprime rationnellement en X.
Cherchons maintenant quels sont les points singuliers de l'équation (3) et comment se comportent les intégrales dans le voisinage de chacun d'eux. En général, les intégrales seront des fonctions holomorphes de .c; il y aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points singuliers.
1° pour les points singuliers de la relation (1), y cesse d'ét're fonction holomorphe de x, et il en est de même des intégrales r, et i\ ; mais Vj et v^ restent fonctions liolomor plies du point analytique (.r, y). Nous n'avons donc pas ainsi un véritable point singulier.
2° pour les points (r, y) qui correspondent aux divers sommets du polygone R^ . Dans cette seconde espèce de points singuliers, nous distinguerons 1° ceux qui correspondent à des sommets de la l''" catégorie. Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intégrales de l'équation (3) sont régulières, pour employer l'expression de M. Fuchs. Si nous formons maintenant l'équation déterminante correspondant à ce point singulier, la différence des racines de cette équation est l'inverse d'un nombre entier. En effet le point singulier correspond à un sommet de B^
qui fait partie d'un cycle de la l''" catégorie et la somme des angles de
ce cycle est égal à — , ^ étant un nombre entier; on voit aisément que
la différence des racines de l'équation déterminante est précisément - .
Dans le cas particulier où le sommet de R^ envisagé appartient à un cycle de la 1'" sous-catégorie, on a jo = 1, d'après la définition même de cette sous-catégorie. Par conséquent la différence des racines de l'équa-
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tioii déteniiituiute est rmilté. Un soinblnblc point n'est dnnr \);\- un ])()lnt
singulier
2° Considérons maintenant un point singulier qui corresponde à un sommet de i?„ appartenant à un c-ycle de la 2*" catégorie. Ce cycle sera de la 3"' sous-catégorie, puisque, d'après ce que nous avons vu plus haut, on peut toujours supposer qu'il n'y a pas de cycle de la 4"" sous-catégorie. Formons l'équation déterminante correspondant à un pareil point singulier; les racines de cette équation seront égales et les intégrales de l'équation (3) seront lo(/anfIi iniques mais rér/iûières.
3° Il faudrait envisager enfin les points analytiques (r, y) qui correspondent h des sommets de la 3"°* catégorie, mais on reconnaîtrait aisément que ce ne sont pas des points singuliers.
En résumé les intégrales de l'équation (3) sont partout régulières et (si on laisse de côté les points singuliers de la relation (1)) le nombre des points singuliers de l'équation différentielle (3) est égal à celui des cycles de la 2"' ou de la 3"' sous-catégories que présente le polygone E^ (ou les deux polygones i?„ et B\).
% 5. J^**^ famille ; genre 0.
Après avoir étudié les propriétés des fonctions fuclisiennes en général, nous allons nous occuper séparément des diverses familles et des divers o-enres entre lesquels se répartissent ces fonctions; nous commencerons par l'étude spéciale des fonctions les plus simples; celles de la 1^'" famille et du genre 0.
Je rappelle d'abord quelle est pour de semblables fonctions la forme du polygone i?„ . Les côtés sont tous de la première sorte et au nombre de 2h; les côtés de rang ^J et 2» + 1—2) sont conjugués et par conséquent congruents. Les cycles sont au nombre de « + 1 ; deux d'entre eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang 1 ; le second le sommet de rang n + l. Les n — 1 autres cycles sont formés de deux sommets, à savoir des sommets de rang p et 2» + 2 — j^- (C'est l'exemple II du § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens.)
Un cas particulier remarquable est celui où le polygone B^ est symétrique par rapport à l'arc de cercle qui coupe orthogonalement le
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cercle fondamentîil et qui joint les sommets de rang 1 et w + 1- 'T<-' dirai alors simplement que ce polygone et symétrique.
Dans le cas qui nous occupe, le genre est égal à 0 et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles que j'appellerai x ou bien f{z). Cette condition ne détermine pas complètement la fonction x ^= f(i). Si en effet toutes les fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement à l'aide de x, elles s'expriment aussi rationnellement à l'aide de ^ , a, h, c, d étant des con-
cx + d
stantes quelconques. Il faut donc pour définir complètement la fonction X = f{2) s'imposer encoi'e trois conditions. Voici celles que nous choisirons. Soient a,, ct^, oi„+i les sommets de rang 1, 2 et n -\- 1; nous supposerons que l'on a:
La fonction f{z) sera alors entièrement déterminée. A l'égard de cette fonction, je remarquerai ce qui suit. Si le polygone B.^ est symétrique, la fonction ({z) est réelle et positive sur tout le périmètre de ce polygone.
J'appellerai a, le sommet de rang i; ce sommet formera avec a^^^^-i
un cycle dont la somme des angles sera :^, 5, étant un nombre entier.
•' • Pi
Enfin je poserai:
d'où
ff, = 0 a, — 1 «,,+1 = oo .
Pour z = a, , les y5, — 1 premières dérivées de f{z) s'annulent de sorte que le développement de fiz) est de la forme:
Pour z = a„+i, f{z) est un infini d'ordre ^„ + , de sorte que le développement de f{z) est de la forme:
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Nous avons vu que si l'on pose:
dz la fonction v ainsi définie satisfait à une équation
(3 bis) -^ = v(r{x)
{f(.r) étant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction (f{x). On trouve aisément:
{x — ay{x - a^y (.« — a„Y Q\x)
Q{x) étant le produit (.r — rtj (.r — a^) .... {x — «„) et P[x) étant un polynôme en x de degré 2n — 2.
Le polynôme P[x) doit satisfaire aux conditions suivantes:
Nous désignons par la' notation Q'{x) la dérivée de Q{x). De plus le coefficient de .r-"^" dans P{x) doit être égal à
Voilà donc n -)- 1 conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire le polynôme P(x) pour que l'équation (3 bis) soit intégrable de la façon que nous avons dite. Ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, le polynôme P{.r) étant de degré 2n — 2, il reste dans ce polynôme n — 2 paramétres arbitraires; mais dans ces n — 2 paramètres qui sont des quantités complexes, je dois distinguer les parties réelle et imaginaire de telle façon qu'ils équivalent à 2n — 4 paramètres réels. Or combien avons-nous de paramètres arbitraires dans le groupe G. Le groupe G est défini par un polygone R^ de 2« côtés. Pour définir un pareil polygone il faut en général 4» — 3 conditions. Mais notre polygone n'est pas quelconque: en effet les côtés conjugués doivent être congruents ce qui fait n conditions; la somme des angles des divers cycles doit être respec-
tivement égale à ^, ^, ^r^^^ ce qui fait » + 1 conditions. Il reste
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donc en tout dans notre groupe G 2n — -i paramètres arbitraires. Dans notre fonction ç;{oc) au contraire nous avons 2n — i paramètres qui restent arbitraires dans P(.r); nous avons en outre dans Q{.r) n — 2 paramètres .
complexes arbitraires, à savoir a.^, a^, a„; cela équivant à 2n — 4
paramètres complexes. Donc dans la fonction ^{x) il y a 2n — 4 paramètres arbitraires de plus que dans le groupe G. Donc pour que l'équation (3 bis) s'intègre de la façon que j'ai dite il faut, outre les conditions énoncées plus haut, que 2n — 4 autres conditions soient remplies. Ces conditions sont transcendantes et très compliquées; leur étude trouvera place dans un autre mémoire.
Supposons maintenant que l'on se donne a^, a^, «„, c'est à
dire les points singuliers de l'équation (3 bis), Q{;x) sera déterminé et il nous restera les 2n — 4 paramètres de P{x). Le nombre des paramètres restés arbitraires est alors précisément le nombre des conditions à remplir. Dans une question où n'entreraient que des fonctions algébriques ou des transcendantes simples, on pourrait conclure de là que l'on peut toujours disposer de ces paramètres pour satisfaire à ces conditions, et par conséquent qu';7 existe iouojurs une équation de la forme (3 bis) intégrahle par
les fonctions fuchsiennes seules et où, les points singuliers a^, a^, «„ ,
a„+i sont donnés à l'avance. Mais ici nous ne pouvons nous contenter d'un pareil aperçu et ce théoi'ème, fort important, exigera une démonstration spéciale que je donnerai dans un mémoire ultérieur.
Dans le cas particulier où le polygone i?„ est symétrique, les points singuliers a^, a^, ff„+i ainsi que les coefficients de P{x) sont réels.
Dans le cas plus particulier encore où u = 2, l'équation (3 bis) se ramène aisément à l'équation hypergéométrique de Gauss. De plus nous avons 2w — 4 = 0, de telle sorte que le nombre des conditions transcendantes dont il a été question plus haut est nul. Alors pour que x soit fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut et il suffit que:
coefficient de .r' dans P(x) — — -Il — — J A' A» A ^'^'^"^' entiers.
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Etudions inaintcnaiit lis fonctions tliétafuchsiennes. Soit 6{z) une fonction thétafiichsienne jouissant de la propriété caractéristique
Reprenons la fonction fuchsienne f(z) = x et sa dérivée f'{z), il est clair que la fonction
sera une fonction fuchsienne et par conséquent une fonction rationnelle de X. Nous avons donc pour l'expression générale des fonctions (:i{z) :
F étant l'algorithme d'une fonction rationnelle.
Parmi les fonctions thétafuehsiennes, nous avons vu qu'il y en avait de deux espèces; les unes devenant infinies, les autres ne devenant pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental.
Quelle sera la forme générale de celles de la 2''^ espèce? L'expression (1) ne doit devenir infinie pour aucune valeur de ,r. Dans ce cas
F{x) ne pourra devenir infini que si — devient nul, c'est à dire si x vient
dz
en l'un des points singuliers .c = «, , x = a.^, .... .r = a„.
Il suit de là que l'on doit avoir:
(2) 0(.) = aX: :^-^
di,{x) désignant un polynôme d'ordre p. Exprimons maintenant que 8{z)
ne devient infini ni pour x = Oj , ni pour x = a.^, ni pour x = a„,
ni pour .r = co ; il viendra:
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Ces n + 1 illégalités sont compatibles.
Ces inégalités ne permettent pas de donner à p des valeurs aussi grandes que l'on veut, de sorte qu'il existera toujours un nombre q tel que l'on ait constamment p < q et que les inégalités (3) permettent à p d'atteindre la limite q — 1 .
Supposons le nombre m donné; le nombre q sera alors déterminé et il est clair qu'entre q fonctions thétafucb siennes de la n" espèce, il y aura toujours une relation linéaire identique.
Si l'on se reporte à. l'expression que nous avons donnée de ces transcendantes dans le § 1, on verra qu'il y entre une fonction rationnelle H{z) renfermant un nombre infini de paramètres arbitraires. Il suit de là qu'il y a une infinité de fonctions rationnelles H, telles que la série thétafuchsienne correspondante soit identiquement nulle.
Il existe donc une infinité de relations identiques linéaires entre ces séries thétafuchsiennes. Nous les étudierons plus loin.
Revenons à l'expression (2). Jusqu'ici nous avons supposé que les nombres m, k^, X^, .... qui y entrent étaient, entiers. S'ils ne l'étaient pas, la fonction définie par cette expression ne jouirait plus de la propriété fondamentale des fonctions thétafuchsiennes, mais elle pourrait rester uniforme. Pour cela il suffit que les nombres:
soient entiers.
Il est clair que les n ■{- \ équations:
où les £ sont des nombres entiers donnés fourniront toujours des valeurs pour les X et pour in, car ce sont des équations linéaires dont le déterminant n'est pas nul.
Supposons donc que dans les équations (4) on donne à tous les s la valeur 0 excepté à c^. auquel on donne la valeur 1. Portons ensuite
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dans l'expression (2) les valeurs de m et des X tirées dos équations (4) et remplaçons dans cette même expression â^, par une constante. Nous aurons défini une fonction A'^ qui est liolomorphe dans tout le cercle fondamental, et qui n'a d'autres zéros que le point «4. et les points correspondants. Tous ces zéros sont d'ailleurs simples.
Ces fonctions X^, X,, X„, X„+,, dont le rôle est très important,
ont été découvertes par M. Halphen dans le cas particulier de w = 2. On peut trouver entre elles et x certaines relations intéressantes. Considérons en effet les séries X^ et X,,^.,. Soient m^ et w„^, les valeurs correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires.
Soit en effet Y une fonction uniforme quelconque susceptible d'être mise sous la forme
(2 bis) T=(pY -> ->
K désignant un facteur numérique. Cette fonction n'a d'autres zéros ou infinis que les points Oj , et,,, .... oi„^i et leurs correspondants. Supposons que ces zéros soient respectivement d'ordre ^^ , y.^, .... ^„_^j; il va sans dii'e que si ol, par exemple était un infini y, serait négatif. On aura:
t=ex:k Kiv
K étant un facteur numérique. On aura en particulier:
et
a. = KX'X ^,
ï i i n-fl
les K étant toujours des facteurs numériques: d'où les relations identiques
Nous avons exprimé les fonctions thétafuchsiennes de deux manières tout à fait différentes; soit par la série (4) § 1, soit par la formule (1) de ce paragraphe.
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Nous savons donc a priori qu'il existe une infinité d'identités de la forme :
où H et F sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles.
Ecrire effectivement ces identités et en particulier reconnaître dans quel cas la fonction F est identiquem.ent nulle, tel est le problème dont il s'agit maintenant de donner une solution aussi complète que possible.
Mais pour y arriver, il est nécessaire d'avoir recours à des considérations d'un ordre un peu différent.
Jusqu'ici nous avons toujours regardé le nombre m comme positif; supposons le maintenant entier, mais négatif. Considérons en particulier la fonction suivante:
.](,) = i^Y" iM - «.f [/(^) - ^r- [M - «.^r-
\dz ) [/(,) -fi,J] [f(z) -f(z„_)] Ifiz) -f(z,)]
Je suppose que h est un entier positif ainsi que les exposants /i^ , /i.^, .... /i„ et que ces nombres entiers satisfont ainsi que le nombre ^; des facteurs du dénominateur aux inégalités suivantes:
D'après ces inégalités la fonction yl(^) ne peut devenir infinie que si l'un des facteurs du dénominateur s'annule. Il en résulte que les infinis de cette fonction sont tous simples et qu'ils sont compris dans l'une des formules :
' ■ Yi^, + ^i' n^î + o'«' Yi^P + ^i
l «,» + /?,\ ou \z, -— V
représente une des substitutions du groupe G.
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Posons :
/I^) -A\) M -M) f{z) -Az,)
de telle sorte que :
A^ + A.^ + + Ap =0
'•l./(^,) + ^1.^) + + AJ{z,) = 0
(7) AJ\z;) + AJ\z,) + + Aj,f\z,) = 0
^J'-'iz,) + .4J>-1(2:,) + + AJP-\z,) = 1
Le résidu correspondant à l'infini:
s'écrira :
Il en résulte que l'on aura identiquement:
(8) - A^z) - 2^_ 2.J/X^.)]*^' ,. «.^.^MT + ^^^)
G'(^) désignant une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle fondamental. Plus généralement, si ç(^) est une fonction rationnelle de s n'ayant pas d'infini intérieur au cercle fondamental, on aura :
lajZt + /?i'\
(9) Aiz),iz) = ^^ \ ^ ly^^^^yp^ (nJ: + >^)-^-^" «... + ,?, + ^^^^
TiZk + Oi
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Je dis que dans les formules (8) et (9) la fonction holomorphe G{z) est identiquement nulle.
Première démonstration.
Considérons un cercle C ayant pour centre l'origine et pour rayon r; concentrique par conséquent au cercle fondamental.
Envisageons les différents polygones i2, qui sont tout entiers ou en partie à l'intérieur de ce cercle.
L'ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S ne dépendant que du rayon r du cercle C. Considérons l'intégrale:
A{z)(f(z)clz
prise le long du contour de cette figure S. Le théorème que j'ai énoncé pourra être regardé comme démontré si j'établis que cette intégrale tend vers 0 quand r tend vers 1, c'est à dire vers le rayon du cercle fondamental.
Pour cela je vais faire voir:
1° que le périmètre de S reste fini, quel que soit r.
2° que le module de la fonction sous le signe f reste plus petit qu'une certaine quantité M quand la variable reste sur le contour d'inté-
gration.
3° que M tend vers 0 quand r tend vers 1.
En vertu du lemme IV du § 1, le nombre des polygones Ri qui sont en tout ou en partie intérieurs au cercle C est plus petit que:
_2f" = lL(^g%R+i) 4- g"2(«+;,) 2)
CT et A étant des quantités constantes et R étant défini par l'égalité:
Donc a fortiori, le nombre des côtés de S sera plus petit que 2nN. Considérons l'un de ces côtés appartenant à un polygone R^ et soit /; la
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longueur de ce côte; I^ celle du côté correspondant de iî^; soit enfin / ajZ + i i\ (.qWç (|j,g substitutions de G qui correspond à iî,, on aura:
H étant la plus grand valeur que puisse prendre
mod.
(r.2 + ai)'
quand la variable s décrit le côté l„ .
Supposons que le polygone R^ soit tout entier contenu dans un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon
En voj'tu du lemnie V du § 1 on aura;
Soit L le plus grand côté de B^. Le périmètre de S sera plus petit que:
2nN.H.L ou a fortiori que:
2n7zL 2e2(n+')
Il sera donc fini. G. Q. F. D.
Nous devons évidemment supposer que x ne se trouve sur aucun des
contours d'intégration. La fonction ^ ' est alors une fonction ration^
nelle bien déterminée et ne devenant infinie pour aucune des valeurs de la variable situées sur les divers contours d'intégration. On peut donc aisément trouver une limite supérieure M^ que son module ne peut dépasser. Nous pourrons supposer aussi que la fonction A{2) ne devient pas infinie le long du périmètre de R„ et nous pourrons trouver une limite
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supérieure M^ que son module ne peut dépasser quand z décrit le contour de Rg. Mais on aura identiquement:
\ri^ + ai) (YiZ + o,)-*
On en conclut que quand s décrit le contour de S le module de A{z) est plus petit que:
et celui de la fonction sous le signe f plus petit, que:
D'ailleurs quand r tend vers 1, M tend vers 0, puisque M^ et M^ sont des constantes et que H tend vers 0. Le théorème énoncé est donc démontré.
Deuxième Démonstration.
Posons :
ri« + Oi
Si dans cette expression on regarde g comme une constante, 0{z, a) sera une fonction thétafuchsienne de a. Supposons d'abord que 2 et a soient tous deux intérieurs au cercle fondamental; cette fonction thétafuchsienne ne deviendra infinie que pour a = z et pour les points correspondants, c'est h dire pour f{a) = f[z). Le résidu correspondant à l'infini z = a sera égal à ^- (f[i). On aura donc :
(10) ^(. a) = JZX^riiLMl^.W^
Dans cette expression (10) F^ia) désigne le produit suivant:
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â^[f{a)] désigne un polyn.Nnic c'ntiL-r de degré q en f{a) dont les coëftu-ieiits peuvent être des fonctions de z.
Enfin les nombres /, , /, K et q doivent satisfaire aux inégalités (3)
On voit aisément en effet que telle doit être la forme de toute fonction thétafuchsienne de a n'admettant aucun infini distinct de l'infini a -^ z. En comparant les inégalités (3) et (11) on trouve:
Je me propose maintenant d'établir l'égalité (9) en montrant que G{z) est identiquement nul, c'est à dire de démontrer l'identité:
ou bien:
Nous pouvons simplifier le second membre en supposant que l'on a: Si cela n'avait pas lieu, on multiplierait F^[a) et d^\f[a)'\ par
Le degré du polynôme ^, [/'(«)] serait alors augmenté, mais il resterait inférieur à p.
On peut donc toujours supposer
;,. = yfj. et par conséquent F{z) = l'\ [z) tout en continuant à supposer
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L'identité à démontrer se simplifie alors et s'écrit:
^/(^) -/(^x) [fW ^*7(^) -M) oAfi^)] [/'{z)]'
Si nous posons maintenant
P représentera un polynôme en fis,) dont le degré sera égal k q — 1 et ne pourra par conséquent surpasser p — 2. L'identité à démontrer se réduit alors:
et sous cette forme elle est évidente en vertu des relations (7). Le théorème énoncé est donc encore démontré.
Cette seconde démonstration nous conduit tout naturellement à un théorème important relatif aux fonctions thétafuchsiennes de 2''° espèce. Soit
une série où // est l'algorithme d'une fonction rationnelle n'ayant pas d'infini à l'intérieur du cercle fondamental. On a vu que cette série représente une fonction thétafuchsienne sans infini et peut être égalée à une expression de la forme:
(13) . [mr''-^^
0,j_i étant un polynôme de degré q — 1 en /'(„~) et q étant k' plus grand nombre entier satisfaisant aux inégalités (11).
Toute expression telle que (13) peut s'exprimer linéairement à l'aide de q d'entre elles; donc toute expression telle que (12) peut s'exprimer linéairement à l'aide de q d'entre elles. Mais on peut faire deux hypothèses.
Ou bien toute expression telle que (13) peutétre mise sous la forme (12) et alors toute expression telle que (12) ne peut s'exprimer linéairement à l'aide de q — 1 d'entre elles.
Ou bien il n'est pas ])ossible de mettre toute expression (13) sous la forme (12) et alors toute expression telle que (12) peut s'exprimer linéairement à l'aide de q — 1 d'entre elles.
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Cutte deuxième hypothèse doit être rejetée. Supposons hi en effet satisfaite et soient:
les q — 1 fonctions telles que (12) à laide desquelles toutes les autres s'expriment linéairement. Soient maintenant
q valeurs quidronques de z. On pourra toujours trouver <i nombres
satisfaisant aux conditions:
On aura alors quelle que soit la fonction H qui entre dan sion (12)
expres-
Soit iz, — ^j une substitution quelconque du groupe G';
nnjntre aisément l'identité suivante en reprenant la fonction 0[z, 3^) plus haut et y faisant ^[z) = 1
on dedéfinie
(n«* + O.) ff r-^
i Xh^t + 0,/
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H{z) étant l'algorithme d'une fonction rationnelle ne devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental.
Posons maintenant:
Des formules (14) et (15) nous déduisons:
Comme cela a lieu quelle que soit la substitution jg, — ^j que
l'on ait choisie dans le groupe G, il faudrait que l'on eût:
F{x) étant rationnel en x.
Mais .l(^) n'aurait que q infinis distincts, ^, , z.,, z,i. Or il est
aisé de voir qu'une fonction de la forme \-^\ F{x) doit toujours avoir
plus de q infinis distincts.
Donc l'hypothèse faite au début est absurde.
Donc toute expression de la forme (13) peut toujours être mise sous la forme (12).
Donc toute fonction de la forme (1) peut toujours être exprimée par une série de la forme (4) paragraphe 1 pourvu que m > 1.
Comment maintenant, étant donnée une série de la forme (4) § 1, pourrons nous la mettre effectivement sous la forme (1).
On donne une série S{z) de la forme (4) et il s'agit de la mettre sous la forme:
Nous connaissons d'abord les infinis de S[z) et les résidus correspondants; mais cela ne suffit pas pour déterminer complètement F{z)\ il reste dans cette fonction rationnelle un certain nombre de coefficients indéterminés. On peut d'abord calculer un nombre suffisant de valeurs de la
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série 6{z) pour avoir cU'S t'(iuations (lui permettent tir déterminer ces
coefficients. Il l'St plus simple d'opérer de la manière suivante. Considérons la fonction
Elle devient infinie, non seulement (juand 6(/) est infinie, mais quand
— est nul, c'est à dire pour:
dz
— j suivant les puissances croissantes de ^ — a, et on calculera les coefficients de toutes les puissances négatives. Quand ces coefficients seront connus, ainsi que les premiers coefficients du développement de x suivant les puissances de ^ — a,, la fonction F{x) sera aussi connue.
Mais pour trouver ces coefficients eux-mêmes, il faut calculer un certain nombre de valeurs de la série 6{z) et de séries analogues. Il est pourtant des cas on cette difficulté peut être évitée.
Reprenons la fonction
Ai ^ _ (^V M
^^'^ \dz ) [f{z) -M)] [f(z) -f(z,)] [/{z) -M)]
que nous avons étudiée plus haut; nous avons démontré l'identité suivante:
(8) -^^^^ = lX[nz.^r\ «■^. + /^.
Différentions cette identité 2h + 1 fois par rapport à z: il viendra:
le second membre peut s'écrire:
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Remarquons que si dans le groupe G, nous avons la substitution
( «.g + Pi \ j^Qj^^ aurons également la substitution inverse \z, — ".z + /_■ \
C'est à dire que l'expression précédente peut s'écrire:
[' TiZ + àj
Le second membre de l'identité (16) est donc une série de la forme (4) ^ 1; il reste à mettre le premier membre sous la forme (1). C'est là un calcul qui ne présente pas de difficultés. J'en indique le résultat dans le cns de // =^ 1 et dans celui de /(. = 2. Soit
et soient /Ij , A^ , etc. les dérivées successives de /!„ par rapport à .r. Reprenons maintenant ré([iiation:
(3 bis) ^ = V<f{.r.)
et soient f^, , çr.^ , etc. les dérivées successives de jr par rapport à x. On aura dans le cas de h = 1
(17) ^^^J^-2A^,,^-A.K,){^ et dans le cas de // = 2
(18) ^' = (./, - 2()A,f - 30J,^. -. ISJ.^r,, - 4./,^, + 6iJ,<f' + G4./„ç^^^,)( J j'
On peut trouver une infinité de relations analogues à la relation (\6) par divers procédés; par exemple en différentiant cette relation par rapport aux divers paramètres ,5;,, z^, .... z^,.
Je vais maintenant poser un dernier problème que je ne résoudrai que partiellement.
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CoiisitU'i'ons la série (i) § 1
elle dépend de la fonction rationnelle H et je la représenterai pour cette raison par la notation :
Comment faiif-!I choisir la fonrfioii ratiomieUe H pour que fi soif identiquement nuV-f
La solution complète de ce problème serait sans doute très eoml)ru[uée; mais on peut s'aider dans chaque cas particulier des considérations suivantes:
1° Si l'on a identiquement
on aura également:
2° Si la fonction rationnelle H peut se développer en une série converge7ite de la forme suivante:
(S) l-Jl^ -]■ l-M, + + hll„ + ....
où Jx\ , Aj , . . . Z„ sont des coefficients constants et où //, , H.^, . . . //„ sont des fonctions rationnelles telles que:
Si la série (S) est convergente toutes les fois que 2 est intérieur au cercle fondamental, on aura identiquement
9{z, fl) = 0 3° Si l'on a identiquement:
et si, |z, — — ^j désignant une des substitutions de G, on pose:
Acta }latfiif'uafica, I. 32
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on aura iflentiquemeiit:
En effet posons pour abréger;
•fiZ + o, yz + () yz — a
la série (4) pourra s'émettre sous la forme;
Remplaçons maintenant s par f\{z) dans l'équation identique
il viendra:
ce qui démontre l'identité annoncée.
-1° Soit, pour reprendre les notations employées au début de ce chapitre, ot, l'un des sommets du polygone i?^ , et',, son symétrique par r:i|)port an cercle fondamental. Une des substitutions de G s'écrira:
(2i,T V Z «, -5- Z (Lr \ , «'*'■ r z — « ,. z — a r )
^r étant un nombre entier connu. Si nous posons:
on aura identiquement:
6>(«, H) = 0 à moins que:
2' + m = 0 raod. ^r
En effet considérons les diverses substitutions {z, f) du groupe G, on peut en choisir une infinité
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et de telle sorte que chacuni- des fonctions f\{z) puisse être délinie d'une manière et d'une seule par une relation de la forme suivante
fi — «'r f * — «'r
/i étant un entier égal ou inférieur à /î^. On aura alors:
ai m V (/ - «->' ('^f^y
ou
«>'.«)== S.Ii,a==:7^4tr« "
Or si l'on n'a pas
£ + m = 0 mod. /Jr
on aura:
On aura donc
e{z, ff) = 0
5° Reprenons l'identité
ou
Faisons y successivement
f{z) = 1 et ,f{z) = ^-— -^
fc étant une quantité constante extérieure au cercle fondamental, nous obtiendrons deux identités de la forme (9).
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Multiplions la première par et rctraiiclioiis en la seconde;
il viendra:
en posant:
■fia + di
Posons encore
db"'+' (2A+ 1)!
il viendra, en diftercntiant 2/*+ 1 fois la relation (19) par rapport à b:
Or 8{b, ^v) <ist une fonction thétafuehsienne de b. Le premier membre de l'identité (20) est donc une série de la forme (i) § 1. Nous obtenons donc ainsi une série de cette forme qui est identiquement nulle quand b, (jui est ici la variable indépendante, reste extérieure au cercle fondamental.
Mais ce que nous cherchons, c'est une série de la forme (4) qui reste identiquement nulle quand la variable indépendante reste intérieure au cercle fondamental. Heureusement il est facile de passer d'un cas à l'autre. Posons en effet
a On aura:
;-,/) + Oi (t,z + /?',
^ il ^ il fil ^i désignant les ([uantités imaginaires conjugées de a,, /9,, ;-,, n,\ de sorte que les sul)stituti(His (« ''' '^ ^ ' 1 lonnent un iîroui)e (r cunjugué de (jr.
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Di' iiHMiK' l'ii pdsaiit:
_ afi + /?. _ «',^ + ,i\
011 aura:
rf6 2j'^ dz
Nous aurons donc:
^(''' «) = S, (,,_!)-- (S)"' = Z(i laz,rÀW''
ou enfin
^(6, rt) = /"+'e'(«, «)
en posant
Nous arrivons à l'identité suivante:
Les fonctions (9' sont des fonctions tliétafuehsieinies de s, de sorte que nous avons bien une identité de la foi-me cherchée. Mais le groupe des fonctions H' n'est pas le groupe G, mais le groupe conjugué G'. Passons donc du groupe G' au groupe G en changeant y — 1 en — y — 1 ; il viendra:
Dans cette formule -~ — xry et 3\ désignent les quantités imagi-
Aj,l\zt) naires conjuguées de , ^^-^^ et de Zt et Ion a pose:
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de sorte que !^i nous posons:
nous aurons identiquement
tant que z restera intérieur au cercle fondamental. 6" Supposons que Ton ait identiquement
e{z, ff) = 0
et que H dépende d'un paramètre arbitraire X; on aura également:
En combinant de diverses manièi'es les six principes qui précèdent on obtiendra une infinité de relations de la forme:
% 6. l^*"^ famille ; genre quelconque.
Nous nous sommes étendus sur les fonctions de la V" famille et du genre 0 parce qu'elles sont les plus simples de toutes et parce que les principes généraux, une fois démontrés dans ce cas particulier, s'étendent sans trop de peine aux fonctions de toutes les familles et de tous les genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et nous nous bornerons à faire connaître les particularités les plus remarquables qui les concernent.
Lorsque le polygone B^, tout en restant de la V" famille, n'est pas de la forme simple étudiée dans le paragraphe précédent, ou nest pas susceptible d'y être ramené, les fonctions fuchsiennes correspondantes sont de la 1'" famille et de genre plus grand que 0.
Commençons par un exemple simple. Soit un polygone Bg de in côtés et tel que les côtés opposés soient conjugués. Tous les sommets forment alors un seul cycle, de sorte que la somme de tous les angles
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du polygone 7?„ est une partie aliquote de 2- Supposons d'abord qu'elle soit précisément égale à 2- On pourra alors exprimer toutes les fonctions fuclisiennes dérivées du polygone R^ k l'aide de deux d'entre elles que nous appellerons .r et y, et entre lesquelles il y a une relation algébrique :
qui est de genre n.
Reprenons l'équation (8) du § 4. Elle s'écrit:
et l'on a identiquement ;
en désignant par x', x", x'", les dérivées successives de r par rapport à z. Quelle est la forme de la fonction ^(.r, y)? Pour simplifier, je vais supposer que la fonction // de .r définie par l'équation (1) ne présente que des points singuliers de la nature la plus simple; c'est à dire que toutes les fois que l'on a:
on a, ou bien:
dy
(ce qui correspond pour la courbe algébrique (/'{x, y) = 0 à une tangente parallèle à l'axe de y et n'ayant avec la courbe qu'un contact du 1" ordre) ou bien:
^'-0 ^ijLV_^'^>o ^>0
dx ~ \dxdy) dx'dy' < dy' <
(ce qui correspond pour la courbe algébrique (f'{x, y) = 0 à un point double ordinaire).
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Nous supposerons on outre que si Téquation (1) est d'ordre r, on ;i pour X infini, r valeurs finies et distinctes du rapport ^- (ce qui correspond pour la courbe ^'(.r, ^) = 0 à r directions asyniptotiques distinctes).
Ces hypothèses ne restreignent pas la généralité; en effet on peut, parmi les fonctions fuchsiennes correspondant au groupe G, choisir d'une infinité de manières les fonctions x et y de telle sorte que toutes les autres s'expriment rationnellement en x et y et ce choix peut toujours se faire de façon à satisfaire aux hypothèses précédentes.
Reprenons maintenant notre fonction çÇr, //). Il est clair que pour les valeurs infinies de x, elle reste finie; qu'elle est finie également toutes les fois que x' n'est pas nul. Or x' ne peut s'annuler que si l'on a à la fois
dy. nx
Les seuls infinis de la fonction f (r, y) sont donc les points singuliers de l'équation (1) en n'y comprenant que les points singuliers ordinaires et non les points doubles de la courbe (1).
Considérons l'un de ces infinis, et soient ot, ^9, ;- les valeurs correspondantes de x, de y et de z. On voit aisément que le développement de X — a commence par un terme en {z — yY, celui de // — ji par un terme en z — y et on en conclut que l'on a:
~j <r{..; I,) = -^ (pour X = a, y = fi)
Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer complètement la fonction ç{x, y). Celle-ci est assujettie en outre à un certain nombre de conditions transcendantes dont l'étude approfondie fera l'objet d'un mémoire ultérieur. Nous démontrerons de plus, dans un autre mémoire, que si ces conditions ne sont pas remplies, mais si les coefficients de ^'(.r, y) satisfont à certaines inégalités, x n'est plus, il est vrai, fonction fuchsienne de 2, mais en est encore fonction uniforme (Kleinéenne).
De combien de paramètres distincts dépend notre groupe G?
Pour définir un polygone de 4w côtés, il faut 8w — 8 conditions; mais notre polygone 7?^ n'est pas arbitraire. 11 est assujetti à 2« -\- 1
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conditions, à savoir (|ue les cotés opposés soient congruents et que la somme des angles soit égale à 2- Il reste donc Gw — 4 paramètres arbitraires. Mais. on a vu, au § '.) du mémoire sur les groupes fuclisiens, (juim même groupe G pouvait être considéré comme dérivé d'une infinité de polygones différents et, en ettet, dans le cas qui nous occupe, on peut remplacer le polygone i?„ par un autre B,\ ayant ses côtés en même nombre et disposés de la même manière, mais ayant pour sominet un point quelconque du plan; de sorte qu'à un même groupe G correspond une double infinité de polygones R^ et ([ue le nombre des paramètres de G est de deux unités inférieur à celui des paramètres de R^ . Le groupe G dépend donc de 6n — 6 paramètres.
De combien de paramétres dépend la relation (1)? Bien entendu, je ne considère pas comme distinctes deux relations:
si l'on peut passer de l'une à l'autre par une transformation uniforme, c'est il dire en remplaçant ç et jy par des fonctions rationnelles de .r et de II. La théorie des fonctions abéliennes nous apprend que ces paramètres sont, pour une relation du genre n, au nombre de 3« — 3. Mais il s'agit de 3/f — 3 paramètres complexes qui correspondent à 6« — G paramètres réels; c'est à dire que le nombre des paramètres dont dépend la relation (1) est précisément le même que celui des paramètres du groupe G. S'en suit-il que l'on puisse disposer des paramètres du groupe G de telle sorte que l'on ait entre x et ;/ telle relation algébrique que l'on veut? C'est ce que nous démontrerons dans un mémoire ultérieur. Dans le cas particulier de n ^= 1, nous n'avons plus affaire à des fonctions fuchsieimes proprement dites. En effet, dans les polygones curvilignes R^ dont tous les côtés sont des arcs de cercle coupant orthogonaleraent le cercle fondamental, la somme des angles est toujours plus petite que celle d'un polygone rectiligne d'un même nombre de côtés. Pour un quadrilatère, la somme des angles devrait être plus petite que 2r. Mais ici nous avons supposé que la somme des angles de notre polygone curviligne de 4m côtés était précisément . 2 ~. Si l'on veut faire « = 1, le polygone R^ devra devenir rectiligne, le rayon du cercle fondamental deviendra infini et le quadrilatère R^ se réduira à un simple parallélogramme rectiligne; le groupe G se réduira alors à des substitutions de la
Acta inathematira. I. . 33
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forme (z, ^ + et) et ks fonctions fuchsiennes qui en dérivent se réduiront à des fonctions doublement périodiques. C'est dans ce sens que l'on peut dire que les fonctions eHipti(iues sont des cas particuliers des fonctions fuchsiennes.
Supposons donc 1/ > ]. Le polygone i?^ peut présenter différentes formes de symétrie. Il j)eut d'abord être symétrique par rapport à un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental; dans ce cas, les coefficients des fonctions ç/'(,r, 9/) et ^{x, y) sont réels. Supposons maintenant qu'il soit symétrique par rapport à un point, ou qu'il puisse être ramené, soit par un changement convenable de la variable z, soit par l'application de la règle du § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, à être symétrique par rapport à un point: dans ce cas la relation (1) se ramène à la relation hyperelliptique:
y- = (a' — a,) (.« — rtj (.1- — 02J
Mais la réciproque n'est pas vraie.
Considérons maintenant une intégrale abélienne de 1 *''■'' espèce:
(4) J,j{.v, yylx
et remplaçons x et 1/ par leurs valeurs en z; il viendra:
j'<j{x, i,)ch' = J'g(z)'£dz = G{z)
ffiz) désignant une fonction fuchsienne de s et G{z) une fonction uniforme de z, holomorphe à l'intérieur du cercle fondamental et cessant d'exister à l'extérieur de ce cercle.
Soit jg, "''^ \' j unq des substitutions du groupe fuchsien; on aura identiquement:
Kj étant l'une des périodes de l'intégrale abélienne. Ainsi à chaque substitution de notre groupe correspond une des périodes de l'intégrale (4).
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Mais nii [ii'ut se jilarcr à un autre point tic vue. Soit ah un des côtés du polygone R^\ on aura:
(j{z)dz = G{h) — G{a)
G{h) — G{a) .sera alors une des périodes de l'intégrale (-i) de sorte qu'à chaque côté de B^ correspond une de ces périodes.
Si cd est le côté conjugué de aO, on aura évidemment:
Il en résulte qu'à deux côtés conjugués correspond la méuic p<''ri()de prise en sens nmtraire et qu'aux 2n paires de côtés conjugués de notre polygone, correspondra un système fondamental de 2« périodes de l'intégrale (4). Mais ces périodes ne seront pas les périodes normales.
Mais parmi les polygones équivalents à R^, en vertu de la règle du § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, il en est un (|ui présente à cet égard une particularité remarquable. Considérons un polygone R'^ de in côtés dont les souimets soient en suivant le périmètre dans le sens positif:
a,, ^, , c, . di, flj, &2. t'a, «', «n, f>„. c„, </„.
Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifféremment ce dernier sommet par les lettres d„ et d^ . Je siq^pose que le côté (7,^1 ff, soit conjugué de 6, C; et que le côté a^ 6, soit conjugué de f, d^. En d'autres termes le côté de rang \p -\- 1 est conjugué du côté de rang •i^^ + 3, et le côté de rang \p + 2 conjugué du côté de rang \p + 4. On voit sans peine que tous les sommets d'un pareil polygone appartiennent à un même cycle et que le polygone R'^ appartient au genre n. Je suppose de plus que la somme des angles soit égale à 2~; on voit alors facilement qu'il peut être ramené à un polygone tel que R^ par l'application de la règle du § 9.
Envisageons maintenant deux intégrales abélieimes de 1'" espèce.
(4) / gr(.c, yVU = / g(z) '^dz = G{z)
(5) Jg,{x,y)dx=Jg^{z)^dz = G,(z)
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Posons:
ti-i \
j g{.)^d. = - j oi «i "^i
^j{z)^ch = G{h,)- G{a,)=B,
(z)^dz--=G,{a,)- G^(d,_,) = A\
-dz=G,{b,)~G^ia.) = B\
Les périodes A^, I?,, A\, B'i des intégrales (4) et (5) correspondront ainsi aux -divers côtés du polygone I{\ .
Si maintenant nous prenons l'intégrale:
G,{z)g{z)'^dz
le long du périmètre de R'^, cette intégrale doit être nulle et en développant l'intégrale, on trouve sans peine l'identité bien connue:
ce qui prouve que les périodes A,, B,, etc. sont les périodes normales.
Je n'insiste pas sur ces considérations qui montrent quel parti on pourra tirer des fonctions fuclisiennes pour l'étude des intégrales abéliennes.
Je suppose maintenant que la somme des angles de B^ soit, non
plus 27r, mais -^, jS étant un entier.
Voyons quel changement cette hypothèse apportera dans ce qui précède. La relation (1) sera toujours de gein-e ti. La fonction ç{x, i/) jouira des mêmes propriétés que dans le cas ])récédent, avec cette seule diffé-
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rence qu'elle deviendra infiniL- pour .r = «, y -=^ h; r'est à dire pour les valeurs de x et de // (jui eorrespondent aux sommets du polygone i?„. On aura alors:
liin. (,c — aYifix, 7/) = — 1 ( 1 — 1^ j (pour .r = rt, y = h)
Les points singuliers de l'équation (3) sont alors ceux de la relation (1) et le point a, h.
Considérons maintenant un polygone B^ de la 1'" famille, nuiis d'ailleurs tout à fait queleon([ue; soit 2h le nombre des côtés et jj le nombre des cycles. Supposons, que si l'on calcule la somme des angles appartc-
liant aux différents cycles, on trouve respectivement — ^, —, -^,
pour le 1", le 2*, ... et le ^° de ces cycles. Les fonctions fuchsiennes dérivées de ce polygone B^ s'exprimeront rationnellement à l'aide de deux d'entre elles que j'appellerai x et y et entre lesquelles il y aura une relation algébrique
de genre :
Soient (f/j, ft,), (</,, ij, («>, h,) les valeurs que prennent x et y
quand la variable z vient en l'un des sommets du 1", du 2^ ou
du p^ cycle.
J'appelle (c-^, d^) les points analytiques pour lesquels on a:
J'appelle [e^, Q les points analytiques pour lesquels on a:
cZ^'' _ d(/'
dx dy
Je conserve d'ailleurs pour la fonction (/'{x, y) que je suppose d'ordre r, les hypothèses faites plus haut. Le nombre des points c,, dt est alors:
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et celui det; points e^, f, est
L'équation (3) s'écrira:
^, = iT(-- y)
La fonction f'(.r, //), rationnelle en x et en //, devient infinie: 1° pour X = c,, // ^ di\ on a alors:
lim. {y - d,y(^y,r(.c, y) = -| (pour ,r = c„ y = rf,)
2° pour X ^ a,, >/ = h,\ on a alors:
■ lim. (# — a,)V(.ï. y) = r- (P^""" X :^ a„ 1/ = h,)
Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que l'on ait entre x et if luie relation (1) donnée et pour que les quantités (rt,, b,) et les nombres entiers j9, aient des valeurs données sont au nombre de 6P — 6 + 2^- Le nombre des paramètres dont dépend le groupe G est aussi de 6P — 0 + 2^;. Il ne s'en suit pas immédiatement que l'on puisse disposer de ces 6P — 6 + 2jj paramètres de façon à satisfaii-e à ces 6P — 6 + 2^j conditions. Mais je démontrerai dans un mémoire ultérieur qu'il en est effectivement ainsi et qu'il existe toujours deux fonctions fuchsiennes .;; et // qui correspondent à un même groupe G, entre lesquelles il y a une relation algébrique donnée
et qui pour 2> systèmes donnés de valeurs (x = a,, >/ = ij, (r = a^, y = h^, . . . [x. = a^, y = hj,) voient leurs dérivées des yîj — 1 , p.^ — 1 , ... j?^ — 1 premiers ordres s'annuler, (yîj , /?j , .... /?,, étant des nombres entiers donnés).
Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. Leur forme générale sera :
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F désignant une fonction rationnelle de ./■ et de //.
Quelles sont les conditions pour que cette fonction tliétafuchsienne soit de 2'''" espèce, c'est à dire reste holoniorphe à l'intérieur du cercle fondamental. La fonction FÇr, jf) pourra toujours s'écrire
Pi-r, y)
^,j , Àj, ... ?,^, étant les plus grands nombres entiers sati.sfaisant aux iné-
galités:
On reconnaîtra ensuite aisément quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction (6) soit de 2'''" espèce:
1° La fonction rationnelle PÇr, if) devra se réduire à lui polynôme entier.
2" Les 2^'' — 1) points d'intersection de la courbe (f>(.r, ?/) = 0 avec les droites .r r= a^ ^ ,r rr^ a_^ , ... ,r = a^ [en exceptant les points singuliers (.r = ff, , ;/ = />,), (,/■ ^ a^, >/ = h.^), (.r = «^, i/ = h^'] devront appartenir à la courbe P{.r, y) = 0; cette dernière devra avoir un contact d'ordre /, — 1 avec la courbe d'[.r, y) ^= 0 aux points où cette courbe rencontre la droite .r = a, (en exceptant toujours le point singulier x = a,,
Cela éipiivaut pour le polynôme l\x, y) à:
conditions.
3° Le degré du polynôme P(.r, y) devra être au plus égal à:
4° Considérons maintenant les points r = e,, y = f., c'est à dire les points doubles de la courbe ^(.r, //) = 0; ils devront appartenir à la
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courbe P{x, y) = 0, et même (puisque m > 1) être pour cette courbe un point double. Enfin les deux branches de la courbe P = 0 devront avoir respectiveinent avec les deux branches de la courbe ^' = 0, un contact d'ordre m — 2. Cela équivaut pour le polynôme P{.r, y) à 2*» — 1 conditions pour chacun des points doubles .r = e,, y = /j, c'est à dire en tout à
conditions.
Un polynôme de degré N ;. + /»(r — 3) dépend de:
paramètres. Mais si l'on tient compte de la relation (1) et si l'on a:
(7) y?^ + m{r - 3) â r ce nombre se réduit à:
Mais notre polynôme est assujetti d'une part à (r — 1) 7 /"', d'autre part à. {2m — ]) ^'' "~ ^^^'"^ "^ _ p conditions. Il reste donc dans ce polynôme :
paramètres arbitraires. Mais ce n'est là qu'une limite inférieure du n(jmbre des parainètres arbitraires restant réellement dans notre polynôme. Car il se peut faire:
r Que la condition (7) ne soit pas remplie. Alors l'expression des paramètres arbitraires restant dans notre polynôme n'est plus
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mais:
1 f\À + )«('■ - :>) ^ 0(y '• + "<>' - 3) + 2^ - (>• - dV /. - (,-2m - 1) A' - ^K'"-2) _ jA
Cette seconde expression diffère de la première do:
Il en résulte (jue les deux expressions ne diffèrent pas si l'on a:
^/ + {r,i — 3) — r = — 1 ou — 2
L'expression (S) ne cesse par conséquent do roprésonter le nombre des paramètres restes arbitraires que si l'on a:
Or cette inégalité jointe, à ;» ^ 2, r ^ 3, entraîne les égalités suivantes:
Mais ce cas où l'on a r = 3, P = 1, > / = 0 et où par conséquent
tous les / sont nuls, est précisément celui des fonctions elliptiques dont nous n'avons pas à nous occuper.
2° (^n peut se demander aussi si les
(._l)V;..Ko„,_i,[(>-lH'--2)_p]
conditions auxquelles nous avons assujetti notre polynôme sont toutes distinctes. Voici comment on peut tourner la difficulté. Soit N le nombre des zéros distincts de l'expression (6); le nombre iV + 1 sera évidemment une limite supérieure du nombre des paramètres restés arbitraires dans cette expression. Mais cette limite peut encore être abaissée. En effet l'expression (6) s'annule quand la variable z vient en l'un des sommets de Rg ; ce sont là des zéros qui ne sont pas arbitraires. Si donc N' est le nombre des zéros réellement distincts qui coïncident avec les sommets
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de B^, nous devons prendre pour notre limite supérieure N — N' -\- 1. Ce n'est pas tout. Si l'on considère une expression rationnelle en x et y, admettant q zéros et q infinis, la théorie des intégrales abéliennes nous apprend qu'on ne peut pas choisir arbitrairement les q zéros et les q infinis, mais que la connaissance des q infinis et de q — P des zéros suffît pour déterminer les F derniers zéros. Or les iV — N' zéros qui restent de notre expression (G). sont ceux de la fonction rationnelle:
dont nous connaissons les infinis. Il en résulte que N — JV' — P d'entre eux suffisent pour déterminer tous les autres et que nous devons prendre finalement pour notre limite supérieure N — iV — ■ i' + 1. Or les principes du § 3 nous donnent:
N t= m\n — 1 — Xô" 1
c'est à dire que notre limite supérieure coïncide avec la limite inférieure
trouvée plus haut. Il y aurait exception dans le cas > A — 0, P —- I
c'est à dire dans le cas des fonctions elliptiques dont nous n'avons pas à parler.
Il résulte de là. (pie toutes les fonctions thétafuchsiennes de la 2'"" espèce (aussi bien celles qui peuvent s'exprimer par une série de la forme (4) § 1 <|ue celles qui ne peuvent s'exprimer par ime pareille
série) peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de > >>. + (2"' — 1)(^ — ^) d'entre elles.
Considérons maintenant une fonction de la forme:
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F dcsigiiaut une Ibiiction nitioniielle en x et eu // et clurehiiiiî; t^uel est le ininimuiu du nouibre des infinis distinets d'une piireille expression.
Nous supposerons que les SDUiiuets de 7?„ ne sont pas des infinis de notre fonction A{z). Pour que le nombre des infinis soit inininmin il faut que celui des zéros le soit aussi, il faut par consécpient que les sommets de i?g soient des zéros d'un ordre aussi peu élevé (jue possible. Pour réaliser cela, posons, ce qui est toujours possible:
les X étant précisément les nombres entiers définis phis liaut. Nous reconnaitrons que pour que le nombre des zéros distinets soit un miiiiniuni, il faut et il suffit 1" (jne P(.r, y) soit un polynôme entier de degré
> / + 0" — !)('■ — 3), '1° que la courbe F = 0 passe par tous les points
d'intersection de la courbe i[< = 0 avec les droites .c = «^ , x = «., , .... X = a^ autres que les points singuliers {x ■= «,, // ^= i,) et que les deux courbes aient en ces points un contact d'ordre /, — 1. 3" enfin que la courbe P = 0 admette les mêmes points doubles que ç^' = 0; et de fat/on que les branches qui se croisent en ces points doubles aient avec celles de {p = 0 des contacts d'ordre m — 2.
En effet il est possible de satisfaire à ces conditions, car le jjolynôme F{x, ij) contient comme on l'a vu:
jiaramètres et nous n'avons à remplir (|ue:
(r - 1 )V/ + (m - |)[(r - 1) (r - 2) - 2PJ
conditions.
Il reste donc
paramètres arbitraires dans notre polynôme F{.r, ij). De plus on voit aisément que si nos conditions sont remplies, le nombre des zéros distincts
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et par con.sé(|uent celui des infinis est miniiinini, car le nombre tics zéros
distincts qui se confondent avec les soiniuets de R^ est aussi petit cpie
possible et il n"y u pas de zéro en dehors de ces sommets. On trouve,
en appliquant la règle du § 3 que le nombre minimum des inlinis est
Comme le polynôme P{x, y) ne dépend que de 7 / + (2)^? — 3) (P — 1)
paramètres il s'en suit que nos J infinis distincts ne peuvent pas être . choisis arbitrairement, mais que la connaissance de J — P d'entre eux suffit pour déterminer les P autres. On ne peut donc en général déterminer la fonction ,1 de telle sorte qu'elle ait J infinis donnés et qu'elle n'en ait pas d'autres.
Quel est le plus petit nombre J' tel que l'on puisse toujours déterminer la fonction ,1 de telle sorte qu'elle ait J' infinis donnés et n'en ait pas d'autres? La fonction ,1 admettra alors J' — J zéros et J' — J infinis distincts de plus que les fonctions de même forme qui n'ont que J infinis, et par conséquent elle contiendra "IJ' — 2J" paramètres de plus qu'elles, ou en tout
ou, en remplaçant -/ par sa valeur:
Y;, — (2m — 1) (P — 1) on doit donc avoir
2J' — Y/ — (2m — 1) (P — 1) ^ /■ + 1 ou
Voilà donc la limite inférieure cherchée du nombre ./'.
Maintenant nous allons pouvoir résoudre une question importante (jui se pose tout naturellement. Nous aNons vu que toutes les expressions
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de l;i forme [[')) ijiii ii\)iit pus d'iiitin'u-; ]K'Uvoiit :^"e.\[iriiiR'i- liiiôaircint'ut k
l'aidt' de 7/ + {2»i — 1)(/^ — 1) dentre elles. Les séries tliétai'iiehsicn-
lies de la Ibniie (-4) § 1 et de la 2''° esi)èce pouvant toutes se mettre sous la forme (6) pourront donc s'exprimer linéairement à l'aide de
^ / + (2/« — ^){i' — 1) J'entre elles. Mais nous ne savons pas encore
si toutes les expressions de la forme (6) qui n'ont pas d'infinis peuvent s'exprimer par une série (4) § 1. Dans le cas où il n'en serait pas ainsi, toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2''"' espèce, s'exprimeraient
linéairement à l'aide de > / + (2j« — 1)(P — 1) — 1 d'entre elles. Je
mÊÊÀ
vais démontrer que cette hypothèse est impossible.
En effet, nous avons vu dans le paragraphe précédent (pages 244 sq) que si toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2'*' espèce s'expriment linéairement ;i l'aide de q — 1 d'entre elles on pourrait construire une fonction
F{2) réprésentant une fonction fuchsienne de z admettant q infinis donnés et n'en admettant aucun autre. Donc si l'hypothèse faite au début était
possible, on pourrait construire ime fonction .l(^) admettant J' ^ N / +
-\- {2i)i — 1)(^ — 1) infinis donnés et n'en admettant aucun autre. Le nombre J' ne satisferait pas alors à l'inégalité (9) ce qui est contraire à ce qu'on a vu plus haut.
En conséquence, toute expression de la forme (6) (|ui n'a pas d'infinis peut se mettre sous la forme d'une série (4) § 1 de la 2''' espèce; donc toute expression de la forme (6) avec ou sans infinis, pourra se mettre sous ht forme d'une série (4) § 1 de la 1"" ou de la 2""° espèces.
Passons à une propriété importante des fonctions de la forme A{z). Ces fonctions auront toujours une infinité d'infinis; soient z^, ^j, .... 2^ ... . ces infinis, que nous supposerons tous simples pour fixer les idées, A^ , A^, Ai, les résidus correspondants. Soit ç{z) une fonction rationnelle n'ayant pas d'infinis k l'intérieur du cercle fondamental. On aura identiquement:
270 H. Poinearé.
Cela se dcniontre de la iiièine inaiiière (juc dntis le paragraphe précédent; la première démonstration peut se réjiéter sans qu'on y change un mot; la seconde demanderait pour être appliquée quehjues mcKlifications légères.
Les divers termes du second membre de l'identité précédente peuvent être groupés d'une manière plus avantageuse. Soient en effet q le nombre des infinis distincts de /l(^); z^, z.^, ... z^ ces infinis; A^, A^, ... A^ les résidus correspondants, nous pourrons écrire:
2, j — ;r I les di-
verses substitutions du groupe G. En difterentiant la relation (10) 2m — 1 fois par rapport à z, on arrive à une formule tout à fait analogue à la formule (16) du paragraphe précédent. Le premier membre est une expi-ession de la forme (6) et le second membre est une série de la forme (4) § 1.
g 7^ ;gme FuinUle; genre 0.
Considérons un polygone i?„ dont les sommets, au nombre de 2n, sont tous situés sur le cercle fondamental et dont les côtés sont des arcs de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Tous les angles de notre polygone sont donc formés par deux arcs de cercle tangents l'un à l'autre et par conséquent, il sont tous nuls. Je supposerai que les côtés de rang j) et 2n -\- \ — j) sont conjugués; les cycles seront alors au nombre de « + 1) dont deux formés d'un seul sommet, le premier du sommet de rang 1; le second du sommet de rang n -\- \. Les n — 1 autres cycles seront formés de deux sommets, à savoir des sommets de rang 2^ et 2n + 2 — j>.
J'appelle *S'^, la substitution qui change le côté de rang p en celui
de rang 2n + ] — p. Nous aurons ainsi n substitutions S\, S^, S„
qui seront les substitutions fondamentales de notre groupe G.
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Je définis ensuite les substitution-; S\ S'„ par )es égalités
suivantes :
et je pose pour plus de symétrie dans les notations:
J'appelle maintenant a, le sommet de rang /; il est clair que ot, sera l'un des points doubles de 5',. Je supposerai que les n + 1 substitutions
S\, S\, 5'„4., sont paraboliques. Cela ne serait pas possible si les
2h points et, étaient choisis arbitrairement sur le cercle fondamental. Il faut qu'il y ait entre eux la relation:
= (a:i «•)) («5 «4) («2;. + l f^-lf] (»\ «2/.)
Dans ces conditions notre polygone R^ est du genre 0 et du 1"'' ordre de la 2'''' famille; notre groupe G et les fonctions fuchsionnes qui en dérivent sont du genre 0 et de la 2'* famille. Nous poiuTons, comme dans le § 5, choisir parmi ces fonctions fuchsiennes une d'entre elles que j'appellerai ./• = f(z) et en fonction de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Pour achever de la définir, je supposerai que l'on a:
f{aj = 0 yia,) = 1 /{«„+,) = œ
Je poserai en outre comme dans le § 5
d'où
Si l'on pose
dx dz
V satisfait à une équation linéaire:
(3 bis) 'P,= n-^
dx
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c(.r) étant rationnel en x. Quelle est ici In forme de la fonction ç{r)? On trouve aisément:
Q{x) étant le produit {.r — «,) (.r — n^) (.r — a,,) et P(.r) étant un polynôme entier de degré 2n — 2. Le polynôme P{t) doit satisfaire aux conditions suivantes :
coefficient de x-"~- dans P(.j) = — -^
Ces conditions ne sont pas suffisantes pour que x soit une fonction fuchsienne du rapport des intégrales de l'équation (3 l)is). Il faut en outre assujettir F{x) à 2n — 4 conditions transcendantes.
Nous démontrerons dans nn autre mémoire que l'on peut toujom's choisir le groupe G de telle sorte que les nombres ft, , r/., , .... a,, aient des valeurs données quelconques.
Dans le cas particulier où le polygone 7?,, est symétrique par rapport au cercle qui joint otj à «„+i en coupant orthogonalement le cercle fondamental, les coefficients de la fonction rationnelle ç{x) sont tous réels.
Si de plus n = 2; fiz) se réduit à la fonction modulaire A•^ . Voyons comment se comportent les intégrales de l'équation (3 bis) dans le voisinage de l'un des points singuliers ft, , tr^, .... a„. Les intégrales seront réffidières et logarithmiques, pour employer les expressions de M. Fucus et de ses disciples. Les deux racines de l'équation déterminante
seront ^•, de telle sorte que les intégrales pourront se mettre sous la lormc:
y, = {x — a,Y[P, -f Q, log (x — a,)] et
■y, = (.'• — n^i'Qi
Pj et Qi étant des fonctions holomorphes en x — «, dont la 1 '"'■'' s'annule et la 2""" ne s'annule pas pour x = r/,.
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Pour .*• = ce, on a de iiu'ine:
V, = x\P„+i + Q„+i\ogx)v,
J\i+i "^^ Qn+i étant des fonctions holomorphcs on —, dont la prcmirro
s'annule et la seconde ne sannule pas pour r =: oo.
Exprimons maintenant dans le voisinage de chacun de ces points singuliers, z on fonction de .r. On devra avoir dans le voisinage de x ^^ a,:
, = ^-Q' +/4<?.log(^ — q.) + Pi]
/'Ç. + /t'IQi log {X — ff.) + Pi]
l, 11, ).'. fi étant des constantes convenablement choisies. Supposons que la substitution *S", s'écrive
et posons :
exprimons ensuite que s se réduit à (Xi pour r = o- et subit la substitution S\ quand log (.r — a^ se change en log (:r — «,) + 'IrrY — 1. Xous verrons que la relation qui précède peut s'écrire:
-^1^ = P', + log- (,.■ - «,)
P', étant une fonction holomorphe en .r — a^. On tire de là:
Ç', étant une fonction holomorphe en (r — r/,); le développement de Q\ suivant les puissances de (r — a,) commence par un terme en (x — a,) dont le coefficient ne peut jamais être nul. On tire de là :
,r = a, + 0i(ti)
0i désignant une fonction holomorphe en /, et dont le développement suivant les puissances de cette variable commence par ini terme du 1"
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degré dont le eoëffieieiit n'est jamais nul. Telle est la forme de l'expression de x en fonction de z dans le voisinage du point singulier x = ft,. De même dans le voisinage de z = a„^i, x = co, on aura:
(Z*,,^, désigne une fonction holomorphe en /„^, et son développement suivant les puissances de cette variable commence par un terme du 1" degré cpii n'est jamais nul. On peut encore écrire la relation précédente sous la forme:
fn + l
'/'' désignant une fonction holomorphe de ^„^] ne s'annulant pas avec cette variable. Quant à la dérivée -r- , elle pourra se mettre sous une forme analogue. Dans le voisinage de z ^= n,, on aura:
<I>\ étant une fonction holomorphe de /, qui ne s'annule pas avec cette variable. De même dans le voisinage de ,î :=^ 3t„ + i> <^ii îiura:
dx 1 r(/„ + ,)
dz {z «n + l)'. tn
W désignant une fonction holomorphe de ^„^, ne s'annulant pas avec cette variable.
Passons maintenant à l'étude des fonctions thétafuchsiennes.
Toute fonction représentée par une série de la forme (4) § 1 pourra toujours se mettre sous la forme suivante
F désignant une fonction rationnelle de r. Mais la réciproque n'est pas vraie. En effet nous avons vu au § 2 que toute série de la forme (4) § 1, peut dans le voisinage de z --■- cl^ se mettre sous la forme:
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R désignaur nue iuiictiou holouiorplu' de (, qui &'ii.iiiulf avec cette variable. Il en résulte que pour x — «,, la fonction (,r — ff,)"'F(.r) doit s'annuler et (jue quand x augmente indéfiniment, x"'F{x) doit tendre vers 0. Telles sont les conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire l'expression (2) pour pouvoir représenter une série de la forme (4) § 1.
Nous les appellerons les conditions A.
Supposons maintenant que la fonction (2) n'admette pas diuHni à l'intérieur du cercle fondamental. F{ji-) devra être de la forme:
//(./•) désignant un polynôme entier en .r. Mais à caiise des conditions A, les nombres /, , /j, .... ?.„ sont au plus égaux à m — 1 et le degré de n{x) au plus égal à n(m — 1) — m — 1. Par conséquent toutes les séries thétafuchsiennes de la forme (4-) § 1 et de la 2''° espèce s'expriment linéairement au moyen de «(»« — 1) — m d'entre elles.
Mais nous ne savons pas encore si toute expression de la forme (2) n'avant pas d'infini et satisfaisant aux conditions A peut se mettre sous la forme d'une série (4) § 1 ; ni par conséquent si toutes les séries de cette forme et de la 2^^ espèce ne peuvent pas s'exprimer linéairement à l'aide de «(wj — 1 ) — »? — 1 d'entre elles.
Pour reconnaître s'il en est ainsi, considérons une fonction de la forme:
F désignant une fonction rationnelle et cherchons quel est le minimum du nombre J' de ses infinis distincts, à supposer qu'elle tende vers 0 quand s tend vers et,.
^ous pourrons écrire:
n{x) et 0{x) désignant deux polynômes en ,)■. Pour que yl(--) tende vers 0 quand z tend vers a,, il faut et il suffit que
27G H. Poincaié.
<?(«,), <t>i.a,) <I>{an)
ne soient pas nuls et ([ue le degré du lunnérateur surpasse au plus de m ■ — 1 celui du dénominateur. Or le degré de 'P(.r) est le nombre </' des infinis distincts de 'A{z). On a donc:
Je dis alors qu'il est impossible d'exprimer linéairement toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2''" espèce à l'aide de n[m — 1) — m — 1 d'entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction de la forme A{z) ayant n[m — 1) — m infinis distincts, ce qui ne se peut pas comme nous venons de le voir. On en conclura donc (comme dans les deux paragraphes précédents) c^ue toute expression de la forme (2) satisfaisant aux conditions A peut être exprimée par une série de la forme (4) § 1.
La formule (10) du paragraphe précédent s'applic^ue aussi aux fonctions c\\\\ nous occupent. On la démontrerait comme dans les deux paragraphes précédents; la première démonstration demanderait quelques modifications légères, la seconde peut s'appliquer sans qu'on y change rien. Toutes les conséquences que nous avons déduites de cette formule (10) dans les deux paragraphes précédents, et entre autres la formule (16) du § 5, sont encore vraies dans le cas qui nous occupe.
On voit aisément comment on étendrait les principes qui précèdent aux fonctions de la 2'"' et de la G"" familles et de genre quelconque.
Nous pouvons donc passer à l'étude des fonctions fuchsiennes qui existent dans toute l'étendue du plan.
§ 8. 5'»e Famine.
Parmi celles-ci les plus simples sont celles de la S'"" famille dont nous allons parler d'abord.
Supposons c[u'on nous donne n paires de cercles (c^ et c\), [c^ et c'J,
{€„ et c'„).
Je suppose que ces 2k cercles soient tous extérieurs les uns aux autres, qu'ils coupent orthogonalement le cercle fondamental et soient par
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conséquent synK'tri(|UC's par rapport à ce cercle. -le snp[)OSL' rpie l'on considère n substitutions S^, S.^, .... S„, telles ipie .V tout en conservant le cercle fondamental change c\ en c',. Le groupe dérivé des substitutions Si sera un groupe fuchsien G dont le polygone générateur B^ se composera de la partie du plan qui est intérieure au cercle fondamental et extérieure aux divers cercles c et c'. Le polygone R^ aura 2» côtés de la r'" sorte, formés par les arcs des cercles c et c' intérieurs au cercle fondamental et 2m côtés de la 2'''^ sorte formés par les arcs du cercle fondamental extérieurs aux ditïércnts cercles c et c'. Tous les sommets de Rg sont de la 3"" catégorie. Quant au polygone lî'^, symétri(|ue de jf?p par rapport au cercle fondamental, ce sera la partie du plan qui est extérieure à la fois au cercle fondamental et aux cercles c et c'. Le groupe G et par conséquent les fonctions fuchsiennes qui eu dérivent seront de la 3"" famille et du «renre n.
Toutes ces fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer ratioimellement à l'aide de deux d'entre elles que j'appellerai .r et // et entre les(pielles il j' aura une relation algébri(|ue de genre n:
Si l'on pose de plus
»-Vè
dz
la ffinction v satisfera à l'équation (3) du § i, à savoir:
(f étant rationnel en x et en y.
Le groupe G ne dépendant (pie de 3« — 3 paramètres réels distincts, on ne peut en disposer de manière que la relation <p{.r, .?/) = 0 soit quelconque. Combien, en effet, reste-t-il de paramètres arbitraires dans une relation algébrique de genre n:
lorsqu'on convient de ne pas regarder comme distinctes de cette relation celles que l'on en déduit en ij remplaçant x et ij par des fonctions ration-
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iielles de ./•' et de ij'. On sait (ju'il reste 'in — 8 punimètres (jue l'on appelle les modules de la relation (1) et qui sont pour ainsi dire des invariants à Tégard de eette relation et des opérations qui consistent à y remplacer .r et y par des fonctions rationnelles de x' et y'. En nous proposant d'obtenir entre nos deux fonctions fuchsieinies x et // une relation algébrique donnée, nous nous imposons donc 3w — 8 conditions complexes qui équivalent à Ow — 6 conditions réelles. Ce nombre surpasse de 3h — 3 celui des paramètres dont nous disposons. Ainsi le premier membre de la relatiim (1) est assujetti à 'in — 3 conditions réelles, il est aisé de les trouver.
En effet, on peut supposer. Cj[ue Ion fasse une opération qui consiste à changer s en son symétrique par rapport au cercle fondamental. Cela revient à changer ^ — 1 en — y — 1 et à faire ensuite un changement linéaire de variable. On change ainsi R^ en It\ et réciproquement de sorte que le groupe G et le système des fonctions fuchsiennes c^ui en dérivent ne changent pas. Les 8» — 3 modules de la relation (1) ne changent donc pas non plus. Mais quand on a changé y— -1 en — V — 1 , ces modules ont dû se changer en leurs imaginaires conjugués; puis, quand on a fait un changement linéaire de variable, ils n'ont pas changé. Par conséquent les 3n — 3 modales de la relation (1) ne différent pas de leurs imaginaires conjugués, (7s sont donc réels.
Il en résulte qu'on pourra toujours choisir x et y parmi les fonctions fuchsiennes dérivées du groupe G de telle sorte que tons les coefficients de la relation (1) soient réels. Alors les coefficients de ç{x, y) seront aussi tous réels.
Je suppose de plus (jue l'on ait choisi x et y, ce qui est toujours possible, de façon que la relation (1) satisfasse aux conditions que nous avons imposées à la relation (1) du § 6, au commencement de ce paragraphe (page 255).
Cela posé, la fonction ç(,''. y) satisfera aux conditions suivantes:
1" Quand ,(■ devient infiniment grand du 1" ordre, elle devient infiniment petite du i" ordre.
2° Les seuls infinis de la fonction ^'(.r, y) seront les points singuliers de la fonction y de ,r, définie par la relation (1) en n'y comprenant pas les points doubles de la courbe algébrique ^''(.r, y) = 0. Si l'un de ces points est x = a, y = h, on aura:
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liiu. (// — ^)M ^ I fK.»-, .)/) = —
|)oiir X = a, y == h.
Ces conditions qni, on le renifirqnora, sont les mêmes rjne relies que iKJUS avions trouvées d-ans le premier exemple, exiiminé an § {'), ne suffisent pas [)()iir déterminer la foiietion rationnelle ç{x, y). Cell(i-ci est en outre assujettie à n conditions transcendantes. Voici sous quelle forme on peut présenter ces conditions transcendantes:
La fonction ç{x, //) devra être choisie de telle sorte qu'en faisant décrire au point analytiipie (,r, //) n cycles convenablement choisis (correspondant à H périodes convenablement choisies d'une intégrale abélienne de l'"''' espèce j g{x, y)dx) on voie revenir les intégrales de l'équation (8) à leurs valeurs initiales.
Passons maintenant à l'étude des séries thétafuchsiennes:
c'est à dire à l'étude des séries de la forme (4) § 1, et d'abord cherchons comment il peut arriver que la fonction définie par cette séri(> ne présente aucun infini en dehors des points singuliers essentiels.
En général la série ft[z) admet comme infinis, ainsi qu'on l'a vu au § 3: r les points correspondants du point oc, c'est à dire les points
les infinis de la fonction H{z) et les points correspondants. Supposons pour fixer les idées que la fonction H{z) ne devienne
infinie pour aucun des points —'^. Quelle est d'abord la condition pour
que les points — :7 ne soient pas des infinis de «(,'•)? Pour cela, il faut
et il suffit que le degré du dénominateur de la fonction rationnelle II{z) surpasse de 2m unités celui du numérateur.
Considérons maintenant un infini « de la fonction H{z) ellc-iM(''me. Dans la série R{.z), le terme
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(correspondant à et, = 1, o, = 1, /9, = 0, ;-, = 0, c'est à dire à la sub^;titution nnité) deviendra infini pour 2 = a. Pour que S{z) reste fini i>our z = a, il faut donc qu'un autre ternie de cette série devienne infini, de façon c|ue la somme de ces deux ternies (qui séparément croissent indéfiniment quand s tend vers «) tende au contraire vers une limite finie, il faut pour cela cjue parmi les infinis de H{z) il y en ait un autre s = h, tel que:
_ aa + /?
"~ ya + >)
2, ; — ^ étant une des substitutions du groupe (t. Il est clair aiors
que le terme:
deviendra infini pour â = a. Mais il faut que la somme de ce terme (>t du terme H{z) reste finie pour z = (i. Soient donc A et B les résidus de H{£) cpii correspondent à x" = « et ^ ^= h. On aura:
Il'{z) et IJ\{z) étant- des fonctions rationnelles de z qui restent finies pour s = a. (_)ii devra donc avoir:
A + Biya + fif-^'" = 0
Telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que (-l[i) reste fini pour ^ = a et par conséquent aussi pour les points corresjioiulants.
Cela posé, voici comment il faudra s'y prendre pour construire une fonction 9{;z) cpii n'admette aucun infini. Prenons une fonction rationnelle H(z) admettant 2/i infinis a^, b^, a^, h^_, rr, , /^, , ff^,, h^,, et
ayant pour résidus correspondants A^. B^, yl.^, 7? ^ , A.^, /?,, , A^,, B^,.
Mémoire sur los Ponctions Puchsienncs. 281
Je suppose de plus que l'on ;iit:
I, ^ «.«1 + A ,, ^ «a«i + A ^ ^ apCp + fip
' r/'i + '', ' ' -/-/', + «". ' ' " rpf'p + ^P
( a,z+ ,%\ I a,z + i3,\ ( a,z + ft,\
étant jj substitutions du groupe G. d'assujettis de plus les 2p résidus à deux systèmes de conditions. D'abord:
^1 + /?! + A., + Bj + + A,, + B,, = 0
Aini + Bihi + A.oo + B.h + + A,,ap + B,\ = 0
Ain'i + Bih\ + A-iol + Bihl + + Apo; + B^b], = 0
4 2m— 2 , Tj 7 2m— 2 , , , 2m— 2 , t. 7 2m— 2 ^
pour que le degré du dénominateur de T-/(z) surpasse de 2iii unités celui du numérateur. Ensuite:
A, + B,(na, + rî, )'--"• = 0 (Z- = 1, 2, ....... p)
ptjur c[ue a^. et h,, ne soient pas dos infinis de H{z).
Ces jj -)- 2)» — 1 conditions seront compatibles pourvu que:
et si elles sont remplies, la série 0{s) formée à l'aide de la fonction rationnelle
^\_z — at z— btj
n'aura aucun infini. Je dirai alors qu'elle est de la 2''^ espèce, de sorte que nous avons ici, comme dans les trois paragraphes précédents, la distinction entre les deux espèces de séries thétafuchsiennes.
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Tonte série de la forme 6{z), h quelque espèce qu'elle appartienne, peut se mettre sous la forme
ldx\"
F{.r, ji) désignant une fonction rationnelle d'.r et d'/y. Celles des fonctions de la forme (2) (|ui n'admettent pas d'intinis, s'expriment linéairement, ainsi qu'on l'a vu au § 6, à l'aide de (2m — 1)(« — 1) d'entre elles. Il résulte de là que toutes les séries S{z) de la 2''' espèce s'expriment linéairement à l'aide de (2>w — \)[n — 1) d'entre elles. Il nous reste à démontrer, comme dans les trois paragraphes précédents, fpi'il est impossible de les exprimer linéairement à l'aide de {2in — 1)(« — 1) — 1 d'entre elles. Posons pour abréger:
Supposons que toutes les séries 9[z) de la 2''^ espèce puissent s'exprimer linéairement à l'aide de q — 1 d'entre elles que j'appellerai (-^^ , B.^, ^,-i; je vais montrer que cette hypothèse est absurde.
En effet choisissons nu hasard q points, ^, , s^, .... ^,; on pourra toujours trouver q nombres A^, A^, .... A^ tels que:
A^e.izi) + A,9,(z-2) + + /l,0i(«,) = O
jU 9-2{zi) + A, 0.2(«2) + + A, 0,{z,) = 0
Ax 0,_i(«,) + A. 0,^i{z,) + + Aç 9,_x{z,) = 0
et par conséquent tels que:
(5) A, e{z,) + Ai e{zo) + + A, 6(z,) = 0
ft{z) désignant une série quelconque de la forme (4) § l et de la 2''" espèce.
Soit ]) un nombre entier plus petit que 2m. Je pourrai toujours
former une fonction ^^,(,?) qui satisfasse aux conditions suivantes: elle
n'ailiiictti'a d'auti-r infini (jue les points z = — — ; ces inliiiis seront d'oi-drc
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2in — p. Dans res conditions k' jioint z -^ c^ n'est pas un infini i\v iidIi'c fonction âi{z), c'est pour elle un zéro d'ordre i^. Je suppose (jue:
lim. z''Oj,{z) = 1 pour ^ = CC
lim. 3-"'^'"''[«''*'y(«) — l] = *' P*'"'' •S = CO
Ces conditions ne suffisent pas pour définir complètement la fonction â[z), car si 8{z) est une série de la forme (4) § 1 et de la 2''" es[)èce, ^ji~) "I" ^{^) y S'^tisfera comme âj,{z). Mais nous choisirons poiu* notre fonction âp{£) une quelconque des séries de la forme (-Ij § 1, qui satisfont aux conditions énoncées.
Considérons une série quelconque de la forme (4) § 1 et de la 1*^^" espèce.
Supposons (juc la partie entière de la fonction rationnelle
z'"'H{z) se réduise à:
on verra aisément que le point s ^ oo est pour la lonction tliétafuchsienne
V'<a) — B,0^(z) — BiHi{z) — B.M^} — — B,,„H.,,„(z)
un zéro d'ordre 2ni au moins et par conséquent que cette fonction tliétafuchsienne ne devient pas infinie pour z = — - . Cela posé, envisageons la fonction suivante
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Considérée comme fonction de 2, elle n'a d'autres infinis que les points
c'est à dire les points correspondants de a.
Considéi'ée comme fonction de a, c'est une série thétafuchsienne et elle admet comme infinis:
1° les points «= "'^ "^ ' ' , c'est à dire les points correspondants de ^.
2° les points a = — -, c'est à dire les p(nnts correspondants de
a = oo. Ces points sont des infinis d'ordre 2ih — 1 . Quant au point a = oo lui-même, c'est pour notre série un zéro du premier ordre. Clierehons la partie entière de la fonction rationnelle
nous trouverons:
On en conclut que la fonction thétafuchsienne:
i2(2, a) = (Piz, a) + z-"'~'t),ia) + z""'-ffi(a) + + zH-j,„_.,{<i) + H->,n-i{a)
n'admet pas comme infinis les points a = — -.
En conséquence elle n'aura d'autre infini (|ac les points
rr^ + 0.
le résidu correspondant sera:
— (n« + Oi)
Soit (z '"M une substitution quelconque de notre groupe G. V ' r» + o) La fonction:
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sera coimiio t.i{z, a) une fonction thétafuchsicnnc d« ^f; cllu u'aduiottra connue elle d'autre infini que les puiiits
«|2 + /îi
et avec les iiionies résidus; donc, on pourra écrire:
fi[(i) désignanf une i'onction thétafuchsienne de a, susceptible d'être mise sous la forme (4^) § 1 et de la 2'''' espèce. Posons maintenant:
(7) A{z) = AJi{z, 2.) + AJi{z, z.;)+ + A,,Q{z, z.,)
En rapprochant les équations (5), (G) et (7) on trouve aisément l'identité suivante:
qui a lieu pour toutes les substitutions |«, "'' ' \ du groupe G. Il suit
de là que ,i(^) peut se mettre sous la forme:
F(:r; il) désignant une fonction rationnelle de ,r et de //. Or la fonction
.I(^) admet q intinis distincts s^, z.^, z,^, (jui ont été choisis au hasard,
et n'en admet pas d'autre à distance tinie. Un pourrait donc construire une fonction de la forme (S) admettant q intinis donnés et n'en admettant pas d'autre. Ur nous avons vu au § 6 i[ue cela était impossible. Donc l'hypothèse faite au début était absurde.
On en conclut comme dans les trois paragraphes précédents: 1° que toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2'''' espèce ne peuvent s'exprimer linéairement à l'aide àa q — 1 d'entre elles.
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2" que toute expression de lu ionue ('Jj qui lùi pas (i'iiiliui> peut se mettre sous la lornie (4) § 1.
3° que toute expression de la tornie (2) peut être exprimée par une série de la forme (4) § 1 (pourvu (jue m > 1).
4° que toute fonction fuchsienne peut être égalée d'une infinité de manières au quotient de deux séries de la forme (4) § 1.
Considérons la fonction:
Supposons quelle admette une iniinité d'infinis z^ , x.,, z,,,
avec les résidus A^, A^, A,,, Suppcjsons de plus (|ue l'on ait:
A{z) = Bn-J' + i'.-i/"' + +B^z + A^{z)
A^[z) tendant vers une limite finie quand z croit indéfiniment. On aura identiquement:
Cette identité se démontre de deux manières comme l'identité correspondante du § 5.
Un cas particulier bien remarquable est celui de m = 1.
Dans ce cas les substitutions du groupe G se réduisent à:
\cz + d' cz + d)
n, h, c, d étant des constantes, K étant un nombre réel positit et plus grand que 1, et l'exposant p pouvant prendre dans les diverses substitutions toutes les valeurs entières positives ou négatives.
Voici comment on peut former les fonctions fuchsiennes dans le cas qui nous occupe. Soit f{ç) une fonction doublement périodique admettant
les périodes 2/~ et \o"^ K. La transcendante /"lloçl^'^ ^1 sera alors
une fonction fuchsienne.
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Posons par exeinplc:
/ nz + b\ ( az + h\ ( nz + h\
.(• = Sn I loo; r I . // = cil I lOO- I I II 1 logr I
Les expressions de la forme
pourront s'écrire:
•' \ " cz + d)
(oz + h)"\,-z + d)"
f{ç) (lésio;nant. toujours une fonction doublement périodique.
Les séries 8[z) de la forme (4) § 1 deviendront ilautre part;
' V cz +d)
^i {cz + dy
(S étant l'alfïorithme d'une fonction rationnelle.
Egalons les expressions (10) et (11) et faisons y
az + h :
cz + d
il viendra :
On obtient ainsi le développement d'une fonction doublement périodique de c suivant une série dont les termes sont des fonctions rationnelles de e\ Si au lieu de f, on avait pris pour variable indépendante 7j = ç V — 1, le premier membre serait une fonction doublement périodique de )j, et dans la série du second membre, tous les termes seraient des fonctions rationnelles de sin rj et cos jy. Nous retrouvons par une voie détournée un résultat auquel Jacobi est parvenu directement et d'où il a tiré tant de belles conséquences.
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Voyons maintenant ce que devient la formule (9) clans le cas particulier qui nous occupe.
On a:
f{$) étant toujours une fonction doublement périodique.
On a d'autre part dans lé second membre:
1" un polynôme du degré h en s; mais il est aisé de voir (]ue dans le cas général, c'est à dire à moins que:
le degré h ne peut dépasser 2ni — 2. On peut donc le regarder comme un polynôme homogène de degré 2m — 2 en {az -f ^) ^^ {c~ + ^0- ^' on le divise par {az + h)'"''^ {rz + d)"'^\ il prendra la forme suivante:
P„_, et P',„_i désignant des polynômes de degré m — 1 en e" et en e~^. 2° Un ensemble de termes > — que l'on peut grouper de la façon
suivante; soient 2, , z^, /-,, les q infinis distincts de ;1(^~) et supposons
qu'il n'y en ait pas d'autre; soient A^, A^, A,, les résidus correspondants; soient $^, ^.,, ç, les valeurs correspondantes de f. Groupons ensemble tous les termes de la forme - — - — qui correspondent à des
Z Zt
infinis qui ne sont pas distincts de 0 = s^,. Leur somme sera:
^-'i[cK e P — a) e — K e ''
Comme on a d'autre part:
(rt« + h) [cz + d) = e (ce — a)
on trouvera pour la fonction doublement périodique f{z) l'expression suivante
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0 = 1 1 = — se > '
§ U. ô'"« Famille: tjeure 0.
Je crois inutile de multiplier davantage les exemples. Ceux que j'ai étudiés jusqu'ici suffisent en effet pour faire voir comment on doit appliquer les principes généraux à cha([ue cas particulier.
Je veux cependant, sans traiter complètement les questions ([ui les concernent, dire quelques mots de certaines fonctions remarquables de la ô"" famille.
Considérons un polygone B^ limité de la façon suivante: Il aura 2« côt«s de la T'* sorte et 1 côté de la 2'^'' sorte; je suppose que ses sommets soient en suivant le périmètre dans le sens positif a^, <x^, a^,
«nj ««+0 «n+î, ot.,„. Je suppose que le côté ct„c(„^.l soit de la 2'"*
sorte et les autres dv la 1*^^"" sorte, de telle façon que les côtés a^otj et
«0*2"' *i*2 ^^ «2.>a-2n-i> «..«a ^t ot3„__,a,„_o , ■a,,i,cc^,^, et a,„_,,a,„_/,_, ,
et enfin a„_iît„ i-t 'x„j.iOi„j..2, soient conjugués et par conséquent congruents. Si on laisse de côté ot„ et ot„+,, tous les sommets seront de la l'"^* catégorie et se répartiront en n cycles fermés. L'un des cycles ne comprendra que le sommet ol^ ; les autres seront form(''S respectivement des sommets
otj et 5(„,, c(j et a,„_i, ci., et «..,„_., enfin o(„_, et ot,,^.,'? de sorte que
les angles curvilignes ot^, 'x^ + «a,,- x. + 'y-2,,-11 "^«-i + ^,,+2 devront
être des parties aliquotes de 2- Quant aux angles a„ et ct„^^, ils seront forcément droits puisque les côtés de la V" sorte !z„_ia„ et a,,^,^,,^, coupent orthogonalemeiit le cercle fondamental, dont le côté a„0L„^.-i n'est qu'un arc. Nous construirons ensuite un polygone E'„ symétri<iue de 7?^ par rapport au cercle fondamental. J'appellerai a', le. sommet de B'^ qui est symétrique de a, par rapport au cercle fondamental.
On voit aisément que le polygone B.^ est de la .5"" famille et du genre 0, et qu'on peut s'en servir pour définir un groupe fuelisien et
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une infinité de fonctions fnrhsiennes. Celles-ci peuvent toutes s'exprimer rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles que j'appellerai:
Comme on peut choisir d'une infinité de manières parmi nos fonctions fuchsiennes une d'entre elles à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement, la fonction x = f[s) ne serait pas complètement déterminée si nous n'ajoutions quelques conditions de plus.
Soient ^ et y deux points du côté de la 2'''' sorte G(„ct„+i; je supposerai que l'on a :
Je poserai ensuite:
f{ai) = ttj /(«',) = a'i
Le polygone B^ + R\ étant symétrique par rapport au cercle fondamental, on peut voir par un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent que les nombres «, et a'; sont imaginaires conjugués.
Posons maintenant
dx dz
la fonction v satisfera à une équation différentielle de la forme (3 bis) § 4 puisque le groupe fuchsien correspondant est de genre 0. Cette équation, comme on le voit aisément, peut s'écrire:
(3 bis) -— = y.
dx' \Q{x)Y
Q{x) étant le produit (.r — ffj (.r — a\) {x — «,) (.>• — a',)
[x — «„_j) (.r — «'„_i) et P(.r) étant un polynôme de degré 4» — 4 en x, ayant tous ses coefficients réels.
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§ 10. Késumé.
En ctudiant les exemples ])récédents, j'ai rencontré dift'crcnts résultats qui sont communs à toutes les fonctions fuclisienncs. Je ne crois pas utile d'en donner la démonstration dans le cas le plus général; car elle ne différerait pas de celles que nous avons données dans les divers cas particuliers et je serais entraîné à des redites sans intérêt. .Ti' nie bornerai donc à les énoncer ici sous forme de résumé.
Formons avec une fonction rationnelle quelconque U{z) la série thétafuchsienne
Cette série pourra toujours se mettre sous la forme
F{x, >j) désignant une fonction rationnelle de ces deux fonctions fuchsiennes X et y, à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et entre lesquelles il y a une relation algébrique:
Pour qu'iuie expression de la forme (2) puisse se mettre sous la forme (1), il faut qu'elle s'annule quand z vient en un des sommets de la 2^^ catégorie du polygone B^ .
A cette condition, tonte expression de la forme (2) peut se mettre sous la forme (1) pourvu que m soit un entier 2)1 us grand que 1.
Il en résulte que toute fonction fuclisienne peut se mettre d'une infinité de manières sous la forme du quotient de deux séries telles que (1).
Les séries de la forme (1) sont de deux espèces: celles qui ont des infinis et celles qui n'en ont pas. Ces dernières peuvent s'exprimer linéaire-
DEPAV,
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ment à l'aide d'un nombre fini d'entix- elles. 11 y a done entre les séries tliétafuehsiennes de la 2'"^ espèce une infinité de relations linéaires.
Voici une de ces relations qui peut servir de point de départ pour trouver, sinon toutes les autres, au moins un grand nombre d'entre elles.
Soit Iz ^^^ M une substitution quelconque du groupe G. On aura \ ' yz + o)
identiquement :
Considérons maintenant une fonction de la forme suivante:
F{.r, !/) désignant toujours une fonction rationnelle et m un entier plus grand (|ue 1. Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand z vient en un des sommets de la 'i''*" catégorie de B^ .
Soit fj le nombre des infinis distincts de .l(^); soient z^, z,^, z^
ces iniinis distincts; A^, A.,, J,, les résidus correspondants; soit (f[z)
une fonction rationnelle quelconque de z n'ayant pas d'infini à l'intérieur du cercle fondamental.
On aura identiquement:
Lu jL^ "-i^k + pi
•fi^k + Oi
si les fonctions fuchsiennes n'existent (ju'à l'intérieur du cercle fondamental, et
k = ti ) = 00
(4 bis) j(^) = y y — ^^^^^-li^r^'^k + ''.)'""" + ^\^)
r,Zk + «i
{P{z) étant un polynôme entier en z) si les fonctions fucîhsienni'S existent dans tout le jilan.
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Il l'ii résulte que toute luiiL-tiuii luclisiciiiic peut d'uin' infiuité de manières se mettre sous la forme du ([uotieiit de deux séries telles que (4) ou (4 bis).
§ 11. Hifftoriqne.
Si ou laisse de eôte les foiietions doublement i)ériodi([ues, les ])remiércs fonctions fuchsiennes qui aient été signalées sont les fonctions modidaires. Elles se présentaient poui- ainsi dire d'elles-mêmes dans l'étude des transcendantes elliptiques, et leurs propriétés principales, en particulier celles d'être uniformes et d'admettre une ligne singulière essentielle, ont été remarquées depuis longtemps. D'ailleurs les travaux dont elles ont été l'objet et les résultats remarquables obtenus dans ces derniers temps par MM. Hkhmite, Dkdekim), Flchs et Klein sont trop connus pour que j'aie besoin d'insister.
Mais il est une autre catégorie de fonctions fuchsiennes dont l'existence a été signalée dès 1872. Ce sont celles auxquelles donne naissance l'équation liypergéométrique de Gal'ss; ces fonctions ne sont qu'un cas particulier de celles que nous avons étudiées dans le § 5 et on les obtient quand le polygone B^ considéré dans ce paragraphe est symétrique et se réduit à un quadrilatère.
Dans un mémoire inséré au Tome 75 du Journal de Borchardt, M. ScHWAiîz annonce sans démonstration que ces fonctions sont uniformes et admettent un cercle comme ligne singulière essentielle. C'était du même coup annoncer la discontinuité du groupe correspondant, comme je l'ai déjà fait remarquer dans l'historique du mémoire sur les groupes fuchsiens. Malheiireusement, détourné de ce sujet par d'autres études, M. SciiwAKZ s'est borné aux quelques lignes qu'il avait consacrées à ces transcendantes et n'a pas poussé plus loin ses recherches.
Dans un autre ordre d'idées, M. Schwahz avait obtenu d'autres résultats qui se rapportent indirectement à notre sujet. Dans divers mémoires insérés aux Tomes 70 et 74 du Journal de Borchardt et aux Monatsberichte de l'Académie de Berlin, M. Schwarz a démontré d'une manière rigoureuse le principe dit de Dirichlet et la possibilité de VAbbildtoig du cercle sur une figure plane quelconque et en particulier sur
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un polygone limité par des arcs de cercle. S'il avait connu les conditions de discontinuité des groupes, il aurait pu être conduit ainsi à démontrer l'existence des fonctions fuchsiennes dans le cas particulier où le polygone B^ est symétrique.
J'aurais donc pu me servir de ces résultats, mais j'ai préféré suivre une autre voie:
1" parce que je n'aurais pu démontrer ainsi l'existence des fonctions fuchsiennes dans le cas, où le polygone 7t'^ n'est pas symétrique.
■ 2° parce que les développements en séries dont j'ai fait usage me donnaient non seulement la démonstration de l'existence de la fonction, mais son expression analytique.
Paris 23 Octobre 1882.
A PARIS
§ 1. Sttbutltutions imaginaires.
Dans un mémoire antérieur, j'ai étudié les groupes discontinus formés par les substitutions linéaires à coefficients réels. Dans le présent travail, j'ai l'intention d'exposer quelques résultats relatifs aux groupes de substitutions linéaires à coefficients imaginaires. Ces substitutions se classent naturellement en quatre catégories, comme on va le voir.
Soit:
une substitution quelconque, où je suppose toujours:
ad — ,9j- = I .
Si on a:
(« + rî)= = 4
la substitution peut se mettre sous la forme:
a et A' étant des constantes. On dit alors qu'elli^ est jxndhoJif/iie.
Acta matfii'matica, 3. Imprimé G Août 1883.
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Si on a:
(« + oy- < 4
la substitution peut se mettre sous la forme:
a, h, K étant des constantes.
Si
(a + (ly réel positif et > 4
K est réel positif et la substitution est hyperhoJique.
Si
(et + (ly réel positif et < 4
K est imaginaire ou négatif et a pour module i, la sul^stitution est élUptirpie.
Si enfin (a + Oy est imaginaire ou négatif, K est également imaginaire ou négatif et la substitution est loxodromiqiie.
Une propriété commune à toutes ces substitutions linéaires c'est de transformer les cercles en cercles. Représentons en effet, à l'exemple de M. Hermite, les quantités imaginaires conjuguées de k, p, . . . par la notation
La substitution
peut s'écrire:
L'équation générale d'un cercle s'écrit d'ailleurs
(2) Azz„ + Bz + B^z, + C^o
A et C étant essentiellement réc'ls, et il est clair qu'on retombera sur ce cercle (2) en appli(iuant la substitution (i) au cercle dont voici l'équation:
A(az + ft){u„z, + fi,) + B{az + ft){r„z, + <\) + BJyz + rî)f«„r„ + Â) + (Hyz + n)(y,^z, + J„) - G
ou hii'ii:
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Ecrivons maintenant l'équation (l'u;ic inversion par rapport au cercle (2), c'est à dire de l'opération qui consiste à changer un point (juelcoïKiue .- en son tnmsfornic par i-ayons vecteurs réciproques, en prenant [)our pi')le de la transtbrniatiou le centre du cercle (2) et pour paramètre de la transformation le carré du rayon de ce cercle. Voici cette équation.
Soit / le transformé de z par cette inversion, on aura:
B, si'4^iC-BB,
"^ 2/1 2Az^ + B
Soient C^ et C^ deux cercles quelconques, et appelons I^ et /.^ les inversions opérées respectivement par rapport à ces deux cercles. Si nous faisons subir à uu point quelconque l'inversion I^ puis l'inversion 7,, l'opération résultante que l'on pourra représenter par la notation /j/^, sera une substitution linéaire comme il est aisé de s'en assurer. Cette substitution sera parabolique si les deux cercles C^ et C^ se touchent, eHi[)tique s'ils se coupent et hyperbolique s'ils ne se coupent pas.
Supposons qu'on étudie la résultante non plus de deux, mais de plusieurs inversions successives. Si ces inversions sont en nombre pair, la résultante sera une substitution linéaire; si elles sont en nombre impair, la résultante sera une opération plus complexe ({ui pourra être regardée comme une substitution linéaire suivie d'une inversion. De plus tonte suOditutiun linéaire peut être regardée d'une infinité de manières comme la résultante d'un nombre pair d'inversions.
Le o-roupe obtenu eu combinant de diverses manières les différentes inversions imaginables contient donc toutes les substitutions linéaires.
Posons:
ç et jy seront les coordonnées d'un point représentatif de z dans son plan.
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Considérons niiiintciiiint un point (juclcoiiqiK-, non plus dans le plan ^ri, mais dans l'espace et soient c, r^, C «*^s coordonnées; je supposerai C positif de telle façon que le point considéré soit au dessus du plan des çYj. On a vu que la substitution (i) change un point quelconque f, jy du plan des CJ^ en un autre point de ce même plan. Nous allons étendre la définition de la substitution (i) de façon à ce (ju'on puisse appliquer cette substitution, non seulement à un point du plan çrj, mais à un point quelconque de l'espace. La substitution (i), nous l'avons vu, peut être retrardée comme la résultante d'un certain nombre d'inversions faites successivement par rapport à certains cercles du plan des ^rj que j'ap])elle C'j , C\^,...C'„. Soient 1\, 1'., ,...!'„ les sphères qui ont même centre et même rayon que ces cercles. Considérons l'opération qui consiste à effectuer n inversions successivement par rapport aux sphères 2'j , -.-,,...!'„. Cette opération, si on l'applique à un point du plan des ^rj ne diffère pas de la substitution (i). On pourra donc définir encore ainsi la substitution (i) quand il s'agira de l'appliquer à un point de l'espace situé en dehors du plan des çjy.
^ Une inversion par rapport à l'une des sphères 1\ , 2'^ , . . . 1], transforme les sphères en sphères; elle transforme en lui-même le plan des t)y; elle conserve les angles; elle transforme toute figure infiniment petite en une figure infiniment petite semblable; toutes ces propriétés appartiennent donc à leur résultante, c'est à dire à la substitution (i) généralisée.
Supposons que l'inversion par rapport au cercle C\ par exemple, change un certain cercle K du j^lan des fiy en un autre cercle K^ de ce même plan. Soient S et S^ les sphères qui ont même centre et même rayon que K et K^ ; il est clair c[ue l'inversion par rapport à la sphère 2'^ changera S en S^. Si donc la substitution (i) change le cercle iv en un certain cercle K„, et si S et S„ sont les sphères qui ont même rayon que K et K,,, la substitution (i) généralisée changera S en S„. En effet la substitution (i) équivaut à n inversions opérées respectivement par rapport aux cercles C^, C\,...C'„; ces inversions changent successivement le cercle K en K^ puis en iC^ , . . . puis enfin en K„ . Soit Si la sphère qui a même rayon et même centre que K,. La substitution "(i) généralisée équivaudra à ti inversions opérées respectivement par rapport aux sphères 1\ , 1\, • • • 1], et ces inversions changeront successivement la sphère S en S^, puis en iS'j,...puis enfin en «S,,. ' C. Q. F. D.
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l'oiir ju>tilici- la .Irliiiitioii i.ivcrdoiifc, il iaut flaljlir ce (|ui suit: La substitution (i) peut être regardée (rutie in/iitifé de manières coumie la résultante d'un nouil)re pair d niversioiis cpérées par rapport à divers cercles du plan des.ay. Les cercles C\, C'..,...6'„ ne sont donc pars parfaitement déterminés. Il faut faire voir que la substitution (i) généralisée est cependant une opération parfaitement déterminée. Supposons en effet que la substitution (i) puisse être regardée:
1" d'une part comme lu résultante de n inversions opérées par rapport aux cercles C\ , 6',, . . . 6'„
2" d'autre part comme la résultante de p inversions opérées par rapport à p autres cercles C\, 6"^....C",.
Soit 2"; la sphère (pii a même centre et même rayon que ("..
Soit maintenant un point I> quelconque de l'espace; appli.|uoiis lui
successivement les inversions par raijport aux sjjhéres 1\, 1], 2',,; nous
obtiendrons un certain point (J. Appliquons maintenant' au point I> successivement les inversions par rapport aux .sphères 2'' ,2" ... 1" nous obtiendrons un certain point (/. Appelons ces deux opérations {^, Q), {1*, Q'); elles satisfont toutes deux à la définition de lu substitution (i) généralisée, il faut donc démontrer que les deux points Q et Q' coïncident. Eh bien, nous pouvons faire passer par le point F trois sphères S, S', S", ayant leurs centres dans le plan des çr^ et coupant ce plan suivant trois grands cercles K, K et K".
La substitution (i) changera ces trois grands cercles en trois autres eercles A^ , K\ et K'\ du plan des çyj. Soient S^, S\ iti S'\ les sphères qui ont même centre et même rayon que ces cercles; l'oijération (7^ Q) de même (|ue l'opération (P, Q') change S, S' et S" en S^, S\ et -S"',. Le point C^, de même que le point Q' se trouve donc à l'intersection dès trois sphères S^, S\ et S'\. Donc ces deux points coïncident. Donc la sub.stitution (i) généralisée est une opération [)artaitemeut déterminée.
Il reste à trouver les équations de cette opération. Pour détinir un l>oiiit F de 1 espace, nous emploierons les trois coordonnées suivantes:
z = ç + i7i z^ = =—ir^ ^» = f^ + ^^ + -^ = ^^^ + ^..
C étant supposé positif, ces trois coordonnées suffisent pour définir complètement le point F.
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Soient i)'\ / et z' ^ le,s trois coordonnées du point (} transfornié de P par la substitution (i) généralisée. Exprimons (jue le point P se trouve sur la spli/'re (jui a même centre et même rayon que le cercle (3); j'ai à écrire:
+ ^o(^J;K + ^/^ro + B^rh„ + Coyj + (.(;9,?„ + Bf:l,l + BJ,i + CodJ = o.
Si le point P est sur la splièi'e (pii a même centre et nuMiie rayon que le cercle (3), le point ',> devra se trouver sur la sphère qui a même centre et même rayon cjue le cercle (2) transformé de (3) par la substitution (1), d'où l'équation:
(5) Af^ + Bz + BJ^ + C = o.
Ces deux équations, si on y regarde A, B, B^ et C comme*les inconnues doivent être équivalentes. t)n a donc:
/«Vr»
.«-'«ru
+ zjr„
+ fl'l
+ ^Ao
+ oAo
p'm, + ^M + z„OY^ + oi\
Telles sont les équations de la substitution (i) généralisée.
Passons aux propriétés générales de cette substitution.
Si la sul)stitution (i) est elliptique, elle change en eux-mêmes tous les points du cercle C (jui passe par les deux points doubles, qui a son centre dans le ])lan des çjy au milieu de la droite qui joint ces deux points doubles, et dont le plan est perpendiculaire au plan des Çvj. Elle change également en eux-mêmes une infinité de cercles dont la propriété caractéristi([ue est (jue toutes les sphères qin passent par ces cercles coupent orthogonalement le cercle C précédemment défini. Nous appellerons ce cercle C, cercle double de la substitution elliptique.
Mémoire sur les groupes kloindons. 55
Si lii siilKtitution (i) (st liyi>cH)oli,|ii,., il n'y a (|iic deux points do l'espace qui ne sont pas altérés par la substitution, ce sont les deux points doubles situés dans le plan des çr^. La substitution change en elles-mêmes toutes les circonféreuces et toutes les sphères qui passent par ces deux points.
Si la substitution (i) est parabolique, il n'y a qu'un seul point double inaltéré par cette opération qui change d'ailleurs en elles-mêmes toutes les circonférences et toutes les sphères qui sont tangentes au point double à une certaine droite du plan des ^r.
Supposons enfin que la substitution (i) soit loxodromique; elle n'altérera pas le cercle C qui a pour diamètre la droite qui joint les points doubles et dont le plan est normal au plan des çr^. Mais à l'exception des points doubles, elle altérera tous les points de ce cercle.
En résumé, toute substitution qui n'altère pas un point situé en dehors du plan des çy^ est elliptique.
Nous avons vu plus haut que le substitution (i) généralisée transforme tonte figure infininu-nt petite en une figure infiniment petite semblable. Cherchons le rapport de similitude. Si l'on considère une inversion unique, il est évident que les dimensions homologues de deux figures infiniment petites transformées l'une de l'autre, seront entre elles comme les coordonnées C des centres de gravité de ces figures. Il en sera donc de même quand au lieu d'une inversion unique on envisagera la résultante de plusieurs inversions, c'est à dire la sul)stitution (if généralisée.
Si donc ou appelle r/s, dw ou dv un arc de courl)e infiniment petit, ou une aire plane ou courbe infiniment petite, ou un volume infiniment petit, et si C est la distance de cet arc, de cette aire ou de ce volume au plan des çjy, si on appelle ds', div' ou dv' les transformés de r/.s, dw ou dp par In substitution (i) généralisée et si f est la distance de ds', dw' ou dr' au plan des çvj, on aura:
/5\ ds ^ d^ dw div' dv dv'
Nous dirojis que deux figures sont rom/riienfes lorsqu'elles seront transformées l'une de l'autre par une opération telle que la substitution (i) généralisée.
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Noua nppelloron.^ L fl'un nro, l'intcgriile:
ds
étendue aux diftérents éléments de cet arc. Nous ajux'llcrons 6' d'une aire plane ou courlîe, l'intégrale
dw
étendue aux divers éléments de cette aire et enfin nous appellerons V
d'un solide, l'intégrale
rdv
étendue aux divers éléments de ce solide.
Il résulte des équations (6) que deux ar(;s congruents ont même L, que deux aires congruentcs ■ ont même S et deux solides congruents même V.
Supposons maintenant que l'on enlève aux mots droite et plan leur sio-nification pour appeler droite ou plan toute circonférence on toute sphère qui coupe ortiiogonalement le plan des çjy. Suj)posons aussi qu'enlevant aux mots longueurs, surfaces et volumes leur signification, on appelle ainei ce que nous venons d'appeler L, S et V. Supposons enfui qu'on conserve, aux mots circonférence, sphère et angle leur signification hahituelle. On reconnaîtra alor,s ([n'interprétés de la sorte, tous les théorèmes de la géométrie non-euclidienne de Lobatrchewski, c'est h dii-e de la géométrie qui n'admet pas le postulatum d'EuCLiDE, sont parfaitement exacts. On voit aussi cjuel lien il y a entre la théorie des sul)stitutions linéaires et la aéoi'^étrie non-euclidienne. C'est de ce même lien que M. Klein a fait usage jjour trouver tous les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire.
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§ 2. Groujics (liscoutiinfs.
Je me propose de former les groupes discontinus qui sont dérives d'un nombre fini de substitutions linéaires à coefficients imaginaires. Mais avant d'aller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n'avait pas de raison d'être dans la théorie des groupes fuchsiens, mais qui est "ici d'une importance capitale. Cette distinction a été très nettement établie par M. Klèin^ (Mathematische Annalen, Bd XXI, page 176).
Nous appellerons substitution infinitésimale toute substitution linéaire telle que les modules de a — \, fl, y, d — i soient infiniment petits.
Si un groupe contient une substitution infinitésimale, c'est à dire si l'on peut trouver dans ce groupe des substitutions telles que les c^uatre modules cités plus haut soient plus petits que toute quantité donnée sans être nuls, le groupe est continu.
Mais parmi les groupes qui ne satisfont pas à cette condition, c'est à dire parmi les groupes discontinus, il y a lieu de distinguer deux classes, que nous appellerons les groupes proprement et improprement discontinus.
Un groupe sei-a improprement discontinu dans le "voisinage d'un point z, si dans un domaine D envelo'ppant le point z , on peut trouver une infinité do transformés de ce point par les substitutions du groupe, et cela quelque petit que soit le domaine D.
Le groupe sera pi'oprement discontinu dans le cas contraire.
Si par exemple il s'agit d'un gi-oupe de substitutions appliquées à une (juantité réelle z, on pourra prendre j)Our le domaine 1) le segment de droite compris entre le point z — s et le point z -\- s; s'il s"agit de substitutions appliquées à une quantité imaginaire z ou à un point z du plan, le domaine D sera un cercle ayant pour centre le point z; s'il s'agit d'un point F de l'espace, D sera une sphère ayant F pour centre, etc.
Pour éclaircir ce qui précède par un exemple simple, considérons le groupe formé par les substitutions:
Acta matUemalica. S, Imprimé 21 Août 1883.
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où a, /?, ;-, â sont des entiers réels, tels que 7.0 — /9;- = i. Il est clair que ce groupe ne contient pas de substitution infinitésimale, il est donc discontinu. On voit de plus que si s est réel, on peut choisir a, J9, y, ô de telle façon que
soit aussi petit que l'on veut, sans être nul; tandis que cela est impossible si s est imnginaire. Le groupe est donc improprement discontinu pour z réel et proprement discontinu pour z imaginaire.
Ce qui l'ait que nous n'avons pas eu à faire cette distinction dans le cas des groupes fuchsiens, c'est que tout groupe discontinii formé de substitutions réelles est proprement discontinu toutes les fois que z est imaginaire. C'est ce que je vais démontrer ici; car la démonstration que je veux donner de ce fait permettra de comprendre plus facilement ce qui se rapporte au cas plus général qui nous occupe dans ce mémoire.
Soit G un groupe quelconque formé de substitutions réelles, soit z un point imaginaire quelconque; supposons que dans tout domaine D entourant le point ,* il y ait une infinité de transformés de ce point par des substitutions de G, je dis que ce groupe contiendra des substitutions, infinitésimales.
En effet je dirai qu'une quantité qui dépend d'une variable s est de l'ordre de s si elle s'annule atec cette variable et qu'une substitution est de l'ordre de s si a — i, o — i, fi et y s'annulent avec e. Cela posé:
i" Toute substitution 2' qui change z en -ï + C, C étant une quantité infiniment petite de l'ordre de s, peut être regardée comtne la résultante d'une substitution elliptique 8 qui admet le point z comme point double et d'une substitution hyperbolique s qui est infinitésimale et de l'ordre
de s. Nous écrirons:
E = Ss.
2" Si s et Sj sont deux substitutions de l'ordre de e leur résultante ss^ sera aussi infinitésimale et de l'ordre de z.
3" Si s est une substitution de l'ordre de s et -'? une substitution finie, la résultante de la substitution inverse de ^, de s et de S, résultante que nous écrirons <S~'s«S'(^) sera infinitésimale et de l'ordre de e.
(') Nous désignerons suivant 1 usage par la nolaliou iS ' la substiluliori inverse do
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4" Si S et .Sj sont deux substitutions elliptiques ayant le point 2 pour point double, elles seront permutables, c'est à dire i(iie l'on aura:
(i) SS^=S^S, ,9, =.S'->.s;.s-.
Maintenant [)ar hypothèse nous avons dans le groupe une infinité de substitutions (jui changent z en ^- -f" s", -' + ■T, » • • • ; C, ■T, » • • • étant ' des quantités de l'ordre de s. Soient 1' et 1\ deux ([ueleonques d'entre elles. On aura
2' == Ss, 1\ =. 5, .s,
S et .s'j admettant le point z comme point doul)li', s et s^ étant infinitésimales.
La substitution
fera partie du groupe;' elle ne se réduira pas k la substitution identique (z, z) parce ({u'en général 1' et 1\ n'auront pas même point double. Je dis qu'elle sera infinitésimale. En ett'et elle peut s'écrire:
ou en vertu de la relation (i)
Or en appliquant les principes 2" et 3" de la page 58, on verrait successivement que SsS~\ que s^s~\ que S(s^s~^)S~\ que (.SV,^^'^"^)*^', que 5j(.?SjS~'5' 'sr')i9;"% et enfin que
sont infinitésimales et de l'ordre de s.
Le groupe contient donc une substituti(Mi infinitésimale, il est continu.
Mais si un groupe de substitutions réelles ne peut être improprement discontinu dans le voisinage d'un point „- imaginaire, il peut au contraire être improprement discontinu dans le voisinage d'un point z réel. En effet les groupes fuchsiens de la i'", de la 2' et de la 5°'° femilles,
S, par la notatiBn jS'iS\ la résultante de >S' et de 'S\, par la notation 'S'" la résultante de m substitutions S successives.
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c'est à dire ceux dont les polygones générateurs n'ont pas de côté de la 2° sorte, sont improprement discontinus dans le voisinage de tous les points 2 réels. Au contraire les groupes fuclisiens des autres familles sont proprement discontinus dans le voisinage des points réels qui appartiennent à un côté de la 2" sorte du polygone générateur ou d'un de ses transformés; ils ne sont improprement discontinus que dans le voisinage des points singuliers.
Revenons à l'étude des groupes formés de substitutions imaginaires ou plutôt des substitutions plus générales définies dans le paragraphe précédent.
Je dis qu'un pareil groupe ne peut être improprement discontinu dans le voisinage d'un point P situé en dehors du plan des çiy. Soit en effet un pareil point F situé au dessus du plan des çrj et un domaine D entourant ce point P. Supposons que quelque petit que soit ce domaine I), il contienne une infinité de transformés du point P par les substitutions du groupe; je dis que le groupe sera continu. En effet:
1° Soit 2' une substitution qui change P en P', la distance FP' étant infinitésimale de l'ordre de s\ je dis <|u'on pourra écrire:
1= Ss,
S étant une substitution elliptique dont le cercle double passe ])ar P et s étant une substitution hyperbolique infinitésimale de l'ordre de s. En eff'et la substitution 2''' changera P en P. 11 existera une substitution hyperbolique infinitésimale qui changera F' en P puisque les points P' et P sont infiniment voisins. Je l'appelle 6~' et je pose:
• I-^ = s-'S-' d'où ï=Ss.
La substitution ^S' n'altérera pas le point P; donc d'après les principes du paragraphe précédent, ce sera une substitution elliptique dont le cercle double passe par P. C. Q. F. D.
2" et 3": Les principes 2^ et 3" de la page 58 subsistent ici, cela est évident.
4" Si S et S^ sont deux substitutions elliptiques ayant même cercle double, on aura:
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5" Si .'^j est une substitution flliptiiiue ayant pour cercle double C^j ; si (-" est un cercle orthoixonal au ])lan clos çjy, et rencontrant le cercle C en un point 1' sons un an^lL' inlininient l>ctit, on pourra p<iser:
''^[ étant une substitution elliptique admettant C[ pour cercle doul)le et (T étant une substitution elliptiiiue infinitésimale.
Cela posé, nous avons par hypothèse dans le groupe une infinité de transformations 1', 1\, -j,... qui changent P en des points intininicnt voisins. On aura:
S, S, , . . . seront infinitésimales pendant «{ue .S', .S',, .S"^,... seront des substitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront i)ar P. On aura donc uiie infinité de substitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par P. Il faut de toute uccessité que Ton puisse trouver parmi elles deux substitutions «S' et .S'^ dont les cercles doubles C et C\ se coupent sous un angle nul ou infiniment petit. On pourra alors poser:
(T étant infinitésimale ou se réduisant l\. la substitution identique et <S'J admettant même cercle double C que S de telle fa(;on que Ton ait:
Considérons donc ces deux substitutions «V et 6', et les substitutions correspondantes 1', 1\ . La substitution
fera partie du groupe; je dis qu'elle sera infinitésimale. Eu eflét elle peut s'écrire:
ou bien ou enfin:
. Poincaré.
Or en
vertu
du
principe
T^ = SsS'' i
ser;
T, = <rs^s-\
Enfin »
sera infinitésimale,
Ainsi donc si nous envisageons un groupe discontinu, il sera proprement discontinu pour tout point P situé en dehors du plan des fjy. Il résulte de là que toute la partie de l'espace située au dessus de ce plan sera divisée en une infinité de régions B^, B^, . . . B,, . . . ; qu'à chacune de ces régions correspondi-a une des substitutions du groupe, à la région B^ par exemple la substitution S., et de telle façon que cette substitution .S'; change B^ en B^. C'est tout à fait la même chose que (;e que nous avons observé pour les groupes fuchsiens.
Mais ce que nous nous proposons, c'est d'obtenir des groupes de substitutions iniaginaires projirement discontinus même pour les points du plan des ç^j. Ce sont ceux-là seuls en effet qui peuvent être utiles dans la théorie des fonctions.
Eli bien, rappelons-nous ce que nous avons observé pour les groupes fuchsiens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs imaginaires de ^, de sorte que la partie du plan située au-dessus de l'axe des quantités réelles, se trouve divisée en une infinité de poly.gones B^, B^, . . . B,, . . . . Comment voit-on alors si le groupe reste proprement discontinu pour les valeurs réelles de z? Si le polygone iî^, n'a pas de côté de la 2" sorte, c'est à dire s'il est tout entier au dessus de l'axe des quantités réelles, le groupe est improprement discontinu pour les valeurs réelles de z; il est proprement discontinu, au contraire, si i?„ a un côté de la 2" sorte, c'est à dire si tout un côté de ce polygone appartient à l'axe des quantités réelles.
C'est la même chose ici; si la région B^ définie plus haut est toute entière au dessus du plan des fjy, ou n'a avec ce plan (ju'un point commun ou une ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour les points du plan des çy^; il est proprement discontinu, au contraire, si une portion de la surface de la région B^ appartient à ce plan.
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§ 3. Poïi/goues géïiérateurs.
Considérons un groupe de substitutions inuiginaires proprement discontinu, même pour les points du plan des 67.
Nous dirons que c'est un groupe kleinéen. Un pareil groupe subdivisera une partie du plan des çjy en une infinité de régions R^ , B^ , . . . Ri, . . . , de telle façon qu'cà, chaque région /f, corresponde une substitution S^ du groupe qui change R^ en iZ,. Considérons la région R^ et une autre région quelconque R^ limitrophe de R^; elles seront séparées par une portion du périmètre de R^ qui leur servira de frontière commune et que j'appellerai côté de R^. Maintenant un pareil coté pourra être une courbe fermée ou un arc de courbe limité à deux points qui seront des sommets de 7?,,. Soit (' un quelconcjue des côtés de 7?,,, il y aura toujours un autre côté 6" de 7»„, tel qu'une des substitutions du grou])e change C en 6". Les côtés C et C seront dits conjugués.
La subdivision du plan ou d'une partie du plan en une infinité de régions R peut se faire d'une infinité de manières. (Cf §§ 4 et 9 du Mémoire sur les groupes fuchsiens.) Commençons par donner quelques définitions. La région R^ s'appellera polygone générateur du groupe; je dirai qne deux régions R et R" sont équivalentes par rapport à un groupe G quand on peut passer de l'une à l'autre de la façon suivante: décomposons R en un certain nombre de parties »•[, rô . . . r^. Soit r[' la transformée de r\ par une substitution S- du groupe G. L'ensemble des régions partielles r"i devra former la nouvelle région R". Il est clair que si R^ est un polygone générateur du groupe G, on pourra prendre aussi pour polygone générateur de ce groupe, toute région équivalente à i?g. Supposons en particulier qu'on retranche de R^ une portion C[uelconc|ue P^ de sa surface et qu'on ajoute à R^ la surface P'^ transformée de P„ par une quelconque des substitutions du groupe. On obtient ainsi une région B'^ = R^ + -Pô — -Pq équivalente à J?„, et on pourra par conséquent remplacer le polygone générateur i?„ par le polygone R\.
Nous pouvons profiter de cette circonstance pour simplifier la région R^. En effet, soit (' un côté quelconque de R^ et 6" son conjugué. Si
G4 H. Poincaré.
C est un côté fermé, il en est de même de C; si au contraire C est un côté ouvert ah, C sera aussi un côté ouvert a'h'. Dans le premier cas appelons K un cercle quelconque; dans le second, K sera un arc de cercle limité aux deux sommets a et h du côté C. Soit maintenant K' le transformé de K par celle des substitutions du groupe qui change C en C. Dans le premier cas, K' sera, comme K, un cercle fermé; dans le second cas, K' sera un arc de cercle limité aux deux sommets a' et h' du côté C. Appelons P„ la portion du plan comprise entre K et C; Pô lii portion comprise entre K' et C. F'„ sera la transformée de P^ par une des substitutions du groupe. Nous pourrons donc remplacer la région B^ par B'g = B^ — ■ P^ + Pé- Dans la nouvelle i-égion B'„, les cotés C et C sont remplacés par les côtés À' et IC qui sont des arcs de cercle.
Il est bon de remarquer que la région B^ nest pas ainsi entièrement définie, car le cercle K n'est pas absolument déterminé par les conditions que nous lui avons imposées.
En opérant de même sur chacun des côtés de P^ , on finira par arriver à remplacer B^ par une région analogue dont tous les côtés seront des cercles ou des arcs de cercle.
On peut rencontrer ici la même difficulté que nous avons observée dans le § 4 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Il peut se faire que la région P„ telle que nous l'avons définie ne fasse pas tout entière partie de P„. Dans ces conditions on arriverait à une région P-û conciive, au sens donné à ce mot dans le paragraplie cité; on tournerait la difficulté comme dans ce paragraphe.
Nous pouvons donc toujours supposer que la i-égion B^ est im polygone limité par des cercles et des arcs de cercle; mais il peut se faire que ce polygone ne soit pas simplement connexe, mais présente luie connexion d'un ordre plus élevé.
Reportons-nous en effet au cas des groupes fuchsiens, à ceux de la 3" famille, par exemple. Le polygone P„ tel que nous l'avons défini dans le Mémoire des Acia Mathemafica 1 est sinqdcment connexe et limité par des côtés de la i''"'^ et de la 2" sorte, mais si on adjoint au polygone P„ , le polygone Pô symétrique de K„ par rnppcrt à l'axe des quantités réelles, la région totale B^ + I^a '!'•' '^•''^ l'analogue de la région Pg étudiée ici, sera multiplenient connexe.
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Nous serons conduits, ici comme dans le § 5 du Mémoire sur les groupes fuchsiens, à distribuer en cycles les sommets de R^ , mais comme nous n'avons ici rien d'analogue aux côtés de la 2" sorte, nous n'aurons que des cycles fermés et pas de cycles ouverts. Soit A^ un sommet quelconque do B^; soient A^, A.-^, . . . A,,^^ les sommets (jui appartiennent au même cycle que A^ , écrits dans l'ordre oîi on les rencontre en appliquant la règle du paragraphe cité. Décrivons autour de A^ un contour infiniment petit et supposons ([u'en suivant ce contour. on rencontre successivement les polygones 11^, B^, B^,... B„_^, B„, . . . . Si i<n, le sommet A^ considéré coiï)me appartenant à B^ sera l'homologue de A^; considéré comme appartenant à B„, il sera l'homologue de A^. Il suit de là que la substitution qui change 2?^ en B^ adniet A^ pour point double. Elle peut être d'ailleurs elliptique, parabolique ou hyperbolique, mais non loxodromicjue. Cette quatrième hypothèse doit être rejetée.
En effet soit K = pe'"' le multiplicateur d'une substitution loxodromi(|uc'; soit jj un nombre entier assez grand pour que j;w > 2— Désignons par 1'^ l'ensemble des polygones 7?^, B^,... B„_^; \)'àY 1\ l'ensemble des polygones i?„, J?„+j,... i?2n-u c'est à dire la transformée de 2',, par notre substitution loxodromique; soit ensuite 1\, la transformée de 1\; 2*3 celle de i'^ , etc. 11 est aisé de voir que 1], recouvrira partiellement l'une des régions 2'^, 1\,... 2'^_i, ce cj^ui est absurde puisque le groupe est supposé proprement discontinu.
Reste à examiner les trois premières hypothèses.
Dans le i" cas, nous dirons que le cycle e.st elliptique ('); la somme des angles du cycle devra être une partie aliquote de 2-.
Dans le 2'^ cas, le cycle sera paral)olique.
Tous les angles du cycle seront nuls.
Dans le 3*" cas, nous aurons un cycle hyperbolique, tous les angles du cycle seront encore nuls. Nous verrons dans le paragraphe suivant qu'on peut toujours remplacer le polygone B^ par un autre équiviilc;nt et n'admettant pas de cycle hyperbolique ('^).
(') Les cycles que nous appelons ici elliptiques, paraboliques et hyperboliques sont analogues respectivement aux cycles île la V" catégorlCj de la 3" sous catégorie et de la 4' sous-catégorie du Mémoire sur les groupes fuchsiens.
O Nous avons vu déjà, aux §S 9 et I I du Mémoire sur les groupes fuchsiens et au S 2 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, que tout groupe du 2'' ordre de la 2",
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Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer qu'un cycle donné se compose d'un seul sommet. En effet, reprenons le polygone B^, le sommet A^ de ce polygone et les sommets A^, A^, . . . A,,_i qui appartiennent au même cycle. Considérons aussi le contour infiniment petit que nous avons décrit autour de A^ et les polygones B^, i?^ , . . . que l'on rencontre successivement en suivant ce contour. Soit S, la substitution qui change iî„ en i?,. Décomposons le polygone B^ en n polygones partiels r^, )\ , ?'j,.... >-„_i, de telle façon, que le polygone partiel r, admette le sommet A^ et n'admette aucun des autres sommets A^, A^,... A„_i. Soit maintenant rj le transformé de r^ par S^. Alors rô ne différera pas de r„; l'ensemble des régions partielles »'ô, >'[,••• K-i formera un polygone B'„ qui sera, équivalent à i?„ et qui pourra par conséquent servir de polygone générateur pour notre groupe. Mais 7?ô admet le sommet A^^ , et de telle façon ([ue le cycle dont fait partie A^^ ne se compose que de ce seul sommet.
§ 4. Folyèdres générateurs.
Considérons maintenant la moitié de l'espace située au dessus du jilan des (f;y et la subdivision de cette portion de l'espace en une infinité de régions P^, I\, . . . P, , . . . , telles que la substitution Si de notre groupe change P„ en P^.
Considérons la région P,, et une région quelconque Pj limitroplie de P„ ; elles seront séparées par une portion de la surface de P^ (pie j'appellerai une face de P„ ; je dirai que ce sera une face de la i'" sorte. Si une portion du plan des fjy fait partie de la superficie de P„ , ce sera une face de la 2^ sorte. Ces dénominations sont tout à fait analogues à celles que nous avons employées dans la théorie des groupes fuchsiens.
(le la 4', de la 6'' ou Je la 7'' familles, est identifiuc à un groupe de la 3- ou do la S" familles, ou à un groupe du l" ordre do la 6' ou de la /' familles. En d'autres termes, si le polygone générateur d'un groupe fuchsien admet un cycle de la 4° sous-catégorie, on peut toujours par le procédé du § 9 le remplacer par un autre polygone n'admettant pas de cycle de cotte catégorie. Il eu est de même ici.
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Di'ux fuies liiiiitroplies de 1\ seront séparées [):ir une (trcle. Cette arête sera de la V'"^ sorte si elle sépare deux faces de la i''"' sorte et de la 2" sorte si elle sépare une face de la r^" sorte et une de la 2° sorte. Les faces de la i'" sorte seront conjuguées deux à deux, de telle fa(,'on que chacune de ces faces soit changée en sa conjuguée par l'une des substitutions du groupe. Il résulte de là que deux faces conjuguées sont congruentes.
De même que les faces se répartissent en paires, de même les arêtes se répartissent en cycles à la façon des sommets des polygones générateurs. Soit A^ une arête quelconque de la i*" sorte; voici comment on trouvera les arêtes du même cycle. Soit F^ l'une des faces que sépare l'arête A^ ; Ff) sa conjuguée; les faces F^ et F'^ sont congruentes. Soit A^ celle des arêtes de J^', qui est homologue de A^ ; elle séparera la face F'„ d'une antre face F^ . Nous opérerons sur la face F^ et sur l'arête A^ comme nous avons opéré sur la face F^ et l'arête A^. Nous obtiendrons ainsi une suite de faces F^, F^, F.^, F^,..., et une suite d'arêtes J^ , ^-Ij , ^^ , A.^, . . . et nous nous arrêterons quand nous retomberons sur l'arête A^ . Toutes les arêtes ainsi obtenues feront partie d'un même cycle.
Soient Ag, A^, . . . A„_i ces arêtes que je suppose au nombre de ». Supposons qu'autour de l'arête A^ nous décrivions un contour infiniment petit; en décrivant ce contour on traversera successivement q régions P^, Pj , . . . P^_i. Si loi, l'arête A^ considérée comme appartenant à P; sera l'homologue de A^; considérée comme appartenant à P„, elle sera l'homologue de A^. Ainsi la substitution qui change P„ en P„ n'altère pas A^ . Il suit de la:
i" que - est un nombre entier.
'■ Il
2" que la substitution qui change P^ .en P„ est eHipti([ue et a pour niul-
tiplicateur e^''q.
3" que l'uréte A^ est un cercle symétrique par rapport au plan des cjj.
4" que la somme des dièdres relatifs aux différentes arêtes du cycle est une partie aliquote de 2-.
Ainsi toutes les arêtes de la 1^" sorte sont des circonférences dont le plan est perpendiculaire au plan des çjy et dont le centre est dans ce plan.
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Les extrémités des arêtes s'appelleront des soin mets. Parmi les sommets nous distinguerons:
i" ceux qui sont en dehors du plan des çy^, auxquels aboutissent trois
ou plusieurs arêtes de la i"*^ sorte. 2" ceux qui sont sur le plan des çjy, auxquels aboutiront une ou plusieurs arêtes de la i"'" sorte et deux arêtes de la 2" sorte. 3" Il faut ajouter aussi le^ sommets isolés. Si deux faces sont tangentes entre elles, le point de contact peut être en effet regardé eomnie un sommet et cependant il n'appartient à aucune arête. Il est clair (|ue l'on peut remplacer, comme dans le paragraphe précédent, la région P^ par toute aufre région P^ équivalente. Je dis (j^u'on pourra toujours s'arranger de telle faron que P,', soit un polyèdre limité par des sphères ou par des portions de sphères. Toutes les faces de la i'" sorte seront des sphères ou portions de sphères ayant leur centre dans, le plan des çYj; toutes les arêtes seront des circonférences ou des arcs de cercle. Soit en effet F une face quelconque de la première sorte, F' sa conjuguée; S la substitution qui change F en F'. Plusieurs cas sont possibles:
1° ou bien la face F est limitée par une arête de la 2" sorte et cette arête est une courbe fermée. On appellera alors F^ une demi-sphère quelconque ayant son centre dans le plan des ^rj, et Q^ la région limitée par F et F^ ; la substitution 5" changera alors F^ en une autre demi-sphère F[ et Q^ en Q'^ région limitée par F' et F[. Les régions P^ et P'o = P^ — Q^ + Q'^ seront alors équivalentes. 2" ou bien la face F est limitée par deux arêtes dont une de la i"" sorte et admet deux sommets. On raisonnera de la même façon; on devra seulement s'astreindre à faire passer la sphère F^ par l'arête de la i'" sorte, qui est inic circonférence d'après ce qu'on a \u plus haut.
3" ou bien la face F admet plusieurs arêtes de la i'" sorte situées sur une même sphère I qui a son centre dans le plan des ç:y. Dans ce cas la sphère F^ devra être la sphère 1\ 4" ou bien enfin les différentes arêtes de la i"" sorte de la face F ne sont pas sur une même sphère ayant son centre dans le plan des çîj. Dans ce cas, nous pourrons partager la face 7-' en plusieurs autres f, f. f". Je supposerai [)ar exenq)le (|ue la face partielle /'
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n'est coiitijiïic t|iia lu l'ace /', (|ue /' n'est contigiie qu'il /' et :i /'"; /'" à /'' et à / '", cti'. Je supposerai que la face partielle f est sépaiVîe (le la l'ace /' par une liu,iie a, dont les extrémités sont ^î* ut y'; que la l'ace /'' est S(q)arce de la l'ace /'" par une ligne et" dont les extrémités sont ft" et y", etc. Je supposerai que toutes les arêtes de la i"° sorte contenues dans f et les sommets y9' et y sont sur une même sphère /J ayant son centre dans le plan des qrf, que les arêtes de la i"'" sorte contenues dans f et les sommets /î', y, yî", y" sont sur une même sphère f[ ayant son centre dans le plan des ^tj, etc. et ainsi de suite. On envisagera la portion de f\ limitée par les arêtes de la i'" sorte de /"et par l'intersection de f\ et de f[; la portion de f[ limitée par les arêtes de la i'''" sorte de /' et par les intersections de f[ avec /j et f[', etc. L'ensemble de ces portions de surfaces sphériques formera la nouvelle face F^ sur laquelle on raisonnera comme plus haut.
Dans tous les cas on aura remplacé la région P„ |)ar une autre équivalente, mais où les faces F et F' seront remplacées par les faces F^ et F[ formées de portions de sphères ayant leurs centres dans le plan des çjy. En opérant de même sur toutes les faces de la i'" sorte de la région P^, on remplacera cette région par une autre équivalente dont toutes les faces de la i"" sorte seront formées de pareilles portions de surfaces sphériques.
En résumé nous pourrons toujours supposer que notre région F^ est un polyèdre dont toutes les faces de la i"'' sorte sont des portions de sphères 'ayant leurs centres dans le plan des çrj. Nous l'appellerons polyèdre générateur du groupe- On voit aisément qu'un pareil polyèdre ne peut avoir de sommet isolé en dehors du plan des çr^.
Les faces de la 2" sorte du polyèdre générateur P^ seront des polygones limités par des arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront les traces des faces de la i'" sorte sur le plan des çrj. Ces polygones peuvent être regardés comme les polygones générateurs d'un groupe kleinéen.
Supposons que notre polyèdre P^ ait 11 faces de la 2" sorte FI, FI,... F'ô; le polyèdre homologue P, aura aussi n faces de la 2° sorte F\, F'i,... F". Si l'on excepte certains points ou certaines lignes singulières, tout point du plan des çr^ appartient à l'une des faces F"; de
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l'un des polyèdres P,, et il ne peut d'ailleurs appartenir qu'à l'une d'elles, puisque aueun point de l'espace n'appartient à plus d'un polyèdre Pi.
Le groupe est donc proprement discontinu même pour les points du plan des ^rj, si l'on excepte toujours les points et les lignes singulières dont il a été question plus haut.
Le groupe considéré est donc kleinéen.
Le plan des çjy sera partagé en n régions i2\ R'^, . . . R"; la région iî* se subdivise elle-mèine en une infinité de polygones i''o, FI, FI,... F';,... telles que la substitution Si change F^ en i^f.
Ainsi on peut prendre pour polygone générateur du groupe, l'une quelconque des faces de la 2" sorte du polyèdre générateui-, c'est à dire un polygone ayant pour côtés les cercles qui ont même centre et même rayon que les sphères qui forment les faces de la i'"'^ sorte de ce polyèdre.
La récipi'oque n'est pas vraie. Considérons un groupe kleinéen quelconque, et soit B^ l'un des polygones que l'on peut choisir pour son polygone générateur; construisons les sphères c^ui ont même centre et même rayon que les arcs de cercle qui servent de côtés à ce polygone et envisageons le polyèdre P^ limité par ces sphères. En général ce ne sera pas un polyèdre générateur du groupe. En effet dans un polyèdre générateur deux faces conjuguées doivent être congruentes. Or considérons un côté quelconque bc de R^, les côtés adjacents ah et cd, le côté conjugué h'd, les côtés adjacents a'h' et c'd'. Construisons les sphères S^ , S.^ , S.^, S^, S^, S^ correspondant respectivement à ces six côtés. A chaque côté de i?g correspondra une face de P^ . Au côté bc correspondra la portion de la surface de S^ qui est limitée par l'intersection de cette splière avec S.^ et S^ ; au côté b'c' correspondra la portion de la surface de <S'^ qui est limitée par l'intersection de cette sphère avec S^ et S^ . Ce devraient être là deux faces conjuguées de P^ ; or ces deux faces ne seront pas en général congruentes.
Pour que le polyèdre P^ soit un polyèdre générateur du groupe, il faut et il suffit que ses faces conjuguées soient congruentes, et pour cela, voici quelle est la condition nécessaire et suffisante.
Soit encore h; un c<')té de R^ , ab et cd les côtés adjacents, b'c' le côté conjugué, a'b' et c'd' les côtés adjacents. Prolongeons les cercles dont font partie ces six côtés. Soit b^ le second point d'intersection des cercles ab et bc, et de même c , b'i, cj les intersections respectives de
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bc et de cd\ de a'h' et de h'c'; de h'c' et de c'd'. Le rapport anharmonique des quatre points hch^c^ doit être égal à celui des quatre points h'('h\c[.
Parmi les polygones équivalents à i?„ , qui sont en nombre infini et (pli i)iii\('iit être choisis comme polygones gcnératcui-s, il y en a foujours qui remplissent cette condition, puisque tout groupe kleinéen est pro])rement discontinu pour les. points non situés sur le plan des çrj et admet par conséquent un polyèdre générateur. Nous supposerons toujours cpie le polygone ii',, a été choisi de façon à satisfaire à cette condition.
A chaque côté de i?„ correspondra alors une face de 1\ ; à deux côtés conjugués, correspondront deux faces conjuguées. A chaque sommet de jRg appartenant à un cycle elliptique correspondra une arête de P^ et aux divers sommets d'un même cycle, correspondront les diverses arêtes d'un même cycle; à un sommet de B^ appartenant à un cycle parabolique ou hyperbolique correspondra un sommet isolé de P^ . On voit ainsi (jue les sommets isolés de P^ se répartissent en cycles.
Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer que J?„ et par consécjuent P^ n'admettent pas de cycle hyperbolique. En effet supposons que P|, admette un sommet isolé appartenant h. un cycle hyperbolique, je dis qu'on pourra remplacer ce polyèdre par un autre équivalent n'admettant pas de cycle hyperboliipie. En eft'et, d'après ce qu'on a vu à la fin du paragraphe précédent, on peut toujours supposer que ce cycle hyperbolique se compose d'un seul sommet A.
Le sommet A est un sommet isolé de P^, c'est à dire qu'il est le point de contact de deux faces de la i'" sorte de P^ , tangentes l'une à l'autre, et que j'appellerai F et F'. Ces deux faces sont conjuguées; car si elles ne l'étaient pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir encore d'autres sommets. Une des substitutions du groupe, que j'appelle S, changera F en F', et elle sera hyperbolique, par hypothèse. La face F ne sera limitée par aucune arête, ou bien elle le sera par une sevxle arête, ou bien par plus d'une arête. Je dis d'abord qu'on peut toujours supposer que le troisième cas ne se présentera pas. En effet s'il se présentait, on tracerait sur la face F une demi-circonférence, dont le plan devrait être perpendiculaire au plan des cjy, et qui devrait être assez petite pour être toute entière contenue dans la face F; cela est toujours possible. Cette demi-circonférence partagerait la face P en deux autres F^ et F^\ F^ contiendrait par exemple le sommet A; la face F' congru-
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ente à F se diviserait de même en deux autres F[ et F'^ congruentes respectivement k F^ et k F^. Le sommet A fera alors partie de deux faces jPj et F[ qui ne seront limitées que par vine seule arête.
Supposons donc que la face F admette au plus une arête. Construisons une sphère 0 peu différente de F. Si la face F admet une arête, j'assujettirai la sphère (p à passer par cette arête. La substitution hyperbolique S changera 0 en une autre sphère 0', et l'on aura toujours pu choisir 0 de telle façon que ces deux sphères ne se coupent ni ne se touchent. Il suffit pour cela que la sphère (l> diffère suffisamment peu de F et que, si -4 et 5 sont les deux points doubles de la substitution S, ces deux points soient l'un intérieur, l'autre extérieur à (f>. Soit 2}g la portion de l'espace comprise entre 0 et F, 2>o hi portion comprise entre 0' et F. La substitution S changera p,^ en 2>'o- ^^(^ polyèdre P'^ = P^ — j}^ + i>ô est donc équivalent à P„ ; donc il peut servir de polyèdre générateur. Mais il ne possède plus le sommet hyperbolique A, puisque les sphères 0 et 0' ne se coupent pas.
Nous pouvons donc toujours supposer ([ue notre polygone 7?„ et notre polyèdre P„ ne présentent pas de cycle hyperbolique; c'est ce que nous ferons désormais.
§ 5. Existence dea groupes Ideinéens.
Supposons un polyèdre générateur P„ satisfaisant aux conditions énoncées dans le paragraphe précédent: sets faces conjuguées sont congruentes, ses arêtes de la i''" sorte se répartissent en cycles elliptiques, de telle façon que la somme des dièdres correspondant aux arêtes d'un même cycle soit une partie aliquote de 277. l^e groupe correspondant à- ce polyèdre est entièrement défini. Il reste à démontrer que ce groupe est discontinu, c'est à dire que les polyèdres transformés de P„ remplissent toute la partie de l'espace située au-dessus du plan des Çrj et ne se recouvrent pas mutuellement.
La démonstration est tout à fait la même que dans le cas des groupes fuchsieiis.
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Soit en effet A un point quelconque intérieur k P^, B un point situé au dessus du plan des cjy. «Joignons A h B par un arc de courbe AMB ne coupant pas ce plan. Cet arc sortira du polyèdre P„ par une face de la i'''' sorte, <m pourra construire le polyèdre J\ limitrophe de Pg le long do cette face; l'arc AMB sortira de P, par une certaine face, on construira le polyèdre 7*^ limitrophe de P, le long de cette face, et ainsi de suite.
Voici ce que nous avons à démontrer:
i" Qu'après vm nombre Uni d'opérations on arrive à un polyèdre P„ à l'intérieur duquel se trouve le point B.
2° Que si le point B se confond avec le point A, de telle façon que
l'are AMB se réduise h un contour fermé AMA, le polyèdre P„ se
confond avec P^ .
Le premier point s'établit comme dans la théorie des groupes fuchsiens.
La L do l'arc AMB étant une longueur finie L, je dis que cet arc ne pourra rencontrer qu'un nombre fini de polyèdres P, ou, ce (jui revient au même, un nombre fini de faces F de la i"""'' sorte appartenant à ces polyèdres. En effet, on établit aisément les lemmes suivants.
L On peut trouver lui nombre entier v assez grand pour que r polyèdres P quelconques et v faces F quelconques ne puissent avoir d'autre point commun qu'un sommet parabolique.
II. Si V faces n'ont pas de sommet parabolique commun et n'ont par conséquent aucun point commun, et si un arc de courbe traverse ces V faces, la L de cet arc est supérieure à une certaine limite X.
III. Tout ai'c qui ne rencontre pas le plan des çjy, ne peut traverser qu'un nombre fini de faces F ayant un sommet parabolique commun. (Voir §§ I et 6 du Mémoire sur les groupes fuchsiens.)
Il résulte de là que quand l'arc AMB aura traversé ^- faces F, il
ne pourra plus traverser que des faces ayant un sommet parabolique commun, et en vertu du lemine III, il n'en traversera qu'un nombre fini. Le premier point une fois démontré, le second s'établit sans peine. En effet on voit immédiatement qu'il suffit de le démontrer pour un contour AMA infiniment petit. Or le théorème est évident pour un
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pareil contour, soit qu'il ne tourne pas autour d'une arête de la i*^" sorte, soit même qu'il tourne autour d'une pareille arête, puisque par hypothèse, cette arête fait partie d'un cycle dont la somme des dièdres est une partie aliquote de 2-. ■
Pour les détails de la démonstration, je renverrai au § 6 du Mémoire sur les groupes fuchsiens.
Ainsi les polyèdres P, ne se recouvrent pas mutuellement; si P„ admet une face de la 2^ sorte B^ dont les transformées sont les faces i?,. des polyèdres P^, ces faces B^ ne se recouvrent pas non plus mutuellement. • Ainsi notre polygone générateur et ses transformés ne se recouvrent pas.
C'est ce point que je voulais établir, et, pour y parvenir, j'ai eu recours à un artifice dont je ne pouvais guère me dispenser dans le cas o-énéral; j'ai dû passer du plan à l'espace, et des polygones B aux polyèdres P. Mais si ce détour est nécessaire dans le cas le plus général, on peut s'en affranchir dans un gi-and nombre de cas particuliers; c'est ce que nous verrons plus loin.
§ 6. Classification,
Parmi les groupes kleinéens, il en est qui doivent attirer particulièrement l'attention à cause de leur importance au point de vue des applications. Ce sont ceux dont les groupes fuchsiens sont des cas particuliers, de telle sorte qu'on peut passer d'un pareil groupe kleinéen à un groupe fuchsien en faisant varier d'une façon continue certains paramètres. Ce sei-ont les groupes de la i^" espèce.
Ceux de la 2° espèce seront ceux qui ne jouiront pas de cette propriété.
On peut classer aussi les groupes kleinéens en genres. Nous définirons le genre du polygone générateur iî„ comme dans le § 8 du Mémoire sur les groupes fuchsiens et le genre d'un groupe sera celui de son polygone générateur.
Voici maintenant quelque chose d'analogue à la classification en
familles.
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Nous classerons d'abord les polyèdres générateurs d'après le nombre de leurs faces de la 2° sorte. C'est là en eft'et un point fort important; car si un polyèdre I'^ a ii faces de la 2" sorte, le plan des ^r^ se trouve divisé en n parties et chacmie de ces partiû^ en une infinité de polygones R de telle façon (ju à chaque substitution du groupe corresponde un polygone R et un seul.
Nous classerons ensuite les polyèdres qui admettent un même nombre de faces de la 2" sorte en familles, selon qu'ils admettent ou n'admettent pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques.
Donnons le détail de cette classification pour les groupes les plus importants qui sont ceux de la 1"^° espèce, en conservant aux familles les mêmes numéros que dans la théorie des groupes fuchsiens.
i" Polyèdres admettant 2 faces de la 2^ sorte. I*" famille. Admettent des cycles elliptiques. 2" famille. Admettent des cycles paraboliques. 6' famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques.
2" Polyèdres admettant i face de la 2" sorte. 3" famille. Polyèdres dont toutes les faces de la i"^^" sorte sont des demi-sphères complètes, ne se coupant ni ne se touchant mutuellement et qui n'admettent ni cycle elliptique, ni cycle parabolique.
4° famille. Admettent des cycles paraboliques. 5^ famille. Admettent des cycles elliptiques. ■j" famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques.
§ 7. Troisième famille.
Voici quel est le mode de génération des groupes de la 3" famille.
Considérons 2w cercles qui ne se coupent ni ne se touchent; je supposerai, pour fixer les idées, que ces 2« cercles soient tous extérieurs les uns aux autres. Le polygone R^ sera la portion du plan qui est extérieure à la fois à tous ces cercles. J'appelle ces cercles- C^, C^,...C„; C\, C".,,... C'„. Je suppose que les cercles C^ et C[ soient conjuguées.
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Soit Si une substitution qui cliange C^ en C[ et de telle façon que l'extérieur de C, se cliange dans Tintérieur de C". 8^ est alors une substitution hyperbolique ou loxodromique dont un point double est intérieur à Cj et l'autre à C".
Le groupe dérivé des substitutions S^ est alors un groupe kleiiiéen de la 3""= famille.
Pour démontrer que ce groupe est discontinu, il n'est pas nécessaire d'avoir recours à la marche détournée du § 5. En effet, construisons le polygone B^ limitrophe de B^ le long de C-, c'est à dire le transformé de E„ par la sulistitution 6",; il sera tout entier à l'intérieur de 6". L'ensemble des polygones B^ et B^ se compose alors de la partie du plan extérieure à la fois à 4W — 2 cercles (extérieurs les uns aux autres) qui servent de côtés à ces deux polygones. Soit C\ l'un de ces cercles; si l'on veut construire le polygone J?^ limitrophe de B^ ou de jR^ le long de C^, ce polygone sera tout entier intérieur à C'^. et ainsi de suite. On voit aisément en continuant de la sorte que les polygones ainsi construits ne peuvent se recouvrir mutuellement, et par conséquent que le groupe est discontinu.
Quelles sont maintenant les conditions imposées aux substitutions Si? Ces n substitutions doivent être telles que l'on puisse trouver n cercles Cj, C^,... C„, de telle façon que ces 11 cercles et leurs transfoi-més respectifs C\, C"„,... C", soient tous extérieurs les uns aux autres. Ce ne sont là que des conditions d'inégalité; ainsi le groupe dérivé de n substitutions est discontinu, pourvu que les coefficients de ces substitutions satisfassent à certaines inégalités.
Parmi les groupes de la 3"" famille il en est qui méritent une mention particulière. On peut supposer que le polygone B^ est symétrique par rapport à un certain cercle C„_,_,, de telle façon que les cercles conjuguées C\ et 6',' soient symétriques l'un de l'autre, et que toutes les substitutions du groupe puissent s'obtenir en combinant les inversions par rapport aux cercles C\, C\,... C'„, 6'„^i. Nous dirons alors que le groupe est symétrique.
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§ 8. Deuxième Famille.
Figl
Supposons que 2« cercles C\, C^, . . . C„, soient situés do telle sorte i" qu'ils soient tous extérieurs les uns aux autres; 2" que le cercle C, touche extérieurement les cercles C,_i et Cj+i ; 3" que le cercle C,,, touche extérieurement les cercles C^„_-^ et C, . x^ppelons A^ le point de contact des cercles C,_, et C, et A^ le point de contact des cercles C„ et C, . Le plan se trouve divisé en trois parties: i" le polygone H^ extérieur à chacun des cercles C et intérieur à la figure formée par l'ensemble de ces cercles; ce sera notre polygone générateur; 2" le polygone i?ô extérieur à la fois à tous ces cercles et à la figure formée par leur ensemble; 3° enfin l'intérieur des divers cercles C.
Si nous formons le polyèdre générateur P^ , ce polyèdre présentera 2n faces de la i"' sorte formées par les surfaces des sphères qui ont même centre et même rayon que les cercles C; 2 faces de la 2" sorte qui seront les polygones B^ et R'^ et 2« sommets isolés A^ , A.^ , . . . A.,,,. Je supposerai que les faces C^ et C2„+i_, sont conjuguées et que le polyèdre admet n + i cycles paraboliques, formés respectivement des sommets A^; A.^ et A^^; ...Ai et A„+,_,; ...\ A„ et A„+./, A,,^^. Cela suppose que nous avons entre les sommets A la relation:
Ici, comme dans le paragraphe précédent, la discontinuité du groupe peut se démontrer directement, sans qu'il soit besoin de recourir à l'artifice du § 5. On voit que le plan se décompose en deux domaines D et D'; le premier est recouvert par le polygone 7?^ et ses transformés, le second par le polygone R'^ et ses transformés. Ces deux domaines sont séparés par une ligne i, si l'on peut appeler cela une ligne.
Supposons que Ton ait construit un certain nombre de polygones iîj , i?j , . . . i?„ et les polygones correspondants R'^, R[, . . . R'„. On sera certain: i" que tout point faisant partie de Tun des polygones R appar-
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tiendra, au domaine D; 2' que tout point faisant partie de l'un des polygones H' appartiendra au domaine D'; 3" que tout sommet de l'un des polygones H appartient à la ligne L.
Les sommets de divers polygones H forment cme uiiendliche Funktmenge{^) P et pour obtenir la ligne L, il faut ajouter à cette Panktmenge son erste Ableifung F'. On voit que la ligne L est einc perfecte und zusammenlmngende Punktmenge. C'est dans ce sens que c'est une ligne. ÏMais nous allons voir qu'elle ne jouit pas de toutes les propriétés que nous sommes hal:)itués à attribuer aux lignes.
Cherchons d'abord si cette ligne possède une tangente. A ce point de vue nous devons distinguer les points de la Pimliinenge P et ceux qui appartiennent à son AUeitiing F' sans appartenir à F. Envisageons d'abord wn point de P; je dis qu'en ce point il y aura une tangente. D'abord nous pouvons supposer que ce point est lui sommet de i?„ , car rien ne distingue 7?„ des autres polygones E^; nous pouvons supposer que ce point est précisément A^, car ce qui distingue A^ des autres sommets de F^ , c'est que le cycle dont fait partie A^ ne contient pas d'autre sommet; or nous avons vu à la fin du § 3 que l'on peut toujours supposer qu'un cycle donné ne se compose que d"un seul sommet. Le groupe envisagé contiendra alors une certaine substitution parabolique S qui aura A^ pour point double. Soit
\/ — A^ Z — -rt,
cette substitution. Soit 1^ un point tel que:
arg- (A" — A^ = — arg // .
Joignons A^'N , je dis que A^N sera tangente à notre ligne X. Voici ce que j'entends par là. Supposons que /> et co soient les coordonnées polaires d'un point de L en prenant A^ pour pôle et ^^iV pour axe polaire; je dis que ({uand p tendra vers o, m tendra vers o, de telle façon que ^jiV sera la limite d'une sécante A^F^ de la ligne X, lors(pie le point F^ se rapprochera indéfiniment de A^ .
Pour démontrer cela, je vais construire deux cercles K et K' se
( ) Pour le sens précis des diverses expressions allemandes que je vais employer, voir Cantor: Grwidlagen eiver Mann ich f ait ifjkeilslehre. Leipzig, Teubner 1883. Voir aussi la traduction fVançaiso de ee mémoire: Avla ina/liciiiaticn. 2. pag. 381 — 408.
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touchant extérieurement en A^ et tangents tous deux à A^N. Je choisirai le cercle K de telle façon (ju'il coupe les côtés A^J^ et A^A„„ du polygone M^ et ne coupe aucun autre côté de ce polygone. De même le cercle K' devra couper les C(')tés A^A.^ et A^A.2„ du polygone Bl, et ne couper aucun autre côté de ce polygone. Soit r^ la partie de B^ qui est intérieure h K et rô la partie de B'^ qui est intérieure à K'. Il est clair que les transformés successifs de r^ par les puissances positives et négatives de la substitution S rempliront tout ce cercle K, de sorte que ce cercle fait tout entier partie du domaine D. De même le cercle K' fera tout entier partie du domaine D'. Il en résulte que la ligne L est tout entière dans la portion du plan extérieure à la fois aux deux cercles K et K'. Cela suffit pour démontrer le théorème énoncé.
Toutefois la ligne A^K ne jouit pas des mêmes propriétés que les tangentes aux lignes ordinaires. On voit aisément en effet, que si l'on joint par une droite BC deux points B et C de la PiiuMmenge P, et que l'on fasse tendre B et C simultanément vers le point A^ , la limite de la droite BC n'est pas en général la tangente A^N. Considérons en effet deux points B^ et C\ de la Punldmenge P, choisis de telle sorte que le cercle A^B^^C^ ne soit pas tangent à A^N. Considérons les transformés successifs B^C^, B^C^,..., B„C„ de B^C^ par les puissances positives de S. Quand H croîtra indéfiniment B„ et C'„ se rapprocheront de A^ et l'angle de B,fi„ avec A^N tendra vers une limite finie. De plus j'ai tout lieu de croire qu'il n'y a pas de tangente aux points de L qui ne font pas partie de P.
Je dis maintenant que la ligne L n'a pas de cercle osculateur. Je dis que si on mène un cercle k tangent en A^ h la droite A^N et passant par un point B^ de L, ce cercle ne tendra pas vers une limite déterminée lorsque le point B^ se rapprochera du point A^. Menons en effet deux cercles l' et k" tangents tous deux en A^^ à la droite ^ iV" et passant respectivement par deux points 7?ô et 7?ô' de la ligne L. Soient B'i, B'i, . . . , B'„ les transformés successifs de 5; par les puissances de 8. Ils seront tous sur k' et deviendront infiniment rapprochés de A^ quand n deviendra infini.
Donc si le cercle osculateur existait ce devrait être le cercle k'. Mais ce devrait être en même temps le cercle k". Donc le cercle osculateur n'existe pas.
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J'en ai dit assez, je pense, pour faire comprendre à quel point la ligne L diffère d'une ligne analj'tlque.
§ \). Gi'oiipes symétriques.
Considérons un polygone /7„ limité par n + i arcs de cercle A^A^, A^A^,..., A,_,A,„ A,A„^„ ^,,+1^1 se coupant en n+i points A^, A , . . . , ^,,+1 qui sont les sommets de ce polygone. Construisons les polygones IJ symétriques de f/^ par rapport à ses divers côtés, puis les polygones symétriques des » + i polygones U par rapport à leurs divers côtés et ainsi de suite. Si les divers polygones ainsi construits ne se recouvrent pas mutuellement, on aura un groupe kleinéen.
Soit U'o le polygone symétrique de //„ par i-apport au côté ^4„+i J/, le polygone /7„ + 77^ = i?„ sera le polygone générateur du groupe; il admettra 2m côtés, à savoir les n côtés A^A^, A.^A.^,..., A„_-^A„ de fj^ et les côtés symétriques de 17'^. Deux côtés symétriques seront d'ailleurs conjugués.
La première condition évidemment nécessaire pour que le groupe soit discontinu, c'est que tous les angles A^, A^,..., A„, A„+-^ du polygone /7„ soient nuls ou soient des parties aliquotes de -; ils sont donc tous droits ou aigus.
Supposons cette condition remplie et construisons le polyèdre P^ générateur du groupi". Pour cela construisons les sphères 2'j , ^'^ ,... , 2'„^i qui ont même centre et même rayon que les arcs de qq.vc\q A^A^, A^A^, ..., A,^J^■^A.^. Ces sphères limiteront un certain polyèdre K^. On construira ensuite le polyèdre K'^ symétrique de K^ par rapport à la sphère 2',_^i. Le polyèdre P^ = K^ + À'ô sera alors le polyèdre générateur du groupe.
Les sphères 2',,+, et 2j se couperont suivant une circonférence C^ qui conpera le plan des çjj en deux points J, et />, dont le premier est un sommet de //„ . De même les sphères 2i_i et 2', se couperont suivant une circonférence C, qui coupera le plan dos çjy en deux points Ai et Z?, dont le premier est un sommet de 7/^ .
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Cela i>ostS on peut faire diverses hj-pothèses. i" On peut supposer que les sphères 2' n'ont pas d'autre intersection que les en-conférences C^, C^,... C\,^,. C'est ce qui arrive par exemple dans le cas de la figure 2. Dans ce cas le polyèdre K^ admet deux faces de la 2<^ sorte //o et /l^. La face .!„ est formée dans le cas de la figure 2 de la portion du plan extérieure au contour polygonal curviligne B^B.^B.^ ... iy„^,. Le polyèdre K^ admet en outre n + i faces de la i^--^ sorte qui sont les portions, des sphères 2' , 2' , . . . , 2' limitées respectivement par les circonférences C,^ et (7, , C\ et C3 , . . . C'„^, et C; , et ^^ + i arêtes de la r''^ sorte qui sont ces circonférences elles-mêmes. Le polyèdre P„ = ^^ + A'J admet de même 2 faces de la 2^ sorte, 2,1 faces de la r" sorte et 2» arêtes de la
Les conditions de discontinuité du groupe sont remplies et nous avons un groupe kleinéen. De plus il est de la i"^ espèce, car on peut en déformant d'une manière continue le polygone //„ i^asser au cas où les côtés de ce polygone sont orthogonaux à une circonférence, c'est à dire au cas des groupes fuchsiens. Le plan est divisé en deux domaines D et D', le premier rempli par le polygone R^ et ses transformes, le second par le polygone .!„ et ses transformés. On pourrait supposer aussi que les sphères 2' admettent d'autres intersections que les circonférences C; , C; , ... . 6',,^, , qu'elles se coupent . par exemple suivant d'autres circonférences l-^, A",,... A^; mais que ces circonférences restent tout entières extérieures au polyèdre K^, dQ telle façon qu'elles ne soient pas des arêtes de ce polyèdre.' Mais il est aisé de voir que cette supposition est incompatible avec l'hypothèse que nous avons faite que les angles de /7„ sont tous droits ou aigus.
On peut supposer que le polyèdre K^ admet comme arêtes, outre les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences A- et que les angles dièdres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de 7:. II est clair alors que le groupe nest pas discontinu.
Acta malhemalica. 3. Imprimé 24 Août 1SS3.
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4" Il peut arriver enfin que le polyèdre K^ admette comme arêtes, outre les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences h et que les dièdres correspondants soient des parties aliquotes de tt. Dans ce cas le groupe est discontinu, mais on ne peut passer au cas des groupes fuchsiens en déformant le polygone /7„. Le groupe est donc de la 2" espèce.
Prenons comme exemple le cas de la figure 3. Le polygone n„ est
un quadrilatère A^A.JA.^A^ dont deux côtés opposés A^A^ et ^^2^3 sont des lignes droites qui prolongées vont se couper en F. Je suppose de plus que les angles A^ , A.^ , A^ , A^ et F sont des parties aliquotes de tu. Le polyèdre K„ n'admet alors que des dièdres égaux à des parties aliquotes de -. Il a trois faces de la 2" sorte, fJ^/M^ et T„; il a quatre faces de la i"" sorte faisant partie respectivement des sphères A^A.-^ et A^A^ et des plans A^A^ et A.^A.^. Le groupe G considéré est donc discontinu.
Si l'on prend le polyèdre K^ symétrique de K^ par rapport à la droite A A, , lensemble de ces polyèdres sera P^ et aura pour faces de la 2^ sorte" //, + //;, iV/„ + i»f; et T„ + T'„ en appelant //;, i¥; et J„' les polygones symétriques de H^, ilf„ et T^. Le plan des c^y va se trouver divisé en trois domaines I), B' et D" recouverts respectivement -par les transformés de //„ -f //,;, par ceux de M^ -+- il/; et par ceux de T„ -f T^.
Etudions d'abord le domaine D'. Supposons qu'on construise les triangles symétriques de M^ par rapport à ses trois côtés, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés et ainsi de suite. Tous les triangles ainsi construits recouvriront un certain cercle H qui a pour centre F et qui coupe orthogonalement le cercle A^A^B^B^. Ce cercle H sera donc une partie du domaine D', mais une partie seule-
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ment. En effet, le cercle H est recouvert par les transformés de M^ -\- M'^ par certaines substitutions du groupe G. Ces substitutions s'obtiennent en combinant de toutes les manières possibles les trois inversions par rapport aux cercles FB^, 'FB^ et B^B^, de telle façon que le nombre total des substitutions combinées soit pair. Ces substitutions forment un groupe (/ qui est fuchsien et qui est lui sous-groupe du groupe kleinéen G. Pour avoir les autres transformés du quadrilatère il/„ + ^K ^^ V^^ conséquent les autres parties du domaine D', il faut prendre les symétriques du cercle H par rapport au cercle A^Â^ et à ses transformés. On obtient ainsi une infinité de cercles H^, H^,... dont l'ensemble constitue le domaine D'. Ce domaine n'est donc pas d'une seule pièce.
Il en est de même de D". En effet on démontrerait de même qu'en construisant les triangles symétriques de T^ par rapport aux trois côtés de ce triangle, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés, et ainsi de suite, on obtient tous les transformés de Tp -f Tp par les substitutions d'un sous-groupe fuchsien ^j du groupe kleinéen G. Ces transformés recouvrent la portion du plan extérieure à un certain cercle J et cette portion du plan ainsi que l'intérieur des divers cercles J^, J^,... symétriques de J par rapport au cercle A^A^ et à ses transformés, constituent le domaine I)".
Au contraire le domaine D est d'une seule pièce. Si en effet nous construisons les polygones symétriques de 77^ par rapport aux côtés de ce quadrilatère, puis les polygones symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés, et ainsi de suite, nous obtenons évidemment tous les transformés de /7„ -f /7„ et par conséquent tout le domaine B. Mais lia figure ainsi formée par ces polygones que l'on construit successivement à côté les uns des autres est d'une seule pièce. Il en est donc de même de D.
Ce domaine I) est d'ailleurs limité par les circonférences H, H^ , H^, . . . , J, J, , J^ , . . . ; il n'est donc pas simplement connexe. Cette circonstance aurait rendu presque impossible la démonstration directe de la discontinuité du groupe et nécessitait l'emploi de l'artifice dont nous avons fait usage.
L'existence de ces domaines limités par un nombre infini de cercles a été signalée pour la première fois par M. Klein.,
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§ 10. Premièi'e famille.
Dans le § 1 1 du Mémoire sur les groupes fuclisiens, nous_ avons envisagé (page 56) un hexagone ABCDEF, dont les côtés AB et CB, CB et BE, EF et FA sont conjugués et dont les angles B, B, F et A -{- C -\- E sont des parties aliquotes de 2^-. Déformons cet hexagone de façon que ses angles continuent à satisfaire à cette condition, mais que ses côtés ne soient plus orthogonaux à un même cercle fondamental et cherchons à quelle condition il restera le polygone générateur d'un groupe kleinéen.
Considérons donc le groupe engendré par notre hexagone déformé ABCBEF. Il sera évidemment dérivé de trois substitutions elliptiques aS'j , S^ et ^'3 qui ont respectivement pour points doubles B et B', B et B', F et F' et pour multiplicateurs e''^ e'", e'*", /9, o et f désignant les angles B, B et F.
S^ change BA en BC S', » DG en DE S, » FE en FA.
La combinaison
est aussi une substitution elliptique qui a pour points doubles A et A' et pour multiplicateur e~'"', a. désignant l'angle A -{- C -}- E. Les combinaisons
■8,8^8^ = S, et 8,8,8, = 8,
ont aussi pour multiplicateurs e"'" et elles ont respectivement pour points doubles C et C, E et E'.
Voyons maintenant quelles relations doivent avoir lieu entre ces points doubles et ces multiplicateurs.
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Soient z^ lu transformé de z par S^, z.^ celui <le z^ par S^, z.^ celui de „-._, par S.^; z^ sera par consé<iuent le transformé de z par S^ et nous
aurons les relations:
En différentiant les relations (i), on trouve:
t^^i ^ .-,9 àz ch^ _ _,^} dz
{z,~Br ' (2--B')^' {z^-By--" {z-Bf
(2. — ^r ■ iz, - uy- ' (z, - Dy " (2. - Df
(^3-^-^ {z,-Fr (z.-Fy-' {z, - F)= = c ■; ttt: ' -^ ^-ttt: = e
{z,-Ar iz-A'y' (z,~Ay-' (T^lp'
Parmi les relations (2) envisageons les trois premières de la seconde colonne et la dernière de la première colonne et faison y, z = A d'où ^"1 = C, z.^ = E, Z.J = A; il viendra en combinant les relations ainsi obtenues de manière à éliminer dz, dz^, dz , dz. :
iA-By\c-Dy(E-Fy _ ^,„_^_,_,,
(C — By{E — Dy(A — F)
ou:
^ . {A-BXG-D)(E-F). ,.a-^-..-,
{B~G)(D~EXF—A)~ -^ ' ■
Une discussion facile montre que c'est le signe ^ qui convient.
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Dans le cas oii les quatre angles a, ^?, d et f sont nuls, c'est à dire dans le cas où la groupe se réduit à la 2" famille la relation (3) devient:
— {A — B){G~ DXE ~F) = {B~ C){D — E){F — A).
Supposons donc qu'on se donne, outre les angles a, y9, d, f, six points doubles A, B, C, D, E, F de façon à satisfaire cà la relation (3). Les trois points doubles B', D' et F' sont alors déterminés par les équations:
et les trois points doubles A', C" et E' par lus relations:
Il n'ai-rivera pas en général que les quatre points A, B, A', B' seront sur un même cercle. Il en sera de même des points B, B', C et 6"; C, C, D et D' etc. Il résulte de là que si nous construisons le polyèdre P^ générateur du groupe, la face de la 2° sorte de ce polyèdre ne sera pas en général l'hexagone ABCDEF, mais un dodécagone, ainsi qu'on va le voir:
Voici en effet comment on peut construire le polyèdre P^ .
Considérons 6 cercles K^, K^, . . . K^ passant respectivement par A et A', par B et B', par C et C", par B et D', par E et E', par F et F. Les deux premiers se couperont en H^ et H[, les deux suivants en H^ et H'i, les deux derniers en H^ et i/^. Soient maintenant K[ et K'.^ les transformes de K^ et K^ par ^S'^; ils passeront, le premier par C et C, le second par B et B' et ils se couperont en J^ et J[.
Soient de même K'^ et K[ les transformés de K^ et de K^ par S.^; K'i et K'^ les transformés de if^ et de K^ par S.^. Ces quatre cercles passeront respectivement par E et E', par D et B', ])ar A et A', par F et F' et ils se couperont les deux premiers en J, et J!,, les deux derniers en Jg et J^.
Je suppose que ces différents cercles n'aient pas d'autre point d'intersection que ceux que je viens d'énumércr et que la position relative de ces divers cercles et points soit celle qui est indiquée par la iigure 4.
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Dans ce cas construisons les sphères l\ et 2',' qui ont même centre et mCmo rayon que les cercles K^ et K-. Puis envisageons le polyèdre P„ lornie par la portion du plan extérieure à ces douze sphères. Ce po-
lyèdre aura deux faces de la 2" sorte, R^ et R'^ qui seront respectivement les portions du plan intérieure et extérieure à l'anneau formé par les douze cercles K^ et K'.; il aura douze faces de la i'" sorte formées par des portions des sphères v et 2^; ces douze faces seront conjuguées deux à deux de telle façon que la face 2- soit conjuguée de 2]. Le polyèdre P(, admettra douze arêtes de la première sorte formées par les intersections deux à deux des sphères ±] et 2'; ces arêtes se répartiront en 7 cycles ainsi que l'indique le tableau suivant.
Somme des tlièdres du cycle
Aux quatre premiers cycles correspondent les substitutions elliptiques Si, S^, S^ et S.^ ; aux trois derniers la substitution identique. Si donc
NumOro du
cycle
Arêtes faisant partie du c
ce et
JJ
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les cercles À'; et A',' sont clans la situation relative indiquée par la figure 4, le groupe considéré, dont le polyèdre générateur sera P^, sera discontinu.
Notre groupe sera donc kleinéen, pourvu que les points doubles A, B, C, JD, E, F satisfassent non-seulement à la relation (3) mais à des inégalités exprimant que les douze cercles A' et /v"' sont dans la situation relative indiquée par la figure 4.
Le plan se trouve partagé en deux d(jmaines limités par une ligne L. Yoici comment on peut trouver la ofénération de la liii'ne L: on considère Fensemble des points doubles de toutes les substitutions hyperboliques ou loxodromiques du groupe. Ces points doubles forment une Punktme)u/e P; si on y adjoint son ersfe AUeittDiu P', on aura la ligne L.
§ 11. Fonctions Meinéennes.
Soit G un groupe kleinéen quelconque et soient
les diverses substitutions de ce groupe. Formons comme dans la théorie des fonctions fuclisiennes la série suivante:
l'algorithme H{z) représentant une fonction rationnelle de z dont aucun infini ne se confond avec un point singidier du groupe, et m désignant un entier plus grand que i.
Cette série est convergente. Dans le § i du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, nous avons donné deux démonstrations de la convergence de cette série. La première de ces démonstrations subsiste dans le cas qui nous occupe; il n'en serait pas de même de la seconde.
A tout groupe kleinéen correspondent donc une infinité de fonctions thétakleinéennes 9{z) et de fonctions kleinéennes F{z) jouissant des propriétés
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Vr-z + "./
Ces fonctions jouissent des mêmes propriétés que les fonctions fuchsiennes et thétafiiclisiennes. Par conséquent toutes les fonctions kleinéennes s'expriment rationnellement à l'aide de deux d'entre elles, r et ij, entre lesquelles il y a une relation algébrique
dont le genre est égal à celui du groupe G. Quand ce genre est nul,
toutes les fonctions kleinéennes s'expriment rationnellement à Taide de
Tune d'entre elles que j'appelle r.
Si je pose:
Idz
. fd,
d.v t\ et v^ sont deux intégrales de l'équation linéaire:
qui se réduit à
dans le cas où le genre est nul (Cf § 4 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes); dans ces équations ç- désigne uue fonction rationnelle.
Examinons quelques cas particuliers, et d'abord reprenons l'équation (3') des paragraphes 5 et 7 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes:
où
Acfa mathfmalica. 3. Imprimé 8 Septembre 1883. \<}
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Le polynôme P{x) est de degré 211 — 2 et je suppose qu'il satisfait aux V -\- I conditions suivantes
coefficient de x'"^^ dans P{.v) = — I z- — |-
Les nombres p^, fi^,..- [i„+i sont des entiers positifs qui peuvent devenir infinis.
Nous avons vu que si le- polynôme P{x) (outre les n + i conditions (4) qui sont complexes et qui par conséquent équivalent à 211 -\- 2 conditions réelles) satisfait à 2n — 4 autres conditions réelles et transcendantes, la variable x est une fonction fuchsienne du rapport des intégrales.
Il résulte de la théorie précédente que si le polynôme P{x) satisfait non seulement aux conditions (4), mais à certaines biégalités, la variable x sera une fonction kleinéenne du rapport des intégrales. Supposons en effet les conditions (4) remplies; appelons z le rapport des intégrales de l'équation (3); quand x reviendra à sa valeur initiale, après avoir décrit
un contour fermé C,, z se changera en . \' et les substitutions
V'ri^ + ô,]
formeront un groupe G.
Si ce groupe est kleinéen, x sera une fonction kleinéenne de s. Or ce groupe G, comme on lo voit aisément est dérivé de n substitutions elliptiques ou paraboliques S^, S^,... <S'„, ayant respectivement pour multiplicateurs
2^ iirz iiit 2ijz
La combinaison
sera aussi une substitution elliptique ou parabolique ([ui aura pour multiplicateur:
Or nous avons vu au paragraphe précédent qu'il suffit de certaines
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illégalités iinpo-îées aux coefficients crun pareil groupe (r [)our (pTil soit discontinu. Il suffira donc aussi d'imposer certaines inégalités aux coefficients de 7'(.') pour que x soit fonction uniforme de z.
Reprenons de nièinc l'équation (3) du paragraphe 6 du Mémoire sur les fonctions fuchsicnnes
j^ = f(-«, II)". vi*-'. y) = o-
J'appelle «,, A, les points analytinues différents de c,, d^ et pour lesquels la fonction ç devient infinie. Je suppose que la fonction (p satisfasse aux conditions suivantes:
lim {>j — (Z,V-' y~\ (f{.>:, y) = —- (pour .c = c,-, y = dt)
I — '?• lim(j; — «,)f(.«, y) =■■ ;t^^ (pour.t = a., y = 6,).
4yîr
Les nombres y?, sont encore ici des entiers positifs qui peuvent devenir infinis.
Nous avons vu que si la fonction e satisfait en outre à certaines conditions transcendantes, x est fonction fuchsienne du rapport z des variables. De même si cette fonction ç satisfait non seulement aux équations (5) mais à cei'taines inégalités, x sera fonction kleinéennc de ~". La démonstratioii serait tout à fait analogue à celle qui précède.
Ainsi pour que dans l'équation (3) x- exprimé en fonction de z soit une fonction kleinéenne de la 1'"', de la 2", ou de la 6^ familles, il suffit de certaines égalités algébriques et de certaines inégalités. Nous n'avons pas à nous imposer d'égalité transcendante. Il n'en est pas de même pour les fonctions des autres familles. Si nous voulons par exemple que dans l'équation (3) x soit fonction kleinéenne de la 3'"'' famille du rapport z des intégrales, il faudra nous imposer certaines égalités transcendantes.
Reprenons en effet l'équation (3) du paragraphe 8 du ^lémoirc sur les fonctions fuchsiennes
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eu supposant que la fonction (f satisfait aux conditions énoncées à la page 278 de ce paragraphe (lignes 30 et suivantes). Soit n le genre de la relation ^'1 = o; le groupe kleinéen de notre équation (3) devra être de genre n et dépendra par conséquent de 3W — 3 paramètres complexes; c'est à dire précisément d'autant de paramètres qu'il y a de modules dans la relation <p = o. Quand on se donnera cette relation (p = o, le groupe kleinéen sera donc entièrement déterminé; il en sera donc de même de la fonction ç. Il résulte de là que cette fonction est assujettie, indépendamment des conditions algébriques de la page 278 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, à n conditions transcendantes, puisque ces conditions algébriques ne suffiraient pas pour la déterminer.
§ 12. Historique.
C'est M. ScnoTTKY qui a le premier l'emarqué la discontinuité de' certains groupes kleinéens (Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd 83, page 346), à savoir des groupes symétriques de la s"""" famille. Depuis, M. Klein a approfondi la théorie de ces groupes dans diverses notes insérées aux Matheinatische Annalen (Tomes XIX, XX et XXI) et dans un mémoire plus étendu inséré dans le XXP volume de ces mêmes annales et intitulé: Ueber RiEMANNSche Functionentheorie.
J'avais moi-même dans deux notes que j'eus l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences de Paris le 27 Juin et le 11 Juillet 1881 (voir Comptes Rendus, Tomes 92 et 93) énoncé succinctement la plupart des résultats exposés dans le présent mémoire.
Paris 19 Mai 1883.
PAR
iV PARIS.
Dans trois mémoires (Acta Muthematica T. i, j). i — 62: Si(r les f/roupes fuclisiens; Acta T. i, p. 193 — 294: Sur les fonctions fuchsiennes; Acta T. 3, p. 49 — 92: Sur les f/roapes kl ei m'eus) y^'a.\ étudié les groupes discontinus formés par des substitutions linéaires et les fonctions uniformes qui ne sont pas altérées pnr les substitutions de ces groupes. Avant de montrer comment ces fonctions et d'autres analogues donnent les intéo"ralcs des équations linéaires à coefficients algébriques, il- est nécessaire de résoudre deux pi-oblèmes importants:
1°. Etant donnée une équation linéaire à coefficients algébricjues, déterminer son groupe.
2°. Etant drinnée une équation linéaire du 2'' ordre dépendant de certains paramètres arbitraires, disposer de ces paramètres de manière que le groupe de l'écpiation soit fuchsien.
§ 1. Invariants fondamentaux.
Occupons-nous d'abord du premier de ces problèmes. Considérons une écpiation quelconque à coefficients algébriques:
7P 7Ï' — t iP — 'i
(0 77 + f-v.C'^ y)Y~^ + fv^C''. y)-r—i + • • •
liX, d.l- (/.(•'
• • • + r,C''' !/)'£ + foC'"' ?/)'■ = o-
Acta mat/iemadca. 4. Imprima' i:ï Dtcembre 1883. 9g
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Dans cette équation les (p sont des fonctions rationnelles de deux variables « et «/ liées entre elles par une relation algébrique
Supposons c|ue Ion considère un système fondamental d'intégrales de l'équation (i)
V,, v,_, . . . , Vj,
et qu'on fasse décrire à x un contour fermé C tel que y revienn,e à. la même valeur; les intégrales i\, v.-,, ..., v^, prendront des valeurs nouvelles u\ , w., , . . . , tVj, qui seront des fonctions linéaires de leurs valeurs initiales, de telle sorte que l'on ait:
IV
Ta:,v,.
En d'autres termes, les intégrales ï\,-v.j, . . ., v^, subiront une substitution Imeaire
que l'on pourra représenter par le tableau à double entrée des coefficients:
Ci,,,
Si l'on opère ainsi pour tous les contours C possibles, on obtiendra un ensemble de substitutions linéaires qui formeront un groupe G. Ce sera îe groupe de V équation (i).
On peut toujours supposer que dans l'équation (i), le coefficient (fp^x est identiquement mil ; car si cela n'était pas, on ramènerait au cas où ce coefficient est nul par une transformation bien simple et bien connue^ On en conclut que le déterminant de la substitution 5" est égal à l'unité; on a donc:
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La coiiiiais>;ance de l^'ijuation (i) et du contour C ne sut'tit pas pour déti riiiiiier la substitution S. Vax effet cette substitution dépend en outre (lu choix du système d'intégrales fondamentales r, , v^, ..., v^,.
Supposons i[ir(iii les remplace par }> autres intégrales fondamentales:
(Jii aura
de sorte «pie la substitution
sera linéaire. En décrivant un contour C et en partant des intégrales
II,, II
on obtiendra alors une substitution linéaire:
'Sa.
L'ensemble des substitutions (f^Sa formera un groupe que l'on pourra désigner par la notation rr ^Ga et (|ui pourra, aussi bien que G, être regardé comme le groupe de l'équation (i), si au lieu d'envisager le système des intégrales v, on envisage celui des intégrales ii. On sait que le groupe (f'Gn s'appelle le transformé de G par la substitution linéaire a.
Afin de n'avoir qu'un seul groupe pour l'équation (i) nous ne considérerons pas comme distincts le groupe G et ses transformés par les diverses substitutions linéaires.
Cela posé, cherchons les invariants de la substitution S, c'est à dire les fonctions de ses coefficients qui demeurent invariables quand on remplace S par (T^Sa. Formo'ns l'équation:
Les racines de cette équation, et par conséquent aussi ses coefficients, ne changeront pas quand on remplacera S par a'^Sa. Ce seront des invariants de S.
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Ces invariants sont au nombre de 2> — '• En 'effet réi|uation en / (4) est de degré p; elle a donc p + i coëfticients. Mais le coefficient de f et le ternie tout connu sont égaux à i ; il reste donc p — i in-, variants. Ces invariants, qui sont des coefficients de l'équation (4) seront des fonctions entières des «.
Supposons que les intégrales Cj , v.^, . . . , v^, soient définies de la manière suivante: Au point initial du contour C (pour x = o par exemple) /', est égal à i et ses p — 1 premières dérivées sont nulles; V; est nul, ainsi que ses p — i premières dérivées, à l'exception de la dérivée d'ordre i — I qui est égale à i. Soit maintenant w]. ce que devient l'intégrale ?'i. quand x revient au point initial après avoir décrit le contour C et tvl ce que devient sa dérivée d'ordre i — 1 ; on aura:
Twli
Il en résulte "que les invariants sont des fonctions rationnelles entières des ivi.
Supposons en particulier p =^ 2; l'équation (1) devient:
— + vf,{x, y)=o
et l'équation (4) s'écrit:
iv\ + t
iv\
ou
La substitution S admet alors comme invariant unique ir\ + "'2- '^i
k est son multiplicateur, cet invariant est précisément k -\- j .
Si l'on connaissait les invariants de toutes les substitutions S,- le groupe G serait complètement déterminé, puisque nous ne le regardons pas comme distinct de ses transformés cT^Ga. Mais il ne sera pas nécessaire de connaître tous ces invariants, il suffira d'en connaître un certain nombre que nous appellerons invariants fondamentaux et dont tous les autres ne seront (lue des fonctions.
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C<iiiili'u'ii y a-t-il triiivariaiits ioiidameiitaux? Supposons (pic le groupe G soit dérivé dv n substitutions fondanientak'S. Les coefficients de chaque .substitution seront au nombre de p' mais à cause de la relation (3), il n'en restera (pie p' — i d'indépendants. Pour les n substitutions cela l'ait en tout n[p' — 1) cocfticients. Mais nous ne (considérons pas comme distincts le groupe G et ses divers transformés. Il faut donc retrancher p'^ — I du nombre précédc^nt et on arrive à cette conclusion que pour déterminer le groupe (/, il faut (« — ^){p'' — 0 conditions.
Si donc on se donne [11 — ^){p' — 0 invariants quelconques (pourvu qu'ils soient indépendants) tous les autres n'en seront que des fonctiohs. On choisira par exemple pom* invariants fondamentaux les iiivariants de (« — i)(/j + i) substitutions convenablement choisies.
On peut toujours supposer que l'équation (i) a ses coefficients rationnels. En eii'et supposons que cela ne soit pas et (pie l'équation (2) soit une relation algél)ri(|iie de degré m de telle fa(;on (|u';r cliaijue valeur de x correspondent Hi valeurs de ij
Ho ' //i ' • ■ • ' l/,n-i ■
On pourra toujours tracer dans k: plan des .r, i)i — 1 contours C'j , C, , .... (^',„__, tels ({ue quand ./; décrit le contour C',, j/^ se cliaugc en ^;. Soient maintenant:
p intégrales fondamentales de l'équation (i) correspondant à la valeur // de //. Soient
ce que deviennent ces intc'gralcs cjuand ,»; a décrit le contour C,. Cela posé les jiip fonctions
V{, Vli, ..., V'p
..Ht — 1 j,"l — 1 II"'-'!
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satisferont à une ('■(juatioii (i') linéaire et d'ordre nqi dont les coefficients seront rationnels en r. La connaissance du groupe de (i') suffira pour déterminer le groupe de réquation (i).
Supposons donc que l'équation (i) ait ses coefficients rationnels et qu'elle présente ii + i points singuliers, en y comprenant le point co s'il y a lieu et en n'y coni[>renant pas les points à apparence singulière. Le groupe est alors dérivé de n substitutions fondamentales dont on connaît immédiatement les invariants, à l'aide de l'équation déterminante, pourvu que les intégrales soient régulières; ce sont les substitutions auxquelles on est conduit en faisant décrire à la variable un contour fermé qui n'enveloppe qu'un seul point singulier. Il reste donc à calculer les invariants de (« — i)p — 2 substitutions.
Soit <i un p(;int singulier quelconque et soient
les racines de l'équation déterminante correspondante.
Il y aura dans le voisinage du point a, p intégrales particulièrement remarquables. La /.:" d'entre elles sera égale à {x — «)'* multipliée par une fonction holomorplie. Soient:
"1, V,, ..., Vj,
ces p intégrales que j'appellerai intégrales canoniques par rapport au point a. Lorsque la variable décrira un cercle infiniment petit autour du point (I, ces ^) intégrales v subiront la substitution linéaire:
gOp
que j'appellerai substitution canonique relative au point h. Soient de même:
tv^, ii\,, ..., Wj, les intégrales canoniipies par rapport a un second point singulier b.
Sur les grouites dos éiiuatiinis liiiôiiircs.
Joignons les deux imints a et /> par un du inin ([uelconquc amh. Lorsque la variable partant du point a et dcerivant le chemin (oxb sera parvenue dans le voisinage du point h, les intégrales canoniques l'i , i'j, ..., i\, seront devenues des fonctions linéaires des intégrales canoniques n\, «'.j, ..., n\„ de telle sorte que l'on ait:
La substitution linéaire:
i^Vi l^-2-2
i^ri>
s'appellera la suhstifufion mixiliaire relative au chemin amh. Si l'on connaît cette substitution auxiliaire on connaîtra aussi une substitution du groupe de l'équation (i), ce sera celle que su])issent les intégrales canoniques 7',, f'., , ..., r^,, quand partant du voisinage du point a, la variable décrit le chemin amh jusque dans le voisinage du point h, décrit ensuite un cercle infiniment petit autour du point /;, et revient enfin dans le voisinage du point a p:ir le chemin hi)>a.
Soit 2' la substitution canonique relative au point h. Quand la variable décrira le contour précité, les intégrales v subiront la substitution S-'ÏS.
Supposons c£ue l'on joigne entre eux les n -\- i points singuliers par n chemins quelconques, de façon que l'on puisse circuler entre deux quelconques de ces points singuliers à l'aide de ces n chemins; lorsque l'on connaîtra les substitutions auxiliaires relatives à ces n chemins, le groupe de l'équation (i) sera complètement déterminé.
Soient en eft'et a l'un des points singuliers et h^, h.^, . . ., h„ les n autres. Joignons par exemple le point a à chacun des points />; par une droite. Soient ï, 1\ , 1'.,, . . . , l'„ les substitutions canonicpies relatives respectivement aux points a, b^, 1/.^, ..., h,,; soient S^, S.^, ..., «.S',, les
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substitutions auxiliaires relatives aux chemins «&, , rt?>„ , . . ., ah,^. Le groupe de l'équation (i) sera dérivé des n -\- \ substitutions:
entre lesquelles il y a d'ailleurs la relation:
ISv'1\S^S7'1:A ••• '5,7'2'„5„= I.
Supposons nviintenant que l'on distingue deux des points singuliers a et b; et soient c^, c.,, ..., r„_i les n — i autres. Joignons a et h par n — I chemins difterents aiu^i, a)ii.,h, . . ., am„_^h et soient S^, S.^, . . ., iS'„_, les substitutions auxiliaires correspondantes. Ces n — i chemins partageront le plan en w — i régions; supposons que chacune de ces régions contienne un point singulier <?< et un seul. Le groupe de l'équation (i) sera entièrement déterminé. Si eu eftet 2' et 2'' sont les substitutions canoniques relatives aux deux points a et h, le groupe sera dérivé des n substitutions:
2', S'^'^S.,, 87^ 8.^, ..., 'S',7_'3iS'„_i , <S',7_!.i'S'i .
Supposons que le jioint r, soit contenu dans la région limitée par les deux chemins amj) et am^^^h, décrivons un contour situé tout entier dans cette région et enveloppant le point r, ; (|uand la variable décrira ce contour, les intégrales canoniques relatives au point a subiront la substitution:
On volt (pie pour déterminer le groupe de l'équation (1) il suffit de connaître, soit les invariants fondamentaux, soit certaines substitutions auxiliaires.
§ 2. Calcul innii/ri(/iic des im'<ii'i<uits fomlamcntdnx.
Les invariants fondamentaux f(ui définissent complètement le groupe d'une é(|uatlon linéaire sont évidcnuiient des fonctions des ccjëfficients de cette é(iuation; d'où le problème suivant qui se pose tout naturellement: déterminer ces invariants en ffinctions de ces coefficients. Mais en réalité
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ce problème (st double: on peut se proposer de calculer nuinériqueincnt ces invariants quand on a affaire à une équation numérique donnée; mais il n'est pas non plus indigne d'intérêt d'étudier, au point de vue de lu théorie des fonctions, la façon dont varient les invariants quand on fait varier les co(=fficients. Les méthodes propres au calcul numérique ne nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les formules les plus instructives n ce dernier point de vue conduiraient à des calculs pénibles si on voulait les traduire on nombres.
Au point de vue du calcul numérique, un grand nombre de méthodes ont déjà été proposées, parmi lesquelles je citerai celle de M. Frcns (tome 75, Journal de Crellk) et celle de M. HAMBrRGKii (tome 83, Journal de Crelle).
La méthode de M. FuCHS consiste à distinguer deux des n + 1 points singuliers, a et b, comme à la fin du paragraphe précédent, puis à diviser le plan en w — i régions par )i — i chemins nm^h, am.,h, ..., am„_^b, de façon que chacune de ces ;/ — i régions contienne un des n — i autres points singuliers c^, c.,, ..., c„_-i et un seul. Le savant géomètre d'Heidelberg donne ensuite un développement des intégrales eano;iiques relatives au point a et ce développement est valable dans une certaine région i?„. De même les intégrales canoniques relatives au point h sont susceptibles d'un développement valable dans une région B^. Les deux régions JB„ et R^ ont n — i parties communes Pj , P^ , . . . , P„„, . On peut d'ailleurs tracer le chemin ai)i,li de telle façon qu'il reste constamment intérieur a l'une des régions i?„ et R^ ou à toutes deux à la fois, et qu'il traverse la région P,. Il suffit alors de comparer les deux développements de M. Fl'Chs pour une valeur de x quelconque intérieure à P, (région dans laquelle les deux développements sont valables à la fois) pour pouvoir calculer les coefficients de la substitution auxiliaire relative au chemin ani^b. Le groupe de l'équation (1) est ainsi entièrement déterminé.
On peut varier cette méthode à l'infini; supposons en effet que nous joignions deux points singuliers c^uelconques « et è par un chemin quelconque amb et que nous cherchions la substitution auxiliaire relative à ce chemin. Traçons autour des deux points a et b deux régions quelconques B^ et Bf, telles 1° que la première contienne l'unique point singulier )i et la seconde l'unique point singulier b; 2° qu'elles aient une
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partie roininiinp P; 3° que le chemin amh reste coiistamment intéi'ieiir au moins à l'une des régions B^ et B^ et traverse la région F. Supposons que deux fonctions f„{jc) (et f^{x)) soient telles que quand x reste intérieur il la région B„ (ou à la région B^ la fonction f„ (ou la fonction Q aient constamment leur module inférieur à i, de telle sorte que ces deux fonctions donnent respectivement la représentation conforme du cercle de rayon i et de centre o sur la région B„ et sur la région B,,. Je suppose de plus:
Les intégrales canoniques relatives au point a se développei-ont suivant les puissances de fJyX). Ce développement dont les coefficients se calculent par récurrence - sera valable dans toute la région B„. De même les intégrales canoniques relatives au point h seront dans toute la région B^ développables suivant les puissances de /j(j). Il suffira de comparer les deux développements pour un point de la région P (où ils sont valables à la fois) pour calculer les coefficients de la substitution auxiliaire cherchée.
On choisira les régions B„ et B,, de telle façon que les fonctions f„ (■t /j soient aussi simples que possible. On pourra prendre par exemple un rectangle, on un fuseau limité par deux arcs de cercle qui se coupent, ou la portion du plan comprise entre deux droites parallèles.
Voici maintenant en quoi consiste la méthode de M. Hamburger.
Soit o un des points singuliers et a^, a.,, ..., a„ les « autres, rangés par ordre de module croissant; soient />, , p.^, . . ., />„ leurs modules; construisons les deux cercles qui ont pour centre l'origine et pour rayon ,'>i Pt pij^T^ . Considérons un contour fermé C compris tout entier dans la région annulaire limitée par ces deux cercles. Soit A un point de ce contour C; supposons par exemple:
A = SPiPi+i ■
Soit i\, Vj, . . . , v^, un système fondamental d'intégrales dans le voisinage du point A. Soient n\ , w.,, . . ., U), ce que deviennent ces intégrales quand on revient au point A après avoir décrit le contour C. Les intégrales ^• peuvent se dévelf)pppr suivant les puissances croissantes de
Le — 1/1
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et si 011 ii: .
les (léveloppeiuents sont encore valable.< (lUiind on t'ait
h—lA = 2i-.
En substituant alors 2/t à la place de Ix — \A tlans les dcvcloppeluents des intégrales ;■ et de leurs dérivées, on aura les valeurs des intégrales ((' et de leurs dérivées, ce qui suffit pour déterminer la substitution du groupe de l'équation (i), qui correspond au contour C.
La méthode de ]\I. Hamburger peut être aisément étendue au cas où
Nous poserons pour abréger
]p,^, — Ll = ^ ,
puis nous développerons les intégrales (• suivant les puissances de
ia I ta
Le dovelop[>enient sera encore convergent pour ou:
— 2.TK
En remplaçant dans les développements des intégrales r et de leurs dérivées s par cette valeur, on aui'a les valeurs des intégrales w et de leurs dérivées et par conséquent la substitution qui correspond au contour C. Il suffit de réfléchir un instant à la nature de ces méthodes pour comprendre qu'on peut les varier à l'infini. Le calculateur devra se guider dans son choix d'après la convergence plus ou moins rapide des séries employées. Or cette convergence dépend avant tout de la position relative des n + i points singuliers. C'est donc cette position qui déterminera le choix d'une méthode.
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Mais iiucuiie des niéthodes ainsi proposées \\v nous appreiiLlrait rien sur les proi>riétés des invariants fondamentaux considérés connue fonctions des coefficients et étudiés au point de vue de la théorie des fonctions. C'est cette étude que nous allons aborder dans le paragraphe suivant.
S 3. Propriétés des invariants fonda ineutaax.
Ecrivons l'équation (i) sous la forme suivante:
^ ' dx^ ^ ^ .Zrf (.6 — «,)" ^*' '
Pour écrire ainsi cette équation nous avons décomposé en éléments simples les coefficients des diverses dérivées de i\ qui par hypothèse sont des fonctions rationnelles de ,r. Nous avons supposé de plus que ces fonctions rationnelles n'admettaient pas de partie entière, car il est toujours permis de faire cette hypothèse.
Les invariants fondamentaux ((ue n(jus cherchons seront des fonctions des «j et des A,,/,i. Considérons d'abord les a, comme des constantes et les A comme seules variables. Je dis que les invariants seront des fonctions entières des A.
Pour le faire voir il suffit de démontrer ce (jui suit: Ecrivons ré<iuation (i) sous la forme suivante:
Les ^i- et les ç\. sont des fonctions rationnelles de .r que je suppose entièrement déterminées; a et j3 sont des paramètres que je vais regarder comme variables. Il suffit, dis-je, de démontrer que les invariants sont des fonctions entières de « et de j^.
Considérons un pouit quelconque a du plan et décrivons de ce point commis centre un cercle K assez petit pour ne contenir aucun point
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singulier. Soient i\, i\, ..., i),, p intégrales assujetties aux conditions
suivantes
Pour .1 — a, r, = 1 , ses j) — i premières dérivées sont nulles, y, = o, ses p — i premières dérivées sont nulles,
excepté la dérivée d'ordre / — i qui est égale à i.
Les intégrales t\, i\^, .. ., v^, sont développables à Vintérieur du cercle K suivant les puissances croissantes de .r — n. Le coefficient de {x — a)'" est un polynôme d'ordre m — p + ^ en « et en ^9. On a donc un développement de ces intégrales suivant les puissances de x — a, de a et de yî. Il reste :i faire voir que ce développement est convergent.
Si on regarde v comme fonction de ./', de t. et de j3, l'équation (i) peut être regardée comme une équation aux différences partielles et le théorème de M"' de Kowalevsky (J. de Crelle, T. 8o) appliqué à cette équation montre que v peut être développé suivant les puissances de x — a, Je a — «d et de y? — j?^ , pourvu (jue x soit intérieur au cercle K et que les modules a — ol^ et fi — ^9^ soient suffisamment petits . Ainsi v est une fonction holomorphe de a et de yî dans le voisinage d'un point quelconque a^ , 1% ; c'est donc une fonction entière de a et de y9 et le développement de V suivant les puissances de x — a, de ol et de y5 est convergent quels que soient a et ^? pourvu que x soit intérieur au cercle K.
Il faut maintenant démontrer que si x est regardé comme une constante, v est encore fonction entière de a et de yî, quand même x est extérieur au cercle K. Pour définir complètement la fonction c.dans ce cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de x, il faut encore connaître le chemin amx par lequel cette variable a atteint cette valeur, en partant du point a.
Supposons pour fixer les idées que b soit un point intérieur à K, que K' soit un cercle ayant son centre en b et ne contenant aucun point singulier, que x soit intérieur au cercle K' et extérieur à K, enfin que le chemin amx soit tout entier intérieur à la figure formée par l'ensemble des deux cercles K et K'.
Soient »j . «j, . . ., Uj, un système fondamental d'intégrales défini comme il suit: Ui devra satisfaire pour x = b aux mêmes conditions auxquelles était assujettie i\ pour x = a.
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Soit v] la valeur de r, pour .r •=^ h, r*"''' la valeur de sa dérivée k". On aura:
Vi = 2 vhh ■
Or les v'i sont des fonctions entières de a et de ^5 puisque le point h est intérieur au cercle K, et les «^ sont aussi des fonctions entières de a. et de y3 puisque le point j' est intérieur au cercle K'. Donc les <•; sont aussi des fonctions entières de a et de p.
Le raisonnement serait le même si au lieu d'avoir à considérer seulement deux cercles de convergence K et K', il était nécessaire d'en envisager plusieurs.
Supposons maintenant que le chemin anw se réduise à un contour fermé C. Les valeurs des intégrales t\ et de leurs dérivées ne sont alors autre chose que ce (jue nous avons appelé «'■ dans le § i. Or les invariants fondamentaux sont des polynômes entiers par rapport aux «f, ce seront donc des fonctions entières de a et de j3.
Ainsi quand on regarde les a,, comme des constantes, les invariants sont des fonctions entières des A,,^ et peuvent par conséquent être développées suivant les puissances de ces quantités yl,,^, . Considérons un quelconque des coefficients de ces développements, ce sera évidemment une fonction des rtj et c'est la nature de cette fonction qu'il nous reste Èi étudier. Il est aisé de voir que ces fonctions s'expriment à l'aide de quadratures successives. îxrivons en effet l'équation (i) sous la forme (r) et considérons le développement de l'intégrale v^ suivant les puissances de a et de ^3:
^ '^'im«a"'/5"'-
Je dis qu'on peut obtenir le coefficient y,„,„ par de sinq)les (jua- <lratures. Je suppose en effet que cela soit vrai })our r,. „._i „et <', ,„.„_i; cela sera vrai aussi pour r^,,,,, car on a identiquement:
. m . Il — 1
-7jr = L F^ j-, + 2^ ^^- — -,
dx' ^ ^ dx
et la dérivée jf de «;„„„ s'exprimant à l'aide de quadratures successives, il en sera de même de la fonction r,,,,,, elle-même.
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Soit inaiuti'iiant /r' ,„ le c-(R''ffi(;ient de et'"/?" dans le dévcloinjciiient de wf. Ce coefficient s'exprimera pour la iiirnie raison par des quadratures, et il en sera de même des coefficients qui entrent dans le développement des invariants, car ce sont des ])ol)'nômes entiers par rapjjort aux »'J,„„. On peut d'ailleurs pousser plus loin l'étude du développement de la fonction ?',. A cet effet posons:
, , / dxAjx, a,)
.1(^.1, a,, C(,_, , ..., c!,,_,, ctj — /
Remarquons maintenant qu'on peut mettre l'équation (i) sous la forme de p équations simultanées du \" ordre. Si les intégrales sont régulières dans le voisinage de chacun des points singidiers, nous pourrons introduire p variables simultanées u^ =^ r, u.,, .... /i^, et remplacer ré(ju;ition (i) par les j) é(iuations simultanées
dvi
dx
^f.kfik-
Les c, seront des fonctions rationnelles de la forme suivante
les ^i.i. ^. étant des constantes. Supposons par exemph» }> ^- 2, l'écpiation (i) s'écrira:
dx" ~ Q'^"'
Q sera le produit (.r — '"',)(■'■ — «.,)...('• — n„) et P sera un polynôme en r de deo-ré 21/ — 2. Nous ixiui'i'tnis toujours trouver deux
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polynômes entiers A et C de degré n — i en r et satisfaisant identiquement à la relation :
r -\- A' -{- A'Q — AQ' = P.
Posons alors v ^^ i(^ et introduisons une variable auxiliaire <<j. Nous pourrons écrire
du, A , I
dx Q^ ^ q 2
Les équations sont bien de la forme (2).
Il est aisé de voir maintenant que si on développe l'intégrale v, suivant les puissances des A,^,^ , le coefficient d'un terme quelconque sera nne somme de fonctions telles que A o\\ les paramètres «j , a., , . . . , a,, 11e senmt autre chose que les points singuliers «, , a.^, ..., a„ se succédant dans un ordre quelconque et chacun d'eux pouvant d'ailleurs être répété un nombre ([uelconque de fois.
§ 4. Fonctions inverses.
Nous avons jusqu'ici étudié les invariants fondamentaux comme fonctions des coefficients de l'équation (i); mais si au contraire on regarde les coefficients comme des fonctions des invariants fondamentaux, on est conduit à des transcendantes intéressantes qui jouent par rapport aux équations linéaires le même rôle que la fonction modulaire par rapport aux intégrales algébriques.
Mais ici il importe de faire une remarque; reprenons l'équation
et considérons les infinis des coefficients ç^•, ils seront de deux sortes: les uns seront des points singuliers proprement dits et quand la variable X décrira un contour fermé autour d'un de ces ])oints, les intégrales
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subiriiiit une substitution linôairc; les autres seront de simples polos des intégrales ou bien encore si a est un pareil point, toutes les intégrales se mettront sous la forme
/ étant une constante qui est la même pour toutes les intégrales et ç{r) étant holoniorplie. 11 en résulte que quand /■ décrit un contour fcniié autour du point a toutes les intégrales sont multipliées par un même facteur et que leurs rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces points s'appelleront des points à apparence shir/idirre . Pour qu'un infini des coefficients çr^ soit un point à apparence singulière, il faut
— — conditions.
Supposons donc une équation do la forme (i) admettant w points singuliers outre le point <X), savoir a^, a.,, ..., a„ et ^ points à apparence singulière f)^ , b.,, . . ., h,^.
•Te suppose que les intégrales soient partout régulières. L'équation (i) s'écrira alors:
Nous posons:
Q = (•'• - «JC*- -«,)••• {r - «„)(.r - h,){.r - /,,) . . . (.r - /.) et Pi est un polynôme d'ordre
L'équation (i) contient alors
paramétres, à savoir:
i". Les n + q infinis », , «, , . . . , a„ , h^ , h., , . . . , h,^. 2". Les
coefficient?; dos polynômes P^..
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Mais nous avons
conditions exprimant que les points h sont à apparence singulière. Il reste donc
paramètres indépendants.
Remarquons de plus qu'on peut toujours supposer
rt, = o, «2 = I
car si cela n'était pas, on ferait un changement linéaire de vai-ial)le. Il faut donc encore de ce chef, retrancher deux paramètres.
Si nous supposons de plus qu'il n'y a pas de points à apparence singulière, il restera enfin
paramètres. Mais le groupe G de l'équation (i) est dérivé de 11 substitutions et nous avons vu au § i qu'un pareil groupe G, si on ne le regarde pas comme distinct de ses transformés par les diverses substitutions linéaires, dépend de
invariants fondamentaux.
Si 2-> = 2 les expressions (2) et (3) se réduisent toutes deux à 3» — 3. Le nombre des pai-amètres de l'ét^uation est alors égal an nombre des paramètres du groupe; d'où la conséquence suivante:
On peut en général trouver une équation du 2^ ordre, sans points à apparence singulière qui admette un groupe donné.
Je veux dire par là que pour que cette équation existe, il n'est pas nécessaire qu'il y ait aucune relation entre les invariants du groupe et que si on doit leur imposer certaines conditions, ce ne sont que des conditions d'inégalité. D'ailleurs on pmn-ra trouver une infinité d'équations
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du 2'' ordre (jui aiiroul dis points m iipparçiice singulière et qui admettront un inèine groupe.
Supposons maintenant p> 2 et bien entendu w > i. (^11 voit aisément que l'expression (2) est toujours plus petite (pie rex[)ression (3); d'où eette conséquence:
On ne peut pas en général trouver une équation d'ordre supérieur au secoud, sans points ;i apparence singulière et ipii admette un grouije
(tonne.
Il faut donc en général, si l'on veut construire une équation ayant un grou[)e donné, lui donner des points à apparence singulièr(\
C'est pour éviter ces points (jui compli(j[ueraient notablement les résultats et les démonstrations cpie je me bornerai ici au cas des équations du 2" ordre. Je supposerai donc que j'ai alFaire à une équation du 2'' (jrdre sans point à apparence singulière.
Considérons sur la sphère les n -f i points singuliers
f?, = o, a., = 1, (1.^,(1^,..., rt„, «„^, = co et joignons les par n coupures
Considérons deux intégrales quelconques de l'équation (i) et leur rapport 2; quand x' parcourra la sphère sans franchir les coupures, 3 parcourra une certaine région R. Cette région sera analogue aux polygones «rénérateurs des groupes fuchsiens et kleinéens, mais elle pourra se recouvrir partiellement elle-même: elle aura 211 côtés:
et
répondant aux n coupures:
«iff,, (7,rt3, ..., «/?„^.,.
Les côtés /9,;3,+, et «,«;+, seront conjugués et on passera de l'un à l'autre par une substitution linéaire S,. Les sommets a^ et a„+, formeront
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cliiK-'îiii un cycle. Il y aiii'a ih — i iiutivs cycles l'oriues rcs[)cctivcuiciit des soiiiinets a, et yî;. La soiiunc des angles a, et ^^ est alors égale à
X- étani la [)lus petite racine de ré(|uation dctcnnin;mtc relative au poinl singulier «, . De même les angles c«, et c(„_^, sont égaux à
l — 2/J et 2-(l — 2;„_
C^uand on euimait les valeurs de
(4) 'J-i^ 'J-i^ ■■■■> ««+1' /^2' A' •••' /^"' -^'1' Kl ■■■■> À,-n
les substitutions S^ sont entièrement déterminées et comme ce sont les substitutions fondamentales du gr()U[)e (/, les invariants ibiidanientaux de ce groupe s'exprimeront aisément en fonctions des (juantités (4). Nous regarderons donc les coefficients de l'équation (i) comme des fonctions des quantités (4).
La région R n'est pas entièrement déterminée c^uand on se domie les (| nantîtes (4) ; en effet on peut faire varier arbitrairement la fornie des côtés ctjOt.^, «.,«;, ..., a„ct„+i et il s'en suit des variations correspondantes des côtés conjugués ctj/î^, /J^/l, ..., /5„cz„_^i . Toutefois toutes les régions R obtenues de la sorte sont équivalentes, au sens donné à ce najt au § 3 du mémoire sur les (jroupes Ideinéens (Acta Matliematica, T. 3, p. 63). On pourra d'ailleui's tracer les coupures
de telle façon que les côtés
«ja,, . . ., c(„o(„_^i
aient (elle forme (|ûe l'on veut.
Il résulte de là, (jue s'il existait deux é()uations (1) cdnduisant à un même système de valeurs des (juantités (4), on [«mrrait toujoiu's tracer les coupures de telle façon (|ue la région R soit la même pour l'une et pour l'autre équation.
Lnaginons maintenant des fonctions de z jouissant des propriétés suivantes: 1° elles seront uniformes quand ï parcourra la légion R; il
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est cliiir ([Ile si l;i rcui')ii 11 se recouvre partiellement elle-iiième, à deux points z^ et z^ de cette région pourra correspondre un lui'ine point du plan; dans ce cas la fonction pourra prendre deux valeurs différentes aux [)oints z^ et z^\ 2° elles reprendront la même valeur en deux points correspondants du périmètre de R; 3" elles n'auront d'autre singularité que des pôles (et des points singuliers logarithmiques dans le cas où quelques-uns des angles a ou ^? sont nuls).
11 est clair que toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement ii l'aide de l'iuie d'entre elles. (Cf. Schottkv, J. de CiiELLK, T. 83 et Méiiiuire sur les fonctions fnchsiennes, Aeta Mathematica, T. i, p. 228.)
Si l'on regarde maintenant x comme une fonction de z, ce sera précisément une des fonctions dont nous venons de parler, et il est clair ([ue toutes les autres seront rationnelles en x.
Supposons maintenant qu'il y ait deux équations (i) qui conduisent à un même système de valeurs des quantités (4) et par conséquent à une nuMuc région B. Soient x et x^ les variables correspondantes que nous regarderons connue des fonctions de z. D'après ce qui précède, x sera rationnel en ,/j et ./\ en x et par conséquent on aui'a entre ces variables ujc relation de la forme:
Axx^ + Bx + Cx^ + I> = o.
Soient maintenant a^ et a\ les valeurs de ./; et de .'•, qui corresiiondent à la valeur ï ^ 7, . Ce seront des points singuliers des deux équations (1) et par liv[)ntlièse on aura:
C'est à dire ([u'on aura:
pour * = aj, z = a.,, ^ = «„ + ,.
Il en résulte que x sera identiipienient égal à ,/j . Les deux équations (i) dont nous avions supposé l'existence seront donc identiques.
Il résulte de là que quand les quantités (4) sont entièrement déterminées il en est de même de l'équation (i) et que les coefficients de cette équation sont des fonctions uniformes des quantités (4).
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Ainsi nous sommes conduits h une nouvelle classe de fonctions uni- Ibi-mes de plusieurs variables. Ces fonctions demeurent invariables quand on fait subir aux quantités (4) certaines substitutions dont je vais dire quelques mots.
Reprenons pour cela le polygone R défini plus haut et appelons S,, la substitution linéaire qui change /î^/îi+i en o-^a^^^. Convenons en outre de poser pour plus de symétrie dans les notations:
^X — pli ^2 i^-i-: <^i + n + l — '^n /'i + nfl
La substitution suivante:
appliquée aux quantités (4) laissera inaltérée la fonction dont nous nous occupons. Nous^ avons, grâce au tableau (5) les nouvelles valeurs des quantités a, /9 et A en fonctions des ancieimes, car les coefficients de la substitution linéaire 6\. s'obtieiment aisément en fonctions des a, des /9 et des X.
^ 5. Tlnouci' lin deuxième prohlèïne.
Nous avons montré dans les quatre paragraphes précédents conniicnt on peut résoudre le problème suivant:
TroHver le groupe d'une équation donnée, soit au point de vue du calcul numérique, soit au point de vue de la théorie des fonctions.
Voici le second problème que j'ai à résoudre avant d'aller plus loin.
On donne une équation du second ordre:
ou <f est une fonction rationnelle de deux variables ./; et y liées par une l'elation algébrique
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(^11 suj)j)()se (juc hi fonction <f dépend d'un certiiin nombre de panimètres et on demande de disposer de ces paramètres de telle manière que x soit une fonction fuchsienne du rapport des intégrales. Nous dirons alors pour abréger que l'équation (i) est fuchsienne.
Nous ne nous occuperons dans ce qui va suivre que des fonctions fuchsienncs qui n'existent qu'à l'intérieiu' du cercle fondamental (i'"", 2" et 6'^ familles). Nous laissons donc systématicpiement de côté les fonctions fuchsienncs qui existent dans tout le plan.
Pour que l'équation (i) soit fuchsienne, il faut (pi'elle remplisse d'une part certaines conditions algébriques, d'autre part un certain nombre de conditions transcendantes.
Commençons par énoncer les conditions algcbricjues.
Les points singuliers de l'éqation (i) sont de deux sortes:
1°. Les points où y cesse d'être une fonction holomorphe de x et les points où x ou y cessent d'être finis.
2". Les points singuliers proprement dits.
Il n'y a pas à s'incjuiéter des premiers, car on peut poser:
0 et 6^ étant des fonctions rationnelles, et s'arranger de telle façon que dans le voisinage du point considéré, les nouvelles variables x' et y' restent finies et que //' soit holomorphe en x'.
Quant aux points singuliers proprement dits, à chacun d'eux correspond imc éc[uation déterminante et la différence des racines de cette équation doit être nidle on tcne partie aliquote de l'unité. Ce sont là les c(jnditions algébriques qu'il s'agissait d'énoncer et quand elles seront remplies, j(! dirai que l'équation (i) est normale.
Considérons d'abord deux équations normales:
d'v , s (Pv , .
où nous supposerons que çr et ^"^ sont des fonctions rationnelles de x et
de Ti . Si l'on peut passer de la première de ces équations à la seconde
en posant
aXj + h
nnus ne regarderons pas ces deux équations comme distinctes.
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Considérons maintenant une équation nonijale plus générale:
et posons :
Si on laisse de côté certains cas exceptionnels, on pourra tirer des érpiations (2) et (3) oc et y en fonctions rationnelles de .*' et de //'. Je supposerai cpie ces cas exceptionnels ne se présentent pas.
On trouvera alors
-Te ne regarderai pas comme distinctes les équations (i) et (i'). Je dirai cjue deux équations
(0 ^ = f C^. y> (2) yK--^. y) = °
( I ') '0^ = <fy {x , y) '' (2 ') </\ {^r , y) = o
appartiennent au mém« fyjje si les deux relations (2) et (2') sont identiques et si les points singuliers des équations (i) et (i') sont les mêmes ainsi que les équations déterminantes relatives à chacun d'eux. Il va sans dii'e cpu- si une équation
ne doit pas être regardée comme distincte de (i') en vertu de la convention faite j'^us haut, je dirai encore que (i) et (i") appartiennent au même type.
Voici le problème qu'il s'agit de résoudre.
i". Reconnaître si parmi les ('quafinns d'iiu ijipe (Imniv. il // a nue rquation fiicJisienne.
2". Trouver celte {■iptaliou si elle existe.
Mais il faut d'abord faire une distinction et classer les types d'équations normales en types fuchsiens, elliptiques et rationnels.
Supposons que x soit une fonction fuchsienne du rapport des intégrales de l'équation (i); cette fonction admettra un polygone générateur B^ qui aura 2n côtés et 211 sommets de la première sorte. I^a somme des angles du polygone devra être plus petite que
Soit q le genre de la relation (2); p le nombre des points singuliers de l'équation (i); a^, a,,, ..., a^, ces points singuliers; 7, la différence des racines de l'équation déterminante relative au ])oint «, .
Si 2^ > o, les sommets de R^ se répartiront en cycles; on aura:
n = 2q -\- p — I et la somme des angles sera égale à
On doit donc avoir l'inégalité:
(4) Ta,<2q+p—2.
Si j; = o, les sommets de R^ formeront un seul cycle et la somme des angles sera 2-. On aura:
n = 2(7 d'oii l'inégalité
Si les inégalités (4) ou (4') sont satisfaites, le type considéré sera un type fiichsien.
Supposons maintenant que x soit fonction doublement périodique du rapport des intégrales de (i), on aura les égalités
(5) Ta,= 2q-}-p—2, ou bien
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Le type sera alors eUiptlque.
Voici d'ailleurs rénumération des types elliptiques: (^)
q = o p = A «1 = a, = a., = et.
Supposons enfin (|U(' x soit fonction rationnelle de z, on aura les inégalités
l'hypothèse p = q = o devant être rejetée.
Le type est alors rationnel. Voici l'énumération des types rationnels, d'ailleurs bien connus:
Cela posé, les équations d'un même type dépendent d'un certain nombre P de paramètres arbitraires, de telle sorte que ce type se compose de oo'' équations distinctes.
(') Si r^ = o, on ne peut supposer j< =; O ni p = I. Si on suppo.se 2' = 2, on est amené à l'équation
(Vv Av
dx' {x ■ — aY '
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Ces r paraïuctres étant C(HiH)l('xes, corrospoiidciit à 2]' [)arain<''tres réels. Or le iioiiibre de ces paramètres réels est précisément celui des conditions transcendantes aux<[iiclles doit satisfaire l'équation (i) ((jui est supposée appartenir au type donné) pour que x soit fonction fuchsi'enne de ,- (ou bien fonction doublement périodicpie, ou rationnelle dans le cas d'un type elliptique ou rationnel).
(Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. i, P- 234, 257, 262 et 272.)
Si au lieu de conditions transcendantes, il s'agissait de conditions algébriques, on })ourrait conclure de là que parmi les équations d'un même type, il y en a toujours une qui est fucbsienne. Mais ici cette conclusion n'est pas légitime et une démonstration spéciale est nécessaire. C'est cette démonstration qui fart l'objet principal du problème qui nous occupe.
Il est aisé d'en comprendre l'importance.
Supposons en effet (jue l'équation
(0 -^ = ?(•'•' y> (2) 'pi.^, u) = o
soit fuchsienne. Soient
{x = ffj , y = Z/J, {.€■= «,, // = h^), ..., (x = Uj,, y = h^
les poiTits singuliers de l'équation (i) et j la différence des racines de
l'équation déterminante relative au point («,, Z»,). k^ sera un nombre entier positif ou bien infini.
Considérons une fonction de x et de // n'admettant d'autres points singuliers que les points
(«,, Z-,), («,, ft,), ..., {a„ h,)
et cela de telle façon qu'elle revienne à sa valeur primitive quand le point analytique (x, y) a décrit A-, tours autour du point_ singulier («,, h). Cette dernière condition doit être supprimée quand Av = <X).
Cette fonction sera uniforme en z.
Il en sera ainsi des intégrales de l'équation :
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si lès foiu'tious jTt sont ratioiiiR'lles en ./■ et >j et s'il n'y a d'autres points singuliers que
(«,, i,), («.,, ij, ..., [a^,, h;)
de telle sorte que toutes les raeines de l'équation déterminante relative au point (a,, i,) soient des multiples de t- (cette dernière condition
Ai
étant supprimée quand Â-j = co).
Il en sera de même de toute fonction rationnelle de x et de y et d'un grand nombre de fonctions algébriques.
Par conséquent, si on démontre que dans tout type fuchsien il y a inie équation fuchsienne, on aura fait voir :
1°. Qu'étant donnée une équation linéaire quelconque à coefficients algébriques, la variable et les intégrales peuvent s'exprimer en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire z.
2°. Qu'étant donnée une courbe algébrique quelconque, les coordonnccs .(• et y d'un point de cette courbe s'expriment en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire z.
§ G. Snhordinat ion des types.
Considérons deux équations normales:
Les coefficients cf et çTj sont des fonctions rationnelles de deux variables X et y qui sont liées entre elles par une relation algébrique
(2) (lix, y) = o
que Je suppose être la même pour les deux équations (i) et (i'). Je suppose que l'équation (i) admette p points singuliers:
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du tullf. iaroii 4UC la diltérciicL' de» racines du rùcjuatioii dcturmiiiaiite
relative à («, , i,) soit y .
Je suppose (jue l'équation (i') admette les moines points singuliers (rf j , 6,), (rt,j, 6.J, ..., (rt^,, i^,) que ré(juation (i) et en outre (j autres points singuliers:
K+i, i>,+x), {",,,-2, ^,,+-..), ••-, Kf,,, ^,+,)
et cela de telle sorte (jue la différence des racines de l'équation déterminante relative k (a, , h^ soit -rr .
Je suppose entin que N^ soit divisible par lx\ , ^^ ])ar /.-.j , . . . , N^, par Â'^, . Si lii est infini, A', devra être aussi infini. Si JV^ = cx), la condition de divisibilité sera regardée comme remplie, quel que soit k^.
Je dirai alors que le type dont fait partie Téquatioii (i') est subordonné au type dont fait partie l'équation (i).
Soit un type fuchsien T' subordonné à un autre type fuclisien T. Je suppose que chacun d'eux contienne une équation fuchsienne ; le premier l'équation E' et le second l'équation E. Soit z le rapport des intégrales de l'équation E' et t celui des intégrales de l'équation E. Il est aisé de voir que t est une fonction uniforme de z. Cette fonction n'existe évidemment que quand z est intérieur au cercle fondamental. De son côté t ne peut prendre aucune valeur extérieure à ce cercle; t prend au contraire une infinité de fois toute valeur intérieure au cercle fondamental.
Soient encore («^ , ij, («,, , ij, ..., [a^,, h^) les points singuliers
du type T et y- la différence des racines de l'équation déterminante rela-
tive au point («,, b). Soit F une fonction du point analytique (.', ^) qui ne présente d'autre point singulier que les points («, , ?>,), («^, 6J, ..., (a^,, h^ et de telle façon qu'après A-, tours autour du point («,, h) la fonction reprenne sa valeur pi'imitive. F sera par exemple une intégrale de l'équation linéaire (7) du paragraphe précédent. F sera une fonction vmiforme de t et par conséquent de z.
Mais supposons qu'on ne sache pas si le type T contient une équation fuchsienne, qu'on ne puisse pas, par conséquent, démontrer l'existence de t, mais qu'au contraire on sache que T' contient une équation fuchsienne
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et que la fonction z existe. Il est aisé de voir que ¥ est encore une fonction uniforme de z.
Ainsi pour démontrer le résultat suivant: Les intégrales d'une équation linéaire à coefficients rationnels en x et y peuvent s'exprimer ainsi que X et y en fonctions uniformes d'une même variable auxiliaire, il n'est pas nécessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une équation fuchsicnne ; il suffit de montrer que parmi les types subordonnés ;i un type fuchsien donné, il en est toujours un qui contient une équation fuchsienne.
De là l'importance de cette notion de la subordination des types.
En particulier, considérons une équation E à coefficients rationnels et soient
«, , «,, ..., rt„
ses points singuliers. Soit /.j un nombre entier tel que toutes les racines de l'équation déterminaïite relative au point a^ soient des multiples de
7". S'il n'existe pas de pareil nombre entier, on fera k^ = co.
Au lieu d'envisager le type T qui admet les points singuliers rtj , «2 , . . . , rt„ , de telle façon que les différences des racines des équations déterminantes soient -j-, j- , . . . , jr ■> on pourra; envisager un type
T' subordonné à T. On supposera par exemple que T' admette outre les points singuliers «j , a., , . . ., a„, p autres points singuliers quelconques b^, b.^, . . ., bj,, et que chacune des p -\- 7i équations déterminantes correspondant à ces divers points singuliers ait une racine double.
Supjjosons que ce type T' contienne une équation fuchsienne E'; •dlots X sera une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales de cette équation. La propriété caractéristique de cette fonction fuchsienne c'est de ne pouvoir prendre aucune des valeurs «^ , a.^, ..., «„, b^, b.^, ..., b^,, et, si elle existe, il est évident (|ue les intégrales de l'équation E seront des fonctions uniformes de z.
Ainsi il suffit de démontrer que l'on peut toujours trouver une fonction fuchsienne qui ne puisse pas prendre n valeurs données [a^, n,^, ..., a,) pour faire voir que toutes les équations linéaires à coefficients rationnels peuvent s'intégrer en n'employant que certaines fonctions uniformes que je me réserve d'ailleurs d'étudier dans un mémoire ultérieur.
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Il l'ii C3st de même des équations a coefficients algcbricjues, car on sait que l'intégration d'une équation à coefficients algébriques se ramène à celle d'une é(juation d'ordre plus élevé à coefficients rationnels.
§ 7. Lenune fondamental.
Aucun tjipe fuchsien ne peut contenir plusieurs t'quations fuchsiennes distinctes.
Supposons en effet ([u'un type T contienne deux équations fuchsiennes E et E' ; soit 2 le rapport de deux intégrales », et «^ de l'équation E; soit t le rapport de deux intégrales ît[ et «â de l'équation E'.
On sait que z ne peut prendre d'autres valeurs que celles qui sont intérieures à un certain cercle fondamental. On peut toujours choisir les intégrales tt^, n.,, ?<| et Uo de telle façon: i" que le cercle fondamental relatif à z, de même que le cercle fondamental relatif à t, ait pour centre le point o et pour rayon l'unité ; 2° que les deux variables ^ et / s'annull%iit en même temps, pour r = « par exemple; 3° que pour une autre valeur de a; pour x = h, l'argument de z soit égal à celui de t.
Il est clair que z sera fonction uniforme de t, et réciproquement que t sera fonction uniforme de z. Il résulte alors des hypothèses faites plus
haut que - considéré, soit comme fonction de z, soit comme fonction de
t, n'existe pas à l'extérieur du cercle fondamental et qu'à l'intérieur de ce cercle, ce rapport reste holomorphe et ne peut s'annuller.
Considérons par exemple - comme fonction de z. Posons:
2 = ç + '35 w = log mod-;
u sera une fonction de ç et de jj, holomorphe à l'intérieur du cercle fondamental et satisfaisant à l'équation:
, , dSi , d'il.
Considérons clans le plan des z un cercle C concentrique au cercle fondamental et ayant pour rayon r < i.
Le long de ce cercle, t est constamment de module inférieur à l'unité, et par conséquent on a:
(2) u < log mod-.
Mais toute fonction holomorphe satisfaisant à l'équation (i) ne peut devenir, à l'intérieur d'un contour quelconque, supérieure à la plus grande des valeurs qu'elle prend le long de ce contour. L'inégalité (2) subsiste donc pour tous les points intérieurs au cercle C
Mais je puis prendre le rayon de ce cercle C aussi voisin que je veux de l'unité. Quand je fais tendre r vers l'unité, le second membre de l'inégalité (2) tend vers o. Il résulte de là qu'à l'intérieur du cercle fondamental, u ne peut prendre aucune valeur positive; d'où:
mod - <^ I .
Or rien ne distingue / de à; on peut donc écrire aussi:
mod 7^1
d'où
mod z = mod / d'où
t = zé" 0 étant une constante.
Mais, par hypothèse, t et z ont même argument pour z = h; on a donc
(9 =r o et ^ = 5'.
Ainsi les deux équations E et E' ne sont pas distinctes.
Ce lemme important a été énoncé d'abord par moi dans une communication faite à l'Académie des Sciences de Paris (17 Octobre 1881, Comptes Rendus, T. 93, page 582). 11 l'a été depuis ]);ir M. Ki.F.rx
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(Muthematische Annalen, Bd XXI, p. 209). M. Ki.kix l'ctoiulait d'ailleurs au cas des fonctions qui existent dans un domaine limité par une infinité de cercles. (Cf. Mémoire sur les groupes Jde'méens, § 9, Acta Mathematica, T. 3, p. 83). Mais je ne dirai rien ici de cette extension qui ne me serait pas utile pour mon objet.
§ 8. Pronfo- ajterrit tic fa mfthofle de conthiuitô.
M. Klein et moi, nous avons été conduits indépendamment l'un de l'autre à une méthode qui permet de démontrer que tout type fuchsien contient une équation fuchsienne et cjue Ion peut appeler méthode de continuité. Nous avons fait de cette méthode différentes applications. (Voir Comptes Rendus, T. 92, -[). 1200 et i486; Klein, Mathematische Annalen, Bd XIX p. 565, XX p. 49, et XXI p. 211; PoixcARÉ, Comptes Rendus, T. 94, p. 1038.) Voici quels sont les principes fondamentaux de cette méthode.
Simposons d'abord une variable réelle ,r et une fonction réelle y de cette variable; je suppose que pour toutes les valeurs finies ou infinies de X, il y ait une valeur de y et une seule, et c|ue cette valeur soit une fonction analytic|ue de x, (holomorphe .ou niéromorphe) ; que y ne puisse pas reprendre deux fois la même valeur. On j'ourra évidemment en conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs possibles depuis — ce jusqu'à + '^^•
Supposons au contraire que la variable x, par sa nature même, ne puisse varier qu'entre deux limites a et h; c|ue pour toutes les valeurs comprises entre a et h, on sache que y est une fonction analytique de ..r, mais que pour ces limites elles-mêmes, on ne sache rien ; que y ne puisse jamais reprendre deux fois la même valeur. Quand x tendra vers (i, y tendra vers une certaine limite A et quand x tendra vers h, y tendra vers B. On sait alors seulement que y est constamment croissant ou décroissant et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires entre A et B.
Au lieu d'une seule variable indépendante, considérons-en n, x^, x^, ..., x„ et n fonctions réelles de ces 11 variables, y^, y.^, . . ., y„. Je suppose que pour toutes les valeurs des x, les y soient des fonctions analytiques et que ces fonctions ne puissent jamais reprendre deux fois le même système
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de valeurs. Cela suffit pour que l'on soit certain que les y peuvent prendre tous les systèmes de valeurs possibles. Soit en particulier n = 2. Regardons x^ et .r^ connue définissant la position d'un point sur une sphère 8; y^ et //^ comme définissant la position d'un point sur une sphère S'. À chaque point de la sphère S correspond un point et un seul de la sphère S' et à aucun point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S. Cela suffit pour qu'à tout point de 5" corresponde un point de 8.
Il en est encore de même si 8 et S' au lieu d'être deux sphères sont deux surfaces fermées quelconques. Mais supposons maintenant que S n'est pas une surface fermée, mais une surface ouverte, présentant une sorte de bord, de frontière. Supposons que les coordonnées de chaque point m' de -S" soient des fonctions analytiques des coordonnées du point correspondant m de S, lorsque ce point m n'est pas sur le bord de cette surface, mais que nous ne sachions rien lorsque le point m vient sur le bord de 8. Il ne sera pas possible alors de conclure des hypothèses faites plus hauc qu'à tout point de S' correspond un point de S.
La même chose arrivera, lorsque S et 8' seront regardées comme des surfaces situées dans l'espace à plus de trois dimensions, seront des Man)il(jfalfi()heiteu (multiplicités) à plus de deux dimensions, comme disent les Allemands.
Sup])Osons toujours ([u'à tout ]ioint m de 8 corresponde un point m' et un seul de 5" de telle façon que les coordonnées de »«' soient des fonctions analytiques de celles de m, à moins que m ne vienne sur le bord de la multiplicité S, dans le cas où cette multiplicité en aurait un. Supposons qu'à aucun point de S' ne puisse correspondre plus d'un point de 8. Si <S' est une multiplicité fermée nous serons certains qu'à tout point dé 8' correspondra un point de 8. Si au contrair(> S est une multiplicité ouverte présentant un bord, une frontière, nous ne pouvons rien affirmer.
Appliquons inaintenant ce qui précède au proldème (|ui nous occupe.
Nous dirons (jue deux types:
(0 ^ = fC'-. .'/)'• (2) </•{■'■, II) - o
(!') :i} -= f'iO'-. .'/)'' (2') </',{■<■, !/)^ o
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iiji[);irticiiii('iit ;i lu iiu'iiic cliisso loi-squo U's deux relations (2) et (2') scrniit (le iiièinc genre, et lorsque les deux équations (i) et (i') auront le inèiiie nombre de points singuliers, de telle laeoii que ces points singuliers se correspondent chacun :i chacun et que les équations di-terniinantes relatives à deux points singuliers correspondants soient les mêmes.
Cela posé, à chaque type d'une même classe C", nous ferons correspondre un [)oiiit d'une certaine nuiltiplicité S'.
De même nous dirons que deux groupes fuchsiens (des i'"^" et 2' ou 6" familles) appartiennent à une même classe lorsque le polygone générateur aura le même nombre de côtés, et lorsque les soininets se répartiront en un même nombre de cycles, de telle façon que ces cycles se correspondent chacun ii chacun et que la sonune des angles de deux cycles correspondants soit la même.
A chaque classe C de types correspond une classe C de grou2)es, de telle façon que si une équation fuchsiennc appartient à la classe C", son groupe appartienne à la classe C.
A cluujue groupe de la classe C, faisons correspondre un point d'une multiplicité S.
A chaque point de S correspondra un point et un seul de S'; il suffit pour le voir de se reporter à la théorie des fonctions fuchsiennes ([ui montre qu'à chaque groupe fuchsien correspond une équation fuchsienne.
De plus, en vertu du lemme fondamental, li aucun point de *S" ne peut correspondre plus d'un point de S.
11 resterait à faire voir qu'à tout point de S' correspond un point de S.
Pour cola, d'après ce qui précède, il suffit que S soit une multiplicité fermée, (ju'elle n'ait pas de bord. Cela n'est nuUement évident a j)riori.
En effet, parmi les groupes dune classe, il y en a une infinité qui pourraient être des t/roiipes limites, correspondant à des points du bord de la multiplicité iS'. Ce sont les groupes dont le polygone générateur présente un ou plusieurs côtés infinitésimaux. On voit en effet (ju'on peut toujours construire un polygone générateur dont un des côtés soit au.ssi petit que l'on veut. Cela ne suffit pas d'ailleurs pour que S soit une multiplicité ouverte; car, en vertu du § g du Mémoire sur les groupes fuchsiens, un même groupe peut être engendré par ime infinité de polygones équivalents et il est possible que parmi ces [)olygones, ou
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'])iiissc toujours eu choisir uu dout tous lus cotés soient supériciu's ;i une liiuite donnée.
Ainsi, il n'est pas évident que S est une uuiltiplicité l'erniée et il est nécessaire de le démontrer, par une discussion spéciale à chaque cas particulier, avant d'affirmer qu'à tout point de 6" correspond un point de S. C'est ce que M. Klein a né<iligé de faire. // // a là une difficulté dont on ne peut triompher en quelques lignes.
§ y. Ueiixième lenime.
Supposons que nous fassions varier notre polygone i?^ d'une façon continue et de telle manière que les éléments de ce polygone soient des fonctions continues d'un certain paramètre t. Envisageons maintenant l'équation fuchsienne que l'on peut former à l'aide de B^ et le type T auquel appartient cette équation. Soit:
(i) -^ = çj(,x, y)v (2) ipi^n, ij) = o (de genre p)
cette équation fuchsieime. Le type T sera défini (piand on connaitra les 3^; — 3 modules de la relation (2) et les points singuliers de l'équation (i); ces quantités s'appelleront les paramètres du type.
J'ai fait voir au § i du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes que les fonctions 6 que l'on peut former à l'aide de 7?„ sont des fonctions continues de t et l'on peut en conclure que les paramètres du type T sont aussi des fonctions continues de /, ce qui est fort important au point de vue de l'application de la méthode de continuité.
Je vais pousser la chose plus loin. Je suppose que lorsque t tend vers o, deux ou plusieurs côtés décroissent indéfiniment. (Il • s'agit ici de leur longueur géométrique et non de leur L) Je supposerai par exemple (jue deux côtés conjugués, ou que 2q côtés, conjugués deux à deux, deviennent infiniment petits, de telle façon que ceux des côtés de /?„ qui restent finis soient encore conjugués deux à deux. B^ est alors un de ces polygones limites que nous étudierons en détail un peu plus loin.
Passons à la limite, et faisons ^ = o, de telle façon que les 2q côtés infinitésimaux de /»'„ s'annuUent absolument et que B^ se réduise par
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coiisfMUR'iit ;i 1111 iiutri' j)<)l\ n'iiiic Jt'o n ii};iiit ijur 211 — 2'j cotes conjugués doux ;i deux. Considérons le groupe G engendré par li^. A chaque paire de côtés conjugués de 7^^ correspond une substitution de G, c'est celle qui change l'un de ces deux côtés en son conjugué, et le groupe G est précisément dérivé des n substitutions (jui correspondent ainsi aux divers côtés de 7?„ . Parmi ces substitutions nous en distinguerons n — q qui correspondront aux n — rj paires de côtés de lî^ qui restent iinis. Le groupe dérive de ces n — q substitutions s'appellera G" et sera contenu dans G. Soit G' le groupe engendré par B[,; il sera isomorphe à G" puisqu'à chacun des côtés finis de 7?„ correspond un côté de B'o. Lorsque t tend vers o, le transformé de li^ par une substitution quelconque de G", tend vers le transformé de R'^ par la substitution corres])ondante de G'.
Nous appellerons A la portion du cercle fondamental qui est occupée par les transformés de B^ par les substitutions de G" et B celle qui est occupée par les transformés de B^ par les substitutions de G (jui n'app^frtiennent pas à G".
Le polygone B^ est par hypothèse de la i'" famille, ou du i" ordre de la 2° *ou de la 6" familles; à la limite, le polygone 7?ô appartiendra à la 2" ou à la 6" familles, mais il pourra appartenir au i" ou au 2'' ordre de ces familles, c'est à dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre des c}cles hyperboliques.
Dans le premier cas, B^ sera de la i"^^"'" catégorie, dans le second de la 2° catégorie.
Dans le pi-einier cas, les transformés de i?â par les substitutions de G' remplissent tout le cercle fondamental (i^f. Mémoire sur les (/roupes fuchsiens § 6). Par conséquent, lorsc^ue t tendra vers o, la superficie totale de B tendra vers o, et en même temps la plus petite distance de B à l'origine tendra vers i, c'est à dire vers le rayon du cercle fondamental.
Dans le second cas, ce sera l'inverse et la superticie de B ne tendra pas vers o.
Supposons donc que B^ soit de la i'" catégorie. Dans ce cas B'^ engendrera une équation fuchsienne
qui appartiendra ;i un type T' moins compliqué que T. Supposons pour
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iTxLT les idées 7=1. Dans ce cas B'„ aura deux cotés de nio'uis <juc li^. Il arrivera alors, ou bien que l'équation (i') aura un point sin<:julier (1« moins que l'équation (i), ou bien que la relation (2') sera de genre p — I au lieu d'être de genre p ^t que l'équation (i') admettra deux points singuliers de plus que l'équation (i). (Vide infra page 262.)
Supposons par exemple, pour fixer les idées que ce soit le premier cas qui se présente. Je dis que les modules de la relation (2) vont tendre vers ceux de la relation (2') et que les points singuliers de l'équation (i) vont tendre vers ceux de l'équation (i') de telle façon que parmi les points singuliers de l'équation (i) il y en ait deux qui tendent vers un seul et même point singulier de l'équation (i').
Je vais montrer d'abord que les fonctions thétafuchsiennes engendrées par B^ tendent vers celles qui sont engendrées \)i\r i?ô.
Considérons les séries:
où H est l'algorithme d'une fonction rationnelle quelconque et où
(^, — '-^ I et I ~", ~ '-^ I désignent respectivement une substitution
quelconque du groupe G et du groupe G'. Je dis que
\im6{2) = d'{z).
On peut trouver un contour C entourant le point ^ et assez petit pour ((u'il soit intérieur ;i Il„ et à iîô et ((u'il reste intérieur à i)*„ pour toutes les valeurs suffisamment petites de f. On appellera rr la S de ce contour, X la L du plus grand arc de cercle orthogonal au cercle fondamental qui puisse être trace h l'intérieur de C; on appellera r ime quantité quelconque, A la L de la droite o^ et on 2>0''^Pi'ii comme dans le § I du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica, T. I, p. 206)
m ^2A ■\-''2mr
Sur les groupes des équations linéaires. 239
Appelons S„ et S'„ la somme des termes des séries ft et ft' qui corres-
pondent ;i des points hr et — ^r situes a 1 intérieur du cercle Jl
dont le rentre est l'origine et dont le 7? est (» • — i)r. Soit:
Soit h la plus grande valeur ([uc puisse; prendre le module de // pour des transformés du point z; nous aurons:
mod i?„ < — .,_.„,.. , mod R' <
Nous pourrons donr prendre » assez grand pour que: mod i?„ < - , mod R'„ < -
s étant une quantité donnée.
Le nombre n est désormais fixe et par conséquent le cercle M.
Nous pourrons maintenant prendre r assez petit pour que f variant de r à o, aucun des transformés de ^ ne sorte du cercle 31 ou n'entre dans ce cercle et pour que les divers transformés de z par les substitutions de G qui n'appartiennent pas à G" soient tous extérieurs à ce cercle.
Alors f variant de r à o, S„ sera une fonction continue de f puisque c'est une somme d'un nombre fini de fonctions continues de /; pour t = o, S„ se réduira à <S,', ; on pourra donc prendre t assez petit pour que:
mod(5;-5„)<f
On aura alors:
mod {e — 6') <s
quelque petit (pie soit s.
Les fonctions fuchsiennes x et y qui entrent dans l'équation (i) peuvent être choisies arbitrairement ; nous poserons
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H, H^ et H^ étant trois fonctions rationnelles arbitrairement choisies. Faisons de même:
O'jz, H) _ 6>'(z, HJ
il viendra
a^j ^-^ lini.T, //j = linivy.
On voit donc qu'à la limite, la relation qui lie ;;• et // se réduira à celle qui lie .Tj et y^ et que par eonséf|uent les modules de la relation (2) se réduisent à ceux de la relation (2').
De même nous aurons:
li,n fi— — l^n ^iS — i^
X,', x", . . . désignant les dérivées première, seconde, ... de x par rapport à z.
Il résulte de là:
lim^'(.r, //) = ç'(.r,, ?/J
et par consc(iu('iit les points singuliers de l'équation (i) tendront vers ceux de (i').
Rien de tout cela ne reste vrai si le polj'gone lî^ est de la 2" catégorie.
Dans le cas où le polygone 2?„ est symétrique, la chose peut se démontrer d'une manière toute différente.
Supposons par exemple un quadrilatère curviligne a/ipy, dont les côtés soient des arcs de cercle orthogonaux au cercle fondamental, et dont les angles soient des parties aliquotes de -; je les appelle a, ^9, ;-, o. Si nous prenons le symétrique de ce quadrilatère par rapport au côté j^y, nous obtiendrons, en adjoignant ces deux quadrilatères l'un à l'autre, un hexagone qui engendrera un système de fonctions fuchsiennes. Mais on peut aussi engendrer ces mêmes fonctions en cherchant à faire la représentation conforme du f|uadrilatère a/^p/ sur un cercle de centre o et de
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rayon i. Si ^ est un point intérieur au ([uailrilatorc ft ./■ le point correspondant (lu cercle, x est une fonction fuclisienne de z.
Supposons maintenant que le côté j-â devienne infiniment petit, puis s'annulle, le (juadrilatère se réduira à lui triangle oijSy, dont le sommet y sera sur le cercle fondamental et de telle façon que l'angle o(;-y5 soit nul. Considérons donc le quadrilatère cil3]fâ; je suppose que le côté yà soit déjà très petit, mais ne soit pas encore nul. On peut mener une infinité de cercles ^,7-, tangents en ;-, au cercle j3y et coupant en y5; le cercle a^? sous un angle égal à y9. Menons un de ces cercles /îj;-, , de telle façon que le triangle ct/9,;', soit tout entier intérieur au quadrilatère, mais soit d'ailleurs aussi gi-and que possible. Menons encore un autre de ces cercles yî.^^-.j, de telle façon que le quadrilatère soit tout entier intérieur au triangle ^l^tTit "i^is que ce triangle soit d'ailleurs aussi petit que possible.
Soit rf"(, un point intérieur à ot^î,;-]. Supposons qu'on fasse sur le cercle de rayon i et de centre o, la l'eprésentation conforme de c!;9,/', , puis de oc/^yà, puis de a^î,,^.,, de telle façon qu'au point z^ corresponde le centre o. Soient respectivement :ï\, r et x^ les points du cercle qui correspondelit à un point z de 'x^^y^, ou de aBffj, ou de ay9.,^., . On aura:
mod .Tj > inod x > mod x^ .
Lorsque le côté yo s'annullera tout à fait les deux triangles d/S^y^ et o(/?.,/-5 se confondront et il est aisé de montrer qu'on aura:
d'où
limmodXj =^ limmod.r,^
rnnmod.Tj = lim mod
limCj = lim ;/'.
Cette démonstration dont je n'ai d'ailleurs donné qu'un aperçu ne s'appliquerait pas au cas où R^ ne serait pas symétrique.
Acta mathemaiUa. 4. Imprimi^ 7 Janvier 1884. oj
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§ 10. Types symétriques.
Je vais appliquer d'abord à un cas simple la méthode de continuité. Soit :
une éc^uation telle que (p soit rationnel en x, que les points singuliers soient tous réels et que l'équation déterminante relative à chacun d'eux ait une racine double. Le type T dont fait partie cette équation sera dit symétrique, pai'ce cjue si ce type contient une équation fuchsienne, le polygone générateur correspondant est symétrique.
Je dis que tout type symétrique contient une équation fuchsienne.
Si le nombre des points singuliers est égal à 3, on peut toujours, par un changement linéaire de variable, supposer que ces points sont précisément o, i et 00 ; alors on sait qu'il existe une équation fuchsienne dans le type T, car cette équation est précisément celle qui définit le carré du module d'une transcendante elliptique en fonction du rapport des périodes.
Supposons maintenant que le type T admette 4 points singuliers; on peut toujours par un changement linéaire de variable supposer cpie ces quatre points sont
o, I, a et co
a étant une quantité réelle positive plus grande que i.
Soient maintenant et, p, y, d quatre points situés sur le cercle fondamental, et je suppose qu'en parcourant ce cercle, on les rencontre précisément dans l'ordre a, /9, y, d. Décrivons quatre cercles, orthogonaux au cercle fondamental, et passant respectivement par les points a et y9, /9 et y, y et à, d et a. Nous aurons ainsi un certain quadrilatère. Construisons le quadrilatère symétrique du premier par rapport au cercle (h par exemple; l'ensemble de ces deux quadrilatères formera un polygone i?„ qui «ngendrera un groupe fuchsien symétrique de genre o et de la 2" famille que j'appelle G.
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Formons les fonctions fuchsiennes correspondantes et en particulier la fonction :
k l'aide de la(jLulle toutes les autres s'expriment rationnellement. Pour uche\er de définir cette dernière fonction nous écrirons:
et nous poserons:
c sera rvv\ positif et plus grand (pie i. Alors z sera défini en fonction de .'• comme le nqiport de deux intégrales de l'équation fuchsiennc:
où ç est ratiormel en ./", où les points singuliers seront o, i, c et cnj et de telle sorte»que chaque équation déterminante ait une racine double. Pour faire voir que T contient une équation fuchsienne, il suffit donc de montrer qu'on peut choisir a, ,?, ;-, à de telle sorte que
Supposons donc que les points <x, j?, o restent fixes et qu'on fasse décrire au point y, l'arc jiù du cercle fondamental, dejjuis le point j3 jusqu'au point â.
Voici ce qui se passera:
1°. Les séries thétafuchsiennes définies au § i du Mémoire sur les fouet ion s fuchsiennes seront des fonctions continues de ;-, car elles sont uniformément convergentes, comme je l'ai fait voir dans ce paragraphe.
2°. Il en sera donc de même des fonctions fuchsiennes elles-mêmes et par conséquent de c.
3°. En vertu du leinme fondamental, c ne pourra prendre deux fois la même valeur.
4°. Lorsque le point y se rapprochera indéfiniment du point ^9, le quadrilatère oLjSyd se réduira au ti'iangle ai3â, et le polygone Eg se réduira au quadrilatère B'^ formé de ce triangle et du triangle symétrique par
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rapport au cercle a.ù. Le second leimiie nous a{)preii(l dojic (|uc c tendra vers riuiité.
5°. Pour la nièuie raison i^uand y tendra vers û, c tendra vers l'infini.
En réfeàimé, (]uand y variera en suivant le cercle fondamental depuis P jusqu'à o, c croîtra d'une façon continue depuis i jusqu'à l'infini, c prendra donc la valeur a qui est comprise entre i et l'infini.
Sup})OSons maintenant un type T admettant non plus 4, mais 5 points singuliers. On pourra toujours supposer par un changement linéaire de variables que ces 5 points singuliers sont:
o, I, a, h, 00 avec les inégalités (i) i < a<h
a et h étant des quantités réelles.
Si nous regardons a et h comme les coordonnées d'un point dans le plan, nous verrons qu'à chaque type T correspond un point d'une région plane limitée par les deux droites r« = i, a ^ h ni par la droite i = co. Cette région n'est autre chose (|ue la multiplicité S' définie dans le paragraphe 8. On voit qu'avec notre manière de considérer les choses, cette multiplicité est ouverte.
Prenons maintenant sur le cercle fondamental cin(| points a, fi, y, o, s se succédant sur ce cercle précisément dans cet ordre. 11 en résulte que l'on a.:
arg a >• argy5 > arg y > arg o > arg s .
Construisons le pentagone a^yds, puis le pentagone symétri(]ue par rapport au côté OLZ et. nous aurons un polygone li^ qui engendrera un groupe fuchsien G. Parmi les fonctions fuclisienncs correspondant à ce groupe, appelons ,t = f[z) celle à l'aide de laquelle les autres s'expriment rationnellement et qui de plus est telle que
f{oL) = o, /(/î)-!, m = 00.
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Ia's (juaiitilc'S
tir) = «. m = b
sont réelles positives et telles (juc
Lors(jue y — y? teiidni vers o, (i teiidrii vers i ; lorsque;- — r? tendra vers o, a — h tendra vers o; enfin lorsque d — s tendra vers o, h eroitra indéfiniment. De plus lorsque a, ^9 et s restant fixes, on fera varier y et ij, a et h seront des fonetions continues de y et de ô.
Si l'on considère les arguments de ;- et de o cduime les coordonnées d'un point dans un plan, ces arguments étant soumis aux inégalités:
argy? < arg ;- < arg 0 < arg a
le point correspondant sera situé à l'intérieur d'un triangle limité par les trois droites
argyî = arg;-, arg;- = argo\ argo" = args.
Ce triangle ne sera autre chose que la multiplicité S qui sera ouverte comme la multiplicité S'.
Cela posé, à chaque point de .S correspond ini j)oiiit et un seul de .S'; à cluujue poiïit de S' ne peut correspondre plus d'un point de «S". A chaque point de la périphérie de 8 correspond un point de la périphérie de .S". Il résulte de là nécessairement qu'à tout point de <S' cori'espond un point de S.
En d'autres termes, on peut toujours choisir le j^entagone a/^yos, de telle façon que a et h aient des valeurs données, c'est à dire que tout type fuchsien symétrique n'admettant que 5 points singuliers contient une équation fuchsienne.
La démonstration est absolument la même pour un plus grand nombre de points singuliers; d"où cette conclusion:
Tout type fucltsien symétrique contient une équation fuchsienne.
On voit que dans le cas particulier des types symétriques l'application de la méthode de continuité ne présente aucune difficulté.
On peut tirer de ce qui précède une conclusion importante.
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Considérons une fonction y de x, qui ne peut cesser d'être holoniorphe en x que si x prend une des n valeiu's a^, a.^, . . ., a„ ; supposons de plus que ces n valeurs sont réelles.
Considérons le type fuchsien symétrique (pii admet les n points singuliers a^ , a., , . . . , a,, . Il contient ime équation fuchsienne et dans cette équation la variable est une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales :
Cette fonction n'existe pas à l'extérieur du cercle fondamental; si nous supposons a„ = co elle est holomorplic à l'intérieur de ce cercle et elle ne peut prendre aucune des valeurs a^ , a., , ■ ■ -, «„ .
11 résulte de là qu'à l'intérieur du cercle fondamental // est liolomorphe en z.
Donc si 1/ est une fonction de x admettant seulement un nombre fini de points singuliers qui soient tous réels, on peut trouver une variable z telle que y et x exprimées en fonctions de s n'existent pas à l'extérieur du cercle fondamentcd et soient Iwlomorphes à l'intérieur de ce cercle.
On peut supposer en particulier que y est une fonction algébrique, ou l'intégrale d'une équation linéaire à coefficients algébriques, telle que tous les points singuliers soient réels.
§ 11. Généralisution du théorème précédent.
Nous n'avons encore appliqué la méthode de continuité qu'aux types symétriques, mais avant d'aborder l'étude de types ])lus compliqués, nous allons tirer du résultat obtenu tout le parti possible. Soit :
une équation telle (pie (f[x) soit rationnel en .r, que les points singuliers soient Oj , «^ , . . . , a„ , mais ne soient pas tous réels et que chaque équation déterminante ait une racine double.
Appelons T le type dont fait partie cette équation.
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Je démontrerai plus loin que ce type contient une équation fuclisienne, mais ce n'est pas cela que j'ai en vue pour le moment; je veux faire voir qu'il y a un type subordonné à T qui contient une équation fuchsienne; en d'autres termes, (ju'il existe une fonction fuchsienne, qui ne peut prendre à l'intérieur du cercle fondamental aucune des valeurs rt, , «, , . . . , «„ et qui de plus ne peut prendre non plus certaines autres valeurs l>^ , h.,, . . ., h,,.
Nous nous regardons donc comme libre'» d'adjoindre au taljleau des quantités a, telles quantités qu'il nous conviendra d"y ajouter. Nous ])()uvons toujours supposer que si le tableau des nombres a contient une quantité imaginaire, il contient aussi sa conjuguée; car si cette conjuguée n'y était pas contenue, on l'y adjoindrait.
Je suppose que le théorème soit vrai quand le tal)leau des quantités a ne contient que q — i couples de valeurs imaginaires et je vais faire voir qu'il est vrai quand ce tableau contient q semblables couples. Cela suffira, car dans le paragraphe précédent, j'ai démontré le théorème pour le cas où toutes Jes quantités a sont réelles.
Supposons donc que le tableau des quantités «, , a.,, . . ., a„ contient n — 2q quantités réelles
et 2q quantités imaginaires conjuguées deux à deux (2) a[, «2, ..., aô,.
Posons :
(pi^cc) = (r — «;)(:r — rt.;) . . . (.r — w^;
(f{x) sera un polynôme entier à coefficients réels. L'équation:
f'ix) = o
aura au moins une racine réelle, et par conséquent au plus q — i couples de racines imaginaires. Soient
Cj , c^ , . . . , f.i^—i
les racines de cette équation. Posons:
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Parmi les quantités suivantes
(4) O, ^'(aj, (r{a;), ..., ^' («,,); ^-(cj, çr(fj, ..., ç{r„)
il y aura au plus q — i couples de valeurs imaginaires.
On peut donc construire une fonction fuchsienne F{s) qui ne peut prendre aucune de ces valeurs puisque le théorème est supposé vrai pour un système de valeurs ne contenant que q — i couples de quantités imaginaires conjuguées.
Posons
On voit d'abord que .r est fonction uniforme de s; en effet cela ne poiu'rait cesser d'avoir lieu que si l'on avait:
jr'Or) = o d'où
ce qui est impossible.
De plus X ne peut prendre aucune des valcm-s
sans quoi l'on aurait:
ce qui est impossible, ni aucune des valeurs:
«;, «:, .. ., a'„^ sans quoi l'on aurait
ce qui est impossible.
La dérivée de x par rapport à s ne peut jamais s'annuller, sans quoi celle de F par rapport à s s'annullerait également, ce qui n'a jamais lieu.
D'ailleurs x est une fonction fuchsienne de s. En effet soit:
iF
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on aiini, yiiis<[iio F est une fonction fuchsienne
(pdf) «'tant une fonction rationnelle en if. Si nous posons ensuite
4 /fi-'
d'où
V = «ffv^x»-)
il viendra:
d'w dx'-
[r'W]^HrOr)] + J[^
où le coefficient de w est une fonction rationnelle en r.
Ainsi r est une fonction uniforme de s, c'est à dire du rapport des deux intégrales deil'équatiou (5). C'est donc une fonction fuchsienne.
Ainsi X est une fonction fuchsienne qui ne peut prendre aucune des valeurs (i) et (2), mais qui de plus ne peut prendre non plus aucune des valeurs telles que ç'(.r) = ç'(fl,) ou ç:(;:r) ■= e-(c,-).
Appelons
h, i, , . . . , h, ces valeurs.
L'équation (5) qui c>t uno équation fuchsienne admet comme points singuliers
ff,, «2, . . ., a^,, a\, a[, . . ., a^^, h„ h, . . . , b^.
et de telle sorte que toutes les équations déterminantes aient une racine double. Elle appartient donc à im type subordonné à T.
Ainsi il est toujours possible de trouver une fonction fuchsienne r = f{z) qui ne peut prendre n valeurs données
et qui ne peut prendre non plus /.• autres valeurs non dormées
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A cette fonction fuchsienne correspond une équation fuchsienne dont les points singuliers sont les a et les h et dont toutes les équations déterminantes ont une racine double. Cette équation fait partie d'un type subordonné à T.
Soit maintenant y une fonction de x qui n'admet d'autre point singulier que les a. Si on pose x = f{z), ij sera fonction uniforme de z.
C'est ce qui arrivera en particulier lorsque y sera l'intégrale d'une équation linéaire à coefficients algébriques.
Ainsi on peut toujours trouver une variable ,ï, dont la variable x et les intégrales cVune pareille équation sont des fonctions uniformes.
§ 12. î'oli/f/ones limites. •
Je dirai que deux polygones générateurs 2?^ et B'^ de deux groupes fuchsiens G et G' appartiennent à une même classe lorsqu'ils satisferont aux conditions suivantes:
1°. Le nombre des côtés des deux polygones est le même.
2°. Si deux côtés de B^ sont conjugués, les deux côtés de même rang de B'„ sont également conjugués. Il en résulte que les sommets des deux polygones se répartissent en un même nombre de cycles de telle façon qu'à chaque cycle de B^ corresponde un cycle de i?ô et réciproquement.
3°. La somme des angles de deux cycles correspondants est la même.
Les polygones d'une même classe dépendent d'un certain nombre de paramètres. Supposons par exemple pour fixer les idées qu'ils soient complètement définis (^) lorsqu'on se donne tn/is paramètres x, y, z, mais que ces trois paramètres ne soient pas indépendants et soient liés entre eux par une i-elation ,
(') Il reste bien cntemlii que deux polygones ne sont pas distincts lorsipi ou peut passer de 1 un ù 1 autre par une substitution linéaire (pii n altrre pas le cerfle fiiinlaniciitai.
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Si nous l'fgardons .r, // et z coiiinie les coordonnées d'un point dans l'espace, à chaque polygone de la classe correspond un point d"unc surface N, d/'tinic par l'égalité (i) de sorte qu'à la classe tout entière correspond cette surface ou une portion do cette surface.
Mais en général, pour que le polygone R^ puisse être le polygone générateur d'un groupe fuchsien, x, y Qt z doivent satisfaire non seulement à l'égalité (i), mais encoi'e à certaines inégalités (2). Aussi à la classe considérée correspond seulement une partie de la surface .S', et cette partiiest limitée par certaines courbes frontières dont on obtient l'équation en rempla(,ant dans une des inégalités (2) le signe de l'inégalité par celui de l'égalité.
Prenons un exemple. Soit un polygone li^ de la seconde famille et du genre o; ce sera par exemple un hexagone abcdef. Les côtés ah et hc, al et (le, ef et fa *o'it conjugués de telle sorte qu'il y a cjuatre cycles I), d, f et ace. Les six sommets devront satisfaire à la relation suivante :
- (« -k){c- cl){e - f) = (6 - c){d - e){f- a).
Soit ^{/jl) le rapport anharmonique de /i par rapport aux trois points b, d et f de telle sorte que :
Posons
Le polygone B^ sera entièrement défini quand on connaîtra x, ij et z; mais entre ces trois paramètres nous avons la relation suivante :
C'est l'équation d'un paraboloïde.
Mais .'■, // et z doivent satisfaire en outre aux inégalités
de sorte qu'on ne doit conserver qu'une portion du paraboloïde (i'). Cette portion doit être regardée comme limitée par les six droites suivantes
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(6) 2—1 .c = co
(7) .c = // = OÛ
(8) ■ ^y = CO 2 = 0.
Ce seront les courbes frontières de la portion utile du paniboloïde; à chaque ])oint de cette portion utile correspondra un polygone de la classe envisagée et réciproquement.
Supposons maintenant que, dans la classe considérée, il faille j). paramètres j\ , .r^ , ■ ■ ■ , J), pour définir complètement le polygone R^ et que ces j) paramètres satisfassent d'une part à une égalité (i), d'autre part à certaines inégalités (2). Si l'on regarde :i\, x.-,,..., x^ comme les coordonnées d'un point dans l'espace à jf dimensions, cette égalité et ces inégalités définiront une portion de surface, une multiplicité {MannigfaUi(jkeit), comme disent les Allemands. J'appellerai M^ cette multiplicité qui aura p — I dimensions. Elle sera en général ouverte et sera limitée par des multiplicités frontières de p — 2 dimensions, jiuisque les .i- satisfont non seulement a une égalité, mais encore à des inégalités. Ces multiplicitéi; frontières sont analogues aux courbes frontières dont il a été parlé plus haut et on obtient leurs équations, en remplaçant dans l'une des inégalités (2) le signe de l'inégalité par celui de l'égalité.
Considérons un point de la multiplicité M^ qui soit infiniment voisin de l'une des multiplicités frontières. A ce point correspondra un polygone dont certains éléments seront infinitésimaux et que j'appellerai pour cette raison polygone limite.
Nous allons envisager d'abord une classe de polygones B^ , du genre o, de la 2" famille; le nombi'e des côtés sera 2n; chaque côté de rang impair sera le conjugué du côté dont le rang est plus élevé d'une unité (le côté de rang 2p — i sera le conjugué du côté de rang 2p). De cette façon, si je désigne par la notation a^, le sommet qui sépare les côtés de rang p et de rang p — i, chaque sommet d'indice impair formera un cycle à lui tout seul, pendant que tous les sommets d'indice pair formeront
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un siMil cNclc. 11 y aura donc vi\ tout ii + i cycles et tous les sonnncts seront d'ailleurs sur le cercle fondamental. Pour détinir un pai-eil polygone il suffit de se doiuier 211 — 3 de ces sommets, les trois autres étant supposés fixes. D'ailleurs entre ces 2« — 3 })araniètres nous avons la relation :
outre les inégalités:
(2") "l'g^i < :ii-gc(._, < arga, < . . . < arga,,, < argît, 4" -~-
Je considère d'autre part les foncti(jns fuclisieiuies engendrées par li^ et parmi elles, une de celles à l'aide destjuelles toutes les autres s'exprinieiit ratioimellement. Je l'ap^JcUe f(^). Les points singuliers de ré(|uation fuclisienne correspondante sont alors au nombre de n -{- i; ce sont:
Je vais chercher quels sont les polygones limites de la classe en question. Pour les trouver il faut dans l'une des inégalités (2") remplacer le signe de l'inégalité par celui de l'égalité; d'où:
argot, = '^i'ga,+i ; «, = a,+i
c'est à dire (pi'un des cotés du polygone L\ doit devenir infiniment petit. Mais en vertu de l'équation (i") si un côté de rang pair devient infiniment petit, il faut qu'un côté de rang impair le devienne également, et réciproquement. Il y aura donc toujours au moins deux côtés qui s'annulleront. De là trois espèces de polygones limites.
1°. Ceux dont deux côtés conjugués s'annuUent.
2°. Ceux dont deux côtés non conjugués s'annullent.
3°. Ceux dont plus de deux côtés s'annullent à la fois.
Ainsi dans le cas du paraboloïde (i'), les droites frontières (3), (5) et (7) correspondent à des polygones limites de la 1"" espèce; les droites (4), (6) et (8) h des polygones de la 2" espèce et les points:
X = z = o, // = I ; X- = o, jj = 3 = \ ; etc.,
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qui appartiennent à la fois à, deux de ces droites frontières correspondent à des polygones de la 3'' espèce.
Les polygones limites de la 3" espèce sont évidemment des cas particuliers de ceux des deux premières. Laissons les pour un instant de côté et cherchons à montrer que ceux de la 2" espèce se ramènent à ceux de la I"^
En effet si nous envisageons un polygone de la 2" espèce, l'un de ses côtés infinitésimaux sera de rang pair. Je puis supposer que Ton ait numéroté les côtés de telle façon que ce soit précisément le côté de rang 2, «[«2. L'autre côté infinitésimal sera par exemple ci^j,ot..,j,^i . Ces deux côtés seront séparés par p — i paires de côtés conjugués C3t,a^ et o(.ja^ ; cfjGtj et a^otc; etc.; ao^,_.,a.,^,_i et a2^,_ia..,;, . Joignons, par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, a.,^,_, :i. 7, : nous partagerons ainsi le. polygone iio en deux autres r„ et r[,; r„ contiendra par exemple le sommet a.,^, et ri le sommet a.. Soit r'g' le transformé de r^ par la substitution (jui change o..i^,_,,n.n^,_x en a2j,a2;,_i , et posons
Eô = r„ + '"ô'-
Le polygone i?ô sera écjuivalent à Ji'o , il admettra deux côtés infinitésimaux, à savoir otoj,aj^,+i et le transformé de «!«,,. Ces deux côtés ne seront plus séparés que par p — 2 paires de côtés conjugués. En opérant sur jBÔ comme on a opéré sur li^ , on obtiendra un polygone R'^' où les deux côtés infinitésimaux ne seront plus séparés que par }) — 3 paires de côtés conjugués, et en continuant de la sorte, on finira par arriver à un polygone .S' équivalent à 7?„ et dont les deux côtés infinitésimaux seront consécutifs. Tous les polygones B„, itô > I^o\ ■••> 'S» auront une partie commune qui sera r„. Le côté infinitésimal o(.,^,a.,;,+i et son conjugué '^•2j,+i'^y,+-i appartiendront donc à .S'„. Le second côté infinitésimal sera })ar exemple jSoi..,^,. Joignons maintenant /Îa2;.+i P'^i" "» '^l'c de cercle orthogonal au cercle fondamental. Le polygone S^ se trouvera divisé en deu.x parties; le triangle as^j/îaj^j+i = Sg et s„ = -S'o — s'„. Soit ;- le transformé de ;î par la substitution qui change o-^^rt-i,,^! en «2;)+2a2j)+i et soit aj^j^.s^'asiP+i = *ô' le triangle transformé de .s„ par cette substitution. Le polygone S>'g = «o + ^''ô' sera équivalent à »S'„ et il est aisé de voir qu'il n'a que deux côtés infinitésimaux, à savoir /îajj.+i et ^«2^,4.1 qui sont conjugués.
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Il est vrai (jiic le polygone .s; quoique étjuivalent a E^ n'appartient pas à la même classe, parce que les paires de côtés conjugués sont distribuées d'une autre manière; mais il est aisé, par des transformations convenables, de ramener le polygrme S'^ à im polygone équivalent S'^' admettant comme .S',', les côtés infinitésimaux conjugués /î'ao^.+j et Ya^i.^i et dont chaque côté de rang impair est conjugué du côté pair qui le suit.
Nous sommes ainsi amenés à nous occuper principalement des polygones limites de la i'" espèce.
Ctmsidérons un pareil polygone dont les deux côtés conjugués soient «i«2 et «■.,,«1 • Nous distinguerons deux catégories de polyo-ones de la I espèce.
1°. Ceux de la i"' catég(jrie seront tels (jue
2° et ceux de la *• catégorie seront tels que
Dans le premier cas, on a entre les sommets du polygone les relations suivantes
(9) et, = a, = a.,„
(i") — («, — 'X,)... («,„__, — oc,) = (ot, — «3) . . . («,„_, — a,„_,)-
Le polygone B^ se réduit donc (lorsque passant à la limite on annulle ses côtés iTifinitésimaux) k un polygone R^ tout à fait analogue, mais dont le nombre des côtés n'est plus que 2W — 2 au lieu de 2n.
Disons quelques mots des groupes G et G' engendrés par ces deux polygones i?„ et B'^. Appelons .S', la substitution parabolique qui change a,_iO!, en c(,_^|0(, {i étant essentiellement impair). Le groupe G sera dérivé des 11 substitutions
La résultante
sera p:iral)()li([n(' et admettra le point double <x..„.
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Lorsque R^ se réduit à i?ô, les substitutions .S';,,..., &„_, deviennent S3, ..., <S2„-i et restent paraboliques, mais la substitution S^ devient illusoire et n'a plus aucun sens. Le groupe G' est donc dérivé des 'ii — i substitutions
C' or/
En vertu de la relation (r') la résultante
est parabolique.
Donc les sommets d'ordre pair de JR'n forment un cycle parabolique (3'' sous-catégorie) et par conséquent R'g et ses transformés par les diverses substitutions de G' rempliront tout le cercle fondamental (cf. Théorie des groupes fuchsiens § 6).
Alors en appliquant le 2'^ lemine, on verrait que la différence
fM - fM
tend vers o et que le type T, dont fait partie l'équation fuclisienne engendrée par B^^, se réduit à un type T' plus simple n'admettant plus que n points singuliers.
Supposons maintenant que deux côtés c(,a^ et o(.„,ot, tendent vers o de telle façon que
hm — $ I .
La relation (i") cessera d'avoir lieu. La résultante
sera byperbolique et non parabolique; les sommets d'ordre pair de i?,', formeront un cycle hyperbolique (4* sous-catégorie) et par conséquent les transformés de Il'„ par les substitutions de G' ne rempliront pas tout le cercle fondamental, mais seulement une portion de cercle limitée par une infinité de circonférences. (Cf. Théorie des (iroupes fuchsiens § 6.)
Le 2^ lemme n'est donc pas applicable, ce qui montre quelle différence profonde sépare les polygones limites de la i"''' et de la 2' catégories.
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On jjourrait faire une théorie tout à fait analogue des polygones limites de la 3" espèce qui ne sont que des cas particuliers de ceux de la I"" et de la 2^
Comme deuxième exemple, nous considérerons un polygone R^ du genre o, dont les côtés seront disposés comme dans l'exemple précédent, mais qui appartiendra à la i""' famille et dont par conséquent tous les sommets seront à . l'intérieur du cercle fondamental et tous les cycles seront elliptiques (i^"^* catégorie).
Nous appellerons
les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en
et h la somme des autres' angles du polygone. Ces divers angles doivent être des parties aliquotes de 2rr; je les regarderai comme donnés; la classe à laquelle appartient B^ est alors parfaitement définie. Dans ce C[ui va suivre, nous envisagerons la L des côtés de ce polygone et non leur longueur géométrique. Dans l'exemple précédent, quand nous disions qu'un côté était infiniment petit, cela s'entendait de sa longueur; ici au contraire cela s'entendra de sa L (qui n'est autre chose que la longueur au point de vue de la géométrie non-euclidienne ; cf. Groupes fuclisiens ^ i; Fonctions fuchsiennes § i).
Cela posé, comment peut-on concevoir que le polygone R^ devienne un polygone limite? Cela pourrait se concevoir de trois manières.
1°. Si un côté devenait infiniment petit.
2°. Si un angle s'annullait.
3°. Si un côté devenait infiniment grand.
Il est aisé de voir que les deux premiers cas ne se présenteront jamais, sans que le troisième se présente également; examinons donc le troisième.
Supposons qu'un côté de i?o> a..>„cti par exemple, devienne infini; il en sera de même du conjugué «lOtj. Mais l'angle de ces deux côtés qui est flj est donné et fini. Donc la diagonale «j,,»., est infinie. Mais cette diagonale est plus petite que la somme des 2n — 2 autres côtés. Donc l'un de ces côtés est infini. Ce sera par exemple a>^_20(2;,_i et il en sera
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de même par conséquent de son conjugué a^p^ia-^p. Joignons par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, les deux sommets et,, (x<,j,_2- Nous aurons ainsi divisé B,^ en deux polygones partiels: r^ qui comprendra le sommet et.,, et )„ qui comprendra le sommet a.,,,. Soit maintenant r'g' le transformé de r^ par la substitution (|ui cliange «la., en (Zia,,,. Le polygone i?ô ^= '"ô + >'o 411'' •-'** équivalent à B^ a comme lui quatre côtés infinis, mais ces quatre côtés sont consécutifs. Il résulte de là que nous pouvons toujours supposer que les 4 côtés infinis de i?,, sont Gto,,^! , ctjGt., , oi^OL.j, OL.^rt.^. C'est ce que nous ferons.
On peut supposer aussi que B^ a plus de quatre côtés infinis; mais ce n'est qu'un cas particulier que nous laisserons de côté pour le moment; nous supposerons donc que les 211 — 4 autres côtés sont finis. Dans ce cas, on peut démontrer sans trop de difficultés que la diagonale cn^a.^ est finie. Appelons r„ le triangle oCiCt,»., et rô le reste de B^. Appelons rô' le triangle a^yîcc^ transformé de r^ par la substitution qui change a.^oL^ en ot^a^. Le polygone i?ô = r'^ -\- >ô' sera équivalent à B^ et il n'aura plus que deux côtés infinis o(,a.,„ et yîa^ qui seront conjugués, pendant que les deux côtés conjugués a, 0(3 et a.,[i seront finis. Ces deux derniers côtés ont leur L finie, mais leur longueur géométrique est infiniment petite. Supposons que nous passions à la limite et que ces deux côtés s'annullent. Le polygone B^ se réduira alors à un polygone B^' qui n'aura plus que 2)1 — 2 côtés par suite de la confusion des trois sommets o.^, o.^ et p. Parmi ces côtés, il y en a 2», — 4 qui ne diffèrent pas de ceux de B^\ les deux autres sont les côtés aj^a, et a^o-^ qui sont conjugués; le sommet ttj qui est situé sur le cercle fondamental, forme à lui tout seul un cycle qui peut être parabolique ou hyperbolique.
S'il est parabolique, ce qui arrive lorsque le cercle qui passe par «i^.,,, et «4 est tangent au cercle fondamental, le polygone limite est de la I'" catégorie.
S'il est au contraire hyperbolique, le polygone limite est de la 2^ catégorie.
Les propriétés des deux catégories sont' les mêmes que dans l'exemple précédent. Ainsi si G est le groupe engendré par B^ , ce groupe sera dérivé de 11 substitutions elliptiques:
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de telle façon que .S^ ait pour point double a, . Le groupe dérivé de
S„ S,, ..., X.„_, et de S^S,
s'appellera G". Lorsque 7?^ se réduira à IÎ'q, les substitutions S^, S-,, ...,.S.,„_i tendront vers des substitutions elliptiques Si, 5,, ..., iSâ„_i et S^S.^ tendra vers une certaine substitution 2'. S^ et S.^ deviendront illusoires. Le groupe G' engendré par i?ô' sera dérivé de
et sera isomorphe à G".
Si le polygone est de la i"° catégorie, I sera parabolique; les transformés de E'a par le groupe G' rempliront tout le cercle fondamental. Lorsque i?ô tendra vers Su', le transformé de iî^ P'^i' i^ne substitution de G" tendra vers le transformé de i?ô' P'^i" 1^ substitution correspondante de G', et la surface recouverte par les transformés de R^ par les substitutions de G qui n'appartiennent pas à G", tendra vers o. En appliquant le deuxième lemme et en conservant les mêmes notations que plus haut, on verrait que la différence /"(otj) — fioi-.j) tend en même temps vers o.
Si au contraire le polygone est de la 2" catégorie, 2' est hyperbolique et les transformés de J?ô' "^ remplissent pas tout le cercle fondamental. Les déductions précédentes ne sont donc plus possibles et l'on ne peut affirmer que /"(aj — f{fx^) tende vers o.
On traiterait de même le cas oii il y a plus de quatre côtés infinis.
Comme troisième exemple, nous choisirons un polygone B^ de genre }), de la i"" famille, de 4^; côtés, dont les côtés opposés sont conjugués et dont tous les sommets forment un seul cycle, pendant que la somme des angles est égale à 2;r.
Ici encore on pourrait concevoir trois cas où le polygone deviendrait pplygone limite.
1°. Si l'un des côtés s'annullait (cela s'entend toujours de la L de ce côté).
2°. Si un angle s'annullait.
3°. Si un côté devenait infini.
Comme dans l'exemple précédent, les deux premiers cas ne se présenteront jamais sans que le troisième se présente en même temps et c'est ce troisième cas qu'il nous reste à examiner.
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J'appelle comme plus haut a, le sommet de rang i et je suppose que le côté «4^31 et son conjugué cx;^ot,,^^.i deviennent infinis. Soit j3^ le milieu de a^pCii . (J'entends par là que la L de ctj^,/?! est égale à celle de yîicti) et ^2 le milieu de ciopO^^^+i . Joignons ^jyS., par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Ce sera une sécante de notre polygone B^ et cette sécante sera finie. Cette sécante partagera le polygone B^ en deux autres: r^ qui contiendra le sommet «j , et >„ qui contiendra le . sommet 0(4^. Soit maintenant Sp la substitution qui change otpOt^+i en son conjugué agpOisp^i . Cette substitution changera
en
ou:
• • '^ip-l^'ipl^'i
'^j) = otj^ï+i)
Le polygone B'„ ^ r'^ -\- r'o sera équivalent à B^, il aura /^p -\- 2 sommets qui se succéderont dans l'ordre suivant:
Pl*1^2 • • • '^p^Zp + l.'^Zp + Z • ■ • '^4pPlP2^ip+ï^-2p + i • • • ^3p^i)+2^i)+3 • • • ^-IpPi '
Ces 4jj + 2 sommets forment deux cycles qui sont d'ailleurs tels que la somme des angles de chacun d'eux est égale à 2-. Quatre côtés sont infinis à savoir j3[(x[, ot^^,/?! , /SaCCo^j+i ,' aâ^^^J. La L des côtés ySj/î^ ^^ yîjyîô est finie et leur longueur géométrique est infiniment petite.
Si nous passons à la limite cette longueur s'annullera absolument et les sommets y5i et yî, , ySJ et yîô se confondront. Le polygone B'^ se réduira alors à un autre polygone jR,',' qui n'aura plus que 4^; sommets, deux sur le cercle fondamental ySj et /?J et 4^; — 2 en dehors de ce cercle. Chacun des sommets y?i et ^; forme à lui tout seul un cycle qui peut être parabolique ou hyperbolique.
Etudions maintenant le groupe G engendré par le jiolygone B,g ou ce qui revient au même par B'o . Si nous appelons S, la substitution qui change le côté ot,a,+i de B^ en son conjugué a^p+iCi^p+i+i , le groupe G sera dérivé des 22) substitutions
bj , O2 , • ■ ■ } "s
■ip
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entre lesquelles nous avons la relation
Quelles sont les substitutions de G qui changent chaque côté de R'^ en son conjugué? Ce seront:
qui
change
/?,/?. en /?;^^
Sip
(x^p+j/i. en a.p^i
S^ S^pSp
(i^^p en ;9;a;
«;«;+! en a,^^.'
et
Lorsque le polygone i?ô se réduit à JRô', ^^ substitution S^ devient illusoire et les substitutions S.^p, S~^S^pSp et Sp^S^ se réduisent à certaines substitutions 1', 1" et S[. De ces substitutions dérive un groupe G' qui est précisément engendré par R'^' et de telle façon que I et 2" sont les deux substitutions qui changent la première «s^+^^'i en ot^^,/?, , la seconde a'ipl^'i en a;^?;.
Si les multiplicateurs de I et de 2" sont égaux à i, ces deux substitutions sont paraboliques; le polygone Rq sera dit alors de la i'" catégorie et ses transformés recouvriront- tout le cercle fondamental. On en conclut, comme dans les deux exemples qui précèdent, que le deuxième lemme est applicable et que par conséquent les fonctions fuchsiennes engendrées par R'(, tendent vers les fonctions fuchsiennes engendrées par R'o', quand R'^ tend vers Rg.
Entrons dans plus de détails. Soient x et y deux fonctions fuchsiennes engendrées par i?ô ; il }' aura entre ces deux fonctions une relation algébrique
qui sera de geiu'e jj, puisque i?ô est de genre j)- Si cette relation est regardée comme l'équation d'une courbe de degré m, cette courbe aura
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points doubles. Lorsque i?ô se réduira à B'ç,', le genre de cette courbe devra diminuer d'une unité, puisque le polygone i?ô' ^st de genre p — i ; c'est à dire que la courbe devra acquérir un nouveau point double. A ce point double correspondront en réalité deux points analytiques difierents (selon que le point double sera regardé comme appartenant à l'une ou à l'autre des branches de courbe qui y passent) et par conséquent deux 2)oints réeUement distincts du polygone i?é'- Ces deux points seront y9i et. /3J qui sont comme on le sait sur la circonférence du cercle fondamental. Il résulte de là que les deux fonctions fuchsiennes lim;r et lim // ne peuvent prendre à l'intérieur du cercle fondamental les deux valeurs qui correspondent au nouveau point double.
Il ne peut pas arriver que l'un des multiplicateurs de 2" et de 2" soit égal à i et l'autre différent de i, de telle façon que l'une de ces substitutions soit parabolique et l'autre hyperbolique. En effet l'on a:
d'où :
et
multSa^ = nmli S^"^ S^pSp
lim mult S.,p = iim mult S^, ^S.2j,S^, mult 2 = mult 2".
Il peut arriver au contraire que les deux multiplicateurs soient différents de i et les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas i?,',' est dit de la 2'' catégorie. Le deuxième lemme n'est plus applicable et les fonctions fuchsiennes engendrées par i?ô ne tendent pas vers celles qui sont engendrées par B,'„'.
On traiterait de même le cas où plus de deux côtés de IR^ deviendraient infinis.
Les exemples qui précèdent suffiront, je pense, pour montrer comment doit être traitée dans chaque cas, la question des polygones limites.
Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite i?(, est :
1° de la 1 '■'''' espèce s'il n"a que 4 côtés infinis et (ju'ils soient consécutifs.
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2° de la 2° espèce s'il n":i (|iie 4 entés infinis et qu'ils ne soient pas consécutifs. (Nous avons vu quun polygone de la 2^ espèce peut toujours être ramené à un polygone de la i"'").
3" de la 3^ espèce s'il a ])lus de 4 côtés infinis; on démontrerait aisément qu'on peut toujom's ramener au cas où tous les cotés infinis sont consécutifs.
Dans le cas du troisième exemple, nous dirons que le polygone limite i?^ est-:
1° de la i''"'* espèce s'il n'a que 2 côtés infinis.
2° de la 3" espèce, s'il a plus de deux côtés infinis.
§ 13. Polygones réduits.
Nous avons vu qu'aux différents polygones d'une même classe correspondaient un i)ar un les diflérents points d'une multiplicité M^. Mais à un méine groupe fuchsien correspondent une infinité de polygones générateurs et par conséquent une infinité de points de jl/j . En ettet le procédé du § 9 du Mémoire sur les groupes fuchsiens permet de transformer le polygone JR^ en un autre B'^ équivalent a B^ et engendrant le même groupe fuchsien. De là une infinité de transformations qui changent un polygone en un autre équivalent, et par conséquent un point de ilij en un autre point de cette multiplicité. Ces substitutions forment un groupe que j'appelle F et qui est évidemment discontinu. La multiplicité M^ va se trouver partagée en vme infinité de domaines D^, D^, ..., D,, ..., de telle façon qu'à chaque substitution de F corresponde un de ces Homaines et que ce domaine soit précisément le transformé de D^ par cette substitution. Cette subdivision de 21^ à l'aide du groupe /' est tout à fait analogue à la subdivision du cercle fondamental en une infinité de polygones i?„ , R^, ... à l'aide d'un groupe fuchsien quelconque. Nous allons d'ailleurs éclaircir ce qui précède par une comparaison simple.
Supposons que dans le plan des r//, le point .r, // représente la quantité imaginaire ^ = x -\- iy et considérons un parallélogramme rectiligne B^ , ayant pour sommets o, s^ , 2^ et z^ + ^j • On pourra subdiviser le plan en une infinité de parallélogrammes égaux à B^ et on engendrera
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ainsi le groupe (s, ^ + ct^j + l^-^) o^^ a et y? sont des entiers quelconques; de ce groupe dériveront les fonctions doublement périodiques C{ui ont pour période ^j et z^ . Mais ce parallélogramme peut être remplacé par un autre dont les sommets soient:
o, a^j + I3z^, p^ + oX, (et + r)^i + (/5 + ô)z^
où a, /9, ;-, o sont des entiers tels que aâ — [^Y = i • Ce second parallélogramme est équivalent au premier; je l'appellerai R'^. Pour définir B^,
z nous nous donnerons le rapport — ^ co. Aux différents parallélogrammes
possibles correspondront différents points du plan des co ou plutôt de la partie de ce plan qui est au dessus de l'axe des quantités réelles, partie que j'appellerai partie positive du plan. A R'^ correspondra le point
-; -, de sorte que la partie positive du plan des w va se trouver
partagée en une infinité de domaines qui se transformeront les uns dans
les autres quand on appliquera à w la substitution [w, -: ^j. A toute
fonction doublement périodique correspondra un point de chacun de ces domaines et un seul. Mais parmi tous les parallélogrammes équivalents à R^, il y en a un qui est plus simple que tous les autres; c'est celui qui est tel que la forme cjuadratique positive :
mod=(ç.-^ + rjz^)
où ^ et :y sont des indéterminées entières, soit une forme réduite. On peut dire alors que ce parallélogramme est lui même réduit. On pourra définir ce parallélogramme réduit de la façon suivante:
1°. Il devra être tel que la jJartie imaginaire de m soit aussi grande que possible.
i°. Et parmi ceux qui correspondent à ce maximum de la partie imaginaire de w et qui sont en nombre infini, il devra être tel que la valeur absolue de la partie réelle de (o soit aussi petite que possible. .
On voit aisément alors que o) doit satisfaire aux inégalités
< partie réelle de û> < - , mod w > i .
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Les points lo qui correspondent à des parallélogrammes réduits sont alors compris dans un domaine I)^ défini par ces inégalités et limite par deux droites et un cercle. Ce domaine D^ et ses transformes par les
diverses substitutions du groupe {eu, "''" 'A remplissent alors toute la
partie positive du plan des a
Nous pouvons ojiérer tout à fait de même dans le problème qui nous occupe car il est tout à fait analogue, si ce n'est que les parallélogrammes sont remplacés par des polygones générateurs d'un groupe fuchsien, les fonctions doublement périodiques par des fonctions fuclisiennes, et la partie positive du plan des to par la multiplicité il/, .
Parmi les polygones équivalents à R^, il y en aura un que nous regarderons comme plus simple que tous les autres et que nous appellerons poljif/one réduit. Voici comment nous pourrons définir ce polygone réduit. Soit (f une fonction des coordonnées d'un point de la multiplicité il/, . Je supposerai que cette fonction est constamment comprise entre o et i, et qu'elle n'atteint la valeur o que sur les frontières de la multiplicité il/,, c'est à dire aux points qui correspondent aux polygones limites. Elle pourra d'ailleurs être choisie arbitrairement. Cela posé, aux différents polygones équivalents à R^ , correspondront différents points de il/, et par conséquent différentes valeurs de ç. Le polygone que nous appellerons réduit sera celui qui correspondra à. la plus grande valeur de f.
Cela posé, les points de J/, qui correspondront aux polygones réduits rempliront un certain domaine que j'appelle I)^. Ce domaine et ses transformés par les diverses substitutions de F rempliront toute la multiplicité il/, . Le domaine D^ sera limité par un certain nombre de multiplicités m,, iii^, ..., m.,^ qui auront jj — i dimensions, si je suppose que il/j en a ^j. Voyons quelle sei-a la forme des équations de ces multiplicités frontières. Soit a un point de il/, , a . .S' le transformé de a par une substitution 6' convenablement choisie dans le groupe /'; les équations cherchées seront de la forme suivante:
(i) . çr(ce) = e(«..SO
ç désignant la fonction définie plus haut. Si nous considérons un point a appartenant h. l'une des multiplicités frontières i», , w^, ..., ni,^, par exemple à celle qui est définie par l'équation (i), ce point correspondra
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à un polygone réduit, et il en sera de même du point et . *S' qui correspondra à un polygone réduit équivalent au premier et qui appartiendra aussi à une multiplicité frontière. C'est ainsi que certaines classes de formes quadratiques contiennent deux formes réduites et qu'à un point d'un côté du polygone générateur d'un groupe fuclisien, correspond un point équivalent du côté conjugué. Les multiplicités m^, m„, ..., ni,^ se répartissent donc en paires de multiplicités conjuguées à la façon des côtés du polygone R^. Ces multiplicités m sont limitées par des multiplicités m' de p — 2 dimensions; celles-ci le sont elles-méme par des multiplicités m" de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicités m', m", etc. se répartissent en cycles à la façon des sommets du polygone R^ . Ces cycles peuvent d'ailleurs contenir une, deux, ou plusieurs d'entre elles: si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de deux polygones réduits équivalents à un polygone donné.
Ainsi, en général, il n'y a qu'un polygone réduit équivalent à un polygone donné, mais dans certains cas exceptionnels il peut y en avoir deux ou plusieurs. C'est tout à fait ce qui arrive pour les formes quadratiques définies. On peut présenter la chose d'une autre manière. En général, parmi les valeurs de f qui correspondent à une infinité de polygones équivalents, il y en a une qui est plus grande que toutes les autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu'il y en ait deux ou plusieurs qui soient égales entre elles et plus grandes que toutes les autres.
Nous allons maintenant nous occuper d'une question fort importante: quand un polygone limite est-il réduit? et nous examinerons successivement les trois exemples du paragraphe précédent.
Reprenons d'abord le polygone R^ du i" exemple, en supposant que les deux côtés conjugués a.,„a, et ctia, sont infiniment petits. Nous avons vu qu'en laissant de côté le cas exceptionnel des polygones limites de la 3^ espèce, tous les polygones limites pouvaient être ramenés à ce cas. Nous négligerons donc devant les quantités finies, les quantités de l'ordre de «lOCj et de a^a.2„.
Je joins a2„_iCt., . (Il faut entendre par Là, ici comme dans tout ce qui va suivre, que je trace un arc de cercle passant par ces deux points et orthogonal au cercle fondamental.) Je divise ainsi le polygone R^ en deux autres: )\ = cl..2„_la.,„'x^'l., et rô = -^o — ''u-
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Transformons )\^ par la substitution linéaire qui change a,„a3„^, en «2-i-2«j-.-i ■> "ous obtiendrons pour transformé un quadrilatère
Posons maintenant:
Le polygone i?,,.! qui sera équivalent à li^ aura pour sommets ct,„_, , «2„> «2> «3) •■•' a2n-3> «2n^2 ) ^^i . 1 • ^j . 1 • On voit que i^u 1 u un sommet infini uient voisin de chacun des points
et trois sommets iniiniment voisins de a.,„_2- Quant à la longueur des côtés infiniment petits, elle sera donnée par la relation:
/ \ / \ («2n— 2 «2ii— l)
(2) ^1.1 — «2.1 = («1 — «sj-r- _„ ,. •
(,«2n— 1 «2ii ;
Joignons maintenant a-, , iOin„_a , nous partagerons le polygone R^ ^ en deux autres: '"o.i = ai.ia2.ia2„_2a2„_3 et rô.i = -Ro.i — 'o.i- Soit maintenant rô'. 1 = ai.2X,..,a.,,„_40to„_g le transformé de r^i par la substitution linéaire qui change a2«-3ît2n-2 en a2„_3a,„^4. Soit enfin R^ „ = rô.i + rô'.,. Il est aisé de voir que iJo.2) <iui est équivalent à iio.i, a un sommet infiniment voisin de chacun des points
et trois sommets a-,„_i, ol.,_i, a^ , infiniment voisins de o!..,„_^. On aura d'ailleurs :
Nous allons opérer sur Eq.j comme nous avons opéré sur R^ et sur Ro.i- C'est à dire que nous joindrons ol., ,2^-2n--> et que- nous poserons, en appelant r'^'^ le transformé de r^^ par la substitution linéaire qui change
«2n— 4«27i— 5 en a2n— 6«2n— 5
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-^0 .3 ^^^ '"0.2 "r ' Il . 2 •
On opérera ensuite sur i?„ .j comme sur 2?o.2 et ainsi de suite.
Il est aisé de voir que i?,, , a un sommet infiniment voisin de chacun des points
et trois infiniment voisins de a,„_o,.
Considérons en particulier le polygone ii'o.«-i- H 'l'^ir^ trois sommets infiniment voisins de oc., et par conséquent de a,,, . Ce seront les sommets «2) ^i.„-\ et oi.,,„_i (qu'il ne faut pas confondre avec ot2„_,). Il résulte de là que i?o.-i-i différera infiniment peu de i?„ . Ces deux polygones sont d'ailleurs équivalents, d'où il résulte que la transformation T qui change JfZo en -Z?o.„_i appartient au groupe /'.
Posons
TT («3 «3)(«j «5) ' ■ ■ («2«-2 «2«-l)
Nous aurons la relation suivante qui est au polygone -??„.„_ , ce que les relations (2) et (2') sont aux polygones i?y . 1 et _B(, „ :
«i.^-i — «2.«-i = (^1 — '^■^H" et de même
Cela posé, reprenons notre fonction ç et supposons qu'elle se comporte régulièrement, ce c[ui ne présente pas de difficulté puisque cette fonction est presque entièrement arbitraire. Pour un polygone qui a des côtés infiniment petits, la fonction ^ est infiniment petite par hypothèse. Nous supposerons qu'elle est du i" ordre ainsi que et, — a,. En négligeant les infiniment petits du 2'' ordre, on peut dire que les trois quantités çr, a, — 0.2 et a, — otj,, sont proportionnelles. On a donc pour le polygone B^
F ne (lépendant ({Ue do lu position des points
et non de la longncnr des oôtôs infiniment petits ajcto et «lOts,, .
Appelons ç' et i*" les valenrs de <f et de 7<' qni correspondent à ■Ro.«-i; nous aurons:
F' = F h des inf. petits près du i"" ordre ^' = ^.IP à des inf. petits près du 2"' ordre.
Si dune IL^ > i, la substitution T transforme B^ en un polygone équivalent qui correspond à une valeur de <f plus grande. Le polyt/one R^ n'est donc jxis réduit.
Si au contraire If < i, la substitution inverse de T transformera i?„ en un polygone équivalent correspondant à une valeur de ç- plus grande, de sorte que R^ ne sera pas non plus réduit.
Reste le cas où IP = i. Mais H est essentiellenKnit né"atif. On aura donc H= — i. Mais cette relation qui n'est autre que la relation (i") du paragraphe précédent, exprime que le polygone R^ est de la i''"' catégorie.
Ainsi un polygone limite ne peut être réduit que s'il est de la T''' catégorie.
Nous allons obtenir le même résultat dans les 2'' et 3*^ exemples. Nous allons traiter d'abord le 2'' exemple, en supposant pour fixer les idées :
ff, = «3 = . . . = «.,„_! .
Je définirai dans le 2'' comme dans le 3'' exenqjle, le polygone réduit de la manière suivante. Parmi les polygones équivalents à un polygone donné, j'appellerai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses côtés soit aussi petit que possible. S'il y en a plusieurs qui satisfassent à cette condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel que le 2^ côté (par ordre de grandeur décroissante) soit aussi petit que possible et ainsi de suite. (Ici comme dans le paragraphe précédent, en ce qui concerne le 2"^ et le 3" exemple, quand je dis qu'un côté est grand ou petit, il s'agit de sa L et non de sa longueur géométrique.)
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Voici une proposition que je me borne à énoîicer, et que je vais appliquer à mon dessein.
Soit un triangle ABC qui se déforme de telle façon que ses trois sommets tendent respectivement vers trois points A', B' et 6" situés le premier sur le cercle fondamental, les deux autres à l'intérieur de ce cercle. Les deux côtés AB et AC croissent indéfiniment, pendant que BC reste fini; mais la différence des deux côtés AB et AC tend vers une limite finie A:
\un{AB — AC) = X.
Cette limite ne dépend que de la position des trois points A', B', C et non de la manière dont A, B, C tendent vers A', B', C. Par les points B' et 6" on peut faire passer deux cercles tangents intérieurement au cercle fondamental. Soient M et N les points de contact. Joignons MN par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet arc de cercle coupera B'C en un point F tel que la L de PB' soit égale à celle de PC"; je supposerai que B' est à gauche de MN et C" à droite. La limite k sera positive si A est à droite de MN, négative si A est à gauche; elle sera nulle si A est en M ou bien en N.
Considérons donc le polygone B^ dont nous allons faire croitre indéfiniment les côtés a2„ai , a^o-^ , «,«3 , 0(30(4 comme on l'a vu au paragraphe précédent. Il arrivera alors que les deux sommets a,,, et tz, tendront vers deux points B' et C" intérieurs au cercle fondamental, pendant que (Xj tendra vers un point A situé sur ce cercle lui-même. En même .temps, les points a.^ et a._^ tendent aussi vers A, car les côtés o(ja,j et a.^ct.^ qui ont leur L infiniment grande, ont leur longueur géométrique infiniment petite.
Nous pourrons trouver sur le cercle fondamental les points M et N définis plus haut; nous joindrons 3IN; je suppose d'abord que A soit comme B' à gauche de 3IN. On aura en vertu du Icmme que je viens d'énoncer
Yima.^,, = B', lim «4 = C", lima, = lima, = Yuna-^ = A
Dans les deux triangles «..otjCtj , o../j.^'x.,,^ on a
angle a^ot,a2„ = angle ot2a,o(.j et
d'où
■ Le côté 'x.^a.^ = a.,<x^ est donc le plus grand côté de Ij^ puisque tous les autres que cziot., , rx^oi.^, ct._,Gt.j, et, a,,,, sont finis.
Je dis qu'on peut trouver un polygone équivalent à J?„ dont le plus grand côté soit plus petit que a.,c^^.
Joignons i-^oi.,,,, nous aurons partagé le polygone 7?„ en deu.x autres:
Transformons r', par la substitution qui change rx^rx^ en ct^ct.^. Nous obtiendrons
avec
Le polygone i?ô = r^, + r,',' est équivalent h. i?^. Il a 2» — 4 côtés égaux aux 211 — 4 côtés finis de 7?^, . Il admet aussi deux côtés infinis
qui appartiennent li 2?„- et les deux côtés infinis
«S^în = «3«2n
grand côté de i?ô et on a:
qui n'appartiennent pas à 7?,,. Si ^-a.,,, > a^a.^ , c'est a-^oi.,,, qui est le plus
otga,,» < ot3<3t4 •
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Si a30(.,„ <a,c<j, c'est ctiOt., qui est le plus grand côté de i?o et on a
Ainsi, si le point A' est à gauche de MN, le polygone B^ n'est pas réduit; mais comme rien ne distingue la gauche de la droite, il n'est pas réduit non plus si A'- est à droite de MN. Il faut donc que A' soit en M ou en N. Mais alors le cercle A'B'C est tangent au cercle fondamental, ce qui veut dire que le polygone limite est de la i'" catégorie.
Ainsi tout polygone limite réduit est de la i'''° catégorie.
Passons au 3'' exemple, c'est à dire à un polygone R^^ de 4p cotés dont les côtés opposés sont conjugués. Joignons les sommets opposés ; nous obtiendrons ainsi 4}) diagonales. Je dis que si B^ est réduit, le phis grand des 4.p côtés du polygone est plus petit que la plus petite de ces 4}) diagonales. J'appelle à cette plus petite diagonale; si ce côté était plus grand que o, on partagerait le polygone B^ en deux autres r^ et r,^ en traçant la dingonale o. On appellerait ensuite r'^' le transformé de i\ par la substitution qui change le plus grand des côtés de B^ en son conjugué. Le polygone B'g = r'^ + r'^ serait équivalent à i?!,; il aurait ses côtés opposés conjugués; de plus il admettrait tous les côtés de B^ sauf le plus grand qui serait remplacé par la diagonale f>, qui par hypothèse est plus petite. Le plus grand côté de 7?,', serait donc plus petit que celui de B^ et B^ ne serait pas réduit.
Cela posé, supposons, comme dans le paragraphe précédent, que les deux côtés «4^,0(1 et a.2pa.2j,j^i croissent indéfiniment; il en sera de même des diagonales otj^.a.^, et «lOCj^,^! ; tous les autres côtés resteront finis. Supposons que les sommets ol^j, et 3.,^^^, tendent vers deux points B' et 6" intérieurs au cercle fondamental. Les sommets oti, «2, . . ., a.,^, tendront vers un même point A' situé sur la circonférence de ce cercle et. ce point A' est également celui avec lequel tendent à se confondre les sommets /9j et yî^ du polygone i?,',. De ce fait résulte l'identité suivante:
lim («la^^, — aia.2j,^i) = lim (a^^.ct^^, — a.^,o(.,,,+]).
Mais si le polygone 7?^ est réduit, on a d'autre part, puisque les côtés sont plus petits que les diagonales
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Donc on a
liin (a,a,^, — aia2j,+,) = o.
On en conclut, comme dans l'exemple précédent, cjue le cercle A'B'C" est tangent au cercle fondamental et que le polygone i?„ est de la i'"'* catégorie.
Ainsi tout polygone limite réduit est de la 1°" catégorie.
Tout ce qui précède ne s'applique qu'aux polygones de la i''^ espèce.
Passons d'abord aux polygones de la 2" espèce qui peuvent comme nous l'avons vu être ramenés à un polygone limite de la i''^ espèce. Supposons donc que P^ soit un polygone de la 2' espèce; ce polvfonc sera équivalent à un autre lî^ de la i"'' espèce; si i?„ n'est pas de la 1"" catégorie, je dis que F^ n'est pas réduit.
En effet envisageons la fonction ^' détinie plus haut; cette fonction dans le cas du 2'' et du t," exemple sera, pour fixer les idée.-;, l'inverse du plus grand côté de B^.
La fonction ç correspondant soit au polygone P^, soit au polyo-one B^ sera infiniment petite. Soient a et h les points de il/, qui correspondent h i?^ et à P^; chacun de ces deux points sera infiniment près d'une des frontières de la multiplicité 3/j ; soient c et d les points de ces frontières qui sont respectivement le plus rapprochés l'un de a et l'autre de b. Les coordonnées du point a sont fonctions de celles du point b, puisque les deux polygones correspondants B^ et P^ dérivent l'un de Tautre d'après une loi déterminée. Si a et b sont très voisins des frontières, comme nous le supposons ici, la position du point c dépend de celle du point d, de telle façon que les coordonnées d'un de ces points soient fonctions continues de celles de l'autre. Maintenant si les points c et d restant fixes, à des infiniment petits près, le point a se rapproche du point c de telle façon que la distance' infiniment petite ac diminue de moitié par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi de moitié.
Si nous appelons <f^ et ç.^ les valeurs de ç qui répondent aux points n et b, nous aurons à des infiniment petits près du 2'' ordre
fi =Vc.f,{c), (T., = bd.f,{d)
les fonctions f^ et f^ étant des fonctions finies, en général et ne dépendant que de c et de (/.
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Si donc les points c et d restant fixes ou ne variant qu'infiniment peu, la distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions infiniment petites fj et ^^ diminueront dans le même rapport.
Cela posé, nous avons vu que si H^ n'est pas de la i*"" catégorie, ce polygone n'est pas réduit et qu'on peut trouver un polygone équivalent i?ô correspondant à une plus grande valeur de (f. Soit P'^ le polygone de la 2*" espèce qui dérive de 7?ô comme P^ de B^; soient a', h', c', d' les points qui sont à B.'^ et i'ô ce que les points a, h, c, d sont à 2?^ et à Pj,; soient ç[ et ç'., les valeurs de (f qui correspondent à iZ^ et à P'^. Les points c' et d', il est aisé de le constater, différeront infiniment peu de c et de d; on aura donc
ac bd a'c b'd'
<r< = ^>'(n,{d-) = h'd'fM à des infiniment petits près et par conséquent
Mais on a on aura donc
et par conséquent le polygone P^ ne sera pas réduit.
Ainsi, un polygone Imite de la 2' espèce ne peut être réduit que s'il est équivalent à un pohjgone de la ]"' espèce et de la f''' catégorie.
Le cas des polygones de la 3° espèce qui sont un cas particulier de ceux de la i'"'' et de la 2^ se traiterait d'après les mêmes principes. Nous n'allons étudier ici qu'un seul exemple. Nous fixerons ainsi les idées, et le lecteur se rendra mieux compte de la façon dont nous surmontons les diftérentes difficultés que si nous étudiions directement le cas général.
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Nous clioisirons le polygone R^ du 2^ exemple en supposant que les six côtés a.2„ai, aja, ,■ x-aj, a-iOL^, a^a^ et asctg croissent iiidéfiniraeut.
Nous supposerons que ce polygone est réduit, et nous allons faire voir qu'il est de la i"" catégorie, c'est à dire que les cinq sommets otj, dj, a., a^, OL. tendent à se confondre en un seul point situé sur la circonférence du cercle fondamental, et cela de telle sorte que le cercle a.,„a,ae soit tangent au cercle fondamental.
Pour cela nous nous appuierons sur les deux principes suivants:
i". Si le polygone B^ est réduit, les côtés issus d'un sommet de rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet à un sommet quelconque de rang pair. En effet, soit C le côté a,c(j, par exemple, et B une diagonale joignant ctj à un sommet quelconque de rang pair. 11 est aisé de construire un polygone B'o équivalent à jf?^ et admettant mêmes côtés (en grandeur) que R^, sauf (juc le côté C est remplacé par D. Si l'on avait C > D, le plus grand coté de R^ serait plus grand que le plus grand côté de RI, et ii„ ne serait pas réduit.
2°. Supposons que les trois sommets d'un triangle ABC tendent respectivement vers trois points A', B', C", situés, le premier à l'intérieur du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonférence de ce cercle. Si les deux points B' et C" sont distincts l'un de l'autre, les trois côtés croîtront indéfiniment, l'angle BAC tendra vers une limite finie, ainsi que la différence
AB + AC — BC
et pur conséquent le côté BC sera plus grand que chacun des deux autres.
Cela posé, supposons que dans le polygone réduit R^, les deux sommets c(.,„ et %■ tendent vers deux points fixes B' et C du plan. Les cinq sommets n^, ot.^-, ct^ , a^, «^ dont la distance à «^ est infinie, tendront vers certains points du cercle fondamental.
Si on avait:
lim a, ^ lim a.
on aurait en vertu du 2' principe
t5Gt
ce qui est contraire au premier principe.
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De même si on avait:
lim a, < liia a^ , liin a, < liin «^ ou liiii a^ ^ Uni 7.j
on aurait
ce qui serait contraire au premier principe.
Donc les cinq sommets a^, a^ , . . , ot^ tendent vers un seul et même point A du cercle fondamental.
Joignons les deux points M et N définis plus liant. Si A' était à gauche de AIN (c'est à dire du même côté que L") on aurait:
et s'il était à droite
ce qui serait contraire au premier principe.
Ainsi A' est en M ou en N, c'est à dire (jue le cercle A'B'C est tangent au cercle fondamental, c'est à dire que B^ est de la i''" catégorie.
§ 14. Jléthode de coiitinuitr.
Tous les lemmes c[ue nous avons établis vont nous permettre d'appliquer avec toute rigueur la méthode de continuité.
Considérons une infinité de types T appartenant à une même classe et définis par un certain nombre de paramètres qui seront, si l'équation générale du type s'écrit
les modules de la relation (2) et les points singuliers de l'équation (i). Soit q le nombre de ces paramètres. Ces paramètres vont définir un point d'une certaine multiplicité 31 h q dimensions. Je dis (pie cette
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jiiultiplicité est fermée et ne présente pas de frontière. En effet Riemaxx a démontré que si une multiplicité à q dimensions était limitée par une autre multiplicité, cette autre multiplicité devrait être k q — i dimensions. C'est ainsi Cju'une surface, par exemple, ne peut être découpée (zerschnitten) que par une ligne et non par un point.
Or en faisant varier les paramètres du type, on ne pourrait arriver à la frontière de 3/ ([u'en atteignant certains points singuliers de cette multiplicité, correspondant au cas où le type T se réduit à un tvpe T plus simple (cf. § 9, page 238). Ov cela ne peut arriver que de deux manières:
1° ou bien, si deux points singuliers de (i) venaient à se confondre; mais il faut pour cela une condition complexe, c'est à dire deux conditiims réelles.
2° ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d'une unité, c'est à dire si la courl)e représentée par cette relation acquiert un nouveau point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions réelles.
Ainsi dans l'un comme dans l'autre cas, il faut s'imposer deux conditions, et les points singuliers qui satisfont à ces conditions forment une nuiltiplicité -à q — 2 dimensions (|ui ne peut servir de frontière à M qui en a q. J'appellerai o-j , a.,. ... ces multiplicités h. q — i dimensions que je viens de définir.
Considérons maintenant le domaine D^ défini au § 13. A chacun des points de ce domaine correspond un polygone R^ et par conséquent une ét|uation fuchsienne. Considérons les paramètres du type auquel elle ap})artient: ils détiniront un certain point de la multiplicité M. Ainsi à tout point de B^ correspondra un point de JSL et un seul. D'autre part, à tout point /i de M correspondant à un type fuchsien qui contient une équation fuclisienne, correspondra un point o de D^ et un seul. Il y a exception toutefois si le point o se trouve sur l'une des multiplicités w?j , m^, ... qui séparent D^ du reste de la multiplicité M^ . Dans ce cas en effet, il y a deux ou plusieurs polygones équivalents réduits, de sorte qu'au point // cori'espondent deux ou plusieurs points o. Au domaine Dg tout entier correspondra ou bien luic portion de Jl/. ou bien cette multiplicité tout entière.
Je dis que le premier cas ne se présentera pas. En effet, s'il se présentait, la multiplicité M serait partagée en deux parties, celle qui
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correspond à Z>„ et celle qui ne correspond pas à 7>„ , et ces deux parties devraient être séparées l'une de l'autre par une multiplicité frontière, qui devrait avoir, d'après le théorème de Riemann, q — i dimensions.
Or comment pourrait-il arriver que, le point d de B^ se mouvant dans ce domaine, le point correspondant /i de M atteignit cette multiplicité frontière hypothétique?
Est-ce parce que le déterminant fonctionnel des coordonnées de n par rapport à celles de d s'annullerait? Mais cela n'arrivera jamais puisque le lemme du § 7 montre qu'à tout point /i ne peut correspondre qu'un seul point d.
Est-ce parce que le point d atteindrait l'une de ces multiplicités m^, m^, ... qui séparent le domaine D^ des autres parties de la multiplicité iJfj ? Mais supposons, par exemple, que le point d franchisse une multijîlicité m^ qui sépare le domaine D^ d'un autre domaine D^ . Le point /j. franchira alors une certaine multiplicité /i, qui correspondra à )ii^ ; mais le point à étant entré dans le domaine I)^ qui fait encore partie de la multiplicité M^ , à ce point â correspondra encore un polygone B^ et par conséquent une équation fuchsienne et im point de la multiplicité M. La multiplicité /i^ ne sépare donc pas les types fuchsiens qui contiennent des équations fuchsiennes, de ceux qui n'en contiennent pas.
Est-ce entin parce que le point a atteindrait la limite même de la multiplicité Ifj ? Il arriverait alors que le polygone B,^ correspondant deviendrait un polyc)one Imite. Mais comme o est intérieur à D^ , le polygone B^ est réduit et par conséquent de la 1"'' caté.(jorie ou équivalent à un polygone de la 1"'' catégorie. Mais le 2"^ lemme nous a fait voir que lorsque iî^' tendait à se réduire à un polygone limite de la i''" catégorie, le type correspondant T tendait à se réduire à un type plus simple T', c'est à dire que deux des points singuliers de (i) tendaient à se confondre, ou bien que le genre de (2) tendait à s'abaisser d'une unité. Donc lorsque le point ô en restant intérieur à D^ , tend vers une des frontières de M^ , le point correspondant ji tend vers l'une des multiplicités o-j , a.^, ... Mais ces multiplicités n'ont que q — 2 dimensions. Elles ne peuvent donc partager M en deux parties.
Donc M ne se partage pas en deux parties, l'une correspondant à 7)„ , l'autre ne correspondant pas à B^ .
Donc tout type fuclisien contient une équation fuchsienne.
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§ 15. Application particulière.
Nous allons donner dfs principes qui précodent une application particulière. Nous choisirons pour cela le cas le plus simple qui puisse se présenter, c'est à dire le i" exemple du § 12, en supposant que B^ n'a que 6 côtés. C'est le cas du paraboloïde (1') du § 12. Cet exemple facilitera linteUigence de ce qui précède.
Dans le cas ((ui nous occupe, la multiplicité M^ est représentée comme on Ta vu par le paraboloïde (i'). Voyons ce que devient la multiplicité M.
L'équation fuchsienne engendrée par B^ admet 4 points singuliers et de telle façon que les 4 équations déterminantes aient chacimo une racine double.
Soient a, j3, y, à ces quatre points singuliers. Soit ^'(/i) le rapport anharmonique de ii \yàv rapport aux trois points ^5, y, d de telle sorte que
Posons :
Le type auquel appartient l'éciuation fuchsienne considérée est entièrement défini quand on connaît X. La multiplicité M se réduit donc à la sphère ou au plan représentatif de la quantité complexe X.
Quand on permute de toutes les manièi-es possibles les quatre points singuliers, on obtient pour X les 6 valeurs suivantes:
On peut partager le plan des X en 6 régions
Po + P'o, pi + P'i , P-2 + P'i ) Ps + P'i, Pi + P'i , Pô + p'ô
H. Poincaré.
La figure i indique cette subdivision; les deux cercles et les droites qui y sont représentées ont pour équations:
niodX-= I, inod(i — X) = i» partie réelle de X= -
partie imag. de X = o
On voit aisément que si X est intérieur à p^ et si X^ est la quantité imaginaire conjuguée de X, les quantités i — X,
I —X' X— I ' font respective-
Fig. 1.
X„ - I ' I - x„ nient partie de />i, />,, p^, p^, />5, p'„, p\, p',, p\, />!, /4-
Maintenant il s'agit de subdiviser le pnraboloïde (i') en une infinité de domaines D^, D^, ... comme il a été dit au § 13, c'est à dire de telle façon que Dg contienne les points de ce paraboloïde qui correspondent à des polygones B^ réduits et qu'à chaque point de 31 corresponde un point et un seul de chacun de ces domaines. Ce ne sera pas tout.
De même que M se partage en 1 2 régions p et //, de même D^ se partagera en 1 2 régions partielles qui correspondront respectivement aux 1 2 régions de M; et il en sera de même de chacun des domaines IJ^ , 1).^ , etc.
La figure 2 représente le paraboloïde (i') projeté sur le plan
des .vt/; la droite BCF a pour équation ?/ = I et la droite BAE, x = o. La droite ;r = o, y ^ i se projette tout entière au point B. La partie non hachée représente la projection de D^ . Cette projection est limitée par les droites CG et AG et par les paraboles AB et BO. Elle est subdivisée en douzA' régions par les droites AC, CE, AF, BG et par deux courbes.
Pig. 2.
Ces droitos ont pour équations:
CG, x + // = o; BG, .>■ + )/- I ; AG, r + // - 2 ; AC, x — y = — i ;
AF, // - 2; CE, .)■-=_ I
Les deux paraboles AB et BC sont tangentes aux droites AC et jBfr. Enfin les deux autres courbes tracées sur cette figure sont des arcs de coniques. On voit que le domaine D„ est divisé en 12 régions n, et «; correspondant respectivement aux 12 régions o, et //, .
Vi>\c\ comment il faut s'y prendre pour démontrer que (piand le point ,) parcourt sur la multiplicité J/, le domaine 11, ou ii', le point correspondant /i de la multiplicité M parcourt la région p, ou p',.
Soit 7?;, le p(dygoiie symétrique de i?„ par rapport à sa diagonale he. J'appellerai a'b'c'd'e'f les sommets de B;, mais afin qu'ils se pre'sentent (kns le m('me ordre circulaire que ceux de B^, a' sera le symctricpie de r, (■• relui d(; n: <l' sera le symctriqu(> de f, f celui de d; quant à h' et e' \U ne différeront pas de h et e. Grâce à ces convention.s. on voit aisément (pie l<s nouvelles valeurs de x, //, z sont respectivement:
Soit maintenant X' la valeur de X qui correspond au polygone B'^, on voit ai.sément que l'o-n a:
Si en particulier le polygone B, est symétrique par rapport à be, il ne diffère pas de /t'ô; on a :
Si donc le ].oint o' décrit la droite P,G, le point tj. décrira la droite:
partie réelle de X
On voit de même que si on change B^ dans le polygone symétrique
par rapport à la diagonale cf, x, 1/ et ^ se changent en -, - et - et
Aela malhrmalSca. 4. Imprimé 1 Février 1884. " oo
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X en ^. On en conclut que si R^ est symétrique par rapport à cf,
c'est à dire si le j)oint o décrit la «Iroite CE, le point /j. décrit le cercle:
mod X = I .
Le polygone R^ est équivalent à un polygone R'„ qu'on obtient en joignant hf, et en transformant le triangle baf par la sulistitution qui change ha en bc. On obtient ainsi un polygone bfedcf; f étant le transformé de f par la substitution en question. Prenons le symétrique de R'„ par rapport à la diagonale hd. Ce symétrique pourra être regardé comme dérive d'un certain polygone R'„' de la même façon que RI, de R„. On voit aisément qu'en changeant /?„ en 7?,',', on change ./■, if et z en
-, I -| — ^ — -_ — - et 2 et A en a„ .
Si donc le point n décrit la droite AC, le point /i décrii-a la droite
X= X^, partie imaginaire de A' ^ o.
Le problème suivant: Etant donné un type fuchsien, trouver le groupe fuchsien qui engendre une équation fuchsienne contenue dans ce type, est un problème très compliqué dont nous dirons quelques mots plus loin.
Mais, d'après ce qui précède, dans les cas particuliers suivants:
x = i, X=--i, x=.. x='-±l^-^,. x^li^^-J
il se résout par de simples considérations de symétrie, et on trouve respectivement pour les paramètres qui définissent le polygone générateur du groupe fuchsien correspondant:
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J'appelle ■b'j , S.J et ,l).j les opérations dont 11 a été question plus haut et dont voici la (lcliiiitii)n dapivs les clinnLreiueiits (|u'elles font subir à .'■, //, ~ et X.
Euvisageons :
1°. Le groupe /\ dérivé de ces trois substitutions. Si on transforme
le triangle 11^ par toutes les substitutions de ce groupe, on obtiendra une
ijitinité de triangles analogues ([in rempliront toute la multiplicifé il/, .
2°. Le groupe /!, formé de toutes les combinaisons eit imnihie pdir
des substitutions S^, S,^ vt S,.. Ce que ce gr<)U[)e a de remiirijiudjle, c'est (ju'il est isomorplie au groupe
V' yz + .^'
où n, i3, y, o sont des entiers tels i(Ue an — /î;" -= i-
3". Le groupe /' formé di' toutes cilles des sul)stitutions du groupe /', (pii n'altèrent pus A'. Si l'on apjiliipie ;i />„ toutes li'S transturmations de r, on obtient uuf série de domaines />, , /^.^ , etc. (pii remplissent toute la multiplicité J/, . Le groupe /' est isomori)he au groupe des substitutions
où G(, y?, /-, (j .sont entiers et où
az + ii\
au — ;îr = ï' otEEEr/=i, /? = ;'=o (mod 2)
c'est à dire au groupe que l'on rencontre dans l'étude de la fonction modulaire.
Chacun des domaines D, , D^, etc. est divisé en 12 régions de la
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même façon que i>„ c'st divise en «, et u\. Mais D^ peut être regardé aussi comme divisé en 2 triangles:
et
De même eliacun des domaines Z», , i).^ , etc. seront regardés comme partagés en 2 triangles Ti et J; , Tj et T; etc. C'est ce mode de „. , subdivision que nous avons adoiité dans
les figures 3, 4 et 5 qui représentent en perspective des portions du paraboloïde (T). Dans la figure 3 la droite BKL représente la génératrice .r = o, y/ = i qui dans la figure 1 n'était représentée que par le point B. On remarquera aussi dans cette figure les cinq triangles T„, jT^î ^i» T[, T^ non hachés, et les portions 1\ à I\ du paraboloïde où la subdivision n'est pas représentée et qui sont couvertes de hachures. On verra aussi que chacun des deux triangles T[ et Ll a deux de ses sommets confondus en //.
La figure 4 représente à plus grande échelle la subdivision de la
région T[ + 1'.^ -\- l'« . La portion I'., a été divisée en un triangle T.^ et deux régions hachées 1'- et Pg . Les régions hachées sont dans les quatre figures 2, 3, 4 et 5 celles où la subdivision n'est pas représentée.
Enfin la figure 5 représente le détail
de la région I'.^ qui est divisée en un
-s P„ et P,„
Fig. 1.
triangle 2\ et deux région
lâchées P^ et I\^. On voit que le triangle T^ a ses trois sommets confondus en B.
Ces figures suffisent pour (pi'on se rende compte de toutes les particularités de la suixiivision. En effet la région I\ ou CKL se traite comme la région AKli; les régions F^ et B^ se traitent comme la région ABLC, sauf qu'une partie de la figure est rejetée à l'infini
Les régions
■Sur les gruuiies des ciiualimis linéaires.
1'. et 1'. se traitent (•uniine 1'.,; ciiiiu J',, P , i'., et i'ji, se traitent e<inniio ]'..
Les points des droites BE et JX correspondent à des polygones de la i"^"' espèce, et sur - / ces droites, les points A et C sont les seuls (pu / correspondent à des polygones de la i'"'" catégorie; l ce sont les seuls aussi qui fassent partie de J)^. \^ Sur la droite 1>L cpii correspond à des polygones de la 2" espèce, le point A' est le seul <pii l'as>c partie ettet la substitution S., le clianîïe dans le point
Vie- 5
(le
Va en
1/ -= oo,
qui correspond ii un [lohgcjne de la T" catégorie.
§16. Théoi'ie (les sous-groiipes.
Nous venons de démontrer (pic tout type t'uclisien contient une équation fuchsienne; il faut maintenant trouver Tequation fuclisicnne contenue dans un type fuchsien donné, ou ijimi encore trouver le groupe fuclisien corresj)ondant.
Mais avant d'ahorder ce problème, il faut dire ((uelipies mots des sous-groupes contenus dans un groupe fuclisien donné.
Ces sous-groupes sont de deux sortes :
i". Les sous-groupes d'indice iini, c'est à dire ceux qui sont tels quoii peut obtenir toutes les substitutions du groupe principal en multipliant toutes les substitutions du sous-groupe par' un nombre tini de substitutions.
2°. Les sous-groupes d'indice infini.
A un autre point de vue, les sous-groupes sont encore de deux sortes:
i". Les sous-groupes distingués {aus</ezeichnef) comme disent les Allemands, c'est à dire ceux cjui sont permutables à toutes les substitutions du groupe principal.
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2°. Les sous-fjrroupes non distingruos.
(Cf. Klein, Matlieniatische Annalen, Bd XVII; Waltheu Dyck, Ueher ret/ulcïre Riemannsche Fldche, Gruppentheoretische Studien. Matlieniatische Annalen.) .
Les sous-groupes d'indice fini ne sont autre chose que des (groupes fuchsiens: Soit G le groupe principal et r/ le sous-grou[)e ([ni y est contenu. Soit B.^ le i)()lygonc générateur de (/; /i'^ , 7?,,, ... ses divers transforinés par les diverses substitutions de ce groupe. Soit 1'^ le polygone générateur de g. Il est aisé de voir que P^ est formé par la réunion d'un certain nombre de polygones i?„ , B^, B.,, ..., B„.
Choisissons d'une manière (juelcon(|UC // + i polygones parmi les polygones :
Soient par exemple i?„ , i?, , B.,, . . ., B„ ces ;/ + i polygones et supposons que leur ensemble forme un seul tout simplement connexe. Soit I\ cet enscinl)le. Un certain nombre de côtés des polygones B resteront libres; ce seront les côtés de F^ . Il reste à voir comment ces côtés doivent être distribués en paires de côtés conjugués. Soit ajj^ un côté de B^, «,',//,', son conjugué; soient (ij'i, (i\l>\ les côtés homologues , de i?, ; a.Jj.,, lûb'., ceux de B.,, etc. Parmi les ;/ + i côtés aj)^, il y en aura un certain nombre p qui resteront libres; de même parmi les n + i côtés a]b', il y en aura p, c'est à dire un nombre précisément égal, (|ui resteront libres. Nous pourrons alors conjuguer chacun des côtés «.i*, restes libres à l'un des côtés «,'/>,' restés libres et cela d'une manière arbitraire. Tous les côtés de Pp se trouveront ainsi répartis en paires de côtés conjugués.
11 y a encore une condition pour que 1\ puisse engendrer un groupe discontinu; c'est que si l'on répartit ses sommets en (cycles, la somme des angles de chaque cycle soit une partie aliquotc de 2-. Si cette condition est remplie, F^ engendrera un groupe fuchsien (jui sera un sous-groupe de G. On obtiendra d'ailleurs de la sorte tous les sous-groupes d'indice fini de G.
Soient maintenant:
(0 ^=1\{^, Y=F,{z), FM, ■■■
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les fonctions fuclisionnes engendrées par G et
les fonctions fuchsiennes engendrées pnr q. Lu clas^^o des fonction,^ fnchsienncs (2) coiitimdrrt la cIîk^sc des fonctions (i) tout ciitirrc conniio cas particulier.
Supposons (rahor<l que G et // soient tous deux do genre o. Alors toutes les fonctions (i) s'expriment rationnellement en X, toutes les fonctions (2) rationnellement en .r. On en conclut que X est une fonction rationnelle de ./■. Il est d'ailleurs facile de trouver les coefficients de cette fonction rationnelle, quand on connaît hs valeurs de .Y pour les différents sommets de i?„ .
Si maintenant G est de genre o et // de genre j), toutes les fonctions (i) sont rationnfdles en X et X est rationnel en r et en if.
11 jieut arriver enfin (pie ni G, ni // ne soient de geinn- o. Dans ce cas X et y sont rationnels en ./■ et // et la rc'cijirixpie n'est pas vraie.
Il est à remarquer que cette théorie est tout à fait analogue à celle de la transformation des fonctions elliptiques. Qu'est-ce en effet que cette transformation? Elle consiste à étudier la ndation qui a lieu entre les fonctions elliptiques engendrées par le groupe
(3) [z, liico^ -\- rioj.,) {o)^i (O., périodes données; m, 11 entiers quelconques) et les fonctions elliptiques engendrées par le groupe
en choisissant ces nouvelles périodes i2^ , Q„ de telle sorte que ce second groupe soit un sous-groupe du premier. Remarquons également -que si Fou applique ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrées par l'équation de la série hypergéométrique, on retrouvera sans peine les résultats obtenus par M. Goutîsat dans sa remarquable thèse.
Dans le cas particulier où r/ est un sous-groupe distingué, la subdivision de P^ en n -{- i polygones E est régulière, même après qu'on n plié et déformé P^ de façon à recoller ensemble les côtés conjugués et à faire de ce polygone une surface fermée. De plus les relations entre X, Y, X et p sont d'une nature particulière. Ainsi, si par exemple G et
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(j sont tous doux de genre o, le groupe de l'cquation algébrique qui lie X et X est une seule fois transitif.
Considérons on particulier un exemple qui nous sera utile dans la suite. Supposons que 7?„ soit un polygone
a.x.ct:, . . . o(„c(„_^,;î„yî„_, . . . /9.,y5.,
symétrique par raji[)ort à sa diagonale c<|0(„j_i de telle sorte que y9, soit syniéti-iqui' de o_ , Je suppose de plus que les cotés S3'niétri([ues sont conjugués et que tous les sommets sont sur le cercle fondamental et tous les ano;les nuls. Soit X —- F(.r) une des fonctions fuchsiennes engendrées l)ar Bg et à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment" rationnellement. On aura» pu choisir FÇï) de telle façon (|ue cette fonction reste réelle sur tout le périmètre de L\ et sur la diagonale oc,C(„ + , . (Cf. Mémoire sur les fonrfions. fuchsiennes, Acta Ma tliematica, T. i, j). 232 et 272.) Cette fonction donnera alors la i'e|)r(''senfation eonfoniic du polygone
r„ = oe,7_.c(;, . . . c(„c(„ |_iC(|
sur un demi-[)lan. Soit maintenant B^ le transformé de L\ par la substitution qui change /?,/?, <_, en C(,cti4,,. Ce polygone sera symétrique de /?„ par rapport à oi,a,^^. Considérons maintenant le polygone P^ ^-= B^ -\- 7t', et regardons comme conjugués deux c(it(''S de ce polygone s'ils sont symétriques par rappoi't à g(,0(,, ,. Tous les cycles de ce polygone étant ])araboli((ucs, il engendrera un système de fonctions fuchsiennes. de choisirai parmi elles une de celles à l'aide» desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et qui de plus restent réelles sur tout le périmètre de 7»',^ et de /?, .
Je l'appellerai x = f(z). Cette fonction donnera l;i représentation conforme sur un demirplan, non plus de r„ coiume dans le cas précédent, mais (\n polygone 7i^,, tout entier.
Pour achevf^r <le dètinir ./• je supposei'ai:
/(«,) = o, /Kn) = ^
et l'aurai:
Sur les groupes des équations linéaires. 289
Nous pourrons prendre indifféremment le signe + ou le signe — .
Poussons la chose plus loin. Soit P^ le polygone symétrique de P„ par rapport à un de ses côtés que j'appelle C. Soit Q^ ^= P^ -{- P^ et regardons comme conjugués deux côtés de Ç„ symétriques par rapport à C Soit y une fonction fuchsiemie engendrée par Q,^ et à l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que y soit réel le long du périmètre de Q^ et par conséquent le long de C.
Je pose d'ailleurs:
y = (f{z), (p[a) = o, ^(a.^,) == oj
d'où :
V .^ _ /(«,+, ) V / X-F(a,) _ / j>X«.>i)-fK
V Z — l'^(«„+,) V F{ai+,) — F(a„+,)
Cet exemple montre (quelle est la nature des relations qui existent entre les fonctions fuchsiennes dérivées d'un groupe fuchsien G et celles qui dérivent d'un sous-groupe de G.
Nous allons maintenant dire quelques mots des groupes distingués d'indice fini ou infini. Voici comment on peut être conduit à envisager de tels groupes. Soit
une équation linéaire où les coefficients ^ soient rationnels en x. Supposons que les points singuliers de cette équation soient :
et de telle fayon (|ue les racines de l'équation déterminante relative à (i^ soient toutes des multiples de -^r, A', étant un entier positif. Si on no peut trouver aucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de ^f^, on fera K, = co.
Acta mathematica. 4. Imprlmt' l Février 1884. 37
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Nous pourrons en vertu des § 8 à 14, trouver une équation i'uchsienne:
(6) ^ = 4>{^)v admettant pour points singuliers
et de telle façon que la différence des racines de l'équation déterminante
relative à a, soit -^. Cette équation fuchsierjne appartiendra à un type
fuchsien que j'appelle T.
Soit z le rapport des intégrales; x sera une fonction fuchsienne de z et j'appelle G le groupe de cette fonction. Les intégrales
de l'équation (5) sont des fonctions uniformes de z. Soit S une substitution de G. Quand nous appliquerons k z cette substitution, les intégrales w deviendront:
w\ , tv] , wl , ..., w],
et il est clair que les -iv] sont des fonctions linéaires des ît', ; j'appellerai 2" la substitution linéaire qui fait passer dos n\ aux w\ et j'écrirai pour abréger :
(7) w{s . S) r= [iviz)]!.
Cette équation exprimera que quand z subit la substitution S, les w subissent la substitution E.
Les substitutions 2' formeront un groupe /' qui sera isomorphe à G; mais cet isomorphisme j^ourra être holoèdrique ou mériédrique. S'il est mériédrique, il y aura une infinité de substitutions:
(8) S^, S^, . . ., Sp, . . .
du groupe G auxquelles correspondra la substitution unité dans le groupe r. Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe f/ du groupe G. Je dis que ce sous-groupe est distingué. En effet soit s une substitution de
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G ne faisant pas partie de g, et a la substitution correspondante du groupe r. Soit 5, une substitution de g: je dis que s~^S^s fera aussi partie de g. En etÏL't nous aurons:
w{zS^) = IV (z)
IV (zs) = [iv{z)](T
'w{zs-'S^s) = [w{zs-'6\)]a = [w{zs-')]rT w{z) = iv{zs-h) = {w{zs-'')'\a ou enfin
iv{zs~^S^s) = w{z).
Nous sommes ainsi conduits à envisager des groupes g distingués et à indice tini ou infini et des fonctions w de z qui ne sont pas altérées l>ar les substitutions de ces sous-groupes. Supposons que l'éciuation (5) s"intègre algébriquement, alors le groupe des substitutions 2' est d'ordre lini; donc g est un sous-groupe d'indice fini. Ainsi la question de l'intégration algébrique des équations linéaires se ramène à celle des sousgroupes distingués d'indice fini et de la transformation des fonctions fuchsiennes. Nous nous occuperons de tout cela plus tard.
Lorsque, g est d'indice infini, on peut trouver néanmoins quelque chose d'analogue au polygone générateur d'un groupe fuchsien. Soient en eÔ'et
\9) 1 , 5j , s^, s.^, . . . , Sj,, ...
une infinité de substitutions de G, choisies de telle sorte que si
sont les substitutions correspondantes de /; le tableau (10) contienne chacune des substitutions de F et ne la contienne qu'une fois. Soient maintenant
7?„, /?,. 7?,, Il, ..., R„ ...
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les polyguiies analogues à B^ et correspondant aux. diverses substitutions du tableau (9). L'ensemble de ces polygones formera une région Qg qui sera une sorte de polygone générateur du groupe ff.
Si en particulier l'équation (5) est du 2'' ordre et que nous appelions t le rapport des intégrales, / sera une fonction uniforme de ^, inaltérée ])ar les substitutions de //. Supposons maintenant que (5) appartienne au type T et que x soit une fonction kleinéeime de t n'existant que dans un de ces domaines D dont la limite n'est pas une courbe analytique et dont il a été question dans le Mémoire sur les groupes kle'méens. Alors le groupe g se réduira à la substitution unité et t ne pourra prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs intérieures à D. La relation entre t et 2 nous doime alors la représentation conforme de 1) sur un cercle.
J'arrive au point le plus important. Je suppose que (5) soit une équation fuchsienne appartenant à un type T' et (juc le type T soit subordonné à T'. Alors x est fonction fuchsienne de /. Il arrive alors que t est fonction uniforme de 2 inaltérée par g. Elle peut prendre toutes les valeurs intérieures au cercle fondamental et n'en peut prendre d'autres. Elle ne peut prendre d'ailleurs chacune d'elles qu'une seule fois à l'intérieur de Q^, mais elle peut prendre chacune d'elles une infinité de fois à l'intérieur du cercle fondamental.
11 reste à examiner ce c|ui se passe quand les coefficients ^ de l'équation (5) au lieu d'être rationnels en x, sont rationnels en x et //> ces deux variables étant liées par la relation:
Je vais considérer une équation (6)
(6) IJ = H^)v
où (l< est rationnel en x et qui admet pour points singuliei's non seulement ceux de l'équation (5) mais encore ceux de l'équation (11), c'est à
dire les valeurs de x pour lesquelles — = o. Si i est un point singulier
de cette espèce et si dans le voisinage de ce point singulier X valeurs de y se permutent entre elles de la manière bien coimue, la différence des
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racines de ro(juatioii clrteniiiiiaiite de (6) devra être -j-., K étant un
nuiltiple de /. lîeniarquoiis bien ee (jni suit pour éviter toute ecjiitufion; à chaque valeur de x correspondent j)lu>ieurs jjoints de lu surface de KiEMANN (il). Si l'un de ces points est un point singulier de (5), en général il n'en sera })as de même des autres, et cependant tous ces points analyticjues sont alors des points singuliers de (6); car (p{.r) est rationnel en X et indépendant de // et par conséquent, il n'y a pas lieu de s'inquiéter de savoir à quel feuillet de la surface de Rikmanx, appartient le point analytique correspondant.
Cela posé, soit G le groupe de l'équation (6), z le rapport des intégrales, .r sera une fonction fuclisienne de z; ij sera une fonction uniforme de z, mais elle ne restera pas inaltérée par toutes les substitutions de G. Si j'appelle //' le groupe formé par. toutes les substitutions de G ({ui n'altèrent pas ij, ce groupe sera un sous-groupe d'indice fini de G; mais il ne sera pas distingué en général. (A moins que le groupe de l'équation algébrique (11) ne soit une seule fois transitif.)
Si au contraire je considère à la fois les »i valeurs de // (|u'on peut tirer de l'équation (11) en la supposant de degré m eu y, et si j'appelle y" le groupe formé par les substitutions de G qui n'altèrent aucune de ces m valeurs, g" sera un sous-groupe distingué.
Appelons enfin (j le groupe formé par les substitutions de G (jui n'altèrent pas les intégrales de l'équation (5), ce sera un sous-groupe d'ordre fini de G et de //'. Considéré comme sous-groupe de G, il ne sera pas distingué; comme sous-groupe de y', il sera distingué.
Nous pourrons regarder le grospe y' comme engendré par lui polygone Pô formé par la réunion de m polygones transformés de B^; le groupe y sera engendré par une région Q^ formée par la réunion d'une infinité de polygones transformés de P'„ . Quant <à y", il sera engendré par un polygone P^ formé par la réunion de w polygones transformés de B^, w étant l'ordre du groupe de l'équation algébrique (11). Si ce dernier groupe est une seule fois transitif, w = nt et y' et y" ne diffèrent pas l'un de l'autre.
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§ 17. Troisième in-oblèttie. Ti/pe.s .si/niétrifjKes,
Un a vu iiu § lo iivoc quelle facilité on démontre que tout type fuchsien symétrique contient une équation fuchsienne; nous allons faire voir maintenant comment on peut calculer, avec une approximation indéfinie, les coefficients de cette équation.
Considérons un type symétrique T:
(/'{.r) étant rationnel en x, tous les points singuliers de cette équation sont réels et toutes les équations déterminantes ont une racine double. Soient:
les points singuliers réels en question. Au lieu de supposer que ces points singuliers sont réels, nous supposerons qu'ils sont tous situés sur le cercle de centre o et de rayon i. Il est aisé en effet de passer d'un cas à l'autre par un changement linéaire de la variable x. Il s'agit de déterminer les coefficients restés arbitraires dans l'équation (i) de; telle façon que cette équation soit fuchsienne. Su]jposons le problème résolu. Soit £ le rapport des intégrales. La variable /; sera une fonction fuchsienne de z et le polygone générateur B^ de cette fonction sera symétrique et aura tous ses sommets sur le cercle fondamental. Il sera partagé par une de ses diagonales en deux polygones symétriques ;•„ et r'„. Je suppose (jue le centre du cercle fondamental* soit intérieur à /•„ et j'appelle b un certain point que je suppose réel et intérieur également à /•„ . La fonction:
sera une des fonctions fiichsicnnes à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement. J'achèverai de la définir par les conditions suivantes:
quand z est situé sur le périmèti-e de /„
pour ^ = o
pour 2 = 0.
inod X
arg.c
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La fonction .r = f{z) nous donne alors la représentation conforme du polvfïone »■„ sur le cercle de centre o et de rayon i. Cela pose, soient iî, , B^, ... les divers transforinés de B^ par le groupe engendré par ce polygone. Ces polygones riMiipliront tout le cercle fondamental et chacun d'eux sera subdivisé en deux parties symétriques r, et r[, r., et r'.,, etc. Considérons un certain nombre de polygones /•, et r[ dont l'ensemble forme un seul tout simplement connexe. Soit T\ le polygone formé pas cet ensemble. Considérons la fonction
Il = d{z)
qui donne la représentation conforme de P^ sur le cercle de centre o et rayon i. Pour achever de définir >i, je suppose:
^(o) ^ o. arg(?(A) = o.
Cette fonction 6{z) sera une fonction fuchsienne dont le groupe çi sera un sous-groupe du groupe G de la fonction f[z). Il résulte de là que x est une fonction f(//) rationnelle en //. Il est d'ailleurs facile (et nous reviendrons sur ce point un peu plus loin) de trouver les coefficients de la fonction (f{ii), quand on connaît les points singuliers a et la situation relative des différents polygones )\ et r[ dont l'ensemble constitue P^. Or les quantités a nous sont données et nous pouvons disposer arbitrairement de la situation relative des polygones i\ et r^. Les coefficients de la fonction rationnelle <f[y) peuvent donc être regardés comme connus.
Nous pourrons toujours, à la condition de prendre un assez grand nombre de polygones /•, et r[ , choisir ces polygones de telle sorte que le cercle de centre o et de rayon p soit tout entier intérieur à P„ , et cela quelque grand que soit /> pourvu, bien entendu, que ce ravon reste inférieur à i. On aura alors l'inégalité suivante:
1 T mod z mod 2 < mod y < .
On pourra donc choisir un rayon p suffisamment voisin de i et par conséquent un polygone P^ suffisamment grand pour que la différence entre mod^ et mod?/ soit aussi petite que l'on veut. En d'autres termes quand p tend vers l'unité on a
limjnod// ^= mod^.
V = arcr —
29(3 H. Poincari?.
Mais ce n'est pas tout. Soit:
s -= ^ -\- ir^ , u = log mod | ,
Supposons! (\no z soit un rortnin point tel que:
mod ^ < />i < p < I
/>j étant une quantité positive convenablement choisie. Nous aurons à l'intérieur du cercle de rayon p
o < » < log - .
On en conclut qu'à l'intérieur du cercle de rayon p^ , on a
tiv.
4 log
(lu.
ais:
du dv
du dv
7hj ^ T^
On en conclut que ^ et V- tendent umforménioit vers o (luand p tend vers i. Or pour z -^ h, on a r = o; on peut donc écrire:
d'où l'on conclut:
et
limv = o, pour Wmp ^ i
lim (^H + "') = o .
lim- = I, limw = is.
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■II- vni.-; iii;iinten:uit démontrer que pour une valeur quelconque de z, la limite de . lu toiictidii rationnelle <^'{z) ((jui n'est autre que ^'(y/) où y est rcniiilacé par -) e^t préeisemeiit la fonction fudisienne f{z). Nous avons
Posons de même
z^oiz;).
Je dis que
lini -, = z.
I-2n eliet lorsque z est à l'intérieur du eercle de centre o et de rayon fJ^ , nous avons:
mod -r > I ^- =- •
J'appelle pour abréger 7t le second membre de cette inégalité. Or nous avons:
mod™' < mod//
et par conséquent
mod z^ < mod z < p^.
Il vient donc
Or
lim I // — -^ I = o donc lim | .- — z^\^ o. Nous avons d'ailleurs:
Mais f{z) est une fonction continue et comme la différence z — z tend vers o, nous aurons:
lhnf{z^) = f{z) ou
limjr(.-) = f{z).'
Arlii malhfmalicii, i. Imprima S Fiirrisr 18S4. oo
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On démontrerait de inènie que la limite de la dérivée h*" de ç'(^) est la dérivée n" de f{z).
Il s'ao;it de profiter de ce qui précède pour calculer les coefficients restés arbitraires dans l'équation (i). Soit ^j le nombre de ces coefficients que nous appellerons pour abréger les coefficients r. Soient r^ et v.^ deux intégrales de l'équation (i) définie comme il suit:
pour X = o,
di\
pour X ^= o,
dx
Le rapport -' est alors une fonction de r parfaitement définie. C; '■'2 culons dans le développement de cette fonction les coi-fticients de
Ces p + 2 coefficients s'exprimeront rationnellement en fonctions des coefficients c et des points singuliers a. Mais nous aurons
a et y étant deux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous avons dans l'identité (2) une relation entre x = f{z) et s. On peut en tirer les ^ + 2 premiers coefficients du développement de f{z) suivant les puissances de z en fonctions rationnelles de a, de ;-, des c et dos a. Ou peut donc avoir réciproquement les c, a et y en fonctions rationnelles des a et des p + 2 premiers coefficients du développement de f{z). Or les a nous sont donnés, les coefficients du développement de f{z) peuvent aussi être regardés comme connus puisque ce sont les limites des coefficients (lu développement de (f{z); les coefficients c peuvent donc aussi être calculés avec une approximation indéfinie.
On peut se proposer, au lieu de calculer les coefficients de l'équation (i), de trouver directement le groupe de cette équation. Voici comment on peut opérer.
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Siipiio-nii> ,jiu' .r (k'crivc dans le sens positif un coiitiMir ferme autour lu' point singulier a,: z se ehangeru en ^^^i+4, la substitution
étant paral)oli(|uc; en niènie temps y se changera en y,. Si la valeur
initiale de z est o, sa valeur finale sera: '4 = X,--, si la valeur initiale de
Il est o, sa valeur finale s'appellera //, . La coiniaissanee de /, suffit pour déterminer la substitution 5,; mais (|uaiid on connait la fonction rationnelle (s{ii) la détermination de /i. n'est qu'une question d'algèbre. On a d'ailleurs:
lim
On déterminera ainsi toutes les sul>>titations S^ et par conséquent le groupe G. 11 y a d'autre part entre les /, une relation algébrique qui facilitera le calcul.
Il reste maintenant à entnr plus profondément dans la question et à voir comment on peut elïecti veinent calculer les coefficients de la fonction rationnelle çhj). Le calcul dépend naturellement du choix des polygones ;•,. et r', dont l'ensemble constitue P„ . Mais ce choix est luimême à peu près arbitraire et nous sommes forcés pour fixer les idées, de choisir certains exemples particuliers. Il est bien entendu que ce ne sont là que des exemples, et nous ne voulons pas dire que le choix que nous allons faire soit le meilleur et le plus simple. Il est même proljabl que l'expérience et la pratique conduiront à faire un choix différent.
Soient o(j, c(, , ..., a„ les sommets de r„ correspondant respectivement aux points singuliers a^, a,^, ..., a„. Considérons le porygone i'^ formé de /■„ et tlu polygone symétrique de /•,, par rapport à l'un de ses côtés, a c(iC(„ par exemple. Appelons i/^ la fonction ij (|ui est engendrée par ce polygone F], et ^''i une fonction liée à i/^ par une relation linéaire convenablement choisie et dont nous déterminerons plus tard les coefficients. Nous aurons alors:
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Considérons maintenant un' polygone PI formé de PJ et du polygone symétrique de Pi par rapport à un de ses côtés que j'appelle C. J'appelle y^ et 2^ des fonctions qui sont à PI ce que y^ et ^j sont à PI et j'appelle h et c les valeurs de ^j aux extrémités du côté C. Nous aurons alors:
On opérera sur PI comme on a opéré sur PJ et ainsi de suite ad inf. On calculera ainsi successivement les valeurs de
Pour passer de z^ à //;, il faut connaître les coefficients de la relation linéaire :
On déterminera ces coefficients de telle façon que y^ s'anuulle avec x, ait son module égal à i en même temps que .r, et soit réel pour une certaine valeur réelle de x.
Il reste encore quelque chose d'arbitraire dans le mode de génération des polygones PJ , P\, ... Pour former P'„ à l'aide de Pi~', on annexe à ce polygone son symétrique par rapport à un de ses côtés C; comment choisir ce côté C? Il conviendra de choisir celui des côtés de Pô~^ dont on suppose que la longueur géométrique doit être la plus grande.
Je rejwte que je n'ai voulu donner ici qu'un exemple et que mon intention n'est pas de recommander ce mode de génération des polygones Pg de préférence à tout autre. Je crois au contraire qu'il serait plus avantageux de s'arranger de façon que le groupe de la fonction fuchsienne (^{z) soit toujours un sous-groupe distingué de (j.
Dirigé de la sorte, le calcul des coefficients c de l'équation (i) ne laisserarit pas d'être assez long si l'on voulait pousser l'approximation trèsloin. Mais on peut pour la plupart des applications se contenter d'une approximation grossière. En effet si les coefficients c, au lieu d'avoir exactement les valeurs qui conviendraient à l'équation fuchsienne, sont seulement suffisamment voisins de ces valeurs, la variable x n'est ]dus
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fonction fuchsieiinc du nippurt .~ des intégrale^;, mais elle eu est encore fonction kleinéenne, ce qui suffit dans presque tous les cas.
Voici comment ce que l'on vient de voir peut s'applicpier au cas des types noti symétriques. Soit:
(3) ^^ = ii.,;y)c (4) <Kx,„) = o
une équation appartenant à un type T. Ce type contient une écpiation fuchsiemie et, si j'appelle t le rapport des intégrales de cette équation fuchsienne, les variables ,r et // seront des fonctions fuchsiennes de /. Mais nous ne nous proposons pas pour le moment de trouver les coefficients de cette équation' fuchsienne elle-même; nous voulons seulement trouver une équation fuchsienne dans un type T' subordonné à T. Pour cela soit:
le tableau des points singuliers de l'étiuation (3) et de ceux de la relation (4). Nous avons vu au § i i qu'il existe toujours une équation fuchsienne
où F{i^ est ratiomiel et qui admet pour points singuliers non seulement les n quantités données (5), mais encore k autres quantités non données i, , h.,, . . . , bi, . De plus toutes les équations déterminantes ont une racine double.
Or, si l'on se reporte à ce (jui a été dit dans ce § 11, on verra que nous avons formé cette équation (6) à l'aide d'une autre é(piation fuchsienne dont tous les points singuliers étaient réels et qui, par conséquent, appartenait à un type symétrique. D'ailleurs nous venons de voir que les coefficients d'une équation fuchsienne contenue dans un type symétrique donné peuvent être regardés comme connus. Il en sera donc de même de ceux de l'équation (6).
Gela posé, soit 3 le rapport des intégrales de (6) ; x sera une fonction fuchsieime de z, ayant pour groupe G. D'ailleurs y sera une fonction uniforme de s. Si g' est le groupe des substitutions de G qui n'altèrent
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pas II (cf. § préctHlent), ij sera une fonction fuclisiennc de z ayunt pour groupe g'; le groupe (j' engendrera alors une équation fuchsienne qui ne sera autre que :
(6) -^ = F{x)v avec la relation (4) d{x, //) = o.
Cette nouvelle équation fuchsienne (que je regarde comme différente de l'équation (6) non accompagnée de la relation (4)) fera partie d'un type T' subordonné à T et nous avons vu que ses coefficients sont connus. Le problème que nous nous proposions est donc résolu.
§ 18. Troisième problème ; cds géèiéral.
Reprenons les équations (3), (4) et (6) du § iirécédent. Appelons M^ le polygone générateur de G, P^ celui de (/'. Le groupe /y formé des substitutions de fj' qui n'altèrent pas les intégrales de l'équation (3) est un sous-groupe distingué de y'. Il est parfaitement déterminé et il est engendré par une région ^,>j, qui joue le ri')Ie de polygone générateur, mais qui a mie infinité de c(')tés. Ces côtés sont conjugués deux à deux de telle façon qu'un côté soit le transformé de son conjugué par une des substitutions du groupe f/. Deux points appartenant à ces deux côtés conjugués seront dits correspondaiifa lorsque l'un d'eux sera le transformé de l'autre par cette substitution.
Maintenant il s'agit de déterminer les coefficients restés arbitraires dans l'équation (3) de tellv façon (jue cette équation soit fuchsienne. Soit t le rapport des intégrales de l'équation (3) supposée fuchsienne et s le rapport des intégrales de l'équation (6) ; /'/ ■■iagit de déterminer t en fonction de z.
Je suppose pour déterminer complètement t, qu'il s'annulle en même temps que z. Alors t sera une fonction luiiforme de z, inaltérée par les substitutions de (j et de telle sorte (jue
mod^ < I.
En outre t pourra prendre toutes les valeurs dont le module est intérieur a i.
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Ceci étiint posr, je (li> (jiu' l'on ;i l'identité suivante
Dans cette identité, les suljstitiitions (z, — -^) sont les substitutions de
ff et le signe Z se rapporte à. toutes les substitutions' de ce groupe. Cela posé, considérons une infinité de cercles
Cj , Cj , . . . , C„ , ...
ayant tous pour centre le point o et dont les rayons Ii^, 7?.,, ..., B„, ... vont en croissant avec » et tendent A'ers i ([uand n croit iiidéfiniinent. Parmi les termes de la série (7), il y en aura un certain nombre p qui deviendront infinis à l'intérieur du cercle 6',. J'appelle leur somme t>„. Il s'agit de démontrer cjue
lim^„ = logmod- pour » = (X).
Je remarque de plus que logmod-, le terme général de la série
{7) logmod'-^ — TTfl^' ^^ P'^^' conséquent â„ sont essentiellement réels et
positifs.
Soit
^ = I + /jy ;
soit II,, une fonction réelle de ç et de jy qui à l'intérieur de C„ satisfasse à l'équation :
,c,\ d^ii' , d'^ii-
qui soit nulle le long de la circonférence de ce cercle, et qui enfin soit telle que la différence
log mod - — ii„
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soit holomDi'phe à rintérieur de ce inéine cercle. Nous aurons les inégalités :
o < u„ < log mod et de plus
et on en conclut que »„ est constamment croissant avec n et constamment
inférieur à log mod-, ce qui veut dire que pour n = oo, »„ tend vers
une limite finie que j'appelle ii.
J'ai inséré dans un des derniers Bulletins de la Société Mathématique de France (Paris, Gauthier-Villars 1883) un petit travail intitulé »S'ur un théorème de la théorie générale des fonctions^ dans lequel je démontre que si // est ime fonction quelconque non uniforme de x, on peut toujours trouver ime variable z telle que x et 1/ soient des fonctions uniformes de s. On n'a qu'à répéter ici la suite des raisonnements que j'ai faits dans ce travail pour voir que u est une fonction analytique de ^ et de r] et qu'on peut trouver une seconde fonction v de $ et de tj telle que u + iv soit une fonction analytique monogène de z. On aura d'ailleurs l'inéo-alité:
log mod Jailli s'agit de faire voir que (;'est le signe = qu'il faut prendre et non le sio-ne de l'inégalité >. Pour cela, étudions de plus prés la fonction u. Je dis que cette fonction n'est pas altérée par les substitutions de (/. En effet soit:
l'une de ces substitutions et posons:
Il y a une autre manière de définir la fonction u[. En effet soit C'„ le cercle tnmsformé de C„ par la sul)stitution inverse de S. La fonction
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«/, satisfera comme »„ à l'équation (8); elle sera nulle le long de C'„ et la différence:
log mod - — n'„
sera holoniorphe à l'intérieur de ce cercle.
Nous aurons donc une infinité de cercles:
et une infinité de fonctions
?<] , Un, • • • , ?<„ ) ■ • •
engendrées à l'aide de ces cercles comme les u^ le sont à l'aide des cercles 6',-. Nous aurons d'ailleurs
hm u„{z) = ?f [z^^-j] PO"i" « = Oû-
Cela posé quelque grand que soit n, on pourra trouver un cercle C'p tout entier extérieur à C'„ et un cercle C'^ tout entier extérieur à C^. On aura alors:
Mais pour n ^ co, on a jj = </ = co. Donc:
lim H„ =^ lim u„ = ti
donc :
et enfin
\\mu\,{z) = u{z) . . (az + /9\
'-\ = v{z) + consf.
On en conclut
\yz + o Considérons maintenant la fonction :
V = log mod u
Acla matfiematica. 4. Imprimé f Fi-vrier 1884. 39
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dans le plan des / et posons:
La fonction V sera une fonction uniforme de t. En effet quand t, après avoir décrit un contour quelconque, revient à sa valeur initiale, z est revenu à sa valeur initiale ou bien a subi une des substitutions du groupe g. Dans l'un et l'autre cas la fonction u et par conséquent F n'ont pas été altérées.
D'ailleurs V satisfait à l'équation
Considérons dans le plan des t le cercle:
Cl + 3^1 = />
p étant une constante plus petite c[ue i.
La fonction F sera holomorphe("") à l'intérieur de ce cercle; d'ailleurs elle sera le long de Ja circonférence de ce cercle toujours comprise entre o
et log — . Donc en vertu d'une propriété bien comme de l'équation (8'),
on aura à V intérieur de ce même cercle:
o < V <\os-. .
Mais p peut être choisi aussi voisin que l'on veut de l'unité; il faut donc que l'on ait:
ou
log mod -
( ) En eifet il ne pourrait y avoir doute à ee sujet que pour certains points isolés qui correspondent à des sommets de iî„ situés sur le cercle fondamental. Mais on sait que si une fonction V est liolomorphe à lintérieur d'un cercle, sauf en certains points isolés pour lesquels on ne sait rien, si elle satisfait à réquation (8'), si enfin elle est uniforme et qu'elle reste comprise entre deux limites données, cette fonction reste holomorphe même pour les points isolés en question.
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Mais d'autre part nous avons les inégalités suivantes faciles à démontrer
log mod -> 0„> i(„ .
Or pour « = co, lini «„ = log mod-, on a donc aussi
liiii ()„ = Ing inod -- .
Ce qui démontre l'identité
(7) log mod- = / log mod ^-! ^^'
qui donne t en fonction de 2.
Ainsi en supposant rexistence de l'équation fuchsienne (3) et par conséquent de la fonction /, nous avons démontré que la série (7) est
convergente et (jue la sonnne de cette série est précisément log mod— .
Réciproquement, en supposant la convergence de la série (7), on pourrait démontrer que la somme de cette série définit le logarithme du module du rapport des intégrales d'une équation fuchsienne appartenant au type T. On démontrerait par conséquent que ce type contient une équation fuchsienne. Mais cette démonstration serait fort longue et serait d'ailleurs inutile.
On pourrait toutefois en faire un usage sur lequel je voudrais dire quelques mots. Soit T" un type tel que T soit subordonné à T"; T' qui est subordonné à T, sera subordonné à T". Supposons que l'on sache que T" contient une équation fuchsienne; soit (3') cette équation et f^ le rapport de ses intégrales. Soit r/^ le groupe des substitutions de G qui n'altèrent pas f^ ; r/ sera un sous-groupe de ^, . Nous aurons d'après ce qui précède:
(7') log mod- = / log mod -^ r^
(z, — y) étant la substitution générale du groupe r/j . Mais la série
(7) peut s'obtenir en supprimant certains termes de la série (7'). Elle est donc convergente et par conséquent le type T contient une équation fuchsienne.
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Ainsi tout type subordonné à un autre type qui contient une équation fuchsienne contient lui-même une équation fuchsienne. Ce principe dispenserait dans un très grand nombre de cas de l'application de la méthode de continuité.
§ lî). li/'/fexion.s siii' la convergence de la série précédoite.
Voici comment on pourrait chercher à démontrer directement la convergence de la série (7) du § précédent.
Au § I du Mémoire sur les fonctions fuchsicnnes nous avons démontré la convergence de la série suivante :
"''' -^) est la substitution générale d'un groupe fuchsicn G. En
ou 1^,
revanche, toujours dans le cas d'un groupe fuchsien, la série (9) ^ mod {yi2 + â,)--
n'est pas convergente. Mais elle peut l'être quand il s'agit non plus d'un groupe fuchsien, mais d'un sous-groupe d'indice infini contenu dans un «rroupe fuchsien, par exemple du groupe (/ dont nous nous occupons ici. Je dis que si la série (9) est convergente, il en est de même de la série (7). En effet soit:
nous aurons:
et:
Pi
ïi'^
+ Si
mod {-j-.z
or =
-pt
inod^'ê
mod(;-,» + 0
' Pi ~
log
pi I
— mod-
Quand i croit indéfiniment />, tend vers l'unité et on a:
- I I — mod" 3
log-
Pi
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Ainsi le i-;rpi„,rt (l"nn h-nuf de (9) au terme r(JiTe>i)<iiid:iiit de [j) tend vers une limite iiuie, quand Tordre du terme eonsidéré croit indéfiniment.
Doue les deux séries sont eonvergentes ou diverj^entes en même temps.
Cela posé, soit ^ un point quelconque intérieur à Q^. Considérons un cercle C dont la S soit:
(10) ii(e^« + e-^«_ 2)
et qui contienne à son intérieiu- le point z; soit F{It) la 6' de la partie de ce cercle qui est intérieure à Ç^. Soit maintenant f{R) la plus petite valeur que puisse prendre F{B) quand on fait varier le cercle 0, sa S restant toujours constante, et le point z restant toujours à l'intérieur de C. Alors f{E) sera une fonction continue de i?, croissant constamment et indéfiniment avec B.
Soit .Y le nombre des points '^^^ qui sont intérieurs au cercle
qui a pour centre le point o et dont la S est ])récisénient égale à l'expression (10). Nous aurons:
^ Soient niaintenant B^, B.^, ..., B„, ... une série de valeurs de B,
positives et d'ailleurs croissant constamment et indéfiniment avec ti. Soit
A'„ le cercle qui a pour centre le point o et dont le B est B„. Soit
U„ la somme de tous les ternies de la série (9) (|ui correspondent à des
P"'"** !'g ^ 'l extérieurs à K„_, et intérieurs à K,^. La série (9) pourra ('tre remplacée par l;i série
où nous aurons
AR.Xe"'"- + e— - + 2) ^ "^ lîÏÏy K et K' étant deux constantes convenablement choisies.
Les séries (7), (9) et (11) seront donc convergentes si l'on peut choisir les E„ de telle façon (|ue la série:
^ /{Un)
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soit coiiveriïcntc. Or c'est ce (lui a lieu si riutéorale:
a une valeur finie.
Telle est donc la condition suffisante de la convergence de la série (7). Il faudrait donc chercher à démontrer que l'intégrale (13) est finie, ce (|ui pourra se faire en étudiant la forme de la région Q^ .
Lorsqu'on l'aura fait, cette démonstration dispensera dans tous les cas de l'application de la méthode de continuité.
§ 20. B/'sitmé.
Dans ce mémoire, après avoir montre à calculer les paramètres du groupe d'une équation linéaire donnée, j'ai exposé (pielques propriétés de ces paramètres considérés comme fonctions des coefficients de cette équation, ou inversement de ces coefficients regardés comme fonctions des paramètres du groupe.
J'ai abordé ensuite im autre problème. Considérons une équation de la forme suivante :
où f et 0 sont rationnels en .r et //. Je suppose que la relation (2) est donnée ainsi que les points singuliers de l'équation (i) et l'équation déterminante relative à chacun d'eux, mais que tous les autres coefficients de l'équation (i) restent arbitraires. Je suppose de plus que la différence des racines de chaque équation déterminante est imlle ou est une partie aliquote de l'unité. J'appelle z le rapport des intégrales et je considère x comme fonction de z.
J'ai montré qu'on peut disposer d'une manière et (rime seule de ces coefficients restés arbitraires de telle façon que x soit fonction fuchsienne de 2, n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle et j'ai fait voir comment il fallait diriger le calcul des coefficients.
On peut disposer de ces mêmes coefficients d'ioie htfiulté de manières de telle façon que x soit fonction kleinéenne de s n existant pas dans tout le plan. Enfin on peut encore disposer de ces coefficients d'une manière
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et d'une seule, de telle sorte que x soit fonction fuchsienne on kleinéenne de z, existant dans toute l'étendue du plan. Ce dernier point n'a i^as été démontré; il faudrait pour le faire appliquer la méthode de continuité. Considérons maintenant une équation linéaire quelconque:
fl"'v _ \^ d''v „, ,
les ç et â étant rationnels en x et >,. Soient r^,v.^, ..., r„, les intégrales de cette équation. On peut trouver une variable 2 de telle façon que z soit le rapport des intégrales d'une équation du second ordre à coefficients rationnels en x et y, et que r, , r.,, . . ., v,„ ainsi que x et ;/ soient des fonctions uniformes de .-. Il peut arriver d'ailleurs que x, considéré comme fonction de z, soit ou une fonction rationnelle, ou ime fonction doublement périodique, ou une fonction fuchsienne n'existant (pi'a l'intérieur d'un cercle, ou une fonction kleinéenne n'existant pas dans tout le ])lan, ou enfin une fonction fuchsienne ou kleinéenne existant dans tout le plan. Nous laisserons de côté ce dernier cas.
Alors, ce dernier cas étant laissé de côté, on pourra choisir cette variable .- d'une infinité de manières en satisfaisant à toutes les conditions énoncées plus haut. J'appelle .-, , z„ ...,.-„,... les difiFérentes variables z obtenues de la sorte. Mais parmi toutes ces variables, on peut en choisir une et une seule que j'appelle z^ et qui est plus simple que toutes les autres. En général x sera fonction fuchsienne de .~, (n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle) mais dans certains cas particuliers, elle pourra en être fonction rationnelle ou doublement périodique. Dans tous les cas z sera fonction uniforme des autres variables *-,,..., ^„ , ... ce qui explique pourquoi x, ,/ et les v qui sont uniformes en z^ sont aussi uniformes en
Ainsi nous pouvons exprimer les intégrales d'une équation linéaire à coefficients algébriques par des fonctions uniformes d'une variable .-.
Il reste à' étudier les propriétés de. ces fonctions uniformes et à les développer en séries. C'est ce que je ferai dans le prochain mémoire qui sera le dernier de cette série.
Paris, 20 Octolire i8S^.
y 12 H. Poincarû.
Gorrc'ftions et additions aux trois inéinoires antérieurs. (')
P. 54 1. 14 et 15, au lieu de: les substitutions S,, S^, S^ , S^ s'écriront, lire: les
substitutions /S',, 'S'r\ 'S'rS '5r,' s écriront. P. 54 1. 18, au lieu de: la combinaison des quatre substitutions S.^, S^ , (S'^ , (S'j , lire:
la combinaison des quatre substitutions ô'a', S^, /S4, Si. P. 56 1. 15, de même au lieu de S3 , «S^, S^ , S,, lire: S^', jS^, S4, Si. P. 56 1. 17, mettre le signe — devant le second membre de l'égalité (4).
MEMOIRE SUR LES GROUPES KLEINEENS
P. 61 1. 20, au lieu do:
8\ = S-'S\s lire:
P. 77 1. 22, mettre le signe — devant le second membre de la relation. P. 85 dernière ligne, au lieu de: c est le signe 4-, lire: c est le signe — . P. 86 1. 3, mettre le signe — devant le second membre de la relation.
(') Dans le niiiin''i(itat:o des lî{^iie.=i, j'ai eoinplé les fontiiiles pour îles Ii;,nies. jiiais je n'ai pas eonqité les titres île parajrraplies.
A PARIS
§ 1. Introduction.
Considérons une équation linéaire quelconque d'ordre p:
(i) fi; ^- S çr,(.r, ^y)^' = o. (2) ^^(.r, y) = o
où les çr sont des fonctions rationnelles et où la relation (s) est algébrique. Soit maintenant une équation auxiliaire:
où d{x, y) est une fonction rationnelle telle que tous les points singuliers de l'équation (i) appartiennent à l'équation (3). Soit a m\ point singulier appartenant à la fois aux deux équations; ce point singulier regardé comme appartenant à (i) nous conduira à une équation déterminante E de degré p\ regardé comme appartenant à (3), il nous conduira à une équation déterminante E' du second degré. Soit n la différence des deux racines de E'. Je suppose que d ait été choisi de telle sorte que rJ soit nul ou bien que d étant une partie aliquote de Vunité toutes les racines de l'équation E' soient des nmltiples de o. Dans le cas où dans le voisinaffe du point a les intégrales de l'équation (i) seraient irrégulières, d devrait être mipposé nul. Il faut enfin que même pour les points singuliers de (3)
Acia mathematka. 5. Iinprîiu^ 22 .Tuîllet 1884. 27
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qui n'appartiennent pas à l'équation (i), ô soit nul ou soit une partie aliquote de l'unité et que les intégrales de l'équation (i) soient partout régulières.
Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer d. Supposons même que l'on choisisse arbitrairement les points singuliers de (3) qui n'appartiennent pas à (i) et les équations déterminantes relatives à tous les points singuliers de (3) en satisfaisant toutefois aux diverses conditions que nous venons d'énoncer. Quand ce choix sera fait, d ne sera pas encore entièrement déterminé, et il y restera un certain nombre de paramètres arbitraires. Dans divers mémoires, antérieurement insérés aux Acta mathematica, j'ai démontré qu'on pouvait disposer de ces paramètres:
1° d'une manière et d'une seule, de telle façon que x et y soient fonctions fuchsiennes de z n'existant qu'à l'intérieur d'un cercle;
2° d'une infinité de manières, de telle façon que x et y soient fonctions kleinéennes de z n'existant pas dans tout le plan. ^
3° d'une manière et d'une seule de telle façon que x et y soient fonctions fuchsiennes et kleinéennes de z existant dans tout le plan.
Dans tous ces cas les intégrales de l'équation (i) sont des fonctions uniformes de z.
Nous supposerons pour fixer les idées que l'équation (3) ait été choisie de .telle sorte que x et y soient fonctions fuchsiennes de z n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental dont le centre est o et le rayon I (i'", 2"" et 6""" familles). Alors les intégrales de l'équation (i) pourront se mettre sous la forme du quotient de deux séries ordonnées suivant les puissances de z et convergentes tant que z reste intérieur au cercle fondamental; elle sont dont foîtjoîirs convergentes puisque la variable z ne peut jamais sortir de ce cercle.
Envisageons un cas particulier remarquable, celui où rJ est nul pour tous les points singuliers de l'équation (3) et où par conséquent x et y sont des fonctions fuchsiennes de la 2" famille. Dans ce cas, les intégrales de l'équation (i) de même que x et y, sont des fonctions holomorphes de z à l'intérieur du cercle fondamental. Toutes ces fonctions peuvent se développer en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de z et toujours convergentes puisque le cercle de convergence est le cercle fondamental et que la variable ne sort jamais de ce cercle. Quant aux coefficients de ces séries, ou les calcule aisément par récurrence et par
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la méthode des coefficients indcterniinés, dès que l'on connaît les coefficients des équations (i), (2) et (3).
Ainsi on peut trouver des développements des intégrales qui sont toujours viilubles et à ce point de vue, il est, dès à présent, permis de dire que nous savons intégrer toutes les équations linéaires à coefficients algébriques.
Mais les développements ainsi obtenus ne sont pas satisfaisants pour l'esprit, parce que les dift'crents termes ne se déduisent pas les uns des autres par une loi simple. Il faut donc chercher à exprimer les intégrales par des séries dont tous les termes soient doimés par une formule générale simple, comme l'étaient par exemple les termes des séries thétafuchsiennes. Tel est l'objet du présent mémoire. Les séries que je vais chercher à obtenir seront moins propres peut-être au calcul immérique que les développements suivant les puissances de z, mais elles seront plus instructives et nous permettront de pénétrer plus profondément dans l'étude intime des fonctions qu'elles représentent.
Toutefois dans ce qui va suivre, je serai obligé de supposer que l'équation (i) a toutes ses intégrales régidïères pour employer l'expression de MM. FucHS, Thomae et Fiîobenius. Dans le cas où il y aurait des intégrales irrégulières, rien de ce que je vais dire ne serait plus applicable et je ne sais, au sujet de ces équations irrégulières, rien de plus que ce que j'ai démontré dans les quatre mémoires antérieurs. J'avais, il est vrai, dans les Mathematische Annalen, énoncé un résultat particulier sur ces équations irrégulières, mais ce résultat est inexact; j'avais été trompé par une fausse interprétation d'un théorème de M. Kleix dont je ne connaissais pas la démonstration.
§ 2. Classification des équations linéaires.
Soient
(0 3-^ + V <fk{x, »/)^ = o, (2) 4^{x, y) = o
dx^ ' •*--■ ' " ^ ' ^' cl
Vxi,
212 H. Poincaré.
deux équations linéaires d'ordre p à coefficients rationnels en x et 7. Je dirai que ces deux équations appartiennent à la même famille si l'intégrale générale de la seconde peut se mettre sous la forme:
V étant l'intégrale générale de l'équation (i), les F étant des fonctions rationnelles de x et de y, et .1 une fonction quelconque de x et de «/. Elles appartiendront à la même espèce si la fonction A est égale à i .
Si les deux équations (i) et (i') sont de la même espèce, elles auront même groupe, c'est à dire que lorsque le point [x, y) décrira un contour quelconque sur la surface de Riemann (2), les intégrales de l'équation (i') subiront précisément la même substitution linéaire que les intégrales de l'équation (i). Si les deux équations sont seulement de la même famille, elles n'ont plus même groupe, mais quand le point (r, y) décrit un contour quelconque, on obtient les valeurs finales des intégrales de (i') en appliquant aux valeurs initiales la substitution qu'ont subie les intégrales de (i) et en multipliant ensuite tous les résultats ainsi obtenus par un même facteur. Ainsi les rapports des intégrales de (i') ont subi précisément la même transformation que les rapports des intégrales de (i).
Soit:
u' = j = i,v + F,^ + . . . + i,-^j-i;=-,, u' satisfera à une équation à coefficients rationnels en x et y:
in S + S^i'ë
dx^ ■^-' dx"
On aura alors, en faisant u = Au' dans (i') et divisant par A:
Les deux équations (1") et (i'") étant irréductibles, doivent être identiques d'où:
Mémoire sur les fonctions zétafuchsicnncs. 213
Il suit de là que la dérivée logarithmique de .1 est rationnelle en X et y. Donc .1 est une de ces fonctions étudiées par M. Appell et analogues aux fonctions doublement périodiques de s""" espèce. De plus, quand sur la surface de Riemanx (2), le point analytique (.r, \j) décrit un cycle ou bien un contour fermé autour d'un point singulier, la fonction A est simplement multipliée par un factoiir (constant.
Etudions maintenant ce qui se passe dans le voisinage d'un point quelconque, et pour cela rappelons les différents cas qui peuvent se présenter, d'après les travaux de M. Fucus:
1°. Il peut arriver que le point singulier x = a que l'on étudie soit irrégiûler, c'est à dire que parmi les intégrales il y en ait au moins une qui soit irrégulière et par conséquent développable en série de la forme suivante:
où dans la série l'exposant n peut prendre toutes les valeurs entières positives et négatives.
Il est aisé de voir que si le point x == a est un point irrégulier pour l'équation (i), il sera aussi un point irrégulier pour toutes les équations de la même espèce. Quant aux équations de la même famille elles auront toutes aussi un point irrégulier au point a (sauf le cas particulier où on pourrait rendre les intégrales de l'équation (i) régulières en les multipliant par une même fonction jji).
. Nous supposerons d'ailleurs dans tout ce qui va suivre qu'aucune des équations que nous considérerons ne présente de point irrégulier. Ainsi tous les points singuliers de (i) et de (T) seront supposés réguliers.
2°. Il peut arriver ensuite que le point singulier x = a soit logarithmique, c'est à dire que parmi les intégrales de l'équation (i) il y en ait au moins une de la forme:
{x — aY[ç + ^<\og{x-a)]
ç et (^ étant lioloinorphes. Si le point x = a est un point logarithmique pour l'équation (i), il sera aussi un point logarithmique pour toutes les équations de la même famille.
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3°. Il peut arriver enfin que le point x = a soit un point singulier ordinaire ou un point tion singulier. Dans ce cas, il y a 2J intégrales de la forme suivante:
{x — af'^i, (x — ffi)V2, •••, (•*: — «)'^Ti>
les ç étant lioloniorplies. Les quantités P., , Aj , . . . , A^, sont les racines d'une équation facile à former et qu'on appelle équation déterminante. En général, lorsque cette équation a une racine double ou deux racines ne différant que d'un nombre entier, on a affaire à un point singulier logarithmique; il peut arriver cependant, s* certaines conditions sont remplies, cjue le point singulier soit ordinaire, quoique la différence de deux racines de l'équation déterminante soit un entier.
Il peut se faire alors:
1° ou bien que l'équation aux différences des racines de l'équation déterminante n'ait pas toutes ses racines entières, auquel cas le, point X = « est un point singulier proprement dit.
2° OU bien que les p racines de l'équation déterminante soient de la forme:
A- + /;,, k + li,, ..., l- + h,
k étant une quantité non entière et /^i, h.,, ..., h^, étant des entiers. Alors X = a (s'il n'est pas logarithmique, ce que je suppose) est un point à apparence singulière (cf.- Sur les groupes des équations linéaires, Acta mathematica, T. 4, page 217).
3° ou bien que les 2^ racines soient entières. Alors pour x = a toutes les intégrales sont holomorphes ou méromorphes; ce point est un point singulier polaire (s'il n'est pas logarithmique, ce que je suppose toujours).
4° enfin si les p racines en question sont précisément
on a affaire à un point non singidier.
Que se passera-t-il dans le voisinage d'un point non logarithmique si l'on passe de l'équation (i) à une équation de la même famille ou de la même espèce?
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Soit X = a un point non logarithmique; considérons trois équations linéaires (i), (i') et (i"), la seconde de la même espèce que (i), la troisième de la même famille que (i). Soient (3), (3') et (3") les équations déterminantes relatives à ces trois équations diflférentiellcs et au point X = a. Soient
et., , . . . , ap
les racines de (3). Celles de (3') seront:
cti + i'i, a, + //,,, . . . , c(^ + li^
et celles de (3") seront:
/3 + o<, + //, , fi + ce, + h,, ..., 13 + a„ + h„
/? étant quelconque et les /; étant des entiers positifs ou négatifs.
D'où les conséquences suivantes: Si le point x = a est un point singulier proprement dit pour l'équation (i), il en sera \\n aussi pour les équations (i') et (i"). Si ce point est un point non-singulier pour l'équation (1), il sera non singulier ou polaire pour (i') et il sera non singulier, polaire ou à apparence singulière pour (i").
Donc deux équations de la même famille ont les mêmes points singuliers proprement dits (logarithmiques ou non logarithmiques). Mais les points à apparence singulière (et en particulier les points polaires) peuvent être différents.
Supposons maintenant que les deux équations (i) et (1') soient dépourvues de second terme, c'est à dire que:
<fp-x = f'p-i = o- Dans ce cas la somme des racines de l'équation déterminante est égale à:
Supposons que ces racines soient toutes entières sans être précisément égales à
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c'est à dire que nous ayons affaire à un point singulier polaire. La somme des racines doit être égale à la somme des jj — i premiers nombres. D'ailleurs deux racines ne peuvent être égales, car il est aisé de constater que l'équation déterminante relative à un point singulier non logarithmique ne peut avoir deux racines égales. Donc une au moins des racines devra être négative; donc le point x = a est un pôle pour une des intégrales de l'équation (i), ce qui justifie le nom àe point 'polaire donné à cette sorte de point singulier.
Envisageons d'abord des équations du 2'' ordre. La somme des racines de l'équation déterminante est égale à i ; leur différence est égale à I pour les points non-singuliers, à un nombre entier plus grand que i pour les points à apparence singulière, à un nombre non entier pour les points singuliers non logarithmiques, à o, à i ou à un entier pour les points logarithmiques.
Nous ferons les conventions suivantes: Si pour un point à apparence singulière, cette même différence est égale a, n -\- \ , nous dirons que nous avons affaire à un point à apparence singulière du n" ordre, ou encore à n points à apparence singulière confondus. Si pour un point singulier logarithmique ou non cette même différence, dont nous pouvons toujours supposer la partie réelle positive, est égale à n -\- X, X étant un nombre dont la partie réelle X^ satisfait aux inégalités
nous dirons que nous avons affaire à un point singulier et à n points à apparence singulière confondus.
Grâce à ces conventions, l'énoncé du théorème qui va suivre est un peu simplifié. Je dis que si l'équation (i) a un nombre pair de points à apparence singulière, il en sera de même de l'équation (i') et inversement. En effet, soit:
(0 jz^ + P' = o
dx''
l'équation (i), posons:
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Soient .1^, J, et 31 di-s fonctions toiles que: d'où
Il résulte de là que le passage d'une équation du 2'' ordre à une autre de même famille peut toujours être obtenu par la série d'opérations suivantes:
1°. Multiplier la. fonction inconnue par un facteur convenable.
2°. La diffcrentier.
3°. La multiplier de nouveau par un facteur convenable.
La première et la dernière de ces trois opérations ne modifient pas la différence des racines de l'équation déterminante. La seconde opération seule peut altérer cette différence. Voici comment: je suppose d'abord que l'on ait pour la fonction inconnue v le développement suivant:
V = X{A + B.r 4- Ce' + Dx' + ...)+ /jl{B'x + C'x' + D'x' + . . .)
A et /JL étant des constantes d'intégration; .ce développement montre de plus que les racines de l'équation déterminante sont o et i. Si l'on a:
il viendra pour le développement de -j-/dv
dx
?.{3Dx' + ...) + (;, + Àh){B' + 2C'x + 2,Trx' +
ce qui montre que les racines de l'équation déterminante sont devenues o et 2. Ainsi la différentiation peut faire apparaître de nouveaux points à apparence singulière, mais elle en peut aussi faire disparaître. Soit en effet
V = ?.{A + Bx + Cx' + ...)+ fi{C'x' + D'x' + . . .)
Acta 'maihet}iatica. 5. Imprimé 2*j Juillet 1884. 28
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le développement de v. On voit que l'équation déterminante a pour racines o et 2. Si l'on difféi'entie, il vient:
1^ - A(B + 2Gr + . . .) + ii{2C'x + iT)'x' + . . .)
où l'on voit que les racines sont devenues o et i . En général, toutes les fois que l'une des racines de l'équation déterminante sera nulle, sans que l'autre soit égale à i , la différentiation fera augmenter ou diminuer d'une unité la différence de ces racines, et elle ne pourra la faire varier si l'une des racines n'est pas nulle.
Soit:
l'équation à laquelle satisfait v; sa dérivée
dv
dx
satisfera à
Il s'est introduit par la différentiation de nouveaux points à apparence singulière, définis par l'équation :
Supposons, ce qui est toujours possible, que l'infini soit un point singulier ordinaire^ d'où il résulte que ^•g doit être une fonction rationnelle de degré — 2. La fonction ç^ aura 2(1 + s infinis, parmi lesquels d infinis doubles et s infinis simples. Elle aura A- zéros de sorte que:
k == 2d -\- s ^^^ 2 ou
k = s (mod 2 ) .
A chaque infini simple de ç^ correspond une équation déterminante dont une des racines est nulle; par conséquent, par la différentiation la différence
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de CCS racines diminuera ou augmentera d'une unité. I)"a[)rès les conventions faites plus haut, il disparaîtra ou il s'introduira un point à apparence singulière. Ainsi par le fait des s infinis simples de f^, il s'introduira (T pareils points où:
(7 = s (mod2).
Par le fait des k zéros de jr„ , il s'introduira k points à apparence singulière, de sorte (ju'il s'en est introduit en tout:
/.; + (T = o (mod 2).
Donc la parité du nombre des points à apparence singulière n'a pas varié.
§ 3. Héductîoti des équations linéaires.
l'armi les équations d'une même famille, il en est une (jue l'un peut regarder comme plus simple que toutes les autres. On peut se proposer, étant donnée une équation linéaire, de trouver la transformation qui la réduira à l'équation la plus simple de sa famille.
Afin d'éviter des complications inutiles et qui ne touchent pas au fond des choses, je traiterai un cas particulier.
Je supposerai que l'équation à réduire est du 2'' ordre et que ses coefficients sont rationnels en x, et j'écrirai cette opération sous la forme:
Soient a,, «._, , .... u^ les points singuliers, h^, h.,, ..., b^ les points à apparence singulière; je supposerai que les racines des équations dé-
terminantes relatives à ceux-ci soient et - . Réunissons dans une
même classe toutes les équations de la forme (i) où les points singuliers «1, a.,, . . . , ffj, Qo sont les mêmes avec les mêmes équations déterminantes, et où la parité du nombre /* de points apparents est la même. Chaque classe contiendra une infiinté de familles. Il y atira un certain nombre de fonctions des coefficients des équations d'une même classe qui auront
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la mêiiii; viileur pour celles de c*s équations qui a])partieuiicnt à une même famille. Ce sont des invariants qui définissent la famille et différents de ceux qui définissent la classe. Combien y a-t-il de pareils invariants? En d'autres termes, combien faut-il de conditions pour que deux équations, qui sont déjà supposées appartenir à une même classe, appartiennent aussi <à une même famille?
Soit 6 une fonction rationnelle quelconque de x. Posons:
dx '
La fonction
satisfera à l'équation
Le coefficient de u, que nous appellerons <[) pour abréger, admet comme infinis doubles:
1°. Les infinis de (f^ qui sont en général des infinis de <l>.
2°. Les zéros de ç('.
Le rapport des intégrales de (i) subit certaines substitutions linéaires formant un groupe G lorsque la variable x décrit certains contours dans son plan. Si les équations (i) et (2) appartiennent à la même famille, le rapport des intégrales de (2) subira les mêmes substitutions linéaires formant le même groupe G, et réciproquement, si ces deux rapports subissent les mêmes substitutions, les deux équations appartiennent à la même famille.
Il résulte de là que le nombre cherché des invariants est au plus égal au nombre des paramètres arbitraires du groupe G. Or ce groupe est dérivé de k substitutions, ce qui fait 3/1; paramétres, puisque chaque substitution dépend de 3 paramètres. Mais les équations (1) et (2) sont assujetties à appartenir à une classe déterminée; on connaît les multiplicateurs de ces k substitutions correspondant à des contours infiniment petits décrits autour de chaque ])oint singulier et celui de la substitution qui correspond à un contour infiniment grand. Il reste 2k — 1 paramètres.
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Mais si l'on remarque que deux groupes G et a^Go, où a est une substitution linéaire quelconque, ne doivent pas être regardés comnio distincts, on verra qu'il n'y a en réalité que 2k — 4 paramètres arbitraires.
Ainsi le nombre des invariants ne peut dépasser 2k — 4. Il sera précisément égal à ce nombre, si l'on peut trouver dans chacjue classe une équation admettant un groupe donné, sans que les coefficients de ce groupe soient assujettis ii aucune relation d'égalité. Comme nous démontrerons plus loin ce théorème, nous admettrons que le nombre des invariants est 2k — 4 en nous dispensant de faire le calcul direct qui ne présente d'ailleurs pas de difficulté.
L'équation réduite, c'est à dire la plus simple des équations d'une famille donnée, dépendra donc encore de 2k — 4 paramètres. Quel est donc le minimum des points à apparence singulière que l'on peut lui attribuer? Supposons que l'équation (2) soit réduite. Elle admettra k points singuliers et /*' points apparents; la fonction 0 qui est de degré — 2 a donc k + h' infinis doubles et dépend par conséquent de 3/1 + 3/;' — I coefficients. Mais il y a entre eux 2k + 2/<' + i relations qui expriment que l'équation appartient à la classe considérée et que les /(' points en question sont bien des points à apparence singulière. Il reste donc A- -\- h' — 2 ])aramètres. Or ce nombre doit être au moins égal à 2k — 4. On doit donc avoir:
Mais on a de plus li^h' (mod2); le nombi'e minimum dc.< point?; apparents est donc k — 2 si k et /; sont de même [)arité et k — i si k et // sont de parité différente. Dans le premier cas, il n'y a dans la famille qu'un nombre fini d'équations n'ayant que /: — 2 points apparents et on peut prendre l'une d'elles comme équation réduite. Dans le second au contraii-e il y a une infinité d'équations de la même famille n'ayant que k — I points apparents.
On peut encore prendre l'une d'elles pour équation réduite, mais cela ne suffit pas pour la déterminer. Nous achèverons de la définir en lui imposant cette condition que l'un des points apparents devra avoir une valeur déterminée par exemple o.
Voici maintenant comment on peut arriver à réduire l'équation
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linéaire (i). Nous supposerons d'abord (jue k et li sont de mcnie parité. Soient alors
«1 , a.,, ..., a, les points singuliers,
il , b,, . .., h,
les points à apparence singulière.
La fonction ^"^ pourra s'écrire:
Z_ (,.f — «,)- ' Z^ ,<; — 0,; ' Z- (,« — /-;)- ^ Z* .« — hi
On aura d'ailleurs:
(3) c\=+\, iy- + E, = o
en supposant pour lixer les idées que tous les points apparents soient distincts entre eux et distincts des points singuliers. Dans ces équations Ej représente le résultat de la substitution de hi à la ])lace de x dans la fonction
Ci A_
Posons maintenant:
^ (.« — aJXx — aj'^ ... (,« — ak)Xx — cj^s — c,)' ... (« — c,,J'
oii ot, les (l et les r sont jusqu'à nouvel ordre indéterminés et oii 2)11 = /( — /,■; il L'st clair que m ne peut être négatif, car si h était plus petit que k la réduction serait terminée.
Nous allons disposer des indéterminées de telle façon (|ue la fonction
(jui est rationnelle de degré — 2 puisse se mettre sous la forme:
as I) étant ratioiniel et d<! de^ré — i .
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Soient en général P>, , L, ..., X,, les infinis de 0, //, , /i.., , ..., //^ les résidus:
Z-, X — /.j Soit «9- et d[ le résultat de la substitution de X, dans les fonctions
^ et ^ + ^^^
X — ^.j dx {x — /,)''
il viendra:
dx Z— (,« — /,) - Z^ '■ — /,
Si l'on a
Mi , ^ N,
on devra donc avoir
ce qui détermine les /i^ et par conséquent la fonction â. On peut donc choisir arbitrairement les M^ et les A, mais non les N^, d'où il résulte que pour qu'une fonction rationnelle de degré — 2 ayant j) infinis douilles
puisse se mettre sous la forme â' j- , il faut j) — i conditions; la p"
condition qui achèverait de définir les p quantités iV^, c'est que leur somme doit être nulle.
Dans le cas particulier qui nous occupe, il y a m -\- h -{- h infinis doubles; il nous faut donc satisfaire à
tii -\- h -{- k — I ^ 3m + il- — i
conditions et pour cela nous ne disposons que de )>} + A- ^- i arbitraires. Il faut donc voir si h de nos conditions sont remplies d'elles-mêmes. Pour cela supposons qu'on retranche de II les deux termes qui deviennent infinis pour X == /, et que l'on appelle M^ le résultat de la substitution de Xi dans les termes restants, il est aisé de vérifier que l'on a:
(4)- R, = âi + {2;jL,-^^)â:.
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Parmi les infinis de M, considérons les points />, , h^, ..., h,, par exemple le point hi- Soit donc i^ = A,; il viendra:
Parmi les valeurs qui satisfont à cette condition nous choisirons
de sorte que l'équation (4) devient
On a d'autre part:
j\r. = 2/i,(?, = ^,, iv, = — />,
de sorte que la condition (4') se réduit à
Mais pour x = h, = X^, la fonction <l' s'annule de sorte qu'il reste simplement
et
de sorte que la condition (4") se réduit à l'une des équations (3) et est satisfaite d'elle-même.
On pourra donc disposer des 7)i -\- k — i paramètres arbitraires pour satisfaire aux m -{-Je — i conditions restantes. On envisagera ensuite la fonction:
« = if(''" + s
qui satisfera à l'équation (2). Cette équation n'admettra plus les points à apparence singulière h^, b^, . ., b,,; car pour le point />,, par exemple, supposons que l'on envisage le développement de u suivant les puissances croissantes de x — h^. Le développement de v commencera (pour l'intégrale
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générale) par un tenue de degré — -; celui de -j- par un tenue de
degré ; celui de 6 par un terme de degré — i et de coefficient
fii = —. Le développement de Or + -j-, devrait donc commencer par un terme de degré — -; mais les deux premiers termes se détruisent et il reste un terme de degré -| . Dim autre côté le développement de
—= commence par un terme de degré et par conséquent celui de u
par un terme de degré o. Le point apparent /y, a donc disparu. En revaTiche les points di, r/., , ..., rJ,._., sont devenus des points à a])parence singulière. L'équation (2) n"a donc que /: — 2 points ;i apparence singulière; elle est donc réduite.
Voici maintenant une méthode plus simple pour déterminer la fonction 0. On pose:
Z^ ,--• ^- rt, ^ 1^2 (.ï — /<,) ^ Z^x — Ci
Dans cette expression entrent 2;» + ^'" ^ ^' indéterminées, à savoir: les A- résidus P,, les m résidus Ç, et les m infinis r,. On les déterminera par les /( conditions:
On peut ramener ces équation? à être linéaires de la façon suivante: Soit n le produit des k + '' facteurs cr — a, et x — h, . Posons
Soient ff, et r,' ce que deviennent /7, et //■ quand on y fait .r = i, . Posons:
H et K étant clés polynômes de degré m ~\- h -^ ]< — i et m en x.
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Soient Hi, À',, H\ et K[ ce que deviennent ces deux polynômes et leurs dérivées quand on y fait x = h^. Nous aurons les relations:
exprimant que le résidu relatif à l'infini .r = i^, est égal à -. D'autre part les relations (5) deviennent:
Toutes ces relations sont linéaires par rapport aux coefficients des polynômes // et K et suffisent pour les déterminer. D'où cette conclusion importante qu'il n'y a en général qu'une seule équation réduite dans une famille.
Supposons maintenant que /; et A' ne soient pas de même parité.
Nous poserons:
où 2m ^^ h — k. Nous disposerons des ')» -\- k — i indéterminées a, d et c de façon que la fonction
puisse se mettre sous la forme:
. dx
On verrait, comme dans le cas précédent, que cela est toujours possible et, en faisant à l'aide des fonctions (/> et 0 la même transformation que plus haut, on arriverait à une équation (2) qui n'aurait plus d'autres points à apparence singulière que
et qui serait par conséquent réduite.
On peut employer la même analyse pour arriver à la réduction d'mie éipiation linéaire:
i". Lorsque celle-ci est d'ordre supérieur au second.
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2°. Lorsque sus coefficients sont algébriques au lieu d'être rationnels.
Puiscju'il n'y a clans une mènic fumilld qu'un nombre fini de réduites, les coefficients nuinéri(jucs de l'ocjuation réduite définissent la famille. Ce sont là les invariants dont il a été question plus lia ut.
§ 4. Fonctions sétuj'uclisiennes.
Soit // un groupe fuchsien quelconque (jue nous supposerons de la i''", de la 2' ou de la 6" familles. Soient:
Zj , z.,, . . . , Z^,
^j fonctions de z, n'existant qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Supposons que lorsque la variable z subit une substitution du groupe rj, la fonction Z^ se change en
c'est à dire en une combinaison linéaire des p fonctions Z. Les substitutions
{Z^, Tci„Z,)
formeront évidemment un groupe G isomorphe à ff et que nous appellerons zétafuchsien. Supposons maintenant que ces fonctions Z soient uniformes et n'aient à l'intérieur du cercle fondamental d'autre singularité que des pôles.
Lorsque le groupe fj est de la 2V ou de la 6" familles son polygone générateur 7?„ aura un ou plusieurs sommets sur la circonférence du cercle fondamental. Soit a. l'un de ces sommets. Je supposerai que les fonctions Z n'ont dans le voisinage du point z = a. que des sinfularités logarithmiques analogues à celles que présentent dans le voisinage de ce même point les fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe ff. Entrons dans quelques détails à ce sujet: les fonctions fuchsieimes engendrées par
le groupe </ sont holomorphes en e' oîi t = — ^ — et oii ,5 est un coefficient
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convciiablciueiit choisi. (Cf. Mémoire sur les fondions ftichsiennes, Acta mathcmaticii, T. i. p. 21'^.) Dans le voisinage de ce même point singulier, les fonctions Z seront de la forme:
on (p^ , <P.., . . . , <P,^ sont holomorplies en e', on les ?, sont des constantes et où Pi, Pj, . ... , I',j sont des polynômes entiers en t de degrés «1, n^, ..., n^. On a d'ailleurs
y/, + ii„ + . . . + n,^ = p — q.
Lorsque toutes ces conditions sont remplies, on dit que les fonctions Z sont zétafuchsiennes.
Reprenons les équations (i) et (2) du paragraphe i et l'équation auxiliaire (3) de ce même paragraphe. Supposons que l'on ait choisi cette dernière équation de façon que x et 1/ soient des fonctions fuchsiennes f{z) et /'i(-ï) du rapport s des intégrales. Supposons de plus que les intégrales de l'équation (i) soient partout régulières. Si nous substituons à la place de x et de !/, f[z) et f^{2), les intégrales de cette équation deviendront des fonctions zétafuchsiennes de 2.
Cela justifie la 'dénomination que j'ai adoptée. (_)n sait en effet qu'on ne peut pas obtenir toutes les intégrales elliptiques par le procédé de l*inversion, qui ne donne que les intégrales de i*^^" espèce. Pour calculer les intégrales de 2''' espèce, on y substitue à la place de x une fonction elliptique de x et l'intégrale cherchée devient une fonction zêta de z c^ui augmente d'une constante lorsque, la variable s'accroît d'une période. De même ici le procédé de Finversion ne permet d'intégrer que les équations fuchsiennes. Pour les autres équations linéaires, il faut, comme nous venons de le voir, substituer à la place de x une fonction fuchsienne de s. Les intégrales deviennent alors des fonctions zétafuchsiennes de z (jui subissent une substitution linéaire lorsque la variable subit une transformation du groiqîe g: Les fonctions zétafuchsiennes jouent donc ici le même rôle que les fonctions zêta dans la tliéorie des transcendantes elliptiques.
Cela posé soient:
X = f{z), jj = f{z) et z^, z,^, ..., Zj,
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deux fonctions fuchsiennes et un système de fonctions zétafuchsieunes adniettiint le groui)e fuchsien (f et le groupe zétafuchsicn G (les fonctions X ai y sont liées par une relation algébrique). Il est aisé d'en déduire une infinité de systèmes de fonctions zétafuchsienncs admettant les mêmes groupes. Soient en effet F^ , t\, F.^, . . . , F,^, q -\- i fonctions fuchsiennes admettant le groupe y. Les fonctions:
^o^P + ^1 ,,., + J- -i ,ix' + • • • + ^ï ,ix^ '
formeront un système zétafuchsicn.
Cherchons maintenant quelle est l'expression la plus générale d'un système zétafuchsien admettant les groupes y et G. Soit:
un pareil système. Posons pour abréger:
^^ - dx^ • Considérons la matrice:
Pour abréger nous n'avons écrit qu'une ligne de cette matrice; mais il faut supposer qu'elle a p lignes et que dans la i" ligne, chacune des lettres que j'ai écrites sans indice est affectée de l'indice i. Soit maintenant ( — i)*Jt_i le déterminant que l'on obtient en supprimant dans cette matrice la k^ colonne; on aura les relations:
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Lorsque la variable z subit utie substitution du groupe i/, les fonctions Zf, Z[, ..., Tf subissent une nièuic substitution S appartenant au groujje G, à savoir:
(Z,, Ta^Z,), {Zl, Ta„Z,), . . . , {2\, TaJ\).
Tous les déterminants J„, Jj , J, , ..., J^, sont alors multipliés par nn même facteur, c'est à dire par le déterminant:
Les rapports — ne sont donc pas altérés; ce sont donc des fonctions
fuehsiennes de z, c'est à dire des fonctions rationnelles de x et de //. Voici donc l'expression générale cherchée:
(4) T, - FoZ, + l\Z[ + KZ," + . . . + F,,_ :/j: '
les V étant rationnels en ,t et y.
Les fonctions Zf formant un système zétafuchsien, on aura:
(5) ^r + v^^^r + • . . + yyA + y^^. = o
les F étant rationnels en £ et ij. Ainsi envisageons des fonctions zétafuchsiennes quelconques :
Zl , z, , . . . , Z^,
ayant pour groupes G et (j. Considérons-les comme fonctions de .c = /(~~), où /'(i) est une fonction fuchsiemie admettant le groupe (j .
Elles satisferont toujours à une équation linéaire à coefficients algébriques.
Il résulte de là que les fonctions T^ satisferont connue les fonctions Z; elles-mêmes à une pareille équation. Mais en vertu de la relation (4), l'équation à laquelle satisfait T^ et celle à laquelle satisfait Z, appartiennent à la même espé'ce.
Ainsi toutes les fonctions zétafuchsiennes qui ont même groupe satisfont à des équations linéaires à coëfticients rationnels en x et en y et qui sont toutes de la même espèce.
Nous supposerons dans ce qui va suivre que le déterminant
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de foutes les substitutions du groupe G est éiïjil à i . Cette livpotlièse est permise. En effet on peut toujours dans iine ('(luatioii liiicairc d'ordre ;), faire disparaître le corfficient du ternie en
et si ce terme est ind, toutes les substitutions du groupe de l'équation ont leur déterminant éojal à i .
§ 5. Développements en séries.
Supposons d'abord que le groupe fiichsien r/ soit de la i*" famille. Soit ,«, une sultstitutinn de ce groupe
Soit iS, la substitution correspondante du groupe G. Ce sera une substitution linéaire de déterminant i (pic l'on pourra représenter par le tableau de ses coefficients:
"il fi\2 ■ ■ ■ r'\,,
La substitution 5, ' sera alors représentée par le tableau:
Al,, A',
AU A],, ... a;^,
où les A sont les mineurs du déterminant des a.
232 H. Poincaré.
Nous allons considérer p fonctions rationnelles
Hj, Ho, . . . , H y
et'jj séries:
' Cl ) ?2 > • • • > Cjo
et nous adopterons les notations suivantes:
Les séries ç s'écriront alors
Supposons que l'on ait démontré que ces séries sont absolument convergentes; voyons quelles seront leurs propriétés. On aura:
et de plus:
cl ou :
et enfin:
Ecrivons la série (i) et la relation (2) avec les notations ordinaires, il vient:
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et
e.(Êf^)=S„<^(^)(;7^ + 'î,.r
Il reste à rechercher si les séries (i) sont n])S()lniiiciit c()nverfr''ntes. Pour cela cnvisno-eons la série
et cherchons pour quelles valeurs de )ii cette série est convergente.
Nous allons donc chercher avec quelle rapidité croissent les coefficients Al^. A cet effet envisageons les substitutions fondamentales du groupe G et leurs inverses. Si k est le nombre des substitutions fondamentales, nous aurons en tout 2/1-p' coefficients. Soit M le plus grand module de ces 2k2)' coefficients.
Soit maintenant iS, une substitution quelconque du groupe G dont tous les coefficients aient leurs modules plus petits que À"; soit d'ailleurs 2^ une des substitutions fondamentales on une de leurs inverses. Les modules de tous les coefficients de 6', 2' seront plus petits que pMN; car chacun de ces coefficients est une somme de ]) monômes et chacun de ces monômes est le produit d'un coefficient de <S', par un coefficient de I.
Cela posé, une substitution iS", quelconque poin-ra toujours se mettre sous la forme suivante:
(3) ^, = i'rjrr.. ^'"''
Chacune des lettres 2'i , 2", . . . . , 2], désigne une des substitutions fondamentales ou une de leurs inverses, la môme substitution pouvant d';iillcurs se retrouver plusieurs fois dans la suite. Les exposants et, , a.,, . . . , ol^, sont entiers positifs. La somme <t = et; + a., + . . . + «7- s'appelle l'exposant de la substitution. Dans le cas où la substitution «S, peut se mettre d'ime infinité de manières sous la forme (3), son exposant est la plus petite valeur que puisse prendre la somme a, + ^2 + • • • + «y, •
Il résulte de cette définition que les modules des coefficients d'une substitution dont l'exposant est (t sont plus petits que
{Mpy.
Le groupe G est isomorphe au groupe r/. Il en résulte que l'exposant de Sf est le même que celui de la substitution correspondante s,-
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du groupe g si risomorphisme est holoèdrique. Il est plus petit, en général, si risomorphisme est mériédrique. Dans tous les cas il ne peut pas être plus grand.
Soit d'un autre côté U la distance à l'origine d'un transformé zs^ du point s, distance évaluée au point de vue de la géométrie non-euclidienne; je veux dire que H est la L de la droite o-zs^. On peut trouver une relation entre U et l'exposant a de la substitution s^ que nous appellerons aussi pour abréger l'exposant du point zSi. En effet supposons pour fixer les idées que les points ^ et o soient tous deux intérieurs au polygone H^. La droite 2s,-o dont la h est égale à U traversera un certain nombre de polygones U^, 7?, , . . . , i?, et a sera au plus égal au nombre n de ces polygones. Quelle relation y aura-t-il maintenant entre i? et n.
Considérons d'abord le polygone U^ ; la L de tout arc de courbe joignant deux points du périmètre de ce polygone appartenant à deux côtés non adjacents sera plus grande qu'une certaine limite inférieure que j'appellerai X. Considérons maintenant un polygone jRj adjacent à i?„ le long d'un côte Cj et envisageons un arc de courbe joignant un point d'un côté Cj de H^ à un point du côté C^ de H^ et traversant le côté C, . Je supposerai de plus que ces trois côtés C'^, (7j , G^ n'ont aucun point commun. (Cf. Théorie des groupes fiichsiens, Acta mathematica, T. I, page 31.) La L d'un pareil arc restera toujours plus grande qu'une certaine limite inférieure que j'appellerai jl.
Considérons enfin un arc de courbe qui vient couper successivement divers côtés de divers polygones M, et de façon que tous ces côtés viennent converger en un même point. Ce point sera un sommet de l'un des polygones et comme le groupe // est supposé de la 1*'° famille, ce sera un sommet de la i''" catégorie auquel ne viendra aboutir qu'un nombre fini de côtés. J'appellerai // la limite supérieure que ce nombre fini ne pourra dépasser. On aura alors:
inégalité que nous pourrons écrire: ■
n < aR ou (7 < (xR
a. étant une constante.
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Mais si l'un su reporte au paragraphe i du Mémoire sur lea fondions fmhsiennes (Acta iiiatheiuatica, T. i), on verra (|ue l'on a i^K étant une constante)
et de plus que la série 2 niod (^-^^ + d)~^ t'st convergente. . On a d'ailleurs, d'après ce que nous venons de voir:
niud J;,, < {MpY < e""""-'*-''''^.
On peut donc prendre m assez grand pour que:
2m — 4 > alog(Jfjj) d'où :
niod JL(;'.„^ + <?,)-•-•'" < niodOv' + ê)''
et par conséquent pour que la série l.^, définie plus haut soit convergente. La -limite que l'on est ainsi conduit à attribuer au nombre m n'est pas précise. Reprenons maintenant les séries (i); on peut trouver une limite supérieure du module des p fonctions:
pourvu (|u'aucune d'elles ne devienne infinie sur le cercle fondamental. (Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes § i, Acta mathematica T. i.) Les séries (i) sont donc absolument convergentes..
La relation (2) montre ensuite que si l'on divise les ^; fonctions Çi , Ç.J, ..., c^, par une même fonction thétafuchsienne 6, les quotients
■ forment un système zétafuchsien.
D'où la conclusion suivante: Avec un groupe fuchsien (/ de la i"^ famille et un groupe zétafuchsien G isomorphe au premier, on peut toujours construire une infinité de systèmes zétafuclisiens.
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Donc ou peut toujours construire une iulhiité d'équations linéaires admettant un groupe doiuic, pourvu que ce groupe soit isomorphe à un groupe fuclisien de la i"" famille.
Cette reniarcpie est importante au point de vue de l'intégration algébrique de ces équations. Les savants qui ont abordé jusqu'ici la question de cette intégration algébrique ont cherché à former les groupes d'ordi'e fini contenus dans le groupe linéaire. Il restait à savoir s'il existait des équations admettant ces groupes. Cette question est maintenant résolue, puisque tout groupe d'ordre hni peut toujours être regardé comme isomorphe à un groupe fuclisien de la i""' famille.
Qu'arrive-t-il lorsque le groupe G est d'ordre fini? Il est mériédriquement isomorphe au groupe ff; si dans ce groupe (j on distingue les substitutions auxquelles correspond dans le groupe G la substitution identique, ces substitutions formeront un sous-groupe (/'> contenu dans (/. Les fonctions x = f{z) et y = f-^{s) et, en général, les fonctions fuchsiennes de groupe (j, pourront être regardées comme des cas particuliers des fonctions fuchsiennes de groupe //'. D'un auti'e côté, les séries ^, , f,» •••> Cy, se réduisent à des séries thctafuchsiennes de groupe ()', et les fonctions Zj , Z^, , . . . , Z^, à des fonctions fuchsiennes de groupe (j'. Il y a donc une relation algébrique entre Z^ et x. L'intégrabilité algébrique des équations linéaires auxquelles satisfont les fonctions Z, est donc mise en évidence.
Nous pouvons dès à présent indiquer l'expression analytique générale des fonctions zétafuchsiennes. Nous avons vu en eft'et que si
zî, z;, ... , z;: c/.=.,2 d
sont p systèmes zétafuchsiens et si
représentent lui système zétafuehsien (juelcoutjue, on a
Fi , F.,, . . . , Fp étant des fonctions fuchsiennes que l'on peut toujours considérer comme le quotient de deux séries thétafuchsienncs. Voici par conséquent quelle est la forme générale de la fonction T^, .
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Soit'lit
p séries de la foniiL' (i) et ^y + ' ijérics thétafuchsieiines, on aura
^/if' + n,^:. + ... + ^,7?:
Parmi les séries ç on peut en envisager qui sont plu» simples ([iie les autres. En ett'et clans les jj séries:
entrent j^ fonctions rationnelles arbitraires:
H,, IL, .... H
Supposons que toutes les fimetions II .soient nulles, exeepté //, , la série ?,, se réduira a
Les séries de eette lornie oii p — i des fonctions arbitraires i? sont nulles peuvent sappeler séries ç simples.
Choisissons maintenant p fonctions H quelconques et formons un système de séries ç,^ k l'aide de ces p fonctions. Formons ensuite avec chacune de ces p fonctions, avec H^ par exemple, un système de séries simples ç,,.^ , les p — i autres fonctions étant supposées nulles, on aura:
C/i = Ç/i + Çrj + • • • T" Çij)
ce qui montre qu'une série ? quelconque peut être regardée comme une somme de séries simples.
Voyons maintenant quelle est l'expression analytique des séries ç au moyen des intégrales d'une équation diftérentielle linéaire, donnant naissance à un système de fonctions zétafuehsiennes. D'abord, afin d'éviter des complications inutiles et qui ne tiennent pas au fond des choses, je
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supposerai que le groujje ij est uoii-seulenieiit de la i'" fauiille, mais encore du genre o. Le système zétafuchsien considéré:
Zj , Z.j , . . . , /jp
regardé comme fonction de la transcendante fuchsicnne x = f{z) satisfera à l'équation:
où 1(!S coefficients ^^^ sont rationnels en x seulement. Je supposerai pour simplifier (jue cette équation (4) soit du 2" ordre et quelle soit réduite au sens donné à ce mot au paragraphe 3 de ce mémoire. Je l'écrirai:
Les infinis de jr.^, c'est à dire les points singuliers, seroiit rt, , «._, , ..., a„ et co. Je sui)poserai qu'il n'y a pas de points à apparence singulière ou plutôt s'il y en a, je les regarderai comme des points singuliers ordinaires et je les ferai correspondre à un sommet de lî^ . J'appellerai «1 , a.,, ..., o(„ , «,,^.1 les sommets de B^ qui correspondront aux h -{- i
points singuliers «, , o, , ..., rt„ , co. J'appellerai -5-, comme dans le
paragraphe 5 du Mémoire sur les functions fuchsiennes, la somme des angles du cycle dont fait partie le sommet a, . Les racines ;', et i — y^ de l'équation déterminante i-elative h. x = a^ et ;i l'équation différentielle
(4) devront être des multiples de -^. Les intégrales Z, et Z.^ de l'équa-
tion (4), regardées comme fonctions de 3, seront infinies d'ordre (;-, — i)/3i
pour 3 = oii. Leurs dérivées ZJ = -^ et 1\ — --^ seront infinies d'ordre
Yiji^. Voici maintenant quelle est l'expression générale d'une série ç quelconque :
(5) (g)'"[F(x)Z. +F,(.r)Z;]^ç, F[x) et i\{x) étant des fonctions rationnelles de x.
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• Nous allons chercher si Ton peut déterminer ces deux fonctions rationnelles de telle façon que l'expression (5) 'et l'expression conjuguée
(5') (;g)"VFz, + F,z;) = .^
ne deviennent pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental.
Si Ton a, comme nous pouvons le supposer puisque le coefficient de
— est nul dans l'équation (4):
il vient
et
dz) ^' ^ çiZ., — f,Z,.
Il suit de là que les deux fonctions F et F^ ne peuvent devenir infinies que pour les points singuliers z = a, , la première d'ordre (^1 + "0/^' — ^'* '^'^ P^'*'' ('^" *) ^* ^'^ seconde d'ordre (y, -\- m — i)y9, — m au plus.
On aura donc
et
(.1- -a, )'■'(■»• — «.)'" ■■• Cl'— «-./■"
où ^>i , ^12, ..., ?,„ sont les plus grands nombres entiers satisfaisant aux inégalités:
et où d et â^ sont des polynômes entiers en x qu'il s'agit maintenant de déterminer plus complètement.
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Nous venons de voir que F ne pouvait devenir pour x = «, infini d'un ordre plus grand que A, et que F^ ne pouvait devenir infini d'un ordre plus grand que X^ — i .
Cherchons maintenant un nombre /i, tel que si F est infini d'ordre
/j, et F^ infini d'ordre /i, — i pour x = a, ç, et z-i soient certainement finis.
idx\ "' /<i'f\ "' .
11 arrive alors que FZi (-^1 et i^jZJ (y-j deviennent infinis d'ordre:
//, + /'.— I — '»fi — ^.
,d'où il résulte cjue /i, est le plus grand nombre .entier satisfaisant à l'inégalité:
Pour fl" = co, -^ devient infini d'ordre i + 3 — ? Z, dordre r,,,,.,
(IZ Pii + l
et Z[ d'ordre f„^y — i . Il en résulte que F ne peut pas être infini d'ordre pins élevé que:
et F^ d'ordre plus élevé que ^^, + i .
D'autre part si F est infini d'ordre /i„^.i et F^ d'ordre ^„^] -|- 1 ? Ci et ^2 seront au plus d'ordre:
de sorte que si ii„^x satisfait à l'inégalité:
on sera certain que 1, et f^ sont finis. Posons maintenant
/", çr, /J , ^''j étant des fonctions rationnelles devenant infinies respectivement d'ordre //,, X, — /i, , /i, — i, h, — /i, pour .r = ru, et d'ordre /i„+],
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K^-i — /i«+i, /J„+i + I, /„,i — /A.+1 pour X = co. Pour que cette décomposition ne puisse pas se faire d'une infinité de manières, nous supposerons qu'un corfficiont quelconque de f et iin do /j sont assujettis à avoir une valeur donnée.
Voici alors le nombre des coefficients restés arbitraires:
dans f, Il/Il
dans /", , S/i, -j- I — ti
dans jr et dans ^'^ , S/, — Z/i, + i
en tout
iS;, + 3 — M.
Mais entre ces coefficients, il y a certaines relations dont il faut chercher le nombre. Considérons un quelconque des infinis a, , posons pour abréger «,= 0 et^ supprimons partout l'indice /. Soit:
I (? = Ax-'-'- + ^\r"-' + ' + ^V-^+- + . . . + ^'-"-'.r-' -f ç' \ ç, = A,x'^-'- + A\x^ '-' -f + A>r'-'x-' + ^;
^' et ^[ étant finis pour x = o. On peut maintenant toujours supposer que Zj et Z., aient été choisis de manière à être respectivement infinis
d'ordre (j i) et — ^ pour .t = o, car si cela n'était pas il suffirait de
remplacer Zj et Z^ par aZ, -f yîZ^ et j-Z^ + ^ÏZ^, a, /5, ;- et <î étant des coefficients convenablenient choisis. Cela posé, imaginons qu'il n'y ait aucune relation entre les coefficients A des expressions (7), l'expression (5) sera infinie d'ordre:
et l'expression (5') d'ordre:
L'expression (5') est donc finie en vertu de l'inégalité (6). Mais pour que l'expression (5) soit finie, il faut qu'il y ait entre les coefficients
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A des expressions (7), des relations dont le nombre est précisément le plus petit entier qui est égal ou supérieur à l'expression (8), c'est cà dire / — /i. '
Le même raisonnement s'appliquerait pour .r = co et on trouverait qu'on doit avoir entre les coefficients de ^ et çti ^^_, — //„^., relations pour que (5) et (5') restent finis pour :r = co. Il y a donc en tout
relations et il reste:
coefficients arbitraires. Dans cette expression S/, signifie
Ainsi toutes les séries qui ne deviennent pas infinies, s'expriment linéairement à l'aide de:
d'entre elles. On trouverait un résultat analogue pour le cas de j) > 2 . Nous devons adjoindre au groupe zétafuchsien G, le groupe zétafuchsien corrélatif G^ défini de la façon suivante; soit:
une substitution correspondante de G. la substitution correspondante de G^ sera:
en appelant
l'im des systèmes zétafuchsiens engendrés par le groupe G^ . On sait que dans la tbéorie des formes algébriques et en particulier dans celle des formes appelées contr avariant s et mixed-concomitants, la considération de la substitution corrélative d'une substitution linéaire donnée joue un rôle fort important.
Mémoiru .■<ur lus fonctions zctafuohsicQncs. 213
Considérons maintenant l'expression suivante
(9) ■ Z,1\ + Z,T,+ ... + ZJ^,.
Quand la variable z subit une substitution du groupe fuchsien g, les Z, subissent la substitution correspondante de G et les 1\ subissent la substitution correspondante de G^ . Il en résulte que l'expression (9) elle-même demeure invariable. C'est donc une fonction fuchsienne de z.
On verra [)lus loin le rôle des fonctions zétafuchsiennes et surtout des séries ç engendrées par le groupe corrélatif G^ .
llcmanjuons maintenant que dans le cas particulier de p = 2, à la substitution:
Ci il
du groupe G, correspond la substitution
^h — Ci — bi a,
du groupe G^ . Ces deux substitutions ont évidenunent mêmes multi[)licateurs, d'où il suit cpie les quantités que nous avons a])pelées plus liant
Tm r-i
Vu > r«+i
sont les mêmes pour les deux groupes G et Cr^ .
Supposons maintenant j) > 2; si x = a est un [)oiiit singulier [lour lequel l'équation déterminante relative à une c(piation (4) engendrée par le grou{)e G, ait pour racines:
l'équation déterminante relative à l'une des équations (4) 'engendrées par le groupe G^ aura pour racines:
Ss-^,-
r(p— 0 y, _ j'il'— ') y
vil'— 0
§ 6. DécoiiipositioH en éléments siuijtles.
Soit (i) Zi, Zj, . . . , Z^
un système zétafuchsien que je supposerai de la i'" faïuille, comme dans le paiagraphe précédent. Soit f{s) une. fonction fuchsienne de la i'" famille ayant même groupe fuchsien que ce système. Je supposerai, pour fixer les idées, que cette fonction est de genre o et que toutes les autres transcendantes fuchsienncs de même groupe en sont des fonctions rationnelles.
Je vais reprendre les notations du § 5 du Mémoire sur les fonctions fuehsiennes (Acta mathematica, T. i, p. 240).
Considérons l'intégrale:
X \ dz
prise le long du contour S défini à la dite page 240. Je dis que cette intégrale tend vers o quand r tend vers i , pourvu que h soit suffisamment grand.
En effet nous pourrons aisément trouver une limite supérieure Mi
du module de ;. Supposons maintenant que le module de y reste
inférieur à 31^ le long du périmètre de B^; il restera inférieur à:
le long du périnlètre de S. Supposons enfin que le long du périmètre de lî^, les modules des jj fonctions:
restent inférieurs à Jf^. Cherchons la limite supérieure du module de ces mêmes fonctions le hmg du périmètre du polygone 11^ en supposant que la substitution s, qui change /l'o eu R^ soit d'exposant a. Soit S^ la
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substitution dv <r (jui correspond à s,. Nous avons vu au paragraphe précédent que les coefficients de S^ sont plus petits que
a étant une constante convenableuienf choisie. Donc le long de 11^ le module des p fonctions Z est plus petit que:
Considérons on particulier les polygones 2?. qui forment la bordure de S. Leur exposant est, d'après le paragraphe précédent, [ilus petit (pie
- (iî + /) où h est une constante convenablement choisie. D'où ce résultat: a
mod Z, < 2)^1./^"+''
le long de «S. La quantité sous le signe j a donc son module plus petit que
Si l'on se reporte à la valeur de H [Fonctions fuchsiennes, Acta matlicmatica. T. i, p. 241) on verra que cette expression (3) tend vers o pourvu que
L'intégrale (2) tend donc aussi vers o, d'où l'on peut conclure que les p fonctions
peuvent se développer en séries de la façon suivante:
^^' Z- z— a "^ 2* {z — ay + • • • + Z- (z — a)"'
où les a sont les infinis et les A les résidus. Si la fonction n'admet que des infinis simples, cette série se réduit à
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Quand on connaîtra les infinis et les résidus de ces p fonctions à l'intérieur de B^ , on connaîtra tous les infinis et tous les résidus de ces mêmes fonctions et par conséquent la série (5). Supposons que a soit un infini des fonctions (4) situé à l'intérieur de R^ et que nous supposerons simple pour fixer les idées. Soient;
Al, A.,, . . . , Aj,
les résidus des p fonctions (4) correspondant à cet infini. Les ])oints:
/'■«■ + Ôi
seront aussi des infinis simples de ces mêmes fonctions (4). Nous écrirons comme plus haut:
si la substitution 5", s'écrit:
Or nous avons
et
Multiplions l'identité précédente par z — a et faisons z = a, il viendra, en appelant
les résidus des p fonctions (4) pour 2 = as, d'où
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Telle ejît l;i valeur des résidus eherchés. Hi'iuiissons ensemble les ternies de ht série (5) qui correspondent aux infinis de la forme rw, ; nous trouviToiis la série suivante:
(6) ^:X^, 0) = y Ir^?^ '
■^-Z f.z — asi)(yia + o,)
de sorte que chaque fonction (4) se trouve décomposée en une somme d'im nombre fini d'éléments simples de la forme 0„{z, a).
Mais on peut pousser plus loin encore cette décomposition en éléments simples.
L'identité (6) pourra en eftet s'écrire:
ou encore :
en posant
de sorte que si les fonctions (4) admettent les infinis simples
0j , £'2 , • • • y Zq
à l'intérieur de lî^, et si elles admettent l'infini z^. respectivement avec les résidus:
il viendra pour la // des fonctions (4) l'identité:
qui nous montre cette fonction décomposée en éléments simples. On arriverait à un résultat analogue pour les cas où cette fonction admettrait des infinis multiples. . "
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Voyons ce que sont ces éléments simples et pour cela regardons dnns l'expression <?,„(<?, o) z comme une constante et a comme la variable.
Cherchons maintenant à former les séries ^ simples du paragraphe précédent avec le groupe <7, corrélatif de Q do 'ce même paragraphe, ({ étant toujours la variable; nous trouverons:
ou en faisant:
il viendra
HÂn) = — !— , m = h ^ \
Ainsi la transcendante (l).,„ regardée comme fonction de a est une fonction ç admettant le groupe G^ corrélatif de Q.
Nous allons supposer maintenant f =^ 2 pour fixer les idées et nous allons étudier de plus près la décomposition en éléments simples des fonctions:
J)""(FZ, + F,Z0 = 4
Z| , Z2 , ZJ , Z2 ayant la même signification qu'à la fin du paragraphe précédent et F et F^ désignant des fonctions rationnelles en x. 11 est clair que .'Ij et A^ sont des fonctions de la forme (4) auxquelles, par conséquent, on peut appliquer tout ce que nous venons de dire.
Dans ce qui va suivre, les lettres y9, , /',, A,, /i, auront la même signification qu'à la fin du paragraphe précédent, et nous poserons:
Cherchons la condition pour que les fonctions Jj et .l^ ne deviennent pas infinies pour % = «.;. Il faut que F et F^ deviennent nuls d'un ordre suflisammcnt grand et c'est cet ordre qu'il s'agit d'abord de déterminer. Supposons pour le faire plus aisément que Z^ et Z, soient respectivement
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infinies d'ordre ;-, — i et — /-, ; cela est toujours possible, car si cela n'était pas, on reniplaceriiit Z, et Z., par ctZ, + /ÎZ^ et yZ^ + ''^j» 1, i3, y, o étant des coefficients convenablement choisis. Si alors F devient nul d'ordre «, et 7'', d'ordre '?, + '» -'i et .l._, seront respectivement infinies d'ordre:
et
On doit donc avoir d'abord:
ou ce qui revient au même
ai > /i, — I •
Cette condition est suffisante pour que A^ ne devienne pas infini. Pour que .1, reste également fini, il faut encore qu'il y ait certaines relations entre les coefficients de F et de F^ .
Supposons maintenant que F et F^ deviennent nuls d'ordre «„^i et <î„+i — I pour X = cX) et Z^ et Z^ infinis d'ordre y,^^-^ et i — y„^,y . Il en résultera que .Ij et .1^ deviendront infinis d'ordre:
et
pn + y'
Par conséquent A.^ reste fini pourvu que ou ce qui revient au même:
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Si en outre il y a certaines relations entre les coefficients de F et de J^'j, A restera fini. Nous ne restreignons pas la généralité en supposant que o, et o„^, sont égaux à leurs limites, c'est à dire que Ton a
^n + l = /Ai + l + 3-
Considérons maintenant les relations dont il vient d'être question et qui doivent exister entre les coefficients de F et de F^ pourvu que les deux fonctions .1 restent finies pour z = a, et pour z = g(„+i et avant tout, cherchons quel en est le nombre.
Si F et JPj étaient des fonctions rationnelles quelconques assujetties seulement à être nulles d'ordre
ai et o, + I (ou f/„+i et d„^i — I pour z ^ <x„+,)
/!, serait infini d'ordre
+ r^ — I — à)j (ou —h(^i + ^J + j;, + , — '^+0
Dans le développement de /Ij suivant les puissances croissantes de x — fl^ , il y aurait donc
(ou E' [;-„+, — r;„+i — // (i + ^J I pour z = a,, ^,)
termes infinis. Nous désignons par E'{'x) le plus petit entier satisfaisant à la condition
et par E{x) le plus grand entier tel que
Le nombre des relations nécessaires pour que les deux .1 restent finis pour s = a, est donc égal à:
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OU bien
4n'-,ïj +'•■-■]-■'•■
ou, tiinsi qu'il est aisé de le voir:
h — I — «j ^ K — /A- En ce qui concerne le point z = a,.^,, le nombre des relations est égal à:
ou
ou enfin
On a en effet
« et i étant des entiers.
Le nombre total des relations est donc ainsi de:
Considérons maintenant les diverses fonctions A qui admettent q infinis simples donnés sans en admettre d'autres. Toutes ces fonctions s'exprimeront linéairement à l'aide dun certain nombre d'entre elles. Quel est ce nombre? Les fonctions F et F^ admettent les q infinis donnés; mais comme elles doiveiit être nulles respectivement d'ordre d„
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et d'ordre r?„^i — i pour x = co, elles admettront q — o„+i et q — (?„+i + i zéros. Mais la fonetion F admet o^ fois le zéro «; et la fonetion F^ l'admet Oj + i fois; il reste donc
q — So zéros arbitraires dans F
et
q — 2(7 +1 — " dans F^ .
11 y a donc en tout dans F et F^
2q — 2ZJ + 3 — n = 2q — 22/i; + w — 3
coefficients arbitraires.
Mais nous n'avons pas tenu qpmpte des relations qui doivent exister entre les coefficients de F et de F^ et dont nous venons de déterminer le nombre. Il faut donc retrancher de l'expression qui précède le nombre de ces relations, c'est à dire
Il restera ainsi:
Q = 2q — YX, — T/i, + n — 3
coefficients réellement arbitraires.
Ainsi toutes les fonctions A qui admettent les q infinis dormes s'expriment linéairement à l'aide de Q d'entre elles.
Dans toute décomposition en éléments simples, il y a un nombre que l'on peut appeler fondamental et qui joue un rôle très important. Supposons qu'il s'agisse de décomposer en éléments simples les fonctions qui appartiennent à une certaine catégorie G. On doit supposer que la somme de . deux fonctions appartenant à cette catégorie C, appartient également à C; ce n'est que dans ces conditions qu'on peut être conduit à chercher une décomposition en éléments simples. Il peut arriver (^uc les éléments simples fassent eux-mêmes partie de C; c'est ainsi que dans la décomposition des fractions rationnelles, on est conduit à des éléments
de la forme qui sont eux-mêmes des fractions rationnelles. Dans
ce cas, nous dii'ons que le nombre fondamental est égal à o. Mais le contraire peut arriver également. Ainsi dans la décomposition des fonctions doublement périodiques, les éléments simples sont de la forme
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A-r-\ogtf{x — a) et ne sont pas des fonctions doublement périodiques.
Mais il existe des fonctions doublement périodiques qui sont des sommes de deux éléments simples seulement, et à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment linéairement. Dans ce cas, le nombre fondamental sera égal à I . En général s'il existe des fonctions de la catégorie C, décomposables en m + i éléments simples seuleinent et à l'aide desquelles toutes les autres fonctions de la catégorie C peuvent s'exprimer linéairement, le nombre fondamental sera égal à m, pourvu que m soit le plus petit nombre jouissant de cette propriété. Ainsi dans la décomposition des fonctions rationnelles de x et de //, (// ét^nt lié à x par une relation algébrique ç (.r , ^) = o) décomposition découverte par M. Rocii , le nombre fondamental est égal au genre de la relation ^ = o.
Envisageons de même la décomposition de la fonction ,j(^-) que nous avons considérée aux pages 238, 266, 275 et 284 du mémoire sur les fondions fuchsiennes en éléments simples de la forme:
Dans le mémoire cité, nous avons déterminé le nombre fondamental relatif à cette décomposition. C'est ainsi que dans le cas du genre o et de la 2' famille (loco citato p. 276) nous avons trouvé pour ce nombre:
Quel est maintenant le nombre fondamental relatif à la décomposition qui nous occupe ici, c'est à dire à la décomposition de la fonction ,1, en éléments simples de la forme:
A-^i..(^, -"x) ou A,<P,,^{z. z^).
Pour cela, il nous sufiit d'énoncer le résultat suivant: si m est le nombre fondamental d'une décomposition quelconque en éléments simples, toutes les fonctions qui s'expriment linéairement à l'aide de q éléments donnés, peuvent être exprimées linéairement à l'aide ào. q — m d'entre elles.
Nous avons vu que les fonctions .1 qui admettent q infinis donnés
C) Acta mathenjatica, T. r, p. 242.
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peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de
d'entre elles. Or ces fonctions peuvent s'exprimer linéairement à l'aide des 2q éléments simples:
Donc le nombre fondamental est égal à:
ZA; + Z/ii 4- 3 — ««•
Dans la théorie des fonctions fuchsiennes et des fonctions A{s) engendrées par ces transcendantes, le nombre fondamental jouissait d'une propriété remarquable que je vais rappeler.
Soit (/'{h) le nombre fondamental relatif à la décomposition en éléments simples des fonctions de la forme
où F désigne une fonction rationnelle des deux fonctions fuchsiennes X et ij.
Soit ^^{ni) un nombre tel que les fonctions de la forme
(où F a la même signification que plus haut) qui ne deviennent pas Infinies à l'intérieur du cercle fondamental, s'expriment linéairement à l'aide de ^{in) d'entre elles.
On avait l'identité:
C'est de cette identité que nous avons tiré une conclusion importante, à savoir que toute fonction de la forme (a) pouvait être représentée par une série thétafuchsienne (de la forme (4) , § i , Mémoire sur les fondions fuchsiennes) .
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De même ici, soit:
le nombre fondamental relatif <à la décomposition de .1 .
Soit j.'(>h) un nombre tel que toutes les fonctions de la forme:
(forme (5) du § précédent) puissent s'exprimer linéairement à l'aide de f?(w) d'entre elles. On aura encore:
Voyons si on pourra tirer de cette indentité la même conclusion que dans le paragraphe cité, c'est à dire si on pourra démontrer que toutes les fonctions de la forme (/9) peuvent s'exprimer par l'une des séries c du paragraphe précédent.
Supposons que toutes les séries ç qui ne deviennent pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental et qui correspondent à un exposant m égal à /; + I puissent s'exprimer linéairement à l'aide de d{h + i) d'entre elles. On aura évidemment
(0') 0[h + i)<<f{li+ i)
puisque toute série c est égale à une fonction de la forme {,3). Si l'on a:
toute fonction de la forme (^9) pourra réciproquement s'exprimer par une série ç. Il n'en serait plus de même si l'on avait:
Soient maintenant
2l , Zj , . . . , S^
q quantités quelconques, intérieures au cercle fondamental. Soient
B,, B,, ..., B., 2q quantités que nous assujettirons plus loin à diverses conditions.
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Soit maintenant ^^{s) une série 6 ne devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental et ç.-^{z) sa conjuguée. Ces séries ç sont engendrées par le groupe fuchsien g et par le groupe zétafuchsien G^ corrélatif de G. Assujettissons les quantités A et B à la condition suivante:
Ecrivons cette même relation pour toutes les séries ^ qui, restant finies à l'intérieur du cercle fondamental, correspondent à un exposant m égal à // + I . Nous aurons de la sorte assujetti les A et les B à â{h + i) conditions distinctes.
Posons alors
/!,(.-) = Ta, (!>,,,{-', z,) + TB,<P,,,{z, z,)
A,{2) = TA,<D,,,{s, s,) + TB,0,,,{z, z,). Posons maintenant:
en supposant que
soit le tableau à double entrée des coefficients de la substitution 5, correspondant <à s,. Il est clair que :ç^{z) et 7]^{z) sont deux séries f conjuguées ne devenant pas infinies à l'intérieur du cercle fondamental. Donc en vertu des relations (e) on a:
A,{zs,) = (^^y'[oM^) + h,M^)].
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On en conclut rpic .1, et .1,^ sont deux fonctions de la forme:
dont les identités (C) nous donnent la décomposition en éléments simples. Or les coefficients ^ et J5 de cette décom])osition ne sont assujettis qu'à 0(Ji + i) conditions. Ce nombre d{h + 0 ^''t donc au moins égal an nombre fondamental, d'où l'inégalité
ff{h + i)>ç''(/0- De la comparaison de cette inégalité avec (j) et («) on déduit:
Donc toute expression de la forme {fi) qui ne devient pas infinie peut s'exprimer par aine série ç.
On en déduit aisément qu'il en est de même d'une expression de la forme (y9) qui devient infinie.
D&)ic toute fonction zétafuchstenne est le quotient d'une série ? par une série thétafuchsienne.
Nous avons, il est vrai, pour fixer les idées, supposé que ^j = 2 , mais la démonstration et le résultat subsistent quand /) est plus grand que 2.
§ 7. Extension à In deuxième faniille.
Tout ce qui précède ne s'applique encore qu'aux groupes fuchsiens de la i^''"' famille et aux groupes zétafuclisiens qui leur sont isomorphes. Il nous reste à étudier les fonctions zétafuchsiennes dont le groupe fuchsien g est de la 2*" ou de la 6" familles.
Parmi ces fonctions nous distinguerons deux espèces.
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La i''"''^ espèce, dont nous nous occuperons d'abord, comprendra les fonctions dérivées d'un groupe zétafuchsien G jouissant des propriétés suivantes: Le groupe fuchsien g étant de la 2'^'^ ou de la 6" familles, son polygone générateur B,^ aura des sommets sur le cercle fondamental. A chacun de ces sommets correspond une substitution parabolique du groupe g qui admet ce sommet comme point double. Les substitutions ainsi définies sont les substitutions paraboliques du groupe g; les substitutions du groupe G qui leur correspondent en vertu de l'isomorphisme s'appelleront snhstitutions critiques. Il ne faut pas confondre les substitutions critiques du groupe G et. les substitutions fondamentales de ce même groupe. Les substitutions fondamentales de G seront, dans ce qui va suivre, celles qui correspondent aux substitutions de g qui changent un côté de B^ en son conjugué ou à leurs inverses. Les substitutions critiques de G seront celles qui corresiJondent aux substitutions paraboliques de g qui n'altèrent pas l'un des sommets de la 2*'' sorte de i?^, ou à leurs inverses. Formons pour chacune de ces substitutions critiques l'équation aux multiplicateurs que l'on obtient, comme on sait, en écrivant le. tableau à double entrée des coefficients, ajoutant — S k chacun desternies de la diagonale principale et égalant à o le déterminant ainsi obtenu. Si toutes les racines de ces équations relatives à toutes les substitutions critiques ont pour module l'unité, le groupe G et les fonctions zétafuchsiennes qui en dérivent seront de la i"" espèce. Soit:
Z, , Zo , . . . , Z
un système zétafuchsien et .r = f[z) une fonction fuchsicnne ayant même groupe. Nous avons vu que Z, considéré comme fonction de x satisfait •A une équation linéaire à coefficients algébriques. Quelles sont les conditions que doit remplir cette équation pour que le système (i) soit de la i''" espèce? Il faut et il suffit que si l'on envisage les différents points singuliers de cette équation, toutes les équations déterminantes correspondantes aient tontes leurs racines réelles.
La seconde espèce, dont il sera .question au paragraphe suivant, comprend toutes les autres fonctions zétafuchsiennes.
Je dis que si le groupe G est de la i'" espèce, les séries ç du paragraphe (5) seront absolument convergentes.
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Considérons en effet une substitution quelconque S du groupe G.
Nous pourrons lu mettre sous lu forme suivante:
(2) ^ - ^T'ir ... X"
où les substitutions 1\ . 1'., 2'„ sont choisies parmi les substitutions
fondamentales ou les substitutions critiques et dont les exposants a,, a.,, ... sont des entiers positifs. Parmi les substitutions 2', , Z,, .... 2'„ , il y en aura en général un certain nombre que j'appellerai Tj , T.,, . . . , T,^ qui seront des substitutions critiques et j'appellerai yî, , i%. .... y^,^ leurs exposants. 'J'appellerai y, , y.,, . , . , ^„_,^ les n — q exposants qui affectent des substitutions fondamentales. Nous allons chercher, comme dans le paragraphe 5 , une limite supérieure des coefficients de S. et p(jur cela nous envisagerons la somme des logarithmes des exposants yî, Slog/5 et celle des exposants y, Y.y. Soit d'abord M un nombre plus grand que les modules des coefficients des substitutions fondamentales et de leurs inverses. Soit ensuite T une quelconque des substitutions critiques, nous pourrons toujours la mettre sous la forme suivante:
T= UVU-'
oii V est une substitution canonique. J'appelle ainsi, à l'exemple de plusieurs -géomètres, toute substitution de la forme suivante:
(3) ' {^i, Z,, .. . , Z,/, in,Z, . m,Z,, . . ., m,,Z^) ou bien, plus généralement:
(4) ■ (Zi , Z.,, ..., Z^, ; m,Z, , m.,Z, + it,Z, , m,Z^ + h^Z, , . . . , «?^,Z^, + »^,Z^,_i)
où «, est nul, si m^ est différent de m,^_^ .
J'aurai donc à considérer à part les substitutions U et les substitutions F. Je supposerai que le nombre M, défini plus haut, est plus grand que les modules de tous les coefficients de V et de U~^.
Maintenant nous avons
et il s'agit de trouver une linîite supérieure des coefficients de V'\ Si V est de la forme (3), tous les coefficients de F'* ont pour modules o
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OU I. Si F est de la t'ornic (4), un pourra trouver uu polynôme entier en 3 de degré \/j au plus, à coefficients positifs et qui sera plus grand que les modules de tous les coefficients de V'\ Plus simplement on pourra toujours trouver un nombre M' assez grand pour que l'expression M'/î^ soit plus grande que tous ces modules. Tour simplifier encore, nous supposerons M' = M, en prenant pour la valeur commune de ces deux iiombres, un nombre assez grand pour satisfaire à toutes les conditions que nous leur avons imposées.
En appelant M^ et M., la limite supérieure des modules des coefficients de deux substitutions S^ et S.^, les modules des coefficients de S^^S.^ seront plus petits que
Si donc on se reporte à l'expression (2) de la substitution S, on verra que ses coefficients sont tous plus petits que:
VJ'-1US
Cherchons maintenant une limite supérieure des deux exposants qui entrent dans cette formule, à savoir Y.y -\- iq et Slog/?. Soit ^"S le transformé du point 3 par la substitution s du groupe (j qui correspond à S. Joignons z et 2s par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental, et soit R la L àa cet arc de cercle. C'est en fonction de Pi que je veux exprimer les limites supérieures cherchées.
Considérons l'un quelconque des sommets du polygone B^ ou de l'un de ses transformés, et décrivons autour de ce sommet un petit cercle défini de la manière suivante. Si ce sommet est de la T" sorte et situé à l'intérieur du cercle fondamental, il devra être le centre de ce petit cercle au point de vue non-eudldien. Si le sommet est de la 2'''' sorte et situé sur le cercle fondamental, le petit cercle devra toucher le cercle fondamental en ce sommet même. Je puis toujours supposer que ces cercles ont été pris assez petits pour n'avoir aucun point commun. Il arrivera alors que la L d'un arc de courbe qui ira d'un point de l'un de ces cercles à un point d'un autre de ces petits cercles, restera toujours supérieure à une certaine limite X. L'arc de cercle z-zs, défini plus haut, traversera un certain nombre de ces petits cercles et ce nombre ne pourra
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pas ctro isUpcricur h - . Maintt^iiaut, si nous considérons un arc de
courbe ne traversant aucun de nos petits cercles et joignant deux points appartenant à deux côtes ditt'crcnts du polygone li^ ou d'un de ses transformés, la L de cet arc restera toujours supérieure à une certaine limite /j.
Voyons maintenant (pielle est la signification géométrique des exposants i3 et ;- qui entrent dans l'expression (5). L'are 3-2S, en allant du point z au point zs, traverse divers côtés appartenant au polygone R^ ou à ses transformés. La substitution 6' peut se mettre d'une infinité de manières sous la forme (2). Nous avons d'ailleurs le droit de choisir parmi ces différentes manières, celle ([ui nous convient le mieux; car chacune d'elles nous conduira à une limite supérieure des coefficients. Voici celle que nous adopterons: Soient C\, C.,, ... , C'.,„ les 2)i côtés du polygone R,^ ; soit R^ le polygone contigu à Rg le long de C\ ; soit s^ la substitution du groupe // qui change 7Î„ en i?, , et «S, la substitution correspondante du groupe G. Les substitutions Si, S.,, ..., S.,„ seront les substitutions fondamentales du groupe G. Cela posé, supposons que l'arc z-zs dont nous nous occupons, sorte du polygone R^ par exemple par le côté 6'„^ , puis du polygone suivant par le côté homologue à 6'^. et ainsi de suite jusc^u'à l'avant-dernicr polvgone d'où il sortira par le côté 6'„^ . Nous poserons alors:
Mais ce ne sera pas encore là la forme définitive que nous adopterons pour S. Supposons en eflet que l'arc z-zs pénètre dans l'un des petits cercles relatifs à l'un des sommets de la 2"^^ sorte et y franchisse un certain nombre de côtés appartenant à R^ et ;i ses transformés. Tous ces' côtés iront alors forcément aboutir au sommet de la 2*' sorte oii le petit cercle en question touche le cercle fondamental et où ils se succéderont périodiquement de la façon suivante: On rencontrera d'abord un côté homologue à C';^, puis un côté homologue à C^, etc. jusqu'à ce qu'on retombe sur un côté homologue à C';^; on retrouvera ensuite un côté homologue à t'^, et ainsi de suite dans le même ordre. Si nous réunissons ensemble les facteurs de l'expression (6) qui correspondent aux côtés
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rencontrés à l'intériciir ili; ce [)ctlt cercle, ce» Itietcurs [loiirrDut s'écrire de la manière suivante:
k est le nombre de côtés compris dans une [)ériode et c'est précisément le nombre des sommets de R^ qui forment un même cycle parabolique; j3 est le nombre des périodes; enfin
' /n '■/il- 1 '2 l
est l'ensemble des facteurs de l'expression (6) qui forment un résidu n'entrant dans aucune période; leur nonibre est plus petit que A". Mais:
est une substitution critique, de sorte qu'on peut remplacer dans l'expres- ■ sion (6) l'enscndjle des facteurs (7) par:
(^uand on aura fait cette opération, rex[)ression (6) sera devenue l'expression (2) définitive et il n'y entrera, comme on le voit, que des substitutions fondamentales et des substitutions critiques.
Maintenant S;- est le nombre des substitutions fondamentales entrant clans cette expression (2). Chacune d'elles correspond à une intersection de l'arc z-zs avec un côté -des transformés de JR^. Quelques-unes de ces intersections auront lieu en dehors des petits cercles et leur nombre ne
pourra pas être plus grand que — ; les auti'cs auront lieu à l'intérieur
des petits cercles. Si l'on considère d'abord les petits cercles relatifs à un. sommet de la i'"" sorte, on reconnaîtra sans peine que le nombre des intersections possibles dans chacun d'eux est limité. A l'intérieur des petits cercles relatifs aux sommets de la 2''° sorte, le nombre des intersections pourrait au contraire être illimité; mais un nombre limité d'entre elles seulement se rapportent à des substitutions fondamentales entrant dans l'expression (2) définitive. On a vu en effet que dans cette expression, nous avons remplacé l'ensemble des facteurs (7) par \r. produit
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dun nombre Unùté de substitutions fondamentales et d'une certaine puissance d'une substitution rritiqne. Ainsi on peut trouver une limite supérieure h du nombre des substitutions fondamentales entrant dans 1 expression (2) et relatives à des- intersections avant li,.„ a rintôri..ur d un petit cercle. Il en resuite que:
Quant au nombre q. il est au plus égal au nombre des petits cercles traversés; on a donc:
Il faut maintenant trouver une limite supérieure de Zlog^î. Consi-. dérons un petit cercle quelconque relatif à un sommet A de la a"" sorte et la substitution critique T correspondante; elle entrera à la puissance 8 dans lexpress.on (2) définitive, et ce nombre ,9 est au plus égal au nombre des intersections qiii ont lieu à Imtérieur du petit cercle entre l'arc s-^s et certains côtés qui vont tous converger au sommet A et qui sont fow^ homologues entre eux. Il est aisé de trouver une limite supérieure du nombre de ces intersections. Faisons passer par le sommet A deux cercles AB et AC orthogonaux au cercle fondamental, B et G étant par exemple sur le petit cercle considéré. La L de l'arc BC de ce petit cercle pourra s appeler l écart des deux cercles AB et AC. Soit AB^ un côté appartenant a lun des transformés de R^ et aboutissant au point A; soit AB le transformé de AB^ par la substitution parabolique du groupe g qui a pour point double le point A; AB^ le transformé de AB.^ par cette même substitution, etc.; l'écart de deux de ces transformés consécutifs ^Z?„ , AB„+, sera une constante v. Soient maintenant B et I) les deux extrémités de la portion de l'arc z-zs qui est à l'intérieur du petit cercle Le point B se trouvera sur la circonférence de ce petit cercle et il en sera de même de D, à moins que D ne soit le point zs lui-même. Soit A la L de lare BB et N l'écart des cercles AB et AD, on aura:
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et d'autre part:
i, -il -
le cas de l'égalité se présentant lorsque les cercles z-zs et AD se coupent orthosonaleineut en D. On déduit de là:
(l OU
log y9 < i, log2V.
On peut trouver une quantité }i\ telle que pour tous les petits cercles relatifs à un sommet de la 2^'' sorte:
— log 2v < ;;•, ;
on aura alors
Telles sont les deux limites supérieures cherchées. On en déduit que les coefficients de la substitution 8 sont plus petits que
a étant une constante. C'est le résultat auquel nous étions parvenus dans le paragraphe 5 et d'où nous avions conclu la convergence des séries f. Ces séries sont donc encore convergentes dans le cas qui nous occupe.
Ainsi les conclusions du paragraphe 5 subsistent ici. En est-il de même de celles du paragraphe 6 et en particulier de l'identité suivante:
lf\-'' ^ A, , ^ A,
où Z, est une fonction zétafuchsienne et f une fonction fuchsiennc de e, où les a sont les infinis du premier memlire et les A les résidus correspondants?
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Eli d'autres tonnes l'int^snile:
prise le long d'un contour convcnaljlenient choisi tend elle encore vers o, lorsque ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental? Cela ne serait évidemment pas vrai si nous choisissions l'expression sous le signe f d'une façon tout à fait quelconque. Nous lui imposerons la condition de s'annuler en tous les sommets de R^ situes sur le cercle fondamental; je veux dire qu'en tous ces sommets les j) fonctions
du système considéré multipliées par — î — i'-j-) s'annuleront en même
temps. Il existe évidemment une infinité de systèmes zétafuchsiens, engendrés par deux^ groupes g et G donnés et satisfaisant à cette condition. Je puis supposer également, mais cette fois pour simplifier seulement, que l'expression
■(.o) z,(.)pig-';]-
ne devient pas infinie le long du périmètre de J?^ , non plus bien entendu qu'aucune des expressions qu'on obtient en donnant à l'indice i l'une des valeurs i , 2 , 3 . . . . ^ p.
Cela posé, nous avons dit que l'expression (10) devait s'annuler pour z = rti, (si a, est un sommet de la 2''' sorte) c'est à dire que son module devait tendre vers o quand z tend vers a,, en suivant l'un des côtés de -^0- Voyons comment cette expression tend vers o. Supprimons l'indice i du sommet a,, et appelons-le simplement 7. pour abréger. Le module de et sera égal à i puisque ce sommet est sur le cercle fondamental.
Posons
^ étant un coefficient convenablement choisi.
Acta matlieiiMlkd. ."). Iiu[)iimô 2ij Août 18si. oj
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Nous avons vu que les fonctions fuehsiennes de „- sont dans le voisinage de z = et, holomorphes eu e', et les fonctions zétafuchsiennes sont de la forme
(il) , P,é''(I>, + P,e'^'0, + . . . + I'/''<P.,
où les (I> sont holomorphes en e' et où les P sont des polynômes entiers en f. D'ailleurs il est aisé de voir que ^9 est une quantité telle, que quand l'argument de z est le même que celui de a. et son module plus petit, la valeur de / est réelle et négative; si donc z tend vers a en suivant un des côtés de B^, e' tend vers o. On a d'ailleurs:
0' étant holomorphe en e'.
Donc l'expression . (lo) peut se mettre sous la forme d'une somme de termes de la forme suivante:
où B, n et y sont des constantes. Pour que l'expression (lo) tende vers o, il faut et il suffit que toutes les constantes v aient leur partie réelle positive.
Soit maintennnt 7? la distance de l'origine au point z, comptée au point de vue non-euclidien. Nous aurons
Supposons que l'argument de z soit le même que celui de a, on aura: Lorsque z tend vers a, l'expression
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tend vers uiiu limite finie — ' . Il est aisé de voir (|u"il en est encuro de
même quand »~ tend vers a en suivant l'un des eotés de 11^. Il en résulte (|ue l'expression
.le""'
tendra vers o quel (jue soit m quand z tendra vers a en suivant les eotés de B^. D'où, eette eonelusion, e'est (|u'on peut trouver un nombre Jl/" tel que Tinéiralité
subsiste tout le long du périmètre de B^.
Considérons maintenant deux points transformés l'un de lautre s et zs^ et appelons A et R leurs distances à l'origine évaluées au point de vue non-euclidien. Soit /„ le plus grand module des p quantités:
au point „-, et soit /, le module de l'un des .1 au point zs,. Cherchons
une limite supérieure du rap[iort -' .
Nous avons • vu que les coëfticients de la substitution S^ du groupe G (jui eorres[)ond à s^ étaient plus petits que:
a étant une constante et L la distance non-euclidienne de z k zs^. Mais on n'a qu'à se reporter au mode de démonstration adopté, pour voir que dans cette expression. L peut tout aussi bien représenter la distance du point zs^ à un point quelconque situé dans le même polygone que z. Si donc les points 0 et z sont tous deux dans le polygone B^ , les coëfticients de Si seront tous plus petits que:
D'autre part on a
df(zsi) df(^),f" + e -" +
dzsi dz e -f- e ■ +2
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On déduit de là:
Si le point ^ est sur le périmètre de B^, un a:
/„ < Jl/(e" + c"^-' + 2)-\ On eu déduit:
Nous pourrons écrire plus siuiplenient:
Il reste à montrer maintenant que la longueur du contour d'intégration est finie. Nous supposerons que la portion du plan limitée par ce contour est formée d'un certain nombre de polygones transformés de B^ . Le contour sera donc formé d'un certain nombre de côtés de ces polygones, et il s'agit de faire voir que Ton peut choisir ces polygones de manière que le contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental et reste cependant de longueur finie.
Pour simplifier la démonstration, nous nous restreindrons aux groupes [/ de la 2'"'' famille, laissant de côté la 6'' famille qui est beaucoup moins importante et pour laquelle d'ailleurs le résultat reste vrai.
Pour la 2" famille, le polygone B^ et ses transformés ont tous leurs sommets sur le cercle fondamental, et le contour d'intégration, quels (jue soient les polygones qui le forment, se compose toujours d'un certain nombre d'arcs de cercles tangents deux à deux et orthogonaux au cercle fondamental. Il est aisé de voir alors que sa longueur reste toujours plus petite que -'. Supposons maintenant que l'on prenne poiu' contour d'intégration le périmètre de la portion du plan formée de tous les polygones transformés de Bg qui sont, en totalité ou en partie, intérieurs au cercle K qui a pour centre l'origine et pour rayon B (au point de vue non-euclidien). L'intégrale (9) est alors plus petite que:
Tz'p^Ié'"''"'''-
Si 2h est plus grand que a, elle tendra vers o quand B croîtra indéfiniment. C'est ce qu'il s'agi.ssait de démontrer. On peut en conclure que
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l'identité (8), analogue à l'identité (5) du paragniplie préeédent, subsiste encore dans le cas (jui nous occupe. Il on est <lc nu"'nic des résultats que nous en avons déduits et en particulier de la décomposition en éléments simples des expressions telles que .1 et des l't)nctions zétafuchsiennes. Le résumé du présent paragraphe, c'est qu'il n'y a aucune différence essentielle entre les fonctions zétafuchsiennes que nous venons d'appeler de la I'" espèce et les fonctions engendrées par les groupes fuchsiens de la i^'^^ famille.
§ S. FonctioiiH (le la deuxième espèce.
Dans ce (pii précède, nous avons supposé que les fonctions zétafuchsiennes étudiées étaient de la première espèce, c'est à dire (jue les substitutions critiques avaient des multiplicateurs de module i. Les mêmes résultats subsisteront-ils pour les fonctions de la deuxième espèce? Il est aisé de voir que non.
Reprenons en effet dans ce cas la série ç du paragraphe 5. Je dis qu'elle sera divergente ou tout au moins qu'elle ne sera pas absolument convergente. En effet ne conservons dans cette série qu'une partie des termes. Soit:
une substitution parabolique s, du groupe (j et soit 5", la substitution critique correspondante du groupe G. Elle pourra toujours se mettre sous la forme canonique
Ne conservons dans la série ç que les termes qui correspondent à la substitution s^ et à ses puissances positives et négatives. Ces termes s'écriront :
où H est le signe d'une fonction rationnelle et oxi q prend toutes les valeurs entières positives et négatives.
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J"c(:rlrai plus siiiiplcinuut:
^{q) étant uiiu foiietioii nitioiiitelle de >j. Cette série est évklemiiient divergente.
Les résultats du paragraphe 5 ne sont done plus vrais iei, et il en est de même de ceux du paragraphe 6 qui y sont d'ailleurs intimement liés.
Mais de ce que ces résultats ne peuvent être étendus sans modification à la deuxième espèce, il ne suit pas qu'il ne peuvent être généralisés et c'est ce que nous allons chercher à faire.
Enonçons d'abord les résultats partiels qui subsistent sans changement.
i". Les coefficients d'une substitution S] quelconque du groupe G sont plus [)ctits que A", A étant une constante et a l'exposant de la substitution .S',.
2". Si l'on a:
et (juc .1, s'annule ainsi (pie ses p — i conjuguées en tous les sommets de la 2° sorte de iî^ , l'expression
Ae'""
(lii II désigne la distance non-euclidienne de z h l'origine, tend vers o (piand .: tend vers l'un de ces sommets en suivant le périmètre de lî^. 3°. Si de plus les .1 ne deviennent pas intinrs le hmg du périmètre de I\^, on pourra trouver lui nombre M tel (|ue le long de ce périmètre, on ait:
4°. Le périmètre d'une figure simplement connexe formée par un certain nombre de transformés de 11^^ est toujours plus petit que -'' (si nous nous restreignons à la 2" famille, comme nous l'avons fait précédemment). '
Il résulte de ce qui précède, et l'on peut s'en assurer en se reportant au paragraphe précédent, que si z est un ])oint du périmètre du transformé de 2?,j par une substitution .S', d'exposant «t, on a en ce point „":
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Maintenant voici Iç problciiic (|irU faudrait clii'i'chcr à résoudre: Trouver une fonction F[z) tel le ((uc l'intégrale
Adz
tende vers o (juand on la i)i'end le lnni;' d un contour conveiiahleiuent choisi et se rapprocliant indeliuinieut du cercle fondamental.
Voici le contour (|ue nous choisirons: Considérons un cercle ayant pour centre l'orifrine et pour rayon ^o au point de vue non-euclidien. Considérons l'ensemhle des polygones transformés de B^ et qui sont partiellement intérieurs à ce cercle. Cet ensemble formera une figure simplement connexe dont le périmètre sera plus petit que -'' et dont tons les points seront à. nue distance non-e>iclidienne de l'origine plus grande que ^o. Nous ferons ensuite croître p indéfiniment.
Voyons quelles sont les conditions qu'il nous faut pour cela impo.ser ta la fonction F:
i". Lorsque z tend vers un sommet de la 2'''' sorte, en suivant le périmctn' de B^, F ne doit pas tendre vers o assez rajjidement pour que
ne tende pas vers o.
2". Lorsque z se trouve sur le périmètre du transformé de 7?^, par une substitution d'exposant rr, son module doit être plus grajul que:
TIC
B et C étant des constantes suffisamment griindes.
Il est sans doute poi;sible de trouver une pareille fonction F, mais ce n'est pas ainsi que nous procéderons ici. L'analogie avec la théorie des facteurs primaires de M. Weiekstrass et avec le théorème de M. Mittao-Leffleiî va nous conduire à la généralisation cherchée.
Soit en effet /"(.r) une fonction entière à décomposer en facteurs primaires. Supposons par exemple qu'elle n'a que des zéros simples a,, (7.,, ..., a„, .... Pour résoudre ce problème, on cherche à décomposer en fractions simples le quotient:
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et on obtient ce résnltat par la considération de l'intégrale:
dz f\z)
prise le long d'un cercle dont le centre est l'origine et dont le rayon croit indéfiniment.
Supposons d'a]>ord que l'on puisse trouver un nomlM-e m assez grand pour que cette intégrale tende vers o. On trouve alors:
P(^x) étant un polynôme entier- d'ordre m — i.
Dans ce cas la fonction f(^x) est dite, comme on sait, de première espèce et de genre vi-.
•Si au contraire on ne peut paï; trouver de nombre t» assez grand pour que l'intégrale tende vers o, on fera croître le nombi'c m avec le rayon du cercle qui sert de contour d'intégration et on pourra toujours le faire croître assez vite pour que l'intégrale tende vers o. (Jn trouve alors :
:f^==iimrr-^— ,+p(^)l
Dans cette expression le signe S se rapporte à l'ensemble des points a situés à l'intérieur du cercle de rayon E et P(.r) représente le polynôme
formé des m premiers termes du développement de -r^ suivant les puissances de X. Quand m et R croissent indéfiniment selon une certaine loi, le second membre tend vers une limite qui n'est autre chose que
j7-^- C'est de cette expression qu'on peut déduire le développement de
- sous forme de série:
H étant un entier qui croît indéfiniment avec le module de a et G[x) étant une transcendante entière.
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La fonction entière f{x) est alors de 2''" espèce.
L'analogie avec le problème qui nous occupe est évidente. Les fonctions zétafuclisiennes de i'" espèce, dont nous avons parlé dans les paragraphes précédents, sont analogues aux transcendantes entières de i"" espèce et on en obtient le développement et la décomposition en éléments simples en remarquant que l'intétrrale:
Im^ë^
t.Mul ver> o quiuid le nombre m est suffisamment grand et que le contour d'intégration, d'ailleurs convenablement choisi, se rapproche indéfiniment du cercle fondamental.
Si nu contraire Z{z) est une fonction de 2"' espèce, on ne peut plus trouver un nombre m assez grand pour qu'il en soit ainsi. On est donc conduit, au lieu de conserver à l'exposant m une valeur constante, à le faire croître indétiniment en même tmips que le contour d'intégration se rapproche du cer.le fnn.lamental. et .•ela as>ev. vite pour que ^intégrale tende vers o.
Cela est toujours possible. II faut toutefois faire .me hypothèse sur In fonction fuchsienne f{z) dont la dérivée j|' entre sous le signe / dans l'intégrale précédente. Il faut supposer que |-' croisse indéfiniment quand .- tend vers un des sommets de B^ situé sur le cercle fondamental, en suivant l'un .les côtés de ce polygone. Il existe en elfet une infinité de fonctions fuciisiennes admettant le groupe g et jouissant de cette propriété.
Mais nous pouvons généraliser un peu la forme de l'intégrale considérée en procédant de la manière suivante. Soient f et /; les°deux fonctions fuciisiennes à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et soit F{x, y) une fonction rationnelle de r et de y, choisie de telle sorte (|ue:
tende vers o (juand .^ se rapproche indéfiniment d'un sommet de 7?„ sit.ué sur le cercle fondamental.
Acta vMlhriiuilim. h. Inipriiiu' U Sr|i!eiulpr<> lst4.
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Considérons alors l'intégrale:
prise le long du contour envisagé dans le paragraphe précédent et qui limite la portion du plan formée de tous les polygones transformés de R^ (jui sont en tout ou en partie intérieurs au cercle dont le centre est o et le rayon non-euclidien R. Nous ferons croître /i indéfiniment en même temps que ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental, c'est à dire en même temps que la quantité R croît elle-même au delà de toute limite.
On peut d'abord trouver deux nombres M et A tels que le long du périmètre de 7?,,, le modidc de Z^ soit plus petit que:
où
De plus nous pouvons trouver deux nombres positifs N et a tels (jue le long du pérlmèti-e de i?„ , le module de
soit plus petit que
p étant la distance non-euclidienne des deux points o et z. Le module de la quantité sous le signe / en laissant de côté le facteur:
dont le module est essentiellement fini, est plus petit cpie:
]\[N"é'*-"'^'{e-' + c---' + 2)-" le long du ])érimètre de R^^.
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Mais riiitégnilc doit être- prise le long d'un contour i^uc nous avons défini plus haut, qui est formé de côtés appartenant à divers transformés de i?„ et qui est d'ailleurs tout entier extérieur au cercle de centre o et de ravon non-euclidien R. Considérons un des côtés de ce contour appartenant à un polygone Ri transformé de R^ par une substitution 5j. Soit zSi ce point; le point corresjiondant du périnictre de R^ sera z. Nous conserverons la notation:
et nous appellerons /> et // les distance» non-euclidiennes des point» z et zSi au point o. 11 vient alors:
Le module de Z au point zs, est plus petit que le module de cette même fonction au point „- multiplié par A", A étant une constante convoiablenient choisie et a étant l'exposant de la substitution s,. Quant à
son module se trouve multiplié par
quand on passe du point z au point zs,. Il résulte de là quan ])oint zs^ le module de la fonction sous le signe / est plus petit (|ue:
A''MN"e^'""'^'{é'''' + e '"' + 2)-" ou que
Je puis d'abord toujours supposer que A^ est plus petit que i. En effet s'il n'en était pas ainsi, je remplacerais la fonction F que j'ai choisie arbitrairement parmi les fonctions fuchsiennes de groupe ff par la fonc-
tion ^.
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Si ji est sui'tisaimnent grand, le facteur e<'-"''" est également plus petit que i , de sorte qu'il reste à considérer les deux facteurs:
On voit aisément que
jS étant un nombre convenablement choisi, mais on [)eut faire croître // assez rapidement avec B, pour que
é'"^ log A — 2/iR
tende vers — oo. Dans ces conditions, la quantité sous le signe / tend vers o et, comme le périmètre d'intégration est fini, l'intégrale elle-même tend vers o.
Quelle conclusion devons-nous tirer de là en ce qui concerne le développement de la fonction Z?
La fonction:
a à. l'intérieur du contour d'intégration le caractère d'une fonction rationnelle. Nous pourrons donc trouver une fonction rationnelle Q{.2) telle que la diftèrencc
soit liolomorphe à l'intérieur de ce contour. Pour achever de déterminer la fonction rationnelle Q, nous su[)poscrons que son numérateur est de degré inférieur à son dénominateur.
Dans ces conditions, la différence J tend vers o lorsque /t et R croissent indéfiniment. C'est là, lu conséquence immédiate de ce que nous avons vu au sujet de l'intégrale.
On voit par là que la fonction Z peut avec une approximation aussi grande que l'on veut être mise sous la forme d'une fonction rationnelle multipliée par une expression de la forme:
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F"\dzJ
F et /' étant duux iotiL-tions i'iiclisit'iincs.
C'est tout ec ((iiL' j'ai pu trouvui' jusi|ii"H.i coiiiiii»' extciisiuii aux fonctions (le 2" espèce des {(l'opriétés (juc nous avons dé montrées plus haut. Je ne doute pas qu'on ne [luisse arriver un jour à une théorie plus complète.
En attendant, nous pouvons toujours exprimer une fonction zétafuclisienne quelconque, soit sous la forme d'une série ordomiée suivant les pui.ssances de z, soit sous la forme du quotient de deux pareilles séries.
Soit d'abord en effet une équati(jn linéaire:
d''o , -r-^ , -.(lu a,e '— • k (l.e
les f,. étant rationnels et x et ij étant liés par la relation
On pourra toujours rcniplacer x et >/ [lar deux fonctions fuchsiennes f{2) et fj{2), de la :2""' famille, choisies de telle sorte qu'elles satisfassent à la relation :
et qu'elles ne puissent prendre aucune des valeurs qtii correspondent aux points singuliers ni aux points à apparence singulière de l'équation précédente. Dans ces conditions, v sera une fonction zétafuchsienne de z ne devenant pas infinie à l'intérieur du cercle fondamental et développable par conséquent en série suivant les puissances de z. Les coefficients se calculent par récurrence.
Supposons maintenant que Z{z) soit une fonction zétafuchsienne admettant des infinis à l'intérieur du cercle fondamental; elle ne pourra plus être développée en série ordonnée suivant les puissances de z et toujours convergente. Mais on pourra toujours trouver deux fonctions fuchsiennes f et F admettant le groupe ff et un nombre entier m, tels que les deux fonctions
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dont le quotient est Z, restent finies à rintcrieur du cercle fondamental. Elles pourront alors être développées en séries suivant les puissances croissantes de s. Quant aux coefficients, on pourra les calculer par récurrence, ainsi que nous l'avons dit plus liaut.
§ î). Fonctions diverses.
Les fonctions zétafuchsieniies, dont il a été question dans les paragraphes précédents, ne sont pas les seules que l'on peut imaginer. On peut construire en effet des fonctions zétafuchsiennes qui existent dans toute l'étendue du plan; ce sont des fonctions qui subissent les substitutions linéaires d'un groupe G quand la variable subit les substitutions d'un groupe fuchsien g de la 3°, de la 4°, de la 5° ou de la 7" familles. On peut aussi remplacer le groupe g par un groupe kleinéen, et on obtiendra de la sorte des fonctions zéta-kleinéennes, existant, soit dans toute l'étendue du plan, soit dans un certain domaine.
Cela suffit pour faire comprendre que dans les cinq mémoires des Acta niathematica que j'ai consacrés à l'étude des tran.scendantes fuclisiennes et kleinéennes, je n'ai fait qu'effleurer un sujet très vaste, qui fournira .sans doute aux géomètres l'occasion de nombreuses et importantes découvertes. »
Paris, 30 Mai 1884.
LES FONCTIONS HCllSIENNES ET 1. ARITHMÉTIQUE.
Les fonctions fuchsicnncs et i Arithmétique ;
Par m. h. POIACARE.
Nota
TIONS ET DEIT.MTIONS
Dans le .Mémoire qui va suivre, et qui a pour objet rétude arithmétique (les fonctions fuchsienncs, nous ferons usage d'un système abrégé de notations qui a déjà été assez souvent employé.
Nous désignerons une substitution linéaire quelconque par une seule lettre.
Aiti-^i soil
une forme homogène en x^ y et z.
Considérons une substitution linéaire portant sur ces trois variables et définie par le système de neuf coefficients
rt, /;, c, Cl., b., C2 «3 ^3 c,
Nous désignerons par exemple cette substitution par la lettre S. Alors la notation
F. S désignera la forme
F(a,a-+ b,y-hc,:, a^x + ^2.)'+ c^r, a,,x + b^y -1-^3-).
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(]ommc F. s sera aussi une forme homogène en x, y, z, nous pourrons lui appli({uer une autre substitution linéraire
Nous obtiendrons ainsi la forme
a , ( a\ X -h b\ y -hc\z)-h b,( a'., x -^ b'.,y -h c'.,z) + c.,( «'., x + b'.j' -h c'.^z)J
<|ue nous désignerons par la notation
(F.S)S', ou plus simplement
Cela définit en même temps la substitution SS' et montre tpie l'on ii
F(SS') = (FS)S'.
Nous allons considérer en particulier la forme quadratique
(1) = Y^' - XZ,
dépendant des trois variables indépendantes X, Y et Z et les transformées de cette forme quadratique par diverses substitutions lin('aires S. 11 est aisé de trouver toutes les substitutions linéaires S cpii iraltèrent pas <I', c'est-à-dire qui sont telles (pic
Mais il convient d'abord de distinguer ces substitutions en deux sortes.
Une transformation qui n'altère pas une forme quadratique ])eul
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S écrire
«3 ^3 Cj
Formons l'équation on S, du troisième de^ré
a.> ôj — S c,
cette équation aura une racine égale à 4- i, ou une racine é-aK- à _ i. Dans le premier cas, la transformation sera dite droite; dans le second cas, elle sera gauche.
Dans ce qui va sui^Te nous ne nous occuperons que des transformations droites, de déterminant + j . Il est aisé de voir alors que les substitutions semblables droites de la forme # peuvent s'écrire
où a, ^, Y, 0 sont quatre quantités quelconques telles que
(ao-PY/=..
Nous n'envisagerons que les substitutions à coefficients réels; nous supposerons donc que a, % ^;, 0 sont réels, de sorte qu'on devra avoir
Nous rejetterons également les substitutions de déterminant - i, desorte qu'on aura enfin
Nous avons appela sub.sli/u/ion.sfuchsicnnes les substitutions de la
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OÙ a, ^, Y, 0 sont des quantités réelles telles que
aS — [By = I .
On voil ainsi qu'à la substitution S correspondra une substitution fuchsienne
Si S et S' sont deux transformations linéaires qui n'altèrent pas $, ol que s et 5' soient les subslilulions fuclisiennes correspondantes, à la Iransformalion SS' correspondra la substitution fuchsienne ss'.
A tout groupe discontinu de transformations n'all(''raiil pas <!' correspondra un groupe fucbsicn, et récijirocjucmenl.
Soil mainlciiant T une transformation linéaire de déterminant quelconcpie et qui altère <!'. Posons
La forme ([uadratiquc F sera inallérée j)ar certaines subslilulions linéaires de délerminant i, que nous appellerons, pour employer une expression consacrée par l'usage, traiisfoi-mations semblables de F.
A toute transformation semblable de F correspondra une transformation semblable de $.
Si en efîel S est une transformation semblable de î*, T"' ST sera une transformation semblable de F.
Ainsi à tout groupe discontinu de transformations seml)ial)les de F correspondra un groujic de transformations semblables de <!', et jtar conséquent un groupe fuchsien; et réciproquement.
Supposons que F ait ses coefficienls entiers; parmi les transformations seml)la])les de F nous distinguerons celles dont les coefficienls sonl entiers. Elles forment un groupe discontinu qui a (l<''jà allirc' l'altenlion de nombreux arithméticiens désireux de parcourir la voie ([u'a ouverte INI. Hermite.
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A ce groupo discoiiliiui ((in-cspondra donc im i^rnupc fuchsicn d par consoquciiluiisyslciuc de li)nclioiis fuchsiomics. De purrlll,-, lonctioiis fuclisi(Miiics poiiiToiU ■A i\\)\wW fonctions fuch.sieniics aiilliniriiques (Cf. Bulletin de l' Association française pour V avancement des Sciences, t. X, p. i32 et i38, et Comptes rendus de l' Académie des Sciences, Note du 29 mars 188G).
Le but du présent travail est Télude de ces fonctions fuchsiennes arithmétiques et de leurs a[)|)licalions à la théorie des nombres.
Je me propose en jiarticulier d'établir que ces fonctions admellmt un ihéorème qui piuil être regard('> comme la généralisation du tiii'orème d'addition des fonctions eliiplicpies, ce qui ne parait pas avoir lieu pour les fonctions fuchsiennes ordinaires.
Pour compléter ce système de définitions qui me seront nécessaiics dans la suite, je vais rappeler ce (ju'on doit entendre par indice d'un sous-i^roupe.
Ou peut trouver dans le grou|)e principal un certain nombre de substitutions
telles (pie toute substitution du groupe principal puisse se mettre d"unc manière et d'une seule sous la forme
T,- étant une substitution du sous-groupe et S^ une substitution du système (i).
Le nombre des substitutions de ce système (qui peut d'ailleurs être infini) est l'indice du sous-groupe.
Le groupe commun à deux groupes G et G' est le groupe formé de toutes les substitutions communes à G et à G'.
Deux groupes sont commensurables cjuand leur groupe commun est pour chacun d'eux un sous-groupe d'indice fini.
On définirait de même le groupe commun à trois groupes ou la commensurabilité de trois groupes.
Voici maintenant quelques propositions qu'on peut déduire immédiatement de ces définitions.
'|IO II. POINCARE.
1° Soient G et G' deux groupes quelconques, C leur groupe comnuin, soit ^ un sous-groupe d'indice fini de G; soit c le groupe comaiun à «• et à G'; c sera un sous-groupe de C; je dis que ce sera un sous-groupe d'indice fini.
Soit // l'indice du sous-groupe g.
Soient
n substitutions convenablement cboisics dans le groupe G. Toute substitution de G pourra se mettre sous la forme
T,Sa (A- = i, 2, ...,«),
T, étant une substitution de g.
Nous pourrons toujours supposer que S, se réduit à la substitution
Identiciue
Formons le tableau des substitutions de C, c'est-à-dire des substitutions communes à G et à G'. Nous pourrons les classer en n classes. (]bacune d'elles peut, en effet, se mettre sous la forme T,Sa et K peut prendre n valeurs différentes. Il peut ai'river toutefois qu'une ou plusieurs des classes ainsi définies ne contienne aucune substitution.
Soient
T,, T„ ..., T„ ..., à l'infini,
les substitutions de la première classe cjui correspond au cas de k — i
et de
Ce seront par définition les substitutions du sous-groupe c.
Nous pourrons supposer
Soient maintenant
les substitutions de la seconde classe.
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Je disque toutes ces substitutions pourroni se mettre sous la lonuo
T, otani un.- subslilution d.. la première classe, c-esl-u-diro du j^roupc r.
•le dis que l'on aura par exnmpli-
T, appartenant à c; cela revient à dire que
appariient à c. En effet, T; et T\ appartenant par hvpothèse à s. il n, est de même de T; T^' ; de plus. T, S, oi T; S, appàrlo„a„. à C. il .■„ sera encore de même de
Cette dernière substilulion faisant partie à la lois de - ,-t de (i l'.-ra partie du groupe commun c.
Ainsi le Tableau des substitutions du groupe ( : réparties e„ n classes pourra s écrire
T-S„. T,TVS , T,TrS„,
quelipies-unes des classes pouvant manquer.
Par conséquent Imdice de c par rapport à C est au plus éi^al à indice de o- par rapport à G.
2° Si g et g' sont deux sous-groupes d'indice fini de G et de G' l.-ur groupe commun sera un sous-groupe d'indice fini par rapport au groupe commun de G et de G'.
Cette proposition se déduit immédiatement de la précédente.
Journ. de Math. ( ',' série i, tome III. - Fasc. IV. iSS;. 5 {
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3° Si g et g' sont deux sous-groupes d'indice fini par rapport à un même groupe G, leur groupe commun sera encore un sous-groupe d'indice fini de G.
fl" Si deux groupes G et G' sont commcnsurables à un même troisième G", ils seront commcnsurables entre eux, et les trois groupes seront encore commensurables entre eux.
Soient en effet C,, C, et C, les groupes communs, respectivement à (î' et à (!", à G" et à ( i, et enfin à G et à G'.
Soit enfin c le groupe commun aux trois groupes G, G' et G"; c sera ('•videmmenl aussi le groupe commun à deux rpielconques des trois groujjes ( ",|, il., et C^.
Par hypothèse, les indices de C, par rapport à G' et à Ci", et de ('..^ |)ar l'apport à G et à (î", sont finis.
Je dis que c est un sous-groupe d'indice fini de G"; c'est en eiFet le groupe commun à C, et à G^, sous-groupes d'indice fini de G".
.le dis également cjue c est un sous-groupe d'indice fini de G'; on ellel , r est le groupe commun à G' et à C^ ; ( ^^ est un sous-groupe d'indice fini de G". Donc l'indice c par rapport au groupe commun à G' et à G", c'est-à-dire par rapport à G,, est lini. Or l'indice de G, par rapport à (t' est lui-même fini. Donc l'indice de c par rapport à G' est encore fini.
Hien ne distingue d'ailleurs G de G'. Donc l'indice de c par rapport aux trois groupes G, G' et G" est fini; donc les trois groupes sont commcnsurables entre eux. c. q. f. d.
G.i contenant c aura évidemment un indice fini par rapport à (i et à G'; d'où il suit que ces deux derniers groupes sont aussi commensurables entiN^ eux.
II. — Rédictio:* des formes
Dans mon Mémoire sur les groupes kleinéens ( - ic(a matliematica, I. \\\,Jig. i, § 2), j'ai exposé la distinction entre les groupes propreiiirnl discontinus et les groupes improprement discontinus. On a vu (piuii groupe peut être proprement discontinu dans une région donnée de l"<!space et improprement dans une autre région.
Ici nous envisageons des formes quadratiques ternaires (pii ont six
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rooflicienls: elles pcuvi'iil donc êlrc regardées eomiiic drs ciiscinhh's :'i si\ dimensions (ou à (■in(| seulcnienl si l'on su|i|)()si' le disciiininanl donné). Les groupes (pie nous envisageons piMncnl donc rlri' iironrenienl discontinus quand les six coeflicienls soûl >ouinis à ciTlaines in('-galil(''s, et ne plus l'être (pi'inipropreuient ipiand ces inégalil(-s eessenl d'èlre remplies. Par exemple, ils pourront l'être pro|)rement en ce (pii concerne les formes définies el impropicnienl en ce (pii coucciiir les formes iiuh'-fiuies.
(Considérons donc un groupe (i formé de >ul)>lilulious linéaiies et proprement discontinu par rapport à toutes les formes (piadraliques ternaires définies. Soient F el F' d(>u\ formes (piadiaTKpirs lenuiires définies; je dirai que ces deux formes sont écpiivalenles par rapport au groupe G quand on pourra passer de Tune à l'autre par une substitution de ce groupe. Parmi les formes équivalentes à 1"', il ^ en aura nue que l'on regardera comme plus simple (pie limles les auti'es et que l'on appellera la réduite de F.
(^ette définition conqiorte évidemment un très grand arbitraire; on peut d'une infinité de manières trouver des inégalités telles que, parmi les formes équivalentes à F, il y en ail une et une seule qui v satisfasse (et cela quelle que soil F). ( ".i- soûl alors ces inégalités (|ui sont les conditions de réduction.
i']n d'autres termes, et pour enq)io\er un langage gi''oniétriipi sidérons les six coefficients de notre forme quadratique comm coordonnées d\m point dans l'espace à six dimensions. Cet espace sera divisé en deux régions, R correspondant aux foriries définies et R' corlespondant aux formes indéfinies. Notre groupe G sera proprement discontinu dans R, improprement dans R . On pourra doue partager I! en une infinité de régions partielles r,, i\_, . . ., ad ////'.; de telle façon que les substitutions de G changent ces régions j)artielles les unes dans les autres. Cette subdivistion sera tout à fait analogue à (•<• (pi'est dans la théorie des groupes fuchsiens la subdivision du plan, ou d'uni; partie du plan, en une infinité de polygones curvilignes. Alors les formes réduites, par rapport au groupe G, seront celles qui correspondent à des points intérieurs à la j)remière région partielli' /•,.
Cette définition de-la réduction par rapport à un groupe G est une généralisation immédiate de celle de la réduction arithmétique. Dans
coue les
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le cas delà rcdiiclion iirilliiu(''li([uo, en efTel, G n'est autre eliose cjue le groupe aritliDiélique, qui est formé des substitutions linéaires à coefficients entiers et de déterminant i. On peut prendre alors pour conditions de réduction, soit celles qui ont été adoptées par M. Selling-, soil celles de ÎNIM. Korkine et Zolotareff. Mais ou pourrait en imaginer une infinité (Tautres.
Un autre cas particulier intéressant est celui on Ci est un sous-groupe d'indice fini du groupe arillunéliipie. Alors une substitution (pu-lconque du groupe arithmétique pourra se meiire d'une manière et d'une seule sous la foi'me
T, étant une substitution de G et
étant des substitutions du groupe arithmétique dont le nombre n est précisément l'indice du sous-grouj^e.
Si alors F est une forme définie quelconque, sa réduite arithmétique
s'écrira
FT,S
et nous pourrons convenir, pour définir la réduction par rapport au groupe (j, de dire que sa réduite par rapport à ce groupe sera FT,-.
Tout cela ne peut jias s'étendre au cas des formes indéfinies, car les groupes qu'il pourrait être intéressant de considérer, et en particulier le groupe arithmétique, sont improprement discontinus pour ces formes indéfinies, c'est-à-dire dans la région que nous avons appelée H .
Mais tous les arithméticiens connaissent ringéuieux artifice par lequel M. Ilermite, introduisant les variables continues dans la théorie des nombres, a le premier triomphé de cette difficulté.
\\v\ même temps (jne la forme indéfinie
envisageons la forme
<1) = Y='-XZ,
II V
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(lui ost déliiiic. Si T ost une subslitution liiioairo .-l si HT .si forme définie réduilc par rapport au f^roupc G, nous dirons que la slitulion T est réduilc par rapport à G et (pic la forme iii.l.^fiiii,' cstépfalemcni réduilc [)ar rapporta G.
\oKi maiulcnanl comment on pourra trouver les réduilcs <1 forme indéfinie
Ou aura aussi
F = «I)St,
S étanl une quelconque des substitutions
nue Slll)-
'l'T une
ri
où a, p, Y, 0 sont quatre quantités réelles quelconques telles que :
Ce groupe des substitutions S, qui n'allèrent pas 'T>. s'appellera groupe reproductif de 'I>.
Considérons la forme définie II St; il y aura loiijours, d'après ce qui précède, dans le groupe (\ nue substitution T <pii réduira cette forme quadratique définie par rapport au groupe G. La forme HStT sera alors réduite. La substitution S^Tsera réduite, et la forme ind.-fiiiic
'r>STT = F,T
sera réduite. La subslitution Tsera alors l'une des substilulious réductrices de F. Comme il y a une infinité de substilulious S, la forme F admettra en général une infinité de substitutions réductrices.
Il peut se faire que deux substitutions réductrices T et T' conduisent à une même réduite, et qu'on ait
FT = FT
I>u ce cas, T 'T' est l'une des substitutions de G qui n'allèrent pas F. Il peut donc arriver que le nombre des réduites soit fini, bien que
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celui des substitulions réductrices soit infini. C'est ce qui se passe, par exemple, si F a ses coefficients entiers et si G est le groupe arithmétique.
Il en est encore de même si, les coefficients de F étant entiers, (î est un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmétique.
.rappellerai f^roitpc reproductif àc F le groupe des substitutions linéaires de déterminant -h i qui n'altèrent pas cette forme. O sera le transformé par la substitution - du groupe reproductif de <I>, car toute substitution qui n'altère pas F peut se mettre sous la forme
S n altérant pas *1*.
.l'appellerai sous-groupe inaltéranl de G par rapport à F \c groupe commun à G et au groupe reproductif de F. Le transformé de ce sousgroupe par la substitution t"' sera le groupe inaltéraut transformé relatif à G et à F. C^e sera un sous-groupe du groupe reprodurlil de <1>.
Nous avons \u au numéro précédent qu'à toute substitution du groupe reproductif de # correspond une substitution fuchsienne .v. Donc au groupe inaltérant transformé relatif à G et à F correspondra un certain groupe fuchsien que j'appellerai groupe fuchsien relatif à G et à F.
Nous adopterons des dénominations spéciales, pour abréger le langage, dans le cas où G sera le groupe arithmétique. Le sous-groupe inaltérant s'appellera le groupe principal de F; le groupe inaltéranl transformé s'appellera le i^/-o;//3e transformé principal de F; enfin le groupe fuchsien relatif à F et au groupe arithmétique s'appellera le groupe fuchsien principal de F.
11 résulte de là que, pour étudier le groupe principal de F, formé des substitutions seniblables de F, il suffit d'étudier le groupe fuchsien principal de F.
Nous adopterons le mode suivant de représentation géométrique.
Nous considérerons un plan repn'senlanl la variable imaginaire r; nous ferons correspondre à la substitution S la substitution
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«imj nous représenterons elle-même par le poinl du plan des z qi\\ a pomaffixe
TS/- H- S
Le j)oiiiL lait partie du dernier plan siLué au-dessus de |"a\e des (luanlités réelles. A chaque suhslilulion S correspondra un poinl de ci' deiuiplan, mais à chaque point du demi-plan correspondront une inlinilc df; substitutions S faisant partie du groupe reproductif de <1>.
Nous regarderons comme donnés le groupe (! et la transformation qui ciiangc <t en F.
Voici alors commenl se représentera géomi'lri(|uruienl la icdn( liou de F par rapport à G :
A chaque substitution S et, par conséquent, à chaque forme cpiadralique déOnie H. S correspondra un poinl de notre demi-plan, .le dis maintenant qu'à chaque pomt de ce demi-plan, auquel correspondent pourtant une infinité de substitutions S, ne correspondra pomtanl qu'une seule forme définie H. S.
Soient, en elTel, S et S' deux substitutions eorrespondani à un même point P de notre demi-plan. Je dis que
H.S = HS',
c'est-à-dire
H.SS'-'= H
En eilél, les substitutions fuchsiennes s et .s' (pii correspondent respectivement à S et S' chang(Mil toutes deu.v le point y — r dans le point P. Donc la substitution ss'~' n'altérera pas le point \ — i.
(Jn en conclura que les valeurs des quatre ipiantités a, |b, -" o. (pu correspondent à.9.v' ', ou ce qui revient au même à SS'"'. sont
a = cosç, [3 = sinfp, 7 = — shio^, o^cosi,
9 étant un angle quelconque; d'où Ton déduira sans peine que lasubsli
liilion SS'~' s'écrit
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cos-ç sin'-cp sin-cp
-S1I1'C& siii-o
cos^Ç) siii'-'^
'.siii-cs c"Os-o
el, par conséquciil, (ju'cUe n'alLiTc pas H. c. q. f. i>.
A chaque point du demi-plan correspond donc une seule forme H . S, par conséquent une seule forme (l'S. Connaissant la forme définie HSt, on connaîtra la suhsliLulion réductrice T qui fait partie du groupe ( i et réduit HSt par rapport à G.
A chaque point du demi-plan correspondra de la sorte une substitution réductrice et une seule. Nous pourrons donc subdiviser ce demiplan en une infinité de régions, telles que, pour tous les points d'une même région, la substitution réductrice soit la même.
Ce mode de représentation géométrique est analogue, mais non identique à celui qu'a employé M. Selling.
Nous avons vu c{ue, dans certains cas, bien qu'il y ait une infinité de substitutions réductrices, il n'y avait qu'un nombre fini de réduites. ( hrarrive-l-il alors? Soient /,, /o, . . .,/„ nos n réduites. Nous avons subdivisé le plan en une infinité déréglons qui correspondent aux difféleules substitutions réductrices. Soient 7',o, 7-,,, /■,„, ..., 7",, une infinité de ces régions correspondant à la réduite/',, elles seront les transformées les unes des autres par les diverses substitutions du groupe fuchsicn relatif à F et à G. Soient de même i\o, f'.y,, . . . , /-o,- les régions (]ui correspondent à la réduite /., .... Soient enfin /'«o, r,,,, ... les régions qui correspondent à la réduite /',,.
Nous pourrons toujours sujtposer qu'on a choisi les indices de telle sorte (jue 7'2,, ..., 7'„, soient les transformées de 7'oo, .-•, 7'„„ par la même stibslitiilion qui change ?■,„ en /■,,.
Cela posé, réunissons /'(o, z^, , /•„„ l'u une région unique 11,, et
(le même 7-,,, To,, ..., /•„, en une région uni(|ue R,-. Les diverses régions P», seront les transformées les unes des autres par les diverses substitutions du groujx^ fuchsien relatif à F et à G.
Il serait aisé de ramener ces régions R^, . . ., R,, . . . à des polygones
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<Ni\ilioi,rs. connu,- jr l'ai ,.x|,|i,,„,'. ,h„is !,•.;< ^ ,|,. „..„, \lr„,„i,v >,n les Ki"oupesfuchsiens(/l67a math., t. I).
Avant de terminer ce para-raphe, je dois faire une dernière re- 'i'-«r,|iie. Nous avons regardé comme donnée la snhsiitution t qni clian-e '''<■" !■. Il M<' snlïil |.as, pour cela, do se donner F. Kn rlln. .rli,. fonn.. I"'"l 'l'wnrrdr 'I'.|-nn,'inliniléd,' manières: ,m a n..„.,.u|,.M,rMl
mais cneoic
> ''laMl un.' sul.sliluli.Mi quclconcpie du ^n,„p,. ,vproduclif .1- '[•
Il est cla.,-, s, Ton se reporte aux définilions ,p,i préeédeul. our le groupe fnchsieu relatif à F et à G ne sera pas le n.ème selon cprôn regardera V comnir dérivée de '!• par la suhslilulinn t m, ,,ar la s,d,sliintiou St.
<.)uan,l cela sera nécessaire, afin d'éviter (oui.- ronlusnm, nous distinguerons ces deux cas .mi disant, dans le premier, le groupe fuehsien relald a (r ,.t à F = .I.t; dans le second, le group. lu.hsien relatif à (. ..,
Le gmnpe fuel.sien relatif à G et à F= -I-St sera I- translbrmé d„
gn.up. Auhs.eu relatif à G et F = *- par la substitution .-, . étant
a sul.stUulion luehsienne qui correspond à S, eu vertu d.-s conventions
laites Ln particulier, le groupe fuel.sien juincii-al .l.- F = «I>S- sera le
transforme du groupe fuehsien principal dr V = <!•- pa
lar .V
'•l- — Lkmmks i)i\i:hs.
Lkmme I. - Si g csliu, sous-groupe d'indice fini d,- r,. h- <Tuupc luehswn relatif à g et à F sera un sous-^roupe d'indice' fini du groupe fuchaieu relatif à G et à V.
Cesl une conséquence .l.s Innm.s déumnlrés a la In, ,|„ :< | ,■( des (lelmitions du § II.
I-.:mmk II. - .S'.- G et G' sont deux groupes cowmeusuraldes. les
■fourn. de Mail,. (\' sériel Ion,,- [II. _ Risp. I\. ,88-. 5î
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f^roupcs fiiclisiclis de¥ relatifs rcspeclu^einenf à G et à G' sont aussi corninensiirables.
Ce lemme rsl une conséquence immédiate du précédent et des di'finitions.
Lemme III. — Soit F ^ 'Pt; soient ensuite T' une substitution de G et F' = $tT' une forme équivalente à ¥ pai- rapport au i^roupe G. FjCS deux formes F et F' auront même groupe fuchsien relatif à G.
En effet, le sous-groupe inaltérant g' de G par rapport à F' sera le transformé par la substitution T' du sous-groupe inaltérant if de G par rapport à F.
Si, en effet, U est une substitution du second sous-groupe^-, de telle sorte que
F = FU, on aura
F'= FT'= FIJT'= F'T-'UT',
de telle façon que T'~'UT' appartiendra au premier sous-groupe g' .
Le groupe inaltérant transformé de F sera le transformé de g par T"', ce sera donc
De même, le groupe inaltérant transformé de F' =^ <1>-:T' sera
Mais nous venons de voir que
Il vient donc
de sorte que les deux groupes inaltérants transformés se confondent. Les deux groupes fuclisiens se confondront donc également.
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l']ii paiiic'iilici', si (• est le i;i()ii|>(' aiilliiii(''li(|iie, le i;i()ii[)<' JuclisicMi de F = <!'-: par ni|i|)oil à nu ^louji.' eommensurable à G sera coniiiieusurablc avec le groupe fuclisicii priiici|)al de F = 4>t.
Si T'est une subslilulioii à (•o<'fricients entiers, les deux foruies équivalentes F = 'l'-rel F' = 'l'-:T' auront même j^ioupe fuclisien prinei[)al.
Lkmme l\. — Si G et G' sont deux groupes commcnsurables, et S une substitution de G', une des puissances entières de S (d'exposant différent de o) fera partie de G.
Soit, eu effet, g le groupe commun fie (i et G ; soit n l'indice du sous-gronpc g par rapport à G' \ cet indice est fini par hypothèse. Si alors on prend au hasard n h- i subsl il niions dans G' (parmi les-
(pii'Ui's DU pi'ul toujours su|)poser i|ui' l'on ci)iiiprcii(l la -uli-lilulion iili'nli(|iii' I I. on pour]-a lonjoius trouver parmi elli's di'ux suljstilutious S/ cl S^, telles que
SS
ap|)artienne à g et, par consérpient. à G. Prenons, par exemple,
h"=i, >. S\ S», ..., (pii toutes font partie du groupe G'; soient alors
Al.ns
iera partie de G. c. n. v. i>.
\ous allons étudier maintenant quelques-uns des sous-gronprs di groupe arithmétique. Ce groupe est formé, d'après sa définition, di toutes les substitutions
fl, a-, «.,
dont les coefficients sont entii'is, et le détciiuiuant l'^al à i .
'122 H. noiNCMti-:.
l'oiir (I(''rniir un soiis-iijroupc du groupe ;irilhni(''ll(|U(', il t'aul dnur assujettir les eocfficicnts entiers «, h, c à de nouvelles eonditious.
Je distinguerai les sous-groupes à congruences où les neuf roel'lieieuts a, b, c sont assujettis à satisfaire à certaines congruences suivant un certain module rj premier ou composé.
T^EMME V. — Un sous-groupr à congruences est toujours un sousi:?nupr ff indice fini du groupe arithmétique.
Soil, IM1 elTi't, g un sous-groupe défini par l(^s A' congruences
(I) P,--P,l==... = 1\ee^(> ('niod^),
on les P sont di's polynômes entiers j)ar rapport aux «, b, c. Les congruences ( i) devront être satisfaites si Ton fait
Ea,E-H^,EE=^è,:ESSC,SS,
( niod Y ),
>l, en effet, la substitution identique
devra faire partie de :,>■.
Le sous-groupe g' défini par les congruences (2) sera donc un sousgrou]ie du groupe g qui est lui-mèm(^ un sous-groupe du groupe arilhniétique.
Il est évident cjue g' sera un sous-groupe d'indice fini dn gronjx' arilhmélique; car cet indice sera certainement plus petit ipie y' ( il se réduira k q^ si q est premier), puisque chacun des neuf coefficienis c/, b, c peut jtrendre q valeurs incongrues par rapport au module q.
Donc a fortiori g sera un sous-groupe d'indice fini dn group<' aritlnuéticpie. c. q. f. h.
('considérons maintenant une transformation T'a coefficienis (entiers. mais dont le dc'terniinanl soil <'"gal à un entier A plus grand (pie 1 .
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Soicill (i le ^M'<)ll|ic ;ilillilin'li(|lic. (i' son liaiistntiiK- |);i|- T. :,- Ir LifDiiiii' (oimiiuii i'i (i l'i à (i : ji- (lis (jnc g sera un sous-gronpo à con-
^l'UlMlCi'S.
Soil. IMI cllcl.
Cl, /l, (l ,
une suhslilulion à coeflieienls .'uliers faisant partie de (i. Soil
la subsliluliou délinic [)ius iiaul.
La transformée de S par T' s"(''eriia
r-'ST =
h ^1± ^ll
les P étant des polynômes entiers homogènes et du premier degr.' par
rai)port aux a, b et c, et dont les coefficients dépendent d^^ a. 3 d -■.
l'onr que cette suhslilulion fasse partie de i'-, il fanl n il <iit'|ii ,|ii',.
ses eoeflicieiUssoieiU entiers, ce qui s'expiime par 1rs nruf c.ni;! iicnces
P,-s;o (modA).
Cela montre que ^ est un sous-o-roupe à cono-ruences; ddù lOn déduit aisément le lemme suivant :
Lemme m. — Le groupe arillinu'liqu,' est rommensurabli' (arc sou transformé par une suhslilulion à coefjicienis entiers de dclernunanl plus grand que i.
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Ou, ce qui revient au même,
Le i^roiipe arithmétique est commcnsitrablc avec son transformé par une substitution à coefficients fractionnai res .
Soil mainlenant T' une subsliluLion à cocfficienls fractionnaires; je il irai que la forme F est commensurable avec sa transformée FT' par la substitution T'.
Lemmi: VII. — Considérons deux formes commensurables F et ¥T ., Je groupe fuchsien pi-incipal de F = ^t sera commensurable avec le g;roupe fuchsien principal de FT' = ^tT'.
En effet, le groupe arithméti(iue est commensurable avec le groupe G (]ui est son transformé ])ar T'~' .
Soit g le sous-groupe iuallérani de G par rapport à F; il sera commensurable avec le groupe principal de F.
D'autre part, le groupe principal de FT' sera le transformé de g par T'.
Le groupe transformé principal de F = $t sera le transformé ])ar T^' du groupe principal de F; le groupe transformé principal de FT' = <I»tT' sera le transformé par (tT')"' = T'~'t"' du groupe principal de FT', et, par conséquent, le transformé par T"' du groupe g.
Or g et le groupe principal de F sont commensura])les.
Donc les groupes transformés principaux de F = 'l'x et de FT'=: *1'-T' le sont égaleuKMit.
Doncles groupes fuchsiens principaux de F = 'I't et de FT'= 'I'tT' sont commensurables. c. o. v. n.
IV. — SUBSTITI'TIONS IRACTIO>NAIRES
(Jii [)i'ut se proposer de reclKM'clicr (picll(>s sont les substitutions à coefficients fractionnaires qui n'aUèrcul pas une forme F à coefficients entiers, ou, en (raulies termes, quelles sont les transformations sembla])les fractionnaires de F. Il est aisé de prévoir, d'ailleurs, cpie le groupe formé par ccs.lransformalions ne sera pas un grouj)e discoulinu.
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()ii voit aussi imiiiédialeinciil fine des siilislitulions semblables fractionnaires de F on pourra déduire les subslitiilions semblables fraclionuaires dune f<irme V = VT' oomnieiisuralil"' avec F. Fui cH'i'l, les dernières seront les transformées des premières par la transformation T.
Soit donc à trouver les substitutions seudjjables fractionnaires de la form<'
F = Ax- -4- \'y- - \ z- -h '2\Uz + '^n.rz -h 2 \V ry. On a
A(AA' - B"- )F = ( AA'- n"-)(Ax + B'y ■+- M'zf
+ [( AA- B-^'Xv + ( AB - \V'B')zY- - A A 3=.
A désignant le discriminant de l", de telji- sorlecpie la rornu.' F esl, ,1 un facteur constant près, commensiiraijle avec
F' = ( AA' - B"-)x-= + 7- + AAr-.
JNous sommes donc ramenés à ('ludier les sulislitiilions semblables fractionnaires des formes telles que
Ax-- -+- Br-H- Cz'-,
ou plutôt, puisque nous avons alTairc à une forme indéfinie, et si nous voulons mettre les signes en évidence
Ax--hBy-- Cz-.
Nous allons dabord nous poser le problème suivant :
Quelles sont les subslilulions fractionnaires qui n'altèrent ni z ni Aa:--+- B^-?
Il faut alors trouver quatre nombres fractionnaires a, 3, y- ^^ tels que
A(y.x -h }y)- + B( yj; -h ùy)- = Ax- + By^.
Nous mettrons les quatre uomi)res a, |ï, y, 0 sous la forme a=^, ^=:4i, y=Il, 0 = ^;
■'\2(') II. POINCVRK.
''■I! 1^1? Yn 0,, £ otanl eiiliers ou fraclionnairos, nous pourrons toujours supposer que a,, y, cl t sont entiers : on aura alors
Aa,;i, -h By.o, = o, A?;+ lîo; =I5^^
Supposons que Ion ail trouvé trois entiers a,, y, et £ satisfaisant à il suffira de prendre
Aa; + BY; = A£^
ft — ^'' ?. — -,
pi — :^" ' ' — '
pour satisfaire aux trois autres équations. 11 reste donc à résoudre l'équation
By;= A{> - a,)u + a,).
Nous multiplierons donc B par un carré quelconque y^, mais de telle façon cjuc By'^ soit divisible par A, et de plus soit impair ou divisible par 4 (ainsi, si B est un multiple de /( -4- 2, y, devra être pair; si A^ A,A^, A, n'étant divisible par aucun carré, y, devra être divisible
par A, Ao).
II sera facile ensuite de décomposer—^ en deux facteurs tous deux
|jairs ou tous deux impairs, £ — a, cl î-f-a,, et d'en diMluirc. |)our £ et a,, deux valeurs entières.
Tel est donc le moyen de former les substitutions semblables fractionnaires de la forme binaire
\x^+ Br-'.
P(iur les étudier plus C()m[)lrlemcnt, nous supposerons A = 1 . ( icltc liypotlièse est toujours permise; car, si Ton avait A <^ i , on multipbcrail la forme par A, et on cbangerait ensuite de variai)le en posant A.r = ./;'.
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(lonsidcroiis iiolic siiljslilulioii iVaclionnaire
«'l la subslilulidii l'iichsioniie correspondanlc. Cette dernière sera évi- (lenuuciil une suljstilulion elliptique qni n'altérera [)as un ecitain poiiil du plan. Ce |)(iinl, que j'appelle P, se dc-lciiiiinc aisrMiciil, li l'on h'oiive qu'il est le uiÔMie pour toutes les substitutions t'racliounaires de nolri! l'onne
Pour définir une substitution fuclisienne ellipti(pi(.', il faut si'dimui'r non seulement le point P (pii n'est pas altéré pai' eelli' subsliiiil ion, mais encore l'antile de rotation o.
Ici nous avons
cosc
il'oii Ton déduit Nous aurons alors
(a,+Y,v/-B)(af-y,V- U)=£'.
Nous devons supposer cpie a,, y, et £ sont premiers entre cu\, et par conséquent c[ue a, et y, sont premiers entre eux. Les deux nombres cinnplexes
^-f + TiV-I5 et a,-Y,v'-B
seront alors aussi premiers entre eux, et l'on aura £ = MN, y., + j,s,r^^^M', y.
INI et N étant deux nombres complexes existants ou idéaux, conjugués entre eux et de plus premiers entre eux.
Joiirii. (le Matli. ( i' série), tome IH. — Fasc. IV, 1S87. JO
428 II. POI>CARÉ.
Cela posé, cherchons crabord si '^ peut être commensurable avec ir.. Si cela était, on trouverait un noniljre entier di, tel que
ou que
M et N étant premiers entre eux, cette égalité est impossible. Il n'y aurait exception que si £ était égal à t et que a, -1- y, y/— B fût une unité complexe.
Mais il faut faire attention au sens que Ton doit attacher à ce mot. Pour cpie la théorie des nombres complexes idéaux soit applicable, il faut prendre pour base du système ^— B, si + B (que d'ailleurs nous supposerons n'être divisible par aucun carré) est nudliple de 4 plus 2 on plus I ; il faut prendre, au contraire,
si B est multiple de 4 phis 3. Dans ce dernier cas.
est considéré comme mi entier complexe si a -f- ^ est pair (voir Depekind, Théorie des nombres entiers algébriques, p. 91. Paris, Gauthier- Villars; 1877).
Alors on a, comme unités complexes,
irtv'-ô
On doit donc conclure de cette discussion que l'angle ç ne peut être
commensurable avec 2- que s'il est égal à -, à ± -, à ± -^ ou à ± -^•
On voit, de plus, que les substitutions fractionnaires qui reproduisent à la fois l(^s deux formes
c et X- -+- \iy-
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correspondent aux divers entiers complexes formés avec \/^^, et que linir théorie dépend intimement de celle de ces nombres complexes et dos idéaux correspondants.
\oilà donc une preniirre catégorie do suhslitulioiis IVaclionuaires n'altérant pas la forme
Une autre catégorie se composera des suhslitiitiuns ([ui n'altèrent nij-, ni.x= — C;- (sans parler d'une autre catégorie qui sera formée de même des substitutions qui n'allèrent ni x, ni Bj- - C;=). Ces subslilulions correspondront aux nombres complexes formés avec \/C comme celles de la première catégorie correspondaient aux uonilurs complexes formés avec y'- B. Mais l'analogie de ces trois catégories de substitutions fractionnaires est trop évidente pour qu'il soit nécessaire d'insister.
Je dis maintenant que toute substitution fractionnaire peut toujours être ramenée à celles que nous venons d'étudier.
Soit, en effet,
une substitution fractionnaire quelconque qui n'altère pas une certaine forme quadratique F à coefficients entiers ou commensurables. Je supposerai, de plus, que cette substitution est droite au sens donné à ce mot dans le premier paragraphe de ce Mémoire. On pourra trouver alors une forme linéaire
à coefficients entiers, qui ne sera pas altérée par la substitution. On pourra ensuite trouver encore deux formes linéaires
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à coefficients entiers, et telles que Ton puisse écrire
-+- AjCa^a- + p^y + Y:, -)',
A,, A. et A3 étant des quantités commensurables positives ou négatives.
Faisons maintenant un changement linéaire de variables en faisant
x'=a.,x-h l^i, y-t-Y,-, y' = oioX -f- po/ -I- Ya-' z'= y.^x-{- ^3_)- + Y3-»
il viendra
de telle sorl(^ que, si Ton appelle T la substitution linéaire
a. p. Yi
on aura
La substitution
FT-' = A, ^- + A. >'- + A3 :;= TST-'
sera fractionnaire et n'altérera pas FT~' . Mais il y a plus, elle n'altérera pas ;, ni par conséquent
Nous sommes donc ramenés au cas précédent.
Il conviendrait peut-être, pour compléter cette théorie, de dire quelques mots des substitutions fractionnaires gauches qui n'altèrent pas une forme quadraticpic. Mais je ne crois pas devoir m'y arrêter pour le moment. Je me bornerai à observer que, si S est une substi-
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liiliori tVactionnaire ^auclic iralk-ianl |)as K, S- s.-ra une subsUtiUi(jii Iraclioiiiiaiiv dioilc iralh-raiil pas iioii plus I-'.
V. — Calcul d
Soit
ES MULTIPLICATEURS.
une substitution linéaire de détermina
m I, et
T-'ST
sa transformée par une substitution linéaire quelconque ï. On aura
rt, -f- b.;^ -+- c^ = a\ + b[^ -)- C3.
Kn d'autres termes, la somme a, + b.,^c, sera un invariant. On pourra choisir la substitution T, de telle façon que T ' ST soit de la forme canonique
Alors A,, A, el \ seront les multiplicateurs de la substitution A; ces multiplicateurs seront les racines de l'équation en A,
et 1 on aura
A, H- Xj -I- A3 =z a^-\- b..
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Si, on parllculier, S n'altère pas une forme quadratique et est une substitution droite, Tun des multiplicateurs est égal à i, et le produit des deux autres est aussi égal à i .
Snil alors
la substitution fuchsienne correspondant à S; a + osera, pour cette sulistitution, un invariant comme a, -h l>.,-h c^ Tétait pour S, et l'on aura d'ailleurs
Il résulte de là que la connaissance de a -f- o suffit pour déterminer les trois multiplicateurs, qui devront satisfaire à l'équation du troisième degré
Si S est une substitution à coefficients entiers, la somme «, -i- h., + c^ devra être un entier, et par consécjuent a -)- 2 devra être la racine carrée d'un entier.
La somme a + o s'appellera Vinvariant de la subslitutioii S et s'écrira, pour abréger, [S].
Nous allons traiter maintenant le problème suivant :
On se donne [A], [B] et l' inva7^iant[^ AB] de la combinaison AB des deux substitutions A ctB. On demande de calcule?' l'invariant d'une combinaison quelconque de ces deux substitutions
A"'B", A"'B''A/', A"'B"A''B'/, ..., m, II, p, q étant des entiei's quelconques positif s ou négatifs.
Tout d'abord, il est évident que deux substitutions inverses l'une de l'autre auront même invariant; on aura
De plus, une substitution aura même invariant cpie sa transformée
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par une subslilutioii quelconque; ainsi,
1A1 = |B-'A1J|, I A'^r'A/'C I = [mA"'H"A/'], et, en particulier,
[BA| = | ABJ = |A-'B-'] = |lî 'A '|. Je vais niainteuanl clun'cher une relation entn^
|A|. |BJ, lAB] et |AB^|.
Nous pouvons toujours, par une transformation convenahli', nicllre la substitution fuchsienne qui correspond à B sous la IVume
Soit ensuite la subslitution fuchsienne correspondant à A. Alors
et
seront les substitutions fuchsiennes correspondant respectivement à AB et à AB-, de sorl<' qu'on aura
(x + ij^LBJ, a + o = [A], a A + I = [ AB J , a A^ + 1 = [ AB ^ I .
On eu tire aisément, par l'élimination de a, c et A, [AB|[B] = |A] + |\B-^].
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Si, dans la loniiule précédente, on change A en AB", il vienl
B«A] =:[AB
Nous connaissons ainsi
[B«A], [B"| et [A],
ce cjui permet de calculer [B"A"'|, où m et n sont des entiers quelconques, par la formule de récurrence
I |]''A"'- = ] = [B"A'"-' I [AJ - [B''A"'J.
Nous avons d'ailleurs
ce qui permel de calculer
[A"'B"A/'] et fB'"A''B/'],
où ///, //, p sont des entiers quelconques. CIkmcIious maintenant
où les quatre exposants sont entiers. On voit d'abord que, par noire formule d(^ récurrence, nous pourrons calculer cet invariant, quel (pic soit q, |)ouL'vu (pi(^ nous connaissions, outre [B],
[A'"B"A/^] et |A"'B"A''B1.
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f^a |)ii"mi('ro de ces deux expressions est connue dapiès ce (|iii |ii<'crilr; il ri'slc donc à calculer
|A"'15"A''lî| = |1!.\"'I5"A/'|.
Ou verrait t\i- uirnu' (|iii' le calcul de
|I!A"'I!" A''| se rauièue à celui de
[BA"'B"A] = fABA"'H"J.
ijui se ramène lui-même à celui de
[Al]A"'Ii| = |lJAI]A"'| ou enlin à celui de
BADA
< )r. ce dernier invarianl esl couiui, [)uis(|ui' c'esl celui de ( IJA )' e| (|iie nous connaissons celui de BA.
Ce qui précède suffit pour faire comprendre commenl on caleidirail rinvariant d'une cond^inaison quelconf|ue des doux suhsiiliiliou-; A el B.
Iinai;iuons mainlenant que A el B sonl des subsliluli(>ii> à cnel'ljcieiiis entiers et de déterminant i. Il en sera de même de t(Mite> leurs eonduiiaisons. Alors, dans la forniuli'
fAB^K|A| = [AB]|BJ.
les deux termes ilu premier membre, ainsi (pie le li inie uiiitpie du second membre, tlevronl être la racine carrée d un eiilier. Mais il est aisé de voir que, si Ion a
{ les a élanl des entiers ), les trois expressions
de\ rout être des entiers.
Journ. de Mal/i. (/(' série), loiiic III. — l'asc. I\ , 1S87.
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Il siiil de là qui' 1rs |irO(]iiils
|:A][ABM. I \||A1!][]J]. [AB=l[AB][Bj
soiil l'iiilors.
Il osl aisr dV'ii déduire (jue si [A] osl égal à un nouilire coniuionsiirablc mulliplio par y/a, et [B] égal à un nombre commensurablc niulliplié par y j^, [AB] devra être égal à un nombre commensurable mulliplié j)ar \7.^, el | AB- 1 à un nombre commensurable mulliplié par \ a ou. ce qui revienl au )nènie, à un nombre commensurable mulli[»lié par ya^'-
Plus généralement, on aura
[A"'B"A''B^] = a, v'a"'+^'fJ''-v = a., ^'y." '^' ,
UL, el iXo étant commensurables, el h et A' étant égaux soit à o, soit à i , sui\ant la parité des deux nombres m -h p et ii -h q, et de telle sorte que
h ^ï ?n -+- p, /i H^ « + q ( mod 2 ).
( jela peut s'énoncer encore dune autre manière.
(Considérons le groupe dérivé des deux substitutions linéaires A et B. Pour que toutes les substitutions de ce groupe aient leurs iuvarianls égaux à la racine carrée d'un entier, il faut et il suffit que
|A1^ [B1= el [A][B][AB1
soient des entiers.
\ous allons maintenant envisager un groupe dérivé de trois substitutions linéaires A, B et C. Je dis que Ion peut, à laide de la relation de récurrence démontrée plus liant, calculer les invariants de toutes les subslilulious de ce groupe, à l'aide de sept invariants
|A|. |B|. |(:|. |AI!|. |BC], [CA], [ABCj.
INiur il' (li'iuonlriM', je rappelle d'abord rpie cette relation de récurrence permet (M, N, P étant des substitutions quelconiiues ) de calculer
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( [) cil lier [losilil'ou iK'^alif ). (juiiiid oii coi ma il
|M|. |\| cl |M\|.
on |)liis i:(''ii(''i'alciiiciil (le calculer
i|iiaii(l un connaît
|Ml'|. |\| ,.1 |MM>|.
i:ilc pciiiicl ainsi, comiaissaiil |A|, ||{j cl |Ali|. i\v calculer Irs iiixaiianls de loulos les conihiiiaisons de A cl de 15, ou, à j'ai,],, de nos sc|ii iiixanaiils. de calculer ceux de toiilcs les comhinaisons A, B el C, où I mie do ces trois su])stilutions n'entre pas.
.le dis ([n'on pourra trouver de inèiiic
fA^B'-C].
l-.ii ellcl, le calcul de c,'| imariaiil se rainéiie à celui de | A"'I5"|. cpii est Connu et à celui de |A"'B"(:|. Ce dernier se raiiièue à | \"'(:|, ,p,i
est connu, el à | A"'B(:|. Ce dernier, à so ur. se laiiic,,,. ;, | 1](';) ,.|
à f ABC], qui sont tous deux supposes connus.
(considérons niainlenaiit une combinaison i|iielcon<|iie
fA"'B"(>B?A'(?B'C"|.
On ramènera, par le même jn'océdé, le calcul (]<• eel iii\ariaiil à celui de
(ABCBACBCJ,
où les iciires sont restées les mêmes ot dans le même ordiv. mais où tous les exposants sont réduits à l'unité.
Je dis maintenant qu'on peut ramener le calcul de cet iinariant à celui de
[ABC(AB)CBC],
où deux des lettres soûl [lermutées.
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lui cllrl, nolro fonmilr do r(''rurr('nco porini'l de Dvlnirc lo ralriil de
fABC(BA)CliC]
à celui (le
lAr.C.CBCI
(on Ir ii(iiii!)i'(' (l(^s Icltrcs est iiioiudrc, cl «|iic, par c<)iisc(jiiciil . on |>cnl sii]i|)()sci' pii'alahlcmciil calciili' ) cl à celui de
|Aiî(;( liAr'CiJC] = I Ar.(:A-'H-'(j|](:|:
en ri'duisaiil les cxposaiils à 1 iinih', C(^ diM'iiier devieiil
[ABCAHCBCI.
Il csl clair ([ii en appli(pianl d uni' l'açon convenable le doiililc proeédi' (|iii piTiucI deperimilerdeux lellres quelconques et de i'(''diiire les exposaiils à runilé, ou arrivera à réduire de plus en plus le nonihre des lellres de lelle façon ([u"on sera ramené ruialeiiii'nl à riiivarianl eoiiuii |ABC|.
( )ii coniKulra donc ainsi riiivarianl (rime sniisliliilion (pn'lcoïKpn' du !;roupe.
<_)ii peul eu conclure ce ipii suil :
J'oiir que loules les suhslitulions du j^i'oupe aieni pour iinarianl la racine carrée dun eulim' (ce (jiii arrive nécessairemeul (piaud les snlislilulions A, I), (<oul leurs coeflicienls (^ii(i(^rsK il l'aiil cl il siillil (pie
|\1^ |i!]s l(;|^ |Ai|nj|AH|, |itj|(:i|i!<;i. |<:J|A||(:a|
|\|liî||(:||AH(;|
soient des entiers.
Mais nos sept invariants eux-mêmes ne sont pas iiKh'pendanls les uns des aulres. Il y a entre eux une relation algébrique.
Cette relation se [)réseiitc sons une forme plus syini''lri(pie, (piand on eousidi''re, au lieu de nos sept invariants, les sepl invarianls suivanls(ce
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qui ic\lciil il'iiilli'ui's iiii iiirinc)
|I!A|=Y, |CA|=Y. I<: 'l!-'A|=r.
.1 :ii ivjin^siMiic', piiiir al)|-.\:;xM-, les sopl invariaiils n-.w Ir^ lc||iv< y. 3, -.
La rclalioii s"<M'ril aloi's
= a3Y + a^'Y'-^ a|3"Y"-f- ?Y'Y"-+- ?'yy-+ ^--'V
- ='-.3?'Y" - y.rrr~ '4'T': + y^y^"r - ?? 3'-.
( )|i aiii\ci'i un ii'sullal analo^iii' dans le cas d'un tiii)U|)c di'iivi' de (|ualiv sulislilnlions ou d'un plus i;raiul iionduc,
Soil un aiuiipe driiK-r <lc ii .siibsliliUions
An A, A„.
Pour ijiir loiilcs 1rs siibslltiilioii.s du ^i-oiipr (uriil puiir iindiuinl 1(1 vaiiiir carrée d'un mlirr, il fa ni rt il snf/il t/nc
ainsi 'jnr loiilcs les ronihinaisuns
lAvA^V^..A-l|A.|=.|A,|^...|A„|^.
(on les rxposanls i son/ (■•;an.r soil à o, soil à i ). soit-nl drs i-nlii-rs.
VI. - Rkd
ÎDICTION UKS SUBSTITl TIO.NS.
^ OKI la (|ucslion (jii,' j,- lu,^ propose do Irailcr dans n- para-i-apiir. Soil S nue sulislitulioM à coonicieiits onliors l'I Ao (h'-lcnuinaul i : -"il I uuc aulrc sulisliliilion à (■oi'l'nci(^ul< l'nlicis cl de d/'lcruiinaiil i :
ViO
l(' (lll'ill (llll'
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-iilisliluliou S et sa transfonncc
T-'ST
soni lioiiioloi;ufs et apparlionnent à la même classe.
( lela posé, parmi toiiles les subslltulions (rune même classe, il y en a iiiie (pii est jilus simple que toiiles les autres, el (pie j'appellerai suhstilulion réduite.
( )ii peut se iiroposer, élaut ilounée uue substitution S, de trouver la suhslilution réduite qui appartient à la même classe, ou, en d autres termes, de réduire la su])stilulion S.
< )ii voit d'abord tout de suite <pie deu\ substitutions liomologues ont mêmes multiplicateurs. Je supposerai, comme je l'ai fait jusqu'ici, ([u'un des mulliplicalcurs est égal à r, ainsi que le produit des deux autres.
Il ii'sulle de là qu'il existera une forme linéaire
à coefficients entiers et premiers entre eux, qui sera inaltérée par la substitution.
( )n peut alors former une substitution linéaire
à coefficients entiers et d(^ déterminant 1.
La substitution T"'ST, transformée de S par T, sera alors de 1; forme
j C, C, tj
ce (pii constitue une première réduction.
Supposons d'abord que 6, et c, soient nuls, et ijne la substitution S
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S ocrivi'
iivi'c la coiulilioii
(t(l — hr = I .
Si I (III liaii'^roi'iMi' alors S par une siibsdliilioii 'T di- la tni'iiic
h coofficicnis rnliors ol de clélcnainaiit i, la siihsiiliilidii S (•(iii<riv('ra la même forme après celle transformai ion. lùivisajicons la forme quadralique liinain-
■\i = c\- -\- ( d — a)cr^ — b r, - .
(jui ii'esl pas alli'i i''!' jiar la suhslllnlion liin'aire
Que deviendra celle forme lorsijue Ion rem[)laci'ra S pai- sa lian>formée
T 'ST
Tout se passera comme si l'on avail applicpn' à ci-llc formr la snlislitulion
D'où celle conclusion :
Pour que d<Mi\ snlislitutions
o (I II
I o c fi
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apparliciinenl à la iiicnie classe, il faut cl il siiflil ([ur les deux i'ormcs
r^'- -\- (d — a)cr^ — Irréel
c'i--i-(d' — «')^"0 "~ ^' V soiciil éc|iiivalenles.
Nous sommes donc conduits à dire par définition (pic la suhslilulioii S est réduite cjuand la forme 'j/ l'est elle-même. La somme des multiplicateurs de S est
a -h // -h f, et son invai'ianl
\la -h (l -h 2.
T>a substitution est clliptic|ue si ( a -t- f/)- < 4, d'où (a -h d) = o, (a + d) = ± i ,
parabolique si
( a -h d)- = 4) ' 'l"où a -\- d =± 2,
hyperbolique si
La forme 2']^ a pour discriminant
( d - a)- -t- 'i hc r= (a + d )- — 4 .
11 résulte de laque le discriminant de '| est fonction d<" linvarianl de S, et par consécjuent que les substilulioiis S d'iiivcii'iaiil donné se répai-tisscnt en un nombre ftni de classes.
\y,i siil)stilulion S sera elliptique si ]; est délinie. Les condilions de r(''diicti()n ])ourronl alors s'écrire
lr/-r/|< |/>i <|c|;
h et <■ seront dailleurs toujours d(^ sii^nc conliaiie.
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La subslillUion S sera hyporboliquc si 1 osl iiulofinic. 11 ariivo alors que chaque classe de substitutions contiendra j)lusieurs réduites, comme cela arrive pour les formes indéfinies.
Nous prendrons alors pour unique condition de réduclinn (pic A cl r soient de même sis;ne.
l'jufin la substitution S sera parabolitpie si ■]/ se réduit à un cane parfait. Nous dirons alors que •]/ est réduite si elle s'écrit ■.{/ = r;-. de telle sorte que les conditions de réduction de S s'exprinicnl ((niiiiic il suit :
h = o, d"où a = r/ ^ ± r .
l'.numérons maintenant les substitutions elliptiques réduites, l'our a + d = o, le discriminant de 2]/ est égal à — 4, et celui de j/ à — I . Si ']* est une réduite, on a donc
La subslilulinn réduite S s'écrit alors
l'our a -\- d ^ i , le discriminant de 2']/ est ég:al à — 3. et cette forme 2'i est improprement jarimitive. On a alors, si 2'J/ est réduite,
de sorte que l'on trouve pour S
Pour a -h d = — i, on trouve encore
'I = H- -f- ^Tj -+- q-, Jount. de Math. (4' série), tome lU. — Fasc. IV, 1387.
."iH
rc qui donne
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Nous classerons encore parmi les suhslitulions ellipli([ues la sul)stitution suivante
pour laquelle la forme '>p, étant identi(piement nulle, ne peut être l'cc^ardée ni comme définie, ni comme indéfinie.
Il y aura donc en tout quatre classes de substitutions elliptiques.
Nous remarquerons (jue la substitution S., n'est autre cbose (pie l( carré de la substitution S^.
Quant au\ substitutions paraboHipies réduites, elles s'écriront, soit
soi!
où c est un entier (pieleonque.
Ne supposons j)lus maintenant (pie /', cl r, soiil nuls ei éiTixons notre subslilnlion S sous la forme suivante
I II o
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avec la condilioii
ad — hc = \.
On pcul supposer que la n'duclion a (-té t;iitp rommr si h, ,.| «•tai.Mil nuls et par conséquent que Ton a
O) |r/-r/(<;Ai<|,.|
ou
si la substitution est elliptique;
si elle csl liy[)erholique, et
si elle est parabolique.
Il s'agit maintenant de réduire autant que possible les coellici.'uts l> clc,. '
Ponr cela, écrivons les équations qui définissent la substitution S de la laçon suivante :
y = b^x + ay + bz.
z'= c^x -\- cy + dz.
Posons ensuite
(.1 (lU
Les deux dernières équations s'écriront alors
y\ = x[b,+{a~i)y. + hr^ ] + „,.^^^.^^
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En d'autres Lcrmes, les coefficienls de la suhstitiilion S ironi jias changé parcelle Iransfonnalion, sauf que h^ et r^ sont devenus
h, +{a — i)a H- b'^, i\ -4- cy. +((■/— \)[i.
Le prohlèiiic cdusisle à d(''lerniiner les entiers a et |ii pom- diminuer autani (pie jiossilile b, et r,. Je dirai que deux systèmes de nomlires (b,, c, ) et (//,, r\) ajipartienncut à une même classe si Ton peut trouver deux entiers a (^l [i, tels que
I^e nombre des classes entre lesquelles se répartissent les systèmes ( b^, c, ) est alors égal à
Parmi les systèmes (/>,, c,) appartenant à une même classe, il y en aura un que Fou regardera comme plus simple que les autres et que Ton appellera système réduit; le nombre des systèmes réduits est fini.
Alors, pour qu'une substitution
soit réduite, il faudra non seulement (pie les quatre eutiers a^ A, r. il satisfassent aux conditions (i^, {':>■), (>) ou ( 'i ) én(uicées plus haut, mais encore que le système (^,, c, ) soit iN-diiil.
Nous avons vu plus haut c|ue, si />, et r, sont nuls, les substitutions S crinvariant donné se répartissent en un nombre Uni de classes. n"a|irès ce qui précède, cela est encore \rai si A, et r, ne sont jias unis.
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Hcvcnons au cas des subslilutions ellipliqiios cl clicrchous à délciluiiier les systèmes rétliiils (/>,, r,). Il y a (|iiali-e cas à coiisi(l('rcr, puisque les substitutions elliplicjues, quand h, = r, = o, se réparlissmi en quatre classes.
l'rciiniT cas :
■-2 — f/ — r/ = 2; il y a deux syslèmes réduits
Deuxième cas :
■1 — a — ^Z = 1 : il n'y a (prun système réduit
Tioisiènic cas :
2 — r/ — r/ r= 3; il y a trois systèmes réduits b, = o, c, = o, />, = !, c, = o, b, = 2, c, = o.
Oiialrit'nni' cas :
■-Î — " — <■/ = 4 ; i' > '' quatre systèmes réduits
b, ^ o ou I , r, =z II ou I .
Mais, si nous observons qu'en appliquant à j' et ;: une Iransforniatiori linéaire, on fait subir celte même transformation à b, et c, sans changer d'ailleurs les autres coefficients de S; nous verrons que ces quatre systèmes peuvent être réduits à deux.
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a donc huit sii])slitutions L"lll[)li([iics réduites que je vais cnu-
On peut faire une classification analogue pour les substitutions paraboliques, mais le nombre des classes est infini; on doit envisager d'abord le cas où les trois multiplicateurs sont égaux à i; on trouve alors que la substitution doit être de la forme
Les transformations qu'on peut faire ne peuvent changer la valeur de a et de c. La seule réduction possible, c'est d'amener b à être plus petit que le plus grand commun diviseur de a et de c (et par consé- (pienl à être nul, si a et c sont premiers entre eux) ; on peut également supposer que c n'est pas nul.
On considérera ensuite le cas où deux des multiplicateurs sont égaux à — I ; on a alors
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On a donc quatre systèmes réduits (7»,, c,)ct (lualr.' suhsliliili.ms
l'i'llUIICS
^'11- — Substitutions elliptiques.
Nous allons chercher dans ce paragraphe quelle est la condition pour qu'une forme quadratique admette une suhstitution semhlahlielliptique, et d'ahord ipielles sont les formes qui ne sont pas altérées par les huit substitutions réduites S,, S',, S,, S,, S;, S;, S, et S', définies dans le paragraphe précéd(Mit.
< )ii a loutre ces diverses suhslilutions les relations sui\antes '
S:;=S,. St=i, S;'=i.
Cela posé, nous résoudrons successivement les problèmes sni\ai!l- : 1° Formes inallcrées par S,. — Ce sont les formes
2" Formes iriaUéi-cespar >.. — Ce sont les formes
\.i' 4- \'}- + 2 Bjj -f- \ z- - ( A'+ \l)xy - (A- -+- \\)xz,
où Ion doit avoir
A'=A"=1] (mod2).
3" Formes inallcrées par S, el par conséquenl par S,. — Ce soni les formes
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4" Forme; inaltérées par S', et par conséquent par S',. — Ce sonl
les formes
A.T + A' (/- -¥- z- — xy — xz ),
où A' doiL être pair.
5" Formes inaltérées par S^ et par conséquent par S;, et par S^. — Ce sont les formes
Ax--h A'(y--h yz -■)- ::-),
où A' doit être pair.
Il n'y a d'ailleurs pas d'autre forme inaltérée par S.,. G" Formes inaltérées par S3. — Ce sont les formes
Aa?^ + A'(,>'^ -!- yz -+- z- — xy — xz), où A' est pair.
7" Formes inaltérées pai' S\. — Ce sont les formes
Ax'^ -4- A' (y- -h yz -4- :;- — 2 xy — 2
où A' est pair.
Nous allons chercher maintenant si une forme quadratique donnée admet une substitution elliptique; pour cela, il faut évidemment et il suflil (ju'elie soit équivalente à Tune des sept formes que je viens d'énumérer.
Je dis d'abord (ju'on pourra reconnaître s'il en est ainsi par un nombre limité d'essais.
Vax effet, prenons d'abord la première forme
Ax- -h A' y- -+- 2Byz 4- A"::'-.
Elle a pour déterminant
A(A'A"-ir\).
On décomposera donc le discriminant A de la forme donnée en deux facteurs
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slniiia l'iisiiilp uiio ronnc l)iiiiiii(' /rVA/zA-
(lo (Irti'iiiiinanl D, ce qui ne pcul se faire eiieor.- (juc (ruu nombre limité de manières. On n"a plus ensuite qu'à examiner si la forme
A.r-- + A'> --h -jlîrr -h \"z-.
ainsi construite, est équivalente à la forme donnée.
La même méthode s'appliqne sans changement an\ lioisiéme n tinquiènie formes
A./-- -h \'(y- -+- Z-) et Ax- + \'(y-
Mais le nombre des essais est encore plus limité; le déterminant de la troisième forme est égal à AA" et celui de la troisième à 3 AB- ( en posant A' = 2B), de sorte qu'une forme ne peut admettre une substitution semblable équivalente à S. que si son discriminant est divisible j)ar 3.
En ce qui concerne la seconde forme
Aa- -+- \'y- -h 2 Uvz + A";' - (A' -f- B).vy - { A" -f- IJ )./•:;, que l'on peut écrire
( i; Aa-' - (^2B"+ B)v"--r--2lUz - (2B'+ B);^ + 2ir./T -4- 2li ,,;, le nombre des essais est encore limité. En effet, son déterminant sécrit
(2 A + B'+ B";( 2B'B"+ BB -f- BB ,). On décomposera donc le déterminant A en deux facteurs
A = CD
Alors 2D désigne le déterminant de la forme binaire
- (2B"+ B)>--i- 2B)- - i^oB'-^li)z'.
Journ. (le Math. (4' série), tome III. — Fasc. IV. 1S87. 3<)
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< les formes binaires, qu'on peuL èlre conduit à essayer, se répartissent donc en un nombre fini de classes.
Si nous faisons subir à la forme (i) une transformation linéaire de déti'rminant 2, en posant
elle deviendra
On peut, de plus, supposer que la forme binaire
(3 ) CaR-^ BXr - 2Br-- + ('2B'+ B)::^
a été réduite autant que possible par une substitution ne portant (pie sur y et z.
Si B est pair, on peut appliquer à cette forme binaire une substitution linéaire quelconque sans faire cesser la particularité qui la caractérise, à savoir que les coefficients dey', de z- et de lyz sont de même parité.
Nous pouvons donc toujours supposer que cette forme est réduite au sens ordinaire du mot, c'est-à-dire, si nous la supposons définie, que Ton a
I 2B Kl 2B"-hB Kl 2B'+B |.
On ne pourra donc former qu'un nombre fini de formes (2) et, par conséquent, qu'un nombre fini de formes (i) satisfaisant à la fois aux conditions
A = ( 2A + B'+ B")(2B'B"+ BB'+ BB
B = o (mod2), I 2B Kl 2B"+B Kl liB'+B ].
(Jn naura donc qu'un noinljre limité d'essais à faire pour reconnaître si l'une de ces formes est équivalente à la forme donnée.
Supposons maintenant que B soit impair. On ne peut pas appliquer à notre forme binaire
( 3 ) ( 2 B ■ -r- B )y-' - 2 Uyz + ( 2 B' + B ) r'^
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iiiio siibslitulion linéaire quclconqiio sans que les trois coefficienls de \-, (le •2yz et de r- cessent d"ètie tons trois inijiairs. Pour (iiTime --nli-'liluliiiii
ne fasse pas cesser cette particnlaritr, il fani ([iic l'on ait
ou
(nioda ).
Les subïLiLutions (jui satislont à 1 une tle ces deux conditions lornicut un groupe G qui est un sous-groupe à congruenccs du groupe aritlunélnjur.
-Nous n'avons donc plus ici le droit de supposer que la forme (3) est réduite au sens ordinaire du mol, c'est-à-dire par rapport au groiqn' arithmétique, mais seulement qu'elle est réduite par rapport au groupe G.
Il est aisé de voir que les conditions de n''(luction sécrivent alors
i 15 < uI3"+ n \< 2B + B '.
On ne pourra évidemment trouver qu'un nombre limité de formes (2) ou (i) satisfaisant simultanément aux conditions
A = (2A + B' + B")( 2B'B"+ BB'-4- BB"). B = i (moda), I B l< -B'^B |< 2B -^ B |.
Un n'aura donc encore qu'un nombre limité d'essais à faire pour ii'connaître si lune de ces formes est équivalente à la forme donnée. Ce que je viens de dire s'applique sans changement à la ff)rme
Ax- -+- A' (y- -h :■"■ — .cy — xz)
reproductible par S, .
Il nous reste à examiner comment on pourra reconnaître si une forme donnée est susceptible d'être reproduite par une substitution bomo-
Inguo à S!, ou à S'!,, c'est-à-dire si elle est équivalente à Tune des formes (\) \j- + 2B(y'^yz + :;-^ - ?.r>- - ^./-r ),
où [i = I ou 2.
.l'appellerai d'abord l'attention sur rdlet (jue produit sur cette forme la substitution suivante de déterminant 3
.r = 3x,, jK = )-, 4-!3./-,, r = r, + !3x,.
La forme devient
Le déterminant de la forme (4) est, d'ailleurs, égal à
3AB^-2B'p-, c'est-à-dire à
3AB--2B' ou 3AB=-8B^
selon que ^ est égal à i ou à 2.
Il est clair qu'on ne peut trouver que d'un nombre fini de manières deux nombres entiers A et B satisfaisant à l'une des deux conditions
3AB=-2B^ = A ou 3AB--8B' = A.
On n'aura donc cpi'un nombre limité d'essais à faire pour reconnaître si une forme donnée de déterminant A est équivalente à l'une des
formes (4)-
Ainsi, dans tous les cas possibles, le nombre des essais à faire est limité, et il peut être diminué encore ]iar la considération des ordres et des genres.
Il est clair, d'après ce qui précède et sans qu'il soit nécessaire d'insister, que toutes les formes n'admettront pas de substitution semblable
rlliplicpii'.
Mais, eu revanche, on voit tout de suite ([u'une forme cpiadratique
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•[uelconque F est toujours commensural)K' avec une forme qui adin<'l une sul)sliuuioH semblable elllpticiui'. Kl, en i-U'el, quelle que soil la forme F, on peut toujours li-ouvcr une subsliliilion à roefficienis conimensurables T', telle qii(>
FT'= A./-+ B>--i-C:;-.
(Ictle forme FT', connneusiiiable avec !• , ailmel la substitution <•!li])tiquc S».
Cherchons maintenant quelles sont les formes qui admeltenl uni' di's substitutions paral)nli([ues S'., Sj, S„ S^ et SJ.
lui premier lieu, les seules formes qui sont reproduites [)ar uiir des quatre substitutions S^, S'^, S'g et S^' ont leur discriminant nul. Noudevons donc les laisser de côté et ne nous occuper (jue des formes reproduites par
Ces formes s'écriront
( 5 ) Ax- + A' V- + 2 B'xz + 2 B"xy
avec les conditions
\a- -f- -2 \y b -+- iW'a = A' a -+- B'c = o.
Pour qu'une forme quadratique admette une svibslilution paiabolique. il faut et il suffit qu'elle soit équivalente à la forme (5) ou, en d'autres termes, qu'elle soit susceptible de représenter o, conformémeni aux conditions du § CCXCIX des Disquisitiones arithmelicœ.
Cela est conforme à un résultat déjà obtenu par M. Selling.
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Nous pouvons maintenant résumer amsi les résultats encore très incomplets que nous avons obtenus.
Au groupe des suljslilulions à coefficients entiers qui n'allèrent pas une forme quadraticjue donnée F correspond toujours un groupe fuchsien qui le détermine entièrement.
Les formes F peuvent d'abord se répartir en quatre catégories :
1° Celles qui n'admettent ni substitutions elliptiques, ni substitutions paraboliques ;
2" Celles qui admettent des substitutions ellipticjues, mais pas do substitutions paraboliques ;
3" Celles qui admettent des substitutions paraboliques, mais pas de substitutions ellipti(}ues ;
4" Celles qui admettent à la fois des substitutions elliptiques et paraboliques.
Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment un nombre limité d'essais permet de reconnailre à laquelle de ces quatre catégories appartieul une forme donnée.
Si la forme F est de la première ou de la deuxième catégorie, sou groupe fuchsien principal sera de la première famille ; si F est de la troisième catégorie, son groupe fuchsien est de la deuxième famille; si F (;st de la quatrième catégorie, son groupe fuchsien est de la sixième famille.
Si la forme F est de la première catégorie, le polygone générateur de son groupe fuclisicn a .\p côtés, les côtés opposés étant conjugués. Les \p sommets forment un seul cycle, et la somme des angles est égale à 211.
Si F est de la deuxième catégorie, les sommets du polygone générateur peuvent former plusieurs cycles. (Il convient d'ajouter cjue le plus souvent ils n'en forment qu'un seul et qu'il n'y aura plusieurs cvcles c|ue dans des cas exceptionnels.) Pour reconnaître combien ces sommets forment de cvcles, on construira les foiiues
A.r- -f- A'j- + A" 3- + iXlyz
( la l'oriuc binaire A'>--H A"3--|- aBy; étant réduite ) ou bien encore les formes {i) ^X (4) du paragraphe précédent. Si la forme F est équivalente à n des formes ainsi construites, les sommets du polygone générateur formeront n cycles.
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La somme des angles de l'uii quelconque de ces cycles sera égale à ~' â' 3 "^" T' ^^^ équivalente a une fninu- iv|ii()(lu(lil)i.' par S, ou
s;, la somme des angles du cycle correspondant sera -; si F est (Miuivalcut.,' à une forme reproductible par S, ou S',, la somme des angles du cycle correspondant sera ~; si F est équivalente à une forme reproductd)lr par S,,, la somme des angles du cycle correspondant sera -,; SI, enfin, F est équivalente à une forme reproductible par S, ou S' , la somme des angles du cycle correspondant sera — •
Si F est de la troisième catégorie, les sommets du polvgone i^énérateur sont tous sur le cercle fondamental, et ils formem ,ni ou piuslruis cycles (en général un seul), dont la somme des angles est nulle.
Si F est de la quatrième catégorie, les sommets du polygone générateur sont les uns sur le cercle fondamental, les autres à l'intérieur, et ils forment plusieurs cycles dont la somme des angles peut é(re o -
Nous avons rencontré aussi d'autres propriétés du groupe fuchsien principal d'une forme F. En premier lieu, les multiplicateurs des diverses substitutions devront satisfaire aux conditions exposées au § V. En second lieu, ce groupe fuchsien dewa être commensurable avec ses transformés par une infinité de substitutions, correspondant aux substitutions fractionnaires étudiées au § IV.
11 me reste à parler des substitutions gauches.
Dans la théorie des groupes fuchsiens, on décompose le cercle fondamental en une infinité de polygones égaux entre eux au point de vue pseudogéométricjue; les angles sont égaux entre eux au sens ordinaire du mot, et les côtés sont égaux à notre point dr vu.- s|)écial. c'est-à-dire qu'ils ont même L.
Considérons une circonférence coupant orthogonalemeiit le cercle fondamental, et supposons qu'on transforme un de nos polvgones R par inversion (par rayons vecteurs réciproques) par rapport à cette circonférence. Xous dirons alors, au point de vue pseudogéométrique, que le polygone R et son transformé R' sont symétriques par rapport à cette circonférence. Ces deux polygones auront mêmes angles et mêmes
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côlrs (à noire point de vue spécial^, mais les élémciUs liomologiies seront disposés dans Tordre inverse.
Si nous considérons ensuite un polygone R", égal à R' au point de vue pseudogéométrique, les deux ])olygones R et R" auront aussi les l'iéments homologues égaux, mais disposés dans Tordre inverse. Nous (lirons alors qu'ils sont symétriques en grandeur, mais non en position.
Si la forme F admet une substitution gauche, on peut décomposer le cercle fondamental en une infinité de polygones curvilignes ; deux quelconques de ces polvgones sont égaux entre eux ou symétriques (en grandeur) au point de vue pseudogéomélricpie; deux polygones adjacents sont toujours symétriques, et la réunion de ces deux polygones adjacents symétriques constitue le polygone générateur du groupe fuchsien formé en ne considérant que les substitutions droites.
La substitution
peut être à volonté considérée comme droite ou gauche, puisqu'un de ses mulliplicateui's est égal à + i, et deux à — i.
Nous avons vu c{ue, pour savoir si la forme F est reproductible par niK^ substitution homologue à S,, il suffit de chercher si elle est équivalente à une forme, telle que
Mais deux cas sont à distinguer : ou bien la forme binaire
A'j'-+ iWyz + A";-
est détinie, et alors nous regarderons la substitution S., comme droite
et elliptique, ou bien cette forme binaire est indéfinie, et alors nous regarderons S4 comme une subslilulion gauche.
On comprend ainsi ce qu'on doit entendre quand je dis que F est reproductible par une substitution gauche appartenant à la même classe que S,. Si cela arrive, le polygone générateur peut se décom-
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poser en deux polygones adjacents symétri(jues Tiim de raulrc. hum seuléMienl en grandeur, mais encore en posilidii, le côté coniiunn seivanl d'axe de symétrie.
Les résultais que je viens d"exposei' ileniainlci alenl i'n idciiiiiirni à être complétés. Les propriétés nouvell<'s des groupes (pic n(nis ;iv(>us ('■ludiés ne suffisent pas pour les déterminer complètement; mais, en en taisant un usage judicieux, on peut notablement sim[)lifier it's anciens procéilés de calcul quon em|)i()yait auti-el'ois |)nMr ri)irm'rces gioupes.
IX. — Généralisation m théouème d'aiuution
Dans ce qui précède, je me suis efforcé de montrer la possiliilité d'employer les fonctions fuclisieunes dans des questions d" A ri llnm'licpic. l.'ap|ilication inverse de TArithmétique à la théorie des fcmctions fuclisiennes est au moins aussi féconde.
L'analogie des fonctions fnchsiennes et des fonctions elliiihipies est l'-videnle; les premières ne changent pas cpiaud l'argument sulùl une substitution linéaire appartenant à un certain groupe, de même ipic les secondes ne changent pas quand l'argument augmente de certaines périodes. Il y a cependant une propriété des fonctions elliptiques qui ne s'étend pas immédiatement aux fonctions fuchsiennes, c'est le théorème d'addition.
Si l'on augmente Targumenl d'une transcendante ellipli(|ue d'une (juanlilé qui ne soit pas une période, il y a uncrehition algébrique entre l'ancienne et la nouvelle valeur de la transcendante. Si donc V(z') est une fonction elliptique, il y aura une ivlatioii algé])ri(jue eiiir<' F(r ) et F(:; + h), h étant une constante.
Voici quelle serait la générahsalion la plus naturelle de celte propriété. Soient F(^) une fonclion fuchsienne, S une substitution linéaire n'apparlenanl pas à son groupe. 11 devrait y avoir une relation algébricjue entre F(::) et F(::, S). (Je désigne par ^S, selon l'habitude, ce que devient z quand on applique à cette variable la substitulion S.) Il est aisé de voir que cette propriété ne peut subsister pour luti/e.s- les sujjstitulions fuchsiennes S, c'est-à-dire pour toutes les substitutions linéaires S qui n'altèrenl pas le cercle fondamental. D'autre jiail. il
Jotini. de Math. {'^' série), lome III. ~ l"asc. IV. i88;. ()0
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arrivera, en général, (jue celle propriété n'apparliendra à aucune suljslilution fuchsienne; ce n'est donc cjue pour certaines fonctions fuclisicnnes exceptionnelles qu'elle appartiendra à quelques substitutions fiiclisiennes.
A ce double point de vue, on peut dire que le théorème d'addilioa «les fonctions elliptiques ne s'étend pas, en général, aux fonctions fuclisiennes.
Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuclisiennes j)articulières F(:r), il existe une infinité de substitutions S, telles que V(z-) et F(r, S) soient liées par une relation algébrique. 11 est clair ipie, dans ce cas, ces substitutions S formeront un groupe.
Oui' l'aul-il pour qu'il en soit ainsi"? Soit G le groupe de la fonction !■'(:). La fonction F( r. S) sera aussi une fonction fuchsienne, et son groupe sera le transformé de G par la substitution S, c'est-à-dire S"'GS. Si les deux groupes G et S"' GS sont commensurables entre eux, leur groupe commun g sera un sous-groupe d'indice fini pour chacun d'eux. Ce sera donc encore un groupe fuchsien. Mais alors on peu! regarder F( j) et F(;, S ) comme les fonctions fuchsiennes admettant le groupe g. Ces deux transcendantes seront donc liées par une relation algébrique.
D'où la conclusion suivante :
Pour qu'il y ail uitc i-rlalioii algébrique entre une fonction fuchsienne V{z) de groupe (i et sa transformée F(;, S) par la substitution S, il faut et il suffit que les deux groupes G et S"'GS soient coniinensurables.
^^' citerai li'abord un pi'emier exemple siu' Icfpiel je ne m'arrêterai pas. Soient (ï un groupe fuchsien et g un second groupe fuchsien, sous-groupe du premier; soit F( ; ) une fonction fuchsienne de groupe ^i,''. Soit enfin S une substitution appartenant à G, mais non à g. Je dis qu'il y aura une relation algébrique entre F(:;) et F(r, S).
Soit, en efi'et, *!'{:;) une fonction fuchsienne de groupe G; nous pourrons la regarder aussi comme une fonction de groupe g-^ elle sera donc liée algébriquement à F(:;). Mais nous pourrons de même regarder *!'(-) comme une fonction fuchsienne de groupe S~'^S, puisque
LES FONCTIONS iUClISlKNNES KT l"aIUTIIM KTIi^lf K. /jCi
S-'^'S osl aussi un sous-groupc do G. Donc <!'(:; sera aussi liée alj;.''hriqucmonl à F(z, S). Cela prouve que F^;) et F(;, Sj sonl liées algél)nqueniriii l'une à l'autre.
Les sui)stitulions S fonnenl, dans ce cas, un groupe (i qui est diseonlinu. Aussi ce premier exemple n'olTre-t-il jjas grand intérêt. \ou> le laisserons donc de côté pour ne nous occuper (pie des cas où les suhslilulions S, telles que F(;) et F(:r,S), soient liées algébriquement, forment un groupe continu.
C est ce que nous observerons dans un second exemiili'. à savoir quand V(z) se réduit à la fonction modulaire J. Le groupe de celte fonction se conqiose alors de toutes les substitutions
fZ -h
où a, [i, Y, S sont quatre entiers, tels que
Nous savons qu'il y a une relation algébrique entre F{z) et pf- ); c'est celte relation algébrique qui est bien connue sous le nom à'équation modulaire dam la tbéorie de la transformation des fondions elliptiques.
Vérifions que le groupe G, formé des substitutions
où a, p, Y, 0 sont entiers, est bien commensurable avec son Iranstormé S~' GS par la substitution
S = où n est entier.
En effet, le groupe S-'GS est formé des substitutions
où a, |3, Y, 0 sont entiers el tels que y.o — ^y = ' •
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Le groupe comnuin g aux deux groupes G et S^' GS est alors formé des substitutions
où X, ^, Y, 0 sont des entiers satisfaisant aux conditions
aS— Py=i, y^o (modn).
("est donc, par rapport à G, un sous-groupe à congruences et par conséquent un sous-groupe d'indice fini. c. q. f. d.
Pour la même raison, on a une relation algébricjue entre la fonction
modulaire V( z) et F(^ j,^ et n étant deux entiers premiers entre
eux.
Plus g-énéralement, je dis qu'il y aura une relation algébrique entre
la fonction modulaire F (^ s) et F ( -^ --,],a, b, c et t/ étant des entiers quelconques.
Gar la substitution
où <7, b, c, d sont des entiers quelconques, peut toujours être regardée comme la résultante de plusieurs autres de la forme
ou de la forme
(-'TT-rs) ^" «^-?Y=G
(z,pz) ou {^=-,-,ij-
I/enscndile des substitutions S, telles que V(z) et F(:;, S) soient liées algébriquement, forme donc un groupe continu.
Jusqu'à présent cet exemple était isolé, mais nous sommes maintenant à même d'en citer une infinité d'autres.
Envisageons une forme quadratique indéfinie F à coefficients entiers et reprenons les dénominations du § II. Considérons le groupe reproductif de F formé de toutes les substitutions à coefficients qucbonques
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qui n'allrri'iit pas cello foniio, cl le gToujn' jn iiicipal de F furmr ditoutes les substitutions à coefficients entiers ([ui u'allérrui pas celte tonne. A toute subslilulion du groupe reproductif correspondra une substitution fucbsieniie et au groupe principal de F correspondra un groupe fuclisicu G c]ui sera le groupe fuclisien j»rincipal de F.
Soit/(j) une des fonctions fuchsiennes engendrées par le groupe (i.
J'envisagerai également les substitutions du grou[)e reproductif qui ont des coefficients //•«r//o////(7//Y'5 (ce sont celles que nous avons étudiées dans le § 1\ ), les substitutions fuchsiennes correspondantes et le groupe F formé par ces substitutions fuchsiennes et qui sera un groupe continu.
Soit S une substitution fractionnaire du groupe reproductif de F; soit s la substitution fuclisienne correspondante appartenant à V. Vax vertu des lemmes II et \\ du § III, le groupe principal de F sera commensurable avec son transformé par S.
Donc G sera commensurable avec son transformé jiai s.
Il y a Jonc une relation algébrique entre
f(z) et f(z,s\
s étant une substitution quelconque du groupe continu V.
Les fonctions fuchsiennes arithmétiques jouissent donc, comme la fonction modulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction modulaire n'en est d'ailleurs qu'un cas particulier et on TobtiiMit en prenant, pour la forme quadratique F,
1XZ.
Amsi il y a une propriété cjue Ion peut regarder comme la généralisation du théorème d'addition, si l'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la générahsation des fonctions elliptiques, mais que l'on peut aussi regarder comme la généralisation de la transformation, SI l'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la généralisalion de la fonction modulaire.
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( ]('llo propriété n'apparlient pas en général à loulcs les fondions fuchsiennes; mais elle appartient aux fonctions fuchsiennes arilhméliques.
Cela peut faire concevoir l'espoir fjne ces transcendantes arilliméli(pies rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algél)rif(ues, des services analogues à ceux qu'a rendus la f(inction modulaire dans l'étude de l'équatiiju du cinquième degré.
l'iiris, iS iriars iSS-.
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Les fonctions fiulislcnnes et l'équation A//::=:r"; Par m. h. POIINCARÉ.
I. — Introduction
Considérons une équation (Hiïérentiello linéaire de la forme suivante
"" ?("^'>'^ ""^t ""if fonction rationnelle de deux variables x <^l y liées par une relation alijébrique
L'équation (i) admettra un certain nombre de points singuliers qui seront les infinis de la fonction rationnelle 9: pour chacun de ces points singuliers on pourra former Téquation déterminante.
Pour que .r puisse être une fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut d'abord que la diirérence des racines de chaque équation déterminante soi I l'inverse d'un nombre entier. Mais cette condition n'est pas suffisante.
Nous dirons «[uc deux équations de la forme (\) appartiennent au même type :
I" Si la relation (2) est la même pour ces deux équations; 2° Si les infinis de la fonction o sont les niènies;
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3° Si, pour chacun de ces infinis, les équations déterminantes sont les mêmes.
La question suivante se pose alors.
Dans un type quelconque (pourvu que la dilTérence des racines de chaque éc|uation déterminante soit Tinverse d'un entier), y a-t-il toujours une équation fuchsienne, c'est-à-dire telle que x soit fonction fuchsienne du rapport des intégrales?
Cette question est d'une importance capitale dans la théorie des fonctions fuchsiennes; mais elle est extrêmement difficile; on voit assez aisément que, dans un type quelconque, il ne peut y avoir plus d'une équation fuchsienne; mais il est plus difficile d'établir (ju'il y en a toujours une.
La première démonstration qui ait été donnée est fondée sur ce qu'on appelle la iniHUode de continuité. Nous y avons été conduits, M. Klein et moi, d'une façon indépendante. Dans mon Mémoire sur les groupes des équations linéaires, inséré dans le Tome 111 des Acta mafheniolica, i'a'i insisté sur les ressemblances et les différences des résultats de ÎNI. Klein et des miens et j'ai donné en même temps un exposé complet de la méthode; je n'ai plus à y revenir. Je crois être arrivé à donner à cette méthode une forme parfaitement rigoureuse, mais elle n'en reste pas moins extrêmement compliquée et a un caractère indirect.
Peu de temps après, la Société royale des Sciences de Gôttingen attira l'attention des géomètres sur une autre manière d'aborder la question, en proposant comme sujet de concours l'intégration de l'équation
lu = c".
L'intégration de celte équation conduirait en effet directement à la solution du projjlème qui nous occupe.
La question posée par la Société de Gôttingen fut résolue par M. Picard dans un Mémoire inséré au Journal de Jordan (1890") et complété par une Note des Comptes rendus (Tome C^L^ 1).
La solution proposée par ^L Picard consiste à intégrer d'abord l'équation dans un contour assez petit et à étendre ensuite le résultat à un contour quelconque par la méthode alternée de M. Schwarz.
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On peut revenir sur la question et cherchera se passer de ce détour. C'est ce que je me propose de faire ici.
Je me bornerai dans ce Mémoire aux fonctions fuchsiennes des première, deuxième et sixième familles, c'est-à-dire à celles qui n'existent qu'à l'intérieur du cercle fondanienlal. Le polygone \\„ qui enf;endri' la l'duiiion fuclisienne est alors tout imiIIl'i- à l'intérieur di^ ce cercle; il a un certain nombre de sommets se répartissant eu un certain nombre de cycles.
Mais parmi ces cycles nous distinguerons :
1° Ceux de la première espèce où la somme des anj^les est égale à
2° Ceux de la seconde espèce où la somme des angles est égale à
— ) n étant un entier plus grand que i;
3° Ceux de la troisième espèce dont tous les angles sont nuls.
Nous ferons une étude particulière des fondions fuchsiennes de la première espèce^ où tous les cycles des sommets sont de la première espèce; nous étendrons ensuite nos résultats aux autres fonctions fuchsiennes.
II. — La fonction
Nous emploierons les notations suivantes :
Soient Z et Z' deux variables complexes liées par une relation algébrique
correspondant à la relation (2) du paragraphe précédent. Soit
Considérons ensuite les quantités
Z„ = X-/Y. Z;, = \ -/Y' imaginaires conjuguées de z et Z'. Elles seront évidemment liées par
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une rolalion
{■?.bis) /„(Zo,Z;,) = o
où J\ esl un polynôme dont les coefficients sont imaginaires conjugut's de ceux de/'.
Supposons maintenant que Z et Z' soient des fonctions fuchsienncs
de la variable complexe
; = X -1- iy.
Alors Z„ et VJ^ seront des fonctions fuchsiennes de la variable conjuguée
Le cercle fondamental aura pour équation
j?° +/- = 1 ou bien
Cela posé, supposons que la variable Z décrive dans son plan un arc infiniment petit ^/S, et que la variable :: décrive dans le sien laïc inliment petit correspondant. Soit cis la longueur de cet arc décrit par- c. longueur évaluée au point de t>ue de la géométrie non euclidienne, c'est-à-dire ce que j^ù appelé la L de cet arc dans mes Mémoires du Tome I des Acta nialhentatica. On auia
t/S = sWZrfZ„; ds = ^-^^^^-
Soit
une substitution du groupe fuchsien. Quand la variable ; décrira lare
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cousidon- doiil la i. csl (/.v. la variahlo C décrita un aie d<uil la L
sera encore r/.s; et la variable
qui sera encore êgalr à / dr-i rira un arc donl la longueur sera encore f/S. Le rapport
dS ds
Il est donc pas altéré par les suljslitulion.s du ,:;roupc t'uclisien ; c'est ilonc uue fonction uniforme de Z, Z', Z„, Z'„. Posons alors
,j"—'Jf: — l!l ^, , _ -. \--^
d'où
// = ~ loi;^ - log ^ - 2log( I - z:.,).
Si Ion observe que Z est fonction seuleuieni de ; et Z„ de ;„, on trouvera
6/Zr/Zo - rfZ f/Z, f/;«'..„ — - ,/Z dZ, * ' "~ -*^"'' '•
ou enlin
f/ZrfZ„
Si l'on passe des variables Z et Z„ aux varial)les \ el "\ , on trouve
. d-it d-u , d-it
■SU = -rrr -H -^^ = j
d\'- d\' 'r/Zf/Z„
on ])ieu
Pour que la fonction a cesse d"ètre finie il faul que fun des fa.i.'uis
dz rf£o ^
rfZ' dZ,' ' soit nul ou infini.
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Le facteur i — zz^ no peut jamais être infini; si la fonction fuchsienne est de la première famille, c'est-à-dire si le polygone Rg n'a pas de cycle de la troisième espèce, le facteur i — ;;„ ne peut pas non plus devenir nul, parce que le polygone Ro n'a aucun point sur la circonférence du cercle fondamental.
Si, au contraire, le polygone R^ a des cycles de sommets de la troisième espèce, le facteur i — zz„ ne peut devenir nul (pi'eu un sommet appartenant à l'un de ces cycles.
En dehors des sommets appartenant aux cycles de la troisième espèce, la fonction ii ne peut donc cesser d'être finie que si l'un des facteurs
ds ci:,) Sz' TiT,
est nul ou infini. Comme ces deux facteurs sont imaginaires conjugués, ils deviendront nuls et infinis en même temps.
La condition pour que u cesse d'être fini, c'est donc que
dZ dZ
-^ = o ou -^ = ce.
dz dz
On aura -7- = o dans deux cas :
dz
1° Aux sommets de R„ qui appartiennent à un cycle de deuxième ou de troisième espèce; nous y reviendrons. 2." Si Ton a à la fois
c'est-à-dire si la tangente à la courbe /(Z, Z) = o est parallèle à l'axe desZ'.
Si le point correspondant n'est pas un point double de la courbe y =r o, on aura
dZ' - '^'
mais on n aura pas
df
dL = "'
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ni, par conséquent.
Si, alors, on pose
r/s =Nf/zv/z;
c"esl-à-clire si u' est la l'onction (pii joue, par ia[)porl à Z', le même rôle que // par rapport à Z, celle nouvelle fonction //' ne deviendra pas infinie au point correspondant.
Supposons maintenant que le point considéré soit un point double de /"^ o; on aura alors à la fois
<yz _ dZ' _
(/:■ dz
Mais posons
R étant une fonction rationnelle de Z cl de Z'; nous pourrons choisir cette fonction R de telle façon que Z" prenne des valeurs diUerentes au point double sur les deux branches de courbe qui s'y croisent. Dans ces conditions, on n'aura pas
el, par conséquent, si u" est la fonction (jui joue par rapport à Z' le même rôle que // par rapport à Z', u" ne deviendra pas infinie au point correspondant.
On peut d'ailleurs toujours supposer que la courbe /'== o ne présente d'autre singularité que des points doubles ordinaires. Si, au contraire, le poinl r était un sommet de Rj, appartenant à un cycle de deuxième ou de troisième espèce, toutes les dérivées
JZ dV dT' -dl' -d^' 717
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seraient nulles à la fois et toutes les fonction s
U, U\ II
(leviondraieut infinies à la fois.
.'»" On aura
dZ
quand on aura Mais si Ton pose
et si //" est la fonction (jiii joue par rapport à Z" le même rôle que u par rapport à Z, on aura
et, par conséquent, on n'aura ni
dTi" .17? = "' ni
Imi résumé, si la fonction fi/c/isipnne est de première espèce, c'csl-à-dire s'il n'y a pas de cycles de deuxiètne et troisième espèces, les fonctions
II, II' , II
ne peuvent devenir inpnies à la fois.
Dans le cas général, ces fonctions ne pourront devenir infinies à la fois qu'aux dilTérents sommets des divers cycles de deuxième et de troisième espèces.
l'-xa minons maintenant ce qui arrive eu un somme! d'un cycle de deuxième espèce.
Si la somme des andcs du cycle est — et .si a est un soivniiei de deuxième espèce et A la valeur correspondante de z, la fonction,
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fuclisiennc
sora drvoloppable suivant les ])uissanccs de z — a, cl le développement commencera [lar un terme en (:; — a)". Le développement do
-j^ commencera donc par un terme en (z — a)"~' ; il vient donc
lon(Z - A) = n log {z - a)-h Q,
log^ = («- i)log(- -a)-h(y,
Q et (V restant finis pour r =: a, et, par conséquent,
i«s^?" = V^'os(Zo-A„)+():,
et enfin
()", Qg et q restant finis pour ^ = a. J'ajoute que q est développable suivant les puissances de Z — A, Z^ — A^, \/(Z — A)(Zo — A,,).
Passons aux sommets d'un cycle de troisième espèce; on aura alors dans le voisinase de ce cvcle
r^ = ']'(Z) + Mog(Z-A),
b étant une constante et ]/ une fonction développable suivant les puissances de Z — A. On tire de là
dz d'où
Ino
dz
log;7T = log(,Z - A) - 2 log (z-a)-h Q,
Q désignant une quantité qui reste finie pour z ^ a.
Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. II, 1898. '9
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On aurait, de môme,
log-rr" = log-(Z„- A„)-2locr(;„-flo) + Q„,
Q„ restant lini pour z ^ a\ comme le sommet a est sur le cercle fondamental, on a aoo ^ i et, par conséquent,
,/ = — 2 lo"- Z — A + 2 log '— -^^^ -^ -I- r/,
5» restant fini pour z =-- a.
Observons maintenant que Ton a identiquement
z.z„— aa„ a (?„
(; — rt)(-o— «o) ; — fl - — «0
= ab\og{Z - A) 4- aj>, log(Z„ - A„)+ 7',
y' restant fini pour z ^ a.
Mais il est aisé de vérifier que le produit ab doit être réel, de sorte que
et
zz„— aa„
= 2ab lot;' I Z — A I + 7' = I02: 1 Z — A 1 c''° ,
y" restant fini pour z = a.
Nous trouvons donc enfin
;/ = — 2 log 1 Z — A I — 2 log log I Z — A I — -iq" + q.
Plus précisément, nous aurons
?/ = — 2 log I Z — A I — 2 log (log , Z — A I + ■]/) 4- 9,
'I et o étant holouiorplies en Z — A et Z„ — - A^.
Ainsi donc :
1° Dans le voisinage d'un sommet de la deuxième espèce, la dillV'rence
Il H lo"- z — A
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reste finie, ou plus cxactcraenl, toutes les dilTérenccs
u H lofflZ — A . u -\ locf Z — A ,
„"+iiLp2log|Z"-A"|
ne peuvent pas devenir infinies à la fois.
2" Dans le voisinage d'un sommet de la troisième espèce, toutes les différences
u -\- 1 log I Z — A I + 2 log log I Z — A |, u' -\-i log I Z' — A' I -I- 2 log log I Z' — A' I , «"+ 2 log|Z"— A"| + 2 log log I Z" — A"|,
ne peuvent pas devenir infinies à la fois.
Il importe de se rendre compte de la raison de cette différence entre les sommets de la deuxième et de la troisième espèce.
Soit p- = X- -I-JK^) <^t- supposons, pour simplifier, que u soit fonction de c seulement; Téquation
peut alors s'écrire
^ ^ ap^ p do
Supposons que l'on veuille intégrer par approximations successives de la façon suivante ; nous prendrons
cP Un I du a
rfpî ^ p dp "'
dp- p dp '
d- 1!., I du^ n / „ -X.,, „ \
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Bornons-nous aux deux premières approximations; nous aurons, par exemple,
L'expression de «, devient illusoire pour p z= — 2, et l'on peut eu conclure que l'équalion ( '\) ne peut avoir d"intéc:rale de la forme
w = — 2 logp -1- c, (■ restant fini pour p := o; elle en a une, au contraire, de la l'oiine
Il := p loop 4- V si p n'est pas égal à — 2.
Kn revanche, réquation (4) admet [loui' intégrale
u =L — 1 logp — aloglogp — log4.
Je me contenterai de cet aperçu c|ui suffit jiour faire comprendre la dillérence entre le cas des sommets de la deuxième espèce qui correspond à. p dilTérent de — 2, et celui des sommets de la troisième espèce qui correspond à p ^^ — 2.
La variable z est le rapport des intégrales d'une certaine équalinn fuchsienne
(jui correspond à Técpiation (i) du paragraphe précédent. Si le « type » de cette équation est donné, on connaîtra : 1" La relation algéjjrique
2° Les valeurs A de Z cjui correspondent aux divers cycles de sommets, soit de la seconde, soit de la troisième espèce;
3" Le nombre entier 11 relatif à chacun des sommets de la secuuile espèce.
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III. — Surfaces de Klein
M. Klein a imaginé un mode de représentation des fonctions algébriques dont l'emploi peut nous cire utile.
Considérons une courbe jilgébrique définie par réqualion
(2) yxz,Z') = o.
On peut construire une surface fermée, et de telle façon qu'à tout point réel ou imaginaire de la courbe (2) corresponde un point réel de la surface et un seul. Cependant, ;'i un point double de la courbe ( 2.) correspondront deux points réels de la surface, appartenant respectivement aux deuy branches de courbe qui se coupent au point double.
Nous supposerons, d'ailleurs, que les coordonnées du point de la surface sont des fonctions continues des coordonnées du point correspondant de la courbe, et même que ces fonctions continues ont des dérivées de tous les ordres.
Les surfaces de Riemann ne sont que des cas particuliers des surfaces de Klein; une surface de Klein se réduit à une surface de Riemann quand elle est infiniment aplatie et réduite à un certain nombre de feuillets appliques sur un plan.
Mais nous devons faire une distinction et séparer les surfaces de Klein isotropes des surfaces de Klein anisolropes.
Lue surface de Klein sera dite isolropc si le mode de correspondance entre les points de la courbe et ceux de cette surface est telle que la représentation du plan des Z sur la surface de Klein soit une représentation conforme. Aux différents points du plan des Z correspondent différents points de la courbe (2) et, par conséquent, différents points de la surface de Klein; cette correspondance définit une transformation d'une région du plan des Z dans une région de la surface de Klein; pour que la surface de Klein soit isotrope, il faut que celte transformation conserve les ansles.
Nous pourrions ne nous servir que des surfaces isotropes; les travaux de MM. Scbwarz et Klein permettent, en effet, d'affirmer que
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les difTércnls points d'une courbe algébrique quelconque peuvent toujours être représentés sur une surface de Klein isotrope.
Mais il est préférable de ne pas s'imposer celte restriction, ce qui ne compliquera pas beaucoup notre analyse; et, en eifel, on sera dispense de s'appuyer sur le théorème que je viens de citer et dont la démonstration est assez longue.
Au contraire, on peut pour ainsi dire regarder comme évident que, si l'on se donne une courbe (2) quelconque de genre p et une surface fermée quelconque ip + i fois connexe, on peut faire correspondre d'une façon univoque les points de la courbe à ceux de la surface.
Ainsi l'on pom-ra faire correspondre d'une façon univoque les points réels d'une sphère et les points imaginaires d'une courbe unicursale quelconque; ou bien les points réels d'un tore et les points imaginaires d'une courbe de genre i quelconque.
Précisons la nature de la correspondance.
Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que la courbe (2) n'a d'autre singularité que des points doubles ordinaires et qu'elle se comporte régulièrement à l'inlini, c'est-à-dire que ses directions asymptotiques sont toutes distinctes et non parallèles aux axes.
Cela posé, soit M un point de coordonnées courantes sur la surface, correspondant au point Z, Z' de la courbe ; soit P un point de la surface de Klein, correspondant au point
de la courbe.
Si la distance MP est très petite et si au point
on n'a pas
df
la distance MP est du même ordre de grandeur que | Z — A |.
Si, au contraire, on a
df
mais SI 1 on n a pas
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la distance MP ne sera pas du môme ordre de grandeur que | Z — A ; elle sera, en général, du inéuie ordre de grandeur que le carré de I Z — A I el en tout cas du uièuie ordre de grandeur (juc | Z' — A' |. Si l'on a à la fois
(ff _ ^ _
dL ~ du ~ '^'
c'est-à-dire si le point Z = A, TJ = h! est un point double de la courjje (2), la distance MP ne sera plus du même ordre de grandeur que I Z — A I ou que | Z' — A' | ; mais nous pouvons poser
Z"=ll(Z,Z'),
R étant une fonction rationnelle de Z et Z' dont le numérateur et le dénominateur s'annulent au point double.
Si A" est l'une des deux valeurs que prend Z" au point double el celle précisément qui correspond au point P, la distance MP est du même ordre de grandeur que | Z" — A" |.
Si enfin le point P correspond à un point à l'infini de la courbe (2),
la distance MP est du même ordre de grandeur que y •
Considérons maintenant une fonction u des coordonnées du point M ; le point M correspond à un point du plan des Z dont les coordonnées sont X et \ , parties réelle et imaginaire de Z. Alors u est aussi une fonction de X et \ .
Soient f/S un arc infiniment petit dans le plan des Z et dn l'arc correspondant sur la surface de Klein ; soient clQ. une aire infiniment petite dans le plan des Z et dbi l'aire correspondante sur la surface.
Par l'extrémité Z de l'arc (/S, je mène un arc infiniment petit ZZ, normal à d'èi et dont la longueur sera f/X.
Soit MM, l'arc infiniment petit de la surface de Klein correspondant à l'arc ZZ, et aboutissant, par conséquent, à l'extrémité M de l'arc di.
Supposons d'abord la surface de Klein isotrope ; alors, si j'appelle du la longueur de l'arc MM,, l'arc MM, sera normal k di et l'on aura
(1rs <ys du> _ / d-! y
lïTi ~ d\' ÏÏTî ~\ds) ■
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Soit II la valeur de la fonction u au point M, ou ce qui revient au
luènic point Z et
du , du ,^T
Il -\- -r un = Il -\- -— rflN dn c/N
sa valeur au point M, ou, ce qui revient au même, au point Z,. On aura
du , du ,r,
an ct^
Le théorème de Green, appliqué dans le plan des Z, nous donne
(3) fiiuia=.f'^ds,
ou en considérant deux fonctions u et c,
(4) /..«rfû =/4v's -f(^ s - :^ ^)''^-
Les intégrales sont étendues soit à tous les éléments dû. d'une certaine aire plane, soit à tous les éléments dS du contour qui limite cette aire. Les fonctions u et v sont supposées continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre.
Posons maintenant
Du = àii -ret
^du t/i' du dv \ dd
de telle sorte que
Les équations (3) et (4) deviennent alors
{•ibis) Jï)udtO=j''.^^d'J,
(4 bis) fr Du </,,, = f^'—d'y ^ fE(ii, v) d(o.
LES FONCTIONS FICIISIENNKS ET l'ÉQIATION \u = c". î.)3
Ces r([uali(>iis reprosenlciit le lliéoirnio de Cn-ooii rlciulii à la Miilace do Kloiii; mais la première est susceptiiilc d'une interprétalion pliysiqiie remarquable. Supposons que u représenlc la lcmp('raliire (l'uii
point de la surface; alors -^ représentera la déi'ivée de celle tempéralure esliméc suivant la normale à l'arc (h.
Si la surface est supposée couduelricc et cpi'eile soil liomop^ène et isotrope au point de vue de la conductibilité caloriTupie, le produit
du ,
ail
représentera le flux de chaleur qui traverse rélémcnt dn pendant l'unité de temps, pourvu que l'on choisisse convenablement les unités.
L'intégrale
du , du
représente alors la quantité do chaleur (jui entre dans Taiio f d(x, à travers son contour.
L'expression D«^/co représente donc la ([uantité do chaleur cédée à l'élément de surface cko par les éléments voisins de la surface.
Supposons maintenant la surface de Klein anisotrope.
D'abord l'arc MM, ne sera plus normal à l'arc th.
Si l'on considère sur le plan des Z un cercle infiniment petit avant pour centre le point Z, la figure correspondante sur la surface de Klein sera une ellipse infiniment petite, ayant pour centre le point M. Alors les tangentes à l'arc MM, et à Tare r/o- seront deux diamètres conjugués de cette ellipse.
Nous n'aurons plus alors
mais nous pourrons poser
MM, _ f/î
an -
et nous aurons
MM
dS a' du
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a! et h' étant les longueurs des diamètres conjugués de noire ellipse qui sont dirigés respectivement suivant les tangentes à MM, et à f/cr. Ayant ainsi modifié la définition de du^ nous aurons
du , fht .^
Nous conserverons les définitions de Dz/ et de l">(z/, f ) et nous retomberons sur les équations (3 his^ et (4 his^.
L'interprétation physique subsiste; si, en eflet, la surface est supposée conductrice, mais que la conductibilité ne soit pas isotrope, le llux de chaleur (|ui traverse Télémenl di sera encore représenté par le
produit
du ,
la définition de du ayant été modifiée connue nous venons de le liire. L'équation (3 bis^ entraîne comme conséquence
j'Da d(.o = o,
(piand l'intégrale est étendue à la surface de Klein tout entière et, en effet, cette surface est fermée.
L'interprétation physicjue de cette équation est évidente : la conductibilité de la surface amène des échanges de chaleur entre ses diverses parties, mais ne peut altérer la quantité totale de chaleur que po.«sède la surface entière.
IV. — La fonction L
.Nous considérons diverses quantités
Z, Z, Z' toutes fonctions rationnelles de Z, Z', et les fondions correspondantes
telles qu'elles ont été définies dans le § IL
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Posons iiiaiiilciiaiil
e^ = e"-rail)
()ii en conclurait, si la surface de Klein élail isolrope,
Dans tous les cas on aura égalcmenl
Taire diï étanl Taire du plan des Z' qui correspond à Taire c/Ll du jilan des Z; et, en effet, Ton a
^ ~ rfS^' ^' ~ d6'-'' du' " dS"'
On aurait de même
dni
La dcfutllion de la fonclioii U est donc indépendante du choix de la fonction Z par/ni les diverses fonctio/is
Il vient alors
et enfin
Da = lu^ =Se"^ =«6''
DU = 8e^ + Dlog^;
comme D log ~ est une fonction connue que je puis poser égale à — *!>, je puis écrire
(i) DU = 8e'^^-$.
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La définilion de U ne dépendant pas du choix de Z, on devra avoir
— $ = D lo^ -^ = D log -7- = D log -^ = . . .
el par conséquent
^, du' ., du'
ce qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier.
Je dis maintenant que la fonction $ ne peut devenir iulinie. Eu effet,
elle ne peut cesser d"ètrc finie (pie si log -^ est iulini, c"esl-à-dire si
/j ^ oc ou -jTT, = o.
INIais il faudrait en même temps que
du log
ce qui entraînerait
/, ^ ^ ou -T7 = <•■
rtZ.
Il n'y a donc de doute que pour les points de la surface de Klein qui correspondent aux points à l'infini ou aux points doubles de la courbe
Mais il faudrait encore que pour toutes les fonctions Z " on eût
, du'
Or c'est ce qui n'arrive pas, pour un point à rinflni, si l'on fait
ni pour un point double, si l'on fait
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Ir iiiiiiK''raleur ot le dénominateur de R s'aniiulaiil à la l'ois au point
• IoIiIiIl'.
Lafonclioii'\><'sldoii(toiijoiii:sfiiiii'. c. q. f. h.
(JiiL' (liic iiiaiiitoiiaiil (II' la l'onction L .
Si on laisse de coté les points de la surface de Klein qui corres- |Hiii(liiil à iiii sommet de deuxième on de troisième espèce du polygone Ko, on poiiria trouver une fonclion /" ti'llc cpic
, , du" n et los:-r-
soient finis. T. a fonction U est donc finie.
Si la fonction fuchsiennc est de première eapèce. la fonction l sera donc finie sur toute la surface de Klein <-l file sera définie par r équation
Supposons maintenant que a soit un sommet de deuxième espèce de R„ et soient A, A', A" les valeurs correspondantes de Z, Z' et Z" et P le point correspondant de la surface de Klein.
Nous pourrons supposer que Ton a choisi la fonclion Z" de telle sorte que
^^ ^ resie fini; alors la dilTérenee
„" + lIlJ^l loo- 1 Z" - A" I et, par conséc|uent, la dilférence
U + ^i^i^l^logMP resteront finies.
Lne observation cependant; lorsque Z tend vers A", Texpression
„" + VL^l lojr I Z" - A" I
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tend vers une limite finie et déterminée; mais quand le poinl M se rapproche de P, l'expression
Il '^
(à moins que la surface de Klein ne soit isotrope) reste finie, mais ne tend pas vers une limite déterminée; sa limite dépend de la direction d,e la droite MP. Si p est le rayon d'un cercle très petit situé dans le plan des Z" et i le diamètre de l'ellipse correspondante de la surface de Klein dont la direction est la même que celle de MP, c'est l'expression
L H vos: ^
([ui Icnd vers une limite déterminée quand MP tend vers o. Posons
V" = II" H l0£^ Z" — A ,
il A'iendra
Ac" = Au" = 8e"" 5^ = 8^"" 1 Z" - A" 1^ —■
On voit qui-' la fonclion v" satisfait à une équation de la forme
où 0 est une fonction donnée, conslammcnl positive, mais devenanl infinie pour Z" = A".
Posons maintenanl
c = e --T- ■ dut
Si nous conservons aux lellres 0 et O leur sit^iiification
0 = 81Z"-A"|'"^; <P^-lMo'j~,
\ I ' ~ do)
il viendra
DV = Oe'-$.
T.ES FONCTIONS FUCIISIENNES ET l'ÉQIATION A?/ = ''". i5()
Au poinL P (correspoiulaiil au point Z" —. A"), la fonclion 0 dcvicri- (Ira inliiiic, mais V cl <!> rcslcront finis.
lùivisagcons do mômo un soniniet ch,' la lioisiénu' csprcc; nous choisirons u" (l<> li'll<" l'aron que
u" + 2 log I Z" - A" I 4- 2 log- log- i Z" - A" !
rcstp fini l't nous poserons
p" = u" + 2 log I Z" - A" I -H 2 log log I Z" — • A" I , 0 = 8 I Z" - A" 1^- log-- 1 Z" - A" |.
Nous aurons alors A." = A«"+ 2AiogloglZ"- A"| = f (8.«" - „/_^„|.,;..|,„_,,„|
et si nous posons encore
V ,„ du" e = e -7- >
flto
il viendra
4 diM
Nous sommes ainsi conduits à changer la définition de U. Nous poserons
U = M + log^ + A,
où h est une fonction uniforme rpii reste finie en tous les [)oints de la surface de Klein, sauf aux points qui correspondent à des sommets de deuxième ou de troisième espèce de Ro.
En un sommet de la deuxième espèce, la différence
h - vi^z:l loo- 1 Z" - A" I
devra rester finie; en un sommet de troisième espèce, la dilTérence
h -7. log I Z" _ A" I - 2 log log I Z" - A" I
devra rester finie.
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Nous pourrons toujours choisir la fonction h de façon à satisfaire à ces conditions et même de telle façon que la fonction li en dehors des sommets de deuxième et de troisième espèce, cl les fondions
// - ^^^ log I Z" - A" I ; A - 2 log I Z" - A" j - 2 log log- [ Z" - A" |
dans le voisinage de ces sommets, cjue ces diverses fonctions, dis-je, aient leurs dérivées de tous les ordres finies et continues.
Dans ces conditions La fonction IJ sei-a toujours finie et elle satisfera à l'équation
DU = Se'-e-'' + D log ^ -f- D/i,
o (7CO '
OU en posant
0 z= 8r-% - $ = D log ^ + DA,
à l'équation
(\ bis) DU=Oe"-$.
Les fonctions 0 et $ sont des fonctions données; la première est toujours positive, elle ne peut jamais s'annuler; elle ne })eut devenii infinie qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces; la fonction <I> ne peut devenir infinie qu'aux sommets de troisième espèce.
Aux sommets de deuxième espèce, 0 devient infini comme
Aux sommets de troisième espèce, 0 et <I> deviennent inlinies comme
(|Z"- A"|log|Z"-A"|)-=.
Le rapport
reste donc fini; la limite de ce rapport est d'ailleurs égale à
elle est donc positive.
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Ainsi, s'il y a des sommets de troisième espèce, 1<t fonction <I> peut devenir infinie, mais infinie {)Ositive; elle n'a donc ])lns de limite supérieure, mais elle a tuujoius une limite inférieure.
V. — Maxima et minima
La propriété fondamentale de l'expression Dm est la suivante : Si la fonction u est maxima, Dw est négatif; si la fonction u est minima, \)u est positif; ce qui signifie, au point de vue physique, qu'un point où la température est maximum peut céder de la chaleur aux points voisins, mais ne peut en recevoir.
Examinons la chose d'un peu plus près, et pour cela reprenons Téqualion (3 bis^ du paragraphe II[
(M>is) fDudoi=f~(h.
Si au point P la fonction u est maximum, dans le voisinage de ce point, les courbes u = const. seront de petites courhes fermées s'enveloppant mutuellement et enveloppant le point P.
L'intégrale j -j-d'j, prise le long d"unc de ces petites courbes, sera
(lu . . . „
toujours négative, car -p sera toujours négatif.
L'intégrale / Dmc^w, étendue à l'aire limitée par une de ces petites courbes, sera donc négative.
Il faut donc qu'à l'intérieur de chacune de ces petites courbes u puisse prendre des valeurs négatives et, comme je puis supposer cette courbe aussi voisine du point P que je le veux, on pourra trouver, aussi près du point P qu'on le veut, des points où Dm sera, négatif.
Si la fonction D« est continue, elle ne pourra pas être positive en P ; elle pourra s'annuler en P, mais à la condition qu'il y ait dans le voisinage de P des points où elle est négative. Il peut se faire que D« devienne infinie en P, mais toujours à la condition qu'il y ait dans le voisinage de P des points où elle soit négative.
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Il convienl toutefois de s'assurer que, si D« devient infini, Tintégrale
reste finie. C'est ce qui arrivera dans le problème qui nous occupe.
Nous avons vu que, aux sommets de la deuxième espèce, DU devient infini de l'ordre de
MP
J MPlog^MP
et Ton vérifie aisément (jue ces deux intégrales sont finies. Considérons alors l'équation
DU = Oe^'-«I>.
Je suppose que ô est toujours positif et ne peut s'annuler; je supposerai en outre que 0 et $ sont toujours finis (c'est ce qui arrive, comme nous l'avons vu, dans le cas des fonctions fuchsiennes de la |)remière espèce).
Enfin, je supposerai d'abord que $ est toujours positif et ne peu! s'annuler.
Alors Oettp, ne pouvant ni s'annuler, ni devenir infinies, admettront chacune un minimum 0^ et $o et chacune un maximum 0, et $, ; toutes ces quantités sont positives.
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D'autre part U', étant liiii, aura un niaxiuuim L', ol un uiiuiuuiui l „.
l'uur le maximum, un aura
DU < G
ol, [)ar conséquent,
ou a fortiori.
l'our le minimum, on aura
DU > o,
doù
ou a fortiori
La fonction U satisfera donc toujours aux inégalités
(i) lo^^«I>„ - log 0, < U < logO», - log 0„.
On peut obtenir des limites plus rapprochées en considérant le ra[)port -; les inégalités
Oc"'— (p<o, Oe'^'-(I»>o
moulrcul ([ue c^ reste toujours compris entre le minimum et le maxi-
1 * mum de - •
Ce résultat serait illusoire si $ n'était pas toujours positif. Supposons maintenant que $ soit toujours positif, mais quon puisse trouver une fonction t], telle que
(I) + Dv] soit toujours positif.
Posons alors
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l'équation devient alors
DV = Oe^e'-a>-DYi.
Les fonctions 6e^, cp + Drj étant toujours finies et positives, les résultats précédents peuvent s'appliquer, et l'on voit que e^ reste toujours compris entre le maximum et le minimum de
* -t- Dr,
Oc-1
Si donc y]u et y], sont le minimum et le maximum de •/], et si '(„ et 'Ç, sont le minimum et le maximum de
<!> + Dr, on aura
(2) (:„e1»-^<r>^■<(:,rA-'^».
Si 0 et $pcuvcnl devenir infinis, les résultats précédents subsistentils? Dans les cas dont nous aurons à nous occuper, G ne pourra devenir infini qu'aux sommets de deuxième et de troisième espèces et (I> aux sommets de troisième espèce.
Dans tous les cas, l'expression
restera finie et déterminée ; cette expression devra être négative pour les maxima (sans quoi DU ne pourrait devenir négatif dans le voisinage du point correspondant au maximum) et positive pour les nîinima.
Si donc $ est toujours positif, casera toujours compris entre le
maximum et le minimum de - •
Si $ n'est pas toujours positif, mais si $ -t- Dy] est toujours positif, les inégalités (2) subsisteront.
Envisageons maintenant l'équation
(4) . DV = Oe'^V-|.
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Soient V, et \ „ le maximum et le minimum de V ; on devra avoii
ce (|ui montre que V reste compris entre le maximum et le mininiuin du lapport
Comme Oc'^ est essentiellement positif et ne peut s'annuler, ce résultat reste vrai, soit que ^ soit constamment positif, soit que ■]/ puisse changer de signe.
Il reste vrai encore et n'est pas illusoire, quand 0 et même quand -L
peuvent devenir infinis pourvu que le rapport ^ demeure fini.
Je dis maintenant (jue l'équation (4) ne peut admettre deux solutions ; si elle en admettait deux, V et V, la différence V — V satisferait à l'équation
D(V- V') = Oe"^(V- V).
Cette équation est de même forme que (4), mais ^ est nul. Sont donc également nulles la limite supérieure et la limite inférieure entre lesquelles peut varier V — V, d'après ce (jue nous venons de voir. Donc
De même, l'équation
DL =Oc^-(I>
ne peut admettre deux solutions, car si elle en admettait deux, L' et U -I- ^ , on aurait
Si \ , et \ „ sont le maximum et le minimum de V, on devrait avoir
d'où
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ce qui entraine
VI. — L'équation D« = o
Je nie propose d'intégrer l'éqii.ition
où II est la fonction inconnue qui doit être finie et continue ainsi cjue ses dérivées des deux premiers ordres, et la fonction o qui est donnée. C'est comme si l'on demandait la température finale de chaque point de la surface, en supposant cju'elle ne cède pas de chaleur au dehors par rayonnement, mais que chaque élément r/w de la surface est le siège d'une source de chaleur produisant dans l'unité de temps une (juantité de chaleur — o r/co.
Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que
(2) /"of/w
l'intégrale étant étendue à la surface entière. En effet, nous avons trouvé plus haut
dto = G
fHii,
et, d'ailleurs, réf|uilibre thermique n'est évidemment possible que si la quantité totale de chaleur fournie par les sources est nulle.
Supposons cette condition ren)plie. Pour résoudre notre problème, nous allons introduire une fonction qui jouera le même rôle que la fonction de Green dans la théorie du potentiel.
Reprenons la courbe algébrique
(|ui est la même que la courbe (2) des paragraphes précédents.
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Considérons l'intégrale abélicnne (1) .] = f\{(Z,Z')dZ,
où 11 esl une loiictiDi) ralionni'llL- de Z et de Z'. Soient alors
quatre points analyticjues pris sur la courbe (3). Les deux premiers (Z„,Z'„), (Z,,Z' ) seront les limites inférieure et supérieure de Tintégrale(4).
Cette intégrale elle-même sera une intégrale abélienne de la troisième espèce admettant pour points singuliers logarithmiques les deux points analytiques (U„,U;), (U,,U;).
Donc, sauf aux points analytiques (Uo, L'^), (U,, U,), la fonction .1 sera holomorphe; dans le voisinage de (U„, U^), la dilTérence
J + log(Z,-U„)-log(Z„-U„)
el, dans le voisinage de (U,, U',), la différence
J-log(Z,-U,) + log(Z„-U.)
seront holomorphes en Z, et Z„.
Pour achever de définir l'intégrale (4\ nous supposerons que les parties réelles de ses o,p périodes cycliques sont nulles.
L'intégrale J ne change pas quand on permute les deux points analytiques
avec les deux points analytiques
(U„,ir), (u,,u;).
Cest le résultat bien connu dans la théorie des fonctions abéliennes sous le nom de Vci-taitscliung von Pairiinrter and ArgUDii'nt.
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Je désignerai par M, P, M,, P, les points de la surface de Klein qui correspondent aux quatre points analytiques
et par
la partie réelle de l'intégrale J.
On voit que
G, G + log'|i:^|, G
' I ^0 — Uj I
lOO'
seront des fonctions harmoniques de X et Y (si Ton poseZ, = X -t- /^ ), la première pour tous les points analytiques sauf pour Uo et U,, la seconde dans le voisinage de U;,, la troisième dans le voisinage de U,. Observons enfin que la définition précédente devrait être modifiée si l'un de nos quatre points analytiques venail en un point de la courbe (3) où
il conviendrait de remplacer alors par la fonction Z' la fonction Z (jui joue le rùle prépondérant dans notre définition ; ou bien encore si l'un des quatre points analytiques venait en un point double de la courbe (3); il faudrait remplacer Z par
P et Q étant deux polynômes entiers s'annulant tous deux au point douille.
Soient rhû ct^/co, deux éléments quelconques de la surface de Klein; soient M et M, les centres de gravité de ces éléments; soient P et P, deux points fi.ves quelconques sur la surface de Klein. Soit o, une fonction quelconque des coordonnées du point M,.
Considérons l'intégrale
(5) ('^y"G(M,P;M,,P,)o,rfo,,
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clondue à tous les éléments doi, de la surface de Klein. C'est une fonction des coordonnées du point M.
Je dis d'abord que celle intégrale est fuiie, si la foncliou o, est linie elle-même. El, en effet, la fonction G ne peut devenir infinie que si le point M, vient en M ou eu P (elle s'annule si M se confond avec P et. par conséquent aussi, à cause de la Vertauschuug, si M, se confond avec P, ); mais si M, vient eu M ou en P la fonction G devient inlinie lojjarithmiquement, de sorte que notre intégrale resle finie et déterminée.
Pour pousser l'élude plus loin, je divise la surface de Klein en deux régions, l'une S' réduite à une petite calotte entourant le point M, l'autre S " comprenant le resle de la surface et je pose
t' et f" représentant la même intégrale étendue respectivement à S' et S".
Je su|)pose que le point M ne se confond ni avec P ni avec P,.
Considérons d'abord rinlce-rale c"; si M, reste dans la résfion S" qui ne contient pas le point M, les trois distances MM,, MP, MP, restent finies et l'on peut assigner une limite supérieure à la fonction G et à chacune de ses dérivées.
L'intégrale
où H est une dérivée quelconque de G est non seulement finie, mais uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le procédé
de la différentiation sous le signe / et nous voyons d'abord que toutes les dérivées de v" sont finies.
Il vient ensuite
Dp"= rDG9,f/w,=ro, puisque
DG
Considérons maintenant r'; la portion S' de la surface étant très
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petite pourra être représentée d'une façon univoque sur le plan des Z
et nous aurons
dû, étant l'aire de l'élément du plan des Z correspondant à l'élément ir/co, de la surface de Klein et l'intégration étant étendue à tous les éléments^O, de la portion du plan des Z qui correspond à la région S'. Mais on a
G = log|Z, — U, I + H,
H étant une fonction harmonique de X et de V. Nous aurons alors
.■,=/log|Z,-U.|?,g«?i2,,
Nous voyons d'abord que l'on peut appliquer à l'intégrale p', le procédé de la différentiation sous le signe / , de sorte que toutes les dérivées de i-\, sont finies; d'ailleurs on a
Ar;=yAHo.^rfO, = o,
d'où
Di', = o.
Ensuite les propriétés du potentiel logarithmicjue nous apprennent: 1° Que v\ est fini ainsi, que ses dérivées des K premiers ordres, si o, est fini ainsi que ses dérivées des K — i premiers ordres; 2° Que
o et -7-^ représentant les valeurs que prennent cp, et -jy (juand w
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|ii)liil !\I, vient on M. On en conclut
Dt' =
En résumé, v est fini ainsi que ses dérivées des K premiers ordres si cp est fini ainsi cjue ses dérivées des K — i premiers ordres, et l'on a
Di=_2-9.
J'ai supposé que M ne se confondait ni avec P, ni avec P,.
Si M se confond avec P, G et p s'annulent.
Il me reste à faire voir qu'aucune singularité ne se présente quand M se confond avec P,, et pour cola je vais montrer que l'intéiirale r no dépend pas de la j)Osition du point P, .
Si nous remplaçons P, par un autre point Pj, c se change en
Puisque
je vois que p a augmenté de
J"G(M, P; P,, P,)?, '/eu, = G(M, P; P., P,)J 9, ./co,.
Or, cette expression est nulle à cause de la relation (2). Donc, r n'a pas changé. c. q. v. d.
En résumé, la solution de l'équation (1) nous est donnée par la formule
(()) « = -^y"G(M,P;M,,P,)9,f/co..
La solution donnée par l'équation (0) n'est pas unique; on peut évidemment y ajouter une constante arhitraire; à part cela, il n'y on a pas d'autre.
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Ce qui caractérise la solution particulière (6), c'est qu'elle s'annule au point P.
La solution (6) satisfait à une inégalité qui nous sera utile dans la suite.
Soient yj une fonction quelconque, toujours positive, et r, , la valeur de cette fonction au point M,. Soient
On aura évidemment
L'intégrale
?/|<(max.de|'}|) n
est une fonction de M; la fonction sous le signe /ne peut devenir infinie
cjue dans trois cas : i" si le point M vient en M, ; 2° si la fonction r^^ devient infinie ; 3" si le point M A-ient en P, .
Afin d'exclure ce troisième cas, je décrirai autour de P, une petite courbe fermée et je supposerai que le point M ne pénètre pas à l'intérieur de cette courbe fermée.
Lorsque le point M est voisin de M,, la fonction G devient infinie de l'ordre de logMM, ; en outre, je supposerai que la fonction •/], devient infinie en certains points A qui correspondront aux sommets de
la deuxième espèce, et cela infinie de l'ordre de M, A " ; je suppose qu'il n'v ait pas de sommets de la troisième espèce et qu'en tous les autri's points la fonction y], soit finie.
Alors l'intégrale
iGIr.if/w,
est finie et même converge uniformément. El, en effet, dans le cas le plus défavorable, c'est-à-dire si le point M coïncide avec un point A et
si M, est très voisin de INI, la fonction sous le signe / sera infinie de
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MM~logMM,,
et riiilégralc ne deviendra pas infinie. Nons p(jnv()ns donc assigner à celle inh'grale une limite ^' et écrire
(7) l"l<?X"'"^-ci'-lll)-
Celte inégalité est vraie pourvu que M ne pénètre pas à l'intérieiudelà courbe qui entoure le point P,.
Mais nous avons vu (pu: a m- dépend pas de la position du poliil !', el ne ciiange pas quand P, vient en P^; nous aurons donc
(:/'?>) IwK^S'ïniax.del'l ),
pourvu (pie M ne jiéuètre pas à l'intérieur (Fune pelile courl)e entourant Pj.
Si, alors, ^ est le plus grand des deux nombres |3' et ^", nous aurons
(8) |«|<;i(max. de|||),
quelle que soit la position du point M.
Ce résultat est vrai pourvu que la fonction r^ ne devienne jamais
infinie riue d'ordre 2 — - <^ 2.
C'est une condilioii à laquelle satisfail la Jonction f)e^ qaa/u! il
n'y a pas de sommet de troisième espèce.
VII. — L'équation D« = yj « — -p
Considérons l'équation
( I ) D;< = A-/j « — cp — A'|.
.le su[)poserai la solution développable suivant les puissances de "a et je la mettrai sous la forme
u = (u„-h Cp) -i-l(u, + c, ) 4- A-("oH- c.) -+-....
Les Ck sont des constantes et les «* s'annulent au point 1\ J'aurai la suite d'équations
(2) j D«, = ri(i<, + c,),
f D;<3 = Y](^^,-+-Co),
Pour que la solution soit possible, nous devrons avoir
ce qui nous donne la suite d'équations
C(, / Y] f/o) ^ / 'I r/co — / Y] ?/o f^w,
Co / Y] f/w ^ — / Y] «o f/co,
Si ces conditions sont supposées remplies, la formule (6) du jiaragraplie précédent nous permettra de calculer ?/,,, «,, .... Ainsi, pourvu que l'on ait
I (fdco = o,
nous pourrons calculer successivement, par les équations (2') et (3), d'abord u„, puis c^, u,, c,, u.,, c.,,
Soient y,, y,, ... les maxima de \u,\,\u.^\, . . ..
Si la fonction y] est supposée toujours positiie, on aura
I c I I I -q cIm <^ / Y] I ;/ 1 I d(x> <C Y 1 1 y; dto ,
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d'où
|c,|<T.' et, de même,
k,|<Y2, IC3KY3, ••••
L'inégalité (8) du paragraphe précédent nous donnera ensuite
Y,<!3(max. deU/, + c, \) <i'.i''^-{, et, de même,
Y3<2?Y2> Y><2?Y3, ■••• La série
converge donc, pourvu que
et par conséquent, à cette condition, la série (4) ^^XHu.-^c,)
converge uniformément.
Si a est la somme de cette série, u sera donc une fonction finie el continue des coordonnées de M.
Nous aurons, d'autre part (puisque la série converge uniformément),
/ r, U f/co = / Y](«,, -h Cf,) du> -h '/^ I r^(u, -h c,) dw -+-... = o.
Nous pourrons alors, par la formule (6) du paragraphe précédent,. trouver une fonction c qui satisfasse à l'équation
Df = ATjW — ç> — A'^.
Je dis que cette fonction r est identique à a. Posons, en effet,
il viendra
DS„=AyiR„.
La série (4) convergeant uniformément, nous aurons
Iv étant une constante assignable; on conclut
|SJ<K(2X[4)«-.
Quand n croit indéfiniment (2 AÎii)" et, par consécjuent, | R„ | et | S„| tendent vers zéro. La différence u — v est égale à
Elle tend donc vers zéro cjuand n croît indéfiniment et, comme elle
ne dépend pas de «, elle est nulle. Donc u = p. Donc u satisfait à
l'équation
D?<=Xy]« — ç — "A'^i. c. q. F. n.
Cette démonsti'alion suppose que r], cp, '} restent finis ou ne peuvent devenir infinis qu'en certains points (qui correspondraient aux sommets de la deuxième espèce) et sculenicnt infinis d'ordre 2 — - < 2.
Je terminerai par la remarque suivante :
Si, dans une certaine région de la surface de Klein, y], 9 et ■\i sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de même de u.
Soit, en effet. Dp = 0, équation qu'on peut intégrer par la formule (6) du paragraphe précédent.
Nous avons vu que, si dans une certaine région 0 est finie ainsi que ses dérivées des K premiers ordres, v sera finie ainsi que ses dérivées des K -+- 1 premiers ordres.
Appliquons ce résultat à l'équation
D« = Àvj u — Aç — A|.
Comme u est fini, le second membre est fini; donc u est fini ainsi
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(lui- SOS dérivées du premier ordre; donc le second membre osl Uni ainsi que ses dérivées dn premier ordre; donc u esl Uni ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, et ainsi de suite... c. q. f. d. Supposons maintenant que l'on sache intégrer Téquation
Du = T u
et proposons-nous d'intégrer
(<i) Du ~(r^-hh-q')u — o.
Les deux fonctions •/] et y]' sont supposées toujours positives. Soit
Il = u 0 -h "k 1/ , -h \'- u., -h . . . \
l'équation (6) nous donnera la suite d'équations
' Du„ = r;U,-o, Dm,= /,?/, + r]'u„, Du., = r^u., -+- r^' u,,
Les équations (7) étant de la forme (5), nous saurons les inléjirer
et elles nous donneront successivement u^, u,, u.,,
Les principes du paragraphe V nous donnent les inégalités suivantes :
I ?/o I -< ma\. de I «/, I < max. de [ f/o I < max. de
Soient alors y^ le maximum de | «^ | et ^ celui de
Joiirn. de Math. (5' série), tome IV. — Fasc. II, iS()8.
> il viendra
Donc la série
H. POINCARE.
converge uniformément pourvu que
J'ai supposé plus haut que nous savions intégrer l'équation (5); je précise cette liypothèse en disant que nous savons l'intégrer quelle
que soit la fonction z>^ pourvu que le rapport
soit limité. J'ai su
posé aussi plus haut que le rapport
a une limite supérieure, et c'est
cette limite supérieure que j'ai appelée p.
Soit alors a la somme de la série (8); cette somme est finie ; nous savons alors intégrer l'équation
puisque le rapport
est limité.
Je dis que l'intégrale f de cette équation est précisément égale à a. Soient, en ell'et,
u = ii^-i- A w , + ... + À" a„ -+- l{„ ,
P' = «„ -t- X a, 4- . . . -h A"^ ' «„_^, + S„, on aura
DS„ = TjS„+ Ar;'R„.
1 1^« I <! 1^ C'*^?/'; ^ étant une constante. Les principes du paragraphe V donnent ensuite
Xr/K„
S„ I <^ ma\. de
C. Q. V. II
On démontrerait ensuite comme plus haut que si, dans une certaine région, y], ç et y]' sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en est de même de u.
Considérons maintenant l'équation
(9) Dm = y]m — ç,
et posons
Les X sont des constantes positives; la fonction cp, est assujettie à la condition unique
/ Ç/| diii = 0,
mais elle est d'ailleurs arbitraire.
Nous allons intégrer successivement les équations
Du = A, Y] 1/ -h \.,riu — !p, ('o) ^. D« = (A, + Ao)-/];/ + A.,r,H — 9,
Dm = (A, + X^ +. . .+ A,,_, )y]if -h ApTiU — 9.
La première équation (10) est de la forme (i); nous saurons donc "intégrer, pourvu cjtie
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p élaiiL la quanlilé qui figure dans l'inégalilo (8) du paragraphe précédent.
Les autres équations (lo) sont de la forme (6); on les rend identiques à l'c-quation (6) en changeant
"A|Tj en •/], r, en ■/]', "k.. en X, pour la i^ équation (lo), (X, + Aa)^] en Y), •/] en y]', A, en X, pour la 3* équation (lo),
(a, -h Aj -H. . . 4- A/,_i j-^ en Y); -/jeu-/]', A^, en A, pour la /j"'"" équation (^lo).
Nous saurons donc intégrer successivement ces équations (lo), pourvu que
m;\\ (le r-^ max de -^
ou
Or, nous pouvons toujours satisfaire à ces conditions et aux relations
en choisissant rentier/? assez grand.
Donc nous saurons intégrer l'cqualion (()), pourvu que :
1° Le rapport - soit limité ;
2" Que Y] soit toujours positif et ne s' annule pas ; 3° Que Y) soit partout fini ou ne puisse devenir infini qu'en un nombre iimilé r/^' y^om/.s (correspondant aux sommets de deuxième
espèce) et seulement cVordre 2 — - <^ 2.
L'intégrale u est partout finie et continue.
Si, dans une certaine région, les fonctions données y] et cp sont finies ainsi que toutes leurs dérivées, il en sera de même de u.
VIII. — Extension aux sommets de troisième espèce
Les résultats précédents s'appliquent, pourvu cpu» la fonction r, ne tlevieniu' infinie qu'en un noiubre liniili' de points el seulenieni
d'ordre 2 — - ■< 2.
C'est la condition à laquelle satisfait la fonction 0^'', s'il n'y a pas de sommets de troisième espèce. Mais aux sommets de troisième espèce, cette fonction Oe'^^ devient infinie de la même manière que
j:-log-.Z-
devient infini pour x = o.
Nous sommes donc conduits à examiner ce qui se passe quand, en certains points (sommets de troisième espèce), la fonction ■/; devient infinie et cela de telle sorte que le produit
r,\Ilv log-MK
tende vers une limite finie et déterminée quand le point M se rapproche indéfiniment du sommet de troisième espèce K. Dans ce cas, lintégrale
G I ï, , dm I
considérée à la fin du paragraphe VI, n'est pas finie quand le point M vient en K; on ne peut donc pas lui assigner une limite supérieure 3 : on ne peut donc plus écrire Tinégalité (8) du paragraphe ^ I.
Si alors nous reprenons les équations (1), (2) et (3) du paragraphe VII, nous pouvons encore former les fonctions «„, », , u.,, etc. ; mais nous ne pouvons plus écrire les inégalités
ni, par conséquent, affirmer que la série
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D'ailleurs, il est aisé de voir que
deviennent infinies au sommet de troisième espèce K et infinies respectivement du même ordre de grandeur que
loglogMK, log-logMK, logMogMK,
Néanmoins, nous verrons plus lard que la série S converge en tous les points de la surface de Klein, sauf aux sommets de troisième espèce, et que la somme de celte série tend vers une limite finie et déterminée quand le point M se rapproche de l'un de ces sommets.
On pourrait dire, dans un langage abrégé mais peu correct, qu'aux sommets de troisième espèce la somme de la série est finie, bien que chacun des termes soit infini.
Un exemple simple fera mieux comprendre ma pensée.
Soil X un nombre positif, et considérons la fonction x' ; nous pouvons la développer suivant les puissances de X et écrire
, X lo".r À-loir-j' ),"lo£r".r
Chacun des termes devient infini pour x = o, mais la somme de la série ,/:■'• reste finie.
On pourra donc encore intégrer l'équation (i) du paragraphe ^ II.
Mais, pour établir toutes ces propositions, nous rencontrerons bien des difficullés. Ces mêmes difficultés, non encore surmontées, se retrouvent dans la méthode de M. Picard et dans toutes les méthodes d'approximations successives.
l*()ur en triompher, nous allons procéder par étapes.
Supposons d'abord qu'il n'y ail qu'un seul sommet de troisième espèce, que nous apprllcrons K, cl proposons-nous d'intégrer l'équalion
(i) l^u=lo.
Dans celle équation, "C et 9 sont deux fonctions données et la der-
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nièro esl partout finie. Quanta "C elle est pailoul i)<)silivc cl .lie rsl finie, sauf au point K où elle est infinie comme
MKMoir^MIv
aux sommets de deuxième espèce, s'il y eu a, où elle devient infinie comme y] et au point P, où elle pourra devenir infinie comme log MP, . La solution de Técpiation (i) nous sera donnée par la formule
analogue à la formule (6) du paragraphe \'l.
Cela sY-tablirait par des raisonnements tout à fait analogues à ceux du paragraphe \'l, mais qu'il esl inutile de répéter ici.
Remarquons toutefois que la condition
/ Z'^doi = o
n'est plus ici nécessaire puis(iue la fonction « peut devenir infinie pour M = P,.
Cela posé, on a évidemment
|,/|<Yrr,|(;(M,K;M.,l',;U/co,.
Étudions rinlégrale / 'C, ICOI, Iv; M,, l',)/Ao,.
C'est une fonction des coordonnées du point M (pii ne peul présenter de singularité que quand le point M vient en K ou en P,.
Qu'arrive-l-il d'ahord quand M est voisin de K? Partageons la surface de Klein en deux parties par une petite courbe fermée entourant le point Iv.
Nous aurons d'abord la région S extérieure à la petite courbe fermée; la portion correspondante de l'intégrale sera très petite de l'ordre de Mlv.
Considérons maintenant la région S' intérieure à celle petite courbe:
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si les deux points M et M, sont dans cette région, G sera de même ordre de grandeur que
loff .../ ,../
MF,. KM
ou que
c'est-à-dire qu'on pourra trouver une quantité ^ telle que
^' "^ ' KM'Jilog^KM, l' f/co,<|5"KM,^/(KM,)^/£,
£ étant l'angle de KM, et de KM.
Si donc nous posons, pour abréger,
KM, = p, KM = /•,
MM , = S = v'/-'+p'— 2/'pcos£ , h = ^,3' ;i",
notre intégrale sera plus petite que
/./llog
P Nous supposerons que notre petite courbe fermée a pour équation
? = lî,
c'est-à-dire qu'elle est l'intersection de la surface de Klein avec une sphère de rayon R ayant son centre en K.
L'intégrale doit alors être prise entre les limites o et 2- pour t, o et R pour p; si l'on considère p et £ comme les coordonnées polaires dim point dans un plan, point que nous appellerons encore M,, l'intégrale à l'intérieur d'un cercle de rayon i , et dont le centre pourra être encore désigné par K.
De même nous regarderons /• et o comme les coordonnées polaires d'un autre point que nous appellerons encore M; et la distance MM, de ces deux points, dans ce plan, sera encore égale à 0.
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Nous parla^Pi'ons alors la surface du corde de l'ayon i en deu\ régions, rime li'lli' que
o>o, MM,>KM,, l'autre telle que
o<p, MM,<K\1,,
MM
'"^' KM
MM
^*^ KM
MM
'"" KM
lo
KM
M MT
Ces deux régions seront séparées l'une de Taulre par la droili' -, perpendiculaire au milieu de MK.
L'intégrale, étendue à la première région, est plus grande (pic l'in-
tégrale étendue à la seconde région.
En premier lieu, le champ d'intégration est plus grand ; en second lieu, si nous envisageons deux points M, symétriques l'un de l'autre, par rapport à -, et situés, l'un dans la première région, l'autre dans la seconde, nous remarquerons que la valeur de
)loç^?
est plus grande pour le premier de ces points que pour le second, tandis que la valeur de
est la même pour les deux.
Notre intégrale est donc plus petite (pie
ih I \ log -
dodt
los
l'intégration étant étendue à la première région seulement. Mais dans cette région on a
log
, 0 , MM, ^, KM. + MK
KM
loq:( 1 -h
KM
km;
iog(^r H-^y
Journ. de Math, (h' série), lome IV. — Fnsc. II, i8i)S.
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Donc notre intégrale est plus petite que
r \ dpdt
■ib jlog
log'f
ou a fortiori ^lu?, petite que la même intégrale étendue au cercle de rayon R tout entier, c'est-à-dire que
l\Td> \ log( I -1- - , Décomposons l'intégrale de la façon suivante
r'- ^Ro /."
La lettre R„ désigne une quantité que nous déterminerons plus complètement plus tard, mais qui doit être ]> /•.
Considérons d'abord la troisième intégrale prise de Ko à H : entre ces limites on a
L'intégrale est donc plus petite que
/• dp rd?^ r_
Envisageons maintenant la seconde intégrale prise de /• à H„ ; entre ces limites on a
'•<?, Iog(^i + '-j <log2, et l'intégrale est plus petite que
'^^-Jp|l0gV| ~ 2 V'og-^i^O log'/-;^ 2l0g'-R/
Venons enfin à la troisième intégrale prise deoà /•; entre ces liiuiies
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on a
c</-; log(i + 7) = 'o8(' -+- ,-) + log7<log2 + lo& L'inlégrale est donc plus petite que
1 f ^P Tl ^ <^p _ log2 '
Notre intégrale est donc plus petite que
,• I 4Ti6l0g2 , 9.r.b
rr- + 2-//log
et cela quel que soit Ro ; en prenant, par exemple, R» = y/') on voit que notre intégrale est de Tordre de grandeur de
|log/-| |logMK|
Supposons maintenant M très voisin de ï\.
Nous pouvons trouver une quantité positive H telle que Ton ait constamment
I G I < IlogMM, I 4- I logMP, ! 4- log I KM, I + H,
et, en elTet, si Tune des distances MM,, MP,, KM, est très petite (par exemple MM,), G est égal à ± logMM, + une quantité finie.
Si deux de ces distances sont très petites, par exemple MP, et KM,, nous pouvons ramener au cas précédent en introduisant un point auxiliaire K' et écrivant
Pour chacune des fonctions G qui entrent dans le second membre, une seule des distances est très petite. Or les intégrales
fu l , dio , j] log M M , 1 r , iko , . /^log i KM , 1 î: , rfw ,
sont Unies; l'intégrale
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f\ logMP, l 'C, doj, = I log-MP, I f'Ç, (ko,
est de l'ordre de | logMP, |.
D'où celte conséquence : l'intégrale
/ 1 G l 'Cl rfoj,
est finie, sauf dans le voisinage du point k où elle est de Tordre de et dans le voisinage du point P, où elle est de l'ordre de
|losMK I logMP, |.
Il existe donc une quantité b' telle que
r|G!'C,f/co,<//
et, par conséquent, telle que
(3) |;/,|<ay^'
Si nous posons maintenant
logMP, losrMIv
logMP,
logMR
■/] u = 'Co' et si nous observons qu'on peut trouver une quantité c telle que
•f, I iogMK
il viendra
(A) |?'l<aY (« = //£).
Soit donc y' le maximum de | o' |, nous pourrons trouver une quantité a ne dépendant que des points K et P, et telle que l'on ait toujours
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Considérons maintenant l'équation
(6) Du = '/.r^a -\- 0
et proposons-nous de trouver une solution a de eclte équation qui s'annule au point K et puisse devenir au point P, infinie comme logMP,.
Proposons-nous de développer celte solution suivant les puissances de X et soit
Nous aurons, en introduisant une série de fonctions o„, cp,, ..., la série d'équations suivantes :
Du, = 'Çz,,;
D/., = rç,;
que Ton traitera comme l'équation (i).
Si alors |9o| est limité et que y, soit sou maximum, si y^ est 1( maximum de | o^ ! on aura, en vertu des inégalités (5) et (3),
Ta < «Ta - , < y'- ïo ; I «A I < ?^>;a M K | log M P , j .
La série (7) est donc convergente pourvu que
Xa < I
et elle nous fournit la solution de l'équation (G). Si l'on avait eu
pÇo, (ko = jlo,dM = ... = J rcp*
(Im
les fonctions u^, w,, ■•• auraient été indépendantes de la position du point P, ainsi que je l'ai expliqué dans le § VI; nous aurions doue pu
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affirmer que ces fonctions, et par conséquent la fonction «, demeurent finies, même au point P, . C'est le raisonnement de la fin du § ^ I. Prenons maintenant l'équation
(8) D?/ = Arj?/ + 9 4- a.|/;
s et '\i sont deux fonctions données; (ji est une constante indéterminée que je supposerai développée suivant les puissances de A,
IJL = tJL(, + AUL, + A- U^ + . . . ,
et il s'agit de déterminer u et a de façon que u soit partout fini et s'annule en K.
Je suppose que / ■]; dio ne soit pas nul . Nous avons la suite d'équations
I 9 (h') -+- u.„ I ■ic/to = o: Io„ =0 -f- Lt„i ; D i/„ = "Ci),,:
j yi„(lM -h ij., j 'l^/fo = o; r^, = r,;/„+ u,|; 1)//, = lo,;
Ir^ii^dt'i + [j.. I'\i(l<!i = o; '^92= "T'i -+- IJ"--}: Dwo = To.;
que l'on traitera comme l'équation (i); les propriétés de l'équation ( i) subsisteront, mais il y a plus; à cause de la relation
/C<pAf^w = o,
la fonction Uf, ne dépendra pas de la position du point I*,, de telle façon qu'en choisissant convenablement la constante b , l'inégalité (2) pourra être remplacée par la suivante
"''l ^ |logMk|' ce qui nous permet d'écrire
j r^i//,(ko
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i' étant une nouvelle constante, et enfin
I [A*^, 1< £"Ya,
en désignant par — la valeur de j / If/w •
Soit a' une quantité plus grande que le maximum de
) nous
avons
r. Ut
el nous pouvons trouver une quantité a ne dépendant que du point K. telle que
Il viendra alors
^ = ajlog.MK I
TA<(5'--+-a'£")YA_,.
La série (7) converge donc pourvu que
Enonçons le résultat obtenu.
O/i peut satisfaife à l'équalion (8) et cela de telle J'açoit que u s'annule en K et soit toujours fini, pourvu que les rapports
soient limités.
Soit maintenant r une fonction définie de la façon suivante : Traçons autour de K une petite courbe fermée, el soit A la valeur
de Z qui correspond au sommet de deuxième espèce K.
A l'intérieur de la petite courbe, r sera égal à log ^ r- •
A l'extérieur v ne pourra s'annuler ni devenir infini. Enfin partout, sauf au point K, i' est fini ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres.
Soit h un exposant constant quelconque.
A l'intérieur de la petite courbe, on aura
Dr^ = At'''
du
Av"
Al-
V: io
Faisons d'abord une hypothèse particuHère sur y] et supposons qu'à rintérieur de la petite courbe vj se réduise à
- A 1= log'
cIm
.l'appellerai y],, cette fonction ■/] particulière satisfaisant à cette condition.
Il est clair alors ([u'on aura, à Tinlérieur do la petite courbe,
SI l on suppose
Je puis donc poser
Dt.''' = AY]„r'
■j/ étant nul à l'intérieur de la petite courbe et restant fini à rextérieur de cette courbe, sauf aux sommets de troisième espèce, où le rapport
— et, par conséquent, le rapport -;; restent linis. Supposons donc que l'on ait l'équation
(8 bis) Du = K'r^o ?/ -t- ç. -f- |j.'|i,
ou
est limité et où ■]> est la fonction que nous venons de définir.
Dans cette équation, [t. est une constante indéterminée de sorte que l'équation est de même forme que l'équation (8). Mais nous devons faire plusieurs remarques :
1" L'intégrale hldiM ne peut être nulle; on a, en eflet,
et r,o et r sont essentiellement positifs.
2" La fonction '^ dépend de A; elle est même développable suivant les puissances de A; en effet, on trouve aisément
Dr'' = /m-^-' De ^ /i{/i - i)v'-' L(c, r).
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On voit que h est développablc suivant les puissances de X, et qu'il en est de même do t'* à Vcxtcrirur di- la polilc courbe, puisqu(* dans celte région c ne devient ni nul ni infini ; il en est donc aussi de iiirini' deDt^
A rintéiieur de la petite courbe '^ est nul, el à lextérieur
Dr''-/.r.„r'
sera développablc suivant les puissances de \.
On pourra alors résoudre l'équation (8 bis) de telle façon (juc a s'annule au poinl K, pourvu que
Dans cette inégalité, a ne dépend que de la position du poinl K, elle ne dépend donc pas de A; il en est de niènie de la quantité t'
définie plus haut ; mais il n'en est pas de même de a' et de —, •
En effet, a' doit être plus grand que le maximum de ^ et ^ est
égal à / i]; ofco .
Or nous avons
'I == /h-*-'Dc -I- A(A - i)p*-=E(c.', ç) - Ar^or\
A l'intérieur de la petite courbe •-{; est nul; à l'extérieur -^ est limité.
Nous avons
cette équation, considérée comme déterminant //, admet deux racines, l'une négative, l'autre positive (puisque nous supposons A positif). Nous prendrons la racine négative ; cette racine est plus petite que X en valeur absolue.
Si alors t'„ est la plus petite valeur à l'extérieur de la petite courbe, on pourra trouver une constante A telle que
<AXr:.
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Si maintenant nous envisageons
/ •]; dto = — A / -ri^i--'' (ko,
nous voyons que celle expression est plus grande en valeur absolue que
rintégrale étant étendue, non plus h la surface de Klein tout entière, mais à l'extérieur de la petite courbe, et, en effet, les éléments de l'intégrale supprimés sont essentiellement positifs.
Si (', est la plus grande valeur de v à l'extérieur de la petite courbe, on aura, puisque /i est négatif,
et, par conséquent,
ou
B étant une constante.
La condition à laquelle doit satisfaire — p est
Si, en effet, celte condition est remplie, on aura certainement
a' > max. de f
où /î„ est la valeur de h qui correspond à 'kg de telle sorte <|ue
Nous supposerons X„ étant une constante et
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Alors la coiulitioii imposée à -p- sera !)rmi remplie, cf crf/r quan-
tilr csl devenue indépendante de A.
Alors oïl poui'ra salisl'aire à ri'(|iiati()n (8 bis), pourvu que
Supposons donc ([ue nous a}oiis à la lois
el soil a la solution de Fcqualion (8 bis)-^ on aui-a, puisque nous supposons A ^ A',
D u' = Xy]o a' -\- o -¥- u.'j',
et la valeur de [o. ne sera pas infinie. On a, d'ailleurs,
Dp* = Xyi „(''' + •}.
Si donc nous posons
« = «' — [xv'\ il viendra
D'ailleurs u ne devient pas infini au point K, mais, au contraire, s'y annule; car u' el r'^ (Texposanl // étant négatif) s'y annulent l'un et l'autre.
On peut donc résoudre l'équation (9), pourvu ipic ^ soil liinilé.
Nous avons, il est vrai, fait une hypothèse toule particulière sur la fonction v), supposée égale à Vjo; posons donc l'équation plus généiale
je dis qu'on saura également l'intégrer. Posons, en effet,
en attribuant à A une valeur assez petite pour qu'on ait
'k<i\, Aa<i,
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l't que, par conséqueiU, on puisse inlégrcr réquation (9). Envisageons l'équation
(11) Di/ = (X-^„ +[/•/)')« + '^,
On peut assimiler cette équation à Téquation (6) du paragraphe précédent, réquation (9) étant elle-même assimilée à l'équation (5) (lu même paragraphe.
Le rapport y^ est, d'ailleurs, limité.
On voit donc, parle raisonnement du paragraplie précédent, que l'on saura intégrer (i i) pourvu c|ue \j. soit assez petit; et ensuite, en répétant le raisonnement applicjué à l'équation (9) à la fin du même paragraphe, (pic l'on sait encore intégrer (11), cjuclle que soit la valeui' atlrihuée à ijl, et en particulier pour i;l ^ i .
On sait donc intégrer l'équation (10).
Le théorème une fois étahli pour le cas où il n'y a qu'un sommet de troisième espèce, la méthode de M. Picard permettrait facilement de le généraliser quel que soit le nomhre de ces sommets.
Mais je préfère arriver directement au résultat; je suivrai une voie peu diflérente de celle qui m'a servi dans le cas particulier traité d'abord et que je pourrais suivre encore, si je ne craignais de trop me répéter.
Je supposerai deux sommets de troisième espèce Iv et Iv,.
La fonction y] sera partout positive; elle ne deviendra infinie (pi'aux sommets de deuxième et de troisième espèce; aux sommets de
deuxième espèce, elle sera infinie de l'ordre 2 — -; en K elle sera ^ Il
infinie de l'ordre
MKMog^-MK'
et, de plus, développable suivant les puissances de MK et de et de même en K, .
La fonction '( sera partout positive et le rapport
ïllogMKlogMK, I
losMK
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sera limité, di' ti'llc façon qirati [loiiil K, par exemple, Ç sera de
l'ordre de
MK-log^Mk"
On verrait alors, comme [)lus haut, «pion peut trouver une cuiistante !>' telle cpie
J:,./«.!G(M,K: M,.P,)i<//||g|Ji
j:,./o..|Cx(M,K,:M„P,:,|<^i;^;
Soit ensuite o une fonction satisfaisant au\ conditions (i2) /wÇ.f/co = o; /o,'^, G(K,, K; M,, Pi^c/w, = o
et soil
./=Jo,r.G(M,K;M,,P,)f/co,.
A cause des relations (12), on aura également
//^-y9.(:.G(M,K,;M,,P,)f/co, = Jo,r,G(M, K; M.,P,)f/a.. =yo,(:.G(M,K.:M,J>,),/co„
Po étant un autre point arbitraire de la surface de Klein. On pourra donc trouver une constanle b' telle que l'on ait à la fois
, . ,, IlosMP, I , I . , ,
' loirMK 1 11"^ I
lo^MP,
iosMl^,
loiîMIv
logMk, logMt^,
[log-MK,
En d'autres termes, u est fini même dans le voisinage de P, el de i\
•s petit de Tordre de ,-j — rrrH' n — ... ,' dans et K.
et très petit de Tordre de ,-j — rrrH' n — ... ,' dans le voisinai^e dr Iv
On aura donc, en choisissant convenablement la constante h",
logMK. logMK, I Posons
soit y' If maximum de Iqp'i': et -tti celui de ^rn — nr^ — ïtf-t- Nous ' IT I' /," ^ I logMK logMK. I
aurons
(i3) Y'<aT
inégalité analogue à (5).
Cela posé, envisageons l'équation
(i4) Dw = A-/] i/ -f- 9 + [j.'| -4- tx''j/',
où cp, vp, ']/' sont des fonctions données ; \j, cl iji.' des constantes indéterminées.
Peut- on l'intégrer de façon que u soit toujours fini?
Nous supposerons :
1° Que les rapports |^, 'tij sont limités; 2'' Que les intégrales
f'i^'di.o, y'|,G(K,K,,M.,P,)f/co,
sont diflérentes de zéro ;
J'écrirai, pour abréger, g au lieu de G(K, K,, M,, P, ); 3° Que
Nous supposerons «, [a et jj.' développés suivant les puissances de X. ;/ = i/o -f-X«, +..., |j.= [j.„-f-X[J., -H..., a' = [j.;, -f- Au.; + . . . .
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Nous aurons la suite d'équations
[x; = O, jo,gd(M, 4- Lt.^jl^,gdbi, = o,
jo\gdoy, + a, l'\',gd(^, = o,
Y] W„ 4- U., -^ + L«.; •]/' = "Cçé J Dj/, = 'Co'„ ,
f Y] u,doi -+- [ji!, / 'j/' rfco = o , Tj «, -+- al 'i' = o", jo'[gd<.o, -h a., j ■\i,gd(M, = o,
Y] «, + u., •]/ + u.; f = ^ç; , D//, = "Co;.
Bien entendu, 'ji,, ç',, !p',', . .. l'eprésentcnt les valeurs (jue |iiiiiiiciil les fonctions ']/, ç', 9", . . . quand le point M vient en M,.
On voit que spo, ÇÔ? ?o5 ■•• n'ont aucun rapport avec 9,, 9,) 9^ ■•• ou avec 9, 9', 9", . . .
Soient Y„, y,, y^, . . ., les maxima de 9», 9'^, 9°, ....
J'aurai d'abord
logMK.logMK,
d'où je conclus que je puis trouver une constante c telle que
< cyo
et comme / '\i'd(o est une constante différente de zéro, je puis trouver une constante c' telle que
Si alors j3 et P' sont les maxiuia de
Ç|logMKlogMK,|
et
on aura
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Or l'intégrale A= jCg^dw, est une conslanlc finie, el l'intégral //'= / '^/f^dco, est une constante différcnlc de zéro. On a donc
el
Or
><\<C^ + (^'ii')i-r{..
fj-,
Si [3" est le maximum de y
, il viendra
ou, en posant
on trouverait de méuie ou, plus généralement, Nous voyons que la série
converge pour et comme
Ya< a-v,.
Aa< I,
logMK. logMIv, l'
il en sera de même de la série
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Traçons niaiiilcnanl luilour de K et de K, deux petites courbes fermées. Soit daillcurs r une fonction définie comme il suit.
Je désifïne par A et A, les valeurs de Z correspondant aux deux points K et K,.
A l'intérieur i\i' la petite courbe entourant K, on aura
log
A l'intérieur île la seconde peliti' courbe, e est partout nul. A l'extérieur des deux courbes, r ne peut s'annuler ni devenir inlini. Kntin e est partout fini ainsi cjue ses dérivées des trois premiers ordres. Nous poserons ensuite
CA = h(h — r);
C étant la valeur que prend •/] | Z — A |^ log' | Z — A | au point K et /> étant la racine négative de cette équation du second degré; soit
.le dis que la fonction - est limitée.
En effet, c'est seulement au point K que le rapport - pourrait devenir infini.
Or, dans le voisinage du point K, la fonction /], par bypothèse, est développable suivant les puissances entières croissantes (positives ou négatives) de
(Z--A), (Z„-A.,) et rV
log
il en est de même de
^,/> log-''
f" loo-
et, par conséquent, de
Ô log-^
Dans le développement de 0, les termes qui sont de Tordre le plus
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élevé, c'est-à-dire de Tordre de
Z - A l-Moi?-^-''
se détruisent, et les termes de Tordre immédiatement inférieur, c'està-dire de Tordre de
|Z- Aj-Mog-'^''
seront très petits [)ar rapport à 'Q (puiscjue li est négatif); donc -
reste fini. c. y. f. h.
Soit maintenant r' une fonction engendrée comme p, mais de telle façon que le point K, joue le rôle du point K et inversement, c'està-dire que l'on ait à l'intérieur de la première petite courbe
H à l'intérieur de la seconde
V = loi
Soit C la quantité qui joue, par rapport à K,, le même rùle (jue C par rapport à K; soit enfin //' la racine négative de Téqualion
et posons
nous verrons encore cpic y est limite.
Soient maintenaul .j; et 'i;' deux combinaisons linéaires de 0 et 0'
•| =aO -H cO',
Je dis cpTon peut choisir les coefficients constants a, b, c, cl de Irlli façon que
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Four (jue ccl.i fût impossible il lauclrail en effet qiio l'on eiil : ou bien
ou bien
Af/w = Çh'dto = o
Comme f cl c' sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein, on pourra toujours s'arran^^er de façon que cela n'ait pas lieu.
Seulement il importe de remarquer que •i> et 'l' dépendent de A; le
rapport entre le maximum de ^ ^M / '|io ^'«^i » ^^ '*-' rapp"i't entre le
%r et l'\i'd(ii dépendent aussi de >..
Il importe de rechercher si ces rapports ne deviennent [)as infinis (|uand A s'annule.
Cherchons donc les limites de - et y pour X ^ o.
Pour cela nous nous servirons de la formule
Di-''=/a^'-' Dr + h(h - iji-^- E(v, t'). Si Ion tient compte alors de
De-'' = AT, r^ + 0 ; C'a = /i{/i -i ).
il viendra, en divisant par A et faisant tendre A vers o, — C h C . ' = n -f- hni ^ •
Si nous appelons 0^ et 0|, les limites de r- et -> nous voyons que les fonctions -;? et -^ sont limitées: en effet, dans le voisinage des points K et K,, Dr s'annule et la différence
CK
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est, au plus, de Tordre de
1 Z - A |- log^'
t est-à-dire de l'ordre de l.
D'autre part, comme v et r' sont arbitraires sur une partie de la surface de Klein, nous pourrons nous arranger pour que l'on n'ait pas
I ô„ cIm A;, , g- (ko , — / o;, r/w ^ o„, , - d^ , = o,
c'est-à-dire que l'on peut s'arranger pour que les rapports dont il a été question plus haut ne deviennent pas infinis quand X s'annule. Formons alors l'équation
{l5) Du = A't, « -{- o -h U'^ -r Ui.''J/ .
C'est l'équation (i4)) sauf cju'on a changé A en A': elle est donc intégrable pourvu que
La cjuantité a a été définie plus haut; elle est seulement assujettie à avoir une limite inférieure. ^lais cette limite inférieure dépend de a puisque ']^ et '\i' dépendent de A.
Toutefois, elle ne deviendra pas infinie pour A = o, puisqu'il en est ainsi des deux rapports dont il a été question plus haut.
Donc, si nous faisons varier X de o à X„, cette limite inférieure restera plus petite qu'une certaine quantité j3, et il suffira de prendre a indépendant de X et [)lus grand que p, pour que nous puissions affirmer que notre équation (i j) est intégrable toutes les fois que
aX' < I .
Soit //„ la solution de cette équation (i5), et soit maintenant ré(piation
(iG) Du = 7cqu -h ^, jod(3i = o.
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On résoudra celle cqiialioii en l'iusanl
i, =:= u„ - aiav'' -h cv "■') — uJ'{bv'' -+- di--"''),
en avanl soin de faire
et cela sera permis pourvu que
On remarquera quelques difTôrences enlre la démonslralion que j'ai donnée daus le cas d'un seul sommet de troisième espèce et celle que j'ai donnée dans le cas de deux sommets.
Dans la première, j'ai employé un détour en me servant de la fonction auxiliaire yjo; dans la seconde, j'ai évité ce détour, mais j ai dû supposer que •/; était d'une forme particulière, c'est-à-dire développahle
suivant les puissances croissantes de Z — A, Z„ — Aq, . „| 7 _ > i • Celle
coudilion esl d'ailleurs remplie dans les applications que nous aurons à faire.
.l'aurais pu louL aussi bien faire le contraire, mais j'ai voulu donner un exemple de deux procédés différents de démonstration.
Si l'équation (16) est inlégrable pour / ocho = o, elle le sera également quand celle condition ne sera pas remplie, car nous pouvons trouver une fonction r telle Cjue
Nous pouvons ensuite choisir la constante a de telle sorte que
UL / (Di- — ATj r) dw = — \a r, r dto = f o do
Nous pourrons alors intégrer l'équation (16) Bif = lr,u -h[o — iJ.(Dr — Ar,r )|.
/OJ.
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qui satisfait à la condition
j [o — [^(Dc — ATj t')J f/oj = o.
L'intégrale de (iG) est alors égale à l'intégrale de (17) augmentée de pif.
En résumé, ce que nous avons dit au paragraphe précédent de l'équation (i) reste vrai quand il y a des sommets de troisième espèce ; ce que nous avons dit dans ce même paragraphe des équations (5), (6) et (9) reste donc vrai également.
Nous pouvons nous résumer en disant que l'équation
(17) Du = TjW — 9
est susceptible d'être intégrée. Ce résultat n'est établi jusqu'ici qu on supposant que le rapport J est limité.
Je dis maintenant qu'il sera vrai encore pourvu que le rapport ^ soit limité et partout bien déterminé.
Nous avons, en effet,
Le rapport ^ est fini, sauf aux sommets de troisième espèce; nous
n'avons donc qu'à examiner ce qui se passe dans le voisinage de l'un de ces sommets.
Nous avons supposé plus haut que, dans ce voisinage, -q est développable suivant les puissances croissantes de
Z — A, Z„— Ao
^»' log|Z-A| Nous supposerons qu'il en est de même de '^.
Si, alors, nous ap|)i'lons a la valeur du rapport - au sommet d< troisième espèce K et (pie nous posions
le rapport^' restera lini au point K.
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Supposons donc, pour fixer les idées, deux sommets de lioisiiMne
espèce K et K, ; soient a cl a, les valeurs de ^ aux points K et K, .
Soit V une fonction quelconque, linie et continue ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres et prenant les valeurs a et rz, aux points K et K, ; on aura
(18) D(« — i') — r^u — f) — (? — •'ji'-i- Df).
Ccjinme le rapport
3 — T, (• -4- Dl'
reste lini aux points K et K,, on saura intégrer ré([uatioii (18^ et, par conséquent, l'équation (17).
IX. — Application du calcul des variations
J'arrive à l'étude de l'équation (1) Dl] = (ie^-^
dont, nous l'avons vu, dépend le problème de la forinatiou des l'onctions fuchsiennes.
Mais, avant de démontrer par des procédés rigoureux l'inlégrabilite de cette équation, je veux d'abord la faire pressentir par un de ces aperçus fondés sur le calcul des variations dont on fait quelquefois usage en Physique mathématique.
Pour cela, je suppose d'abord que $ soit toujours positif, et je donne à la fonction L un accroissement infiniment petit oL .
J'envisage l'intégrale
( 2 ) To i: cko ( 0 e^ - $ - D l ) .
étendue à la surface de Klein tout entière. L'intégration par parties donne
foi: DL rfw = - /'E(U, oU ) dco,
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de sorte que lintégrale (2) devient
fd(a[(fie' — (p)oV + E(U, SU)].
Or
(Oe^ — $)âU = o(Oe'^ — $U); E(U, SU) = ^ âE(U, U).
Notre intégrale (2) n'est donc autre chose (juc la variation oJ, en posant
.1= j'doj r^E(U, U) -f- OfL - tI>U I-
La variation oi ne peut donc s'annuler sans que l'équation (i) soit satisfaite.
L'intégrale J admet-elle un minimum"? E(U, U) est essentiellement positif; quant à l'expression
Ôe^ — $U,
elle atteint son minimum pour
écjuation à lacjuelle on peut satisfaire, puisque *I» et 0 sont toujours positifs.
Le minimum atteint est
$ ( T — log
Donc on a toujours
J>yf/w$(^i — log*
Donc J a un minimum.
Donc on peut satisfaire à l'équation (i).
Supposons maintenant que $ ne soit plus toujours positif, et soit $(, la valeur moyenne de $, de telle façon que
*„ Tf/w = TOf/co.
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Nous pourrons poser alors
(M l'on aura
/ <I>, t/to = o.
.le dis qu'on jkhiI satisfaire à léquation (i), pourvu (|ue <!>„ soil positif.
En effet, ]iuis(pi()u a
on peut trouver une fonction it telle que
Dj/ = — cl),.
Posons alors
U = V + r; l'équation (i) devient
{\Ih.s) DV = 0c'r''-4)„.
(_)a pourra résoudre réc|uation (i Lti.s) qui est de même forme que (^i), car ô<?''est toujours positif et cPu est une constante positive. Peut-on maintenant résoudre récjuation (i) quand
l<Pd(ii <o"?
Non ; en effet, on a
/bu (ko = o et, par conséquent,
/(p^/to = /0«-%/co>o.
Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse résoudre l'équation (i), c'est que
Aprfco >o.
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X. — L'équation DU
Nous allons maintenant donner de ce résultat une démonstration rigoureuse.
Envisageons d'abord l'équation
supposons qu'on sache l'intégrer et qu'elle admette comme intégrale
Envisageons ensuite l'équation
(2) D« = Gt^"— 9 - A'|.
Je me propose de chercher à quelles conditions celte nouvelle équation sera intégrable.
Pour cela, je suppose u développé suivant les puissances de A et
j'écris
Alors e"'"" sera également développable suivant les puissances de 'k, et je pourrai écrire
C"'"., =r I -4- X ;/ I + A-' f/^ -J- X' llj -h. . .,
J'aurai évidemment
II', ni II-, II.,
En général, les w seront des polynômes entiers peu- rapport aux iif, et les coefficients de ces polynômes seront tous positifs.
Alors «/„, W|, ... nous seront donnés successivement par les équa-
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tiens
(l) D^/„ = Or".-ç,
Nous avons supposé' qu'on savait intogrer loijuation (i). D'autre part, d'après les paragraphes VU et A III, on sait intégrer les équations (3).
Dans la première équation (3), 0, ;/„ ci'i^ sont connues, et «, est la fonction inconnue; dans la seconde, 0, ii„ et vi\, sont connues et u., est la fonction inconnue et ainsi de suite.
Voyons maintenant à quelles inégalités satisfont les fonctions «< ainsi formées.
Quand ii., atteint son maximum, Du., doit être négatif; donc
Au contraire, quand «, atteint son minimum, on doil avoir
Donc le maximum de u.^ est plus petit que celui de (— a.,) et le minimum de u., plus grand que celui de (— n\).
Donc le maximum de | u.^ \ est plus petit que celui de | w.;, \.
On verrait de même que le maximum de | «3 1 est plus petit que celui de \w^\ et, en général, que le maximum de | a* 1 est plus petit que celui de \w^\.
Pour la même raison, le maximum de | u^ \ est plus petit que celui de
6e"o (^Rappelons que 6 et e"« sont essentiellement positifs).
Donc
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max de I w , I -^ — -. L .
Mais Uo satisfait à l'équation
Dw„ = Of'""-o.
(juand Ug atteint son minimum, on doit donc avoir
Oe"»- 9>o et, par conséquent, si cp est toujours positif,
min de «"■> min
d'où enfin
max I «, I <C
Soit u\, u.,, ..., i/\, ... une suite de constantes positives, soit w',. un polynôme formé avec les Uj comme «'* Test avec les Uj.
Comme les polynômes iv/, ont tous leurs coefficients positifs, si Ton suppose
ïf\ > max I u, [, II, > max | u., |,
«);_,> ma x|;/
on aura
w'i_^ max |a'
et SI 1 on suppose
on aura
w^> max|ivv|> maxl^/^l, de sorte cjue, de proche en proche, on aura (4) "a=«'Â> ir;>max|iVAJ, ;/', > max | W;;
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l'osons niaintoiiant
( ) ) t.' = A ii\ -+- 1- u,-h...\
il viendra, dapivs la déliailion des polynômes a- et «•',
(-'' = I + A i/\ -+- X' it'., -+- X' u.^ -(-... + A"-'(r'^4- X'a-', -f-.. .
cm, à cause de régalité U/.= «'^,
Gomme u\ n'est assujetti qu'à être plus i^nand (pic le maximum de u,, je prendrai
max
min
De l'équation (G), je tirerai r en série ordonnée suisanl les puissances de "k, et la limite de convergence de cette série correspondra à la valeur de X pour laquelle l'équation ((3) a une racine double.
Or, en difîérentiant l'équation (G), je trouve
r = lo"' 2.
lu, = \ogi - I
Donc, la série (j) converge, pourvu que
lA^/,I<log4-'.
Donc, en vertu des inégalités (/i),
converge absolument et uniformément.
Il en est de même de la série
(-" = e"« ( I -H X w, -+- X- u„-+-. . .-h 1" Kv.,
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En effet, les termes de cette série sont respectivement plus petits que ceux de la série convergente (à termes positifs et constants)
Formons donc les deux séries
0 c" - tp - X'I = V„ + À V, + A- V, + . . . et
fwiGdM, + X Tv; Gf/w, + r- fY!X' dco, +...,
où j'ai écrit, pour abréger. G, au lieu de
et où VJl est la valeur de la fonction V/t au point M, .
La première de ces séries sera uniformément convergente, de sorte que la seconde représentera l'intégrale
J = ('(de" - 9 - A'I), G (/w, ,
ou
(Ge«_(p--À4.), représente la valeur au point M, de la fonction
Oe"— o — À'|.
On a donc
DJ = Ge"- cp - À'|.
D'autre part, on a
D ("v; G ^/w, = V, = Ot'"»«, - <]>,
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En résumé, si nous posons, pour abréger,
J V;Grfcu, = c;i,
on aura
cl, par conséquent,
C^ étant une constante. Les deux séries
w = V >/ a^ et y^ XSvi = ,[
sont convergentes et la convergence est uniforme, pourvu que M reste en dehors d'une petite courbe entourant le point P,.
Soit donc «la somme de la première série et J celle de la deuxième;
soit c celle de la série y X*C^, on aura
C = J + c et, par conséquent.
Notre équation est donc satisfaite
)sitif etnne les rannnrts
Cela suppose que 9 est toujours positif et que les rapports | et ^ sont
limités et partout bien déterminés.
L'équation
(7) DM = Oe«-aO
admet-elle une solution quelle que soit la constante positive a? Oui, car elle admet pour intégrale
a = loga.
Soit maintenant l'équation
(8) D« = Oe"-aO- u|,
où t]/ est une fonction toujours positive et telle que ^ soit limité.
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Est-elle toujours intégrable quelles que soient les constantes positives a cl [j.?
Changeons [j. en ij. + 1, l'équation devient
(8 bis) Bit = Oc" -^yJ) - u.'| - A'I,
qui se ramène à la forme (2) en posant
Comme u.'\/ est essentiellement positif, nous avons
min ae
Si donc l'équation (8) est intégrable, il en sera de même de ( 8 hi.s-) pourvu que
max
> log 1 - I
Si donc l'équation ((S) est intégrable pour
elle le sera encore pour
[j-u < p- <!-»•«-<- (log 4 - 1)
et, par conséquent, pour
[J; <[>■< !^u + ^ ^( log \ - i),
et comme le nombre « peut être pris aussi grand que l'on veut, elle sera intégrable pour toutes les valeurs de [x supérieures à [/„.
Or l'équation (8) est intégrable pour jj. = o, puisqu'elle se réduit alors à l'écjuation (7); elle est donc intégrable pour toutes les valeurs positives de [x. c. o. v. u.
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On peut conclure do là que l'équation (0 DM = Oe"— o
est toujours intograble pourvu :
I" Que la fonction o soit toujours positive et ne puisse s'annuler;
a° Que cette fonction reste finie, sauf aux sommets de deuxi«''me et de troisième espèces où 0 devient iufini;
3° Pourvu, enfin, que le rapport | tende vers une limite déterminée
quand on se rapproche de l'un de ces sommets et que celle limite ne soit ni nulli\ ni infinie.
Dans ces conditions, en elTel, le rapport | restera constamment compris entre deux limites positives, de telle façon que
Nous pourrons poser
9 = aO H- '|.
Alors ■]/ sera toujours positif et le rapport ~ sera limité. L'équation
B 11 = fie"- aO — ul|
sera donc intégrable pour toutes les valeurs positives de a et, en particulier, pour la valeur i . c. q f d
Dans le cas particulier des fonctions fuchsiennes de la première espèce, il n'y a pas de sommets de deuxième el de troisième espèce, la fonction ô est toujours finie, et l'équation (i) est intég-rable si la fonction o e.st toujours positive et toujours finie. Elle l'est, en particulier, si o est une constante positive.
Supposons maintenant que o soit toujours finie, mais ne soit pas toujours positive. Soit o» la valeur moyenne de o. de telle sorte que
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11 cxislera alors une fonclion c qui satisfera à
Dt' = ç/„ — o,
puisque j(0o — 9) f/w = o. (Cf § VI). 11 cxislera une fonclion a- satisfaisant à
Dn- = 0
pourvu que la constante 9„ soit positive.
La fonction
satisfera alors à
Donc, </a«s le cas des fondions fuchsiennes de première espèce, c'est-à-dire dans le cas où 0 est toujours fini, si, d'ailleurs, la fonction 9 est toujours finie, la condition nécessairr et suffisante pour que l'équation ( 1 ) soit intégrable, c'est que la valeur inoyenne de o soit positive.
On peut généraliser ce résultat pour le cas où il y a des sommets de deuxième et de troisième espèce.
Supposons, en effet, que la fonclion 0 soit loujours finie, saut aux
sommels de deuxième et de troisième espèce, où le rajiport '- tend
vers une limite positive déterminée qui nV'sl ni nulle, ni inlinie. Supposons de plus que
/ o (/oj ^ o.
11 est évident qu'on pcul poser
? = ?> + ?^ et cela de telle façon :
1° Que cp, soit toujours positive;
2" Que c&o soil toujours finie;
;3" Que '
/ 9. dw ^=
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Alors le rapport j toiulra vers iiiir limilc liiiic cl diiïércnte di; o dans le voisinage des sommets et ron aura
I 9, c/oj > o.
Donc on trouvera des fonctions v et w (jui satisferont à
!)«• = Ofi%'" — 9,.
La l'ouclion
satisfait alors à Fccpialion (i).
Donc l'équation est inlégrable aux conditions suivantes : i"^ Si la iialeur moyenne de 9 est positive ;
2° Si le rapport ^j tend vers une limite positive finie et différent)-
de o quand on se rapproche d'un sommet de deuxième ou de tioisième espèce.
Il subsiste encore une restriction dont je voudrais me débarrasser.
Le rapport ^^ doit être lini aux sommets de deuxième et de troisième
espèce, et, de plus, en ces sommets, il ne doit pas s'annuler. Cette restriction est essentielle en ce qui concerne les sommets de troisième espèce, mais elle doit disparaître en ce qui concerne ceux de deuxième espèce.
Soit, en effet, ■\i une fonction quelconque assujettie aux conditions suivantes :
1" Sa valeur moyenne sera nulle; 2° elle est liuie piutout, sauf aux sommets de deuxième espèce; 3° aux sommets de deuxième espèce,
le rapport ^ sera positif et différent de zéro; on pourra alors, en vertu
des principes du § VI, intégrer l'équation
Dr = 'f On ne le pourrait pas si nous avions supposé que le rapport ^ était
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différent de o aux sommets de troisième espèce. L'intégrale
('■];,G(M,P;M,,P,)f/co.
ne serait pas alors restée finie quand M serait venu en un de ces sommets.
Soit, d'autre part, l'équation
(i) DM = Oe"— 9
et supposons que cp satisfasse aux conditions suivantes : 1° On a
/ cp f/w > o ;
2° Le rapport ? a partout une valeur finie et déterminée;
'3° Aux sommets de deuxième espèce, cette valeur peut être positive, négative ou nulle;
4° Aux sommets de troisième espèce, elle sera positive et différente de zéro.
Si nous posons
u — Xt' = «',
il viendra
( 9 ) Dfv = 0 e" c"- — 9 - A'!- .
Nous pourrons prendre la constante positive X assez grande poin^ (pie. aux sommets de deuxième espèce, les rapports
Oe^"
est hmite.
soient positifs, et, en effet, ^ est positif,
Aux sommets de troisième espèce, ces rapports sont égaux à
o' Oe^-"
et, par conséquent, positifs d'après l'hypothèse.
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On pourra donc intégrer l'équation (9) rt, par conséquent, Téqualion (i).
En résume, voici les conditions pour qui- V équation {\) soit iiitrgrable :
i" Ou doit avoir
1° Le rapport -^ doit avoir partout une valeur Unie cl clélenuiuée;
3" Celte valeur, <[ui peut être ipielcouquc aux sommets de deuxième espèce, doit être positive et diirérentc de zéro aux sommets de troisième espèce.
XI. — Application aux fonctions fuchsiennes
Nous venons de voir à quelles conditions peut s'intégrer l'équation ( 1 ) du paragraphe précédent; or, au début de ce travail, nous avons montré que la formation des fonctions fuchsiennes dépend de Tintégralion d'une équation de même forme,
(i) DU = 0('^-*.
\oyons si elle satisfait aux conditions énoncées.
La fonction $ est finie, sauf aux sommets de troisième espèce, et en
ces sommets la valeur du rapport - est finie, déterminée, positive et
différente de zéro; c'est ce que nous avons montré à la Un du § H . Il reste donc à vérifier que l'on a
Je rappelle que
" ait)
h étant une fonction partout finie, sauf aux sommets de deuxième et
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de troisième espèce el telle que la différence
(2) h-(^i-~)iog\Z-A\
reste finie aux sommets de deuxième espèce et que la différence
(3) // - 2 log 1 Z - A I - 2 loglog I Z - A I
reste finie aux sommets de troisième espèce.
Nous supposerons que Z est lié à Z' par une relation aloébrique
Cette relation représente une courbe algébrique d'ordre//;; je puis, sans restreindre la généralité, supposer que cette courbe a ses m directions asymptotiques distinctes et qu'elle n'a d'autre singularité que des points doubles ordinaires.
Je puis supposer aussi cjue les sommets de deuxième ou de troisième espèce ne correspondent ni à un point double de la courbe, ni à un point à l'infini, ni à un point oïi la tangente est parallèle à l'axe des Z I c'est ce qui m'a i)ermis tout à l'heure d'écrire Z — A et non Z" — A" dans les formules (2)et(3)].
Cela posé, quand log-i^ devient-il infini?
i" Quand '-^ devient infini, c'est-à-dire quand le point Z, Z' s'éloigne
à l'infini sur l'une des branches asymptotiques de la courbe; 2" Aux points où la tangente est parallèle à l'axe des Z, on a
et, par coiisécpicul,
du
du' . p . diï . , et, comme -r~ est luii, -r- est nul:
dw dit) '
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3" Aux poiiils (IduMcs, on a, à la fois,
mais Z' csl l'oiuliou holoinoi'plic de Z et V- resle liiii.
Nous avons donc
cl .!> dcvicnl loyaiilhMii([UL'uii'nl inlini on un certain iionilu'i' de iioinls sinjjuliers qui se ivparlisscnl on quatre sortes :
Première sorte. — Ce sont les m points à l'inlini delà courbe F=o. Deuxième sorte. — Ce sont les points où -=-, = o; leur nombre est
m (m — i) — -2 cl,
(f étant le nombre des points doubles, ou bien
/) étant le genre de la courbe.
Troisième sorte. — Ce sont les sommets de deuxième espèce.
(Jimtrième sorte. — Ce sont les sommets de troisième espèce.
Entourons chacun de ces points singuliers d'une courbe infiniment petite. La surface de Klein se trouve partagée en deux régions; la région intérieure à ces petites courbes qui est infiniment petite et la région extérieure qui est finie.
L'intégrale / *Pd(o, étendue à la région intérieure, est iulinimciil
petite. L'intégrale étendue à la région extérieure est
^■«I) f/co = Cd| dco = l^g ch,
en vertu de l'équation (3 l/is) du § III ; dn elda sont définis comme au § m, que la surface de Klein soit isotrope ou anisolrope.
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L'intégrale du troisième membre est étendue au périmètre de toutes les petites courbes; mais il faut observer que les f/n positifs doivent être comptés vers Textérieur de la région où se fait l'intégration double, c'est-à-dire vers Vinlérieu/- de la petite courbe.
Considérons dabord une petite courbe entourant un des m points singuliers de la première sorte; ceux où Z devient infini.
Nous prendrons
d'où
da \ dZ [^ I
diî" ~ dZ"\ ~ I Z"
A l'intérieur de notre petite courbe nous avons donc •| = 4log|Z"| -log-^ -/t.
dû" géant des infiniment petits, à
Or, log-7^ -\- h reste fini; notre intégrale est donc égale, en négli-
rfl..l7,-l
dn ou bien, toujours avec les notations du § III,
~~dW' ^^^ '
r/S" et f/i\" étant les arcs infiniment petits cjui correspondent sur le plan des Z" aux arcs clr; et dn de la surface de Klein. Si nous posons
cl si l'on suppose que la petite courbe a pour équation p^ const., et correspond à un cercle sur le plan des Z"; celte intégrale peut s'écrire
'(iloa;?
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.l'ai mis le signe —, parce que les c^N" positifs doiveiil èlrc coiiiplés vers riiUérieur du petit cercle p = const.
Considérons maintenant une petite courbe eulourant un des
iKiin
Is singuliers de la deuxième sorte.
Soit Z = A, Z' = A' ce point singulier. Nous aurons
, , du , du' ,
^ " cAo' ° du
D'autre part, on aura
H ('tant une série ordonnée suivant les puissances de Z' — A' el ne s'annulant pas pour Z' ~ A'.
On en déduit
H' ne s'aïuiulant pas pour Z' = A'.
Il vient donc
^ du' ' ^
dZ'
= 2 log I Z' — A' I + 2 logH',
cl ou
du'
L'expression
2 log I Z' — A' I 2 log H' — log ~ /t .
du'
2logH' + log^ +/i
reste finie; donc l'intégrale se réduit à
V1okIZ'-A'
du
dn.
Le même calcul montrerait que cette intégrale est égale à 4~-
Considérons une courbe entourant un point singulier de la troisième
Jour/t. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. II, 1898. 2(J
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snrip; il viciil
h =(2 ) log I Z — A I + A , ,
//, (''laiil liiil (U, [)iir ronsL'fjiicnl,
•1= --■. lo8-|Z-A|-/,,-loy;
//, -h I02-7- ctanl liiii.
Notre intégrale csl donc éi^ale à
(dans cette formule, la leltre /i ligure deux t'ois dans deux sens diflï'rents; // est un nombre entiea et d/i une longueur infiniment petite; mais aucune confusion n'est à craindre), c'est-à-dire, toujours d'après le même raisonnement, à
Passons enlin aux sommets de la quatrième sorte; on a
// = 2 log I Z — A I -H 2 loglog I Z — A I -I- // 1 , A, restant Uni; notre intégrale se réduit donc à
La première intégi'ale s(^ réduit à 4~- QnanI à la seconde, si nous posons
Z- A = pe""
el si nous supposons (jue la petite courbe a [)0ur écpiation p =^ consl., elle se rf'duit à
• ■t tend \ers zéro (puind 0 tend vers zéro. L'intégrale se réduit donc linalement à /(-.
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l'.ii n'siiiiii'. iiiMis li()ii\ DUS :
1 " l'oiir les r/i points de hi première sorte :
2" INuir 1rs 1/// -^ 2f) — 2 poiiils (h^ la (Iciivirine sorte :
DIT. ^- ^pr. — iS-;
)" Pour les y |i()iiils di' la Iroisiriiic sorte ( souimi-ls de la (Iruxièiiic espèce) :
l" Pour les f/ points de la (|ua[iiènie sorte (soinnicts de la Iroisième espèce ) :
■Nous avons donc linaleuieul
Considérons le polygone luchsicn R^, et soit 2 A' le nonihre de ses cotés, h le nombre des cycles de sommets de première espèce, q et (/' ceux des cycles de sommets de deuxième et de troisième espèce.
fja somme des angles est égale à
Le déiicit angulaire ( pro[)ortionnel à la surface non euclidieruie ) est
On a, d'autre i>arl,
d'où
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ce qui montre que le déficit angulaire est égal à
"^T^yip — 9. -\- q + q
L'intégrale f^d(x> est donc égale au double du déficit angulaire.
Elle rsi donc positive. c. q. f. d.
Donc l'équation
peut s'intégrer; donc, dans tout type fuchsien, il y a une écpialiou fuchsienne.
Le théorème fondamental est démontré pour toutes les fonctions fuchsiennes qui n'existent qu'à l'intérieur du cercle fondamental; je me réserve d'y revenir en ce cjui concerne les autres fonctions fuchsiennes et en particulier celles de la troisième famille.
XII. Formation des équations fuchsiennes
Soi!
notre équation fuchsienne, où ç est une fonction rationnelle des deux variables Z et Z' liées par la relation algébricjue
Les deux, intégrales fondamentales de cette équation seront
et Z sera une fonction fuchsienne de z.
Si l'on désigne par c" et c" les imaginaires conjuguées de c, et i-.,
on aniM
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D'iuitro part, nous avons posé
(1 ou
ou l)icn
L'cxponentiL-lle c ' est une fonction de Z el Z„ et nous avons, dans ce Mémoire, appris à former celte fonction pour les couples de valeurs Z etZo qui sont imaginaires conjuguées.
Cela posé, il vient
d^e_^ _ d^ n_ du-, „_ dZ' iCl? > dZ'- ^ '
ou, à cause de Técjuation (i),
ou enfin,
_ l^ lfdu\- _
' 2 dz- "•" 4Uzy ~ ^'
La fonction u est connue pour tous les couples de valeurs conjuguées de Z etZo, c'est-à-dire pour toutes les valeure réelles de X et de Y (en posant Z = X + i Y).
On connaît donc aussi pour toutes les valeurs réelles de X et de V les dérivées ~ et ~. et, par conséquent,
du I /du du \ dZ — 2\dyi ^ idYj'
d'-u i/d^n 2d'-u dL^ 2\d\} ' /rfV^Y "
d'il d\^
Xous connaissons donc 9 et, par conséquent, lequation fuchsieime est
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foruR'L'. Il esl aisi' de vériiier ([lie o esl l'onction de Z sculcnicnl; en eiïel.
f/o I d'^ Il 1 d(i d- Il
I )onc
dZ„
2 <yz2 (/z,, 2 c/z <^/z c/z,,
d'il dZdZ„ ~
,, d^ Il du f/Z- f/Z„ ■' dZ
dZ, = ^'-
On \érifierait facilement les autres propriétés de la fonction o.
C>es considérations peuvent nous permettre d'entrevoir une autre démonstration de l'existence de Fécpiation l'uchsiennc.
Supposons que nous considérions les écjuations d'un même type fuehsien; la fonction ç» ijni y figurera ne sera pas entièrement arbitraire; elle dépendra seulement d'un nombre fini N de paramètres.
Les intégrales r, et k\, dépendront de ces N paramètres et, en plus, de (piatre constantes d'intégration.
Si Ton forme de cette manière l'expression
ce sera une fonction de X et de \ (pii dépendra de N -i- l\ paramètres. Seulement la fonction ainsi définie pourrait n'être pas uniforme sur la surface de Klein; on la rendrait uniforme par des coupures.
On formerait ensuite l'intégrale du § IX et l'on répéterait le raisonnement de ce paragraphe fondé sur le calcul des variations. Mais cette fois ce raisonnement serait rigoureux, parce que l'intégrale ne dépendrait plus d'une fonction arbitraire, mais d'un certain nombre de constantes arbitraires.
On serait donc certain qu'elle a un minimum.
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