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DU BUREAU DES LONGITUDES, D£ L^ÉGOLB POLYTECHNIQUE
SUCCESSEUR DE M ALLET- BACHELIER, Quai des Augustins, 55 1
( Tons drolu réserfét. )
A M. LÉON SÀY,
siïlATEUR, MEMBRE DE L* ACADÉMIE DBS SCIENCES MORALES ET POLITlQCESy
Hi:«ISTRB DES FINANCES, ETC., ETC.
Monsieur le Ministre,
Voire Excellence a bien voulu me permettre de présenter au public, sous ses auspices, cette traduction française d*un Ouvrage anglais de Fédor Thoman, sur les Intérêts composés et les Annuités.
Ce Traité étant la source où ont puisé la plupart des auteurs qui ont écrit de nos jours sur les opérations financières, il importait de le faire connaître dans notre langue aux calculateurs de notre pays.
En favorisant la publication en France de cet Ouvrage, Votre Excellence s'associe à un hommage bien mérité, rendu à la mémoire de son savant auteur.
J'ai Vhonneur, Monsieur le Ministre, d'offrir à Voire Excellence l'expression de la plus respectueuse reconnaissance de
Son très-humble serviteur.
L'abbé BOUCHARD.
Paris, le 8 février 1878.
AVERTISSEMENT
Les amis de Fédor Thoman savent combien peu il recherchait la renommée et le succès. Trës-habile géomètre et familiarisé avec les théories les plus élevées» il se laissait prendre volontiers pour un simple calculateur» supérieur seulement par la rapidité et la sùrelé de ses opérations logarithmiques. Thoman cependant avait reçu une éducation brillante, solide et extrêmement variée : écrivant et parlant presque toutes les langues de l'Europe, il n'était étranger à aucune science» et son érudition imprévue a étonné plus d'une fois ceux qui» le connaissant depuis longtemps» découvraient tout à coup» sur un terrain nouveau, la sûreté tout ensemble et la vaste étendue de son savoir.
Lorsque les circonstances lui imposèrent à l'improviste la nécessité d'utiliser pour vivre une instruction acquise pour satisfaire sa curiosité et orner son esprit» Fédor Thoman mit d'abord en défiance les amis les plus disposés à le servir» en leur disant» de l'air le plus simple» qu'il désirait trouver des élèves et leur enseigner tout ce qu'ils voudraient apprendre» dans les lettres» dans les langues vivantes» en Histoire et en Géographie» dans les sciences mathématiques et physiques, il n'exagérait rien cependant» et Thoman» sur tous ces sujets» pouvait donner de bonnes et sérieuses leçons.
Il rencontrait toutefois, pour chaque genre d'études, des concurrents mieux préparés à renseignement, et ne se faisait connaître que lentement. Pour Texécution des calculs numériques, la connaissance des théories arithmétiques et le choix des formules résolvant les problèmes les plus complexes, il se montra, au contraire, tellement supérieur, que dans le monde financier, à l'étranger aussi bien qu'en France, dans les administrations publiques comme dans les bureaux des banquiers, il acquit rapidement la confiance de tous. Malgré sa merveilleuse facilité et en y consacrant tout son temps, il lui fut impossible bientôt de rendre tous les services qu*OD sollicitait de lui.
L'Ouvrage que l'on publie aujourd'hui est le résumé de ce labeur sans cesse renaissant qui semblait lui plaire plus qu'aucun autre; il offre à tous, en entrant dans les plus minutieux détails, le fruit précieux de sa longue expérience.
La première édition a été écrite dans la langue anglaise et imprimée à Cambridge aux frais de l'Université {*); elle a obtenu tout le succès auquel puisse prétendre un ouvrage de ce genre, celui d'être employé par les hommes pratiques et d'être recherché comme un guide précieux, presque indispensable, pour leurs opérations de chaque jour.
M. Gaulhier-Villars, en donnant au public français la traduction de M. l'abbé Bouchard, rend un véritable service aux calculateurs de notre pays, dont bien peu jusqu'ici ont eu l'occasion de connaître l'édition originale.
Après avoir donné, sous une forme nette et précise, en y joignant leur démonstration, les formules qui résolvent tous
(*) Theory of compound interest and annuities wich logarichmic Tables, by Fedok Tbomam. LondoD, John Wcale, Sg, High Holborn; i83g (Cambridge : Printcd by G. Clay M. A. at the University press).
les problèmes rencontrés par lui dans sa longue pratique de calculateur des opérations financières, Fédor Thonian les éclaircit par de nombreux exemples, et en simplifie l'emploi de manière à faire disparaître souvent tout travail, par le moyen de deux Tables dont l'usage, très-facile et très-clair, permet de résoudre un grand nombre de problèmes en apparence complètement distincts.
En présence de ces pages si simples et si nettes^ plus de détailâ seraient inutiles. Thoman a écrit pour les hommes pratiques. Mieux que personne il connaissait leurs besoins et savait se mettre à leur portée. Si quelques-uns d'entre eux, un peu brouillés avec l'Algèbre, trouvent au début quelque difficulté dans l'emploi d'une langue qui ne leur est plus familière, ils peuvent être assurés qu'un peu de persévérance la fera bientôt disparaître, et ils trouveront, pour leur tâche quelle qu'elle soit, un secours aussi sûr que judicieux et simple.
PRÉFACE DE L'ÉDITION ANGLAISE
La pratique plus étendue des Logarithmes offre des avantages trop évidents pour qu'il soit nécessaire d*en faire une mention spéciale. Les Tables logarithmiques abrègent et facilitent tous les calculs numériques, quelque longs et difficiles qu'ils soient; elles écartent, en outre, les nombreuses chances d'erreur qu'engendrent de fatigantes opérations numériques et des Tables numériques inexactes. C'est surtout par rapport aux questions d'Intérêts composés et d'Annuités, aux solutions desquelles il est indispensable de donner toute l'exactitude désirable, qu'apparaît clairement la grande supériorité du calcul logarithmique. Il y a, d'ailleurs, un grand nombre de cas, se rattachant aux placements pécuniaires, qu'on ne peut résoudre d'une manière satisfaisante qu'à l'aide des logarithmes.
La grande expérience acquise en matière de finance par l'auteur du présent Ouvrage, qui, durant plusieurs années, a aidé de ses conseils une des plus grandes Compagnies financières, et son habileté à effectuer les plus dilOciles calculs, fruit d'une longue pratique, l'ont déterminé à réunir les renseignements relatifs aux logarithmes, recueillis par
les auteurs qui l'ont précédé, et a dresser des Tables logarithmiques, accomplissant ainsi une œuvre qui pourrait être, pour notre pays, de la plus grande utilité et de la plus haute importance. Les prodigieuses transactions financières dont l'univers entier est maintenant le théâtre, de la part des particuliers comme de la part des Compagnies ou des gouvernements, ont rendu spécialement nécessaires à notre époque les renseignements que M. Thoman nous communique dans sa .Théorie. Tout d'abord, son Introduction était destinée à être purement la clef des Tables dont il la faisait suivre; mais le nombre considérable et la variété des cas impliqués dans le calcul, comme aussi l'importance financière de certains problèmes auxquels on ne s'était pas encore arrêté, ont conduit l'auteur dans un vaste champ de recherches et l'ont engagé à écrire cette Théorie mathématique qui, pour être nouvelle, n'en est pas moins complète.
La méthode concise, suivie dans le développement de cette Théorie, a été du plus grand secours pour convertir la doctrine des Annuités en un système simple, régulier et uniforme. En outre, comme le but du présent Ouvrage est avant tout pratique, M. Thoman a représenté avec soin les théorèmes et les règles par les formules les plus intelligibles et les plus élégantes, adaptées aux calculs logarithmiques et rendant très-fiicile la solution des problèmes les plus compliqués.
La Théorie de M. Thoman peut se diviser naturellement en deux Parties distinctes : la première, relative aux payements ou placements uniques; la seconde, aux payements ou placements périodiques. Ainsi la première Partie comprend :
i^ Le montant d'une somme quelconque , augmentée de ses Intérêts composés à la fin d'un temps donné; 2*^ la valeur actuelle d'une somme quelconque, payable à une époque donnée.
La seconde Partie renrerme la nouvelle théorie des Annuités, que l'on divise naturellement en trois espèces distinctes, suivant que le dividende court depuis, avant ou après le temps d'achat. Les Annuités de la première sorte s'appellent i/nme- Ji'a/e5; celles de la seconde, différées ou réversions. Quant aux Annuités de la troisième espèce, pour lesquelles Ventrée n'est ni immédiate ni différée, m^\s passée^ l'auteur leur a donné le nom A^ Annuités avec entrée passée.
La troisième Partie de l'Introduction contient la théorie et le mécanisme des Obligations^ remboursables au moyen de tirages, constituant des annuités constantes et cotées à la Bourse comme les autres Fonds publics.
Ces obligations, constituant le mode d'emprunt le plus usité de nos jours, méritaient un Chapitre spécial.
Dans la cinquième Partie, qui traite des Annuités avec entrée passée, l'auteur a eu soin d'insister sur la différence entre le montant des Annuités arriérées et le montant des Placements annuels, que jusqu'alors on avait confondus.
Les résultats divers que l'on obtient, suivant les différents termes fixés pour le payement des Annuités et de l'Intérêt, ont été présentés avec précision dans le cours de l'Ouvrage. Lorsque les termes pour le payement de l'Annuité et de l'In-^ térèt no coïncident pas, la formule connue jusqti'ici était si mal appropriée aux calculs numériques que, même avec des logarithmes à 7 décimales, on ne pouvait assurer que 4 ou 5 chiffres vrais dans le résultat; par suite de cette difficulté» on fut amené à négliger la différence entre les termes pour le payement de l'annuité et de l'intérêt, et la solution était alors plus ou moins erronée. M. Thoman a fait disparaître cette source d'erreur en donnant dans une petite Table (Table IV) les logarithmes à 7 décimales que l'on doit ajouter
au logarilhme de Tannuité ou que Ton doit en retrancher pour obtenir une solution rigoureusement vraie.
Avant tout, la Théorie que nous offrons au public n'est pas seulement nouvelle dans le plus grand nombre de ses points : elle est de plus complète en ce qui regarde la question matbématique, et expliquée, avec des renvois aux Tables, par plus de i5o problèmes qui, malgré leur nombre, sout tout à fait distincts les uds des autres, et ont reçu la meilleure forme de développement. Ces exemples, choisis au milieu d'une immense variété d'applications, sont d'autant plus précieux, qu'ils se sont rencontrés dans la pratique, et leurs solutions, pour être exactes, n'ont pas exigé peu de travail. Ils peuvent servir de modèles pour la solution de toutes les questions du même genre.
Les progrès de la théorie n'auraient que de faibles résultats s'il n'y avait pas des moyens faciles de les utiliser dans la pratique : c'est pourquoi on a calculé des Tables contenant les quantités qui entrent dans les formules algébriques. Ces Tables étaient comme le complément naturel de la théorie; elles donnent des résultats exacts au lieu de ces valeurs approchées dont on ne pouvait faire usage dans un grand nombre de cas.
Nos Tables contiennent près de 1 1 ooo logarithmes à 7 ou 10 décimales, applicables à 4^ taux, de -^ à 12 pour 100, entre i et 100 ans. Les taux se succédant de huitième en huitième de -^ à 6 pour loo, les premières différences sont k peu près constantes, de telle sorte qu'il est très-facile de faire des interpolations pour chaque taux intermédiaire. Pour donner à ces Tables la plus grande exactitude possible, on a calculé tous les logarithmes, aussi nombreux qu'ils sont, avec 10 et i3 décimales, au moyen de deux ou trois procédés différents.
La première colonne de chaque page de la Table I donne directement :
1^ Le logarithme du montant de i Jranc à la fin d'un nombre quelconque d'années;
2^ La valeur actuelle de i franc payable à une époque donnée.
La seconde colonne donne :
3^ L'annuité par laquelle on peut amortir un capital de
i franc;
4** La valeur actuelle d*un certain nombre d'annuités de I franc.
En combinant les deux colonnes, on obtient :
5** Le montant d'une annuité arriérée;
6** L'annuité arriérée dont le montant s'éléçe à \ franc;
7" V amortissement;
8^ Le montant des placements annuels;
cf La somme qui^ placée au commencement de chaque année^ s élève à i franc ;
lo® La valeur actuelle d'une annuité différée;
11^ L'annuité différée par laquelle on amortit un capital de i franc.
La seconde Table et la troisième complètent la première : la seconde, pour des fractions d'année, et la troisième pour les taux qui ne sont pas compris dans la Table 1.
La Table IV présente les logarithmes des annuités» lorsque rintérèt et l'annuité ne se payent pas aux mêmes époques.
Ces quatre Tables, que leur Auteur a lui-même appliquées pendant plusieurs années avec succès et sur une grande échelle, comprennent le système complet des calculs relatifs à rimporlante question des placements financiers; et» sans nul doute, elles sont destinées à remplacer les Tables numé-
riques, quelles qu'elles soient. Il suffît d*un simple fait pour convaincre de l'insuffisance de ces dernières, comparées aux Tables logarithmiques que nous offrons au public. Pour donner directement les mêmes solutions que les Tables logarithmiques I et II combinées, les Tables numériques pour les annuitésdifiFéréesnedoivent pas contenir moins de 5 760000 nombres différents (*).
L'Editeur.
59, High Holborn.
(* ) Cette Douvelle édition contient des Tables encore inédites, dressées de U main môme de Fédor Thoman.
La Table 1 de l'édition anglaise ne donne les logarithmes du montant de i'^ l'annuité capable d'amortir un capital de i^*" que pour des périodes de temps inférieures à 100 ans; mais on peut avoir besoin de connaître ces mêmes logarithmes pour des périodes comprises entre 100 et 200 ans, surtout lorsqu'il s'agit du calcul d'annuités où l'intérêt et l'amortissement se payent par semestre, par trimestre on par mois. Un supplément de 4 pAges, faisant suite à la Table I, présente ces.logaithmes pour les taux 3, a j, 2 ~ et 3 pour 100, et pour des périodes de temps comprises entre 100 et 200 ans.
La Table V contient les logarithmes des logarithmes des nombres naturels de 1 à 100.
Les Tables VI et VII complètent les trois premières Tables.
Enfin les trois Tables de logarithmes à 11 décimales servent à calculer le logarithme d'un nombre donné, ou le nombre correspondant à un logarithme donné, jusqu'à 10 chiffres exacts. Un supplément de quelques pages, placé à la fin de l'Ouvrage, sous le titre Tables de logarithmes à 11 décimales, indique la manière de se servir de ces Tables.
INTRODUCTION
lTpe<|;. — TovTO S* M* ô toxoç xi OYiptov;
'A(ivv. — Tt 8* dXXo Y' fj xatà |iîiva xal xaO' ^pipav
icXéov nXéov c* àp^upiov àel fiYveTai,
Oiro^^sovToc Toû xpôvov ;
API£T04»AM0r£ N£4»£AAI(').
(*) Stkbpsiadb. — L'iotérèt! quelle bète est-ce cela? Ahtmias. — C'est l'argent qui s'accroît sans cesse chaque mois et chaque jour, à mesure que le temps s'écoule.
{ Les Ifuécs d' Abistopbanb.)
Définitions.
V Intérêt est la redevance payée pour Tusage {usum) d'une somme d'argent appelée capital, ou le bénéfice qu'en retire l'emprunteur.
Pour déterminer ce bénéfice, qui dépend généralement de conditions faites par l'emprunteur au préteur, on a besoin d'un terme de comparaison dont on puisse se servir pour calculer l'intérêt de la somme prêtée, quelle qu'elle puisse être : c'est pourquoi la redevance à payer pour la libre disposition de loo francs pendant un an a reçu le nom de taua; de l'intérêt pour cent.
Ce taux varie considérablement, suivant la situation financière et politique d'un pays et la nature de ses transactions;
mais, dans la plupart dcsKtats, les lois assignent une limite extrême à ce taux, limite que Ton a appelée Vintérét légale et tout inlérét dépassant celte limite s*appellc usure (*).
Lorsque le capital reste plusieurs années dans les mains de Temprunteur, celui-ci doit payer au préleur, à des époques déterminées, l'intérêt tel qu'il a élé réglé d'avance entre les parties; sinon on doit considérer cet inlérét même comme un nouveau capital, pour lequel un intérêt est pareillement exigible: c'est ce qu'on appelle I'i/j /<»>(*/ compose.
L'intérêt qui, quoique du par remprunteur, reste en ses
(*) La première ordonnance relative à rintêr(St pécnniaire qui «oit mentionnée dans riiistoire de l'Angleterre est un acte passé sous le rt>|{ne de Richard I** ^1197}, défendant aux Chrétiens de retirer un intért^t de leur aqient.
Sous le rè{rne de Henri II, on contractait aisément des emprunts en An|;loterre à un taux inférieur à an pour 100; sous Henri 111, le taux fut de 5o pour 100.
En i5/|j (37 Henri VllI, c. 9) et en 1671 (i3 Elisabeth, c. 8}, il ne fut permis à per» sonne de prendre au-dessus de 10 pour 100 par an; le délinquant devait payer le triple de cette valeur.
Le taux légal continua d'être 10 pour 100 jusqu'en iG-j'i (11 Jacques l*', c. 17)1 époque à laquelle il fut réduit à 8 pour 100. Knsuite, on iG5i, on vertu d'une ordonnance du Rump Parliament, confirmée en iGGo par Charles II, le taux légal fut réduit à 6 pour 100.
Enlin, en 171/1 (la Anne, c. i6\ personne ne put prendre au-dessus do 5 pour 100 par an pour le prêt d'une somme d'argent; les bons, les contrats, etc., faits à un taux plus élevé, pouvaient être annulés et le délinquant payait le triple de cette valeur.
En i586, une loi fut portée en Ecosse fixant le taux légal à 10 pour 100.
Au temps de Kéhémie (44>^ a^' J>-C.)( l^"* Juifs avaient à payer i pour 100 par mois.
A Athènes, on n'imposa jamais de restriction au taux de l'intérêt, celui-ci ayant été déclaré libre par une loi, que l'on attribue k Solon lui-même. D'après Orote {Histoire de la Grèce\ l'intérêt était entre 10 et 36 pour loo, et ordinairement entre la et 18 pour 100.
On ne sait pas exactement quel fut à Rome le taux do Tintérêt {tincinrnm fccnui). Au temps de Sylla (83 av. J.-C), la centième partie {ventesima)^ ov\ i pour 100 par mois, était reconnue pour le taux usuel et légal. Brutus, conformément à un sénalus-consulte, prêta de l'argent, dans Chypre, à l\è pour 100. Cicéron, en entrant au gouvernement de la Cilicie, émit un édit fixant à i pour 100 par mois le taux de l'intérêl, avec l'intérêt des intérêts à la fin de chaque année. Sous libère, le taux fut ii Rome de 6 pour 100 ; sous Alexandre Sévère (en a3o), le taux légal fut réduit à 4 pour 100, et plus tard à 3 1 pour 100.
En France, un édit de Philippe-Auguste (127')) fixa comme limite du taux légal 48 pour 100. Philippe IV, en i3ii, décréta que l'intérêt qui pourrait être légalement eiigé dans les marchés de la Champagne serait de au pour 100.
Charles V (en iS^S) fixa k la pour 100 le taux de l'intérêt dans lot Pays-Ras.
mains sans produire un nouvel intérêt, s'appelle intérêt simple; il est toujours proportionnel au temps.
Une annuité est une rente ou un revenu périodique payable a la fin de chaque année ou à des intervalles de temps égaux. Elle est appelée certaine lorsqu'elle doit durer un nombre d'années déterminé; elle est viagère lorsqu'elle dépend de la survivance d'une ou de plusieurs têtes.
Lorsque l'intervalle entre l'époque de Tachât de l'annuité et le premier payement est égal à l'intervalle qui sépare deux payements consécutifs quelconques, l'annuité est dite ii/tmediate.
Lorsque l'intervalle entre l'époque de l'achat d'une annuité et le premier payement est plus grand que l'intervalle qui sépare deux payements immédiatement consécutifs, c'est-àdire lorsqu'on ne doit pas entrer immédiatement en jouissance de l'annuité, celle-ci s'appelle annuité différée ou annuité avec entrée différée.
Une réversion ou annuité réversible est une annuité déjà en existence et qui, après un temps donné, ou à la mort du possesseur actuel, est réversible à un autre possesseur.
Lorsque l'intervalle entre le temps de Tachât d'une annuité et le premier payement est moindre que l'intervalle qui sépare deux payements immédiatement consécutifs, ou lorsqu'on est entré en jouissance de l'annuité depuis une certaine époque, on peut appeler celle-ci annuité avec entrée passée.
Recherche du nombre aaj
TARLES DE LOGARITHMES
rOCR LES CALCULS LES PLUS DIFFICILES d'iNTÉRÊTS, d'esCOMPTES, d'aNNL'ITÉS, ETC.
Table I. — A. Logarithmes du montant de i'^' à la fin d'un nombre quel- '
conque d'années, de 1 à 100 ans
R. Logarithmes de l'annuité a ou -7-^— par laquelle on peut
amortir un capital de 1'' dans un nombre quelconque [
d'années de 1 à 1 00 ans ( * )
C. Les mêmes logarithmes pour les taux 7, :i ^, a î, 3 pour 100, et pour les valeurs de n comprises entre 101 et 300. /
( ' ) Dans tout le cours du présent Traité, le logarithme de cette annuité est exprimé par loga; dans la Table 1, ce symbole est remplacé par CMog/„(0. Une note, placée à la fin de l'Ouvrage, immédiatement avant la Table I, donnera au lecteur l'explication de ce changement.
Paiea.
Table 11. — Logarithmes de raccroiesement et de la valeur actuelle de i^',
à la fin de chaque moU, de i à i3 mots 5i-53
Tablb 111. — A. Pour les taux contenus dans les deux Tables précédentes :
I** Logarithmes à ioetà7 décimales de t, t étant Tinté- ï
rèt de i'' par an ou le taux f
3<* Logarithmes de r, r étant i^' augmenté de son inté- i ' ^
rèt pour un an j
3^ Logarithmes de logr ,
B. Pour tous les taux entre o et lo pour loo, se succédant
par-i^,, logarithmes de r, r et de f ih )
et croissant par yh : i" logr; a" /',
C. Pour tous les taux fractionnaires entrée et lopour loo, se
succédant par ^g, logarithmes de ^ et r .h)
Table IV. — Logarithmes 87 décimales, à soustraire du logarithme de l'annuité, lorsque Y annuité se paye 'i, 4» 6 ou la fois plus souvent qne l'intérêt, ou k ajouter au logarithme del'anuuité| lorsque l'annuité se paye a ou f\ fois moins souvent que l'intérêt Cù\
Table V. — Logarithmes des logarithmes des nombres naturels de i à 100. (17
Table VI. — Contenant, pour tous les taux compris entre a et 3 pour 100,
Table Vil. — Présentant, pour tous les taux compris entre 1 et i? pour
100, et croissant par J : »•*/•; a" /■*; 3* log(i -r-;) 7a
Tables Vlll, IX, X. — Tables de logarithmes à 1 1 décimales 7 j-^^i
NOMBRE ENTIER D*ANNÉES
Soient
t l'intérêt de i'"^ pour i an, ou la loo* partie du taux: r-=\ +t la somme de i^*" augmentée de son intérêt pour
I an, ou le rapport de raccroissement annuel du capital; n le nombre entier d'années pendant lesquelles il a été prêté; p\e capital; M le montant de ce capital à la fin du temps donné.
i'"^ s'élève dans i an à ^^^ et, puisque toute autre somme augmente dans i an suivant le même rapport, ces r^"^ deviendront r^, et de même r^ deviendra r' au bout de i an. Donc :
r est le moniant de i^' dans i an, /'' » » dans 2 ans,
/^ » » dans 3 ans.
En géDéral,
r" sera le montant de i'' dans n années,
et si l'on multiplie cette expression par un capital quelconque /?, elle deviendra
c'est le montant de ce capital au bout de n années.
Ainsi le montant d'un capital donné au bout d'un nombre d'années donné est égal au montant de i'*^ dans i an, élevé à la puissance marquée par ce nombre d'années et multiplié par le capital.
§ II. — Avantages présentés par l'emploi des logarithmes.
Quand le taux est exprimé par un nombre entier, 4 pour loo par exemple, le rapport de l'accroissement est exprimé par deux chiffres significatifs, dont l'un est l'unité, par exemple i,o4; mais, si le taux est un nombre fractionnaire, ou si le nombre d'années est considérable, le calcul est trës-fatigant et sujet à erreur. Dans de pareils cas, et surtout dans les problèmes suivants, l'usage des logarithmes est de la plus naute importance, et pour ainsi dire indispensable. En effet, à l'aide des logarithmes, toutes les multiplications compliquées sont ramenées à une seule et très-simple opération. La plupart des mathématiciens qui se sont occupés d'intérêts composés ont recommandé l'emploi des logarithmes comme la méthode la plus sûre, la plus facile et la plus expéditive pour résoudre les diverses questions que l'on rencontre.
§ III. — Formules et questions D'iNTÉRfiTS composés.
De la formule
on peut déduire les suivantes, pour trouver une quelconque
des quatre quantités, étant données les trois autres ; ainsi
Ton a :
Pour le capital,
(^1 P = -iy Iog/>=logM — logr";
Pour le taux de l'intérêt, (3) r=y/^, losr = '23}^^
(cette valeur, diminuée d*une unité, donne / qui, multiplié par loo, donne le taux);
Pour le nombre d'années,
L'emploi et l'application de ces formules seront pleinement expliqués par les exemples suivants :
Exemple I [montant, formule (i)]. — Que deviennent, au bout de 34 uns^ au taux de 4 7» 52'j']^'j5o placés à intérêts composés?
logM= log/> -4-logr" = log5277,5o-;- logr";
log 6277,50 = 3,7224282 (Tab. 29)(*) logr»* =0,6852371
logM= 4,4076653 M =25566",! 5.
Exemple II [montant, formule (i)]. — On demande de trouver ce que deviennent au bout de iS*] ans, au taux cfe 4 |» 4i S''^ placés à intérêts composés.
logM = \o^p + log r",
logM =log4i8 -4- logr*"-»- logr*';
C^) Le mot TabU ou Tab. signifie qu'on trouTe le lojarithme sans aucun calcul dans les Tables dressées à la fin de cet OuTrage.
log4i8= 2,6211763
(Tab. 28) logr»*« = 1,9635471
logr*' = 1,1192218
logM = 5,703945a M = 5o5;6o",8o.
Exemple III [capital, formule (2)]. — Quel est le capital qui ^ placé à intérêts composés ^ au taux de 5 ^, s^ élèvera à 4 8 1 7 000'' au bout de 93 ans ?
\ogp = logM — logr" = Iog48i70oo — logr".
log 48 17000 — - 6,6827766 (Tab. 33) logr»* = 2,0666557
log/? = 4)6i6i209 p = 4i3i6'',25.
Exemple IV [taux, formule (3)]. — Supposé que l'on retire 5000'"^ pour le placement de 1 335'^ pendant 3o ans^ quel est le taux d'intérêt?
loffM — log» loçSooo — lo^ï335
logr= -^î ^- = —
log5ooo = 3,6989700 logi335 = 3, 1254813
log/^ = 0,5734887 logr= 0,0191163
Le taux = (1 ,o45 — 1) x 100 = 4 î-
Exemple V [temps, formule (4)]. — Pendant combien d'années doivent être placés 3000*^^, au taux de [\ pour 100, à intérêts composés, pour s^ élever à 102 358*^^?
lopM — \o\ip log I02358 — logSooo
"" ïôgr "" log 1,04
Iogioa358 = 5,0101218 logSooo = 3,477iîii3
log 102358 ~ log3ooo = i,533ooo5
logi,o4 = 0,01703334 _ i,533ooo5
~ 0,01703334 /i s= 90 ans.
Exemple VI ( temps). — Deux sommes sont placées en même temps à intérêts composés^ la prem^iére de 3 8 000*^ au taux de 4 \pour 100, la deuxième de QgSgS'*" au taux de 3 \pour 100. On demande de déterminer au bout de quel temps les deux sommes seront égales .
logggSpS — log 38000 log 1 ,045 — log I ,o35 '
par conséquent
log99398= 4,9973776 log 38000= 4,5797836
log 99398 — log38ooo = 0,4175940
(Tab. 54) log 1, 045 =: 0,01911629 (Tab. 54) logi,o35 — o,oi494o35
log 1,045 — logi,o35 = 0,00417594
// = 100 ans.
§ IV. — Temps requis pour doubler un capital.
Exemple VII. — Combien de temps un capital quelconque mettra» t-il pour se doubler à 3 pour 1 00 par an^ à intérêts composés?
Nous avons [formule (4)]
^^_ logM — iogp logr '
mais ici M = 2p; par conséquent,
logap — log/? _ loga 1og2 o,3oio3oo ,».
logr logr logi,o3 0,0128372^ '*
n = 23^449^ ^"s ou ^3 ^^^ ^l 1^4 jours.
Si Ton demandait de trouver seulement le temps approximatif nécessaire pour doubler un capital à un taux quelconque, on pourrait le faire facilement en divisant le nombre 70 par
le taux. Ainsi, dans Texemple précédent, /i=^ = 23,333.
En outre, si l'on demandait de trouver approximativement à 3 jours près le même temps, pour tous les taux compris entre zéro et 10 pour 100, on pourrait diviser 69,3i5 ans par le taux d'intérêt et ajouter au quotient —^ de ce nombre, c'est-à-dire o,346. Ainsi, pour le taux de 3 pour 100,
comme plus haut.
§ y. — Montant d'un capital quelconque a intérêts composés, l'intérêt étant payable chaque année, tous les six mois, tous
LES trois mois, ETC.
Jusqu'ici nous avons toujours supposé l'intérêt convertible en capital à la fin de chaque année ; considérons maintenant le cas où il doit être converti k fois par an, à k intervalles égaux et en k payements, chaque payement étant la jième partie de l'intérêt annuel.
(•) logii = log'3 — log*r
log«2= 9,4786098
(Tab. 57) log*r= 8,1084711 logn = 1,3701387
n = 33,4^98 = a3 ans, 164 jours.
Il ne faut pas oublier qu'en finances le jour est indivisible.
Le procédé sera encore le même que dans le cas des années entières, pourvu que le nombre n exprime toujours le nombre total des payements dans le temps donné» et / l'intérêt de i'' d'un payement à l'autre.
Voyons d'abord ce que devient» à l'expiration d'un an, un capital de loo^'» au taux annuel de 4 pour loo» payable en portions égales et à des intervalles de temps égaux.
Si l'intérêt est payable chaque année, le capital i^'^ s'élèvera a la fin d'une année à i'So4.
Si l'intérêt est payable chaque semestre et par moitié, c'est-à-dire a 2 pour 100 pour 6 mois, nous trouvons qu'à l'expiration du premier semestre chaque franc deviendra 1^^,02; cette somme, au bout du second semestre, deviendra 1,02, et par conséquent le montant du capital 100'^ sera
100 X 1,02'= io4'So4.
Si l'intérêt est payable par trimestre, c'est-à-dire est de I pour 100 pour 3 mois, le capital 100^'' deviendra à la fin de l'année
100X1,01*=: io4'',o6o4oi.
Si l'intérêt est payable tous les mois, c'est-à-dire est de \ pour 100 pour 1 mois, le capital 1 00'' s'élèvera, à l'expiration des la mois, à
ICO (14-
( I 4- 2 — ) = io4'',074i55.
Si enfin l'intérêt doit être converti à chaque instant, car nous pouvons prendre des intervalles de plus en plus petits et par conséquent infiniment petits, le montant atteindra à la fin de l'année son maximum 104*081077.
Donc, le taux nominal étant de 4 pour 100 par an, le taux vrai sera :
Pour des payements semestriels 4 ,04
» > trimestriels 4 ,060401
» }) mensuels 4 ,074155
» » continus 4 ,081077
Ainsi nous voyons que le montant du capital augmente avec le nombre des intervalles, et atteint son maximum quand l'intérêt doit être converti à chaque instant; par conséquent, les avantages sont d'autant plus grands que le nombre des payements annuels est plus considérable.
§ Yl. — Application de la formule uênêralb aux intébêts conybr-
TIBLES TOUS LES SIX MOIS, TOUS LES TKQIS MOIS, ETC
Si l'intérêt, convertible en capital, se paye k fois dans un an, chaque payement étant la *'*"* partie de l'intérêt annuel,
le montant de i^"" à la fin de l'année sera (n-Tj [form.(i)j.
Ainsi, si le taux nominal est /, le taux vrai sera
et, par conséquent, un capital/? deviendra, a la fin de n années,
Suivant queX; est égal à i, 2, 4t 12, ou à un nombre infini, c'est-à-dire suivant que le payement s'eflectue i , 2, 4» i^ fois par an ou continuellement, le montant sera, pour des payements semestriels,
trimestriels,
mensuels, continus,
H ^"î"* ) =pc^''i
e étant la base du système des logarithmes hyperboliques (*) égal à 2,71811818.
§ VIL — Exemples d'intérêt payable par semestre, trimestre, etc.
Exemple Vill. — 4 combien s^élèveront 89855'', placés à intérêts composés à 6 pour joo pendant 7 ansy V intérêt étant convertible par trimestre?
Ce montant sera exactement le même que celui du même capital pendant 28 ans, à i |pour 100; par conséquent,
logM = Iog/> + log r'»^ logSgSSSn- logr*^.
log 39855 = 4,6004828 (Tab. 3) logr» = 0,181049a
(*} Quand on développe» d'après le principe du théorème du binôme, l'expression ( ' "*" ï ) ' °° obtient
+ ('-î) (■-?) (--ï) {'-DoTs-^-'
Si k est infiniment grand, c'est-à-dire si A = oc , la formule deviendra
(iH ) =l-f-H 1
ou, en décimales, 2,71 8281 8?8459o.'|5.
Ce nombre, dont le logarithme vulgaire est 0,4343944819» est exprimé par la lettre e.
log 0,434^94 48 19 = 9,6377843.
Si Ton demandait de déterminer la valeur de M = ( i + t ) 1 dans Tbypothèse A = 00 , nous l'aurions en substituant mt k k^ m étant pareillement égal à 00 ,
— lO —
Exemple IX. — QueUe somme s' élèvera à looooo^' en :i3 ans^ l'intérêt convertible par semestre étant de l\\ pour i oo ?
y- = -ï- = o,o225 = 2j et /f/i = 2 Xa3 = 46,
logp = logM — logr" = log looooo — logr**.
looooo = 5 (Tab. 8) logr*« = o,4445i
log M = 4,55549 M = 35932'% 5o.
Exemple X. — Quel est, au bout deS'j ans^ le montant de 1 00'^, placés à intérêts composés^ au taux de g pour 1 00, r intérêt étant annuel, semestriel, trimestriel et continu ?
i" Annuel (9 pour 100) :
logM = \ogp -h logr*'.
log p = 1 (Tab. 46) logA*'=3,a56io53
logM= 5,256io53 M == i8o34"-,55.
a® Semestriel (41 pour 100, kn = 1^4 = ïoo -4- 74) :
logM= log;?4- Iogr'»*-f- logr".
log;? = 2 (Tab. 27) logr'"= i ,9116290 logr'*= i,4i46o55
logM = 5,3262345
3® Trimestriel (2-j pour 100, /r/i = 348) ;
logM = log/> 4- (log r»*) X 10 -h logr".
log/? = 2 iologr**= 2,8989950 log /^•= 0,4638392
logM = 5,3628342 M = 23o586,70.
— 1 1 — 4* Coniinu (log«= 0,43419448, 71 = 87, / = -ph eiM=:;>. e"»)
logM = log» -f- log e X — — - • ' 100
log/j = a
?^^^i9ioge=3,4oo5a58 100 °
logM = â,4ooâa58 M = 25149a, go.
§ VIII. — Montant d'un capital quelconque pendant
DES FRACTIONS d'aNN^E.
Nous avons déjà montré que le montant du capital varie et augmente, quand TintérêJ, au lieu d'être payable annuellement, est convertible un nombre déterminé de fois chaque année et que, réciproquement, l'intérêt d'un capital quelconque, placé à intérêts composés, pendant une fraction d'année, est toujours moindre que la fraction correspondante de l'intérêt annuel.
Ainsi, si l'on devait recevoir à la fin d'un semestre :2^pour l'intérêt de 100^ placés à intérêts composés, on ne tardera pas à s'apercevoir que le taux de l'intérêt ne serait pas 4 pour 100 par an, mais 4t6 • ^^ réciproquement, si le taux est de 4 pour 100 par an, l'intérêt pour6moisserait inférieur a ripour 100.
Supposons donc que le taux soit tel que le montant de i'' k l'expiration de la première année devienne (i -f- /), et désignons par a? l'intérêt de i'^ pour v de l'année, le montant de ce franc sera
Au premier terme de conversion i h- x
Au second » » (i-hjt)'
Au troisième » » ( n- j:)^
Au «**"• » » (iH- j:)"
et enfin à l'expiration de la ^^^ période, c'est-à-dire à la fin de l'année, (i + â? )^; mais cette dernière valeur doit être égale
à (i +/); on a donc d'où
I + j: = V I -h / OU
12 if me
et, par conséquent, le montant du capital à la fin de la —p-
partie de Tannée sera (i -f- // , et l'intérêt payable à ce terme
seraL(i 4-0^— "J"
Si, dans l'équation (i), k= 2, nous aurons
par conséquent, on peut trouver le montant de i^'' pendant I semestre, en extrayant la racine carrée du montant de 1*^^ pendant i an au taux donné. Cette racine, une fois trouvée, représentera la somme placée au même taux pendant le semestre suivant.
Par exemple, la racine carrée de i,o4 est 1,0198039027 et représente le montant de 1 franc à 4 pour 100 dans un semestre: si l'on multiplie cette valeur 1,0198039027 par 1,0198039027, c'est-à-dire par elle-même, le produit sera 1, 04000000, montant de i''* dans un an.
De même, si l'on demandait de déterminer à combien s'élèvera 1'' dans^ d'année ou 4 mois, on aurait
c'est-à-dire la racine cubique de (i -4- /), qui, dans l'hypothèse du taux de 4 pour 100, serait i,oi3i594.
Ainsi l'intérêt de 1000'' à 4 pour 100, à intérêts composés, sera pour6 mois de i9^%8o4, et pour 4 niois de i3^',i59.
Exemple XI. — Quels seront^ au bout de six Tnois, le montant
et V intérêt de 2000000'*^, placés à intérêts composés, au taux de 5 pour 100?
IogM = Iogp-*- r \
log M — log 2000000 -4- log r* \og p — 6,3oio3oo
(Tab. Î52) logr' =0,0105946 logM=^ 6,3116246
M = 2049390''", 10, Intérêt = 2049390'^'', 10 — 2000000'' = 49390''.
Exemple XII. — Trouver le montant de 1 35865'' à 4 1 pour (oo, au bout de 17 ans 5 mois.
/?au bout de 17 ans devient ^r'^; i'*^ au bout de 5 mois de-
vient r^ 2 ; /?r' ^ devient donc, au bout de 5 mois, /?r* ' x r * =« ; on peut donc établir
logM = logp 4- log r" -4- logr '' = log 1 35865 -+- logr"-f- r*'.
logi35865 = 5,1331076 Iogr" = o,3i6i4o3
(Tab. 52) logr"^ = 0,0077485
IogM = 5,4569964
Exemple XIII. — Quel capital pourra s^éleçer, en ^3 ans S5 jours, à38oo'% à ^\ pour 100?
logp = logM — (logr"-i- yf^ logr").
log M = log38oo = 3,57978
(Tab. 17) logr»»= 0,31947
3iïlog/** = o,oo323
log/-" -H (log H»*) X âk = 0,32270
\ogp= 3,25708, Valeur actuelle/? = i8o7'%5o.
Exemple XIV. — Calculer l'intérêt de 40000^"^ pendant 3 moiSf au taux de ^\ pour 1 00.
logM =:log/?-f- logr* = log4oooo -+■ logr*.
\ogp = 4,6020600 (Tab. 51 ) logr* = 0,0047791
log M =4,6068391
M = 4oi4a'%6o, Intérêt = 4 42'% 60.
Exemple XY. — Combien faudra-t-il de temps à une somme de 63 S'*", portant intérêt au taux deZ \ pour 100 par an et convertible par semestre, pour s 'élever à i aoo'^^ ?
logM — logo
logr
logM = 3,07918 \ogp = 2 , 80277
log M — log/? = o , 2764 1 (Tab. 57) logr = 0,0075344.
par conséquent
/i = 36 semestres, 686 ou 18 ans, i25 jours.
Si l'on veut diviser le numérateur de n pa r son dénominateur a l'aide des logarithmes, on peut du logarithme du numérateur soustraire le logarithme de logr. Ainsi nous aurions, dans l'exemple précédent,
logo, 2764075 = 9,44i55 (Tab. 57) log logr = 7,87705
comme plus haut.
log/i = i,5645o
/t = 36 semestres 686 ,
DEUXIEME PARTIE
VAUra ACTUELLE D'UHE SOIDIE PAYABLE A UlE tPOaUE FUTUBE.
§ IX. — Db l'escompte.
La valeur actuelle d'une somme payable à une époque future, c'est le capital qui s'élèvera à cette somme dans le temps donné. Ainsi loo^'^ deviennent io5^''à la fin de i an, au taux de 5 pour loo; parconséquent, la valeur actuelle de loS^'^payablés dans i an est loo'^^.
Vescompte est la retenue opérée pour le payement d'une somme avant son terme d'échéance, c'est-à-dire la différence entre la somme payable à une époque future et sa valeur actuelle.
Par conséquent [formule (a)] la valeur actuelle de i'*" payable a l'expiration de n années est -7, 9 valeur qui, multipliée
par le montant de la somme due M, donnera/? = — [ formule (2)]
pour la valeur actuelle de la somme M payable dans n années; l'escompte sera donc
OU
Exemple XVI. — Déterminer la valeur actuelle et V escompte de ZSoooo^' payables dans 7 ans à 6 pour 100.
\ogp = log M — log r".
logM = 5,5563025 (Tab. 39) log/-' = 0,1771411
log/» = 5,3791614
Cette somme, soustraite de 36oooo'^^, donnera pour l'escompte
Exemple XVII. — Quelle est la valeur actuelle de 3855'', 5o payables dans 43 jours, à 8 pour 100, intérêts composés?
logp = logM — ( log r") yfj.
log 3855, 5o = 3,5860807 y^logr*' (Tab. -45) =0,0039376
donc
log^ = 3,582i43i
p=^8io^'y']o et D = 34f^8o.
Exemple XVIII. — On demande la valeur actuelle de 44^''» 60 payables dans 3 mois, à 4 \pour 100.
log^ — log44^»6o— Iogr\
log 442 } 60 -— 2,64601
(Tab. 51) logr* =0,00478
log/? = 2,64 123 /. = 43/%75.
Exemple XIX. — Valeur actuelle d'une somme payable, en cas de survivance, dans un temps donné.
On demande de trouver la valeur actuelle de 75ooo''^paya-
- iq -
bles dans 1 7 ans, constitués sur une seule télé âgée de a6 ans, le taux de l'intérêt étant de 4 pour 100. On s'en rapportera à la Table de mortalité de Northampton.
76000'^ payables dans 17 ans valent actuellement ^ ^„ ■
J)'après la Table de mortalité de Northampton, sur i i65o enfants nouveau-nés, 4^85 vont au delà de 26 ans et 34o4 au delà de 43 ans. Pour payer i^*à chaque survivant âgé de 43 ans, les 4685 personnes âgées de 26 ans doivent payer la valeur actuelle de 34o4''^payables dans 1 7 ans ; une seule des 4685 personnes âgées de 26 ans doit donc payer la valeur actuelle de
7g^ payables dans 17 ans; et enfin, pour que chaque survivant de 43 ans reçoive 75000'"^, chacune des 4685 personnes âgées de 26 ans doit verser la valeur actuelle de ^.^^^ ^ —
payables dans 17 ans. Cette valeur actuelle est donc Y 3404 X 75000
logV=: Iog34o4— log4685 -4- log75ooo — logr''.
Iog34o4 = 3,5319896
Ct^ * ) log 4685 = 6 329-2904
log 75000 = 4 1875061 3
(Tab. 23) Cl logr" = 9,7104332
logV = 4,4467745 V = 27975''", 3o:
telle est la valeur actuelle de 75000^^
(*) Ct exprime le complément arithmétique d'un logarithme, c'est-à-dire la différence entre ce logarithme et le nombre lo. On emploie les compléments arithmétiques pour éviter les soustractions ; ainsi, dans le cas présent, au lieu de soustraire log r" de log 76000 et log 4685 de log34o4, nous écrÎYons les compléments de logr*' et log 4685, ensuite nous ajoutons les quatre logarithmes et de la caractéristique totale nous retranchons autant de fois lo qu'il y a de compléments ou de divisions, c'est-àdire 2'x 10 ou ao.
§ X. — Rapport entre l'escompte et l'intérêt.
Nous avons trouvé que l'escompte d'une somme M payable dans n années est
De même, nous avons vu qu'un capital M donnera au bout de n années un intérêt I = M(r^— i); par conséquent,
l^Di- et D=-;
en d'autres termes, Tintérèt d'un capital est égal à l'escompte de ce capital augmenté de l'inlérét de cet escompte pendant le même temps.
Réciproquement, l'escompte est égal à la valeur actuelle de l'intérêt.
Exemple XX. — Quel est V escompte de [\oooo^^ payables dans 3 mois, à [\\ pour i oo?
log/i=:IogM — logr* — Iog4oooo — logr\
log4oooo = 4 > 6020600
(Tab. oJ) log/** = 0,0047791
log/? = 4 , 5972809
d'où
pz= 39562^%25; D=:437^^;5.
Nous avons déjà trouvé (exemple XIV) que l'intérêt de 40000''' pour 3 mois est de 442'^6o.
La valeur actuelle de cette dernière somme, payable dans 3 mois, est de 437'S75 (exemple XVIII). On peut voir par là que l'escompte de 4^000'' pour 3 mois est égal à la valeur actuelle de l'intérêt de ce capital pour le même espace de temps.
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Lorsque l'intérêt est convertible par semestre, par trimestre, etc., la valeur actuelle d'un capital se calcule au moyen de la formule suivante :
(7) P = 7 JTÛ'
dans laquelle k représente le nombre des payements annuels [formule (2)].
Or, si ^ est plus grand que I, la valeur de (i 4-71 j est plus
grande que (i -t-^), et la valeur du dénominateur (1+ j\
augmentera avec k. quoique toujours inférieure à ^^ , Par conséquent, la valeur actuelle est d'autant moindre et l'escompte d'autant plus grand que les époques où l'intérêt se convertit en capital sont plus nombreuses.
Exemple XXI. — Quelle est la valeur actuelle, quel est T escompte de Z60 000^' payables dans 7 ans, r intérêt étant de 6 pour 100, convertible par semestre, par trimestre et d'une manière continue? ( Voir exemple XVI.)
Par semestre, 3 pour 100 :
\o^p z=z log 360000 — logr'*.
log 360000 = 5 , 5563o25 (Tab. 43) log/-**— 0,1797211
log/7= 5,3766814 Valeur actuelle/;— a38oo2''',4o, Escompte D — 121997^'', 60.
Par trimestre, i ^ pour 100 :
log/? = log 360000 — - logr*\
log 360000 = 5,5563oa5
(Tab. 3) logr* = 0,181049a
\ogp = 5,3752533 Valeur actuelle/? = a37275'^7o, Escompte D = i^iy^i'^ ^3o,
Continuellement :
p "lôt ^ «?<i. '
log/? = log 360000 î — loge.
log 36oooo = 5 , 5563o!i5 4a
log/? =^5,3738988 Valeur actuelle/? = 236536'%8o, Escompte D = 123463^'', 20.
Ainsi la valeur actuelle de 36oooo'^ payables dans 7 ans, au taux nominal de 6 pour 1 oo» sera :
fr
L'intérêt étant convertible annuellement 239420,60
D » par semestre 238002,40
» » par trimestre. .. . 237275,70
» 1* continuellement.. 236536, 80
Cette dernière somme est le minimum que puisse atteindre la valeur actuelle.
§ XII. — Rapport remarquable entre l'escompte et les anituitês.
La valeur de l'escompte de la somme M, payable dans n an nées, est, d'après le § IX [formule (6)J,
— ai —
Mais, dans le Chapitre suivant, on montrera que la valeur actuelle de n annuités de i^'^ est
donc
M/ désigne aussi l'intérêt annuel de la somme M.
Par conséquent» l'escompte de M^*^ payables dans n années est égal à la valeur actuelle de n annuités dont le montant annuel serait égal à l'intérêt annuel de ]VP (*).
Exemple XXII. — Quel est V escompte de Z&oooof^ payables dans 7 ans, le taux de T intérêt étant de 6 pour 100 par an?
L'intérêt de 36oooo'' pour i an est de 21600^'; par conséquent, l'escompte est égal à 7 annuités de 21600'"^ (valeur actuelle).
Iog2i6oo = 4,3344538 (Tab. 39) log« (**) = 9,253i8o5
logD = 5,0812733 D= 120579''", 40 }
comme plus haut.
Exemple XXIII. — Quel est V escompte de 36o 000^^ payables dans 7 ans, le taux dé J' intérêt étant de i\ pour 100 par trimestre ?
(*) (Troisième partie) a désignant une annuité quelconque, on a V (valeur actuelle des annuités) = f>a; si l'on fait a = Mr, on aurait aussi D = ap, et par conséquent D = V. On peut donc considérer D comme égal à la valeur actuelle de n annuités de a^''= MCy l'intérêt annuel de M.
Cela est tout naturel. En effet, l'escompte exprime la perte sur le capital nominal; or cette perte consiste justement dans la perte d'intérêt. Par exemple, le taux d'intérêt étant à 6 pour loo, la perte sera dans la privation de ai 600'' par an pendant 7 ans (exemple XXII).
{**) a étant l'annuité rachetée par i'' dans un nombre donné d'années.
L'intérêt de 36oooo'' pendant 3 mois est de 5400'*"; par conséquent, Tescompte est égal k la valeur actuelle de 38 annuités de 54oo'^
Iog54oo= 3,7328938 (Tab.3) logû= 8,6434633
IogD=: 5,0889305 D = 1 22724''', 3o.
comnne plus haut^
§ XIII. — Équation des payemoits.
Lorsqu'une somme doit être payée en deux ou plusieurs parties à différents termes, on demande souvent de convertir en un seul payement la somme de ces payements partiels. Ils faut alors déterminer Fépoque à laquelle la dette entière doit être acquittée. C'est ce qu'on peut appeler ^>e V équation des payements .
La solution de ce problème est très-simple. Si, en effet, on appelle S la dette entière, V la valeur actuelle du payement unique ou de tous les payements partiels, et x le temps vrai du payement unique, la valeur de x sera exprimée par la formule
(4) ^^lo.S-losV
logr
Exemple XXIV. — 2890'' doivent être acquittés en trois payements partiels, le premier de 1 2g^^'dans 7 mois, le deuxième de 735^"^ dans 2 ans et enfin le troisième de 861^' dans 5 \ ans; à quelle époque^ en comptant l'intérêt composé à 5 \pour loo, la dette entière de 2890^' pourrait-elle être acquittée en un seul payement ?
La valeur actuelle des trois payements partiels, que l'on a déjà appris à calculer, est de 2562'',57.
Par conséquent,
logS= 3,46090 logV= 3,40867
(logS— logV) ou Iog^=o,o5a23
log>^ ou log logy = 0,71792 {voir p. i4)
(Tab. 57) logV ou log logr = 0,35674
Iogjr = o,36ii8
ic = 2,2g7oou 2 ans loSjours,
Quand les deux payements partiels sont égaux, si Ton veut faire l'équation du temps vrai, nous ferons observer qu'il sera toujours moindre que le temps moyen des deux payements partiels.
Supposons que le premier payement doive être fait dans n années, et le second dans [n + ad) années; soit^ le temps vrai du payement unique.
Nous aurons
et r* =
2 r''-4-r-*' r*'-hr~''
Mais {n H- d) est la moyenne entre l'époque des deux payements partiels, et (r** -4- r"''j est toujours ( *) plus grand que a ;
{*) Comme Je carré d'un nombre réel, positif ou négatif, est toujours positif, le carré de (r'' — 1} est toujours plus grand que zéro; nous avons donc
ou, en développant,
r*d — ar<'-f-i> o,
et, en divisant par r^, nous obtenons
r'— a -+-r-''> 0, d'où r**-!- r-*'> 2.
par conséquent,
r'<r''-*-*' et j^</n-rf.
Exemple XXV. — On suppose que looo^^ doivent être acquittés en deux payements partiels, le premier dans 7 ans et le deuxième dans 43 ans : à quelle époque^ l intérêt étant de I\ \ pour joo, la dette entière de looo'*" devra-t-elle être acquittée en un seul payement?
La valeur actuelle des deux payements de 5oo^'" chacun est de442^S7445; par conséquent,
logS=3, logV=2,646i5
(logS — logV) OU log^= 0,35385
log log;^ ou l0g'= 9,54882
log log r ou log'r = 8 , 28 1 40 log^r = 1,26742
jr:=i8,5ioou 18 ans, 186 jours.
Ainsi la première somme sera acquittée 11 ans 186 jours plus tard, et la deuxième a4 ^"s 179 jours plus tôt. Comme preuve de l'exactitude de ce résultat, on trouvera que l'intérêt, pendant 11 ans 186 jours, des premiers Soo'^^est égal à l'escompte de Soo^*" payables dans 24 ans 179 jours, en prenant 4i pour 100 pour le taux d'intérêt.
§ XIV. — Escomptes usuels ; escompte commercial.
Dans la formule (2),
p = -} r ou p = (i-h/)-%
qui exprime la valeur actuelle de 1*^ payable au bout de n années; si nous développons, d'après le théorème du binôme»
( I -h /)■"" en une suite de termes ordonnés suivant les puissances croissantes de /, nous obtiendrons
p= i — nt-^
Si nous supprimons tous les termes de cette série à l'exception des deux premiers» nous aurons
/?= I — ni
pour la valeur actuelle de i'*^ payable dans n années, et, comme D = i — /?, nous aurons
c'est l'escompte commercial.
Or, comme nt exprime l'intérêt simple pendant n années, Tescompte commercial n'est autre chose que l'intérêt de la somme ou dette totale, calculé à partir du moment présent jusqu'au terme de l'échéance.
Exemple XXVI (*). — Trouver l'escompte commercial de aSo'*' payables dans un mois à 6 pour loo.
I OO
Pour simplifier le calcul , 36o jours seulement sont ordinairement comptés pour i an. Si le capital est trës-peu considérable et le terme d'échéance trës-rapproché, la valeur actuelle du capital ainsi calculée difTëre trës-peu de sa véritable valeur actuelle. Mais, (i + /)"" étant toujours plus grand que {i — nt), la valeur actuelle est toujours trop faible, et Terreur augmente avec le taux d'intérêt et le nombre des années. Il s'ensuit que la valeur actuelle pourrait devenir négative et l'escompte cherché surpasser le capital. Cette conséquence extrême fait
( * ) Les banquiers et les négociants ont coutume d'ajouter au terme d'échéance trois jours, appelés jours de grâce.
voir d'un seul coup que la formule D = n^ donne lieu à objection.
Ainsi, si nous l'appliquions au taux de 5 pour loo» n étant égal à 20 ans, nous trouverions 0=1» c'est-à-dire que i'** payable dans no ans n'aurait aucune valeur actuelle.
§ XV. — Escompte à intérêt simple.
Si nous considérons de nouveau la formule »= -, -r-i
et que nous développions le binôme du dénominateur, nous trouverons
Ensuite, si nous négligeons tous les termes» excepté les lieux premiers de la série, nous obtiendrons
d'où
'^ \\-^nt) 1-4-
ce qui fournit un nouveau moyen d'évaluer l'escompte avec une approximation suffisante.
Exemple XXVII. — On demande de déterminer V escompte de aSo^'' payables dans i mois^ au taux de 6 pour loo.
i^*" devient l'SooS au bout de i mois; par conséquent la valeur actuelle de a5o'' sera « = 248'S756 et l'escompte
sera i,244< En d'autres termes,
«, 25oXo.oo5 i,a5 -,
i,oo5 i,oo5 ^
Cependant, comme ( i -h /)" est plus grand que i h- nt
quand n > i , et ( i 4- /)" plus petit que ( i-f- n/) quand n < i , la valeur actuelle déterminée par cette dernière méthode est ou trop petite ou trop grande, suivant que le capital est payable avant ou après la fin de la première année.
Pour mieux apprécier la différence entre l'escompte vrai et les deux escomptes usuels, le lecteur trouvera dans le tableau ci-joint cette différence clairement confirmée par des exemples, le taux de l'intérêt étant de 6 pour loo.
Escompte de loo francs à 6 poi4r loo.
TBBMB
d'échéance.
AVEC ENTRÉE IMMÉDIATE
Le Chapitre précédent indique le moyen de déterminer la valeur actuelle d'une somme unique payable dans un temps donné; par conséquent, si Ton demande de déterminer la valeur actuelle de plusieurs payements dont les termes d'échéance sont différents, il n'y a qu'à trouver séparément lavaleur actuelle de chacun des payements, et la somme de toutes ces différentes valeurs sera la valeur actuelle du payement total.
C'est ainsi que l'on calcule la valeur actuelle et le montant de toutes sortes d'annuités, certaines ou sur la vie, à terme ou perpétuelles, constantes ou variables, immédiates ou différées.
Représentons donc par
/ le taux annuel de l'intérêt;
r= (i-H/) la valeur de i^*" augmenté de son intérêt pour
I an; 9(;,) ou simplement 9 la valeur actuelle de n annuités de i'^^; a une annuité ou rente annuelle quelconque; V la valeur actuelle de n annuités'de a^*^,
la première annuité étant supposée payable a la fin de la première année.
Calculons d'aberd la vale\ir actuelle de n annuités de \^\ la première annuité étant payable à la fin de la première an- \ née, la deuxième annuité à la fin de la deuxième année, et la dernière annuité à la fin de la n}^^^ année. La valeur actuelle de :
i^*" payable dans i an est -
» » 2 ans est -i
» » 3 ans est -r
» » /2 années est -r
Et, comme la somme de toutes ces valeurs exprimera la valeur actuelle de n annuités de l'S nous obtiendrons
II I
r(p = IH 1 — -j -h • • •
et» en retranchant la première équation de celle-ci ,
rç-ç = ,--i ou <p(r-i)=ï-^;
mais
donc
et, par conséquent,
^ 3o d'où
expression générale de la valeur actuelle de n annuités de i'**. Puisque 9 exprime la valeur actuelle d*un certain nombre d'annuités de i^S il est clair que la valeur actuelle de toute autre annuité de a^*^, pour le même nombre d'années, sera égale à cette annuité multipliée par 9, c'est-a-dire
Le rapport entre la valeur actuelle d'une annuité quelconque et son montant annuel, ou la valeur de l'annuité divisée par l'annuité elle-même, étant appelée nombre (Tachât des a/z- /ie^5 réciproquement, nous aurons
c'est-à-dire que l'annuité que rachètera dans un nombre ai d'années une somme ou un capital donné Y est égale à ce capital divisé par 9, valeur actuelle de n annuités de l^^
Si le capital V = i'*^ et si a exprime l'annuité rachetée par i'*^ dans n années, la dernière équation devient
par conséquent
/i(p=zi ei logfl-T- log9 = o (*),
c'est-à-dire que le logarithme de l'annuité que rachètera i^"" dans n années est égal au complément arithmétique du logarithme de la valeur actuelle de n annuités de 1''' et vice versa. Ainsi, l'annuité étant de i''' pendant 9 ans et à 4 i pour 100,
(*) Dans les Tables, \oQa est augmenté de lo pour éviter les logarithmes à caractéristique négative.
- 3i -nous aurons
(Tab. i7) log«= 9, 1385379
Les Tables de i à 43 donnent les logarithmes de a, pour plusieurs taux d'intérêt et pour un nombre quelconque d'années depuis I jusqu'à 100.
§ XVII. — Limite des ANNUiTfis.
Quand» dans l'équation V = - ( 1 — r""), la valeur de n ou
le nombre d'années augmente, la valeur r"" diminue; et, par conséquent, la valeur actuelle de l'annuité augmente pareille-* ment, tout en restant toujours moindre que la valeur actuelle de l'annuité perpétuelle.
Ainsi, par exemple, la valeur actuelle d'un certain nombre d'annuités de i'' à 5 pour 100 est :
Pour 62 ans 19,0288340
» 2o3 » 19 »999«oo9
Et enfin la valeur actuelle de l'annuité perpétuelle est de 20'' .
Quand, dans l'équation «= ——37^» /i augmente pareillement, le dénominateur de la fraction augmente et la rente à payer annuellement diminue tout en restant toujours plus grande que l'annuité perpétuelle.
Ainsi, par exemple, l'annuité que loo''^ rachèteront à 5 pour 100 est
Pour 36 ans 6,0434457
« 127 » 5,oio2o5o
Pour '111 ans 5,oooio38
f* ?.68 » 5 ,ooooio5
et raîinùilè pïfpttuelle égale^. ^
§ XVIII. — Rapport entre les annuités perpétuelles et les
ANNUITÉS À TERME
On vient de démontrer que
mais - exprime la valeur actuelle des annuités de à^^ quand l'annuité est perpétuelle; par conséquent:
La valeur actuelle de n annuités de of^ est égale à la valeur actuelle de V annuité perpétuelle a^"^, diminuée de cette même annuité perpétuelle escomptée pour n années ^ toutes deux étant prises au même taux.
Si n = I eid-:^ I , la formule donnée plus haut devient plus simple :
d'où
ai = r.
Si n = 2, la formule devient
_ /_jr \ (r-4-i) (r— Q _ r +1 ^
d'où
r-hi
Ainsi, par exemple, deux annuités de l'S à 4 f P^^^ ^^^* donneront
log(r-h i) = o, 3111239104 (Tab. 57) 2 logr = o ,o4o3o8o632
log?W = 0,2709158472
(Tab. 29) loga = 9,7290841528
le complément de logç), puisque a = -• On trouverait de même que
d'où
d'où
et
Sr(0 —
r'-h rH- i
Exemple XXVIll. — Qwc/fe est la valeur actuelle d'un bail de \^^ par an pendant 62 ans y à S pour 100?
oc oc
donc
— ^ lug r- -r-
log/-* = log/ =
logH»^
'-4- log/
logr*^
logi
' H- log/
log
r"-hlog/;.
c'est la valeur actuelle de l'annuité; elle équivaut à peu près au rachat de 19 ans de la rente annuelle.
§ XIX. — Calcul de la valeur actuelle et de l'annuité au moyen
DES FORMULES (8) ET
EXEMPLE XXIX. — Quelle somme faudrait-il pour le rachal d^une annuité de 8400''^ d'une durée de 37 ans^ l'intérêt étant de {\^pour 100?
log/^^' = 9,2543008
log(i — r-"j = 9,9140269 log/ = 8,6766986
logç = 1,2373333 loga = 3,9242793
logV = 5,1616126 V = i45o8i"',70.
Exemple XXX. — Chercher la valeur actuelle d'une annuité de 8600'' , d^une durée de i ^3 ans^ le taux étant deZ\ pour 1 00 .
lo^r'^^rrr i,65iio37 logr»= 0,3797538
logr'" = 2,o3o8575
logr-»»= 7,9691425
Iog(i-r-'") = 9,9959360
logr ^ 8,5882717
log(j> — 1,4076643 loga = 3,9344985
logV = 5,3421628
valeur actuelle de i23 annuités de 8600'''.
Exemple XXXI. — Une somme de B/^ooooo^^ est empruntée au taux de ^\ pour 1009 pour être remboursée en 37 annuités. Quelle est la somme à payer chaque année?
« = ~ = -^— -— , loga = logV-log?.
logV = 6,9242793 (Ex. XXIX) logî» = 1 ,2373333
loga = 5,6869460
L'intérêt anuuel de 8400000''' étant, au taux de 4 f pour 100, de 399000'% il faudrait, pour rembourser le capital, payer, outre l'intérêt, 87346'%8o.
Exemple XXXII. — Quelle annuité ou revenu annuel, à verser pendant 64 ans 9 peut être racheté par looooo''', au taux de 5 {pour 100?
(Tab. 33) logr«'= 1,4^22146885
Cl logr-«* =8,5777853115
i-r-«*= 0,9621744448 log(i~ /-•*) = 9,9832538179
et = 0,0167461821 (Tab. Î57) log^ = 8,7201593034
logV = 5
loga =3,7369054855 a = 5456f%4o,
à peu près.
Ainsi toutes les questions qui ont rapport à ce sujet se réduisent à multiplier ou à diviser le nombre donné par 9, valeur actuelle des annuités de i^'', comme le prouvent les formules précédemment établies :
y =zao, a = — .
On emploie Tune ou l'autre de ces deux formules, suivant qu'il s'agit de chercher la valeur actuelle d'une annuité, ou l'annuité elle-même, qu'une somme donnée pourra racheter au bout d'un nombre donné d'années.
C'est le dernier cas qui se présente le plus souvent, surtout quand il s'agit d'emprunter des sommes considérables remboursables après un long espace de temps et à l'aide d'a/iniatés constantes^ dont chacune acquitte l'intérêt de l'année, en même temps qu'elle rembourse une partie du capital.
Ce mode de remboursement d'un capital offre un grand avantage à l'emprunteur, puisqu'il lui fournit les moyens d'éteindre sa dette chaque année sans aucun effort soudain ou extraordinaire et fait disparaître peu à peu le terme du remboursement de la somme totale, terme toujours fatal, nécessitant pour ainsi dire de nouveaux sacrifices.
On peut déterminer, pour rembourser plusieurs sommes différentes, une même rente annuelle, suivant le taux qui a été stipulé; ainsi, par exemple, pour Ioooo'^ empruntés au taux de 3 pour loo, on doit payer i I72^^3o; mais cette même annuité est nécessaire aussi pour rembourser goSs'Sao à 5 pour loo : c'est donc exactement la même chose d'emprunter 9o5a''",ao à 5 pour loo ou de rembourser loooo*' à 3 pour loo, sans aucun préjudice pour les contractants, puisque, dans les deux cas, i i7:i''',3o doivent être payés annuellement pendant le même nombre d'années.
On a souvent recours à cette méthode de transmutation de taux et de capitaux remboursables, surtout dans le cas d'obligations remboursables par loterie, pour lesquelles le capital restant fournit ce qu'on appelle la prime de remboursement.
§ XX. — Calcul des annuités au moyen des Tables de logabithmes.
L'emploi des logarithmes dans la plupart des calculs étant de la plus haute importance et souvent d'une absolue nécessité.
j'ai présenté dans les Tables (de i à 48) les logarithmes de -^
c* est-à-dire tes logarithmes de Tannuilé qui peut être éteinte par i'^ dans un nombre donné d'années» à 48 taux d'intérêt différents et pour un nombre quelconque d'années» depuis i jusqu'à looans.
Par conséquent, comme
a= ^ el V -— «9,
si l'on veut calculer l'annuité qu'une somme donnée rachètera dans un temps donné» on doit ajouter au logarithme du capital le logarithme tabulaire de (-] qui correspond au nombre
d'années et au taux donnés.
Si» au contraire» on demande de trouver la valeur actuelle d'une annuité quelconque» on peut ou bien soustraire du logarithme de l'annuité le logarithme tabulaire» ou bien ajouter au logarithme de l'annuité le complément du logarithme tabulaire.
Exemple XXXIII. — QueUe annuité ou retenu annuel^ d'une durée de 20 ans^ pourrait-on acheter au prix de 100000^', au taux de'ij pour 100?
loga = logV + log - = logV -H loga.
logV = 5,0000000 (Tab. 19) loga = 8,8473325
log3t=3,84733a5 a = 7036''', 10 :
c'est l'annuité demandée.
Exemple XXXIV. — Quelle est la valeur d'un titre de 2 1 ans sur une propriété dont le rapport net annuel est de 1 35o^S le taux de l'intérêt étant de 5 pour 100 ?
Iogi35o = 3,i3o3338 (Tab. 31) loga = 8,8920730
logV = 4,2382608 V = 17308'', 55.
Exemple XXXV. — Un capital de 56oooo'' a été converti en 28 annuités y à 3 pour 100 \ le propriétaire de ces annuités désire les vendre à la fin de la seconde année; combien faut-il les payer pour placer son argent à 5 jpour 100?
log 56o 000 — 5,7481880 (Tab. 15) logfl = 8,7266720
Ioga = 4,4748600 (Tab. 32) Jogfl= 8,8479648
logV= 5,6268952 V = 423540'% 80 :
c'est la valeur cherchée.
Ainsi, pour un capital de 56oooo'S il y aurait, k 3 pour 100, 1% annuités de ^^%(\b^\io à payer, et 26 de ces annuités valent, à 5 |^ pour 100, 423540*^,80.
§ XXI. — Interpolation des Tables.
Toutes les fois que Ton demande de calculer une annuité pour un taux qui n'est pas contenu dans les Tables, on peut le faire très-exactement, dans la plupart des cas, au moyen de rinterpolation.
En général, si Ton prenait seulement des parties proportionnelles, le logarithme de l'annuité serait trop faible, parce que les différences entre les logarithmes vont sans cesse en diminuant, à mesure que le taux ou le nombre des années augmente ; au contraire, le logarithme de la valeur actuelle serait trop grand.
Or lorsque* pour le même nombre d'années, on compare les logarithmes des annuités, en augmentant successivement le taux de | pour 100, on reconnaît que les difi*érences entre les logarithmes tabulaires successifs se succèdent, à très-peu de chose près, comme les termes d'une progression arithmétique; par conséquent, pour un accroissement audessous de \ pour 100, on peut considérer les différences entre
les logarithmes comme les termes d'une progression arithmétique.
La formule générale d'interpolation , pour les équations du second degré, devient, dans le cas d'arguments (*) équidistants,
r* =r H- /«^ Ar -4- — ^— — a»j,
7 exprimant le résultat correspondant au plus haut taux tabulaire contenu dans le taux donné, A^, A^/ les premières et secondes différences, et k étant le rapport entre la différence du plus haut taux tabulaire et les différences des arguments tabulaires (^ pour loo).
Exemple XXXVI. — Chercher l'annuité que rachètera I ooo ooo'' en nZ ans y à 4 -nr P^^^ * o^-
Le taux donné étant 4 Te == 4 g-»
et ainsi nous trouverons dans la Table, pour 23 ans^ au moyen d'une soustraction,
4f = 8,844o5i2 41 ou4j = 8,8493ii8 5a6o6 — Sao 41 =8,8545404 52286
par conséquent.
Ioga= 8,844o5i2 H- \ X 62606 -h -^^-^ 320.
{*) Tonte Table numérique se compose de deux suites de yaleurs correspondantes, chaque valeur dans l'une des suites ayant dans l'autre une valeur qui lui corres* pond ; la première suite forme ordinairement une progression arithmétique.
Le nombre d'après lequel une Table numérique est dressée, c'est-à-dire le nombre donné dont on cherche dans la Table le nombre correspondant, s'appelle Vargument, et le nombre ainsi trouvé prend le nom de résultat tabulaire,
(**) aV est négatif.
Ioga = 8,844o5ia -^263o3
c.-à-d. logfl = 8,8466855 (*) logioooooo = 6
log9c = 4.B466855 a=70256'%34.
Exemple XXXVII. — Chercher la valeur actuelle de S2 annuités de Iooooo'^ à 4 20 P^^^ ^^^'
Le taux est égal à
par conséquent,
et les Tables donnent
4 l = 8,7261506 87205 iï53
i 1 donc loga = 8,7174301-1- |x 87205 -h -i--^ X ii53
loga= 8,7244157 logiooo = 3
logV = 4,^755843 V=i886i'%85.
Exemple XXXVIII. — Chercher l'annuité qui peut être rachetée par 'jSSSoo^^ dans 5 1 a/w, à 4 \pour 100.
Le taux est
(*) Rigourea sèment irai.
4Î = 8,7107130 88661 ii56
loga = 8,7018469 H- t X 88661 -H Ali 1 ,56
logfl= 8,7018469 70929
loga= 8,7089490 logV= 5,8789811
loga = 4} ^879301 a = 387i9'%54.
Exemple XXXIX. — Chercher la valeur actuelle de 48 annuités ^«3457'% à 4 \ pour 100.
Le taux
41=8,6916882 ^ __ 41 = 8 ,7004849 87967 io85 41= 8,7091731 86882 dcDC loga =s 8,6916882
loga = 8,6975648
log3457 = 3,5386994 logV = 4,8411346
Notons, en passant, que, dans les quatre exemples précédents, les logarithmes obtenus au moyen des parties proportionnelles seraient trop faibles de 4o, 92 et 120.
§ XXII. — Amortissbmbnt et fonds d'amortissement (sikking fund]. De l'équation (8),
on déduit directement
Mais Yt représente l'intérêt annuel du capital Y; par conséquent, l'annuité qu'une sonime donnée rachètera dans n années peut être considérée comme composée de deux parties distinctes, dont la première serait spécialement consacrée au payement de l'intérêt annuel, et la deuxième, que j'exprime par 5, serait affectée au rachat graduel du capital.
Il est évident que, pour payer l'intérêt et le capital, l'annuité doit excéder l'intérêt annuel. La différence — entre
l'annuité et l'intérêt annuel a reçu le nom à^ amortissement. Dans les emprunts contractés par l'État, le remboursement du capital est effectué au moyen de fonds spéciaux, auxquels on a donné le nom de fonds d^ amortissement [sinking fund)^ parce qu'ils sont affectés à l'extinction de la dette publique {voir R. Price, Observations sur les payements réversibleSy t.I, p. 299).
On peut donc considérer l'annuité comme comprenant deux opérations distinctes :
i^ Le payement à la fin de chaque année des intérêts simples et annuels du capital emprunté;
2° Le remboursement graduel du capital.
Ainsi, si l'on déduit du montant d'une annuité la somme a payer chaque année pour l'intérêt simple du capital reçu» le surplus, placé successivement à intérêts composés et au taux fixé, doit donner une somme égale au capital, remboursable conformément aux conventions faites.
Si l'on exprime par s la somme annuelle affectée au fonds d'amortissement, ou l'amortissement annuel, dont le montant reproduira le capital, on aura
a = V/ + 5, et par suite, comme ^ = — 9 en remplaçant dans celte équa-
tion a par sa valeur a = 1 on trouvera
OU enfin
(lo) s =
Mais a exprime l'annuité et — exprime la valeur actuelle de
cette annuité a l'expiration de n années; par conséquent, l'amortissement, ou le fonds d'amortissement annuel, est égal à la valeur actuelle de la dernière annuité.
Exemple XL. — Un emprunt de ^5ooooo^\ remboursables au moyen de 73 annuités, est contracté au taux de 3 \pour 100. Quelle somme ^ outre l'intérêt^ faut-il payer annuellement pour racheter cet emprunt dans un temps donné?
donc
ce I
s—- et a = V- =Va;
r* cp
log 4500000 = 6,6532125
(Tab. 19) ]oga= 8,5808292
(Tab. 19) CMog/' = 8,9093545
Jogj = 4, 1433962 s = 13912,20.
Par conséquent, pour éteindre graduellement une dette de 45ooooo'% il est nécessaire de payer annuellement, outre l'intérêt qui est de i575oo'S une somme de 13912*^,20.
Exemple XLI. — Une personne achète, au prix de 50000*^ et pour 60 anSf la jouissance d'une certaine propriété ; elle désire connaître quelle somme elle doit mettre de côté chaque année^ à
3 pour loOf pour remplacer son capital à l'expiration du bail.
■•Il
mais
5oooo
donc
5oooo
JogSoooo = 4 1^9^97
(Tab. i5) et logy ou logfl= 8,55790
(Tab. 15) CMog/^ = 9,22977
logj = 2,48664 j=3o6'',65.
Le calcul de ramortissement nous fournit un excellent moyen de confirmer et de déterminer avec un soin plus scrupuleux la valeur d'une annuité.
L'intérêt annuel d'un capital pouvant toujours être obtenu avec l'exactitude désirable, il suffit, pour trouver la valeur de l'annuitét de calculer V amortissement, auquel on ajoute ensuite l'inlérêt. Or, l'amortissement étant r" fois plus petit que l'annuité, l'erreur sur le dernier chiffre de l'annuité sera r" fois moindre que l'erreur provenant du calcul direct.
Exemple XLIL — Afin de rembourser en 83 ans un capital de I 000000''' emprunté au taux de 4 jpour 100, quelle somme faut-il payer chaque année ?
Calcul direct :
loga=r logV-i- loga.
logV = 6 (Tab. 30) logfl = 8,6964123
loga = 4,6964123 a — 49706'', 40.
Calcul au moyen de l'amortisseinent ajouté à l'intérêt :
logj = loga — logr".
loga = 4,6964123 (Tab. 30) logr"= 1,7157738
logj = 2,98o6385
fr
s= 956,3976 (amorlissemenl) 48750 (intérêt annuel)
49706,3976 (annuité)
A mesure que le taux d'intérêt augmente, la valeur actuelle d'un certain nombre d'annuités de l'^
3 Mil
diminue; par conséquent» l'annuité
III I
qu'une somme donnée Y rachètera dans un nombre donné d'années, augmente en même temps que le taux d'intérêt. L'intérêt I = V/ augmente proportionnellement, L'amortissement, au contraire, diminue, non pas proportionnellement, mais simultanément. En effet.
ou bi
len
Comme l'amortissement diminue de plus en plus et que la valeur de --; diminue également, l'annuité
augmente et finit, pour un très-grand taux, par être égale a \/, c'est-à-dire par augmenter proportionnellement, lorsque r* est suffisamment grand.
Par exemple, pour rembourser looooo'' en 27 ans, il faut payer, d'après le tableau suivant :
TACX.
INTÉRÊT AMNCEL.
aooo 3ooo 5ooo
lOOOO
fr
AMORTISSEMET.
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Pour présenter clairement le progrès du rachat graduel d'un emprunt, et les rapports entre le capital, l'annuité et Tamortissement, examinons d'abord le cas particulier d'un capital de 100'*^ placés à 5 pour 100 et remboursables par quatre annuités :
log 100 = 2 (Tab. 31) log/i = 9,45027
loga = 1 ,45027 a = 28'', 201.
En conséquence, on payera, en échange d'un capital de loo^**, quatre annuités de !28'S!2o, dont5pourrintérêtaQnueleta3,!2o pour Tamortissement.
L'échange de ce capital contre des annuités et l'extinction
de ce capital peuvent être considérés sous quatre chefs différents :
1 . Simple règlement de comptes à la fin de chaque année. — L'annuité étant connue» on peut considérer l'opération à effectuer à la fin de chaque année comme un simple compte entre le créancier et le débiteur, compte qui peut être réglé sans qu'il soit besoin de faire intervenir aucune question d'intérêt composé.
fr
Capital de la première année loo ,00
Intérêt 5
Somme due à la fin de la première année io5 ,00
Première annuité 28 ,20
Capital de la deuxième année 76, 80
Intérêt 3,84
Somme due à la fin de la deuxième année 80,64
Seconde annuité 28 ,20
Capital de la troisième année ^2,44
Intérêt 2,62
Somme due à la fin de la troisième année 55)06
Troisième annuité 28,20
Capital de la quatrième année 26, 86
Intérêt. 1 ,34
Somme due à la fin de la quatrième année 28,20
Quatrième annuité 28 ,20
Balance à la fin de la quatrième année 00,00
Au lieu de mettre en ligne de compte l'intérêt et l'annuité, nous aurions pu simplement présenter la somme payée en à-compte à la fin de chaque année pour le rachat de l'emprunt, c'est-à-dire l'excès de l'annuité sur l'intérêt. Le capital diminuant chaque année par suite du remboursement partiel, l'intérêt diminue pareillement, et cette diminution de l'intérêt entraine l'accroissement de l'amortissement, c'est-à-dire de la différence entre l'annuité constante et l'intérêt annuel.
fr
Capital de la première année 100,00
Excès de l'annuité constante sur Tintérét !3i3,2o
Capital de la deuxième année 76,80
Excès de l'annuité constante ti4 ,36
Capital de la troisième année 5a, 44
Excès de l'annuité constante aS , 58
Capital de la quatrième année 26,86
Excès de l'annuité constante 26, 86
Reste à la 6n de la quatrième année 00 ,00
2. L'amortissement est mis de côté et placé à intérêts composés pour reconstituer le capital à la fin des 4 années. — Nous avons trouvé qu'on doit payer chaque année 28^%ao dont 5 sont affectés à Tintérêt annuel et 23'% 20 au rachat graduel du capital.
Supposons maintenant que le débiteur paye seulennent l'intérêt annuel jusqu'au terme fixé, et place chaque année au même taux les 23'%ao destinés à l'amortissement. Le résultat sera :
fr
Placés d la fin de la première année 23,20
Intérêt 1,16
Placés à la fin de la deuxième année 23 ,20
Montant au commencement de la troisième année . . 47|56
Intérêt 2,38
Placés à la fin de la troisième année 23 ,20
Montant au commencement de la quatrième année. . 73 , 14
Intérêt 3,66
Quatrième amortissement 23 ,20
Montant à la fin de la quatrième année 100,00
Le débiteur a donc, pendant 4 ans, payé l'intérêt annuel: et les quatre amortissements annuels, de ^S^S^o chacun^ ont produit loo^'* au moyen desquels le capital sera remboursé.
Escompte de chaque annuité particulière. — On peut aussi
pour confirmer l'exactitude du calcul» chercher la valeur actuelle de chaque annuité particulière. Ainsi, nous avons pour la valeur actuelle
fr ans fr
De la première annuité de 28 ,20 payables dans i . . 26 ,86
De la deuxième » 28,20 » 2.. 25,58
De la troisième » 28,20 » 3.. 24,36
De la quatrième » 28 , 20 > 4 • • ^3 , 20
En ajoutant successivement ces valeurs, nous avons pour la valeur actuelle
fr
De la première annuité 26,86
Des 2 premières annuités 52 ,44
Des 3 » > 76,80
Des 4 » » 100,00
On peut remarquer que la valeur actuelle de la dernière annuité est égale à l'amortissement ou au fonds annuel d'amortissement, et que les valeurs successives des annuités sont égales aux nombres qui représentent le capital placé chaque année.
4. L'annuité est mise de côté et placée à intérêts composés pour fournir, à la fin du nombre donné d'années, une somme égale au montant du capital à la fin du même nombre d^ années. — Supposons maintenant qu'il n'y ait, entre le créancier et le débiteur, aucun règlement de compte avant le terme du remboursement intégral et que le débiteur, à l'expiration de chaque année, place l'annuité, et évaluons le montant du capital et celui des annuités.
Montant du capital.
tt Capital de la première année 100
Intérêt 5
Capital de la deuxième année io5
Intérêt 5,25
Capital de la troisième année i io,25
Intérêt 5,5i
Capital de la quatrième année 115,76
• Intérêt 5,79
Capital de la quatrième année 121 ,55
Montant de l* an nui té,
fr
Première annuité 28,20
Intérêt i,4i
Deuxième annuité 28,20
Montant à la fin de la deuxième année ^7>8i
Intérêt 2,89
Troisième annuité 28 , 20
Montant à la On de la troisième année 88,90
Intérêt 4,45
Quatrième et dernière annuité 28 ,20
Montant de l'annuité de 28''';2o pour 4 ans. . 121 , 55
Ainsi, à la fin de la quatrième année, le montant du capital estdeitii'%55; lemontantderannuitéestdemêmedei2i'%55, et les résultats sont encore en accord parfait.
Si nous prenons un autre exemple, un capital de Iooooo^^ à 4 pour 1 00, à rembourser par des annuités égales en 1 6 ans, nous trouvons directement :
(Tab. 23) loga = 3,9335885,
par conséquent
Pour l'intérêt 4000
Pour les fonds d'amortissement 4^82
montant de l'annuité que nous aurons à payer chaque année pendant 16 ans.
Le tableau suivant présente les différents moyens de racheter un capital, comme dans l'exemple précédent :
Rachat d'un emprunt de loo ooo^^ à 4 pour loo par i6 annuités de 8682^'.
Règlement de comptes a la fin
XXIV
Pour généraliser la matière et les différents moyens de représenter l'échange d'un capital contre des annuités, on a dressé le tableau suivant, qui met en pleine lumière le mécanisme des annuités (p. 55).
Rappelons quelques-unes des formules que nous avons pré-
cédemment établies : a, c'est la rente annuelle; s = -représente la différence entre cette annuité et l'intérêt; c'est l'amortissement annuel;
<f^n) = — ; — exprime la valeur actuelle de n annuités de
1''; enfin afi„) représente le capital à rembourser.
Nous trouvons alors :
1 . Pour le règlement de comptes à la fin de chaque année, que :
1^ Le capital diminue progressivement et représente» a la fin de chaque année, une somme égale à la valeur actuelle d'autant d'annuités qu'il reste d'années jusqu'à l'extinction totale du capital;
2^ La diminution de l'intérêt est proportionnelle à celle du capital;
3^ V amortissement annuel^ ou le montant à payer à la un de chaque année, outre ce qui est encore dû pour l'intérêt du capital restant» augmente progressivement et forme une progression géométrique dont la raison est r, montant de i^** pendant i an.
2. Pour le montant des fi)nds d^ amortissement^ à la fin de chaque année^ que :
4^ Le montant des fonds d'amortissement obtenus par le placement de la somme ur^'^ augmente progressivement, en restant toujours égal à la différence entre le capital entier et la somme due à la fin de chaque année.
Pour r escompte des annuités t que
5^ Les valeurs actuelles de chaque annuité forment une progression géométrique décroissante. Cette progression est la même que celle de l'amortissement, mais en sens inverse; ainsi la somme à payer pour le rachat du capital à la fin d'une année quelconque est toujours égale à la valeur actuelle de l'annuité, séparée par le même nombre d'années du terme pour le remboursement complet du capital.
6^ La valeur actuelle de toutes les annuités à payer jusqu'à une certaine époque forme une série semblable à celle du capital (n*^ 1 ).
Pour le montant du capital et de l'annuité, que
7^ Le capital augmente comme les termes d'une progression géométrique (comme 3) et les termes de cette série demeurent proportionnels aux termes de la série 3;
8° Le montant de l'annuité augmente dans le même rapport que le montant des fonds d'amortissement (n^ 5).
Étant donné un capital Y remboursable en n années, on peut se demander quelle est, au bout de la ^^^'"*' année, la somme remboursée 2, et quel est le capital j^ qu'il reste à amortir. On peut se servir dans ce but des formules suivantes :
La première formule s'établit comme il suit. Les sommes remboursées chaque année sont égales à
OL OL a. CL
Leur somme est donc, au bout de la k^^"^^ année,
OL I \ I î I \ a
et, comme a = — » on a
Quant au capital qu'il reste à amortir au bout de la ^'^™^ année, il est égal à la valeur actuelle des annuités restantes; par conséquent,
par exemple, si V~ Iooooo'^ i = 4 pour 100, n — 16, k— 5,
on a
Jogiooooo = 5 Ctlog^j,) = 8,9335885 Iog?(») = 0,6485378 et logr"-* = 9,8126333
logi 00000 = 5 Ctlog7(.j = 8,9335885 log?(«-*) = 0.94^5277 log^ = 4 18761 16a
On peut aussi calculer très-facilement la somme de tous les intérêts payés pendant n années pour le capital Y. Cette somme est égale à la différence entre la somme des annuités et la somme des amortissements. Or la somme des annuités est égale à an, celle des amortissements à
1 1- . . . -1 — mal 1 4- ... -f- - 1 ma 9/„) ;
donc la somme des intérêts est égale à
an — aO(.) = a[/i — 9(„;].
Eniin la valeur actuelle de tous les payements du fonds d'amortissement est représentée par la formule n-^^- En effet,
le premier amortissement est ^ sa valeur actuelle -^7;;;rîî de même le second amortissement est —-1 sa valeur actuelle
.«— 1 pi pU-t-\
La somme des valeurs actuelles est donc n ~;^,
91 sa -S
>• sa
mm
Ci,
ex.
es :3
SB
5 5* s tî -fi
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ti\X
en
IV
IV o
DQ
Or
eo
Avant de terminer ce Chapitre, nous allons déterminer, a Taide de formules trës-simples:
i^ La valeur actuelle 9' de (/i-h i) annuités de i^', étant donnés le taux d'intérêt et la valeur actuelle 9 de n annuités de 1*^';
2.^ L'annuité a' par laquelle on peut amortir un capital de i'*" en (/i -+- 1) années, étant donnée l'annuité a par laquelle on peut amortir i^"" en n années;
3"* L'amortissement d'une année quelconque par rapport à celui de l'année précédente.
lo ^'^?±i. En effet.
d'où
De même
d'où
/cp= I •
T Mil
/o =: I et r/o =: r
T pH-*-l T pH
En retranchant la première équation de cette dernière, on obtient
/rç' — /9=: r— I = /, rç'— 9=:i, rcp'=r(p-hi et <p' = -^^
2« a' = -^^.En effet,
O == - et ©'!=: — •
La formule ç' = ? peut donc s'écrire
a! r r ar
ar
On peut écrire cette dernière formule sous la forme
En effet
, ar ar-h-r — r r(i-ha) — r r
i-+-a j-ha i -h a i -h a
Réciproque. — L'équation 9' = donne
c'est-à-dire, si y' = ç»(„) et 9 = (pin-n^ ^^ ^
Cette formule est trës-utile pour construire la Table qui donne la valeur actuelle de l'annuité de 1^^ par an. On commence par le dernier terme, calculé directement au moyen des logarithmes, puis on multiplie chaque terme par la raison, en retranchant chaque fois l'unité du produit.
De même l'équation a' = donne
a'-ha'a = ar, ar — aa' = a\ a[r — a') = a' ;
enfin
On peut généraliser ces formules et les appliquera V et V, a et a', V étant la valeur actuelle de n annuités de a'^ et V la valeur actuelle de {n 4- i) annuités de a^^ a étant l'annuité par laquelle on peut amortir Y dans n années et ce' l'annuité par laquelle on peut amortir V dans (^ + i) années.
L'équation 9' = donnerait
v'=X±if.
Ed effet,
d'où
t tr*
yt = a — -,
de même
d'où
On a donc d'où
Réciproquement,
ra
L'équation a' = donnerait
Vra
V-ha
Réciproquement,
Vr a = aa' + Va', Vra - aa' = Va' ,
Va'
a(Vr— a)=Va' el a=:
Vr-a'
3^ L'amortissement d'une année est toujours r fois plus grand que celui de l'année précédente.
Soient
V le capital primitif;
OL Tannuité;
M le capital au commencement d'une année quelconque.
L'intérêt à payer pour l'année en question est égal à M/. Il reste comme à-compte pour l'amortissement
L'année suivante, on doit
M— (a — M/)=:M — a-hM/ = M(n-0 — a=Mr— a.
L'intérêt de cette somme est égal k
(Mr-a) /=Mr/ — a/.
L'annuité étant a, il reste pour l'amortissement
a— (Mr/ — a/)=a-ha/ — Mr/
= a(i-h/)— Mr/ = ar — Mr/ = (a — M/)r=Rr
§ XXV. — Annuités pour lesqurllbs le taux db l'intérêt du capital
EST DIFFÉRENT DU TAUX DE l'iNTÉRST DU FONDS D'AMORTISSEMENT.
Jusqu'ici nous avons supposé que le taux d'extinction du capital était le même que le taux d'emprunt, mais souvent ces deux taux sont différents.
Il peut arrivée que le créancier, peu disposé à accepter des remboursements successifs et partiels, réclame pour une époque déterminée le remboursement intégral du capital, et que le débiteur, pour éteindre sa dette au moyen de payements annuels, soit obligé de placer ailleurs et à des conditions différentes le surplus de son annuité.
Ou encore, les remboursements partiels, profitables au débiteur, peuvent être préjudiciables au créancier, qui reçoit en faibles portions le capital qu'il a prêté en entier et peut courir le risque de laisser stérile ce capital, qu'il aurait pu placer autrement en toute sécurité durant la période pour laquelle l'emprunt a été contracté. Le créancier peut donc consentir à des remboursements partiels, mais en même temps exiger pour ces payements un taux moins élevé, afin de contre-balancer le dommage qu'il pourrait éprouver.
Dans les deux cas, le payement de l'intérêt annuel et le remboursement du capital renferment deux comptes particuliers, indépendants, pour ainsi dire, l'un de l'autre: le payement de l'intérêt, et le placement annuel d'une somme fixe qui, à l'échéance du terme déterminé pour le remboursement, doit reconstituer une somme égale au capital emprunté. Il est de toute évidence que, dans ces deux opérations, les taux peuvent être très-différents.
Soient
V le capital prêté pour n années, ou la valeur actuelle de
l'annuité; t' le taux d'intérêt de ce capital;
/ le taux d'extinction, ou le taux auquel le débiteur peut
placer le surplus de son annuité; a l'annuité qui sera rachetée par i'** dans n années a ce
taux; A l'annuité payée par le débiteur pendant n années pour
l'intérêt et Tamortissement.
L'annuité Acomprendra : i^ l'intérêt annuel du capital Y au taux /' = Y/'; 2? la somme s nécessaire chaque année pour produire ce capital en n années, au taux t\ cette dernière somme sera
par conséquent,
et réciproquement
Exemple XLIII. — Quelle annuité faut-il payer pendant 29 ans pour un capital de ']!\oocf^^ si le taux de placement du capital est de l^ \ pour 100 et le taux d'extinction rfe 3 { pour 100?
Vr=333o^ log5 = logY+loga — Jog/^
log74ooo = 4; 86923
(Tab. 17) logfl= 8,73p5i
Cllogr» = 9,59719
log5=3,i9693
fr
S = 1 573 ,70 Vf ' = 333o
Ainsi il faudra payer annuellement iS'jV^f'jo pour éteindre le capital. En effet, i573'%7o placés à la fin de chaque année, pendant 29 ans, au taux de 3 -^ pour 100, donnent 74000^'^; l'intérêt de 74000*^ à 4 i pour io<> étant de 333o'^ l'annuité à payer chaque année est de 49o3^%70.
Exemple XLIV. — Une personne désire louer pour i o ans une propriété^ dont le revenu net est de 10 000'''. L'argent nécessaire pour payer dune seule fois le bail de jo ans pourrait être emprunté à 5 pour 1 00^ ou bien cette personne pourrait placer ses épargnes à 3 pour 100. Combien cette personne doit-elle payer pour ce bail de 10 ans?
-, A:::::IOOOO, /'i=:0,o5.
log//= 9,06904 (Tab. 15) logr- = 0,12837
îogp = 8,94067
logA = 4 logV = 4,86255
V = 72870'"^, somme à payer.
Pour évaluer la somme annuelle dont le montant au bout de 10 ans à 3 pour 100 doit reproduire 72870'', nous avons la formule (10)
*=7r' iog5=:io6V-hiog~.
logV=4,86a55 log^ = 8,94067
d'où \ogs= 3,8o32a j = 6356'%5o,
c'est-à-dire que 6356'%5o placés à la fin de chaque année, à 3 pour 100, produiront dans 10 ans 72870'*^; le capital 72870'' est donc égal à 10 annuités de 10 000''' :
Pour l'intérêt à 5 pour 100 3643, 5o
Pour Textinction du capital à 3 pour 100 6356, 5o
Exemple XLV. — - Quelle somme faut-il payer immédiatement pour le bail de 38 ans d'une propriété dont le revenu net est de 56oo'' ; le taux d'intérêt du capital est de 4 2 pour 100, et le surplus peut être placé à 3 ^ pour 100.
log« = 8,6646837 log/-" = 0,59-78223
logflrr-" = 8,i3686i4
ar'' = 0,01370445 t = 0,0475
t'-h ar"" = 0,06120445
log (/'-♦■ or-") = 8,7867830 log56oo = 3,7481880
logV = 4}96i4o5o V = 91496'', 60, valeur cherchée.
Mais, pour rembourser cette somme à 3 -|: pour 100, il faut payer i^SS'Sqi pendant 38 ans; donc
Pour Fintérét à 4 | pour 100 4346,09
Pour Tcxtinction du capital à 3 ^ pour 100. . . 1253,91
Doivent être payés chaque année 56oo
§ XXVI. — Calcul du nombre des annuités.
Pour calculer le nombre des annuités, il suf&t de transformer la formule
elle devient en effet
d'où
a a ^r Cf. — V/
tr' _ t _ a
et, en faisant usage des logarithmes,
logr
Mais a est égal à l'annuité, Yr exprime l'intérêt annuel du capital, et (a — V/) est égal à la différence entre l'annuité et l'intérêt annuel, c'est-à-dire au fonds d'amortissement représenté par 5; par conséquent,
logr
Exemple XLVI. — En combien d'années un capital de looooooo'*" pourra-t-U être amorti par une annuité de 65o 514*^^,40, l'intérêt étant de 5 pour 100 par an?
Capital V looooooo''
Intérêt annuel, 5 pour 100 ^ . . 5ooooo
Annuité a 65o5i4,$o
Amortissement j = a — V/ i5o5i4 ,40
log^
nz=-
logr
loga = 5,8132570 ]ogs = 5,1775780
log- = 0,6356790 s
(Tab. 57) logr = 0,0211893
/i =3 3o ans.
On pourrait aussi calculer n au moyen des Tables. En effet ,
00 aurait
La Table 31 donne 3o = /i pour le nombre d'années correspondant à celogaritbme.
Exemple XLVII. — Au bout de combien d'années une annuité de 1 800^' peut^lle amortir un capital de 2S 464'''^ 8 1 au taux de 4 \pour 100?
CapiUl V = 28464,81
Intérêt annuel, 4 7 pour 100 Y/ = 1280,9164
Annuité a = 1 800
Fonds (1*8 morlissement s= âi9^o836
loga = 3,2552725 logj == 2,7152373
log- = 0, 54003 52 logr=: 0,191163;
donc
0,5400 35 2 rt , 0,191103 *
ou, au moyen de la Table 27,
logr»* = 0, 5352561
(Tab. 51 ) logr^ = 0,0047791
logr*'-hlogr* = o, 5400352 = log/";
donc « = 28 4- J = 28 ans 3 mois,
§ XXVII. — Intebpbétation bt payement obs annuités, quand le nombre
EST PBACTIONNAIRE.
Si, dans la formule V= Jy~'i^'* '^ nombre d'années est un nombre entier, suivi d'une fraction quelconque, et si nous supposons que ce nombre n = m-]- jj m étant un nombre
entier et j une fraction d'année, nous avons
OU
V= -Il I H = -Il 1+ —
tr * tr ^ ir '
et entin
Or \r* — I j est égal à finiérêt composé de i^"^ pendant y
d^année et -exprime le capital qui donne a'^d'intérct, ou la valeur actuelle d'une annuité perpétuelle de «''; par conséquent
est égala l'intérêt composé, pendante d'année, de la somme qui donne a'*" d'intérêt par an, et — —^ v ~" ijrepré-
tr *
sente la valeur actuelle de cet intérêt composé payable dans m années et j d'année.
Ainsi la valeur V de l'annuité a'*" pour un nombre fractionnaire d'années comprend : i**/n annuités de a'*" avec entrée
immédiate; â^ à Texpiralion du terme final fixé pour Texlinc-
tioD du capital, une somme égale h Tintérét composé pour ^
d'année d'un capital dont l'intérêt annuel est égal a a^\
Ainsi, dans le dernier exemple XLYII, nous avons trouvé qu'un capital de 28464'%8i, à4ipour loo, serait amorti, au moyen d'annuités de i8oo^% en 28 1 ans ; mais le capital qui, à4i pour 100, donne 1800'' d'intérêt par an, est de 4oooo'%et l'intérêtcomposédece capital pendants mois esl(exempleXlV) de f\^\2^',6o; par conséquent, en échange d'un capital de a8464^^8I, on payera 28 annuités de 1800''', et 3 mois après, 442^S6o.
Pour confirmer l'exactitude de ce calcul :
, fr
Valeur actuelle de a8 annuités de 1800'' ^8337, 17
Valeur actuelle de H'à'^ùo payables dans 118 ans 3 mois.. 197, <M
Ces deux sommes ajoutées donnent tï8464 ,81
comme plus haut; ou encore
Montant du capital dans Tespace de 28 ans 97625,76
Montant de a8 annuités dans le même temps 97188,00
Différence au profit du créancier 437,76
Qui deviennent au bout de 3 mois 44'-^) 60
Nous avons trouvé (exemple XX) que l'escompte de 40000'' payables dans 3 mois est égal à 437'%7^ et que l'intérêt de ce même capital pour 3 mois (exemple XIV), intérêt qui est égal au montant de l'escompte (§X), est égal à 442^S6o.
D'ailleurs, la formule (11) montre qu'en général le reste de la somme due, après le payement de la dernière annuité, est égal à Tescompte de l'intérêt composé produit, pendant
la fraction d'année restante, parla valeur actuelle - de l'annuité perpétuelle a''.
La formule (ir) peut être remplacée par la suivante, qui ne donne qu'une valeur approchée :
' li
Exemple XLVIII. — Combien faudra-uil d'annuités de Cj^îio^^ pour rembourser un capital de iia^O^'S au taux de 5 { pour I oo ?
Capital V=^ iia493^'
Inlérèt annuel à 5 J pour loo. Yt = 6905,88 Annuité a= 9460
Fonds d'amortissement. ... s= 3544 > i'^
log.î = 3,54951
log- = o,4i59-2
(Tab. 33) logr»* = o, iiwi
(Tab. SI) logr* = 370.
Le nombre n chercbé est donc 19 ans et 2 mois. L'intérêt simple pour 2 mois, correspondant à un intérêt annuel de 9^5o'', serait de 1575''.
logi575 = 3,19728 (Tab. 63) n logP, = 93o5
log de rintérôt = 3 , 1 87976 Intérêt = 1 54 1,61.
(*) Pour trouver l'intérêt composé, pour -7 d'année, du capital qui donne oc^' d*iu^ térèt annuel, on peut opérer comme il suit :
Onchercbe l'intérêt simple, pour - d'année, correspondant à un intérêt annuel de a'',
et l'on retranche du logarithme de cet intérêt simple celui du facteur constant Pj^. En effet, l'intérêt composé dont il s'agit dans l'exemple en question est égal à — — \r * — i '.
Je multiplie et je divise cette quantité par 6, ce qui donne —-' v*— </G; mais =--—
est l'intérêt simple pour deux mois et — = — » puisque P, = — • U faut
donc, pour calculer cet intérêt composé, retrancher du logarithme de l'intérêt simple celui du facteur constant P«.
Pour mettre en évidence Texactitude de ce calcul :
fr
Valeur actuelle de 19 annuités de giSo^^ 1 1 191 4 , 84
Valeur actuelle de i54i'S6i payables dans 19 ans et a mois 5yS , 16
Les deux valeurs ajoutées 11 2493
Exemple XLIX. — Combien faudra-t-il d^ années pour rembourser un capital de ^0000^"^ en payant 3ooo'' par an y le taux d'intérêt étant deZ \ pour 1 00?
Capital V = 5oooo^'
Intérêt V/ = 1760
Annuité a = 3ooo
Amortissement s = i25o
log- = o,38o2i.
log'- =3 9,58001
(Tab.57) logV= 8,17436
log« = log'- — log'r = 9,58002— 8, 17436
log/ï = i,4o566
n = a5"",448 (^5 ans i63 J jours).
Sooo'*" d'intérêt par an correspondent à 1333'', 07 d'inlérèts composés pour i63| jours; par conséquent, on payera 3ooo'' par an pendant ^5 ans et, 164 jours après, I333'^o7. Vérification :
fr
Valeur actuelle de 25 annuités de 3ooo^'' 49444 , 54
Valeur actuelle de 1 333'% 07 payables dans 25"", 448. . 555,46
Valeur totale 5oooo
§ XXVIII. — ÂrPLlCATIOlf DE LA TaBLE I AD CALCUL DES AKKÊES.
Si le nombre d'années est un nombre entier, ou s'il doi( être évalué approximativement à une fraction d'année près, on peut le trouver par une simple soustraction dans les Tables
de 1 à 48. 11 suffit pour cela de calculer le logarithme de ^^
de le chercher dans la Tahle qui correspond au taux donné et de prendre le nombre n d*années correspondant à ce logarithme. On sait, en effet, que
d'où
mais
donc
<^ — y et logrt=^log^
Ainsi nous avons (exemple XL VI)
loga = 5,8139.570
logV = 7
logp ou loga = 8,8i3a57o
Au taux de 5 pour 100, ce logarithme peut être trouvé exactement dans la Table 31 comme correspondant au nombre 3o d'années; l'annuité est donc exactement de 3o ans comme plus haut.
(Exemple XLVII):
logfSoo = 3,!i5527 logV = 1, 45431
log/z = 8,80096
Au taux de 4 i pour 100, on trouve ce logarithme entre ceux des années 28 et tig; l'annuité sera donc répétée plus de
a8 fois et moins de 29. Pour évaluer cette fraction d'année, nous avons :
Pour 28 ans loga = 8,80291
Pour 29 ans loga = 8, 79628
Différence pour un an. . . 763
Mais la différence entre le logarithme que Ton a calculé et celui qui correspond à 28 ans est 19 seulement; on trouve
donc pour la durée de l'annuité 28 ans ^1 comme ci-dessus.
§ XXIX. —Sur la détermination du taux dh l'intérêt
DANS LES ANNUITÉS
Do toutes les questions qui se rencontrent dans la théorie des annuités, aucune n'est plus compliquée et n'exige plus de travail que le calcul du taux des annuités. Dans le cas le plus simple, c'est-à-dire dans le calcul des annuités immédiates, l'évaluation du taux exige la résolution d'une équation algébrique dont le degré est supérieur d'une unité au nombre qui exprime les années: c'est ce qui résulte de l'équation (8)
quand elle est développée suivant les puissances décroissantes
de r
L'évaluation du taux est trës-importante, parce que le taux agit comme règle dans le placement d'une somme d'argent; généralement, il peut être suffisant d*estimer le taux avec une approximation de-^ pour 100; et c'est seulement dans quelques cas particuliers, par exemple quand on doit calculer des parités (§ LIY), qu'on exige une plus grande approximation. D'ailleurs, ce calcul peut être considérablement abrégé, parce que le taux est ordinairement compris entre i cl la
d'où
Vr«+« — Vr"=ar"— a, Vr"-^' — Vr- — «r"-^ a- o,
,■ Il _ ^, _ ^« _^. ,_ o, ^»^ ' ~ / 1^ ~ j I» -+- - rr-. 0.
pour 100 par an; il est par conséquent facile de trouver une valeur approchée pour la racine, qui, au moyen de corrections consécutives, finira par être évaluée avec toute l'exactitude désirable.
Dans la plupart des cas pratiques, nos Tables de logarithmes présentent directement, au moyen d'interpolations, une précision plus grande qu'on ne l'exige; quant aux cas qui outrepassent les limites de ces Tables, on a donné des formules spéciales qui fournissent des résultats trës-approximalifs. Enfin une formule servant à corriger les résultats aidera à calculer le taux d'intérêt avec la plus grande précision.
Taux de V annuité perpétuelle, — Quand n est infini, c'esl-kdire quand l'annuité est perpétuelle, la formule (8) devient
d'où
et par conséquent, si l'on demande de trouver le taux d'une annuité perpétuelle avec entrée immédiate^ il n'y a qu'à diviser le revenu annuel par la valeur de l'annuité.
Exemple L. — -ta rente 3 pour loo étant à 98 |, quel est le taux de l'intérêt?
ou à peu près 3*^^,05.
§ XXX. — Calcul du taux au moyen des Tables de logarithmes.
Quand la valeur de log^ est trouvée dans les Tables pour
le nombre donné d'années, le taux est alors obtenu directement; si, au contraire, on ne peut pas trouver cette valeur exactement, on calcule le taux par interpolation.
Exemple LI. — On vend^ pour l5oooo'^ i6 annuités de 12873'*^; quel est le taux de r intérêt?
a laS'îS
V I 5oooo
loga = log 12873 = 4 , 1096798 log V = log 1 5oooo =5,1 76091 3
log/7 = 8,9335885
En cherchant ce logarithme dans les Tables à la colonne 16 années, on le trouve à la Table 23, qui présente le 4 pour 100; le taux est donc de 4 pour 100 exactement.
Exemple LII. — Déterminer à quel taux une annuité de
1 760''", à continuer pendant 3 1 a/15, serait achetée au prix de
logû = loga— logV.
loga = log 1760 = 3,24551
logV = log268oo = 4,42813 loga = 8,81738
Ce logarithme ne se trouve pas dans la colonne de 3i ans; mais il est compris entre 5| et 5 { pour 100.
En effet, nous trouvons dans les Tables, au nombre 3i pour les années:
A 5 7 pour 100 8, 81 338
A 5 j pour Too 8,81963
Différence pour | 625
La différence entre le logarithme calculé et le logarithme qui correspond à 5 ^ est égale à 4oo; le taux est donc
5 Tj -4- ^ — • n = 5,2o5 pour 100.
Exemple LUI. — Une annuité de 2'jSq^^ sera rachetée en a2 ans par un capital de 38 203'*^, 80; quel est le taux?
log 2750 = 3,43933 logV = 4,58jiii
logfl = 8,85722
Ce logarillime, pour 22 ans» est compris entre 4| ^t 4^ pour 100. Dans les Tables, nous trouvons, pour 22 ans :
A 4 J pour 100 8,85553
A 4 ï pour 100 8 ,86061
Différence pour J 5o8
La clifTérence entre le logarithme calculé et le logarithme (le 41 pour 100 est 1C9; par conséquent le taux est égal à
KxEMPî.E LIV. — On donne 76000^' pour 49 annuités de 38()(/^; quel est le taux?
Iog38oo = 3,57978lo}>;V = 4,88081
log/7-^ 8,69897
Le taux est compris entre 4f et [\\ pour 100; car nous trouvons dans la Table pour 49 ans :
A 4 J- pour 100 8,69782
A 4 i pour 1 00 8 , 7066 1
Différence pour { 879
Mais la différence entre le logarithme calculé et le logarithme de4 f pour 100 est 1 15; le taux est donc
4g^-gr--g==4^39i2 pour 100.
§ XXXL
Il serait inutile de recourir h l'interpolation du second degré au moyen de la formule de la page 39; car, comme les Tables présentent les logarithmes dos annuités pour des taux qui ne différent entré eux que de J pour 100, le taux obtenu par l'interpolation simple est toujours ou parfaitement exact ou tro- grandà'yxwc quantité excessivement faible.
Celle erreur est d'aulant moindre que Je nombre des annuités est lui-même plus petit, et elle augmente d'une manière imperceptible à mesure que le taux diminue. Dans tous les exemples précédents, la différence entre le taux vrai et le taux donné par le calcul présente une erreur moindre que TôôVôVïTïïoô- Nous trouverons d'ailleurs (§ XXXIV) une formule, au moyen de laquelle le taux trai peut être évalué avec la plus complète exactitude.
XXXII
Toutes les fois que le nombre d'années ou le taux est suffisamment élevé, on peut obtenir une formule très-simple qui donne la valeur du taux avec une grande précision. Quand (i -+- 1)" est infini, l'équation (8)
qu'on peut transformer ainsi :
oc oc , .X _ oc ce
[U'virnI
oc
et, généralement, le taux est toujours plus petit que le rapport entre le revenu annuel et la valeur actuelle de l'annuité, et la différence entre cera|)portet le taux est d'autant moindre que (r -H- /)" est plus grand. Si nous remplaçons dans Téquation
ci-dessus (i -f-/) par (i+ ~ )» le résultat sera une valeur très-
«pprocbée du taux réel, si (i -h t)" est très-grand.
Exemple LV. — La valeur actuelle de 1 20 annuités de 3 1 700*^'
étant de 664 822''^,3o, quel est le taux?
logx = 4)5oio6 logV= 5,82271
lOg^rr: 8,67885 ~ = 0,04768; lOg ( I-H ^ ) = 0,02023
logf i-h^ j =2,42760 J^gv(*-*- v) =6>^5o75
par conséquent / = o,o475o ou 4 | pour loo (valeur vraie)
Exemple LVI.
quel est le taux ?
— 78 annuités de loo'*" valent igSS^'^So;
loga = 2
JogV = 3,29126
log^ = 8,70874
n ■= O,05fl4.
log f n-^ j =0,02166
iog^-4-^y= 1,6895
ÏOgv(ï-+-^) =7,019^^
v(>-»-v) =o,ooio5;
par conséquent, i = o,o5oo9, ^^ ^ P^^ P^^^ 5 pour 100 (le taux vrai est de 5 pour 100).
Exemple LVII. — Un bon de iSoooo'^, portant 3 pour loo d'intérêt par an et remboursable au moyen de 5o annuités^ vaut 565oo''; quel est le taux d'intérêt, si la rente annuelle et le taux d'intérêt ne sont payables qu une fois par an?
Pour résoudre cette question, évaluons d'abord le revenu annuel qui amortit iSoooo^'' en 5o ans» à 3 pour loo. Nous avons
logiSoooo B 5; 17609 log« = 8,58956
loga — 3,76565 a = 5829'% 80.
Le problème est donc ainsi ramené au suivant : A quel taux 5o annuités de SSag^'^.So valent-elles 565oo^''?
loga — 3,76565 logV = 4,75ao5
Jogy = 9»oi36o V ^ Oïïo3i8; logf i-h * j =o,o4a65
log|^iH-^j
M-Hyj =0,00076;
/ = 0,10242 (le taux vrai est égal à 10,24 pour loo].
§ XXXIII. — Formule de Baily,
Quand le nombre des années est peu considérable, la formule de Baily présente le taux avec une grande exactitude.
De Inéquation (8j
nous déduisons
jC^-î'+O-J
Si nous développons, au moyen du théorème du binôme, la quantité (i -+- /)"", en une suite de termes ordonnés suivant les puissances croissantes de t, nous aurons
Vt nin-\-i] rt(n -^ t)(n-^ -y]
I z=: i—nt-\ /» /'—...,
et, après le retranchement de l'unité et la division des deux nombres par (— nl)^
12 — = 1 rn = t\
' an 2 2.3
Comme t n'est généralement qu'une faible fraction de l'uniié, nous rejetons, comme n'ayant qu'une trës-faible valeur relative, tous les termes où / se trouve affecté des exposants
2, 3, Nous élevons les deux membres de celte dernière
équation a une puissance telle que le coefficient de / puisse devenir positif et égal à l'unité, ce qui se rencontre toujours quand l'exposant est égal au réciproque du coefficient de ^ mais d'un signe contraire.
En général, nous obtenons, d'après le théorème du binôme,
P — I -h a/ -i- bt\ ou en ne conservant que les deux premières puissances de /,
P" = I -h mat H i a'P H- mbf ;
par conséquent, si a ~ — >
bziz- LL^ et m = ;
l'équation (la) deviendra
n-f- 1 nn- 2\
ilonc
Si nous supposons ensuite
nous obtiendrons
De cette équation du second degré nous déduisons ( '
) Lorsque dans l'équation du second degré x-hax^zsq^ x est une fraction et //
Le taux que Ton trouve au moyen delà formule de Baîly est toujours trop grand; mais de i à 5o ans» et pour les taux ordinaires, Terreur est excessivement faible.
Pour donner une idée de la précision que présente cette remarquable formule, nous allons donner les résultats auxquels elle conduit quand le taux vrai est exactement de 1 1 et 5 pour loo:
Taux de Tintérét.
Annuité
Pour
3 ans
Si »
5oooo2
i,75ooi
5oooo6
i,75ooi
1 ,75oo3
5oo52i
Exemple LVIII. — Si Von achète au prix de 263439''', 10
UD nombre sufllisamment petit, la valeur de j: présente une très-faible dlflërence avec celle de q. Or nous avons, en toute rigueur,
H aq
et, en remplaçant x par cette valeur dans Fcquation (i), on a
ou 4r = y LL,
q ' {\-f-laq)
i -\-aq
En remplaçant x par r et a par [ J7 on obtient
une annuité de 29000''' d'une durée de 1 1 ans, quel est le taux du prix d* achat?
loga = 4,46240
log«= 1, 04139 CMogV = 4,5793a
log:^ = o,o83ii
ilogY = 0,01 385
]og7 = 5 1068
logii,6759 = 06729
Clogii,35i8 = 94493
log/ = 52290
/ = 3,333 = 3|pour 100.
§ XXXIV. — FORMULB CORRBCTIVE.
Nous allons maintenant donner une formule au moyen de laquelle on peut toujours calculer le taux avec une extrême précision.
De la formule (8),
on déduit
Appelons t le taux vrai» t une valeur approchée de / et a:
la différence entre les taux vrai et approché, de telle sorte
-Saque / = T4-a;elrou i -i- t = p -t- a;: on obtient
- (74-0:)=: I — p-"-4- /ixp- ("-»■'), a ^
Vr \jc
ar/ip-(*-*-'^ — I p-",
np-(-+') r=i--:-p-, a J ^
-- — np-î"-^') a
Exemple LIX. — Quel est le taux d'intérêt de 3i annuités de 1760^^ au prix de 26800'*^ [voir exemple LU)?
Nous avons déjà trouvé une valeur approchée de / = 5,2o5 pour 100; par couséquent»
« = 3i rj = 1 -f- T = I , o52o5 *
logo =1 o,022o3638o7o
logp^' =0,68312780170
log p-*' = 9 , 3 1 687a 1 9830
Vt
Vt
log/LO-'- =0,7861975 //p" = 6,112199
ou
9,ii5o74 / = o,o52o5 + jr = 0,06204891972;
le taux cherché est donc exactement
5,204891972 pour 100.
ExKMPLE LX. — La valeur actuelle de 49 annuités de 38oo^' est 76000'*^; quel est le taux [voir exemple LIV)?
Prenons la valeur approchée de /:
t = 4»39'^ pour 100;
alors
logp = o,oi86638899.2'>.
logp** = 0,91453060618
logp-« = 9,08546939382
Vt
lOg/7 = 1,6901961
logp" = 0,9331945
no-^^ = 5,714808,
OU
o , 00000088 1 I 6 ni-
par conséquent,
/ = 0,043912691706 (valeur vraie du lau\,.
§ XXXV. — Des rentes périodiques bn général.
Valeur actuelle d'annuités , payables annuellement , par semestre^ par trimestre^ etc., quand r intérêt est convertible annuellement f tous les six mois, tous les trois mois , etc. — Jusqu'ici nous n'avons considéré que les cas où l'annuité et l'intérêt se payent tous deux k la fin de l'année; nous allons considérer maintenant les renies périodiques en général, c'està-dire le cas où l'annuité et l'intérêt sont payables à diflerents termes qui ne coïncident pas entre eux, et à des intervalles de temps autres qu'une année entière. On sait qu'en général les rentes publiques et autres se payent par semestre, par trimestre' ou par mois.
Les calculs relatifs aux rentes payables à différentes époques de l'année sont plus longs et plus minutieux que ceux qui concernent les annuités payables annuellement; en outre, les Tables numériques que l'on a publiées exigent de si longs calculs, que les difficultés trop sérieuses naissant de leur emploi ont obligé ceux qui s'en servaient à restreindre leurs calculs à des années entières, ce qui fournit un résultat plus ou moins inexact; tandis qu'avec nos Tables de logarithmes ces calculs deviennent très-simples dans la plupart des cas pratiques. C'est surtout par rapport à de telles questions que les avantages des Tables logarithmiques sur les Tables numériques doivent être appréciés comme ils le méritent.
§ XXXVI. — Formule générale.
Examinons d'abord le cas le plus général, et déterminons la valeur actuelle d'une annuité de a'' payable k fois dans
l'année, chaque payement étant j de l'annuité annuelle et
l'intérêt étant convertible en capital à v intervalles égaux. Soient donc
/ le taux nominal de l'intérêt, convertible v fois par an;
a la rente annuelle pour n années» payable par portions
égales à k intervalles égaux; V la valeur actuelle de l'annuité;
p = i'' augmenté de son intérêt pendant r d'année, c'est-àdire pendant Tintervalle qui sépare deux pavements consécutifs de la rente.
Nous aurons :
Taux nominal.
Taux vrai de l*inlérêt, convertible à chaque - d^iinnée. - Montant de i^*' au bout de - d'année i -t- -
Montant de i'*" au bout d'une année entière ( *'^"")
Montant de i^"* à la fin de -d'année, période qui sépare
ni
daux payements successifs de Tannuité p = /i-f.-j
Par conséquent, la valeur actuelle de l'annuité, ou de nk payements de (?) \ sera égale k
Soient, en effet,
r I I I II I
en retranchant la première équation de la seconde, on a
et, par conséquent, *
En remplaçant p par sa valeur (> -^- -) « on oblient la formule suivante :
XXXVII
Avant (l'envisager cette formule sous un point de vue général, examinons d'abord le cas particulier où l'annuité se l^^ye par semestre 9 tandis que l'intérêt est convertible annuellement.
Dans ce cas, nous avons
et la formule (i3) devient
Mais nous avons déjà trouvé que la valeur actuelle de n annuités de ol^^ est exprimée par la formule
par conséquent, en exprimant par p^ le rapport de deux annuités, dont la première est payable par semestre et la seconde annuellement, le nombre d'années et Tintérét éiant les mêmes, on obtient
Réciproquement, a étant l'annuité payable annuellement^
par laquelle on peut amortir le capital V, et a' Tannuité payable par semestre par laquelle on peut amortir le même capital y, nous avons
donc
et enfin
V = ~.-= ei V = -(i-r-);
2 yr — I *
Mais (vr — i) est l'intérêt composé de i'*" pour 6 mois, et
- est l'intérêt simple de i'** pour le même temps. Nous avons
donc cette remarquable loi générale» établie comme il suit : Le rapport entre les valeurs actuelles de deux annuités, dont lune est payable par semestre et l'autre annuellement, est invariable, quel que soit le nombre des annuités, et égal au rapport entre l'intérêt simple pour 6 mois et l'inlérêt composé pour le même espace de temps :
yjr — I r — I
^^'=y^^^-.=^z^^- = h{^-^yl~r)n.
Réciproquement, le rapport entre deux annuités cl' et a, par lesquelles on peut amortir le même capital, dont l'une est payable par semestre et l'autre annuellement^ est constant, quel que soit le nombre des années, et égal à l'inverse du rapport ci-dessus , c'est-à-dire au rapport entre l'intérêt composé pour 6 mois et l'intérêt simple pour le même espace de temps.
Ainsi, par exemple, l'intérêt annuel étant de 5 pour loo,
(*) (Table G3.) P, présente le Jogurithmc de ce rapport pour 5i taux diflercnts. U
nous avons pour 6 mois :
Intérêt simple - = o ,o25
Intérêt composé v^— i = 0,024695076596
et, par conséquent,
1,0123475333, lOg— = =: 0,0053296.
C'est par ce nombre qu'il faut multiplier la valeur actuelle d'une annuité pour obtenir la valeur actuelle de la même annuité, payable par moitié et par semestre. Ainsi la valeur actuelle d'une annuité de i^'* par an, payable annuellement pendant 2S ans, à 5 pour 100, est, d*aprës les Tables, égale à i4»o93944^(>^; Id valeur actuelle de la même annuité payable par semestre, l'intérêt restant le même, sera donc
Enfin c'est par le même nombre qu'il faut diviser l'annuité a payable annuellement, par laquelle on amortit le capital V, pour obtenir l'annuité a' payable par semestre et par moitié, par laquelle on amortit le même capital Y.
/- «'= «. >l!^=:^. (Ex. LXII et LXIII.)
Exemple LXI. — Quelle est la valeur actuelle de 29 annuités de 444^'*^ payables par moitié et par semestre, l'intérêt étant de 5 pour 1 00 par an?
V=:_ a.o.Pa, logV:=i loga ^- log(p -f- logP,.
loga= 3,6Î7383o
log^ = 1 ,1801567
(Tab. G3) logP, = 0,0053296
logV= 4,8J'28693 V= 68o56'',45 (valeur cherchée).
Exemple LXII.— Quelle est V annuité ^ payable par semestre ^ capable d'amortir un capital de 6500 000^*^ à ^ pour loo, en t\\ ans?
65ooooo = V . Pj = a. 9 . Pi,
d'où
65ooooo 65oooo . a
log65ooooo = 6,8129134
loga=r 5,5696791 a = 37 1260''", 80.
Exemple LXIII. — On demande de convertir en une rente semestrielle une rente annuelle de 5600*^^, payable durant un nombre quelconque d'années; combien faut-il payer, r intérêt étant de 5 pour 100?
a.ç.P, = 56oo.(p,
d'où
a = — T— el loga = Iog56oo — logPj.
log56oo— 3,74819 — logP, =— o,oo533
oga— 3,74286 a = 5531^75.
§ XXXVIII. — L'annuité et l'intérêt sont payables
EN MÊME TEMPS
Quand Tannuité et rintérét sont payables en même temps V fois par an, la formule générale devient
Suivant que V et A: sont tous deux égaux à 1, 2, 4* i^r • • •*
c'esl-à-dire suivant que rinlérét et Tannuité .^ont tous deux payables annuellement, par semestre» par trimestre ou par mois, nous avons
Si. dans la formule (8) (§XVI).V = 7 [1 - (1 + «)-"]. l'annuilé, au lieu d*étre égale à a^% est de l-j et le taux annuel de -9 la valeur actuelle devient, dans le cas de v/i annuités,
Par conséquent , quand l'annuité est payable en même temps que Tintérét, la valeur actuelle de Tannuité de a^*^
payable V fois dans un an, chaque payement étant - de Tan-
nuilé annuelle, est, d*une manière générale, égale à la valeur
actuelle de vn annuités de ( - ] 9 le taux d*intérêt étant - du
premier.
Celte propriété est d'une grande utilité, dans la plupart des cas, pour trouver direclemenl, dans les Tables dressées pour le calcul de la valeur actuelle d'annuités payables annuellement, la valeur d'une rente semestrielle ou trimestrielle.
Exemple LXIV. —• Quelle est la valeur actuelle de 3o annuités de 40000'', le taux d'intérêt étant de 6 pour 100, r annuité et l'intérêt étant payables tous les mois?
- 9' - La formule générale devient
log II H I = logi,oo5 = Oy002 166061 8.
log 1 ,005"^ = 0,779782a
log I ,oo5~'** s= 9,51202178
i,oo5"***= 0,1660420
I — I ,oo5-*'^' = 0,8339580
log(i — I ,oo5~***) = 9,9211443
log 40000 -: 4) 6020600
C'iogr = 1,2218487
logV = 5,7450629
Valeur acluelle cherchée : V = 555971^'*, 90.
Nous trouverions de la même manière, par exemple, que la valeur actuelle de ^5 annuités de i'** payables annuellement, au taux de 4 pour 100, est égale à 1 5^% 62208.
Quand Tannuilé et Tinlérèt sont payables par semestre, la valeur actuelle de l'annuité est égale à la valeur actuelle de 5o annuités de | franc, au taux de 2 pour 100 par an :
Si Tannuité et Tintérét sont payables par trimestre , la valeur actuelle de l'annuité est égale à celle de 100 annuités de j franc, au taux de i pour 100 par an :
Enfin, si Tannuité et Tintérél sont payables tous les mois, la valeur actuelle de l'annuité est égale à celle de 3oo annuités Y2 franc, au taux de { pour 100 par an :
On peut voir, par la simple lecture des formules contenues dans celte section, que la valeur actuelle d'une annuité augmente avec le nombre des payements annuels; ainsi nous
-gravons trouvé
Vr-T 1 5, 67.208,
Vi = i5y7ii8o, V4 =- 15,^5722, V„ = i5, 78771,
La valeur actuelle de Tannuité serait également plus grande, si les payements avaient lieu chaque jour» etc., et ces valeurs, augmentant ainsi, approchent de plus en plus d'une limite extrême, qui est la valeur actuelle de Tannuité, quand les payements ont lieu à des intervalles de temps infiniment petits. C'est cette limite que nous allons maintenant déterminer.
Si V est infini, Texpressionf 1 + -] devienlégaleàcSe étant
la hase des logarithmes hyperboliques, et la formule (f4) devient
Ainsi, si nous avions à trouver la valeur actuelle d'une annuité de i'^ pour ^5 ans, au taux de 4 pour 100, quand l'annuité et l'intérêt sont tous deux payables d'une manière continue, c'est-a-dire à des intervalles infiniment petits et par portions égales proportionnelles au temps, nous aurions
et, par conséquent,
V = irT7fï — ^j = '5^8o3oi39707,
limite extrême de la valeur actuelle de l'annuité [voir le Tahleau de la p. loo).
Si l'annuité est perpétuelle, toutes les formules exprimant la valeur actuelle de l'annuité sont identiques :
par conséquent, la valeur actuelle d'un nombre infini d'annuités payables annuellement, par semestre, par trimestre, ou à des intervalles de temps quelconques, demeure invariable, pourvu que l'annuité et l'intérêt soient payés en même temps.
Comme li-h-j^^li-ht-^jj est toujours plus grand
que (i + /), la valeur actuelle d'une annuité, quand l'intérêt et l'annuité sont payables par semestre, est toujours plus grande que la valeur actuelle de la même annuité, lorsque l'annuité et l'intérêt sont payables annuellement.
Pour la même raison, l'annuité a', payable par semestre ainsi que l'intérêt capable d'amortir un capital V, est toujours plus petite que l'annuité a, payable annuellement en même temps que l'intérêt et capable d'amortir le même capital y dans le même nombre d'années.
Soient, par exemple, l'annuité a payable annuellement, par laquelle on amortit en 25 ans un capital de 200000'', au taux de 5 pour 100, convertible annuellement, et l'annuité a' payable par semestre, par laquelle on amortit dans le même temps le même capital, au taux de 5 pour 100, convertible par semestre; on a
5!0«)ooo a' 200000 a = el — = •
log 200000 = 5,3oio3oo C*log?{«) = 8,8509674
loga = 4,i5i9974
log 200000 = 5,3oio3oo C' log?-so) = 8,547^584
log - = 3,8482884
a'= i4io3,22.
Or la différence entre deux valeurs actuelles correspondantes varie, pour le même taux, avec le nombre des années ; d'abord elle augmente de zéro (quand n=o) jusqu'à une certaine valeur de n, pour laquelle la diflerenec estmaxîmiun; ensuite elle décroit à mesure que n augmente, jusqu'à ce qu'enfin, n devenant infini, elle s'annule entièrement.
Ainsi, si nous comparons les valeurs actuelles des annuités de l'S au taux de 4 pour loo, en établissant que l'annuité et l'intérêt sont tous deux payables, soit annuellement , soit par semestre, nous trouvons :
AXKL'ITÉ ET iRTËRÊT PAYABLES
A^i.XÉBS.
DIFFÉRE?ICE
aDDuellemeDl.
par semestre.
Pour trouver d'une manière générale le nombre d'années pour lequel (V2 — V), c'esl-à-dire la différence entre les deux valeurs correspondanles, est maximum^ faisons sa différentielle égale à zéro lorsque n est la variable : l'expression générale pour le maximum^ ou la plus grande différence, devient alors
log' i +
logfn--j — logr
En la développant en une suite de termes ordonnés sui-
vant les puissances croissantes de /, on la convertit en l'expression suivante, expression trës-simple et d'une application très-facile:
t ID
Le troisième terme, étant inférieur k 2 jours, peut être laissé de côté pour tous les taux usuels, les deux premiers termes étant suffisants pour assurer la plus grande exactitude. Ainsi la différence entre les valeurs actuelles, k 4 pour 100, des annuités de i'^, payables par semestre ou par année, est la plus grande lorsque
On a souvent besoin dans la pratique de connaître le rap-
port Y » c'est-à-dire le rapport entre les valeurs actuelles
d'une annuité, suivant que le payement de la rente annuelle a lieu tous les six mois ou tous les ans Il est de toute évidence que ce rapport
varie avec le taux d'intérêt ou avec le nombre des années. Toutes les fois que le nombre des années est donné et constant, ce rapport est égal à l'unité quand /= o; il continue alors à augmenter jusqu'à une certaine valeur de /, déterminée par l'équation
pour cette valeur de t, le rapport est maximum; de cette valeur de / il continue ensuite à décroître, en se rapprochant de plus en plus de l'unité, son extrême limite.
Par exemple, le rapport entre les valeurs actuelles de l'annuité de i'^ pour 25 ans, l'intérêt et l'annuité étant payables
par semestre ou annuellement» est comme il suit :
A 2 pour loo ï,oo38
A 10 » I ,oo56
Quand, au contraire, le taux d^intérét est donné et constant, le rapport diminue continuellement, à mesure que le nombre des années augmente, et il diminue d'autant plus rapidement que le taux donné est plus élevé.
Les rapports entre les valeurs actuelles des annuités, quand les taux sont différents, forment ( pour n = 1) une suite ascendante (entre zéro et 200 pour 100); alors, après un nombre suffisant d'années, ils forment une suite descendante. H y a donc, entre ces deux limites, un nombre n pour lequel les rapports concernant deux taux différents sont toujours égaux ; de là nous pouvons déduire ce remarquable théorème :
Si Von donne deux taux t et t{le premier étant le plus élevé)^ il arrive toujours que^ pour un certain nombre d'années ^ les rapports entre les annuités annuelles et semestrielles sont toujours égaux.
Ainsi Ton a
pour un nombre d'années moins considérable, et, pour un nombre d'années plus élevé,
En vue de montrer la nature des rapports entre la valeur
-" 97 actuelle d'une annuité payable annuellement et la même annuité payable par semestre, j'ai présenté le tableau suivant, qui donne les logarithmes à 4 décimales de ces rapports, pour plusieurs années et différents taux d'intérêt.
XXXIX
En remplaçant dans la formule (i3) les lettres v et A: par les nombres i , 2, 4 ^t i :i, nous avons déduit le tableau suivant, dans lequel est présentée, pour les cas les plus ordinaires, la valeur actuelle d'une annuité de i'' payable par année, par semestre, par trimestre et par mois, en supposant, pour chacun de ces cas, que l'intérêt est convertible en capital par année, par semestre, par trimestre et par mois.
Si nous supposons que les intervalles successifs qui séparent les différents payements de l'annuité ou de l'intérêt deviennent infiniment petits et en nombre infini, nous obtiendrons les limites extrêmes de la valeur actuelle de l'annuité pour tous les cas possibles.
Ainsi, lorsque k est infini, c'est-k-dire lorsque Toi suppose que les payements de l'annuité doivent être continus, l'expression ^ f r + - j — I I devient égale au logarithme hyperbolique de ( I + - j • Quand v est infini, c'est-k-dire quand on suppose que les payements de l'intérêt doivent être continus, l'expression ( « + - ) devient égale à e"^', et l'expression
M -^-j égale à s* .
Enfin, si v = A = co , c'est-à-dire si l'on suppose que les payements de l'intérêt et de l'annuité doivent être tous deux
co/ilmuj, l'expression k\ (i + -) — < devientégaleà ^
Ces explications complètent le tableau suivant.
Pour rendre plus facile l'application de cette théorie, nous |Ous sommes servi du premier tableau pour en calculer un second, où est présentée la valeur actuelle de l'annuité de i'^ pour n^ ans, à 4 pour loo, en conformité avec les 25 différentes combinaisons du premier tableau.
Ces deux tableaux feront voir en même temps que :
i'' La valeur de l'annuité augmente quand le nombre des payements annuels de l'annuité augmente;
2^ La valeur actuelle de l'annuité diminue quand le nombre des conversions annuelles de l'intérêt augmente;
3^ La valeur actuelle de l'annuité augmente quand le nombre des payements annuels de l'annuité et de l'intérêt augmente, et quand l'intérêt et l'annuité sont payés tous deux en même temps.
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Le numérateur de la formule (i3)
ne varie pas si v demeure invariable, c'est-k-dire lorsque les
termes pour le payement de l'intérêt demeurent les mêmes;
par conséquent, lorsque la valeur actuelle de l'annuité est
connue dans le cas particulier où les termes pour le payement
de l'annuité et celui de l'intérêt coïncident, pour trouver la
valeur actuelle de cette annuité payable k fois dans Tannée ,
on multiplie la première valeur par le facteur invariable
rapport de l'intérêt simple à l'intérêt composé.
— lOI —
Il est a remarquer que ce facteur ou rapport constant est complètement indépendant du nombre d'années de l'annuité.
Ainsi tous les calculs d'annuités relatifs aux diverses suppositions sont facilement ramenés à la multiplication de la valeur d'u.ne annuité connue parce facteur. Cependant, comme la recherche de ce facteur requiert souvent quelques calculs
pénibles et un peu minutieux, surtout quand l'exposant t
est fractionnaire, ainsi que l'emploi de logarithmes de plus de dix décimales, pour obtenir un résultat avec sept chiffres vrais, j'ai construit une Table 63 où ces fatigants calculs sont convertis en l'addition ou la soustraction d'un simple logarithme.
Cette Table présente les logarithmes de ce facteur pour les cas les plus pratiques et pour cinquante et un taux différents. D'ailleurs les difi*érences entre les fonctions de deux taux consécutifs varient si peu que le taux peut être encore appliqué par interpolation à un taux intermédiaire quelconque.
Désignons par P2, P4, Pe et P43 le rapport invariable pour le même taux, par lequel on doit multiplier la valeur actuelle d'une rente annuelle pour obtenir la valeur actuelle d'une rente payable tous les six mois, tous les trois mois, tous les deux mois ou tous les mois. Nous aurons
ra — ^ 1*4 — — : 1 r« — —, 1 ri, — — ; •
Appelons maintenant Qa et Q4 le rapport invariable par lequel il faut diviser la valeur d'une rente semestrielle ou trimestrielle, où les payements de l'annuité coïncident avec ceux de l'intérêt, pour obtenir la valeur de la rente annuelle. L^intérêt étant payable seulement deux ou quatre fois par an, nous avons
Chacun de ces facteurs P et Q sera plus grand que i •
Par conséquent, toutes les fois qu'il s^agit de calculer la valeur actuelle de semblables annuités , déterminons d'abord la valeur de l'annuité dont les payements correspondent avec les payements de l'intérêt.
Ensuite, si l'annuité est payée a, 4» 6, 121 fois plus souvent que l'intérêt, multiplions la valeur obtenue par le facteur correspondant P.
Si l'annuité est payée 2 ou 4 fois moins souvent que l'intérêt, divisons la valeur obtenue par le facteur correspondant Q.
Au lieu d'avoir à calculer la valeur actuelle de l'annuité, on pourrait avoir k calculer l'annuité elle-même. Dans ce cas, si l'annuité se paye 2, 4» 6 ou 12 fois plus souvent que l'intérêt, on cherche d'abord l'annuité dont les payements coïncident avec ceux de l'intérêt et l'on divise ensuite l'annuité ainsi trouvée par le facteur correspondant P (exemples LXYII, LXIX).
Si, au contraire, l'annuité se paye 2 ou 4 fois moins souvent que l'intérêt, on multiplie l'annuité obtenue par le facteur correspondant Q.
Bemarque très-importante. — Les logarithmes P2,P4, P«,P,2 que l'on doit ainsi ajouter ou retrancher sont ceux qui correspondent, dans la Table IV, à l'intérêt de i^' d'un payement de l'intérêt à l'autre, c'est-a-dire aux taux annuel, semestriel, trimestriel, etc., suivant que l'intérêt est payable par semestre,
par trimestre, etc. Si l'intérêt est payable par semestre, P^s'écrit t
—j- — j et on le cherche dans la Table IV en face du
taux -• Si l'intérêt est payable par trimestre, P, s'écrit /
: — , et on le cherche dans la Table en face du taux 7 •
La même remarque s'applique k P4, Pe et Pis*
— io3 —
Au contraire» les logarithmes Q, et Q4 que Ton doit ajouter ou retrancher sont ceux qui correspondent, dans la Table IV, à Tintérèt de i^d'un payement de Tannuité k Tautre.
Si l'annuité est payable par semestre, Q2 s'écrit ^^ y •.
Au reste» pour éviter toute chance d'erreur» il vaut toujours mieux commencer par établir la formule (i3). C*est même toujours ainsi qu'il faut procéder lorsqu'il s'agit de convertir une rente en une autre (exemples LXYII» LXXI» LXXII etLXXIII).
Ainsi» par exemple» si nous connaissons la valeur de l'annuité de 100^ pour 19 ans» au taux de 4 pour 100» payable annuellement» multiplions-la par Ps» P4» P^ ou Pis, quand l'annuité est payable tous les 6 mois» tous les 3 mois» tous les 2 mois ou tous les mois.
Si» au contraire» cette rente est annuelle et que l'intérêt soit convertible par semestre, cherchons d'abord la valeur actuelle de l'annuité de 5o'% pour 28 ans» à 2 pour 100» et divisons-la par Q2.
Si la rente est annuelle et l'intérêt payable tous les 3 mois» cherchons d'abord la valeur actuelle de l'annuité de a5'' pour 76 ans» à i pour 100» et divisons-la par Q4. Dans la Table 63 (pour / = 4 pour 100) nous trouvons
logQ, = o,oo43ai4 O4 =0,0065089.
Si l'on cherchait les valeurs de P et de Q pour un taux qui n'est pas compris dans la Table 63» on pourrait les obtenir au moyen d'une simple interpolation.
Par exemple» soit à trouver la valeur de Q pour
^=3 — pour 100.
Ce taux» qui est égal ^ 3-^i est compris entre 3 | et 3 ^,
— io4 — et
Pour 3 ; logQ, = 4io5a5
Pour 3 t logQ, = 4 , 1870
Différence i345
par conséquent /pour 3-^9 nous aurons
logQ,=4,o525 -*- f X 1345 = 4>ï6oi.
Si l'on avait à trouver la valeur de P, pour t=ij- pour 100»
ce taux, qui est égal si i -tt' étant compris entre 1 1 et a, nous trouvons :
Pour 1 i logP, = 1,0116
Pour a logP, = 2,1554
Différence i338
par conséquent, 1 ^ correspond à
logP, = 2,o2i6H- \ X i338 = 2,0751.
La Table 63 est donc facilement applicable à un taux quelconque; les exemples suivants vont d'ailleurs en faire voir mieux encore l'emploi immédiat.
ExEMPr.E LXy. — Quelle est la valeur actuelle d'une annuité de ^000^' pour 3o ans 9 payable tous les 3 mois, tandis que r intérêt est convertible en capital tous les 6 mois? Le taux annuel est de 4 pour 1 00 .
La valeur actuelle de l'annuité en question est égale à celle d'une annuité de nooo''' pour 60 ans au taux de n pour 100, multipliée par le facteur constant Ps; nous avons, en effet.
log 2000 = 3 , 3oio3oo
Jogf= 1,5410907
logP, = 21554
logV, = 4,8442761 V, = 69867^65.
Exemple LXYL — On demande la valeur actuelle cTune annuité de i^^ pour 5o a/15, à 5 pour \ 00^ payables par semestre^ tandis que V annuité est payable annuellement^ par semestre^ par trimestre ou par mois.
L'aDDuité payable tous les 6 mois est égale à la valeur actuelle de 100 annuités de \ franc, à^ | pour 100 par an.
log7 = 9»69897oo loga= 8,43635i6
logV, = 1,2626184 V,= i8'^3o7o5.
Pour obtenir la valeur actuelle de l'annuité payable tous les ans, tous les 3 mois ou tous les mois, il n'y a qu'à diviser ou multiplier ce nombre par les facteurs constants correspondants.
Jnnuité payable tous les ans.
lOgV, =r 1,2626184
— logQ,= —53960 logV, = 1,2572234
— io6 —
Annuité payable tous le% 3 mois»
]ogV,s= 1,2626184 logP, = 26892
logV^ = 1 ,2653076 V,= 18'', 4*076.
jénnuité pajrabie tous tes mois,
]ogV,= 1,2626184
logP«= 44790
logV„= 1,2670974
Exemple LXVII. — Conçertir une annuité de Z^oo^^ par an, pendant un nombre illimité d'années, en rentes payables tous les 6 mois, tous les 3 mois, tous les 2 mois ou tous les mois ; quel sera le montant annuel de chacune de ces rentes^ au taux annuel de 5 pour 1 00 ?
t \ ) ->' \ 4 T ' ^ i la TT
d'où
de même
— lO'J —
Tous les 6 mois.
Iog34oo = 3,53i48 (Tab. 63) logP,= 533
loga = 3,5a6i5 a = 3358'%5o.
Tous les 3 mois,
Iog34oon=3,53i48
logP4 = 799
loga' = 3,5a349
Tous les % mois,
]og34oo = 3,53i48 (Tab. 63) logP«= 887
loga' = 3,5a26i a'' = 333i'%3o.
Tous les mois.
Iog34oo= 53 148 logP,, = 975
Ioga"'==3,5ai73 a"' = 3324",5o.
La somme ^ payer sera donc
Par semestre 1679,25
Par trimestre 834, 5o
Pour VL mois 555, 21
Par mois ^^77, 04
au lieu de 3400^^ par an.
Exemple LXYIII. — Quelle est la valeur actuelle de ^3 annuàés de 584o''^, payables annuellement^ si Vintérét est conver-
- io8 — ttble en capital tous les 3 mois, le taux étant de 6 pour loo?
• y^V ■ _584or / , ty-l t
=-4-[-(-îni-
log^=3,i6435a9
( Tab. 3 ) logf („) = 1 ,6965486
logV = 4,85M4a3 V = 70981,04.
Exemple LXIX. — Quelle est V annuité qui peut être rachetée par 1 360000^^ en 27 ans^ si V annuité est payable tous les ^mois et V intérêt de l\ \ pour 100 convertible par semestre?
d*où Ton tire
i36oooo = --9(,,).P,;
a 9(tii).Ps
Iogi36oooo = 6, 1335389 (Tab. 8) log- =log« = 8, 4956610
logP, = — M890 log7 = 4,6269109
^ = 4^355",6i, a :ï=847ii",2a.
Exemple LXX. — Quelle est la valeur actuelle d^une annuité perpétuelle de 'jii6o'' f payable tous les mois en payements égaux, si r intérêt, au taux de t\ -J- pour loo, peut être converti en capital ifois par an seulement ?
Iog786o = 3,8954225
ïog?C) = i,3233o64
logP, = 4^572
logV = 5,2229861 V = 167103,70.
Exemple LXXI. — Ondemanded*échanger une rente annuelle de 4800''^, payable pendant un nombre illimité d'années, contre une rente payable tous les 3 mois, l'intérêt étant de 3^85 pour 100 y payables tous les six mois.
Comme 00 ne peut pas trouver dans la Table 63 le taux 3— > on doit chercher par simple interpolation les valeurs de logPa etIogQ,. Nous avons
— IIO
4800--; 7\1 = * ^-7 OU •^rr-=*Pt'
Hï- i'^'i)*
donc
)og48oo = 3,68ia4ia — logP, = — aa75i -logQ, = -41601
]oga = 3 ,6750060 a = 4731 ,579.
II faut donc verser tous les 3 mois 1 1 8a'%894.
Exemple LXXII. — On voudrait convertir une annuité de 845o'^y payable par semestre pendant un nombre quelconque d* années f en une rente payable par trimestre^ l'intérêt, payable annuellement, étant deZ^ pour 1 00. Quel est le montant de la somme à payer chaque année?
-^ 7 = -7'— ou 8450.-3 =a.-j^î— >
d'où
8450. Pi
oc ^^^ ~~^^^^^~" •
log845o = 3,9268567 H-IogP, = +4oi54
]oga = 3,9248535 a = 84ii'%li4.
Exemple LXXIIL — On veut convertir 4o annuités de 61 70^'' en une rente trimestrielle^ payable pendant st% ans, r intérêt étant de 3 \pour 100, convertible en capital par semestre. Cembienfaut-'il verser chaque année?
Soit X la nouvelle annuité; nous aurons alors
et d*autre part
donc
d'où
logôiyo = 3,79029
Ï0gT(M) = i,6i56o C'Iogf(,,j = 8,52605
— logO, = — 4o5
— logP, = — 2oa
log« = 3,92587 x = 843o'%8o,
c*est-à-dire qu'au lieu de payer 6170^'' par an pendant 4o ans on versera 2107'% 70 par trimestre» pendantes ans.
§ XLI. — Calcul db la duréb des ANifuiTBs, lorsque l'intérêt et l'annuité sont pâtés à différents termes.
La Table 63 rend très-facile le calcul du temps, puisqu'elle présente directement le rapport entre l'annuité don-
née et Tannuité au même taux d'intérêtt mais dont les payements ne correspondent pas aux payements du taux.
Dansée cas, du logarithme de l'annuité, il faut soustraire le logarithme du rapport constant (§ XL) et déterminer ensuite le temps comme pour les annuités ordinaires.
Exemple LXIY. — Dans combien (Tannées un capital de 7 2 ooo''' sera-t'il amorti par une annuité rfe 5o 4 58'% ao ^payable par trimestre y tandis que le taux^ de 5 pour loo par an^ h* est payable que par semestre?
Le taux vrai est de a -|^ pour loo par semestre; la rente semestrielle est par conséquent de :i52!i9'^,io.
Hï- 4(.4)'-
mais
4(,.i)--, (,.iV-
et
f['-h^y"hî-^^
donc
y_âO<_P?
d'où
log- = Iog35a!ig'',io = 4,4019017
logP» = 26892 logV = 5,8573325
\oga= 8,5472584
Il se trouve que ce logarithme correspond, dans la Table 1 1
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{2^ pour loo}» avec le chiffre 5o pour les années; là durée de l'annuité est donc exactement de 5o sennestres ou ^5 ans.
De la formule ( i3) on peut déduire une formule générale pour calculer le temps. Nous avons, en effets
— vu
d'où
'-hr='AHf-]
ou
Si nous désignons par/^^ le facteur constant
nous aurons
et, en employant les logarithmes,
log(.-^i)
Exemple LXXY . — Dans combien de temps un capital de 57 000'' serait-il amorti par une rente mensuelle de aôo'''^ rintérét étant de ^\pour loo, payable annuellement?
logV = log/ =
logP„ =
— loga =
- ii4 -
Iog(i-^) = 9,^8865,
-logri--^^j=o,7ii35;
o,7fi35 0,019116 ^
Le temps demandé est donc 37 ans 2 mois 17 jours.
Concluons :
i^ Prenez comme taux l'intérêt de 1'' pour chaque partie de l'année pendant laquelle Tintèrêt est convertible, et calculez comme si chaque intervalle représentait une année entière. Par exemple, si l'intérêt est convertible par semestre, prenez la moitié de l'annuité et du taux de l'intérêt, et doublez le nombre des années; si l'intérêt est payable par trimestre, prenez le quart de l'annuité et du taux de l'intérêt, et multipliez ensuite par 4 le nombre des années.
2^ Si les payements de l'annuité sont plus fréquents que ceux de l'intérêt, multipliez sa valeur par le facteur constant P, la Table 63 étant dressée d'après l'intérêt simple de i'** pendant chacun des intervalles qui séparent deux payements consécutifs de l'intérêt.
Si, au contraire, les payements de l'annuité sont moins fréquents que ceux de l'intérêt, divisez sa valeur par le facteur constant Q, la Table 63 étant dressée d'après l'intérêt simple de i'*^ pendant l'un quelconque des intervalles qui séparent deux payements consécutifs de l'annuité.
XLII. — Équation dbs ànnuitâs
Annuité moyenne. — Toutes les fois que deux rentes égales, de durées différentes, dont les payements annuels et le taux sont les mêmes, doivent être converties en une seule annuité,
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la durée de Tannuité moyenne est toujours exprimée par un nombre d'années moindre que la durée moyenne des deux annuités.
Trouvons d'abord a?, le nombre d'années exprimant la durée d'une annuité de iu^^ équivalente k deux annuités de a'^ dont l'une a une durée exprimée par n années, l'autre une durée exprimée par (/i + 2^) années; nous avons
par conséquent,
— == h — - V ou r'— -^ > (vo/rp.aS).
Mais c'est la formule que nous avons déjà trouvée (§XIII) pour l'équation des payements; par conséquent, le temps de l'annuité moyenne est égal au temps vrai du payement unique de deux rentes égales payables à la fin des deux annuités.
Ainsi, par exemple, nous avons trouvé (exemple XXY) qu'aux taux de 4i pour 100 deux capitaux de 5oo'' chacun, payables, Tun au terme de 7 ans, l'autre au terme de 4^ ^QS, sont équivalents à deux payements de 5oo''% acquittés tous deux au terme de 18^ ans à peu près; par conséquent, 2 annuités de 5oo^' l'une pour 7 ans, l'autre pour 43 ans, sont égales a deux annuités de 5oo^'' pour 18^- ans. Dans le cas présent, au lieu de 5o annuités, il n'y en aurait que 37, le nombre des premières annuités augmentant de 1 1 {-, tandis que celui des secondes diminuerait de 24 i-
Nous avons déjà démontré que le nombre d'années de l'annuité moyenne est toujours inférieur à la demi-somme des années pendant lesquelles doivent se prolonger les annuités dont il est question, et que ce nombre est d'autant moindre que le taux est lui-même plus élevé.
Ainsi, étant données 2 annuités de i'*^^ l'une pour 16 ans, l'autre pour 34 ans, elles donneront, prises ensemble, 5o annuités de 1'' et seront équivalentes également à 2 annuités
- ii6 de 1*^^ dont la durée sera :
Ans
A J pour loo î»4,907
A 10 » !ài,537
au lieu de !i5 ans.
§ XLIIL
Réciproquement, l'annuité correspondant a la durée moyenne de 2 annuités est toujours plus grande que l'annuité moyenne des deux annuités. Si la première rente contient n annuités et la seconde {n-h2d) de i'% la différence entre la rente correspondant à la durée moyenne des deux annuités et la rente moyenne est égale a
donc
quantité qui est toujours positive.
Ainsi, par exemple, 2 annuités de x^' pour 3o ans valent plus que 2 annuités de i^% l'une pour 10 ans, l'autre pour 5o ans, quoiqu'il y ait, dans l'un et l'autre cas, 60 annuités de I'^
En effet, à 3 pour 100, nous avons
fr
Valeur de 10 annuités de i'"" 8,53o
Totel 34,a6o
Valeur de 3o annuités de 0,^' 39,201
Différence 4;94i
La formule précédente» qui donne la différence A» montre directement que cette différence diminue quand le nombre des années n augmente, ou quand d diminue.
Si le taux varie, la valeur de A présente un maximum
lorsque :id= (^-i- i) {^-^ 0- Après ce maximum, la différence diminue, quelle que soit Taugmentalion ou la diminution du taux.
Ainsi la différence entre la somme de 2 annuités, Tune pour 5o ans, l'autre pour 10 ans, et i annuité de :k^ pour 3o ans, est
A {- pour 100 0,926
A 3^- f 5,oia
Si, au lieu de ti annuités, il y en avait un plus grand nombre, on trouverait que la moyenne de ces annuités es/ inférieure a l'annuité de durée moyenne.
XLIV
Une erreur générale dans l'évaluation des annuités viagères consiste à croire que la valeur d'une annuité viagère, constituée sur une seule tête, est égale à la valeur à'une annuité certaine correspondant à la vie moyenne de celte seule tête.
Ainsi, en trouvant, suivant la Table de Northampton, que la vie espérée d'un enfant âgé de 7 ans est de 41*'"' o3 (Inwood, p. i4^)> on suppose que la valeur de Vannuité via-
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gère de i''' payable pendant 4<*"%o3» qui, au taux de 5 pour loo, représenterait un montant de 17'% 5495, est la valeur de l'annuité viagère, tandis que ce montant est trop considérable, puisqu'il est seulement de i5''^,i66; ce qui correspond k une annuité certaine payable pendant 29'"*, io5.
En outre, lorsqu'on détermine, à l'aide de la Table de Northampton, la valeur d'une annuité sur une seule tête âgée de 7 ans, à différents taux d'intérêt, ainsi que le nombre d'années d'une annuité certaine^ ce dernier est toujours inférieur à la vie moyenne ; mais il varie et diminue lorsque le taux augmente.
Nous avons, dans le tableau suivant, présenté la valeur d'une annuité de i'^ constituée sur une seule tête, âgée de 7 ans, k difl'érents taux, suivant la Table de Northampton, ainsi que le nombre d'années d'une annuité certaine correspondant à cette rente viagère, la vie moyenne étant de 4i»"%o3 :
TAUX
VALEUR
ROMBRB D ANNÉES
des deux rentes.
de rasiniilé viagère.
de rasnalté déterminée.
•ns
a5,7io
Mais qu'est-ce que la vie moyenne?
La y\^ moyenne, d'après Price, est l'âge qui résulterait de l'égale répartition, entre un certain nombre de personnes du même âge, de toute la vie future de ces personnes. Ainsi, dans le cas présent, cela veut dire que 1000 individus, tous âgés de 7 ans, peuvent compter avoir encore a vivre, tous ensemble, 4io3o ans, qu'ils partageront inégalement entre eux. Ce nombre de l\\oZo années donne lieu à 4io3oan-
- "9 - Duités de i^*" partagées en divers payements inégaux et diminuant de valeur.
Nos démonstrations du Chapitre précédent concernant les annuités sont applicables d*une manière générale aux annuités viagères. Nous pouvons donc établir simplement, sans aucune démonstration subséquente, que :
i^ Le nombre d'années d'une annuité certaine correspondant h une annuité viagère est toujours inférieur à la durée moyenne de la vie sur laquelle elle est constituée;
2^ L'annuité certaine d'une durée égale à la vie moyenne est toujours plus grande que l'annuité viagère constituée sur cette même vie.
Ainsi la valeur d'une annuité de i^% constituée sur une tête âgée de 7 ans, est» a 3 pour 100, de 20^^^,853; la valeur d'une annuité de l'S payable pendant 4 i*"%o3 (durée moyenne), est de 23'', 419- Lsi différence égale 2^^566.
L'erreur à 3 pour 100 est 2 ,566
XLV
Les annuités rachetablesf/) établies pour le payement de l'intérêt et le remboursement des emprunts de l'État diffèrent des annuités ordinaires par leur intérêt, qui est incunable, tandis que le capital vrai qu'elles représentent, ou le capital à rembourser, est va/rafr/e et sujet à toutes les fluctuations du marché de la Bourse.
(*) Ces rentes sont dites raeheeables, parce que l'État consenre le droit de les rseheter, en remboursant le propriétaire de l'annuité.
En général, les États sont obligés de racheter ces rentes à un prix plus élevé que celui auquel elles ont été cédées tout d'abord.
Le capital nominal de tout titre k une annuité est représenté par la somme fictive de loo^^'et donne un intérêt annuel de 2 1, 3, 3 ^ et 5'" payable par semestre. Lorsque le prix du capital est loo'*'^ on dit qu'il est au pair; il est évident que ces rentes ne peuvent pas être toutes au pair en même temps; car il est impossible de supposer qu'une rente annuelle de :2|pour loo puisse atteindre le même prix qu'une rente 5 pour loo.
Ces emprunts réunis constituent des capitaux nominaux ou stocks^ dont l'ensemble forme ce que l'on appelle \es fonds de la dette publique, Aoni le terme de remboursement n'est pas déterminé» ou plutôt qui ne sont pas remboursables du tout. Les payements semestriels et annuités constituées sur ces stocks sont appelés dividendes.
La plus importante de toutes ces rentes, les consolidés ou annuités consolidées, tire son nom de la consolidation, en l'année lySr, de rentes d'annuités diverses en une rente unique 3 pour loo. Les prix les plus élevés qu'ait atteints cette rente ont été 107(1737), 101 |(i844)> ioo|(i845) et loi 1^'^ (iSSâ); les prix les plus bas de la même rente ont été
47i(ï797). 471(1798), 5o|(i8o3), 78{(i847) et 90-f^ (i853).
De l'année 1800 à i844> les consolidés 3 pour 100 ont toujours été au-dessous du pair (de 5o J à 97 i).
Le 3 pour 1 00 réduit ouïes annuités réduites constituent, après les consolidés, la rente la plus considérable; on les appelle ainsi parce que le taux des annuités constituées sur le stock primitif a été réduit, en 1746, du 4 ^u 3-^ pour 100 et, en 1757, au 3 pour loo.
Les consolidés Zpour 100 s'élevaient :
ut A répoque de leur consolidation, à . . . 913781-2
Au 5 janvier i844i à 867813965
Le Z pour loo réduit montait :
A répoque de sa réduction, à 17701823
Au 5 janvier 1844, à : 126359557
Le fonds de la dette nationale entière s'élevait :
A la Révolution de 1688, à 664268
A Tavénement de Georges I"^ (1714), u 54i45363
Au commencement de la guerre de France (1793)^ à. . 233788609
Au traité de Paris (septembre i8i5) , à 864822488
Au 16 mars i856, à 775812694 .
De cette somme, yôgocoaSo"** étaient applicables aux rentes 3 pour 100 (consolidés, annuités réduites, annuités de la Banque de 1726, dette à la Banque d'Angleterre et aux stocks de la Mer du Sud), et 63 1241 4'** aux rentes 2|, 3^, 5 pour 100. L'intérêt de cette dette s'élevait, en Tannée i856, à2326736i»'\
Puisque l'État paye le dividende par semestre ^ nous pouvons calculer toutes les annuités de ces rentes comme des annuités semestrielles.
Exemple LXXVL — Si l'État était disposé à transformer la rente 5 pour 1 00 en annuités à terme de 7 pour 1 00 par an, pendant combien d'années ces annuités devraient-elles être payées, le taux d'intérêt étant de 5 \pour 100 ?
Il est inutile, dans le cas présent, de connaître le cours du 5 pour 100.
Nous avons trouvé (§ XXVI, p. 64) la formule
Ici,
/=:27 pour lOO, *z=2, a = 7, - = 3,5.
log8,5 = 0,54407
loglog3,5 = 9,73565
log'r = 8,07121
log/i = 1 ,66444 « = 46,179"" (î»3'", 089).
Exemple LXXYII. — L'État désire échanger une rente 3 \ pour loo contre une rente 3 pour loo, afin d'employer le surplus à V extinction de ladite rente; dans combien d^ années cette rente peut-elle être rachetée au pair ?
a = 3;, 5 — 7, -=7, ei / — i 7 pour 100;
donc
log7 = o,845io
loglog7 =9,92691
Cllog'r= a, 18936
Ctlog2 = 9,69897
Exemple LXXVIII. — Combien faut-il verser par an au fonds d'amortissement pour racheter au pair, en ^5 anSf un emprunt de 1 000000^**, en rentes 3^ pour 100?
* = ^,» log5 = loga — logr«, / = iî.
oc = i 000 000 X o.
loga= 4,3453267 (Tab. 5) logr" = 0,6780976
log.v = 3,6672291
s — 4647***, 604 par semestre,
OU, pour Textinction complète de la rente, il faudra payer 9295^*% 208 pour rantortissement et 35 000*** pour l'intérêt annuel; ce qui fait un total de ^4^gS^^,2oS par an.
XLVI
Toutes les fois que la rente n'est pas au pair, il faut calculer le taux semestriel.
Soient
A le dividende annuel correspondant à un capital de loo^'; s le fonds annuel pour Tamortissement de ce capital; c le cours de cette rente.
L'intérêt semestriel sera
t== — el r = n = •
Exemple LXXIX. — Combien faut-il verser annuellement pour rembourser en 4 uns un emprunt de[\Sooc}*^^ consolidés 3 pour I oo, si le cours moyen de ces consolidés est de 90^^?
Un intérêt de 3^^ pour 90^^ de capital correspond au taux 3 \ pour joo par an, ou au taux 1 1 par semestre. Puisque, pour une rente de 3^*^ il faut rembourser 90^% le montant du ca* pital k verser pour une annuité de 4^000'''* sera ]35oooo^^, et, comme on se propose de calculer l'annuité à payer pendant 8 semestres, on aura
logV = 6,i3o3338 loga = 9,1289022
loga = 5,2692360 a= i8i65o»"'.
Par conséquent, il faudra verser, k la fin de chaque semestre, une somme moyenne de 181 65o'*^
En supposant qu'en réalité ces rentes doivent être remboursées sans aucune fraction délivre, il faudra payer un peu plus ou un peu moins, afin de rendre la difierence entre l'annuité vraie et l'annuité k payer inférieure k i5^*, somme correspondant k une rente de 4^'^^
Remboursement d'une rente de 45ooo^' des consolidés 3 pour loo
en 4 uns, au cours moyen de 90^.
SEMESTRES
payable
poor
semestriel
chaque semeilre.
l'amorti ssement.
entier.
rachetées.
à racheter.
aaSoo'"
Exemple LXXX. — Des annuités de 1^0000^*^ de la rente 5 pour 1 00 j au cours moyen de isq^^S doiçent être amorties en 24 ans. Quelle somme faut-il payer annuellement?
donc
i4oooo
et a=: — 5
CD
log 140000 = 5, 1461280 1,4116197 8,5077453
Ct log/
logfl
loga = 5,0654930
§ XLvn.
Si, dans la formule (10), nous remplaçons r par sa valeur
{\'\ j » dans laquelle c représente le cours de la rente et
k le dividende annueU correspondant à un capital de loo^'S et si nous changeons /i, qui exprime le nombre des semestres, en 2n, afin d'avoir directement le nombre des années, nous
— ia5 —
avons
lOgj
ou n =
Exemple LXXXI. — Combien faut-il d'années pour rembourser un emprunt contracté pour le service de VÉtat à 3 pour loo, si Von crée pour V extinction de cet emprunt un fonds d^ amortissement égal à i pour loo du stock, le cours moyen du 3 pour loo étant de 85^*?
_ logfaX 2) _ log2 + loga _ alogg.
~~ Jogr """ logr ~" logr '
2l0g'2 log2
alogr logr'
par conséquent,
loga = o,3oio3 logr = 0,0075972 log'a = 9,47861 logV=7,88o65
log«= 1,59796
En vertu de l'Acte Sa (Geo. III, c. 55, § 3, 1792), il fut prescrit que , pour tous les emprunts futurs , un fonds d'amortissement de i pour 100 du stock serait établi pour le rachat graduel du capital.
Le tableau suivant présente dans combien d'années un stock 3 pour 100 peut être racheté par un fonds d'amortissement égal à I pour 100 du stock, et à différents prix d'achat :
Cours de la
rentes pour loo.
Nombre d'années
35,oo3
— ia6 —
Coure de la
rente 3 pour loo.
Nombre d'années.
io5
Gomme la différence entre ces nombres est à peu près la même, il est trës-facile de déterminer, au moyen de l'interpolation, le temps pour tous les taux intermédiaires; ainsi, par exemple, si le cours du 3 pour loo est de 98^, le nombre des années sera
Exemple LXXXII. — Dans combien d'années un emprunt à S pour 100 pourrait-il être amorti par un fonds d^ amortissèment de i pour 1 00 du stocks le prix moyen de rachat étant deiiS^'t
A* = 5, *=i, a =6, c:^ii5, r:— ^•
par conséquent.
log6 = 0,77812
logH = 0,00934 log»6 = 9,89106
log'H = 7 .97035
1,92071 log2 = o,3oio3
log// = 1,61968 // = 4i'™,656.
XLVIII
Le célèbre D' Price proposa de racheter la dette publique au moyen d'un fonds d'amortissement égal à i pour 100 de la somme empruntée.
Exemple LXXXIII. — Un emprunt de rente Z\ a été émis à 91^9 avec un fonds d'amortissement égal à 1 pour 100 delà somme empruntée; combien faudra-t-il de temps pour amortir cet emprunt^ le prix moyen de rachat étant de 102***?
Ar:i=:3,5, 5 = 0,91, a:=^4>4"> 6* = 102, r =
log 7 = 0,68540
logr= 0,0078879 log'7 = 9.83594 log'r = 7,86852
1,9674a loga = o,3oio3
Exemple LXXXIV. — TJn emprunt au 3 pour loo a été émis à 87^*, avec un fonds d'amortissement égal à i pour 100 de la somme empruntée ; combien faudra-t-il d'années pour l'amortir au cours de 90*** ?
ArnrS, 5 = 0,87, = 90, r=
log-:= 0,64819 logr — 0,0071786
log'2.-. 9,81170
aiogV=2,i4396 et log2 = 9,69897
log«= 1,65463 « = 45'",i47.
XLIX
En vertu de TActe 4? (Geo, III, c. 55, 1807), il fut prescrit de payer aunueliement 10 pour 100 sur la somme empruntée^ pour l'intérêt et le rachat du capital des futurs emprunts.
Exemple LXXXV. — Un emprunt est effectué^ pour le service de rÉtatf au 3 pour loo évalué qS^'S et un fonds égal à lo pour loo de la somme empruntée est établi pour l'intérêt et le rachat du capital; dans combien d'années cet emprunt sera-t-il amorti au cours moyen de gS j^î
Iog- = 0,16481
logr= 0,0067684 log*- = 9,111699 CllogV= 1,1695a
CtlOg2=:r 9,69897
log/j = 1,08548 n = ia""*,i75.
Exemple LXXXVL — Dans combien d'années un emprunt au 5 pour 100, contracté et émis au prix de 130'*', sera-t-il racheté par un fonds de i opour 1 00 de la somme empruntée?
a = 12, k = Sf ^ = 7, c = i2o, r^i:^^»
log- = o,a34o8 logr= 0,0089548
CtlOgV^r 2,04794 CtlOg2 = 9,69897
Iog/7 = i,ii6a8 n= i3"",07.
Exemple LXXXVII. — On demande de cons^ertir S^ 000^^ de rente 3 j pour 100 en une rente 3 pour 1 00 ^ à la condition de laisser pour V amortissement la différence de V intérêt et à* y ajouter 20 oocf *^pcw an; en outre, on suppose le prix d'achat
de 96*^'; combien d'années faudra-t-il pour amortir la dette?
Intérêl réduil ^^- 72000, s = 1 2000 -+- 20000 = 32000,
log- = o,5ii88 logr= 0,0067334 log*^ = 9,70917 CtlogV= 2,17177
Ctl0g-2 = 9*69879
log/i= 1,57991 71 = 38"", on.
Exemple LXXXVIII. — Si l'Etat contracte un emprunt donnant i j 2 000*^' de rentes 3 {- pour 1 00 et établit un fonds d'amortissement de 88 000'** par an, à quel prix/audra-t-il racheter cet emprunt pour V amortir en 2d ans?
a = 200000, ^ = 88000, - r= — , A" = 34, rirri-f-^
d'où
log- = 0,35654732
logr = 0,00713095 r— I ,oi6555i5
log 3.] ==0,54407 Cllog2 = 9,69897 Ctlog/ = 0,78107
loge = 2,02411 c = io5'''*,7i
Par conséquent, le taux est égal à i^ 6555i5 pour 100 par semestre^ c'est-à-dire 3^3iio3 par an, et le prix cherché estde loS*"*, 71.
Exemple LXXXIX. — On emprunte 8000000'** en rentes [\\ pour 100 au pair, ce qui donnera 36oooo'*' par an. A quel prix moyen pewent-elles être rachetées en 11 ans, en ajoutant 2l\ooo€f^^pour l'amortissement, c est-à-dire en payant annuellement 600 ooo"**?
logii,5 = 0,39794
logr= 0,00947476 r =~- ij 0220662
Le taux semestriel est donc de 2, 20662 ou l\,^ii2^ pour 100 par an^ et
legs, 25 = 0,3521825
loge = 2,oo865i8
prix moyen auquel cet emprunt doit être racheté pour être amorti en 21 ans.
Si rintérét et Tannuité étaient payables annuellement, nous aurions
r"r=r2,5, Iogr= 0,0189495, r=r, 0445988;
le taux annuel serait égal à 4)4^9^8 pour 100, et le prix de 100'^*, 900.
§ L. — Obligations ou bons remboursables au moyen du tirage au sort.
La méthode consistant à racheter des emprunts par des payements annuels joue un rôle très-important dans nos grandes transactions industrielles, où les fortunes particulières sont employées à former ces fonds considérables^ nécessaires aux grandes Compagnies.
Ainsi^ dans la plupart des États du continent (*) et en
(*) En France seulement, les obligations émises s'élèvent h plus de iSooooooo^**.
Amérique^ les villes et les Compagnies des canaux, des mines et des chemins de fer, dont les concessions sont limitées, contractent de lourds emprunts remboursables par annuités constantes.
Afin de pouvoir réunir les moindres épargnes des particuliers, les Compagnies ont émis des bons spéciaux appelés obligations^ dont chacune représente une trës-faible fraction de l'emprunt contracté, :ko ou 5o^*^ dans le plus grand nombre des cas. Ces obligations, dont la plupart sont émises au-dessous du pair (les obligations de ao'^^k ii^** en moyenne), les Compagnies sont obligées de les rembourser par un certain nombre d'annuités, Tannée de l'expiration de la concession de la Compagnie étant le terme au delà duquel ne peut être fixé le dernier remboursement.
Comme les fonds publics, les obligations produisent un intérêt semestriel et sont transférables à la Bourse.
Le remboursement par annuités constantes difi^re essentiellement du remboursement par obligations, où le fonds d'amortissement joue un rôle tout k fait différent.
Les Compagnies versent chaque année une somme constante ou à peu près constante, composée de deux payements semestriels, inégaux et variables. Le taux d'intérêt est toujours semestriel^ et l'intérêt se paye par semestre.
Le rachat graduel de presque tous les emprunts contractés par obligations n'a lieu qu'une fois par an. V amortissement^ c'est-k-dire le surplus de l'annuité constante sur l'intérêt total pour l'année, n'est pas réparti entre toutes les obligations, mais sert seulement k éteindre un certain nombre d'obligations désignées par le sort.
Il suit de la que l'annuité constante comprend deux payements semestriels, dont le premier ne comprend que l'intérêt pour le premier semestre, tandis que le second renferme, outre l'intérêt du second semestre, le surplus de l'annuité au moyen duquel la somme empruntée est graduellement éteinte. De cette manière, le capital diminuant d'année en année, il est évident que les premiers payements semestriels vont toujours
en diminuant, et que le nombre d'obligations à rembourser à la fin de Tannée va en augmentant.
II reste maintenant à résoudre deux questions :
1® Quelle est la somme payable chaque année?
a® Quelle est la valeur actuelle d'une obligation ^ à un taux différent de son taux nominal?
Nous avons d'abord à déterminer la somme annuelle a payer pour un emprunt de V*^ pendant n années.
Soient t le taux annuel, payable par semestre, a: l'annuité, c'est-à-dire la somme des deux payements semestriels de la même année, capable d'amortir i'^' dans n années.
Le capital restant est :
A la fin de la première année r — jc,
« deuxième
w troisième » r* (r* — i),
quatrième * /** (''*■— ' )•
Enfin, au bout de la /i'^'"* année, le capital restant sera
et, comme à cette époque l'emprunt doit être entièrement éteint, nous aurons
r* (/*— i} = o ou r"= y (/•"— i),
d'où Ton tire
ou X ^= = — •;
telle est l'annuité à payer pour un capital de i^'; et, par conséquent, la somme annuelle à payer pour un capital de V'*^ est
yt
Mais c'est exactement la même annuité payable pourY^*^, lorsque le taux d'intérêt et tous les payements sont annuels; par conséquent^ l'annuité payable pendant n années pour amortir i''^ au taux annuel t est égale à l'annuité payée au taux
semestriel -> lorsque l'intérêt est payable par semestre et l'amortissement payable une fois par an seulement.
Par exemple^ pour un capital de 100000^*^ remboursable en 16 ans, on paye chaque année :
i"^ 858:2^^ au taux annuel de 4 pour 100^ l'annuité étant payable à la fin de chaque année;
:2® 8522'', Ï22 payables par semestre ou 426i''^,o6i chaque semestre, au taux de 2 pour 100 par semestre;
3° 8582^' au taux de 2 pour 100 par semestre, quand l'intérêt est payable par semestre et l'amortissement payable annuellement.
Exemple XC. — Combien faut-il payer pour un emprunt de 600 000^^ pour 6 ans, au taux de i \pour 100 par semestre, si r intérêt est payable par semestre et F amortissement payable une fois par an seulement?
log 600000 = 5,778i5i3 logrt = g,îi662îi58
loga = 5,0443771
Le tableau suivant montre l'exactitude du résultat :
SECOND PAYEMENT
AXXËE.
au commeDcement
de
de l'année.
l'année.
Amortissement.
Total.
io3i49,90
Voici la seconde question :
Une somme donnée étant convertie en une annuité constante avec un intérêt semestriel et un amortissement annuel, on demande la valeur actuelle de cette annuité à un taux quelconque payable par semestre.
Soient
y le capital converti en annuités;
-l'intérêt semestriel de i^*";
0c l'annuité;
5 = a — V/= — ramortissement, ou le surplus de l'annuité
sur l'intérêt annuel; C la valeur actuelle de cette annuité au taux semestriel ?.
Les payements successifs sont:
Première année, premier payement.
Deuxième
Troisième
lème
Première année, deuxième payement
Deuxième
Troisième
lème
s) rs) r\t) r'-'s)
^) rs)
La valeur actuelle de l'annuité est égale à la somme des valeurs actuelles de ces divers payements.
Or les valeurs actuelles de chacun des premiers payements de chaque année sont
(rz— «)p-%
-\^x-~rsjp , ..., -l^j — I sp
De même les valeurs actuelles de chacun des seconds payements sont
i(a4-5)p-% l(cc'^rs)p-', -[(X'hr^s)p-'* -{a-f-r"->5)p-'*.
En faisant la somme de ces diverses valeurs actuelles, on obtient
Le premier terme du second membre est égal à
ar \ p'7
Nous allons simplifier les deux autres. Soit j leur somme; on obtient
Appelons
En multipliant par /!>^ et en divisant par r, on obtient
et, en retranchant la première équation de la seconde ,
— L ^ ou X [- 1= T— =^ r— »
d'où
^""p^"lp^ — /-j "" .p' — r '
par conséquent,
ou, en remplaçant s par sa valeur — •
telle est la valeur cherchée de Tannuité.
Le premier terme fractionnaire de cette équation représente la valeur actuelle de Tannuité au taux donné» l'annuité étant supposée payable par semestre.
{p^ — r) exprime la difïérence entre le montant de i^'dans I an au taux semestriel t et le montant de l'^àla fin d'une année au taux annuel /. (Nous présentons dans le tableau suivant les logarithmes de (/>* — r) pour /= 3 pour loo et pour toutes les valeurs de p, depuis i -J- pour loo jusqu'au 4 pour loo :
TAUX
TAUX
TAUX
semestriel
log(/>'-/).
semestriel
\oQ{p*-r).
semestriel
log(|t)«— r).
(/■"" — /5~^") représente la différence entre la valeur actuelle de 1^'* payable dans n années au taux annuel t et la valeur actuelle de 1'' payable dans n années au taux semestriel t.
La différence r"" ~ p-"^" varie avec le nombre des années. D'abord nulle quand n = o, elle augmente jusqu'à ce qu'elle s'élève au maximum donné par l'équation
2 logp — logr'
enfin
logi 4- lop'p — log*r
2 logp — logr
Elle diminue ensuite continuellement jusqu'à ti ~ x) , où elle redevient nulle. Pour t= 'i pour loo et 2t = 5^,
Eo représentant parK la valeur actuelle de tous les amortissements, c'est-à-dire des payements qui constituent V, on peut remplacer la formule (i5) par la suivante:
En effet
L = -• Ofx)
Les divers payements pour l'amortissement du capital sont
M«l pM — 1 f*H — 2 p
La somme de leurs valeurs actuelles au taux semestriel p sera par conséquent
II I
Soit
En multipliant par r et en divisant par p^, on obtient
rr I I I
pi r"-"'p* r^-'p" ■" p*""*"*
et, en retranchant la seconde équation de la premîëre,
yr /p' — r \ i i
jr— _ ou X ^— , j — j:;rpi "" pa--»-»' r (p' - '•) = p; - ^« = '*"" - P""
par conséquent,
On peut encore exprimer G du moyen de cette autre formule ^ I K . . I ^(^"â
En effet, on sait que
I = \7 = a(i — r-") Cl a =
par conséquent,
__ I I — p-»" Kt __ I /i — r-^-^r-»— p-"\ Kt
Mais
I K(p' — r) I — r-" = - et r~"— p~'"= — ^J- :
par conséquent,
Cette formule est préférable lorsque 2t et / sont trës-rapprochés.
On peut déduire de ces diverses formules deux limites pour
le taux des obligations: une limite in/êrei^uA^ ^^ et une limite supérieure -r» c'est-à-dire que Ton a
EnefTel:
Limite supérieure. — La formule
Kt
donne
^ ce , . » J\ T Oi t
\Vt
Kt
Exemple XCI. — ôooooo'** de capital sont placés au taux semestriel de i -J- pour loo c/ remboursables en 6 annuités; V intérêt est payable par semestre et l'amortissement payable annuellement; combien ces 6 annuités devraient-elles être achetées pour que V acheteur retirât n^ pour loo par semestre?
ax r-" — p"*"
Cherchons d*abord la valeur du premier terme
et puisque
nous aurons
a = = 000000 . ûf
Faleiir du premier terme,
log 600000 = 5,778151 3
(Tab. 15) rog^ = 9,2662258
et log 2 = 9,6989700
(Tab. il) Ctloga' = 1,01 10527
log =5,7543998 56oo67'%2o.
Falcur du deitxièmc ttrrme,
logr-« = 9,87i3i36
logp-'* = 9,9229767
r"* — p-'* = 0,0939285 log(r-«-p-'»)= 8,97280 Iog^ = 4w4335
10gT= 8,39794
Ct log (p' — r) = 1, 68561
log =3,79970
— 63o5,io Valeur de C... 561762,10
Ainsi la valeur actuelle, au taux semestriel de 2 ^ pour 100, des payements nécessaires pour acquitter 600000''' en 6 ans, au taux semestriel de 1 \ pour 100, est de 561762S10.
Réciproquement, en échangeant 561962'', 10 contre ces 1 2 payements, l'acheteur retire de son argent un intérêt semestriel de 2^ pour 100.
Le tableau suivant démontre l'exactitude de ce résultat:
SOMME PAYÉE
{'voir p, i3i.)
SOMME DCB
à la fin de
chaque semestre.
chaque semestre.
chaque semestre.
i4o44>io
io3 149,90
3oi488,5o
3oi488,5o
dû
io6483,4o
là
io6483,4o
La valeur actuelle des obligations se calcule ordinairement en admettant que les taux d'intérêts comme aussi tous les payements sont ou annuels ou semestriels. Le résultat que l'on obtient ainsi est toujours erroné.
Ainsi, dans l'exemple précédent, nous trouvons comme valeur de l'annuité 562i76'%io lorsqu'on suppose tous les payements annuels, et 564258^'^,9o lorsqu'on les suppose tous semestriels.
Il est très-utile de connaître laquelle de ces deux valeurs est la plus approchée. Comme la valeur vraie de l'annuité est toujours inférieure à l'une quelconque de ces deux valeurs approchées, la question est de savoir laquelle est la plus petite.
La valeur actuelle au taux t du capital Y placé à t pour loo et remboursable au moyen des payements annuels est
De même, la valeur actuelle du même capital, lorsque les taux et tous les payements sont semestriels, est
Mais nous avons déjà démontré (p. 96) que, pour une certaine valeur de n, il existe toujours la proportion suivante entre les deux taux / et t (le dernier étant le plus grand):
que, pour un nombre d'années moindre, le premier terme est toujours moindre que le second, et que, pour un plus grand nombre d'années, il est toujours plus grand.
Par conséquent, la dernière équation étant multipliée par
V. ^'] > nous obtenons, pour la même valeur de n, l'égalité
suivante :
Ainsi» pour ce nombre n d'années» trouvé par l'équation de la page 96, la valeur par années entières est égale à la valeur par semestres; de même, pour un nombre d'années moindre, la valeur par années entières est moindre que la valeur par semestres» et» pour un nombre d'années plus considérable» elle est toujours plus grande que la valeur par semestres.
Par exemple» si nous cherchons la valeur actuelle» au taux semestriel de 5^ pour 100» de l'annuité payée pour un capital de looooo'S placé à 3 pour 100» payables par semestre» au moyen du tableau donné (p. 97)» on voit que» pour ces deux taux d'intérêt, les rapports entre les payements annuels et semestriels sont égaux pour un nombre d'années égal» a peu près» à 39; il importe donc peu» pour ce nombre d'années» de calculer par années ou par semestres.
Mais» pour un nombre d'années inférieur k 39» les payements annuels sont moindres et plus approchés que les payements semestriels; il en est de même» à leur tour» des payements semestriels pour un nombre d'années supérieur à 39.
Afin d'apprécier le degré d'approximation entre la valeur vraie d'une annuité et les deux valeurs approchées que l'on obtient en supposant tous les payements annuels ou semestriels» j'ai présenté le tableau suivant où sont données» pour différentes années» les trois valeurs, au taux de 5 1 pour 100» payables par semestres» d'un capital nominal de 1 00 coo*^^ placé au taux de 3 pour 100» payables par semestres.
ANNÉES
iO
▼raie.
YALEIia
par année.
74i5o,io
par semeslre.
Exemple XCIII. — Une Compagnie émet 14271 obligations de 5oo''^ rapportant 5 pour 100 d'intérêt, et remboursables au moyen de 1 5 annuités. Quelle somme la Compagnie doit-elle verser chaque année , et quel est le nombre d'obligations remboursables chaque année? (Chemin de fer de Cordoue à Séville.)
log 14271 = 4,1544544
log 5oo = 2 , 6989700
loga = 8,9838170
loga= 5,8372414 a = 687450^'" (annuité à payer).
Pour régler les comptes relatifs au payement de l'intérêt et. au remboursement successif de l'emprunt, nous avons:
fr
Annuité moyenne 687450
Intérêt de 14271 obligations 356775
Pour ramortissement. . > 330675
Cette somme correspond à 661, 35o obligations de Soo'^, et, comme le nombre des obligations à rembourser doit être
UQ nombre entier, 66i seulement seront remboursées; ce qui réduit à i36io le nombre des obligations dues.
La Compagnie aura donc à payer, à la fin de la première année :
fr
Pour l'intérêt du premier semestre... 178387,60
» du deuxième » ... 178387,50
Pour le rachat de 661 obligations 33o5oo
Total 687275
A la fin de la seconde année :
fr
Annuité moyenne 687450
Intérêt de i36io obligations 34o25o
Somme laissée pour Tamortissement. . . 347200
Cette somme correspond à 694» 4 obligations; il faudra donc rembourser 694 obligations, ce qui abaisse leur nombre à 12916, et la Compagnie devra verser pour la seconde année :
fr
Pour rintérèt de i36io obligations 34o25o
Pour le rachat de 694 obligations 347000
Total 687250
A la fin de la troisième année :
fr
Annuité moyenne 687450
Intérêt de 129 16 obligations 322900
Somme laissée pour l'amortissement . . . 36455o
Cette somme correspond à 729,10 obligations; la Compagnie aura donc à racheter 729 obligations, ce qui réduit leur nombre à 12187; la somme à payer a la fin de la troisième année sera :
fr
Pour rintérèt de 129 16 obligations 322900
Pour le rachat de 729 obligations 3645oo
Total 687400
A la fin de la quatrième année :
Annuité moyenne 687450
Intérêt de 12187 obligations 304675
Somme laissée pour ramortissement . . . 382775
fr
Cette somme correspond à 765,55 obligations; la Compagnie aura donc à rembourser 766 obligations, et à payer :
Pour rintérèt de 121 87 obligations 304676
Pour le rachat de 766 383ooo
ToUl C87675
et ainsi de suite. L'ensemble du calcul est présenté dans le tableau suivant :
ASXÉES.
iO
NOUBRE D ODLIGATfO!(8
dues.
i3Gio
i3io
remboortéeâ
à la fia de l'année.
ii3i
i3io
Inlérôt.
ASXUITÉS.
Amortissement,
33o5oo 3^7000 364 5oo 383ooo 402000 422000 443000 4655oo 488500 5 I 3ooo 538 5oo 5655oo 594000 623500 655ooo
Total.
On peut remarquer, d'après le précédent tableau, que l'annuité sera toujours un peu plus grande ou un peu plus petite que l'annuité moyenne.
Dans le § XXII, nous avons mentionné ce fait remarquable que les sommes payées pour l'amortissement forment une progression géométrique; on peut l'appliquer également à l'amortissement des obligations; par conséquent, dans l'exemple précédent , le nombre d'obligations rembour-
sables cLaque année est à peu de chose près [*) un des termes d'une progression géométrique semblable à la progression d'un capital de i'^ placé au même taux d'intérêt.
Exemple XCIII. — Une Compagnie émet looooo obligations de 5oo^^' produisant un intérêt de 1 5^^ par an, payable par semestre, et remboursables en go ans. Combien cette Compagnie doit-elle verser à la fin de chaque année pour l'intérêt et l'amortissementy et quel est le nombre d'obligations remboursables à la fin de la première et de la quarante-quatrième année? (Chemins de fer autrichiens.)
a = — :=^ Va.
logV = 716989700 (Tab.15) log« = 8, 5086046
loga = 6,2075746 a = l6I2778'^
Par conséquent, la Compagnie doit payer chaque année 1612778''", c'est-à-dire i 5ooooo'^ pour l'intérêt et 1 12778'* pour l'amortissement; l'amortissement à la fin de la première année est donc de 226 obligations.
loga = 3,5o86o
Ctlogr»= 8,84465
logr'* = o, 56484
Iog.r = 2,91809 jc = 828 , 12 obligations.
L'amortissement a la fin de la quarante-quatrième année est donc de 828 obligations.
Exemple XCIY. — Quel est le taux moyen de l'intérêt d'une
(^*) J'ai dit à peu de chose près; car, en rachetant les obligations par nombres entiers, les fractions d'obligations supprimées, s'accumulant d'année en année, peu- Tcnt produire à la fin une difl*érence d'une obligation.
obligation émise à 400'*^, produisant un intérêt de ao'*" par an. et remboursable en 99 ans, si la Compagnie la rachète à Soo''' ? (Chemins de fer Ouest de la Suisse.)
Soient a l'annuité eto? le nombre d'obligations émises. La Compagnie rachetant les obligations à 5oo''' et donnant 20^^^ d'intérêt par an» ou 4 pour 100, la valeur actuelle de Tannuilé à fournir par la Compagnie s'exprime par la formule
x.5oo = jn — ^J = a.9(„,o•
Maisles obligations sont émises à 400^^^; la Compagnie» au lieu de recevoir 07. 5oo, ne reçoit que â?.4oo. L'annuité a restant la même» le taux x est plus élevé que t. On a
ar X 400 = H I — ^j = a.9(M,T).
En divisant ces deux équations l'une par l'autre» on obtient
5oo __ 9^) ^ 400 9(,)'
d'où
T , 5oo Soo,a
ou a =7 = -7 •
log5oo = 2,69897
loga= 8,61110
Ctlog4oo= 7,39794
logrt'= 8,70801
Ce nombre est compris dans la Table entre 5 et 5|^ pour 100 :
5 pour 100 8,70245
Différence io34
La différence entre le nombre trouvé et celui qui correspond h 5 pour 100 est 556; le taux est donc égal a
lO.
— i48 — à peu près, ou
7 = 2,5336 pour loo, par semestre.
Pour obtenir une valeur plus exacte, on peut diviser
Toqualion (i5) par -; ce qui donne
'^=^ -r\^ —9 ; ~ Zr 1 — — »
aCi^ ^ ' 2C p' — r
cty en remplaçant dans cette équation t par la valeur approchée que nous venons de trouver, nous obtenons pour T = 0,0253 et p = i,o253
loga = I f 3 100664 Ct loiÇ"2 = 9,6989700
log(i — ?-*•) = 9, 99<>9o37 CtlogC = 7,3979400
log = 8,4o388oi 0,0253443
log-= 1,00904
lOgT' = 6,80624
log(/-«- ?-"•) = 8, 12995
CtlogC = 7,39794
Ctlog(p'-r)= 1,949^3
log = 5,29240
Le taux vrai de l'emprunt est donc 2,532.5 pour 100 par semestre, ou 5,o65 pour 100 par an, payables par semestre .
Exemple XCV. — Une Compagnie émet 100 000 obligations (le 5oo^^ produisant 3 pour 100 d'intérêt payables par semestre, et remboursables en 99 ans ; à quel prix doivent-elles être émises pour rapporter S \ pour 100, et combien restera- t-il d^obliga^ lions au commencement de la soixante-quinzième année? (Sud de la France.)
a. , . ar r"" — o-*"
1° looooo X ^ — -^ ( I — çr'-"] '- ; — ■
— i49 — mais
V iooooox5oo
On a doDC
loooooXSoo I, ,. ioooooXSooXt r-^^'—p^" looooox = • - I — p""") : • —
OU
5oo I, .„, 5ooXt r-^—û"
OU
logp-*- = 7,6671975
log = 9» 9979770 log 5oo = a , 6989700
(Tab. 15) Ctlog«j»(,,j = 8, 5010437
CtIoga = 9,6989700
CtlogT= 1,5606673
log = 2,4576280
logr-" = 8,72911 r~" = 0,053594 p-*" = 0,004647
log = 8,68972
1 5oo rt o «
log— -- = 0,89898
10gT= 8,43933
Ctlog(p'-/)= 1,58912 log = 9>6i7i5
a^ Soitj^ le nombre d'obligations restant a rembourser au commencement de la soixante-quinzième année; le capital restant est alors 5oo. j; d'autre part, il est égal à la valeur actuelle des annuités qui ne sont pas encore payées» c'est-à-
(lire de 99-^74 annuités; par conséquent,
^ a/ i\ loooooX 5oo X 9fu) 5oor=:j[<—^.) = «-9iuy= — 3U.
log 1 00000 = 5 Ctlog<p^„j = 8,5oio4 ^og7ias) = ï 1^4088
îog/= 4,7419* j^=» 55198,
obligations a rembourser au commencement de la soixantequinzième année.
Exemple XCVI. — Une Compagnie désire contracter un emprunt de 100 000 00 o'^' effectifs au taux de 5 pour 100, payables par semestres; elle émet à cet effet un certain nombre d'obligations de 1000'** rapportant un intérêt de 4o^' et rem-boursables e/i 35 ans au moyen de tirages au sort annuels , de manière quil reste chaque année^ pour les douze premiers nu-m^roSy des primas dont le montant s'élève à 180000''. Combien doit-elle émettre d'obligations^ et à quel prix?
Soient
X le nombre des obligations; K la valeur actuelle des 35 annuités de 1 80000'"^; S la valeur actuelle de 35 annuités pour l'intérêt et l'amortissement d'une seule obligation.
Nous avons
d'oîi
K = 180000. ---î- — = I — çr^] •
log 90000 = 4)954^425
{Tab. \i) log<P(,.) = 1,5171676
-Qa= - 53950
logK = 6,466oi5i
xS= 97075746
Calcul de S diaprés la formule (i5).
log 1000 = 3 (Tab. 23) logfl = 8,7289810 Ctlog2 = 9,6989700 (Tab. H) CtIogûr= 1,5171676
log = 2, 945 1186 88 if"", 2896.
log^= 1,42795
logT = 8,39794
log(r-"— p-*') =r 8,88002
Ctlog(p'-r) = 1,97367
log jS :
logS =
= 7»987iio8 = 2,9427559
logx — 5,0443549 X = 1 10752 ,8 (nombre d'obligations) .
, «Il 11- • .'IV 100000000
Le prix de chaque obligation est égal a r — ^•
log 1 00000000 = 8,0000000 logo; = 5,0443549
log = 2,9556451 902''', 9 n 25.
Le nombre des obligations est donc de 110753» et leur prix de 902'^9I{-.
LL
Dans le remboursement des obligations, l'annuité et par conséquent le taux d'intérêt pour un prix quelconque sont constants par rapport à la Compagnie qui a reçu un capital fixe pour un certain nombre d'annuités invariables.
Le cas serait le même pour l'obligataire, si le prix de l'obligation était au pair. Mais, comme les obligations sont toujours au-dessous du pair, l'obligataire reçoit, quand il est remboursé, une somme plus considérable que celle qu*il a versée; et, pour évaluer exactement le taux d'intérêt, il faut tenir compte de cette différence entre le prix et la somme remboursée.
Il est évident que l'intérêt d'une obligation est d'autant plus grand que le nombre des années est moindre.
Soient
V le capital à rembourser pour chaque obligation ; X le prix de l'obligation;
-son intérêt semestriel :
7 le taux semestriel vrai;
n Tannée à la un de laquelle l'obligation est remboursée.
Le prix de l'obligation étant égal à la valeur actuelle de 2n payements semestriels-» ajoutée à la valeur actuelle de la somme Y payable à la fin de n années, nous avons
a: == — (i — p-*») -4- Vû-»«,
d'où
et
A Taide de la formule (16) et de corrections successives, on peut trouver le taux d'intérêt; la formule (17) peut s'appliquer à l'époque à laquelle Tobligation doit être remboursée pour produire un intérêt donné.
EXEMPLE XCVII. — Des obligations de 5oo^^ , produisant un intérêt de i5^' et remboursables en 90 ans, sont émises à 275'''. Quel est le taux de l'intérêt à payer par la Compagnie, et quel est le taux de l'intérêt de l'obligation remboursable à la fin d'une année quelconque^
On a vu, page i36, que le taux d'une obligation a deux limites : une limite supérieure p et une limite inférieure -» c'est-
à-dire p > 2t> -• On a donc, en exprimant par x le nombre
d'obligations,
000 X a = ^ = 5ooX^Xa et C = 2n5X:r;
donc
a 5oo./z I i5
log5oo= 2,69897
log« = 8,5o86o
Ctlog275 = 7,56067
log g =8,76824 o,o58646
TT = ? = O , O54S
Le taux d'intérêt est donc compris entre 5,86 et 5/p
pour loo par an. Désignons par y le prix d'émission d'une obligation.
Si T = a,9i pour loo par semestre, y Si T — 2,92 y
Différence
par conséquent, le taux moyen est de
2,9H ^=-o,oi = 2,gioo55 pour 100
par semestre ou 5,8201 1 pour 100 par an.
Le calcul du taux d'une obligation remboursable à une époque quelconque diffère des calculs du § XXX, parce qu'il faut tenir compte en même temps des annuités et d'une somme payable dans un temps donné. Si, par exemple, on cherchait a connaître le taux d'intérêt d'une obligation remboursable à la fin de la 40*^ année, on trouverait, à l'aide de la formule (16),
V2=5oo, ^ = 275, I i5 ,-1 7,5 3
- = — ^=7,5, =zi—rz=i =rO, 02727...
2 2 ' IX 275 IIO
Posons donc
3 1 13 T = , Vt= i3,636. .. ., p= > logp =0,0 116857 ;
110 IIO
la formule (16) devient
log 6,1 3636
Ctlog275
Ctlogp««
6,1 3636 275 Xp**
log
par conséquent
t = 0,0272727 -+- 0,0025925 = o, 0298652 (valeur approchée) ;
- i55 pour répéter Topération, soit
logp = 0,0127804 et Vt = i4>9326;
la valeur de t corrigée une fois est
log7,43a6 = 0,87114
Gtlog275 = 7, 56067
CtIogp'' = 8,97757
Iog=7i4o938 0,002567
OU
7=^0,0272727 -t- 0,002567 = 2,9840 pour "^®
par semestre ou 5,968 pour 100 par an.
Si enfin on voulait coonaitre à quelle époque une obligation doit être remboursée pour rapporter au porteur 5 ^ pour 100 par an, par exemple, on aurait
p^=i r-, r = 2| pour 100
XT
par semestre, ou
Iogi3 = 1,11394
log^ =1,22848
, , 220 ^ , , ilog— =0,61424
log' = 9»78834 (Tab. 57) log Y = 8,09025
log/i= 1,69809
Afin de mieux montrer les divers taux d'intérêt des différentes obligations dont il est question dans l'exemple précédent, j*ai présenté ci-dessous le tableau suivant :
Années de remboursement. Intérêt pour loo.
•Ji 36,677
10 io,!i88
46 5,821 (taux moyen]
Il faut remarquer que le taux d'intérêt est payable /)ar semestre; par exemple, le taux de l'obligation remboursée à la fin de la i'** année est de 37,21799 pour 100 par semestre ^ ce qui correspond à un intérêt de 0,88288 pour un capital de i'^ à la fin d'une année entière.
§ LII. — Des annuités croissant ou dégroissakt en progression
ARITHMÉTIQUE
Au lieu de Rayer des annuités invariables, il peut arriver que les annuités croissent ou décroissent dans un rapport constant, de manière a rendre constante, qu'elle soit positive ou négative» la différence entre chaque annuité et celle qui la précède.
Calculons donc la valeur actuelle de n annuités : si l'on cède a'"^ la première année, (a H- rf/"^ la seconde, (a 4- arf/' la troisième^ et ainsi de suite, l'annuité augmente de cP'^ chaque année.
Pour simplifier la question, appelons
V la valeur actuelle de l'annuité en question;
ID
9 la valeur actuelle de n annuités de i^';
S la valeur actuelle d'une annuité pour n années, augmentant dans Tordre des nombres naturels, à savoir de i^' la première année, de 2^' la seconde, de S'*" la troisième, etc.
On aura alors
S= — I — iH — •-f-...H — -9 r t^ r* r*
tM
par conséquent
ou
'•iS - (p) ==-■+- ^ -f-. ..-+- -;:;:rr - s - -.
Nous avons d*ailleurs
(jp = -(i— r-") ou r-'' = ï — /cp;
par conséquent
(18) r(S— 9) =8-/1-4-/1^9, Cl S= f/i-+-^V9-y)
valeur actuelle d'une rente annuelle correspondant aux n premiers nombres naturels.
Mais
et, en remplaçant S par sa valeur,
/ , (i\ ml V=(a-4-/irf-f-- j'9 J-*
- i58 - Au lieu de cette formule» on peut employer la suivante :
S\ a ei d= jf on obtient alors
au lieu de la formule (i8).
Si Tannuité est décroissante, c'est-à-dire si l'on paye chaque année d^'^ de moins» il n'y a qu'a changer le signe de d.
Exemple XCVIII. — Quelle est la valeur actuelle^ à ^ ~ pour loo, d'une annuité croissante pour 9 ans? Elle est de i'*' la première année^ de 1^^ la deuxième^ de 3'' la troisième^ etc.
Ici t = 0,045, r= 1,045 et /i = 9; la formule (18) donne donc
log^igo = 2,4623980
Ctlog9 = 9,0457676
log<p = 0,8614621
log^î5?yç = 2,3696176 .
On pourrait résoudre ce problème à l'aide de la formule
On obtient alors
r I ,of5 200
logf/i-f- - j = i,5o8i55o Ctlogr- = 9^8079534
logS/ = 0,1875142 logf =8,6532125
logS= 1,5343017 S = 34,217 comme plus haut.
Exemple XCIX. — Trouver la valeur actuelle^ à [\\ pour 100^ d^une annuité croissante d'une durée de 9 ans, en supposant qu*elle est 1 800'*" la première année et qu^elle augmente de 1 00''' chaque année consécutive.
log443oo = 4,6460437
et log9 = 9,0457575
logip = 0,8614621
log= 4,5532633
Exemple C. — Chercher la valeur actuelle, à 3-^ pour 100, d'une rente décroissante à payer pendant 19 ans; elle est de 3330*^^ la première année^ de 2070*^^ la dernière et décroît en général de 'jo^^ par an.
Dans ce cas,
a = 333o, d=: — 70, 71=19 el r=J,o35;
nous avons doDC^ d'après la formule ([9),
V = 13>2<J^ = 38oooS
valeur cherchée. Nous pouvons noter ici que la valeur actuelle des 19 annuités est un nombre entier.
Exemple CI. — Cherchery d'après la Table de Northampton, la valeur actuelle d'une annuité viagère temporaire^ d'une durée de 19 ans^ constituée sur une seule tête âgée de 20 ans^ le taux étant de 5 pour 100.
D'après cette Table {\o\v Inwood, p. i45), sur ii65o enfants nouveau-nés, il y a, au commencement de la 20* année, 5 1 32 survivants, 5o6o à 21 ans, 49^5 à 22, et l'on compte 75 décès chaque année jusqu'à la fin de la 39^ année, où il y a encore 3710 individus âgés de 39 ans.
Par conséquent, si une Compagnie d'assurances sur la vie assure à 5i32 individus âgés de 20 ans une annuité viagère de i^'^ pendant 19 ans, elle doit payer, d'après les observations faites à Northampton, 5ofio*^ à la fin de la première année à autant de survivants, ^Q'^^^^'^ ^ 1^ ^^^ de la deuxième année 4910^*^ à la fin de la troisième, etc., et 3710*^^ à la fin de la dernière année a autant de survivants âgés de 39 ans.
La valeur actuelle de toutes ces sommes est égale à la valeur de 5i32 annuités de 1''' pour 19 ans, constituées sur la vie de personnes âgées de 20 ans. La question est donc ramenée à celle-ci : calculer le —^ de la valeur actuelle d'une annuité décroissante, d'une durée de 19 ans, étant de 6060*^^ la première année, diminuant de 75''* chaque année, et étant de 3710'** au dernier payement.
Par conséquent,
a =r 5o6o, rf:^— ^5, 71=19 et r=i,o5, rt -f- nef -h - = 5o6o — 14^5 — iSoo = 2i35
et
V zr: ■ • ç) H •
logai35 = 3,3293979
Ctlog5i32 = 6,2897134 log<}> = 1 ,0822582
IogUY3^.?j== 0,7013695
valeur de rannuité viagère.
Exemple CIL — Une dette de rentes 3^ pour 100, dont le montant s'éléi^e à 1700000'^, doit être rachetée en i5 ans au prix moyen de 82 -pj francs et par des annuités diminuant de 10 000'' chaque année. Quel doit être le premier payement?
La formule (19) donne immédiatement
une rente 3^ à 82-^ correspond au 4t P^"^ '^^î P^^ conséquent,
dz= — loooo, 71= i5 el / = o,o425.
V/= 1700000 nrf = — 1 5oooo
\i-\- nd=i 1 55oooo
Ctlog/= 1 ,3716111 \oga = 8,9615180
log = 6,5234608
(nd-i — J = 385294
premier payement a = 3723098
§ LUI. — Annuités croissant ou décroissant en progression
GÉOMÉTRIQUE
On ne saurait rencontrer ces annuités dans la pratique ordinaire des affaires; et^ si le cas se présentait» il ne pourrait être que très-rare. Afin, toutefois, de ne négliger aucun côté ^ de la question, je vais indiquer la manière de les calculer.
Soit a la première annuité, e le rapport entre deux annuités consécutives, ou le rapport constant de la progression géométrique^ t le taux de l'intérêt et Y la valeur actuelle de cette annuité.
Nous avons
OL Oie. aP* «<?"-'
et
\e. cte aé^ ae
la différence entre ces deux équations est
V I — -t d ou V=^ I M
r) r r"-"' r— éf\ r"
Exemple CIIl. — - Quelle est la valeur actuelle de 1 8 annuités, dont la première est de looo'*', la seconde t/e loio, la troisième de I020, loo, la quatrième de 1020, 3oi , ..., de telle sorte que chaque annuité est égale à la précédente augmentée de i pour Too de sa valeur, le taux de V intérêt étant de 4 pour 100?
Le rapport constant est 1,01 ; par conséquent
l()gi,oi'«= 0,0777847 log 1 , 04'* = o , 3o6Goo I
Exemple CIV. — Quelle est la valeur actueUe^ à 5 pour loo, d'une annuité perpétuelle croissante^ la première étant de looo^*", la seconde de 1 o i o, e/, comme dans r exemple précédent , chaque annuité étant égale à 1,01 de la précédente ?
Dans ce cas, n est infini ; par conséquent, la puissance de la fraction - devient infiniment petite, et
Il est a remarquer que les payements finissent par devenir infiniment grands. Ils s'élèvent déjà à la fin :
De la 995* année à plus de i million
De la i389* » » i billion
De la 2o83* » » i trillion
et toutes ces valeurs, au boutd*un nombre illimité d'années, deviennent plus grandes qu'un nombre quelconque, quelque grand qu'il puisse être; néanmoins la valeur actuelle de ces payements infiniment grands, en nombre infini, est exactement de 25ooo^^
§ LIV. — Parités ou valeurs relatives des annuités.
Le nom de parité^ ou valeur relative d'une annuité par rapport à une autre annuité au même taux^ a été donné à l'évaluation d'une annuité au même taux qu'une autre annuité dont la valeur est connue.
Lorsqu'on envisage n annuités dont la durée est la même, leurs valeurs relatives sont toujours proportionnelles à leurs rentes annuelles. Ainsi, par exemple, si le prix des consolidés 3 pour 100 est de go^S le prix du 3^ pour 100 sera de io5^^\ au même taux, et abstraction faite de toute cir-
constance extérieure; car le taux de l'intérêt produit est, dans les deux cas, de 3| pour loo.
Si, au contraire, 2 annuités sont de différentes durées, on déterminera d'abord le taux de l'intérêt produit par la première, et ensuite la valeur actuelle de l'autre annuité au même taux.
Exemple CV. — Une annuité perpétuelle de Ziioo^'' coûte 108800; quelle sera la valeur d'une rente de H'xM^ pendant 19 ans?
Le taux de l'annuité perpétuelle est
= 31 pour 100;
nous n'avons maintenant qu'à calculer la valeur actuelle de 19 annuités de ^nM^ à ce même taux.
log225o = 3, 3521825 loger = 8,8487351
valeur cherchée.
logV = 4,5o34474 \ = 31874'% 79,
Exemple CVI. — On paye 'i2/\go pour une rente de 1800'* d'une durée de 38 ans ; quelle somme faudrait-il verser pour la même rente^ si l'on doublait le nombre des années?
Io;;i8oo = 3,25527 log 32490 = 4,51175
iog«= 8,74352
pour 38 ans; ce nombre correspond à 4i pour 100; par conséquent, pour évaluer 76 annuités de 1800^'^ à 4i pour 100,
nous avons
IogA = 8,66880
parité cherchée.
logV = 4,58647 V = 3859o'%
- iG5 -
QUATRIÈME PARTIE
AHHÏÏITÉS DIFFÉRÉES.
Nos recherches relatives aux annuités immédiates peuvent s'appliquer directement à toute autre annuité, différée ou ar-
riérée.
Si y exprime la valeur actuelle d'une annuité immédiate, la valeur de la même annuité, différée ou avec entrée^ sera Vr^» dans laquelle valeur l'exposant est /?o«/j/" lorsque l'annuité est arriérée et n^g'a/t/' lorsqu'elle est différée.
Par conséquent, on peut trouver la valeur d'une annuité quelconque en multipliant ou en divisant Y par le montant de i'"^ à l'époque de l'entrée ou de la réversion.
§ LV. — Valeur actuelle d'une annuité différée.
La valeur actuelle d'une annuité différée est égale à la somme des valeurs actuelles de chaque payement particulier, c'est-à-dire à la somme qui, placée à intérêts composés, pourvoirait a tous ces divers payements de l'annuité à leurs termes d'échéance.
Soient
a l'annuité;
r le montant de i^' dans un an;
n le nombre des payements annuels;
d le nombre d'années pendant lesquelles l'annui té est différée ;
D la valeur actuelle de l'annuité différée.
La première annuité de a'^^est payable dans {d-\- i) années, et sa valeur actuelle est ar"^**-^*^; la deuxième annuité est payable dans (rf-f- 2) années, et sa valeur actuelle est ar'^'*'*'^^; la troisième annuité est payable dans (</+ 3) années, et sa valeur actuelle est a^"^'''*"^^ etc.
Il suit de là que la somme de toutes ces valeurs actuelles sera
en multipliant par r, nous avons
en retranchant la première équation de la deuxième, d'où l'on tire
LVI
La valeur actuelle de l'annuité différée que nous venons d'obtenir peut s'écrire comme il suit :
par conséquent, la valeur actuelle d'une annuité différée est égale à la différence entre les valeurs actuelles de deux annuités immédiates du même revenu annuel, dont l'une durerait jusquau terme de la dernière annuité. Vautre jusqu'à V époque de l'entrée dans l'annuité différée.
Ainsi la valeur actuelle, a 3-| pour 100, de i5 annuités de i^S différées de 12 ans, est égale à une annuité immédiate pour 27 ans, diminuée d'une annuité immédiate pour 12 ans.
Valeur actuelle pour 27 ans 17,285
» » 12 ans 9,663
Annuité différée 7 ,622
La formule (20) peut s'écrire encore comme il suit :
et, si nous désignons par 9 la valeur actuelle de n annuités de i'% ou
ç=rl[i~r-«),
nous avons
Si nous appelons D l'annuité différée, et V la même annuité, mais immédiate, la valeur de l'annuité différée sera
c'est-k-dire que la valeur actuelle d'une annuité différée est égale à la valeur actuelle de la même annuité immédiate^ escomptée pour le nombre d'années pendant lesquelles V annuité est différée.
Ainsi la valeur actuelle de i5 annuités de i'*^ à commencer dans \i ans est égale à la valeur actuelle de i5 annuités immédiates de i^*", escomptées pour 12 ans ou :
(Tcib. 19) log<p = o,o6i35 logr'' = 0,17928
comme plus haut.
logD = 0,88207 D = f% 622 ,
§ LVII. — Réversions ou l'intérêt et l'annuité sont payables
ANNUELLEMENT
Exemple CVII. — Quelle est V annuité qui, d'une durée de 19 ans et différée de 7 ans,, sera rachetée par 6800000*^, au taux deZ\ pour 1 00 par an ?
- i68 d'où
log 6800000 = 6, 8325089
(Tab. 20) log //= 8,867663a
logr*'^ 0,1 0825 18
log5c= 3,8084239 a= 6433i5^^3o.
Exemple CVIII. — Si la réversion d^une propriété, d'une durée de ^i ans, différée de 3 ans 7 mois, coûte 34500*"% quel res^enu doit- elle produire pour rapporter à l'acheteur /\ | pour 100 de son argent?
log 24500 = 4)38917
(Tab. 23) logrtr= 8,86291
logr* = 0,05423
(Tab. 52) logr"^ = o,oio54 loga = 3,3i685
Exemple CIX. — Quelle somme faudrait-il verser pour une annuité de 36 000^' par an, d'une durée de 2^] ans^ différée de 5 ans, pour que V acheteur retirât 5 ^ pour 100 de son argent?
log a = 4 î 5563025 (Tab. 33) logy = 1,1542120 , Ctlogr* = 9,8888895
logD = 4,599^040 D = 397561'% 20.
Exemple CX. — Chercher la valeur actuelle, à 3 ^ pour loo^ d'une annuité de yiSo^"", d'une durée de 62 ans, la première annuité étant payable dans 5 ans 9 mois.
Si l'annuité était immédiate, le premier payement se ferait
- 1^9 — dans un an; par conséquent Tannuilé est différée de 4 sins 9 mois.
Iog7i8o = 3, 8561244
(Tab. 22) Ctlogfl = i ,3685244
Ctlogr*= 9,9339559
(Tab. 52) Ctlogr^ = 9,9876167
logD = 5,1462214
D = i4oo3o''", 10.
Exemple CXI. — Si i5 annuités de 1000''' sont achetées au prix de 10000*^, l'intérêt étant compté à 5-^ pour 100 ^ dans combien de temps l'annuité doit-elle commencer?
Nous nous servirons, dans ce cas, de la formule (^1)» d'oii Ton peut tirer
lOg-T^ = 0, 01252
log'^ = 8,09760
(Tab. 57) IogV= 8,33658 logrf= 9,76102
r/ = 0,5768 ou 211 jours.
Le premier payement aura donc lieu au terme de :2i i jours.
Exemple CXII. — Une annuité de i4oo^', d'une durée de 22 anSf différée de . 7 ans 5 moû, doit être échangée contre une annuité immédiate pour 3o ans. Combien faut-il payer par an, à 3 \ pour 100?
Appelons a' l'annuité cherchée, d'où
a=-âZ — ' « = 1400, rf=7H y =:flr(3.o»
loga = 3,i46i3
Ctlogfl(„j = 1,19159
(Tab. 17) { log«(3,) = 8,72166
Ctlogr' = 9,90277 Tab. 52) Ctlogr'^' =9,99421
loga'= 2,95636 a' =904'% 40.
Exemple CXIII. — A a droit à une jouissance de 9 ans sur une propriété d'un revenu annuel de 3 160'''; B à une jouissance de li ans sur la même propriété ^ réversible à l'expiration de ces 9 ans; etCà une jouissance ultérieure de 2^] ans, réversible à l'expiration des 37 ans; on demande de trouver la valeur actuelle de chaque titre séparé, en comptant le taux à 4 pour
La valeur actuelle des différents termes est
fr
Tolal 69497,75
Pour vérifier ce résultat, nous avons
logV = 4,8419707 V = 69497'S75,
conome ci-dessus.
LVIII
Jusqu'ici nous avons supposé l'intérêt et l'annuité payables une fois par an seulement; il sera facile d'appliquer à un
autre cas quelconque la formule D = -^^ c'est-à-dire de trouver la valeur actuelle de la même annuité immédiate d'après les règles énoncées dans le § XXXVI, et de la diviser ensuite par le montant de i^^ à l'époque de la réversion.
Si l'intérêt et l'annuité sont payables aux mêmes époques V fois par an, l'annuité sera égale à la rente annuelle dont le taux d'intérêt et l'annuité sont v fois plus petits, et les inteivalles des payements v fois plus grands, c'est-à-dire des années entières.
Enfin, quand les époques pour les payements de l'intérêt et de l'annuité ne coïncident pas, on multiplie ou l'on divise la valeur de l'annuité dont les payements annuels correspondent à ceux de l'intérêt par un facteur constant indépendant du nombre d'années, et dont les logarithmes ont été donnés dans la Table 63 pour les cas ordinaires.
Ainsi, d'après le § XXXVII, lorsque l'annuité se paye plus souvent que l'intérêt, la rente annuelle diminue^ tandis que le prix d'achat augmente; il faut donc soustraire du logarithme de l'annuité le logarithme P du rapport constant.
Si, au contraire, on paye l'annuité moins souvent que l'in térêt, l'annuité augmente, tandis que le prix d'achat diminue; il faut donc ajouter au logarithme de la rente annuelle le logarithme Q du rapport constant.
Exemple CXIV. — Quelle annuité, d'une durée de 3o ans y doit-on donner pour 8800^*", si l'intérêt, de ^-^ pour 100, et l'annuité sont payables par semestre, et si le premier payement semestriel ne doit avoir lieu que dans 7 ans?
Si la rente était immédiate, le premier payement semestriel aurait lieu dans 6 mois, par conséquent la rente est différée de 6-| ans; elle est égale à une rente annuelle d'une durée de 60 ans, différée de i3 ans, au taux annuel de i -} pour loo.
Par conséquent,
^ ao Dr'' 8800. r'»
D=-^j ou a = y «= •
Iog88oo = 3,94448
log = logâ = 8,432:12
logr** = 0,09795 log a = 2,474^5
de rente semestrielle, ou 596,60 de rente annuelle.
Exemple CXV. — Quelle serait V annuité dans V exemple précèdent f si elle était payable tous les mois?
Ici Tannuité se paye six fois plus souvent que Tintérét; l'annuité est donc moindre que dans le cas précédent, et il faut retrancher du logarithme de Tannuité le logarithme V^.
loga = 2,47465 -P,= -3i4
Ioga'= 2, 4715 1
par semestre ou 49'%36 par mois.
Exemple CXVI. — Valeur actuelle d'une réversion de 79000''' par an, d^une durée de 33 ans^ payable par trimestre et dont le premier payement doit avoir lieu dans 5 ans, le taux d'intérêt payable annuellement étant de 5 \pour 100.
Iog79ooo ~ 4,8976271
ÎOg?i33)= 1,1782593
Cl log/-' = 9,9069902
CtlogrJ = 9,9825607
D = 5,9742o56 D = 952335,70, valeur cherchée.
CALCUL DU TAUX DES BÉYER8I0HS.
§ LIX. — Evaluation du Taux au moyen de l'intebpolation.
Il est toujours très-facile, à Taide de nos Tables, de trouver le taux avec une trës-grande approximation. On n'a qu'à calculer le prix d'achat pour deux taux entre lesquels est compris le taux en question, et Ton trouve alors ce dernier au moyen de l'interpolation. Le logarithme de l'annuité est suffisant; il n'est pas nécessaire d'en chercher la valeur numérique.
Si l'on a recours a l'interpolation simple du premier degré, le taux est trop grand> mais d'une assez faible quantité.
Exemple CXVII. — Une annuité de 2^00^^, d'une durée de 37 ans et différée de 6 a/w, est achetée au prix de 37000'^. Quel est le taux de V intérêt produit par le prix d'achat?
A 4 pour 100 :
A 4i pour 100
oO.Cp^,-; l0g37OOO r
log25oo= 3,39794 log ^ = I , 28200
g log 7^= 9,89780 = 4,57774
log25oo= 3,39794 log<p= 1,27438
Ctlog/^ = 9,89467
= 4,66699 La diflérence pour \=^ 1075; mais
lOg 37000 =: 4 9^6820;
la différence avec le 4 pour 100 est de 954; par conséquent le taux obtenu est
4 + -^Xg = 4»ï'O9P0ur 100.
L'erreur est inférieure à yôoTô P^"^ '^^•
Exemple CXVIII. — Si l'on paye 202 /i'jo^' ,80 pour une annuité de 18700'', payable par semestre pendant 2 3 ans et différée de 6 ans 5 /now, quel est le taux d'intérêt^ celui-ci étant convertible une fois par an seulement?
A4f pour 100 :
A 4i pour 100 :
log 18700= 4,27184
Ctlogr'*= 9,88842
Cllogr'* = 9>992^5 logP, = 467
log 18700 = 4,27184 log^ 1= 1 , 15069 Ctlogr« = 9,8853o
s et log r'^* = 9,99203
La différence pour \ pour 100 est égale à 846. Mais
log 202 4 70,80 = 5,3o636;
la différence avec le 4f = (>67. Le taux est donc
4ï+gTg-^ = 4 47^03 pour 100.
L'erreur est inférieure à -âFoTô pour 100.
§ LX. — Formules générales pour trouybr le taux des rétersions.
Si, dans la formule (20), nous développons, au moyen du théorème du binôme, les deux puissances en deux suites de termes ordonnés d'après les puissances croissantes de ^, nous
— 17^ — aurons
r--=:(|-h/)--''=l-rf/-f-rf.;c/-+-l)--rf.(c/+l)[rf-+-2)-^
2 2aO
^-(cZ+A) __ i ^ f^j ^ n]t-{-{J-hn){d -^ n-h i) -
— (rf-+ll)(rf-f-/l-+-l)(rf-f-/l-|-2)7r«--
et» en soustrayant,
OU, en divisant parn/,
= I — (2rf4-/n- 1) --t-;3rf'-f- 3rf/i-h/i»-f-6rf-f-3/n-2)-T-
an ^ 2 ' ^ b
Si nous élevons maintenant les deux membres de cette équation à la puissance -1 ^—i nous obtiendrons, au moyen
du binôme,
anj ii(2tf-+-n-hi)
et, en supposant
^;jxa./ + /,-Hi
nous obtenons
équation du second degré, dont la racine approchée sera, d'après la note de la page 79,
, . , 12(2^4- n-h i) — ûf(/i»— i]
^ ' I2(2£^4- /t-h ij — 2^(/l*--l) ^
Exemple CXIX. — On demande de déterminer à quel taux d^ intérêt une annuité de 4ooo'', d'une durée de aS a/w, différée de 5 ans, serait achetée eut prix de 44 1 7 ^^'^tQO.
Ici,
a ==4000, d=5, /ir=25, n'— 1=624,
«71=: 100000, 2 Cf ^- 71 -f- I = 36.
loga/? = 5, logD = 4,6451461
log^ = 0,3548539
rj — 0,046439
log7 = 8,66689 log624 = 2, 795 18
I2(2rf -f- « -H 1) ^= 43^'» 2^.624=57,956, 43^ — 28,978 4^3,022
log<7 = 8,66689
Iog4o3,022 = 2,6o533
Ctlog374,o44 = 7,42708
8,69930 t = 5,oo38 pour 100 ( taux vrai 5 pour loo).
§ LXI. — FORMULB GORRECTIVE.
Toutes les fois qu'au moyen de nos Tables ou de la dernière formule on a obtenu une valeur approchée, on peut se servir de cette dernière valeur pour déterminer le taux avec toute Texactitude désirable.
Représentons par t cette valeur approchée du taux vrai t et posons
/ = T-hjr, p=i-f-T ei r = p-hx;
l'équation (ao) devient alors
- (t 4- x] = (p 4- Jc)-*'— (p -+- x)-f^+").
Si nous développons maintenant, au moyen du théorème du binôme, les puissances de {p -h x), en négligeant les termes dans lesquels entrent les puissances secondes, troisièmes, etc., de Xt comme de nulle vaieur en comparaison des autres, nous avons
d'où
(23) X ZL
oc
Dans l'exemple CXVII, nous avons trouvé, pour valeur approchée du taux, 4v*' P^'* conséquent nous avons, d*après la dernière formule,
l0pp_-r 0,0174970814 p-«== 0,785-2073
le numérateur — - - o,oooo354
le dénominateur —
jf --
, oooo3 5 ( 12,021
/ = 0,041 10816G, valeur vraie.
§ LXII. — Annuités perpétuelles différées.
Lorsque l'annuité différée est une annuité perpétuelle , n est infini et l'équation générale (20) devient
(1*011 nous déduisons les formules suivantes :
ar^D/K '-"^^^
Exemple CXX. — Chercher la valeur actuelle de l'annuité perpétuelle de [\ i 800^'' par an, différée de 6 ans 5 mois, à 3 7 pour 100, V intérêt et V annuité étant payables par semestre.
Le taux vrai est de i ^ pour 100 par semestre; chaque payement semestriel est de 20900'''; par conséquent,
loga " 4,^201463 — logr — — log- --. — log^ - - 8,243o38o (Tab. 5^ -log/-'- - 0,0904130 (Tab. 53) - logr~ - - 0,0062787
logD= 5,9804166
ExEMBLE CXXI. — Une personne achète au prix de 00 000^' un simple fief réversible dans 3 ans 8 mois ; quelle rente trimestrielle doit-il produire pour rapporter à V acheteur t\ -j pour 1 00 de son argent ?
oc —
logO
log/
log/-^
(Tab.
logr'^ logP,
loga
par an ou 65o'%i5 par trimestre.
Exemple CXXII. — On cède, pour éteindre une dette de 2200o'^ la réversion d' u(ie propriété produisant 1 00^' par mois ;
dans combien de temps le créancier doit-il en prendre possession^ s'il lui est alloué 5 *- pour loo d'intérêt par an pour V argent qui lui est dû?
Ijt logr
loga= 3,07918 •
et logD- 5,65758
(Tab. 33) Ctlog/ ^ Ctlo-// =- 1 ,27984
(Tab. 63) logP,,- 0,0109.3
o,o'Ji683
log-: 8, 4*2862 logV- 8,34679
logr/— 0,081 83 rt -r i'^=',.2073 ou r^";5:î'""\
Exemple CXXIII . — Une rente perpétuelle ^ constituée sur une propriété dont le revenu net est de 54oo^*' par an, doit être divisée par réversion en trois parties égales; pendant combien de temps les partageants prendront-ils part à la rente, l'intérêt étant de 4 pour 1 00 par an?
Valeur de Tannuité perpétuelle 135000*^*"
Valeur de chaque portion 4^ 000
Si maintenant nous supposons que le premier partageant jouisse de la rente pendant ^/années, ia cède ensuite au second pour n années et celui-ci au troisième à perpétuité, nous aurons :
d'où
.f, 5|On . ., ,„ 5400 . .
45000 =1 ^ I — /•-'') el 4^000 r- -j-j- [ I — r-")
logi-; 0,17609 iog*i-;- 0,24573
logV =- 8,a3T3o logr/= 1 ,01443
loga - o,3oio3 log'a- 0,47861 logV- 8,2»3i3o
log/2 1,24731 n --• 17-"%G73.
Le premier jouira donc de la renie pendant io""'i23^'" \ après cet espace de lemps, le second en jouira pendant i7'*"*
'i4C^""'% après lesquels, c'est-à-dire dans 28*"''4^''"'^'t le troisième en jouira à perpétuité.
Exemple CXXIV. — On a payé 556 5!\y'y']j pour la réversion d'une annuité perpétuelle de 34700''", différée de 7 ans; quel intérêt l* acheteur retire-t-il de son argent ?
Valeur actuelle /r 4 î •
Io,:î5c= 4,54033
- logr =. —8,65321
— :ogr^= — o,i338i
56663of^
Valeur actuelle à 4 î •
loga^ 4,54o33
— log^r — 8,6fi5ii
— logr'^-- — 0,13745
La différence pour * pour 100 est égale a 199, i
- i8i - Par conséquent
, , I IOO,Q , ,
L'interpolation au moyen des parties proportionnelles donne toujours un taux un peu trop élevé; pour Tobtenir avec la plus grande exactitude, il faut se servir de la formule (p. 39) servant à l'interpolation du second degré; on peut d'ailleurs appliquer la formule corrective du § LXI pour les annuités en réversions.
Comme» dans ce cas, la réversion est une annuité perpétuelle, n devient infini, et la formule générale devient
^ LXIII. — Renouvellemekt des balx.
Le renouvellement des baux n'est qu'un cas particulier des renies différées. La question principale consiste à déterminer la somme [fine) qui doit être donnée pour le renouvellement d'un certain nombre d'années déjà écoulées dans un bail.
Le nombre d'années pour lesquelles les établissements, les compagnies et les corporations particulières concèdent leurs baux, est le plus ordinairement de 10, 20, 21, [\o et 5o ans.
La question revient donc à déterminer la valeur actuelle d'une annuité différée jusqu'au terme d'expiration du bail et dont la durée, a partir de ce temps, est égale au temps déjà écoulé.
Exemple CXXV. — Unfermier veut ajouter à la durée d un bail de 2 1 ans les 9 ans déjà passés dans ce bail; chercher la somme qu'il doit donner^ en supposant que le revenu net de la propriété est de 3ioo^% déduction faite de la rente réservée et de
toutes taxes et autres charges annuelles, l'intérêt étant de 4 pour loo.
loga = 3,49i36
(Tab. 23) logy- 0,87130
Ctlogr'^--- 9,79560
logD- 4,i382G
Exemple CXXVI. — Un fermier a la jouissance d'une propriété pour 4o ans y dont j^j sont écoulés; combien doit-il payer pour le renouvellement de son bail^ le rapport annuel de la propriété, toutes déductions faites ^ étant de 8200^', et le taux d^ intérêt, payable par semestre, étant de 5 \pour 100 par an?
ïog?(3o' 8,6594289
— Qï —o, 0029756
logD-: 3, 9997013 D= 9994, 27'>.
Exemple CXXVII. — On a payé 22 5oo*^' un bail de 33 ans produisant annuellement 1180^*'; quelle somme faut-il payer aux mêmes conditions pour renouveler les 1 4 ans expirés?
Ce problème exige deux calculs : le premier pour obtenir le taux du bail, le deuxième pour obtenir la valeur actuelle du bail pour les i4 ans surajoutés.
logi 180 — 3,07188 log 225oo — 4 î 352 \ 8
logrt^-: 8,71970
Il se trouve que ce logarithme, pour n •=:^ 33, correspond,
daus DOS Tables, exactement au taux de 3^ pour loo; par conséquent,
loga:^^ 3,07188
— logr'^-r —o, 29383 logD = 3,81266
D = 6496''', 20 (somme cherchée).
CINQUIÈME PARTIE
AHHUITÉS AYEG EHTEÉE.
On peut représenter toutes les annuités avec entrée par W Yrr, Vexpriniant la valeur acluelle de la même annuité sup-
posée immédiate, et r" le montant de i^'* à partir de Tépoque de l'entrée.
Ces annuités peuvent êlre divisées en trois classes distinctes :
i" Montant des annuités arriérées, ou montant des annuités qui, quoique payables ou ayant leurs termes d'échéance à la fin de chaque année, restent sans être payées pendant un nombre quelconque d'années et fructifient annuellement à intérêts composés;
*i° Montant des placements annuels faîls au commencement de chaque année;
3° Valeur des annuités à dividende cf vissant.
Montant des annuités arriérées.
LXIV
Pour trouver le montant d'une annuité placée à la fin de chaque année et augmentée de ses intérêts composés, on n'ii qu'à déterminer le montant de l'annuité de chaque année, en supposant que chacune a fructifié à intérêts composés depuis le terme de son échéance.
Soient donc
a l'annuité ou renie annuelle;
n le nombre d'années ou le nombre d'annuités;
S le montant des annuités.
Le premier payement de a'' ayant du avoir lieu [n — i), le second [n — 2;, le troisième {n — 3) années auparavant, et ainsi de suite, le montant de ces payements sera :
Pour le premier xr*''
Pour le deuxième oLr*'^
Pour le troisième a/"~'
et ainsi de suite jusqu'au dernier ou w""**, dont le montant sera ot^% puisqu'il est à son terme d'échéance. La somme de toutes ces valeurs pour n années sera le montant de l'annuité pendant n années ou
d'où
En retranchant la première équation de la seconde, on a
rS — S, ou S ^ r — I ; , OU /S -- a r" — a ;
d'où
et
La formule f24) peut aussi s'écrire comme il suit :
et, si l'on exprime par y la valeur actuelle de /i annuités de i*"^ (p. 3o)
la formule ci-dessus deviendra
(:>.6) S~ixr''o,
montant de n annuités de a^^ placées à la fin de chaque année. Si l'on désigne par S' la somme de (n h- i) annuités arriérées, on obtient
Mais
par conséquent
on a donc
rb — - :
S' — rS ==: -: - r - i - OL ei S' -- rS -t- a,
c'est-à-dire que le montant de (/iH- i) annuités arriérées est égal au montant de n annuités arriérées, augmenté de l'intérêt de ce montant pour un an et d'une annuité.
LXV
Il serait inutile de répéter les calculs qui ont été l'objet du § XXXVII, dans les cas oii l'intérêt et l'annuité sont payables plusieurs fois par an.
Si l'annuité et l'intérêt sont payables tous les G mois, prenez la moitié de l'annuité et du taux, et doublez le nombre des payements.
D'une manière générale, quand tous deux sont payables aux mêmes termes, v fois par an et à v intervalles égaux, divisez l'annuité et le taux par le nombre v, et multipliez parv le nombre des payements. Le montant augmente à mesure que le nombre des payements annuels augmente, et il atteint son maximum lorsque v est infini, c'est-à-dire lorsqu'on suppose que les payements de l'annuité et de l'intérêt doivent être continus.
Ainsi, par exemple, nous avons pour le montant de i*^' par an, pendant aS ans, et à 5 pour loo, lorsque l'annuité
et rinlérêt sont payables.
Annuellement 4/ î7î*9'9
Tous les six mois 48,74^^17
Tous les trois moi.< 49*26809
Tous les mois 49j6258o
D'une manière continue 49,80686
Enfin, lorsque les termes pour les payements de Tannuilé et de l'intérêt ne coïncident pas, on doit se servir des indications données relativement aux annuités immédiates.
Si l'annuité se paye plus souvent que l'intérêt , calculez d'abordlemonlantde l'annuité, ensupposantl'annuité payable aux mêmes époques que l'intérêt, multipliez ensuite le résultat par le facteur constant P,
S:- : C/.r"oV.
Si, au contraire, l'annuité se paye moins souvent que l'intérêt, divisez le montant qui correspond au cas de l'annuité concordant avec l'intérêt par le rapport constant Q,
Exemple CXXVIII. — On met de côté, pendant 82 ans, une rente annuelle de 1 000000^^'; à quelle somme s'élèvera cette rente au taux de 5 *jpour 100 par an?
Ici,
ce : 1 000000, / : .5 1, n - 82, ;• -.-- I ,of)5.
log/ - 0,023^524 ^963371 II
logr'- 1 ,90670168996434 /•''- 80,66807436148
S--- l4485Io4^42f^936.
Exemple CXXIX. -- A quelle somme une rente semestrielle de aSgo*^* s élèvera-t-elle en '6-] ans, placée à intérêts composés,
à la fin de chaque semestre^ le taux étant de f\ ^ pour i oo payables par semestre?
Iog259o ■•-. 3,4182998
(Tab. 9) log^-= 1,5548446
\ogr'^ =--^ o,7i5o85{
logS--- 5,G83'2298
Exemple CXXX. — Calculer le montant d' une rente annuelle de 1800'"% pendant 5o ans; la rente se paye tous les six mois, et V intérêt, convertible par semestre, est de ^ pour loo.
logx -- 2,95^2425
logy : 1,5636484
logr'*".- i,o7>.3865
logS-- 5,5902774 S ^ 389293''", 70.
Quel serait le montant de la même annuité payable par trimestre ?
(Tab. 63) P, - 26892 logS — 5,5929666
S — 391 71 i^'",7o, montant cherche.
Exemple CXXXI. — A quelle somme une annuité de 54oo^', mise de côté pendant 28 ans, s'élèierait-ellej lorsqu'on la reçoit tous les mois et quon la place à intérêts composés par portions égales de 45o^'\ l'intérêt, convertible en capital deux fois par an, étant de 3 Ipour 100?
loga : 3,43i3638
(Tab. 6) logi- - 1,^862963
log/*' - 0,3711106
(Tab. 63) P, 0,0033676
logS ^--- 5,2921 383 S-^i959i6%85.
fialance entre les montants d'un capital et d'une annuité.
Exemple CXXXII. — 300000*^^' sont placés à 4 v pour 100 par an: à la fin de chaque année ^ on en tire 1 5 000*^ ; combien restera-t'il du capital après 21 ans?
Montant du capital,
log3ooooo — 5,477î2i3 logr"..^ 0.9.806432
logM = 5,7577645 M=- 572485^'',4o.
Montant dr V annuité.
Iogi5ooo = 4j 1760913
log/-'':^ 0,2806432
log7= 1 .189-7S8
logS^ 5,63()4633 Différence i365o8^'",7o.
Si nous appelons C le capital, a Tannuilé et x la différence entre les deux montants, nous avons [(ormule (24)]
ou
par conséquent,
X rr: 480OOO -4- SoOOOO — 4^0000) . I*"
X zzz r365o8'^'', 7c,
eonime ci-dessus.
Exemple CXXXIII. — De 'j3oo^'\ placés à intérêts composés.
à 4i pour 100 par an, on retire chaque année 200^ \ Que restera-t'il du capital au bout de 35 ans, l'intérêt et l'annuité étant payables tous les six mois?
Montant du capital,
3,8633ji29 0,6399.4^9
4 , 5o'25r)78 3i8oo''",3o.
Montant (te l'annuité.
Reste du capitaL . . . 16009^', 95.
Exemple CXXXIV. — 1 5ono^' sont placés à intérêts composés à 4 pour 1 00 par an; à la fin de chaque année on y ajoute 400^', qui fructifient aussi au même taux; quel sera le montant total au bout de *i2 ans?
Montant du capital.
Montant de ^annuité.
par conséquent, 47024^S3o est le total demandé.
Calcul de la rente annuelle et du temps.
Ë3CEMPLE CXXXV. — Quelle est la rente annuelle qui, au taux de 5 ~ pour loo, s'élèvera dans a8 ans à 360000^*"?
d'où
a :^ lin ~ •
logS-5,5563o
logo-- 8,83858
Ctlog/-"-9^78
loga 3,77!iG() a— 5924'^<io (renie annuelle).
EXEMPLE CXXXYI. — Combien faut-il placer à la fin de chaque trimestre pour obtenir ^Sooo*^** dans i[\ ans, le taux étant de l\ J) pour 100, convertible tous les six mois?
logS^ = 4 j 87506
(Tab. 10) logr/ 8,54578
CLlogr^» = : 9,51069
loga= 2,92898 a = 849^^ i5 par semestre, ou 1698'' , 3o par an.
Exemple CXXXVII. — Dans combien d'années une annuité de 3i2(/^ s' élèvera-t-elle à 200000'"*, au taux deZ^ pour 100?
Ici nous nous servons de la formule (25) /'"= i
Iog53i = 2,72509 logi56 -= 2,19312
logr"-= 0,53197
o,53i97 lo-r
logo, 53197- 9,72589 logV: 8,sio38o
log/î = 1 ,52209 // - 33"" ,273 ou 33''"''iooi''"".
Exemple CXXXVIII. — Une annuité de a25o^' par an, payable tous les trois mois, s'élève à icoooo'^', à ^\ pour 100 par an. Quel est le nombre d'années de V annuité?
Ici nous pouvons employer la formule (26)
/S S/ 17 aP a 9
1 Sï
'°°aP
aP
lo^9.,85()5 log/*
log;
log'-
logV-
log« ^-
n = 25="'', 243 ou /î = 25*"* Sgï'"".
§ LXYI. — Montant des annuités augmentant ou diminuant
EN PEOGRESSION ARITHMÉTIQUE.
Soient a rannuilé placée à Texpiration de la première année, el d l'accroissement annuel de cette annuité; le mon-
tant sera
S =rr ar^'^ [oc -h rf)r"+»-h . . . -f- a -I- (n — i)d
=rr" -H —H 1 \ ^~ -'- .
Lr r* r* r" J
Mais nous avoDS déjà trouvé [formule (19)] que cette dernière suite de termes est égale à f a -+- /irfH- - J <p — --; par conséquent,
S:- (a -f- na -4- - j r"9 -;
et, comme r"(p = -(r" — 1),
Si l'annuité va en diminuant, le signe de d demande à être changé dans cette dernière équation.
Exemple CXXXIX. — Déterminons le montant de 21 annuités , placées à 4 pour 100 par an^ à la fin de chaque année, dont la première est de ZM^ ; V annuité augmente de i '*" chaque année.
a = 36o, d=-i, n=:iîf 1=10,0^, S — i525or"— aoSoo.
Jogi525o= 4,1832968
fr 34751,21
2o5oo
montant de l'annuité.
§ LXVII. — Taux d'intérêt.
On trouve le taux par Tinterpolation de nos Tables de logarithmes qui donnent une exactitude plus que suffisante
dans les cas les plus pratiques; on pourra faire usage aussi de la formule que nous établissons plus bas.
Exemple CXL. — On a reçu 7 1 o443''» 60 pour 37 annuités de 1 5 000''» payables à la fin de chaque année. Quel est le taux?
S Ici nous pouvons nous servir de la formule - = r^y .
logS= 5,85i53 loga=r 4,17609
log/-»<ï>=^ 1,67544
Mais \o%r"(f devient
A 4 pour 100. A /| 7 pour loo.
logr"= 0,45990 log/^ = 0,47398
logf = 1,21298 logy— 1,20692
Différence 802
La différence entre le 4 pour 100 et le logarithme obtenu est égale à 256; le taux est donc
4 4-7T-7T- ~4 ,0399 pour 100 par an.
Le taux ainsi obtenu par simple interpolation est toujours un peu trop faible; ainsi, dans l'exemple précédent, sa valeur vraie est de 4 > 04 pour 100. Mais 4» o4 pour 100 correspond exactement à 2 pour 100 par semestre ou à 4 pour 100 par an, rintérét étant convertible tous les six mois.
§ LXVIIL — FORMDLB GÉNÉRALB POUR TROUVER LE TAUX
D*UNE ANNUITÉ ARRIÉRÉE
Puisque la valeur des annuités différées, D = affr""^^ devient égale au montant de l'annuité arriérée, lorsqu'on met /i à la place de (— 6Jf),nous n'avons, dans toutes les formules concernant les annuités différées, qu'à convertir (— d) en n pour obtenir directement les formules analogues applicables aux annuités arriérées.
Ainsi, dans la formule {22}, (arf 4- /n- 1 ) devien 1 1 — n, et l'on obtient directement comme formule déterminant le taux ap-
/ g \ ÏT^
proximativement, q étant égal k ( — J — i,
Exemple CXLI. — il 91^^/ ^aiio? une annuité de i5ooo^% épargnée pendant 27 an5, s'éléi^erait-elle à 7 io443^% 60?
a i5ooo,
el
logS =
et log a =
et log/i =
1 S log— -
i,io3o84 ^' 1,206169
logr =
le taux vrai est égal à 4»o4 pour 100 par an ou a pour 100 par semestre.
Formule corrective. — La formule corrective pour les annuités arriérées s'obtient de la même manière, en convertissant dans la formule (23) {—d) en n.
Ainsi
St
Dans Texemple (CXL), nous avons trouvé
T~0, 040399, pin: 1,040399;
d'où
logp^ 0,01719.992609
lOgp*':--^ 0,46439.80044
et la valeur corrigée du taux est / = 4»o4 pour 100.
Montant des placements annuels.
LXIX
Les placements annuels sont essentiellement distincts des annuités arriérées, celles-ci étant placées à la fin de chaque année, tandis que les premiers sont placés au commencement de chaque année comme un simple capital.
Le montant d'une annuité arriérée procède d'une rente annuelle, placée à mesure qu'elle devient payable et fructifiant à intérêts composés; le montant d'un placement annuel est le résultat de prêts annuels successifs effectués par le créancier au commencement de chaque année.
Le montant d'une annuité étant égal à la somme des montants de ses placements partiels, il n'y a qu'à déterminer le montant de chaque annuité au bout du temps donné. Si donc nous appelons K le montant de l'annuité, a l'annuité ou rente annuelle, n le nombre d'années, le premier payement ayant eu lieu il y a n années, le second (n — i) années, etc., le montant de ces placements sera, pour le premier ar", pour
- '97 le second a^"""*, et ainsi de suite jusqu'au /i''*'"** et dernier qui, ayant eu Heu il n'y a qu'un an, sera ar. La somme de toutes ces valeurs pour n années sera donc
et» en multipliant par r,
et, en retranchant la première équation de la seconde,
K(r-i) ou K/z^ar"^'— ar;
d'où
Si, par exemple, on demande de trouver le montant de i'"^ par an, placé à 5 pour loo au commencement de chaque année pendant 24 ans, nous avons
/.«_r=îi, 336355 K== 46^72710.
La formule (27) peut s'écrire comme il suit :
et, comme 7 ~ 7 (» — ''■")> nous avons
(28) Kr:=ar""'(p,
formule trës-propre aux calculs logarithmiques.
En outre, nous avons trouvé [formule (26)] que le montant d'une annuité arriérée s'exprime par la formule S = ar"f ; on a donc
c'est-à-dire que le montant d'un placement annuel est égal
au montant d'une annuité arriérée pour le même nombre d'années, augmenté de son intérêt d'un an.
Ainsi, dans l'exemple ci-dessus :
fr
Montant d'une annuité arriérée de i'*' pendant a4 ans 44 ,5oao
Intérêt annuel de cette somme à 5 pour 100 a ,a25i
Montant d*un placement annuel de i'' pendant a4 ans 46,7271
En désignant par E' le montant d'un placement annuel de a^** pour (n-hi) années, on a
a , .^, . ar^^^ ar
D'ailleurs, le montant K du même placement pour n années est égal à
oc. f ,+, . ûcr* ar ,, , „ ai^ * ar^
j[r -r) = -^--^, dou rK=:-^~— .
En retranchant cette dernière équation de la première, on obtient
^, ^ ar* ^^ <^f^ \ arlr—i) K'-^rK = — -~-==j{^~r)=-^,-—-^ar;
par conséquent,
K' = rK + arizz(K-+-a)r,
c'est-à-dire que le montant de {n-hi) placements annuels est égal au produit du montant de i''' dans i an par la somme de l'annuité et de n placements annuels.
Des formules (27) et (a8) on peut déduire d'autres formules pour déterminer une quelconque des quantités n et a quand les autres sont données:
ar
LXX
Quelle que puisse être, en général, l'espèce de payement adopté pour l'annuité et l'intérêt, qu'il soit annuel, seines-
triel ou trimestrieU etc., le montant de V annuité est toujours égal à la valeur actuelle de la même annuité avec entrée immédiate^ multipliée par le montant de i ^^ au bout c/^ (n + j ) années.
Si Tannuité et Tintérêt sont payables aux mêmes époques^ V fois par an» divisez la rente annuelle et le taux par le nombre V, et multipliez par le même nombre v celui des années.
Il faut noter le cas où les payements, au lieu d'être annuels, sont semestriels, trimestriels, etc.; le montant, dans ce cas^ peut ou diminuer ou augmenter.
Ainsi, par exemple, le montant de i'^ par an, payable au commencement de chaque année, esta 5 pour loo :
PaycmenU annuels Payements semestriels.
Pour 2 ans a,i53 2,128
Pour 5 ans 5,802 5,742
Pour 10 ans 13,207 13,092
Pour 20 ans 34 ,719 34 , 544
Pour 32 ans 79,064 79;059
Pour 33 ans 84,067 84,099
Pour 40 ans 126,840 127,296
Pour 5o ans 219,815 221 ,68 1
On peut voir par là que, lorsque l'annuité a une durée de 3a ans ou moindre que 3^ ans, le montant de l'annuité payable anuellementest^/cf^gra/i^quele montant de l'annuité payable par semestre. Si, au contraire, la durée de l'annuité est de 33 ans ou plus, le montant de l'annuité payable annuellement est inférieur à celui de l'annuité payable par semestre.
Et, d'une manière générale, si le nombre des payements augmente, le montant de la rente annuelle est plus grand que le montant des placements semestriels, trimestriels, etc., jusqu'à ce que les annuités atteignent un certain nombre (*);
(*) Ce nombre, qui est la limite, est déterminé par l'équation
il diminue à mesure que le taux augmente. Lorsque y = 3, nous ayons
i-f--j H-^- (ro/rp. 95.)
au-dessus de ce nombre, le montant de la rente annuelle sera moindre que celui de la rente semestrielle, trimestrielle, etc. Au delà du nombre n^ déterminé par l'équation
pour lequel le montant des placements annuels est égal au montant des placements semestriels, le montant de ces derniers est supérieur à celui des premiers. On peut se demander: après combien d'années en sera-t-il le double ? La solution de cette question est donnée par Téquation suivante :
Le dernier terme, dans l'hypothèse de r = 5 pour loo et - = 2^ pour ICO, n'étant égal qu'à ^, je le néglige pour le moment.
d'où l'on tire -
loga -f- nlog(n- /)-4-!og(i-h /)>2/ilog ( 14- - j -+- log f i-f- - jj
IOg2H-log(H-0— iOg ( 1+ -J
alog ( 14- - j — log(i-4-/)
logii = o,3oio3oo log(i-f- t) ~ 0,0211893
Ctlogfi-f- H = 9,989^761
2l0g(l-f- /) = 0,0214477 Ctl0g(l-H/) = 9,9788107
Enfin, lorsque les payements de l'annuité et de l'intérêt ne coïncident pas» on calcule le montant en supposant Tan* nuilé payable aux mêmes époques que l'intérêt; on multiplie ou l'on divise ensuite le résultat par un des facteurs constants P ou Q [voir p. loi).
Exemple CXLII. — On place 500*^ au commencement de chaque mois pendant 1 3 ans. Quel sera leur montant au taux de[\\ pour i oo payable par semestre?
K r=:a(pr
lOgarrr
3,477iai3 0,2609096
logK-
Exemple CXLlIi. — Combien faut-il placer ^ à l\\ pour 100, au commencement de chaque année^ pour obtenir 90870^' au bout de 61 ans?
Ici nous pouvons nous servir de la formule (3o)
a -rr^
logK = 4 1 9^602 Ctlogr-+'=: 8,84702 Cllogy^,^ = 8,67408
loga = 2,4^612 a = Soo'*".
Exemple CXLIV. — Combien faut-il d' années pour obtenir 1 o 1 29'' d'un pUicement annuel de 1 80'', à 4 i pour 1 00, Vannuitè et V intérêt étant payables par semestre ?
Ici nous pouvons employer la formule (ag)
ar
et
logK = 4,00557
logr= 8,35ai8
CtIoga= 8,04576
et logr= 9,99034
Kt log — = 0,39385
r"= 3,4765 logr"= 0,54114
(Tab. 9) n—5S semestres ou 28 ans.
,^ LXXI. — Montant de placements annuels augmentant ou diminuant
EN PROGRESSION ARITHMÉTIQUE
Puisque le montant d'un placement annuel est toujours r fois plus grand que le montant d'une annuité arriérée, nous aurons, d'après la page iqS,
Exemple CXLY. — Quel est le montant de 9 annuités placées au commencement de chaque année, le premier placement étant de aooo'*", le deuxième de 2100^^^, le troisième de 2200^*", et le placement de chaque année suivante surpassant de 100'^ celui de Vannée précédente? L'intérêt est de 5 pour 100.
Ici,
a = 2000, rf=ioo, 71 = 9 et / = o,o5;
donc
K= 20 x4ooor**— 4900 X 21.
log 80000 = 4} 9030900 logr"= 0,2118930
fr
montant demandé.
— ao3 —
Exemple CXLVI. — Quel sera, au bout de 20 an$^ le montant (Tune annuité placée au commencement de chaque année et produisant 5 pour 100 d'intérêt; la première annuité est de 800'"^, la deuxième de 760''^, la troisième de 720^', et ainsi de suite 9 chaque placement étant inférieur de l\o^' à celui qui le précède?
Ici,
par conséquent,
K=:8oo•i^z=I68oo^
montant demandé.
Taux d'intérêt. — On détermine le taux des placements annuels au moyen de nos Tables de logarithmes ou d'une formule générale.
Puisque la valeur actuelle d'une annuité différée est [formule (31)]
et le montant d'un placement annuel, au même taux^
il suffit, dans toutes les formules qui ont rapport aux rentes différées, de remplacer [— d) par [n + i] pour obtenir directement les formules relatives au montant des placements annuels.
Par conséquent, la formule générale, pour trouver le taux (p. 175), devient
^ \OCnJ 12+(/l— l)2Ç ^
Exemple CXLVII. — On a reçu 3g5 860'^ pour 6*] annuités de 5oo'' placées au commencement de chaque année. Quel est le taux d'intérêt?
— ao4 — Le moDlant de 5oo''' par an est
(Tftb.37) 5J. (Tab. 38) 5f
loga = 2,69897 loga = 2,69897
logr** = 1 ,65i07 log r" = i ,68595
logf - 1 ,22995 logf = 1 ,22141
logK = 5,57999 logK = 5,6o633
Différence 2634
Mais
log 395860 = 5,59754.
La différence avec \e 5^ pour loo est égale ^ lySS. Le taux
sera donc
Exemple CXLVIIL — Le montant de noo^^ par an^ placés au commencement de chaque année ^ est^ au bout deSi ans, de 46371'*^ : trouver le taux*
Ici» nous pouvons nous servir de la formule générale
OU
n = Sif
par conséquent,
logK = 4,66625
Ctl0ga=: 7,69897 CtlOg/7 = 8,29243
0,65765 log(i + 9) — 0,0252942
Iog^= 8,77794 0,09687
log/ = 8,69879 Taux vrai 5 pour 100.
Ânniiités à dividende croisBant.
LXXII
Il arrive très-souvent que Ton achète des annuités perpétuelles ou de durée limitée entre les termes d'échéance de deux annuités consécutives. Dans ce cas» non-seulement le premier payement, mais tous les autres sont avancés d'une certaine fraction d'année.
Par exemple, si l'on achète le 5 mai des consolidés 3 pour 100, le premier dividende semestriel étant payable 2 mois après, le 5 juillet» et tous ceux qui suivent, de 6 mois en 6 mois, tous les payements ont été avancés de 4 mois, et l'on dit que l'annuité a 4 mois d'entrée.
D'une manière générale, puisque chaque payement est avancé de la même fraction d'année, il suffit de déterminer la valeur de cette même annuité supposée immédiate, et de la multiplier par le montant de i^"" placé pendant le temps qui s'écoule entre l'entrée et le moment d'achat de l'annuité.
Ainsi, si ce temps est T de l'intervalle qui sépare deux
payements successifs, si t est le taux vrai d'intérêt pour chaque intervalle, et Y la valeur actuelle de la même annuité avec entrée immédiate (p. 3o), la valeur de l'annuité avec entrée passée sera
S=Yr\
Achat d'annuités dont l'entrée est déjà passée.
Exemple CXLIX. — Chercher la valeur actuelle d^une rente annuelle de SSBo'*", exigible pendant 27 ans, à S \ pour 100 par
an, le premier payement ayant son terme d'échéance dans 7 mois.
loga= 3,5538830 (Tab. 33) log<p = i ,15^9012
(Tab. 52) logr* = 0,0090442 logS = 4,7228284
Exemple CL. — Chercher la valeur actuelle de \S annuités de 16 000^^ f payables tous les trois mois, à 4 \pour 100 par an, payables tous les six mois : le premier payement de 4000*^^ n'est dû que dans 4 mois.
L'intérêt étant semestriel , prenez la moitié de la rente annuelle et du taux, et doublez le nombre des payements; nous aurons ainsi 3o annuités de Sooo'^, payables tous les six mois, à 2 1- pour 100, avec une entrée de 4 mois; par conséquent,
logSooo = 3,9030900 (Tab. 10) logtp = 1 ,3280416
(Tab. SI) logr* = 0,0033980
logS = 5,2370856 S= i726i7'',8o.
LXXIII
Le taux des annuités à dividende croissant s'obtient au moyen de l'interpolation, comme le taux des annuités immédiates.
Exemple CLI. — Quel est le taux d^une annuité de 680*^^, exigible pendant 21 ans, dont le premier payement aura lieu
dans lo mois ^ et qui a été achetée au prix de 874^^^,20.
A 5 pour 100. A. 5 f pour loo.
loga = 2,83a5i loga = a,83tt5i
log<p = 1 , 10793 logf = 1 , 10793
logr* = o,oo353 logr* = o,oo362 3,94397 3,93929
Différence 468
log874292o = 3,94162.
La différence avec le 5 pour 100 est égale à !235; par conséquent,
I 235 / = 5 -*-u'77nî = 5^ pour 100 par an, ou 2y pour 100 par semestre.
Exemple CLII. — Trouver le taux annuel pour une annuité de 2800^'f exigible pendant 3 1 ans ^ payable par trimestre y as^ec une entrée de deux mois^ et que Von apayée 44522^*^,90.
A 5 pour 100. A 5 |pour lOO.
loga = 3,44716 loga = 3,44716
logy = 1 1 19292 log^ = 1 ,18662
logr* = o,oo353 logr* = o,oo362
Différence 602
log 44^22, 90 == 4964858.
La différence avec le 5 pour 100 est égale à 3o2; par conséquent,
/ = 5-+- TT'TT — =5~pouriooparan, ou2| pour toopar semestre. § LXXIV. — Taux des rentes sur l'État.
Les dividendes semestriels des rentes se payent à des époques fixes :
Le S janvier et le S juillet.
- ao8 -
Les consolidés 3 pour loo, le 3 pour too de 1726, les nouvelles annuités 5 pour 100, et les annuités viagères transférées entre le 5 janvier et le 4 avril, ou entre le 5 juillet et le 9 octobre.
Le 5 avril et le 10 octobre : la rente de la Banque, le 3 pour 100 réduit, les annuités à longs termes, les annuités viagères transférées entre le 5 avril et le 4 juillet, ou entre le 10 octobre et le 4 janvier.
Par conséquent, au moment de l'achat des rentes, \e temps de Ventrée, c'est-à-dire le temps écoulé depuis le payement du dernier dividende, doit être pris en considération.
Par exemple, si Ton achète le 5 mars des consolidés 3 pour 100, nous ferons remarquer que, d'une part, l'intérêt de deux mois, environ |**S qui n'est payable que 4 vaoïs après, et, d'autre part, tous les payements sont avancés de a mois.
Soit donc C le prix entier de la rente 3 pour 100 [c'està-dire le prix de cette rente, y compris le courtage (')], avec
une entrée de y de semestre.
Soit / le taux semestriel vrai, nous aurons
Exemple CL\\\. — Trouver quel doit être le cours des consolidés 3 pour 100 au 17 mars, pour que r acheteur place son argent au taux deZ\ pour 100 payable par semestre.
Du 5 janvier au 5 juillet, il y a 181 jours, au 17 mars, 76 jours ; par conséquent,
y = -ô- et / == I -, pour 100.
(') Le droit de courta^^e pour la yente ou l'achat des rentes est de \ pour loo sur la quantité de la Rente, et ne peut jamais être moindre que i*, quelque faible que puisse être la somme transférée.
Les frais de courtage ne sont pas toujours les mêmes ; quelques agents de change demandent six pence pour chaque rente de lo*" ou au-dessous; d'autres i* pour 35^S i%6^ pour 5o'»*, a' pour 75^»* ou au-dessous, et a»,6<* au-dessus de 75*»*.
logii= 0,17609 Ctlog£= 1,78915
jlogr= 0,00294
logC» 1,96818 C = 92,810 Courtage 0,125
Total des frais * . . 9^,935
Pour trouver le taux d'une somme d'argent placée en rentes 3 pour 100, nous avons la formule
en la développant d'après le théorème du binôme, et en négligeant les puissances troisièmes et au-dessus de /, on a
3(" t 0(1 M 3 3/ 3/»/ i\ d'où
En laissant de côté, comme de peu de valeur, le dernier terme de cette équation, on a
Mais —r est Vintérét simple d'une rente de ioo^*S correspondant à t; de semestre; par conséquent, pour trouver,
par l'approximation du premier degré , le taux d'une rente 3 pour 100, calculez la valeur du dwidende proportionnel ou croissant^ depuis le terme d'échéance du dernier dividende jusqu'au jour donné; retranchez-la du prix donné de
i^ rente, afin de trouver le prix net et divisez par ce prix net le taux semestriel.
EXEMPLE CLIV. — Trouver le taux d'intérêt que l'on retire d'une somme d'argent placée en consolidés 3 pour loo^ à 94 j pour loo, au i^ janvier 1877.
Du 5 janvier au 5 juillet, il y a 181 jours; du 5 janvier au 19 janvier, i4 jours. Le dividende, pour 181 jours, étant de I |**S le dividende proportionnel sera de o^'^i 16; par conséquent,
ut Prix 94 i75o
Droit de'courtage o, ia5
Total des frais C = 94 ,875
Dividende proportionnel — 7 = 0,116
Prix net des rentes C j = 94 î759
abstraction faite du dividende, et i|*** divisé par ce dernier nombre donnera 1,38296 pour 100 par semestre ou 3, 1659 pour 100 par an.
Exemple CLV. — Quel est le taux d'intérêt des consolidés à 98 {pour 100, au 10 novembre i858?
Du 5 juillet au 5 janvier, il y a 184 jours; du 5 juillet au 10 novembre, 128 jours. Le dividende proportionnel sera
ht
Prix 98,250
Courtage o,i25
Total des frais C - 98,375
Dividende croissant i ,043478
Prix net C 7 = 97,33i5aa
i'**^ divisé par ce nombre donnera i,54ii25 pour 100. Le taux obtenu par la simple application du premier
terme de Téquation (3i) est toujours trop grand d'une quantité inférieure a la valeur du second terme fractionnaire; ainsiy si nous prenons pour valeur de t le résultat que nous venons d'obtenir, nous avons
logr» = 6,376 log^ = 9,842
log(i-j) =9,483
Cllog(c-^^ = 8,012
Ainsi le logarithme du second terme fractionnaire est 3,588.
Le nombre correspondant à ce logarithme est. . . . 0,00000039 En le retranchant de o,oi54ii25
Nous avons pour valeur corrigée de / 0,01 54 1086
taux vrai, au dernier chiffre près; par conséquent, le taux de l'intérêt est de 3,082172 pour 100 par an, payables par semestre (*).
(*) Ici 86 termine la partie théorique de rOuYrage deFédor Tlioman 8ur les intérêts composés et les annuités. Avant de présenter les Tables dont elle est la base, nous croyons utile de joindre au présent Traité un extrait d'un autre OuTrage du même auteur {^Tabla de logarithmes à i'] décimales pour les calculs de précision) , dans lequel on indique un procédé facile et simple pour trouver, au moyen de trois Tables, le logarithme d'un nombre donné ou le nombre correspondant à un logarithme donné, jusqu'à dix chiffres exacts. Les trois Taldes en question viendront à la suite de celles qui concernent les calculs d'intérêts composés et d'annuités et porteront les numéros VIII, IX, X.
I. — Introdcgtion
Le but de ces Tables est de trouver par un procédé facile et simple, sans dmsion^ sans interpolation et sans formule ^ le logarithme d'uu nombre donné ou le nombre correspondant k un logarithme donné.
Ces Tables sont à 1 1 décimales et permettent d'obtenir les logarithmes ou les nombres avec toute l'exactitude que Ton désire jusqu'à dix chiffres exacts.
II. — Rbchbrchb du logarithme par la hétbode des réciproques
APPROGBÊS.
Dans tout logarithme vulgaire, on distingue deux parties: le nombre entier ou caractéristique, et la partie décimale ou mantisse,
La caractéristique renferme toujours autant d'unités moins une qu'il y a de chiffres à la partie entière.
La mantisse^ seule partie du logarithme que Ton inscrive dans les Tables, est aussi la seule qu'il faut calculer et dont nous ayons à nous occuper. Elle est complètement indépendante de la position de la virgule décimale dans le nombre; on pourra donc considérer les nombres indépendamment de la
— ai4 —
position de la virgule; il en sera de même des facteurs auxiliaires par lesquels nous aurons à les multiplier: par conséquent, dans les calculs qui vont suivre, on placera la virgule décimale du nombre dont on cherche le logarithme, ainsi que celle des facteurs, de la manière qui semblera la plus commode, soit pour le raisonnement, soit pour le calcul.
Notation. — Pour faire usage de nos Tables, nous emploierons une notation qui facilite considérablement le calcul, et qui ne peut donner lieu à aucune équivoque; pour la faire comprendre immédiatement, il suffit d'en donner quelques exemples avec la traduction en regard. Ainsi,
o,o'8 signifie 0,0008
Les nombres donnés sous celte forme servent de multiplicateurs; mais les multiplications sont très-faciles.
Pour effectuer la mulliplication d'un nombre décimal quelconque par un nombre de la forme ( i ±: — -\^ on sépare d'abord du multiplicande les n derniers chiffres, ce qui équivaut à la division par 10"; puis on multiplie les chiffres qui restent par le facteur a; le résultat de la multiplication ajouté ou soustrait, suivant le signe de a, donne le produit demandé.
Exemple I. — Soit à multiplier 1,00006. 55 1 77 /?ar 1,0002.
1 ,00006 55177 X I ,o'a tï i3i
Produit 1 ,00026 553o8
Exemple II. — Multiplier o,ggc)g'j o3/\^6n par i,oooo3.
o 1 99997 034567 X 1,0*3 a 9999" Produit i,o« 34478
Exemple III. — Multiplier 1,000000471a 5x683i par <>i9999996-
Produit 1,0' 71a 5i4946
LOGARITHMB DE (idld).
Désignons par e la base des logarithmes naturels :
e=iOL-\ 1 --i ^-y-f-.. . = 2,71808 18284-
et par ^ son logarithme vulgaire,
k -- loge = 0,43429- • •>
le nombre k s'appelle le module des logarithmes vulgaires.
Lorsqu'un nombre diflere peu de l'unité, soit en plus, soit en moins, de manière que les n premiers chiffres après la virpfule décimale soient tous des zéros, ou tous des 9, son logarithme a 2/1 chiffres est égal au module multiplié par la fraction décimale qui est la différence entre ce nombre et l'unité,
ou
log(i + ô) = /t9,
log(i — 0) = — /r0.
Ainsi, on trouve avec dix décimales exactes .
log 1,000004= 0,0000017372 ^
Jogo ,999996 = — 0,00000 17372 = 9,99999 82628
La colonne A-9 de la Table VIII contient les 100 premiers multiples de k, et donne, soit directement, soit à l'aide d'une simple addition, les logarithmes à 2/1 décimales de tous les nombres composés de l'unité suivie de /^ zéros au moins, et de tous les nombres commençant par n chiffres 9.
On prendra les chiffres de la fraction décimale deux à deux, et Von écrira au-dessous le produit par le module, produit qui sera toujours un peu moindre que la moitié du nombre exprimé par les deux chiffres.
— ai6 — EXEMPLE IV. — On demande avec 1 1 décimales
log I y oûoao ^49^«
Ce logarithme est égal à
Donc log 1,0*34969 = 0,0*1 5 187
Exemple V. — On demande avec 1 1 décimales
Jog 9999996503 1.
On a
donc son logarithme sera égal à
ou, d'après l'exemple précédent, égal a
— 0,0*15187; d'où
'og 999999^503 1 — 10,99999984813.
RÉCIPROQUES APPROCHÉS
Puisqu'on connaît directement le logarithme de (i ±.0), lorsque est suffisamment petit, il est évident que l'on connaît le logarithme de tout autre nomhre, lorsque, en le multipliant par un ou plusieurs facteurs compris dans les Tahles, on obtient un produit de la forme (1 ±1 6), On y arrive facilement au moyen des réciproques approchés.
Deux nombres sont réciproques l'un de Taulre lorsque leur produit est égal à l'unité; ainsi,
6,4 et o,i5625
soDt réciproques; car,
Soit a une quantité moindre que Tunité; il résulte de la relation
que
donc
^,^a){i-a^^^=i et (, ^ a) (. + a+ ^)^ ..
On voit que la somme d'un nombre et de son réciproque est toujours plus grande que 2; mais elle n'en diffère que d'une quantité à peu près égale au carré de a, lorsque celui-ci est petit. Par conséquent, si a est suffisamment petit, et si d est une quantité moindre que a, (i + a) sera le réciproque approché de(i — a-hrf) et (i — a) sera le réciproque approché de (r -f a -h d).
Désignons le nombre par N et son réciproque par R, de manière queNR = i; et soit, par exemple, a = o,ooo3; le réciproque de i,oo3 sera plus grand que 0,9997 ; mais il n'en diffère que d'une quantité moindre que 0,00000009; ^^ ^^^^ on a
N 1= I ,ooo3, donc
R>o>9997» R — 0.999700089973 et N h- K ^a^o'Sgg^S.
Le produit d'un nombre par son réciproque étant égal à l'unité, il s'ensuit que, si l'on multiplie un nombre par son réciproque augmenté ou diminué d'une petite quantité, le produit sera plus grand ou plus petit que l'unité, qu'il sera de la forme (i ±^), et que la quantité sera d'autant plus petite que la différence entre le réciproque approché et le réciproque exact sera moindre.
Ainsi, par exemple, le réciproque de 5,3 est o, 1 88679. . . et leur produit est égal à l'unité; si, au lieu d'employer pour
facteur le réciproque exact 0,188679... on multiplie 5,3 par 0,19, valeur approchée àixTécii^voquef on obtient pour produit 1,007.
De même, le réciproque de i,ooo8oo6543 est plus grand que 0,9991993/157, et si Ton multiplie ce nombre par 0,9992
ou i,o'8, on obtient pour produit 1,0^1 38.
Enfin, comme nous allons le démontrer plus loin, tout nombre peut, à Taide d*une ou de plusieurs multiplications par des réciproques approchés, être amené à un produit de la forme {i ±.6) dont on trouve directement le logarithme dans la Table X.
La question de la recherche des logarithmes se réduit donc à choisir des réciproques approchés qui soient tous compris dans la Table. Il est facile de remplir cette condition à l'aide des considérations suivantes :
f . — Tout nombre multiplié par son réciproque forcé au second chiffre donne pour produit l'unité suivie immédiatement d'un zéro au moins.
En effet, si Ton s'arrête au second chiffre du réciproque, en l'augmentant d'une unité, il est évident qu'on l'aura augmenté de moins d'un dixième de sa valeur; par conséquent, en multipliant le nombre par son réciproque forcé, on aura un produit plus grand que i, mais plus petit que 1,1; donc le premier chiffre décimal du produit sera nécessairement un zéro.
Exemple: le réciproque de 77 est 1 298701 ; si l'on multiplie 77 par i3, on obtient pour produit 100 1.
La Table VIII (colonne - j donne les réciproques de tous les
nombresnaturelsde i à 100; pour connaître le réciproque forcé
d'un nombre, on prendra dans la colonne intitulée - deux
nombres consécutifs, l'un plus grand, l'autre plus petit que le nombre donné, abstraction faite de la virgule décimale; puis on multipliera par le plus grand des deux réciproques.
Ainsi, par exemple, élant donné le nombre 27803345, on trouve dans la Table que ce nombre esi compris entre 2857, réciproque de 35, et 3778, réciproque de 36 ; donc le réciproque de 2780 est compris entre 35 et 36, et, en le mullipliant par 36, on doit obtenir un produit plus grand que l'unité, mais moindre que 1,1 ; en effet, •
II. — Lorsquun nombre est composé de U unité suivie (V une fraction décimale dont les premiers chiffres sont des zéros et quon le multiplie par r unité diminuée de la valeur du premier chiffre significatif, on obtient toujours un produit plus approché de V unité que le nombre donné.
Ainsi, par exemple, si les premiers chiffres du nombre donné sont 1,0004..., on le multiplie par son réciproque approché au cinquième chiffre i,o'4.
Comme le réciproque de i,oM ou de o, 9996 est
il s'ensuit que, si le nombre donné est plus grand que ce réciproque, c'est-à-dire s'il est compris entre 1,00049999 et 1,00040016, le produit sera plus grand que l'unilé, mais il
sera toujours plus petit que i,ooo5 x 1,0*4= 1,00009980; par conséquent, le produit aura toujours au moins un zéro de plus après la virgule décimale. On aura, par exemple :
I , o'4oo 1 7 X I , o'4 - - ï > o' I .
Enfin, si le nombre donné est moindre que le réciproque
de i,o'4, c'est-à-dire s'il est compris entre 1,0004.0016 et 1,0004.0000, le produit sera moindre que l'unité, mais plus
grand que i ,o'4 X i ,o"4 — 0,99999984 ; par conséquent.
nuée.
les zéros seront remplacés par un nombre au moins double de chiffres 9. Ainsi Ton aura
I ,o»4oo 1 5 X I , o»4 = o , 99999999, I ,o»4ooo3 X I ,o»4 = 0,99999987.
Désignons, en général, para la valeur absolue du premier chiiTre significatif et par d la valeur de la fraction décimale qui le suit : le nombre sera ( i -h a -i- rf), et si Ton effectue la multiplication par le réciproque approché (i — a), le produit sera
par conséquent, le premier chiffre de la fraction décimale sera supprimé, et la fraction décimale qui le suit sera dimi-
Mais le réciproque de (i — a) est ( i H- a H — ;^-j -, donc,
si d est plus grand que ? le nombre (i h- a -hû?) est plus
grand que le réciproque de (i — a), et le produit sera plus grand que l'unité; mais il aura au moins un zéro de plus que ( I -h a -f- rf), attendu qu'il sera moindre que (i -h d). Exemple :
Si d est moindre que -3—5 le nombre (i + a H- rf) sera
plus petit que le réciproque de (i — a) ; donc le produit sera compris entre Tunité et (i + a) (i — a) = i — a^.
Or a est un nombre entier du n*^* ordre décimal, compris entre i et 9; donc son carré à^ sera du 2/1*^"** ordre décimal et compris entre i et 81 , et si (i -h a) contient [n — r) zéros après la virgule décimale, (i — a-) contiendra un nombre de 9 au moins double. Exempte
— aai —
III. — Lorsqu'un nombre commence par plusieurs chiffres 9 et qu'on le multiplie par l'unité augmentée du complément arithmétique du premier chiffre décimal à la suite des 9, on obtient toujours un produit plus rapproché de l'unité que le nombre donné.
Ainsi, par exemple, soit le nombre donné 0,9996...; on le multipliera par i,o'4- Comme le réciproque de i,o'4 est 9996001599... il s'ensuit que, si le nombre donné est plus grand que ce réciproque, c'est-à-dire s'il est compris entre ^'999^9999 ^^ 0,99960016, le produit sera plus grand que l'unité, mais il sera plus petit que
par conséquent, on obtiendra pour produit l'unité suivie d'un nombre de zéros plus considérable que le nombre des 9 par lesquels commençait le nombre proposé. Ainsi, par exemple, on aura avec 8 décimales :
0,99965696 X 1 ,0*4 = 1 ,0*5682, 0,99960694 X I ,o'4 — 1 ,0*678, 0199960094 X 1,0*4= «iO«78, 0,99960024 X I ,o»4 = « ,o'8, 0,99960016 X I,0'4= !•
Enfin, si le nombre donné est moindre que le réciproque de i,o'4» c'est-à-dire s'il est compris entre 0,99960016 et 0,99960000, le produit sera moindre que l'unité, mais plus
grand que 1,0*4 x *»o'4 = o>99999984; par conséquent, on aura, après la virgule décimale, un nombre de 9 au moins double; par exemple,
En général, désignons par a le complément du premier cbifiTre après les 9, et par d la valeur de la fraction décimale qui suit; le nombre sera (i — a -t- rf), et, si l'on effectue la multiplication par le réciproque approché (i -+- a), le produit
sera j -^ d — a{a— d). Mais le réciproque de (î h- a) est
I — a H — - — I ; (lono, si rf > — — le nombre (i — a -+- é/j
sera plus grand que le réciproque de (i -ha) cl le produit sera plus grand que Tunité; en outre» puisque ce produit est moindre que (i + ^), il aura au moins un zéro de plus que le nombre n'avait de 9,
Par conséquent, tous les 9 et le premier cbifTre de la fraction décimale a seront supprimés, et la fraction décimale qui les suit sera diminuée de a (a — d). Exemple :
Si rf< ? le nombre (i — a -^- d) sera moindre que le
réciproque de (i -f-a), et le produit sera moindre que Tunité, mais plus grand que (i — a) (i -f- a) = \ — a^.
Donc, si a est un nombre entier du n*^""* ordre décimal, compris entre i et 9, son carré a^ sera du 2n**"* ordre décimal, et compris entre i et 81, et, lorsque (i~a) contient (n — i) chiffres 9 après la virgule décimale, (i — a}) contiendra un nombre de 9 au moins double. Exemple :
La Table X contient les logarithmes des nombres de la forme ( I -h —A » depuis n = i jusqu'à n =6.
En résumé, d'après ce que je viens de démontrer, toute la recherche du logarithme d'un nombre donné se réduit à multiplier successivement le nombre par des réciproques approchés au second chiffre significatif, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un produit de la forme {1 :±lO) dont on trouve le logarithme par simple addition.
On multiplie d'abord le nombre donné par son réciproque
forcé au second chiffre; le produit sera un nombre composé de Tunité et d'une fraction décimale commençant par un ou plusieurs zéros; ensuite ce produit multiplié par l'unité diminuée de la valeur du premier chiffre significatif (c'est-à-dire ^^v ^on réciproque approché ^\x deuxième chiffre) donnera un nouveau produit ayant après la virgule décimale au moins un zéro de plus.
En continuant de procéder ainsi, on finira par obtenir un produit de la forme (i -4- d)et dont le logarithme est égal a AS.
Soient
Nie nombre donné; p son réciproque forcé;
(i — a), (f — b), (i — c), ... les autres facteurs;
f — a), ( — 6), ( — 7), ... leurs logarithmes respectifs;
(i -h C) le produit final.
On aura
Np(i — a)(i — fcj (i — c)... r=: 1-4-6;
d'où
JogN H- \o%p — ( a -h 6 -h y -f . . . ) = **6 et
logN=Cllog/?4- (a -h 6 4- y 4- . . .) 4- A*6.
OrlaTableYIII (colonne-) contient les compléments des
logarithmes des 100 premiers nombres naturels; la Table X [colonne — log(i — 5)] contient les compléments des logarithmes des nombres de la forme (i —\\ et la colonne Aô
de la Table YIII contient les multiples de A.
Par conséquent, au moyen de ces deux Tables, il sera toujours facile de trouver le logarithme de tout nombre donné.
Exemple VI. — Cakuler avec dix décimales exactes
Iog5882365432.
En multipliant le nombre donné par son réciproque
— aa4 —
forcé 17, on obtient pour produit i,o'2 12344* dout ou trouve, Table YIII, le logarithme au moyen d'une simple multiplication par le module. Voici tout le calcul :
«91 76955 1 07862 = et log 1 7 ( Tab. Vffl )
logN = 9,76955 200082
Exemple VIL — Calculer avec dix décimales exactes le logarithme de 1,96471598.
On voit (Table VIII) que le réciproque du nombre donné est moindre que 5i; en multipliant le nombre par 5i, on obtient pour produit i,oo2oo5... qui, multiplié lui-même par
son réciproque approché p^g^S on 1,0^2, donnera pour produit final 1,0^11395 dont on trouve directement le logarithme (Table VIII, colonne >tô).
Voici tout le calcul :
1 ,0020051498 X 2 4oio3
^log(n-
:-10gl,
= Ctlog5i
o»2 (Tab.X)
(Tab. Vm)
o , 29329 97775 =r logN .
Exemple VIII. — Calculer le logarithme de i , ooo4o o 1 2 1 3 wec i o chiffres exacts . ,
1, 00040 oi2i3o X i,o''4 4 i6oo5
-i683.^1og(i — ô) 0,0^ 17375255 = et logi,o"4 (Tab. X)
0,0001737357a -- logN.
Dans cet exemple, le produit du nombre donné par son
réciproque approché i,o^4 est moindre que l'unité; par conséquent, son logarithme est négatif.
Exemple IX. — Déterminer avec 10 décimales
log99982 345678.
0,9998a 345678 X I jo'a
a 47 1,0^ 34aioo -- 1 -f- 147660
868598 = et lOg 1,0* 2
99991 3i4979 = Ctlog I ,o=»2 I ï )99992 332149 =" ïogN.
Recherche du kombre
Lorsque le logarithme donné est une fraction décimale, positii'e ou négative, dont la première moitié au moins est composée exclusivement de zéros, le nombre correspondant est
égal à Tunité, plus le logarithme divisé par le module; ainsi^
si \ogx = 6j on aura
et, si logo? = — 0, on aura
Or, puisque k = 0,43429. . . , on a
par conséquent, le nombre cherché est un peu plus grand que l'unité augmentée du double du logarithme.
Par exemple^ si logo; = 0,00001 . . . , on a
X ^= i ,000028026, et si logo; = — 0,00001 = 9,9999,
La colonne j de la Table IX contient les loo premiers multiples dey > et donne, soit directement, soit à l'aide d'une
simple addition, les nombres à (3/1 — 1) chiffres de tous les logarithmes, positifs ou négatifs, commençant par n zéros. On prendra les chiffres deux à deux, en écrivant au-dessous le produit qui est toujours un peu plus grand que le double du nombre exprimé par les deux chiffres. La somme de tous ces produits partiels augmentée de l'unité sera le nombre cherché.
Par exemple, soit logo? = 0,0000001 5 1868, on trouvera (Tab. IX) :
Pour i5 345388
Pour 18 41447
Pour 68 i566
Pour j: 1 ,000000349689
Pour tout autre logarithme, le calcul du nombre corres-
pondant est très-simple : Du logarithme donnée on retranche celui de la Table /X, qui ien approche le plus par défaut; on agit de même pour tous les restes obtenus successii^ement^ en retranchant les plus grands logarithmes de la Table X contenus dans les restes; puis on cherche le produit des nombres correspondant aux logarithmes soustraits.
Il n'est pas nécessaire de continuer le calcul jusqu'à ce que tous les chiffres significatifs soient supprimés. Pour obtenir le nombre exact à (an — i) chiffres, on peut cesser la soustraction des logarithmes dès qu'on sera arrivé à un reste commençant par n zéros, et dont on trouve directement le nombre correspondant par simple addition. Eu résumé, si Ton désigne par x le nombre cherché , par logN, log(i -»- a), log(i + 6], ... les logarithmes soustraits du logarithme donné, et par Q le reste, de manière que
log^ = logN-h log(i -ha) -T-log[i + 6) -*-. . .-I- 6, le nombre cherché sera
Il ne faut pas oublier que, pour calculer un nombre avec n chiffres exacts, il faut connaître son logarithme avec [n -+- 1) décimales.
Exemple IX. — Calculer avec lo décimales le nombre dont le logarithme est 0,49714987269.
Le plus grand logarithme de la Table IX (colonne logéi), contenu dans le logarithme donné, est celui de 3i ; on retranche du reste les plus grands logarithmes de la Table X [colonne log(n-5)],jusqu'àceque le dernier reste contienne au moins six zéros consécutifs. Ce reste, 0,0*86108, est le logarithme de 1,0*19827; et ce dernier nombre, multiplié par les nombres dont on a soustrait les logarithmes, donne pour produit
:r = 3,iX i,oiXi,o'3Xi,o'3X 1,0*8 X 1,0» 198270,
ou
x:=^3, i4i59 26535, exact au dernier chiflre. Voici tout le calcul :
o,497«4 987269 = log.r 49i36 169333 = log3i 578817886 432 13737 8 = logi ,01 i46 68o5o8
1 3009330 2= logi,o'3 16587206
1 3 02688 i = lcgi,o*3 3 56o32 5
347421 7= logi, 0^8 86108
I ,oo338 3i 534 7 X 1 ,01 I 3 383i5 3
1,01 341 69850 o X 3i 3o,4o25o955oo
3,1415926535 = o: (valeur de tt).
Exemple X. — Étant donné loga? = 5,99999922549 > chercher x.
Lorsque la mantisse d'un logarithme donné commence par plusieurs chiffres 9, on abrège considérablement le calcul en ajoutant à ce logarithme le plus petit logarithme de la Table X, qui excède le complément de la mantisse. En effet, ajouter le complément d*un logarithme revient à retrancher le logarithme lui-même; par conséquent, l'addition en question n'est autre chose que la soustraction du plus grand logarithme tabulaire. Ainsi, dans cet exemple, le complément de
la mantisse est 0^0*77 ... : on prendra (Tab.X) le plus petit logarilhme qui contienne ce complément ; ce sera
o,o»86. . . ~ Cl logo, 99998,
ËQ ajoutant ce dernier complément au logarithme donné, on obtient pour somme 0,0^9408, de manière qu'au moyen d'une seule addition on a supprimé les sept premiers chifires de la mantisse.
log x =^ 99999 92254 9
86859 = Cllogi,o*2
Exemple XI. — On place chaque année dix milUons de francs; combien produiront-ils au bout de 99 ans, à 5 pour 100?
^^t^"— i), / = o,o5, rr=i,o5, «—99,
logr
: log r*
= log 12
i3oo933o2
1,0* 841289 X i,oMxi,o'5
montant de i^** au bout de 99 ans; de là on déduit
~(r"-i)_--^24847858637fS
produit du placement de dix millionsdefrancspendantQgans.
TABLES LOGARITHMIQUES
TABLE I
PRÉSENTANT LES LOGARITHMES DE r" ET DE ^— OU loga.
.Celle Table conlienl, pour les (aux indiqués au sommel de chaque page et pour toules les valeurs entières et consécutives de n comprises entre i et loo inclusivement :
1° Les logarithmes de r", c'est-à-dire les logarithmes du montant de i'' à la fin d'un nombre quelconque d'années, de i à loo ans;
2** Les logarithmes de -t-t-^ ou loga, c'est-à-dire les logarithmes de Tannuité
d^^ capable d'amortir un capital de i^*^ au bout d'un nombre quelconque d'années, de I à loo ans.
3** Les mêmes logarithmes pour les taux a, 2 1, 2 * , 3 pour 100, et pour les valeurs de n comprises entre loi et 200 ans inclusivement. {Ces qiuare Tables, dressées de la main de FédorThoman, sont publiées pour la première fois),
M. H. Cbarlon, qui a reproduit, dans son livre intitulé Théorie mathématique des opérations financières y les Tables logarithmiques dressées par Fédor Thoman pour les calculs d'intérêls composés et d'annuité, a bien voulu nous permettre d'utiliser les clichés de ces Tables. Mais nous devons prémunir le lecteur contre
toute erreur, en lui faisant observer que M. Charlon a désigné par t-7-\ l'annuité
capable d'amortir un capital de i^*^ au bout d'un nombre quelconque d'années, annuité que nous avons toujours exprimée par a dans le cours de cet Ouvrage. Pour avoir le logarithme de celle annuité, il faudra donc le chercher, dans la Table suivante, dans la colonne CMog^(/).
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logr'
53066 00 53879 ai 5479a 4a
60371 66 61184 87 63098 07 63oii 38 68934 49
64887 69 65750 90 66G64 II 67577 81 68490 5a
o36a ai
Porpét.
ANNÉES
00966 33 oigSa 66 02899 00 03865 33 o483i 66
1739S 97 iS36o 3o 19336 63
33ipi 96 341 58 29
35134 63 360QO 96 37037 39 38033 63 389S9 95
IP^l ?*
39619 60 /io585 93 41 552 36 43518 5 43484 9
CM0g/«(2i)
35535 68 iq3i3 53 13983 07 09335 76 06336 17
oi55i 37 9K335 00 95319 58 93460 i3 89921 o3
5^654 47 64031 77 53507 OJ 63ooQ 45 63638 38
CMog/„(2i)
03 2î Ii2 j:
5i6i2 ^3 5ii':6 33
logr'
64ii4 67
73ij4i 31 74407 54 76373 87
83 104 62 84020 86 83037 19 86oo3 53 86969 85
ANNÉES
PerpéL
— lO —
pour 100.
ANNÉES
logr'
oioig 02o38 o3o58 04077
OSOQO
061 16 07135 OÔ155 09174 10193
iiai3
i63io 17339 i834q 19368 30387
3i6oi 336ao 33639 34659 35678
CMog/„(2i)
O.OIOIQ 39
ni&2ô 09 54318 69 43337 53 33i37 35
78553 60 77000 36 75534 ng
71593 Sj 70411 70 60387 54 68316 8a 67195 84
61945 00 61 193 87 60470 So 59776 41 59108 91
CMog/.(2|) logr-
5ii5a i5 5o783 67 50436 73 5oo8o 89 49745 71
49430 78 4qio5 73 48800 16 485o3 75 48316 16
43756 35 43603 39 43453 33 Z3306 33 43164 ai
43oa5 83 43891 07 42759 85 43633 o5 43507 58
53oo8 36 54037 75 55o47 i4 56o66 53
57o85 oa 58io5 3i 5913^ 71 60144 10 6ii63 49
62183 88 63 303 37 643ai 66 65341 o5 66a6o 45
73376 80 73396 IQ 7441 5 58 75434 76454
94Ôo3 41 95832 80 96842 19
ANNÉES
PerpéL
2 \ pour 100.
ANNÉES
05144 77 o3tii7 16
iim 64
i394i o3 i5oi3 4i i6o85 80
386o5 03 39678 So 40700 69 41833 08 42895 46
/l6lI3 63
CMog/.(2i)
77558 57 7fiii4 85 74751 14 73460 72
66967 94 r)6o56 49 65i85 iô 64351 93 63553 99
59I03 72 5S8o3 36 58325 53 57669 II 57133 06
566 16 35 56ii8 13 55637 48 55173 64
CMog/.(2i); logr'
498ofi 90 49533 10
4Vi8i 29
6oo53 65 61126 o3 63198 4^ 63270 81 64343 19
8i5oi 33 82573 76 83646 i5 8',7i8 54 80790 93
ANNÉES
Perpél.
Ss
2 I pour 100.
ANNÉES
logr'
01 125 3i 03250 63 03375 95 o/|5oi 27 o5Gq6 59
i8oo5 07 19180 39 20255 71 2i38i 02 225o6 34
348S4 83 3(ioio i4 37135 46 38260 78 39386 10
4o5ii 4'
/|27fi2 o5
4Gi38 00 47'>63 3i 48388 63 4951 3 95 50689 27
I0I05 IQ
,06069 oi
79628 80 ,78118 65 76f5Qi 42 75848 99 74079 64
GS
,571 ',7 65* ,50683 36 ,5Gj35 68 ,558o3 84
GMog/,(2|)
46861 4G7aS 46098
51922 5i635 5i857 5io8Ô 50828
logr'
96777 26 97902 58 99027 90 ooi53 21 01278 53
ANNÉES
Perpél.
2 1 pour 100.
ANNÉES
logr*
CMog/.(2i)
GMog/.(2|)
logr"
ÀNMfiltS.
0,07069 10 0,0824^ 28 0,09433 46 o,io(io3 65 0,11781 83
,i4qo8 96 , io36o 17 ,06348 34
,8oi53 69 ,7«665 49 »7%13 09 ,7^1694 53
o,3o633 76 o,3i8io g\ o,3j989 i3
0,36533 67 0,37701 86 0, 38880 04 o,4oo58 33 0,41 336 4i
i;8364 40 ,48339 73 ,â8ii8 72 ,48001 39 .47887 3o
1,01 323 74 i,025oi 93 i,o368o 11 i,o4858 29 i,o6o36 47
o,483o5 Si 0,49483 69 o,5oG6i 87 o,5iS4o o5 o,53oi8 34
Perpél.
2 } pour 100.
ANNÉES
logr"
CMog/„{2;:
CMog/,(2|)
log r»^
o,oi33o 98 Oj 03461 97 0,03691 gf> o,oiÎ9!i3 9i 0,06154 93
oia3o 98 ,71739 13
0)07385 91 OjOo6i6 89
,54348 06 540S6 99 ,53834 7a ,53590 Ôq ,53355 18
,52094 94 ,51908 00 ,5ip7 20 ,5i553 i4 ,5i382 63
si
,73oJ4 16
,5i2i8 47 ,5io59 5o ,5o9o5 53 ,50756 38 ,5o6ii 90
PsrpéU
AKIVÉES.
iO
logr'
0,OIq83 "73
oa5fi7 44 o385i 17 o5i34 89 o6/|i8 61
ii% Il
5oo65 18 5 1348 90
CMog/„(3)
63o55 4i 6252a 68 620 II
6io5o
CMog/.(3)
5iié4 3o 5 1050 77 50958 53 5oâ6o 46
50^65 ^6 50673 42 5o584 25 So&gi 85 50414 14
5o333 03 5o25^ 4^ 50178 23 5oio4 37 5oo32 80 4771a i3
logr'
97562 91 98846 63 ooi3o 35
oi4i4 08 02697 80
10400 i3 11683 85 12967 58 i^25i 3o io535 02
16818 74 i8ioa 47 19386 19 20669 91 21953 63
ANNÉES
Perpéi.
A?(KÉES.
3 I pour 100.
logr'
oi336 4o 02672 79 o/|009 05345 o()68i
1/1700 iGo3G 17373 1S709 20045
64147 02 65483 4i 6fi8i9 81
CMog/„(3-;)
oi336 Lo Ti896 45 ^49^6 96 43109 20
III
■ p7 oioi
03673 69 oo523 70 97672 96 95076 56 92698 91
()05lT 32
"88490 32 8GG16 47 84873 5i 83247 65
C'iog/„(3;)
56698 5 56461 4 5G232 71 5Goi2 06 55799 i5
55593 69 55395 39 552o3 9Ô 55019 12 54840 Qi
54668 24 5^|5oi 74 54340 89 54185 47 54035 3o
538go 17 53749 91 536 14 32 53483 25 53356 52
53233 99 53i i5 5o 53ooo 90 52890 07 52782 86
logr"
CI 566 II 02902 5o
21612 o5 22948 45 24284 8^ 25621 ii 26957 6i
Porpét.
3 I pour 100.
logr'
04107 oa o5556 07 069^5 o3
08334 o^ 09733 o/j II lia o5 12601 o5 18890 06
15379 07 16G68 07 18057 08 jM6 08 3o835 09
33324 33fii3
36ii4 37603 38893 40381 41670
C'log/,(3i)
oi389 01
43238 ne
6ffi2& 42 64829 07 68842 97 6838c 9 62943 o
CMog/„(3,M
66796 98 66607 9^ 66426 Gi 66261 72 56o83 01
logr'
ANNÉES
Perpét.
3 I pour 100.
ANNÉES
logr'
01^.^1 55 oa883 10 o/|334 66 06766 21 07207 76
oSe.'ig 3i 10090 87 ii532 43
i5S57 17298 6 18740 18 201 Si 73 21623 28
CMog/.(3|)
7203 I 32 71249 Sq 70507 i3 69800 5o 69127 71
CMog/.(3j)
6i658 i4 61339 61 6io33 67 60739 76 60467 33
logr"
80736 93 8a 168 48 836io o3 85o6i 58
0235o ai 037Q1 76 06233 3i 06674 87
3ii8i 32622 34064 366o5 36947
iH7ï 13
ANNÉES
Perpét.
3 I pour 100.
Ot
Of
Of
Of
Oy
Oj
logr»
oaoBS 07 o/|48a 10 05076 i4 07470 17
17918 àl
6ia55 A3
CMog/,(3X)
37339 07 21 363 59 16379 32 1187Ï 24 o8oo5 39
64395 66 64017 52 6365D 37 633o8 II 63975 3i
CM0g/n(3i)
61243 73 60994 06 60754 19 60533 67 6o3o3 II
9ii36 i3 92630 17
06076 48 07570 52 09064 55 io558 59 I3053 63
31016 83 335lO 87
ANNÉES
eu
Perpél.
— ao —
3 I pour 100.
ft
ANNÉES
Ot
Ot
logr"
170 II 00 i8552 45
J QI
479I0 49486 5io33 99 53579 45 54135 90
7ii36 90 73683 35 74229 81 73776 36 77332 72
CMog/.(3î)
?3309 80 53fi3 44
43fi35 73 34G87 3i
CMog/.(3|)
PM \i
logr'
Ôo4i5 63 81962 08 835o8 54 85o54 99
94333 72 95880 17 97426 62 98973 08 oo5i9 53
03o65 99 o36i2 44 o5i58 90 06705 ôS 08251 81
4845Q 63 5ooo6 07 5i552 58 53098 98
àXMÉ£S.
Perpét
ANNÉES
3 I pour 100.
logr*
oiSgS Si o3i97 6a 04796 43 oôSgS 24 07994 o5
2558o 9*7 27179 ni 20.78 49 3o377 40 31970 21
49663 i3 5ii6i 94 62760 75 64359 56 55968 37
CMog/.(3î)
74ii5 62 73384 96 72692 23 72034 85 71410 5o
C'log/.(3J)
601 33 80 6oo32 o5 69934 21 69840 II 69749 60
logr"
i36i6 66 i5ii4 36 16713 17 i83ii 98
29603 65 3ii02 46 32701 27 34300 09 35898 90
ANNÉES
rerpéU
3 I pour 100.
ilNKÉES.
logr*
oi65i 10
o/|953 3i o6(io/| 4' 08255 5a
09906 63 Il 557 73 i33o8 83 i4859 93 i65ii o4
1816a i& 19813 24 ai4G4 35 a3ii5 45 34766 56
42938 jo 44579 80 4C230 90 47882 01 49533 1 1
5ii84 31 52835 33 54486 42 56 137 53 57788 63
75950 77 77601 Si 79253 90 80904 08 82*555 18
Si
(?log/.(S{)
oi65i 10 72365 81 55569 16 43882 53 34993 56
HO
8iia4 08 8oo5o 4i
7po4i 39 78091 47 77196 29 76351 60 75553 66
71579 5o 7io3o 06 70507 60 70010 5i 69537 36
CMog/.(3^)
6i3ia 08 61216 79 61125 34 61037 3o 60952 79
6o5io 73 60446 73 6o385 33 60326 08 60269 a3
90314 55 60163 00 6otii 46 60063 86 60016 i3
logr"
ol_
585o5 95 60157 06 61808 16 63459 26 65iio 37
ANNÉES
Perpét.
4 pour 100.
ANNÉES
iiQa3 34 i36a6 67 17033 34
22143 3 238^6 6 3555o CI
44^86 68 5990 oa 7693 35 9396 68
5ll00 02
53803 35 54506 69 56a 10 oa 57913 35 59616 69
6i3ao oa 63oa3 36 647a6 69 66430 oa 681 33 36
78353 36 8oo56 6 81760 83463 36 85 166 70
CMog/.(4)
oi7o3 33 7244:
5567^ 44010 59 35 146 aa
90395 éa
93358 85 Q1486 40 80759 04 88160 5o 86677 oa
85a96 8 84009 8 82807 35 81681 66 80626 la
rl ^?
6ai5 40
67fi8() 37
CMog/„(4)
65325 q6 63ii7 45
63597 8a 63462 35 6333a 48 63ao7 97 63o88 5q
74 II 64 3a
62468 09 62378 89 62293 20 62211 II 62132 a5
6ao56 56 983 91 Q14 16
6i2a3 80 61184 ai 61146 18 61109 64 61074 53 8,60206 00
logr'
59i53 3ii56 32860 34563
46486 72 48190 o5 49893 39 51596 7a 533oo o5
55oo3 39 56706 72 58410 06 6011 3 39 61816 7a
ANNÉES
rerpét
4 J^ pour 100.
ANNÉRS.
01755 5o o35ii 00 o5a66 5o 07033 01 08777 ^'
io533 01 13388 5i 14044 01 1579g 5i 17555 01
igSio 53
39843 53 3 1599 o3 33354 ^3 35iio o3
45643 o^ 47398 bi
7*975 56 73731 oC 75486 56 773^3 06 78997 56
CMog/.(4i)
44ià8 4i
33370 38 17404 65 i3ii6 98 09363 95
93758 LZ 91906 43
80334 3^ 79309 17 78448 iJ
74831 68 74aio 64 7363 I 76
70738 70S25 G9')4i Gi CgSyG o3 69227 85
II 35173 61 36929 II
59750 63 6i5o6 i3 G326i 63 65oi7 1^ 66773 64
ANNÉES
Ferpét.
4 1 pour 100.
ANNÉES
logr"
CMog/.(4i)
CMog/.(4^)
ANNÉES
68376 iq 681 36 08
0,10845 64 0,ia653 aA 0,14460 85 0,16368 46 0,18076 06
9,a84oi 84 9,33570 36 9,17637 93 9, 13363 30 9,09631 94
i,o3o33 56 1,04841 17 i,ofifi48 78 1,08456 38
,66410 eii ,661 lii 33
,65i6i 33 ,65o64 18 ,64071 31 ,6ii882 30
1,38340 o5 i,3oi47 66 1,31955 a6 1,33763 87
,64715 40 ,64637 3o ,64563 5i ,64^90 89 ,644aa 3o
1,37378 08 1,39185 69 i,ijo993 3o 1,43800 90 1,44608 5i
8,76816 83 8,76149 75 8,755iQ 36 8,74033 i3 8,74358 80
i,5oo3i 33 1,53646 54
64067 38 ,6ioi6 61 » 63967 97 ,63c)2i 36 ,63876 70
63833 qi 63793 89 ,63753 58 ,63715 93 63679 81
Perpél.
4 I pour 100,
ANNÉES
log r'
oiSSq 65 08719 3o 05578 q5 07438 60 09398 a4
II 157 89 18017 ^4 14877 IQ 167:^6 84 18596 49
57640 II 59508 76 6i368 41 63338 06 65087 71
85543 85 87403 5o 89363 i4 91133 IQ 93983 44
CMog/.(4î)
01859 65 73676 53 55980 63 44393 3 356oa 3
3836 76 iq58 i4 1598 45 1356 63 0981 68
0838 ùi
CMog/„(4î)
Si
653o4 46 65i57 5o 65ii3 55 65069 54 65028 87
logr'
78536 Ôo385 83345 00 84io5 24 85964 88
ANNÉES
Perpéi.
4| pour 100.
ANNÉES
logr'
otoii 63 o38a3 a6 06734 89 07646 52 09558 i5
'lIS^ V i338i 40
191 iG 29
ioi44 31
72641 QO 74553 53 76465 16
CMog/.(4i)
04007 27 oi3q9 67
94946 5o 93154 73 Qi5o6 67 89986 07 88679 16
8iio3 49
fi8(
CMog/»{4i)
68389 87 68253 lé 68122 74 67879 57
668ri 66746 27 66683 93 66624 36
66667 43 665 I 3 02 66461 oa 66411 3a 66363 81
66119 59 66084 91 66061 74 66oao 04 66989 71
log
A II
5ioi8 69
54841 95 56753 ^8 68665 ai 60676 84 6a4Ô8 47
64400 10 66jii 73 68223 36 70134 q8 72046 61
ANNÉES
Perpét.
4 f pour 100.
logr'
Vs !,
a 1599 ^3 3356q 57 a55a6 11 27480 66 39453 ai
43198 ot 45161 bi 49088 68
5io53 33 53oi5 27
'M it
CMog/.(4;)
38937 90 33 166 98 i8?94 iQ
83541 88 81693 II 80897 07 801^9 63 79447 o3
7^680 QÎ
CMog/„(4S)
683oo o5 68319 39 68143 44 68069 o3 67998 95
6793a II 67868 3o 67807 40 67749 28 67693 79
logr'
8,6fi.Sii 17
ooi4o
Perpét.
ÎM
4 I pour 100.
ANNÉES
logr'
o^oSo 81 o6o/|6 31
53400 48 5441 5 89 5643 I 39 58yi6 69 60463 09
665o8 00 68533 71 70539 II
73554 5i 74560 oa 76585 3a 8600 73 0616 i3
93708 55 94733 q5 96739 ôS
cMog/.(4r
07486 53 04636 17 oao6o 78 99745 47 97644 69
83iii 3< 83278 bl 8i4g8 oi 80765 87
oi5
3873 94 3623 99 2385 ji
CMog/„(4î)
1035 44 0867 5o onin 37 0524 33
oi85 63
683io 53 68281 34 68253 3i 68336 66 68301 33
logr'
3iooi SI
7134 43 9139 83 ii55 34
93478 70 90494 II 9750Q 5i
99524 9> oi54o 03
ANNÉES
Perpét.
pour
ANNÉES
logr'
owSn 20 oii34 39 0G20I 69 08268 79 io335 99
ia4o3 18 1.^170 38 16537 58 20671 97
434 II i5 45478 34 47545 54
<^^'iog/.(4i)
qi33o 63
il
79477 Si 78918 68
3954 5& 3700 75 3460 12 323 I 93 3oi5 45
CMog/.{4J)
7o3oa 7023 1 70163 70009 70037
îi
lo
gr"
ANNÉES
26099 28166 3o233 323oo 34367
98450 95 oo5i8 i5 02585 3^ o465a 5l 06719 'ji
Perpél.
5 pour 100.
ANNÉES
It
logr'
0,07Il8
o4îi37 86 o6356 79 08475 7a 10594 65
190'io 37 21 189 3o
33902 88 36oai 81 38 140 n/i 4o35q 67 43378 60
55092 18 573 II II 5g33o 04 61448 97 63567 9^
76381 ^8 78400 41 8o5iQ 34 83638 27 84757 20
97470 78 99^80 ji 01^08 64 03837 57 05946 5o
CMog/.(5)
02118 93 73063 48 5^491 38 45oa6 73 36356 45
6209 53 5887 19 5583 41 5394 II 5o3i 3i
CMog/„(5)
70660 63 70633 97 7OJ89 07
7o3oo 3o 70281 01 70262 64 70245 16 70228 52 69897 00
logr'
23097 q3 25oi6 86 27135 79
29354 72 31373 65 33492 58 356ii 5i
53563 95 54681 ^8 5G8oo 81 58919 74
6io38 67 65276 53 67395 46 69514 39
ANNÉES
rtrpét.
5 ; pour 100.
ANNfiBS.
logr'
02170 60 o'|3ji 00 o65 I I 80
i3o33 6 16194 3 i73(V| 8 ig.'i3S 4 31706 o
5fi435 C3 5S6o6 32 60776 82
78141 63 So3i2 23 82482 83 84653 43 868a4 04
CMog/.(5i)
84ooQ 88
75562 10 75326 57 75io3 70
CMog/.(5i)
23oa 95 2336 q8
8i5 II
328 07 3ii 37 294 64 378 7Î 363 60 0969 39
logr'
ANKÉES.
Parpét.
iS
as
5| pour 100.
ANNÉES
logr'
08888 8 uni
36666 53 38888 3iiio 33333
Il 10 8/|
IllIO 53
CMog/.(5|)
9,30706 03 9,24161 87 9,10393 80 9,i53oS 45 9,11754 i5
8,9i356 II
8,85350 45 8,84578 80 8,83858 II 8,83i84 38 8,83553 61
CMog/,(5i)
73014 16 73868 91 73825 97 73785 ao 73746 ôo
73610 is
logr"
3iiio 33333
46665 89 48888 10 5iiio 3i 53333 53 55554 73
64443 Si
ANNÊBS.
Perpét.
im
5 I pour 100.
logr'
02273 76 o/|547 02 o68ii a8
ii3G8 79
i3G43 55 15916 3i 18190 07 Qo/fOS 83 33737 59
aSoii 35 Q7285 I I 39558 86 3i832 63 3/|io6 38
47748 o3 5oo3a 60 53396 4^ 54570 31 56843 97
CMog/«(5i)
95999 76 94483 07 93091 la 91810 30
8358a 71 82041 58 81534 33 8io58 i5 80611 14
c'iog/,(5-:)
3857 87 38io 66 3775 64
logr'
88690 a8 40973 04 43346 80 455ao 56 47794 3a
5oo68 08 53841 84 5461 5 60 56880 85 59160 II
84174 46 86448 aa
06913 o5 09185 81 ii45q 56 18780 83 16007 08
ANNÉES
Perpét.
5 i pour 100.
ANNÉES
log r'
CMog/«(5i)
oaSiS aS o465o 4( 06975 7) og3oo g( ii6a6 a3
i395i 48 16176 7a 18601 97 Q0937 ai a335a /|6
35577 71 3790a 96 3oa38 30 3a553 44 34878 69
4883o 17 5ii55 41 53480 66 558o5 90 58i3i i5
èï
3oi4i 85 34543 48 19838 3i 15787 81 12376 54
o4oi4 H^ 01819 73 99887 09
9*og6 99
TjM 4»
C'log/.(5i)
ANNÉES
76968 55 76805 96 7665^ la 76510 5i 76883 64
iw 74/138 49
1840 00 4i65 35 6490 5o 88i5 74 5ii4o 99
Perpèl.
iK
5 1 pour 100.
ANNÉES
CMog/»(5-;)
;:'«og/.(5>)
logr*
ANNÉES
o,ii883 36
9,20op 16
0,21390 oS
0,33273 4i o,356âo 08
o,499»o ïa
8,Qo5o2 91
i,83oo3 76
0,68023 49 o,7i3oo 17
a,ii523 83
3,2io3o 5l
1 , i4o8o 27 I , ifi456 q4
l'erp^i.
5 1 pour 100.
ANNÉES
logr"
CMog/.(5f
CMog/.(5-î)
ANNÉES
0, 04856 08 0,07384 II 0,0971a i5
8,78370 3o 8,78141 86 8,78oao 75
I, 23839 9a 1,36367 96 i,3868d 90 i,3iii4 o3
0,14568 a3 0,16096 36 0,19434 3o o,ai853 34 0,34380 38
1,38*398 14 1,40836 18 1,43364 aa 1, 4668a 26
9,09763 3t 9,07068 33 9,o4655 88 9,02600 i5 9,oo655 60
I, 481 10 ao i,5o538 33 1,53966 37
Sj-je^oi 76 8,76843 04
i,6oa5o 48 1,63678 53 1,66106 66 1,67534 59 1,6996a 63
8,76794 nS 8,76749 33
8,76691 37 8,7^667 lÔ 8,76634 86
8,84413 53 8,83qo8 53 8,83437 38 8,83583 38
a,o3o65 16 a, 06383 ao
1,11689 73 1,14117 77 1,16345 81 1,18973 84 i,3i4oi 88
8,79li8 47 8,79333 67 8,79040 07
Perpét.
5 I pour 100.
ANNÉES
logr'
01 653 04 o4i33 38 06611 73 09091 06 II 570 40
CMog/«{5i)
7«99 39 45po3 q4
3o656 36 35124 87 20477 14 i65oi 70
i3o54 II
ioo3i 4> 07357 53
99168 88 97583 85 96138 II 948i5 41 93603 o5
92486 34 91458 sa 90509 02 89631 ]3 88817 95
85oia 57 84530 46 84060 73 83630 93 83338 85
CMog/.(5i)
logr'
ANNÉES
SI 333 5l 38oi 86 46281 20 48760 54
oo8a6 73 05785 41 08264 76 10744 10
38oi6 86
PerpcU
6 pour 100.
ANNEES
It
CMog/,(6)
oaSSo Sg o5o6i in 07591 no loiaa 35 ia65a 93
'""'^ y aoa4a 6
aa77
2ÙÔ00 87
3o367 04 3a897 6a 35428 ai 37958 80
40489 38 43019 92 /|555o 56 48081 i4 5o6ii 73
53 142 33 5567a QO 58ao3 49 60734 08 63a64 66
91101 II 9363 I 70 9616a a9 9869a 8 orja3
4 o5 0^284 63 0881 5 aa 11345 81 13876 39
16406 98 18937 5t ai/|68 i5 23998 74 a6539 33
57399 46oa8
oa53o 5
253 lÔ o5 30692 a8 ■6738 3o i3jii 71
io3oQ 5o oj655 68 00392 53 03175 i3 01368 01
83503 33 83 159 74 8a83f) 00 8a538 57 8aa57 04
81993 II 81745 57 8i5i3 34 81395 38 81090 77
80898 60 80718 09 8o518 49 80389 o 8oa39
01og/»(6)
779^9 '8 77951 01 77043 3i 8.'/7Si5 i3
logr'
▲KKÊBS,
54365 78 56896 36 59426 95 61957 54 64488 la
i58 30 83875 63 836 II
CMog/,(6i)
8,81606 G& 8,Hi485 38 8,81371 35 8,81364 40 8,8ii63 97
60606 53 63339 42 65873 3i 685o5 31 7ii38 10
00099 93 03733 83 o5365 73 07998 63 io63i 5i
i85oo 19 33795 98
5oia4 92
ANNÉES
Porpét.
6 I pour 100.
ANNiES.
log r'
fr
0^734 96 05469 gi 08304 88 10939 84 13674 80
3oo84 5 3a8iQ 5 3555^ 49 38380 45 41034 41
46494 3 49239 ao
51964 aS 54699 32
73843 94 76578 90 793i3 86 8ao48 83
CMog/«(6il
ii4n 77 08837 'J^
C'iog/,(6-;)
logr'
83587 53 83507 3i 83433 II 8236) 63 83395 53
535 19 5io 88
iZi
3qi 33 3^8 03 383 11 376 57 371 3f) 391 34
88ti 9»Vl
07857 oa 10591 98 16061 qo 18796 86
ai53i 83 34366 78 37001 7^ 29786 71 33471 67
ANNÉES
Perpél.
6 I pour 100.
ANNÉES
logr'
o85io
II347 '^ i4t83 94
17030 iZ
73756 5o 765q3 29 9430 07 33G6 86 85io3 65
93614 oa 96450 80 99^87 59
ioo§4 13471
i63o8 3a 19145 II 31981 90 34818 6
CMog/.(6f
31843 ^6 36467 41 31971 ^ i8iâ3 8 14840 71
C'log/,(6J)
845 II 37 84409 58 8^3i4 55 84335 70
84064 98 83993 35 83924 43 83860 89 838oi 46
835i7 10 83479 77 83|U 8a 83413 II 83381 49
83ii0
83o44 37 83o37 i5 83o3o 3q 83o34 06 83oi8 i3
8,83oi3 67 8, 83007 37 8,83oo3 5o 8782997 94 8,82993 66 8,82930 38
logr'
53i86 67 56oa3 36
Itlbi 46 84391 24
oi4ii 97 043^8 76
21369 40 34106 ao 36943 07
58i47 74 60084 53 63831 33 66658 II
.VNNÊES.
Perpét.
7 pour tOO.
aNITÊBS.
logr'
08719 II 658 i/iSor) 17535
03938 38 o.'iH^G 76 oS8i5 i3 11753 5i 1469' 89
17680 ao568 q35o^ 07
99Po4 84 02843 99
23'|ii 87 263 5o 2.| 29288 62 32227 00
35i65 38 38io3 76 41042 i3 43980 5i 46918 89
C'Iog/,(7)
iOoo3 79»
92717 o3 9ii3o 00 9» 588 47 91088 39 90626 18
869JÎ 86780 72 86628 48
CMog/.(7)
85èi7 o^ 85730 29 85649 39 86673 91
M5 an
84679 3o 84668 19 84667 81 84648 II
log /'
38oo8 60 4oq46 98 43886 35 46833 73
P«rp4L
ANNÉES
ÎO
log r'
o3i^o 85 oGvSi 69
i88'|5 08 Q1985 9a 25iq6 77
2]$fiÇi 3i 376()o 16 /|083i
5oa53 5339'!
8166a 01 8480a 85 879^3 no 91084 55 94aa5 39
9736C a 4 oo5o7 09 o3647 93 06788 78 09929.6a
CMog/„(7;
3a847 II 37^00 37 233 3o a3 19335 5i 10341 76
13576 o5 il i5a 40 09013 17
07! 1 o5'ii
II 3 56 ii8 10
03R98 aa O353o 60 01395 93 00178 08 99>63 44
93384 6a 9*2035 89 91604 8'4 91389 la 91106 65
90845 53 90604 04 9o38o 58 90173 74 8998a aa
CM0g/;(7^)
la i3
logr'
6oi83 17 63324 01 66/|64 86 69606 71 73746 55
a3ooo 10 a6i/Jo 94 39281 29
86817 oa 88967 87 92098 i-ï 96339 56 98380 41
ANNÉES
Perpét.
ANNÉES
log
ioo'i7 i3 13369 5o
aooS.'i
3ooSi 33/|23 76
i3 Si
53478 01 5G820 38 6oi6q 76 635o5 i4 66847 5i
CMog/.(8)
335o8 74 28346 49 24008 Gi 20433 63
So
CMog/«(8)
9» '74 95 91 no 22
9io5o 36 90995 00 90943 81
90416 tÀ
logr'
37308 66 /jo65i 04 43993 42 47335 79
97l7' 'ia 0081 3 80
JLMNÉES.
rerpét.
ifl
log r'
4ri69 i5
97308 8 oio5i 5
16033 i4 19764 79 33do7 44 37350 o 30993 7
CMog/,{9)
03/43 65 75470 61 5o665 73 48940 36 4iooS 93
^9?fi^ Il 33089 66
o3i87 94 02491 64 oi8(j3 5i 01293 33
oo3i9
CMog/„(9)
log r'
95i;33 58 95433 8i 95433 it
o2io3 09
283oi
3ao44 35786
Parpét
AKNÉBS.
logr'
I3/II7 81 IC
a/|835 61 38974 88 33ii4 i5 37353 4a 41393 69
538io 49
4ooi3 67 53i53 9^
Olog/„(io)
32387 16 3^963 I I 3ii5o 87
1874 I 68 16661 75 i4853 64 13272 77 ii883 91
io658 73 00574 i5 086 II 14 07753 82 06988 86
C'Iog/,(io)
9,00337 63 9,oo3o6 83 9,00378 85
logr*
00 130 86 oori8 04 00107 3o
OOOQT 53
oooàé 65
ooo55 o3
ooo5o o3 000^5 47 00041 34
ooo3i o5
00019 38 00017 53 000 id o3 00014 48 oooi3 17
00007 43 00000 76 00006 i^ oooo5 58 oooo5 08
0000^ 61 00004 19 oooo3 81 oooo3 47 oooo3 i5 00000 00
15341 9 iq38i 33
31799 o4 35938 3i 40077 5 44116 8 48356 II
3ii4i 48
97369 78 oi5oo o5 05648 3i 09787 58 r3926 85
ANNÉES
Perpét
12 pour 100.
ANNÉES
logr"
CMog/.(i2)
cMog./;{i2)
logr"
ANNÉES
3,5ioif 92
9,oSoi3 73
ai
9,386oo 95
,o5i5i jA ,10073 d4
9,i565i 8q 9,14754 aS
IS
0,98436 oô
,64 .il 3 37
9,io5ji 01
i,3iS88 66
9,iooo3 9C^
,83ooo 58 ,888i3 38
1 ,4'JV33 37
,33ii8 60
PerpéL
bis
2 pour 100.
ANNÉES
logr"
logr"
ANNÉES
i,3ii82 63
o,9o3oi 80
o,qaoii 84
8,35107 34 8,35ooj 4^
i,4ioVj 82
8,34705 28 8,3/)io 18
i,4iJ82 89
8,3i5io 2j
hWjV^ 9!)
«,3i4oi 46
8,31375 63 8,3i3jo 3i
8,3i3oi 20
8, 3 1 208 78 8,3ii86 83
I71 II
36113 i5 361 I 5 82 3'i389 II 36363 00 36337 49
36196 02 36174 27 36io3 00 36i32 22 36iii 90
36092 o3 36072 61 36oo3 63 3fio35 08 36oi6 9I
35999 ao 35981 87
35812 28 35828 46 358 il 9I 358oi 72 35788 79
logr"
ANN'ÎES.
5)579 4o 56510 73 57512 06 5.SI7S 3q
89401 90367 9i33o 92300 oô 93266 33
- Jl*'' -
2| pour 100.
ANNEES
logr'
o83ii o^
wjm 43
ou^ôj 8i
IlJiS 20
laGoo 59
136^2 97 IJ7Î5 àti i58i7 75 16890 i3 1796J 52
5ôi34 12
\oga
'127OJ 14
3oo2 29 IJ
Wl9 77
^0726 21 J0703 23 ^0680 83 4oM59 t)8 40637 68
4o5o2 66 4o'|85 24 4oVi8 25 4oi5i 68
4o'40'j .19 '|0389 39 io374 7«
4oa35;93
4oi84 37 40174 80 '40165 48 ^01 56 38 40147 5i
401 38 85 4oi3o 4* ^0122 16
4oii4 i4
logr'
,63oo2 7J ,64o-5 i'4 ,65i47 53 ,66219 91
,67792 3o ,68364 69 ,69^437 07 ,7o.)(Kj 46 ,7i58i 85
wl799 oï
,758'Ti 39 ,76943 78
,9^101 96 ,9.7it'| 35 ,962^46 74
*»99l^3 90 a,oo536 28 2,01608 67 2,02681 06
ANNÉES
lb8
3 pour 100.
ANNÉES
logr'
3ci'.>23 4'
4^498 /.'i — fi
591 81 6oVj5
5533o 42 566 li
TABLE II
CONTENANT LES LOGARITHMES DE (l H- /)"
Cette Table contient, pour les taux indiqués dans les colonnes verticales extrêmes et pour les valeurs consécutives de n comprises entre i et la inclusi-
vement, les logarithmes de (i 4- ty*, c'est-à-dire de la valeur acquise par 1 franc placé à intérêt composé au taux / pendant n douzièmes de l'unité de temps.
TAUX
poar 100
2 MOIâ
la
ooo36 01 00053 88 ooo58 34 0006a 00067
00071 67 00076 10 00080 53 00084 q5 00080 ôi 00093 78 00098 18 00102 58
00106 98 00 il I S7 ooii5 75 00130 i3
00141 94 00146 29 ooiSo 63 00154 97 00109 3o 00163 63 00167 95 0017a 2"]
00176 58 00180 88 00185 18 00189 ^1^ 00 19* 77 00198 06 oo?o-i 34 00306 61
002 10 83 00219 4* 00227 91 ooi36 40
oo3ii 89
o,ooo36 10
00283 8 00292 5 oo3oi 27 oo3o9 91 oo3i8 60 00327 26 oo33j 00
oo353 i5 oo36i 27 00370 ôj 00378 9 00387 00396 1 I 00^04 67 00413 22
00421 76 oo438 8a 00455 83 00472 80
00489 73 oo523 47
0021 5 00 0022S 3o 00241 ^8 00254 85 00208 10 ooa8i 33 00294 55 oo3o7 75
oo320 93 00334 10 00347 25 oo36o 39 00373 5i oo386 61 00399 70 00413 78
oo4ôi 00404 00477
00490 8^ oo5o3 8o oo5i6 80
00529 7^ 00542 65 oo555 55 oo5()8 44 oo58i 3i 00594 17 00607 ^*
oo632 65 oo658 22 00683 74 00709 20
00734 59 007S5 ai
oio34 82
oi23o 4^
k MOIS
TAUX
00286 67 oo3o4 40
00 180 00498 oo5i5 oo532 oo55o
oo58j 17 00602 5^ 00619 88 00637 21 00654 52 00671 80 00689 07
fi'/, G'U
TAUX
TAUX
pour 100
pour 100
0,00090 aS
0,00269 /\2 0,00991 6g o,oo3i3 93
o,oo3a3 3o o,oo35o o3 i
0,00376 7a o,oo4o3 38
o,oo/|39 5i
o,oo5oa 30 0,00537 84
o,oo336 i5
o,oo5oi 68
o,oo38o 5o
o,oo/|56 60
o,oo533 70 0, 00563 69
aV.
o,oo4o3 64
o,oo/|83 17
0,00644 aa
0,00^24 75 o,oo/|46 83
o,oo5o9 70
o,oo536 19
o,oo56a 66
o,oo58q 09 o,oo6iâ 49
o,oo5i3 91
0,00641 86 0,00668 ao
0,00840 ni
o,oo6a3 5i
0,00906 02 o,oio3o 97
o,oo85i 67 0,00877 75 0,0090'i 80
0,00731 46 0,00753 in 0,00774 85
0,01170 33 o,oi2o5 07
o,oio8J 80 0,01113 12
0,00796 5i o,oodi8 i4
ru
0,01 3oQ o3 0,0134s 60
0,01007 70 o,oio3j 60 1
0,01050 46 o,oio85 3o
0,01336 oA
0,Ol4l3 62
o,oi48i An
o,oi3a6 36
o,oi5i5 84
o,oi356 39
o,oi55o 16
o,oi386 39
o,oi584 45
o,oiai4 oa
o,oio33 06
0,01365 ag
0,01476 18 o,oi535 85
o,oi3i6 ^
0,01755 36 o,oiÔ33 3i
fiv.
o,oi6d4 79
o,Oiaa4 3a
0,OI7l4 o5
o,oio33 16
0;Oi949 73
o,oao5o 75
TÀI3Z
pour 100
0033iS 10
00484 95 oo5q5 04 oo565 00 oo6o5 07
006^5 01 oo68i 91
00734 7^ 0076/1 54 00804 ag 00843 90 00883 64 00933 24
lî
oio4i 75
OIO81 16
01 130 53 on 59 84 0119g II 01338 33
01377 5o oi3i6 63 01 355 70
oi3o4 74 oia33 73 01473 06 oioii 55 oi55o io
01 58g 30 01637 9^ 01666 66 01705 3a 01743 g3 01283 5o 01831 o3 oi85g 5i
01897 g4 oigT'i 67 03o5i 33 03137 59
03355 o3 oa5o6 78 03806 gg
o3io4 4^ o36gi 35
oo36o II 00538 8 oo583 00637 87 00673 3o
00716 68 00761 01 ooéoS 38 00849 4g 008Ô3 06 00937 2^ 00981 83 01035 83
oiii3 66 01157 5i 0I30I 3 01388 71 01375 93
oi5o6 ii oi54g 71 oi5g3 03 01 636 3g 01679 5o 0173a 6(i
01765 77 01808 S3 oi85i 84 oi8g4 80 01937 70 01980 56 03033 36
o3ii8 87
00396 i3 0059a 73 00641 73 oo6qo 65 007^9 53
00788 35 00837 11 oo885 80 00934 44 oog83 03 oio3i 54 01080 00 01 138 40
Ol33I 4>
01417 ^^ 01 46^ 58 oi5i3 5i
oi56i 3g 0160g 31 01 656 g7 01704 68 01753 33 0170g 93 0184^ 45 oi8g4 93
oiq8(
036g3 5i 0387g II
o45fi 65
00860 oa oogi3 21 oog66 33 oioig 3g 01073 3g 0113b 33 01178 18 o g8
01441 ^^ oi4<
oi5g8 oi65i 10
01703 33 01755 5o 01807 61 01859 65 oigii 63 oig63 55 0301 5 40 03067 ^^
02333 ai
03376 6*7 02A2S oA
Êït
TAUX pour 100
APPLICATION DE LA TABLE III ( page 59>
La Table III (pa(;o 50] donne dirrctcmcnt le lo{;arithme de (i •+■ t) pour des valeun très-minimes du taux r, de plus elle est snsc<'ptîl>1e d*une (grande application et pc.it, en cas de besoin, remplacer les Tables de lo(]^aritlime8 à 7 décimales.
§ ?^ — Logarithme de ( i -f /) pour tous les taux intermédiaires
non compris dans ta Table.
La troisième colonne contient les logarithmes h 8 décimales de tous les nombres naturels depuis looooi jusqu'à looioo; par exemple
lo(; 1,00074 = o,ooo33 126.
Mais si a < 0,001, on a, h 8 chiiTres exacts : lorj ( 1 h ) z= loff(i -+-«);
par exemple log i ,00000 74 r-. 0,00000 821 ,
log 1 ,00000 074 :^ 0,00000 o3a , loj; 1 ,00000 007 ~ 0,00000 oo3;
et, de même : lop ( 1 -h <» H- J — lo(j ( i -+- a ) 4- loç ( 1 h — — j ;
par exemple log 1 ,00074 74^ = log 1 ,00074 h- log i ,00000 7/1 h- log i ,00000 006,
ou, en uniiés du 8* ordre, :^ 82 isG
donc log 1 ,00074 7I6 = o,oooi'2 4Ô0, exact au dernier chtiTre.
§ 11. — ïlccheirhe du logarithme d'un nombre quelconque.
Pour obtenir le logarithme d'un nombre donné, on dirise ce dernier par le nombre exprime par ses deux premiers cluffrcs, puis on divise le quotient par le nombre exprimé par SCS quatre premiers chiffres (les deux quotients avec 8 décimales).
Or le logarithme du premier diviseur se trouvera toujours dans la première colonne, celui du second diviseur se trouvera toujours dans la deuxième colonne, et celui du dernier quotient s'obtiendra h l'aide de la troisième colonne.
Par conséquent, tout nombre dont on clicrcho le logarithme sera décomposé en trois facteurs dont on connait les logarlllimes, et la somme de ces logarithmes sera égale au logarithme demandé.
lixEMPLE. — 0/1 demande le logarithme de a =1 23,6191 3 5. Où a a = 25 x ■ »024 7C340, 1 ,0i4 76J40 = 1 ,024 X 1,00074 7^6;
et log 2D = 1 1 39794 o^ ^^^ colonne
log 1 ,014 — io3o 00 2' colonne log 1 ,00074 74^> — 32 45 3' colonne
donc log25,()i9i3j :^ i,.'|0SJG43
ij III. — recherche du nombre.
Le calcul du nombre correspondu »l h un logarithme donné est également simple : du logarithme donné on retranche celui de la première colonne qui s'en approche le pliii par défaut; puis, du reste, on retranche le plus grand logarithme possible de U deuxième colonne; ensuite on cherche dans la troisième colonne le nombre correspondant au second reste. Par conséquent, le logarithme donne est décomposé en trois logarithmes, et le produit des trois nombres qui leur correspondent sera égal au nombre cherché.
Exemple. — On donne logx = 1 ,4o856 l\S. On a log 25 = i|3979'i 00 :
10G2 45 log I ,oa4 — io3o 00 2' colonne
3j /|5o log 1 ,00074 7/17 = 33 4^0 3« colonne,
donc « =:25>< 1,024 X 1,00074 7 '17 =; 25,6191 35.
TABLE m
CONTENANT LES LOGARITUMES DE /, DE r, DE logr ET DE f I -] Y
Cette Table se divise en trois parties :
La première contient, pour les taux indiqués dans les colonnes verticales extrêmes, et croissant en général par huitièmes, les logarithmes à lo décimales de t et de r, et les logarithmes à 7 décioaales de logr, désignés par logV.
La seconde contient, pour les taux compris entre -^ pour 100 et 10 pour 100, et croissant par douzièmes, les logarithmes à 7 décimales de t et les logarithmes à 10 décimales de r, à Texception de ceux qui se trouvent déjà inscrits dans la partie précédente.
La troisième contient, pour les taux compris entre -^ pour 100 et 10 pour 100, et croissant par dixièmes, les logarithmes à 7 décimales de / et de r et les lo-
garithmes à 8 décimales de
V'^iooj
TAUX
pour 100
fV.
fV.
logi
17609 ijSqi 21085 336^3
5ii88 52827 5440G 55o3o 57403 58827
12547 00217 336io
logr
o,oiajo
0,01283 o,oi336 0,01389
o,oi44i 0,01494
0,01546 o,oi5^ o,oi6ji
0,02IlS
01718 20695 33167 3qi48 33654 31701 i83o5 98482
72247 39616 oo6o3 55236 03498 45436 81054 10368
mil
7,63562 18 7,8io63 85 7,845i3 27
8,^68îo j6 8,49704 Ô7
TAUX
TAUX
poBrIOO
logr
iogi
\Ogl
logr
TADX
ponrlOO
o,ooo3G i-,Çii
6,9108. BS
o,ooo;i 3ïJi6
o,on5é 58179
13 li
o,ooî5î 60140
VX
8,i61:{ il
8,83.'ie3 16
o;oi9Ô4 54;o3
0, 00895 484«7 OpOogSo gii-ii
8,B5oi3 77
o,o3oÔ5 97115
oJoioÎT i63r,a
8,3sii; 68
o,oî.7Î 49161 O,o3io3 iiG^O
7 l'pt
8,4.ai8 04
0,0.143 nlGiâ
8,8S4Go G6
o!oii,3 3g.3G
S;glUJ
O,o3îo8 85ïil
oi3i8 84536
8,4Sgoi oS
oioi5i8 98816
o,o357É 3.Gn7
o.cbSi ^.313
o,o3eo9 63/(33 0.03676 Tq3on 0,03709 4il.S
o,oir.33 67963
TO. SB
0,037,5 84oo5 o,o38og 00I96
3,9611. li
0,018. 1 3oSi8
i^pis
8 661.8 -l B.eGnoo 63 8, 68414 63 8,69167 08
o.ojSi, . 6431
sianlSi!
&lt
r = 1,7181s 1S184 SgoiS,
A = lo(!r = o,434J9 41»'9fî'5,,
I = loc.o = i,3oii8 50919 9io56,
1obA = 9,63778 43ii3 0053;.
.aiiA »5
.ii3Qi7 7i)iH 13 .391 31 46TÎS0 ;609i3
.38011 11 ,3gmloo ,4'Sq7" ,43i3ttî8
SoSiSoo
,5i8ii39 ,5314789 ,544n6Sa
P9 70 il 11
^75' 5i8oS
llBlTl
io36 r3
I3i5a .iSgS
17 368 17801 i8î37 ■ SG71 19 to5* ■9339 '9 073
».(»ii) •
a3i5 15 ilGG 39
961145 »6S3 33 16g j 16 17Î496 77571 éi64i Î8S7 i3 iHu7 77
3*11 7S 34G1 85 35oi 03 35ii97 3581 98
1,75587 4g <,7GJ43l<o 1,77083 3(
S,8.ior34 8,8.9Si3g 8,81607 48 8,B3i5a39 8,83884 91
8, 84 Son Sa 8,85ia5 83 8,a5;33 »S 8,86331 19 8,86gi3 17 8,87506 i3 8,88081 3G 8,8864907 8,8910946 8,89761 ;i
8,9010900 8,9a8'|8 5o 8,91 38[ 3g 8,9190781 8,9141793 8 , 9194 1 Si) 8,9344985 8,93951 93 8,94^3817
8,951i4 ï5 8.9590] I ' 8,96:178-, 8,9f.8i8 jg 8,9731129 8,9757138
8; 98677 "7 8,99<îi6i 8,99563 5]
CONTENANT LES LOGARITHMES DES NOMBRES Q,, Q^ P,, P^, P« ET P
Cette Tublo conlient, pour tou^ les taux inscrits dans les lignes verticales extrêmes, les logarithmes à 7 décimales des nombres Q, et Q,, ainsi que ceux des nombres P,, P,, P^, P,,.
Les nombres précédents sont définis par les formules suivanles :
p -_!i_. p -_ïî
Les logarithmes do ces nombres doivent ôlre pris dans les lignes horizontales conespondanlcs au taux t.
TAUX
pour 100
logQ.
logQ^
logP,
logP,
logP.
TAUX pour lUO
00054 sS
00049 Ti 00099 3a
oooSi 43
ooiai 70
00081 ao
ooioS 17
ooa44 ai 00364 56
00396 76 oo3ii ^3
oo'iCîj 96
00188 72 ooaoa 10
oo3i4 46
oo3o5 a4
oo3o3 12
oo3a5 58
oo333 17
oo33o 1 1
00343 ao
aV.
oo3()6 36
oo4o3 5i
ooi55 60
00383 ai
aV,
aV
oo4o6 94
oojjn3 18 oo/|33 i3
îiV.
•aV.
oo'i47 fi'
00295 54 oo3o8 84
oo3ii o3
oo5i4 33
oo565 64
oo33{ 5i
oo536 4^
oo558 49
oo35i 41
oooaa 61
oo5So 55
oo3G^ 90
oo3Gi 88
oo563 37 00583 08
oof)46 58
oo63o 57
oo65o 89
oo54i 36
ooi4i 09
oo'|54 a5
00756 aa
oo83i 60
oo'|S5 85
oo'|8o 5',
4 Vt
ooSii 7^ 00843 54
oo5i3 69
oo5o6 77 oo5i9 87
00536 lu
VU
oo8i3 44
oo53a 96
oo3ô3 91
00818 ai
oo5J9 11
OOj53 33
oo385 30
iiV,
on 18 49
oii65 95 01 31 3 35
oo663 ai
0091)3 57 oio33 34
oiio3 5o
cv,
cv,
Cl 097 74
oi3o7 86
oii38 33
01333 37 oi3i7 84
oiai9 5i
00860 oa
oi3oo 67
oi4o3 07
oi4i6 09
la
oia83 73
la
LOGARITHMES DES LOGARITHMES DES NOMBRES NATURELS DE C A
Les trois Tables que nous allons présenter ne font pas partie de l'Ouvrage anglais dont nous avons donné la traduction; elles ont été retrouvées dans les papiers de Fédor Thoman, ainsi que les qualre pnges servant de supplément à la Table 1.
TABLE V. — Logarithmes des logarithmes des nombres naturels
de i à loo.
log'a
9] 9» 779 Wp»
ii4 3873
lai
181 4188 i85 II 10 1886664 192 0940 195 4o(9 198 5076 201 6878 204 6788
63oo
log'a
a32 3786 234 5i8i 236 6068 238 6.466 24 6jq8 2^2 588i 244 4^36 246 3d77
25t ni85 a 53 \3qq
3oo
3oi
i3i7 i552 16S6 i63i o3oo
ft
ET CROISSANT PAR CENTIÈMES
1° lOg/', 2" /•*.
TABLE VI. — Contenant t pour tous les taux compris entre a et 3 pour loo et croissant par centièmes :
I® logr, a» #•».
lé
logr
0,009 0257 431 0682 762 1108 061 i533 3iç iq58 53d 2j83 710 2808 643 3233 934 3658 983 4o83 992
9«8o 847 9605 3iâ
1727 oo3
i,o5o oiooo 2i5o4 42001
i,o5o 83ooi i,o5i o3Jo4 34009 44516 85536 i,o53 o6o4q 26564 47081
it
logr
8q33 lii 9366 647 9780 122
1896 876 2330 io3
0775 956 i6ao 680 2042 960 2466 200 2887 398 3309 6d6 37^1 672 41 63 748
i,o3oo
TABLE Vil
P1IÂSET<TANT, POUR TOUS LES TAUX COMPRIS ENTRE j ET 12 POUR lOO,
ET GROISSA^rr PAR HUITIÈMES :
i" r, 2*»r», 3" log(i-+-r).
?io.
TABLE VIL — Présentant, pour tous les taux compris entre Va et 12 pour loo et croissant par huitièmes :
i^r, 2« r», 3Mog(i4-r).
TACX
oo5
OII25
0025 01 5620 0075 140625 0100 35 0125 390625 oi5o 5625 0175 765635
08^2 oi5625 0868 0625 0894 140625 0920 25 0946 390625 0972 5625 0998 765625
io5i 265625 1077 5625 iioj 890625 ii3o 35 II 56 640625 II 83 0625 1209 5 I 5625
log(n-r)
3oi 3oi 3oi 3o3 3o2 3o2 3o3
3oi4
4()6i 735o oo56
309 8962 3io 1621
3 10 42^8 3 10 69^3 3io 9087 3ii 2339 3ii 4890
3ii
637 oi5625
691 oi562j 718 0625 745 140625 772 25 799 390625 826 5625 853 765625
25i6 oi5625
log(i-+-r)
TACX
loV,
loV,
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