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Théorie des nombres irrationnells
La nécessité s'impose, au début de tout cours d’Algèbre supérieure ou d'Analyse, de définir avec précision les ._ nombres irrationnels, et de montrer rigoureusement que
les règles de calcul algébrique, démontrées en Al bre _ élémentaire pour le cas des nombres rationnels, s’appli- _quent encore aux nouveaux nombres. Les procédés em-
_ ployés pour faire cette extension sont nombreux, et peulêtre s'étonnera-t-on d'en voir publier un de plus. Toute- _ fois, un simple coup d'œil jeté sur le sommaire du présent Désnmee montrera, je pense, que mon plan diffère assez _ notablement de ceux qui sont généralement suivis. Sauf | erreur de ma part, ce plan est nouveau ; Je dois tout “à abord essayer de le justifier.
_ Les méthodes courantes pour l'introduction des nombres irrationnels se rattachent à deux principales : l’une ; epose sur la notion de coupure, l’autre sur la notion de suite convergente; dans l’une et l’autre, une fois les * nombres irrationnels introduits, on se préoccupe immé- * diatement de leur étendre les quatre opérations arithmé- … tiques. Je procède différemment à cet égard : j'ajourne ‘+ l'étude de ces quatre opérations, sauf la différence, à
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INTRODUCTION
laquelle je fais une place à part, parce qu’elle joue dans toute la théorie un rôle prédominant, comme une simple réflexion le montre : la notion de différence est en effet la forme précise de la notion vague de rapprochement, de voisinage, qui domine nécessairement toute étude où il s’agit du continu ; or, le rôle des nombres irrationnelsest précisément de servir à construire le continu,en comblant les lacunes que présente l’ensemble des nombres rationnels. L'ordre classique des quatre règles : addition, sous- 1 traction, multiplication, division, qui est le seul logique
en arithmétique, ne s'impose plus lorsqu'il s'agit des
nombres irrationnels. Au contraire, en me bornant,
comme Je le fais, à définir la différence (V), J'ai tout ce. qu’il faut pour établir le célèbre théorème de Cauchy (condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite ait une limite) ; à l’aide de ce théorème et de quelquesautres analogues (VI), j'établis, sous le nom de principe d’extension (IX), une proposition générale d’où résultent comme
cas particuliers les définitions de la somme, du produit, du quotient de deux nombres [ainsi que, un peu plus loin (XIH), la définition de a‘]. Ces notions se trouvent |
ainsi définies en bloc, et, ce qui est plus important encore, la justification des règles de calcul algébrique se fait également en bloc (X), au lieu d’exiger un raison-
nement spécial pour chaque règle.
D'ailleurs, la notion de différence elle-même n’estpas indispensable pour définir la notion générale de limite. C'est là un fait masqué par l'habitude invétérée d'écrire: x—e, x+e, Jà où il suffit de dire : tout nombre inférieur, tout nombre supérieur à x. Cette remarque n'a pas à
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& seulement, à à mon avis, un simple intérêt de curiosité :
certains raisonnements sur les limites me paraissent plus ca faciles à saisir en adoptant la forme de définition que je Re donne au $ 42, basée simplement sur la notion d'ensemble
15 Dans Je même ordre d'idées, je crois avantageux de \ définir les bornes supérieure et inférieure d’un ensemble, “4 _ immédiatement après avoir défini les nombres irration- 4 nels. Cette manière de faire permet de substituer tout de … suite et définitivement à la notion de coupure la notion
| Nplus générale et plus maniable de borne d’un ensemble:
Fe on remarquera que, après la Section Il, il n'est plus fait
ete
_ aucun usage de la notion de coupure sous sa forme primi- Sra:
_ tive.
_ J'estime enfin qu'il n'y a pas intérêt à ajourner la défi- _nition d’un mot, lorsqu'on se sert déjà depuis longtemps de la chose que ce mot représente: c’est pourquoi j'intro- _duis le plus tôt possible les notions de fonction et de con- _ tinuité (VII). La notion de fonction est déjà impliquée dans la notion d'opération, et rien n’oblige de considérer . les fonctions d’une seule variable comme plus simples _ que les fonctions de plusieurs variables; c'est plutôt le contraire qui est vrai, car la première fonction que chacun a vue, c’est la somme de deux nombres entiers.
En définitive, je me suis efforcé d'ordonner les diffé- | rentes matières que je traite de manière à éviter les redites el à n’utiliser aulant que possible, comme propo- | sitions intermédiaires, que des théorèmes ayant leur
pre marquée en mathématiques.
_ Je me suis placé au point de vue de l'Analyse pure;
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4. Rappelons les propriétés suivantes de l’ensemble des nombres rationnels : é
1° De deux nombres rationnels différents, l’un est plus petit que l’autre; si a, b, c sont trois nombres rationnels tels que ab, b<c, ona ac. Ces faits s'expriment en disant que l’ensemble des nombres rationnels est ordonné.
2° a étant rationnel, il y a une infinité de nombres ration-
nels inférieurs à a, et aucun d’eux n’est supérieur à tous les autres ; il y a une infinité de nombres rationnels supérieurs à 4,
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et aucun d’eux n’est inférieur à tous les autres ; si aet # sont rationnels et si a <b, il y a une infinité de nombres rationnels c telsque a <c<b.
2. On dit qu’on effectue une coupure dans l’ensemble des nombres rationnels si l’on partage cet ensemble en deux classes telles que tout nombre de la première est inférieur à tout nombre de la seconde. Il ne peut se présenter alors que l’un des. trois cas suivants :
4° Dans la première classe existe un nombre supérieur à tous
les autres. Soit a ce nombre : tout nombre de la première
classe est < a. Tout nombre de la seconde est > a, puisque a est de la première.
Un nombre rationnel < a ne peut faire partie de la seconde classe, sans quoi il serait >> a; donc il fait partie de la première. |
Ainsi, la première classe est l’ensemble des nombres rationnels < 4; par suite, la seconde est l’ensemble des nombres rationnels > a : elle ne contientipas de nombre inférieur à tous les autres.
20 L'hypothèse du cas 1° n'est pas réalisée, c'est-à-dire qu'il n'y a pas dans la première classe de nombre supérieur à tousles autres, mais On suppose qu'il existe dans la seconde un nombre a inférieur à tous les autres. On reconnait que la première classe est l’ensemble des nombres rationnels << a, la seconde est l’en-, semble des nombres rationnels > a.
Les cas 1° et 2 sont évidemment réalisables.
3° Aucune des hypothèses 1° et 2 n’est réalisée. C’est donc que la première classe ne renferme pas de nombre supérieur à tous les autres, et que la seconde ne renferme pas de nombre inférieur à tous les autres.
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Rangeons dans une première classe A les nombres négatifs, nul, et les nombres positifs x pour lesquels x? <<2, dans une seconde classe B les nombres positifs x pour lesquels x? >> 2. On a effectué ainsi une coupure, car tout nombre
_ rationnel fait partie de l’une des deux classes, et tout nombre
de À est inférieur à tout nombre de B.
[I n’ya pas dans À de nombre supérieur à tous les autres,
c’est-à-dire que si x appartient à À, on peut trouver dans A
un nombre x > zx. Il suffit évidemment d'examiner le cas où æ estpositif. Ona 2? <2; prenons « rationnel et positif tel que e<Z2—x?; on peut trouver æ > 0 telque x°?<2 avec 2—zx?<e On aura 2—x?<Ee<2— x, d'où ma, x >, et x! appartient à À.
De même, il n’y a pas dans B de nombre inférieur à tous les autres, car si æ appartient à B, ona x? >92; soit e rationnel tel que 0<Le<ax— 2; on peut trouver x tel que
a?>2 avec x?—2<e,, d'où x?—2<x—92, d’où x'<zx, et zx appartient à B. ;
_ On peut réaliser le cas 3° de telle sorte que, a et à étant deux nombres rationnels donnés (a <b), a fasse partie de la première classe et à dela seconde. Remarquons que, dans l’exemple précédent, 0 fait partie de A, 2 fait partie de B. Cela posé, ran-
géons dans une classe A’ les nombres rationnels x tels que
is fait partie de À, dans une classe B’ les nombres ra-
n fait partie de B. Comme il y a
_ équivalence entre les conditions
2(x — a) Le 2(x' — a) ;
NE FE FES PAR
_ on voit que tout nombre de A’ est inférieur à tout nombre
de B', qu'il n’y a pas dans A’ de nombre supérieur à tous les
5 à autres, ni dans B’ de nombre inférieur à tous les autres; de _ plus, A’ contient a, B’ contient b.
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4. Quand une coupure remplit les conditions du cas 3°, on convient de dire qu’elle définit un nombre irrationnel À, qui est, par définition, supérieur à tous les nombres de la première classe, inférieur à tous les nombres de la seconde.
Nous dirons que l’ensemble des nombres rationnels et irrationnels constitue l’ensemble des nombres réels ou, simplement, des nombres.
En résumé, une coupure étant effectuée dans l’ensemble des nombres rationnels, il y a un nombre réel auquel tout nombre de la première classe est inférieur ou égal, et auquel tout nombre de la seconde classe est supérieur ou égal. Nous dirons que ce nombre est défini par la coupure considérée.
5. D’après la définition du nombre irrationnel }, on reconnaît que, si a et b désignent deux nombres rationnels :
Les conditions a<, }<b entraînent a <b:;
Les conditions a<b,b<?X entraînent a <);
Les conditions Àa, a<b entraïinent À <b.
Si a<), il y a des nombresrationnels c (en nombre infini) tels que ac < X.
Si ax, il y a des nombres rationnels c (en nombreinfini) telsque A<c <a.
6. Soient deux nombres irrationnels à et \'; soient À, B les première et seconde classes correspondant à X, A’et B' les première et seconde classes correspondant à \. Il y a trois cas possibles :
1° À et A’ sont identiques ; il en résulte que B et B' sont aussi identiques. Les nombres À et \ de définis par la r mêmecoupure; nous dirons qu’ils sont égaux : Ati
2° Il y a dans A’ un nombre a qui n’est pas contenu dans A. Ce nombre appartient à B et n'appartient pas à B’. Tout nombre de A est inférieur à a, qui appartient à B, et comme a, appartenant à A’, est inférieur à tout nombre de B', il en résulte que tout nombre de A est inférieur à tout nombre de B'. Par suite, A et B' n'ont aucun élément commun ; tous les nombres de A
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font partie de A’, tous les nombres de B' font partie de B. Un
nombre rationnel x ne peut se comporter, par rapport à À et À’, que de trois manières :
L. x fait partie de À, par suite de A; on a
Dre À P'ERRRT IL x fait partie de Bet de A';0on a De ESA
Cette catégorie comprend au moins le nombre a: elle com-
prend une infinité de nombres, car il y a, dans B, dont fait
partie a, un nombre <a, soit b; tous les nombres rationnels compris entre b et a font partie de cette catégorie. IL. + fait partie de B', par suite de B; on a | LES DES Par définition, nous dirons qu’on a Fa AE) pi yadans À un nombre qui n’est pas contenu dans A’. Ce cas ne diffère du précédent que par ce que les rôles des nombres À et l’ sont permutés ; nous dirons qu’on a AC N De cette étude et des définitions données, il résulte que, si À et X sont deux nombres irrationnels :
Pour que À =), il faut et il suffit que tout nombre rationnel inférieur à l’un de ces nombres soit inférieur à l’autre ; Pour que AW, il faut et il suffit qu’il existe un nombre
rationnel a tel que À <a, D'UN
7. L'ensemble des nombres réels est ordonné, c’est-à-dire que,
si À, um, v, sont trois nombres réels tels que LH BY, on a Fe?
Ces faits se trouvent établis : 4° dans le cas où les trois nombres sont rationnels ($ 4) ; 2° dans le cas où un seul des trois nombres est irrationnel ($ 5); 3° dans le cas où le nombre intermédiaire est rationnel, les autres étant tous deux irrationnels ($ 6) ou non ($ 5). Dans le cas général, prenons deux
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nombres rationnels a, b, tels que Pa, SON ALILES HaEh Fa: b y.
De au, up<b, ondéduit a<b.
De ab, b<v, ondéduit a<v.
De Aa a<v, on déduit 1< v.
Entre deux nombres réels différents existent des nombres rationnels; cela est vrai quand les deux nombres sont rationnels ($ 4), quand l’un des deux est rationnel et l’autre irrationnel ($ 5), et enfin quand ils sont tous deux irrationnels ($ 6). Entre deux nombres réels différents existent aussi des nombres irrationnels : on prend d’abord, entre les deux nombres donnés, deux nombres rationnels a ét b; le second exemple du $3 montre qu’il y a entre a et b un nombre irrationnel.
8. Les nombres irrationnels supérieurs à O sont dits positifs, ceux quisontinférieurs à 0 sontditsnégaltifs. Soit À un nombre irrationnel positif; soient À et B les première et deuxième classes correspondantes. Appelons A’ l’ensemble des nombres opposés (‘) à ceux de B, B' l'ensemble des nombres opposés à ceux de A : on a ainsi une coupure, la première classe A’ n’a pas d’élément supérieur à tous les autres, B’ n’a pas d’élément inférieur à tous les autres ; il y a donc un nombre irrationnel \' supérieur aux nombres de A’, inférieur aux nombres de B. Comme 0 est contenu dans À et par suite dans B', À’ est négatif. Nous dirons que X est le nombre opposé à À. On écrira
APTE À = —W; on dira, comme pour le cas des nombres rationnels, que à et ont pour valeur absolue commune 1 :
[Al =IX| =). ) Il est évident que À—u entraine —1=—4"n, que : | A<[p entraine —p<—à, quels que soient À et p.
(‘) On emploie aussi l'expression « symétriques », ou encore « égaux et de signes contraires ».
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9. Soit E un ensemble quelconque de nombres réels. Un PE | nombre rationnel a peut se comporter, par rapport à E, de À D. manières :
_ 1° a estinférieur ou égal à un nombrede E,;
1e 2° a est supérieur à tous les nombres de E. _ Ilya certainement des nombres rationnels vérifiant la con- . dition 4°. Si aucun nombre rationnel ne vérifie la condition De 2, c’est qu’il existe dans E des nombres supérieurs à tout % Do rationnel (et par suite à tout nombre réel) ; nous dirons me _ alors que E est 1llimité supérieurement. _ Dans le cas contraire, l'ensemble E est dit borné supérieurement ; les nombres rationnels se partagent alors en deux classes, 4 la première composée des nombres vérifiant 4°, la seconde com- | posée des nombres vérifiant 2; ce partage constitue une couna pure, car tout nombre de la première classe est inférieur ou égal à un certain nombre de E, lequel est inférieur à tout nombre de la seconde classe. Le nombre réel M, défini par cette coupure ($ 4),est dit la borne supérieure (*) de l’ensemble E. Ii possède les deux propriétés suivantes :
1° Tout nombre de E est inférieur ou égal à M.
_ 2° Si À est un nombre inférieur à M, il y a dans E un nombre supérieur à À.
La propriété 1° résulte de ce qu'il est impossible qu'un
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telque «> a>M appartiendrait à la seconde classe relative à M, tout en étant inférieur à un nombre de E, ce qui est impossible. La propriété 2° résulte de ce que, si À <M, un nombre rationnel b tel que À << b<M appartient à la première classe, donc il y a dans E un nombre supérieur ou égal à b, par suite supérieur à À.
Ces deux propriétés ne peuvent appartenir qu'au seul nombre M, car un nombre inférieur à M ne vérifie pas de, un nombre supérieur à M ne vérifie pas 2°.
De la double propriété caractéristique du nombre M résultent les conséquences suivantes :
Dans le cas où l’ensemble E contient un nombre plus grand” que tous les autres, M est égal à ce nombre.
Si E; est un ensemble contenu dans E, la borne supérieure de F1 est inférieure ou égale à la borne supérieure de E.
Si tous les nombres d’un ensemble E sont inférieurs ou égaux à un nombre À, ilen est de même de la borne supérieure de E.
Un nombre quelconque À est la borne supérieure de l’ensemble des nombres inférieurs à 2. ;
On établit de même les propositions suivantes
Étant donné un ensemble de nombres E, ou bien il y a dans : E des nombres inférieurs à tout nombre réel, l’ensemble est dit alors t{limité inférieurement ; ou bien il y a des nombres inférieurs à tous les nombres de E, qui est alors dit borné inférieurement. Dans ce second cas, il existe un nombre m qui est dit la borne inférieure de E, et qui est caractérisé par la double
propriété suivante : 2 1° Tout nombre de E est supérieur ou égal à m ;
2° Si À est un nombre supérieur à m, il y a dans E un nombre inférieur à À.
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Si E contient un nombre plus petit que tous les autres, m est égal à ce nombre.
Si E; est un ensemble contenu dans E, la borne inférieure
de E, est au moins égale à la borne inférieure de E.
Si tous les nombres de E sont supérieurs ou égaux à un nombre A, il en est de même de la borne inférieure de E.
Quand un ensemble est borné à la fois supérieurement etinférieurement, on dit qu'il est borné.
41. Au lieu de dire qu’un ensemble est illimité supérieurement, nous conviendrons de dire qu’il a pour borne supérieure -@æ; et de même nous dirons qu’un ensemble a pour borne inférieure —, s’il est illimité inférieurement. Tout se passe alors comme si, à l’ensemble R des nombres réels (que nous appellerons nombres finis), on adjoignait deux éléments : l’un, +, supérieur par définition à tout nombre réel ; l’autre, —, inférieur à tout nombre réel. Nous dési-
gnerons par R' l’ensemble R augmenté des éléments +0,
—œ, qui seront dits nombres in/inis et seront considérés comme opposés l’un à l’autre ; d’après les conventions faites, R' est ordonné. Nous considérerons quelquefois des ensembles pouvant comprendre des éléments quelconques de R’. On peut dire à ce sujet qu’un ensemble d'éléments appartenant à K' a toujours une borne supérieure et une borne inférieure, qui sont
des éléments de R'. Le mot nombre, employé seul, signifiera un
.uombre fini.
Nous considérerons des suites infinies de nombres telles
que (4) Mi Ua) TT URSS
On dit qu'une telle suite a pour limite le nombre X (ou encore que u, tend vers À quand n croît indéfiniment) si, quels que soient les nombres X et }" satisfaisant aux conditions
O Ms Van il y a un entier p tel que, pour n>p, on a (3) ) UP PQ
Nous donnerons quelquefois une portée plus grande à la notion de limite, en supposant que À peut être un élément quelconque de R’ ($ 11): ainsi, À peut être égal à <+c (auquel cas il n’y a pas lieu de considérer de nombre À”), ou à — (auquel cas il n’y à pas de nombre \).
Nous dirons que la première définition correspond au sens ordinaire du mot limite, et que la deuxième définition corres-
pond au sens étendu. Le mot limite, employé seul, sera entendu
dans le sens ordinaire.
43. Suites non décroissantes. — Considérons le cas particulier où la suite (1) est non décroissante, c’est-à-dire où l’on a
U LU K KUn K°°
Soit À la borne supérieure de l’ensemble des nombres de la
suite. Je dis que la suitea pour'limite À (sens étendu). En effet, si >>}, les u sont tous inférieurs à \'; si N<£AÀ, l’en-
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_ semble des w, contient au moins un nombre supérieur à X,
tous les nombres de la suite qui suivent celui-là ont la même _ propriété; donc la condition (3) est vérifiée quand n dépasse
| Nine certaine valeur.
Si les uw, sont tous inférieurs à un certain nombre À, on
_peut affirmer que la limite À est un nombre fini, au plus égal
à À; dans le cas contraire, À est égalà oo.
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ns # Suites non croissantes. — De la même manière, on reconnait _ qu’une suite non croissante, soit | "a
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pre pour limite sa borne inférieure À; si les w, sont tous supéde _rieurs à un certain nombre, À est fini ; dans jé cas contraire, À est égal à — oo. à
Fu (1) U;, Us, CELLES) VAE ...
_ Désignons par M, et m, les bornes supérieure et inférieure _ de l’ensemble des nombres
EPL Re PS FARTCE PURES | | !
M, ?7M>--ZMZ.… à PEL PCR À Pt RU
. Tous les nombres M, et m, appartiennent à R'; soient M la
nombres m,. Re _Jedisqu'ona MZ>m. Car si on avait M<m, il y aurait unnombre À telque M<A1<m; pour certainesvaleurs de n, onaurait M,<2<m, d'où M,<m,, ce qui est | povabl.
M est dit la plus grande limite de la suite (1), m sa plus petite Rue Le nombre M a les propriétés suivantes :
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1° Si a>M, les nombres de (1) sont tous, à partir d'un certain rang, inférieurs à a;
2% Si a<M, il y a, quel quesoit », unentier n>p tel que uw, > a.
Cette double propriété ne peut appartenir qu’à un seul nombre ; elle caractérise donc le nombre M. De même, m possède la double propriété caractéristique suivante :
1° Si a<Zm, les nombres de (1) sont tous, à partir d’un certain rang, supérieurs à a ;
2Si a>m, il ya, quel quesoit p, unentier n>p tel que .u, < a.
45. Dans le cas où la suite (1) a une limite (sens étendu), soit . À, jedisqu'ona M—m—1. Eneffet, si À’ et }’ sonttels que N<A<, quand x surpasse une certaine valeur p, ona
NE ere NE d’où V< M, SM, <<}, et aussi XV << m<M < }”.
On voit que M et m sont au moins égaux à tout nombre W, par suite aussi à la borne supérieure À de ces nombres ; de même ils sont au plus égaux à la borne inférieure À des nombres }”. Donc M=m=\. f
Réciproquement, supposons M—m. Posons M—m —A. Soit A<T1=m, ÀZ>A—=M. Quand n dépasse un certain entier », on a
M, <X, Mn > À, et, par suite, À Un LX”,
ce qui montre que la suite (4) a pour limite À,
” jp x
ET la condition nécessaire et suffisante pour que la suite @ ait une limite (sens étendu) est qu'on ait M—m, et cette _ valeur est alors la limite.
rite
ve y A . . . . . . .
“ On reconnaît ainsi que la limite, si elle existe, est unique.
| La condition nécessaire el suffisante pour que la suile (À) ait " une limite (finie) est que les nombres M et m soient éqaux à un + _ même HUE fini.
Uni pour limiter, ni suite l'E > —Uns ... à pour limile (—X). (Car, # soient aetB telsque a<—À<8B; ona($ 8) —P<LA<—0; _ donc, quand n dépasse une certaine valeur p, on a de | LISE d’où résulte a<—u,<5; cela exprime que (—u,) tend vers (—)).
_ Dans les mêmes por la suite |[w|, Pal PILE
Ado Si À —0, soit <>0; quand n surpasse un certain
ca _entier p, ona RAT EaeN dou 0 lus | ee
20 Si À>0, quand n surpasse un certain entier p, on a u,>0, et par suite le nombre [u,|—"u, tend vers
E Si A0, Ro n surpasse un Certain entier p, on a u<0, et par suite le nombre [u,j=—u, tend vers
_ BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS
VALEURS RERO REUS D "UN S NOMRE
VALEURS APPROCHÉES D'UN NOMBRE
47. Soit À un nombre, soit « un nombre rationnel positif. Cherchons à comparer À à tous les nombres na, (n étant u entier positif, nul ou négatif), soient
(4) RES AN EE PART | REC Ps. CAS Par DE
Prenons a 1
pour lesquels p<n<gq; ils sont en nombre fini, le premi Tr
est inférieur à , le dernier est supérieur à À ; parmi ceux qu
sont inférieurs ou égaux à À, prenons le plus grand, soit na
le nombre suivant (n—+1):, est supérieur à À. Aïnsi, on (2) na SA <C(n + 1A)z,
et il y a une seule valeur entière qui, mise à la place de vérifie les conditions (2). Les nombres na, (n +1), ainsid finis, sont les valeurs approchées à « près, par néjas el p excès, de À. As
Si on remplace « par un nombre « tel que
IUION. JE ol
>" \ + Ve.
« MN, 4 n'"' 121 A
VALEURS APPROCHÉES D'UN NOMBRE k étant entier et > 1, on reconnait que dans la suite qui remü P lace Qi soit Per CR —d, 0, «, 2%,
î figurent les termes de (1), en particulier na et (n+1)z,
sorte que la valeur approchée par défaut à « près de X, . est au moins égale à na;
de même, (n'+1)# est au de _égalà (n +1).
ae
: 4 da ‘1 7#SRR d, ... tels que les quotients —; DRE j PAS ee 2 3 ki, ka, Es f 1 D (On peut prendre par exemple «4, — cité D ans ces conditions, «, tend vers O quand n croit indéfiniment, car
_ soient des entiers supérieurs E a
(ESS IS UE vue
UZ V2 y Pièces
LE br
Un — Un = Une
i on désigne par x la borne supérieure des Us par v la borne inférieure des v,, on déduit de (3) :
: 4100 uv.
ee,
“as
#4 « DEÇR
A Lait €
_ dis qu’on ne peut avoir p<v,. car alors soient deux
VALEURS aPPROCRÉES D'Ur UN NOMBRE À nombres rationnels a, b, tels que u<a<b<v; prenons n assez grand pour que œ D Le:
On a th Un LA<b LV, d’où ; Un — Un > b — a > Ans ce qui contredit (4).
Ainsi on a
d’où
commune des deux suites : et (2). Donc:
Tout nombre peut être considéré comme la limite d’une suit de nombres rationnels non décroissante ou non croissante.
Si À est irrationnel, aucun nombre w, n’est égal à à.
trouver deux nombres Sont a et b tels que LE ED; DA:
n BR
Si À est rationnel, on prendra a = À — ri b — one
= Si À est irrationnel, on prendra pour a et b les valeu approchées de À à n près, par défaut et par excès. |
DIFFÉRENCE DE DEUX NOMBRES
._ 20. Soient deux nombres différents x et y; soit x<y. ._ Considérons tous les couples de nombres rationnels (a, 6) véri- _ fiant les conditions ù Do (1) x<a<b<KLyY, +14 5e et formons les différences b—a; ce sont des nombres positifs ) 4 dont l’ensemble A est borné; car il y a des nombres rationnels 7 …._ «, PB, tels que a<x, y<B, et toutes les différences b—a sn inférieures à $—«. L'ensemble À a donc une borne } Mnperieure, qui est un nombre positif À.
Dans le cas où x et y sont rationnels, parmi les couples (a, b) è vérifiant (1) se trouve le couple a = x, b—y, et la différence correspondante y—#x est supérieure à toutesles autres _ différences de A. On a donc dans ce cas | (2) Y—% = \, T—Y = —À.
: 4 _ Dans le cas où x el y ne sont pas tous deux rationnels, nous : _conviendrons de définir leur différence par les MR (2). LA Si æ—7y, nous posons pe LR ue, |
SA Ainsi, étant donnés deux nombres quelconques, la diffé-
j: 24. Les conditions DLL <YKY
entrainent
à æ et y figurent aussi dans l’ensemble analogue A’ relatif | » SE æ' et te | _ Si l’on sait que deux nombres x et y sont compris entre _ deux nombres +’ et y, on a certainement ny—r|<iyaf
Soit une suite de nombres (4) . Ui, Us, .,., Un
D’après les $ 14 et 15, trois cas sont possibles :
40 [1 y a une limite finie À. Alors M = m = À. Soit au Nous pouvons, d’après le $ 19, prendre « et 8 rationnels tels que a L\<B et B—a<z.
Il va un entier p tel que, pour n>p, ona a L'Un LE. | ee Si 4 et v sont deux entiers supérieurs à p, on a donc (2 Lu à, FR —a se
2 [1 ya une limite infinie; M et m sont égaux, soit à + ï soità —æ; soit, par exemple,
M—'m TC
n>p tel que > À. tre Donnons-nous arbitrairement un nombre rationnel positif prenons un terme quelconque de la suite (1), soit Un Pren un nombre rationnel B=u,; BA estun certain nomb rationnel : nous pouvons trouver v>u telque u, > pe ASE
Des conditions
| ULB<L<B+ALU,, on déduit ($ 21) |
Lu —u,|>(B+A)—B = A.
On remarquera que A est arbitraire et que p et v peur être choisis supérieurs à tout entier 5e :
LG dé: DM LE CR PE à | ee Û ANR he | qe a
| raéonèuEs : SUR LES LIMITES
ns FT 0n aurait une conclusion identique dans le cas de
k "AG ” (T4 À ?
ne
+ ' Va
3° Il n’y à pas de limite. Ona M>>m. Soient «,9 deux
nombres tels que
m La <M.
Cu Res
_ d’où résulte
ÿ D Quel que soit p, il ya > p et v>p tels que
Un CT, UP, [u, —u,|>B— 0.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les théorèmes
Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour
“que la suite (1) ait une limite (finie) est que, à tout nombre positif
& corresponde un entier p telque lesconditions p>p, v>p, entraînent |u,—u,|<e.
1° La condition est nécessaire, parce que, d’après l’étude du cas 4° ($ 22), elle est remplie si la suite a une limite finie.
_ 2° La condition est suffisante, car elle n’est pas remplie dans
les cas 2° et 3°, puisqu'il y à alors un nombre positif (A dans le
cas 2, B—« dans le cas 3°) auquel certaines différences : [u,—%,| sont au moins égales, & et v pouvant être choisis supérieurs à tout entier p. |
a 24. Théorème IT. — Si l’on a deux suites Us Us, .….. Uno …..
V1, Vos ... Vno ..,
non la première a pour limite un nombre X, la condition néces- _saire et suffisante pour que la seconde ait aussi pour limite ?
"Lee
Fe que |Un— vx | ait pour limite 0.
1° La condition est nécessaire. Supposons que la suite (2) ail «mu limite À, comme la suite (1).
FOR er Te DOUTE AN TT EU A NE PE TR RER RS en te à VAR PE SES SSP À VAL” APS Les PAU
THÉORÈMES SUR LES LIMITES
Soit e un nombre positif, prenons « et & tels que
Ga a ete et C—a<e.
Quand n surpasse un certain entier p, on a R'EQUNee et A DIET, d’où [us — 0 | <LKP—a<e;
ce étant un nombre positif arbitraire, ceci exprime que |un—%, | a pour limite 0.
2° Pour montrer que la condition est suffisante, je vais montrer qu’elle n’est pas remplie si vw. ne tend pas vers À. Dans cette hypothèse, des deux nombres M et m relatifs à la suite (2), l’un au moins n'est pas égal à À ; l’une au moins des deux hypothèses À<M, > m est vérifiée, sans quoi on aurait m>i>M, etcomme MZ>m, onaurait M = m = 1.
Soit, par exemple, À< M. Soient «, 6 deux nombres tels .que
ÀA<a<$B<M.
Quand nr dépasse une certaine valeur, on a Un Se, et, quel que soit p, pour une certaine valeur de n>p, ona Un > P.
De Un LA LP LU»
résulte [un — 01 > B— a.
Il est donc impossible que [u,—v,|. ait pour limite O. La conclusion est la même dans le cas de À m, ce qui démontre le Théorème II.
25. En considérant le cas particulier où les nombres w, sont tous égaux à un même nombre }, auquel cas la suite (1) a évidemment pour limite À, on arrive à la conclusion suivante :
Théorème [II. — Pour qu'une suite v1, ve, ..., v, ... ait pour limite un nombre X, il faut et il suffit que [v,y —àÀ| ait pour limite O.
>’ F np. f a+ . ” DS CN AL EEE ie ei Bb à THÉORÈMES SUR LES LIMITES 29 26. Théorème IV. — Si l’on a deux suîtes
Cr OU PE PR APRET FER
Aa Se ne Unis state ayant respeclivement pour limites À et hu, uw, —v, a pour limite À—p.
Dans le cas où À—=4y, ce théorème se réduit à la partie 1° du Théorème II. | Considérons le casoù À Zu.
Supposons par exemple Au. Soit « un nombrerationnel positif. On peut déterminer quatre nombres rationnels a, b, c, d _ tels que
HMON Bi be CE d | avec
Re (2) b—a<e:, d—c<e.
= Quand n dépasse un certain entier p, ona (3) BU ND CD À
On déduit respectivement de (1) et (3) c—b<u— À << d—a, P. c—b<vy—u, <d—a, D d'où | | À Con — un) — (à — à) | << d— a —(e— 5). Comme, d’après (2) (a, b, c, d, : étant rationnels) d—a—(c—b) = d—c+b—a< %, Ne. et que « est un nombre positif rationnel quelconque, on a lim | (0, — un) —(p—Àà)| = 0, c’est-à-dire, d’après le Théorème III, | lim (0, — un) = p —XÀ.
Comme les nombres opposés à v,—u, etu—xX sont Un —Vn et À—wm ($ 20), on a aussi ($16) lim (un — 0,) = À1—p
limlu,—v,| = |1—p|.
DPraN 7 DA Es = MECE* | ï AT, \ ALT Ce , 1 An (Ps L} re * <F y RD 2 ; CR PRET TAN PUS CODE PEER PNR
JÉPRE TETE TE PPANTRE COR ROR RSEAS CLeCe NET EE ES RP EN : Fr FALL ar L +. rs REA EN 137% LL ’ ' a, (AT x} ;
27. Une lettre qui sert à désigner un nombre pouvant recevoir des valeurs distinctes, est dite une variable. Si, à chacune de ces valeurs, correspond, suivant une loi qu’on indique, un autre nombre, on convient de considérer ces derniers nombres comme les différents états’ de grandeur d’une même variable, qui est dite fonction de la première; celle-ci prend le nom de variable indépendante ou encore d’arqument de la fonction. C’est ainsi. que, dans les suites (1) (Sections Il et VE), le nombre «, estune fonction de n définie pour toutes les valeurs entières positives de n. Citons, comme exemples de fonctions définies pour toutes les valeurs réelles de la variable x : la partie entière de x (valeur approchée de x à une unité près, par défaut); le nombre (—x); la valeur absolue de x: |æx]|; le nombre x luimême.
De même, si on considère un système de deux ou plusieurs variables, et si, à chaque système de valeurs attribuées à ces variables, correspond un nouveau nombre, on regarde ces derniers nombres comme les états de grandeur d’une fonction des premières variables : celles-ci sont alors les variables indépendantes. Par exemple, on apprend, en arithmétique et en algèbre élémentaire, à faire correspondre à un système de deux nombres rationnels a et b des nombres qu’on désigne par a<+b, a—b, ab, _ Chacun de ces nombres est une fonction des variables a et b; les trois premières sont définies pour tous les systèmes de valeurs rationnelles des variables ; la dernière est définie pour tous ces systèmes, sauf ceux pour lesquels b = 0. Autre exemple : le nombre x—77, défini dans la Section V, est une fonction des variables x et y définie pour tous les DUT de valeurs réelles attribuées à ces variables.
gen af Pe Je AL AT ré ra til SAP N OR PEU MER, , + » 1% 14 ‘ LR -* F ’ | ee à . A Le
NOTIONS DE FONCTION ET DE CONTINUITÉ 31 a 28. Si a et sont deux nombres tels que a <b, on or appelle :
“ 1° intervalle (a, b), l’ensemble des nombres x tels que a x LD; 2° intervalle (—,a), l’ensemble des nombres x tels que —D<T LA;
3° intervalle (a, +), l’ensemble des nombres x tels que ALT + D ;
&° intervalle (— œ, +), l’ensemble de tous les nombres réels.
Le premier de ces intervalles est dit borné; les autres ne le sont pas. Un nombre x est intérieur à un intervalle s’il y a des nombres +’, x”, appartenant à l’intervalleet tels que x <x< x". à Dans chacun des quatre cas considérés, tout nombre x appar- Fr tenant à l'intervalle défini est intérieur à cet intervalle, sauf
a et b dans le cas 1°, a dans les cas 2 et 3°. Si une suite de nombres ,, Lay ... En, ... tend vers un nombre x, intérieur
à un intervalle donné, x, est, pour les valeurs de n qui sur-
passent un certain entier, intérieur à cet intervalle.
Étant données deux ou plusieurs variables x,7y,... et des intervalles de variation correspondant à ces variables, on appelle champ l’ensemble des systèmes de valeurs x,,y,, ..…. attribuées aux variables x, y, ... et telles que chacune de ces valeurs appartient à l’intervalle de variation correspondant. Le champ est borné si tous ces intervalles sont bornés; il est alors défini par des conditions de la forme
a< x <a, DO SION EI U, a, a’, b,b', ... désignant des nombres finis. [l y a aussi des champs non bornés, tels que a KT + 00, b<y<Ÿ'.
L'ensemble de tous les systèmes de valeurs attribuées aux
variables x, y, ... est le champ D <E<+H, — D <Y<L+H OX, ;
Pour abréger, nous dirons qu'un système de valeurs attribuées
aux variables x,y,. . est un point; le point est rationnel si _ toutes ces valeurs sont rationnelles. |
Ce His s4 6 dE au \s AR ARR EN PPT SC Tue EL ET mé à hs ;
Un point (x,, y, ...) est dit intérieur à un champ si chacun
des nombres x,,%,, ... est intérieur à l'intervalle correspondant.
On dit que la suite de points (æi, Yrs ...), (ms, Yo, :..), ts naiss Ca inour limiterle pointe EiEtes
tend vers ce point) si l’on a limæ = x,, lim y»: = Yo :
29. Supposons qu’une fonction f{æ, y, ...) d’une, de deux … ou de plusieurs variables soit définie en tous les points d’un certain champ C (le champ se réduisant, dans le cas d’une seule variable, à un intervalle): on dit que f(x, y, ...) est définie dans le champ C.
On dit que f(x, y, ...) est continue au point (x, Yo; ...)
du champ G si, pour toute suite de points de C: (æas Yis . ..)s (Los Vas DANSE ES ns Us te) STE dantivers (NUE EERE on à
lim 1 Uns +. ) Fu [(Tos Yos . . dE Si cette condition est remplie pour tous les points (to, Yos .. .). de G, on dit que f est continue dans C.
30. Les fonctions de la variable x suivantes : (— x), [x|, qui sont définies dans le champ — œ<zx<+c, sont continues dans ce champ, car, d’après le $ 16, la condition
ina entraine lim (— 2») = — %, im'irl= {rh
Au contraire, la partie entière de x n’est pas continue car, en | prenant par exemple x, = 1 — Es (L= 4,2, 9, 50020)
z = 1, ona limzr, =, mais la partie entière de »,, qui est 0, quel que soit n, ne tend pas vers la partie entière de x, quiest 1.
La fonction x—7y des deux variables x et y est continue dans le champ — œ <x <+ @œ, — œ<y<+o, car, d’après le Théorème IV, $ 26, les conditions lim æ = *, lim y, = yo entrainent lim (2, —y,) — x, — y.
_ FONCTIONS D'ARGUMENTS RATIONNELS
FONCTIONS D'ARGUMENTS RATIONNELS
94. Considérons plus spécialement les fonctions définies pour Pie systèmes de valeurs rationnelles “attribuées aux variables: _nous les appellerons fonctions d’arquments rationnels.
_ Une fonction d'arguments rationnels f(x, y, ...) supposée … définie en tous les points rationnels d’un Aa C est dite définie daus ce champ. Elle est dite uniformément continue dans C si, à tout nombre positif «, correspond un nombre | positif 4 « tel que, pour deux points rationnels (x, y, ...), _ (x,yl, ...) du champ C satisfaisant aux conditions
nus) a Le
se Il est évident que cette condition est remplie pour toute valeur _ positive de e si elle est remplie pour toute valeur positive hionnelle attribuée à =.
10 32. Les fonctions d'arguments rationnels æ+y, æx—7y ui sont uniformément continues dans le champ
— DLL +H D, — DL Y LH D.
Eu effet, pour satisfaire aux conditions (2) qui s’écrivent ici TER )1<e, L@—y)—(a/—y)|<e,
étant un nombre rationnel positif, il suffit de satisfaire aux
+ LA. ce \
34 FONCTIONS D'ARGUMENTS RATIONNELS
suivantes :
RUE AS CARD lr—x|< [y YI<S
On prendra donc «a =
33. La fonction d'arguments rationnels x y, qui est définie en tout point rationnel, est uniformément continue dans tout. champ borné. Soit le champ borné C ne
a L<x< da’, b<Yy< b’, a, a’, b,b/, étant des nombres finis. Prenons un nombre posi rationnel À supérieur à toutes les valeurs absolues dés nombr: a, a’, b, b'; on aura, pour tout point du champ CG, (4) fa] SAME TPE |
Il s’agit de satisfaire, e étant positif et rationnel, à la co
dition | res (2) Lay —2y| <e, qui peut s'écrire | [@— æ)y + (y —ya'|<e.
Cette condition sera vérifiée si l’on vérifie les suivantes :
€ . € eat 1y=vlrl< que nous remplacerons, en tenant compte de (1), par
€ NC € [sr —# TA <> pau TEE
On satisfait donc à (2) en prenant « = el
” | lequel y 20. Si donc on considère le champ bonéG | a<œ<a', b<y<b', War
pour que x soit définie dans ce champ, il faut et il suffit
bet + soient deux Done différents de 0 et de même se #4
Le condition étant supposée remplie, je dis que = est
en
aniformément continue dans le champ (OR
. Prenons un nombre positif rationnel A supérieur aux valeurs absohes de a, a!, b, b', etun nombre positif rationnel p inférieur aux valeurs absolues de b et L'; on aura, pour tout point an si 6: |
au 4 s’agit de satisfaire à es
y — (y — y}el [yl. |]
x — x'|A ue?
HUE) £ | I question sera donc résolue en prenant
Soit /(x, y, ...) une fonction d’un ou plusieurs ar
guments rationnels, supposée uniformément continue dans …
tout champ borné où elle se trouve définie. (C’est le cas,
d’après les $$ 32, 33, 34, pour x+y, x—y, xy, 2) Un point (x,y,...), rationnel ou non, peut avoir la pro-
priété d’être intérieur à un champ dans lequel f est définie. [Cette condition est remplie par tout point (x, y) dans le cas des fonctions æ+y, æ—y, xy; par tout point (x, y) pour
lequel y=<0, dans le cas de = Nous allons définir une
fonction F(x, y, ...) qui sera définie en tous les points possédant la propriété précédente, qui sera égale à f(x, y, ...) en tout point rationnel où f est définie, et quisera continue ($ 29) dans tout champ où elle se trouvera définie.
Soit (Zos Yo. ...) un point possédant la propriété indiquée : il ya donc un champ borné C auquel (x, Yo, - ..) est intérieur, et tel que f est définie et uniformément continue dans G.
On peut trouver une suite de points rationnels tendant vers (ro Ur 00) SOI |
(D) tri UE (Te UE CONS OS ET DST ETES
Du fait que (x, Yos ...) est intérieur au champ C résulte que, quand n dépasse une certaine valeur, le point (æs; Yns .- ) appartient au champ C ; nous supposerons que cette condition est remplie pour tous les points de la suite (1).
Fa: À AV Te Dore A €
à À À LES PNR à
Fi Re, PRINCIPE D'EXTENSION 31 Le 1° Je dis que la suite de nombres
. (2) PARENT RÉRU E AN TD SE ARR fëns Le PGA EURE
a une limite. Pour le prouver, rappelons que, à e>=>0 corressi | pond «> 0 tel que, pour deux points rationnels du champ C:
= (x, y, ...), (x, y; ...), les conditions
M mn lu y |<e :..
_entrainent | | ne (4) es y, 2) fl, y, 2) 1 <e.
Hi. Ona
LÉ rt, lim y, = Yo PE
| RD tQuant le Théorème [ (1e) ($ 23) aux suites (en nom- _ Dre fini) æ,, y», ..., On voit qu'à « correspond un entier p, ot OR DOUTE Di VS DIONn a
Fam | <a, y y << es de et par suite, d'après (4), ; TA (Lis Yyo . a) [US iles)
pu [ns Un...) atune limite X. l
20 Je dis que la limite À n’est pas changée si on remplace la 2. Pinite de points (1) par une autre suite de points rationnels du à champ CG tendant aussi vers (0; Yos ...), SOit
F (re Yi “. ‘) (us Vs .. A ee 0 (a LA .. a?
_ En effet, d’après le Théorème II (4°) ($ 24), des conditions
HP = TS, HT = Ve (-..
| lim x, = %, lim y! = %, CS
| à on déduit que, quand n dépasse une certaine valeur P; on à # [an — 2 | <o, [Yn—yn | <a, +.
par suite |
ki Hé.) Ten) Se
BAIRE. — NOMBRES 1RRATIONNELS. 3
D labre le Théorème I (2°), comme e est arbitraire, cela signifie, |
: "x À 2 LE d a ù À ÿ FA ANA "4 ET A ART RAI L" à LA PE VF | « Ds 0 RUE: ME ÉRORAVR EI TOR Cut CPR Sous L'ANGE 2 Rai EN a Ver à:
(4 CEE
D’après le Théorème II (2), cela signifie que f(x, he Ve tend vers la même limite que f{(æ», Yn; ...), C'est-à-dire vers À. y Ainsi À ne dépend que de (%6, Yo; - ..). |
Quand (x, Yo, .-.) est un point rationnel, on as
À = f{to, Yo, - ..). Il suffit, pour vérifier ce fait, de supposer que tous les points de (1) sont idéntiques à (to, Yo, ...): dé l2) est alors Jen on |
On reconnait ainsi qu’une fonction devant remplir les condi- À tions imposées à F doit nécessairement, au point (x, Yo: - ER | avoir pour valeur À. Nous poserons donc. F{xs, Yo, ...) = À. :
Je dis que F à la propriété suivante :
deux points (x,y, .….), (x, y’, ...) quelconques du champ C, les 1 conditions ne
(5) [x—2| <a, ly—y' | <a, entrainent
(M Le RS | ALT FOR US.) Te A IS ES
ASE CR 1 œi prenons une suite de nombres rationnel: du, an … Compris entre x et x’ et tendant vers x; pre nons de même une suite de nombres rationnels LATE TT te x, Compris entre x et x’ et tendant vers x. Si x = x prenons une suite de nombres rationnels 2x1, æ2, ..…., 2%», ten dant vers æ et tous contenus dans l’intervalle de variation de œ | relatif au champ C; prenons 2 = x, On a ainsi dans tous LU les cas à | Zn — zh LEE
champ C:
(ai Ua et) (Dar Vase Uns 4) TRE (dis Vas 0), (Œs Var ee), (as Yu hs
_ PRINCIPE D'EXTENSION 4 ayant respectivement pour limites les points LENS Eu 68 ou z', y',...), et tels que RSR Lun— ya | <a, | _ On a donc, quel que soit n, : Ro flan (ce.
D’après le Théorème IV ($26), le premier membre a pour limite le nombre | lim f(x,, ya, ...)— lim f(æn, y, .…) |, C’estz _ à-dire [F(æ, y, ...)—F(x', y, ...)1. Donc
PTE US RE Fay) Re
£y Cela étant, la fonction F(x,y, ...) est continue dans tout
_ Champ où elle se trouve définie; car, soit une suite de points | quelconques
(AS Jo PR Sa V2» HER sn CErS Un» a
.). Supposons F définie en .) soit
| F(x, VE .. .)— F(xs, VUns FRAIS CA
2 ce qui montre que F(x,, y», ...) a pour limite F{x, y, ...).
| + _ On voit en résumé que le problème proposé est résolu et conue luit à une fonction bien déterminée. On dira que cette fonction | F est la fonction [ étendue, et je procédé qui permet, en partant
, Puisque chacune des fonctions d'arguments rationnels :
Ty; 4 est uniformément continue dans
Ro 74 Vu re PT PRG ane “e " FL
Se.
tout champ borné où elle se trouve définie, le principe d’extension est applicable à ces fonctions, et donne naissance à des fonctions d’argu ments quelconques, que nous désignerons en-
T Core par st y NT y, TU, ne et que nous appellerons
somme, différence, produit, quotient ; les trois premières sont définies en tout point (x, y), la dernière en tout point pour lequel y-<0; chacune d'elles est continue dans tout champ où elle se trouve définie. Cette définition est nouvelle pour
æ TV, XY, th en ce qui Concerne æx—7y, nous avons
déjà défini sous ce nom (Section V) une certaine fonction qui se réduit, quand x et y sont rationnels, à la différence x — y
définie en arithmétique et algèbre élémentaire, et qui est con-
tinue ($ 30) : cette double propriété montre l’identité de la définition de x—7y de la Section V avec la définition actuelle.
1 AC AUS CR Le nombre que (qui est défini si æ=0) est dit l'inverse
de x.
37. De la définition de F résulte la propriété suivante : Si un point (%o; Yo; - ..) est intérieur à un champ C, et si les valeurs de f(x, y, ...) aux points rationnels de C sont comprises entre des nombres M, m, le nombre F(x, yo, . ..) est aussi compris entre M et m.
En particulier, on déduit de là que, si x et y sont positifs, T +, XV, : sont aussi positifs, car, en prenant des ROMAPE rationnels a, a’, b, b', tels que
(sen ee A DECO LP
les fonctions d'arguments rationnels æ+7y,xy, —> dans le y À
champ C : ax < 4’, b<y< b',
LE
1 ne p res : * '
ont des valeurs au moins égales respectivement aux nombres positifs
a a + b, ax b, 7
il en est donc de même des fonctions de variables quel-
conques T+y, xy, ci considérées dans le même champ ; elles ont donc des valeurs positives. On voit aussi que, x étant
NS dE positif, Test positif.
38. Si une fonction est continue dans tout champ où elle se trouve définie, nous dirons simplement, pour abréger, qu’elle est continue.
Soient x, y, ... des variables, /, v, ... des fonctions de ces variables, chacune des fonctions f, +, ... pouvant être fonction, soit de toutes les variables x, y, . .., soit seulement de certaines d’entre elles. Les variables f, », ... peuvent être les arguments d’une nouvelle fonction K(f, », ...), qu’on peut alors considérer comme une fonction (x, y, ...) des premières variables æ,y, ..., par l'intermédiaire des fonctions f, », … ; on
dit que c’est une fonction composée de x, y, ... ou, dans le cas d’une seule variable + et d’une seule fonction intermédiaire /, une fonction de fonction. C’est ainsi qué, +, y, z étant trois variables prenant toutes les valeurs réelles, x + (y + 2), æ>x<(y + z) sont des fonctions de x, y, z, par l'intermédiaire de æety + z3.0n a, à ce sujet, le théorème suivant :
Si f, ©, ... sont fonctions continues de x, y, ... et si F est fonction continue des variables f, ©, …, la fonction (x, y, .…) — F(f, ©, ...) est fonction continue de x, y, …
Soit, en effet, une suite de points (x V1 Le de (æ, Y2s .. à. CHOPON (rs Un» : ni de
tendant vers un point (x,, y,, …). On suppose que F se trouve définie en chacun de ces points, ce qui suppose que j, »,
sont définies en tous ces points, et que, en posant, nee, Tell Ey
[ns Uns 0) — EL p(Tns YUns ….) = Dns
F est définie pour tous les points (fn, on, =. .). Puisque f, o, ... sont continues, Ona
lim hr = fo lim On == Do ….,
et F étant continue en tant que fonction de f, », …, on a “4 È
Lim F{fn, on, ...) = F(fo> Pos +++) 5 } ce qui s'écrit, lim P(Tys Uno 17 (xs VITE s.…).
La proposition est donc démontrée.
Si une égalité de la forme
AE PAU PUS 10 He De où f et » sont des fonctions continues des variables x, PA re est démontrée quand le point (x, y, ...) est rationnel, elle lieu également pour tout point appartenant à un champ dans lequel / et sont définies. En effet, soit (xo, Yo, +. .) un tel point; il y a unesuite de points rationnels (x, Yys A (Hess A RDA AU (au (RAI EL 2 He vers (T Yes #1
EXTENSION DU CALCUL ALGÉBRIQUE
nt.
40. Montrons que les règles de calcul algébrique qui sont 14 établies en Algèbre élémentaire géo le cas où les RUES
Toutes celles de ces ta qui sontrelatives à la transformation | des égalités au moyen des quatre opérationsélémentairesrésultent d’un certain nombre de principes qu’on peut exprimer par les
T+y ER) Den qe x + 0 T —X 0 — x — Br (y) TX (—y) = —(zXxy), O0 = 0; LAS IT LOUER (GX y) 3 =r x (yXE), G+y)X: = (GX) + (y 3),
LE ee D)
LE t 0):
res (y
Toutes les fonctions qui figurent dans l’un ou l’autre membre
de l’une de ces égalités sont des fonctions continues de x, y, z
‘en vertu, pour ce qui concerne les égalités (2), (6), (7), à (12), (13), (45), du $ 38]; donc, d’après le $ 39, ces
PR NT Us NO SR RO RE NES EEE +5, | FA 4
EXTENSION DU CALCUL ALGÉBRIQUE
équations sont valables pour toutes les valeurs, rationnelles ou non, des variables. Ainsi se trouve étendu tout le calcul algébrique relatif aux transformations d’égalités par addition, soustraction, multiplication et division.
44. Pour étendre aux nombres quelconques les deux règles fondamentales du calcul des inégalités (addition d’un même nombre aux deux membres, multiplication par un même nombre positif), rappelons que, d’après la définition des nombres opposés, il y a équivalence entre les conditions x >0 et —x<0, et que, d’après la définition de la différence, il y a équivalence entre les conditions æ>y et x—y>0.
Cela étant, quels que soient æ, y, z, de x>y on déduit æ—y>0, ce qui, d’après le calcul des égalités étendu, peut s’'écrire (x+z)—(y+z) >0, d'où x+z>y+z; donc cette dernière inégalité résulte de x > y.
On a vu ($37) que, de æx>0, y=>0, résulte xy> 0.
Cela posé, silona x > y, et z>0, on peut écrire Successivement m—y>0, zx—y)>0, zx—7y > 0, zx >1y; On peut donc déduire cette dernière de x > y.
En résumé, tout le calcul algébrique relatif aux transformations d'égalités et d’inégalités par addition, soustraction, mulliplication et division s'applique aux nombres quelconques.
42. Par combinaison des quatre opérations fondamentales effectuées sur des variables x, y,..., on obtient des fonctions qui sont les fonctions rationnelles de (x, y, ..….); lelles comprennent comme cas particulier les polynomes, obtenus en n'effectuant que les trois premières opérations.
D'après le principe du $ 38, une fonction rationnelle des variables (x, y, .….) est continue ; si uw, v, .…. sont des fonctions continues de (x, y, ..)}, une fonction rationnelle de u, v, .… est fonction continue de x,y, …, dans tout champ où elle se trouve définie ; comme cas particuliers de cette proposition, la somme, le produit de plusieurs fonctions continues, le quotient de deux fonctions continues sont des fonctions continues.
. & Lt ROUTE PCF Nr
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43. Transformons la définition de la continuité donnée au $ 29. Soit f(x, y, …) une fonction des variables x, y, .…., définie dans un champ CG, et qu’on suppose continue au point (x; Yos -..). Soit « un nombre positif ; considérons le champ r :
(4) Lo—4<LX< To +4, Y— a LY < Y +0,
On reconnaît que si (æo, Yo...) est intérieur au champ C, le champ F, quand « est suffisamment petit, est entièrement contenu dans C; cela n’a pas lieu quand (x, Yo...) n’est pas intérieur à C, mais les champs C et T ont toujours un certain champ commun. Il sera entendu, dans la suite, que l’on désigne par champ T l’ensemble des points contenus dans GC et satisfaisant à (1). |
Les valeurs de f aux points du champ T forment un ensemble de nombres qui a des bornes supérieure et inférieure M, et m, ; si on remplace « par un nombre inférieur +, le nouveau champ I’ obtenu est contenu dans T: donc on a, pour les nombres M,', m.', qui remplacent M, et m,,
M, > M, Ma < More
Soit maintenant une suite décroissante de nombres positifs tendant vers 0: œ&, &, ..., a, .… Appelons M, et m, les bornes supérieure et inférieure de f dans le‘champ T, défini par les conditions (1), où l’on remplace « par «,. On a
(2) M>M> >M >, Mi << Me << BA < Mn < Buse
par Met m. | Comme chacun des nombres M, est au at sd (rs y.) 000 A CUM > re, dr.) ends qu’on ne put avoir M>> f(x Yo.) Si cela était, en prenant À tel que MX > f(tos Yes), On aurait Mi>2À; on pourrait trouver dans le champ T1 un point @ fi50 7e: NUL que flas. ya SJ ENS itdans le -U0/pOINt (do, Yes …) tel que faas Ya, …) > À, …; et généralement, dans le champ T,, un Le point (ty; Yns …)telque f(æn, Yns .…) > À. La suite des point tas Vi Po) RE YA LA) AN PARTNER ET EL ENS ES SON vers (do, Yos ..), puisque «, tend vers 0 etque | #r — % | < dm l'un — y le Donc: rs Un.) b doit tendre vers (Los Yos …), Ce qui est contradictoire avec le fait que tous les nombres f{£», Yn, .…) Surpassent À > f(to, Yos Ru
Donc f{æ; Yo, .…) = M; demême f{to, Yo +) = M
Les suites (2) ont pour limite commune {ro Yo; - --). nl en résulte que, étant donné e > 0, on peut déterminer n de ‘ manière que M, et m, diffèrent de f{x,, Y, ...) demoins de <, et par suite « de manière que, en tout point (æ, y, ...) d champ (1), on ait | ie.
(3) fes Yes 2.) ee fl, 00) ee do AE
Réciproquement, si on suppose qu'à tout nombre positif : correspond «> tel que, dans le champ (1), on a la condition (3), /(x, y, ...) est continue au point (x, Yo, ...). Car, soit une suite de points | M
(as Vas ec LR OR Vos UE AR IR TENTE
tendant vers (x,, Yo, ...); quand n dépasse une certaine valeu 51 p, le point (x, y», . .) est contenu dans le champ (4), donc la condition (3) est vérifiée en remplaçant (x, y, ...) par JS (ans Uns ..-)5 ceci montre que (ro n 1904 poux ni 9
4 fa Yo, --.). Ainsi, la définition de la continuité au point 2e (%o, Yos . ..) peut être remplacée par la suivante :
re *
La fonction f(x, y, . .) est continue au point (to, Yo, -: .) St,
#5 4e) à tout nombre positif : correspond un nombre positif x tel que # les conditions À a [T—%| <a, [y—Y| < &, …. Û = 4 4 _ entraînent de D. WiCE Jar) Tr (Los Yo» RU SRE pe
44. Si une fonction d’une seule variable f(x), continue dans : l'intervalle borné (a, b), prend pour a.et b deux valeurs ditré-
: rentes, etsi À est un nombre compris entre ces valeurs, il y a au E’ moins un nombre x, de l'intervalle pour lequel f{æo) = À.
On a a<b; soit, par exemple, (a) <f(b), et soit À
Fe pue ; | à fa) << f(b). | à:
# a > a tel que, dans (a, A f(x) est toujours < À, et un _ uombre b'<b tel que, dans (b’, b), f(x) est toujours >> A. _ Considérons les nombres c compris entre a et b et tels que, 2 dans l'intervalle
: TRS es
Fe fe ) est constamment <Z À. L'ensemble de ces nombres com- D prend a, ne comprend pas les nombres supérieurs à #'; la ee _borne ue x, de cet ensemble est donc telle qu’on a
DRE RD à
D’après la définition de x,, pour tout nombre x intérieur à | f (a, ï), on à f(x) <X, tandis que, quel que soit «> 0, LP
_ l'intervalle (a, za) contient des points où f(x) > À. Donc l'intervalle (x —2, %o+ a) contient des points où fiæ <À et d’autres où f(x) Z À; donc les bornes supé- _ rieure et inférieure de f dans cet intervalle comprennent
entre elles À, et comme elles tendent toutes deux vers f(x) quand + prend une suite de valeurs tendant vers 0, il en résulte
QUE NE NE
On exprime ce fait en disant qu’une fonclion continue d'une variable ne peut passer d’une valeur à une autre qu'en passant
par toutes les valeurs intermédiaires.
45. Une fonction d’une ou plusieurs variables, continue dans un champ borné, est bornée et atteint, en certains points du champ, chacune de ses bornes supérieure et inférieure.
Je démontrerai d’abord la proposition préliminaire suivante :
Soit f(x, y, ...\ une fonction quelconque définie en tous les points d’un champ borné C; soit M la borne supérieure (finie ou non) des valeurs de f aux points de C. Je dis qu'il y a un point (to, Y, ...) de C tel que, quel que soit <> 0, dansle champ
En PrenSE HPSRE H E Uo —€ LYS Yo+E 55 la borne supérieure de f est M.
Soit C le champ borné à p variables
(1) A<T< 4 b<y<b', Sr
Partageons C en % champs partiels, chacun d'eux s’obtenant en remplaçant dans (1) l'intervalle de variation (a, a’), soit par
a+ a/ a+ a À (a ; } soit par Core a); et opérant de même
pour chacune des variables 7,... La borne supérieure de f est |
égale à M dans l’un au moins de ces champs, car la borne dans C est égale à la plus grande des bornes dans les divers champs partiels. Soit C, un champ partiel dans lequel f a pour borne supérieure M ; désignons C; comme il suit :
(2) AU LT < &, by << y < bi, Fur
RAT AS à Ko à GANTS PAPE RTE ON
! a — a HET D Ad — a —= , bo — bi — ———;
En opérant sur C1 comme on a opéré sur C, et répétant indéfiniment l'opération, on obtient des champs (Fr CET Cote en Chacun desquels f a M pour borne supérieure. Si 4», d'n, bn, bn, .… correspondent à C, comme a, a!, b, b!, à C, ona
a SANT EL NEO r PRE AS ST ie TE Ne NT De
SSSR CAL …e LAN NET nie TRE LEE
avec
Les nombres a, a!, ont donc une limite commune %,, les nombres b,, b, une limite commune y,, etc...
Le point (x, yo...) est tel que, quel que soit 5: > 0, le champ
(3) T-e<r<T+eEe, Yo —E SKY Yo + E sd contient, quand n est assez grand, le champ C, An LT < An by L'b}, st
dans lequel la borne supérieure de f est M. Donc f a pour borne supérieure M dans (3), quel que soit + > 0.
Appliquons cette proposition au cas où f(x, y,...) est continue dans le champ C.
Comme, dans le champ
[T—a|<e, [Y— Yol KE, 40%
la borne supérieure de f est M, quel que soit :, il en résulte,
d’après la continuité de f ($ 43), que MP en
Cela montre en premier lieu que M est un nombre fini, c’est-
à-dire que f est bornée supérieurement, et en second lieu que f atteint la valeur M en un point au moins. De même, on mon-
trera que f est bornée inférieurement et atteint sa borne infé-
rieure en un point au moins.
46. Étant donné un ensemble E de nombres, ayant pour bornes supérieure et inférieure M et m, le nombre positif ou nul w—M—m est dit l’oscillation de E. En particulier, l’oscillation de l’ensemble des valeurs que prend une fonction f aux points d’un champ C où elle est définie est dite l’oscillation
de f dans ce champ; si C’ est contenu dans G, l’oscillation #
de f dans (© est < à l'oscillation dans C.
Soit f(x, y, ...) une fonction continue dans un champ
borné C. En écartant le cas où f aurait la même valeur en tous les points de C (fonction constante), l’oscillation de j dans
C est un nombre positif w. Considérons un nombre positif € inférieur à w. Soit (x,,Y,, ...) un point du champ. Si on
considère, « étant positif, le champ Tr IT—%|< 0, [Y—YI<e, c..
en vertu de la continuité, l’oscillation de / dans r tend vers 0 quand « tend vers 0; donc elle est <e pour des valeurs assez petites de à; d’autre part, quand « est assez grand, T contient C, par suite l’oscillation dans T surpasse e. Soit ?,
la borne supérieure des nombres « tels que l’oscillation de f
dans Test <e: f est un nombre fini et positif, bien déter-
miné pour chaque point (x,, y,, ...) du champ. Done Ê est 2 une fonction (x, y, ...) définie dans le champ C; je dis que
c'est une fonction continue de (x, y, ...).
En effet, soit P, la valeur de 8 au point (x,, ÿs, ...); pre- 4
Set
SNL
PARIS
EANL CES:
(tie
LE
nons n>0 telque P,—2n>0; soit (41,y1, ...) un point de C tel que |
LAN PA NE A Rte Considérons les quatre champs
2 iG fae—n)<B—n : y -pI<B—n .:., OS ne ni EU US Pme Dares (4) CG r—am|<8—2n, y —yi| KB, — 2, LEE G) GIr—m[<$+2n [y —y] <f + 20,
On voit que (4) et (4) entraînent (2), que (1) et (3) entrai-
_ nent (5); donc G estcontenu dans G, C; contient C'; donc
Poscillation dans C, est << comme dans C, et l’oscillation
dans GC, est =e comme dans C. Cela montre que la valeur 2 de $ au point (x, y:, ...) est comprise entre B,—2n et B+2n, sous les conditions (1); n étant arbitraire, & est
continue; donc & a une borne inférieure y qui, étant atteinte
en un Certain point, est positive. Pour tout point (x,, y,, ...)
duchamp C, les conditions
DONNE mn) y, 0 | Y—Y] Lys Le.
* entrainent (7) AG y 2.) — fra Vos.) Ke
En résumé, étant donné e > 0, il y a un nombre positif y tel que, (x, y, ...) et (xo, Yo, ...) étant deux points quelcon-
ques de C vérifiant les conditions (6), il en résulte (7). Ce fait, démontré pour lecas de :,<w, a lieu a fortiori pour toute
valeur positive de : ; il a lieu évidemment pour le cas, écarté précédemment, d’une fonction constante. On exprime la pro-
priété obtenue en disant que loute fonction f(x, y, ...) continue
dans un champ borné est uniformément continue dans ce champ.
47. Une fonction f(x) d’une variable x, définie, soit pour toutes les valeurs d’un intervalle, soit seulement pour certaines de ces valeurs, est dite croissante si, x! et x" étant deux nombres pour lesquels elle est définie, la condition
(1) a'< x entraine (2) fe) < fe); elle est décroissante si (1) entraîne (3) HD EST:
Il est évident que si / est croissante, —/f est décroissante ; à
toute propriété des fonctions croissantes correspond une propriété des fonctions décroissantes.
Les fonctions a+x, ax<zx (celle-ci dans le cas de a >0) sont croissantes dans l'intervalle (—@, +) en vertu du calcul des inégalités étendu. De même, les fonctions —x, ax (dans le cas de a<0) sont décroissantes dans le
CPAS er même intervalle. La fonction —, dans l'intervalle (4, +), TX \
u étant positif, est décroissante.
Soit f une fonction d’un argument rationnel définie pourtous …
les points rationnels d'un intervalle [ (borné ou non), croissante, et uniformément continue dans tout intervalle borné contenu dans [. On sait que le principe d’extension s'applique à f et donne une fonction F définie et continue dans l’intervalle I.
Je dis que F est croissante comme f. En effet, soient z'etzx"
deux valeurs quelconques de l'intervalle, et soit x'< x". On
peut trouver des nombres rationnels x, 2%, ..., Zn .. BÉ0i,. débris doc tels QUOI ait
ES me
PO
ER D à
RARES RE ER RP Re GET PE INDE HD = x" On aura Fa) = lim f(x) < fi) < fes) < lim f(x) = F(x), c’est-à-dire ESF (x)
De même, le principe d’extension, appliqué à une fonction d'argument rationnel décroissante et uniformément continue dans tout intervalle borné, donne une fonction continue décroissante.
48. Soit f une fonction continue croissante dans un intervalle borné (a, b) ; soient A, B les bornes inférieure et supérieure de f. La fonction doit atteindre la valeur A en un point de l'intervalle, qui ne peut être que a; ainsi f(a) = A; de même /(b) = B. La fonction étant croissante prend, pour deux valeurs distinctes de la variable, deux valeurs différentes ; d’après le $ 44, elle passe au moins une fois par toute valeur intermédiaire entre A et B; donc si À est tel que A < À <B, | il ya une valeur et une seule de x pour laquelle f prend la valeur À.
Ces résultats s'appliquent, avec quelques modifications, si l'intervalle de variation de x est non borné. Soit, par exemple, une fonction croissante dans l'intervalle (a, +); la borne inférieure A est atteinte pour a; tout nombre À tel que A<A1<B estatteint, la borne supérieure B, qui peut être, soit finie, soit égale à +, n’est pas atteinte ; mais si æ prend une suite de valeurs tendant vers + (sens étendu de la notion de limite), f(x) tend vers B. Par exemple, les fonctions croissantes a+x, axx (sia> 0), tendent vers oo en même temps que x; la fonction décroissante
al ne tend vers 0 quand x tend vers +.
Si l’intervalle de variation est (—, +), aucune des deux bornes n’est atteinte.
BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS 4
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49. Dans tous les cas, qu’il s'agisse d’un intervalle borné ou non, désignons par e l’ensemble des valeurs que prend x, par E l'ensemble des valeurs que prend f(x) supposée continue et croissante : à toute valeur x de e correspond une valeur X de E; et réciproquement, sion se donne un nombre X de E, il ya un et un seul nombre x de e tel que f(x) = X; donc ce nombre x peut être considéré comme une fonction de X que je désigne par e(X). E constitue un intervalle, avec cette réserve que l’une des bornes de cet intervalle, même si elle est tinie, peut ne pas faire partie de E.
o(X) est croissante, car il y a équivalence entre les conditions DAS SAP OURS CENT EE c’est-à-dire, si f(x’) = X’, ffx'} = XY,c entre
X'<X" et oe[X') < e(X"}
Je dis que « est continue, c’est-à-dire que si Xo, X1, Xo, ..., X,, .. sont des nombres de E tels que lim X, — X,. ona lim o(X1) = o(X,). Nous posons mn = (X,), 2, = co(X;,). Supposons d’abord que x, ne soit pas une borne de l’ensemblee, et prenons deux nombres x’ et x” de e tels que
el € dy Cal", Ces conditions. entraînent, en posant X' — f{x'), X"=— f(x"), XEX ANR Quand » dépasse une certaine valeur p, on a
NUE. À, AXE d’où résulte Lite SONDE
Cela exprime que x, tend vers m,; donc e(X,) tend vers o(X)).
Si x, est, par exemple, la borne supérieure de l’ensemble e, il suffit de remarquer que l’on à alors Re x, €et de conserver seulement, dans les doubles inégalités précédentes, la première inégalité.
Il est donc établi que + est continue. La fonction e(X) est dite la fonction inverse de f(x).
De même, si f\x) est une fonction continue: décroissante, en posant X = f(x), x — o(X), on reconnait que g(X) est une fonction continue décroissante. |
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XIIT DÉFINITION DES FONCTIONS ‘Yx, a”, x, logæ.
50. La fonction X— 2x”, m étant un entier positif, considérée dans l’intervalle (0, +), est continue et croissante (d’après le calcul des inégalités étendu) ; elle est égale à 0 pour æ— 0, ettend vers + quand x tend vers + ©. On désigne la fonction inverse de X = x” par la notation
x = "YX :
c’est la racine m° arithmétique du nombre positif X. On voit que c’est une fonction continue et croissante de X dans l’intervalle (0, +); elle est égale à O pour X—=0, ettend vers +—æ en même temps que X.
Si « est une fonctiondes variables x, y, ..., Continue et non négative dans un champ, ‘Vu est définie dans ce champ et est continue, d’après le principe du $ 38.
51. D’après la théorie des radicaux arithmétiques et des exposants fractionnaires, nul et négatifs, on sait, en supposant défini "Va (a > 0), comment on définit a”, x étant un nombre rationnel quelconque ; a* est ainsi une fonction d’argument rationnel, définie dans l'intervalle (— , +); on démontre qu’elle a les propriétés suivantes :
ne a rt
PAS (a*)” — a??’ |
3° a* tend vers 1 si x prend une suite de valeurs rationnelles tendant vers 0 ;
& Si a>4l, a estcroissante; si a<1A, a est décroissante.
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Je dis que la fonction d’argument rationnel az est uniformément continue dans tout intervalle borné (x, 8). Il s’agit de satisfaire à l’inégalité
[a — a" |<e, qui peut s’écrire ar [at#"—1|<e.
Or, si A est un nombre positif supérieur à a® et af, comme a est compris entre ces deux valeurs, tout revient à résoudre l’inégalité
À. Far A | <e,
ou é ja] <
Or, cette inégalité est vérifiée quand on a [æ—2'|< 2,
« étant un certain nombre positif, d’après la propriété 3°.
Aïnsi le principe d'extension s'applique à la fonction d’argument rationnel ar et donne naissance à une fonction que nous continuons à appeler a, définie pour toutes les valeurs réelles de æ, continue, croissante si a > 4, décroissante si a < 1, égale à 4 si a — 1. C’est la fonction exponentielle.
Si a>œ 14, comme a” tend vers + en même temps que m si m estentier, az tend vers + si x tend vers + œ. De même, a’ tend vers 0 si x tend vers — oo. Le cas de a <1 s’étudie de même. | |
52. Les fonctions suivantes des deux variables x et y: a <a et a? sont toutes deux continues, car si on a deux SUILES: 2 dis Mes ess En ce LODOANt VOTRE CLAUITE ese Uasees tendant vers yo, On à, d’une part
lim ar = 4%, lim ar = a, d’où lim af». ar = a. ao,
d'autre part lim (2, + y) = to + Yos
‘d'où | lim an tn — got,
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Les fonctions continues a. a’ et a*+v, étant égales quand x et y sont rationnels, sont aussi égales quand x et y sont quelconques, d’après le $ 39. Donc on a toujours
at at = ar.
Quand x et y sont rationnels, on a (1) (az)! — a
Étendons ce résultat au cas où x et y sont quelconques.
1° Supposons y rationnel, + étant quelconque ; formons une suite de nombres rationnels 1, 4, . ., 4», ... tendant vers x.
On a lim a — a et par suite, d’après le $ 53 (y étant rationnel), lim (af) = (at.
D’autre part, on a, x, et y étant rationnels,
(a®») — nt ; donc (a)! = |im (an)v = Jim an — alimen — gr,
2° Supposons x et y quelconques ; soit une suite de nombres rationnels yi, Y2, -.., Yr, -.. tendant vers y. On à, d’après la continuité de la fonction exponentielle,
lim (as — (az.
_ D’après le cas 1°, on a
(az }ÿn — d'Un.
Donc
(arÿ = Lim (az) — lim at = a lime — arv,
L'égalité (1) est donc vraie dans tous les cas.
PT dre er
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55. La fonction a(a>0 et 14) étant définie dans lintervalle (—'%, +) et étant, soit croissante, soit décroissante, a une fonction inverse bien définie. On la désigne par | log, x (logarithme de x dans le système de base a). Ainsi,il y a Xe équivalence entre 40
a? Re X, PES log, INC Des propriétés fondamentales de l’exponentielle 3% QE at = QT, (ar) = 44, ce
résultent les propriétés fondamentales des logarithmes : loga XY = log, X + logY, log, XY = y log, X.
La fonction logarithmique log, X est définie pour les valeurs positives de X, continue dans tout intervalle qui ne contient pas 0. Si a>1, elle est croissante, tend vers — quand … X tend vers 0, vers + en même tempsque X. Si a<1, elle est décroissante, tend vers + quand X tend vers 0, vers — quand X tend vers -—+ co. |
56. La fonction xv des variables + et y est définie lorsqu'on a æ>0, y étant quelconque. +0 Je dis que c’est une fonction continue ; en effet, soit «a un
nombre quelconque > 0 et =£l; soit zx = log, x.
On a Le (a®} = af,
R'Pes die M AL Are
Si deux suites "ri, Te, 5.5 Dnsie se Otis NU se URI tendent respectivement vers x ety (les x, et x étant positifs), on a, en posant 2, — log æ,
. r (nr SES
limx,y, = «y,
r CHR Le
TLŸ _—— az'Y — alim, Un — lim an Un — lim (a®n)vr — lim Ca L'égalité av = lima% montre là continuité de la fonction 7, »
UT
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_ En particulier, si y, supposé fixe, est égal à un nombre _irrationnel a, on reconnait la continuité de la fonction de x : _ æ% (æ étant positif).
La fonction w, si w et v sont des fonctions de variables x, _ y, .., est, dans un champ où « est positif, une fonction de
le, y, ...); si w et v sont fonctions continues de (x, y, ...),. _il en estde même de w?,
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