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AVANT-PROPOS
trouver dans mes Lettres àS,A,Ii. le Duc régnant de
Saxe-Cobourg et Gotha sur la théorie des probabilités appliquées aux sciences morales et politiques K Celles qui voudraient plus de développements mathématiques pourront consulter les traités français de Laplaee, Poisson, Lacroix, Cournot, les ouvrages allemands et anglais de Gauss, Hagen, Fischer, Th. Galloway, Aug. de Morgan, et le Calcul des probabilités récemment publié à Bruxelles par M. le capitaine Lîagre, qui a donné de ces écrits un résumé très-substauliel.
ia théorie des probabilités devrait servir de base â rétude de toutes les sciences d'observation; je m'esîiiiu rais heureux si cet opuscule pouvait contribuer à en propager le goût et à en faire apprécier l'importance.
firuxclles, leâO juiu 1853.
4^ Qletelet.
^ Un volume io-So. Biuxelies, chet li^yei, 4846.
Orifiae mi importemce 4e 1» théorie ém pretelillltA
La Sf.ience qui va iioiio occuper est d'oi igiiie rcrcnle : elle doit sa naissance une question futile, faite par un homme du inonde à I uu des penseurs les plus profonds du xvii<' siècle, fil 16tt4, le chevalier de Méré avait proposé à Pascal devx problèmes relatifs aa jeu ; Timmortel auleor des LeUreê provindo/es satisfit la curiosité do joiiear; il entrevit en même temps, dans les questions qui loi avaient été soumises, les germes d'une brauehe nouveiie des mathématiques, à laquelle il donna le nom de Géométrie aléatoire; et que ses successeurs nommèrent indistinctement Calcul conjectural, Arithmétique politique, Théorie des probabilités, etc.
THÉORIE DES PROBABILnte*
La théorie des probabilités fut saocessivemeDi cultivée par les esprits les plus distingués» par les penseurs les pins profonds : elle eut pour promoteurs Pascal, Fermai, LeibnitZi Huygens, Halley, Bulfoni les frères Bernoulli) d'Alembert^ Condoroet, La Placei Fonrier. Elle fixa également Tattention de plusieurs hommes d Élal d'un mérite éminent, qui surent apprécier les féconds résultats qu'un cuii en droit d'en attendre.
Cependant, celte théorie si favorablement jugée par les plus beaux g(^nies des temps modernes, cette ilu orie qui devrait servir de buse à toutes les sciences li observation, est loin, aujourd'hui même, d'avoir pris le rang qui lui revient. Il y aurait lieu de s'en étonner, si Tbistoire n'était là pour nous apprendre combien il faut de tçmps pour que les plus belles découvertes par* viennent à se faire jour dans les massesi où elles sont cependant destinées à se fixer et à produire leurs plus beaux fruits.
Les sciences font des progrès d'autant plus rapides, que lés connaissances acquises sont plus exactes et qu'on est parvenu à les expriuier d'une manière plus précise. Or, nous sommes si peu avancés à cet égard, surtout dans les sciences d'observation, que nous confondons à tout instant la certitude avec la probabilité, et ce qui v^i probable avec ce qui n'est que possible. Ces méprises ne se renconireul pas seulement chez les gens du monde, on pourrait en citer des exemples chez un grand nombre de savants, d'un mérite d'ailleurs incontestable.
On a vu plus d'une fois repousser avec dédain l'assertion que nos connaissances en astronomie, ou même en physique, ne reposent en général que sur des probabilités plus ou moins grandes. Cependant, nous n'avons de certitude réelle que sur très-peu d'objets. Les vérités iiialhéiiialiques, par exemple, sont de ce iiouibre : ce qui ne tend pas à établir qu'il faille se livrer à un pyrrhonisme désolant, et révoquer eu doute les bienfaits de la science.
Le principe de Taltraction a permis d'expliquer avec une admirable simplicité les phénomènes de notre système planétaire; il a fait dépendre de la résolution d'un problème de mécanique analytique, l'appréciation des mouvements divers que Inobservation avait reconnus dans les corps célestes. Bien plus.
le même principe, soumis an ealeal, a mis en évidence des fails
qui auraient échappé à la sagacité des observateurs les plus exercés et munis des instruments Its plus délicats. Qui oserait [irélendre cependant que ce principe soit l'expresMoii la plus complète d'une loi de kl nuliiio? Qui pourrait aniniicr que ce ii'esL poinl uo cas particulier d'une loi beaucoup plus générale? Aiaifré les raisons que nous avons de ne pas aUribuer la certitude ao principe de Tattraetion, sons son énoncé actueli nous Tem^ ployons néanmoins avec le plos grand succès, pour calculer les phénomènes de noire système planétalrOi et poar en prédire les retours avec une précision telle, qu^elle est Tobjet de Fadmiration générale des hommes.
On pourrait en dire autant de la plupart des principes de la physique et de toutes les sciences qui reposent sur robservaiiou. Il II existe |ias de niotiLs suflisants pour les prendre avec certitude, et comme s'ils énonçaient, dans toute sa plénitude, le mode d'action de la nature; mais les probabilités pour les considérer comme tels, sont en général si fortes, que nous ne faisons pas difficulté de leur attribuer, dans le plus grand nombre des CBS, une valeur équivalente à celle de la cerlitnde.
Il y a une infinité d'intermédiaires entre limpossible et le certain. Ponr aller de Pun à l'antre, la probabilité peut varier en passant par des nuances innombrables; sur cent assertions, il n*en est peut-être pas deux qui présentent le même degré de probabilité. Presque toujours, nous apprécions fort mal ces nuances; et, par suite, nos jugements sont plus ou moins grossiers. Pour bleu des personnes, le« ciioses ne sont guère probables que d'une seule manière : si la probabilité d'un événement est très-grande, elles la prennent pour la certitude ; si elle est très-faible, au contraire, elles estiment révénement Impossible.
Les sciences ne sauraient s'accommoder d'appréciations aussi d)Sféctueuses. Ces aperçus vagues sont tolérables tout au plus
dans les affaires ordinaires de la vie.
Il serait intéressant de recherchci" quelles sont approximativement les limites que la probabilité doit atteindre, pour prendre, aux yeux des gens du monde, les degrés de la certitude ou de
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rimpossibilitë. Ces limiles ne sont pas les mêmes pour tous les
hommes, ni, chez un même homme, pour toutes les choses iO'» dislinclement. Une foule de circonsUiices influent à cet égard sur nos jugements. Nos passions surtout font mettre bien souvent sur la même ligne des événements dont les probabilités sont essentiellement dififérenles. Les variations de la probabilité sont pour FenteDdemeuty ce que les nuances des couleurs sont pour un cail exeroéyon ce que Téchelle diatonique serait pour Toreille qui pourrait en apprécier tous les degrés.
A la théorie des prohabilités se rattachenl on grand nombre de questions qui sont de nature à exciter la curiosité et qui méritent au plus haut point l^atlention du philosophe et de Pbomme d'État. Parmi les applications diverses que l'on peut faire de cette théorie, je choisirai de préférence celles qui se rapportent à Thomme et à son état social : nous y trouverons une mine de découvertes uiiles, que nos prédécesseurs ont à peine entrevue et qui reste encore presque entièrement à exploiter.
Le calcul des probabilités n'est que Tinstrumentqui doit servir à régulariser les travaux d'exploitation ; ii doit en eflèt nous aider à distribuer avec avantage la série de nos observations, à estimer la valeur des documents dont nous ferons usage, à distinguer ceux qui exercent le plus d'influence, à les combiner ensuite de manière qu'ils s'écartent le moins possible de la vérité, et è calculer en définitive le degré de confiance qu'on peut attacher aux résultats obtenus. La théorie ne nous enseigne qu'à faire avec plus de régularité et de précision, ce qu'ont fait jusqu'à présent, d'une manière plus ou moins vague, les esprits les plus judicieux. £Jle tend surtout, dans les phénomènes dont nous aurons à nous occuper, à substituer la science à ce que l'on est convenu de nommer la pratique ou l'expérience, et ce qui n'est, la plupart du temps, qu'une aveugle routine.
LES CfiANCËb ÉTA^Ï CO^iMl]ËS. H
De la probabilité ei de la ceriitnde
Lorsque différente cas peuvent donner naissance à un événement on les nomme les ehancH de cet événement. Ainsi» le tirage d'une carte dans un Jeu ordinaire, présente 32 cbaneesy puisque l'on peut prendre indiiféremment l'une des 5S cartes dont le jeu se compose.
<}uaDd la nature de i^événement qu'on espère est désignée, il existe deux espèces de chances, les unes favorables et les autres contraires à l'événement espéré. Ainsi, celui qui désirerait prendre une figure dans un jeu de 32 cartes, aurait 12 chances pour lui ; et 20 chances lui seraient contraires.
Si toutes les chances sont favorablesi leur ensemble constitue la certitude.
On dit, d'une manière absolue, qu'un événement est probable, quand la plupart des chances sont favorables à son arrivéCi et qu'il est posB^le on peu probable, quand le nombre des chances contraires surpasse le nombre des chances favorables. L'événement sera douteux, si le nombre des chances favorables égale le nombre des chances défavorables.
On conçoit qne fous les événements ne sont pas égalemeni. ju obables. On estime la prohahiliié matiiematique en diirisani le nombre des chances favorables à l'événement, par le nombre total des chances. D'après ce principe, le tirage d'une figure dans un jeu de 53 cartes aurait, pour probabilité, la fraction ^; on a, en eVet, i2 chances favorables sur un nombre total de 53 chances.
La probabilité contraire à l'événement attendu s'estime de la même manière; c'est-à-dire, en divisant le nombre des chances
défavorables par le nombre total des chances. Ainsi, dans l'exemple précédent, la probabilité contraire à l'événement attendu est
En général, chaque événement incertain donne lieu à doux probabilités opposées, savoir ; celle que cet événement arrivera,
et celte quMI o'iirima pas : la somme de en deusprababUUés dof I être égale à runiié» L'anité devient aissi le aymbole de la eertitude»
L^appiicatîon de la théorie des probabilités ne présenterait
guère de difficultés, si l'on pouvait toujours éiiuiiiércr les diverses chances possibles, el si loutes ces chances étaient rigoureusement les mêmes. Mais il n'en est pas ainsi; et, dans ceriiiins cas, il faut beaucoup de sagacité pour ne pas commettre des erreurs graves dans ces sortes d'appréciations. De tous les jeux, le plus simple est sans contredit celui de pile ou croix, puisqu'il n'y a qoe deox chaoees possibles, et que la pièce doit tomber nécessairement sur Fane on Tantre de ses deux faces. La probabilité de cbacon des deux événements est donc ~. Cependant si la pièce n'était pas homogène, si elle était construite de manière à tomber plus facilement sur une face que sur l'autre, Il est évident que les deux probabilités ne pourraient plus être représentées respectivimeul par la fraction ^. Si la pièce, par exemple, tombait régulièrement deux fois sur une face, tandis qu'elle ne tomberait qu'une foi?; sur raiiire, on pourrait considérer le jet de cette pièce comme présentant trois cbances possibles, dont deux pour une face et une seule pour 1 autre face : les probabilités respectives seraient \ et ~.
Des joueurs frauduleux se ménagent des avantages semblables, en jouant avec des dés pipés* Quand un dé à six faces est bien construit, il doit pouvoir tomber avec une égale facilité sur chacune de ses faces : le jet de Tas, par exemple, doit avoir la même probabilité que celui de tout autre point. Cependant on peut altérer le dé, soit sous le rapport de rhuniogénéilé de la matière, soit sous le rapport de la forme, de manière à rendre la probaiiililé du jet de Tas aussi grande ou aussi petite que ïoa veut.
On conçoit qu'on pourrait jouer avec un dé semblable, pourvu que Ton pût tenir rigoureusement compte de Tinégalité des chances pour l'arrivée de chaque point.
La diflBculté que nous rencontrons ici, se reproduit à chaque instant dans raj^réciation des probabilités concernant les phénomènes de la nature. La dUlculté devient plus grande encore,
«n ce ^ne le dé, pour contiDUW notre comparaison, présente, non-seulement des faces inégales, mais en ce que Ton ne sailpas même combien il a de faces.
Telle est effectivement la condition dans laquelle nous met la nature, quand nous cherclions à sonder ses secrets et à évaluer les probabilités respectives des événements qui peuvent arriver. On croit souvent avoir tout prévu, avoir soigneusement éouméré les circonstances qui pouvaient se présenter, et l'on se trouve très^onné de voir, après Texpérience , que l'événement n'est aucun de ceux qu'on attendait. On dit alors qoe c'est le hasard qui l'a amené ; mais que signifie ce mot» sinon l'ignorance où nous étions que notre dé avait encore une face que nous n'avions pas aperçue et sur laquelle nous ne sup|)osions pas qu'il dut tombei / Le mot hasard sert officieusement à voiler notre ignorance; nous l'employons pour expliquer des effets dont nous ne connaissons point les causes. Pour qui saurait tout prévoir, il n'y aurait jamais de hasard; et les rvénemenls qui nous paraissent les plus extraordinaires auraient leurs causes naturelles et néeessaires^ comme les événements qui nous semblent les plus communs.
Une autre comparaison, puisée également dans la théorie du jeu, pourra nous prêter de nouvelles lumières. Supposons qu'on nous présente une urne remplie de houles qui ne durèrent entre elles que par la couleur, et qu'on demande la probabilité que la
première jjoule Urée sera blanche. Il csL évideiiL que, pour porter un jugement motivé, il nous faudra des renseignements préalables. Pour que ces renseignements soient complets, nous viderons l'urne el nous examinerons combien de boules de chaque couleur s'y trouvent contenues. Or, je suppose qu'il y en ait 2 blanches, 5 noires et 4 rouges, en tout 9 boules ; nous devrons répondre que la probabilité que la première boule tirée sera blanche, est f .
Cette évaluation, comme Ton voit, ne présente pas de difficulté, quand on peut s'assurer du nombre de boules que contient Pume, et de la manière dont ces boules sont distribuées sous le rapport de la couleur. Engénéral^ dans les différents jeux qu'on nomme jeux de hasard, le nombre des chances est limité et leur
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nature est comme; nnis il n'en esl pas de même dass ce 4|ai ee rapporte ma sciences d*ol>8emtion. L^orne est ouverte devant
nous ; il nous csl permis de faire autant de tirages que nous voulons cl lie liiiilliplier les épreuves à loisir, mais ce n'est que par induction que nous pouvons connailre ce qu'elle renforaie.
If faut donc s'appuyer sur des considérations nouvelles, pour estimer la probabilité d'un événement quand le nombre des chances est illimité, et que nous ignorons comment les cliances sont distribuées. Cet Inconvénient se présente malheureusement dans le plus grand nombre des cas qui doivent nous occuper, c'est-ànlire dans l'appréciation des probabilités des phénomènes sociaux et des phénomènes naturels.
D'après la distînetion que nous venons d*étabfir, l'ouvrage se partagera naturellement en deux parties : dans la première, nous parlerons des probabilités des événements dont le nombre et la nature des chances sont connm; dans la seconde, des probabilités «les éviMienients dont le nombre et la nature des chances sont inconnus, et qu'on détermine approximativement par Tobservation. Pour abréger, on distingue le plus souvent ces deux cas par les mots probabilités a priari, et probabilités a ^(aimwis c^est des premières que nous nous occuperons d'abord.
S. De la probabllilé aiailiéiiiaiique simple.
Nous venons de voir que, dans le cas où toutes les chances d'un événement sont également possibles, la probabilité mathématique s'estime en divisant le nombre des chances favorables à l'événement par le nombre total des chances. Ainsi, la probabilité de prendre un roi dans un jeu de 32 caries, est ^ ; la probabilité contraire est " ; et la somme de ces deux probabilités est ~ plus ou bien 4 qui représente la certitude. De là nous déduirons cette règle qiri/ sti/fit de soustraire de 1 la probabilité mathématique favorable à l'événement, pour avoir la probabilité contraire.
La prababtUlé malhéiiuitique d'un événement doit, d après ce qui précède, être exprimée par une fraeUon propremefii dii», puisqae le Bombre des chances favorables ne peut, en aucun cas, surpasser le nombre total des chances.
On conçoit que plus le nombre des chanees sera considérable par ra])poît au nombre total des chanees possibles, plus la probabiliiii de cet événement sera forte. La probabilité ~î est plus grande que la probabilité ou exprimerait, de la première manière, la probabilité mathématique de prendre une figure dans un jeu de 52 cartes; et, de la seconde, la probabilité mailiématlqae de prendre un des quatre a8. ,
Quand on yeui comparer deux probabilités mathématiques , il foui les réduire an même dénominateur; par exemple, on demande si le jet de Vas avec un dé à six faces est plus probable que le tirage d*une figure en trèfle dans un jeu de 32 cartes. Or, la première probabilité est |et la seconde^ ; les fractions réduites au même dénominateur donnent ^ et Le premier événement est donc plus pruliable que le second.
Le défaut d'habitude d estimer les probabilités des événe- ^ments, lait que nous nous trompons In plupart du terups sur ^ leurs valeurs; il nous faudrait, avant tout, un terme comparàbU qui pût servir à rectifier nos jugements. Le moyen le pins simple semblerait être de concevoir les chances favorables et détevorables, représentées numériquement par des boules blanches et noires, qui seraient contenues dans une urne; l'arrivée de révénement attendu serait assimilée ao tirage d'une boule blanche.
Exemple, Quelle est la probabilité de jeter Vas avec un dé à six faces? Comme nous n'avons qu'une seule chance sur six, la probabilité est la même que celle de prendre une boule blanche dans une urne qui contient six boules, savoir : une boule blanche et cinq boules noires. Ou bien encore, quelle est la probabilité de prendre un roi dans un jeu de 5â cartes? Gomme nous avons 4 chances favorables sur 52, la probabilité est ig, la même que celle de prendre une boule blanche dans une urne qui contient 32 boules, savoir : 4 blanches et 28 noires.
En faisant croître ou décroître, dans un même rapport, le
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nombre des diances favorables ei ceiol de toutes les chances possibles, la probabilité reste la même. Ainsi, au lien de la probabilité on peut prendre la probabilité ^ qui lui est ^le. La probabilité de prendre une boole blanche dans une urne qui contient 3S boules, savoir : 4 blanches et S8 noires, est donc la même que celle de prendre une boule blanche dans une urne qui contient 8 boules, savoir : 4 blanche et 7 noires. Ce moyen de simplification qui dépend de la propriété des fractions, nous sera souvent utile.
Le mode que nous venons d'indiquer pour estimer la valeur des probabilités présente cependant un inconvénient; c'est qu'il nous serait assez difficile d'apprécier quelle grandeur doit atteindre la probabilité pour pouvoir être classée parmi celles que nous avons Tbabitude de considérer comme des certitudes. Le meilleur terme de comparaison semblerait être la probabilité de vivre encore un certain espaee de temps. Cette mesure nous sera plus sensible, par le prix que nous allaclions généralement à ia vie, que toute autre plus précise dont nous sommes rarement dans le cas d'user. Or, les tables de mortoliié que nous ferons connaître plus lard, oioiUrcnt que, sur un nombre donné de jeunes gens de 20 ans, le dixième a cessé d'exister au bout de 7 ans environ : ainsi, à cet âge, la probabilité de mourir dans Pespace de 7 ans, est ^; celle de mourir dans Tespace de 8 mois est de seulement. Le tableau suivant auquel on pourra recourir au besoin, fait connaître les probabilités de mourir dans un terme plus ou moins rapproché» .
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Ab iiiovrir tniit
7 ans.
8 mois.
55 jours.
60 heures.
6 heures.
56 minutes.
4 minutes.
â2 secondes, i seconde.
On conçoit que ces résultats ne peuvent être pris que d^une manière générale» et qu'ils ne sont pas applicables à un individa en particulier; qui serait actuellement bien portant. Il faut les considérer comme des probabilités que l'enfant qui vient de naître, s'il atteint l'âge de 90 ans, mourra pendant la pérwde désignée au lableau.
Supposons maintenant que Van cherche à savoir quelle est la probabilité qu'en prenant les lettres du mot Consiantinople, et qu'en les jetant enl'air, elles recomposeront le mot. On sait, par des calculs qui ne peuvent trouver place ici, que nos 14 lettres peuvent êtrearrangées de plus de 87 000 000 000 de manières différentes, en ne reproduisant que 24 fois le même mot, on
aurait donc pour probabilité du jet désiré
c'est-
tT 000 000 000>
à*dire nne probabilité moindre que celle de mourir dans l'espace d*aoe seconde, à l'âge de 20 ans. Or, nous ne faisons pas dilB* culté de regarder comme certain que Fenfant qui vient de naître,
s'il aiteiiU i'age de 120 ans, pourra compter encore sur une seconde d'existence; on peut donc regarder aussi coiiinie certain qu'on ne jettera pas du premier coup le mol Comtantinople avec les Icltres qui le composent.
ISous croyons pouvoir admettre qu'en général le jeune homme, arrivé à i*âge de âO ans, vivra encore 56 minutes, ou une demi-heure environ; or, cet événement a, pour probabilité contraire, la fraction Tm"^ 9 ^^nsl, nous regardons à peu près
comme certains les événcmenls qui ont, pour probabilités coninires, des fractions moindres qu'un niiiliuiiièmc; tel serait le liiuge d*unc boule blanche dans une urne qui contiendrait un million de boules, savoir : 999 999 blanches et 1 uoire.
De la probabilité malhémalique comp4Mié
Qaand un événement dépend à la fois de plosieurs événements
indépendants les uns des autres, on dit qu'il est composé. Ainsi, le jet successif de Vas et du point deux, avec un dé ordinaire à six faces, est un événement comfmsé ([ui dépend de deux événements eulièremenl independanls i'uu de laulre, savoir : Je jet de l'as et celui du point deux.
Les événemeuls indépendants les uns des autres sont des événements simplei* Dans notre exemple précédent, l'arrivée de révénement composé dépendait de deux événements simples, qui sont le jet de l'as et le jet do point deux.
Nous avons déjà vu précédemment que la probabilité d^on événement simple, que nous nommerons prabahilité iimpU, s'estime en divisant le nombre des chances favorables par le nombre total des chances.
La probabi'ité composée^ c'est-à-dire la probabilité mathémaliqne d'un événemenl composé ^ sobtioil en faisant le produit des probabilités de tous les événements simples dont cet événement comptée dépend. Par exemple, la probabilité de jeter ras et de jeter ensuite le point deux avec un dé ordinaire, se calculerait de la manière suivante : la probabilité d'amener nn ai avee un dé est ^ ; et celle d'amener le point deux est également \. Le produit des deux probabilités est ~, et forme la probabilité de révénement attendu. En effet, on reconnaîtra avec un peu irailonlion qu'il y a 5G chances égalemcuL possibles sur les juelh^ une seule est favorable, comme on peut le voir par le tableau suivant :
4 ell 1 S I 3 1 4 1 5 i 6
3 et i
4 et!
6 et I
Si, sans établir (h disliDclion dans l'ordre des sorlies, on avait demandé la probabilité d'ameuer, en deux jels successifs, une fois Va» et une fois le poiat deux, celte probabilité eût été ou Lien ~ ; sur les 36 chances, en effet, il y en avait 2 favorables à l'évéoement attendu ; celle de jeter d'abord Va$, et puis deux, et celle de jeter d'abord deux, et puis Vae.
Dans Tanclenne loterie génoise, on supposait une urne conte** nant 90 numéros, portant les nombres 4 , 2, 5, 4, ete. Le tirage d'une boule consliluaillVxïratt simple, celui de doux boules formait ïambe qui était déterminé si l'on indiquait l'ordre de sortie. Ainsi, quand ou jouait sur Tambe déteraiiné, on avait pour la sortie du premier nombre indiqué, la probabilité --^ et pour celle du second ; ce qui donnait, pour la probabilité de Tévénement composé, le produit de ces deux fractions ou On n'avait donc qu'une chance de gagner sur 8010 chances.
Prenons un autre exemple dans le jeu de cartes, et cherchons quelle est la probabilité de prendre successivement l'as, le roi, la dame et enfin le valet de cœur dans un jeu de 33 cartes, en ayant chaque fois Vattention de remettre dans le jeu la carie tirée? L'événement composé dépend ici de quatre événements simples, qui ont chacun leur probabilité égale à t^; la probabilité composée vaudra donc x x X ~ ou bien ■ra\l'n-!i' -^'"si l'événement qu'on attend e^t moins probable que la supposition qu'un jeune homme mourra précisément pendant les 56 minutes qui suivront l'instant où il aura atteint sa vingtième année. Nous savons que des événements qui ont une aussi faible probabilité sont considérés comme tout à fait extraordinaires.
Quand l'événement est composé d'un grand nombre d'événements simples, la probabilité décroit très-rapidement; elle peut même être assez faible pour qu'il devienne difficile de se faire
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une idée de sa valeur. Je vais en donner un exemple : Supposons qu'il soU qoestîon de prendre 200 fois de suite une boule blanche dans une urne contenant des boules blanebes et [noires en nombre é§al ; on a d*ailleurs la précaution de remettre chaque fois dans Purne la boule tirée, pour rester dans les mêmes con* ditions. 11 faudra faire, ici, un produil dans lequel la fraction \, probabilité du tirage d'une boule blanche, sera deux cents fois facteur. Or, ce produit qui exprime la probabilité de l'événement demande, est une fraction qui a, pour iiuîik rateur, TuiiiLé, et, pour dénominateur, un nombre exprimé par 61 chiffres. 11 serait très-dilficile de se faire une juste idée de cette fraction, et plus dilBcile encore de Ténoncer. Qu'il nous suffise de dire que si) depuis Tépoque de la création, en la faisant remonter à 5857 années, on n*avait cessé de tirer des boules d'une urne, avee une rapidité telle qu'on en eût pris cent millions par seconde, le nombre des tirages ne serait représenté que par dix* neuf chiffres.
En supposant une urne de la grandeur de noire globe, pleine de petites boules ayant un rayon d*un millionième de millimètre seulement, c'esl-à-dire infiniment moindres que des grains de poussière, le nombre de ces boules ne serait représenté que par quaranle-huit ehiffre$; qu'est-ce donc en comparaison de toutes les chances que présentent deux cents boules à tirer t
Certes, en Tabsence de la théorie, on ne se serait guère douté qu'il fût plus difficile de prendre deux cents fols de suite
une boule blanche dans une urne conteuauL des boules blanches et des boules noires en nombre égal, que de saisir, en un tirage, le seul grain de poussière blanc que pourrait renfermer notre globe, soit à sa surface, soit à son intérieur,
Des épreuves répétées
Nous nommerons épreuveê répéiées celles qui se font successivement dans les mêmes circonstances comme dans Fexem-
ple qui termine le chapitre précédent^ et comme seraient,
encore, les tirages de mêmes caries prises dans un jeu el remises chaque fois j ou les Jets successifs d'un même poinl avec un dé.
La probabilité, quand il s'agit d' épreuves répétéei, ie calcule comme pour les événements composés.
Exemple. L'on espère, avec un dé à six faces^ amener Vas Irois fois de suite; la probabilité mathématique sera^x^X; on ^ : l'événement attendu dépeud en effet de trois événements simples dont 11 faut multiplier les probabilités entre elles. On espère prendre dans un jeu de 32 cartes, soit un roi, soit une dame trois fois de suite, en avant soin de remettre, à chaque nouveau tirage, la carte que l'on a prise; la jH'ohahiliié sera jX* x| : en oh^e^valtl que 1 cveacmeut dépend de trois événements simples qui ont chacun pour probabilité puisqu'on a pour soi 8 chances sur 32.
Quelle est la probabilité, dans deux épreuves répétées au jeu de pileoucroiXy d'amener d'abord pile et puis croix? La probabilité sera ;i c'est-à-dire ^x^> le produit des probabilités des deux événements simples. La probabilité eût été l, si Ton avait posé la condition d'amener une fois pile et une fois croix, n'importe dans quel ordre ; il peut en effet arriver quatre événements composés qui ont chacun pour probabilité i ; savoir: le jet de pile deux fois de suite ; le jet de croix deux fois de suite; le jel de pile croix, et enfin le jet de croix cl pile. Or, on a ])( ur soi les probabilités des deux derniers événements, c'est-à-dire, ou bien \,
On remarquera qu'en général, dans la répétition de deux épreuves, il ne se présente que quatre événements possibles, quand cbaque épreuve ne peut amener, comme dans l'exemple précédent, que deux événements simples différents, que nous désignerons par les lettres A et B ; ces événements seront :
AA, AB, BA, BB
Si l'on faisait um iroîsième épreuve, le nombre des évén(!ments possibles se trou\erait doublé, et Ton en aurait huit ; en effet, avec cbacun des quatre événemeuts indiqués, pourrait se
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présenter encore oa CévéRement A, on FévéneneDl ca qui
dooDerait lieu aux événements composés qui suivent :
AAA, ABA, BAA, BBA ponr A.
AAlî, ABB, BAB, BBB pour B.
Si l'on faisnil une quaUièiiie ipreuvc, le lioiubre des événements possibles se Iroiiverait doublé encore et Ton en aurait seize; en efT<U, avec chanm des Iniii événements iiKiKjnés, pourrait se présenler encore ou révénement A, ou l'événement B, ce qui doonerail lieu aux événemenls composés qui suivent ;
AAAA, ABAA, BAAA, BHAA]
AABA, ABBA, BABA, BBBA) *
AAAB, ABAB, BAAB, BBAB)
AABB, ABBB, BABB, BBBB j *
. pour A»
. pour B.
Ed suivant les mêmes raisonnements^ on trouverait qu'en faisant une cinquième épreuve, le nombre des événements possibles se trouverait doublé encore et ainsi de suite, de manière qu'où pouridil foiiiicr le petit tableau suivant :
Nombre d'éprenm.
EvéMineolt powflilM.
On voit que le nombre des événements composés différents
devient considérable quand on a égard à 1 ordre dans lequel se présenknL les événements simples; on ie forme en mullipliaul successivement 2 par lui-même.
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£ttmple. Supposons 40*00 veoille oonnaitre la probabilité que, dans une urne qui contient une boule blanehe et deux
noires, on prendra dans quatre tirages, les deux premières fois, une Loule hlaiiche, et les deux dernières fois, une boule noire, en ayant la précaution de remettre chaque fois la boule tirée* En ex)nsu)tant le tableau que nous avons formé plus haut, on trouvera que, sur seize événements possibles, un seul est favorable à l'attente, savoir AABB. Nous supposons que A désigne rarrivée de la boule blanche; et B, Tarrivée d'une boule noire. Ori la probabilité de Févénement A est^, et celle de l'événement B est \i éonc, la probabilité demandée sera
La probabilité contraire serait ]], en observant (jue les deux probabilités ajoutées ensemble dnncnt reproduire l'unité.
En général, si, dans des épreuves répétées, on espère qu'un événement A arrivera un certain nombre de fois, et qu'un événement B arrivera aussi un nombre de fois désigné, et si de plus l'ordre de sortie est indiqué; la probabilité demandée sera un produit qui renfermera la probabilité simple de l'événement A autant de fois en facteur que cet événement doit arriver de fois, et la probabilité de révénement B aussi autant de fols en facteur que le second événement doit arriver de fols.
Exemple. Quelle est la probabilité de prendre dans un jeu de 32 cartes, deux fois de suite une figure, puis trois fois de suite un as? La probabilité de prendre une figure étant ^, cl celle de prendre un as -, on aura pour la probabilité demandée :
• •••î't't""" *tW
Si Fon n^avait pas égard à l'ordre dans lequel se présentent les événements simples» le nombre possible des événements composés se trouverait considérablement réduit dans les épreuves répétées. Ainsi, en se bornant à une épreuve, on n'aurait que
deux événements possibles.
Dans deux épreuves répétées, l'événemeal A pourrait arriver
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deux fois de suite» on n'arriver qii*nne fois, on ne point arriver du tonti eomme il suit :
AÂf AB, BB« BA.
Dans trois épreuves répétées, révéncineiit A peut arriver 0 foii>^ ^ fois, i fois ou pas une seule fois :
AAA, AÂB, BBA, BBB ABA, B\B BAA, Ai^ii.
Dans quatre épreuves répétées , l'événenienl A peut arriver 4 fois, 3 fois, â fois, i fois on pas une seule fois :
AAAA, AAAB, AABB, BBBA, BBBB.
AABA, ABAB, BBAB.
ABAA, BAAB, BABB.
BAAA, ABBA, ABBB.
BBAA.
BABA
On remarquera que nous n'avons fait que donner une autre disposition aux tableaux qui précèdent. L'analogie nous conduit ici k former ia table suivante :
tpreures répétée».
Événement!.
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Âinsî; quand on ne tient pas compte de Tordre dans lequel se présentent les événements simples, le nombre des événements composés et différents entre eux qu'il est possible de former, est égal au nombre des épreuves répétées plus I.
Exemple. Si Ton demande la probabilité que, dans une urne qui conlienl une boule blanche et deux noires, on prendra, dans quatre tirages, deux fois une boule blanche et deux fois une boule noire, sans préciser Tordre de la sortie, et en ayant la précaution de remellro cli;i que fois la boule tirée, on verra, par le tableau de la page précédente, que cet événement peut arriver de six manières ; il faudra donc prendre 6 fois la probabilité qu'on de ces événements aura lieu, c'est-à-dire 6 x 5^ ou bien ^ ; la probabilité contraire est
On peut réunir en sa faveur plusieurs probabilités différentes : comme si, dans Texerople précédent, on espérait prendre, dans quatre tirages, au moins deux fois une boule blancbe, on aurait pour soi la probabilité que nous avons calculée, plus les probabilités de prendre quatre ou trois boules blanches.
Ces sortes de calculs deviennent excessivement simples par Teniploi de l'algèbre ^ Il est un cas dans lequel le calcul numérique se simplifie beaucoup ; c'est quand on demande la probabilité qu'un événement désigné arrivera au moins une fois dans un nombre donné d'épreuves ré] étées. Comme on aurait seulement contre soi la probabilité que l'événement attendu n'arriverait pas du tout , on calculerait cette probabilité et on la retrancherait de Tunité.
Exemple. On demande la probabilité de jeter Tas, au moins une fois, avec un dé à six faces, et dans trois épreuves répétées: la probabilité de ne pas jeler Vas est et la probabilité de ne pas jeter Ta«, dans trois épreuves consécutives, est ^ x * x | ou' bien ~. CoFtime c'est la seule probabilité que l'on ait contre soi, en la retranchant de 1, on aura la probabilité de i événemcnt qu'on espère ^ sa valeur sera c'est-à-dire un peu moindre qu'un demi.
* Supposons en effet que la fraction a représente Ja probabilité d uu événe« nMNit A, et qa« la probabilité de révêneneiit contraire B aoh repréiestée par la
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De la probabilité relative
Entre les diverses chances qui peuvenl amener un événement, rattenlion ne se fixe parfois qoe sur quelques-unes d'enlre elles^ en abandonnant Umtes les autres. Si Ton demandaiti par exem* pie, la probabilité de prendre, dans un jéa de 52 cartes, une figure ou bien un as ; on aurait trois événements possibles dont les probabilités seraient :
Il pour une figure, ^ pour un as,
H pour une carte qui n'est ni un as ai une figure.
Or, dans le eas qui nous occupe, le tirage d'une carte qui ue serait ni un as ni une figure devrait être considéré comme non avenu, et il faudrait regarder comme n'ayant de valeur réelle que
rrtetion h, Oft anrit «prêt un nombre m d'épreuves, les probabilités de tom le* événenMOtt compoU» ponU»lM» dtm le développement suivant du lûBèine :
La fracti(ni «* «tprimer* la probabilité qae révénemaat B te r^rodaira m foia de suite.
La terme mef^-^b exprimera la probabilité qoa l*èféii«iieat A se produira as— 1 Ibia et révéoemeiit B une foie»
Le terme ^-—^^ a* exprimera la probabilité que réfésamMit A te produira m— S fois, et révénement B deux fois» et ainsi de suite.
RMMrquoBt, de plas, que le soflUM de tooteelei probabiUtéa doit équivaloir b la certitude; ce qui arrive en effet , car a-ffr, somme des deuz probabilités contraires, vntjt l'on 'A, h quelque pui»Maee qu'on élève cette iomme dans le premier membre de l'équation.
Quand les deux probabilités a et 5 sont égales, il vient
âeHmUt Mntmml» jmtttlet «prdi un nombre m éT^fnuwi.
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les probabilités et qui peuvent imeBer révénement attendu. Ces deux valeurs sont entre elles dans le rapport de Id à 4, ou de S à I. La probabilité de prendre une figure est done triple
(Je celle de prendre un as. Ce sont les valeurs relatives des probabiliiés des deux événements que l'on conipare.
Si dans une urne on avait 20 boules, savoir : 8 blanches, 4 noires, 5 rouges et 5 vertes; on aurait, pour le tirage, quatre sortes de chances dont les probabilités seraient
^ pour une boule blanche, ^ — noire, ^ — rouge»
{s — verte.
La soiunie de ces probabilités, comme dans Texemple précédent, doit valoir Tunité. Si Ton demande les probabilités rela^ tivis d'amener une boule blanche ou une noire, les valeurs seront respectivement ^ et ^ ; Tune est double de l'autre. C'est comme si les boules rouges et vertes n'existaient pas , et comme si l'urne ne contenait que 8 boules blanches et 4 boules noires : ce qui donnerait les probabilités relative ^ et ^,qui sont effectivement eommeâ est à i.
Prenons encore un troisième exemple. Quelles sont les probabilités de jeter avec deux dés 7, 8, 9 et 10 points? 7 points peuvent être amenés de six manières différentes avec deux dés, comme on peut s'en assurer par le petit tableau que nous avons donné plus haut, p. 19 ; car on peut jeter 1 et 6, 2 et B, r> et i, 4 et 3, 5 et 2, (i et 1 . De lueuje, 8 points peuvent être amenés de cinq manières; 9, de quatre manières; et 10, de trois manières seulement. On aura donc, pour la probabilité de ces sortes de chances, ea observant qu'il y a 36 jets également possibles :
^ pour amener 7 points è - 8 »
iî - » »
^ pour les autres points.
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Nous voyons que la probabilité d'amener 7 points avec deux dés est relaChrement donble de celle d'amener 10 points : on a
tliVclivement six chances favorables au premier événement et trois chances seulement pour le second, sur neuf chances en tout, en omettant les autres ciiuuces qui ne font ni perdre ni gagner.
Quelquefois un événement dépend de plusieurs chances qui ne sont pas égakment })ossibles ; ii faut alors if^lerminer lesprO" babilitéê reipecims de ces chaneei^ et la probahiliié de l* événement aUendu u composera de leur somme. ÂinsI, dans l'exemple précédent, deux personnes pouvaient être amenées à parier, l'une qu'elle jetterait, avec deux dés, les points 7, 8, 9 on 10; et la seconde qu'elle jellLi iii un antre point quelconque. Or, d'après ce que nous avons \u, les quatre événements qui peuvent faire ga.ujner le premier joueur ne sont pas également possibles; les probabilités respectives des chances de ces événements sont ^, et dont la somme vaut ; c'est la probabilité que le premier joueur a pour lui, et elle est exactement égale à celle du second joueur.
La probabilité de prendre une figure on un as dans un jeu de 32 cartes vaudrait ^ plus ^, ou bien ^ ; somme des deux probabilités qu'on réunit en sa faveur.
Nous conclurons de tout ce qui précède qu'il Importe d'examiner, dans chaque question proposée, si l'événement attendu est simple ou composé; et si les chances qui doivent ramener sont louic6 également pobàible^ ou si elles ne le sont pas. Enfin, il faudra reconnaître si la probabilité doit être prise d'une manière absolue ou relative, c'est-à-dire si les chances favorables doivent être comparées à toutes les chances ou à quelquesunes ék particulier.
9. De quelques c»h partlciillerM tlu ealeul de 1» probablliié matliémaiiqiie.
En BOUS oecopant des épreuves répétées, nous avons supposé que le nombre des chances restait le même à chaque nouvelle épreuve ; mais cette circonstance peut ne pas avoir lieu. Ainsi, quelle est la probabilité que, dans deux épreuves, on prendra une figure dans un jeu de 52 cartes, si Ton ne remet pas la carte tirée la première foist On peut gagner de deux manières, soit en prenant une flgurc à la première épreuve, soit en prenant une figure à la seconde épreuve. Or, la probabilité ôv prendre une figure au premier tirage est ^. Quant au second tirage, il devient inutile, si l'on gagne au premier; il n'est donc pas rerlain qu'on doive le faire, et sa probabilité est ^ on cVst-à-dire qu'elle est égale à la probabilité qu'on ne réussira pas au premier tirage. Mais si ce second tirage a lieu, il doit se faire sur 51 cartes dont 12 sont favorables à notre attente. La probabilité de pren* dre une figure serait donc^, si Ton pouvait rei^arder le tirage comme certain, et il est | x |y , puisqnll n'a que | de probabilité. On a de cette manière, pour révénementqu^on espère, une probabilité égaleàf+fxH*
Prenons un second exemple. Une urne renferme deux boules blanches et deux boules noires; et deux joueurs A et B conviennent que celui des deux qui, les yeux bandés, tirera le premier une boule blancbe, gagnera. Ils doivent tirer alternaiivement, et A doit commencer; on demande la probabilité que chacun a en sa faveur, en supposant qu'on ne remelte pas lesboulps lirces? Au premier tirage, la probabilité de prendre une boule blanche est \ ou ^. Le second tirage n'est pas certain, il a pour probabilité ^, c'est-à-dire la probabilité que le joueur A aura pris une boule noire la première fois. Si le second tirage a lieu, comme il reste dans l'urne deux boules blanches et une noire, la probabilité de sortie d'une des premières sera |; et, dans le cas qui nous occupe, elle sera 1 x | ou bien î, parce que le second tirage
esl douteux. La probabilité de la sortie de la boule notre sera l <jon bien c^est aussi la probabilité du troisième
lirage. Mais comme, celle Iroisième fois, l'urne ne contient que des boules blanches, on a la certiludc d'en prendre une; il faudra donc multiplier 1 par - probabilité de faire le troisième tirage. Ainsi le joueur A réunit, en sa faveur, les probabilités ^-f-^, et le second joueur a la probabilité j : ces probabilités réunies valent 1, symbole de la certitude, comme on devait s'y attendre.
Voici un autre exemple qui, au premier abord^ offre quelque difficulté. On place, devant une personne, deux urnes dont l*une contient 2 boules blancbes et 8 noires et dont l'autre contient 3 boules blanches et une noire. Quelle est la probabilité de prendre une boule blanche dans l'une de ces urnes? La probabilité que la personne qui doit faire le tirage prendra une boule blanche dans la première ufue, dépend de deux événements, du choix de Turne d'abord et du tirage ensuite. Or, en supposant qu'il li'y ail pas de uiolifs de préférence, lu probabilité que la première urne sera choisie est ~; et la probabilité qu'on y prendra une boule blanche est|. La probabilité de prendre une boule blanche, dans la première urne, sera donc^x " ou bien \, La probabilité de prendre une boule blanche dans la seconde urne sera de même ~ x ^ ou bien |. Ainsi la probabilité de prendre une boule blanche, dans l'une ou l'autre des deux urnes, sera
Nous finirons par un exemple qui montrera combien on doit être en garde, dans le calcul des probabilités» contre les premiers aperçus. On croit assezgénéralemenlqu'enfaisantyao hasard» des tirages dans une urne renfermant nn certain nombre de boules» il est indifférent de parier qu'on en tirera un nombre pair ou un nombre impair. Cependant en pariant pour le nombre impair, on a toujours une chance de plus en sa faveur que si l'on pariditijour le nombre pair. Par exemple, si l'urne ne renfermait qu une boule, il n'y aurait qu'une chance, et elle serait favorable à celui qui aurait parié pour le iiombre impair. Si 1 urne renfermait deux boules a et 6» oa pourrait faire les trois tirages suivants :
a, b, ah;
les deux premiers tirages sont impairs» le troisième est pair*
Si l'orne reafermit trois boalds a, h et e, on pourrait faire les s^t tirages :
a, h, e, abc, abj ne, hc;
les quatre premiers tirages sont impairs; les trois deroiers sont pairs. Si l'urue renfermait quatre boules a, b, c tid, on pourrait faire quinze tirages
a, by c, d, abc y abd, acdj bcd; aby oc, adj bc, bd, cd, abcd.
Les luiil premiers tirages sont impairç; les sept autres sont pairs. £u |;éaérai les prolHibililés seraient les suivantes :
Probabilité de tirei
Nombre de boult;&.
un nombre impair, un oocnbie pair.
2SS »ii
st
it •s
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SS
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on pourra facilement conclure par induction comment il fau^ dmit continuer ce tableau ; car, dans la probabilité malbéma* tique de tirer un nombre impair, le numérateur de chaque fraction est égal au double du numérateur de la fraction précédente ; le dénominateur mut le double de son numérateur diminué d'une uûilé.
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S. De l'espéniMce nuiihéfluitâ^iiie*
Dans son origine. 1ji lh(^or!p des probabilités n'avait pour mission que d'établir des principes d'équité entre les joueurs, de déterminer les enjeux et de régler les partages dans ie cas où l'on quitterait la partie sans l'avoir terminée. L'équité veut, en effet, que les deux joueurs soient placés dans une position telle qu'au-' eun d'eux n*alt d^avantages sur l'autre. Ainsi, quand Ils ont des chances égales de gagner, ils doivent exposer les mêmes sommes; mais, quand h$ prehahilUés de gagner ne sont pas lei mimes, les joueurs doivent exposer des sommes proportionnelles à ces probabilités.
Dans line loterie, dans la loterie génoise par exemple, où l'on comple 1)0 numéros, rehii qui placerait sur cinq de ces numéros, devrait exposer 5 francs, tandis que Tautre joueur qui a, en sa faveur , les 85 numéros restants , devrait exposer 8S francs : les enjeux seraient dans le rapport de l( à 85 ou de i à 17, c'est-à-dire comme les probabilités respectives de gagner. Gela se conçoit: en effet, supposons 90 ebances égales et 90 joueurs ; chacun de ces Joueurs ayant une de ces chances, sera dans le même cas que ses voisins et exposera autant qu'eux, i franc par exemple ; sa probabilité de gagner sera ~. Mais une personne peut se substituer à cinq de ces joueurs, en payant leurs mises; et une autre personne peut également se substituer aux 85 joueurs restants, en payant aussi leurs mises; la première devrait donc payer 5 francs; et, la seconde, 85. Ces sommes sont justement dans le rapport des ebances ou des probabilités que les deux joueurs ont de gagner*
Quand le premier joueur gagnera, il recevra donc, pour' S francs qu'il a exposés, la somme de 90 francs, ^est«è-dlre son enjeu, plus celui de la personne avec laquelle il joue. S^il reçoit moins de 90 Ihines, le jeu n'est pas équitable, et il se fait à son détriment. C'est ce qui a lieu dans la loterie génoise : le
jouénr, au lien de 90 franes auxquels il aurait droit, ne reçoit qae 7K francs; les i5 autres firanes forment le bénéfice de l'entrepreneur des jeux.
On sait qu à la loterie génoise, un tirage comprend cinq numéros. Si, au lieu de jouer sur Vexfrait simple, on jouait sur V extrait déterminé , ou sur la sortie d'un seul iminéro a une place marquée dans le tirage, la première, par exemple, on n'aurait pour soi qu'une probabilité égale à et, en exposant un franc, on devrait recevoir 90 francs en cas de gain ; au lieu de cette somme, on ne reçoit que 70 francs ; donc le bénéfice de l'entrepreneur est de 30 francs.
Vambe, on la sortie de deux numéros désignés pour un même tirage, ne rend que 370 fois la mise, tandis que Ton devrait recevoir cette mise 400 fois environ ; car, avec les 90 numéros de la loterie, on peut faire 1,005 ambes en prenant toutes les combinaisons deux à deux; et avec les cinq numc^ros que l'on a choisis, on peut former lOambes; la probabilité de la sortie d*un ambe est donc
La perte du joueur, et par conséquent le bénéfice de l'entrepreneur qui exploite la loterie, devient plus considérable encore quand on joue sur le terne, le qmteme ou le quine. L'avantage de Tenlrepreneur, qui n'était que ^ pour l'extrait simple, s'élève, pour le quine, jusqu'aux ^ de toute la somme exposés.
On a nommé espérance mathématique le produit d'une somme qu*on espère, tiiultipUée par la prohahiblc qu'on a de Vobtenir. Aiiiii, quand on met sur l'extrait simple dans la vue de recevoir une somme de lî$ francs, l'espérance mathématique se calcule en multipliant 15 francs par la fraction ou ^\ qui exprime la probabilité de l'obtenir; on a donc \l d'un franc ou 83 centimes ; telle est la somme qu'il faudrait équitablement exposer au lieu de celle de 1 franc.
Jl flmt, dans Umie espèce de jeu w de pari équitable, que les espérances mathématiques des joueurs soient égales. Or, on a déjà pu voir combien, dans la loterie génoise, les règles de réquitésont peu observées è l'égard du joueur, et combien l'entrepreneur fait payer cher le plaiiir de jouer. On pourrait dire
34 TfiÉOaiB DES PIIOBAAIUTÊS*
de la loterie ee que Buffoa disait du pharaon, « le banquier a'esl qa*aii fripoi avooéi et le poate vue dope» donl on est cooTemi de ne pas se moquer ^* »
Les jeoi de basard se prêteni parfaitement Iden aux appllealions de la théorie des probabilités, et ebaque joueur peut se rendre compte de sa position, non-seulement en entrant au jeu, mais encore à chaque instant de la partie, de sorte que^ sMl corvenait aux joueurs de se séparer, ils sauraient comment ils doivent partager enli e eux les sommes exposées, en tenant compte de leurs posiiious respectives. Ces applications^ du reste^ sont plus curieuses qu'utiles.
Il n'en est pas de même, quand il s^agit des sociétés d'assurances ; ces sociétés différent essentiellement des maisons de jeux» surtout sous le rapport de la moralité. Des deux côtés on expose des sommes» mais dans des vues bien différentes : rassuré est généralement guidé par des motifs de prudence et d^éeonomie; le joueur au contraire par l^imprévoyance et la dissipation. Un pére de famille sans fortune prélèvera, sur les modestes produits de ses travaux, quelques faibles sommes qu'il déposera annuellement, dans la vue d'assurer, après son décès, une pension à sa veuve. Pour régler équitablement ce (|u'il doit payer, i) faut recourir à la considération des probabilités composée,s.
Ces sortes de calculs n'offrent pas de difticiiltés ; mais ils sont aussi variés que les combinaisons auxquelles se prêtent les sociétés d'assurances sont nombreuses; il en sera parlé plus loin daos'ce traité.
L'homme sage et prudent évite les jeux et les paris, lors même qu'il est sûr de voir observer toutes les règles de la plus stricte équité, surtout s'il s'agit d'exposer des sommes un peu eonsidérables. A côté de la question matbématique» en eflist,
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s^m piëmto ttne «Etre d*nB ordre plus élevé* rf aurioBS-EDQi pas droit do montrer à un ami qui expose la moitié de sa fèriane» quelles peuvent être les sEites de soo impradenceT Ne devrIODS-Bovs pas lof faire sentir que les privations qu'il devra s'imposer en cas de perte ne peuvent nullement être compensées par les avantages qu'il oblieul s'il ^agnc? Il ne suffit pas que les principes mathématiques soient strictement observés^ ceux de la morale doivent l'être également Si un homme me présentait un pistolet chargé, en m'invitent à jeter pile ou croix pour savoir qui de nous deux tirera sur l'autre, certainement je le tiendrais pour fou, et je n'aecepterais pas sa proposition, bien qu'il pût prétendre que les probabilités mathématiques d'être tué sont exactement les mêmes pour tons deux.
Lorsqu'il s'agit de sommes exposées, le préjudice en perdant estsans doute moins grand ; cependant 11 peutanssi, dans certains cas, compromettre noire existence, notre honneur. On ne doit, en général, exposer que ce qui peut èlre perdu, sans aucun inconvénient et sans que la fortune du joueur se trouve lésée : en d'autres termes, il ne faut exposer que des sommes minimes en comparaison de ce que Ton possède. « L'avare est comme le mathématicien, dit Buffon, dans son Emi d^aritkmétique moraU; tous deux estiment l'argent par sa quantité numérique, l'homme sensé n'en considère ni la masse ni le nombre ; il n'y voit que les avantages qu'il peut en tirer; il raisonne mieux que Tavare et sent mieux que le mathématicien. L'écu que le pauvre a mis à part pour payer un impôt de nécessité, et l'écu qui complète les sacs d'un financier n'ont pour l'avare et le mathématicien qae la même valeur j celui-ci les comptera par unités égales, Tautrc se les appropriera avec un plaisir égal, au lieu que l'homme sensé comptera Fécu du pauvre pour un louis, et Técu du financier pour un liard. » C'est dans ce sens, en eiïet, rju'il convient d'estimer l'importanee d^une somme en la comparant à ce qu'on possède; et cette miporkmee, çu^on nommé ia valeur morah, i'évalm 0H dm$0ni la somme par h bien que pouède ia per* soime qui Veaipou. Ainsi, 1000 francs pour celni qui n'en possède que 3000, ont la même importance morale que tH)0,000 fr. pour celui qui possède un million*
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En adoptant celte manière de calculer^ on reconnaîtra sans peine que le jeO| réglé de la manière la pins équitable, ne peut être que défavorable k Pun et à Tautre Jonear. Pour rendre la chose plus sensible, je supposerai qu'une personne qui ne possède que 2000 francs, en expose 1000 au jeu de pile ou croix. La valeur morale de celte somme sera ^, tandis que la valeur morale des 1000 francs qu'elle obtient, en cas de gain, sera représentée par l seulement. Ainsi, par rapport aux 2000 francs que celte personne po-sède, l'imporlance de la somme exposée se trouve représentée par 1000 francs, et celle de la somme gagnée, par 666,67 ; il y a donc une différence de 353,33 francs entre l'enjeu et le bénéfice. C'est là le déiriment moral auquel s'est exposé le joueur.
Ce détriment peut, à la vérité, devenir trèa-minime, quand Targent exposé ne forme qu'une faible partie de la fortune dn joueur : aussi la différence entre les valeurs morales de la somme mise au jeu et de la somme espérée doit être considérée alors comme étant sensiblement nulle.
Ainsi, supposous que dans Texenipie précédent le second jonrur possède 100 000 francs; l'importance de In perte et celle du gain de 1000 francs seront représentées pour ce joueur par les fractions
_^ooo^ . 1000^ on -i- et •
et la diminution de la valeur morale de sa fortune sera la différence de ces deux dernières fractions, ou bien de 100 000= 9,00 francs. Les positions des deux joueurs que
nous considérons sont donc bien difTérenles.
Il est facile de voir par les calculs précédents que tout jeu quel qu'il soit, lorsqu'on joue de la manière même la plus équitable, doii pro«hiire iin^ diminution dans la valeur morale de ia fortune. Celte diminution [leut devenir à la vérité presque insensible quand on n'expose que de petites sommes « relativement à ce qu'on possède. La prudence doit donc nous mettre en garde contre les jeux qui se présentent même sous les formes les plus équitables : cette règle que nous indique le bon sens, se trouve justifiée ici par le calcul.
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On nomme apéranee maralê le produit de la valeur morale é^une iomme mullipUée par la probféilité qu^on a de ^obteiUr.
Ainsi, dans l'exemple des deux juueurs que nous venons de citer,
les probabiliLés de gagner étaient, toutes deux, égales à|; maïs les valeurs morales des sommes espérées étaient |~ pour le premier joueur, et , pour le second joueur : ce qui donnait, pour les espérances morales :
I de SOOO francs » 353,33 aa joueur, ^ de 100000 francs =i 495,03 au â« joueur.
En calculant les espérances malhémaliques, au lieu des espérances morales, on aurait obtenu 500 francs pour chacun des joufiirs. On voit, par les résultats préc^iiriits, que les deux joueurs ont du désavantage à exposer leur argent, niais le desavantage est beaucoup plus considérable pour le premier que pour le second, qui possède une fortune plus grande.
On peut être arrêté par une difficulté, quand il s^agît d'apprécier l'Importance d'une somme pour un individu qui actuellement ne possède rien. Mais 11 est à remarquer que, pour celui qui vit du travail de ses mains, ce travail même représente un capital qui forme sa fortune. Celui' qui mendie pour soutenir son exis-* leiice, trouve dans son état des ressources qu'il n'échangerait pas contre telle somme qifoii lui compterait annuellement, sous forme de revenu fixe. Il n\ a guère que le malheureux mourant de faim qui, puisse être considéré comme ne po^ssédaut absolument rien.
Les mêmes considérations devraient nous porter à ne jamais exposer notre fortune entière aux chances d'un seul événement. Si j'avais à transporter en Amérique une somme considérable, je ne voudrais pas la placer sur un seul vaisseau ; en cas de naufrage, je serais rainé. Si je divise la somme sur plusieurs vaisseaux ayant tons la même chance d'être détruits, je cours le
de sa fortune, au i""^ joueur; » au joueur.
ou bien
THÉORIB DBS PROBABILITÉS. '
risque de faire des pertes iNirtielles, mais je crains peu de voir se réaliser révéiieiQen( composé d'o^ dépendrai! la porte tolale de non avoir*
La pradenoe doit défendre également de placer tonte sa fortune entre les mains d'nne seule personne^ quelles que soient
les garanties qu'elle présente.
il ne faut pas non plus qu'un pays s'occupe exclusivemeuL d'un genre de culture. Si celle-ci venait à manquer, le désastre serait très-sensible ; tandis qu'en variant les genres de culture^ les chances de \oir manquer à la fois toutes les récoltes d'une année sont extrêmement faibles; le mal n'est senti que partiellement. Depuis que la nourriture du pauvre e&t plus variée» les disettes qui affligeaient si souvent nos aïeux, sont devenues à ' peu près impossibles. C'est un bienfait en màie temps qu'une conséquence des progrès de la civilisation.
Buffon, dont les écrits ont contribué à répandre beaucoup de jour sur la question qui nous occupe, présente l'exemple suivant pour mieux faire appréner combien, dans les jeux mèuie les plus équitables sous le rapport mathématique, la position des deux joueurs est également défavorable. « Si deux hommes s'avisaient déjouer tout leur bien, quel serait l'effet de cette convention? L'un ne ferait j[ue doubler sa fortune, et l'autre réduirait la sienne à zéro ; or, quelle proportion y a*t-il entre la perte et le gain? La même qu'entre tout et rien ; le gain de l'un n'est qn'égal à une somme assez modique» et la perte de l'antre est numériquement infinie, et moralement si grande, que le travail de toute sa vie ne suffirait peut-être pas pour regagner son bien.
f La perte est donc infiniment plus grande que le gain lorsqu'on joue tout sou bien; elle est plus graude d'une sixième partie lorsqu'on joue la nioilié de son Lien; elle est plus grande d'une vingtième partie lorsque l'on joue le quart de son bien ; en un mot, quelque petite portion de sa fortune qu'on hasarde au Jeu, il y a toujours plus de perte que de gain ; aussi, le pacte du jeu est un contrat vicieux et qui tend à la mine des deux contractants. Vérité nouvelle, mais très-utile, et que Je désire qui soit connue de tous ceux qui, par cupidité ou par oisiveté, passent Iw vie à tenter le basard.
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« On a soiiYeiit demandé ponrqiioi Fon est ploa sensible h la perte qn'au gain ; on ne pondit faire à eette question une réponse pleinement satisfaisante, tant qu'on ne s'est pas donté de la
vérité que je viens de présenter; maintenaiil la réponse est aisée : on est plas sensible à la perle qu au gain, parce qu'en eCfet, en les supposant numériquement égaux, la perte est néanmoins toujours et n^ce?«:aîrpment plus grande que h gnin; le seiitiincnt n'est en général qu'un raisonnement implicite, moins clair, mais souvent plus fin, et toujours pins sûr que le produit direct de la raison. On sentait bien qne le gain ne nous faisait pas autant de plaisir que la perte nons cansail de peine ; ee sentimeni n'est qne le résnltet implieite dn raisonnement qne je viens de présenter. »
Ces eonsidérations seraient bien propres I modérer la enpidité
des joueurs, s'ils consultaient le moins du monde la raison^ avant de leiUer la fortune.
Il est des parties plus désastreuses que l'on entreprend quelquefois avec la plus coupable léint i ité; ce sont celles ((ue l'on joue sur des champs de bataille. Tristes conditions que celles qui exigent, pour enjeu, la prospérité des nations et le sang des bommes ; où le gagnant est celai qui réussit le mieux à détériorer la part qo'il convoite, sans qu'il puisse prévoir l'étendue des sacrifiées qu'il devra s'imposer pour l'obtenir !
lO. €mM«at il tmmt mvliaf er le ealeal te pra- Mllltéii. mu l'tocflorA enti^ U tkéorie et PexpérieBce»
Nous allons nous occuper d'une question importante, celle de savoir le degré de confiance qu'on peut attocber à un résultat donné par la théorie des probabilités. On se tromperait étrangement, si l'on ero^H que l'expérience vient toujours justifier les prévisions du calcul. Cet accord n'est en général qu'accidentel, mais on peut ftiire que la discordance devienne aussi faible qu'on le désire, eu égard à la nature des recherches dont on s'occupe.
Quand on ne fait qu'âne seule épreuve, il ne saurait jamais y avoir accord entre le résultat do calcul et celui de Texpérlence* Avant révénementi il n^y a que des probabilités pour on contre son arrivée ; et, quand Févénement s'est prodoit, les probabilités sont remplacées par la certitude. Ainsi, avant de prendre une carte dans on jeo ordinaire, J ai H pour probabilité (le prendre, une figure; et j'ai contre moi la probabilité U; cependant, quand la carte est tournée, ma position se trouve entièrement chanpjée; mes doutes ont fait place à la certitude; et, si j*ai pane pour révéncment, je sais (jue j'ai gagné ou perdu, quelle que soit la probabilité que j'avais en ma faveur.
Quand on fait un grand nombre d'épreuves, Taccord peut s'établir entre les résultats du calcul et ceux de l'expérience ; mais cet accord n'est pas nécessaire. Jacques Bemoolll a fait voir qu'en multipliant eotwenabUmenî k iiontère de* épreum, on peui atteindre à une probahiUlé aussi voinne de la certituide qu'on voudra, que la différence entre le» rémUate du eaïenleî ceuxde l'expérience sera resserrée dans des limites aussi élroilts qu*on voudra.
C'est ce que savent fort bien ceux qui établissenl des loteries ou des maisons de jeux de basard. Le grand nombre de joueurs qui viennent y exposer leur argent, laissent pour les entrepreneurs, malgré les fluctuations apparentes du sort, un bénéfice qu'on peut estimer d'avance, et qui est tout aussi fixe que les revenus du trésor. Ainsi, les Recherches itatistiquee sur Parie nous apprennent que, de 1816 à 18S0 indoslvement, la loterie de Paris a mis annuellement en circulation one somme d*enviroB ^5 millions de francs, sur lesquels le trésor recevait on peu plos
du tiUrirt.
Le gouvernement belge, en instituant des caisses de pensions pour les veuves et les orphelins des fonctionnaires publics, a lualheureusement perdu de vue ce principe important, que les prévisious du calcul ne peuvent marcher d'accord avec Texpérience si Ton n'opère sur de grands nombres. £n formant des caisses séparées poor cbaqoe branche du service public, et en s'Imposanl la condition de ne jamais leur venir en aide, il a moUiplié les chances des floctualîons auxquelles les caisses sont
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néeessatrement assojetlies. H devienl très-peu ptoiMble que les espérances d'm père pourront se réaliser, au sujet de la pension de sa Temre ou de ses orphelins, quand une association ne
compte pas même une centaine de membres , comme il arrive pour le haul eiiseii^aemcnl. La suite iialurelle d'un parti! étal de choses est que certaines caisses devront prospérer pendant que d'aulres seront en souffrance ; celte inégalité sera néees^airemenl un grand mal, puisqu'elle atteindra des hommes que l'on devait considérer comme les membres d'une même famille.
C'est un principe très -simple et très-utile dans la pratique, que to précision de$ résultats croit comme ht racine carrée du nomkrê du absirva^ons. Ainsi, toutes choses égales d'ailleurs, les degrés de précision sont comme les nombres I, 5, é, etc., quand les observations sont comme les nombres, i , 4, 9, 1 6, etc.
Nous airons été curieux de soumettre ce principe ft Pexpérience en faisant jeter, dans une urne, vingt boules blanches et un égal nombre de boules noires, de sorte que la probabilité était la même, et égale à f , pour prendre soit une bouie blanche, soit une boule noire. Il semblait donc qu'après un certain nombre de tirages, le nombre des boules blanches sorties dût être égal au nombre des boules noires; ce n'est cependant pas ce qui est arrivé, comme on pourra le voir dans le petit tableau suivant, qui indique les résultats successivement obtenus après 4, 16, 64 tiragesi et plus. Il est bon de prévenir qu'après chaque tirage, la boule tirée était remise dans Tume, pour que toutes les circonstances de l'expérience restassent les mêmes.
NOMBRE de«
■OVLMTIJUtf.
DEGRÉ de
PIÉeilMHI.
NOMIU'vE DE BOCLF.S
BLAMCJUS. 1 nOIRES.
UAPPOUT des
Doalitt fricédinu.
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La première colonne indique les nombres des boules Urées, et la seconde, les racines carrées de ces mêmes nombres. D'après le principe énoncé plus haut, ces racines expriment les degrés relatifs de la précision des résultats. Dans les deux colonnes SQîvaotes, se trouve rindicalion des boules blanches et des boules noires qui sont sorties de Fume; ces nombres devraient être égaux entre eux, si la théorie et l'expérience mnrchalenl rigoureusement d'accord. L;i dernière colonne nous laiL connaître le rapport des houles blanclies aux boules noires tirées; ce rapport devrait être i, mais un pnrei! résultat n'a été obtenu tiu uiie fois cl après i(i lir nges seulement. Cet accord n était qu'accidentel, tandis que nous remarquons, au milieu des oscillations des nombres, qu'il y a bien évidemment une tendance à se rapprocher de Tunité par la multipHcation des tirages.
Bnffon, dans son Emi é^ariikmétiquê nmaU, cite des épreuves semblables ffiiles par un enfant et qui ont produit des résultats analogues.
D« e»l«iil «mbA le nombre de» «bAncea est
II arrive en général» dans les sciences d'observation, que le nombre et la nalnre des chances d'un événement se trouvent complètement Inconnus, et qu'on ne parvient è les déterminer
approximativement que par des expériences bica conduites cl discutées avec discernement.
Supposons, par exemple, qu'on chorchc à connaître si la naissance d'un garçon est plus probable que celle d'uiie lille. Pour résoudie cette question, on a recours à rexpérience; et l'on cherche, par une énamération faite avec soin, dans quel rapport ont été, pendant un certain temps, les naissances masculines et les naissances féminines. La théorie enseigne que le rapport obtenu ainsi peut être pris sensiblement pour celui que Ton cherche. En général, quand on a ^Hnmé dem $$pèeei d^ivéM-
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mentSy la probabilité qu'un de ces événements se reproduira encore une fois, est une fraction qui a pour numérateur le nombre de foi$ que l'événement dont il eet queiUon a été obterté plm i ; et pour dénominatewr, h nombre total dee obeervattOMfplui
En Belgique, od a compté aonnellement environ 70,000 nais» sanees masculines snr 65,800 naissances féminines. La probabilité d'une nouvelle naissance masculine serait donc 7^"^; et celle d'une naissance féminine "saoV Q^^^^ nombre des observations est considérable, les résultats sont à peu près les mêmes que ceux qu'on obliondrait en considérant les chances favorables et les chances défavorables comme étant niinicriquemenl dans le même rapport que les événements observés* Ainsi, les probabilités précédentes seraient représentées parles nombres mih ^ îHikî Plu^ simpiemenl par les fractions y et
ToDt se passe comme si Ton nous présentait une urne conto-* nant un nombre infini de boules dont on ne ferait connaître ni le nombre ni les couleurs. On nous permet seulement d'en tirer autant que nous voulons, pour nous éclairer par l'expérience, el, d'après le nombre de boules sorties, nous jugeons de ce que contient l'urne. Les choses se trouvent ramenées ainsi au cas le plus simple, celui ou les chances sont entièrement déterminées.
Sur 146 comètes dont les mouvements étaient calculés, en 1846, il s'en trouvait 75 dont le mouvement était direct et 71 pour lesquels il était rétrograde. On pouvait déduire de ces observations que la probabilité d'un mouvement direct, pour la première comète à découvrir, était i peu près ^ ; et la probabilité d'un mouvement contraire
Quelquefois, à la suite d'un nombre donné d'épreuves, il se trouve que Ton n'a observé qu'une seule espèce d'événements ; comme si l'on tirait des boules d'une urne et que loutes fussent de la même couleur. La théorie, dans ce cas, donne encore la même règle de calcul, et montre que la probabilité que cet événement se reproduira encore la fois suivante, e$t égaie an nombre âlobmvatiem aupaenU dei^ dmeépar le même nombre augmenté de % unitée*
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On â découvert jusqu'à présent 30 planètes qui, toutes, marchent dans le même sens autour du soleil; on demande quelle est la probabilité que, si Ton découvre une nouvelle planète, elle marchera dans le même sens que les autres. D'après le principe énoncé précédemmeoi, la probabilité est fî^ et la probabilité contraire
Od voit que le retoar d'un événement devient d'autant plus probable qu'il a été observé plus de fols de suite. Cette manière de juger a cependant soulevé desdififieultés. On s^expose, en effet,
surtout après un petit nombre d'épreuves, à prendre pour la règle ce qui n'est que l'exception. Celui qui viendrait dans nos régions et qui aurait compté consécutivement 20 jours de pluie, pourrait croire qu^^ cet état de choses va ioiitiiuier ; tandis que connaissant la nature du climat, il saurait que la continuation des pluies constituerait une véritable anomalie.
La difficulté consiste donc à savoir de quelle nature sont les eausesinfluentes^et combien d'observations sont nécessaires pour les mettre en évidenee. Nous avons déjà vuj dans le chapitre précédent, qu'en procédant par voied'expérience, Terreur devient d'autant moindre que les observations ont été plus nombreuses et que la précision croit comme la racine carrée du non^re des observations.
L'expérience ne nous fait connaître la nature des chances que sous de certaines resiriclions ; ainsi, après avoir observé un même événement plusieurs fois de suite, on a des probabilités plus ou moins fortes de croire au retour de cet événement : on sent qu'il euste une cause qui focilite sa reproduction. La ihéo* rie^ Àns ce eas, offre encore un moyen très-simple de calculer la probabilité que cette cause existe effectivement : la priMilité eêtune fractUm qui a paurdinminatewr le nombre 2 mulHplié autant de fois par lui-même que l'événement a été observé de fois consécutives; et pour numérateur, le même produit moins i.
Quelle est, par exemple, la probabilité qu'il exisie, pour les planètes, une plus grande facilité de se mouvoir autour du soleil dans une direction plutôt que dans une autre opposée? On a obeervé 30 planètes qui se meuvent, toutes, dans le même sens,
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c esl-à dire d'occidenl en orient; la probabilité de se mouvoir daos ce sens est ou bieo rSjfi ï Hii- ^'^ ^ mense probabilité en favenr de rhypolhèse qoMl existe une cause qui facilite le mouYement uniforme de translation des planètes autour du soleil.
On peut aussi caîcnîer la probabilité qu'un événement observé un nombre quelconque de fois de suite, se reproduira encore plusieurs fois. La profnihiliié vaut une fraction qui a, pour numérateur, le nombre d'observations faites plus i ; et pour dénominateur, ce même nombre plmi et plus encore le nombre de fois que V événement doit se reproduire^ Par exemple, quelle est la probabilité, après avoir tiré consécutivement 50 boules blancbes d*une urne, que, si l'on en tire encore trois, elles seront blanches également? Il faut diviser 30 plus I ou 31, par 30 plus 1 et plus 3 ou 34, et la probabilité demandée sera f^.
Celte même fraction représente la probabililé que si l'on découvre encore trois planètes, elles niardieront dans le même sens que les 30 planètes que nous coiinaissons d^]k. Dans Tignorance de ce que contient l'urne ou de ce que l'avenir réserve à nos découvertes, nous supposons les conditions ideuUques des deux côtés.
On voit du reste que la probabilité irait continuellement en décroissant, à mesure que le nombre des événements attendus serait supposé plus grand.
Les principes précédents sont très-utiles dans les sciences d'observation. On a fait, par exemple, quatre expériences qui se sont accordées à donner le même résultat; et l'on en coiiclul que la probabililé qu'une cinquième expérience donnera encore un résultai coiiforme aux précédents est l- Quant à la probabilité qu'il existe un motif qui favorise le retour des résultats observés, elle est ^.
Quand plusieurs espèces d'événements se produisent par l'ex* périence, les calculs pour déterminer les probabilités respectives des retours decbacun d'eux deviennent assez compliqués. Heureusement on trouve que les résultats sont à peu près les mêmes que ceux qu'on obtiendrait en considérant les cbances favorables et les cbances défavoraUes comme étant numériquement dans le
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. même rapport que les événemeoU observés ; c'est un moyen de simplification dont nous nous sommes déjà servi précédemment. Ainsi; on a tiré d'one urne 57 boules blanches^ IIK boules noires et 30 boules rouges ; nous admettrons que l'urne contient des boules blancbes^ noires et ronges» réparties proportionnelle* ment aux nombres précédents et qui sortiraient proportionnellement à ces mêmes nombres ^ si Ton continuait les tirages.
Plus on a d'obscrvaiions, et moins il y a d'erreur à calculer de cette dernière manière qui suppose qu'on connail le nombre total des chances, et le nombre de chances favorables à chaque espèce d'événements.
9» Des moyeiiMB cÉ des limites en g^énéral.
Quand on se met en présence de la nature, et qu'on clierehe à l'interroger, ce qui frappe au premier abord c'est la variété infinie qu'on remarque dans les moindres phénomènes. Quelles que soient les limites dans lesquelles on concentre son aiLeiition, on trouve une diversité qui étonne aulaiiL qu'elle embarrasse. Les simples appréciations laissent un vague, inconiiialiblc avec la précision qu'exigent les sciences. Un même objet, mesure ou pesé plusieurs fois de suite, présente, inali;ré toutes les précautions que i'on prend, des résultats presque toujours dissemblables. Nos idées cependant ont besoin de se fixer et de s'arrêter sur un nombre précis, sur une moyenne, qui donne le résultat des observations aussi dégagé que possible de tout ce qu'il a eu d'accidentel.
La considération des moyennes nous est si familière, que nous remployons, en quelque sorte, à notre insu. Ainsi, nous ne faisons pas dilîkulté d'allribuer au soleil une i^raiideur ;i])parente déterminée, bien que cet aslre ne soit pas vu rigoureusemciit sous le même angle pendant deux jours, et l'on peut dire pendant deux instants consécutifs. C'est ainsi que nous disons encore quelle est la température des étés dans un lieu donné, bien que cette température varie à chaque instant.
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La théorie des moyennes sert de base à toutes les sciences d'observnlion ; elle est si simple et si naturelle, qu'on n'apprécie peul-ètre pas assez le pas iairaense qu'elle a fait franchir à l'esprit humain. Nous ignorons à qui elle est due ; c'est ainsi que presque toutes les grandes découvertes se soûl établies» sans qu'on en ait connu les ioventeurs» Tout ce que nous apprend à cet égard Thistoire des sciences» c'est qu'un peuple se servait de la découverte avant les antres : îl en est ainsi poar la numération» récriture et l'imprloierle même.
Remarquons dès à présent qu^en se préoccupant de l'Idée de la moyenne pour des quantités susceptibles de varier, on a peutêtre trop perdu de vue les limiies ciilre lesquelles s'opèrent les variiilions. Partout où l'on peut dircji/us ou moins^ on a nécessairement trois choses à considérer» un état moyen et deux limiies.
Sans recourir à la science, l'habitude nous donne une appréciation vague de la moyenne et des limites des variations qui appartiennent à chaque élément variable qae nous présente la nature ou Tétat social; c'est d'après cette appréciation que nous sommes gnidés dans nos raisonnements. Hais il convient aux progrès des lumières de substitoer des idées précises à des notions vagues.
11 serait assez curieux de rechercher à quelle époque on a commencé à faire un usage raisonné des moyennes. Il en existait assurément une idée obscure dans Tantiquité, car celte idée est inh(^renlf^ à notre nature et sert de base à presque tous nos jugements ; mais elle ne s'est produite explicitement que très-tard» et il serait difiQcilede fixer» diez les modernes» i'époqne de son introduction, celle où Ton a établi en principe que /amoyenna d*une térU dCobimations ^oblienî en di«îsa»l la somme in valeurs éburvies par le nombre dee €ibêervation$M La considération des limites, en tant qu^elleseomplètentlMdéedela moyenne, n'a pu prendre quelque consistance que par l'application du calcul des probabilités à l'étude des phénomènes naturels. L établissement et le développement de la théorie des moyennes formeraient un des chapitres les plus intéressants de l'histoire de l'esprit humain ; c'est Archimède» ce génie remarquable à tant
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d'^ids, qui semble aveifi dans Taotlquité, le mieux apprécié FimportiQoe des moyennes ; 11 en a fatl nn usage admirable dans la reebercbe da eenire de graffiti, dont il esl FInventear. 11 a snbstiiné la considération d'un i»oint nRi<|tte I celle d*nn f[rand
nombre de points matériels ; et celle idée ingénieuse, qui a été si bien fécondée depuis^ lui mériterait, à elle seule, la reconnaissance des hommes.
Ârîslote, l'un des plus grands observateurs do l'antiquité, avait également aperçu les propriétés des moyennes ; il en faisait Papplication aux sciences morales : selon lai, les vertus consistent dans nn juste état d'équilibre ; et toutes nos qualités, dans leurs plus grands écarls de la moyenne, ne produiseni que des vices. Cette doctrine avait passé de réoole des philosophes chez les poêles : Horace, parmi les Romains, en a été Tun des plus élégants et des plus aimables Interprètes.
Mais combien il y a loin de ce:^ premiers aperçus aux savantes théories que nous possédons aujourd'hui 1 El cependant, il nous reste bien du chemin à faire encore, pour que les travaux de ranalyse nioderno produisent tons leurs fruits. La plupart des observateurs, les meilleurs même, ne connaissent que très-vaguement, je ne dirai pas la théorie analytique des proba* biiités, mais la partie de cette théorie qui concerne Tappréciatien des moyennes.
Quand on calcule une moyenne, on peut avoir en vue deux choses bien différentes : on peut chercher un nombre qui existe véritablement , on bien un nombre qui donne Hdée le plus rapprochée possible de plusieurs quantités différentes, exprimaiil des choses homogènes, mais de grandeur inégale. Expliquons notre pensée.
En mesurant la hauteur d'un édifice vingt fois de suite, nous ne trouverons peut-être pas deux fois identiquement la même valeur : cependant, on conçoit que l'édifice a une hauteur déterminée, et si nous ne l'avons pas estimée exactement par chacune des opérations faites pour la reconnaître, c'est que ces opérations comportent quelque incertitude. On se borne alors à prendre la moyenne de toutes les déterminations pour la véritable hauteur cherchée. Les limites plus ou moins larges dans
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lesquelles se trouvent renfermées les mesures obtenues dépendent du plus ou moins d'adresse et de l'extctitude des instruments dont il est fait usage.
Nous pouvons encore employer le calcul de la moyenne dans un autre sens. On voudrait donner une Idée de la hauteur des maisons qui se Irouveiildans une rne déterminée. Il faudrait mesurer la hauteur de chacune d'elles, faire la somme des hauteurs observées, et diviser le résultat par le nombre des maisons. La valeur moyenne ne représentera la grandeur d'aucune d'elles en pnrlieulier, mais elle aidera à faire connaître leur hauteur en général; et les limites plus on moins larges dans lesquelles se trouveront renfmiées toutes les mesures obtenues^ dépendront de la diversité des maisons.
Il exista entre ces deux exemples une différenee notable qu'on n*aurapeut-êtrepas8aisfeaupremier abord, mats qui n'en est pas moins d'une grande importance. Dans le premier, la moyenne représentait une chose existant réellement; dans le second, elle donnait, sons la forme d'un nombre abstrait, une idéegénérale de plusieurs choses essenliellenieril diiïerciiles, quoique homogènes.
D'une autre part, et ce point est capital, les nontbres qui ont concouru à former la moyenne dans l'un et l'autre exemple^ se présentent de manières bien différentes. Dans le second exemple^ ils ne se trouvent liés entre eux par aucune loi de continuité; tandis que^ dans le premier^ comme nous aurons occasion de le voir bientôt, les déterminations des bauteurS| bien que fautives» se groupent des deux côtés de la moyenne avec une régularité telle qu'on pourrait assi^^ncr d'avance leurs valeurs, si l'on donnait les limites entre lesquelles elles se trouvent comprises.
Celle distinction est si importante, que j'emploierai des mots différents pour mieux rétablir; je réserverai le nom de moyenne pour le premier cas, et j'adopterai celui de moyenne arithmétique pour le second, afin de faire sentir qu'il s'agît ici d'une simple opération de calcul entre des quantités qui n*ottt pas de relations essentielles. Ces relations ne s'aperçoivent pas toujours; mais parfois on les reconnaît quand on ne s'attendait pas à en trouver, et la moyenne aritbmétiqne devient alors une véritable moyenne.
Quelquefois la moyenne ariliimélique se ealcnlé d'après les éléments les plus divers, sans qn^on puisse en conclnre que ridée générale qu'elle doit représenter soit sans otilité oa sans importance. Je citent pour eiemple la nU moyeime. On sait que le statisticien, quand il vent la calculer pour un pays donné, suppose que tous les IndiTidos nés en même temps dans ce pays mettent en commun les années, mois et jours qu'ils ont à vivre, et en foiil un jmrlage égal enlro eux, de manière à ce que l'un ne vive pas plus longtemps ^fue Taulre. Ainsi, sur 100,000 iiniividus, 9,600 ne vivent qu'un mois, 2,^160 vivent deux mois, i,7G0 vivent trois mois, et ainsi de suites On fait la somme générale des durées ûe la vie de chacun de ces individus, et Ton divise par 400,000. Le résolut de l'opération donne la vie moyenne : elle est d'environ 3â ans pour la Belgique, ainsi que pour la France; elle s*élève, dit-on, à ZZ ans pour rAngle* terre.
On a remarqué que, par suite des progrès de la civilisation et des sciences , la vie moyenne est devenue successivement plus longue chez quelques peuples, et l'on s'en est félicité, surtout par ridée que railongement de la vie s'est également reporté sur tous les individus : c'est en effet ce qui se produit ie plus généralement.
On peut acquérir de ia manière suivante une connaissance assez exacte de la précision d'un résultat moyen. On divise en deux parties l'ensemble des valeurs observées dont le nombre est supposé très-^rand, et l'on prend, pour chacune de ces parties, la valeur du résultat moyen ; si ces deux valeurs diffèrent extrêmement peu l'une de l'autre, on est fondé è regarder chacune d'elles comme u ès-précise. « Rien n'est plus propre que ce genre d'épreuves, dû le baron I ourler, à mettre en évidence rexaclitude des résultats, et il est presque inutile de présenter au lecLeur des conséquences qui ne sont pas vérifiées par des comparaisons des valeurs moyennes. » Ainsi, pour reconnaître quelles espèces de boules contient une urne, il faut répéter un très-grand nombre d'épreuves, dont chacune consiste à extraire
* Voy. les tables dû mortaltti (le Belgique dans let AHnuairet de V OltervaUirê itBnuulUê*
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une boule de Turne, et à l'y replacer après avoir marqué sa coQiear; on divise alors fortuilemeiit la série des observatioBS en deux ou plusieurs parties^ el Ton compare les Taleurs moyeftnes que l'on déduit s^rément de ehaeuBe de ces parlies.
L'eaiploi de celte règle suppose évidemment que la composition de l'urne ne change pas pendant toute la durée des expériences.
On pourrait encore appliquer la règle au cas où des changements surviendraient dans h nature des causes, et l'on peut niènie coniiaUre ainsi l'effet de ces cbaiigemenls ; mais il est nécessaire, dans ce cas, de considérer séparément les intervalles dans lesquels la cause demeure constante) et de multiplier les obserations relatives à chacuB de ces intervalles. Les sources les plus communes de l'erreur et de rincertitnde des conséquences que plusieurs écrivains déduisent des recherches scientifiques, sont : l<» L'incKactitude des observitions primitives recueillies par des moyens très-divers et non comparables ; 9* le trop petit nombre des observations, ce qui ne permet poinl de les diviser en séries el de former séparément le résultai de chaque série ; 5° raltéraiion on progressive ou irrégulière que les causes ont subies pendant la durée des observations.
S* De« erreurs des observatloDi. lioi ûe» causes nrcfdeiitelleii. I^ol des moludres carrés* Ëiol «les iprands nombres.
Supposons qn'on ait mesuré plusieurs fois de sulle un même
objet, la hauteur d'une maison par exemple : malgré tous les soins donnés à cette opération, il arrivera que les différents résultais ne seront pas identiquement les mêmes. Nous avons déjà vu qu'en pareil cas, on prend la moyenne de tous les nombres observés pour la hauteur cherchée.
En adoptant ce dernier nombre, on nomme erreurs d'observation les différences qui se trouvent entre lui et chacune des mesures particulières ; ces erreurs seront positives ou négatives^
€t,en général, dissemblables entre elles. Plus où aura opéré avee sofiii plos elles seront petites.
Il ne frat pas eroîre eqiendant qae les errenrs , bien (fii'elles proviennent de petites maUdresseson de mille autres causes accidentelles, se présenteront sans ordre, et, comme on dit Yolcaireinenl,au liasard : nous "verrons bientôt le contraire. Remarquons pour le moment que les grandeurs de ces erreurs, ou de ces f^carts de la moyenne , peuvent déjà donner une idée de Tadresse do celui qui a ob^^ervé. Toutes clioses «'gales, elles seront moindres pour tel observateur, plus grandes pour tel autre.
Il faut cependant établir une dislinclion : quand on prend les meurs des observations, pour se faire une Idée de la précision du résultat , ee n'est pas la moyenne des erreurs que l'on consulte f mais la moyenne des carrés des erreurs dont on eitrait la racine carrée : e^est ce qu'on nomme rerretir moyenne. Ainsi, Ton a mesuré cinq fols la hauteur dMne maison, et Ton a trouvé que la hauleur moyenne est de SO mètres : les erreurs des observations ont été successivement
On fera les cnrr^s de ces nombres et on divisera leur somme par cinq (nombre clos observations)* On aura ainsi liKG, dont la racine carrée iO'^^fl^ est Terreur moyenne.
On peut voir que, par cette manière de calculer, les erreurs un peu fortes ont une importance très-grande* La seule erreur — f 8| dont le carré est ZU, a plos d'importance que les quatre autres erreurs réunleSi pour lesquelles la somme des cariés n'est que
Pouravoir ceque Ton nomme, dans la théorie des probabilités, Verreur probable, il faut multiplier l'erreur moyenne par an nombre qui s'éloigne très-peu de |. Dans notre exemple, Terreur probable serait donc 7«™,i7 : ce qui veut dire ([uc si l'on recommençait la mesure, il y aurait i contre \ à parier que l'erreur, soit en plus, soit en moins, ne dépasserait pas T""",!?. C'est par la comparaison des erreurs probables qu'on jugerait de la précision respective de deux ou de plusieurs séries d'obser-
^lODS.
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Remarquons q 06 7°*°*, 4 7 est Fcrrcur probable d'une observation Uùlée; si Ton voûtait avoir Terreur probable du réi^lai 20 mètrès, c'est-èHlire si Ton voulait savoir de eombieo ce résultat pent varier encore par des mesures ultérieures , il faudrait diviser le nombre obtenu T^'^IT par la racine carrée du nombre des observations qui ont concouru à le produire ; il faudrait donc le diviser par la racine carrée de 5 : on aurait ainsi, pour erreur probable du résultai, ou 5™'", 20. 11 y aurait donc \ contre \ à parier que la hauteur de 20 mètres ne diffère pas de S'^^'^âO de la hauteur que l'on cliercbe à déterminer.
La considération de Terreur probable est d'une grande importance dans les sciences d'observation ; elle nous permet de reconnaitre le degré de précision qu'on est parvenu à atteindre.
£n faisant une série d'obser?ationS| quelquefois on n*a en vue que de déterminer une seule inconnue» comme dans Texemple qui a précédé ; quelquefois on se propose de déterminer plusieurs inconnues è la fois, et alors la solution du problème offre plus
de difficultés. Supposons, par exemple, qu'on ait à résoudre deux équations du premier degré à deux inconnues; les premiers principes de l'algèbre fout connaître que le problème est déterminé et que les deux inconnues n'admeltenl chacune qu'une seule valeur. Si l'on ajoutait une troisième équation à deux inconnues, le problème serait plus que déterminé ; car en combinant cette troisième équation avec l'une et Taulre des deux précédentes, on aurait deux nouveaux systèmes de deux équa* tions qu'on pourrait résoudre séparément, et par suite l'dne et l'autre inconnue aurait en général* trois valeurs dliférenles; . laquelle fiudralt-il prendre? La théorie des probdiilltés montre qu'il faut prendre la valeur de manière à ce que la somme des carres des erreurs forme un minimum, et elle enseigne en outre à faire directement le calcul sur toutes les éqnaiions prises en même temp^ ; c'est en quoi consiste la méthode des moindres carrés. Les ]i[ incipes de ces calculs ne peuvent trouver place dans un traité élémentaire.
Voyons maintenant en quoi consiste la loi des caiisef ocd-
LES CHANflBS ÉTAMT INGONMIIBS. 55
dentelles. Nous reprendrons l'exemple ci lé plus liaut ; seulement au lieu de cinq mesures de la bauleur du bàtimenl , nous sup- ]i08eroiis que Ton eo ait bit mille , el nous classerous toutes les erreurs d'observation par ordre de smodear ; par exemple^ en groupant ensemble eelles gui surpassent la moyenne de 0 à 4 millimètres, de i à 8 millimètres^ de 8 à iS millimètres, et ainsi de saite : nous ferons un elassement analogue ponr les erreurs goi tombent an-dessons de la moyenne. Cela posé , nous remar* querons les particularités suivantes, s'il est vrai que les erreurs des mesures onl eu lieu sous riiifluencc de causes puremenlaccidenlcllcs, et sans qu il y ail de tendance à prcudre des mesures ou trop grandes ou trop petites :
Les groupes des erreurs positives et ceux des erreurs négatives seront également nombreux et sensiblement les mêmes des deux côtés de la moyenne ;
3^ La valeur numérique de chaque groupe diminue à mesure qu'on s'éloigne de la moyenne ;
3* Ces valeurs numériques sont calculables h priori et dépendent d'une formule qui exprime la loi de posstM/tW on des Cëutee aeddènteUeê.
Le tableau suivant préscnLe un exemple de la manière dont procéderaient nos erreurs do mesure, en supposant huit groupes au-dessusde la moyenneel tout autant au-dessous de !a moyenne, ce qui porte la limite des erreurs à 52 millimèires. Nous n'écrirons que les groupes positifs, puisqu'au signe près, les groupes négatifs seraient exactement les mêmes.
Grandear Am «rraart des otemations.
Nombre d'crrenit conteiittet dans «Im^m s^P*-
l** groupe, de Ohé millim.
8« — de 4 à 8 — 5« — de 8 à « —
éB _ de 12 à 16 —
«• — de 16 à 20 — 6« — de 20 à 24 — 7* — de 24 à 28 —
8« ^ de â8 à 32 —
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Sur 500 erreurs positives, il y en aurait donc 171 s'élevanl au-dessus de la moyenne de 0 à 4 millimètres ; il y en aurait 141 de 4 à 8 millimètres, et ainsi de suite; il en serait de même pour les groupes qui tombent au-dessous de la moyenne.
L'erreur probable tomberait entre 4 et 8 millimètres. Ou voit en effet qae sur 500 erreurs positives, il s'en trouve 171 de . Oàimillimètrei et 512 de 0 à 8 millimètres ; la moyenne de ces denx nombres est 241, à peu prés moitié de 500. Il yanraitdone à peu près autant d'erreurs positives excédant 6 millimètres que d*autre6 tombant au-dessous de es nombre, et par suite, on peut parier 1 contre 1 que Terreur n'excédera pas 6 millimètres; ce dernier nombre est par conséquent Terreur probable : on le calcule plus exactement d'une manière directe^ comme il a été indiqué au commencement de ce chapitre.
On peut rendre la loi des causes accidentelles plus sensible par ia figure ei-jointOi qui se rapporte à l'exemple précédent*
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Les chiffresi placés sur la ligne horizontale cà, indiquent , par leur distance au point la grandeur respective des erreurs positives et négatives ; et les perpendiculaires qui leur corres* pondent figurent, par leur longueur jusqu'à la courbe, le nombre des erreurs. Ainsi , la perpendiculaire ha' Indique, par sa longueur, combien il y a comparaMvement d'erreurs positives de 6 millimètres; et toute la surface aaW, entre cette perpendiculaire et la moyenne qo\ représente la somme des erreurs de 0 à 6 millimètres. Les perpendiculaires et aa' servent de limites à l'erreur probable, et la portion hh'o!a de la surface qu'elles comprennent entre elles, est équivalente à celles oa'd
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et bb'c placées extérieurement et représentant la somme des erreurs positives et négatives plus grandes que 0 millimètres.
Cette courbe suppose que les causes accidentelles d'erreur, en plus et en moins, sont parfaitement égales et indépendantes. 11 arrive parfois que les causes aecidentelles qui tendent à exagérer la quantité ebardiée n'ont pas la même probabilité qae celles qui tendent à Tamoindrlri et par exemple que les erreurs en plus ont mie tendanee à être pins grandes que les erreurs en moins. La courbe alors perd sa symétrie y et son ordonnée maximum oo' quitte sa position médiane pour se rapprocher de Tune ou de i'aulre extrémité c ou d * ; il arrive aussi parfois que la quantité qu'on mesure n'est pas invariable ; par exemple, au lieu d'avoir à mesurer la hauteur d'un édifice, on peut avoir à mesurer la hauteur d'un homme, laquelle varie, soit par lassitude, soit par d'autres causes, soit pendant le cours des observations. Ces petites variations peuvent alors être regardées comme les effets de causes accidentelles ajoutées aux antres causes accidentelles^ qui déjà inflnaient sur le résultat final.
* ht eaM rmd fort l»i«B Mmpte de cm dreonitances : U eowthê tM Sgttre, pn MS ordomiétt» la soeeewioa 4w différenit terines da binôoiê
et lee termeft da second membre«eomne aoei l'afiNie m page 36, sont lee probabilités de tous Ips êv^nr-ments qui peavent se pr^^^pntor ft ici de toutes les erreurs possibles. Ainsi a"> représonte la probabilité que toutes les erreurs en plus concourent pour rendre l'observation fautive ; nuiF^*b repréeente la probabnilé qne
toulet 1m erreurs en plus, moins une, concourent ; a*^H représente U
probabUilAqae teaias lee tmort en plae, awiae dea«t emicoaieati et aiasi de
euiio.
Quand les erreurs en plus ont mêmes cbances que les erreure ea aïoiat» aa a tfssb, et le dif«leppeai«Bt ëa bloôaie est eyaiètriqae : le plae graad terme, comme oa eait, le trouve au milieu du développement; c'est h-dlre que la plus grande probabiîité est pour que les cans*^*^ dVrrour eu plus soient compensées par un égal nombre d'erreurs en moins, A paittr de ce terme maximum, les autres termes vont ea dtiatnaaat vere lee deai extrémitéc da défeleppeaieat, eemne l'iadiqae la courbe.
Otinnd fT n'fst pas ^gal h h. terme le plus grand du développement est celui dans lequel les exposants Uo a et 6 sont proportionnels aux valeurs de ces mème« quantitéi. Voyei lee lellret «ar ja MwU d$t prMUM* appliquée «ax «eieacff laomfei etfottUftm, ait ce lajet eit traité avec beaacenp de âMeppeBwaie.
La question peut se présenter sous une forme plus générale encore : supposons qu'on demande quelle est la taille moyenne des Brabançons, on trouvera, ici, outre toutes les causes accidentelles d'erreur que nous venons d'énoncer, quand il s'agit d'un seul individu , les variations qae l'on reneontre en passant d'un individu à l'autre; or« les mêmes principes du calenl des probabilités sont encore applicables, senlement les eipérienoes doivent être très-maltlpliéês, pour détruire les effets des causes accidentelles qui sont devenues plus nombreuses* C'est par ce motif que M. Poisson a nommé /oi îles grands nmnhreê l'extension du principe de Bernoulli qui se rapporte à la meàui e d'un objet uuique.
Des eauseft eoB«taiit««t variablce et acclilentellen
11 n'appartient qu'à des esprits supérieurs d'apercevoir, au milieu d'une Infinité de causes qui donnent naissance à un événement» celles dont 11 faut tenir comptOi et celles que Ton peut négliger.
On peut partager ces causes en trois classes principales :
Les causes constantes ; Les causes variables ; Les causes accidenlelles.
Les causes constantes sont celles qui agissent, d'une manière continue, avec la même intensité et dans le même sens.
Les causes variables agissent| d'une manière continue, avec des énergies et des tendances qui changent, soit d'après des lois détermittéesi soit sans aucune loi apparente. Parmi les causes variables, il importe surtout de remarquer celles qui ont un caractère de périwUettéy comme les saisons.
Les causes aceideaUllet ne se manifestent que fortultonent, et agissent indifféremment dans l'un ou l'autre sens.
Si l'on apprécie les causes sous le rapport mathématique, la cause constante a pour elle un certain nombre déterminé de chances^ une probabilité fixe.
La cause variable a pour elle un nombre variable de chances, et par suite une probabilité qui peut osciller dans des limites plus ou moins larges.
La cause accidentelle n'a pas» à proprement parler, de chances en sa favenr; mais elle inflae sur l'ordre de sncœssion des événements. Ainsi, en tirant des boules d'nne nme oiH sont des boules blanches et des boules noires, qui ont leur probabilité respective d'être tirées, la eanse accidentelle n'introduit ancune boule iiotivclle de même couleur ou d une couleur différente; mais elle fait que Tordre dans le tirage est plus uu moins régulier, s'écarle plus ou moins de Tordre calculé, bien que son action se neutralise à la longue. On conçoit en effet que les boules peuvent être mêlées d'une intioilé de manières.
S'il n'existait que des causes constantes, sans mélange de causes accidentelles, elles amèneraient tout d'abord des résultats calculables et en rapport avec leur degré d'énergie; mais comme il est Impossible d'écarter entièrement les causes aceidentelles, ce n'est qu'après on certain nombre d'expériences, qui dépend de la quantité et de la grandeur des causes accidentelles, que les résultats seront en rapport avec le degré d'énergie des causes qui ics produisent.
La distinction que j'établis entre les trois espèces de causes qui influent sur tous les phénomènes, s'expliquera mieux par un exemple. Supposez qu'il soit question de tiiesurer une longueur, la taille d'un homme ; et, pour écarter les difficultés, admettez d'abord que la mesure que l'on compte employer est parfaitement exacte, seulement le nombre des divisions est limité, et les appréciations ne peuvent être prises qn*au dixième du millimètre. Admettez mtoie que l^bomme dont on veut connaître la taille se tient pareillement immobile pendant les épreuves et n'a aucune tendance ni è s'allonger ni à se raccourcir. Supposez enfin que celui qui est charge de mesurer use de toutes les précautions imaginables pour arriver à une grande précision, qu'en un mot, il n'existe aucune espèce de cause constante ou variable qui puisse altérer l'exactitude des résultats.
Malgré toutes ces suppositions, on conçoit que les mesures
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que !*on prendra ne seront pas identiquement les mêmes; il se présentera de |ielites diffôi'iMiccs entre elles, sous Tinfluencedes causes accidenleltesy et, sans être maladroit, on pourra s'écarter de la taille véritable qae Ton ehercheà déterminer, d'un deml-miliimètre par exemple» aoit en plus, soit en moins. Ainsi, pendant qu'on mesure, la règle ne s'appliquera pas toujoars borizontalement sar le sommet de la tète» elle n'appuiera pas toujours également fort» ni toujours sur le même point; les ehereux se dérangeront et formeront une épaisseur qui ne sera pas eonstamment la même ; le coup d'œil ne sera pas également juste» ni les lectures également sûres.
Pour les personnes qui se sont occupées de pareilles mesures, elles accorderont bien volontiers, sans doute, que quand les erreurs ne vont pas au delà d'un demi-millimètre» on peut se tenir satisfait du résultat obtenu.
Or» si Ton avait pris mille mesures suecessives» bien peu seraient en erreur d'un deml*mlllimètre. La plupart ne différeraîeut de la véritable taille» soit en plus» soit en moins» que d'un dixième de millimètre» d'autres de deux dixièmes» d'autres de trois dixièmes, et ainsi de suite.
En ne consiilérant que la ruesure la plus grande et la mesure la plus petite, on trouverait entre elles une différence d'un millimètre entier, et Ton pourrait concevoir neuf groupes de mesures int( rniédiaires» procédant par différences d'un dixième de millimètre.
Ces divers groupes, on le sait déjà» ne seraient pas composés au basard de nombres plus ou moins grands» bien qu'ils pro-viennent de petites maladresses» de petites inexaetitudes du coup d'cBil. Leur formation se trouve indiquée à priort par la loi des causes accidentelles; ainsi l'on peut dire d'avanee combien d'observations tomberont dans le groupe qui renferme les mesures les plus petites, combien tombcroiU dans le groupe immédiatement supérieur, présentant un dixième de millimètre en plus ; combien d'observations formeront le troisième groupe, ayant deux dixièmes de millimètre en plus; et ainsi de suite.
Ce singulier résultat étonne toujours les personnes peu familiarisées avec ce genre de reeberches. Ciomment croire en effet
que des erreurs, que des maladresses se font avec la même régularité qu'une série d^évéuemenls dont Tordre de succession se trouve calculé d'avance? Il se passe ici quelque chose de mystérieux qui cesse de surprendre, quand on examine les choses de plus près. Le mode d'action des causes accidentelles n'a point été étudié avec assez de soin, et cependant il domine en quelque sorte Texplication de toas les phénomènes qui dépendent do calcnl des probabilités.
Voilà poor les causes aecldentelles. Nous voyons qu*à la longoe il s'établit une sorte d'équilibre entre les erreurs en plus et les erreurs en moins, équilibre qui fait qu'on arrive en défi* nilive à la véritable grandeur qu'on voulait mesurer.
11 n'en sérail pas de même sous Tinnueuce d'une cause constante d'erreur. Celte cause devrait prévaloir à la longue, et non-seulement le résultat final eu serait affecté, mais, sous l'iuHuence des causes accidenlelies , les différents groupes se classeraient suivant des lois nouvelles^ et n'auraient plus la symétrie que nous avions reconnue quand les ehanees étaient égales. Ainsi> nous avons supposé que la personne mesurée se tenait parfaitement immobile pendant les épreuves, et n*avait aucune tendance i s'allonger ni à se raecourcir. MaiSi si le contraire avait lieu, on se trouverait exposé à faire de nouvelles erreurs, qui sVijoutcraient aux erreurs accidentelles.
.Nous pouvons faire ici deux hypolhèses : ou bien la personne mesurée, sans conserver une immobilité absolue, a autant de tendance à s'allonger qu'à se raccourcir; ou bien elle a une tendance plus prononcée, soit à s'allonger, soit à se raccourcir.
Dans le premier casi la mobilité de la personne devrait être considérée comme une cause d'erreur accidentelle, dont les effets finiraient par se détruire; dans le second cas, au contraire, on arriverait en définitive à une mesure soit trop grande, soit trop petite. Si l'on avait mesuré, chaque jour, la même personne un assez grand nombre de fois pour anéantir les effets des causes accidentelles, la constance du rcsullal qu'on obtiendrait pourrait faire croire qu'il est exact : on voit déjà avec quelle circonspection il convient de procéder dans l'appréciation des grandeurs.
THÉOMB DBS PROBABILITÉS*
11 arriverait plus généralement que la taille moyenne obtenue varierait d'un jour à l'autre, parce que b personne n'aurait pas la même tendance à s'allonger. La cause d'erreur serait alors variaHe.
La canse d'erreur peut être variable de diflSàreates manières* Elle peut Têtre, parée qu'en effet la personne mesuréei soit par caprice, soit par d^autres motifs, a une tendance à exagérer constamment sa taillei mais non d'une manière régulière. Elle peut varier encore périodiquement, si la personne est mesurée à différentes heures du jour : on a cru remarquer en effet que Phommc est plus grand le matin, au sortir du lit, que le soir, après les fatigues de la journée. Ainsi, iOOO mesures, prises le malin , donneraient une taille moyenne plus grande que 1000 mesures prises le soir, et b taille varierait par des nuances intermédiaires aux auti^s heures du jour. La cause peut donc varier régulièrement et irrégulièremenL Les variations réguUèreê périwiiquu sont très-nombreuses dans la nature et méritent d'ooeoper une place particulière*
TROISIÈME PARTIE
Dans les sciences d'observation , on a principalement deux choses en vue : déterminer )a précision d'un résultat observé, estimer la probabilité de son retour. Parmi les sciences physiques, il en est peu qui doivent plus souvent recourir à ces sortes d'tppréeialîons que la météorologie. Noos allons prendre quelques exemples dans cette science.
Le problème des températures est un des plus usuels et des plus Intéressants de la météororogie ; on est souvent préœcnpé de savoir quelle est la température d'un jour de Tannée et quelle chance on a de l'obtenir. On voudrait savoir, par exemple, quelle est ia lenipéralure du premier jour de l'an et ce qu'on peut parier relativement à l'abaissement plus ou moins grand de cette température.
THÉûiilE DES PROBABILITÉS^
Il faudra commencer par consulter Texpérience da passé. Âinsi, à Broxelles, pendant vingt années, de 1835 à 1852, on a
eu Foccasion d'observer vingt températures du premier jour de l'an, qui toulcs ont été différentes cl qui ont donné en moyenne 2,51 (loijrés centigrades. Cette moyenne est le résultat le plus probable, et on Tadople provisoircmcnl pour lempératiire iiormnic du premier jour de Tan. Il est ln'on entendu que celte température normale n'est point définitive, et qu'elle pourra être modifiée par des observations ultérieures ; on peut calculer mêmCi dés à présent, qu'il y a 1 contre i à parier qu'elle ne variera pas de plus de 0*^0, c'est-à-dire qu'elle ne sera pas plis grande que 5%S1, et pas plus petite que i«,81. La quantité 0«y70 est ce que nous avons nommé rerrm probable du résu!^ m; nous avons donné plus haut là méthode pour U déler* miner, page 53.
Si nous vûulioiis mainienanî, d'après rexpérience du passé, nous éclairer sur ce que nous pouvons aUendre de J'avenir, il faudrait calculer Veneur probable d'une prochaine observation; or, nous trouverions, pnr la même méthode de calcul, o%16; c'est-à-dire qu'il y a 1 contre i à parier^ qu'au premier jour de l'an prochaini la température moyenne des vingt-quatre heures ne 8*écartera pas de plus de 3«,I6 en plus ou en moins, de la moyenne S<»,5i ; et qu'elle ne sera pas plus grande que ISi^fif et pas plus petite que — 0<>,65. C'est tout ce que l'observation nous permet de prédire, eu égard à la variabilité des températures atmosphériques et au nombre d'années sur lesquelles reposent nos prévisions. Si nous en revenons aux observations mêmes qui nous ont servi pour délerminer la moyenne, nous verrons qu'elles sont ou plus grandes ou plus peliles que cette moyenne, et que les écarts^ ou ce que nous pourrions nommer les erreurs faites par la nature en s'écartant de sa température normale, se groupent symétriquement des deux côtés de la moyenne* Si Je nombre des observations était suffisamment grand, on verrait que la nature distribue les écarts ou erreurs avec tant de mesure et de précision, qu^on peut calculer leur classement a jwîort. C'est ce que nous avons nommé h M des eautu aeddi»» UlkSf page 55.
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Celte fois, les causes accidentelles sont les changements des vents, le plus ou moins de nuages répandus ihiis le ciel, i huniiditi* de l'air, les pluies et tous ces phtiioaiènes qui répandent la variété et la vie à la surface du globe. Tueurs elTets sont plus sensibles en hiver qu'en été; et, ici encore, on relrouve une admirable ordonnance dans l'élude des efTets.
Il est des jours pour lesquels on reconqaU des causes spéciales d'anomalie dont les retours sonl périodiques^ d'autres pour lesquels il existe des anomalies dont nos coDnaissanees ne nous permettent pas encore d'assigner les retours.
Ainsi, le 10 janYÎer présente une anomalie remarquable; la température moyenne est d'environ 2 degrés et demi plus basse que ne l'indique la loi de continuité : il doit exister, à celle époque de Tannée, une cause spéciale de refroidissement dont les effets sont plus ou moins masqués par d'autres causes influentes qui agissent dans un sens contraire et tendent à élever la température diurne. Ce n'est que par une longue série d'observations qu'on parvient à mettre en évidence les effets produits par la cause que l'on étudie.
IJfouB avons vu précédemment que^ sous l'Infinence de causes purement accidentelles, un événement varie de la manière la pins régulière. li est deux autres propriétés non moins remarquables qui se rapportent i l'ordre de succession dans lequel cet événemenl se présente, quand il n'existe que deux espèces de chances possibles et que ces chances sont supposées égales el indépendantes : prenons l'exemple le plus simple, le jel d'une pièce, parfailemcnl homogène, pour amener pile ou croix. On peut demander combien de fois, sur un très-grand nombre de jets, pile aura tombé une fois isolément, deux fois de suite, trois fois de suite, etc. Le calcul montre qu'à cause de la parfaite égaillé des chances, I* pile tombera isolément autant de fois que croix ; si les chances sont indépendantes et si un premier jet neprédispose pas à amener un second jet semblable, le nomhredes combinaisons binaires où pile aura tombé deux fois de suite, sera la moitié du nombre de fois où pile se sera présenté seul; le nombre des combinaisons ternaires sera la moitié du nombre de couibioâisons binaires, el ainsi de suite; il en sera de même pour croix.
SMl s'agit maintenant de phénomènes, on pourra faire la même observation ; c'est même à ces propriétés qu'on peut reconnaître si ies chances sont égales et indépendantes. Par exemple, le thermomètre monte tel jour, il baisse tel autre jour; parfois il monte ou descend pendant plusieurs jours de suite. On voudrait savoir si les chances ponr la hausse et la baisse de la température sont égales et s! les eauses qui les produisent sont indépen-» dantes : il faudra compter, sur un grand nombre d*année8| combien de fois le thermomètre a monté pendant un jour, pendant deux jours de suite, pendant trois jours de suite, etc.; et Pon en fera autant pour la baisse de la température. Nous avons fait ces calculs pour Bruxelles et pour les vingt aimées de 1853 à i852; les résultats sont consignés dans le tableau suivant :
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Oli voit, par les deuxième et troisième colonnes de ce tableau, que les chances pour la hausse et la baisse du thermomètre ont
été parfaitement égales : les différentes périodes durant lesquelles le thermomètre a monté ou descendu pendant un jonr, pendant
deux jours de suite, pendant trois jours, etc., s'accordent autant qu'on peut Tespérer dans de semblables (épreuves. Il reste à savoir ensuite si les causes de hausse et de baisse étaient iiidépendantes et si le thermomètre, quand il avait pris un mouvement ascendant on descendant, n'avait pas une tendance à y persévérer; c'est ce qu'indiquent ies deux dernières colonnes. L'avanldernière reproduit proportionnellement les nombres de la colonne précédente; il faudrait, d'après la théorie, que chacun de ces nombres fût le double de celui qui se tronye immédiatement aa-dessons de Ini; c'est ce qui arrive généralemenli excepté pour le premier^ sur lequel nous reviendrons. Pour mieux juger des choses , portons dans la dernière colonne le nombre â8i, qui représente la quantité des périodes de deux jours peDdawt lesquelles le thermomètre a monté ou descendu ; et écrivons successivement an-dessous de lui la moitié de ce nombre, le quart, le huitième, etc., nous trouverons luio série de nombres en progression géométrique, qui s'accordent fort bien avec les nombres de la colonne précédente cl montrent, eu effet, d'après l'accord de l'observation et du calcul, que les causes influentes n'étaient pas senlement égaleSi mais qu'elles étaient encore indépendantes*
Il reste seulement à rechercher comment il se fait que le pre» mier nombre ne soit pas 868 on le double de i84, comme Texigeait la continuité de la série. Il faut se rappeler qu'il n'en est pas ici comme du jet de pile ou croix; nous avons dii grouper nos résultats et dire que le thernionièlre avait monté ou descendu pendant un jour, quand il y avait une hausse ou une baisse sensible après vingt-quatre heures, bien que ce mouvement n'eût eu lieu que pendant un temps benucoup plus court peut-être. Le calcul nous montre qu'en prenant le nombre serait exagéré et l'observation le réduit à 45i, complément des autres nombres jusqtfà 1000. Le nombre 434 est d*un quart environ plus petit que celui que donnerait la progression géométrique.
Prenons un autre exemple ; nous avons voulu savoir si, pour Bnixellesi le nombre des jours de pluie est sensiblement égal an
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nombre de jours uns pluie ; et nous avoiis trowé eneore qo» les cbaiieesiMMireteantresont à peu près exaeteinenUes mêmes; msîs
il n'en a pas été ainsi pour Findépendance des chances. Les jours de pluie ou sans pluie isolés ofti été beaucoup moins nombreux que ne l'indique le calcul ; la série des nombres observés forme bien encore une progression géométrique, mais la raisou au lieu d'être ^ est f ^ peu prrs ; il semble donc qu'il y a une tendance, quand la pluie ou le beau temps a commencé, à ce que cet état se prolonge pendant plusieurs jours : la proUbilité de ia coatinuaUon esl | environ an lieu de \*
Volei un autre exemple anal(^uean précédent; il eoneerne le ^toiemetif dê$ pluia ttaprèê Uur durée. Nous avons compté combien de pluies ont duré moins d*une heure, combien ont duré de i à 2 heures, de 2 à 5 heures, et ainsi de suite. Nous avons cherché ensuite si les nombres ohlciius de cette manière étaient liés par une loi de continuité, et nous avons reconnu qu'ils suivaient encore une progression géométrique, dont le rapport est 0,7. Quand la pluie a commencé, il s'établit donc une tendance à ce qu'elle continue; et la probabilité qai^ à cause de l'égalité des chances, aurait du être l devient ^.
phénomènes périodiques.
Les sciences naturelles jusqu'à présent ont été moins accessibles aux théories mathématiques que les sciences physiques, cependant elles offreni plusieurs parties qui se prêteraient avantageusement aux combinaisons du calcul, et surtout du calcul des probabilités. L'on eu trouve un exemple frappant dans tout ce qui se rapporte aux phénomènes périodiques, parce que ces phénomènes s'expriment en grande partie par des dates et se traduisent en nombres. Linné iDdt<|ua, le premier, la marche qu*ii convient de suivre pour le règne v^étal; son appel ne fut point perdu pour les physiciens <|ul s'occupaient des grands phénomènes de la nature et qui sentaient les liens intimes qui existent entre la
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météorologie et la science qui traite des êtres organisés : Réaumnr, AdansoD, Tabbé Cotte entrèrent successivement dans cette voie féconde qui fat abandonnée pendant quelque temps et reprise ensuite avee une nouvelle ardeur.
Lepointessentlel est de reconnaître d'abord quelles senties eau- 8<»qai peuventavoir de l'Influence sur le développement progressif des plantes : s^tl fallait en faire une énumération complète, peutêtre devrait-on renoncer à ce genre de recherches ; mais nous poiiYoïis nous borner ici à considérer les causes prédominantes, . comme cela se pratique dans les sciences physiques, sauf à revenir ensuite aux causes secondaires, qu'on peut négliger dans une première recherche. Pour ])Ius de facilité mème^ il ne sera question ici que de la floraison.
Il faut ranger en quatre classes principales les causes qui peuvent influer sur la floraison de la plante :
Les causes géographique$, telles que la latitude, la longitude et l'altitude;
Les càutes loeaks^ telles que la nature du sol^ Texposition, la quantité de lumière ;
Les cau&es individuelles, telles que Tâge et la vigueur de la plante ;
Les causes météorologiques, telles que la température, la nature des vents, i'humidilé de l'air, la quantité de pluie. Tétai du ciel, etc.
11 serait bien difficile d'étudier toutes ces causes simultanément et de reconnaître la part d'influence qui revient à chacune d'elles. Le moyen le plus sûr sera de procéder du simple au composé.
Remarquons d'abord que nous pouvons éliminer les effets des
causes qui appartiennent aux trois premières catégories, en observant toujours les mêmes plantes sur un même point du globe, dans une même exposition et dans un même terrain ; les différences qui surviendront dans les époques de la floraison, quand on aura rendu ainsi toutes les autres circonstances égales, ne pourront provenir que des causes météorologiques.
Supposons, de plus, que c'est le même observateur qui suit le développement des plantes, et prend soin d'enregistrer leurs
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époques naturelles; plusieurs observateurs verraient sans doule (Je différentes manières, et l'un aurait une propension à ni;jrquor l'époque de la floraison plus lard qu'un autre. Celle différence, qu'on pourrait nommer Véqmîion personnelle de V observateur, serait une nouvelle cause d'erreur» dont il faudrait tenir compte*
L'on admettra donc que toutes les précautions ont été prises pour rendre aussi égalesqne possible tontes les causes en général, antres que les causes météorologiques, qui peuvent différencier les phénomènes de la végétetfon. Ces conditions ne sont pas bien difficiles à remplir, puisqu'il me suffira d'observer les mêmes plantes, dans le même lieu et dans Ja même exposition, pendant plusieurs années consécutives, afin d'éliminer par la répétition les effets des causes fortuiics; l'on aura soin d'enregistrer en même d nips l'état météorologique de Fair, dont il s'agit de déterminer l'influence.
Supposons maintenant qu'on ait enregistré soigneusement, chaque année, la floraison d'une plante bien connue et sur l'espèce de laquelle il ne puisse pas y avoir de méprise, le Hlas commun, syringa vuîyaris, par exemple. Âprès une série d'années, on aura inscrit une série de dates, dont on prendra la moyenne : ce sera l'époque de la floraison normale de la plante. Celte époque cependant ne sera pas tellement fixe, qu'elle ne puisse varier par des observations ultérieures; cependant on peut, dès à présent, en assigner Verreur probable. On peut aussi déterminer Pécari probable d'une observation ultérieure, de la date, par oxemple, à laquelle fleurira le lilas, Tannée prochaine.
Le tableau qui suit jettera plus de jour sur ce sujet, on y trouvera les dates auxquelles ont fleuri, depuis quinze ans, trois des plantes les plus connues, le lilas, le seringat et le faux ébénier; on y verra en même temps les dates moyennes de la floraison, les écarts observés, chaque année, et enfin les erreurs probables des résultats et des observations isolées.
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La date moyenne de la floraison peut être fixée au l"' maf pour îe lilas, au 2Î5 du même mois pour le seringat, et au 2 juin pour le faux ébénier : on voit, de plus, que l'erreur probabh^ de ces dates est à peu près la nicmf^, et ne va pas au delà d'un jour et demi. L'erreur probable est naturellement plus grande pour une observation isolée» elle est do 5 à 6 jours ; c'est-à-dire que, pour le faux ébénier» par exemple, il y a 1 contre 1 à parier qae It floraison aura lieu le 3 juia et que le retard ou Favanee n'eicédera pas 8 à 6 jours.
Bien que les trois plantes indiquées fleurissent à des époques différentes, on toit cependant qu*e1les accusent à peu près le même retard et la même avauce pour chaque aunée.
l'mpèce liviiuilnef croImMiiica «a ffoid» de
Il n*e8t peut-être pas d'étude où la théorie des probabilités trouve des applications plus intéressantes que dans les pbéno* mènes rdatlfs h l'homme. Une des plus curieuses, sans contre-
tiil, est la démoiisualion tlireclc de ruiiilc de Tespcce humaine et de la possibilité d'en assigner le type : entrons dans quelques détails à ce sujet.
Sup])osons qu'on veuille mesurer exactement la hauieur et les proportious de l'Apollon du Belvédère : dix personnes sont chargées successivement de ce soin ; il arrivera certatnementque les dix séries de mesures ne seront pas identiquement les mêmes; les différences seront faiblesi il est vrai ; mais enfin elles seront sensibles, dans l'hypothèse même qvl les séries auraient été prises par une même personne. Les différences seront plus grandes, s'il s'agissait de reproduire dix statues égales à celle de l'Apollon, parce qu'à l'incertilude des mesures, se joindraient les défauts de copie, les erreurs provenant du retrait ou de la dilatation des matériaux employés, etc. Si Ton supprimait ensuite le type primitif et si l'on avait à juger de sa liauteur et de ses proportions
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ptr Mlles des dix copies, il fasdrait rerenir à remploi des moyennes et l'on estimerait Terrear probable, e^est-lnlire qu'on rechereheraft de combien on a pn s^écarter du modèle primitif.
Que dire cependant, si les dix copies avaient été distribuées dans différenls pays pour devenir elles-inêmos les types de copies nouvelles? et si, après plusieurs siècles, il n'était donné do juger du type primitif que par les reproductions diverses exécutées d'après une ou plusieurs des premières copies qui ont cessé d'exister depuis? A toutes les incertitudes que noas avons signalées, viendraient se joindre encore celles qu'on a pu y intro* daire ponr se conformer è certaines exigences dn temps et des lieux. Il est évident qn'à la longue le type primitif se IrouTerait tellement altéré dans les copies, que la moyenne générale ne pourrait en donner qu'une Idée très-imparfaite. 11 faut cependant distinguer : si toutes les causes modificatrices aux différentes époques n'avaient été qu'accidentelles, et s*il ne s'en ilail pas trouvé de constantes ni de varial)k's dans le nombre, ces causes accidentelles n'auraient eu pour effet que de produire des écarts plus ou moins grands du type primitif représenté par la moyenae générale des copies, sans altérer le type même.
Il serait donc possible, aojourd'lmi, de reproduire le type qui a servi à toutes les copies que nous avons encore sous les yeux et que nous aurions à mesurer avec soin pour en déduire la moyenne générale. Vais par quel caractère pourrait-on reconnaître que les statues que nous regardons comme des copies d'un même type le sont véritablement ? C'est ici le lieu de se rappeler l'importante disliiictîon que nous avons établie entre une moyenne aritliniéiique et une moyenne proprement dite. Quand des nombres sont destinés à représenter une même chosCj et ne diffèrent que par des causes accidentelles qui ont pu les rendre indifféremment ou plus grands ou plus petits, alors ces nombres présentent des caractères tout particuliers, et quand on les classe par ordre de grandeur, ils se trouvent soumis k un classement calculable à prtorl. Le tout consiste donc à reconnaître si les mesures recueillies sur toutes les statues quVn a pu mesurer, présentent en effet ces caractères distincts.
L'expérience dont il vient d'être parlé a été faite, on a pu le re-
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connaitre déjà. Les copies en qoesllon ne sont pis des statues^ ce soDt des êtres vmnU que nous avons sons les yeax el qne nous avons pu mesurer. Or^ il se trouve en effet que toales les mesures elassées par ordre de grandeur obéissent de la manière
la plus curîease à la loi des causes accidentelles. 1! existe donc
un type, du moins pour les pays que nos recherches ont pu embrasser. 11 resterait à reconnaître si ce l)pe est universel, en admettant quelques causes variables provenant de la différence des climats. Il semblernil en effet que les différences ne sont point essentielles vi (jue le Créateur, en laissant aux causes accidentelles une action si large, a placé à côté d'elles des lois conservatrices qu'ii n'est pas donné à l*liomme de pouvoir enfreindre.
Citons un exemple de ee qui vient d'être dit. On trouve dans on recueil médical d'Édimbourg les résultats de 8,738 me* sures prises sur les poitrines des soldais des différents régiments écossais. Ces mesures sont exprimées en pouces anglais et
groupées par ordre de grandeur, en procédant par différences de 1 pouce. La plus petite mesure est de 53 pouces environ, et la plus grande de 48; la moyenne de toutes les mesures donne un peu plus de 40 pouces pour la circonférence de la poitrine d'un soldat écossais : c'est aussi le nombre qui correspond au plus grand nomltre de mesures ; et, comme ia Ikkéorie rindique, les autres groupes diminuent de grandeur à mesure qu'ils s'éloignent de celui-ci; l'écart probable est de iP«"««,5t. On peut demander maintenant si ce serait exagérer que de parier I contre 1 qu'une personne peu exercée à prendre des mesures sur le corps humain va se tromper de 1p<»^,3I, en mesurant une poitrine de 40 pouces de circonférence. Ces mesures sont très-difficiles, car les variations produites sur la poitrine de l'homme par l'effet de la respiration s'élèvent certainement à cette valeur de %5!. En conséquence, les résultats de toutes les mesures prises sur les soldats écossais se sont distrî* bués, quant à l'ordre^de grandeur, de la même manière que se distribueraient B,75S mesures prises, sur un seul soldat ayant une poitrine de. 40 pouces de circonférence, par une personne peu exercée et dont Terreur probable serait de .
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Le type litiiiuiiD^ pour des hommes d'ane même race et d'ao même fige, se trouve si bieo établi^ que Jes écarts oDtre les résultats du calcul et ceux de l'observation» malgré les nombreuses
causes accidentelles qui peuvent les provoquer et les exagérer, ne dépassent guère ceux que des maladresses pourraient produire dans une série de mesures prises sur un même individu. On rejette à la vérité des régiments les hommes qui sont déformés par un excès d'embonpoint ou de maigreur; mais en les admettant tous, on ne ferait qu'élargir les limites de Terreur probable» sans altérer la loi qui préside au classement des nombres.
Prenons un nouvel exemple relatif à la taille des conscrits français. M. d'HargenvIlliers, en faisant connaître comment 100 000 bommes se sont distribués par ordre de grandeur et par groupes différant entre eux de S7 millimètres, n'a fait qu*in-
diquer le total des conscrits ayant moins de 1™,570, et celui des conscrits ayanl plus de l'",7l$9 ; il s'en trouvait i28i)20 de la première catégorie, el 2i90 seulement de la seconde. Au moyen des sept groupes intermédiaires qu'il a donnés, il a été possible de reconnaître comment il fallait rétablir les huit groupes d'hommes compris dans le cas de réforme pour défaut de uille» et les sept groupes d'bommes ayant plus de i'^^TîiO.
On a reconnu, de plus, que l'écart probable était de (y^,0é9 ou de cinq centimètres environ* La loi de continuité des nombres montre aussi que deux individus seulement sur 100000 ont, en France, plus de i^m, et que quatre tombent au-dessous de la taille de l^^ySOT.
Cette même loi de continuité nous permet de reconnaître un fait plus remarquable; on pouvait le soupçonner, mais nous en trouvons ici la preuve : c'est que le nombre des réformes pour (I< faut de taille est exagéré de beaucoup. Non-seulement nous en avons la preuve , mais nous pouvons déterminer le montant de la fraude. Les documents officiels comptent hommes, sur cent millCi qui tombent au-dessous de l'»,570, et le calcul n'en donne que 26345. N'est-il pas à présumer que les âS75 hommes qui font la différence de ces nombres ^ ont été réformés frauduleusement? On le comprendra d^autant mleuxi
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qu'il est très-facile de diminuer la taille do deux à trois cenlîmètres, (juand on y a un intérêt aussi majeur que celui de la réforme. D'une autre part, les autorités 9ont indulgentes, lorsqu'il s*agit de. sobsliluer à des bommes lrès-|»eliis d^aatres bomoies qai ont une taille plus ayantageose. Cette coDjcetnre prend nn nouveau degré de eonaislaneei si Ton observe que 2275 hommes manquent dans les deux groupes qui arrivent immédiatement au-dessus de la limite 4"*, 570.
La loi des causes accidenlelles a encore le précieux avantage que, si Ton connaît le nuiubre des observalions qui concourent à lormer une moyenne proprement dite, et les limites extrêmes qu'atteignent les valeurs dans toutes leurs variations, on ppiit reconstruire la série complète de ces valeurs rangées par ordre de grandeur; par exemple, on a pesé 1000 enfants nouveaunés, et les poids ont varié de i à 10 livres, comment ees enfants doivent-ils être classés sous le rapport de la pesanteur? Le tableau suivant contient les résultats des calculs^ et l'on a placé dans une colonne suivante les nombres qui on t^éié obtenus réellement par l'observallOD; d'après H. Casaesser :
Nombre fl'en fan !s d'oprèi P«lds des ( i^raoïâ. le calcul. l'obtervitioD.
De 4 à 5 livres.
Ces résultats sont aussi concordants qu'on peut le désirer dans de pareilles matières ; les pesées en effet sont dilBclleSi et quand on doit les exprimer en nombres ronds, il est presque impossi-
hïe d obtenir une concordance parfaite.
Ce qui ûpparlieiU aux naissances cl à la fécondité de riionime eu générai ne présenlerail pas des exemples moins curieux. Sup-
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posoDS qu'oo ait à reehereher s^îl naît plos de garçons que de filles dans la viWe de Bruxelles ; il faudra nalurellemenl recourir aox registres de réi it civil. Si Tobservation avait commencé dèii 182y, on eût trouvé pour celle année 2004- naissances masculines el 4759 naissances féminines, ce qui donne le rapport H4 à 100.
Ce rapport très-grand aurait été fort modifié par les résultats de 4826; qui donnent iOI. Auquel faut-il croire ? Letton sens, d*aecord avec la seience, nous conseille de faire de nouvelles observations, et d'adopter provisoirement le résultat moyen 407, qu*on aurait obtenu en prenant tontes les observations recueillies.
La troisième année aurait encore modifié ce rapport, en le diminuant; on aurait obtenu lOG pour résultai des trois premières années d'observations.
En continuant à opérer de la même manière, au bout de la dixième année on aurait eu, pour le rapport cherché, 104 ; et, après 48 ans, 405. Ce dernier rapport, comparé à ceux obtenus pour chaque année prbe séparément, en aurait plus ou moins différé : les plus grands écarts en plus et en moins sont donnés par les années ISâtf et 1839, où l'on a eu les rapports iUet99.
La précision du résultat général i05, comparée à celle d*une année partîeallère , aurait été dans le rapport des racines carrées des nombres 18 et 1, d'après ce que nous avons déjà vu, ou comme est à 4 .
Bien qne la théorie indique, en thèse jzénérale, que la précision (les i L'suilals augmente avec le nombre des observations, îl peut se faire qu'accidentellement on tombe tout d'abord sur des résultats plus précis que ceux que l'on obtiendrait en ajoutant de nouvelles observations aux observations déj^ faites. Ainsi les résultaU particuliers des années i8â9, 1834, 4833, 1834, etc., ont tous également donné le rapport 105, et se sont plus rapprochés du résultat définitif que le rapport calculé sur Tensembledesobservations desdîxpremièresannées. Hais cette précision n>8t alors queVorlnite, et l'on n'a aucune raison pour pouvoir 8*y lier avec une probabilité suffisante.
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Si l'on continuait indéfinîmenl les observations, on ohtfendraîl un rapport qui tendrait de plus en plus à êlre égal au véritable rapport qu'on ignorait et dont la nature nous faisait mystère; nous savons même mesurer, à ebaqoe épreuvei Terreiir probable da résallati et apprécier Técart auquel o^ serait exposé dans une épreuve nouvelle.
l'lio]iiii|e# — Vablee de morf^lllé ; leuf iia»ge
La niorlalité s'estime en prenant le rapport entre le nombre des décès et le nombre des habitants d'un pays dans un temps donné, dans une année par exemple. On dit, dans ce sens, que la morlalilé de la Belgique a été, en 1850 et en tSMyde I sur 47 environ ; ee qui veut dire que, pour 41 babitantSi on a eomplé i décès. En 4849, la mortalité avait été plus forte; elle s'éUit élevée à 1 sur 56. La mortalité varieassez sensiblementd'aneiinnée à Tautre ; cet élément statistique est influencé par des causes nombreuses , mais plus spécialement par les grandes calamités publiques, telles que les disettes, le manque de travail, les épidémies, etc. Quand on prend en considération un grand nombre d'années, on reconnaît que le chiffre de la morlalilé oscille autour d'une moyenne générale conformément à la loi des causes aocidentelies ; cependant il existe aussi des causes, soit constantes, soît variables, qui modifient ce chiffre, telles que les progrès des lumières, de Tbygiène publique, de Taisance. On a constaté que, pendant le dernier siècle, la mortalité a diminué progressivement dans la plupart des États de l'Europe.
La mortalité n*est pas la même pour les deux sexes, pour l'babitant des villes et pour celui des campagnes, pour l'ouvrier des fabriques et pour i agricuUeur. Toutes ces nuances soûl profon-
* Ce chapttrâ e»L en grande panic la repioducUon de l'article Tablet de mortalilit que j'ai ItuM dii» I« tH^ontu^ 4ê réetiumie politique â» Flrtne*. On peut reconrir 11 ce dielioDnftîre, où Jt éma» les vingt priDoi|»«lti ttblei d« aMrialilè
éémeat màYquéeâ ûsùè les registres mortaairesi mais il n^en est •nenne qui ait plus d^infliieiiee qae Tâge.
Les nombreuses recherches faites sur ce dernier élément dans les différents pays civilisés ont conduit à construire des tables de mcrtalité, dont TimporlaDce justifiera les détails dans lesquels BOUS allons entrer.
Une table demorlaliléa pourobjet de faire connaître combien, sur QB Bomiire donné de naissances, il reste de survivants à la fin de ebaqtte année. De pareilles tables présentent un grand intérêt, BOB*settleiBeBt pour l'bygiène publique et l'histoire natarelle de rhooimei mais eneore pour les seienees politiques ; elles servent à doBBer la mesure de la valeur physique des nations et à résoudre la plupart des questions qui se rattachent aux sociétés d'assurances sur la vie, et aux caisses de pensions et de retraites.
Les plus anciennes recherches sur ce snjt t iiiiporlant paraissent dues h Johîi Graunt , qui les consigna, en 1661, dans ses annotations sur les bills de mortalité de la ville d»; Londres. Elles ne tardèrent pas à être fécondées par le calcul des probabilités auquel le génie de Pascal venait de donner naissance, car il est à remarquer que ces deux ingénieuses applications des seienees exactes firent presqtie en même temps invasion dans le domaine des sciences politiques.
11 existe, pour la formation des tables de mortalité^ deux méthodes bien dtsltnetes, mais que Ton a Thabilude de confondre : Tune, plus expéditive, emploie les listes mortuaires seulement; Tautre, rigoureuse et directe, emploie, avec les listes mortuaires, les chiffres de la population de chaque âge. Nous allons essayer de donner une idée de l'une et de l'autre.
Méthode des listes mortuaires. Elle admet implicitement l'hypothèse que la population de chaque âge reste annuellement la même, et que, par suite, les décès de chaque fige présentent, aussi) annuellement les mêmes chiffres; de sorte que les listes mortuaires ue foBt que se reproduire identiquemeat d'aBuée eB année; et que celui qui eu aurait une, connaîtrait nécessairement toutes les autres. Cependant eomme, dans la pratique, des circonstances accidentelles frappent parfois de préférence Fun ou autre âge^ on prend, pour éliminer ces anomalies fortuites,
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plusieurs listes annuelles dont on déduit une liste moyenDe^ représente alors la mortalité normale.
G'est,aiD$i que rastronome Halley construisit la plus aneienoe table de mortalité connue {TransacHom pMfosoplIîigms de Lmdr$$pwr 1695). Le savant anglais prit la ville de Breslau, en Silésie, pour type de ses calculs, parce qu'il avait reeomiu que la population y était sensiblement êtationnaire, c'est4i-dire que le nombre annuel des naissances compensait exactenieut celui des décès et qu'il n'y avait pas de mutations par suite d'émigrations ou d immigraiions j il lll donc l'énuméralion de tous les individus qui, pendant l'espace (le quatre ans (1687 h i69i), étaient morts entre 0 et 1 an, entre i et 2 ans,eatre2et5aa5j etainsîde suite jusqu'au terme le plus reculé de la vie. Il supposa que tous les Individus dont ii avait énuméré les décès, étaient nés en même temps, et il déduisit de leurs âges respectifs la loi d'après la* qoelle ils s^étaient successivement éteints. Il fit doue la somme de tous les décès et il en retrancha le nombre des enfants morts entre 0 et 1 an, le reste indiqua le nombre des survivants après la première année ; il relranclia de ce resle le nombre des enfants morts entre 1 et 2 ans, pour obtenir celui des survivants après la seconde année ; et ainsi de suite.
Toutefois la mortalité, pendant la première année, est sujette ù de grandes variations, c'est ce qui porta probablement llalJey à ne commencer sa table qu'après cette époque, comme on peut le voir dans le tableau de la mcftalité t^après fes prineipaies iable$ de mertaUU connues que nous donnons , d-après, page 87.
La méthode suivie par Halley fut adoptée par Smart, dont la table de mortalité, calculée d'après les registres mortuaires de
Londres, fut corrigée et publiée en 1742 par Simpson; elle fut également adoptée par Dupré de Sainl-Manr qui se servit des registres de trois paroisses de Paris et de douze paroisses de ia banlieue. La table de ce dernier savant, publiée eu 1767 par Buffon, a été rectifiée plus tard par Saint-Cyran.
Quand on recueille les données sur les registres mortuaires, il arrive presque toujours que les nombres ont besoin d'être corrigés ; et il en est de même de celles qui résultent du recensement
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d'une populalion. Ces corrections exigent beaucoup de tact et depradenoef Tune des principales provieni de ce que les gens da peuple ne déclarent presque jamais etaetement leur âge, quIlB ne connaissent d^aillenrs qu'approximativemenu Le déclarant préfère indiquer le nombre rond le plus voisin ; il en résulte que, pour les âges de 50 ou 40 ans par exemple, les cbiffres sont surchargés aux dépens des chiffires voisins; il conviciil alors de rétablir la coûliûuiLé par des calculs convenables.
Au lieu de prendre les registres mortuaires d*une ville ou d'un pays, des statisticiens ont préféré les registres de certaines associations d'hommes et ont suivi les individus un à un, depuis la naissance jusqu'au décès. Ainsi Kersseboom calcula une table de mortalité d'après les rentiers viagers de la Hollande ; et Deparcieux, en 1746, d'après les tontiniers de France.
Méthode direeiê. Elle consiste à séparer la population par âges et à calculer dîreclement la mortalité de chaque groupe. Ainsi, pour la France, on comptera combien d'individus ont moins d'un an, de un à deux ans, de deux à trois ans, etc. ; puis, combien chaque groupe produit annuellement de décès : les rapjiorls entre les nombres respectifs feront connaître la mortalité de chaque âffe. On part en général d'un nombre rond, 10,000 ou 100,000 par exemple, qui représente le nombre des naissances; ce nombre, après la première année , doit être réduit proportionnellement à la mortalité de cet âge. Le second nombre à son tour doit être réduit» après la deuxième année, proportionnellement i la mortalité des enfants de un à deux ans, et ainsi de snite. On voit que trois éléments doivent concourir aux calculs, les naissances, les décès par âges et la population par âges.
La méthode des listes mortuaires est beaucoup plus expéditive dans la pratique, puisqu'elle n'ciiiploie pour éléments de calcul que les décès de chaque âge, et qu'elle suppose le nombre des naissances égal à la somme de tous les décès. Aussi en a-l-on souvent fait usage; mais elle admet implicitement une condition qui se réalise rarement, c'est celle d'une population itaUonnaire pendant toute Tétendue d'un siècle.
Il ne suffit pas même que la population soit stationnaire,
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comme Pentendent quelques écrivains, c'est-à-dire que les naissances soient annuellement en même nombre que lesdécèe ; il teut encore que la mortalité ne se déplace pas*
An reste , dans certaines circonstances» une population peat cesser d^être stationnaire, sans que pour cela il deviente néeeasaire de modifier la table de mortalité, dédnite des senles listes mortuaires : il suffit, en général, qne la popalation aQgmente on diminue également dans toutes ses parties.
Un pays, par exemple, se trouve dans Paisance, et toutes les classes d'individus se ressentent de ce bien-être ; la mortalité diminuera pour tous les âges; il s'ensuivra naturellement que le nombre des adultes devenant plus grand, le nombre des naissances suivra la même progression. Dans cet état de choses, la table de mortalité restera la même; cependant la population n'aura pas été stationnaire , tout se passe comme si elle croissait progressiyement par reddition de certaines provinces ayant la même mortalité et la même fécondité.
Il est essentiel de remarquer cependant que, bien qne les cbiffires des décès donnent lieu à une table de mortalité identlqueiiienl la môme, les prévisions calculées primitivement doivent se trouver modiQées pendant les périodes subséquentes d'accroissement ou de diminution de la population; par exemple, la vie probable de Tenfant naissaiU, qui, d'après la table do Duvillard, serait de près de vingt ans, se trouverait allongée ou raccourcie, parce que, sur les 1000 nouveau-nés, il se trouverait, à vingt ans, plus on moins de 500 sarvivants, contrairement à nos prévisions.
Mais il n*arrive pas toujours que la population d'un pays soit croissante ou décroissante, dans toutes ses parties en même temps ; on remarque plus souvent que les accroissements, surtout, se produisent par des excès de naissances. Dans ce cas, qui est celui que présentent la plupart des États actuels, les listes mortuaires doivent donner lieu à des tables de mortalité trop rapides : c'est de quoi la Belgique présente un exemple assez frappant. Avant le recensement de i84S, on se bornait à l'emploi des listes mortuaires dans le calcul des tables de mortalité, parce qu'on regardaiti bien qu'à tort, la population comme
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nY^tanl pas suffisamment bien connue. Depuis celte époque, une table a éié calculée directement avec toutes les garanties d'exactitude qae comportent les tableaux statistiques de ee pays. On pourra voir, par la comparaison des deux tables^qae la morta- Htéy pour le premier âge, est sensiblement plus rapide dans Paneienne table que dans la nouvelle ; et, après l'âge de râgt ans y les deux tables marchent à peu près d*aeeord« On examen attentif des nombres qu'elles renferment prouve en effet que, depuis près d'un quarl de siècle, la population a crû dans une progression à peu près géométrique; et si elle était croissaiile avant celle époque, elle a dû l'èlre plutôt par une diminution de mortalité dans chaque catégorie d'âges; ce qui revient au cas meniiooBé précédemment*
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On voit que la table calculée dans Thypothèse d'une population slationnaire donne, pour l'enfance, une mortalité beaucoup plus rapide que l'autre table. Après vingt aos, le désaccord est plus apparent qoe réel ; c'est de quoi Ton pourra s'assurer en jetant les yeux sar une table que nous donnons plus loin et qui établit une comparaison entre les principales tables de mortalité connues. Maïs nous entrerons d'abord dans quelques détails sur ces tables.
Les plus anciennes sont celles de Halley, de Smart, de
Dupré de Sainl-Maur, deKersseboom, de Deparcieux,qui ne sont plus guère en usage; les tables de Wargenlin pour la Suède; les tables allemandes de Sussmilch que Baumann corrigea dans la qnatrii^rne édition de l'ouvrage Die gôttUchc Ordnunfi^ etc., publié en 1775; celles de Muret, publiées en 1776, d'après les décès de quarante-trois paroisses du pays de Vaud ; les tables que Priée donna, en 1785, pour la ville de Northampton ; celles calculées pour la France , en 1806 , par Duvillard , « d'après un assez grand nombre de faits recueillis avant la révolution en divers lleun ; » celles données par Milne, pour la ville de €arlisle, d'après les recensements de 1779 et 1787 ; et celles formées, en 1826, par Finlaison , d'après les registres de diverses tontines inslituéus en Angleterre de 1693 à 1781).
L'auteur de ce ii;iiLé qui, en 182b, avait calculé une lublc de mortalité des deux sexes pour la ville de Bruxelles, donna, en 185*2, des labiés générales pour la Belgique : elles faisaient, pour la première fois , la distinction entre le séjour des villes et celui des campagnes. Ces tables avaient pour éléments les données recueillies dans les registres de l'état civil du royaume^ pendant les trois années antérieures à 1830 ; elles furent vérifiées, en 1819, à Toccasion de la fondation de la caisse générale des pensions de retraite par le gouvernement belge qui les prit pour base de ses tarifs. (Voyez la table B, page précédente*)
Eli 1858, parun iiL les nouvelles tables de mortalité pour la France, calculées par M. île Monferraiid, lesquelles elablissciit une dislinclion pour les sexes et pour les classes plus ou moins privilégiées; la table mentionnée plus loin se r;i|iporte aux hommes et à la France entière^ nous citerons encore les tables de
APPLICATiaN km SCIENCES D*0B8ERVATI0N. SS
M. William Farr, pour TAngleterrc et pour plusieurs des priacipales villes de ce royaume; les tables da doetear Gasper, pour fierlio, et celles de Hûlsse, pour Leipzig.
Des statisticiens ont essayé de faire des tables spéciales pour quelques professions, comme on en avait lait pour les sexes et le séjour des villes et des campagnes : il est certain que la mortalité varie considérablement d'après les travaux plus ou moins pénibles, plus ou moins prûlong(!s, auxquels les hommes sont assujettis. La durée de la vie, comme nous l'avons fait observer déjà, n*est pas la même pour le riche et pour le pauvre, pour l'ouvrier des fabriques et pour ragricuUeur, pour le médecin, le militaire et le rentier. Ces nuances doivent être prises en considération, quand on aspire à une grande exactitude; mais elles appartiennent plutôt à la science qu'à la pratique.
On se rend généralement mieux compte de la fluctuation des nombres au moyen d'une courbe ; nous en placerons ici un exemple pour la Belgique.
Cette courbe indique une mortalité rapide depuis la naissance jusque vers l'âge de cinq ans (les âges se comptent dans le sens horizon Ul el le uonibre des survivants s'estime par les écarts plus ou moins grands de la courbe dans ie suis des verticales). Vers Page de cinq ans, la mortalité se ralentit et décroît as* sezrégulièrementjus- >• que vers treize à quatorze ans; puis, la ligne devient sensiblement droite jusque vers cinquante ans:
ta la sa 40 80 oo to so oo ioo les pertes annuelles sont à peu près uniformes, mais comme elles se font sur une population qui décroît d'année en année, elles deviennent relativement de plus en plus sensibles.
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Passé eio^aante ns, la mortalité croit rapidement jtt8<iB*aii der* oier terme de la yîe.
En résumé , le danger de mourir dans Fannée déeroSt depuis la naissance jusqu'à Tâge de treiie à qoatorxe ans , très-rapidement d'abord ; puis, d'une manière à peu près Insensièle : après le minimum, le danger de mourir augmente progressivement jusqu'à la (in de la vie, mais surtout après cinquante ans.
Les tables de morlaiilé des différents pays s'accordent à donner des résii!la!55 analogues ; seulement quand on calcule le danger annuel de mourir, toutes les tables ne donnent pas la même continuité dans les norobreSi parée que les auteurs n'ont pas également pris soin de faire les corrections qu'indique It science^ et particulièrement au siyet de la mortalité des âges qui peuvent s^exprimer en nombres ronds, comme nous TaTons fait remarquer déjà.
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THÉOhlE BES PROBABILITÉS.
Nous ferons connaître maînlenanl quelques-unes dcs priiicîpaîps apiilii aiions des tables de morlalUé.
Parlons d abord de la vie probable; c'est ainsi qu'on appelle le nombre d'années npr^s lequel la prubabililé d'exister et celle de ne pas exister sont les mêmes ; ou bien , le nombre d'années après lequel les individus d'un même âge se irouvent numénquement réduits de moitié.
D'après la table de Smart , la vie probable des enfants naissants était, pour la ville de Londres, vers le milieu da siècle précédent, de quatre ans seulement, c'est-à-dire qu'an commencement de la quatrième année, de «00 enfants supposés nés en même temps , il n'en restait plus que 600. D'après la Uble de Flnlai^on la vie probable pour l'enfant naissant , eheï les t#nliniers, était de 55^»%0, c'esl-à-dire environ quatorze fois plus longue; cette différence est énorme. Elle est plus ijiande encore si l'on compare la vie probable déduite de la table de Fiiilaisou à celle déduite de ta table de Sussmilcb pour la ville de Vienne en Ânlriebe, laquelle n^estque d'un an et demi environ : le rapport est de i à 56 environ t Quand un élément statistique peut varier entre des limites aussi larges, il est impossible de Temployer comme base de calculs qnl aient quelque valeur dans la
pratique. • * j
Il est de la plus grande importance pour les Etats, de connaître av( c exactitude cl de chercher à combattre la mortalité de la première enfance, puisqu'elle peut varier dans des limites aussi larges. Si c'est, avant tout, une question d'humanité, c'est en même temps un objet d'intérêt public : un enfant qui meurt avant d'avoir pu se rendre utile ne devient pas seuiement un sujet d'affliction pour la famille, mais encore une perte réelle. Considérée an point de vue de l'État, une excessive morulité de l'enfance est une canse permanente d'appauvrissement ; et celai qui parvient à la combattre ajoute des millions au revenu national, en même temps qu'il sèche bien des larmes.
Le tableau qui suit fait connaître, d'après^ les 20 tables citées plus haut , la longueur de la vie probable anx dlflérenls âges. Les nombres soui classés en commençant par les plus favorables.
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D'après les UUes des différents pays» nous avons vn qae, pour la première enfanee, la mortalité varie dans des limites très-larges; Il n'en est plus de même quand on arrive à Tége de cinq ans : à celte époque^ la table de mortalité la plus défavorable y eelle de Smart , donne, pour la vie probable à Londres, Sîi""*,^; el la table la plus avantageuse, celle de Carlisie, donne 57 ans : le rapport de ces nombres est à peu près de 5 à îî. Le même rapport subsiste entre les nombicsqui iruliqucnt los extrêmes de la vie probable à 10, à 20, à 40 el à 00 ans, el ces limites seraient plus resserrées encore, si Ton abandonnail la table de Smart qui appartient évidemment à une population placée dans des circonstances très-désavantageuses ; le rapport alors n'est plus que de 5 à 7. C'est donc avec raison que Deparcleux ne commençait sa table qu'i Tége de trois ans; avant eette époque, en effets les calculs ne reposent sur aucune base solide. Il est à remarquer que c'est vers Fâge de i à 5 ans que la vie probable atteint son mammvm.
On juge assez mal d^uiie lable de niorlaliic à la première inspeclion des chiffres qu'elle présente : on a commis bien des erreurs h re( «'•gnrd. On serait dispnsd croire, au premier abord, fjii*' la t il le de Finlaison présente des chiffres plus favorables qu'aucune autre table ; et cependant le tableau précédent nous montre déjà qu'elle n'arrive guère qu'en cinquième ou sixième ligne.
Les statisticiens font souvent usage de la vie moyenne dans leurs rechercbes relatives à la population ; cet élément se calcule en supposant qu'on fasse un partage égal de tous les figes des Individus que Ton considère dans les tables de mortalité : ainsi , d'après la labic de Duvillard, la vie moyenne, pour Yenhni naissant , est de 28 ans el demi. On i cmaïqucia que , dans ce calcul, on attribue la même valeur à une année quelconque, soit qu'elle appartienne à 1 existence d'un enfant ou à celle d'un adulte.
On peut , au moyen d'une table de mortalité , déterminer la probabililé de vivre encore un certain nombre d'années , à un âge quelconque. Si l'on demandait quelle est la probabilité de vivre encore ans, pour un Français âgé de 50 ans , on chereberaity dans la table de Monferrand par exemple^ combien il
reste de survivante à 50 et à 12 ans, et l'on trouverait les
nombres 560 et 500. Ainsi le Français, de 30 ans, a 500 ehaiH ces sur 560 d'arriver à l'âge de 4i ans j et k Iraclion ^ exprime la probabilité demandée.
On peut aussi déterminer ia probabilité que deux personnes dont les âges sont désignés vivront encore après un certain nombre d'années. Cette probabilité est alors composée des deux probabilités simples que diacanede ces personnes vivra encore à répoqae désignée. Par exemple , quelle est la probabilité qa'un individa âgé de 50 ans et son fils âgé de 6 ans vivront encore dans 12 ans? Il faudra moltiplier |^ par |^ cette dernière fraction exprime la probabilité de vivre encore iâ ans quand on en a 6 seulement). Le produit indiqué vaut à peu près ~.
En général, quatre tivénements composés sont possibles; ils sont indiqués ici avec leurs probabilités respectives :
Pâobabililés.
Le père et le fils vivront encore 0.815 Le père vivra et ie fils sera mort 0.078 Le père sera mort et le fils vivra 0.098 Le père et le fils seront morts 0.009
Les quatre probabilités ajoutées ensemble donnent l'unité^
symbole de la certitude; ce qui doit être en effet. L'événement le moins probable c'esi (ju apr/s 12 ans le père et le Hisseront morts lous deux; la probabilité est de 9 millièmes seulement.
Ou s'est aussi servi des tables de mortalité pour déterminer combien, sur une populaliou, on compte d'individus d'un âge déterminé, ce qui constitue la loi de population. Que Ton fasse en effet la somme de tous les nombres que contient une table de mortalité : Si l'on considère alors ce nombre comme représentant la p<^ulatioo, les nombres partieuliers de la table représenteront les individus des diflérents âges dont cette population est composée. Ce calcul du reste ne serait exact que pour autant que la population serait stationnalre et que la mortalité resterait annueliemenl la même pour les ditTérentes caté^sories d'âges, il vaut iofiniment mieux pour établir une table de populaliou re-
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conrir à un déDombrement fait avec soin. Une table pareille présente une grande importance, elle permet à un État d'énumé*rer les bommes valides dont il peut diqK»er et le nonabre des enfants et des vieillards an soutien desquels 11 doit pourvoir.
Nous ferons, en [Mssanti une remarque Importante, c^est que, dans un pays où la population est eroissante par un excès de naissances, il existe une cause de détriment réel ; la portion de ia populalioo qui vil aux dépens de l'autre devient relativement de plus en plus grande. Or, un accroissement dans le nombre des naissances est assez généralement produit par un accroissement de prospérité : il résuUe donc, dans de pareillf-s circonslances , que l'effet tend à combattre ia cause qui l'a produit.
II est un préjugé généralement répandu parmi le peuple sur le prétendu danger d'être 15 à table. Si nous regardons cet événement comme eomposé, sa probabilité se calculera en faisant le produit des treize probabilité simples, relatives à chacun des convives ; or, pour simplifier , supposons que chacun des convives ait le même âge moyen, 55 ans par exemple *, la table de mortalité nous apprend qu'à cet âge la probabilité de vivre encore un an est à peu près la probabilité de l'événement que Ton craint est donc (7^)" ou bien à peu près La probabilité est beaucoup moindre si Ton suppose des enfants et des vieillards parmi les convives; on trouverait même, dans ce cas, qu'il pourrait n'y avoir que I contre i à parier pour l^arrivée d'un décès au moins. Ce calcul , au moyen d'une mauvaise interprétation, a pu donner lieu à des préjugés d'autant plus ridicules, que des personnes croient conjurer le danger en appelant un plus grand nombre de convives, ce qui ne fait qu'augmenter la probabilité que l'événement redouté aura liai*
Jl. «ciBifOBS mmwukEMm, — Prix ûem u^rains. — Hoclétés d'aMsniiieea. Dlutraetlons et iiit»lBclrefl«M. » M»vtog«U9 eriMM» toblM île erlmlAalUé*
La plupart des éléments qui constituent notre état social subis* sent des fluctuations : les uns sous linflnence de causes «m-
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étantes, et ils oscilleot autour d'un état d'équilibre ; les autres flous rinfluence de causes variables, et iU s'éeartent plus ou moins de leur étal primitif. C'est ainsi que nous voyons varier les prix des grains, les valeurs des importalions et des ^portationsy le nombre des nafssanees, des décès , des mariages, des suiddes, des erîmes même.
En général les causes qui règlent ces éléments divers varient très-peu, cl les valeurs oscillent autour d'une moyenne eiilre des limites qu'il importe de connaître. Ces oscillations s'accomplissent sous rinfluence de causes accidentelles ^ dont tes effets sont appréciables à priori, et qui finissent par s'entre-délruire mutuellement, en sorte qu'il ne reste en définitive que le fait qui, à la longue, se reproduit toiyours le même, ou qui varie progressivement, selon que les causes efficientes sont ean»tante$ ou varlabï».
Il serait assez difficile de dter un feit sodal uniquement influencé par des causes accidentelles , surtout pendant une période un peu longue. Quand il s'agit de quelques années
seulement, on voit le prix du froment, par exemple, conserver une valeur moyenne assez constante, quoique en subissant des fluctuations pa.ssagères très-sensibles. En Belgique, pendant les vingt-cinq annies de i8i25 à i8i9 inclusivement, le prix moyen de l'hectolitre de froment a été de 10 fr. 15 c, et les valeurs extrêmes ont été atteintes en i846 et en 1825; pendant cette dernière année, le prix était de 12 fr. â5 c, et, pendant la première, de U fr. 55 c* L'une de ces quantités est double de Tautre, et la moyenne tombe à peu près à égale distance de ces deux valeurs extrêmes. Si les variations de prix étaient purement accidentelles, la moyenne prise sur un grand nombre d*années resterait toujours la même ; et chaque écart par rapport à celte moyenne; soit en plus, soit en moins, aurait sa probabilité particulière: plus récart serait grand, moins il serait probable.
Ce qui indique le mieux la civilisation d'un peuple et la bonté de ses institutions, c'est îe resserrement des limites entre lesquelles oscillent les prix des éléments les plus nécessaires à la vie. Les choses extrêmes sont presque toujours fatales aux bommes.
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Les sociétés d'assarauces, bien comprises, ont pour etfet d'atténuer tes effets probables d'évéoaDents qui deviennent de grands malhears quand ils frappent un aeil individa, et qui sont i peine sensibles quand lis atteignent à la fois un grand nombre de personnes.
Pour être da domaine des assuranees, il faut que les objets
assurés soient subordonnés à des causes physiques ; il y aurait trop de danger à ce qu'elles fussent sous 1 influence de causes purement morales. Les assurances contre des portes produiles par des spéculations industrielles, par de funestes [jenchaiiid pour le jeu, par des destitutions ou d'autres causes semblables, présenteraient les plus graves inconvénients : ce serait d'ailleurs favoriser l'imprévoyanee et parfois faire un appel à de mauvaises passions. Les assnranees contre des événements dépendants de eauses morales ne peuvent exister que dans les familles ou parmi des personnes d'un earaetère honorable, comme dans ces sociétés modernes dont les membres se prêtent un crédit mutuel.
C'est sur l'emploi des tables de mortalité que reposent les opérations des sociétés d'assurances sur la vie, des caisses de rt traite et des lojiliiies. Veut-on savoir, par exemple, ce que (Je\rait payer actuellement ui) homme Agé de trente ans pour avoir droit, à ràge de quarante-deux ans, à unesonimedel ,OOOfrancseQ casdcsurvie, on raisonneainsi qu'il suit. S'il était sur de survivre, il aurait à payer actuellement une somme S qui, avec ses intérêts accumulés, formerait 1,000 francs dans douze ans. Mais n'étant pas assuré de survivre et par conséquent de toucher les 1,000 francs, il n'aura à payer que la somme S multipliée par la probabilité |^ de vivre encore.
Quand le terme de l'assurance est très-éloigné, l'accumulalion des intérêts d'une part et la faible probabilité de survivre, d'une autre pari, permettent, avec une faible somme, de s'en assurer une assez forte dans le cas de survivance. Mais il faut considérer que la soeiété d'assurance diminue cette somme en prélevant un bénéticc pour ses actionnaires et pour ses frais d'administration, à moins que ce soit une société d'assurances muMles, dans laquelle les assureurs sont eu même temps les assurés, et administrent à leur propre bénéfice.
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G'esl en i^liquanl à la sodëté la loi enrieuse de la permanence des mêmes faits sons rinflaence des mêmes eauses^ que sont fondées la plupart des spéculations qu*0D a établies avec plus ou moins de succès pour un élal de choses futur. De là les assurances sur la vie, contre les incendies, contre les grêles, contre les sinistres maritimes, etc. Mais pour que le passé puisse donner d'utiles leçons à l'avenir, îl faut qu'il ait été observé avec le |)liis grand soin et sans idées préconçues. Ainsi les tarifs des sociétés d'assurances doivent non-seulement établir des prix équitables, mais il faut eneore que le nombre des assurés soit assez grand pour que les causes accidentelles se neotrailsent et permettent aux prévisions da ealcnl de se réaliser : sans eelte condition essentielle, les applications de la théorie des probabilités sont absoloment sans valeur. Ce qui a le plus entrayé jusqu'à présenties opérations des assurances maritimes, c*est que, d'une part, il est dillicile d'arriver à conslalcr un ordre de choses normal, et que, de l'autre, les assurances ne sont pas assci^ nombieuses ni assez diverses pour permettre d'arriver à une concordance exacte entre les prévisions du calcul et les résultats de l'expérience.
Les Anglais ont commencé à établir des assurances contre les dangers qne courent les voyageurs sur les chemins de fer. Pour caleuler la probabilité d'un sinistre, ils ont dû évidemment étudier d'abord combien il arrive d'accidents sur un nombre donné de personnes parcourant un certain espace ; Il a fallu, de plus, la présomption que les dangers resteraient les mêmes. Le prix de l'assurance et la valeur à payer en cas de sinistre se règlent dans de pareilles circonstances comme les niises se règlent au jeu, d'après les chances de perte et de gain. La règle est que le prix à payer soit égal à Vespérance mathématique, c'csi-à-dire à la somme promise, en cas de sinistre, multipliée par la probabilité de l'obtenir, ou par la probabilité du sinistre. Les sociétés d'assurances ont cet avantage de pouvoir, moyen nant une rétribution , faire une répartition plus équitable que de simples particuliers.
Le calcul des probabilités a permis d'atténuer, d'après l'expérience du passé, les mal lie ui s accidentels qui atteignent la société
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dans quelques-uns de ses membres* On est loin, du reste, d'en avoir tiré jusqu'à présent tous les amiages qu'on est en droit d'en attendroi soit pour les sdenees sociales, soit pour les sciences physiques en général.
€e qui pourra surprendre le plus, ^est que nos maladresses, nos distractions, nos caprices même soient assujettis à la loi des probabilités. Un tireurqui veut atteindre un but pourra le toucher parfois, mais plus souvent il s'en écartera plus ou moins. Les déviations étant mesurées ensuite, et classées selon leurs grandeurs, formeront des groupes dont les relations numériques sont assignables àpriori, 5eloa le plus ou moins d'adresse des tireurs, les déviationsseront plus ou moins grandes; mais les relations numériques resleront les mêmes dans les différents groupes qui appartiennent à un même tireur : chaque déflation a sa probabilité spéciale.
Pour ce qui concerne les distractions, on a remarqué depuis
longtemps que le nombre des lettres jetées au rebut par FadminislraLiûH des postes, pour insuffisance d'adresse ou pour oubli de toute autre foruialité, se trouve ciiaque année à peu près exactement le même. Quand on aura une plus grande expérience des chemins de fer, nul doute qu'on ne trouve aussi une certaine fixité dans le nombre et la qualité des objets oubliés ou perdus^ ainsi que dans la quantité de bévues, de maladresses de voyageurs et d'accidents, en supposant, bien entendu, que toutes les autres influences restent les mêmes.
Il y a plus : les mariages, qui sont censés devoir présenter les traces des caprices et des fluctuations des hommes, se succèdent de la manière la plus régulière. Tout se passe annuellement comme si les contingenls élaieiil fixt's par provinces, par âges, par professions, ou comme si Ton s'était entendu pour produire, par exemple, le même nombre d unions entre de jeunes femmes et de vieux célibataires, ou entre déjeunes garçons et de vieilles filles, etc.
11 faut remarquer, du reste, que la théorie des probabilités est essentiellement fausse quand die s*applique à des individus; elle n'a de valeur que quand on opère sur de grands nombres, pour lesquels les effets du libre arbitre, des caprices ou des pas-
sions peuvent se oeiilriUser mataellemeat* Qui songerait à cal* eoler^ poor nne personne désignée^ Tige anquel elle mourra? Et cependant rntllllé des tables de mortalité n'est point contestée. II en est de même des âges auxquels on se marie ; les nombres y procèdent avec plus de réplarité encore que ceux relatiib aux - âges où l'on meurt.
L'applicaiion de la ihéorie des probabilités aux phénomènes soeiaux a donné naissance à une branche intéressante de la science, à la statistique morale, qui, bien que naissaole^ a déjà produit des résultats importants.
Cependant les abus qu'on en a faits^ soit par ignorance, soit par le désir de faire prévaloir des opinions préconçues^ ont excité de justes défiances, et ont nécessairement porté obstacle à ses progrès. La statistique moraleaura le sort de toutes les sciences; ce n'est qu'en surmontant les dilDcuItés sans nombre qui entourent son berceau, qu'elle finira par prendre le rang qui lui appartient.
II esl ù rcmarijucr du reste que, quand les hommes agissent librement, et sans être mus (ians an sens déterminé par des causes d'intérêt particulier, les phénomènes qui les concernent s'accoraplissent piti j régulièrement que les phénomènes purement physiques. Ceci peut étonner au premier abord, et cependant c'est un résultat qui se confirme par l'expérience et même par le rat* Bonnement.
Bans un État toujours le même, soumis aux mêmes habitudes, régi par les mêmes lois, conservant les mêmes besoins et les mêmes ressources» subissant, en un mot,re(retdes mêmes causes, on observera toujours les mêmes effets. Ce principe, rigoureux
dans les sciences physiques, ne Test pas moins dans les sciences morales et politiques. Les naissances, les mariages, les crimes pourront subir des altérations d'une année à l'autre sous l'influence de causes accidentelles ; mais les moyennes prises sur une série d'années un peu longue se reproduiront idenUquement les mêmes, si les causes n'ont pas changé.
A voir les premiers documents publiés par le ministère de la justice en France, il était aisé de reconnaître que la série des faits qu'ils exposent se reproduirait et devrait se repro-
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daire aoBueUement d'une msnière eonstante. C'est ce qui lit dire à l'auteor de eetonyriige ; il eêi tut Mget gti'tm paye avec lifté ré^vknté éffrayanl»^ (feêt celui d$i prUmi, bagnes et dee idMfaudê ; ifeei celui-4à mrUmi qvtil faudraii ^mtiaeher à tédnire. Cette phrase, souvent répétée, maïs mal comprise d'abord, souleva chez quelques personnes de vives réclamations; on crut y voir Texpression d'un matérialisme désolant, tandis qu'elle n'éxnli que la traduction d'un fait qui pouvait se modifier sous rinfluence de circonstances meilleures.
Sans doute le nombre des crimes peut diminuer, si les causes qui les produisent Yienoent a cbaDger; mais, depuis un quart de siècle que Ton observe, rîen ne prouve encore qu'en France on ait obtenu des changements à cet égard. Cest vers l'âge de S4 ans que rhomme y manifeste les plus de penchant an crime; et ce fait est si constant qu'il a été constaté par les résultats de chaque année prise séparément. A partir de lè, ce penchant s'affaiblit faiblement jusqu'à ràge de 35 à AO ans, puis d'une manière plus rjpide jusqu'à la lin de la vie. Il est à remarquer que celte loi se vérifie dans des limites plus étroites que la loi même de la mortalité.
Le penchant au crime dépend autant de notre nature intime que de l'éducation que nous avons reçue et des milieux dans les* quels nous vivons; il est toujours possible de les modifier; on remarque toutefois que ce penchant varie peu en passant d'un pays I un autre; les dtflérences sont même plus sensibles, quand on fait la distinction des sexes ou de la nature des crimes, que quand on fait celle des nations. Les tableaux suivants relatifs à la France et aux années 1826 à 1844 mettent en évidence l'influeiice des sexes et des âges sur les crimes de différenle nature. On a tenu compte de la grandeur relative de la population de chaque nge et on a fait usage du chiffre des accusés. Du reste les lois restent sensiblement les mêmes en substituant aux accusés les condamnés ou même les acquittés.
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Uuil espèces de crimes sont spécifiées dans ce tableau; ces erimes se succèdent dans Tordre où ils se manifestent en France, sous le rapport de la précocité. Le penchant an vol se présente en première ligne ; c*est vers l'âge de 22 ans qn*U se développe avec le plus d'intensité^ pais il diminue progressivement jusqu'aux dernières limites de la vie.
La teodanee au viol est également un des penchants criminels qui sont les premiers à se développer dans toute leur intensité; le maximum se manifeste même avaul Tage de 2:2 ans. Ce crime présente cette circonstance toute particulière qu'après avoir diminué, pour la fréquence, jusqu'à Tâge de 50 à 55 ans, il reprend cnsuile un nouveau degré d'énergie et passe par un nouveau maximum entre 65 et 70 ans.
C'est vers Tàge de 28 ans que l'homme, en France, est le plus porté à se rendre coupable de coups et blessures. Cette époque critique se manifeste avant 27 ans pour les meurtres, et vers SO pour les assassinats; puis, l'âge amortit graduellement ces tendances, plus rapidement pour les coups et blessures, et plus lentement pour les assassinais.
Les empoisonnements et les faux de toute espèce semblent êlre particulièrement le partage de l'homme mûr. Pour le premier genre de crimes, on recoiinaîl âeuxmaxima, Tuneolre 25el 30 ans, et l'autre entre 40 et 45. Pour les faux, on trouve le maximum entre 55 et 40 ans.
CONCLUSIONS
Ce qai précède nous monlre qu'il existe bien peu de choses doDt noDS paissions acqaérir la certitude, et que la plupart de nos eonnaîssanees , celles même sur lesquelles nous aimons
le plus à nous appuyer, ne sont fondées que sur des probabilités plus uu moins fortes. Il est donc intéressant do pouvoir apprécier la valeur de ces probabilités, non pour en faire 1 ujipiicalion à quelques cas particuliers, qui mellraienl nos calculs en défaut ; mais pour nous élever à la connaissance des résultats que doivent amener les mêmes causes toujours agissantes, qu'elles soient connues ou que leur existence et leur mode d'ac* tien soient révélés par l'expérience seulement.
Le hasard, ce mot mystérieux dont on a tant ahusé, ne doit être regardé que comme servant à couvrir notre ignorance ; c'est un fantôme qui exerce l'empire le plus absolu sur le vulgaire, habitué à ne considérer les faits qu'isolément , mais qui s'anéantit devant le philosophe dont l'œil embrasse une longue suite d'évé-
nemenls^ et dont la péDétraUos ne saarail 6lre mise en défani par des écarts qni disparaissent à ses yeux quand il sait se placer assez hant poor saisir les lois de la natare. Ces lois sont éternelles, immnables comme Finteiligence d'oà elles découlent; il n'est pas en notre pouvoir de les dénaturer ; mais il est de la dîgnilé de l'homme de chercher à les saisir an milieu des anomalies sans jiombre qu'elles semblent présenter.
l'.n (les plus grands mérites des scii iices modernes est d'avoir souinoilre à la précision des nombres la détermination de la plupart des grands principes qui paraissaient devoir leur échapper; celle détermination n'a rien d'arbitraire; elle ne donne point prise aux subtilités de mots dont on a tant abusé; c^est par des faits qu'elle s'obtient^ et par des faits susceptibles d*étre appré* eiés numériquement.
Ainsi, Ton a vu le calcul des probabilités qui a pris naissance depuis deux siècles au plus, et qui avait essayé ses forces en montrant la vraie théorie qui doit régler les jeux de toute espèce , faire tout à coup incursion dans le domaine des sciences naturelles pour indiquer les lois des naissances et de la mortalité, dans celui des sciences physiques pour enseigner à estimer la précision des résultats observés, dans le chani|> des sciences historiques pour apprécier la valeur des faits et des traditions ; on l'a vu depuis, sous différents noms, se rapprocher de la tribune et régler la théorie des élections, ou énumérer les richesses et les besoins des peuples par des nombres auxquels nulle éloquence humaine ne pourrait résister. Tout ce qui peut être exprimé numériquement devient de son ressort : plus les sciences se perfectionnent, plus elles tendent à rentrer dans son domaine, qui est une espèce de cciUre vers lequel elles viennent converger. On peut uièuie juger du degré de perfection auquel une science est parvenue par la facilité plus ou moins grande avec laquelle elle se laisse aborder par le calcul, et ainsi mèaie se justifie Je proverbe ancien, placé en tête de cet ouvrage : mundum numeri regunL
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