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De î,V* Règle des signes de Descartes.
Méthode now^elle pour déterminer combien une équation contient au moins de racines imaginaires. Propriétés des facteurs pre-miers. Théorie complète du plus grand COMMUN DIVISEUR, et de /'Elimination; résolution de deux équations entre deux inconnues ; examen des difficultés qui peu-i^ent se présenter^.
§ V"^. Règle des signes de Descartes.
1 . Lorsque l'on considère une suite de signes '^ et — qui se succèdent, dans un ordre quelconque, on dit que deux signes conse'cutifs forment une permanence lorsqu'ils sont les mêmes , et une variation lorsqu'ils sont différens.
2. Lorsque on change tous les signes de rang pair ou de rang impair, à partir du i", le^ permanences des^iennent des variations, et les variations deviennent des permanences^ car en vertu de ce changement , deux signes conse'cutifs quelcon^ ques dcTiennent différens s'ils étaient semblables y et semblables s'ils étaient différens.
Par exemple , lorsque dans la suite
qui présente quatre permanences et cinq yariationSy on change les signes de rang pair, le résultat .
+ -+ + + + — + + + offre quatre variations et cinq permanences*
Il est d'ailleurs évident que si l'on changeait à la fois tous les signes , le nombre des variations et celui des periuanences resteraient les mêmes.
3. Lorsqu'on introduit des signes -f- el — entre deux si^ gnes cçnsécutifs de rang quelconque qui présentaient une va^ riation, le nombre total des variations ne saurait jamais di^ minuer; mais il peut augmenter^ et il peut rester le même ^ car quelle que soit la suite de signes que Ton considère , en introduisant des signes + et -^ entre deux signes diffërens, -f
ou -— + > f[u^ présentaient une. variation , le résultat sera -j-ihihdz... — ou — dtdz dz.». +, et de quelque manière qu'on détermine les doubles signes ±: , on trouvera au moins une variation pour passer de -f- à — ou de — à -f-* Si tous les signes intercalés sont semblables, ils n'introduiront aucune nouvelle variation ; ^'ils sont différens, ils pourront introduire de nouvelles variations; cela est évident.
Par exemple y soit la suite
qui présente 4 - variations ; suivant qu'on place les signes -4- -J — I- ou -f* •^ entre le 4* et le 5* signe , le résultat
_ + + + +-- 4, OU + + _ + _
présente quatre ou six variations.
4. Nous supposerons dans tout ce qui va suivre , que Téquaiion proposée est ramenée à la forme
(i)... ar"+ar"-«+ôx"-*+cj:'"-^+...-}-rz*+jj:+/=o;.
de sorte que son premier membre , que nous désignerons par f{x) , sera ordonné suivant les puissances entières positives et décroissantes de x. Tous les doefficiens, a, 6, c,..., r, i-, /, seront des nombres positifs ou négatifs. *
Lorsque nous dirons que cette équation est complète^ nous sous entendrons qu'aucun des coefGciens, a, 6, c,..., r, s, tj n'est égal à zéro.
Quand le coefficient a de x*""' est nul , on dit que V équation, manque de fécond terme.
Lorsque aelb sont nuls , on dit qu'il manque deux termes entre x^ et cx^"^ ; et ainsi de suite.
Par exemple, l'e'q nation x^ — aor* + *)X — 5 = o est complète^ et l'équation x^ — 2a:* -f- 5 = o , manquant de second terme , est incomplète.
5. Dans toute équation complète du m^^"*' degré, le nombre des permanences ^ ajouté au nombre des variations donne une somme égale au degré , m/ de l'équation^ car les deux premiers termes offrent nécessairement une permanence ou une variation , et chacun des m — i autres termes détermine aussi une permanence ou une variation.
6. Lorsqu'une équation est incomplète , on peut' toujours la rendre complète , sans changer ses racines, en rétablissa^tt les termes qui manquent et en les affectant du coefficient dz o.
Ainsi , l'équation incomplète x* — x + i =: o, peut être remplacée par Tune quelconque des équations complètes équivalentes ,
x^ — 0x^4- O.T* — a: 4- 1=0, oc^+ ox^ — oar* — ar-f-i =-0, ar4 -I- oj:^ -f- o^' — a: + 1 = 0, oc^ — oa:^— oa?* — ar-f-i = o.
. En rétablissant de cette manière les ternies qui manquent , le nombre des variations et des permanences peut augmenter ou diminuer dans les équations complètes que l'on obtient. Ainsi, dans l'exemple ci- dessus, la i" des quatre équations -complètes ne contient que des variations , tandis que cbacune des trois autres présente deux variations et deux permanences. ■y. Lorsque dans F équation f{x) == o^ on change x en — ar, les racines ne font que changer de signe. En eJflfet ; soit
/(a:)=:(x— fl) {x--b) (jc— c)...(ar-f- û^) {x + b*) {x+c^)... on a .
et en changeant les signes de tous les facteurs binômes , il Tient
f{^x)=±(x+à)(x+b) {x+c)...ix—J) (ar— ô') (a:— c')...
On voit que les racines de /{x) ^ o e'tant
+ «> +^, +c>-> — «'» — ^', — c'j-««> celles de la transforme'e , /(r^ jr) = o , sont
Ce qui de'inontre le principe énoncé.
Remarque. Quand Inéquation f{x)^o est complète, l'équation f{ — ar) = o peut se déduire de f{x) = o, en changeant dans f(x) tous les signes des termes de rang pair à partir du premier terme; car lorsqu'on change x en -— j: , dans l'équation complète
suivant que m est un nombre pair ou impair , la transformée est
— ar'«+ar*'"' — ôx"*~'+cx*~^ — ...-j-rx^ — sx + t.s=: o ;
et en changeant tous les signes , on voit que cette dernière équation revient à
j:» — ûjc"»"» 4- ôa:"*"** — car*""' «j., , ^ — rx^ + sx — / = o.
S. La règle des signes de Desgàrtes , pour être exacte , doit s'énoncer de la manière suivante : i®. Dans toute équation, complète ou incomplète , f{x) = o, ordonnée suivant les puiS' sances décroissantes de V inconnue x , le nombre des racines réelles positives est au plus égal au nombre des variations; a®, lorsque l'équation est complète, le nombre des racines réelles négatives est au plus égal au nombre des permanences; 3®. quand l'équation est incomplète, /e. nombre des racines
réelles négatives ne saurait surpasser le plus petit nombre des permanences que Von peut obtenir en rétablissant les termes qui manquent et en les ajfectant successivement des foejjîciens -^ o, — o, comme il a été indiqué (n® 6); 4*» ^^fi^» lors-» qu'une équation complète a toutes ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des variations , et te nombre des racines négatives est égal au nombre des perma-^ nences.
Pour démontrer le principe énoncé (i**) , nous ferons voir d'abord^ que lorsqu'un polynôme, qui ne contient qu'une seule lettre x, est ordonné suivant les puissances décroissantes de cette lettre, si l'on multiplie ce polynôme par nn, binôme x — a^ dans lequel a représente un nombre positif^ le produit contiendra au moins uae variation de^ plus que le polynôme qu'on a multiplié.
Par exemple , soit le polynôme
x^ -f- bx^ — ex^ — *- dx^ — ex'^ -^fx^ + é'^ + ^• En le multipliant par x — a , le produit sera
a? + bx"^ — cx^ — dxr* — ea^ -4- Jx^ -h gx^ + ^^
— ax^ -— abx^ + acj? + adx^ + aex^ — afx'^'-' agx — ah •
Si l'on suppose que-, ^^ b^c^d^ e^f^ g\,hj sont des nombres positifs y les trois premiers termes du multiplicande ofïi^iront un seule variation depuis le i**" terme a?7, qui est censé affecté du signe + , jusqu'au 3* terme — cx!^ ; les trois termes correspondans, -f- a:^, + (fr — a) a:% — (o + ab)x^y du produity présenteront toujours une variation , car — (c.+ ab) est nécessairement négatif. Le multiplicande n'offrant qu'une variation depuis le S*' terme — ca? jusqu'au ô*" terme -}-^*, le 5* terme — ex^ est nécessairement négatif;, le produit de — *ej?^ par — a est donc positif; il «suit de là que les termes correspondans du produit présentent au moins une variation , depuis le 3* terme — (c + ab)x^y jusqu'au fr* terme + (/+ ^c)x^. Enfin, le multiplicande n'offrant aucune vaxidtiqn depuis le 6* terme -{r/x^* jusqu'au dernier terme h, lei.
termes correspondatis du produit admettent au moins une va-^ riation depuis le 6' terme + (^ -f- ^e) x^ jusqu'au dei^nier terme -— ah. Le produit contient donc au moins une variation, de plus que le multiplicande.. Les mêmes propri^és ai^ ]f aient lieu y ai quelques-uns des cœfficiens b^c, d^e^fj g^hy étaient nuls.
£n général y soit un polynôme M de la forme
+...HFGx*^±:Ha:'^-'±:...±: Sx ± T ,
ordonné suivant les puissances décroissantes de x, et dans lequel les coefficiens A ^B,..., C, D,..., G, H,..., S, T , sont des nombres positifs. Tous les termes, indiqués par des points,
compris entre x^ et + Ax* sont positifs ; tous les termes compris entre Ax* et Dx^""' sont négatifs ; et ainsi de suite. Enfin , les termes qi Gx ^ ±: Hx*"""* , sont de signes contraires,
et tous les termes suivans conservent le signe de ifc Hx'~"' ;. e'est-à-dire que les signes supérieurs se correspondent , ainsi que les signes inférieurs. Les termes du polynôme M offrent
donc une seule variation depuis x"* jusqu*à — Bx*"*"^ ; puis
une seule variation depuis — Bx*""' jusqu'à -f- Dx^"~* ; et
ainsi de suite. Enfin , les termes qui suivent r;: Gx^ n*ofFrent aucune variation. Chaque série de termes de mêmes signes peut d'ailleurs se réduire à un seul terme. Si l'on multiplie le polynôme M par x — ^ a , le produit ordonné sera
*— .••— aAjc -f-...-f" flCjt — . . . it tf Gap ;:fi . • . Ip <iSx ^ dX .
Gela posé : le multiplicande M n'a qu^une seule variation depuis le !•' terme x"* jusqu'au terme négatif — Bx*"~' ; et le coefficient — (B + ak) de x* dans le produit M (x — a) étant négatif, les termes correspondans de ce produit offrent au
moins une variation depuis x"»*^' jusqu'à — * (B-f- «A)x*, Par
(7) yne raison semblable, le multiplicande M n'ayant qu'une va*
nation depui» — Bj?*"*' Jusqu'à + D^^"""' , le terme —Ca:^ qui précède Dx^^^ esf nécessairement négatif; le produit de ce ternie par — a est donc positif; il suit de là que les termes correspondants du produit M (^ — a) présentent
au moins une variation depuis le terme négatif — (B + «A) a:*
jusqu'au terme positif + (D + aC) x , Et ainsi de suite. Enfin , la dernière série des termes du multiplicande ne présen-*
tantaucunevariation, depuis dzHa:'^-' jusqu'à ±t, le$
termes correspondans du produit M{x — a) présentent au
moins une variation depuis ±: (H + ûG) x^ jusqu'à zç: «T. Le produit M(x — a) contient donc au moins une variation de plus que le multiplicande M. •
Cette dernière propriété conduit au principe énoncé (i*). En effet, si l'on représente par ^{x) le produit de tous les facteurs du i*' degré correspondans aux racines imaginaires et aux racines réelles négatives de l'équation (i). . . f{x) = o, le I*' membre f{x) de cette équation sera le produit de ^ (x) par tous les facteurs x — «, x — b^ x — c, ., . , correspondans aux racines réelles positives j^ a, b^ c,..., de l'équation (i). Or, d'après ce qui vient d'être démontré , si ^ (x) admet y va ridtions, le produit de p{x) par x — a contiendra au moins y -f- 1 variations ; le produit de {x — a)^ {x) par x •— ô contiendra donc au moins y -4* ^ variations ; et ainsi de suite. Par conséquent, si l'équation (i) admet p racines réelles positives û, ^, c,,..., le produit fipc)^ de <p{x) par (ar — a) (x — b){x — c), ., , contiendra au moins y+p variations. De sorte qu^ Y désignant le nombre des variations de yix) , on aura V > y +p , ou V = y -f- /?.
Si y n'e»t pad nul , p sera moindre que Y;et si ysno, on aura /> < V ou /> t= V* Le nombre p des racines réelles positives de l'équation f(x) = o est donc au plus égal au nombre V dca variation» du piremiei* membre f(x}. Ce qui démontre le principe énoncé (i^).
(8) . Ainsi , Téquation complète ar*—- 3a!r^+ r4^ +6a:— i8=o, ayant trois variations , ne saurait admettre au plus que trois ri^ines réelles positives ; tandis qu^ l'équation . incomplète x'^'-» ^x 4" 6 := o , ayant deux variations , ne peut admettre plus de deux racines réelles positives.
a®. Lorsque V équation f{x) = o est complète, le nombre -de ses racine^ réelles négatives est au plus égal au nombre des permanences de f(x). En effet , les racines- réelles négatives de f(x) = o , sont les racines réelles positives de Féquadon y*(— - x) =: o qui résulte* du changement de o: en — x dans y*(x)r=o, (n** 7) ; l'équation proposée étant complète, l'équation /( — x) = o peut se déduire de f(x) s= ô , en chan-. gcant y dans /(x) = o , les signes des termes de rang pair à. partir du i" terme (n^ 7), et par ce changement d^ signes , le& variations deviennent des permanences y tandis que les permanences deviennent des variations (n** a). Par conséquent , siy*(x) contient P permanences , /( — x) aura P variations ; et d'a-^ près (1") y. Téquation /( — x) = o admettra au plus P racines, réelles positives ; l'équation f{x) = o aura donc au plua P racines réelles négatives. Ce qui démontre le principe énoncé (2*).
Ainsi , l'équation complète aK— 3a^ -f- 1 4x» +6x — 18 = 0^ n'ayant qu'une permanence, ne saurait admettre plus d'une racine réelle négative.
Reuarqde. Une équation complète, qui n*a que des variations, ne peut donc admettre aucune racine réelle négative.
3*. Lorsque Féquation f(x) = o est incomplète, le nombre des racines réelles négatives peut surpasser celui des perma^ nences; mais il résulte de (2®) que si Von rétablit tous les tenues qui manquent, en leur donnant le coefficient dzo, le nombre des racines réelles négatives ne pourra jamais surpaS'* série plus petit nombre des permanences que l'on obtiendra en donnant successivement les signes -^et — aux termes affectés du coefficient zéro. Ce qui démontre le principe énoncé {^%
(9) Exemple. Soit l'ëquatiou incomplète x' — or + i = o. . Cette équation n'a pas de permanence , et cependant elle admet nécessairement une racine réelle négative , puisqu'elle est de degré impair, et que son dernier terme est positif. Si l'on rétablit les termes qui manquent , en leur donnant ±: o pour coefficient, on. obtiendra l'équation complète
x^ di ojr^ifc oar* ±: 03^ rfc oa:^ di oar* — a: + i =5= o,
et il est facile de voir que de quelque manière qu'on détermine les doubles ^gnès, cette transformée ne saurait admettre moins d'une permanence. L'équation proposée ne peut donc pas admettre plus d'une racine réelle négative (2°). Mais l'équation a:' — x -f- 1 = o n'ayant que deux variations , ne saurait admettre plus de deux racines réelles positives (i®). Cette équation admet donc au moins quatre racines imaginaires.
4*** Enfin, lorsqu'une équation complète x^±: ûx""""* +ctc =0, a toutes ses racines réelles, le nombre, p, des racines positives est égal au nombre V des variations, et le nombre , n, des racines négatives est égal au nombre P des permanences. En effet : l'équation étant complète , Y + P est égal au degré m de cette équation (n^ 5) ; et les m racines étant réelles , on a p + n=:m. Donc Y + F=±p -^ n; d'où V — Pt=^ — P*
Or, d'après (1*) , p ne peut surpasser V. D'aillettVs,,sî /? était moindre que V, la relation V — p=n — P' donnerait /i>P ; le nombre n des racines réelles négatives, serait donc plus grand que le nombre P des permanences ^ ce c(ui est contraire à ce qui a été démontré (2*). On a donc jp = Y, et par suite h r= P. Ce qui démontre la propriété énoncée (4^) .
Par exemple, soit l'équation complète
xi — 3a:^ — ja:* -f- 27^ — 18 = o.
Cette équation , dont toutes les racines sont réelles, présentant trois variations et une permanence, on est certain qu'elle a trois racines positives et une racine négative. Ces racines sont ^i, + 2, +3 et — 3. ,
9* Le nombre des racines réelles négative^ de l'équation
V ( lO )
incomplète f{x) = o, est au plus égal au nombre des vanotions de F équation f{ — «) = o que Von obtient par le changement de x en ^^x dans f{x) ; car les racines réelles négatÎTes de /(x) = o , sont les racines réelles positives de jr(— a:)ïSso (u? 7), et d'après le principe du n® 8 (i®), le nombre de ces racines est au plus e'gal aa nombre des variations de f( — x) = o.
Remarque. Lorsqu'on voudra découvrir combien une équation incomplète peut admettre au plus de racines réelles négatives, on devra faire usage du principe précédent, parce qu'il est plus facile à appliquer que celui du n° B (3^).
Exemple. Soit f{x)=:x^ — x+i ; on a y(— x)= — x^+x-^-i ; et comme /( — x) n'a qu'une variation , Téquation X(x) = o ne saurait admettre plus d'une racine réelle négative. Ce qui s'accorde avec le résultat obtenu (n® 8,3°).
10. Les propriétés précédentes fournissent deux méthodes pour découvrir si une équation incomplète du m'^"' degré, f{x) = o , admet des racines imaginaires,
i'* Méthode. On change x qh — x dans f{x) ; si les polynômes f{x) , y (— x) , admettent respectivement V et V variations, l'équation f{x) = o contiendra au plus Y racines réelles positives (n** 8, 1°) et V racines réelles négatives (n^g); de sorte qu'il y aura au plus V -(- V racines réelles. L'équation f{x) = o admettra donc au moins m — (V -l- V) racines imaginaires,
I*' Exemple. Soit f{x) = j:^ — :i: «f i ; on a V = 2 ,
/(_a:)s= — x^ + ar+i, V'=i.
Par conséquent , l'équation f{x) = o admet au plus deux racines réelles positives , et une racine réelle négative ; elle a donc au moiâs quatre racines imaginaires.
* a* Exemple. Soit f{x)=x*'' — :r* — i ; on a V = i ,
f{—x) = x'° + afi^î, \'=ii.
Par conséquent , l'équation f{x) = o admet au plus deux racines réelles qui sont de signes contraires , et elle a au moins-
II
huit raciale imaginaires. Mais, cette e'quation de degré pair ayant son dernier terme négfatif y admet au moins deux racines re'elles ; elle a donc huit racines imaginaires. 3« Exemple. Soient les équations binômes
a:**'*'»— 1=0, a:"— 1=0, j:'*»-+"+i=6 , a:*'*-f-i=:o. £n y changeant le signe de x^ elles deviennent
i_-|.a«-«-i — 1=0, x'" — ï=o, — or»»-*-* 4-1=0, x'"+i = o.
Par cons^équent^ la 1'* e'quation ne peut avoir qu'une seule racine réelle, et cette racine est positive; la a* équation ne peut avoir que deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative ; la 3^ équation ne peut avoir qu'une racine réelle , et cette racine est négative ; enfin la 4* équation n'a aucune racine réelle.
Remarque. Quand l'équation f{x) = o tst complète, lé nombre Y des variations ajouté au nombre P des permanences donne une somme égale au degré m de f{x) , et /"(-^ a?) a P variations ; donc V = P et m — (V 4. V) =. o. On ne peut donc pas en conclure que f{x) = o admet des racines imaginaires.
2® Méthode. Soit l'équation incomplète du. m*'*"' degré f{x) = o , qui admet V variations. On rétablit tons leé teitnes qui manquent en leur donnant rh o pour coefficient '; cette équation , ainsi complétée , admet au moins Y variations (n^3). On choisit ceux des doubles signes qui fournissent le pins grand nombre possible de- variations ; si ce maximum du nombre des variations est Y4*^> réquation f(âif) s=z6 €idmettra au moins i" racines imaginaires, *
En effet , l'équation proposée f{x) = o, qui a V variations^ ne peut admettre plus de Y racines réelles positives (li" 8, r**) j{ mais' lorsqu'on a disposé des doubles signes de manière que l'équation complétée renferme Y -4* ^ variations , le nonibre des permanences devenant m — (Y -f- ^)y réquàtibti ne pent «dm^ttre plus de m — (Y+ i) racines réelles négatÎTes (n^ff^ a*) ; le nombre total des racines réelles ne peut donc pas ètiie plu&
grand que V + m— (V-4-/)ou que m — #"; le nombre des xacines imaginaires ne peut donc pas être plus petit que i". Ce qui démontre le principe énoncé.
On voit que le nombre des racines imaginaires if une équa^ tion incomplète f{x) :^ o est au moins égal à la différence ^, entre le nombre V des variations de f{x), et le plus grand nombre V + ^ ^fe variations dont f{x) est susceptible, en ré^ teUf lissant les termes qui manquent et en les affectant successivement des coejfficiens «f- o , — o.
I*' Exemple. Soit^/(i:) =j:'' — ar+i; on a V = 2;
et en rétablissant les termes qui manquent , de manière à ob« tenir le plus grand nombre possible de variations , l'équation
résultante x' -^ ox^ -f- ooc^ — ox^ + oa:^— oo:' — a: + 1= o ,
contient six variations ; l'équation proposée admet donc au moins 6 — 2 ou quatre racines imaginaires.
2" EXEMPLE. Soit y(jr) = x*° — x^— 1=0. On a V = i. L'équation équivalente jf «°±: oxl^ài oa^± ox^±:Q3fi — ar^it ox^±iox^±ox^±ox — 1 =0 ,
ne pouvant pas admettre plus de neuf variations, on a V + ^=9. Donc ^s= 8. L'é(|uation y(a:) = o, a donc au moins huit racines imaginaires.
La i^' méthode a conduit aux mêmes résultats (pagesioeti i).
II. En général, lorsqu'à l'aide des doubles signes qu'on peut assigner aux termes affectés du coefficient zho, on ob-> tient deux valeurs différentes V, V", du nombre des variai . tionSy r équation admet au moins V — V racines imaginaires.
Ce principe conduit aux propriétés suivantes :
1**. Lorsqu'il ne manque qu'un seul terme entre deux termes
consécutifs de signes contraires , on ne peut pas en conclure
que Véquation admet des racines imaginaires; car quel que
soit le signe qu'on donne au coefficient ±: o du terme qui
( i3 ) flanquait , les trois termes qui en résultent , présentent toujours une permanence et une variation.
2*. Lorsqu'il manque un ou deux termes entre deux termes de même signe, V équation admet au moins deux racines imaginaires^ car on peut toujours disposer des signes des termes a^ffectés du coefficient ih o, de manière que le nombre des variations augmente de deux unités.
Par exemple, s'il maoque un seul terme entre les deux
termes positifs + ax* , -f bx^'^^ , les trois termes
-+• ax* ih ox* "" ' + ix* "" * n'ofiFriront aucune variation , si l'on prend le signe supérieur ; et ils présenteront deux variations , en prenant le signe inférieur.
S'il manque deux termes entre les termes positifs -f- ax*^,
+ ia:*""^, les quatre termes + ax^àzox^^^it ox*'*^+ôj:*~ ^ ne présenteront aucune variation en prenant tous les signes supérieurs ; et de quelque autre manière qu'on dispose des doubles signes , il y aura deux variations.
Ainsi , lorsque p est positif, chacune des équations incomplètes ar"* + px"»-"* -|- etc. =1:0, x^ + pûc^"^ + etc. = 0, admet au moins deux racines imaginaires.
3^, On prouvera d'une manière absolument semblable , que R désignant un nombre entier positif, s'il manque 2/1 ou 2/1 -f- I fermes entre deux termes de signes contraires, réqua-» tion admet au moins 2n racines imaginaires, et que s'il manque 2n -f" i om 2/1 + 2 termes entre deux termes de même signe, l'équation admet au moins 271 -|. 2 racines ima^ ginçdres,
1" Exemple. Soit f{x) = x^ — a: + '• On a 2/1 + i = 5, 271 = 4* L'équation f{pc) = o admet donc au moins quatre racines imaginaires. Ce qui s'accorde avec le résultat obtenu par les deux méthodes du n" 10(1" exemple).
2* Exemple, Soit y(a:) = ar*° — x^ — i. Il manque quatre tenues entre + x'® et — x* \ l'équation f{pc) = o admet donc au moins quatre racines imaginaires. Mais, il manque en outre quatre autres termes entre — a:^ et — 1 • l'équation contîeot
doncau moini quaCreautres racines imaginaires. Il y a donc an moins huit racines imaginaires. Ce qui s'accorde avec le résultat obtenu par les deux méthodes du n® lo {li!^ exemple), 3* Exemple. Soient les équations binômes (i)...x**"*-' — 1=0^
Il manque a/i termes entre + x'**' et — i ; l'équation (i) a donc au moins 2/t racines imaginaires.
Il manqua 2/1 — i termes entre x** et — i ; l'équation (2) a donc au moins an — 2 racines imaginaires.
Il manque 2» termes entre x**"*"* et -f- i ; l'équation (3) a donc au moins 2n racines imaginaires.
Enfin , il manque un — i termes entre x'» et -f- 1 ; l'équa. tion (4) a donc au moins 2/t racines imaginaires.
Ces résultats s'accordent avec ceux qui ont été obtenus par la i*" méthode du n' lo ( 3* exemple),
12. Lorsque tous les termes qui manquent dans une équa<tion sont compris constamment entre deux termes de signes contraires dans lesquels les exposans de x ne différent que de deux unités , le nombre des variations reste le même , quels que soient les signes qu'on assigne aux termes que l'on rétablit avec le coefficient ib o (n® 11, i®) , et par suite, les méthodes précédentes ne peuvent pas faire connaître si l'équation donnée a des racines imaginaires. Dans tous les entres cas, les méthodes' des n** 10 et 11 font découvrir combien l'équation incomplète admet au moins de racines imaginaires.
i3. Pour déterminer combien une équation complète (i)... x** + û^"*"** + ^^"**** + etc. = o , a au moins de ra-^ cines imaginaires, on fait disparaître son second terme' en
posant x-^j^— — ; la transformée est
(2). . • r» + {6 ^ ^^^— ^} ^"-» + etc. = o.
Chacune des équations (t) et (2), admettant le même nombre de racines réelles , il suffira de déterminer par l'une quelconque des méthodes précédentes , combien l'éqaa-
( «5) tion (2) , qui est incomplète , admet au moins de racines imaginaires.
Lorsque le coefficient de j-"»—* est positif, ce qui exige que^^ soit positif y l'équation (2) a au moins deux racines imagi- ;iaires(n^ ii, 2<*).
Par exemple , soit l'équation
en faisant x i=j' — i , la transformée sera ^+2J"* — 77'+3=: o; l'équation (3) a dobc au moins deux racines imaginaires. D'ailleurs, l'équation (3) ayant son dernier terme négatif, a au moins deux racines réelles de signes contraires ; on est donc certain que cette équation a deux racines réelles de signes contraires et deux racines imaginaires.
Lorsque l'équation (2) se trouve dans le cas indiqué (n** 12), les méthodes que nous avons exposées ne peuvent pas faire connaître si l'équation (i) a des racines imaginaires.
§ IL Propriétés des facteurs premiers. Théorie du
plus grand commun disnseur.
14. Lorsque nous parlerons d'uxie.quajntijfé.e|n^zère^ il s'agira toujours d'un nombre entier, ou d'up ^ glynome rationnel et entier de la forme ax^ -f" àx'^^^-j- ca:""*+. ,^-f- rx^-j- sx + 1^ dans lequel les exposans seront des nombres entiers positifs, et tous les coefficiens seront des nombres entiers positifs ou négatifs. Le degré d'une quantité littérale sera exprimé par la plus forte somme des exposans des lettres contenues dans ses différens termes. Ainsi, le trinôme ^b^x^ — - /^b^x^ + iT^, est du 9* degré; il est du 7* degré par rapport à a: et du 5" degré par rapport à b. Le monôme 'ja^b^x^ est du 9* degré.
Quand nous dirons qu'une quantité littérale entière , monôme ou polynôme , est plus grande qu'une autre , nous sous-entendrons que la première quantité est d'un degré plus élevé que la seconde. Par exemple , le polynôme a*6* -— 5ab ^ j est plus grand que a"^ --^ 2iï^ + 4^* -^-3,
( i6) car le i** polynôme est du 4* degré, tandis que le a* n'est que du 3* degré. Ces deux polynômes sont du même degré par rapport à b*
Lorsque nous dirons qu'une quantité entière A est dii^isible par une quantité entière B , ou ce qui revient au même, que B divise A , il faudra entendre que la division de A par B donne un quotieat entier Q et un reste nul ; de sorte que A=BQ,
Oi> dit qu'une quantité est première, lorsqu'elle n'est divisible par aucune quantité rationnelle et entière autre qu'elle ' même et l'unité. Telles sont les quantités ^,a* — 6,j:-— i.
Il suit de cette définition que deux quantités premières ne sont jamais divisibles exactement l'une par l'autre.
Deux quantités sont dites premières entre elles, lorsqu'il n'existe aucune quantité entière , autre que l'unité , qui les divise l'une et l'autre. Ainsi, les quantités Sab^ l^^fy sont premières entre elles ; on dit aussi que Sab est premier avec '}def. Deux quantités premières sont toujours premières entré elles.
i5. Lorsqu'une quantité première P ne divise pas une quan» tité entière A , on peut en conclure que P est premier avec A/ car s'il existait un facteur commun à ces deux quantités , ce facteur différerait de P et diviserait P ; ce qui ne saurait avoir lieu , puisqu'on suppose que P est premier.
16. Théorème. Une quantité première P, (pii ne divise au^cun des facteurs éCun produit AB^ de deux quantités entières A, B, ne saurait diviser ce produit.
Cette proprie' té a été démontrée dans l'Arithmétique pour le cas où A , B , P > sont des nombres entiers. Considérons les cas où ces quantités ne contiennent pas plus d'une lettre ; il y en aura quatre à examiner.
Premier cas. A ou B contient la lettre x, P est numérique»
Soit kz=zax* + bx + etc. ;
fljb^ etc. y étant des nombres entiers, ainsi que «| /8, etc.
En multipliant A par B , on a AB = Box* -+> Bbar -f- etc.
Pour que le produit AB fut divisible par le nombre Py il faudrait que les coefficiens des diverses puissances de x^ dans ce produit, fussent divisibles par P (n® 27, 4^). D'après l'hypothèse, P est un nombre premier qui ne divise, ni A ni B. Puisque ce nombre ne divise^point A , il ne divise pas tous les coefficiens aj by etc. de ce polynôme ; donc il ne doit pas diviser tous les produits BajBb y etc. ; donc il ne divise point AB.
Second cas. A et B contiennent ±j V est numérique,
lïommons A' l'ensemble de toupies termes de A , dont les coefficiens sont des multiples de P, et A" Tensemble de tous les autres termes : on pourra écrire A = A' -f- A*. Décomposons B de la même manière , et soit B =:B' -f- B' • ^^ Aura
AB = (A' + A'')(B' + B") = A'B' + A'B" + ATB' -+, k^B".
Les trois premières parties de ce produit sont divisibles par P; ety pour démontrer que AB n'est pas divisible par P, il suffit de faire voir que la' dernière partie AlB' ne Test point.
Soient ax*^ et bar les termes de A'' et de B', dans lesquels
la lettre x.est au plus haut exposant , le terme abx fera partie du produit A'B^, et ne se réduira avec aucun autre. Pour que A'^B" fut divisible par le nombre P, il faudrait que les coefficiens de tous les termes de ce produit le fussent ; donc ^ devrait se diviser par P. Or, P est un nombre premier qui ne divise aucun des coefficiens de A'' et B'^ ; donc il ne divise ni a ni b; donc il ne divise pas ab ; donc il ne divise pas A'^'B'' ; donc il ne divisé pas le produit AB.
Troisième cas. A ou B contient x^ et P contient aussi x.
Supposons que ce soit le facteur A qui renferme x. Si la division de AB par P donnait un quotient entier Q , on aurait AB = PQ ; et, en représentant par F, F', F*. • . . , les facteurs premiers du nombre B , cette égalité pourrait s'écrire ainsi :
AFrr. . . = PQ.
Le premier membre e'tant divisible par F, le produit PQ doii l'otre aussi ; mais- Pest une quantité première qui contieiat x ; donc elle n^est divisible par aucun nombre ; donc Q est divi*^ stUe par F, sans quoi le produit PQ ne pourrait pas être dtvipar F(i^ ou '^ eéis). Soit Q' le quotient de Q par F^ on
AFF\..fi=PQ'.
On prourem de la même manière que Q' doit être divisible par F' ; et I eu nommant Q" le quotient ^ on aura
A = PQ
dans laquelle Q^ serait encore une quantité entière. De là on coDcItMNÛt que Â est divisible par P, ce qui est cqntraiie i Hypothèse ; donc ÀB n'est pas divisiMe par P.
^iTRtéiiB CAS. A el B, ainsi que P; coruienrtetu x.
Supposons que A soit d'un degré plus élevé que P ; divi-^ sons A par P^ et poussons la division jusqu^à ce qu'on trouve un reste de degré moindre que P. Il est possible que le quo-^ tient et le reste renferment des coefficiens fractionnaires ^ m^s » Fon prend un nombre M j àivînsikie par chacun des déKKmiinatetrrs, et qu'on multiplie le dividende par M, avant de ftiire la division , il est facile de voir qu'alors les fractiona disparaîtront entièrement. iMsignons pat Q le quotient entier qu'en obtient de cette manière , et par A' le reste ; on aura
MÀ = PQ+A
AT ne peut pas être zéro, autrement le produit MA serait dÀvisible par le polynôme premier P ; ce qui est impossible (3* cas). Multipliooa lea deux membres de cette égalité par By et divisons-les ensuite par P, il vient
!Doiic, si AB était divisible par P, le produit A'B le terak
aussi.
Supposons que A' soit algébrique j et divisons P par A^ Soit M le nombre par lequel il faut multiplier P pour arriver, sans fractions , à un reste de degré moindre que A^ £n nommant Q[ le quotient^ et A^ le reste , on aura.
NP = A'Q' + A
et de là on tire , en multipliant par B et en divisant par P ,
donc la diviâbilitë de A'B par P entraînerait celle de A'B. Remarquons d'ailleurs que A' ne peut être zéro ; car, si cela était, il faudrait que NP fût divisible par chaque fACteur algébrique premier de A' \ ce qui est impossible (3* cas)*
Divisons encore P par A" : nommons N' le nombre par lequel il faut multiplier le dividende, nommons Q' le quo^ tient et A*^ le reste , il viendra ' .
NT == A"Q" + A*' y d'où N'B = ^ Q" + ^ ;
donc A'^ serait aussi divisible par P.
En continuant ainsi > Ton doit arriver à un reste numérique A, , et le produit AiB devrait encore se diviser par P ; ce qui est impossible (3^ cas) ; donc le produit AB ;Q*est pas divisible par P.
Les quatre cas que nous venons d'examiner sont les seuls qui soient à considérer lorsque les trois quantités A , B, P, ne sont pas numériques à la fois , et qu'elles ne contiennent pas plus d'une lettre. Passons aux cas où il y a deux lettres x ttj dans l'une de ces quantités, ou dans deux d'entré elles, ou dans toutes les trois. Ces cas sont aussi au nombre de quatre , savoir t
Lor9qu*vn seul deifùcteurs AetB ccmtieni la kt»e x, ei que V nela contieni poini^
Lorsque les deux facteurs A el B coniiennem la lettre x, ei que ¥ ne la contient point.
Lorsqu'un seul des facteurs A e< B contient la lettre x, et que P la contient aussi.
, Enfin, lorsque les deux facteurs A. et B contiennent la lettre x,et que P la contient aussi.
Les démonstriitions sont semblables à celles qui viennent d'être exposées , et, ponr cette raison , nous nous dispenserons de les Rapporter. La seule différence consiste en ce que les quantités qui, précédemment , étaient supposées numériques, peuvent être ici des quantités algébiic^ues dépendantes de la lettre j*.
De même que les cas où les quantités A, B, P, ne renferment pas plus d'une seule lettre , servent à démonti^r la ftàr position pour les cas où ces quantités peuvent contenir deux lettres ; de même ceux"-ci serviront à s'élever au cas où ces quantités pourraient contenir trois lettres ; et ainsi de suite, quel que soit le nombre des lettres. Le théorème général doit donc être regardé comme démontré.
Nota. La démonstration dû n* i6 est due à M; Lefebure de Founy, examiuateur pour l'admission à l'Ëcole Polytechnique.
17. I®. Une quantité première P, qui ne divise aucun des facteurs entiers A,B> C^ D..., d*un produit ABGD, ..y ne saurait diviser ce produit. Car, P ne divisant ni A ni B , il résulte du principe du n*^ 16 , que P ne divisera pas le produit AB; par une raison semblable, P ne divisant ni AB ni G, ne divise pas le produit ABC de AB par G ; et ainsi de suite.
2^. Toute quantité première qui divise le produit de plu^^ s feurs facteurs entiers, divise nécessaiiement F un des facteurs de ce produit. Gel^ résulte de (1®).
Toute quantité première qui divise «"* , divise donc «.
3®. Une quantité entière n^est décomposable que dune seule manière en facteurs premiers. C'est-à-dire , que de quelque manière qu'on décompose une quantité en facteurs premiers.
(ai )
mi retroviTera toujours les mêmes facteurs affectés des mêmes exppsans. Gela se réduit à faire voir que si deux produits ABGD . • . , abcd* • . ^ de facteurs premiers, sont égaux , on aura
nécessairement A ?=:a, Bs=6y G3=:Cy etc.
Or, ABGD. • • étant divisible par A, le produit abcd. • • sera nécessairement divisible par A ; A divisera donc l'un des fac« teurs premiers ajbj c^ d...j (a®) ; A sera donc égal à Fun de ces facteurs , au facteur a par exemple ; Tégalité ABCD. • . = abcd, . .*, deviendra ABCD. . . = kbcd. . . , et en divisant les deux membres de cette dernière égalité par
ky on aura BCD. . . = bcd^.^
De inême , BGD . . . étant divisible par B , le produit bcd. . . sera aussi . divisible par B ; B divisera donc l'un des facteurs premiers bjCjd»,,;B sera donc égal à l'un de ces facteurs, au facteur b par exemple. Et ainsi de suite.
Ces raisonneniens conviennent évidemment au cas où il y aurait des facteurs égaux. Par exemple , si B=: A , il faudra que b = a. Et en général, si ABCD. . . , renferme n facteurs premiers égaux à « , il faudra que i^cd, . . , contienne également 71 facteurs égaux à «.
Ce qui démontre le principe énoncé (3^).
4^ Lorsqu'une quantité G, quîdiyise le produit AB de deux facteurs entiers A, B, est première atfec le facteur A , cette quantité C dis^ise nécessairemen^f autre facteur B.
Soient a, bj c, ^,. . ., les facteurs premiers (égaux ou inégaux) de G; de sort9 que C=iabcd. ... Il s'agit de prouver que B est le produit de abcd. • . , par une quantité entière. Or, le quotient de AB par G est une quantité entière Q ; on a donc
(i) AB=CQ = a*cA.. Q.
D'après cette relation , a divise AB ; d'ailleurs G étant premier ayec A, le facteur premier a de C ne saurait diyiser A ; a divise donc B(2°); si B' désigne le quotient, on aura B = aB^ Substituant cette valeur de B dans (i) et divisant le&
deux membres par a y on trouvera (2) . . . AB' = bcd. . Q.
( aa )
Oa déduira de même <le la relation (a), que b divise B' ; de sorte que B' = bW^ d'où B ^s'^ibB". Si l'on substitue la Taleur ^B'' de B', dans (a) j et si l'on diWse les deux membres par b »
il viendra (3) . . . AB" = crf. . .Q.
On déduira de même , de (3) , que c divise B* ; de sorte que
B^^cB"; d'oii.B=ûècB*, et fS) donne (4)...AB''=i/...Q.
£n continuant ces décompositions, on parviendra à épu»-^ ser tous les &cteurs premiers (égaux où inégaux) de C« et Voni verra ainsi que B sera le produit de cbcd, \ . , par une quan-. tité entière. Ce qui démontre la propriété énoncée.
Par temple , si C:=abcy la relation (4) deviendra AB'ss^Qj et l'on aura B =iabcW = CB'' ; B sera donc divisible par G.
5^, Toute quantité A , PREMiÈas avec chacune deê quantités. B> G , Dy . • • y est aussi première avec le produit P des quan-^ tités B , G y D y . . . • car autrement , A et P leraient divisibles par une quantité première / ; ^ devrait donc diviser l'un des, fecteurs By G, D, • , . ^ du produit P(a*^) ; il existerait donc un facteur commun Centre A et l'une des quantités B, G^D, . . • ; A ne serait donc pas premier avec chacune des quantités B,., G/D, . . . ; ce qui est contre l'faypotbèse.
6**. I^orsquedeux quantités entihtes A, B, sont premières entre elles, deux puissances entières positives quelconques A"*^ B", de ces quantités, sont aussipremières entre elles. En eflFet, si ces puissances n'étaient pas premières entre elles ^ il existerait une quantité première t qui diviserait A"* et B" ; ^ divise* rait donc A et B (a^) ; ce qui ne saurait avoir lieu, puisque A et B sont supposés premiers entre eux.
7". Lorsqu'une quantité entière A est divisible par des quanr tités entières et, ff, y, . . ., qui sont premières entre elles deux à. deux, A est aussi divisible par le produit uSy, . . , de ces quantités. En effet, la division de A par « donnera un quotient exact A' qui sera entier; on aura A 3=«A^ Or, ^divise A ; Ç divise donc «A' ; et comme C est supposé premier avec a , il faut que Q divise A' (4°)' La division de A' par ff fournira un quotient exacl,
A' qnisfera eîitî^; on aura A'^CA*; d'où A=«fA*. La qiiatititë A est donc divisible par a£. Ml»8, y dt^îsô A; y di-« vise donc «ffA* ; y divise donc l'un des facteurs « , C, A" (i*) ; «t aymme y ne^«àarait diviser ni je , tit C ^ U faut t(iie y divise A"* ; û A* désigne le quotient, on awra A^'îat yA'' ; d'où Ask^À". la 4q[isantité A est donc divisible par«Cy« Et akuit de s«i«e.
8**. Lorsque de^ quantités «, C> y>..., étant premiires > entre €fié^ éeux à deux ^ une quùnUié eniihre À, est diiPtsiiùte par chacune des pmsiances entières positisfes t^, C*> y**,. . ., m est eéttain que A sera dinsible par te predmtt éf^^.,., de ces puissances ; car les quantités * , ^ , y 9 . • • 9 étant sup-posée!» premières entre elles deux à deux , les puissances «*", ff", y^, ..., sont aussi preliiières entre elles deux à deux (6*) ; et par suite A sera divisible par à^C'yf* , i , (7').
'9°. Lorsque des quantités entières A, B, G, I^,.*., sont premières a^ec chacune des quantités entières P, Q , R , S, .«, . , fe pr&dttii des puissances entières pesitipes d*Kn nombre ^u^ conque des quantités A > B , C , Dj . . . , eèt premier ûtfec ie pro^ ^mî des puissances entières positives ttan noimbre quelconque îles antres quantités P, Q, R, S,. . . .
Par exemple , A^B*C-* est premier avec P4Q* ^ car s'il existait un facteur premier J" commun à A^B*G^ et P*Q*,^a cfuantité première Jt diviserait l'un dés facteut^ A*, B*, O, et l'un des facteurs P*, Q^, (a'") ; supposons donc que /'divise B» et Q* ; # diviserait B et Q (2^) ; ce qui est impossible^ puisque B et Q sont premiers entre eux , par hypothèse.
10*. r/n disfiseur entier quelconque D dune quantité entière A, ne peut contenir que des facteurs premiers de El ; et ces Jfacîeurs ng sauraient entrer dans D à des puissances plus éh^ véesque dans A*
En effet; puisque D divise A, le quotient sera nne quantité entière A', et Ton aura A=DA'. Tout facteur premieriede D, divisant DA', devra diviser A ; « sera donc Tun dçs facteui^s premiers de A, Soient m etn, les plu^ forts exppsans de < dans A et D ; la division de A par a" donnera un quotient Q qui ne contiendra pas le facteur m ; on aura A = ^^'"Q. Or, 4"
dmse D; «* dhrisie donc ▲; «" divise donc «^; n ne peut donc pas surpasser m. Ce <qui démontre la propriété énoncée.
i8. Le jplus grand commun diviseur de plusieurs quantités entières y A, B> G,. . , monômes ou polynômes, est celui de tous les diviseurs communs à ces quantités, dont le degré €st le plus élevé et dont les coefficiens numériques, sont ,les plus grands. Ce plusgrand commun diviseur est généralement de la forme ND ; N désignant un nombre entier, et D désignant une quantité littérale entière qui n'est divisible par aucun nombre entier. Si les facteurs premiers' de N sont d^dyd\..^ les quantités A, B, C, • . . , proposée^ , n'admettront aucun diviseur commun d'un degré plus élevé que D ; mais elles seront divisibles par les quantités du même degré, D^ i/D, d'D, ifD,.. , 4^D, ^^D, ififD, . . . , dd!d"By . . . , ND; et comme le plus grand de tous ces diviseurs communs du degré le plus élevé, est ND, on dit par cette raison que ND est le plus grand commun diviseur des quantités A, B, C. . .
19. Il est facile de déduire des propriétés du n® 17 (3**, 8". et 10^), que le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités entières , numériques ou littérales^ est le produit de tous lesfacteurs premiers communs à ces quantités , chacun de ces facteurs communs étant affecté du plus petit de ses expo-' sans dans les quantités données. En efifet, il résulte du piincipe du n° 17 (10**),. que tout diviseur D commun à des quantités entières A, B, C, . . . , ne peut contenir que des facteurs pre« miers , «,ff,y, • . . , communs à A, B , C^ . . . , et que ces facteurs ne sauraient entrer dans D , avec des exposans plus éler vés que dans A, B, C, . . . ; par conséquent, si les plus petits exposans de «f,ff,y,. • , dans A, B, C, . . , sont .m, ti,/?, . . , le diviseur commun D ne saurait être plus grand qae «&"* C^ y'^. . .; d'ailleurs cbacuue des quantités A , B, C,..., étant divisible par toutes les puissances et"*, C", y'', . . . , les quantités A , B, C, . . , sont nécessairement divisibles par le produit tt'^S'^yP,.: (n* 17, 8"), et ces quantités ne sont décomposables que d'une seule manière en facteurs premiers (n^ 17, S""). Le plus grand de tous les di-
viseurs communs à A, B, G, . • , est donc «*C^ y**..*.; ce qui démontre le principe énonce.
Quand nous parierons désormais du produit des facteurs communs à plusieurs quantités entières , nous sous-eutendrons toujours que ces facteurs sont premiers et qUllç sont affectés de leurs plus petits exposans dans ces .quantités.
20. Lorsqu'on ^divise des quantités par leur pfus grand commun dwiseur, les quoUens n'admettent aucun facteur commun, £n effet, si en divisant des. quantités entières A, B, G, ... y par leur plus grand commun diviseur IX, les quotiens A'9 B'y C, . . . , pouvaient admettre un iacteur commun /, la division des quantités A% B', C, . . . , par ^9 fournirait dés quotiens exacts A" , B' , G'' , • • . , qui seraient entiers ; on au~ rait,
A'=JA%B'=«%C'=:*C*... Or, A=:DA%B=DB',Cs=DG',...
Donc, A=D*A^B=Di^B^ C=DW% ....
Les quantités A,B,G, . . . , admettraient donc un commun diviseur DJ' plus grand que leur plus grand commun diviseur D ; ce qui est absurde.
21. Lorsqu*on sait trouver le plus grand commun diviseur y de deux quantités entières « ,ff , il est facile de déterminer la plus petite quantité f par laquelle on doit multiplier ûl pour que le produit eti" soit divisible par C En effet, la division de m et€ par y donnera des quotiens « ,C^, qtii seront premiers entre eux (n? 20), et Ton aura «=y/, €ssyC\ Si Ton désigne par M une quantité entière telle que «M soit divisible par C,
on aura -y- == ^^-37- = -=7- ; de sorte que C devra diviser /M ;
C yb' f ' ^
or C' est premier avec m ; il faut donc que C divise M (h° 1 7, 4^). L,a plus petite valeur, ^, du multiplicateur M demandé, est donc le quotient C de S par le plus grand commun diviseur y de A etÇ,
\^, Remarque. Le multiplicateur S' exprime le produit des facteurs de C qui n'entrent pas dans «.
aC RfeHABQDe. Leqnotùnk de teS^ parCesi égû/lau quotient m de A par y; car en fiiisant M=r^ les relations
-g-ae-^, «=r*ya, donnent -^s^tf =^ — .
3* Rekabqos. Quand Ji et C sont premiers entre enx, ^ est éigH àC; car ^ éevaat diviser «M, et C ëtalit prenkier avec a^il £uit qtte C dirâe M <ib* 17, 4^)« la plus petite valeor /" de M est donc C.
Ainsi : Pmtt trousser la pins petite quantité par laquelle il fmit multiplier une quantité m , pour que le produit soit divisi^ Me pmr une quantité donnée C, il suffit de chercher le plus gntnd cetMnun diviseur y de SLetC\ le quotient de S par y exprime le multiplicateur C demandé. Ce multiplicateur C ex^ prime le produit des facteurs de C qui iC entrent pas dans m; ei te quotient de aC par C peut s'obtenir en divisant m par y.
Par exemple , soient , a, = a^b^d^ , C = a?b^dn
Onaura.yaso^^if, ^^sb^nzssC^ -—=-/=- =a*rf'.
«a» Lorsqu^on sais trouper le plus grand commun diviseur de deux quantités , il est facile de déterminer la plus petite qwutntité divisible par des quantités données, A 1 B, € • « .
* En effet; la plus petite quantité divisible par A étant A, tm obtiendra la plus petite quantité divisible par A et par B, en cherchant la plus petite quantité ^ par laquelle il £sittt multiplier A pour que le produit A^ soit divisible par B. On vient de voir (n* 21) que J'est égal au quotient fi^ de B par le plus grand commun diviseur y dç A et B. La plus petite quan-^ tité divisible par A et par B est donc hff.
Poxu* obtenir la plus petite quantité divisible par A,B,€, il suffit de chercher la plus petite quantité y, par laquelle il faut multiplier AC^ pour que le produit Affi^ soit divisible par Ci On a vu (ft* ai) que ^ est égal au quotient C de Cpar Iç plus grand commun diviseur y' de AC' et G ; de sorte qiio
( a? ) la ptus .petite quantité divisible p&r A, par B et par G est
àffC" ; et ainsi de suite.
23. Lorsique les facteurs premiers de plusietirs qtiantités sont en évidence (ce qui a toujours lieu -pour des- monômes), le principe du n^ 19 sert à déterminer le plus grand commun diviseur de ces quantités.
Ainsi , le ptus grand commun diviseur des monômes cPb^c^y i^b^d*f a'^b^c^dy est a^b^j et le plus grand commuù diviseur ^ntre (a: — r i)* (x + 3) (t+ 0* et (x 4. 3) (a: + 0' (^ — 3) est (x + 3){x+ i)\ ' .
24» ^^ p/i/J grand commun diviseur de différens monômes s'obtient en multipliant le plus grand commun diviseur des coefficiens numériques des monômes,, par le plus grand commun diviseur littéral de ces monômes. On a vu dans TArithmëiîque comment on détermine le plus grand commun divi-* seur des coefficiens numériques; et le plus grand commun diviseur littéral des monômes est toujours en évidence.
Ainsi , pour déterminer le plus gran4 commun diviseur des monômes 48a^*V, iÇa^ô*^», xSa^b^t^d, on cherche d'abgrd le plus grand commun diviseur des coefficiens 48, i9» iS, qui est 3 ; et comme le plus grand commun diviseur des monômes algébriques a^éV, a^b^d'y a^'b^c'^d, est a'^b^, on voit que le plus grand commun diviseur demandé est Sa^b^.
25. Le plus grand commun diviseur des différens monômes qui composent un polynôme, est ce qu'on nomme le plus grand commun diviseur monôme de ce polynôme. Par exemple y le plus grand commuii diviseur monôme de Ji8(^lr^c*—i8a^b^d *+ 1 Sa'b^c^d est Sa'^b^; de sorte qu'en divisant ce polynôme par 3a*ô% lé quotient i6<ic' — Ga^W' + SAc^^ n'admet aucun diviseur monôme.
26. Pour déterminer le plus' grand commun dis^iseur monôme M de différens poljrnomes P', P", P*^ . 1 . , on cherche les plus grands communs diviseurs monômes M', M?, M*, . . . , de ces polynômes ; le plus grand commun diviseur de M', M", M%. . . , çst le plus grand commun divisent monôme M demandé.
; %f. La recherche du pbu grand commun diviêeur çmre dtê pcfynomes, repose sur les principes suirans :
i^. Le plus grand commun diviseur de deux quantités ne change pas, lorsqu'on multiplie ou qu*on diwe tune d^ elles par une quantité qui n'a aucun /acteur commun as^ec F autre. Car tous les facteurs premiers communs restent les mêmes » et le plus grand commun diviseur est le produit de tous ces de* teurs(n^i9).
Par conséquent 9 lorsque P est premier avec B, le plua grand commun diviseur de A et B est le même que celui de AP et B.
Par exemple y mn étant premier avec a^b^<?dy\e plus grand commun diviseur de cfb^c et à^b^c^d «st le même que celui de •a^b^cmn et a*b^c*d; ce commun diviseur est a*b*c.
a^. Quand on aperçoit un facteur commun à plusieurs quantités, on peut simplifier la recherche de leur plus gnmd commun diviseur. En effet, soient A=:AT), B=B'D, C=C'D...
Le plus grand diviseur commun aux quantités A , B, C,..., étant le produit de tous leurs facteurs communs (n® 19), on obtiendra ce plus grand commun diviseur en multipliant le. focteur doinmun D, par' le plus grand commun diviseur des quantités A', B',C'....
3^. Lorsqu'on sait trouver le plus grand commun diviseur de deux quantités, il est facile d'en déduire celui d'un nombre quelconque de quantités A , B , G ,&,.... On détermine successivement , le plus grand commun diviseur ^ de A et B, le plus grand commun diviseur ^'de J" et G, le plus grand commun diviseur i^ de t^ et D ; et ainsi de suite ; le dernier de ces plus grands communs diviseurs est celui des quantités données Ay B, Gy D ,... En effet ; le plus grand diviseur commun à des quantités étant le produit de tous leurs facteurs communs, i" est le produit des facteurs communs à A et B , et ^ est le produit des facteurs communs à ^ et G ; ^ est donc le produit de tous les facteurs communs à A , B , G ; ^ est donc le plus grand commun diviseur des trois quantités A, B, G. Mais, ^^ est le produit des facteurs communs ki'' etD; i^ ]sst donc le
(ag)
prûdait de tons les iacteurs coknmuns i A, fi, G, D; ^'est donc le plus grand commun dÎTiseur des, quatre quantités A, B, Gy D. Et ainsi de suite.
4®. Lorsque un polynôme A+Bx + Car^+ete. , est divisible par une quantité ^ indépendante de la lettre x par rapport à laquelle il est ordonné, chacun des cœjfficiens A , B , G , etc. , est nécessairement divisible par t* En effet; les .quantite's ^9 A, B, G, etc. , étant indépendantes de «, il n'y a qu'un quotient de la forme « + Cr + yor* + etc. , qui multiplié par le diviseur tj puisse reproduire le dividende A + Ba: 4- Gx' + etc. ; on a donc
A +Bx -h Cx* +etc. ra (« -t- Cr +^x* 4- etc.) «r=s«/-t-C/jr4->/x* -f-etc.
Les polynômes A-feBa:+Gr"+ etc. , «e^+Wir-f-y/'a^^-etc., devant être identiques^ il faut que Asstf^, B=Cty G^sy^, etc.; ce qui démontre le principe énoncé.
Remâuque. Pour trouver le quotient de la division du pofy^ nome A H- Ba: + Cx^ + etc. , par le diviseur f indépendant de Xj il faut diviser chacun des coefficiens A, B, G, etc. , par /; les. quotiens «, C, y, etc., sont les coefficiens des puissances correspondantes de x dans le quotient demandé ; de sorte qu^ ce quotient est « -f- Cr -f* yx^ + etc.
Par exemple 9. pour obtenir le 'quotient de la division de («•-f-û — a) — {(^ — i)a: + (a»— i)a?'iMira— I, on divise les coefficiens fl* + ^'"-"2, û^ — i, û*— i,para — i , ce qui donne les quotiens a -(- a , a^+ a-^i^ a -f-i ;le quotient demandé est donc (a -4- a) — («* + ^ + *) ^ + (^ + i) ^•
28. Pour simpUfier la recherche du plus grand commun diviseur entre des poljnomes P', P*, P**,..., on peut d'abord diviser ces polynômes par leurs plus grands communs diviseurs monômes respectifs, M', M^, M*",...; les quotiens A, B, G ^ . . . , n'admettent aucun commun diviseur monôme (n* 20), et le plus grand commun diviseur des polynômes P', P', P*, .. •, est égal au produit du plus grand conimun diviseur M des monômes M', M% M"",... , par le plus grand commun diviseur D
( 3ô) des polpoweiwA^ fi, G,.«» £n effet; si l'en divisé IML', tt^, M"»..,, par M, les quoti^ns ni^ m\ m'',... , u'admettrontau»' can facteur commun (n^ 20) ; on aura
P'=M'A = Mm'A, P' = Mm''B, P* = Mm^'C , - , .
l4e plus grand commun diviseur des polynômes P', P*^ P*/... I sera donc égal au produit de leur plus grand commun diviseur monôme M y par le plus grand commun diviseur des polynômes i^'A, m''B, m*^,... (n® 27, a^); et les monômes m'y m" y m" y . . . , n'admettant aucun facteur commun y le plus grand commun diviseur de m'A, m^B, m'*C,..., est le même qtte celui des polynômes A , B , C. . . , (n** 1 9) .
La recherche du plus grand commun . diviseur des polynômes P'^ P'', P*v*M se trouve ainsi réduite à calculer le plus grand commun diviseur D des polynômes entiers A, B, €,... ^ qui n'admettent aucun diviseur monôme. £t par suite, un monôme quelconque sera premier avec chacun des polynosMe
39. Pour calculer le j^us grand commun dMseur des deux polynômes entiers A> B^ on observe que si Tua At ces poly^nomes divisait l'autre , il serait le plus grand commun diviseur cherché. On est donc conduit à diviser ces polynôme» l'un par l'autre ; à cet eÇet , on le^ ordonne suivant les pmssanees X décroissantes d'une mên^ lettre a? ; ik prennent la forme
A aas Px^ + Q^"*""' + etc. , B =/?j:» + ï^""* + etc.
t^es.coc^iens P, Q»*.*» jP^ ^i**-> sont indépendans de x; et ea supposant n = îpn ou it < m^ qa divise A par B.
3o. Pour graduer les difficultés, itûus supposerons à^ abord, que daas iouêes les disdsions successives auxquelles conduira la recherche du plus grand commun diviseur, le coefficient du premier terme de chaque dividende partiel est divisible par le coefficient du premier terme du diviseur; de sorte que les quoiéens et les restes seront des pofynontes entiers.
tovisiiaf^Ë divine À > U ^m gCf^éi tomM» divisçnr. doriaowadé ^t B.
Qua^d $^ n« diviie paç A ». on obtient un faoâent entier Q', et un reste R' dans lequel le pli^a fort exposant n' de x e^l moindre que s^ op a
A=:BQ' + R', d'où R' = A--.ÉQ^
Les polynômes A» B, QS K% étant entiera, la a^égalîtë fait voir que tout diviseur commun à A et B divise R', et la l*^ ^alit^ prouve que tout diviseur commun à B ef R^ divise A ; les facteurs communs à A et B , sont donc* le0 mêmes que ceut de B et R' ; le produit de tous les facteurs communs^ à A et B est donc W même que celui de tons les facteurs commun» à B e4 R' ; le plus grand commun diviseur de A et B est donc le même que celm de B et R' (n^ 19}.
Paj: conséquent z Tout diviseur ccmrmin à deux pùipiiHHes A% By divise le reste R' de la division de A par B^ el le plm grand c^tmnUn disnseur des pofyhomes A, B, est -k tnéme que celui de B et R'.
IdN question se trouve ainsi réduite à calculer le plus grand commun diviseur des^deux polynômes B^ R% dans lesquels les plu» forte éxposans^ de ar sont respectivement moindre» que dans A et B. On divise B par R'.'
QiPiand cette division conduit à nuk reste nul ^ R^ cet le plus*" grand commun diviseur de B et R^ et par saite de A et B.
Lorsque B n'es^ pas divisible par R^ en obtient un qno*tiieot entier Q'' et un reste R''^ dan» lequel le plu» fort ex-^ po^nt. V de ai est m<Hndse que nf. Or^ d'^après le princ^ qui vieni d'ètve démontré r tout diviseur de A et B divise "BJf, tout dixiaenr de B et R' divise R^, le plua grand eom^r, mun divUeuir de A et B est le même que celui de B et Ji% et ce derniei; est le même que celui de R' et 'Si!\ Par eon* sequent ; tout diviseur de A et E divise les restes Ky R^i et le plus grand commun diviseur des. p^ilynomea A, B^ e^t le même que celui des neales R^, R'^
Si l'on continue & diviser les xeates snccessatik le* un» p«ir les
aatreè, on Terra que ttmtdwiseur commun OMtx poljmofnes II, Bj disfise les restes successifs fi% K", etc. y et que le plus grami commun diviseur des poljrnom^ k,^, est le même que celui de deux restes consécutifs quelconques.
Mais, les plus forts exposans, n\ n'y.., de x vont en diminuant dans les restes successifs R'^ R%-**; ces exposans sont' des nombres entiers positifs, et n' est moindre que n. On parviendra donc toujours à un reste R indépendant de Xy après avoir effectué n divisions au plus.
Quand le^reste R sera nul, le reste r qui précède R sera le plus grand commun diviseur de A et B.
Lorsque le reste R ne sera pas nul, le plus grand commun diviseur des polynômes k,B, sera nécessairement indépendant de x; car ce plus grand commun diviseur est le même que celui des restes r, R, et R ne contenant pas Xf tout diviseur commun à r et R est nécessairement indépendant de x. Le plus grand commun diviseur de A et B étant indépendant de X, devra diviser exactement les coefBciens des diverses puissances de x dans A et B (n^ 27, 4*}, La question sera donc ramenée à déterminer le plus grand commun diviseur entre ces' coefficiens ; et la difficulté est diminuée , puisque ces coeffidens renferment une lettre de moins que les polynômes proposés.
3i. Lorsque dans le cours des divisions qui conduisent €m reste indépendant de x, on trouve un dividende partiel N dont le coefficient et du i" terme n*est pas divisible par le coefficient C du 1** terme du diviseur W, si N' n* admet au-* cun diviseur indépendant de la lettre^ x par rapport à laquelle les pofynomes sont ordonnés, le principe ^ n* 27 (i") fournit le moyen àHéviter les quotiens fractionnaires, sans altérer le plus grand commun diviseur, en multipliant le dividende N par C. En effet , S ne contient pas x , et l'on suppose que W n'admet aucun diviseur indépendant de x; il suit de là que C est premier avec N% car autrement , C et li' admettraient un diviseur commun / qui serait indépendant de x, puisque C ne contient pas x; N'' admettrait donc un diviseur
( 33 ) tndifpendant de ar ; ce qui est contxe Thypolbèse. Le plus grand tcoihmun diviseur entre N et N' est donc le même que celui qui existe entre Nff et N' (n^ 27 , i®) ; on pourra donc rendre la division possible , sans altérer le plus grand commun diviseur, en multipliant le dividende N par le coefficient C du i** terme du diviseur.
Remarque. Lorsqu'on sait trouver le plus grand commun diviseur y des coefficiens «, f (^), on peut simplifier le calcul ^ en cherchant là plus petite' quantité 7 par laquelle il faut multiplier le dividende N , pour que le coefficient ttC du I*' terme de NC^ soit divisible par f. On a vu (n" 21) , que C^est le quotient de la division de C par y. Le multiplicateur C étant indépendant de a?, on prouvera comme ci -dessus que le plus grand commun diviseur de N et N' est le même que celui de N^' et N'.
Enfin y si dans toutes les divisions qui ont précédé celle de N par N% le i*' terme de chaque diviseur a divisé exactement le i^ terme de chaque dividende partiel , le plus grand commun diviseur de A et B sera le même que celui des deux restes consécutifs N, N', (n^ 3o); et ce dernier plus grand commun diviseur est le même que celui de NC et N'.
32. Nous allons faire voir iyjL on peut toujours préparer le» • calculs de manière que les diviseurs successifs ne renferment aucun disfiseur indépendant de la lettre x par rapport à la^ quelle les polynômes sont ordonnés.
Soit proposé de trouver le plus grand commun diviseur dç deux polynômes A, B, qui contiennent y lettres , et supposons qu'on sache trouver le plus grand commun diviseur de ' polynômes ne contenant que y — i lettres. On ordonne les po^ ly nomes A, B, suivant les puissances^ décroissantes d'une même lettre x ; ils prennent la forme
A=Pa:'"+Q^'"-'+-.-+ Sa:+T, B==pa:»+^ar»-'+...+jar4-f.
{*) Ces coefficient étant indépendant de ar, contiennent nne lettre de moint ((oe les polynômes dont on cherche le pins grand commun diviseur.
Les coefficiens de x contenant au {dus y — i lettres , on saura wkiiler le glus grand commun diviseur i^ de P,Q,.--»S»T>et le plus grand commun diviseur/* dfip, y,.,., s, t. Le plua grand oonimun diviseur ^ de ^ et ^" géra le plus grand corn" nom diviseur indépendant de x des polynômes A,B ; de sorte qu'en divisant A par J^ et B par /' (n® 27, 4**), les quotiens k'i^j n'admettront aucun diviseur indépendant dex. On aura,
A=^A', B^i^'Ë', A'=P'j?« + Q'x"»-'+...+ S'a: + r, B'2=ï /a:» + y'jr*-*-h. . . + /a: + t'.
Pour mettre le commun diviseur ^ en évidence dans A et B, on divise^ et V par ^, les quotiens a\b' ^ sont premiers entre eux , et l'on a
y^hi, r = M'; d'où Ass/tf'A', h^tb'V.
Or, </ est premier avec i'; et comme B' n'admet aucun diviseur indépendant de or, la quantité a' (indépendante de a") est première avec B' ; a! est donc premier avec ^'B' (n** 17,5**) j le plus grand commun diviseur de a' M et 6'B% est donc 1^ mima que celui de A' et b'V (n* 27, 1°) ; ce dernier est le même que celui de A' et B', car b' est premier avec A'. Le plus grand commun diviseur de «'A' et è'B' étant le même que celui de A^ et B', il résulte du principe du n* 27 (2°}, que le plue grand commun diviseur de Aa'A' et W&\ ou de A ei B, sera le produit de i'par le plus grand commun diviseur D' de k'eiW.
La question se réduit donc à calculer le plus grand commun diviseur D' des deuè f olynon&es A^ , B^ qui n'admettent aucui^ diviseur indépendant de x.
Pour calculer le plus grand commun diviseur W dépendant de X y ou divisera A' par B' (on suppose m>n ou m==:n) ; dans tout le cours de cette division , le diviseur n'admettant aucun Êicteur indépendant de Xy lorsque le 1*' terme d'un dividende partiel ne sera pas divisible par le coefficient du i^'^
terme du diviseur, il sera Seicile de rendre la division possible en multipUant ce dividende par une quantité indépendante de JT, (n** 3i). On n'obtiendra de cette manière que des termes entiers au quotient , et Fou parviendra à un reste R' dans lequel le plus fort exposant n' de x sera moindre que le plul fort exposant n de xda.ns le diviseur B^ Le plus grand commun diviseur de A' et B' sera le même que celui de B' et R^
Pour ramener la question à la recherche du plus grand commun diviseur entre deux quantités qui , comme A^ et B', n'admettent aucun facteur iude'pendant de x, on observe que B' n'admettant aucun facteur indépendant de x, toute quantité indépendante àex sera première avec B' ; on pourra donc supprimer tous les facteurs indépendans de x qui peuvent entrer dans le reste R' (a? 27, i®). Ainsi, on déterminera le plus grand commun diviseur d** des coefficiens de x dans R% et on divisera R^ par ô^ ; le quotient Rj n'admettra aucun fac« teur indépendant dex, on aura R'=d^R,,et comme d'est premier avec B% le plus grand commun diviseur de B' et R^ ou de B' et ô'Ri, sera le même que celui de B^ et R,. On est donc conduit à diviser B' par R, ; et comme le diviseur ne renferme pas de facteur indépendant dex, on pourra éviter les quotiens fractionnaires en multipliant par des quantités indépendantes de a? (n® 3i) ; ce qui conduira à un reste R'' dans lequel le plus fort exposant n" de x sera moindre que n\ Jje plus grand commun diviseur cherché sera le même que celui de Ri et R''. On cherchera le plus grand commun diviseur V des coefficiens de x dans R'' ; la division de R'^ par d'' donnera un quotient R» qui n'admettra aucun diviseur indépendant de X, et le plus grand commun diviseur demandé sera le même que celui des polynômes R, , R^. En continuant à opérer de cette manière, on n'obtiendra que des termes entiers dans les quotiens et dans les restes ; et l'on parviendra à un reste R indépendant de Xy après un nombre de divisions qui ne pourra surpasser le plus fort exposant n de ^r dans le 1*' diviseur B, car les plus forts exposans n', »",..., de :r dans les restes successifs RSR"^ . . . , sont des nombres entiers
positifs qui vont en diminuant. Le plus grand commun di^ viseur des poljmomes A', B', sera le même que celui de deujc .restes consécutifs quelconques.
Lorsque R sera nul , le reste r qui précède R , sera le plas grand commun diviseur W de A' et B'.
Quand R ne sera pas nul , les polynômes A% B' , seront pre-* mîers entre eux ; car ils n'admettent aucun diviseur indépen^ dant dex, et ils ne sauraient admettre un commun diviseur fonction de x, puisque leur plus grand commun diviseur est le iQeme que celui des restes TjR ; dans ce cas, D' est égala l'unité. . Remarque. Lorsque les polynômes A' , B' , dont on cherche le plus grand commun diviseur, n'admettent aucun facteur monôme, on peut simplifier les calculs , en supprimant le plus grand diviseur monôme commun aux termes de chaque reste. £n e^ fet, si M' désigne le plus grand commun diviseur monôme da reste R' de la division de A' par B', le quotient de R" par M' sera un polynôme entier / qui n'admettra aucun diviseur iQonome, on aura R' =MV';et comme M' est premier avec B', le plus grand commun diviseur des polynômes B',MV^ sera le même que celui de B' et r', (n** 27, i®). Par une raison semblable , si R'' désigne le reste de la division de B' par /, ou pourra supprimer le plus grand commun diviseur monôme de R'; et ainsi de suite.
Gela posé : on a vu dans l'arithmétique comment on trouve \t plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers ; ce procédé combiné avec celui qui vient d'être exposé, four-i^ nira le moyen de déterminer le plus grand commun diviseur de deux polynômes contenant une seule lettre ; et le principe du n** 27 (3®) servira à calculer le plus grand commun diviseur des polynômes qui ne contiennent qu'une seule lettre. On endéduim le plus grand commun diviseur des polynômes qui contiennent deux lettres ; et ainsi de suite , quel que soit le nombre des lettres contenues dans les polynômes proposés. On est donc en étcn de trouver le plus grand commun diviseur deplusieurs polynômes entiers, quel que soit le nombre des lettres contenues dans ces poljmomes.
( 3? ) * 33. D'après ce qui précède , pour déterminer le plus grand <^mmun diviseur de deux polynômes entiers V yV* ^ contenant
un nombre quelconque de lettres x^y^z^ , on chercha
d'abord leur plus grand commun diviseur monôme M, par la méthode du n** 26 , et Ton trouve
P' = Mwi'A, P" = Mm'B (page 3o).
On a vu (n^ 28) , qu'on obtiendra le plus grand commun di* Tiseur de P' et P", en multipliant M par le plus grand commun diviseur D des polynômes A^B, qui n'admettent aucun diviseur monôme.
Pour calculer D , on ordonne A et B suivant les puissances décroissantes d'une même lettre x, ce qui donne
A ~ Pjc"4-Qa:'"-» -f .... 4 Sx+T, B=/?5:''+yx»-'+. . . 4 ^a:+ i. Soit m>Ji ou m=n.
I*. Lorsque A et B ne contiennent qu^une seule lettre x, lès coefficiens P,Q, . . . ,S,T,/7,^, . . . yS^t, sont des nombres entiers; et les polynômes A,B, n'admettent aucun diviseur indépepdgcnt de x, car ce diviseur, s'il existait, serait un nombre entier /ce qui est impossible puisque A et B n'admettent aucun diviseur monôme.
Le polynôme B n'admettant aucun diviseur indépendant de j?,ni aucun .diviseur monôme, il résulte des-propriétés du n^Sa que dans tout le cours de la division de A par B, lorsque le coefficient et du i" terme d'un dividende partiel N ne sera pas divisible par le coefficient ^ du 1*' terme du diviseur B, on pourra rendre la division possible, sans altérer le plus grand commun diviseur, en multipliant N par ^, ou ce qui est plus simple , en multipliant N par le produit C des facteurs de Ç qui n'entrent pas dan3.« (^) , et l'on pourra supprimer le plus grand diviseur monôme commun aux termes de chaque
{*) Pour trouTer le multiplicateur C, on cherche le plus grand commun diviseur y des nombres entiers a, C, et l^on divise C par y ; le qnotient.ezr priinc le.'mQbiplicateiir demandé (no ai).
reste (n® Sa). On parviendra de cette manière à un reste R'' dans lequel le plus fort exposant de ^ sera moindre que n. On divisera le reste R' par son plus grand commun ditiseiur inonome ; ce qui donnera un quotient R, ; le plus graiid commun diviseur de A et fi sera le même que celui de B et R|. On est ainsi conduit à diviser B par R|. Or, R a n'admet aucun diviseur monôme ; R, n'admet donc aucun diviseur indépendant de X. Par conse'quent , dans tout le cours de la division de B par R|^ lorsque le coefficient «' du i*^ terme d'un dividende partiel ne sera pas divisible par le coefficient a du i^ terme de Ri 9 on pourra rendre la division possible en multipliaut ce dividende par les facteurs de a' qui n'entrent pas dans m (n* 21 ), et l'on pourra supprimer le plus grand diviseur monôme commun aux termes de chaque reste. On parviendra de cette manière à un reste R'' d'un degré moindre (par rapport à x) que le diviseur R^ On divisera le reste R' par son plus grand commun diviseur monôme ^ le quotient R^ n'admettra aucun diviseur monôme y ni aucun diviseur indépendant à^x^ le plus grand commun diviseur de À et B sera le même que celui de R, et R^. £n continuant ces calculs , on n'ôbliendi^ai que des termes entiers dans les quo tiens et dans les restes ^ et Fon parviendra à un reste R indépendant de j:. Lorsque R sera nul , le reste précédent sera le plus grand commun, diviseur D de A et B. Lorsque R ne sera pas nul, les polynômes A.,Bt seront premiers entre eux (page 36) ; de sorte que D sera égal à l'unité. Le plus grand commun diviseur des polynome% F, F, sera MD.
i" Exemple. P' = 6a:" -f-6r*' — 42x«»— 6a:» + 36je», P" = i4a:7— 70Ar^ + 56i:».
Le plus grand commun diviseur monôme de P' est M'=6z:^^ et celui de P" est M" = i^. Le plus grand commun diviseur de M' et M* est M = a:e^ On divise P' par M' et P" par M% ce qui donne les quotiens
Ar=x* + ar3_^^_jP_|.g^ B = x*— 5x«4.4.
Pour trouver le plus grand commua, diviseur D de A et B,,^
(39) on divifle k par B , ce qui fournit le quotient + i et le reste R' := ;t^ — aa:» ..» jp -|. 2 , qui n'admet aucun diviseur mo-^ nome. La division, de B par K', donnant \t quotient exact X + 2 , le reste K est le plus grand commun diviseur D de A etB.
Le plus grand commiln ^tviseur de P' et I^ est
M D=s: 2X'(X^ — AT* — * + 2).
Et en effet y si Ton divise les polynômes P^^ P'', par MD^ les quotiens 3 (x -f- 3) x^, 7 (ar-f* 2), seront premiers entre eux.
2* Exemple. P' = 24a:** — 6oar" + 6x**» — 6x*,
On trouve, M'=5=6x', 51*= i4^'» Msssao?'.
On divise F par M' et P* par M', ce qui donne les quotiens , Ac:4^ — iox'4"^' — ï> B5=6j:'— iijC — Sx— I.
Pour déterminer le j^us grand commun diviseur D de À et B j on observe que dans la division de A par B j le diviseur B ne contenant aucun facteur indépendant de x, on n'altère pas le plus grand commun diviseur en multipUant le dividende A par un nombre quelconque, car ce nombre est premier avec B. Ainsi , pour éviter ksfracfions, mi pourrait mnlliplicr A par le coefficient 6 du i^ texme du diviseur ; mâb on déduit du principe du n** 21 ^ qu'il suffit de multiplier A par 3 ; le plus grand commun diviseur de A et B étant le même que celui de 3A et B , on divile 3A par B, 00 qui donne le quotient
2X et le reste r= — 8x^4- 190^ -f-2x — 3,
qui n'admet aucun diviseur monôme.
le plus grand commun diviseur demandé étant le mêmeque celui de B et r , on est conduit à diviser r par B * on rendla division possible j sans changer le plus grand commun diviseur cherché , en multipliant r par 3 ; la division de 3r par B donne le (Retient — 4 et le reste H' 5= 1 3 (ar* — 2X — i)u
Le plus grand commun diviseur demandé est le même que celui de B et R' ; et comme l\f renferme le Cau^teur i3 qui est premier avec B , on peut supprimer ce fieicteur dans R\ sans changer le plus grand commun diviseur; ce qui donne le quotient R, ^x* — 2X — I. _j
La question se trouve ainsi réduite k chercher le plus grand commun diviseur entre B et R. ; on aivise B par R, ; cette di* vision se fait sans qu'il soit nécessaire d'introduire des facteurs dans les dividendes partiels ; on parvient à un reste nul, et Ton en conclut que R, est le plus grand commun diviseur entre A et B. Le plus grand commun diviseur entre F et P*
est MRt = tix^ (** — aar — i).
On trouvera de cette manière le plus grand commun diviseur de deux polynômes contenant une seule lettre ; et le principe du n® 27 (3^) ^ fournira le moyen d'en déduire le plusgrand commun diviseur étun nombre quelconque de poly^ nomes contenant une seule lettre.
Exemple. Soient , P' = tax* — iS^r* + 6j:*, P^z^Sex^— I2jr5-.24x4, F'=75x7 — 3oa:«— 45xS.
Pour déterminer le plus grand commun diviseur de ces po-» lynomes , on cherche d'abord leurs plus grands communs di— viseurs monômes M', M", M*; et l'on trouve M' = &r^, i/L"= i2x^f^ M'^ziSafi. Le plus grand commun diviseur iaf^ de ITy. M^y M", est le plus grand commun diviseur monôme M des polynômes proposés.
On divise P^^ P" et P*,. par leurs plus grands communs àh^ viseurs monômes M', M*, M" ; ce qui donne les quotiens
Pour calculer le plus grand commun diviseur des polynômes A 9 B , G , on cherche le plus grand commun diviseur de A et B qui est a: — I , et le plus grand commun diviseur de x — i et G, qui est âr — i. Le plus grand commun diviseur des polynômes A , B ,. C^ est D = x— I, (n® 27 , 3**). Le plus ^rand
commun diviseur des polynômes P', P*, P^, est -
MD=3x*(*— 0* ' 2**. Lorsque les polynômes A , B, contiennent deux lettres X , f, les coefficiens de x d^ns A et B , ne renferment qu'une ôeule lettre j-. On peut donc trouver, par la méthode indiquée (i*) ^ le plus grand commun diviseur ^ des coefficiens P, Q, . . , S , T, de-x dans A, et le plus grand commun diviseur ^ des éoefficienis/7,'^, ..;,*,/, de x dans B ; le plus grand commun diviseur i^ de i' et ^"^ est le plus grand commun diviseur indépendant de d:; des polynômes A , B.
Pour trouver le plus grand conimun diviseur dépendant de Xy on divise A par J*' et B par ^ (n* 27 , 4**) ; les quqliens A', B', sont des fonctions de aj efj" qui n'admettent aucun diviseur indépendant de Xj et qui ne sont divisibles par au* cun monôme. On a ,
A=i>'A', B=rB', A'=P'x~ + ..+r, B'=p'a:-+..+i'.
Dans le cours de la division de A' par B', le diviseur n'admettant aucun facteur indépendant de x^ ni aucun facteur monôme , toute quantité indépendante de x ou monôme, sera première avec B' ; on n'altérera donc pas le plus grand com-> mun diviseur en multipliant ou en divisant les dividendes partiels par des quantités indépendantes de x ou par des monômes. Ainsi, lorsque le coefficient « du i'^ terme d'un dividende partiel N, ne sera pas divisible par le coefficient/?' du i^' terme du diviseur B^ on rendra la division possible, sans altérer le plus grand commun diviseur, en multipliant N par le produit Çf des facteurs dep^ qui n'entrent pas dans a, (*) ; on pourra supprimer dans chaque reste son plus grand commun diviseur indépendant de a: , et son plus grand commun diviseur monôme. On parviendra de cette manière à un reste
(*) LêCS coefficiens a, p^, ne poavant renfermer cpi'nne senle lettre y, ou calculera leur plus grand commun diviseur 7^ parla méthode indiquée (i**) ; «c en divisant j/ par y , le quotient exprimera le multiplicateur C ^^ JBaaikdé(n«.ai}» . ^ .. . •
- »rf
R' dans lequel le plus fort exposant de x sera moindre que ril On divisera le reste R' par son plus grand commun diviseur monôme^ ce qui donnera un quotient r^ qui n'admettra aucun diviseur monoine. Les coefiiciens des diverses puissances de a? dans / ne contenant qu'une seule lettre j^i on pourra déterminer le plus grand commun diviseur <2' de ces coefficiene ; en divisant r par d' (n^ 27 , ^^), le quotient R, n'admettra aucun, diviseur indépendant dex, ni aucun diviseur monôme. Le plua grand commun diviseur de A' et B' sera le même que celui de B' et R,. La question sera ainsi réduite à chercher le pluSr grand commun diviseur des deux polynômes entiers B', R, ; et comme R| ne contient aucun diviseur indépendant de a; , ^ aucun diviseur monôme j cm, pourra opérer sur B' et R^ comme on vient de le faire sur les polynômes A', V\ ce qui conduira à un reste R'^ ; le plus fort exposant de x dans R'' sera m<Ândre que dans R,. On divisera R'' par son plus grand commun di* viseur monôme , ee qui donnera un quotient r^ ; on déterminera le plus grand commun diviseur cT des coefficiens de x dans r^, et la division de î^ par d'\ fournira un quotient R^ qui n'admettra aucun diviseur indépendant de x, ni aucun diviseur monôme. Le plus grand commun diviseur de A' et B' sera le même que celui de R, et R*. En continuant ces calculs, on parviendra à un reste R indépendant de x. Lorsque R sera nul , le reste précédent sera le plus grand commun diviseur D' de A^ et B^ Quand R ne sera pas nul, les polynonies A', B',, seront premiers entre eux. Le plus grand commun diviseur des polynômes A , B , sera /D^ et le plus grand commun diviseur des polynômes P', P*, sera M^iy.
Exemple. Soient les deux polynômes ,
-f. <5y-*«» — 6^x* -f- 6y«jc« , Pr= 4jr4x«— 4^3*6-- 4jr44p«+4^ijr«—4j'««H-4^«r4-f. 4^x»— 4^«a:».
Pour déterminer le plus grand commun diviseur mononw M des polynômes V^ P", on cherche d'abord les plus grands^ communs diviseurs monômes M', VCj de F et P'' ; on trouve
ék
M' =s6f^^) M'^3s&4^'x' ; U plus grand conimiin diviMur de M' et M" est M^a^x*.
Pour déterminer le plus grand cmnrnan diviseur indépen* dont de X, on divise P' par M^ et F' par M' ; on ordonne Ui quotiens A , B , par rapport aux puissances décroissantes de or, ce qui donne ,
B s:± Cr— I) a:3_(^_,) jp._(^_,) ^^^.(^_ ,)j...
Le plus grand commun diviseur des coefficiens de x dans A est ^' ts&j"^! y et celui des coefBcSens de x dans B est ^"tBxj-^ I. Le plus grand commun diviseur indépendant de X, de A et B, est donc i'tszy'^ i.
On divise A et B par j* — i ^ ce qui donne les quotiens ,
A' = Cr + i)ar3 -f-j-'x* — Cr* +1 ) a? ~jr,
Pova: trouver le plus grand commun diviseur dépendant éc Xf on divise A' par B\ ce qui donne le quotient j"-!*! et le
'teste
Ce reste n'admettant pas de diviseur monôme , on a R^cs /, On détermine le plus grand commun diviseur d' des coeffi* dens de x dans R'^ et Ton trouve c/^sj^-^j'+i. Le quotient de R' par <f est R, = a?* -+" (j^ — >) * — J'-
Le plus grand commun diviseur de A' et B'. étant le mémie que celui de B' et Ri, on divise B^ par R, , ce qui donne le quotient x «-jr, et le reste R=r o. Le plus grand commun d»** viseur de A' et B' est donc
ty=^i=^'+Or-i)x^X==zxix+j)^{x+jr)^(x—i) (x+^). Le plus grand commun diviseur de P" et P* est
M^D' i= ^j-^x^ tr*— I) (ar— i) {x +f).
On tix>uvera de cette manière le plus grand commun divi-*
seur^de deux polynômes quelconques contenant deux lettres; et le principe du n** 27 (3®) /fournira le moyen d'en déduire le plus grand, commun diviseur d'un nombre quelconque de polynômes de cette espèce. On en déduira le plus g^rand commun diviseur, de polj nomes contenant trois lettres^ et ainsi de suite.
On est donc en état de déterminer ^ le plus grand commun diviseur d!un nombre quelconque de poljmomes entiers , quel que soit dailleurs le nombre des lettres contenues dans ces polynômes^
34* Les poljrnomes Af, B\ dont on cherche le plus grand commun diviseur D'^ ne renfermant aucun facteur indépen^-x dant de la lettre x par rapport à laquelle ils sont ordonnés, on, peut calculer D', sans .qu'il soit nécessaire de supprimer successivement les facteurs indépendans de x contenus dans les restes successifs» En effet; dans ce cas , lorsque pour éviter les quotiens fractionnaires , on multiplie des dividendes partiels par, des quantités indépendantes de x y ces multiplications peuvent altérer le plus grand commun diviseur en introdui-*» sant dans les différens restes des facteurs indépendans de X^ non communs à A' et £' ; de sorte que le plus grand commun diviseur de deux restes consécutifs , n'est plus nécessairement le même que celui de A^ et £'. Or, les facteurs , non communs à A' et B', introduits dans les restes , par les multiplications pré-« cédentes , sont nécessairement indépendans de j: , et le plus grand commun diviseur D'y de A' et B', ne saurait admettre aucun facteur indépendant de x. Par conséquent, lorsqu'on parviendra à un reste S qui divisera le reste précédent , on pouvra déduire D' de S, en supprimant les facteurs indépen*dans de x contenus dans S; à cet effet ^ on cherchera le plus grand commun diviseur ^ entre les coefficiens des diverses puissances de x dans S ; le quotient de S par ^, exprimera le plus grand commun diviseur D' de A' et B'.
35. Le procédé que nous avons indiqué (n° 33 , i*^) , pour calculer le plus grand commun diviseur entre des polynômes contenant une seule lettre ^ fournit le moyen de décomposer
unpofynomjeV, fonction de deux lettres, x,jr, en troirfac^ teurs X', Y', A^ ; le i'''' facteur X' est une quantité indépen'^ dante dey qui peut être une fonction de x ^ ou un nombre, ou Vunité; le t.* facteur Y' est une quantité indéperCdante de x qui ne peut être qu une fonction de j, ou F unité. Enfin, le y facteur A!* est une fonction de xet jr qui n^ admet aucun di^ viseur indépendant de l'une des lettres, x, y, et qui peut se réduire à l* unité.
i". Pour calculer lefacteurlfl indépendant de y, on ordonne le polynôme P' par rapport ky ; et comme d'après le principe du n* 2»; (4°) > tout facteur de P' qui ne contient pas y^ doit diviser les coef&ciens des diverses puissances de j^ dans P', on cherche le plus grand commun diviseur entre ces coefficiens ; ce qui n'offre aucune difficulté puisque ces coefficiens ne sauraient contenir que la seule lettre x combinée avec des nombres entiers ; ce plus grand commun diviseur exprime le facteur X' demandé.
2®. Voux déterminer le facteur Y' indépendant de x , on pourrait ordonner P^ par rapport à x ; le plus grand commun diviseur entre les coefficiens des diverses puissances de x dans F y exprimerait le facteur demandé. Mais on parvient plus simplement au même résultat en divisant d'abord P^ par X' ; ce qui donne pour quotient un polynôme entier A'. On a P' =;X'A'. Or, Y' est égal à une fonction dej^, ou à l'unité; et X' est une fonction de la seule lettre x , ou un nombre , ou l'unité ; Y' est donc premier avec X'. Mais , P' étant égal à X'A', le facteur Y' de P' doit diviser le produit X'A' ; il faut donc que Y' divise A' (n® 17 , 4°)« Par conséquent, si l'on ordonne A^ par rapport à a: , le facteur Y', qui est indépendant dej?, devra diviser les coefficiens des diverses puissances de x dans A' (n** 27 , 4^) > ^^ cherchera donc le plus grand commun diviseur de ces coefficiens ; il exprimera le facteur Y' demandé*
3®. Enfin, pour calculer le 3* facteur K^ , fonction de X eXy y on divise A' par Y', le quotient exprime le facteur cherché.
On a, A'=Y'A% P' = X'Â' = X'Y' A^
Le polynôme A' n'admet aucun diviseur indépendant de Tune des lettres x^ x^m aucun diviseui* monôme.
On parviendrait au même résultat en commençaat par la reeberche du facteuï Y'. '
36. La décomposition que nous venons d'indiquer (n® 35) fournit le moyen de simplifier les calculs relatifs à la re^ cherche du plus grand commun diviseur de deux polynômes entiers V, V, qui ne contiennent que deux lettres x,j;k cet effet y on ordonne ces polynômes par rapport à^ ; on cherche le plus grakid commun diviseur X' des coefficiens de j- dans P^, et le plus grand commun diviseur X" des coefficiens de j* dans P*(n«33, O.0ndiviseFparX'etFpar X"(n«27,4''); ce qui donne des quotiens k\V. On a , P' œ X'A', P" =X'B'.
On ordonne A' et B' par rapport aux puissances décroissantes de X. On cherche le f lus grand commun diviseur Y^ des coefficiens de x dans A'> et le plus grand commun diviseur Y" des coefficiens de x dans B'. On divise A' par Y' et B' par Y") ce qui fournit des quotiens A', B", qui n'admettent plus aucun diviseur indépendant de l'une des leUres op , j^, ni aucttu diviseur ndonome. On a>
A'=:Y'A% B^rsY^B"; d'ott P'=:iXTA% P'=X•Y"B^
les polynômes X', X*, ne contenant que la seule lettre ar, il sera facile de trouver leur plus grand commun diviseur X (n® 33 , 1**). On déterminera de même le plus grand commun diviseur Y des pplynomes Y', Y''. On divisera les polynômes X', X*, par X , et les polynômes Y', Y'', par Y ; ce qui donnera des quotiens exacts, j/, x^y^jr". On aura ,
X' = X:«:', X^=:Xa;% r=Yy, Y'^Yf , P'=XYa:yA", V ^XYxyV.
Chacun des facteurs :»:', y, étant premier avec x" et avecy^, les produits ;py, xf'j"^ sont premiers entre eux (n** 17, g*»)* On obtie^dira donc le plus grand commun diviseur des polynômes P\ V\ en multipliant leur facteur commun XY , par le plus grand commun diviseur entre A* et B*'(n° 19).
La question se trouve ainsi réduite à chercher le plus grand
(47) commun diviseur fonction de x et y^ entre deux polynômes A"*, B^t qui n'admettent aucun diviseur iude'pendant de Tane des lettres x^y^ et qui ne sont divisibles par aucun, monôme* Les j^oly nomes A''^ B'', étant ordonnes suivant les puissances décWssantes de x« sont de la forme
et les coefficiens P, Q,.**? S, T, p^ 9vm ^y ^> ^^ peuvent renfermer que la seule lettre jy combinée avec des nombres eor' tiers. Soit m >> 71 ou m es ri. On est conduit à diviser A'' par B"; et comme B" n'admet aucun diviseur indépendant de l'une des lettres, ar, j^, ni aucun diviseur monôme, toute quantité in<dépendante de l'une des lettres x^ y^ ou monôme , sera pre^ mière avec B'' ; on n'altérera donc pas le plus grand commun diviseur en multipliant ou en divisant les dividendes partiels par des quantités indépendantes de Tune des lettres jt, ^, ou par des monômes. Par conséquent , lorsque le i'" terme d'un dividende partiel ne sera pas divisible par le coefficient du i^ terme du diviseur, on pourra rendre la division possible, sans altérer le plus grand commun diviseur, en multipliant ce dividende par une quantité indépendante de a: , comme il a été indiqué (page 33); et l'on pourra supprimer dans les restes, les facteurs indépendans de l'une des lettres x, ^, ainsi que les fsicteurs monômes. En opérant de cette manière, on ne trouvera que des termes entiers au quotient , et l'on {parviendra à un reste R' dans lequel le plus fort exposant de X sera moindre que le plus fort exposant » de jr dans le diviseur B''. Le plus grand commun diviseur cherché Jiera le même que celui des polynômes B% R^
* Pour ramener la question^ à la recherche du plus grand commun diviseur entre deux quantités , qui , comme A" et B% n'admettent aucun diviseur indépendant de Tune des lettres X, j^, ni aucun diviseur monôme , on décompose le reste R' en trois facteurs , par la méthode du n° 35 , ^ observant qi%e R' étant ordonné par rapport à x , il' est pins simple de commencer par la recherche du facteur Yi indépendant de x.
Ainsi, on détermine le plos grand commun diTiseur T| àeé coefficiens de x dans R'; on divise R^ par Y| , on ordonne le quotient Q, par rapport à j-y et l'on détermine le plus grand commun diviseur X, des coefficiens de j- dans Q^ ; on divise Q^ par Xi , et l'on ordonne le quotient R, suivant les puissances décroissantes de x. On a R'=: Y|X(R(. Le facteur Yj est inàé^ pendant de x y le facteur Xi est indépendant de j* , et R, n'admet aucun diviseur indépendant de l'une des lettres x, j'y ni aucun diviseur monôme. Chacun des facteurs Y^ ^ X, , est premier avec B", car B'' n'admet aucun diviseur indépendant de l'une des lettres x , jr; le produit Y,X( est donc premier avec B* (n* 17, 5**) ; le plus grand commun diviseur entre B* et R'=YiX,R, est donc le m^me que celui qui existe entre B' et R, (nOa7, i*^).,
La question se trouve ainsi réduite à chercher le plus grand commun diviseur entre deux polynômes entiers B'', R^ , qui sont d'un degré moindre (par rapport à or) ^ que les polynômes primitifs A", B", et qui n'admettent aucuii diviseur indépen-* dant de l'une des lettres x y jr y ni aucun diviseur monôme. On pourra donc opérer sur B",et R^ comme on vient de le faire sur A'' et B". De cette manière , la division de B" par R, ne fournira que des termes entiers au quotient, et l'on parviendra à un reste R'' d'un degré moindre (par rapport à x) que R,. Le plus grand commun diviseur de A'' et B^ sera le même que celui dCeRi et R''. On décomposera semblablement le reste R' en trois facteurs Y^, X^, R^, et le plus grand commun diviseur des polynômes A'', B'', sera le même que celui des polynômes Ri , Rfl) qni n'admettent aucun diviseur indépendant de Tune des lettres or, ^, ni aucun diviseur monôme. En continuant ces calculs , on n'obtiendra que des termes entiers dans les quotiens , et l'on parviendra à un reste R indépendant de X. Quand R sera nul , le reste précédent , qui contiendra nécessairement X et jTy sera le plus grand commun diviseur D de A' et B''. Lorsque R ne sera pas nul, les polynômes A'', B', seront premiers entre eux (page 36) ; de sorte que D sera égal A l'unité.
Pouf mettre' en évidence le plys grand coinmun diviseur XYD des polynômes P', P", on divise A" et B*par leur plus grand commun diviseur D ; les quotiens A , B , sont premiers entre eux; on a A^sssDA , B^ssDB ; et en substituant ces valeurs de A" et B" dans les expressions XYxyA", XYjcyB", de P' et P" (page 46) , on trouve
F = XYDa:yA, P'^XYDxy'B.
Chacun des facteurs af^ y, A , e'tant premier avec l'un quelconque des facteurs x'^ y" ^ B, les protLûits J?yA, x^B^ sont premiers entre eux (n**- 17 , g*»). Le plus grand commun diviseur de P' et P" est donc XYD (n*» 27 , a").
37. D'après ce qui précède, pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes entiers P',P*, qui contiennent deux lettres x^y^on ordonne ces polynômes par rapport à y. On détermine le plus grand commun diviseur X' des coefficiens de j^ dans P', et le plus grand commun divisent X" des coefficiens dej* dans P" ; on divise P' par X' et P^'par X"; on ordonne les quotiens A^K , suivant les puissances dé*croissantes de x ; on cherche 1q plus grand commun diviseur Y' des coefficiens de x dans A% et le plus grand commun diviseur Y^ des coefficiens de x dans B'. On calcule , le plus grand commun diviseur X des polynômes X',X^, et le plus grand bon^mun diviseur Y des polynômes Y', Y". On divise A' par Y' et B' par Y* ; les quotiens A'^B", n'admettent aucun diviseur indépendant de l'une des lettres jp^, ni aucun diviseur monôme. Le plus grand commun diviseur de F et P" est égal au produit de XY par le plus grand commun diviseur D de A*' et B*. Pour calculer D, on divise A* par B* (on suppose que le plus fort exposant de x dans A" n'est pas moindre que dajçs B"); lorsque dans le cours de cette division , on trouve im dividende partiel N dont le coefficient « du i®"" terme n'est pas divisible •par le coefficient ^du 1*' terme db diviseur B", on évite les quotiens fractionnaires en multipliant Npar^, ou ce qui es^ -plus simple, en multipliant N par le produit Ç des facteurs de* C qui n'entrent pas dans «1 (n** 21). De plus, lorsqu'on aperçoit
(So)
«hua ttft re8t€ un facteur monôme ou un facteur indépendani de . l'une des lettres x^^ on supprime œ facteur. On parvient ainsi à un reste R' dans lequel le plus fort exposant de or est moindre que dans le diyiseur V* On décompose K' en trois facteurs Yj>X,9Ri (n^ 35) ; le i*' facteur ne peut contenir qofe la lettre j*, le a* ne peut contenir que ^r, et Ri est une foné» tion de x eijr qui ne saurait admettre aucun diviseur indépendant de l'une des lettres Xjjr\ ni aucun diviseur monomè. Le plus grand commun diviseur de A'^ etB' est ie même que celui de B' et R, . On opère sur B' fet R, , <îomme on vient de le fiedre sur les polynômes A^^B^ ; ce qui conduit à un reste R' que roii décompose en trois facteurs T^^X* ^R». Le plus grand commun diviseur de A'' et B" est le même que celui de R, et R«. En continuant ces calculs > on parvient à un reste R indépendant Âe j:. Quand R est nul ^ le reste précédent'est le plus grandi commun diviseur D 4e A'' et B''. Quand R ni'est pas nul , let polynômes A" ,B'' , sont premiers entré eux ; de sorte que D est égal à Tunité. Le plus grand commun diviseur de P' et P* cstXYD.
Pour appliquer cette méthode à l'exemple du n* 33 (page 42), on cherche d'abord le plus grand commun diviseur X indépendant dejy des polynômes P^^P', proposés; à cet effet , on. ordonne ces polynômes piar rapport kjr^ce qui donne
P''==^4(x— i)«y+4(x— i)x3j^+4(«--i)^^--4(ar--i)a^^^
On cherche f le plus grand commun diviseur X' des coeffi* ciens de^ dans P', et le plus grand commmi diviseur X'^ des coefficiens de y dans P"; on trouvé
X' = &f(ar — I), X^=4«3(x — I).
LeplttSgrand commun divi9eurdeX'etX'^estX=ai:*(^-^t).
Pour calcukrJepbiégrandeomnmn diviseur Y indépendant de Xf on divise P' pa»r X' et P* par X' ; on ordonne les quotiens A^Wt par rapport aux puissances décroissantes de or, «t * l'on trouvlî»
On détermine le plas grand coimnun diviseur ¥' des céefficiens de x dans A' , et le plus grand ccrnimun diviseur T*. des coefficiensdeor dans B' 9 on trouve Y'=Cy'- 1)7**, ¥"=:(/- 1)^, Le plus grand commun diviseur de Y'et Y"est Y=(j^-^i)^.
Enfin, fonr déterminer le plus grand commun diviseur D^ Jonction de x et jr y on divise A' par Y' et B' par Y' ; ce qui fournit les quo tiens
La question est réduite à calculer le plus grand commun ^visevor D des polynômes A^ ,B"^ qui n'admettent aucun diviseur indépendant de Tune des lettres o:^, ni aucun diviseur monôme. Qndjvise A'^par.B'', ce qui .fournit le quotient jc^ et le reste R'= Ct* +jr + i) x + (y+jr + 0^-
Pour décomposer le reste R' en facteurs , on cherche le plus grand commun diviseur Yi des coefiiciens de x dans R'^ et l'on voit que Yissjr'+J* +1. La division de R' par Y, fournit le quotient Q' =(a:-f-j^). Ce quptient n'admettant pas de diviseur X( indépendant de a:, onaXi?=: i., etR,=iY, (o^+j:). Le plus grand commi^ diviseur de A'' et B'' est le mênie que celui de B'^et Ri , et ce dernier commun diviseur est le même que celui de B"et(a:+^)* On divise B" par j:-f-j*, ce quidoni^e 4e quotient x^jr et le reste R=o. Le plus grand commun diviseur de A* et B* est D = x-f-j*; et le plus grand commua dii^iseur des polynômes P',?", proposés, est
Ce qui s'uccorde avec le résultat obtenu ( page 43 ).
Pour mettre gb évidence le plus grand commun diviseur XYD des polynames F, F', on divise A*' et B" par D ; ce qui donne les quotiens A =r (^-j-r) x+i , B—x-^j:
On divise ensuite les polynômes X%X", par X, et les polynômes Y\ Y", par Y ; ce qui fournit le? quotiens,
En substituant ces valeurs , dans les formules générales r=XYD x'/A, P^œXYD xyB, (page 49), on trouve
Remarque. On peut simplifier ces calculs en cherchant d'abord le plus grand commun diviseur monôme M des polynômes P' P'' ; à cet effet , on détermine les plus grands communs diviseurs monômes M' ,M% des polynômes P',P''. On trouve, M'=6a:*j^,M'' = 4xy.
Le plus^rand commun diviseur de M' et M* est M=2j:'^'. On divise P' parM'etP'parM*,ce qui donne pour quo tiens les polynômes A, B (page 43). On décompose ensuite les polynômes A,B, en facteurs^ par la méthode du n^ 35, et I'ob
trouve X= ar— i , Y=jr ~ i , J)=x+j';^ •
Le plus grand commun diviseur de F et P'' est
UXYD=:i^f (x—i) (jr—i) (x+jr).
2* Exemple. Soient les deux polynômes
4^,ax7^8 — l'uc^yi -4- a4**y* — »4*lr* — "*'r + '^**/>
Le plus grand commun diviseur monôme de P est M'= laxy, et celui de Q est M''=2X. Le plus grand commun diviseur de M' et M" est M = 2j:. De sorte que le plus grand diviseur "monôme commun, à ^ et Q est
Ms= 2ar.
Pour trouver le plus grand commun éUviseur poljmûme de P et Q , on divise P par M' et Q par M" ; les quotiens, ordonnés par rapport à jr, sont
4- a (*• — i) ««r — («» — O^S , — (ax»^5*?— ;c — 6)xjr — 3(x*-har— 3)««.
Le plus grand commun diviseur des coefficiens de y dans P' est X' = a?* '— I , et celui des coefficiens de y dans P^ est. X'' = ^* + ^ — a. Le plus grand commun diviseur de X' et X" est X c= a: — r, ' ^
On divise P' par X' et P*' par X"; les quotiens ordonne's par rapport à x sont
Le plus grand commun diviseur des coefficiens de x dans A,' est Y'=j^* — I , et celui des coefficiens de x dans B'^ est Y"=jr» — aj- — 3. Le plus grand commun diviseur der Y' et
Y''estY = jr+i.
On divise A.' par Y' et B' p^r Y.'^; ce qui. doime les quotiens
A^ssar' — 7.jx^ — J^"J!^+ 2j^j B*== ar'+j-o: — ?j^..
Pour trouver le plus grand commun diviseur de A' et B*,. on divise A* par B", ce qui donne le quotient x — Zy et le reste R' = 4j^* [x — jr) . Le plus grand' commun diviseur de B* et R' étant le même que celui de B" et x — ^, on divise B* par a: — j^ ; ce qui donne le quotient x + a^, et le rjBSte R =£ o. Lé plus grand commun diviseur de A'' et B'' est donc D=a: — jf;. et par suite le plus. grand commun di^is^ur de P et Q est
' MXYPc=aa;(a:~i)(^4:i),(x~jr).:
Si l'on veut mettre ce plus grand commun diviseur en e'vî<^ dence dans P et Q, on observe d'abord que d'après les calculs
ci-dessus, on a P = M'XTA% Q = M''XT'B".
On divise successivement, M' et M" par M, X^ et X" par X, Y' et Y" par Y, et enfin A" et B" par D ; ce qui donne des quo-? liens m', wj', j/> or*, j'^ j^", A et B. On trouve ,
On en déduit , P = MXYDm Vy A , Q = MXYDm* ary B ,
Q=2x(ar— iXj-+x)(a:— j-)X (X + 2) Cr— 3) (x+ 2jr>.
Chacun des facteurs m', 3:', jr'^ A , étant premier avec chacun des facteurs m*, x", j-'', B, les produits niafykj m'aryB, sont premiers entre eux (n* 17, 9"). Le plus grand commun diviseur des polynômes P, Q, est donc
MXYD = 2a:(x — (j- 4- 1) (ar — ^).
38. Pour appliquer la médiode du n® 37 à la rec^erc^e 4u plus grand . commun dis^iseur et un nombre quelconque de poljrnomes PV P% P*,...> contenant deux lettres x, jr, on décompose chacun dé ces polynômes en trois facteurs (n^ 35) ^ et Ton trouve
rsszXl['k% V = X'^'h\ P*=X"T''C",....
On cherche le plus grand commun diviseur X de X', X'^, X*,.«» j et ï« plïw grand commun diviseur Y de Y', Y*, Y*,... ; enfin on calcule , par la méthode du n** 37^ le plus grand commun diviseur D des polynômes A", B'', C, . • . , qui n'admet«» tent aucun diviseur indépendant de l'une des lettres x^ y^ ni aucun diviseur monôme. Le plus grand commua diviseur demandé, de F, P% P^, . . . , est XYD.
On pourra opérer d'une manière analogue, pour c^^lculeir le plus grand commun diviseur d'un nombre quelconque de polynômes contenant trois lettres. Et ainsi de suite.
§ III. Résolution de deux équations numériques à deux inconnues. Théorie de VEUnUnation.
39. Lorsqu'on a plusieurs équations entre plusieurs inconnues, n^^ouJre ces équations, c'est chercher Içs divers systèmes de valeurs des inconnues qui rendent toutes ces équations identiques; chacun de ces systèmes fournit une solution des équations proposées ; et selon que des valeurs substituées pour les inconnue satisfont ou ne satisfont pas à toutes le9 équations proposées, on dit que ces valeurs sont bonnes ou qu'elles sont étrangères.
Nous supposerons que les équations proposées sont numéri* ques et qu'elles ne renferment que des puissances entières positîves des inconnues Xy jr; nous n'admeiir&ns que les valeurs finies des incqnnues,
Quand Fune des deux équations proposées ne renferme
aue l'une des inconnues, Xj y, on obtient toutes les solutions de
ces équations en résolvant des équaîions à une seule inconnue.
Elu .efiEet , toit le tystènie , F {y) =; o , ^ (jr , j*) = o.
Chaque valeur ff de ^ tirée de P (j-) =0 , et substituée dans' /{x^)=siOj donne l'équationà une seule inconnue f{XyÇ)z=zù^ qiii détermine les valeurs de xcorresponâasites S^jrz^Ç.
Exemple. Soit le système,
jr'— 5j- + 6 = 0, a:»— (2J^+ OX + O^+J-— 2) = 0;
La X** équation donne j'=2 et j^==3.
Pour trouver les valeurs de x correspondantes à j^==2,. on fait j^=2 dans la 2® équation ,. ce qui fournit l'équation à une seule inconnue x'* — 5j? -f- 4= ^ > ^^ ^^ déduit a: = i et j7=?4.
On trouvera semblablement que les valeurs de x correspond* dantes kjr^ 3 ,. pont x:^ 2 ktx a=5»
De sorte que les équations proposées admettent les qua^tre solutions ^
4i. Lorsque y les deux inconnues , :f ^ j^, entrant à la fois dans chaque équation , une de ces équations est du premier ou du second de ff ré par rapport à Fune des inconnues, on peut ramener ce cas au précédent, £a effet :
I**. Soient les équations , px — y = o ^ f(x jjr) = o » dans lesquelles p çt q sont des fonctions rationnelles et entières de la seule inconnue j^. La i'^ équation donne x=s^ ^ et la substitution de cette expression de x dans f{x\jr)-=io^ fournit une équation y^-, J" ) = ^> <I^ ^^ renfertne quej^*. Chaque valeur de^, tirée de cette dernière équation et substituée dana l'expression ^ de ^^r, fournit la valeur correspon-»
dante de a:. Les valeurs de x et j'y ainsi déterminées , satisfont nécessairement aux équations proposées.
a*. Soient leséquatianSy.pj:'+?<^'4^'*=^» fi^&y^^^^r
dans lesquelles p^ q, r, sont de& fonctions rationnelles- et QUtières de la seule inconnue jr. La i*^^ équation donne
La substitution de la i** valeur de x dans f{Xypr)^^o^ con« duira à un ré&ultat de la forme Q=P^/5r* — ^r,
dans lequel, P et Q seront des fonctions rationnelles et entières de jr. Pour faire disparaître le radical, on, élèvera les deux membres au quarré ^ ce qui donnera V équation ration^nelle
Q» = P'(^»— 4pr), d'où (i)..Q*— P*(^*— 4pr)=o.
On serait conduit à la même équation en substituant la, 2* valeur de x dans f{Xj j^) =o; car cette a* valeur de x ne différant de la i*^* que par le signe du radical^ le résultat d^
cette substitution serait Q= — P v/y" — ^pr; et en élevant les deux membres au quarré , on parviendrait encore à Téquation (i).
L'équation (i) détermine toutes les valeurs de y qui conviens nent aux équations proposées; car ces valeurs doivent satis* faire à Tune (les équations
Q— P|/5=Il4pr=^^ Q + Pi/y'— 4/?r=o,
et toutes les racines de ces , dejlx dernières équations sont fournies par Téquation
qui se réduit à • '
(i)...Q»-P»(î?' — 4pr)=±o.
Pour trouver la valeur m dex correspondante à une valeur Cde J'y tirée de l'équation (i), on pourrait faire ^=C dans les équations proposées ;/i,^ et r prendraient des valeurs particulières j p'%q\f^ i et a:= « devant satisfaire aux équations j:>'a:' + 5r'j:-4-r'=o,y(a:,C)=o,qui ne renferment que la seule inconnue x , les premiers membres de ces équations devraient admettre. un commun diviseur x — «; de sorte qu'en cherchant le plus grand commun diviseur ç{x) entrejp'ar'+y'x+r^ et f (a:,ff), l'équation ç (a:}=Oy déterminerait toutes les valeurs de X correspondantes à jrzrzÇ,
Mais on peut parvenir plus simplement aux mêmes solu" tions. £n e£fet :
(2) . .x=i-(— ^+ l/^l^) a donné (3) . .Q=P {/q^—Z^pr,
(4)..j:===^(-4^^V^^4^)adonné(5);.Q=-P/i^4^. .
On obtiendra donc toutes les valeurs de or et j- qui conviennent aux équations proposées, en cherchant successivement les solutions de chacun des deux systèmes (2), (3), et (4)9(5)-
On sait d'ailleurs que toutes les bonnes valeurs de jr sont fournies par l'équation (1).
Pour trouTar la valeur a àex^ correspondante à une valeui: Cde x^ tirée de (i), on bitjrxssC dans (3) et dans (5). Si^ = Ct satis&it à (3) et à (5), cette valeur de jr donnera
nécessairement Q=o et l?^q*'^^rxsco) car ^n ajoutant les équations (3) , (5) , menibre à membre ^ on trouve aQc=a o ^ d'où Q=o; et par suite, chacune des relations (3) , (5) , donne
P V^^'— 4/"'=o. Les relations (2), (4)» fourniront les deux bonnes valeurs de x qui coi^spondent à jr :^C.
Sijrz=sQne satisfait qu'à (3), il n'y aura qu'une valeur correspondante de X ; cette valeur sera donnée par la relation (2).
Si j'zssC ne sàtirfait qu'à (5), la valeur correspondante de X sera fournie par la relation (4)*
U résulte de cette discussion, que si l'on se bornait, comme cela paraîtrait naturel , à substituer dans (2) et dans (4) les valeurs dey tirées de (i), on trouverait quelquefois des valeurs de x qui ne conviendraient pas aux équations proposées.
Exemple. Soient les équations , x-- 7jrx^y--r^ o,
La i"donne(6)..j:=j-+V^3^, et (7)..JP=r— V^j^.
En siibstituant successivement ces valeurs de îr, dan$ la 2* équation, on parvient aux équations irrationneUes
qui conduisent à la même équation rationnelle jr^7=jr^
d'où j^'^jrssi o. On en tire ^ = i et jrz= 6.
Pour obtenir la valeur de x çprrespondante à >'=s i , on pourrait faire j*= i dans les premiers membres des équations proposées , ce qui donnerait a?*— ajfaeso, «'-Sj:*^- 3jp-^2=:o ; on chercherait le plus grand commun diviseur entre les premiers inembrès de ces deux dernières éqtiations ; ce commun £ viseur serait rr— 2; et l'équation j:-* 2 ses d, fournirait la valeur xs=a qui correspond à j^=::i. Mais, les bonnes vai*^
leurs d^ x etj*, devant satisfaire au système (6)^(8), ou au système (7), (9), on fera/= i dans (8) et (g);jr=:i satisfait à (8) et ne satisfait pas à (g) ; on trouvera donc la seule valeur dé a: qui correspond àjrzzsi^ en faisant j'=si dans (6); ce qui donnera jr= 2.
On reconnaîtra de tùètne que la valeur de x correspondante àjrr=oestars=:o. Ces valeurs de a? et ^ satisfont à chacun des systèmes {6)>(8)-,et Cj) j(9)-
, Les équations proposées n'admettent donc que les deux solutions j^rrrijarrsa II j*==o,a:=o.
Si Ton substituait la valeur j*= i , dans (6) et (7), on trouverait x=2, j: = o, et les valeurs ^= I, a:=:o,ne conviennent pas aux équations proposées.
4a. Nous allons faire voir que lorsque lès ieux inconnues ^ x^jTy entrant à la fois dans chacune dès deux équations pro^ posées y (i).. A=Oy Bsso, on 71e sait résoudre aùcme de ces équations par rapport à Vune des incormues , ar , j^ , le procédé du plus grand commun dwiseur, appliqué aux poljrnontes fifi^Jimmit le mqjren défaire dépendre la résolution dusjrs*' tème (i), de celle d'un autre système de laform'e^ F (^)=ro, f{^fy)^^o^ Et l'on a vu (n^ 4^) comment on trouve lés sohi'»' tioBs de ce nouveau système.
Pour qu'uïie vialeur ff de j- convienne au système (i) , il faut et il suffit que la substitution de cette valeur de^dans A et B, donne deux fonctions A',B', de x, qui soient réduites à zéro par une même valeur « de a: ; de telle sorte que les polynômes A^,B'; admettent un commun diviseur x — «. Par conséquent, si l'on cherche le plus grand commun diviseur entre les poly-* nomes A,B, ordonnés suivant les puissances décroissantes de Xj et si l'on continue les calculs jusqu'à ce qu'on parvienne au reste R indépendant de :r (ce reste ne peut contenir que la seule inconnue ^)^ en ayant soin d'éviter les quotiens fractionnaires et de t^ supprimer dkvs les restes successifs aucun facteur fonction de jr, toutes les valeurs de jr qui satisfont au système (i) devront réduire R à zéro; car on vient
de voir que' si Ton subfltttue ces bonnes valeurs de y dans A et By les fonctions A',BVy de x, qui résultent de cette substitution , doivent admettre un commun diviseur fonctioix de X, Toutes les bonnes valeurs dey, seront donc déterminées par l'équation à une seule inconnue Rr= o.
Pour obtenir les bonnes valeurs de x correspondantes à une valeur C de j'y tirée de R=o, on pourrait faire jr^^-C dans les polynômes Â^B, et chercher le plus grand commua diviseur ^ (j;). entre les fonctions A%B'^ de x, qui résulteraient d^ cette substitution ; l'équation à une seule inconnue 9 ( jT ) =: o, déterminerait les bonnes valeurs de x correspondantes kjr=^^. Mais nous allons indiquer une méthode plus expéditive. Nous distinguerons deux cas :
i^' Cas. Lorsque dans tout le cours des divisions successives , auxquelles conduit la recherche du plus grand commun diviseur entre les polynômes A, B, le coefficient du i" terme de chaque dividende partiel est divisible par le coefficient du 1" terme du diviseur, et lorsqu'on ne supprime dans les restes successifs aucun facteur fonction de jr , les valeurs de xet^qui satisfont aux équations proposées sont les mêmes que celles qui réduisent deux restes consécutifs quelconques à zéro. En efiet, supposons que les polynômes 'A, B , étant or-^ donnés suivant les puissances décroissantes àe x ^ le plus fort exposant m de a? dans A ne soit pas moindre que le plus fort exposant niex dans B; la division de A par B donnera un quotient entier Q', et un reste R' dans lequel le plus fort exposant n\ àeXy sera moindre que n; la division de B par R^ donnera un quotient entier Q^j et un reste R' dans lequel le plus fort exposant n^^ de x , sera moindre que nf^ En conti-* nuant ainsi à diviser les restes successifs les uns par les autres, on parviendra nécessairement à un reste R indépendant de Xy après un nombre de divisions qui sera tout au plus égal an; car les plus forts exposans n , n'y n", . • . , de x , dans le i" diviseur B et les restes successifs R', K''^..., sont des nombrea entiers positifs qui vont en diminuant ; on aura
A=BQ'-HR', B = R'Q''+R% R'=:R*Q"+R*, ctc^
La i'* identité fait voir que toutes les valeurs finies de x et j*qui réduisent A et B à zéro, rendent R' nul, et que toutes les valeurs finies de x eijy qui réduisent B et R' à zéro , rendent A nul ; car le quotient Q' ne contenant que des puissances positives de x et j" ,' ne saurait devenir^nfini pour des valeurs finies de ces inconnues.
Les solutions du système (i). . . A=: o, B = o ,
sont donc les mêmes que celles du système (2).. . B=o, R'= o.
On verra d'une manière semblable , que d'après l'identité B =s R^Q^'-f-I^^ l^s solutions du système (2) sont les mêmes que celles du système (3). . .R'= o, R"=: o.
£t ainsi de suite-. Ce qui démontre les propriétés énoncées.
Lorsque après avoir e£fectué les calculs précédens , on aura trouvé les deux derniers restes R^ , R , les équations R = o , R, = o , traitées par la méthode du n^ ^o , fourniront toutes les solutions du système (i)...A=o, B = o.
L'équation R = o , ne pouvant contenir que la seule inconnues^, déterminera toutes les valeurs de cette inconnue qui satisfont au système (1) ; et comme elle ne saurait donner des valeurs de j- étrangères à ce système , on 4it par cette dpuble raison que VizszoestV équation finale enjr résultante de 1'^limination de x entre les équations (i).
En général : lorsque noAs dirons qu'une équation ^(^)=o est l'ÉQUATioEr FINALE eu j^ résultante de l'élimination de x entre deux équations (i)... A = o, B=o, renfermant les deux inconnues, x,jr^ nous sous-entendrons que toutes le# valeurs de j" propres à satisfaire au système (i) sont données par l'é* quation ^ {jr) *=: o , que ces valeurs conduisent à toutes les solutions du système (i), et que ^(^) = o ne saurait donner des valeurs àejr étrangères au système (i).
Exemple. Soient les deux équations ,
B = a:'— arx + ( j^— j^j = o,
La division de A par B fournit le quotient entier x ^j\ et
le reste R| s= j? — 9^ ; on divise B par R, , ce qui donne le quotient entier x et le reste R =sjr^ — j*.
Les solutions des équations propose'es sont donc les raèm^ que celles des e'quations a: — 2^ = p , j* — jr^^o.
TJ équation Jitiale eajr estj^ '^jr^= o, ou (^^i)j'z=:o.
On en tire, j"=.i eijr = o ; les valeurs correspondantes de jr, / déduites de « — 2;^ = o , sont x = 2 et x =0 . De sorte que les
équations proposées admettent les deux solutions
jr=I, X=!l II J- = 0, X=.0.
Ce qui s'accorde arec les résultats du n** 4 > (P^S^ %)•
Resiarque. Si Ton éliminait j^ entre les équations proposées, l'équation finale en userait {x — 2) {x — o)=o, ou a:* — 2x=îo. 2* Cas. Lorsque dans la recherche du plus grand commun diviseur entre les premiers membres des équations proposées (ij... A=:=o, B = o,le coefficient du premier terme de chaque dividende partiel n'est pas divisible par le coefficient du 1^' terme du diviseur, on évite les quotiens fractionnaires en multipliant les dividendes par des quantités indépendantes de la lettre x par rapport à laquelle on a ordonné (n** 3i}. Ce3 multiplications introduiront quelquefois des valeurs de jr étrangères au système (i) ^ de sorte que des valeurs de :r etjf qui réduiront deux restes consécutifs à zéro , pourront ne pas convenir au système (i). Mais, si l'on a soin de ne supprimer dans les restes successifs aucun facteur fonction de j^, afin de ne pa^ ôter des valeurs de jf qui substituées dans A et B introduisent un commun diviseur fonction de x entre les fonctions A', B^, de ^, résultantes de ces substitutions, toutes
j les valeurs de x ,^ , qui conviennent au système (i) , réduiront
à* zéro deux restes consécutifs quelconques, Ra, Ra^i. Aiusi, le système Rft=o , Rft^| = Oy fournira quelquefois des va-
I leurs de j* qui ne conviendront pas au système (i)^ mais il dé»
terminera nécessairement toutes les solutions du système (i).
Nous démontrerons d'abord que si dans le cours de la division qui a conduit au reste R' d'un degré moindre , par rapport à x^ que le diviseur B , il a fallu multiplier le diyi-
( 63 ) Aende A et les restes successifs r^r^^ r^^, . .y par des quantités #^ /', i*'y ^*y . • . , indépendantes de jt, pour n'obtenir au quo- .tient que des termes entiers j q^q^j q"y q'^y» » .y la division de Ai'y^'.'i'''. . . , par B conduirait au même reste K et à un autre quotient entier, sans qu'il soit nécessaire , pour éviter les fractions , de multiplier les dividendes par des quantités indépendantes de X,
Par exemple , supposons qu'il faille calculer trois termes au quotient , pour parvenir au reste K ; on aura
La i" égalité donnant k^i^i^" = Bqt''i^+ r^J^", on voit que si Von divise A W J^ par B , le i*' terme du quotient sera l'entier qi^f'j et le reste sera r i^'i"", La a* égalité donnant f^i^=sili4f'i^'' + /i^, la division de r^i^" par B fournira le quotient entier q'i^ et le reste r'^'. Enfin, la 3* égalité /iT" = B/ 4- R', fait voir que la division de r'/" par B donnera le quotient entier q" et le reste R'. De sorte que la division de AM^f par B, fournit le quotient entier.»
•qi'^"+q'f" + q" et le reste K\ Ce qui démontre 1& propriété énoncée.
D'après cette propriété : si l'on désigne par a le produit des .quantités J^f /"% ^", • . . , indépendantes de Xy par fesquelles on a dû multiplier les dividendes partiels pour parvenir au reste R', sans introduire des termes fractionnaires au quotient , la division de Aa par B donnera un quotient enlier Q% et le même reste R' -, on aura donc '
Aa=BQ'-f-R% d'oùR' = Afl — BQ'.
Cette dernière identité démontre que toute solution jr s «^ jrjaaCy dttsystème(t) ...A=o, B±=o, convient au système (2)... B=so, K'zsio; caraucu»edes quantités e/itières,^, Q', ne pouvant devenir infinie quand on y fait :r2=:/t, ^=C, ces valeurs finies de x eijr réduisent nécessairement l'exprès^ .sion, A« — BQ% deR' à. séro.
La réciproque n'est pas généralement vraie : t^nfi solution
:r ïss flt', ^ == C, du système (2) , peut ne pas cons^enirau sys^^ thme (i). £a effet, les valeurs «t\ C, de ^ et j*, substituées dans Aa=BQ'-4*^^9 donnant Aa= o , il peut arriver qu'elles ne réduisent pas A à ze'ro, puisque a étant fonction de \^y l'hypothèse J^=C peut rendre a nul en réduisante zéro l'un des facteurs ^, J", ^, . . . , de û.
Cependant la valeur j's i\ qui réduit à zéro l'un des fac«teurs de a, convient quelquefois au système (i) ; car Ton con— çoit que x'=:A\jr'=zÇ ^ peut réduire A à zéro.
Mais, quand j'=C' ne réduit à zéro aucun des facteurs J^^ y y ^", . . . , de a, la solution a:=at', ^=|^, du système (2) , convient nécessairement au système (1) ; car a n'étant pas nul ^ la relation Aa=o donne A =0. ^
Par conséquent, le système (2). . . B=: o, R'=rk>, détermine non - seulement jtoutes les solutions du système (i). . . A=:o, B=o, mais quelquefois il donne en outredes valeurs de a: et j* qui ne conviennent pas aux équations (i) proposées.
Remarque. Les identités A^= B^+r, r/^=: B/ + /,.••, «démontrent que toute solution x^za^j-^. ^, du système (i)^ réduit aussi à zéro les restes partiels r, /, . . . , qui ont conduit au reste R' d'un degré moindre , par rapport à x^ que le diviseur B ; mais que des valeurs de x et j^ , qui réduisent à zéro deux des restes /, r",..., R', peuvent ne pas convenir au système (i) ; car, par exemple, si a:=:=a*, ^sssS", réduit r et / à zéro , l'identité r^ = By' + r^ prouve que B^' devient nul , ce qui peut avoir lieu sans que B se réduise à zéro , puisque q' peut devenir nul.
£n opérant sur les équations (2) comme on vient de le faire sur les équations (i) , on est conduit à diviser B par R'. Soit b le produit de toutes les quantités y, vS y^. . . 9 indépendantes de X , par lesquelles il a fallu multiplier les dividendes succès-: sifs pour n'obtenir que des termes- entiers au quotient, et pour parvenir au reste R'' d'un degré moindre par rapport à x que le diviseur .^ ; il résuite de ce qui vient d'être démontré (page 6B) ,'que la division de B6 par R' conduirait au' même reste R'' et donnerait un quotient entier Q".
LesideiUîtés Aa=BQ'+R', B6==R'Q"+R% démontrent que toutes les solutions du systè;me (i) .. A=o/B=o, satisfont au système . (3). . . R'= o, R''= o.
La réciproque n'est pas généralement vraie : une solution xssol\j's^C, du système (3), peut ne pas convenir au système (i). Eu effet) les identités précédentes donnant
B*=R'(y+R", Afl^=BAQ' + R'ô,
les valeurs x =*', jr=:^Cj qui réduisent R' et R" à zéro y donneront BAsso, Aabzrzo; ce qui peut avoir lieu sans que A' et B deviennent nuls, puisque j'rix C peut réduire à zéro l'un des facteurs.^, ^\ ^"y. . . , y , y', y\. . . , de a ou de ^.
Cependant, la valeur ^=.C', qui réduit à zéro l'un des facteurs /, ^', ^%i . M >i >% y»* • M convient quelquefois aux équations (i) ; car Ton conçoit que le système des valeurs x:=:m\jrsssCy peut réduire A et fi à zéro.
Maisy 8ij^=iC^ lie réduit à zéro aucun des facteurs ^, ^v * • > y , y% . • . , les produits a^b^ne deviendront pas nuls , et la. solution j:=«,^=^, du système (3) , conviendra nécessairement au système (i) ; car Bb et Aab devenant nuls, il faut que les valeurs x=iei\ jrz^Ç'^ réduisent A et B à zéro.
. En continuant ainsi à diviser les restes successifs les uns par les autres » on verra que toutes les valeurs de a: et^ qui conviennent aux équations (i) proposées, réduisent deux Testes consécutifs quelconques à zéro ; mais que des valeurs x=tt% j'=^', qur réduisent deux restes consécutifs à zéro, peuvent ne pas convenir aux équations ^i) proposées. De plus, la valeHr.j*=C' ne saurait être étrangère au système (i) , que lorsqu'elle réduit à zéro Tune des quantités ^, ^^ ^", . . • , y? 7% y" y • • 9 P^^ lesquelles on a multiplié les dividendes suc* cessifs pour éviter les quotiens fractionnaires. <
Par cpîifséquent : si l'on continue les dii^isions jusqu*à ce qu'on
parvierine au reste R indépendant de x, et si R, désigne le reste
précédent , le sjrstème (4)« • • R = o , R, = o , fournira non^
. seulement toutes les solutions du système (i) . . . A == o, B =; o,
mais quelquefois il donnera en outre des valeurs de x et jr
qui ne conviendront pas aux équations (i) proposées. Unesoiu^ tion x^=.êi,j^=.i' , dusysthme (4) ne saurait ^/re ÉTRANcàRe au système (i), que sijr-=^ réduit à zéro V une des quart-» Htés, t", ^', ^*> . • • > y> y' j y"> • • • ^ p^r lesquelles il a fallu mu/— tiplier les dividendes successif s, pour n'obtenir queues termes entiers dans les quoliensj mais quelquefois, la valeur J^= 6^ qui réduit à zéro Vun des multiplicateurs ^, ^ , J'^..., y>y', y^^-y convient cependant au sjrsthme (i)...A=o, B = o.
D'après ces propriétés, si l'on désigne par ^(j-) =o l'équation finale enjr qui ne donne qufB toutes les valeurs àejr propret à satisfaire au système (i) , le restç R indépendant de x sera généralement le produit de ç (jr) par une quantité entière P * indépendante de x. Lorsque P sera uÂ\ nombre , ou sera l'unité, l'équation R=o ne donnera que les fcbnnes valeurs de j". Lorsque P contiendrai^, l'équation R=o donnera non-seulement toutes les bonnes valeurs de^ , mais en outre' des valeurs de j*, fourmes par l'équation P = o., qui pourront ne pas convenir au système (i).
Remarque. On peut simplifier les calculs précédens en supprimant dans chaque reste le plus grand commun diviseur entre les coefficiens numériques des différens termes de ce peste ^ car les valeurs de xetjr qui réduisent des polynômes à zéro, ne changent pas, quand on divise ces polynômes par des nombres.
4^ D'après les discussions précédentes :
. 1®. Lorsqu'une solution a: =. a', ^ = C' , du système (4)- . . R ss: o , R, = o , est telle que jrz=zC' ne réduit à zéro aucune des quantités /, f\ ^*,..., y, y', y",..., par ^squelles il a fallu multiplier les dividendes successifs pout éviter le» quo tiens fractionnaires, ces valeurs de x et jr réduisent nécessairement à zéro tous les restes , ainsi que A et B ; de sorte que x = m% ^ = ^S ^st une solution du système
2*. Lorsqu'une solution x = m, jrz=:€% du système (4) est telle que j* = »' réduit à zéro l'un des n^ultiplicateurs i^y y, ^"r»'? y> V^ y"v> Ï€s valeurs tt\ C\ de x et y, peu—
( €r ) veut ne pas convenir au système (i) ; et pour d*en aosurer, il ^suffit de faire a: = «', j" = C, dans A et fi.
3". Pour reconnadtre si une solution x-=x.tiy yzsiÇ ^ du sys^ tème (4) j convient au système (i), on fait .j'sssd dans las «uultiplicateurs /, ^^ /*",..., y, y' j y",.*- Quand aucun de. ces multiplicateurs nt devient nul 9 on est certain que dpssm\ .jrzsz C, est une 'solution du système {i). Lorsque ;^= C re'— doit l'un de ces multiplicateurs à zéro, les valeurs xssa^ jrT=:C, peuvent ne pas convenir au système (i), et l'on s'en Assure en faisant x = «% jr = C% dans A^st B.
4^. Lorsqu'aucune des valeurs de jr^ tirées de R == o , ne Téduit à zéro l'un des multiplicateurs ^, #^, i^*",..., v, r', y^v^ les splutious du système (4) sont les mêmes que celles du sys*^ tème ( 1 ) ; de sorte que R t= est Véquationjirude en jr (page 61), <]!es conditions ont nécessairement lieu, quand les' multiplia cateurs ^^ è* , /", • • m V9 y^ 7 % ' • • 9 ^viX des nombres^'ou quand U n'existe aucun commun diviseur fonction de x entre R et l'un quelconque de ces multiplicatetrrs* r/ . • ,
5*. Quand le reste R a un commun ^WlsfeWip{jr)a^ des multiplicateurs/', /', ^%..., yi îJ^'^'j/^..., le système (4) fournit souvent dfs valeurs de x et j"' qui ne conviennent pa< au système (i); car dans ce cas, les 'Valeurs de j^ tirées de 4> {y) r= o , sont des racines de R =: o , et ces valeurs de j^ rë-» duisent à zélro celui des muttiplicatears#,^/',... , y, y^..«, qui a le facteur commun ^\y) avec R«
6". Lorsque te resie R est un nombre y le sj^me (i) naà*met aucune solution^ car toutes les valeurs de jr propres à satisfaire à ce système doivent réduire R à zéro (n^ 4^)*
7^,pnanâ le reste R est identiquement ntil , il existe une infinité de valeurs de jt et ^ qui satisfont au ^ystènae (1). En effet : les^polynoines A, B, admettant alors pour plus gmnd commun diviseur^ le; reste Kj qui précède R, si l'M divise A et B par R, , on ola^âtÉnra des quotiens A', B", qui sercfnt entiers et qui n'auront auccm facteur commun (n*^ 20). On a\«ra A = A'R, , B = B'R, . Or , p€^r qu'un produit àe facteuns êftéiers devienne nul, il\faut etfitstfffSi- que l'un de ses fàcHemm
se, réduise à zéro. Par conséquent : l'ëquation R, =■ o^ foar^ nira une inBnité de solutions du système (i)... A = o, B=o ; ■et les autres solutions des équations (i) seront déterminées par le système (5)... A' = o, B' := o.
Quand le plus [^rand commun diviseur R| de A et B ,' renfermera leà deux inconnues x y jr^ on pourra donner des valeurs arbitraires/À l'une de ces inconnues, l'équation R, =o, qui ne contiendra plus que l'autre inconnue , servira à déterminer les valeurs correspondantes de cette dernière inconnue. Lors^ que Rf ne contiendra que l'inconnue x , l'équation R, = o déterminera un nombre de valeurs de x marqué par le degré de. Ri , et ces valeurs de x satisferont au système (i) quel que soit jr* #
Pour déterminer les solutions du système (5) , on opérera comme si l'on cherchait le plus grand commun diviseur de A' et B', en ayant soin d'éviter les quotiens fractionnaires , et en ne supprimant dans les restes successifs aucun facteur fonction de jr. On parviendra ainsi à un reste r indépendant de x. Ce reste ne sera jamais identiquement nul , car A' et B' sont premiers entre eux. Si r. désigne le reste qui précède r, le système (6). . . r= o , Ti = o , déterminera toutes les solutions des équations (5) , et il pourra donner en outre des valeurs de x et jr étrangères au système (5).
8®. Lorsquune valeur S de jr, tirée rfe R = o, rend nul le reste R| qui précède R^ cela indique que plusieurs valeurs de X peuvent correspondre à jrz=S. Pour obtenir ces valeurs de Xy on observe que les solutions du systèmie (r)*** A=o, B=o, devant réduire tous les restes à zéro , il suffit défaire j-=C dans les restes qui précèdent R,, jusqu'à ce. qu'on parvienne à un reste ^ (x, jr), qui ne se réduise pas à zéro, lorsqu'on jr fait jr =s C; Inéquation ^ (ar, C) = o, fournit les valeurs de x qui peuvent correspondre à ^ = ^.
Si cette valeur C de ^ ne réduit à zéro aucune des quantités i^j i^i J^,..., y> y', y*, etc. , par lesquelles on a multiplié les dividendes successifs pour parvenir au'teste ç {x , j^) ,^sans «dmettre. des quotiens fractionnaires , cha<;^e valeurs de i>
(69) tirée de q> (^, C) = o, combinée avec j- = C, fournira nue solution x=:ct , j-rrrC, du Système (x) ; ce qui déterminera un nombre de solutions des équations (i) marqué parle degr^ de Téquation ^ (a:, C) = o.
Si j-s^C réduit à zéro l'un des multiplicateurs ^, ^,w« > y, y',..., des valeurs correspondantes de a?, tirées de ^(jf,C)=:o, pourront ne pas convenir au système (i) ; on reconnaîtra celles de ces valeurs de x qui , conjointement avec jrz=zS^ conviennent au système (i) , en les substituant dans A et B.
Quand j =^C réduira tous les restés à zéro , ainsi que A et By les équations (i) admettront une infinité de solutions; car A et B contenant alors le facteur commun y — C, la valeur y = C satisfera à ces équations quelque soit x.
Lorsque A e/ B n'admettent aucun commun diviseur fonc" lion de x ou de y, ou de x et jr, le reste R ne peut être identiquement nul ; une valeur ^ == ^, tirée de R = o, peut rendre tous les resles nuls, quel que soit or; mais elle ne saurait réduire A et B à zéro : car si cela arrivait , A et B auraient un commun diviseur y — C; ce qui est contre l'hypothèse. Il n'existe donc qu'un nombre fini de valeurs de x correspon— dantes à y =zC, Le système ( i ) . . . A=3 o , B = o , n'admet donc qu'un nombre fini de solutions.
Réciproquement, lorsque le système (i) n^ admet qu* un nombre fini de solutions, les premiers membres A, B, nepeus^ent avoir aucun commun diviseur fonction de x ou de y^ ou de X et y; car s'il existait un commun diviseur D de cette espèce, entre A et B, l'équation D = o fournirait une infinité de solutions du système (i).
9®. Lorsque, dans le cours des divisions successives, Vun des restes est décomposable en fiacteurs, on peut simplifier les calculs; car les solutions du système (i) réduisant deux restes consécutifs quelconques S , S', à zérp , si l'on sait décomposer; S' en deux facteiprs p, q, on obtiendra toutes, les solutions du système (i), fournies par le système S = o , pq = o , en trai-r tant séparément chacun des deux systèmes plus simples ,
S=:o, p=:o, Il S = o, ^=?o.
( 70 ) lo*: Lorsqu'une valeur C de jr^ tirée de R :== o , réduit t'u» des restes à un nombre , on est certain que cette valeur de jr ne convient pas aux équations proposées, c'e6t*à*dire qu'il ne lui correspond aucune valeur finie de x; car les bonnes va-« leurs de d: et j- doivent réduire tous les restes à zéro. • Par exemple, si l'on parvient aux restes R, = {^*— i)jr+^ + 2, R=y* — I j la valeur ^œsi , tirée de R ~ o , ne conviendra pas aux écpiations qui ont conduit à ces restes, carias i donnant R, = 3 , aucune valeur finie de x ne pourra réduire Ri à aéro. On peut d'ailleurs obsierver que R, = o , donnant
jç =: — *^ , la valeur de x correspondante à j* = i est
JTss-— -^sx-^oQp^ et nous sommes convenus (n* 39) de
o ja'admettre que les valeurs finies des inconnues.
44* 11 ^^ facile de voir que le but dçs calculs du n** 4^ esl de faire dépendra la résolution des équations proposées (i)... A=Oy £ = 0, de celle de deux équations de la forme. F{^)=ro,y(a:,j^)=o. A cet effet, on opère comme s'il s'agi$sait 4e trouver le plus grand commun diviseur de A çt B „avec cette seule différence , qu'on ne suppi^ime dans les restes successifst aucun facteur fonction de^; on continue les calculs jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste R indépendant de as ; le reste R, qui précède R est en général une fonction de» incojuiues, x^jr ;, et le système (2)*.. R=:o, Riss: <^, traité par la méthode du B^ J^Oy sert à déterminer les solutions du système (i).
Quand toutes les divisions s'effectuent sans qu'il soit néces» saire , pour éviter les quotiens fractionnaires , de multiplier des dividendes par des fonctions de jr, les solutions du syistème (2) sont les mêmes que celles du systènte (1), (n' 4*> i^ cas). Lorsque pour éviter les quotiens fractionnaires , oii est obligé de multiplier des dividendes par des fonctions de j^, ces multiplications peuvent introduire dans (2) des valeur» de^a: et^ étrangères à (ï); de sorte que le système (2), qui détermine toujours toutes les solutions du système (x), peut
{ 7* ) donner en outre des valeurs de jr et j^ qui ne satisfont pas aux équations (i)... A = o, B == ô.
Ënfin^ si le toeffitient du i*' terme d'un dividende partiel n'étant pas divisible par le coefficient du i*' ternie du diviseur, 6n effieCtuait directement la divisioû , sans rendre la division possible , en multipliant par une fonction de jr^ on obtiendrait au quotient un terme fractionnaire par rappoH kj\ et si l'on effectuait de cette manière toutes les divisions successives , sans multiplier les dividendes par des fonctions de j^, les quotiens et les restes renfermeraient des termes fractionnaires par rapport à y. Nous allons faire voir que dans^ce cas, le système (12) pourrait encore fournir des valeurs de ir et j" qui ne conviendraient pas au système (i) , mais qu'il a:mverait même quelquefois , que le système (2) ne donnerait pas toutes les solutions du système (1).
Soient r et r deux restes consécutifs d'un rang quelconque ,
et supposons que la division de r par r^, ne puisse pas cou-*
duiré a un reste /, d'un d^ré moindre (par rapport à j;) que
/, sans que le quotient renferme y dans le dénominateur; ce
quotient, fractionnaire par rapport à y^ mais entier par rap-
N porta JT. serait de la forme -r— 7 , et l'on aurait
(3)...r==i!^ + r'';d'où(4)...r''==:r— -Çl.
Une solution a:a=«, jr=C, du système (5)*., r =o,r"=o, pourrait ne pas convenir au système (6)... r=o, r' = o ; car y n ff pouvant réduire ^ (^) à zéro, l'expression (3) de r pourrait se présenter sous la forme indéterminée - ; de sorte que
l'on ignorerait si ces valeurs de 3ùtt y réduisent r à zéro.
Réciproquement, une solution arcs*', j-zr:^, du système (6), pourrait ne pas convenir au système (5); car j^œ V pou« vant réduire 9 {f) à zéro, l'expression (4) de 1^ pourrait se
présenter sous la forme indéterminée ^ ; de sorte qu'on ignp*.
xerait si r^ devient nul.
Les valeurs de j: et^ qui réduiraient deux restes conmé— cutifs à «éro , De seraient donc pas toujours les mêmes que celles qui réduiraient deux autres restes consécutifs à zéro.
Par conséquent , sillon ézdmeUait des quotiensfractionnaires , il arrii^erait quelquefois que des solutions du sjrsthme (a} ne çoTH^iendraient pas au sjr sterne (i) , ef que des solutions du sjrs-^ ieme^i) ne conviendraient pas au sjrsthme (2). Ce qui démontre les propriétés énoncées.
Appliquons cette théorie générale à des exemples
I*'. Exemple. Soient les équations ,
j^=ix^ + 7.jrx^ + ajr{jr — a) ar-4-^* — 4=o> B = a:* + 2^"^ + 27^* — 5^ + a = o,
• La division de A par B donne le quotient x et le reste
R'=er^2)a: + cr*— 4). ' -
Le coefficient i du 1*' tçrme de B n'étant pas divisible par le coefficient^ — 2 du i^' ternie de R', on multiplie B par jr — 2, et l'on divise h{jr — r2) par R' ; le 1" terme du quotien,! est X, et Wreste est r=z(y — 4,X'+4)^+ CT — 2)(2j^* — S^-f 2).
Le coelÉcient j^* — 47^+4 ^'tant divisible par^ — 2 , on divise r par R', ce qui donne le quotient jr — 2 et le reste
. R=Cr— 2)(jr'— 5r+6).
L*équationj^.-^5j + 6=:o, donnant ^=2 et 7*= 3, on a
R=(j-2)Cr-2)Cr-3).
La valeur ^=2, tirée de R?= o, peut ne pas convenir auic équations proposées , A=q, B= 0, car elle réduit à zéro la quantité j* — 2 par laquelle on a multiplié B.
Pour trouver les valeurs de x correspondantes kjr=i2y on fait j* = 2 dans R' ; ce qui réduit R' à zéro. On est donc conduit à faire ^=2 dans B==o (n^ 4^ y 8°)» ce qui donne a;*+4^=^î d*où a:=o et j:=:— 4* Chacun des systèmes
j- = 2,'ap=o||j-=2, a:=— convient aux équations proposées.
La valeur j-s 3, tirée de R= o, conviendra nécessairement aux équations proposées, car elle ne réduit pas à zéro, la quantité J-— 2 par laquelle on a multiplié B (n** 4^, !**)• Pour obtenir la valeur de a: correspondante à j* = 3, on fait j'=3 dans R'= o , ce qui donne a:=:.— 5.
On voit que les équations proposées admettent les trois sojulions distinctes
^3r2,ar=o llj-sajarrs:— 4 ||j'=3,a:=— 5.
On peutsimpli^er les calculs en observant que j^" — 4 ^tai^t le produit de ^-!-2 par ^+a, le reste R' de la division de A par B^ contient le facteur j — 2; de sorte que R' = (j* — ^î(a:+j"4-a); et comme on est parvenu au reste R' sans multiplier le dividende A par une fonction de jr^ on est certain que les solutions des équations proposées sont les mêmes que ctQes des équations , B= 6, R' = o, (n" 4^) ; il suffit donc, pour obtenir ces solutions , de traiter séparément chacun des deux systèmes
B = o, jr — assco II B = o, j:+j- + 2îz=o.
Le i^ système fournit les deux solutions,
J*==2,a:=o 11 j-:te2,x==î— 4.
Pour trouver les solutions du 2* système , on divise B par x+j'+ 2 ; ce qui conduit au reste R=fe^*— 5^-f-6. Leséqua-» tions R = o,ar+j'+2 = o, déterminât les deux solutions j*=2, ar=-=-4 II J^î=3,ar= — 5, des ét^uations proposées^
Enfin , on parvient aux mêmes résultat^ en éliminant jr entre les équations proposées; à cet effet, on ordonne A et B par rapport aux puissances décroissante» de j* 9 ce qui
donne, A=(2a:4-0j*' +^ (^'~^) ^^ + (^ — 4)t B = 2^*4^ (2j:— 5) jr + (.r» + 2).
On divise 2A par B, ce qui conduit au reste
R'sssSt*— (x* + 4a?+ 10).
On divine 5B p«ir R', le 1" terme du quotient est 2^ , et le
( 74 ) rests correspondant est
r' = (aar* + i8r — 5 )j- + 5 («• + 2).
£tifiii>/ ta diyUiôn de 5/ par R' donne le reste
K=zax(x^-^ i3 a:* + 56 a: + 8o).
Les solutions des équations proposées sont les mêmes que celles du système R'ssao, R=o ^ car pour rendre les divisions possibles , il a suffi de multiplier les dividendes par des nombres (n*» 43 , 4«) .
L'équation R=:o , donne a: = o ^x:= — 4 1^='^4 > ^==—5. Les valeurs correspondantes de X9 déduites de R'=o, étant
on retrourre entore les trois solutions distiiMites
j-=2,ar==o ||^=2,x='— 4 ||/ = 3,a: = — 5. • 2* Exemple. Soient les deux équati^is
A = {jr — i)a:*+ 2a:— 5^+3 = 0, ^^jx^'+gx — iq;r = o.
Nous allons donner plusieurs méthodes pour déterminer les solutions de ce systèn^e.
i'^ Méthode. On élin»rne a: entre les équations proposées; à cet effet y on divise Ar par B » ce qui fournit le quotient entier
^~ I , et le reste R' =(9 — 7^)^ + (^r — ^)Jr.
On divise B(^ — 7^') par R'; le i** terme du quotient est j^x y et le reste correspondant est .
Le 1" terme de / n'étant pas divisible par le i" terme de R', on divise r' X (9 — 7J*) par R', ce qui conduit au reste
R = 25j^ *- 70^^* -^ 1 2^^ -+* 4 *4^* — s^^^jr .
Ce reete ayant un commun diviseur; jr^ avec le miiltiplica-
(7S) teroarj" dont on a fait usagé pour rendre là première division possible, le système R = o , R' = o, peut admettre des taleurs de x et jr étrangères aux équations proposées (n<> 43, 5").
L'équation R = o, donne j'sso; cette valeur dej^, substituée dans R' = o , donne â:?=o. La solutioa ;r=o , j*=o , du système R=:o, R' = o, ne convient pas aux équations proposées, car elle ne réduit pas Â à ^éro.
Pour trouver l'équation qui fournit les autres valeurs de jTj on divise R par j-, et l'on égale le quotient à zéro , ce qui donne l'équation
(i). .. aSj-**— ']oj^ — 1267* + 4ï4^— 243=^0,
Le premier membre de l'équation (1) n'ayant pas de fa&« teur commun avec les multiplicateurs jr , g — fjjr , dont on a fait usage pour rendre les divisions possibles , aucune valeur dej" tirée de (1) ne saurait réduire l'un de ces multiplicateurs à zéro ; toutes les valeurs de j^, tirées de (i) , conviendront donc nécessairement aux équations proposées (n^ 4^9 4^)' L'équation (i) est donc l'équation finale Gnjr, résultante de l'élimination de X entre les équations proposées*
L'équation (i) a deux racines commensurables ^ j*$csi, ^= 3 ; et en égalant à zéro le quotient 2i5^* 4- 3o^ «- 8f , du I*' membre de (1) par le produit j** — 4j^'»+ 3 des facteurs r — lyjr — 3 , on trouve que les deux autres racines de l'équation (i) sont
Pour obtenir les valeurs de x correspondantes aux quatre bonnes valeurs de j*, on fait successivement
j'rsi, j-=3,^ = g(— i + V^io), j-=-(— I — ï/,o),
4ans R' = 0; et l'on en dédait le^ valeurs demai^dées,
x=i, j: = a, j:=— 5 — ^.^/lo, *== — 5-|-V^io(*).
a* Méthode. On élimine j^ entre les équations proposées ; h. cet effet , oa ordonne A et B suivant les puissances décrois-* santés de j^ ; ce cpii donne
A=(x^ — 5)^ — (x^ — 2x — 3), B=(ar* — 10)^^+93:.
On divise A (ar* — 10) par.B, ce qui donne le quotient x* — 5 et le reste ,
Ce reste n'ayant aucun facteur commun avec la quantité X* — 10 par laquelle il a fallu multiplier A pour rendre la division possible, les solutions du système (i)...A=o,B=Oy sont les mêmes que celles du système B= o^ r=: o (n* 4^9 4^)«
(*) En faisant^ =: 7(^-1 -4- V^'io) dans R' ;= o, on trouve
aa — yV^io
Pour obtenir une eiprestion de x dont le dcnominateor soit raûoimel, on multiplie le numérateur et le dénominateur par aa H* 7 V^io ; et. en observant que (a -4-V^Â) (« — V^A) = a* — b, on trouve x s= — 5 — V'io.
On verrait de même que ^ = r (— 1— V^io ), substitue' dans R'=:o, donne
Mais cette substitution est inutile, car la a* valeur de^ ne difie'rant de la l's que par le signe de V^io,' la nouvelle valeur de x ne doit différer de la précédente que par le signe de V^io.
En général, pour transformer une Jraction ^ en une fraciiot^
équivalente dont le dénominateur soit rationnel^ il suffit de multiplier le numérateur et le dénominateur par a -r V^^, car
a-^V'b («4-i/*)(fl-:-l/&) «"-^
( 77 ) ■ De sorte que rsso est Téquation finale en x résultante de l'élimination de y entre les équations proposées.
L'équation r = o , donne
x=l, â?=r:2, ap= — ^5 — V^io, x = — S + V^IO.
Les valeurs correspondantes de jf^ déduites de B = Oy sont
j- = i, ^ = 3, ^==§(— i+V^io), j- = g(— I — /lo).
RzVARQUE. On parvient plus simplement à Véquation finale r=o, en égalant les deujc valeurs de j* tirées du système (i).
46. Pour déterminer l'équation qui donne toutes les valeurs de X propres à satisfaire au système f(y) z=zo,p{x,jr):=s:o, il suffit d'éliminer j* entre les équations données ; à cet effet , on ordonne f(y) et ^(j?, jr) par rapport aux puissances décroissantes de y; et l'on continue les calculs du n® 4^ jusqu'à ce qu'on parvienne au reste R indépendant de y. L'équation R=:o, détermine toutes les bonnes valeurs de X) mais lorsque pour éviter les quotiens fractionnaires, on a multiplié des dividendes partiels par des fonctions de Xy l'équation R=o peut donner en outre des valeurs de x qui ne conviennent pas aux équations proposées.
Exemple. Soient les équations
On ordonne A et B suivant les puissances décroissantes dej^; ce qui donne
Az=^»+(i — ^y + {x* — ar— a), B=j^ — 5y + 6.
La division de A par B , fournit le quotient + > et le reste
R' = 2(3 — ar)^4-(ar* — ar — 8).
On divise a (3 — ar)B, par R' ; le i*' terme du quotient est ^y , et le resteest
/=: ( — x^+ II*— 22)^-+ 12(3 — a:).
s\ 27*+ 1 divise R, la valeur j- =-^ - tirée de ^jr + i := o ,devra re'duire R à zéro , et l'équation
ne saurait admettre une racine fractionnaire . Il résulte
du principe du n® 4^ (4°) > 4^^ toutes les valeurs de j^ tirées de R = o, conviennent au système (x) ; de sorte que Véqua— tion finale en ^ est R = o. Cette équation donne j" = o , J'= i y ys=s, — I, j'= — 2; et en substituant successivement cea bonnes valeurs de^, dans l'équation r'=Oy on trouve que les valeurs correspondantes de x sont — i , o ^ -f~ ^ » ^^ +J •
Remarque. La propriété du n*' 43 (9^) 9 fournit le moyen de simplifier le calcul précédent. En efiet ; la division de (27'-)-i)B par r^ a donné le reste
'• = (4r + 3r — i)*+(ar+i)Cr'-i).
Or, ^^ — 1 = (^ + i) (^ — i) ; et il est facile de voir que r admet le facteur jr + i de ^*— i , car ^ = —1 réduit
4j'' + 3^ — ' ^ ^^^^ i 1® quotient de 4^**4- ^y — i par j'+i éUnt 4^—1 , on voit que r={^+i)f (4^-i)x+(aj-4.i)(^-i) }.
Toutes les solutions du système (i)... A:;= o, B = o, sont fournies par le système r^ = o , r = o ; et pour obtenir les solutions de ce dernier système , il suffit de traiter séparément chacun des deux systèmes
(2)...i^=o, j-4-i:=o, Jl (3).../=o, (4^-i)x4-(^^+0Cr-0=o-
L'équation ^+1 = donne j' = — i , et la substitution de cette valeur de y dans r' = o donne a: = 2. La valeur ^ ==— I ne réduisant pas à zéro la quantité 2^^-1-1 par laquelle il a fallu, multiplier le dividende B, pour éviter les ^ fractions, la solution ^;=-- i, x = 2,du système (2), con-. vient nécessairement au système (i) , (n^ 4^ > '^)*
Pour déterminer les solutions du. système (3), on divise (4j<'_ i) r' par {^jr — i)x + (2^-4- CT — 1) , ce qui con-
(8« ) duit au reste
R=Cr— 0{(ar4-«)* + (4^~0} = 4^Cr— OCr+a)-
• L'équation R = o, donne ^=o, ^=1, ^ = — 2. Leé valeurs correspondantes de x , déduites de / = o^ sont — i ^ o , -|- I ; et comme aucune de ces valeurs de y ne réduit à zéro l'un des mulliplicateurs 2j* -|- i , 4 J* *"' i > dont on a fait usage pour rendre les divisions possibles , les trois solutions du système (3) conviennent nécessairement au système (i). £n général, lorsque k étant le produit de m facteurs du 1*' degré de la forme ax-^bjr+ c, B est le produit de n facteurs de la même forme, les équations (i)...A=o, B = 0| qui sont respectivement du m»^"** et du n^^"*' degré, admets tent mn solutions communes au plus; car, en égalant à zéro l'un quelconque des m facteurs de A et l'un quelconque des n facteurs de B, les deux équations du i" degré qui en résultent fournissent une solution du système (i). Quand chacun des mn systèmes d'équations du 1^ degré , ainsi formé, est possible et déterminé , on obtient mn solutions des équations (i). Quand plusieurs de ces systèmes deviennent contradictoires, le nombre m>n des solutions diminue d'autant d'unités qu'il y a de systèmes contradictoires. Si tous les systèmes d'équations du 1^' degré sont incompatibles, les équations (1) n'admettent pas de solutions communes. Enfin , lorsque l'un de ces systèmes devient indéterminé, A et B ont un facteur commun, et les équations (i) admettent une infinité de solutions. Par conséquent, si l'on élimine l'une des inconnues Xy jr^ entre les équations (i) , l'équation finale sera du degré mn, ou d'un degré moindre que mn , ou cette équation deviendra absurde (c'est-à-dire qu'elle conduira à l'égalité d'un nombre à zéro) ; enfin , l'équation finale pourra devenir identique.
48. La méthode qui a été donnée (n^ 35) pour décomposer un polynôme, fonction de x et j-, en trois facteurs f(x)j' 9{X)9 ^(^> J')^ fpumit le moyen de simplifier les calculs relatifs à la recherche des solutions du système de deux équa» lions P' = o, F" = o, entre deux inconnues x et y. Ontlécom-'
pose chacun des polynômes P^, P'', en trois facteurs , ce qui
conduit à des e'quations
•(i)...P'=XYDaryA = o, P" = XYDjry B = o , (page 49),
d^QS lesquelles X , x' et j::* ne peuvent contenir que la seule inconnue x \Yy y tt jr" ne eontiennenf que j^; D, A et B, contiennent xetjri chacune des quantités j/, y^ A, est pre-* mière avec l'une quelconque des quantités xf, y ^ B ; de sorte quç le plus grand commun diviseur de Y et P^ eât XYD. Les polynômes A, B, qui sont premiers entre eux, n'admettent aucun diviser indépendant de l'une des inconnues Xy y ^ ni aucun^diviseur monôme.
Un produit de facteur^ entiers étant nul , lorsque l'un de ses facteurs se réduit à zéro , on obtiendra des solutions du système (1) en égalant successivement à zéro l'un quelconque des facteurs de F, et l'un des facteurs de P" ; les deux équations résultantes fourniront des solutions du système (i). L'en-* semble de ces solutions déterminera toutes les valeurs des inconnues Xy jr^ qui satisfont aux équations (i) proposées ; car on conçoit qu'un produit ne peut devenir nul que lorsqu'un de ses facteurs se rédmt à zéro.
Discutons ces différens systèmes d'équations.
I®. On satisfait aux équations (i) en égalant à zéro l'Un quelconque des facteurs X, Y, D, communs à F et P.
L'équation X =3 o ne contenant que l'inconnue x^ détermine un nombre limite de valeurs de x» avec chacune desquelles on peut conlbiner des valeurs arbitraires de jr. De sorte que x est déterminé, tandis que jr reste entièrement indéterminé.
L'équation Y'^^ o , détermine jr ; et « reste arbitraire.
Enfin , l'équation D ss , contenant x et jTj on peut donner des valeurs quelconques à ;t ou à ^ ; l'équation résultante, ne renfermant plus que l'autre inconnue , fournit les valeurs cor» respondantes de cette dernière inconnue.
Ainsi, chacune des équations X=s: o, Y= 0, Dsiro, détermine une infinité de solutions des équations (4) , et l'on obtient c:es solutions en résolvant des .équations à. une seule inconnue.
' 2^ Les aatres manières de satisfaire aux équations prO* posées consistent à égaler à zéro , en même temps , Fun âeé facteurs sif^ y' ^ A , de P', et l'un des facteurs x", j^*, B , de P* j ee qui fournit neuf systèmes.
Or, aucune taleur de :r ne daurait satisfaire au système «^ ns o, jp"=3 o ; car si J? =£= « réduisait â/ et a:* à zéro , ces dieUx fonctions de x teraieht divisibles par x -^ « ; ce qui ne peut avoir lieu , puisque x' et x'* sont premiers entre eux.
Par une raison semblable, lé système jr' = o, y=o, h'admet aucune solution.
Il ne reste donc que les sept systèmes possibles,
Af'ss d
iir-'::
B SS
Dans te i^ système, a/= o,.. j:*:=:; o, chacune des valeufs de j?, tirées de l'équation à une seule inconnue j:'= o, peut se cokibiner avec Tune quelconque dés valeurs de ^ tirées de IVq^uation à un^e seule inconnue x"^ o*
Par une raison semblable, on obtiendra- les solutions du> a* système, y =t:o, x"=Oy ep eombinant chftcune des valeurs de jr tirées de l'équatioi» y .=$= o> avec chacune dea vate^urs de 3f tirées de x" = o. .
• Dans WB^iÊjnitkme, a^.x=iO^ B as e>, la i^ équatioii , né con-^ ieBfmi que la seule incoiiiiiie »f donnera un nombre limité de valeurs de cette inconnue, et cbatiUtie de ces valeurs, $ubs<* tituée dans B=^ o,..foumira une équation en j* d'où Ton tirera les valeurs correspondantes de j*.
On voit semblablement que chacun des trois systèmes
yî=o, B = o||a:'' = o, Ats=o||^* = o, A=:o,
fournit Un nombre limité de valeurs des iticonnues x^ y ^ et que Ton obtient ces valeurs en résolvant des équations à une seule inconnue.
f 1 ûe re^e donc c(û'à traitetle sys^me{^.., A3&:o, Barro,. dans lequel A et B dont de« fonctions A^ x ^\.y qui n'ad?-^
inettent aucun facteur commun. Pour éliminer x entre les équations (2), on ordonne les polynômes A, B, par rap-r port aux puissances décroissantes de J? , et en supposant que le plus fort exposant de x dans A ne soit pas moindre que dans B , on divise A par B ; dans tout le cours de cette division , on évite les fractions en multipliant par des fonctions convenables àejr (page 62) ; si a désigne le produit de toutes les quantités par lesquelles il a fallu multiplier les dividendes successifs pour parvenir à un reste K' d'un degré moindre par rapport à x que le diviseur B , la division de Aa par B fournirait un quotient entier Q' et le même reste R' (page 63). On aura, Aa=BQ' -f R^
On prouvera , comme dans le n® 4^ y V^ ^^ système (3). • • B = Oy R' = o , contient non^seulement toutes les solutions du système (2) , mais que souvent il donne en outre des valeurs de x et y qui ne conviennent pas aux équations (2). . . A s= o , B = o.
Pour déterminer les solutions du système (3) , on décompose le reste R' en trois facteurs T,, X,, R,, (n* 35); de sorte
que R' = y,xX,XR,.
Le facteur Y, ne peut contenir que la seule inconnue jTj et X| ne peut contenir que la seule inconnue x ; le facteur R^ est une fonction de x et jr qui n'admet aucun diviseur indépendant de l'une des inconnues x, j*. On obtiendra les solutions du système (3) en cherchant successivement les diverses solutions des trois systèmes
Bs=o, Y,=oi|B = o, X,=o(|B=o, R,r=o.
Dans le i^ système » l'équation à une seule inconnue Yjtrro fournira des valeurs de j^ , et en les substituant successivement dans B = o , l'équation en x , qui résultera de cette substitution , fournira les valeurs correspondantes de jt. On trouvera de cette manière toutes les solutions du système
On déterminera semblablement les solutions du 2' système, X(S3 0, B = o , en résolvant des équations à une inconnue.
Eiifiû, pour calculer. les solutions du 3* système ^B:=sio^ R, =z o , on divisera B par R^ , et Ton évitera les quotiens fractionnaires en multipliant les dividendes par des fonctions convenables dejr (page 6a) ; si b représente le produit de toutes les quantités par lesquelles il a fallu multiplier les dividendes successifs , pour n'obtenir que des termes entiers au quotient et pour parvenir au reste R'.d'un d«gië moindre (par rapport à x) que R, , la division de Bb par R, fournira un quotient entier Q" et le même reste R"^('page 63). On aura.
Le système (4)...R, = o^ R"=;=o^. fournira toutçs les solutions du 3* système ^ et quelquefois il donnera en outre des valeurs de x etjr qui ne conviendront pas à ce 3* système.
On décomposera R*' en trois facteurs Y» , X» , R» , et Ton obtiendra les solutions du système (4) en cherchant successivement les diverses solutions dé chacun des troià systèmes
R,=o^ Y4 = o||R, = a, X»=ojIR, = o, R»=o. .
. Efù continuant ces calculs , on parviendra à, un reste R in-^ dé||endant de a;.
lie plus grand commun diviseur de A et B sera le même que celui de deui^ restes consécutifs, quelconques (n® 3a) ; et comité les polynômes A , B , sont premiers entre eux , il n'existera jamais de facteur commun entre deux restes consécutifs. Par conséquent,, le reste R ne sera jamais identiquement nul, et te système . Ci). n'admettra qu'un, npmbre fini de solutions (n*»43:, 8").., i^ £x|:])iPL£. Soient:
En opérant comme dans le d? 35 , on trouvera
X = 2(ar— i)a:', a:' = 3, x^=.,2Xy
Y=Cr— i)jr^, y=J'7 ^""=1, J) = x + jr, A = Cr4-i)ar+i, B = x — jT;.
(•6) Les f(MmnlM >(i) . . . F =: XYBjeyA, P» as XYlktyB , donnerait
'X'éqaation X = o donne x=so et x=i. Chacune de ces valeurs de x sadsfa^f yi système (i). . . F = o, P* ss o, quel que soit j^.
L'équation T = o donne jrs^oetjrszi. Chacune de ces valeurs de jr satisfait au système (i) quel que soit x.
L'équation D = o donnant jr = — jr^ chaque valeur arbitraire de jr fournit une valeur correspondante de x.
Les nombres ^ et j^ ne pouvant pas se réduire à zéro ^ les
systèmes a:'=09 ^"sr: o jj x' = o , B=:o (1 j^'=o, A=o,
n'admettent aucune solution.
Chacun des systèmes ^z=o, x" ^=i o \\ jr z=z o ^ Bso, donne jr=zOj x = o.
Le système x'ss o , A = o , n'admet aucune solution finie, carx*=s5 donne x^=iù et A= i.
Enfin le système A = o , B s= o , fournit les deux solutions
Le système (i) n'admet pas d'autres solutions.
a' Exemple. Soient les équations (i)... Ps=o, Q==0) dans lesquelles P et Q pnt les valeurs indiquées ( page Si ). Si l'on décompose P et Q en facteurs , par l'une quelconque des méthodes du n® 87 y on trouvera ( page 54) ,
Pour calculer toutes les solutions du sjrsteme (i), on égalera successivement à zéro l'un quelconque des facteurs de P et de Q. Ce qui conduira aux résultats suivans s
t^ Ji'éqnation a (a: -^ i) :jt:a, dQUe xtia^Oy x:±s t.
€es yaleun de x satisfont aa éystime (i), quél ^é sôit ^.
a^. ^-f- I s^o donna jrtsï*^i. Oetia talaur de ^ «itisfait au système (i) , quel cpie «oit x. '
S"". La relation «-«-j-sso, admet nne infinité de valeurs de X et j-, qui ^i^tisibnt au j^ystème (f)<
Telles sont les solutions fournies par l'égalitë à zéto àa plus grand commun diviseur de P et Q«
4'. ar+i = o, ^ — 3=30, donne a:=±— i, ytaeS.
. 5*. â9-f-i«=0| x-4^^yiî£ù^ donne * tis — i , ^ = -* 6^. ^ ==i o , a? + 2 =s= o , donne j^ ±fe o , a: = — a, ^•- j^=iO, a?4"V=^<>> dowùc ^'ttào, a?=i±ro.
8". j- — 1 = 0, j:-f-2 = o, donne j^stei, ar=c — ji. 9®. ^— 1 = 0, x + V=^®> donne ^==i, x = »*-a. lo". a:-f^2 = o, X* — j^x-— aj^'sso, donne
ïi«. j- — 3 = o, X* — j'a: — 2j^ = o ,' donne jtœS, arssaÇ ||y=3, x = ^3.
12®. Enfin , pour trouver les solutions fournies par le système x* — jrx — ^x* =o» ar + 2j^=o,
on divise or* — •j<-A:*-îy^*pW^-f.q7',cequitondUitaureste4/''« Les solutions demandées sont de'terminées par le système 4^»stt0j jc + i)r-±6, qui dOhne j^ ±i= , X:=^o.
Le système (i) n'admet pas dVntres solntiônd.
Pour résoudre trois équations
(i).,,Pa=o, (2)...Q±=o, (3)...R = o,
fui t^njhrmerù avis inconnues x, y , t^ ùù âlmitie snc-> cessivement js entre (i), (i), et (i) , (3); tela cotiduit à deux équations (4)..-F(ar, j^)£=eô, f(X^ j^):i=:o, qui servent a déterminer x et y. L'élimination ' de x entre les équations (4) conduit à Une équation (^ . . . 4> [y) ^t= d, qui donne toutes les valeurs de y. Soit C nue de ces valeurs \
on fiut jr = C.éàns F(jp,j^) ttf{Xjjr)\ on cherche le plus grand commuki diviseur X, des résultats F(â?, C), f{xj C) ; l'équation X = o , fournit les valeurs de x correspondantes k. j^ = C ; si « désigne une valeur de x tirée de X = o , Tune des solutions des équations (4) est x = «, j*=s C. La sul^stitution. de ces valeurs de x etjr^ dans P, Q, R y fournit trois fonctions de z ; on cherche le plus grand commun diviseur Z de ces fonctions de z ; l'équation Z =: o détermine les valeurs de z correspondantes à âr = «y j^=C.
Exemple. Soient les trois équations (i).,.*+j^+s— 6=0, (a)...z»— x^^j^— 4=0, (3)... z^ + xjr — x* — 7= o.
L'élimination de z entre (i) , (2) , et entre (i) , (3) , donne
(4) . . . Cr — 6) j?— 6/ + 1 6 = o , 3Cr — 4)^ +j^»— 1 2r+ 29 = o .
Éliminant x entre ces deux dernières équations / il vient
L'équation (5) donne ,
Lés valeurs correspondantes de x , déduites de (4) > sont a: = >, a: = ^ (7 :?: 6 v/73 ).
Et en substituant ces valeurs de o: et j^ dans (i), on trouve que les valeurs correspondantes de z sont,
Les sigiies supérieurs se correspondent , ainsi que les signet inijérieurs. De sorte que le système des équations (i) , (2>, (3) ; proposées , admet trois solutions '
En général: la résolution de n équations d'un degré quelcqnque entre n inconnues, conduit à. des équations dans diacune desquelles il n'entre qu'une seule inconnue.
(89) Résolution des équations irrationnelles.
5o. Lorsque les inconnues entrent sous des. radicaux, féLixiNATioN donne le mojren de calculer les équations rationnelles qui déterminent les valeurs de ces inconnues) à cet effet , on égale chaque radical à une nouvelle inconnue ; on fait ensuite 4isparattre>les radicaux; ce qui fournit des équations ration* nelles antre. les inconnues. primitives et les nouvelles inconnues ; l'élimination de ces nouvelles inconnues conduit à des équations, rationnelles entre les inconnues primitives , et nous avons vu comment on résout ces dernières équations. '
1** Exemple. Soit l'équation (i) . . . \/x + \/x — 5 = 5.
On fait \/x = jy et {/x — 5 = z; d'où,
(a)... j'+zssS, (3)\..jr^ = Xy (4).. . «•=ar — 5.
Pour obtenir V équation finale en or , il suffit d'éliminer jr etz entre (2), (3), (4); à cet effet, on remplace d'abord y par sa valeur 5 — 2, tirée de (2); Téquation (3) devient (5) . . . z* — 10^ + aS — j: = o ; Télimination de z entre (4) et (5) conduit à diviser z* — loz -f- (26 — x) par z' — {x — 5) ; ce qui donne le quotient -4- 1 et le reste — 10 (z — 2) ; on divise z* — (jT — 5) par z — 2 , et le reste indépendant de z étant — X + 9 , l'équation finale demandée est — a: + 9 = o ; d'où a: = 9. Cette valeur de x satisfait à l'équation (i).
Remarque. Le seul moyen de rendre l'équation (i) ration* nelle , est de faire disparaître les radicaux en les élevant au quarré ; ce qui fait disparaître le double signe dont la valeur de chaque radical doit être affectée ; chacune des équations ,
conduirait donc à la même valeur ^ =9 ; et cependant, en ne prenant que la valeur arithmétique de chaque radical , la va-^ leur X = 9 ne satisfait à aucune des équations (6).
£n général , lorsqu'on fait disparaître les radicaux contenus dans des équations, les valeurs des inconnues, tirées des équa-
(go)
lions rationnelles qui en résultent, peuvent ne convenir qu'à certaines combinaisoûs des diverses valeurs dont ces radicaux sont susceptibles, %* ExtaiPLE. Soient le* équations ,
On fait, v/«=ssj;, ^x — '»*=<> V^^+Sttv, vO^+aatM ;d'ou^
(3)... «*aa4?, (4)... e»aa^— I, (5).. . l'^riîcr + S, (6)... tt»aï:jr-f*îl, (7)... jg + l=i , (8).. . 1^ — M= I.
Pour obtenir les deux équations rationnelles qui déterminent les valeurs des inconnues x, jr^ il suffit d'éliminer Zy ty V eiUy entre lel équations (3), (4)» (5), (6), (7)) (8); à cet e£fety on élimine successivement les inconnues z ,/, entre (3) , (4) t (7) y et les inconnues VjUj entre (5) , (6) , (8) , ce qui conduit aux équations demandées y
(10). ,. X*— 2(jr — 5) a:4-(^*— 14^+17) = 0.
Si l'on élimine ;r entre les équations (9) et (10) ^ par la mé** tbode du n® 4^^ ^^ deux derniers restes seront
Et comme on est parvenu à ces restes, sans multiplier lés dividendes par des fonctions dej^, les solutions du système (9} et (10) sont les mêmes que celles du système R = é , R, = o. Les solutions de ce dernier système sont
{ll)...jrcz2.
Le système (i 1) donne une solution arithmétique des équations (1) et (2) proposées.
Le système (12) cOnvieitit aux équatioms
Remarque. Les autres systèmes , que Ton déduirait des équa-* tions (i) et (2) eu changeant les signes des radicaux , n'admet— traient aucune solution aritlimctiqne.
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