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ÉQUATION DE LAPLACE EXEMPLES. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
Pi •
Enfin y soit f/ (fj) la valeur de rattraction qu'exerce le point P^ ^ sur le point M. Les composantes de cette attraction sont :
1. Définition du potentiel en général. — Soit un point mobile M attiré par n points fixes P,, Pj,..., Pn. (fig- !)• Désignons par X, y, z les coordonnées du point M, par aj, bj, Ci celles du point P|, et par fj la distance MPj. Cette distance est donnée par la relation :
,f=(x-aO^+(y-b,)'+(/-cO^
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POTENTIEL LOGARITHMIQUE
L'expression du potentiel est donc :
et celle des composantes de l'attraction :
S'il n*y a qu'un point attirant et si sa masse est égale à 1, les expressions précédentes deviennent :
v=.JL,
3. Potentiel logarithmique. — On appelle ainsi le potentiel obtenu en supposant que l'attraction varie en raison inverse de la distance. On a donc :
r. désignant une constante.
On en déduit sans peine les formules suivantes :
V^^mlog-^,
dV v^ a — X
X' ^^V VI b — V
Oz .Zj r^
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Remarque. — Supposons que le poîiilM s'éloigne incléfinimenl,
> — tendra vers 0. Au contraire, 7 ni lojr—^ tendra vers — x-
Ainsi Ton peut dire qu'à l'infini le potentiel newtonicn s'annule, au lieu que le potentiel logarithmique est égal à — x .
VV (W D-V
T-Tf T-r»^ T^i du potentiel newtonien en un i)oint distinct des Ox- Ov Oz"
points attirants.
^aVn/"-^^ -\
Ox^ ' /j r* Zj r^
«V-^V .,\ri ih — V- \^ m
O'V ,)\^ (c — zV- Y^ m
Oz^ ^^ r* ^^ r*^
Ajoutons ces trois relations membre k membre et appelons, suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées secondes que nous venons de calculer ; il vient :
Le potentiel ne\vtonicn satisfait donc, dans l'espace à trois dimensions y à ràfjnation de Laplace AV= en tout point distinct des points attirants.
Pareillement, le potentiel logarithmit/ue satisfait, dans le /)lan,
à r équation de Laplace-^— -^ ~^ S".r^^^ ^^ V^' ''^" écrit encore AV =0. On a en effet pour ce potentiel :
Ox* Z_J r* Zj r'
;^=2y„,iJirLy)i_y
dy» Zj
yi m
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Ajoutons membre à membre en remarquant que
(a — X)» + (b — jf = r\ nous aurons :
On peut, (le même, définir, dans l'espace à n dimensions, un potentiel analogue au potentiel newtonien dans l'espace à trois dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons XpX,,...x„ les coordonnées d*un point de Tespace à n dimensions ; le potentiel en question sera une fonction V de n variables satisfaisant h Téquation :
^\^' ' Ox,* dx„^
qui est la généralisation de Téquation de Laplace. Le potentiel
ainsi obtenu correspond à une attraction proportionnelle à — ^^^ ;
r désigne toujours la distance du point attiré (x,, x,,..., x„) à un point attirant (a^,a,,..., a^) et est donné par Tcxpression :
5. Limites supérieures des dérivées de — . — Avant d'aller plus loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelquesunes des dérivées de — . Ces limites supérieures nous seront utiles dans la suite. On a :
dx r
Kl)
dx* i' r'
Ail— IX (»— x)' n a — X ox' r' r'
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et (les formules analogues pour les dérivées en y et en z. On conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes :
et ainsi de suite.
6. Potentiel des corps continus. — Jus(|u'ici nous n'avons considéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant des distributions continues de niasses attirantes ; il v en a de trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur action sur un point M (x, y,z) portant l'unité de masse et définir un potentiel. Nous envisagerons d'abord le cas où le point M est cxlcrieur aux niasses agissantes, c'est-à-dire tel qu'on puisse entourer ce point d'une surface fermée de dimensions finies ne contenant aucune des masses considérées.
l" Volumes attiranls, — Soit un tel volume ; appelons Jig. 2
dT', un élément de ce volume;
I:i composante relative au volume tout entier est
les deux autres composantes sont de même :
Y^ / • ;.*'dT'!y' — y)
/^ jx'dT' z' 7.)
et le potentiel :
a'dT'
les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, Z sont des fonctions de x, y, z.
Calculons les dérivées du premier ordre de V. Montrons qu'il sutYit, pour les obtenir, de différenlier la fonction qui est sous le et d'écrire par exemple :
Posons en effet :
On a
V =j af x,y, z) dT.
Par définition :
—- — = lini-j— / (aT(x + h, y, z) lW — / ;jlT .x, y, z) cIt , quand h tend vers 0, ce qui donne :
(2) -|^ =lim/Vrf'x:;x) + -|^r;'{.v + fll.)]ch'0<^< 1.
11 est facile de voir que :
h finT^i i\ + Oh, y, z) (k', tend vers avec li; car, en vertu des inégalités 'l\ on a :
fV (x + Oh, y, z)
r désignant la distance au point x', y', z' du point M" qui a pour coordonnées x + Oh, y, z (fig. 2]. Or, quel que soit le point x', y', z', r est inférieur à M" Q, Q désignant le point du volume le plus rapproché du point M". Bref on a :
f;«(x+Oh,y,z)
De plus, lorsque h tend vers zéro, M" tend vers M et M"Q tend vers une limite difjërenlc de zéro, puisque M est extérieur au volume attirant; donc le produit :
hr;«(x + 6h,y, z),
tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation ,2:, on a :
«■ f f Ht)
ce qui démontre la proposition annoncée.
Kemplaçons maintenant par sa valeur, -rr— prend huormc
ON r , y. — X
POTENTIEL DES CORPS COSTIM'S
Pareillement :
dz
formules identiques à celles que nous avons trouvées dans le cas d'un potentiel de points attirants discrets.
Comme nous avons différenlic une première fois sous le
signe I et pour la même raison, nous pouvons différentier une
deuxième fois et obtenir ainsi les dérivées secondes de V. On peut donc écrire :
n ,vJL ,V_L ,V— 1 r ^^ r ^ j'
iV-V (VV iV . . . , , Q
dx* dv* î^z
X,e potentiel d'un {>olume attirant satisfait donc à V équation de Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes^
2® Surfaces attirantes. — Lignes attirantes. — Les mêmes considérations s'appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes. Désignons par d(o' un élément d'une surface attirante (S) et par dr un élément de longueur d'une ligne attirante (L), les autres notations gardant les mêmes significations que précédemment; on a pour les potentiels les expressions suivantes :
Surface : V =:r / -i— Jio'
Ligne : V :=. C ^ AY ,
la première intégrale étant étendue à la surface entirre et la seconde à tous les éléments de longueur de la ligne.
Les composantes de l'attraction s'obtiennent de même en différentiant sous le signe | :
»^ dx
Surface : X == -:r— = i ix — ^^ — aw
etc.
lO
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Ligne : X = -^=
etc..
Knfîn les dérivées secondes s'obtiennent encore par difleren
tiation sous le signe | et vérifient par conséquent Téquation de
I.aplace
Tout ceci ne s'applique, comme pour les volumes, (pi'aux points extérieurs aux masses agissantes.
3® Potentiel logarithmique. — Il possède dans le plan — toujours en dehors des masses agissantes — pour les aires et les lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaîtra au potentiel newlonien dans Tespace.
7. Propriétés à rinâni. — Soit p la distance à l'origine du point attiré M; quand M s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire quand p
Kig. i.
croit indéfiniment, le potentiel uewtonien V en M tend vers 0. C'est ce que nous allons 'Y prouver en montrant que le produit oV tend
vers une limite finie et en calculant cette limite.
PROPRIETES À L'INFIJSJ ii
Soit (fig. 3) T un volume uttirant, dT'un élément de ce volume, P son centre de gravité, 'a la distance de P à l'origine des coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et p la distance OM. On a:
et, par suite, on peut poser :
r = pH-Oa,
h étant compris entre — 1 et +1.
Le potentiel V a pour expression :
Formons le produit pV :
J p + Oa J » J p+Oa
les intégrales étant étendues au volume T.
De Tégalité (4), on tire :
On voit sans peine que le second membre de cette dernière égalité tend vers quand p augmente indéHniment. On a donc :
LimfpV— /Vd-')= 0, ou
en appelant M la masse attirante totale.
Le raisonnement s*étend sans aucune modification au cas d'une surface attirante, d'une ligne attirante ou d'un ensemble de volumes, de surfaces et de lignes.
8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan. Soit S une surface plane attirante. Le potentiel V en un point M
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de son plan (fig. -4) a pour expression, en reprenant les notation! connues :
Fig. 5
Voyons comment V se comporte à rinfini. Posons :
M désignant la niasse attirante totale et p la distance du point Ma l'origine. Formons la diflerence V — V„ :
V— Vo=J;a'log-ild(o' ::
Or on a :
- 1 [JL lOg-^ Cit.) .
log-^
Oii
log(l
a désignant une limite supérieure de a; on en conclut :
[x<, étant une limite supérieure de jjl'. Si Ton désigne par S Taire de la surface attirante^ on a :
S = I dw',
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et l'on voit que :
par conséquent :
Lim I V - VJ = 0,
quand a augmente indéfiniment.
On peut donc écrire l'égalité asymptotique :
VwM. \oR^.
9. Potentiel no'^^onien d'une surface sphérique homogène. — Nous allons, u titre d'exemples, calculer le potentiel dans quelques cas simples.
Soit une surface attirante sphérique, homogène, de densité (jl'; soient O son centre, a son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur.
pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le centre de gravité d'un élément dw' de la sphère; menons le diamètre AB issu de M. Posons :
MP=r; OP=a; OM = p; angle MO P=0.
Le potentiel en M a pour valeur :
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OU, en supposant Tunîté de masse telle que 1^'= 1,
v=C-^ài^\
rintégralc étant étendue à la surface de la sphère. C'est cette intégrale que nous nous proposons d'évaluer.
Décrivons, de A et B comme pôles, une infinité de petits cercles sur la surface de la sphère ; nous découpons ainsi la surface de la sphère en une infinité de zones infiniment étroites. Projetons la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons
Fig. 6.
pour plan de la figure (fig. G). Soient CC et DD' les plans de base de Tune des zones; C"D'' est sa hauteur. L'aire dw' de cette zone est donnée par :
dw' = 2 7:a. CD" = 2 ira. a sin e de = 2 ira* sin 8 dO .
La densité de la matière attirante étant égale à l'unité, 2 ira* sin 8d 8 représente aussi la masse répandue sur la zone et le potentiel auquel elle donne lieu en M est :
2ita*sin6de
Le potentiel V de la surface sphérique est donc :
2 ira* sin H
dô.
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(L'est une première modification de Tîntégriile (5). Transfornions-la encore ; on a :
r* = a* H- p'^ — 2 ap cos 8,
d'où :
rdr = ap sinOdd,
et
sinOdO dr
et en portant cette valeur dans l'expression (6) :
(/) V=/ dr = / dr= .
Or 47ra* est la valeur de la masse totale attirante M; on peut donc écrire :
comme si la masse entière était condensée au centre.
Si le point M, au lieu d'être extérieur à la sphère comme dans le cas précédent de la figure (6), était intérieur, les limites de l'intégrale (7) seraient a — p et a + p ; la valeur du potentiel serait alors :
2 ira /-+?, , 4 TOI» M V = •/ dr = 47ra= = — .
p Ja-? a a
Ainsi^ à l'intérieur de la sphère, le potentiel est constant el égal a — ; l'attraction est nulle.
10. Potentiel d'une sphère pleine. — Commençons par calculer le potentiel d'une couche sphérique homogène infiniment mince.
Soit (fig. 7) une sphère de rayon a recouverte d'une couche de matière attirante dont la densité, constante, est égale à \k' et dont l'épaisseur est uniforme, très petite et égale h e. Un élément P de la sphère, dont l'aire est dw', porte une quantité
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de mallrre égale à vxAiù'. Son potentiel en un point M extérieur est :
ji-'cdw'
Le potentiel V de la couche est donc :
dco'
= I as .= sa / =
a'e. 4 ira*
le calcul est le nu^me que pour une surface attirante dont la den-
site serait sjjl'; ^Tra'ca' n'est autre que la masse totale M de la couche et Ton a :
La dérivée fournit la valeur de l'attraction : — ^,
Pareillement, le potentiel on un point intérieur est constant et égal a :
le potentiel étant constant à l'intérieur, l'attraction est nulle. On en conclut sans peine la valeur du potentiel d'une sphère pleine composée de couches concentriques homogènes. En un point extérieur, on a encore :
POTENTIEL D'USE SPHERE PLEINE
Tout se passe comme si la masse totale était condensée au centre de la sphère.
Considérons maintenant une masse attirante comprise entre deux sphères concentriques dont les rayons a et b ont une différence finie (fig. 8), et supposons la matière distribuée en couches concentriques homogènes. A l'extérieur de la grande sphère, le potentiel est encore égal à
p étant la distance au centre du point où Ton évalue le potentiel.
Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est
constant, il en est donc de même pour le potentiel de la masse
Fig. 8. Fig. 9.
totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d'une couche de rayon OC = c et d'épaisseur de, est :
jjL. 47:cdc.
Le potentiel total est donc :
V = 47r;jircdc = 27r;jL(b* — a^).
L'attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le potentiel est constant.
Il nous reste à calculer maintenant l'attraction et le potentiel d'une sphère pleine homogène en un point M intérieur à la sphère. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes: nous n'avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les considérations qui précèdent vont nous en donner immédiatement
POiifCA&é. Potent. New t. a
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la solution. Traçons (fig. 9) la sphère concentrique à la sphère
donnée et de ravon OM. j
Le potentiel V en M se compose de deux parties : 1® Le potentiel Vj de la sphère de rayon OM = b; 2° Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux sphères
I^e point M peut être considéré comme extérieur a la sphère OM ;
on a donc :
M étant la masse de cette sphère.
D'ailleurs, cette sphère étant enlevée, M peut être considéré comme intérieur à la cavité et, par suite, le potentiel V, de la niasse restante est égal, d'après le calcul elFectué plus haut, a :
On a donc :
mais M a pour valeur -r-Trjjib^; donc :
V = A :,ab«+ 2 7:;jL (a^ — ba) = 2 7:;jl (a^ !^) .
Calculons maintenant l'attraction on M : cette attraction se compose de deux parties : 1° celle qu'exerce la sphère de rayon b et dont la valeur est :
2° l'attraction exercée par la masse restante , cette dernière est nulle, puisque M se trouve dans» la cavité déterminée par l'enlèvement de la sphère OM. -r-r <^st donc la valeur de rattraction
exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportionnelle à b.
On peut obtenir tous ces résultats par une autre nié
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thode, que nous allons exposer clans le cas d'une surface sphérique homogène.
(Commençons par effectuer le calcul pour un point situé à Tintérîeur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est extérieur aux masses agissantes et le potentiel V y satisfait à Téquation de I.aplace
V AV
Or, en vertu de Thomogénéité de la couche superficielle, \ dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre O <le la sphère; cela nous permet de transformer Téquation (1 '.
On peut écrire :
ÔV dV X
i\\ dp p '
car le centre de la sphère étant pris pour origine des coordonnées, on a :
f ^ x« -f- V» -f- 5s^ rt
Op X
Ox
i«^mc :
dV
dV z
dp
Calculons les dérivées secondes :
iVV _ <> / ^IV \ X / x \ dV
Ox* ùx \ dp / p Ox \ p / dp
De même
dp" f
i^'V il'V V
isf Af p
>vv _ d'y x'
dz* ~ dp* f
do [ o' J*
do L o' J'
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ihode, que nous allons exposer clans le cas d'une surface sphérique homogène.
(Commençons par effectuer le calcul pour un point situé à Tintérîcur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est vxtàrieur aux masses agissantes et le potentiel Vy satisfait à Téquation de Laplace
Or, en vertu de Thomogénéité de la couche superficielle, \ dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre O de la sphère; cela nous permet de transformer Téquation '1\
On peut écrire :
OV dV X
Ox dp p
car le centre de la sphère étant pris pour origine des coordonnées, on a :
Oo X
On a de même :
OV dV V (H' dV z
et
i>v dp p ' (V. do
vil II
('/.ilculons les dérivées secondes :
iVV J /dV\ X / X \ dV
Ox* Ox \ i\^ I p Ox \ p / tlp
dV ri y.^ -1
ds L? '/ ■
De même :
dp- p-
- dp* f
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Ajoutons ces trois dernières relations, membre à membre - il vient :
AV— i!L^ 2 dV
dp* p dp
I/équation (l) devient donc :
* ' dp- p do
Nous avons remplacé Téquation aux dérivées partielles par une équation difFércntielle linéaire du second ordre. Or nous connaissons deux intégrales particulières de cette équation • ce sont :
V=l et V = — .
L'intégrale générale est donc :
A et B étant des constantes.
Calculons A et B.
Vf
Au centre, le potentiel doit être égal à — , car, dans Tintégrale / [x'— ^, v est égal à a, rayon du cercle. Donc, pour = 0, V doit se réduire à -y-, ce qui exige que Ton ait :
et ce qui nous montre cpie le potentiel est constant en tout point
intérieur et ejral a .
Voyons ce (jui se passe pour un point extérieur à la sphère.
En tout point exférieur, ré([uati()n |2) est vérifiée et le potentiel
est encore de la forme (X), les constantes A et B n'ayant pas la
même valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles
valeurs; pour cela, remarquons que, si p augmente indéfiniment,
on a :
Lim pV=M.
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ce qui exige que Ton ait :
et, par suite,
12. Potentiel logarithmique d'une circonférence. — Soit une circonférence attirante homogène, dont le centre est à Torlglne des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel logarithmique V en un point M de son plan. Remarquons que V est une fonction de deux variables seulement, x et y, et qu'à Tintérieur comme à l'extérieur de la circonférence, cette fonction satisfait à l'équation de Laplace :
ù*V ù*V * ' ùx* ùy*
Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant homogène, V ne dépend que de la distance p du point attirant au centre. Nous pouvons alors transformer Téquatlon aux dérivées partielles (4) en une équation différentielle linéaire et du second ordre. On a en effet :
iw av X
ùx dp p
iW (IV V
dy dp p ' ùx* "" Ox V dp ? )~ ? dx\ dp ) "•" dp Ox \ p /
i AiV AV / I jj2
X* d'V dV / 1
?' dp* dp \p p*
d'V __ y' d'\ dV / L \^\
'îf' ~ :J d:J "^ d? \ 'f ) '
d'où
iVV 0*V d^V 1 dV
dx- ' Ov* dp* ' ? dp
li TBEOÊIE or eOTM.yTI£L JÊWTOJfteX
àJ '. d:
On connaît dif-ax «'>Iatioa« particaliëre» de cettC' équation :
V=l V=lo2:.
L'int^grali» générale est donc de la forme :
V = A — B.Iog-^.
qui #;«kt une combinaison linéaire des deux précédentes. Calculons A et B pour un point Intérieur.
Au centre, le p<jtentlel est :
^ log -^ ;jL d w = M. log -^,
a étant le rayon de la circon té renée. L'expression 5 doit donc
se réduire à M log -^ pour z = 0. Ce qui exige que l'on ait :
A = M.loa
Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour \ illeur :
V = Mlog — .
M a toujours la nK^mc signification : c'est la masse totale de la eirconlérenee.
Passons au cas d'un point extérieur au cercle; nous nous appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrée au paragraphe (8 : (juand p augmente Indéfiniment, on a :
LimA'— Mlog-^)=0.
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Donc, quand, dans la formule (5), on fait augmenter p indéfinlnient, V doit se réduire à
ce qui exige que Ton ait :
B = M, et donne pour la valeur du potentiel :
V = Mlog^.
Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au centre du cercle.
13. — Indiquons encore une troisième méthode pour obtenir le potentiel newtonien d'une sphère et le potentiel logarithmique d'une circonférence.
Cette méthode repose sur la propriété suivante : Soient une sphère de centre (fig. 10), M un point qui n'est pas sur la sphère, AB le diamètre issu de M, enfin M' le point qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport à A et B. Si M est extérieur. M' est intérieur, et réciproquement; de plus, si Ton pose :
PM=r, PM' = r,
P étant un point quelconque de la surface de la sphère, les triangles semblables OPM et OPM' donnent la relation :
— - = const. = -^,
quand le point P se déplace sur la sphère.
Cette propriété est vraie également de la circonférence do cercle.
Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonicMi d'une surface sphérique homogène.
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Supposons qu'on connaisse la valeur constante
(lu potentiel a Tintérieur; on peut en déduire rexpression du potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, V le
Fig. 10.
potentiel cherché en M et V le potentiel au point M' conjugué de M; on a :
d'où :
Dr M' est intérieur, donc V'=:
— ; la relation (6) donne V
Inversement : connaissant le potentiel à Textérieur, on en déduit le potentiel ii l'intérieur.
Par le même procédé, on peut trouver le potentiel logarithmique d'une circonférence en un point extérieur, quand ou le connaît à l'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur où Ton veut calculer le potentiel V; soient M' le conjugué de M et V le potentiel en M'; on a :
fV;
ATTRACTIOS D'UNE DROITE HOMOGENE
ds' étant Télément d'arc de la circonférence dont la densité est supposée égale à Tunité. On a :
V'=riog-^ds' = Aog-^ds'
Or
= M log — .
V = M log -î^;
V = M loff -i^.
14. Attraction d'une droite homogène sur un point extérieur. — Soit une droite attirante AB, homogène, <le densité jjl' (fig. 11). Supposons d'abord cette droite limitée aux points A et B et proposons-nous de calculer le potentiel newtoniende cette droite en un point M extérieur.
Prenons la droite AB pour axe des z et choisissons l'origine O entre les points A et B. Soient Q la projection du point M sur la droite, P un élément de longueur <le celle-ci, ds' la longueur de cet élément; enfin appelons x,y, z les coordonnées du point M, x', y', z' celles du point P, et r la distance M P. On a : Fig. u.
ds' = dz',
Posons en outre :
MQ^v'x'+y', QP = z — z,
= Vx»4-y='-l-(z'— z)*.
OA = a, OB = — b ;
a ^t h VfOt <Je<» qnaBlîtés positive:» si la dirccti<Hi de Taxe des % *^l cell*- du s^^rment BA.
Le potentiel ^n M a poar expression :
I^ val*-ur de rîntrgrale indéfinie est :
'X IftîJ U z |3L- \- Z Z*.
= ;x log UP_MP
Remarquons que MP est essentiellement positif aa lieu que PQ est doué de signe.
I/intéffralf dôlinie V a pour valeur :
gv ^ MA
Ci- qui peut s'écrire :
, , MA-^OA . OA^MA) MB + BQ)
^-:-K- ^,B_Bo -'-'-g MB^_W
.: a' lojr (^A -^ MA -f^ a lorr MB 4" BQ — :x log [mIP — BQ*] ^ a log (^V -^ MA -- a lc»g MB — BQ — a' log MQ*.
Supposons la droite très longue, c'est-à-dire a et b très grands, mais X, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels
que :
La somme QA-f-MA est alors très voisine de 2a; en effet : (,A + MA ^ 2 OA 4- MA — OA) +(QA — OA; .
Il sullit de montrer que Terreur relative commise en négligeant les différences (MA — OA) et (QA — OA} est très petite. Voyons (Tabord la seconde différence QA — OA ; on a:
(^A — OA -= — OQ ;
ATTRACTION D'UNE DROITE HOMOGENE u;
Terreur relative commise en la négligeant est :
OQ _ z OA ~ a '
qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons maintenant la deuxième différence MA — OA. Le triangle MQA donne :
MA<MQ + QA,
MA — OA I < I MQ + QA — OA
ou :
I MA — OA I <| MQ — OQ | ;
Terreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQsont finis et de Tordre de x, y, z.
Bref, la somme QA+MA est très voisine de 2a; la somme QB+MB est de même très voisine de 2b. On peut donc écrire :
a) V = p.' [log 2a -f- log 2b — 2 log o |
= |i.' [log 4ab — 2 log p]
r, , , 2 V^ o / 1 ^0 2 M , r„ = 2 |i' log — ! = 2 uL'loff— ^ = i-loe:— -
en posant :
r, = v/iTb7
Quant à Tattraction, elle a pour expression — —z .
Ainsi le potentiel newtonien d'une droite très longue est le même que le potentiel logarithmique d'un point situé eu Q. Cela cesse d'être vrai si le point M s'éloigne Indéfiniment, car
dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients — , -j-,...et('.
Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique à un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire, car à l'infini le premier s'annule, tandis que le second est infini. Dans l'exemple précédent, nous avons vu (jue cette identité n'a
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li<*u (jui' ])ouril«'s points situés à une petite distance de la droite :ittiriintr, dîstuiii'«* néf^Ii^eable devant leurs distances aux extréiiiitf's d«* la droite.
H<Mnar(|uons encore que Texpression de V ne dépend que de
s — V x^ -- ^' «'t "<»H de z: cela veut dire que, quand z varie s<îul, V varie très li-ntement : il faut se souvenir, en effet, que la lorniule i n'est qu'approximative.
l'^iisoiis une drrnière remarque ; nous avons trouvé
Il sriiiMr (|ue V <!t''prii<le du choix de l'origine; mais, si l'on pn-nd di'ux oiijriin*s () et O à distance finie Tune de Tautre, li'Xprrssioii dr \ chanj^o très peu.
15. Potentiel newtonien d'un cylindre. — Soit ,fig. 12} un cylindre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons Taxe des z parallèlr aux «^ôurratrices. Supposons ce cylindre rempli de matièrr attirante et limité à deux sections droites dont
les cotes sont :
Proposoiis-iious <le calculer le potentiel newtonien de ce cvlindrt* en un point M dont la distance au cylindre est uéglljrcable di'vanl a et 1) ; nous ellecluerons le calcul dans l'hypothèse où la densité a de la matière attirante en un point Q dépend seulement des deux premières coordonnées x et y' de Q et non de la trcMsièmt* coordonnée z .
Traçons la seclicni droite S ([ui passe par M et décomposons l'aire S en éléments do) , puis découpons le cylindre en une infinité d<» cylindres élémentaires parallèles à OZ ayant respectivement ])our bases les éléments dd)' de S.
In cvlindrt* élémentaire est assimilable à une droite attirante dont la densité linéaire serait •xild»; soit (I Tun des cvlindres; il |)erce la section S en (^); son potentiel en M est :
•) ' 1 ' 1 " 1 adw . locr ,
en posant M(^) =^ r (voir S 14) et r,, = 2 y âïT
CAS DU CYLINDRE DE RÉVOLUTION
Le potentiel du cylindre total en M est donc :
V = f2 ti'dto'. log ^,
l'intégrale étant étendue à tous les éléments dw' de la section droite S. Le calcul du potentiel newtonien cherché est donc ramené à celui du potentiel logarithmique de la section droite qui passe par M. On ramène de même le potentiel newtonien d'une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour de la section droite.
Z'::^ay
Fig. la.
Fig. i3.
16. Cas du cylindre de révolution. — 1® Surface cylindrique , — Les considérations précédentes nous permettent de calculer le potentiel newtonien d'une surface cylindrique (fig. 13) homogène de révolution. Ce potentiel se ramène au potentiel logarithmique de la section droite qui passe par le point attiré M, c'est-à-dire au potentiel logarithmique d'une circonférence. On voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est :
V = 2jx'rdsMog-^,
z 'i-^lz^à-i Ià di*t»!i^-** -i;i f^^: >l a Taxif et r^ avant la signîfi- . irivr. L4b*:a-^lIi? 2 % kb. •_>! F*^'^ Amic écrire :
•la II* c*^ deux expre**£«>a*. J* e>: relemetit d'arc de la circonféri^&ce. Si L e*tlj Iva^ueor de la cîrcoDiereiice. M la masse totale '\^ la «•arl'ace cjiîndrîqae. a et — b les cotes des bases, on a :
•^ ~~ S ~ La — b
di»rjc on a :
oii en conclut sans p»^in»:^ l'attraction en prenant la dérivée. Tout se passe comme si la niasse attirante était concentrée ^ur Tax^ du cvlindre. Hn voit de même s;ins difficulté qu'à Tint#'Tieur le potentiel est constant et êifid à :
W d/rsir(naiit le rayon de cylindre. Quant à l'attraction, elle est nulle.
Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé.
2" Vftliinie cylindrique. — Le calcul est encore très simple; on partage le volume en couches cylindriques très minces, conc^'iitriques et assimilables à des surfaces cylindriques attirantes; on est ainsi ramen** an cas précédent.
Kn un point cxtériiMir l'attraction et le potentiel dépendent de ^ HfMjlement; ils ont la même valeur que si toute la niasse était condf'UHée sur Taxe.
I'!n un point intérieur, les choses se passent différemment ; le résultat ne déduit de la considération du cas suivant.
.'$" Masse alliruntc comprise entre deux cylindres concen-
CAS OU VYLlSaHH UK HÉVOLUTIOy
^Irif/ries. — Nous siipposuiis que la clilTôrence des deux rnyoïts ? qunntité finie. Kn un piMnl M extérieur iiu plus grnnd nllndre iTig. 14\ le potentiel est, comme l'iittruetion, une fonction ; p seulement; tout se pusse doue eonime si la musse étnit eon- Eiensér sur Taxe; le raisonnement est le même que dans le eus pécédeut : on décompose la niasse sittirante eu une infinité de touches cylindriques, coueeutriques, assimilalilcs ii des surfaces.
En tout point M, intérieur à la cavité, le potentiel est conslniit l'attraction nulle, car tous les points M, sont intérieurs îi toutes es couches cylindriques.
Si donc 'dg. 15) nous voulons évaluer le potentiel et l'altraeion en nu point M intérieur ii un cylindre plein, nous décompo- 19 ce volume en deux parties : l' un cylindre concentrique au iremier et passant par le point M; 2" le reste du volume, c"est-iilire lu portion comprise entre lus deux cylindres. Le potentiel en M est la somme des potentiels de ces deux volumes et l'utraction se réduit a celle du cylindre intérieur. Le raisonnement
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est exactement le ni^nie que celui que nous avons fait (§ 10) pour une sphère pleine.
17. Potentiel neivtonien d'une circonférence. — Proposonsnous de calculer le potentiel uewlonien d'une circonférence en un point quelconque M de l'espace .
Représentons (fig. !(>) la circonférence C en perspective. Soient OZ Taxe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa distance au point M.ds' un élément d'arc de C ; le potentiel V en M est :
V-^Z-i-ds
Si nous supposons la circonférence homogène, la densité jjl' est constante et Ton peut écrire :
ds'
Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons
OQ, celte droite coupe la circonférence en deux points A et B ; enfin menons les droites MA <'t MB et posons :
OP=^a;
MP = r;
QM=z;
et appelons to l'angle POQ ;fig. Ui).
POTESTIEL NEWTONIEN D'UNE CIRCONFÉRENCE
On a
ds'=:=ad(o,
MA* = z^+(a — p)%
PQ* = a^ + p* — 2 ap cos co, r* = MQ« + PQ^=z2 + a* + p* — 2apcosco.
r* peut «encore s'écrire de la manière suivante :
{7} 4- a^ + pM (cos* -^^ — h sin^ "2" \ ^ ^^ \ ** "2 ^^"*X/
= [z» + (a-p)«]cos* ^+ [z* + (a+p)«] sin»-^.
= MA2cos«-^ + MB*sin* -^^
Le potentiel prend donc la forme :
ad(>>
MA'cos' -J+MB*sin» -J
Or, si l'on désigne par M la masse attirante totale, on a :
M = 27taiA';
donc :
MA'cos*-^ + MB*sin*-J
On peut donc poser,
V = 9(MA, MB),
et si l'on pose en outre :
il — tt- 2 ~ '
on peut écrire :
ç (MA, MB) = 2
r- dV_
/ 2n\/MÂ^cos*V +
MB* sin^ \'
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Enfin remarquons que la fouetion sous le signe i est une fonction périodique et que Ton a, par suite.
La fonction ? MA, MB) prend la forme suivante :
'f(MA,MB)= /
f 27:yMA'^cos^^- +
MB^* sin* T
C'est cette intégrale qu'il s'agit de calculer ; nous y parviendrons en démontrant trois propriétés importantes de la fonction '^.
1® La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant
M* en M' ^ et en remarquant que :
on a donc :
»(MA, MBj^-iMB, MA;.
2" Supposons MB = MA; on a :
MA,MA) = / ^^-^^^ TT^ MA
\V^ cp(MA,MB) est homogène en M.V et MB et de degré — 1. L'expression :
AI \ .^ 'M \ Ml>\
MA'j MA.MB^
est donc homogène et de degré et. par suite, no dépend que
MB du rapport , , . .
Soient alors (fig. 17) deux points 11 et R', situés sur AB et conjugués harmoniques par rapport à A et B; traçons, sur RR' comme diamètre, la circonférence C, dont le plan est perpendî-
POTENTIEL yEWTOyJES D'UNE CIRCONFÉRENCE
eulairc sur celui de C. Pour tous les points M de Cj, le rapport
MA , * " . V
est le même et 1 expression
MB
MA f (MA, MB),
a la même valeur qu'au point R'. On peut donc, du potentiel en R', conclure le potentiel en un point quelconque de (], et, par
t'tf- '7.
conséquent, si Ton connaît le potentiel en tous les points du plan du cercle C qui sont intérieurs à sa circonlerence, on connaîtra sans peine le potentiel en un point quelconque de respace.
Toute la question est donc ramenée au calcul du poten
Fig. i8.
tiel en un point situé dans le plan du cercle C àrintérienr de sa circonférence.
Prenons ce plan comme plan de la figure (flg. 18 . Soit M un point intérieur quelconque ; menons le diamètre AH passant par
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ce point. Soît. en outre, P un point de la circonrérence et P' an point infiniment voisin. Posons :
OM = s. PM=r. PP^=ds^
{)\ = OB = i)V = OP = a, angle MPO = H,
angle PM( > = M\ angle P MP = dM\
Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On
aura :
M = l et a' =
Projetons le point P sur MP en H : on a :
P H = PP cos PP ll = dscose.
Mais on a aussi :
Pn = PMsin(iir =rdM-
On en conclut :
rd^* = ds'cos H.
Le potentiel \ , qui a pour expression i , peut donc s'écrire :
J cos^
Le triangle OPM donne d'ailleurs la relation
sin Q=-i- sin W ; a
rroii :
a cos = V^a" — p'^sin* T
Le potentiel V prend la forme suivante :
-0 iT.Vii' — ç^'sin'W '
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ou enfin : "r.'*
2 r. V^a-^ cos^ W + (a'^ — p*) sin* ^
On peut donc poser, en se souvenant de la définition de la fonction rsf :
Or, on a vu que :
V = »(MA, MB) = ;p (a — p, a + p).
Donc :
Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quantités a — p et a + p et que v^a* — p'* en est la moyenne géométrique ; on peut donc écrire en général :
? (»» 1^) = ? («i» ^) = ? (a*» b,) = . . . etc. en posant :
a, = — ^1 — , l), = V^ib,
etc.
etc.
C'est là une propriété fondamentale de la fonction '^.
Remarquons que la moyenne géométrique est toujours inférieure à la moyenne arithmétique. Or, supposons a>b, ce qui est toujours possible, puisqu'on peut intervertir ces deux quantités sans changer la valeur de '^ ; nous aurons :
a — b> a, — bj> a^ — b,> etc. ;
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il vient :
Les deux autres formules 1 1 nous donnent de même : jt.-j;^d.=j^L.— do,-/— -^dT,
j ^' 1?- •^^ = j ''^ ' -ÔT •^'" - / -^ -dT **"•
Ajoutons membre à membre ces trois dernières relations
OV iU\ , i^V iU', , 1^' (U-, ,
Ox Ox Ov Ov Oz dz
Si Ton pose pour abréger :
OV r, ^\ i>V dV
Ox Ov * Oz dn Ox Ox (^v Ov Oz Oz ^Lj Ox Ox *'
on aura :
/u.AVd.==:/'u.-^do,-rvi^^d..
J * c' dn J j^ Ox Ox
formule bien connue sous le nom de formule de (treen.
On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en eflacant les indices :
ry4^^id.^rL:-f.do,-fiAVd.;
J j^ Ox Ox J dn j
mais, en vertu de la symétrie des termes sous le signe | dans le premier membre, on a également :
/• y ^ iH d, =^ /V 4L d,, _ fvAUd..
J ^J Ox Ox J dn J
FORMULE DE GREE?i 4i
Retranchons membre à membre ces deux dernières relations :
/;fM--v.u;a.=/(u^-v^)d..
Les fonctions U et V doivent être finies, continues et admettre des dérivées premières continues et également finies. Elles doivent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ; les discontinuités de ces dérivées, s'il y en a, doivent se trouver sur une surface algébrique.
Les théorèmes sont encore vrais pour des aires planes limitées par des contours fermés. On les exprime de même, en remplaçant les éléments de volume d*: par des éléments de surface et les éléments de surface dw par des éléments du contour envisagé ; les intégrales triples deviennent doubles ; les doubles deviennent simples.
20. — Replaçons-nous dans l'espace à trois dimensions et faisons U = l dans la formule de Green ; elle deviendra :
dV
/^^'^^=/inr^-
Faisons maintenant U=V, au lieu de U = l ; la formule de Green donnera :
Si, en outre, U satisfait à Téquation de Laplace AU = 0, on obtiendra finalement :
î-^^-iim-'
ce qui nous montre que l'intégrale / U dw est positive. Ces
J du
formules seront utilisées dans la suite.
Tous les théorèmes que nous venons de démontrer s'appliquent à des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con-
ffl
Je suppose Torigine des coordonnées extérieure à ces masses ; on peut donc tracer, autour de l'origine prise comme centre, une sphère ^ tout entière extérieure aux niasses agissantes. Nous nous proposons de démontrer la proposition suivante :
En tout point situé à Vintérieur de la sphère S, la fonction V est (léi*eloppalfle en série de polynômes homogènes en .r, //, :;.
Cette démonstration repose sur le développement de l'expression
V^l — 2 p cos Y -|- p-
suivant les puissances croissantes de p. Commençons donc par effectuer ce développement.
11 sera de la forme :
fl A=rVp.n^
Or, on a :
1— 2pcosY+p^^;i — pe'r;;i — p. ^, d'où :
A = , 1 — pe'7 ï 1 — oe- '^1 *
De plus on a, si | p | est inférieur à 1 :
Tous les coellicients de ce dévelopj)ement sont réels et positifs. On a en outre :
; l — oe''; - = H---T- oe'r-4- -I .. , . . ■- .o"'t
Z 'I Z II
•) 4 •) Il '"
(À's développements résultent du développement (2), car, si Ip | est égal à 1, ] pe'" | est aussi égal à 1. De plus, ces trois séries
POLYNOMES DE LEGESDRE
sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux dernières membre h membre et écrire
(1 — 2 p cos y + f) * =yapa„e'r^°-PJ p"^
fi
en posant
Comparons les formules (1) et (3) ; ou en tire :
Pn.p=^anV'^^"-P^-
le signe S portant sur Tensemble des termes pour lesquels la somme n + p a la même valeur.
Les a étant réels et positifs, le maximum de P„+p a lieu pour V = ; on en conclut :
P I ^ Vaa .
Or faisons v = dans l'expression de A ; il vient :
On a donc :
Vanap= 1,
le signe S portant comme plus haut sur Tensemble des termes tels que n + p = C**. Bref on a :
Tégalitc ayant lieu pour y = 0.
Cela posé, supposons p > 0; la série
yj-.-^-'
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est convergente pour | ? | < |. Calculons Terreup commise qiisind on arnHe le développement au (n -P- 1)* terme ; posons :
A = P„+P,o 4- P,?^+ H- Po?'+Ra;
Terreur cherchée est moindre que |RnI ; or :
c'est-à-dire :
I.es coelHcients P sont des polynômes entiers en cosy; leur degré est égal à leur indice ; P„ est de degré n. Ces polynômes sont connus sous le nom de polynômes de Legendre,
Les polynômes de Legendre sont alternativement pairs et impairs en cosy- Pour le voir, il suHit de changer, dans A, yen r + t: et p en — p ; A ne change pas et, par suite, un terme
quelconque Pnp" de la série reste le même; donc Pq ne doit pas changer de signe et, par conséquent, doit être pair, si n est pair; il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, être impair en cos Y> si n est impair.
23. Développement du potentiel newtonien en série de polynômes sphériques. — Les considérations qui précèdent vont trouver leur application dans Tétude du potentiel newtonien.
DÉVELOPPEMEST ES SERIE DE POLYNOMES SPHÈRIQUES .»;
Soit T un volume attirant et Toriglne des coordonnées, supposée extérieure à ce volume ; on peut tracer une sphère ayant le point O pour centre et tout entière extérieure à T (fig. li)i.
Soient, en outre, P un point attirant quelconque du volume T et M un point situé ii Tinlérieur de la sphère. Appelons x, y, z les coordonnées rectilignes et p,Ô,f les coordonnées polaires de M ; x', y', z et p', H\ ^' les coordonnées rectilignes et les coordonnées polaires de P ; enfin r la distance MP et v Tangle MOP. On a les relations suivantes :
Z ^ =-- p ^ — 1 pp COS V
COS Y
Reportons-nous au développement du paragraphe précédent ; on peut écrire :
Ton
cl •
{jr_
•8 c'est-à-dire :
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si a ilésîgni» le rayon de la sphère, on peut toujours construire une autre sj)hère de rayon sa, t étant < 1, telle que le point M soît h son intérieur. On aura :
p < VA < a < p'
et, par suite.
On voit que R„ tend vers quand n augmente indéfiniment quelles que soient les positions du point P à l'intérieur du volume T et du point M à l'intérieur de la sphère de rayon «a. La série .1; est donc uniformément convergente dans ces conditions et Ton peut l'intégrer terme à terme. On a par suite :
UT
'tk'
• a'I'.oth'
(Considérons P„p" ; c'est un polynôme entier homogène et de degré n en x, y, z. Kn eflet, d'après ce (jue nous avons dit au paragraphe précédent, P„ est un polynôme entier et de degré n
en cosv.
Or
on
cos
xx'
vv'
zz'
de plus, Pjp est pair en cos v et P^p + , est impair; P^p est donc entier et de degré n par rapport à
XX'+\V+ZZ
enfin le produit P,p + i p**'^* ne contient plus de radical et est homogène et de degré 2p + 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit la parité de n, P„p'est un polynôme entier, homogène et de degré n en x, y, z.
Si Ton considère alors le terme général de la série (2)
on voit que ce terme est aussi un polynôme entier en x, y, z, homogène et de degré n.
On démontre en outre que ces polynômes X„ satisfont à l'équation de Laplace
Ce sont des polynômes sphèn'quesy car on appelle, en général, de ce nom des polynômes homogènes en x, y, z satisfaisant à Téquation de Laplace. Le potentiel V est ainsi développé en série de la forme
Donc le potentiel newtofhien est développa ble en série de pal y ^ nomes sphériques autour de l'origine^ quand Vorigine est extérieure aux masses agissantes.
Dans ce développement, les termes de même degré sont groupés ensemble; si Ton essayait de les grouper autrement, la série pourrait cesser d'être convergente.
C'est là un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu-
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menl coiivergenles ; on ne peut pas modifier arbitrairement Tordre des termes. Kii voici un exemple simple; la série suivante de polynômes homogènes :
i+ .'^ + iv + x+iy *+ -|-;x + iy;."+ ,
où Ton suppose
x + iy I < I,
est convergente et a pour somme
x-f-iv
en la considérant comme développée à la fois suivant les puissances de X et de v.
Elle n'est pas absolument convergente, dans tous les cas où elle ccmverge. (iroupons, en efiet, les termes dans un autre ordre; par exemple, efiectuons les puissances indiquées et séparons les termes; considérons le terme
X°. IV
Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du module de ce terme est :
n-". e y/ -i-'n* ou, en supposant x :-=y:
Vttu
ce terme ne peut tendre vers zéro que si l'on a :
Si donc le module de x est supérieur à tj, le nouveau développement est certainement divergent, alors que le premier est encore convergent pour toutes les valeurs de .r inférieures
DÉVELOPPEMEST SVIVAST LES PUISSANCES ENTIÈRES DE -V, }', Z 5i
Une pareille circonstance ne se présente pas pour les séries il termes positifs.
24. Développement du potentiel ne^w^tonien suivant les puissances entières de x, y^z. — Revenons au potentiel. Nous avons démontré que le potentiel newtonien est développable en série de polynômes sphériques autour de l'origine, quand celle-ci est extérieure aux masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la même hypothèse, la fonction V est holomorphc au voisinage de Torigine, c'est-à-dire que, dans une sphère assez petite ayant pour centre Torigine, elle est développable en série do la forme
> Ax"'v"zP,
m,n,p étant des nombres entiers positifs pouvant prendre toutes les valeurs entières de zéro à Tinfini.
Pour le voir, rappelons que Ton a :
r^ ^= p"^ — 2 pp' cos y + p'^ = x^ + v^ 4- 7} -^ 2 xx' + 2 vy' + 2 zz' + x'- + v'- -f- z'-
et posons :
Iw -\- 1 vv -}- 2 zz — X- — y- — z-
On a, en comparant r* et X :
d'où :
Développons (1 — X) 2; on a :
ri, par conséquent,
Dans cette série, les coefliicients a sont tous>0.
Vi THÉORIE DV POTESTIEL SEKTOXIES
Développons maînteiuint X en série entière; nous sommes ainsi conduits, en transformant la relation (1), a représenter - par une série de la forme
— =N Ax'"v"zP.
et à représenter V par la série suivante :
2 V = V x-^v"/»' / A uih'.
C.e dév<»loppement est-Il convergent et représente-t-îl bien la fonction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce développement
Vx"'vV / A'ji'dT',
est une série al)solument et uniformément convergente. A cet ellet, posons :
X ^ - ^0?^ + - >'"?' + - ^'-?' + ^"' + Xo' + V .
en appelant x^y^z,, les modules de x,y et z, et considérons le développement suivant
^ ^ A \:!'v!:zî:
(\ V / ii"0
{étudions la série
Comparons d'abord les coellîcienls A„ aux coeflîcicnts correspondants A.
Tous les coedicients X^ sont positifs; tous les a le sont aussi; donc tous les termes du développement ;.'J) sont positifs, et par suite, les A^ le sont également. (Considérons, en outre, deux puissances égales de X et \^i X' et X^'* ; chaque terme de X^** est plus
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petit en module que le terme correspondant de X^'' ; on en conclut rînégalité suivante :
Cela posé, reprenons la série (b) ; dans quel cas converge-t-elle? Elle convergera, si Ton a :
comme on le voit en se reportant aux égalités (3).
Pour que \^ soit plus petit que 1, il suffit que Ton ait :
(4) 2.o'(x, + y. + zJ + ?*<p'^;
or on a :
on a donc aussi :
I Xo + yo + 3^-0 I <?V^'^ et la condition (4) sera remplie si l'on a :
ou bien
c'est-à-dire
c'est-à-dire enfin
et, à fortiori, si l'on a :
a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d'une sphère fixe, ayant l'origine pour centre, tracée de manière à laisser à son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant le point M où l'on étudie le développement du potentiel.
Supposons donc cette condition remplie; alors X^ est inférieur à 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série suivante (c)
ïi raeoRiE Di roTExriKf. .f£wroMK\
oii ;ji, désigner ua nonibr« positif sii{iémar ù {[t|; cette séril couvcrgr coiuuir la srrtc (b), Enlin rumpnrons notre série (c) I la série êladiée;ii;.TouslF!; termrsde a sunt inférieurs en moduq à ceux de [c); or (c) est une série a termes positifs et l'Ile coiiverei doue (d) est absoloiueut coDvergftitf.
La rel.itinn 2) est donc justifiée.
Ainsi le potentiel ne%\ton!en est développuble autour de Tori gîne en série entière procédant suivant les puîssnnces de x, v, i
Ou peut efTecluer, de même, le développement au voisinai d'un point quelconque (x, y^ 2, extérieur aux masses; le dfr luppement procède alors suivant les puissances de ;
On peut donc énoncer eu généiiil le ihêurème suivant : «>fs(«rt^e (/"wrt point \.r^, y,. ;,/ crtrrieiir aii.r masses agissantes^ le potentiel netflonîen est une /onction holomorphe, c'esl-à-iiirt
ttéveluftpabh croixsitnles île r — r^, if — ff^ t — I.R démonstralioti u'a été laite qi elle s'applique évidemment saus m Irîbution quelconque de inasseR.
pinssanct
<• pour un volume nttïriint;^! idilication nu cas d'une dis-l
25. Autre développement en série du potentiel ne'wtonien. Considérons maintenant (lig. 2U un volume attirant T et un ] point M extérieur ;i ce volume, siluê de telle sorte qu'on puisse 1 tracer une sphère S contenant le volume T tout entier, mais lai snnt le point M à son extérieur.
Prenons le centre O de cette sphère comme origine des con données.
Si Ptf'-V f' ■' unt 'es mêmes sigiiiliialious que précédemment, I
I.r imiiit M Oliiiil il re\t.-i
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deuxième sphère 2', concentrique h S, dont le rayon sa est plus fçrand que le rayon a de 2 et qui laisse le point M à son extérieur ; on a donc :
p>sa>a>p' et £>1 Raisonnons comme au § 23, on voit que
(il)""
ce qui montre que la série :
Itk
est uniformément convergente pour toute valeur de p' correspondant à un élément de volume quelconque d*:' de T.
lY Fig. ao.
On peut, par conséquent, intégrer terme îi tenue et écrire
les intégrales étant étendues au volume T.
7sioi:iF bv POTEyriEL yEW'ToyiEy 1 f:\>:orrvîi< îr îrriiie génrral de cette série
L»:i }•• liî '.tcrirt^
• P - "'-il-'
l\ :' t >î un |»t»Knt»nio honiiigène de degré n par rapport aux * i»t«îiloim»'r> \, %. / du point M: il en est donc de même de Y,. I î il»'\r\»j»j«tMuout de V prend la forme :
Si 1 on !r!U.M*jur que l'on a on d» inontir >.in> prino quo î on a
t't onsnitt'
AY, -(K
I r< pol\ntMni'> honioi^^i-iu s Y. stuit donc des polynômes sphé
rmnrs.
I oui t'f <|ui pn'it'dt' «*st \ rui tTun point M quelconque exté-
liiur il la sphru' 1 : si lo noint M s'rK»ijjrne Indéfiniment, on voit
qut* la vali'ur as\ niptotiquo ilo \ l'st
roinino nous savcuis dautri* part cpir cotte valeur asymptotique <*st —, M (lôsiixnanl la niasso attirante totale, on conclut
26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique.
— On [)eut obtenir des développements analogues pour le poten-
POTENTIEL LOGARITHMIQUE
tiel logarithmique dans le plan. Soit (fig. 21) une surface plane attirante S, P un de ses points et O l'origine des coordonnées supposée extérieure à S. On peut tracer un cercle C ayant le point O comme centre et tout entier extérieur à Taire attirante S.
Fig. ai.
Soit, en outre, M un point attiré situé à l'intérieur du cercle C, X, y ses coordonnées et x', y' celles du point P. Appelons o, p', r les distances OM, OP et MP. Posons :
x4-iy = z,
on a :
Soit [x' la densité de la matière attirante au point P; la valeur V du potentiel logarithmique en M est :
v=r[jLMog-î^doi'.
dto' désignant Télément infinitésimal de Taire S et Tintégrale double étant étendue à Taire S tout entière. La valeur de V n'est autre que la partie réelle de Tintégrale.
ni i : j - ' . ri -r II ^ivr:
^'••li'il-. -lO»"— Sml :i
= L Utt tfX
:' :-• L>: :-izj> >. <•- j^uî développer ■---•^ } .- <-'-ii.: *i:v4nî le> puissances
Va.,
::vrr T.jnie ; on peut donc
\\ r.r I ...J ^- ^-i' — Vz' ( —A, lldbJ
]•-* iji»'-jf **'*'" 'i"'il'-*> vt.iMt ►-:•:- :ivlii»"-> j 1 aire S. Kn prenant les i*;irtl*-* i»'*-\\*'^ •!•-'=' ilitlv: •-:ft> tri!r.«->. mu voit que la série du *i'(tfii'\ ïn*-ïu\fï*- 'I** 1 ••\j»i »'>>ion l dniiiu- lit^u pour V à un dêve-
|r*ii|wriH*iit pior^'duiil >iiiv;iîit !♦•> ]niis>anct.'> croissantes de — ;
et' i\i\i']itt,t)i^ui*-uX f>i [i!*'C«'«lt.-. tlan> 1 t.'\|no<>loii Jo \ , par la par-
M <Usigiiîiiit la mass<' alliraiilo lolalo ; c«-tle partie réelle est :
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Le développement de V est donc de la forme :
V =J'm log-^+^R„.p-cos (nw — e„)
en posant :
J(— A„)[ii'dto'=R„e'«-,
z = pe*"'-
Remarquons que l'expression :
p-"cos(nw — 6„}, peut s'écrire :
p" * ". p" cosfno) — Ô-"! =
X„ étant un polynôme entier, homogène, de degré n en x et y, satisfaisant, en outre, à l'équation de Laplace. Finalement on a :
v=Miog^+y4^.
On voit immédiatement, sous cette forme, que l'expression de V ne contient pas de terme indépendant d'x et d'y; en outre, lorsque le point M s'éloigne h l'infini, le potentiel V a pour valeur asymptotique
M log -^,
résultat que nous connaissions déjà (§ 8)-
i.î! APITRK II
>::; *. :-\ :> ?■ .>t int^rieir aix masses agissantes
. «'j à !• ! ritiu* jv.i;.* -rai;»? 1^ p«>tenîiifl rn des points extérieurs .\ ::. j-s-s j*tir.»r»'-s: rii^us jîli»r*> nijintenant étudier ce qui se
(. I--- .j.jj:» 1 Ir- jMiiiit jtîîr'- r:>: situo ju s«*în nii^nie de ces niasses.
<--■••■ rtU'J»- r^p«i?»? >iir îa oi'nsideratiiïn d'intégjales portant sur !•-* ti:ir-tiori< <{uî i.lr'\i»Mi:iii':ît iiitiules |Hiur un point du champ i i:it'-^'ratiiiii : i-<»mm*rQi;i»n> ilono |*;ir établir les propriétés de
. .-- Mif#-^r;il»*>.
! f/tft'iff .if»'s sinif/f.t's. — (..on>iJ».'!i.tiis I intégrale définie
/ t \ ilx. a< b.
Si l;i lonctioii 1 \ devient intiiili' pour \ ^ a, la définition onliiiiiire d'* l'liit<'*;;r:ile ne s*;i|)[)Iii|ne plus et Tintégrale n*a plus A*- ^Mis; pour lui en donner un. on modifie la définition. On
lii définition ordinaire s y :ippli({ne ; soit J, sa valeur: si J, tend vi rs une limite J (pjîind £ tend vers 0, linté^rale est dite t*on^ vi'i *:i'nti* «'t l'on représente cette limite J pur la notation
Si, au roniraire, J, augmente indéfiniment ou n'a pas de limite,
CONVERGENCE DES ISTEGRALES
(|uand £ tend vers 0, Tlntégralc est dite dwergente et le symbole
I f(x;dx
11 a aucun sens.
Voici des exemples de ces deux cas. Si Ton peut trouver un nombre a < 1 tel que Ton ait
(fx)
la limite J existe et l'intégrale est convergente. Si, au contraire, on peut trouver un nombre ^ > 1 tel que
}^ augmente indéfiniment et l'intégrale est divergente.
2** Intégrales doubles. — Soit une aire plane S (fig. 23), limitée par une courbe fermée C, et une fonction f (x, y) devenant infi-
nie en un point O de Taire S, mais restant continue en tous les autres points de Taire.
L'intégrale double
étendue à tous les éléments dw de Taire S, ne rentre pas dans la définition ordinaire et n'a aucun sens par elle-même. Pour lui en donner un, entourons le point O d'une petite courbe fer-
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miM» (!'; appelons S' Taire ciiforinée par la courbe C, et S" l*îilre comprise cnlre les courbes Cl! et C; Tintégrale
étendue à Taire S ', a un sens el sa valeur varie quand la courbe (1' change de grandeur et de forme. Supposons que J^' ait une limite J quand la courbe i.\\ diminuant d'étendue dans tous les sens, vient s'évanouir au point : on prend celte limite pour
définition de Tintégrale 1 1 f .^x, y) dto; on dit alors que Tin-
tégrale J,.- est convergente.
Dîins le cas contraire où J,.- n'a pas de limite finie, Tintégrale
J,.. est dite divergente et Tintégrale j I ^ n'a aucun sens.
Dans quels cas Tintégrale J,.- est-elle convergente? En
voici un. Posons
et admettons que Ton ait en tout point de Taire S :
on peut alors affirmer (jiie J,. est convergente. Pour le voir, sup-
posons d'abord la fonction f.x, y'i positive en tout point de S. Traçons, autour du point O (fig. 2Vi comme centre, deux cercles,
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Tuii Cq, de rayon r^, que nous laisserons fixe ; l'autre plus petit C dont nous ferons tendre le rayon r'' vers zéro. Enfin, pour simplifier le langage, désignons par les symboles
If • ff ' ff '
les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre les courbes : C et Cq, C et C", Q et C". L'intégrale
a un sen«; elle est > o et augmente quand r" diminue. On a, de plus,
et, par suite,
(f f(x,y)d<.,</f ^do+ff -^clco;
la première intégrale du second membre reste fixe ; quant h la deuxième, elle a pour valeur :
r r -SI ^ly-' . .. Mr^-«
et on voit que, si a est inférieur à 2, elle tend vers une limite finie quand v" tend vers zéro.
L'intégrale du premier membre M f (x, y) d(o, qui reste
toujours inférieure h cette limite et va sans cesse en augmentant quand r' diminue, a donc aussi une limite.
Le résultat n'est pas changé, si Ton remplace la circonférence C par une courbe C! de forme quelconque entourant le point O et venant s'évanouir en ce point; on le voit facilement (mi traçant, autour de O pris comme centre, deux circonférences (!," et Cl comprenant entre elles la courbe (7 et venant s'évanouir en O en même temps que celle-ci.
Supposons maintenant que la fonction f ait un signe quel- POixcARÉ. Potent. Newt. ni
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conque; les conclusions précédentes s'y appliquent encore.
Posons, en effet,
en convenant que Ton a :
i; = f et i;=o,
en tous les points où f est > 0, et :
i; = et i; = — f
en tous les points où f est < 0.
On peut appliquer à i'^ et 1', le raisonnement précédent ; les deux intégrales :
sont toutes deux convergentes ; leur différence,
J=:J(' .f(x.y}dw,
Test donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve enlirrement démontrée.
On peut aller un peu plus loin : | | Jf (x, y) ] d«o est convcr-
f^nte, car elle est égale à Jj + J,. Pour cette raison, Tintégrale J est diic a hsolif mm f convcri^enlc. Remarquons enfin que les limites de ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des lormes que prend le contour ('/ lorsqu'il vient s'évanouir au point 0.
Tous ces résultats s'appliquent au potentiel d'une surface attirante, (juand le point attiré est intérieur aux masses agissaules. Ce j)olentiel a pour expression :
La lonction f^x, y) du raisonnement précédent est ici— ; elle
satisfait donc aux conditions suffisantes de convergence indiquées dans l'énoncé et l'intégrale V a un sens bien défini en tout point de la surface attirante.
lyTÉGRALES TRIPLES
30. Intégrales triples. — On définit la convergence, dans le cas des intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles. Soit S une surface fermée limitant un volume V; soit F (x, y,z) une fonction devenant infinie en un point du volume V, mais restant continue en tous les autres points ; pour donner un sens à l'intégrale triple
on entoure le point O d'une surface fermée S' et Ton considère rinlégrale
i'=fff¥[yi,y,y:,d-.,
étendue au volume V compris entre les deux surfaces S et S'. Si J' a une limite quand S' vient s'évanouir au point O, on dit que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour définition de J. Dans le cas contraire, J' est dite divergente et rintégralc J n'a aucun sens.
On peut affirmer la convergence de J', lorsque Ton peut trouver deux nombres positifs, Tun M, fixe, et l'autre a< W, tels que Ton ait en tout point du volume V :
r désignant la distance du point O à un point quelconque x, y, z du volume. L'intégrale J' est en outre absolument convergente, car l'intégrale
converge aussi; la limite de J' est alors indépendante de la succession des formes que prend la surface S' et la valeur de J est bien déterminée. Un exemple de ce cas de convergence est fourni par le potentiel newtonien d'un volume attirant, quand le point attiré est à l'intérieur des masses agissantes. Ce potentiel est, en effet, représenté par l'intégrale triple
'ch'
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^ la ronctioii siius le signe J sutififiiisiint aux conditions >.'noncées : cela suppose loutefois que lu densité ^' reste finie.
Los composantes de ruttractiuii, elles-m^mes, sont données parties intégrales absolument convergentes. Soit, en effet. \j.„ une limite supérieure de lu densité; iiii a :
f l'une des composantes, par exemple celle qui csl paialU-lc à Ox. a pour expression :
et, par conséquei
X est doiio :,bs<.luni
s le mode de
Soil n l'ordre de riiilépeul plus se servir de ht
31. Intégrales d'ordre quelconque, grale ; quand n est supcrienr it il, oi représentation géométrique, le même.
Soit F(x,, x,,...,x,l, une toiicllon de n variables et eoasidt l'intégrale d'ordre n :
étendue par
J = fFdx,dx,dv, dx,.
luple il un ehuiup défini par l'inégalité
Supposons que F devienne iiiiînie pour un point O du cbamp. dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales ii /ém Bans restreindre la généralité.
lyTÉGUALES D'ORDRE QUELCOSQUE O9
Appelons J' l'Intégrale | Fdx, dx, dx^ étendue au champ défini par les inégalités :
L'intégrale J' a un sens si nous supposons la fonction F continue en tout point du champ primitif autre que le point O. Si, quand p tend vers zéro, J'a une limite, cette limite définit J; sinon, J n'a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans le second, divergence. On peut affirmer la convergence dans le cas où Ton a en tout point du champ primitif :
< , avec a < n ,
M désignant un nombre positif fixe.
32. Intégrales absolument conyergentes et intégrales semi-con- ▼ergentes. — Exemples. — Revenons aux intégrales de ligne, de surface et de volume.
Soit
J =jFdt,
une intégrale simple, double ou triple suivant que dt désigne un élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du champ d'intégration et qu'on ait démontré la convergence de rintégrale J. On dit que cette intégrale est absolument conver^ i^enlCy si l'intégrale
étendue au même champ, est elle-même convergente ; dans le cas contraire, l'intégrale J est dite semi-cofwer^en te . Nous avons donné (29 et 30) des exemples d'intégi'ales absolument convergentes. Voici maintenant des exemples d'intégrales semi-convergentes.
PuEMiER EXEMPLE. — Soit l'intégrale :
/** sin ax ,
Jq X
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Klle est convergente, car :
sin ax
elle est semi-convergente, car :
,. i^ I sîn ax I linii^. I -^ ^ ^dx = x
Dei'xikme exemple. — Soit un cercle attirant limité par une circonférence C ; supposons la densité constante et égale à 1: proposons-nous de calculer Fattraction au centre O (fig. 25).
ri^. a».
Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordonnées, deux droites rectangulaires Ox', Ov'. L'une des composantes de Tattraction, X par exemple, a pour expression au centre :
X = / iL do/.
Cette inlcgrale est convergente.
Kn effet, entourons le centre d'un cercle ÇJ concentrique au premier et considérons Tintégrale :
étendue à la couronne comprise entre les deux circonférences.
INTEGRALES CONVERGENTES ET SEMI-CONVERGENTES
Appelons t le rayon de C, p celui de C et passons en coordonnées polaires ; on a :
J^. = f'cos 6de r^ = fsin 2 7: — sin 0) log -^ = 0.
Ainsi Je/ est constamment nulle. Sa limite est 0, quand £ tend vers zéro. L'intégrale X est donc convergente.
Montrons qu'elle est semi-convergente, c'est-a-dire que l'intégrale
ne converge pas.
Cette intégrale, étendue à tout le cercle, est égale au double de l'intégrale
étendue au demi-cercle BCAB.
Calculons donc celle-ci ; si elle a. un sens, elle est la limite de la portion correspondante de J^/ relative à la demi-couronne BCAEFDB. Or, celle-ci est égale à :
r-d (sin s; f-^ = 2 log -^ ,
quantité qui augmente indéfiniment quand s tend vers zéro. L'intégrale X est donc semi-convergente. On peut démontrer de plus : étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point O d'une courbe C, puis qu'on calcule l'intégrale relative à l'espace compris entre les deux courbes, et enfin qu'on fait évanouir C au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la courbe C et de la succession des formes que prend cette courbe avant de s'évanouir au point O.
C'est ce que je vais montrer.
Supposons d'abord que C soit une circonférence concentrique à C; la raison de symétrie, comme aussi le calcul fait précédemment, montrent que l'attraction de la couronne au point O est nulle. Etant nulle constamment, elle définit une limite nulle, quand C vient s'évanouir au point O.
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Par un autre procédé, uu roiitrairp, on peut définir une limite tliflV-r<-i)lc de zit». Dans les ratsonHenieiits qui vont suivre, nous nous appuierons sur !c lemme suivant :
t.EMME. — Deii.r surfturx iillira.
dt'H.r points i
c.rcrfcnl (a niéitie ullrnilion
loi/iéiitjitea S el S', telles ii-reupondantit xoienl égales.
fiilre d'hoDiothèlic.
Ce lenime est presque évident ; soient, en effet, deux éléments correspoudunts ', lig. 'ÎG dto et diu', r et r' leurs distances respectives au point O ; leurs attractions au point O
, ;x'd,., p„urdw:^-i—
pour
u'dw'
Os deux attractions dirigées suivant la uiémedruitc sont I>icn égales, puisnu'en vertu de riiomotlictie, on
Cela posé, reprenons iiolrc cercle (1 et prenons comme courbe auxiliaire une autre eirconfé renée (" ilig. 27). non concentrique il (^', ayant son centre en un point O' voisin <]e 0. Menons la ligne des centres CXV ; cette druile coupe nos deux eîrconférences aux
lits A, 1) pour la première et A'. B' pour la
■nde.
Sup]>osoiis que, des denx points A' el li', le plus rapproché de O soit A': déeri vons alors, dn point <) eoinnie centre iivcc OA' comme ravon, une circoii l'ère me (!,.
Appelons p, ^', p, les rayons des circonférences C, C et C„ puis traçons une circouléreuce C^ tangente en A :i la proposée C et telle que son rayon p„ satisfasse ii la relati<Mi
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Alors les deux cercles C(, et C sont h«mothclit[ues par rapport
au point et le rapport d'homothétie est — . D'autre part les
deux cercles C et ( ,, otjnt concentriques, ont aussi pour centre d'homothctiL le point et même rapport d'homothétie que les deux prcct-dents en ^e^tu de la relation (t). H en résulte (|ue les
deux portions de plan couvertes de hachures, l'une comprise ciitie les circonférences C^, el(ô l'autre entre les circonférences (7 et (',, sont homothétiques par rapport nu point U. Si donc ou suppose la première couverte de muliére attirante avec une densité égale a 1 comme celle qui recouvre le cercle (I, son attraction im point ()
3 que
■elle de la seconde.
Nous exprînierons cette propriété par l'égalité
désignant en général par C„ — C„ la portion de plan comprise entre les courbes C„ et C„, el par A, __,_ l'attraction que cotte portion de plan exerce au point 0.
Cela pose, ce que nous voulons calculer, c'est la limite vers laquelle tend A^.^, quand le cercle C vient s'évanouir an point (I.
Or, on a évidemment :
TBÉoitiË ùv l'oTE.wjEL .veirro.vjjTi»
ce qui se léiliiil a :
puisque .\,_, est nulle, piii relatiniis (2] et (It), nous ;iui
If
il |. [ton
luir le ecrcle C au point de manière que ] oiislaiit, les ik'iix termes de ce rapport ten-
dant vers zéro. Kn vertu de la relsition (l), le rapport -J — reste aussi coiistaut et, par coiiséqueut. le eerele V.g reste iovariiible ; il en résulte que A, _„ reste fixe.
Ainsi, l'intégrale qu'il s'agit d'étudier, A, _,.,reste constanimeiil ^gulc à une quantité fixe — A,__,; on peut donc écrire :
lit
Montrons nmintoii évident.
nulle. Cela est presque
Figurons à part (Gg. 27 Itis) les deux circoulerenees C, et C; traçons la droite MN perpendiculaire en à la ligne des centres. Knfin, décrivons une troisième circonférence G, égale à C, et tangente intérieurement en B ii la circonférence C; cette circonférence passe évidemment par les points M et N. L'aire atti-
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rante C,, — C est ainsi divisée en deux parties : Tune comprise entre les trois circonférences C, Q et C, ; l'autre comprise entre C,etCo ; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures. La première partie a manifestement une action nulle au point O par raison de symétrie ; quant à la seconde, son action est dirigée suivant la ligne des centres et ne peut être nulle, car tous ses éléments, étant situés d'un même coté de MX, les projections sur AB de leurs actions en O sont toutes de même signe.
Kn résumé, A, _ ^ est différente de zéro et, par conséquent, on a :
lini A,_,.=^().
On voit donc que, suivant la courbe auxiliaire choisie pour définir l'attraction au point O et suivant la succession de formes par lesquelles on fait passer cette courbe, on peut obtenir pour l'attraction une limite nulle ou une limite différente de zéro. Celte circonstance caractérise les intégrales semi-convergentes.
Des considérations analogues pourraient être faites au sujet d'une surface quelconque. On verrait, de la même façon, que les composantes de l'attraction, en un point d'une surface attirante, sont données par des intégrales semi-convergentes.
Au contraire, le potentiel d'une surface attirante, que nous allons étudier maintenant, va nous fournir un exemple d'intégnde absolument convergente.
33. Autre exemple. — Potentiel d'une surface attirante quelconque en un point de cette surface. — Soit S une surface attirante ; son potentiel en un point M est donné par Tintégralc :
;x', r, dw' étant les notations connues.
Supposons que le point M soit pris sur la surface S elle-même : nous allons montrer que l'intégrale précédente garde un sens et est absolument convergente, si la densité |jl' reste finie en tout point et si la surface S admet, en M, un plan tangent uni<|ue.
Menons ce plan tangent (fig. 28); prenons-le pour plan des xy et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravit»'*
7i: j:î jz .»:rr.*rr£i .^zvroyiEy
j_: iu rt S- ? îa i r-^-^ti-a *«r 1^ plan des xv, z T-iL i-.r< > :"ai. --fcZ.X'f-- ^3 P- «p-nfin s., v', 2' les
S ucr oHi?l-^ il «entourant le piiliit M « v*»url-i?> il l^aitju^ S en deux zones,
V'.éi. ^>.
S #-l Sj. ];i |iifiiiit'if. S., ^-tiiiit cello qui comprend le point M. Appf'loits V. <-t V, Ifs piittMitit'Is respectils de S^ et S, : on a :
\. ;i un s*-iir» :iii jniiiii M: il suflîl d i'tudier \\: cette intégrale a jioiir '-xpri'-^ioii :
•JL lU'>
«•Il \«Tfii t\t: 2 . i»ii j>fut 1 t'crire :
dx cl
(.«•ll<' JiTni<'i'«r inti'fri'jiU' i»st étendue ii une aire plane, h la portion du |ihiii des xy eoniprise à l'intérieur de (! .
Or, on peut rlioisir la calotte S^ assez petite pour, quVn chacun dr m-h point», on ail :
eos '^
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a désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M, cos ^ est égal à 1.
Ecrivons alors la fonction sous le siffne / , , de la
^ J rcos '^
manière suivante
' cos '^ r m
en posant
m = ul'
^ cos '^ r
et
r'=MP'.
L'intégrale devient alors :
3} V. = r-Î^dx'dy';
m' peut être considéré comme une fonction de x', y ^ puisqu'il chaque point P et, par suite, a chaque point P', est attachée une valeur de m' ; de plus, cette fonction est essentiellement limitée,
car elle est égale au produit de trois autres qui sont limitées :
•ji' Test, par hypothèse, et , par construction, enfin — est
* ^ • * cos C5 r
inférieur à 1. L'intégrale (3) est alors le potentiel en M d'une portion du plan des xy, celle que limite (!', sur laquelle la densité de la matière attirante est la fonction m'. Nous avons vu (29) qu'une pareille intégrale est absolument convergente. Le théorème général est donc démontré.
Dans ce qui précède, nous avons supposé, pour plus de simplicité, que la surface S était pourvue d'un plan tangent bien déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M. Cette hypothèse n'est pas toujours indispensable.
Prenons, en effet, le cas d'un cône circulaire droit. Supposons que M soit le sommet de ce cône. Prenons pour plan des xy le plan perpendiculaire à l'axe du cône et effectuons les mêmes
transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite
supérieure de |m'|. En effet, a' est une quantité finie ; — est le
:« Tin: ont E du potestiel sewtosien
cosinus de ranj^lc cruno {génératrice du cône avec sa projection ;
reste écal il l'inverse du cosinus de l'angrlc d'un plan tan-
cos 5 " n r
gent au cône avec le plan xy. On peut donc refaire ici le raisonnement indi(]ué plus haut.
La conclusion subsiste encore si le point M est un point sinf^ulier de la surface S, lorscpie le cône des tangentes en ce point est, par exemple, un cône réel du second ordre, ou lorsque ce cône SI» réduit il un système de deux plans réels distincts. Cela se voit, comme dans le cas du cône circulaire droit.
34. Analogie avec les séries. — Avant de poursuivre Tapplicatioii des princij)es précédents ii Tétude du potentiel, faisons une remarque.
La théorit* des intégrales convergentes doit être rapprochée de celle des séries. Les dénominations de vom>eriicntc^ absolument ron\'cr^cnf(*y .si*nii'iofiV(*ri:^(*rif(\ se définissent pareillement dans les deux théories et les propriétés correspondantes sont comparables. Les deux théorèmes suivants mettent en évidence cette analogie étroite :
l" Quand une série est absolument convergente, on peut modifier l'ordre des termes sans en changer la somme;
2" ()uan(l une intégrale est absolument convergente, on peut choisir arbitrairement la courbe ou la surface évanouissante qui entoure le point de discontinuité et la faire passer par une succession (|nelcon([ue de formes. On peut aussi intervertir Tordre des intéirrations.
Ci*. derniiM' point se démontre sans difficulté. Soit, par exemple, linté^ialc double
J 1^^ I f X, y dx dy,
étendue il une aire plane S limitée par une courbe C ; supposons <|ur la l'onction f devienne infinie en un point M du champ d'intégration trt, ([u'en tout point de Taire, on ait :
1 ^yy
< — , avec a<i, r'*
M étant un nombre positif fixe ; l'intégrale est alors absolument conv(^rgentc.
AyALOGIE AVEC LES SÉRIES
Entourons le point M d'un cercle 2 de rayon p, ayant ce point pour centre. Le champ d'intégration est ainsi partagé en deux parties, S^, et Sp S^ étant la portion du champ comprise à l'intérieur de I. Appelons J^ et J^ les valeurs de l'intégrale cidessus, quand on prend respectivement pour champs d'intégration Sp et S,.
On a :
Pour Jj, ou peut intervertir Tordre des intégrations, puisque la fonction reste finie dans le domaine S^ Voyons ce qui se passe pour l^j on a :
et, par suite.
2 7rMo«-«
«n prenant p assez petit, ou peut rendre [ Jy| inférieur à un nombre -^ donné à l'avance. Intervertissons Tordre des intégrations; J et J^ deviennent J' et J'^, et, puisque J, ne change pas, on a :
mais on a :
et
-donc :
<?l, par conséquent,
■quel que soit e. Comme J — J' est bien déterminé et ne dépend pas de p, on a nécessairement
4!e qui démontre qu'on peut intervertir Tordre des intégrations. Cette remarque permet de démontrer facilement un théorème
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rclnlil iiu poteiitîd ; soît T un volume attirant, M un point intérieur, ^' le potentiel en M, et X une des oompiisiintes <le l'attraetion en <'e point. V et X sont donnés par les intégrales suivimtes :
v=rJ^a-
(les ÎTitégrules sont iibsnlumonl cunvergcntes (30)- (lonsïdtViuiis l'intégrale .[niidruple :
x„ et Xj désignani les viilcurs de x en deux points M,, et M,. Otte îiitêffiule est iibsoluinent e<nivorgente. Je inc propose de démontrer la relation suivante :
;i f'Xdx^V, — \„.
V, et V„ élaiil les viilenis du poliiiliel en M, et M„. Cette relation «erail êvid<Mite. si l'on avait démontré (jue X = -^; cette (lénionstralion sera laili- plus loin dans le cas — f[ui est le eas aetnel— oii le jininl M est inlérienr aux masses agissantes. Pour l'iiistaiil. démontrons direel<-nn-nt la relation ;i;:. L'intégrulr s'éeril ;
Uiv Ii'lh.''..i'i'i
35. Potentiel newtonien d'un volume attirant. Existence des dérivées premières- — Soit T un volume atliiaiit, M un point inté-
EXISTENCE DES DÉRIVÉES PREMIERES
rieur aux masses agissantes ; le potentiel en M est donné par rîntégrale :
V = ( ^ dV.
et les composantes de l'attraction en ce point par les intégrales
Y_/-!l-L=Ii.W.
(les quatre intégrales sont absolument convergentes (30).
Lorsque le point attiré M est extérieur aux niasses agissantes, les composantes de l'attraction sont aussi les dérivées premières du potentiel. Je vais faire voir qu'il en est de même, quand M est intérieur aux masses agissantes.
Je vais démontrer, par exemple, que -r — existe et que Ton a :
Ox
Traçons (fig. 29) une sphère S, ayant pour centre M et pour
Fig. nj.
rayon p. Sur une parallèle h Ox menée par M, prenons un point
M' voisin de M et situé à l'intérieur de lu sphère; les ooordon-
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niffs (It^ M et M sont : pour M : x. y. 2: pour M' : x+ h, ; l'itr ilrliiiîtioii. lin u :
Ntiu* df vous donc montrer que rexpressitin
pi-iit i-tiM^ rondiie îiilVrïfuri- ù un nombre donné ê, si ronprfnJ h sullUumnit'iit petit.
Lii spliiTf 1 di%i#e le volume T eu deux parties, Tune T„, comprise il riutt-ri>-iii- de lu sphère, l'autre T,. constituée par la pnrlif ii-âtitnte du volume T.
Appelons :
\ . X,.X leseomposantes en M.
V . V,.Vlesp.ilentielsenM
(lus reiijK'i'tivcment aux altractin ileuxîèmo et du volume lotal;
i do lu première partie, Je Is
les v;il,-iMsdeees
s tuuetions en M':
x^x. + xv
Comiiu' M cl M suiil .■xtcrii-nis .i:ilV-i-(.iii;<T rinligiali- y, sens le
lu volume partiel T,, ou peut siiîiif j et l'on a, par eonsé-
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette fonction 3(p,h) soit aussi petite que l'on veut. Occupons-nous maintenant de l'expression :
Supposons la densité jx' finie dans tout le volume T et soit [x* une limite supérieure de cette densité.
or :
«/îT
donc :
Cherchons maintenant une limite supérieure de — 2__ — ?. Figurons à part (fig. 30) la sphère 2; soit P le centre de gravité
Fig. lo.
d'un élément dT' du volume T^; menons MP et M'P, puis posons
MP=r, M'P = r\
et rappelons-nous que MM' = h. On a :
THÉOmE Bf POTESTiFL XEVTTOXIEK
<'t, «le plus.
V.-V. I ,• ,tT ,• J
Nous cuiiiuiisMiiis la valeur de i
, c'est 4i:s; calculons U
limite su{iéi'ieui'e de l —^. Pour cela, <lu point M' comme centre (fi(î. Hl), décrivons une sphère 1 iiyanl s + h pour rayon. Les
ili'iix splii-res ï' l'I ï sont tiiof^oiites inlêrieurcmeiit ; appelons T , le volume compris ii l' in lé rieur de la sphère S'. On a
,' dV ,' dT
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et enfin :
<4 7:(3p+ h) <[jL^167rp[i^
En somme, nous pouvons écrire Tinégalité :
<'f(p,h) + 167rp[Aç.
Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre inférieur à un nombre donné e, en prenant h suffisamment petit; il nous suffit, pour cela, de prendre p assez petit pour que
107rp[x^<-y;
puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que
on aura, dès lors,
ov
ce qui démontre que la dérivée -:r— existe et qu'elle est égale à X.
Le potentiel V a donc des dérivées premières, en tout point intérieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de l'attraction, ce qui fait qu'on les obtient en diflcrcntiant sous le
signe I .
36. Étude des dérivées secondes* — Si Ton différentie une fois de plus sous le signe i , les intégrales obtenues sont seulement semiconvergentes ; on rencontre ces mêmes intégrales dans la théorie du magnétisme où leur étude est nécessaire ; mais, dans la théorie du potentiel, on Tévite par un artifice.
Nous allons démontrer que, si la densité [x' a des dérivées de tous les ordres, le potentiel V en a aussi de tous les ordres.
Soit, en effet,
= / -^ dT'
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sv
II- I>(ttpnlie1; l'une des dérivées premières, '^par exemple, a poar f\ pression :
(tx .' r
im peut l'écrire :
i'.cc'i post', riippelons une forniulo que nousavonsdémontrée (19), il propos du lii ToriDule de Grccn ; reprenons toutes les notations di- ce paragraphe, nous aurons :
1)1 prcmii-re ititéfrnili* ot la troisième étant étendues au volume iittirunt T qufî nous considérons; la deuxième, ii la surface S qui limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transformer l'intégrale -r— : posons :
l", = [Ji',
V,=JL; la formuli^ (1 ^ nous donne alors :
,_/.4)d..-j^^d.J'lM..
I )ii voit donc qne.si -r^-, existe, l'expression de — est égale à la lionime de deux potentiels : un potentiel de surface
i-t un potentiel de volume
"il?-.
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or, le premier a des dérivées premières, en tout point non situé sur la surface; quant au second, il en a, de même (35), en tout
point intérieur ou extérieur; -j-- en a donc aussi, sauf sur la surface ; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point de l'espace, sauf, peut-être, sur la surface ; à leur tour, les potentiels du second membre de la formule (2) ont des dérivées secondes, si les dérivées secondes de jjl' existent et, par suite, V a des dérivées troisièmes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en proche et le théorème annoncé se trouve démontré.
37. Formons l'expression de chaque dérivée seconde et celle de leur somme; la formule (2) nous donne :
^=_/.'j^du>'+/l:d-
dx ^/ r t/ r
On peut différentier sous le signe | dans le second membre ; on peut donc écrire :
on a pour -^-j et -r-j- des expressions analogues. Ajoutons-les membre à membre, nous aurons :
J \_ dx' dx'
, Kt) .y , Ht) 0^'
"^ dy' dy' "•" Oz' dz'
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que l'on petite
V •' ^i^ ~J 2j -17- iSr •'"■
38- Fonnule de Poisaon. — Autour du point M (6g. 32), traçons une sphère ï, ayant M ptnir centre et un rayon ég;il à f ; elle par-
tage le volume T en deux autres T, et T„ T„ étant celui qui est intérieur ù lu sphère; appelons V„ et V, les valeurs de leuri potentiels respectifs au point M.
Ou a :
el
la première intégrale étant étendue ii la surface de lu sphère et la seconde :i son volume.
FORMULE DE POISSOS
Comme dous supposons que les dérivées premières de |jl existent, Texpression :
où tx désigne la densité au point M, doit rester finie; jjl lui-même et ses dérivées premières étant supposés finis, on peut assigner à toutes ces fonctions une limite supérieure commune \x\, de sorte que Ton a les inégalités :
ÎX'
djji'
dx
à l'intérieur de la sphère.
Remarquons enfin que Ton peut écrire :
et que Ton a sur la sphère :
du
AV devient alors :
Ox' ^\!
etc.,
La première intégrale a pour valeur :
_ rji. dto' = ^ 4- Ai^'>' = — 4 TT.jL.
La deuxième tend vers zéro, en môme temps <juc p, car on a
P"'-i" do/
I.a troisième tend aussi vers zéro, car on a
or rintégrale du second membre a pour valeur 47r[jLip, celle du premier est donc inférieure à 127:;jl'^p; elle tend vers zéro avec p.
Bref on peut écrire :
e tendant vers zéro avec p ; comme AV et «jl ne dépendent pas de p, on a rigoureusement :
AV == — 4 îiix.
(]'est la formule de Poisson,
Remarque. — AV, considéré comme fonction de x, y, z, est continu, à rintérieur et à l'extérieur du volume, mais éprouve une discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de même, de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d'ordre supérieur.
39. Potentiel logarithmique d'une surface attirante. — Tout ce ([uo nous avons dit du potentiel newtonien d'un volume est vrai du potentiel logarithmique d'une surface attirante.
Kn un point M de la surface attirante, le potentiel logarithmique V est représenté par l'intégrale double :
et Tune dos composantes X de l'attraction par :
On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument convergentes et que l'on a :
OX
L'équation de Poisson devient
AV = — 2 TCjjL.
Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel logarithmique d'une surface plane est le même que le potentiel newtonien d'un certain cylindre ayant cette surface pour section droite. La matière attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons-
tante et égale à-;r- jjl', tout le long d'une même génératrice, (x^dési-
gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie le potentiel logarithmique, au point où elle est rencontrée par la génératrice considérée.
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40. Notations et remarques prëlîminaires. — l'tiint ilutmês u surface attirante S et un pniiit M sur cette surl'ace, nous avons j vu (33) que le potentiel en ce point est représenlé par une intégrale absolument convergente, elles cumposiuitcs <te l'attraction par des intégrales semi-convergentes 32 -
Nous allons voir maintenant ce <jui se pusse quand le point M est extérieur à la surrace, mais très voisin d'elle, et qu'il tend vers un point donné M, de cette surface en suivant la droite MM'
établissons d'abord la notation que nous emploierons dans toute cette étude.
l'renons le point M^ comme origine des coordonnées; supposons qu'en ce point lu surface admette un plan tangent unique et prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs, nous supposerons, en outre, que la surface est régulière en M,. c'est-ii-dire qu'au voisinage de ce point, l'une des coordonnées d'un point de la surface est l'onction analytique des deux autres. V.n réulité, cette hyputbèsc est inutile et nos démonstrations subsistenmt, en supposant i[aitii piiint M,, la surfine ponnède un plttH tancent iinii/tic et rfeu.f rayonn de vonrbiirv bien déterminés.
Nous désignerons par dw' un élément de la surface, par P son centre de gravité, par P' la projection de P sur le plan des xy; oniïn par x, y, t. les coordonnées du point M et par x', y', z' celles du point P. Los coordonnées de P étant x', y', z', celles de P' sont x', v', — et l'on a PP' = z'.
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z' est une fonction de x', y'; appelons-la f (x', y'). I/équation
7/ = f(x\yO,
est Téquatlon de la surface.
D'après notre hypothèse, z' est développable, au voisinage de M^, eu série ordonnée suivant les puissances croissantes de x\ y'
Fig. 33.
et le développement commence par des termes du second degré, puisque le plan des xy est tangent en M^; il est donc de la forme :
z' = ax'^ + hx'y' + cy - +
Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que des termes du second degré; c'est ce qui fait qu'elles seront encore vraies, en supposant seulement Texistence d'un plan tangent unique et de rayons de courbure principaux bien déterminés.
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expression qui reste toujours finie. Le rapport — |- et, par suite,
r le rapport — ^ restent finis. On peut donc assigner à ce dernier une limite supérieure A et écrire :
D'une manière analogue, on démontre que les deux rapports
-7- et — restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux
nombres positifs B et C tels que :
-V<C et — <B.
2" Considérons maintenant le rapport
(]e rapport est fini, tant que r estdifTérent de zéro; je vais faire voir qu'il en est de même quand r s'annule.
Quand z est infiniment petit, sa partie principale est de la forme :
ax + bx V -f- cz ■,
comme nous Tavons vu précédemment.
La partie principale de — ^ est donc :
ax " + nx y + cy ■
qu'on peut écrire :
Sous cette forme, on voit <jue ce rapport reste toujours fini Nous ap[)ellerons 1) une limite supérieure de ce rapport. Abordons maintenant l'étude du potentiel de S.
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42. Etude du potentiel. — Appelons V et V^ les potentiels en M et Mq de la surface entière S; V et \q de la calotte S^ ; V et V'o ceux de la portion restante S,. On sait que V^, est exprimé par une intégrale absolument convergente ÇX^) . Nous allons démontrer que Ton a :
lini V = Y,„
quand M tend vers My On a, en effet,
d'où :
Considérons V et V^; ces quantités sont données par les intégrales
que Ton peut écrire :
r u'dx'dv' ,, , r ;/dx'dv'
J r cos o J r,, cos '^
Choisissons la courbe C de manière que sa projection iSJ sur le plan des xy soit une circonférence, ayant pour centre M^ et un rayon égal à p.
Les intégrales V^' et V sont étendues à Taire de ce cercle.
On a, en vertu des hypothèses et des remarques faites 40 et 41 1 :
dx'dy' r . dx'dy' r Aydx dy'
r dx'dy' r , dx'dy' /
Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On peut alors écrire :
car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con-
/*? dx'dv' centriqueSy que l'intégrale du second membre / r-^— a pour
valeur 2irp.
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Bref, on a rinégalité :
V'<2T:Avp.
De même, on démontre que :
On a, par conséquent, Tinégallté :
|V'-V;|<2«(A+l)vp,
et Ton peut rendre p assez petit pour que Ton ait :
£ étant un nombre choisi à Tavance.
Considérons maintenant V et Vi' potentiels, en M et M, de la portion restante S^ de la surface ; p étant fixé par l'inégalité précédente, rapprochons le point M du point M^ assez pour que Ton
ait :
V"— vy
cela est possible, puisque V" est une fonction qui reste continue, quand on franchit la surface au point M^.
Mais, d'autre part, on a :
V — V, = V-Vi + V' — Vi';
on a, par suite,
|v-vj<|V'-v;
|V"-Vi'|<e;
ainsi, on peut rendre la différence V — V^ aussi petite qu'on le veut, en rapprochant suffisamment M de M^; par définition, on a donc
limV = V„
quand M tend vers M^.
Remarque. — D'après la démonstration précédente, on voit que le potentiel V, continu en tout point de l'espace extérieuri reste continu quand on franchit la surface attirante.
Ce potentiel V est une fonction de la forme
fV,y')dx'dv'
et, ce qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration, c'est qu^on a pu assigner une limite supérieure a la fonction f.
On peut donc dire, qu'en général, toute fonction de la forme (1) est continue dans tout l'espace si Ton peut assigner une
limite supérieure a la fonction f qui figure sous le signe | , et
cela est vrai, même si cette fonction dépend, non seulement de x',y', mais encore de x, y, z.
43. Préparation à l'étude des composantes de l'attraction. — l'établissons le lemme suivant :
Lemme. — Soit l'intégrale simple :
où X désigne la variable d'intégration et z un paramètre. C'est
une fonction de z.
Faisons les hypothèses suivantes :
1® L'intégrale
/•z dx
reste finie et tend vers une limite finie, quand /augmente indéfiniment.
2** »(x) reste constamment positive quand x. varie de à x .
3^ La fonction f(x,z) admet une limite supérieure A, de telle sorte que l'on a :
4® Enfin l'on a :
lîm f x, z' =1, .
quand z tend vers zéro, quel que soit x, même s'il varie, pourvu qu'il reste fini; en d'autres termes, f(x, z) tend uniformément vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre et une limite supérieure fixe L.
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Je dis alors que, si l'on fait tendre z vers zéro et augmenter / indéfiniment, on a :
lim J
Pour démontrer ce lemme, posons :
En vertu de la première hypothèse, l'intégrale a un sens quand p est infini et Ton peut écrire :
lim,=.9(p) = e(x).
On sait d'autre part que, si F(x) et 0(x) désignent deux fonctions de X continues dans un intervalle a, b, le théorème de la moyenne donne :
rF(x)^(x) dx = V (Ç; /%(x)d
X avec a < Ç < 1),
pourvu que ^ garde un signe constant dans Tintervalle a,b.
Appliquons cela à l'intégrale J(z) en remarquant qu'on peut l'écrire :
on aura :
ou bien :
(i) j(x; = r.,i,z:ov + rx,z;[e:/;-6(p)],
avec les inégalités :
()<i<p cl o<Ç'</.
Transformons la relation '1\ on a :
j(z;=fvi,z;ofx;+ivî,z)[e(p)-6(x)]
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OU encore
j» = f(5,z;o(«)+[f(ç,2)-f($',z)][e(p)-e(oc)]
On a, en outre, les inégalités suivantes :
on peut donc poser :
t et £, étant des fonctions de Ç et $', restant toujours comprises entre — 1 et + 1.
Posons encore :
f(i,z:6(oo) = e(oo) + B.
B tend uniformément vers zéro quand, ^ restant fini, z tend vers zéro, car, dans ce cas, Lim f($j, z)=l.
L'expression de J (z) devient alors :
J : z; = 6 (X } + B + 2 s. A [H (?) - 8 (« )] + sA [8 (7.) - e (x )], d'où :
:2:J(z>-e.:x) = B + 2s.A[e(o)-9(x)] + 3A[e(7)-6:x)]. Or, nous voulons démontrer que :
limJ(z)==/ -i!iL=e(oo),
ou, en d'autres termes, que le premier membre de la relation (2) tend vers zéro, ou, si l'on veut, que l'on peut prendre / assez grand et z assez petit pour rendre [J (z) — S(^)| inférieur à un nombre donné r,, aussi petit que l'on voudra.
Cette démonstration se fait facilement à l'aide de la relation (2) ; on a :
Le second membre de cette inégalité se compose de trois termes.
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Ou peut prendre p assez grand pour que le deuxième terme 2 A |0 (p' — ^'x ;| soit inférieur à -:;•
On peut de même prendre x assez grand pour que le troi-
sîème terme A|[6 x' — 'î'^.il soit, lui aussi, inférieur h-^'
p et 7. étant ainsi fixés, l et ;' restent finis, quel que soit z, et Ton peut prendre z assez petit pour que |B1 soit inférieur
à TT , puisque, ; et ^' étant finis, H tend uniformément vers zéro. p, / et z étant ainsi choisis, on a :
Le lemme annoncé est donc démontré.
44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les intégrales doubles.
Soit rintégrale :
J V = ri^^l^dxdv.
étendue à une aire plane S limitée par un contour C qui tend à embrasser tout le plan. C'est une fonction de z.
On fait les hypothèses suivantes :
1" L'intégrale
r dxdv
garde un sens et reste finie quand on Tétend à tout le plan.
2» La fonction '^:x,y: est positive en tout point x, y du plan.
l\^ La fonction f x,y, z; reste finie et Ton peut lui assigner une limite supérieure A.
4" Cette même fonction f tend uniformément vers 1, quand i tend vers zéro, le point x, y restant à l'intérieur d'un contour fermé, aussi étendu qu'on le veut, mais fixe.
Dans ces conditions, je dis que Ton a :
Ixd^
,. , , . r dxdv
Iim J z = / : î-r-,
J ri X, VI
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rintégrale du second membre étant étendue a tout le plan, lorsque la courbe C s'agrandit indéfiniment et que z tend vers zéro.
Pour démontrer ce lemme, on considère un cercle S ayant pour centre l'origine et pour rayon p ; on pose :
^^ Jm ? (x, y)
La première hypothèse montre que (oo ) a un sens et Ton peut écrire :
iim^=«>e(p)=e(x).
Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con« tienne S et appelons
les valeurs de l'intégrale proposée
quand on Tétend respectivement au champ C tout entier, an cercle S, à la portion comprise entre C et S. On a évidemment -.
L'application du théorème de la moyenne à chaque membre de l'égalité (1) permet d'écrire l'égalité :
l\ Y fl V
6e désignant la valeur que prend l'intégrale / — ^ — y, quand on
prend l'intégrale / — ^ — y, quan( p la courbe C ; i,rj désignant les c
l'étend au champ limité par la courbe C ; ç,rj désignant les coordonnées d'un point situé a l'intérieur du cercle 2; Ç', r/ celles d'un point situé entre les courbes C et 21.
Le reste de la démonstration se fait comme pour le lemme précédent.
45. Composantes de l'attraction. — Les composantes dirigées suivant M^X et M^Y s'appellent composantes tangentielles ; elles
roi
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sont cxpriinncs par des intégrales qui varient continAment (juand lo paiiit M se dcpluce et franchit 1» surface au point M,.
Lii composiinte dirigée suivant M^Z, dite componante norninle, est exprimée par une întégride se mi -convergente et •'prouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface.
Nous allons préciser ces énoncés en commençant par l'étude do la composante normale.
46. Etude de la composante normale, nale Z esl exprimée par l'intégrale :
niposante nor-
ipu peut s é
jnt étendues à tous les éléments doi' de la surdc deux intégrales que
Ces intégr face attirante.
Z est ainsi exprimée par la diffère nous allons examiner suerossivemeut.
Remarquons tout de suite, qu'au point de vue de leurs dîscon' tinuitês, il sulltt d'étendre ces intégrales à lu calotte S,,
Plaçons-nous donc dans oo cas.
Voyons d'ahord la
Mc Z, ■^= l ' .,' dw'; transformons-la ;
l'inlégrale du second membre osl de la forme : ,M:x',v:dx'dy'
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La fonetion f reste finie puisque :
cos
ot que, par suite,
I •■('''. y') l<ïD
I/inlégrale considérée est donc (42) une fonction continue.
47. — Étudions maintenant la seconde intégrale qui entre dans l'expression de Z. Cette intégrale est :
On peut l'écrire :
JJ./3 j,8 ç^g ç
dx'dv',
ou encore, si l'on appelle ja la densité au point M,,
\[xz/
en posant
"^ ^ ^ !••» cos'^ a
Changeons de variables et posons :
y =7iZ
La fonction sous le signe | dans Z^ est ainsi transformée en une fonction de ç, y,, z.
Voyons quel est le champ d'intégration.
L'intégrale Z, était étendue, dans le système des anciennes coordonnées x', y', z, à la projection S'y sur le {)lan des xy de Taire S^. Nous pouvons toujours choisir le contour de S,, de
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iiiaiiîère que S',, soit un cercle, ayant le point M^ pour centre. Soit p son rayon ; Téquation Je ce cercle est :
Par le changement de variables, l'inlégrale (1) devient : cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle Z^ :
(^; / ^ ^dÇdr.,
lequel tend à embrasser tout le plan des ^r,, quand z tend vers zéro.
Cela posé, examinons la (onction A.
D'abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inégalités démontrées au paragraphe 40 :
Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément
quand, ; et •/; restant finis, z tend vers zéro.
r'^ Considérons en eflet le rapport — -^ il a pour expression en
général 3
Remplaçons, dans ce rapport, z' par son développement en fonction de x', y'; ce développement est, d'après nos hypothèses, une série entière procédant suivant les puissances croissantes de x', y' et commençant par des termes du second degré :
yj L=: ax'* -j- bx'y' + cy'- +
Le rapport ci-dessus peut donc s'écrire :
L(x' — x;^ + (y'-y)^+.ax^+bxy+cy'^+ — z)*J
Exprimons-le h Taide des nouvelles variables 5,7,, z, il deviendra :
r (a-y + (?-r,)> + l -IT
L (a — $)*+(? — r.;* + (a$*z + b$7iz + cr.'z + - 1)* J '
Quand z tend vers zéro, Ç et r^ restant finis, ce rapport tend vers :
Ainsi — r .considéré comme fonction de Ç,t. et z, tend vers 1 quand, \ etr, restant finis, z tend vers zéro ; on peut donc écrire :
= l+ep
Cj étant une fonction de 5, rj,z qui s'annule pour z = o, si Ç et */; sont finis, quelles que soient d'ailleurs leurs valeurs. Considérons maintenant l'expression :
COS Ç [JL
Nous avons supposé que — i — est développable en série procédant suivant les puissances croissantes de x'cty'; il en est donc
de même de , puisque 'jl est une constante. Le terme tout
u. cos 3 * * *
connu dans ce développement est évidemment la valeur de l'expression considérée pour x' = y' = o, c'est-à-dire pour le point M^j. Or, en ce point, on a :
[jl' = [jl et cos » = 1 ; on a donc :
COS C5 a
au point M^, et l'on peut poser, en général,
COS C5 »JL ' ^
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S, étant une fonction tie x', y' qui s'annul« en M,,; si nous coiisidé-l rons IVxpression i^tudiéc l'onime une fonction de ç, r,, z, on peiita encore écrire l'égalité (3\ ê, désignant une quanlité qui s'an-j nule qiinnil z s'nnnule et que S et ti restent finis, étHnt d'iiillet quelconques.
t.;> lonetioii \ prend mnsî lii l'uime :
Dans cette liirmule, =, est, cunune t^ et e,, une l'onction de I ,r,, z qui tend uniformément vers zéro, qunnd z lend vers zéro. ]
11 est dune démontré que la fonction X tend uniformément I vers 1, quand z tend vers zéro, ç et t, pouvant varier, mais restant | finis.
Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité jj.' \ est une fonction analytique de x',v', au voisinage de M„. Celte [ hypothèse n'est pus nécessaire; il suffit de supposer que la densité [l'est simplementcontinuepar rapport aux variables x', y'; elle ] est alors unilurmément continue par rapport â z et l'on peut 1 écrire encore la relation (il).
Reprenons maintenant l'expression 2; de '/., :
j dsdïi-
I considérons la loi
;?-v + il"î
qui entre en dénominateur bous le signe j .
Cette fonction a évidemment nn signe constant; île plus, elle est telle que l'intégrale .1,,,
eicli' ï. cléliiii plu» liaul, liiul vors i.uc liinllf J.
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quand le cercle 2^ s'étale indéfiniment et tend à embrasser tout le plan.
Nous démontrerons cette propriété tout à Theure ; admettonsla pour rinstant et tirons-en des conséquences.
L'intégrale Z, a ainsi été mise sous la forme :
Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe précédent; A possède les propriétés de la fonction f et V celles de ^. Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro et que le cercle 2,, s'étale indéfiniment, et cette limite est égale ii celle de l'intégrale J^, c'est-à-dire àJj. On peut donc écrire :
lim,=„ /-y^dïdr, = J,,
ou
lim,^oZj = J,.
Démontrons maintenant que la limite J, existe et évaluons sa valeur.
Considérons donc l'intégrale :
dïdr.
étendue au cercle ï^^
et calculons sa limite quand \ s'étale indéfiniment, c'est-à-dire, en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de l'intégrale :
r zdx'dy'
quand z tend vers zéro.
IIO
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Figurons (fig. 34; rélément ab = dx'dy' du domaine Si dans le plan des xy et considérons le cône, ayant pour sommet le point
Sa
Mo «^
Fig. 14.
M et pour base cet élément; appelons a Tangle de Ma avec Taxe des z et dT Tangle solide d'ouverture de ce cône ; on a :
Ma = r',
cosa
dT =
cosa
z dx'dy'
I/angle solide Q d'où Taire Sq est vue du point M est donc :
z dx'dy'
et Ton voit que :
Ju = ;^û.
Quand z tend vers zéro, il tend vers db p.t: et J^ vers zt 27:;jl; J„ a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est égale il + 2-;i., si z tend vers zéro par valeurs positives et à — 27:|x, si z tend vers zéro par valeurs négatives. Il en est de même de l'intégrale Z^ puisque
Résumons tout ceci
Nous avons mis Z sous forme d'une difrérence de deux intégrales Zj et Zj :
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Là pie mi
■re Z peste
continue quand on rninchit la
Quant h la ileuxièiiie Z,,
elle tend vers + :2 t: fx ou — 2
vaDt que M
tend vers M
d'un côté ou de l'autre de la
Considère
ns alors deux points M' et M" situés de piirt
Ire de la sut
Tace et très
voUins de M. (fi|i. 35). Soient Z' et Z", ^^^H
Z', et z;', Z
et z;' les valeurs respectives de Z, Z,, Z^, en chacun ^^^^|
Ae ces poin
s. On i, :
au po
au poir
Toh:
Supposon
s le point M
situé du cAté des z positifs et M
du ^^^^H
des z négat
s, puis Taisons tendre M' et M" vers M„; la
:2, élant con
inue, la difTérence ZJ — Zj' tendra vers zéro
z;etzi' ^^H
tendront res
pectivement
vers + 2t.^ et — 2t;,u, leur difFérenee Z; ^^^H
— Zi' tendra
donc vers 4
-y. et par couscqiieiit Iti difTérene«
z'-zv ^H
tendra vers
La tom//osanle nornii
le dp l'iitlrailiott èjtrom'c ilofic
ir lise/ lie de
',r..,,,„nu(
on f,;,mH, l„ .,„fm-c n„ ,„„
densité est ^
Les rnîsunneincnts tj
il prêci'ilent n'ont été Ciiîts, il
c.tvnù, ^H
Ne pour 1)1
calotte Alt s
url'ace S„: mais, lu partie restai
te de ^^^M
ta surface
n'influant p
s sur les discontinuités quant
un tru- ^^^^H
rersc S„, la
discontinuité de lu cuniposatile normale est la même ^^^^|
pour la sur
"ace S entière que pour lu ciilotle S„ qui ei
le ^^^^H
point M, où
l'un franch
t la surl'aee,
Y^ COS C
celle intégrale n'est étendue qu'à Sy, puisque, pour l'étude des discontinuités, on peut substituer S^ à S.
Comparons-la à la suivante :
y/y — x^dx'dv'
r'"^ cos '^
\' est une des composantes de l'attraction d'une surface plane, la portion Sy du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la
matière attirante avec une densité égale à — — .
Ktudions la différence X — X' :
coscp
X — X' ^ r :x — X -^ i\ — ^) dx'dv'.
. (s- ; ' cos '^ \ r^ r' /
Nous allons faire voir que c'est une fonction continue de x,y,z. On a :
rr'
rM'-
rr'« /
(]ette relation permet de trouver une limite supérieure de
On a en et! et :
ni
car r, r', z' sont trois côtés d'un triangle PP'M. De plus :
rV
ri
et par suite :
et, enfin,
rr
Transformons encore cette inégalité, en nous servant des remarques et des notations du paragraphe 41.
On a :
d'où
et
ou
ioc'4-.
Donc :
|_<(ac^ + l)J_,
ou bien, en posant 3C' + 1 = E :
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Posons :
^ ros cp \ 1* ' r /
On a :
Kz'
<vi:d
car :
Knfin remarquons que
< 1 ; nous pouvons écrire
vKI) <-^'
Prenons alors Tintégrale X — X'; nous avons appelé F la fonction sous le signe 1 «
Posons :
r intégrale devient :
C' — X = I -- dx' dj ' ;
or, en vertu de Tinégalité (l),on voit que la fonction 4> est limitée, car :
I * I <yK1).
Donc rintégrale X' — X est absolument convergente et représente une fonction continue . 42 .
50. Cela établi, étudions X et démontrons que X' est continue; nous aurons ainsi démontré que X Test aussi. L'étude de X est par là ramenée à celle de X'; nous avons ainsi substitué^ à Tétude de la composante pour une surface quelconque, Fétude
de la composante pour une surface plane ii densité variable — • .
* * * cosç
Ramenons ce cas lui-même au cas où la densité est constante.
iiS
L'intégrale X' peut s'écrire :
Appelons Jj la première intégrale et J, la seconde :
— 7- dxdy, si Ton pose :
r'* \ cos ç V r' r' \ cos :p ^ ^
On voit, sans peine, que la fonction 4> est limitée, car :
2** On peut trouver un nombre K tel que :
COSf
cela résulte de ce que le numérateur du premier membre w
pour partie principale, quand x' et y' sont infiniment petits, u»
terme de la forme :
ax'4-by',
et cela même tient à la remarque déjà faite (40 ) que le terme
tout connu du développement de — - — ♦ suivant les puissances
* * cos 9 '^
croissantes de x' et y', est le nombre [i. lui-même.
La fonction ^ est donc finie et, par conséquent, l'intégrale J, est une fonction continue.
Le problème est ainsi ramené à Tétude de J„ c'est-k-dire au cas d'une surface plane de densité constante {jl.
Cette surface plane est ici S'^ ; nous savons qu'on peut s'arranger de manière que S'^ soit un cercle, ayant pour centre M^,. L'énoncé de la proposition h démontrer est donc réduit au suivant.
ii6
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Suit [fig. 36) une aire plnne atllr.tnlc, de densîlé constante {il, 1 limitée par ane circonférence C, dont le centre est M„. Soitiml point M, voisin du plnn du cercle et tendant vers le point M, aurl hi droite MM„; on considère l'allr.iction en M et lu coraposantoJ de cette attraction parallèle ^1 une droite fixe x'x du plan dir cerc :1e lorsque le point M tew vers M^ et traverse le plan, cciS composiinte reste continue.
Pour démontrer cette propj silion, désignons par M' la pro^ jection de M sur le plan daj cercle et, du point M' c centre, décrivons une c fcrence C tangente, iiitéri»
lenient ii la précédente.
Désignons par S, S', S" la
aires comprises respect ïvemeiH^
?nlre C et C;
diinU-s de l'attrfictin
il rinlérieu:
r de
l'intéiicur de C.
Ions A, A', en M. On a
composantes correspi
m»;», par Pi
,ison
de
nictiie :
Or, c[uand M tend vers M„, M' tend aussi vers M„ et l'ai tend vers zéro; donc A" tend vers zéro. Cette composante re»fl donc continue quand M traverse le plan en M, ; îl en est altri de même de J,. L'intégrale X', qui esl la somme de deux fom lions continues, reste aussi continue, et enfin X Jouit de la méin propriété.
Il est donc établi en général que : Les composâmes tait} tielles (le VaUraction veslenl lo/iliniies ijunnd on traverse lasui^ /■»e.
Remahqii
- Phli
s dans le eus c
•al.
Quaud M tend vers M„, / tendant vers zéro, X a une limile indépciidiinte du cùtc de lii surfiice où se trouve le puîiU M.
Appelons S^ celle limite. D'nutrc pnrt. prenons la valeur de rÎDtégrnle au point M„, c'est-!i-dire en y faisunt brusquemi-nt z =^ 0, Ou sait 28) que l'on obtient ainsi une intégrale convergente et qu'on la calcule, en entourant le point M, d'une courbe C que l'un Tait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue est-elle égide à S„? Celte question n'a pas de sens précis, car l'intégrale convergente qui fournît la valeur de X ou point M^ est semi-converffente. Sa limite dépend donc de la succession ^es formes que prend la courbe C en venant s'évanouir au ' »int M,.
['Cependant, parmi ces valeurs, on peut en distinguer une que ) appelle faleiir pn'nn'/jale et que l'on obtient en faisant cva- Nlîr la courbe C, de manière qu'elle se projette toujours sur Bplan des xy, suivant une circonférence ayant M,, pour centre, signons par X„ cette valeur principale, on peut démontrer que
Je me contente d'indrijucr le
51. Prenons des axes rectangulaires quelconques midement les résultats de toufe cette étude. Supposons que le ^nt M vienne traverser la surface, au point M„, oii la densité
t ^L ; soient a, ^, -[ les cosinus directeurs de la normale en ce (tînt M,. Au lieu des composantes de l'attraction, considérons, S qui revient au même, les dérivées premières du potentiel.
La dérivée suivant la iiormab
fait un saut brusquede 4~j
tlx iiy
Wlivement ii 'la^fi, 4^[*, ifi^^ et les valeurs principales sur
I surface, en M„ des intégrales qui représentent ces dérivées
Bt égales respectivement il lu moyenne arithmétique des valeurs
[enues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des-
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52. Remarque sur les dérivées du potentiel d'un volume attirant. — Soit T un volume attirant, S la surlacc qui le limite; son potentiel est :
OV l/unc tle SCS dérivées, -r — » par exemple, est donnée par :
'^ ' *^x c't) ^^x' r * Jjsj r
C^est la somme de deux potentiels, l'un de volume, Tautre de surface (36'. l-es dérivées premières de V sont donc continues quand on l'ranchit la surface S.
OV
Si, maintenant, on prend les dérivées de -r — > on voit, en consi-
'^ ox
dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume (première intéjrrale) restent continues en vertu de la remarque précédente; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxième intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes du potentiel V éprouvent des discontinuités. Klles se calculent sans peine. Les sauts brusques sont :
OxOv
VV
— -r— ^^^ — : -^ 3^''^!-*'> «VV
iV.Ox
: 'j a-^-Tiji.,
Oz* * *
Le laplacien AV fait un saut l)rusque de 4::;jl, ce que nous avait montré déjà Téquation de Poisson.
Iï9
53. Cas singuliers. — Dans Tétude des surfaces attirantes, nous avons fait deux hypothèses.
1® Le point M^ est un point ordinaire de la surface et elle y possède un plan tangent bien déterminé.
2® z' est développable suivant les puissances croissantes de x', y'.
Nous avons vu que, dans ces conditions, les composantes éprouvent des discontinuités, mais restent finies.
11 n'en est pas de même, si on supprime ces hypothèses. En voici deux exemples.
1** Surface conique, — Soit un cône droit SA^^B^ (fig. 37), sur la surface duquel nous supposons répandue
une couche de matière attirante, de densité constante. Proposonsnous d'évaluer l'attraction au sommet.
Sur Tune des génératrices SA^ prenons les longueurs :
h.Vj = -;j- OA^ =: -^ ^Ao>
Ao
Bo
Fijç. 3;.
SA
•> SA„ _| — -^ SA^j,
elc,
Parles points de division ApA^, — , A„... menons des plans parallèles à la base A^ B^. Nous partageons ainsi la surface du cône en portions, dont le nombre est illimité ; leurs attractions newtoniennes, au sommet du cône, sont égales ; leur somme, qui est l'attraction du cône entier, est donc infinie.
2® Bord (Tune surface attirante, — Soit une surface attirante ayant la forme d'un demi-cercle; supposons-y la densité cons-
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tante. Soit (fig. 38) A„ B, le diamètre et A„MB^ la demi-cîrcon*i forence, qui limitent ce demi -cercle. Proposons-nous d'évaluer* riiltraction du demi-cercle iiu centre O de la circonférence. A,. Prenons sur 0A„ ii partir de les lon-
OA
st, par les points de division A,, A,,..., A,, traçons des demi-circonférences concen^J trii[ues ii la grande et limitées au m^me 1 diamètre. On purtiige ainsi le demi-cercle ] j. 1^ en demi-couruiines, dont le nombre est illi-
mité et ijui ont toutes même action au centre 0. l.'nllraïuion totale est donc infinie.
54. Potentiel logarithmique d'une li^e attirante. — Tous les J résulliits i.l.leniis, dans rètiuli- des siirlaccs attirantes, s'étendent \ au potentiel lugarilliniiqiie d une ligne utlirunte plane.
La composante tangentielle reste continue, quand on traverse ] la ligne; la composante normale fait un saut brusque de 2tT|i, J quand le point attiré traverse la ligne, en un point où la dcnsité^g est |i. Quant au potentiel, il n'éprouve aucune discontiu
55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie de&f surfaces attirantes. — Vn lemme a joué, dans toute cette théorie,.!] un rôle fondamental. C'est I
l.'intéK
/• f(x'./)dx- dv-'
tegra
est une fonction continue de x.y.z, si la fonctic en lout point du champ d'intégration (42),
f resie lîmîtéel
Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. I/intégralo
t f (x,z) dx 7^- '
dx
tend vers 1 — 7— r > quand z tend vers zéro et que / auffmenl*
indéfiniment, pourvu que certaines conditions énumérées au paragraphe 43 soient remplies.
Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théorème suivant.
Théorème. — Soit l'intégrale :
étendue à un certain domaine S.
Supposons :
1** Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z. 2** Que l'on ait en tout point de S :
^ étant une fonction positive.
3® Que rintégrale '
J cp dxdy,
étendue au domaine S, ait un sens.
4^ Enfin, que l'on ait
Lim. = of(x,)S2:; = l(x, y, 0),
quels que soient x et y, pourvu qu'ils restent fixes. Dans ces conditions, on a hi relation :
Lim,_oJgj f(x, y, z) dxdy =J^^^ f 'x^ y, 0) dxtl).
56. Potentiel nei^onien d'une ligne attirante. — Soit (iig. 39) L une ligne attirante, jjl' la densité linéaire variable d'un point ii
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l'iiutre de celle ligne. Soil, point extérieur ii L, ninis sit mené piii' ^I,,. Nous nous |n
mire. M,, un point de L et M uor
Inns le plan noriitiil ii la cour!
sons de voir ee que dcvicat Iffl potentiel newtocic M, lorsque ce point tendt vers M, en suivant ll^ normale MM„.
Appelons ds' un élé^ ment de longueur de !i ligne L, P le- centre deJ gravité de cet èlêraeulfl
^, ^ r la distance MI*; le I potentiel, en M, a pour J expression rintégralfra curviligne :
Fig. 1(1.
étendue a tous les i ments ds' de L. l'oUM l'étudier, prenons pour!
origine des coordoo-r nées Mj, pour axe des X, lu tangente en M,, et des axes recliinga-J laires. Appelons (J, y, z les coordonnées de M,x',y', t! celles de Pj;! projetons P en P' sur l'axe x'x; les coordonnées de P'sont : x' 0,0.] Menons les droites M,P, M„P', MP, MP' et posons :
= MM
MP
= Vx
Partageons In ligne L en deux tronçons, L, et L,. le point M|,V se trouvant entre les deux extrémités de L,. I.e polenliel V estT la somme V, + V, des puteuliels respectifs de L, et 1., ; le poten-l liel V, de L, reste continu quand on traverse la li nous sulfit donc d'étudier V,.
gne '
1 M„; il 1
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Appelons cp Tangle de la tangente en ds' avec Taxe des x,
on a :
dx'
ds'=
V, peut s'écrire
* J cos» r
Cette intégrale est étendue à la portion A'B' de l'axe des x, laquelle est la projection, sur cet axe, du tronçon de courbe L, = AB.
Comparons cette intégrale à la suivante :
J cos » r
et à l'intégrale :
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Ces trois intégrales, étendues au même champ A'B', représentent, toutes trois, les potentiels en M de la même portion de ligne droite A'B'. Mais, dans V,, la densité est variable et d'une expression assez compliquée :
cos ç r
dans \' la densité est plus simple, mais variable encore : — ^- — ;
enfin, dans \Y', la densité est constante, elle a pour valeur celle de la densité «jl qui existe, en M„, dans la distribution primitive. Nous allons ramener Tétude de V, à celle de V/, puis à celle de \Y'. A cet effet, écrivons V^ de la manière suivante :
* J cos'f \ r v' ) J \ cosç V r' J ' r'
ou, en appelant J, la première intégrale, J, la seconde, J, la troisième :
Etudions successivement ces trois intégrales. Commençons
par J,. Montrons que la quantité sous le signe j reste finie :
ui' ... , ,11 — reste intérieur en module à v; quanta r, on peut
cos C5 4 X J. J./ *
récrire :
Or
r r' rr'
Ir'— rl<v//-+z'%
et
donc
Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées au paragraphe 56 ; on voit que
yffZÇ^
COS O
veloppable, suivant les puissances croissantes de x' ; il n'y a pas de terme tout connu, le développement commence par un terme du premier degré et le rapport suivant :
cos 9
reste fini ; soit a une limite supérieure de ce rapport, on peut écrire :
cos 'f
et, par suite,
cos 9
Or :
C<aC
A < aAC .
La fonction sous le signe | , dans J^, reste donc limitée.
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Nous venons de démontrer que, dans J^ et J,, les fonctions sous le signe i sont limitées; montrons qu'on peut en conclure la continuité (le ces deux intégrales, considérées comme fonctions de p. Faisons la démonstration pour J,. Appelons J^** la v.ileur de l'intégrale Jj au point M© :
J cos ? \ r^ v\ J Je dis que :
(1) LIm J, =JÎ,
Posons, en effet,
MoA' = a , M,B' = b ;
les limites des intégrales J^ et JJ sont — a et b :
,,=f _£L(±_4)ax « ,;=/*_i.(J._4.W.
J.. a COS 'f \ r r' / J_ , cos « \ r^, r\ J
11 nous suHIt évidemment de démontrer la relation (1) pour les limites o et b, la même démonstration s'appllquant aux limites — a et b.
Démontrons donc que :
H,„. . . f jL (-L- A.) <!.• = r-^ ( J— 4-) .
' Jy cos 'f \ r r / .'o cos ^ \ r^^ r ^ /
Soit r,, un nombre compris entre et b; on a évidemment :
Posons
p \x' dx' , r^' [x' A\'
/o cos Ci r J^ cos ^ r
r^ a' dx' , /*'' a' dx' u = / — ^ , u'= / — ^ ^ .
X cos 'J r J^ cos :5 r
Enfin, appelons Vq, v,/, u^, u/ les mêmes intégrales où Ton remplace r et r' par r^ et r^'. Alors, M désignant une limite supérieure de
DS '^ \ r Y J
cos on a :
|v — v'I<Mr.,
I \ — v'„ I < Mr. .
D'ailleurs, dans les potentiels u, u', Uo, Uq', le point M^ n'est pas un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites y[ et b.
Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M^,. Ecrivons alors :
J, co8^ \ r r' / J„ cos'j \ r, ri /
et soit e un nombre positif donné aussi petit qu'on le voudra ; nous pouvons choisir vj de telle manière que :
alors on aura :
r^ étant ainsi fixé, prenons p assez petit pour que :
lu — uj<-^,
le premier membre de l'égalité (2) est ainsi rendu plus petit que e. Il tend donc vers zéro, quand p tend vers zéro, et la proposition annoncée :
Lîm J, = J,^
est démontrée.
J, est donc une fonction continue ; la môme remarque s'applique à J,.
Avant d'étudier J,, faisons une autre remarque : J, n'est autre que V, — Vî; démontrer que J,, c'est-h-dire Vj — V,', est continu, c'est ramener l'étude de la continuité de Vj à celle de V/ ; de même, J, est égal à V( — VJ'; le problème est ainsi ramené à Tétude de ¥(', qui n'est autre que l'intégrale J,.
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i^tudiims (lime l'iiHi-grali
;ji rtiiiil oonsliiiil, i-llo s'i-i-fit :
dx'
;,p,.,„.,=lo,
On ;i ilonc. |H>ur V,", l'exprcssiuii suivante oliteiiue en
piiiit k- lugiii'ilhiiu' :
V;' = — 2;ji log5 + 2;j: log 2 \/ïïb el, pour V,,
V, = — 2 ulog ? + 2 ;i lofî 2 V'^ -f- (V? — V;°
niégrales îiu point M, •
Vï, V," etc., i'Umt les Yiilours ^des
l'X ^'(?), uiif (jiiiiiitito (jui s'annule avec Pusotis :
N ^ — 2 j^iog 2 \'i^y H- (v; — Vi") + {v;* — v;"),
o» aura :
V,^-2;.lntrp + \+T(?).
On M.il ([ur le pok-iiliel V, el, par siiilc. le potenliel V de la
^'ligiie entière augmentent Indéfiniment, quand le puint M s*ap- \ proche indéfînimeut d'un point M, de lu ligne.
Lu quuutilé N, qui entre dans son expression, ne dépend pas de p ni, par suite, du puint M, muîs seulement des euordonuces ] du point Ma-
Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui \ d'une droite homogène et eelui d'une circonlérence homogène.
Soit AB (fig. 40), un segment de droite attirante homogène de densité [jl, les autres notations étant les mêmes que précédemment. On voit sans peine que l'expression
vî — v." + (v;» — v;"j,
est égale à zéro ; la quantité N se réduit donc à
N = 2[jilog2v/^,
a et b étant les longueurs M^^A et M^B. Le potentiel prend alors la forme :
,01 2/âb" V, =+ 2|xlog— — ;
c'est l'expression que nous avions trouvée au paragraphe 14. Passons au cas plus important d'une circonférence homogè^ie.
59. Cas d'une circonférence homogène. — Nous avons déjà (17) calculé le potentiel d'une circonférence homogène, en un point intérieur ou extérieur, à l'aide de la moyenne arithmètico-géo^ métrique de Gauss.
Voyons ce qui se passe, quand le point attiré M est très voisin de la circonférence.
Menons toujours (fig. 41) la normale MM,, et appelons p la longueur MM^; soit, en outre, [x la densité de la matière attirante. Le potentiel, en M, est donné par l'expression :
(1) V=— 2[xlogp + N;
Jious négligeons ^(p) qui s'an- :iiule avec p.
Nous avons dit que la quantité N ne dépend pas des coor- Fig. 41.
données du point M, mais peut
seulement dépendre de celles du point M^ ; ici, en vertu de la symétrie, N ne dépend même pas de la position de M^ et, par ^uite, son expression ne doit contenir que la densité [x et le rayon a ^u cercle; voyons de quelle manière (jl et a entrent dans N. PoincAEÉ. PoteDt. Newt. 9
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\.i: [jotentiel V cnvisiigô sous sa (iiiiiii' nrdliiiiirc ds'
Ton proportic
lin ni leste ment proportioi e (1), il se compose de liei
lelà
les
ntl. \, dnît doi
mais, envisagé sous !« i i, dont le premier e»t t c lYtre nussL
Celu posé, considérons encore V sous lu forme (2) ; dans l'in
Légrnle du second membre, [i est un nombre, ds' et r sont des J
longueurs; si l'on 'multiplie toutes les longuenrs pnr un même j
nombre, le rnpport ne change pas, V ne change donc pas nos 1
plus. Par eonsétjuent, quelle que soit la forme de son expressîoa, ■ le potentiel V doit être homogène et de degré zéro pjir rapport 1 aux longueurs qu'il contient ; pur exemple, si on re:ïprime, comme dans la formule (Ij, en fonction de p et a. il ne doit contenir que le rapport de ces deux longueurs.
D'après tout cela, V doit être nécei vante :
[liremenl de la forn
K étant un nombre, iiiLli'pendinit par conséquent des quantité:
a et [X.
Pour achever le calcul de V, il nous reste à calculer K,
Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure*'
ment (11 et 18). Soit M, le point où J!M„ perce de nouveau It I
circonférence ; posons :
5 = MM
et appelons u (p,3) l'inver trique de ? et î ; on a (18)
de la moyenne aritbmético-géomé-1
(lonsiilérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonl'^ renée et passant par M,Mu; prenons ce plan P comme plan div tableau (fig. 42). Si le point M sort du plan primitif et se déplaci dans P sur une deuxième circonférence, tracée dans ce plan da'J
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point Mo comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre que V ne change pas ; dans ce mouvement, o varie depuis 2a + p jusqu'à 2a — p. Donnons alors h M une position telle que p
Fig. 4a.
prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces conditions. On a :
V = 2 Tîua^lp, 2 a}.
Rapprochons cette formule de la formule (3) et égalons les deux expressions de V, il vient :
xa2> (p, 2 a}. = — 2 jx log -^ — h Ku
«l'uù :
Donnons maintenant à a un accroissement 6p dépendant de z et s'annulant avec lui; on vérifie, sans peine, (jue cp(p, a) prend un accroissement qui s'annule aussi avec p ; comme nous néglijçeons les termes qui s'annulent avec p, nous pourrons négliger cet accroissement et considérer comme égales les deux expressions ç(p, a) et o(p, a-f- 8p).
Cela posé, observons que, ç(p, 2a) étant Tinverse de la moyenne arithmético-géométriquede Gauss, on ne change pas sa valeur en remplaçant p et 2a respectivement par leurs moyennes arithmétique et géométrique ; on a donc
?(?,2a) = ?(aH--J-,V^).
Or, en vertu de la remarque précédente, on a :
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et. coinnio, duns l'cxpressioD de^, un peut intervertir l'ordre des viirîiibtcs snns cliiingor f, on n uiissi :
(III peut done écrire :
.^ =[:.,2-4 = -,VfVf,«).
licportoiis-iioiis it régiilitô [1) cl changeons-y p en \ 2a^: et '1a en a, celle égalité deviendra :
^' ' "*'' ■'' ^ «il *'^ 2 \''2ap" ît a ■
(luniparons inaintenunt les égalités (4) et (6': ; les seconds meniiircs de ces égalités doivent élre égaux, puisque les deux premiers le sont, en vertu de l'égalité (5): on a donc :
J_ ji_ K _ 2 a K
ce ipii j>eul sécriro, en transformant le second niemhro de cette noiLvi'lle ri'latioii :
I _ _ii_ K _ 1_ ^ a K
— log ~ disparaît H ri>n tin- linalcnieiil ; K = 2 logS.
l.e calcul de V s'aclii've. en portant celle valeur de K dans IVx-
■ rossîon <le V :
Telle est la valenr approchée du ]iiilentiol, c[nand^î est très petit.
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60. Théorème de la moyenne de Gauss. — Soit V une iono lîon des trois variables x, y, z, continue ainsi que ses dérivées premières dans un certain domaine; supposons que ses dérivées secondes existent et soient généralement continues, les discontinuités, s'il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques d'ailleurs quelconques.
Soit, en outre, M^ un point de ce domaine et ï une sphère, ayant pour centre M^ et située dans le domaine considéré ; on appelle moyenne de la fonction V sur cette sphère Texpression :
fVda)
l'intégrale étant étendue à tous les éléments dw de la surface de la sphère et r étant le rayon de cette sphère. Soit enfin V^, la la valeur de V au point M^.
Le théorème de la movenne de Gauss est le suivant : Si la fonclion V satisfait a Téquation de Laplace
AV -= 0, en tout point du domaine, on a la relation :
quel que soit r.
Pour démontrer ce théorème, changeons de variables et passons en coordonnées polaires; les formules de transformation
sont :
X = r sin H cos '^,
y -= r sinO sin cp,
z = r cos 9,
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riiri{{inc primitive et lu nouvelle étnnt toutes deux au ccnlre M. de !i et les cmirlies
dêsignimt les méridiens et les parnllèles de la sphère.
l'iirtageons lu splu-re en élcniciits de surface très petits, de», ii l'iiide de ces deux svslémes de coiirltes; on a :
db> = r'sinSd^d»,
et l'expression de M devient :
les limites de cotte dernière intégrale étant :
pour s : et 2-n, pour H : et j:.
Les limites étant constantes, nu peut diirércnticr sons le signe j . et écrire :
fj dV
dr ./ qj; dr
[IM _ ^ t
dr'~j~
iieiennes variables.
(IM r <i\' d<^
Mais i par S la
/• d\ tlw 1 ,• dV ,
j-d^^i;^=^i^./inr '■•■'•
signant par T un volume cl
\ a VH ^20) ([ue l'on 1 nrlae.- (pu le limite.
la seconde intégrale élanl élcnilno au volume T et la ]>romièrc ii lu surface S; cela a lieu sons certaines conditions de continuité, «pii seroul icî remplies, si nous prenons pour surface S la sphère
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2) et, pour volume T, Tintérieur de cette sphère. Maïs, en cluKiuf point de rintérîeur de la sphère, on a
AV = 0, donc
jAVdT=0, par suite,
r4Ldco=o,
J an et enfin
dr ^*
M est donc indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les valeurs de V sur la sphère tendent vers V^^, l'intégrale /Vdw tend vers 47cr*Vç et enfin M tend vers V^; comme M est fixe, on doit constamment avoir M = Vq.
Le théorème de Gauss est donc démontré.
61. Fonctions harmoniques. — On appelle fonction harmonique^ dans un domaine donné T, une fonction qui, dans o<» domaine, possède les propriétés suivantes :
1® Elle est continue ;
2* Ses dérivées premières existent et sont continues;
3® Ses dérivées secondes existent et sont généralement continues, les discontinuités, s'il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques quelconques ;
4® Elle satisfait à l'équation de Laplace :
La fonction V considérée au paragraphe précédent est unr fonction harmonique.
Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T ue volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique dans T. Puisqu'elle est continue , elle a un maximum qu'elle atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n'est pas v l'intérieur de T, mais sur S. Supposons, en effet, qu'il soit intérieur h T ; on peut l'entourer d'une sphère, ayant ce point pour centre et tout entière intérieure à T. En tout point de hi sphère-
la valeur de Vest ini'éricutc siii maximum V,,; l'inlégmlc /^'cÎcjj p
donc inférieure ii ^iir'V, el enfin In nmjennc M est inl'érieure à V
mais, d'après le théorème précédent, ou doit avoir M ^ V,;
est donc impossible que V alteîgi
de T; elle l'atteint sur la surface S. Pour l<
a un minimum el elle l'atteint sur S.
On peut donc énoncer, en général, le llic
l/ne f'onclioti /iunnonit/ue tlann un domain miiin el son ntinùniim i/iie sur ta surface tji
On en conclut sans peine le harmonique est positive sur lu limité par cette surface.
Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit simplement ou muttiplement
L dans rinlérîeuH
t atreinf son maji-l Umile ce domaine.!^ laire suivant : Si une functio ■ce, elle l'est dans le volume I
I. — Supposons le dom d'une fonction V hnrnioniqu
éde nous'permct de faire les t
ne T limité; soient g le mas c dans ce domaine el li son
sur la surface : h ^ V ^ g, dans l'intérieurde T : h < V < g.
II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portion I de l'espace extérieure ii une surface S; ce domaine s'étend depuis! la surface jusqu'il l'infini. Décrivons une très grande sphère S'a entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S,I g' et h' le maximum et le minimum sur S'; on a :
sur S : h < V < g, sur S' : h'<V<g'.
Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g el g pour le volume compris entre ces deux surfaces ; le minîmuni,1 pour ce même volume, sera la plus petite des ([uantités h et h'.
Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S' granJ disse indéfiniment et que V s'annule à l'iafinï ; g' cl h' tendenti vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter :
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1** Supposons h positif; g Test aussi et, si S' est assez grand,
on a :
h' < h et g' < g,
et, par suite,
ou
dans tout l'espace extérieur à S.
2^ Supposons
on a :
et, dans tout Tespace extérieur \\ S :
3** Supposons
on voit de la même façon que, dans tout l'espace extérieur à S, V est constamment négatif.
C'est un de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dû à des masses situées à distance finie.
ni. Reprenons le cas d'un domaine limité compris à l'intérieur d'une surface S; on a les inégalités
g > V >h : dans T, g ^ V ^ h : sur S.
Si donc, en tout point de S, la fonction est nulle, elle est nulle «lussi, en tout point de T.
IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout l'espace et s'annulant a l'infini. Je dis que l'on a V=eO dans tout l'espace. Traçons, en effet, une sphère de très grand rayon ; les valeurs de Y, à l'intérieur de la sphère, sont comprises entre le maximum g et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la surface et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphère croît indéfiniment; V tend donc vers zéro, à l'intérieur de la
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sphère et, comme sji viilcur ni ch.tque point est bien àvUv on u nccessjiirement \ =0 dans tout IVspafe.
63. Ce qui précède nous permet de trouver les propriétés caractéristiques de la fonction potentielle (cas de l'attraction newtonicniie), c'est-ù-dirc les conditions nécessaires et suffîsantes poiU qu'une fonction représente un potentiel newtonien.
Suit une fonction V satisfaisant aux condillons si
1° V est continue dans tout l'espace.
2" Ses dérivées premières existent et siml rotititines, â l'intérieur et à l'extérieur d'une surface S donnée ; mais, quand ( franchît la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles teO' dent vers des limites diit'érentes, mais liien déterminées, quaiu on tend vers la surface soit pur l'intérieur, soit pur l'extérieur, et ces limites sont telles que, seule. In dérivée prise suivant Iq normale éprouve une discontinuité ii la traversée, les dérîvéei tangentielies de .S restant continues.
!î" A l'extérieur de S, on a
4" A l'intérieur, iV est quelconque.
5° V s'annule ii l'iulini.
Ces conditions sont évidemment nécessaires pour défini potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possède. Nous ullons montrer qu'elles sont suffisantes, c'est-ti-dire qu'elles définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel.
Appelons T le volume enfermé dans S. V.n tout point di T, iV est quelconque, mais donné ; posons :
iV :
s étant une fonction doi
Considéro
is alors h
fonction V, ;
c'est un pôle
ntiel Je \
,lume, „i, -f Jé.ig,„.
demment, ei
tout pot
l X, y, 7. Jii volume
hi densité. On a évi-^
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Soil maintenant ^(x, y. z) une fonction définie sur la surlice S et exprimant, en chaque point, le saut brusque delà dérivée de V suivant la normale; puis posons :
v,=--^rJ^'^y^doA
cette intégrale double étant étendue à tous les éléments dto' de S. La l'unction V, satisfait à la deuxième condition imposée ii la foDction V, car c'est un potentiel de surface où la densité est représentée par la fonction »J/.
La somme des deux potentiels : V, + V,, remplit toutes les conditions imposées il la fonction V ; on peut donc la prendre pour fonction V.
Montrons que cette fonction est unique.
Supposons, pour un instant, qu'il y en ait une seconde V; considérons la différence
Elle remplit les conditions suivantes :
1* Elle est continue, dans tout Tespace, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre ;
2® Elle satisfait, dans tout Tcspace, à l'équation de Laplace. Cette différence est donc une fonction harmonique dans tout l'espace ;
3** Elle s'annule ii l'infini.
En vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle est identiquement nulle; donc la fonction V, + V, est unique.
Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont suffisantes pour définir un potentiel et ne définissent pas d'autre fonction. Ce sont bien les propriétés caractéristi([ues cherchées.
Remarque. — Comme on le voit d'après les énoncés ni<^nies. il ne s'agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus.
Les propriétés que nous venons d'établir ont une grande importance pour tout ce qui va suivre.
Problème de Dirichlet. — Problème intérieur. — Problème
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extérieur. — I.o problème intérieur de Dirichlet s'énonce ainsi : Sf)ît un volume T limité p.ir une surface S. Trouver une
foncticm V des trois vai'ial)les x. v, z satisfaisant aux conditions
suivantes :
1** Kn tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres ; 2® Kn tout point de T, elle satisfait îi l'équation de Laplace :
.'{" Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée L' des coordonnées.
On peut démontrer les deux théorèmes suivants :
I. — Si le problème intérieur de Dirichlet comporte une solution, il n'en comporte qu'une.
Supposons, en eilet, pour un instant, qu'il en comporte deux : soient V et V les deux fonctions ainsi obtenues. On a :
AV -= dans T, AV -= dans T, V--U sur S, V -=:U sur S.
Posons :
La fonctiiMi F satisfait aux conditions suivantes :
AF -^ 0, dans T, F =0, sur S.
Par consétpient. en vertu d'un théorème démontré au paragraphe précédent, on a partout, dans T, F '—i et, par suite, V^V; il ne peut donc pas (exister deux scdutions distinctes du problème énoncé.
H. — Le problème comporte toujours une solution. Cet énoncé est connu sous le nom de principe de Dirichlet.
Nous nous en occuperons dans un autre chaj)itre.
Voici maintenant l'énoncé du problème extérieur de Dirichlet,
On donne une surface fermée S et Ton considère l'espace extérieur à S, c'est-à-dire Tespace qui s'étend depuis cette sur-
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face jusqu'à Tlnfinî. On demande de trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes :
1* En tout point de l'espace considéré, la fonction V est continue, ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres ;
2** En tout point du même espace, elle satisfait à l'équation de I^aplace :
3" Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée U des coordonnées ;
4** Elle s'annule h l'infini.
On démontre, comme dans le cas du problème intérieur :
II. Qu'il y en a toujours une
65. Extension au cas de deux variables. — Les définitions et théorèmes qui précèdent s'étendent au cas de deux variables sans didiculté.
La définition des fonctions harmoniques est la même ; il suffit de remplacer les mots volume et surface par aire plane et contour.
Le théorème de Gauss pour une fonction harmonique devient :
la sphère a été remplacée par un cercle, sa surface par une circonférence, son aire ^tzt^ par la longueur 27:r de la circonférence, l'intégrale double I Vd(o par l'intégrale curviligne 1 Vds.
Les remarques sur les limites supérieure et inférieure des fonctions harmoniques se généralisent immédiatement et la modification, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente.
Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 (II\ à propos des fonctions harmoniques à l'extérieur d'un domaine donné et à propos du potentiel newtonien, ne se généralisent pas. Cela tient à ce que le potentiel logarithmique ne s'annule» pas «l'infini comme le potentiel newtonien.
Voyons ce qui se passe, dans ce cas.
I la THEORIE BU POTENTIEL XEWTOSIEN
Soit un cantour plan C, i>ntuuré d'un cercle de tri'» graud i-iivon C ; COI) ml do ru us le putontiol loguritliinïqut' d'une certaine dtHiributittii linéaire de miitivre uttiraiite sur le cuntuur C et d'une certaine distribution sup4>rficïellc de matière dans l'aîre plane ([n'enlernie le contour C ; donnons ii g, h, g", h' des significations analogues îi celles qu'elles ont nu paragraphe 62- Enfin re])renons pour le potentiel logarithmit^ue les nolaliuus dunnécs an début de ce cours. On suit (|ue l'expression :
V — Mlog-!^,
tend vers zéro, quand ^s croit indéfiniment; si donc M est durèrent de zéro, V angnienlc indéfiniment et, sur le cercle C, [Vj est très grand quand le ravou de C'est très grand: faistMin grandir ce rayon indéliniuicnt, nous devons distinguer plnsirurs cas :
alors g' et 11' tendent vers — se et l'on a, dans tout Je domaine.
iilors g et ir tendent vers + ac et l'on a. dans tout le domaine,
Alors V s'annule à l'infini, on retombe dans le cas du potentiel tiewlonien et l'on a ii distinguer les tmis inégalités vues dans ce
66- Remarque sur le potentiel newtonieo. — Supposons que \' désigne, non ))aa une fonction harmonique, mais un potentiel newlonien de volume, .-l essuvoiis de reprendre les raisonnements faits ]»our établir le théorème de la moyenne. X.ius aurons :
dM /'-^V'W
dr ~ ',^r^
Supposons (jne le point soit intérieur aux musses iigissautos et que lu densité suit positive, alors on a :
iV < 0,
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^•X, par suite,
dM „
ou enfin :
On eu conclut qu*uu voisinage de O, V peut être inférieur à \q\ en tout cas, il ne se peut pas qu'il lui soit partout supérieur.
Bref, V peut avoir un maximum au sein des masses agissantes, mais il ne peut pas avoir de minimum.
Soient T le volume, S la surface limite, g et h le maximum et le minimum de V sur elle ; on a :
g > V >h sur S.
On est sur que l'on a, dans T :
mais on ne sait pas si Ton a :
67. Conséquences de la formule de Green. — Reportons-nous au paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous vivons démontré en général la formule
(1)... r (UAV — VAU) dT = — Ç fu 4^^ V 4^Vla) ;
c/(T) J(S)\ du i\\\ j
les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le volume T et sur la surface S, à certaines conditions de continuité que nous avons indiquées en établissant celte formule. Les
dérivées ^. — , — r- sont prises vers Tintérieur de la surface S. dn dn ^
Faisons quelques applications de cette formule.
1® Supposons que U soit une fonction harmonique et V le potentiel d'un volume attirant T' ; on a alors les relations suivantes :
AU = 0, à l'intérieur de T,
AV = 0, à l'extérieur de T,
AV = — 4"[JL, îi l'intérieur de T',
Il»
[jL désignant la densité de la matière attirante dans le volume T'; l'intégrale / (UAV — VAU)dT devient alors :
— 4^ / L[J^dT, ce qui peut se mettre sous la forme
— 4^1 Ldm,
en appelant dm == udT la quantité de matière contenue dans Télément dT. La formule (1) devient ainsi:
ce que Ton peut écrire, en donnant une autre forme au second membre,
Jis)\ dn dn /
la somme Y, portant sur toute la partie du volume T' comprise dans le volume T.
2" Supposons maintenant (jue, U désignant toujours une fonc-
Figr. «3.
tion Iiarm(>ni([ue, V désigne un potentiel de surface. Représentons le volume T d'intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la surfacr attirante S', dont V est le potentiel. V(»yons ce que devient
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alors la forniiile (1). Ses deux membres sont nuls si S' est tout entière extérieure à S. Mais supposons que S' coupe S; elle partage ainsi le volume T en deux autres T, et T, et la surface S en deux parties S^ et S^. Traçons deux surfaces S\ et S'^ de part et d'autre de S', parallèles h S' et très voisines d'elle. Le volume T est alors partage en trois parties :
T/ comprise entre S et S/ T'j comprise entre S et S', T" comprise entre les deux surfaces auxiliaires S\ et S',.
T" est une étroite bande dont le volume tend vers zéro ([uand les deux surfaces S', et S', tendent vers S'.
Appliquons la formule '1) à chacun des tronçons du volume f et aux portions de surfaces (jui limitent chacun dVux. Pour les
I^VAU — l'AV) dT est nulle; h's
intégrales doubles correspondantes sont donc nulles et Ton a
f (uJlL_v«L).w+/- " (,:il_vi!:)a„-o
*;aiS,b„\ dn i\n / J^A,s'ifli) \ dn dn /
et
/' /,, dV ., dr\ , ^ /• /., dV ,. dU\ , .^
^ïA^iBi) \ dn dn / ^'(AgS',n,) \ <bi dn /
Ajoutons et faisons passer dans le second membre les intégralos étendues it S', et S', ; il vient :
^1 S'j et S'j tendent vers S', b* premier membre lend vers / ; on a donc :
J \ dn dn / LJa.sjb, \ du (hi /
-'aiSjbA dn . chi / J
f . 1, . . dV dU . - ,
i-es aerivees — i — et — î — suivant la normale sont prises intrdn dn '
PoixcARÉ. Polent. Ncwt,
lit
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rii'uiftiicnl aux volumes T', et T', : par cuuséqiiL-iit, diiiis le pre*^ niirr mcinhi-c do celte relation, elles sonl prises iiitêrieur<^mentfl lui volume T et diiiis le second exlérieureiuent au volume T".
Calculons maintenant )a limite de la somme des intégrales ds4 ce second membre.
Lu surface S
t ];i surla.
dV
donc un saut brusque quand on l'rnneliit cette snrl'ace ; qnant niO autres fonctions U, V, — j — , elles restent toutes continues. Appj
lona a la limite de —, — sur S', quand S', tond vers S' : et 3 1 dV dn ' ^ ' '^
limite de —; — sur S', quand 5'. tend vers S'. Enfin désignons leSa ''" dU di: '
limites de l', V, -j— par les mfmes lettres U, V, —; on a
ces deux nouvelles Intégrales sont étendues à la pinliiin de S'j comprise dans ï. Le sens de la normale dans — j — est celui qui ' vers S,. On a eue
(^) li"-/"
•'AfS'lBl
Le cbamp d'intégration pour ces di
dn
dernières intégrales i la portion de S' compris dans T. Le sens de la normal dans -î — est celui qui va vers S,. Additionnons les deux éeal tés (3] et (4) membre ii membre; les deux intégrales I V —, — ' se détruisent parce que les sens de la normale dans ces di intégrales sont inverses l'un de l'autre. U reste :
'UJ^^-^'^)
dn
Jn /
:fU|a+li) J«
et par conséquent, en vertu de la relation {2'
. ji) ,1,.,
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Or appelons |jl la densité de la matière attirante en chaque point de S'; il résulte de la théorie des surfaces attirantes que, si Ton
désigne par — -. — la limite vers laquelle tend la dérivée prise suivant la normale extérieure quand on tend vers la surface par
l'extérieur et par — î — la limite de -^ — prise suivant la normale
* dni dn *
intérieure quand on tend vers la surface par l'intérieur, Ton a :
dV dV
dn^ dU)
On a donc ici
a + p = — 47:;jL.
Bref, la relation (5) donne :
C'est la même formule que dans le cas du potentiel de volume: on peut lui donner la même forme :
J(S)\ dn dn /
Cette formule s'étend donc à un potentiel de surface comme à un potentiel de volume; elle s'étend par suite au potentiel d'un ensemble de surfaces et de volumes attirants.
68. Cette formule s'applique encore si V désigne le potentiel d*une ligne attirante, de points attirants discrets ou d'un ensemble de volumes, de surfaces, de lignes et de points.
On peut donc énoncer en général le théorème suivant : Si U désigne une fonction harmonif/ue et V un potentiel neivtonien, on a la relation :
l'intégrale étant étendue à tous les éléments dto d'une surface ferntèe quelconque S et ILmU ne s étendant quaux masses situées à V intérieur du volume T limité par la surface S,
rlfl TRÈORIE DU POTElVrlEL .VBVTO.VTEV
Ce ihêorème constitue une forme nouvelle du théorème île Gri-eii.
Il est clair que le ihcorènie subsiste si V désigne lu somme d'un potentiel et d'une fonction harmonique,
La formule précédente se modifie si U et V désignent deux potentiels. Soit jj. la densité de la distribution des masses m qui engendrent le potentiel U et soit [i' la densité de lu distribution des masses m' qui engendrent V, on a :
= 47tS(m'U — mV;.
s'étendent nu potentiel logarithmique dans
ons toujours le m^me volume T lîniilé par S. Soient M ((ig. 44) un point variable (le S et M' un point fixe non situé sur S.
Knfin, soit U une fonction harmonique dons T; |,o.„„»
MM- = r
et consiilcron.s l'iiilégmle double étendua siul'acc S :
Si II- (n)iiit M' est extérieur il In surliiee S. dii , 1
■•rieur a In siirlace S.
raire M' es
r -V- /dw =
Si au contraire M' est intérieur ii S cl s! L' esl la valeur de| en ce point, on a ;
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du T
Les dérivées —j — • ^^~~j — sont prises ici, en chaque point de S,
saîvaut la normale extérieure.
Ces deux formules se déduisent de la formule (5) démontrée
dans le paragraphe précédent. Il suflitde remplacer V par — , c'està-dire de considérer V comme le potentiel newton ien d'une masse égale à l'unité située au point M\
Cette intégrale (6; a une très grande importance; elle permet, on le voit, de calculer la valeur U', en un point M' d'un volume T, d'une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que Ton
connaisse les valeurs de U et — j — sur la surface S qui limite T.
an *
Une formule analogue existe pour le cas du potentiel logarithmique dans le plan ; on a :
le facteur ^ — est remplacé par -^ — , le volume par une aire
plane, la surface par le contour qui limite cette aire et le potenlie] newtonien — par le potentiel logarîthmi([ue logl — ) .
70. Analogies avec la théorie des résidus de Cauchy. — On peut remarquer l'analogie de ce qui précède avec la théorie des résidus de Cauchy; la formule (7) dans le plan permet par exemple de retrouver le théorème des résidus.
Soit une aire plane S limitée par un contour C; plaçons-nous en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées d'un point M. Considérons la variable complexe
z = X + iv
et soit f (z) une fonction de cette variable; si la foncti<»n f est holomorphe dans Taire S, on peut poser
f (z) = u + iT,
lio: THÉORIE DV POTE.\TlEr. .V£ «TO.V/ff.V
r et T étant des fonctions réelles des variables réelles x et y, et
Itm a :
en tout point de S;
iT =
eu «tulrc :
Soient maintenant M' un autre point du plan, \' et y' ses c données et / lu valeur de z en ce point; ou a :
(^)iisidérous la l'onction toi
i>n ■pcM po!
V n'est autre que lugl — jet \V est coumie V une l'onction réelle de X et y, si l'on suppose M' fixe.
Appelons enfin U' et T' les vali'urs en M' des fonctions liarmoniques l' et T; on a, en vertu de la formule (7j et en remplaçant l„B(±),„„-.„„cg„lV:
— /(v-^-'.-Sa..
(lela posé, revenons aux formules (8}; changeons d'axes de coordonnées en transportant les axes actuels parallèlement il euxint^mes en un point quelconque x^, Vg du plan, puis en les faisant Inurner d'un anjrle a; appelons ï et /, les nouvelles coordonnées, Us formules de transformation sont :
X :^ î cos ï — r, sin a + x, y = ; sin a + f, fos « + y
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et l'on voit sans peine, en tenant compte des formules (8), que l'on a :
Or)
Supposons par exemple ([ue nous prenions comme origine un
Kig. iJ.
point A tle la courbe C et comme axes la normale extérieure AX et la tangente AT en ce pcùnt (fig. 45\ On a alors :
As
(ir
lin
(IT (In
dT
ds
le sens positif de la tangente étant le sens des rotations inverses; prenons au contraire pour sens positif le sens des rotations directes, nous aurons :
dU ds
dT du
(lu (In
dT ds
lia THÉORIE OV POTENTIEL KEtrTOKtES
On dé m outre rail àp mènir les formules :
av d\V
ds ~ di> dV d\V
dn ~ tis
Les iiitégriilcs ^It) pi-uvfnl îdors s'ôeriro : 2iîU' =f;VdT — UdW)
2î:T'= fl— VdU— TdW).
ot-K deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens dir£ (sens inverse des aiguilles d'une montre'. La fonction \V n'* |)iis unîl'iirme : mais les autres, V, V, T, sont miifurmes et 1' peut écrire :
J\ dï ^ — ['TdV
[Vdr= — [VdV
2i;i:' = — (TdV +Uil\V
2r.T' = fVaV — TJW,
In il irimlri
' part :
~''', ^dV + iJW
■1 )nii- suite
/' 1 1/>. ^^^, = y'— IMV + TdW — i ^TdV + UdW = 2i:T — i.2-i:'
= 2k(r' + rr-î =2iri-(z')
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d'où enfin :
C'est le théorème des résidus de Caucliy.
Ce théorème n'est vrai que si le point M' est intérieur au contour C; les formules (9), de même, ne peuvent s'appliquer que dans ce cas.
71. Définition de la fonction de Green. — Soient un volume T limité par une surface fermée S et M' un point situé h l'intérieur de T.
Supposons que l'on puisse trouver une fonction II satisfaisant aux conditions suivantes :
1® Elle est harmonique dans T,
2oOna:n = — — sur S,
r désignant la distance du point fixe M' (x', j-', z') au point variable M (x, y, z).
La fonction II étant obtenue, posons :
G = II-h — • r
La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au volume T et au point M'.
Cette fonction s'annule sur S et satisfait a l'équation de I.aplace en tout point du volume T, sauf au point M' où elle devient infinie.
La fonction de Green que nous venons de définir est relative il un volume limité et correspond au problème de Dirîchlet intérieur. On peut de même définir la fonction de Green correspondant au problème de Dirichlet extérieur.
Soient toujours S une surface fermée et T l'espace situé à l'extérieur de cette surface . Soient , en outre , M' un point iixe du domaine T et M un point variable ; appelons r la distance MM'.
Supposons que l'on puisse trouver une fonction H satisfaisant aux conditions suivantes :
ri/t:onn: uv pori:yTit:i. .\ic\yroyjF..
V H est hiuiuoiii.iuo tliiiis 1.- .li-nKiIno T.
J-On il ; H =— ^ sur S.
;t" La loiiclioii II s'annule ii linlinî.
Il étant nlilenue, posons i
G_=: II + -L
La t'onction G uinsî dérniic pst la fonction de Green relative au |)uint M' ot au domaine T. Rllu s'annule sur S, devieut infinie
Y en M' mais satisfait à l'équation de Lniihire en tout autre point Je T.
Quelque soit I.- d.iuialne T, la lonetion G est une roiiclion des
(coordonnées x. y, z du point variable M ; mais elle dépend îuissÏ 'iea coordonnées x', y', z' du point de discontinuité M'. On peut "doiic réerîie G [x, y, z, x', y', z'J, en la eonsidérant comme une fuDction de ces six variables, ou eneore G (>1, M'), en indiquant par cette notation la valeur, au point JI, de la fonction de Green relative au domaine T et au poitit M'.
72- Propriétés delà toDCtion de Oreen. - — Soient deu\ points |M et M' du domaine T; soient en outre G (M. M) lu val,-ur ■ iiJCtion de Green relative îi T et au point M' et G (M', M) la valeur eu M' de la louctioQ de Green relative au point M. Je dis que l'on a :
Pour démontrer ce tliéorème, nous disiiguorons deux cas.
Premier cas. — Le domaine T est situé iil'inir d'une surl'ace S qui le limite (fig, 4l!). oisième point du volume T. Posons :
G'(Ml = G^M,M')
Montrons que l'on a
G'(M") = G"tM';.
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Pour cola, reporloiis-iious à une formule démoiilrée au paragraphe 68 : si U et V désignent deux potentiels newtoniens dus, le premier à une distribution m de masses, le deuxième à une distribution m', on a :
J(Si\ dn dn / ^
Cette Tormule s'applique encore si U et Y désignent Tun et l'autre la somme d'un p(»tentiel et d'une fonction harmonique. Or, ce dernier cas est précisément le cas de (V et G"; G' est la somme d'une fonction harmonique W et d'un potentiel du à une masse -t- 1 placée au point M'; G'' est la somme d'une fonction harmonique II" et d'un potentiel dû à une masse + 1 placée au point M". On a donc :
Mais la fonction G s'annule sur S ; G' et G'' sont donc nulles dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le second doit l'être aussi et l'on conclut :
c'est-à-dire
et de même :
Le théorème annoncé est donc démontré. Opendant il faut remarquer que cette démonstration n'est pas sans défaut : elle
suppose en effet qu'en chaque point de S, —, — existe et est finie
et bien déterminée. Or G est égal à II H et l'on sait, au
sujet de II, seulement ceci, que l'on a :
AU == dans T
II ■^= sur S
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Mais on ne sait rien sur -= — . On ne sait donc rîen non plus
dC. ^"
sur -^ — .
an
On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous
l'indiquerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxième cas.
Deuxième vas, — Le domaine T est indéfini : c'est la portion de IVspaee qui s'étend à l'extérieur d'une surface fermée S.
Traçons alors une sphère S de très grand rayon ayant pour (MMitre M' et contenant à son intérieur la surface S et le point M
,lig. 47; ; appelons T^ le domaine compris entre la sphère S et hi surface S et désignons par G, la fonction de Green relative au volume Tj ; enfin désignons par 11, la fonction harmonique correspondant et par r et r' les rayons vecteurs issus de M et M'. On peut écrire :
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le volume T, étant limité, la démonstration du paragraphe précédent s^applique et Ton a :
Gj(M,M')=Gj(M',M).
Or, on a aussi :
G(M,M') = II(M, M
et il faut démontrer que l'on a :
G(M,M')=:GfM',M).
Comparons G et G, ; on a :
G— G,= ll— H,.
Considérons la différence H — IIj.
Cette fonction satisfait à Téquation de Laplace dans le volume Tj ; elle s'annule sur S et prend des valeurs très petites en valeur absolue sur la sphère 2, si celle-ci a un rayon très grand. parce que H et IIj s'annulent i) rinfini. Donc, dans le volume T,, H — IIj prend des valeurs très petites en valeur absolue, qui tendent vers zéro quand le rayon de S augmente indéfiniment.
Puisque II — IIj tend vers zéro, G — G^ tend aussi vers zéro.
Considérons alors les différences :
G (M,MO — G,(M,M') G(M\M) — C;, (M', M
elles tendent vers zéro et comme on a constamment
Gj(M,M')==G, (M, M)
on voit que la différence
tend aussi vers zéro quand le rayon de 2 croît indéfiniment ; mais, d'autre part, cette différence est indépendante de £, on a donc nécessairement :
et le théorème est démontré.
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i, '•'■'- J-rn'ïr.i'rj'îttri r^pi»i*. ••zi Ir v»»:!. *ur Cf^lîi* du premier • ^- : -II- •Vti I-^ iuit i illl-'jrs ri^Mureus^m-^nt : mais elle n'est •^n- •l'^îiui: •[iir- iî Ij pr-^ciiL-^r-^ «^^t ao^isi sin> Jr^tJUt. J*;ii îndiqur r.lfj» harjr. j pr*>|**»^ •!- crL.-- <i. Ij crîtûjur- qui pt*ul ètr«'
t.«:t^ : ^li-- *-?^ T'-ijîî^'- J -J d'^Ti\r'^ — ; — Ji»nt il aur-jit tuliu au
dit
prrii'iiM»=- drm«»ntr»-r I •-\i*>t>-nc''.
Il V H «1^<^ eus •:'*p''{à>ianL i»u I Mil >jrt c;ilcul'*r la lonction d^
i'tr*'*'ïi '-t v»-rîh»'r aîn*i •Jlr'•c^'-m•=•n; I r-xist^^nce de —
IG
dn
( fi d»- c»** ca* **>t i-rlui •!•- la 5phf-re : nnus allons le traiter r.ipid»-in'-iit ;i titr»- d'»-\t^mpl»*. V>c«^upt»«>-nous dalnird du pruld»-fii»' iiitrri»-ur.
Si»i»'iit 1 unr >ph»-!»-. V> Son «■»'iitr»- tiiî. 4> et a s^m ravon. Suit
Kj. ;*.
• 11 fiiiti*- M un point intriifui- : nuu> \tiuloiis calculer la tunctiuii (\f (ii«-»-n i»*hitivi* ;i ce puint.
A ct'i ffr»-t. in<*nons le ilianirtif OM et prenons sur ce dîaiiirtrc \*' point M ciinjuj^ut' du point M par rapport à la sphère ; «•ntin >tiit M un p«>int intt*rit'ur «pn^lconque et M^ un point de la '.nrtitci- : menons !»> droit.s OM,. MM. MM . M,M , M,M et
po>on> :
MM'^i .M.M-=r, OM = î.
MM ^r M,M =r';
On :i :
il'
(I ou
OM
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On a encore :
d'où
ar'j
Considérons alors la fonction
ar
c'est un potentiel newtonien dû à la masse — -^ située au point M" ; cette fonction satisfait donc à l'équation de Laplace ii l'intérieur de la sphère. Sur la surface, elle se réduit à ;-eii
vertu de la relation (1).
La fonction suivante :
^ V pr
est donc la fonction de Green cherchée.
La relation (2) montre qu'elle est égale à la différence de deux potentiels newtoniens, l'un di\ à une masse + 1 située en M',
l'autre à une masse située en M". Toutes les dérivées existent
C; !- — II
Lorsque r tend vers zéro, Il reste fini, donc (x reste égîi-
lement fini, (rC — F; tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi, (|uand r est très petit, le produit rd est très voisin de 1; on peut donc a (limier ([u'au voisinage du point de discontinuité la fonclion (i est positive. Kntourcnis alors ce point d'une sphère très petite i!. Kntre ï et S, on a AG^O; sur S, G est nulle et sur S' elle est X); donc entre 2 et S, G est partout >0. Ainsi en tout point de T, G est positive.
2" On a constamment dans le volume T.
On a eflet G=IlH — —; or, dans T, II satisfait îi l'équation de
Laplace ; de plus on a 11—^ et par suite H<0 sur toute I»
surface S ; si donc T est le volume contenu à l'intérieur de S et Si^ ^ limité par cette surface, on a en tout
point de T
Cette propriété ainsi que la précédente s'étendent sans peine au cas où le domaine T est constitué par respace extérieur à une surface fermée S.
^' *•'■ IV* Soient encore (fig. 49} un domaine T
limité par une surface S, et un autre plus grand T, limité par une surface S^ et contenant le premier. Soit M' un point intérieur il T; appelons G la fonction de Green relative à T et au point M'. On a :
II
et par suite
«Ml tout point de ï, et en particulier en tout point de S.
(Considérons alors la fonction H — II,: elle satisfait dans T à ré<|uation de Laplaee et reste néfraiive sur S; elle est donc négatîve en tout point de T.
Bref, à Tintérieur de T, on a II — II, <0 et par conséquent G, — G>0, d'où:
4° Soit maintenant ( fi^. r>()) une surface fermée S. Gonsiilérons le domaine T extérieur à cette surface ; dans ce domaine, considérons un volume T, limité par une surface S,.
Soit maintenant M' un point du domaine T, : appelons (î la fonction de Green relative à T et au point M' et (i, la fonction de Green relative à T, et au même point M'.
POi.xcARÉ. Putenl. NewI. ii
Fig
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On démontre sans difficulté, en suivant le mode de raisonnement qui a servi dans le cas précédent, que l'on a :
en tout point M de T,.
5® Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rel.itive à ce point et à ce domaine.
Envisageons les surfaces :
G = const.
A chaque valeur de la constante correspond une surface particulière.
Pour des valeurs très grandes de la constante, on a évidemment des surfaces très petites entourant le pôle M' puisque la fonction G devient infinie en ce point.
Pour des valeurs très petites de la constante, on a au contraire des surfaces très voisines de S.
Enfin on passe d'une surface à une autre par déformation continue en faisant varier la constante d'une manière continue.
D'ailleurs la fonction G étant uniforme dans le volume T, deux surfaces correspondant à deux valeurs différentes de la constante ne peuvent pas se couper.
Les surfaces
entourent donc le pôle et s'enveloppent mutuellement-
Cela posé, soit une valeur particu* lière G^ de la constante ; considérons (fig. 51) la surface
rig. ùi.
Appelons-la S,,; elle délimite, \\ Tintérieur de T, un domaine T,.
Traçons autour du point M' une sphère S; nous pouvons la choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphère
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M' ; choisissons ï de telle sorte qu'en tous ses points on ait
Entre S^ et S, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son
minimum sur Tune des deux surfaces S,, ou S ; ici ce ne peut être
que sur S et ce minimum est G,,. Ainsi en tout point de T^,
on a :
Au contraire, entre S et S^ la fonction G est harmonique et son
maximum est sur S^ puisqu'en tout point de S, G est nulle, (le
maximum est donc G^ et Ton a en tout point extérieur ii S^ et
intérieur à S :
Considérons alors la dérivée -^ — prise suivant la normale exté-
dn *
rieure à S^.
Gette dérivée existe puisque S^ est h Tintéricur de S et qu'en tout point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres. D'ailleurs on a en tout point de S^ :
dG ^ -j— <0 dn
puisque Ton a :
en tout point compris entre S et S,,.
Reprenons maintenant la formule démontrée au N° 68 :
:i) /(U-I^-V iH-)do.= 4T:S(mV-m'U).
Remplaçons dans cette formule la fonction V par la fonction de
Green G, laquelle est la somme d'une fonction harmonique H et
du potentiel — dû à la masse m':=l située au pôle M', llempla-
çons en outre U par 1 ; nous devrons faire m = cl lu formule considérée deviendra
•■ . lZ«!
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C.cttc intégrale a un sens sî on Tétend à la surface S,, puisque
(In
est bien défini sur cette surface.
74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigoureusement le théorème du X® 72 dont nous n'avions donné qu'une démonstration imparfaite.
(Considérons toujours un domaine T limité par une surface S et prenons dans T deux points M' et M'' (Kg. 52\ Appelons G' la fonction de Green relative au domaine T quand on prend M' j)Our pôle et G" la fonction de (ireeii relative au même domaine quand le pôle est le point M". Désignons en général par les notations :
G' (M) et G" (M
les valeurs de ces fonctions en un point cjuelconque M de T. Nous voulons démontrrr Tégalité :
Pour v parvenir, donnons-nous un nombre s' très petit et considérons la surface :
App<*lons-la S' ; elb» ost très voisine de S et, si t est assez petit, elle contient à son intérieur les points M' et M''.
Gonsidérons alors l'intégrale :
j../*((;'4il_(;
.'s \ «lu
.„ dC
(In
lb>
•'•ItMuIuc il la surfaiM' S' ; cllo est I)i<>n délorniinéc on vertu dos remarquas (ailes dans lo |»ara}][rrt[)lu' précédent ; de plus la formule 1) dans hujnelle on l'ait :
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et par conséquent :
nous permet d'écrire :
M(intn>ns que J est nul.
Cette intégrale est la différence de deux autres :
/ O — î — u(o J dn
et
dG'
dn
/G'-:;:^dw.
La première peut s'écrire
J dn
puis({ue la fonction G' est constante sur S' et égale à s'. Si l'on tient compte en <mtre de la relation (2), cette expression devient :
La première intégrale tend donc vers zéro avec s'. Vovons maintenant la seconde.
dG'
Dans cette intégrale, — j — est constamment négatif comme
■lous Tavons montré ; appelons alors z' la limite supérieure de ^ ' sur S', on a :
dn
Or £ " tend vers zéro en même temps que £', car la surface S' t:end alors vers la surface S. Donc l'intégrale considérée tend vers SKéro.
Ainsi J tend vers zéro en même temps que i et par suite Texpres- 5jon
I.,- tli
G ;m' =g';mv
>* aniiuiHH' «'st démontié.
'5 Problème de Green. — Problème de Dirichlet transformé. — CamparaisOB arec le problème de DiriclUet ordinaire. — Ëquivalenoe de c»s trois problème*. — LV-mnicé du jii'(il>léni<r do Dirich'.'l onlin^tire a été donné plus liaul 64)- Voici renoncé du pro- |.'..-.ii.- J,r.r.-.-«.
{''.(t'ituft-iious dans l'ospuro à trois dimensions.
Soi! un M>Suii)>- T limité ]i)ir une surfuce Ici-mée S : ciilculer la tn-.u'.ixn d-' (.iriM-u relative ii co volume ol a un quelconque de
\in>i .n.in.'i-. le pndilèmc di- Given peut être appelé pro- !■' mr inteiiour d>' Green; mais, comme pour le proldême de l>i;iil;'..-l. un j'i'iil iiumo'v un prolilênie extérieur de Green.
IVins tout t'<' qui ^\l suivre, nous ne nous occuperons 4jue des p!-.iMrnu> intfiieurs: les mAnies considérutions s'appliqueront .iii\ pioMemes e\l.rieurs-
O:. p.iii m.'nlriT faeilemeut réquivalence du problème de C.:,;-.x .■: an ,.:..l.!.-ine de Oiriehlet.
S.-:; l' '.-I ii'Hilion qui doit Satisfaire il l'équation de Laplace .!.!■- I ,-l il. .m; i'. -.'.i^ii lie delemunet' les valeurs dans T par ses \..!.su> -m S >.i \.iîiiu l en un point M de T est donnée par la
. dl" dn
_-.r..a..iiM,-,lii s.-,-..ti,l nieml.ie est étendue il la surface S ;
r..:io:i,.:i ,!,■ t-.v.MU r.Lili.e au point M' Cl il T. Celle for-
.i.-.li;.: .Il- i iiiti-i.ile ti du paragraphe 69 en rem-
:,• j>-!. ■:;l,; - p.n l.i somme t.', du potentiel— et de la
l.-irmo:,;,;.,.-)!
1- i.-m,.i,iii,.ii-. qu.' 0. s'ainiule sur S. la iorinule el-dessus
-x-.~iv
FOSCTIOS DE GREEX ET PROBLÈME DE DIRÏCIILET 167
OU bien
1 r dG ,
u = 7 — / U— i — dw.
4 7: j du
Sî donc on sait résoudre le problème de Green, on saura calculer la valeur U' de U en chaque point M' de T, c'est-à-dire résoudre le problème de Dirichlet.
Inversement, si Ton sait résoudre le problème de Dirichlet, on sait calculer la fonction H et par suite la fonction de Green G pour chaque point M' de T.
Les deux problèmes de Green et de Dirichlet ordinaire sont donc équivalents.
76. Voici maintenant en quoi consiste le prohlcnie de Dirichlet transformé :
Trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes : 1® Que V soit continue ainsi que ses dérivées premières dans T ; 2® Que ses dérivées secondes si)ient finies; 3® Qu'à l'intérieur de T on ait, en chaque point :
AV = — 4 7:[jL,
p. étant une fonction finie et intégrable donnée ; 4^ Que sur la surface S on ait
Posons
dT'
LJ satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non h la quatrième. Appelons U. les valeurs de U sur S; si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satisfaisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes
AW=0 dans T
W = — Us sur S.
La fonction
satisfait aux 4 conditions proposées . Ainsi donc , si l'on sait résoudre
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le prolilome de Dîrîchlot ordinaire , on sait aussi résoudre le
prolilènie de Diriehlel transformé.
Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier
problème, proposons-nous de résoudre le problème de Dirichlet
ordinaire, c'est-;i-dire déterminons une fonction U telle que Ton
ait :
Al -=0 dansï
r ^^ 5 sur S,
:: étant une fonction donnée.
Pour y parvenir, formons une fonction W continue dans T ainsi que ses dérivées premières et secondes et se réduisant à s sur lu surface : cela est possible d'une infinité de manières, l/une de ces fonctions NV étant choisie, la fonction AW est connue dans T. Pour achever le problème, il suffit de résoudre le problème de Dirichlet translormé en prenant pour jji la fonction ANV. On obtient ainsi une deuxième fonction V.
(«onsidériHis alors la fonction
Klle satisfait aux conditions proposées et résout le problème de nirichlet ordinaire.
77. >U»ntrtms enfin l'équivalence du problème de Green et du problème de Dirichlet transformé.
Supposons que nous sachions résoudre le problème de Green. ilonsidorons alors Tintè^rrale :
\ ^ I C. X, y. z, X , y , z ix dT
i; ctunt la fonction de Green et Tintégrale étant étendue au
xoUuwe r.
I a fonction V ainsi obtenue est la solution du problème de
Duiohlet transforme.
\\x crtVt. écrivons :
G ^ll-'
\^ tyMivtixMi V pr\nulra Ui lorme
|'_;i^il__/*||;^dT.
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Appelons V, la première intégrale et V, la seconde ; faisons voir maintenant que la somme V, + V, satisfait aux quatre conditions du problème de Dirichlet transformé.
i® Vj est un potentiel de volume; \\ satisfait donc aux conditions de continuité. H est une fonction harmonique; on peut, dans V,, diflerentier sous le signe j et Ton voit ainsi que \\ satisfait comme V, aux conditions de continuité. Donc V, qui est la somme de ces deux fonctions, y satisfait aussi.
2^ On a :
AV = AV. + AV
de plus :
AV, = _ 4 7:;jL
et
A V, = car A V, = JaI I ;jL'dT' ;
donc, en somme :
AV = — 4 irjjL.
3** Soient M un point intérieur à T, M^ (fig. 5,'^), un point de S, V la valeur de la fonction étudiée en M ; je dis que, si .M
Fig. r» J.
tend vers M^, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons une sphère S, tangente extérieurement à S en M^; cela est généralement possible. Distinguons alors plusieurs cas :
Premier cas : jx > 0.
Dans ce cas, V qui est égal à | G;jL'dT est positif puisque G et jjl' le sont.
I70 THÉORIE DU POTESTIEL NEWTOSIEN
Appelons G la fonction de Green relative h l'extérieur de la sphère et au point M'; on sait que :
Désignons par a le rayon de la sphère, par O son centre etpar p la distance OM'; appelons M', le conjugué harmonique de M' par rapport à la sphère ; ou a :
Enfin posons
On a :
OM'OM, = a'
r = M\r r, = MMV
V <jG,[JL'dT'.
Mais nous connaissons l'expression de la fonction de Green relative ii l'extérieur d'une sphère ; c'est
•~ r or,
On a donc :
aix'dT'
Quand le point M' décrit rélément d-r' dans T, M', décrit un élément d^, dans S, et au volume T correspond un volume transformé T', situe à Tintérleur de S,. Les deux éléments dV et dx', sont reliés par la formule connue de la théorie de l'inversion :
dT' ÔM'' f p*
d^\ ~ ÔMV^~^^^\' «
I/inégalité ci-dessus devient alors :
la première intégrale est étendue au volume T, c'est un potentiel
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newtonîon dû à des masses dont la densité variable est jj/; la deuxième intégrale est étendue au volume T\ et représente un poten-
tîcl newtonien di\ à des masses dont la densité est --4- . Ce sont
donc deux fonctions continues ainsi que leur différence. Or cette diflerence est nulle sur S, et en particulier au point M^, donc cette différence tend vers zéro quand M tend vers M^. La fonction V, qui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers zéro, tend donc vers zéro.
Deuxième cas : [x < O.
Alors V est négatif et Ton démontre de la même manière que :
T, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend \ers zéro quand M tend vers M,,.
Troisième cas : [jl quelconque.
On peut poser :
[A = JX', + [aV ,
jjl'j étant égal à jjl quand [jl est >0 et nul partout ailleurs, jjl'^ au contraire étant égal à [x quand jjl est < et nul partout ailleurs ; 2*1 ^^ V-t ^^'^* continues comme [jl. Ou donne ainsi naissance à Jeux fonctions V, et V, correspondant à jx', et jjl'^; elles rentrent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M tend vers M^. 11 en est donc de même de V = \\ -f" ^'t ^^^ correspond à ji..
Ainsi, en général, quel que soit le signe de |jl, V tend vers ^éro quand M tend M^.
La fonction V satisfait aux quatre conditions du problème de Dirichlet transformé : c'est la solution cherchée.
Eu résumé les trois problèmes : de Dirichlet ordinaire, de Dirichlet transformé, de Green sont é([uivalents.
78. Cas du potentiel logarithmique . — Ces résultats s'étendent
■>■ Jl
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au cas do doux variables et au potentiel logarithmique dans le plan.
11 y a cependant une diH'érence : dans le cas du potentiel newtonien on nt^ sait résoudre le problème de Diriclilet que quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives h tous les points du domaine. Dans le cas du potentiel logarithmique, le calcul de la fonction de Green pour un p(nnt du domaine sufGt : le calcul pour les autres points s'en déduit.
CIIAPITIIE V
RÉSOLUTION DU PROBLKMK DE DIRICHLKT DANS LES CAS DU CERCLE ET DE LA SPHÈRE.
THÉORÈME DE HARNACK
79. Fonction de Oreen pour le cas du cercle. — Il est lacilo de lV>riner la fonction de Clreen relative à un cercle il de centre () et <Ie rayon a (fig. 54) et à un point M' intérieur ii ce cercle.
Traçons OM' qui rencontre le cercle en A et B et prenons sur cette droite le point M" conjugué harnionicjue de M' i)ar rapport à A et B. Soient d'autre part M un point quelconciue situé à rintérieur de C et Mj un point ([uelcon<pie situé sur le contour
de C Posons :
0M' = ?, OW —
MM' = r, MM ' =- r' M,M'=r„ M,M'_:r',
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On a la relation :
quel que soîl le point Mj.
On a (l'autre part :
et :
i«g7-'"g-p-=iogT
H-7^ = iog-y
Posons alors :
ii=._iog_;— log-
On a bien :
AII^^O
et de plus II prend bien sur C les nu^mes valeurs que log — . D'oii :
G = log ^^g"~"
et Ci est la fonction de Green cherchée.
On peut suivre une marche analogue pour former la fpuction de Green relative à un domaine constitué par la partie du plan qui est extérieure au cercle C.
Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d'un cercle, on sait par là même, commenous Tavonsvu, résoudre le problème de Dirichlet pour le cas du cercle. 11 y a bien encore, il est vraî, ([uelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin à propos de la sphère. 11 est inutile d'insister sur le cas du cercle, la méthode à suivre étant la même que pour la sphère.
80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le problème de Dirichh^t dans le cas du cercle.
Plaçons l'origine des coordonnées au centre du cercle donné C. Soit M' un point intérieur à C. Appelons x, y les coordonnées
rectilignes rectangulaires de ce point et p, w ses coordonnées polaires. On a :
X = p cos (O
y == p sin w.
Cela posé, on veut trouver une fonction continue V possédant Jes dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mêmes continues et vérifiant les conditions suivantes :
AV = a l'intérieur de C,
V = '^((o) sur le contour de C,
;5 [m] étant une fonction donnée. Si cette fonction satisfait à la vonclilion de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier :
30 ta
r^ ((u) = A,,-!-^ A„cosn(o-l-\ B„ sin
Posons alors :
flO
V = A„-l-\ A„o"cosn(o+ \ B„p"sinn(o.
Je dis <|ue V est la solution cherchée.
Remarquons (jue nous avons supposé implicitement le rayon du cercle C égal a Tunité. S'il était égal à R, il faudrait écrire :
sin ntj
Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui vont suivre.
Étudions la fonction V. Plaçons-nous d'abord en un point situé à l'intérieur du cercle C. Kn un tel point, on a :
Prenons p,, tel que :
Cela est possible. D'autre part il est facile d'assigner une limite
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supérieure X aux modules des coellficients de la série p (eu). Dans ces conditions, on a évidemment :
I A„p" cos no) I < Xp^- I B„p- sin n(o ) < Xp,° |Ao|<N.
Les termes de la série V sont donc inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants de la série :
(|ui <'st convergente <»t à termes tous positifs. Donc, dans tout domaine intérieur au cercle (I, la série V est absolument et uniforméuKMit convergente et sa somme V est une fonction continue. On démontre de la mém<» façon que V possède des dérivées partielles de tous les ordres elles-mêmes continues.
11 résulte des remanjues précédentes que, p(mr montrer que Ton a :
<Mi tout j)oiut intérieur à (1, il suffit de montrer que cluuiue terme d<^ la série V satisfait à cette relation. Or on a :
fx -f- iv " — : p" 'vos nto -\- i sin nw
Mais ,x + i y}" est une fonction analytique holomorphe de
x + i v. D'où :
A (^p" cos nto) ^^=
A 0" sin nco) ==0.
On peut d'ailleurs 1<» vérifier directement. En efTet, changeons (le variables et écrivons l'identité :
(\o- ' p Op ' p* Ow*
Tout revi«'nt à voir <[ue Ton a :
iVo" 1 Op° n-p» ^
Oo- Oo p'
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c'est-a-dîre :
ce qui est évident.
Kiifiii, en vertu d'un théorème d'Abel relatif aux séries entières, il est clair que V tend vers ri {lo) lors(|ue p tend vers 1. Donc V est bien la fonction cherchée.
Remarquons que Ton vérifie aisément les relations :
Si donc on pose :
A„ cos n(i> -[- B„ sin n w
on obtient la solution du problème de Diriehlet pour le cas où le domaine envisagé est constitué par la partie du plan extérieure au cercle C.
OX OY
Ox
dX
OY
D'où :
dy Ox
AX=cO, AY-.0.
De plus, X et Y' sont continues et possèdent des dérivées partielles de tous les ordres elles-mêmes contliuK^s. (le sont doue certainement des fonctions harmoni([ues.
Réciproquement, soit X une fonction unifornu* de x el y, liai-
Poi.xcARÊ. Polent. Ncwt. \>.
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inoniquo dans un certain doniaîne I). Je dis que c'est lu partie rrelle d'une fonction de variable complexe régulière dans le domaine envisagé. Posons en effet :
AX
Donc l'intégrale curviligne considérée est indépendante du choix «[ue l'on fait pour L. De plus, on a bien :
dY i>X
OY
Ov l^X
Donc X + i Y est une fonction analytique de x -|- iy. D'ailleurs 11 est évident <[uc cette fonction n'a aucun point singulier dans le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a :
df-:-dX+idY.
Mais :
si (1 est un contour fermé situé tout entier dans D. D'où :
/ df^O dans les mêmes conditions.
82. — Soient ileux aires a et A limitées respectivement par les contours c et (!. Snj»j»osons qu'il existe une correspondance univo({ue et réciproque «Mitre les points de a et ceux de A, de h'ile sorte (ju'à tout point m de a corresponde un point M de A el un seul, et récipro([uement. On dit alors que l'on a effectué
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la représentation uniforme des deux aires a et A Tune par Taiitre. Appelons X, y les coordonnées de m et X, Y celles de M ; X, Y sont des fonctions uniformes de x, y et réciprocjuement.
Knvîsageons deux courbes tracées dans a et se cou])ant en m : il leur correspond deux courbes tracées dans A et se coupant en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie entre a et A est telle quà deux points Infiniment voisins pris dsnis a correspondent deux points infiniment voisins dans A et réciproquement.
Si Tangle des deux courbes de A en M est égal à Tangle des deux courbes de a en m, c'est-à-dire si les angles sont conservés par hi transformation, on dit que la représentation est conforme. Il y a d'ailleurs deux sortes de représentations conformes : les directes et les inverses^ suivant que les angles corres))ondants sont ou non de même sens. Je ne m'occuperai (pu» des représentations conformes directes. Dans ce cas, X -f- 1 V doit être une fonction analyticpie de x + iy. D'où :
Ox dy
OX OY
Oy Ox
Os conditions sont nécessaires et suffisantes.
11 est clair que, si l'on sait faire la représeiitalloii conforme d*une aire a sur une aire 3 et celle de j sur une troIsIèm<' aire ^\ on saura aussi faire la représentation conforme de a sur •'•
83. — Supposons maintenant <pi«' Ton sache laire la représentation conforme de a sur A. Admettons <mi outre (jue le pioblème de Dirîchlet ait été résolu ])our le domaine a limité par e. Alors on pourra le résoudre pour le domaine A Umilê par C.
Vax eflet notre hypothèse est cjue Ton sait eonslruire une fonction v régulière dans a vérifiant 1rs relations suivantes :
0*v iVv
-r-r+""V^ï~— ' ^ dansa
Ox' Ov-
V -.^is: '^ S; sur c
5 (s: étant une fonction donnée de l'arc s de e.
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(Ida posé, nous voulons trouver une fonction V régulière dans A et vérifiant les relations suivantes :
TV^ Âvï"'^^ — dans A
V = <t>(S) sur C
<[>(S} étant une fonction donnée de Tare S de C.
Kn vertu d'une remarque faite au paragraphe 81, v est la partie réelle d'une fonction analytique holoniorphe dex-l-îy :
v + i\v = f(x + iy)
mais on a :
X + iY =r F (x H- iy)
D'où :
v + nv=f, (X-)-iY)
On pout alors poser :
La fonction V est harmonique dans A et prend sur C la même succession de valeurs (juc v sur c.
On sait résoudre le problème deDirichlet pour un cercle. Donc o:i peut le résoudre pour toutes les aires qui sont conformément r(»présental)les sur un cercle.
84. C.onsidérons encore une aire T. Si l'on connaît la fonction de (ireen relative au domaine T et à un point particulier M' de ce domaine, je dis (pu» Ton j)ourra trouver toutes les fonctions de (ireen relatives au même domaine. Kn effet on a :
l.i fonction 11 étant définie par les égalités suivantes :
AIl^O dansT
\\ ^^ — loii^ -JL- sur le contour de T.
La fonction G est uniforme. De plus c'est la partie réelle d'une
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ionction analytique de x + i y. Appelons G' la fonction qui lui est associée et posons :
G + iG'==f(x+iy).
La fonction G' est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas rafHriïier,à cause de Texistence du point singulier situé en M'. Mais, pour voir ce qu'il en est, il nous suffît de tracer les courbes :
Nous savons qu'elles s'enveloppent mutuellement (S 73) et qu'elles contiennent toutes le point M' à leur intérieur, delà posé,
désignons par — et -p- les dérivées prises respectivement suivant la tangente et la normale ii l'une de ces courbes. On a :
dG' dG
ds dn
dG' dG
dn ds
D où :
dG' , r dG ,
-dr^^=jinr^'^'
le contour d'intégration étant l'une des courbes :
Or, nous avons vu que :
dG
/—z — ds = — 2 t:.
dn
Donc :
/dG' = -2.
et la fonction G' n'est pas uniforme, puisqu'elle augmente de — 2:: quand on fait décrire au point x, y un contour fermé entourant le point M'. Toutefois, si la fonction G' n'est pas uniforme, il n'en est pas de même de la fonction :
i8i THEOHIE DU POTEXTIEL SEM'TOyiEN
Donc on peut poser :
e"- «■•' = f, ;x + i y) = X + iY,
f^ étant une fonction analytique uniforme de x -|- î J'- Maintenant, consicl«M*ons le cercle :
Je dis ([uc nous pouvons faire la représentation conforme de Taire T sur ce cercle. On a :
Donc les courbes :
se transforment en les cercles concentriques :
D'ailleurs la courhe :
qui n'est autre que le contour de Taire T devient le cercle :
La représentation est ainsi réalisée. Kn consé([uence, on peut résoudre 1<' problème de Dirichlet pour Taire T et par suite trouver toutes les fonctions de Green relatives à ce domaine. La proposition annoncé<* est donc établie.
Ge théorème n'est plus vrai dans le cas de l'espace.
85. Résolution du problème de Dirichlet pour le cas de la sphère.
— Nous avons déjà formé (>i 12 la fonction de Green relative à une sphère et à un point ^T situé à l'intérieur de celle-ci. Si Ton appelle (Kg. 55) :
a le rayon de la sphère,
la dislance OM',
r la distance MM'
r' — la distance MM'^
r pr'
En tout point de la surface de la sphère, la relation :
est vérifiée, puisque les points M' et M'' sont conjugués harmoniques par rapport a la sphère.
Posons : -s,^
Alors :
o=OM,M'
dG
COS C
a COS *l
pr
dG
En effet -|— est la projection sur le rayon O M, des attrac-
Ig. D.->.
tions dues à deux masses, l'une + 1 située en M', ruiitre
située en M". On peut d'ailleurs facilement vérifier la formule précédente par un calcul direct. Transformons l'expression de -. — :
dG r COS '^ a r' cos •{/
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Or on a sur la sphère :
IVoù
Maîf
us
dG r cos ^ p-^ r' cos 'J'
r cos '^ = a — p cos 9
r'cos
•i^ = cos 9 — a .
Keniplaçons :
\n u ?cos9— -^
dCï a — pcosfi * a
dn r^
dG a^— 0^
dn ar*
,, ., dG . , , 1
On voit que -r-^ est proportionnel a — r-. * dn * * r'
Ola posé, cherchons à résoudre le problème de Dirîchlet pour le cas de la sphère. Il s'agît de construire une fonction V régulière en tous les points situés à l'intérieur de la sphère et satls- Taisant aux conditions suivantes :
AV = à l'intérieur,
V = une fonction donnée a la surface
Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M situé à l'intérieur de la sphère et V la valeur donnée de cette même fonction en un point M' de la surface. Soient, d'autre part, dti/ un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de Green ayant le point M pour pôle. On a (§ 75) :
-1 T. J dn
le champ d'intégration étant la surface de la sphère. Cette formule permet de résoudre le problème que nous nous sommes posé. Mais il y a deux objections possibles :
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1^ -t — exîste-t-il ? Nous avons vu plus haut que oui.
du *
2** la méthode suivie suppose que Ton admette d'avance
l'existence de la solution cherchée.
Pour atteindre une rigueur parfaite, il nous faut établir (jue la fonction V construite au moyen de la formule précédente remplit bien toutes les conditions imposées à la fonction cherchée. C'est ce que nous allons faire. Nous sommes ainsi amenés à discuter une intégrale connue sous le nom lï Intégrale dePoissoti,
dG a=* — f
D où :
Posons :
On en déduit
<ln
ar«
f) V'dw'
ar
4 roi
Comparons V à la fonction :
qui est le potentiel newtonien d'une couche de matière attirante répandue sur la surface de la sphère. Soient x, y, z, les coordonnées rectangulaires d'un point et p, 0, '^ ses coordonnées polaires. On a :
X = cos 'i sin
y = p sin '^ sin H
z = p cos 0.
Grâce à ce changement de variables, V devient une fonction de
Etudions l'expression :
OU
On a :
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OU Oo
OU , OU
do = -T — ux
Ox
OU , ou .
dv'H — :;^ — dz.
Ov
Oz
en appelant x, y, z et x + ^x, y + dy, z -+- dz les coordonnées cartésiennes des points M et M' Tig. 5G) dont les coordonnées
Fig. ;>r».
polaires sont p, &, '^, et p + dp, 0, '^. Remarquons que dx, dy, dz sont les projections orthogonales de dp sur les trois axes de coordonnées. D'où :
dx
iz
Nous pouvons remplacer :
dx, dy, dz, dp
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psiK* (les quantités proportionnelles. On conclut de lit :
dU dU . dlJ *HI
i)o dx * dv Oz
C^'est ce que nous voulions établir, ^n n :
I >\'iutre part, on peut écrire :
r* ^= a* + p* — 2 ap cos 6 ^■^ posant (fig. 55]> :
^^n tire de lii :
rdr — odp — a cos Hd o
*^t-îi-dire :
dr p — a cos
do r
ar suite
1 iV
Oo r' iV
a eus
une :
!i ^ OU /• , 2afco80 — 2î* , , r , »- — o' — r^ , ,
Or:
U^rJ^cU..'
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D'où :
(^elte relation va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements.
I.a fonction U est un potentiel newtonien dû à une surface attirante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui sont finies et continues, en tout point situé à l'intérieur de la sphôre. De plus on a :
dans le même domaine. Maintenant il est clair que o — j — est aussi
^ * dp
une fonction continue et possède des dérivées à Tinfini. Kn outre, on a :
Kn eflet, de la formule :
\n\ déduit :
ot, comme on a :
ce qui entraîne :
on peut écrire :
La relation :
est ainsi vérifiée.
Va\ un mot, il résulte des remarques précédentes que V est une lonction harmoni([ue dans la sphère.
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Il nous reste à constater que V ^x, y, z) tend vers V V, y\ z' quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le point yi' (x', y', z') de la surface de la sphère.
Fig. 5;.
Rappelons d'abord un résultat établi dans la théorie des surfaces attirantes. Soient (fig. 57) :
S une surface attirante.
My un point fixe de S.
M un point de Tespacc.
X, V, z les coordonnées de M.
MM,, la droite qui joint M à M.,.
M' un point de S.
x', v', z' les coordonnées de M'.
fx' une fonction de x', y', z'.
[jLy la valeur de \x en M^.
Supposons que le point M tende vers le point M„ en suivant la droite fixe MM^. Prenons la normale à S en M^, pour axe des z et le plan tangent îi S en M^ pour plan des x, \\ les axes de coordonnées étant d'ailleurs rectangulaires. Considérons niaintenaiil rintégrale :
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V olîint la distance MM'. Si les axes sont quelconques, on a
• NMa'dw'
N étant la projection de M sur la normale en M^, projection laite parallMement au plan tangent en M^. Le cliqnip d'intégrmiion est toujours la surface S dont d'»' est un élément, delà posé, ob sait que :
lim.
Appliquons cela.
Mo
On a fig. 58; :
a^ _ f /• ;i M.,Nilo,'
Si M tend vois M.,, N v tend aussi. Dans ce cas, on a :
Inn — -
ini a -T- ^.
rar :
.M„.\ =^ a — ( )N ::^- a — c cos a, a étant Tan^le MON, ce (jui prouve que :
lini M,.N --lim a — si.
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D'autre part, en vertu du leninie i*appelê plus haut, on a ;
D'où :
lim I 2r — - «\-«-o-
lim V = 47:a'jL„
ce qui donne bleu :
lim V -= Y'.
Kn définitive, il est prouvé que la fonction V résout le problème de Diriclîlet dans le cas de la sphère.
Reprenons la formule
On sait que V est le potentiel dû à une certaine couche de matière attirante répandue sur la surface de la sphère, .\ucune des masses qui engendrent U n'est située à l'intérieur de la sphère. Donc iS 23), dans ce domaine, U est développable en série de polynômes sphériques :
u ^ n„+ II, H- II. + + ll„ H- ...
On peut écrire :
X„ étant une fonction sphérique. D'où
Les quantités Xi ne dépendent que de H et '^. D'où :
^.^ = pX, + 2?^\.+ ... + ..o"X„+...
(les deux séries sont convergentes pour :
On déduit de là qu'à l'intérieur de la sphère V est développable en série de polynômes sphéri([ues :
Ce développement est valable pour tout domaine contenu clans la sphÎM'e.
On ne peut pas, en général, modifier Tordre des ternies dans les séries précédentes et ordonner par rapport à x, y, z. Cependant cette opération est possible (Jj 2A] si :
p<Âa,
A étant une constante sullisamment petite. Donc V est une fonction bolomorphe dans le voisinage du centre. Il en est de même d'ailleurs en tout autre point de la sphère, comme on le verrait en ordonnant les développements par rapport à x — \^ y — y„, z — z„, si Ton appelle \ y^ Zy les coordonnées du point considéré.
Fi je. K).
Tirons de là une importante conséquence. Soit un doniiûne T dans le([uel une fonction V est harmoniciue. Prenons un point M ([ueU'oïKjue il l'intérieur de co domaine et entourons ce point fig. 59^ d'une sphère 2: assujettie» seulement à ne pas sortir de T. La fonction V est harmonique dans ï. Donc on peut trouver une nouvelle sphère Savant pour centre le point M, contenue dans S et assez petite pour que V soit développable dans S en série entière procé(hnit suivant les puissances de x — Xy, y — y,,, z — z^ (si Ton appeUe x^, y„, z„ les coordonnées de W. Donc la fonction V esf hol amorphe en (ont point de T,
88. Méthode de Thomson. — Knvisageons une transformation ponctueHe de Tespacr par rayons vecteurs réciproques. I^Iaçons fig. GOi Torigine des coordonnées au pôle d'inversion O et supposons <[ue la sphère directrice ait un rayon égal à l'unité de
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longueur. Si M et M, sont deux points correspondants, on sait (|U^ils sont en ligne droite avec l'origine et que Ton a :
OM.OMj= 1.
Voyons les applications de cette méthode de transformation à l'étude du potentiel.
1®... Cas d'un seul point attirant. — Soient ((ig. 61) M' un
Ml
Fi g. Cm».
Fig. (h.
point attirant et M un point attiré. Au point M' correspond le point ^\\ et au point M le point M^. Posons :
et :
à cause de la similitude évidente des triangles OMM' et OM^M'j.
Supposons que le point M' porte une masse m' et le point M'j
une masse m',. Quant aux points M et Mp leurs niasses sont par
hypothèse égales à +1. Alors, si nous appelons V le potentiel
poiNCARK. Poteiit. Ncwl. l^
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dù à Taction de M' sur M et V^ le potentiel dû a raction de M', sur M,, nous avons :
D où :
Or:
Par suite
r, ^ m^, V r m' Vj
Choisissons m', de telle façon que :
Puisque m' est donné, on voit que m', peut être déterminé. De
ni' plus, le rapport — ) est indépendant de p. On a alors :
c'est-a-dire :
2**. . . 6^rts ^/e plusieurs points formant un ensemble discret. — Soient M un point attiré portant l'unité de masse et :
un système de p points attirants portant respectivement les masses :
nij m
. mi-.
... mp.
Le
pote
;ntiel
produit
en M
est ; V =
en désignant par rj, la distance MM|.
je ■
Appelons M' le point qui correspond à M dans Tinversion et :
ceux qui correspondent à :
Xv A I *vXa* • • • • Àf JLé • • • • • XvXqA
Posons en général :
OM' = p', OM', = p', On a :
et :
pour toutes les valeurs de Tindice i depuis 1 jusqu^à p. Attachons maintenant à chaque point M', la masse n\\ déterminée par la relation :
D'iiutre part, considérons le potentiel V produit en M' par l'attractiou des points M', :
On a
r'. = r. -^ m', m, Pi 1 m.
pi
r'i Pi r,s' p' r,
D'oi
ou
Comme on a
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on en déduit :
V=pV.
3**. . . Cas d'un volume attirant, — Considérons un volume attirant T où la densité de la matière est jx en chaque élément de volume d*: dont le centre de gravité est le point M. Soit P un point attiré portant Tunité de masse. Appelons r la distance MP. Le potentiel produit en P est :
Transformons par inversion. Le volume T devient un volumeT' où la densité de la matière estjx'en chaque élément de volume d^' dont le centre de gravité est le point M'. Soit P' le point qui correspond à P. Appelons r' la distance M'P'. Le potentiel produit en P' par T' est :
UL^d-/
AT') r'
Le point M^ est supposé, lui aussi, porter Tunité de masse. ()uant à ]L y on peut le choisir arbitrairement. Posons :
[;/dT'_ 1 _ ,
(Ml appelant p^, hi distance OM et z'y^, la distance OM'. Désignons encore par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a :
?P'=PilPM/=l
ot :
D'où :
Prenons donc :
cIt
Alors la relation :
ji/dr' _ 1 _
{xdT
PM
est bien vérifiée. D'où :
Jx'dT' t'
[xdT r
[xdT
On en
conclut :
4** Cas d'une surface attirante, — Conservons les mêmes notations, en remplaçant seulement les éléments de volume dT et d-:' par les éléments de surface dw' et dw'. On a ici :
On prend donc :
fx' 1
et Ton a encore
a'doi' 1
adw
D'où :
5^ Cas d'une ligne attirante. — Conservons toujours les mômes notations, mais en remplaçant les éléments de surface dw et iW par les éléments de longueur ds et ds'. On a ici :
On prend donc :
et Ton a encore :
ds
jx'ds' uds
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D'où :
5® Remarque. — Dans tous les cas examinés, on a :
V=pV.
Supposons que P' s'éloigne h Tinfini, alors P tend vers l'origine, p tend vers zéro et V reste fini. Donc V tend vers zéro.
Supposons maintenant que P s'éloigne à l'infini. Alors pV tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le potentiel V. Il en est donc de même de V quand P' tend vers Torigine.
89. Equivalence des problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur. — Soit une fonction V, (fig. G2) harmonique à l'extérieur d'une
Fig. 6a.
surface fermée S^, s'annulant à Tinfini et prenant sur S, de^ valeurs données. Admettons que les dérivées premières de V^ restent finies et continues mc^me sur S,. On peut alors construire* une fonction définie, uniforme et continue à l'intérieur de S,, qui prenne sur Sj les mêmes valeurs que V, et qui possède îi rintérieur de V, des dérivées continues des trois premiers ordres. Cette nouvelle fonction peut être regardée comme un prolongement de la fonction Vj. On a :
AY, =0... à rexléricur de S, AVj :^0... à rintérieur de Sj.
De plus les dérivées de V, sont en général discontinues quand on traverse la surface S,. Dans ces conditions, il est clair que V, peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l'un dû h une couche attirante répandue sur Sj, l'autre dû à des masses
distribuées à riiitérleur de S,. Effectuons maintenant la transformation de Thomson. Le potentiel Vj devient un potentiel V et, en deux points correspondants on a la relation :
Par cette même transformation, la surface Sj devient une nouvelle surface fermée S et, si le pôle d'inversion a été pris à Tintérieur de S,, l'espace extérieur à S^ devient l'espace intérieur à S. Le potentiel V est di\ à des masses extérieures à S ou situées sur S. Donc, à l'intérieur de S, on a :
Donc V est harmonique. De plus V prend sur S des valeurs qui sont données par la relation :
On voit par la comment on peut ramener le problème extérieur de Dirlchlet au problème intérieur, et réciproquement. J'indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction :
^st harmonique à l'extérieur de S,, la fonction :
pst harmonique k l'intérieur de S. C'est ce que nous venons de voir. On peut le vérifier par un calcul direct.
Cas du potentiel logarithmique. — Soit un potentiel
V = 2 m los —
dii à des masses quelconques. Faisons une inversion comme ci-dessus, mais en donnant des masses égales à deux points correspondants. On a :
Vj = Sm log -^
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V, — V = Sni log — = 2m log ■^— ,
en reprenant les nii^mes notations que pour le cas d'un point attirant au paragraphe 88. On peut écrire :
V^^V+Smlog^-ïmlog-J..
On voit que la Jificrence V, — V ne dépend que de la position et de la valeur des masses attirantes données.
La conclusion est la même, qu'il s'agisse de points discrets, de surfaces ou de lignes.
On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu'on peut ramener le prol)lème de Dirichlet intérieur au problème extérieur, et réciproquement. Seulement, ici, si :
V(x,y,z,) est harmonique,
l*est aussi.
91. Propriétés des fonctions harmoniques à Imûni. — Considérons l'espace extérieur à une sphère S de rayon 1 (fig. G3). Soient M et Mj deux points correspondants dans Tinversion définie par i! prise comme sphère directrice. Posons :
p = OM, p, = OM,.
Si V, est une fonction harmonique à l'extérieur de S, la méthode de Thomson permet de construire une fonction V harmonique ii l'intérieur de ï. Kntre les valeurs de V et de V, en deux points correspondants, on a la relation :
Remarquons que V est harmonique même au voisinage de 0,
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pourvu que Y, s'annule à rinKnî et s'y comporte régulièrement comme un potentiel newtonien.
Fig. G).
Cela posé, on peut écrire (S 87).
D'où :
2ii ■» l
en posant
Le développement de V est valable à l'intérieur do S et celui
de V, Test à l'extérieur.
92. Remarque. — Considérons (fig. G4) une fonction V harmonique en tout point M situé à l'intérieur d'une sphère S, sauf peut-être au centre 0.
Posons :
S étant une sphère de rayon p concentrique à S et tout entière intérieure à cette dernière sphère. On voit que J représente la
Fig. C4.
valeur moyenne de V sur S. Envisageons maintenant une sphère û concentrique aux premières et de rayon 1. Soit :
dT =
Alors dg est un élément de la sphère Û. D'où :
= TvdT.
On en déduit :
dJ
^/(u) do 4-p- J(2:) dn
clJ
1 rdV ,
I -1 — uw
4 t: Js dn
CA)nsidérc)ns deux sphères ^ et ï' correspondant à deux valeurs diflerentes de p, p et p'. Kiitre ces deux sphères, V est harmoni<[ue. D'où :
r dv , r dv ,
du
Par suite :
lU
»'i' dn
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On en déduit :
dJ
dp-
A étant une nouvelle constante.
Si V est harmonique môme en O, J conserve une valeur finie lorsque p tend vers zéro, car si on pose alors :
on a évidemment :
|J|<47îN.
Donc :
La même conclusion subsiste, si, V n'étant pas harmonique en O, on peut cependant réaliser Tinégalité :
iv|<^-
Dans ce cas en effet, dès que p serait assez petit, on aurait :
si C était différent de zéro. Mais cela est impossible puisque J est la valeur mo venue de V. D'où :
D'ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d'autres cas, du ihoins en général. Prenons en effet par exemple :
On a ici :
do> 4 710
J iizf 47Tp^ p
D'où :
•» -TJ
93. Théorème analogue à celui de Laurent. — Soit V une foiictien harmonique dans l'espace compris entre deux sphères concentriques S^ et S^ dont les rayons sont respectivement p^ et p, (py<pj\ Cette fonction est susceptible d'un dcveloppemenl en série analogue à celai (/ai est connu sous le nom de formule de
Fi g. 6jl.
Laurent pour les fonctions analytiques holomorphes dans une couronne circulaire.
Soient x, y, z les coordonnées d'un point M situé entre les sphcrcs S„ et S,. Posons (fi g. 65) :
p == ÔM = y/F+yM^.
Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que V reste finie et continue ainsi que ses dérivées sur S^ et S^ ; cela revient à dire que V est harmonique dans un espace un peu plus grand que celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d'une infinité de façons, construire une fonction W jouissant des propriétés suivantes :
1° W est défini à l'intérieur de S^.
2'* Si l'on considère une fonction S qui coïncide avec V
entre S^ et S^ et avec \V à l'intérieur de S^, S présente tous les caractères de continuité des fonctions harmoniques régulières.
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Posons maintenant :
et
AU = A6 =: AW pour p < p^
AU = A6 = AV = pour Py < p < ?,
AU = pour p > p^ .
Or on peut écrire :
V = (e— U)4-U pour p„<p<p,.
A l'intérieur de S,, on a:
a où (§ 87) :
e-U = 2(2n + ljn„ = i:(2n+l),o-X„.
Ce développement est valable pour :
Cela posé, U est un potentiel newtonien engendré par des masses situées toutes à Tintérieur de Sy. Donc, pour:
on a (§ 91) :
ir \'
On conclut de là :
ou encore :
Ce développement, dont ranalogie avec celui de Laurent est
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manifeste, est valable à Tintérieur du domaine où V est harmonique, c'est-à-dire pour :
Po<?<?i-
94. Je dis que le développement précédent n'est possible que d'une seule manière. Cela peut paraître paradoxal, car le choix de\V comporte beaucoup d'arbitraire. Néanmoins, voicî la preuve de ce fait.
(Commençons par démontrer une importante propriété des polynômes sphériques. Posons :
X„ et Xp étant deux fonctions sphériques. Considérons une sphère U de rayon p ayant pour centre l'origine et comparons son élément infinitésimal dio à celui de la sphère S concentrique et de rayon 1. Si l'on appelle p,0, ? les coordonnées polaires d'un point, on a :
d(i) = p^ sin 0d9d':> = oMt.
D'autre part, on a :
f (n„i!iL._n,4îk)dco=o
-'(u) \ dn * dn /
en vertu de la formule de Green, car :
An„=o, Anp=o.
i>iais ICI
dn Op
tloù :
Or:
Remplaçons ; il vient :
(p-n)?'^-'X,X.X,dcr = 0.
Donc, si n =^ p, on a :
rx„x,.dT=o.
c*est-ii-dire :
rX„XpSin9(19d? = 0.
11 est clair que cela n'est plus vrai si n=p.
Supposons maintenant qu'il y ait deux développements possibles pour une fonction V harmonique entre deux sphères concentriques Sp et S^. Posons :
Notre hypothèse implique qu'on puisse écrire :
en retranchant l'un de l'autre terme à terme les deux développements distincts de la même fonction. Or je dis que cette conséquence est absurde. En effet, nous savons que la série ^Y„ est uniforme ment convergente comme étant la différence de séries qui le sont. Multiplions alors les deux membres de l'égalité :
parYp et intégrons sur la sphère 2. On a:
en permutant les signes S et I , comme cela est permis à ciiuse de l'uniformité de la convergence. Dans l'égalité précédente, le signe S ne porte que sur les termes pour lesquels on a :
Mais on a :
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Ou en conclut :
Ç Y\dT=0.
delà a lieu pour toutes les valeurs de rîndîce p. Donc, si Ton pose :
on a :
Le développement étudié n'est donc possible que d'une seule manière.
95. Remarques. — Considérons une fonction V harmonique à Textérieur d'une sphère \ de rayon p^ sauf peut-être à l'infini. On peut écrire :
(le développement est valable dans l'espace compris entre la sphère i!© et une sphère quelcon([ue dont le rayon est plus grand
Supposons maintenant que Ton puisse réaliser, pour toute
valeur de p, l'inégalité :
.pp) tendant vers zéro quand p augmente indéfiniment. Je dis ([ue, dans le développement de V, on aura :
Kn effet, on peut écrire ;
+y f x„pp A a.+y r -A- -^ <!-•
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Dans celle formule, le signe \ porte sur des ternies pour lesquels on a :
On sait que la fonction X„ est finie. Ecrivons donc :
r)*autre part, on a supposé :
D'où :
Maintenant, on a :
r XpX.dT=0, f X;X,(l<r =
si p :^ n. De là résultent les relations :
y r Y ?pA.dT=o
^jJ(L) P» p"
,^^(2:) pP^* p"
?-dT^O.
On en conclut :
M5j(o)>| fx^dTH J-_rx„X;dT
Faisons croître p indéfiniment. Le second terme du second membre tend vers zéro et il en est de même du premier membre. On a donc à la limite :
D'où, forcément :
r X»„dT^O.
ce qui implique :
La proposition énoncée est établie.
poi:>(CARÉ. Potent. Newt.
Voici une application. Supposons que Ton ait :
1 V 1 < Kp-, K étant une certaine constante positive. On peut écrire :
IVK-TT?-*
quel que soit p. Prenons :
on est dans le cas signalé plus haut. D*oii :
An ^.p =0,
pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a :
pour toute valeur de p supérieure à p^. La valeur principale de V à rinfini est alors :
c'est un polynôme.
Si la fonction V est en outre harmonique et régulière à Tintérieur de Sy, on a simplement :
et alors V est un polynôme.
Si enfin V est une fonction harmonique régulière dans tout l'espace, sauf à l'infini, et si l'on a :
on voit que V se réduit à une constante X^. C'est la un théorème analogue à celui qui est connu sous le nom de Liouville dans la théorie des fonctions analytiques d'une variable imaginaire.
Autres remarques. — Soit une fonction V harmonique
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h rintérieur d'une sphère Sj sauf au centre O. Entourons ce point d'une petite sphère S^. On a :
pour p compris entre p, et p^. Mais p^, est quelconque. Donc ce développement est valable pour tout le domaine limité par Sj. Si on a :
c(p) tendant vers zéro en même temps que p, on voit comme ci-dessus que X'. est nul.
Donc si :
on peut écrire :
La démonstration est la même que pour la proposition analogue du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit p„V reste jRni à l'origine.
Si la fonction V est en outre harmonique et régulière à l'extérieur de S, et même à l'Infini, on a simplement :
Enfin si on a en plus :
V se comporte comme un potentiel à l'infini et alors on a :
97. Théorème de Hamack. — Soit un domaine T. Considérons une suite de fonctions :
définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothèses suivantes :
tukohie du potextiel ^ewtosien
1"... toutes les fonctions U sont harmoniques dans T. 2°... toutes les fonctions U sont positives dans T. \Y,,. on peut assigner un nombre positif K, indépendant de n et du point x, y, z choisi dans T, tel que :
Voici une première conséquence. La série :
est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une fonction de x, y, z définie dans T. Je dis que cette fonction est harmonifjue.
Fi g. ()(».
Prenons en edet, dans le domaine T, un point M^ quelconque (fig. (>()). Kntourons ce point d'une première sphère S' située tout entière dans T, puis d'une seconde sphère S concentrique à la première et intérieure à celle-ci. Soit M' un point de S' placé au centre de gravité de l'élément dio' de cette sphère. Appelons l'/ la valeur de U„ en M^ Prenons maintenant un point M ii Tinté rieur de S et appelons l,, la valeur de la fonction envisagée en ce point. Posons :
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et désignons par a le rayon de S'. Puisque U„ est harmonique
dans S\ on a
Posons :
On a :
D'où :
y A. = /' si:'„do/.
0<yA„<4::a*K.
Donc la série :
dont les termes sont tous positifs, est convergente. Posons :
4?:ar'
Il est clair que r ne s'annule jamais, si, comme nous le supposons, M reste dans S et M' sur S^ On a :
<?n appelant b le rayon de S. Donc et ses dérivées successives sont des fonctions qui restent toutes finies. Posons :
dx
ùz
ùx»
<Bj, etc.
Oo
U. = / U'„Ww'.
JiS')
= r u'„-^do/
dx'
JiS, Ox
do>'
C.onsidérons alors les séries
ôx ùx ùx
ùx* ùx* ôx*
Klles sont toutes comparables à la série :
Donc elles sont toutes absolument et uniformément convergentes dans S. On conclut de là que leurs sommes sont des fonctions continues dans le même domaine et qu'elles ont respectivement pour valeurs
,, dU d*U ux ux*
Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S. D'autre part, en vertu de ce qui précède, on peut écrire :
CHAPITRE VI
98. Définition d'une double couche. — On est amené h consî dérer dans la théorie du magnétisme des systèmes attirants for mes de deux couches attirantes infiniment rapprochées j^
et telles qu'en deux points correspondants de ces deux couches les densités soient égales, de signes contraires m' et très grandes. De pareils systèmes s'appellent doubles couches.
Précisons cette définition.
Soit M' (fig. 67) un point attirant, m sa masse, et M un point attiré. Désignons par x', y', 'i! les coordonnées du point M', par x, y, z celles de M et par r hi distance MM'. Le potentiel newtonien V dû à la masse m a pour valeur au point M :
Supposons que, M restant fixe, M' se déplace, et soient 5, tj, ÎJ les composantes de sa vitesse; les coordonnées x', y', z! et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a :
r_ dx' _ dv' d//
*-"dr' ^*-"^' ^ = "dr'
et
dv r^~c^'V ^-^
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La variation dV du potentiel pendant un temps très petit dt est donc :
dv=.„dt[-^î+-^,+^î:J.
Pendant ce temps dt, le point M' est venu en \F et dV n'est autre que la différence de deux potentiels : Tun dû à la masse + m située en M'', l'autre a une masse égale située en M'; on peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels : l'un dû à la masse + m située en M'', l'autre à la masse — m située en M'.
L'expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui qu'engendrent deux masses très voisines l'une de l'autre, égales et de signes contraires. C'est, par exemple, le potentiel d'un très petit aimant dont le pôle austral serait en M'' et le pôle boréal en M'.
Considérons de même un volume attirant; son potentiel est exprimé par l'intégrale :
Supposons que chacun des points attirants M' se déplace, pendant un temps très petit dt, d'une très petite quantité M'M'' dont les projections sur les trois axes de coordonnées soient {dt, Tjdt, ÎJdt ; la variation dV du potentiel sera :
dV =
Cette intégrale peut être considérée comme le potentiel d'un volume magnétique, chaque élément dT' de ce volume ayant un moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont:
[JL'dtd<C, [Jl'dtdT'r,, [Jl'dtdT'C
examinons enfin le cas d'une surface attirante ; son potentiel \ est représenté par l'intégrale de surface :
u'do/
En opérant comme précédemment, on est conduit à envisager l'intégrale
Cette intégrale peut être considérée comme représentant le potentiel dû à des masses attirantes répandues sur deux surfaces très voisines dont les points se correspondent de manière qu'en deux points correspondants les densités soient égales et de signes contraires; le segment déterminé par deux points correspondants a pour projections, sur les axes de coordonnées, ;dt,-/idt, !^dt, les quantités $, r,, ^ étant des fonctions de x\ y\ z'; la direction de cette ligne varie donc d'un point à l'autre de la surface.
On peut encore considérer l'intégrale (1) comme le potentiel engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées dans la surface, la direction de l'aiguille qui perce la surface au point x', y, i! étant celle du vecteur ç, r,, '^. Une telle distribution de masses attirantes s'appelle feuillet magnétique.
Il est clair que, dt étant très petit, le potentiel d'un feuillet magnétique est lui-même très petit, si la densité \i! est finie. Kn général on suppose la densité très grande de façon (jue le produit [x'Jt soit fini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut l'écrire :
\i! ayant dans cette expression une valeur finie et désignant la même chose que ^'At dans l'expression (l).
Supposons maintenant que le vecteur ;, r,, J^ soit, en chaque point, normal à la surface, c'est-ii-dire que l'on ait :
a', ^3', y désignant les cosinus directeurs de la normale au point
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x', y', z' ; le feuillet prend alors le nom de double couche et le poteO' tîel s'exprime par Tintégrale :
99. Étude du potentiel d'une double couche. — Soit Vie potentiel d'une double couche S ; on a :
dw'.
ce qui peut s écrire :
iW
Posons :
'a'dw'
S'tx'dw'
'm'dw'
J r la fonction V prend la forme :
On voit par là que, les fonctions U,, U,, U3 étant des potentiels de simples couc/ies, c'est-à-dire des potentiels de surfaces attirantes ordinaires, la fonction V se comporte comme les dérivées premières de ces potentiels ; en particulier, la fonction doit éprouver une discontinuité quand le point attiré se déplace en franchissant la surface S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité; remarquons pour l'instant qu'en vertu de la formule (2), le potentiel (Vune double couche est une fonction harmonique en tout
Lt J* Z " '.
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foint de Vespacc sauf sur la surface qui porte la double couche eUe-méme,
100. Avant d'étudier ce qui se passe sur la surface elle-m^nie, donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera très utile dans ce qui va suivre.
Reprenons la formule (1) et considérons l'expression
ôx ' *^ ôy * Oz
Celle expression n'est autre que la dérivée de — prise suivant la normale à la surface dont les cosinus directeurs sont a', [i',^'';
désignons, suivant la notation habituelle, cette dérivée par -^ — ;
un
le potentiel V devient :
/• il.
Soient alors (fig.68) dco' un élément de la surface, M' son centre de gravité, M le point attiré et o Tangle de MM' avec la direction de la normale suivant laquelle on a différentié ; on a :
i =— j-COSC),
dn r** *
quel que soit le sens choisi sur la normale. Traçons maintenant la sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre et appelons dy Taire de la portion de cette sphère découpée par le cCme ayant pour sommet le point M et pour base Télément do)'; la quantité Jt' s'appelle l'angle solide sous lequel Télément dto' est vu du point M. On a :
dT'.r*
cos z
Le double signe provient du double signe de cos'^, c'est-à-dire
i'iO
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(les deux sens possibles sur la normnle. Comparons les deux formules précédentes ; il vient :
V - , COS
dct) = -
dn
4Xdoi'=dbdT', r'
et Télément dV de potentiel dû à lélément dco' a pour expression :
dV =
l'dT'.
On peut récrire :
dV = [x'dT,
Fig. 08.
en convenant de donner un signe à dy. Pourvoir comment nous devons choisir ce signe, traçons (^fig. 69) les deux surfaces infiniment voisines ; appelons S, celle de ces deux surfaces où la densité est représentée par la fonction jx', et S, Tautre surface où la densité est représentée par — |x^ Soient a^b, et a^bj deux éléments correspondants d'égale étendue dw' ; soit enfin M le point attiré. Joignons le point M à un point de Télémcnt a,bj et supposons
que cette droite ne rencontre la surface S, qu'après avoir traversé S,; il est clair (|ue le potentiel du à l'ensemble des deux éléments a, au point M, le signe de -f- ;jl', c'est-à-dire le signe de la densité sur l'élément a,bj. 11 faut donc choisir le signe + dans la formule (1\ c'est-à-dire considérer do-' comme positif dans la formule (2).
Au contraire, si la ligne qui joint le point M à l'élément dio' rencontre S, avant Sj, il faut considérer do*' comme négatif.
I^n d'autres termes, si l'on appelle côté positif Ae S celui de S, et rntè nt'^afif celui de Sj,on prendra comme sens positif sur lanormale
Fig. ou.
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celui qui va du côté négatif au côté positif; par suite, rélément do"' de la sphère de rayon 1 ([ui correspond à l'élément dw' de S sera considéré comme positif si dio' présente au point M son côté positif, et comme négatif si dio' présente son côté négatif.
Cela posé, Texpression du potentiel dû a la double couche tout entière est
Cest la formule que nous voulions établir.
101. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point attiré M se déplace et franchit la surface.
Traitons d'abord le problème en supposant la densité constante. Le potentiel prend alors la forme :
t.' Nous distinguerons deux cas :
V^^cas. — Supposons (fig. 70) que la surface ait une forme et une position telles que toute droite issue de M ne puisse la rencon-
i-'igr- :
trer qu'en un seul point. Dans ce cas, ses éléments présentent tous le même côté au point M, les ([uantités d^ s'ajoutent, car elles ont toutes le même signe et leur somme est l'angle solide ii sous lequel la surface est vue du point M. L'expression du potentiel est donc
Ta£OS:£ liC POTEJriEL jEvrroxiEy
i ^n-^i^ i*Aidft Û etaAt f*>iitlt ïhi n^'^tît' «alva&t le cûtif d^ la sur* tac* <jaî *** toomé ver» l* p>îat M.
l'a ca» d^ t^ ^z^r^ ^^^ nnlîs«^ 5Î la «oriace S est i:ne portion de p[aa. ^^ Toît alor» îiiiiDtfdiatementce<|aî arrive lorsque le point M ^^ d<^place et vient traverser le plan en m point de la double couche. Sl le pinnt M tend vers, ce point du côté positif du plan. l'aniclell tend ver* 2:i et le potentiel ver* — 2îr-x : si an contraire M tf^nd ver* ce m^me point du côté négatif. l'angle solide U tend ver* — 2:r et le potentiel ver* — 2:rui : le potentiel d'une double couche plane subit donc une augmentation brusque de 4'a quand on traverse la double couche en allant du côté nésTatif ao côté p«>sitir.
2^ /v/jr. — Supposons fig. 71 la surlace S telle que certains rayons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs
points. C'est le cas général. A un même élément dy' de la sphère de niyon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plusieurs éléments Am\. dti>',, dw', — de S; supposons que X de ces éléments tournent leur côté positif vers le point M et que X' tournent leur côté négatif vers ce même point M. Considérons alors d?' comme positif pour tous les éléments possibles de S; nous pourrons écrire :
V -= ;jl' r(X — X ; dT
C'est cette intégrale qu'il s'agit d'étudier au voisinage de la surface ; cette étude se fait sans peine dans le cas d'une surface fermée et le cas d'une surface quelconque non fermée s'y ramène.
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Traitons donc d'abord le cas d'une surface fermée.
Trois circonstances peuvent se présenter : le point ^[ peut t^trc intérieur à la surface, à l'extérieur de la surface, sur la surface.
Supposons-le d'abord à l'intérieur. Tout rayon vecteur issu de M coupe la surface un nombre impair de fois (fig. 72) puisqu'on
Fig. 7a.
part de l'intérieur et qu'on va à l'extérieur. Les divers éléments de surface rencontrés successivement par un même rayon vecteur tournent alternativement leur coté positif et leur coté négatif vers le point M. On a donc :
X — V==hl
et
V = fx' Jiiz d^ = ih 4 7:;jl'.
On doit choisir le signe + et écrire V = 47:[jl' si c'est le côté positif de la surface qui est \\ l'intérieur; on doit, au contraire, choisir le signe — et écrire V = — ^ttix' si le côté positif de la surface est le côté extérieur.
Supposons maintenant le point M à l'extérieur de la surface fermée ; on voit alors (fig. 73j que tout rayon vecteur issu de M coupe la surface en un nombre pair de points et que l'on a :
d'où l'on conclut
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Ainsi, en tout point extérieur à la surface, le potentiel est nul ; en tout point intérieur, il est constant et égal îi li: 47r[j.' ; il lait clone un saut brusque de 47:jjl' quand on franchit la surface.
Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons en
Fig. : J.
outre qu*en ce point la surface admette un plan tangent bien déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter.
Dans le premier cas (Tig. 74), la surface S est tout entière située d'un même coté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu
i-'iK. :i.
de M ne coupe la surface qu'en un nombre impair de points autres que M ; la din'érence X — N' est donc égale à =1= 1 et T intégrale \ iW n'est étendue qu'aune moitié de la sphère de rayon 1.
Par suite, on a :
V = ±:27:ul'.
Dans le second cas (fig. 75j, le plan tangent partage la surface
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d'elles corrcspoiul une moitié de la sphère de rayon 1. Pour toute la partie AMB,
Figr. :'».
un rayon vecteur quelconque issu de M rencontre la surface un nombre impair de fois ; on a donc :
et l'intégrale jx' j d^ (X — N'), étendue à riiémisphère correspondant, est égale à ±2t^Y'' .
Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur issu de M rencontre S un noml)re pair de fois ; on a donc :
et l'intégrale [jl' j (X — X') d^ étendue au deuxième hémisphère est nulle.
Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point quelconque de la surface :
On choisit le signe + ou le signe — suivant que le coté positif de la surface est le côté interne ou le côté externe. On voit que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demisomme des valeurs constantes qu'il a à l'extérieur et à l'inlérieur.
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Soit maintenant M^ un point situé sur S entre les points M^ et M,; désignons par W,,, V^, V,, les valeurs des trois potentiels f en Mç, on a :
«i+w.- w.)=(Vfi- v.)+(^4i^ -V.).
Le deuxième ternie du second membre est infiniment petit puisque V est continu au voisinage de M^; le premier membre est nul puisque W désigne le potentiel relatif à une surface lemiée; donc le premier terme du second membre doit étrc^ infiniment petit et Ton voit que V^, est la demi-somme de \\ et V,.
Ainsi, dans le cas où la densité est constante, qu'il s'agisse d'une surface fermée ou d'une surface quelconque, le potentiel d'une double couche croît brusquement de 4 -a' ({uand on franchit la surface en allant du côté négatif au coté positif; sur la surface, il prend une valeur égale à la moyenne arithmétique des J^'ux limites vers lesquelles il tend ([uand on s'approche indéfiniment de la surface du côté positif et du côté négatif.
Quant aux dérivées premières, elles n'éprouvent aucune discontinuité quand le point attiré traverse la double couche. Clela est bien évident puisque les dérivées de W sont partout nulles et ([ue celles de V restent continues au voisinage de S.
103. — Abordons maintenant le cas général où la densité est varinble d'un point à l'autre de la surface.
Xous ferons les deux hypothèses suivantes :
1** La fonction jx' reste finie et continue ; on peut alors trouver un nombre A fixe tel qu'en tout point de la surface on ait :
lix'|<A.
2** La surface proposée est telle qu'une droite ([uelcon([ue iio la coupe qu'en un nombre limité de points ; nous appellerons X une limite supérieure de ce nombre.
Ces deux hypothèses nous fournissent une limite supérieure des valeurs du potentiel. Soit en effet dT' un élément de la sphère de rayon 1 considérée précédemment ; à cet élément correspou-
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d^nt plosîi^ors éléments de la daoble couche en nombre moindre qoe N> et par soi te plnsîears éléments de l'intégrale :
Désignons par Z a' d? la somme de ces éléments : on a :
|ïud^J<XAdT.
et par conséquent :
[V|<r>Ady, c'est-à-dire :
Cela posé, considérons une double couche quelconque S
Fi^. ::.
' fig. 77^. Soit M le point attiré; supposons que ce point tende vers un point M^ de la surface oii la densité est ;jl^. Posons
(/est le potentiel d'une double couche dont la densité est constante. Comparons ce potentiel à celui de la double couche donnée :
V=jydT'.
Pour cela, envisageons Tintégrale
On a :
Xous savons comment se comporlc la fonction W; elle a été étudiée au paragraphe précédent.
Ktudions la fonction U et voyons comment elle se comporte
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quand M tend vers ^l^. Cette fonction est un potentiel de double couche dont la densité est variable, mais présente ceci de particulier qu'elle est nulle au point M^. Xous allons montrer que ce potentiel reste continu quand le point M tend vers M^.
Du point Mç comme centre décrivons une sphère de rayon p. Cette sphère partage la surface S en deux parties : Tune S' est comprise à l'intérieur de la sphère, l'autre S'' est constituée par le reste de la surface S.
Appelons U' et U" les potentiels dus respectivement à S' et S" ; on a :
Désignons, en outre, par Uy, U'^, U'',, les valeurs de U, U', U'', au point M^. Xous voulons démontrer que l'on a
lim|U— Uyl =
«juand M tend vers M^, c'est-à-dire que l'on peut prendre M assez voisin de M^ pour satisfaire à l'inégalité
^ étant un nombre donné à l'avance aussi petit qu'on le veut. Pour cela, remarquons que l'on a
U-U, = U'-U', + U"-U''„ ^l'où :
Cl) |u-u;i<|u-u',|+iu"-u",i.
Cela posé, observons que, jjl' étant fini sur la surface S, jx' — jjl, l \st aussi et que l'on peut assigner au module de cette différence Vi.ne limite supérieure a sur la surface S' ; on a donc, en tout ï^oint de S' :
^'où, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut :
lU'|<47:Xa
|U;|<47:Na.
Comme jx' est supposée continue, on peut restreindre assez la
:: •-> TBÉOBIE DU rOTESTÏEL yEWTOyiEy
>'it{^c^ S'. c"e*t-à-<Iîre prendre p assez petit, pour que l'on ait
et qaaînsî Ton ait :
2 |i-iM<-3--
t: étant ainsi fi\ê, la surface S' est bien déterminée ainsi que la surface S . Considérons alors la diflerence U" — L"' ; la fonctîon U . étant le potentiel de S", est holomorphe en tout point <|ui n'est pas sur S ' et en particulier au voisinage de M^ ; on peut donc choisir le point M assez près de M^ pour que Ton ait :
iu'-uM<^
Kappn>chons alors les inégalités ^2) et (3} de Tinégalité (1); on \oît que Ton a :
l.a fonction l* reste donc continue au voisinage du point Mj, c ost-à-dirc quand M tend vers M^ et le dépasse.
Remarquons que M peut tendre vers M^ de trois façons :
l* Kn restant extérieur à S, et du côté positif ;
2** Ka restant extérieur, et du coté négatif;
,V* Kn restant sur la surface.
I.a démonstration précédente s'applique dans ces trois cas
Uovonons maintenant à l'expression de V :
Puisque l' reste continue au voisinage de M^, V éprouve en ce point les nuMnos discontinuités que \V. Ces discontinuités ont été otmlièos au paragraphe précédent ; servons-nous des résultats de colle élude» nous obtenons pour V les conclusions suivantes :
V Iauhuuc li* point iitttrè J/, c/Vi/>or</ extérieur ù la surface, se lA/^/iirt» et il /rwivr.ve cvi un point oii la densité est jx^, le païentict i/e /il ilouhle couchr croit hrust/ucment de ^- )k^ si le point M ihisssc du côte nc^iitifau cote positif de la surface.
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2** Le potentiel d'une double couche reste continu sur la surface, 3** Sa chaleur, en un point de la surface, est la moyenne aritli^ métifjue des valeurs qu'il prend en deux points infiniment s^oisins du premier y mais situés de part et d'autre de la surface.
104. — Le premier de ces résultats, que nous venons d'établir directement, pouvait être obtenu immédiatement comme conséquence de la théorie des surfaces attirantes.
Nous avons démontré plus haut, en eflct, la formule suivante (99) :
l',, U,, U, étant trois potentiels de simple couche :
aV'dh>'
■/a'do)
Supposons que le point M, d'abord extérieur à la surface S, tende vers un point M^ de celle-ci et la franchisse en ce point ;
les dérivées premières . ' , . * • , , -- éprouvent des disconti-
Ox Oy oz *
nuités (voir n" 51).
(les discontinuités ont pour valeur :
pour ' — 47:a'[JL'.a' = — 47:a'*|jL'
,) -^ — 47:3V.3' = — 47r3'»ui'
» ^ " — ^7^^^^',^ = — 47rv'2|/.
dz â i 4 . »
Le saut brusque de V est donc :
4 V (»'*+ P + i') =47:;jl'; c'est la valeur trouvée précédemment.
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IIemarql'k I. — Nous nvons appelé « densité >■. dans re qa prcci-dp, In quantité ^' ; en rénlité, la densité de la double coueb est le quotient de ;a' pur la qunntité très petite z qui leprcsenfc l'épuisseur de In dunble couche. Maïs, pour simplifier, nous con linueruns îi donner le non) de densité si la quantité |x'.
Kemarqve II- — N<ius avons vu, dans la théorie du potentiel des simples couches, qu'un tel potentiel reste continu diiiis toal l'espace, m^me quand on IVnnchit la surfnce. On peut s'étonnei de ce que le potentiel d'une double couche éprouve une discon tînuitc quand ou IVnnchit In surface, une double couche n'étant en somme que l'ensemble de deux simples couches très voisines^
Oln s'explique bien l'aeilement. Appelons S, et S, les deux simples couches très voisines et soit c leur distance. Quand on l'ranchit la surface S,, puis la surface 8,, le potentiel reste c tinu, mais il varie très rapidement entre S, et S,; en elFet, le* attractions des deux surfaces s'ajoutent dans l'espace qu'ellei comprennent et, comme on suppose la densité très grande, !■ dérivée du potentiel est très grande elle-même dans cet espace. La variation du potentiel est alors d'nutnnt plus rapide que la distance £ est plus petite.
Kn général, on suppose cette distance infiniment petite et li densité inûniment grande, de manière que le produit ;*' de ce» deux quantités reste fini; on considère alors les deux surfaces ^ et S, comme confondues avec une même surface S. Dans ce cm limite, qui n'est qu'une fiction analytique et ne correspond plm i) rien de physique, on s'explique bien la discontinuité du poteu' tiel ainsi obtenu.
Ajoutons que ce qu< c'est le côté déiini pai
l'on appelle alors côté positif de la surface les cosinus directeurs a', p', V qui entrent
dans l'expression de V.
105. Etude des dérivées secondes d'un potentielde simple couche Cas d'une surface plane. — Nous avons vu qu'un poleiiliel double couche s'exprime par des dérivées premières de potent de simple couclip. L'élude des dérivées premières d'un polentîi de double couche se ramène donc ii l'élude des dérivées secondef. d'un potentiel de simple couche.
C'est cette dernière étude que nous allons faire maintenant. Nous commencerons par un cas simple, celui d'une surface plane.
Soit donc S une portion de surface plane attirante limitée par une courbe C.
Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel ; on a, en conservant les notations habituelles :
r [jL'dw
Ce potentiel est une fonction paire en z, c'est-à-dire qui ne change
w ' pas quand on change z en — z. Par suite, la dérivée première -r—
est une fonction impaire et la dérivée seconde ^ ^ une lonction
^ Oz*
paire.
Prenons alors deux points symétriques par rapport au plan des
xy; les deux valeurs correspondantes de ^sont égales et par
conséquent tendent vers la même limite quand les deux points
tendent l'un vers l'autre. La dérivée seconde . . reste donc con-
Oz*
tinue quand on franchit la surface.
Au contraire, la dérivée première -r — éprouve une disconti-
oz
nuité et fait un saut brusque égal à 4710.'. Quant aux dérivées tan-
gentielles, elles restent continues. Montrons -le par exemple
OU pour -t; — ; on a :
* Ox
OU
ce qui peut s'écrire :
OU ôx
— / ?- — r-r- dx'dv c/ * Ox'
ou, en intégrant par parties,
OU r JaVIv' /' Oa' dx'dv'
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La prcmîcre de ces deux Jernières mlL'gntles est une intégrale curviligne étcudiie au contour C; la secunde est une înlégrule de surface étendue ii l'aire attirante S.
L'intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et reste êvidcmnieiil continue quand on traverse la surface en un point ([ui n'est pas situé sur le contour c;.
L'intégrale de surface est un potentiel de surface qui reste continu dans les mêmes cunditiuus. On peut donc conclure que -^ — reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-^lrc, au voî- Binage du contour limite. La même démonstration s'applique . lU"
Homme on le voit, cette démonstration su|)pose c[ue la densité [t' est continue et admet des dérivées premières.
iiintenaiit les dérivées secondes de V.
OV
de I
ÔH'
brusque égal ïi -
léme, ■ ' fait un saut
Ovo/ ■VI ■
restent eontln
quant b -^-r • nous avons vu que c'est une fonction paire et que les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de lu
surface e
. dessus et en des
lites existent. On démontre .VU d'V
. Cela suppose, il est
.... , . iVU O'U
ainsi : les deux dérivées -i— ^ et , . ■ restent continues et ont par
Ox' dy'
conséquent des limites quand on s'approche de la surface ; d'autre part, en tout point extérieur à la surface, on a :
La dillirence :
VU
est donc elle-
Tout ceci qui restent li
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106. Cas d'une surface attirante quelconque. — Soit S une surface attirante quelconque (fig. 78j, M^un point delà surface, M le point attiré qui tend vers ce point en suivant la droite ^IM„.
Prenons le point M^ comme origine des coordonnées; nous supposerons que la surface admet en ce point un plan tangent bien
Fig. :8
déterminé que nous prendrons comme plan des x y, et des rayons de courbure principaux bien déterminés; enfin nous nous placerons en coordonnées rectangulaires.
Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un point quelconque de la surface et P' sa projection sur le plan des xy. Menons les droites MP, MP', M^P, M^P' et posons :
MP = r ; MP' = r' ; M„P = r, ; M,P' = r;.
Appelons x, y, z les coordonnées du point M et \\ y', z' celles du point P; on a :
r» = (x - x')' + (y - y')* 4- [7. r" = (x — x')' + (y— yT + i'.'.
zy
Si, maintenant, on désigne par d(o' un élément de S, par dx'dy' sa projection sur le plan des xy et par a', |i', *•' '<^s cosinus diroc-
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tr^urs d^ la normale à la surface en on point quelconque P de celle-cî. le potentiel l' au point M pourra s'écrire :
,• !j.dti» t* 'Jt-dx'dv'
Posons :
Iji l'onction l* est le potentiel en M d'une portion de surface
plane attirante, la densité étant représentée par la fonction -^— ;
cette surl'ace plane est la partie du plan des xy qui comprend Fensenible des projections des éléments dw* de S.
Nous avons fait« dbns le paragraphe précédent, Tétude de la fonction U ; nous allons v ramener celle de la fonction U.
Piftsons pour cela :
et étudions la fonction \V.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la densité ii' est continue ainsi que ses dérivées premières et qu'elle admet des dérivées secondes qui restent finies. Nous avions déjà fait cette hypothèse pour faire l'étude des dérivées secondes de U'.
ilousidénms une dérivée d'ordre quelconque de W; appelonsla \)\\ pour abréger : elle sera de la forme :
DW =(\; x,v' dxdv.
Supposons 4|u'ou ait démontré l'iuécralité :
k étant un nombre positif quelconque, mais fixe; je dis alors que DNV tend vers une limite quand M tend vers M^ en suivant
la droite MM^.
Pour le voir, traçons dans le plan des xy un cercle C de rayon z avant M^ pour centre: ce cercle est la projection d'une ligne C tracée sur S et entourant M^,. La surface S est ainsi partagée en deux parties S et S , S étant celle 4|ui contient M^.
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Pour tout point de S' on a : r^' < p, et pour tout point de S" :
A chacune de ces parties correspond une fonctionW; appelons AV et W" ces deux fonctions; on a :
W = W + NV
et
DW = DNV-f D^V".
Ola posé, remarquons qu'en vertu de Tinégalité (1), on a :
kdx'tly'
I DW 1 < fJ^
Cette intégrale est étendue au cercle limité par la circon-
lerenceC; transformons-la en prenant des coordonnées polaires;
posons :
x' = ri cosO ; y' = \\ sinfl.
L'intégrale peut alors s'écrire :
r±i^=krrd.ido=^2.k?
et l'on a par suite :
C2) |DNV|<2irk?.
Observons d'ailleurs que, la fonction '^ satisfaisant ii l'inégalité (1), l'intégrale
DW=r©dx'd/
a un sens au point M,,; appelons alors D\Vy sa valeur en ce point et DW/, WW„" celles des fonctions D^V, D^V'' an même point. On a évidemment :
DW — DWo = 1)\V — DW;+ 1)\V' — DW;
d'où :
1 DW — DWo I < 1 DNV— DW; | + 1 D W— D\V;
Or, je me propose de montrer que l'on a :
lim(DW— DW;=()
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([uaïul le point M tend vers M^, c'est-à-dire que Ton peut choisir le point M assez voisin de M^ pour que Ton ait :
1 DW - DW, 1 < e,
£ étant un nombre posàlLf donné aussi petit que Ton voudra.
Kn vertu de l'inégalité f2)> ii laquelle DW^ satisfait aussi, on peut choisir z assez petit pour q«ft Ton ait à la fois :
IDNV|<-^
et
lD^v;^<^,
et par conséquent :
IDW — Dw;|<4l.
t tétant ainsi fixé, les domaines S' et S" sont bien délimités et l'on peut prcndrt* le point M assez voisin de M^ pour que l'en ait :
linv — DWo'i<-^.
rola est possilde car, le point M^ étant extérieur à S", la fonction \\ est holomorphe au voisinage de ce point. 1 il position do M étant ainsi choisie, on a :
;o\v — ow.i<£.
\\ oxt ainsi doniontrt* que la fonction 1)W tend vers la valeur 0\\ . qn^oUe a au point M^, quand M tend vers ce point, et cela, quoi quo soit lo chemin suixi. Cette fonction reste donc continue quand on franchit la surface.
>i nno tonotio\i • satisfaisant à une inégalité de la forme :
o>t dite ,j\^»\/*v *.\ îc thcoivme pr^H^edenl pourra s'exprimer ainsi : quand on franchit la snrlace. une dérivée DW reste cont'nno >i la îonction >ons le si^^no | est dordre l.
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Hemarqve. — On peut énoncer les deux propositions suivantes qui sont évidentes :
I" Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d'ordre m et d'ordre n est d'ordre ni + n.
2" I/inverse d'une Tonction d'ordre 1 n'est pas lorcénient d'ordre — 1.
107. On peut énoncer dans ce langage tous les théorèmes (établis (chap. 111) sur les surfaces attirantes. Par exemple les inégalités du >:( 40 montrent que :
z' est d'ordre 2
— et — T sont d ordre 1
—7- est d'ordre
y- — , sont d ordre 0.
Kn général le rapport
',X X ." iV — V . Z Z /
OÙ l'on suppose m+p>a + b+c, est d'ordre
etc.
(lonsidérons maintenaut la fonction \V envisagée précédemment ; elle a pour expression :
(Calculons-en les dérivées premières et secondes ; pour cola, calculons d'abord les dérivées de — et de —7- . On a :
,, 1 3(X' — X)=^ 1 ,^ 1 :Ux' — X) Y— Y)
r£.£jjis jc ?'^rj7rrxj. iir-rijnr
If llt*Tltf
. l — -îi> — xz
rt — = =
"«L 1 X»MUC
rU - 1 l •
fW - 1 l , .
Ico
x^\xn * * l- " ' r* r* . J
-. ( Jl I,» \ \ 1 J r-l Idb»
'^^^ / r^ '-' ML
Ito
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Je vais démontrer les propositions suivantes :
1® Quand on franchit la surface, les dérivées premières de W restent continues.
2** Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des discontinuités, sauf si la densité [jl^, au point où Ton traverse la surface, est nulle.
108. Occupons-nous d'abord des dérivées premières. (Considérons -^- — ; la fonction sous le signe / est :
(2'est un produit de deux facteurs; le premier, [x', est d'ordre zéro. Montrons que le second est d'ordre 1. On peut l'écrire :
...; ix'-.),.-r,[-J^+^+^].
Cette expression est la somme de trois termes. Le premier
est évidemment d'ordre 1; en effet : ' — ;— est d'ordre 0; de plus
r' — r est d'ordre — 2, car on a :
1 , . (x' x) (r' ri
enfin — T- est d'ordre 3; le produit '-—— '- est donc
d'ordre 1.
Il en est de même pour les deux autres termes de l'expression
1 et l'on voit bien que '^ est d'ordre 1. La dérivée est donc
* ùx
continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle que soit la valeur de la densité au point où l'on franchit cette surface.
La même démonstration s'étend à — - — et , et la ])ropo-
si t ion annoncée pour les dérivées premières est entièicment prouvée.
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i.z i.z 2^ ? irurisi f^Tr jttx.''
? •fcs«fla2> iL.«iarc-aaar la ra» ■£»** -Itt'Iv.*^*^ *i*^».»G«i^^. Ntms
* tvi rwî^fTMr -jk 'tti-atr f^ïT Milff. l«f* ■îi*r{v.***^ «•*^c»a.'i^-5 restent
'rt\
mt- L fjt**.
pa- •f!L'fînp-..f : la iMDctîon
nt des dérivées *t d vrdre — 1 ao «:#r entre crochets
rr
— '~" ~^= r^- î=T" iT-- rr' ;
1 SUÏ*4
r-r- rr' '
_ i ;<i;;«i - ''.• "i ~^- - -"•.<i'i-^ «otsôàt-r** p^st donc s'écrire :
rr- rr^ '
rr
rj
Hâ ,"^IVVt^î
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Chacune des sommes de Texpression (3) est d'ordre 2 ; en effet, un terme quelconque de la première est de la forme :
3(x'— x^Vi-' — r)
^-^ terme est d'ordre 2 car 1® -^ j-^— est d'ordre m + n — 2=4;
2** (r' — r) est d'ordre — 2 puisque l'on a :
^* cjue z' est d'ordre — 2 ; l'expression (4) est donc d'ordre ^^ — > 2 = 2.
Href, la première somme de l'expression (3) est d'ordre 2 ; la seconde est d'ailleurs aussi d'ordre 2 car tout terme de la forme
■"-^^^-^ est d'ordre p -f- q — 2, c'est-a-dire dans le cas présent
Ainsi l'expression (3) est d'ordre 2, la fonction z est donc
^ ordre — 1 + 2 = 1 et par conséquent la dérivée ^ est con-
tinue.
Le même raisonnement s'applique aux autres dérivées secondes ^^ W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées ^^f^ondes de W restent continues quand on franchit la surface en "^ point Mq où la densité est nulle,
110. Revenons alors aux potentiels U et U' considérés au para- K^aphe 106 et supposons nulle la densité au point M^oii Vonfran- ^'*i'l la surface. Nous avions posé ;
La fonction \V considérée dans cette relation est précisément Celle que nous venons d'étudier et, par suite, les dérivées secondes de U, quand on franchit la surface au point ^I^ éprouvent les mêmes discontinuités que celles de U' puisque celles de W restent continues.
Or U' est le potentiel d'une surface plane attirante sur laquelle
:.: TULOhlL bl r OTEMIEL y£nrOME\
la i\*'Tk>\X*: *-n chîique point x . % e>t r^-pi^^entf:*^' par la hmctit»^
\«»uf av*in< ♦-tudie au paragraphe 105 comment >e compor un pareil potentiel au voisinage de la surface. Reportous-no aux rr-sultats de cette étude : nous vovuns que lorsque le point ]^
franchit la surface au invint M., les dérivées secondes : -r— 7- -
,vr ,vi iVL
— — r . -T — . r-TT- restent continues : les autres éprouvent de^
discontinuités. Le saut brusque de est égal à
— 4- — r-:^ et Celui de . - à — 4— — -^, — .
ox M'OZ Ov
Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mêmes discontinuités que les dérivées secondes de l' ,on peut donc énoncer les conclusions suivantes :
{^u.:n.{ un fH>în: iiftirë M franchit une surface attirante en un
i'o:n: M i h /=; */c«>-//<' est nullcy quatre dérivées secondes y -:r—r ♦
^ ' Ox'
- - — , -- — et ^ - . if M iH»tentie( L de cette surface restent contt-
^\' y^t' OXOV ' '
•;:,t*s: ..> .:<*•..• .k..'ys licn^^ccs seconaes • , -—-— éprouvent
oxoz ovOz '
.îVs ,;\>*\v:.':v\;:»N ; .V .<.?#// i'rusffue de la première est
-^ i- - • <*: ,v, .%. ;«' L: .<Ctonde — At: — -^-j — v*V *»v
l\ouuu\|uons que \ est e^ral à l et maximum pour x' = tt \ 0. On a donc ;\u point M^ :
es
ri
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Par conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent ù :
ôx' et
111. Pour traiter la question d'une façon complète, il nous reste à examiner le cas où la densité au point M^ est différente de zéro.
Nous conserverons les notations précédentes et nous supposerons toujours la surface attirante réduite h une petite calotte S' limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xy suivant une courbe C; cela est légitime, parce que le potentiel de la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage de M^, et n'influe pas sur les discontinuités du potentiel total ; nous supposerons en outre cette calotte d'étendue assez restreinte pour qu'une parallèle quelconque à l'axe des Z ne la rencontre qu'en un seul point.
Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la surface S' admet en M^ un plan tangent bien déterminé que nous avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu'au point Mq la surface possède deux rayons de courbure principaux
bien déterminés, entendant par là que les expressions -rr- et -yr-
(le leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclure le cas où l'un de ces rayons ou même tous les deux seraient infinis.
Soit alors
l'équation de la surface; désignons les dérivées premières et secondes de z' par les notations suivantes :
dz' dz'
dx' P" Ov' *ï''
d'z' Ox"
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Ola posé, considérons le potentiel U de la surface ; il a pour «•xpression, en un point M^ extérieur :
On peut l'écrire :
U = / -^ — dx dv'.
O sont les dérivées secondes de U que je me propose d'étudier.
Ktudions d'abord ^ . : pour cela, calculons -^^ — : on a :
Ox* *^ Ox
^= / JL_J_dxd%^.
dx ^ Y ^^
Or on a :
(Considérons r comme une fonction de x, y, z, x', y', c'est-àdire supposons, dans l'expression de r, z remplacé par sa valeur en l'onction de x' et y'; on a, dès lors, la relation :
ou bien
d'où :
Ox'
dz P"
Ox
dz P"
It
-r— prend alors la forme :
Ox
(2) ...iH.__ / Ji._î_dvdv'_ / J^— L-pdx'dv'
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ou bien :
en posant
et
(Considérons Jj ; cette intégrale peut s'écrire en intégrant par parties :
dx'dy'.
Or, appelons du>' un élément de surface de la calotte S' et ds' un élément de longueur du contour C qui la limite ; ou a :
dx'dy' = y'<1*^' dy' = ?'.ds',
% étant une certaine fonction de x' et y' définie le long de C. La formule (4) devient alors :
ds'+
da>'.
I/intégrale J, est ainsi mise sous la forme d'une somme de deux potentiels.
Le premier — / — i — ds' est un potentiel de ligne attirante, celui qu'engendrerait une distribution de matière attirante faite
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sur le contour (^, la densité linéaire étant représentée par la Jonction — ' J/ ; ce potentiel est une fonction holomorphe au voisinage de M,, puisque ce point n'est pas sur le contour C
Le second potentiel / dto' est un potentiel de
surface, celui qu'engendreraient des masses attirantes distribuées
sur S', la densité superficielle étant représentée par la fonction
'^ — r-^^ — . Ce potentiel reste continu ainsi que ses dérivées tan-
gentielles quand on franchit la surface.
La somme J, des deux potentiels précédents reste donc continue ainsi que ses dérivées tangentielles. Il en résulte, si l'on se
reporte \\ la formule (3), que — - — et ses dérivées tangentielles
-T— 5- , ^ ^ éprouvent respectivement les mêmes discontinuités,
quand on franchit la surface au point M^, que l'intégrale J^. Etudions donc J^. Cette intégrale peut s'écrire :
Posons :
r=_rj!i!^
do>'.
On a évidemment
dz
di.
OJ.
'La fonction V est un potentiel de surface attirante, celui qu'engendreraient des masses distribuées sur S', la densité étant repré-
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seiitée par la fonction PjJjl'. Or, cette densité s'annule au point M^, car le plan tangent en M^ étant le plan des xy, on a en ce point :
nous sommes donc ramenés au cas étudié dans le paragraphe
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées
premières et secondes de V quand on franchit la surface en M^ :
dV ^ . ô*V . . , , , .
-:r — reste continue ; -^r-r — • lait un saut brusque effai a
4- — V-^ — — et -T-^; — un saut brusque égal à 4:: — ^^ \ ' .
On peut donner à ces discontinuités une expression très simple en remarquant que p, et q, sont nuls en M^ et qu'en ce point v' est égal il l ; on a :
ôx' » Ox'
dy' ' dy'
Ainsi donc, quand on traverse la surface en M^ :
, dV 11 . ^^'
1** — ; — reste continu ; donc J^ et, par suite, -^r — restent conti- Oz Ox
nues. Ce résultat était déjà connu (voir § 50).
2" -r — r— et, par suite,- , ^ font un saut brusque éifal ii 47:'jL'r, ; Ox Oz ^ Ox 1 b à 1 '
-:— -r fait donc aussi un saut éi^al à 47::jL'r,. Ox* ^ * *
., o«v . oj, ,, oh: .
o** -r — r— et, par suite, ^ et ennn ^^ — r— lont un saut brusque OvOz Ov OxOv *
égal à 4:r[JL'Sj.
Les mêmes calculs appliqués à nous auraient montré que
fait un saut brusque égal l\ i7:'J
Ov
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iiils lirusqiies di
Il nous reste il cjilculer les cliscoiitinuitês de ^- — r— et <le - - . — ■
met de culculer immédiutenient le saut brusque de - '. "^ ■■ F.w
' oz*
eflet. 1q somme AL' de ees trois dérivées est contùiiie puis —
qu'elle est constamment nulle; le saut brusque de ■■ est doncr" ' ' Az'
— 4ttjji' fr,+t,), c'est ji-dire la somme cbangée de signe des sauts
lirusques de , . et . . -
3uler les
Calculons la première, eello de
l'expression (3j de — r — :
tVLI .V, iJ,
. ' n est iuiti-e que — ^ qui reste coutintie puisiiiie la densité
dz ^ dz' ^ ' '
relative ii V s'annule en M,. Quant a J,, nous avons vu (jue c'est
une somme de deux potentiels: l'un de ligne, l'antre de snrlace.
I.e premier est holomorphe en M,; il ne fournit doue aucune
discontinuité. Le second, au contriiire, a une dérivée normale
discontinue ; cette dérivée fuit un saut lirusi|iie égal il
puisr|ue la densité est, d'iipirs la l'urmulc Innetiun :
1 ijn au p,
illt M.. ■•' ,sl o[;,|| 1 1.
il. représentée par Ui
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D*après cela, ' fait le même saut brusque et, par suite, il
cnest de même de • , ,
oxuz
Le même calcul appliqué à — r — montrerait que fait un
saut brusque égal à — 4'î: — ^-^ — .
Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant
Dérivées secondes. Sauts brusques.
^ ,^ Kt)
ôzdx " Ox'
Remarque I. — On peut donner au saut brusque de ^ une
expression géométrique très simple, indépendante du choix des
ixes ; (l'i+tj) désigne, en effet, la somme -rr 1 — ^r- des inverses
des rayons de courbure principaux en M^ ; le saut brusque
de ^ , est donc Oz*
Remarque II. — Les expressions des discontinuités des déri-
r^-ïtïlA ■
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vres secondes se simplifient sî Ton prend pour axes des x et des y les tan«rentes aux lignes de courbure qui se croisent en M^. Dans ce cas, en effet, on a :
r, • I • s Il •
et, de plus :
comme le montrent les formules d'Olinde Rodrigue.
On voit alors cjue les sauts hiusques pour les six dérivées secondes :
ivu ivt: d-r cvu cvu 0-u
Ox* Ov^ Oz* OxOv i)vOz 4>zi)x deviennent respectivement égaux à :
Ov' ' dx'
113. Étude des dérivées premières d'un potentiel de double couche. — Soit S une double couche quelconque ; on sait que son potentiel V est holomorphe dans tout domaine qui ne contient aucun point de S. Mais si le point attiré M vient à franchir la surface en un point M^, la fonction V et ses dérivées éprouvent des discontinuités. Nous connaissons déjà celles de V, calculons celle des dérivées premières.
Nous supposons qu'en M^ la surface S admet un plan tangent bien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xy, le point My étant pris pour origine.
Les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer immédiatement comment se comportent les dérivées premières de V au voisinage de M„.
On a, en effet, en reprenant les notations habituelles:
• -sr-'''"'''
ce cjue nous avons mîs (^99) sous la forme :
en posant :
'\xAm'
Uj, U^, Uj sont des potentiels de simples couches; V s'exprime avec des dérivées premières de ces potentiels et par conséquent les dérivées premières de V s'expriment avec des dérivées secondes de ces mômes potentiels.
(considérons, par exemple, -^r — : on a :
ux
Ox \ dx^ ùxOy ôxdz /
Or, quand on franchit S au point My, les trois dérivées
, d*LT, d*U, d*U, . ,
secondes : ^ . , ■ . , ^ , lont des sauts brusques respecli-
Ox* 0\^y OxOz * *
vement égaux à : 47wa'[jL'rj, ^t^^'^'s^^ — 47:^r^,c'est-ii-direé<riuix
du' .
à : 0, 0, — 471.-^77- puisque tI et ^' sont nuls au point M^.
11 en résulte que -^r — fait un saut brusque égal à 4- — '—y .
On démontrerait de même que -r— fait un saut l>rus(iuc éiral
« 4" -tV • oy
Voyons maintenant ce qui se passe pour — r— ; on a : ôV / Ô^U, . O^U, 1VU3
dV _ / Ô^U, Oz \ Oxùz
Oz \ Oxùz Ovùz i^z"^
Le saut brusque de -r— r-^ est égal à — 4;: , \ .c'est-ii-dirc
j^/ ^ dxdz ^ ùx' '
à — 4- ;jl' -^—j- , car a' =0 et y- = 1 au point M^.
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- esl de mfme égal î
Or on a en générul :
VH-p',-f-<l', Vl-hp', + .i=,
rdx' «Y~V'r+p"',+q',
'■•■■^(vT^
'V VviH-p'.+ q', J
f An j)i)iiit AI^. [), el q, élunt nuls, celle fiirmiile se rèdnlt ii :
1-c Siiiit lirnsqne de -r— sl' réduit donc h zéro ; — r— reste eoii-
tiiiiie.
Kii réïiiinié, on {leut éri<iiicer ht proposition snîvitnte :
QuntuI on finntliit une doiilile conclu-, la dérU-ée prise siiwfinl lu
des siirils lirnxijnes rexpeclivement
e^au.r >i 4î: —S- el 4- — 4-
114. — On ]ieut ol)U'nirccs résultiits d'une autre niiinière sans les déduire de l'étude des dérivées secondes il'iin piitentiel de simple couolic dons le cas général.
Voici une mélhodc qui suppose seulenicnl que l'on sache comment se comportent ces dérivées secondes dans le cas où la densité est nulle au point où l'on traverse la surl'ace.
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Nous procéderons de la manière suivante :
l'Dans un premier cas nous supposerons que la surface qui porte la double couche est fermée et que la densité est constante.
2" Nous traiterons ensuite le cas d'une surface fermée en supp(»sant la densité variable d'un point à Tautre, mais nulle au point M,,.
H* Nous traiterons après cela le cas d*une surface fermée quelconque sans faire d'hypothèse sur la densité en My.
4*^ Nous traiterons enfin le cas d'une surface quelconque non fermée.
Premier cas. — Surface fermée et densité constante. — On a vu '101 que dans ce cas le potentiel est constant à l'intérieur et constant ii l'extérieur ; les dérivées sont alors nulles partout et n'éprouvent donc pas de discontinuité quand on franchit la surface.
Deuxième cas. — Surface fermée et densité i'ariahle mais nulle fifi point ^{^.
I-e potentiel V s'exprime en fonction des potentiels de simples couches: U,, U^U,, par la formule
d\ dz
Or les densités correspondantes a'j/, Jj'jjl', y'tjL s'annulent en M„ puisqu'en ce point [x' est nulle. Nous savons alors comment se comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U^, V\ (voir ï*" 110') et nous pouvons en déduire les sauts brusques des dérivées premières de V.
Considérons par exemple -:r — :
dx
: \ ôx^ OvOx ùzOx /
• ; ; ■ reste continue ainsi que -^^ — r-'- ; quant a , . elle lait un Ox* OyOx * ozOx
saut brusque égal a — 4?: —•—. Le saut brusque de —r— est donc
■rîî
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éiTiiî il \t. ' . On voit de même ciue — r — lait un saut brusque
«'^al a ^t:— r
(lonsidérons maintenant — r — ; on a :
\ i>xi>z 4>vOz Oz' /
— — -^ lait un saut brustiue etnu a — .^7:___.( — l_ .• on voit laci- 0\iV. ' ^ dx \ Y I
lenieiit ciu'il est nul ; en effet on a :
et les <iuantités a' el ;jl' sont nulles en M^. De même, le saut
])riis(uie de , , — est égal à zéro. Knfin ^ .^ reste continue. ' i>vOz ^ Oz*
— — est donc conlinue.
TuoisiKME CAS. — Surface fermée et densité (juelconfjtie. — Appelons toujours V le potentiel ; on a, en employant les notations définies au début de ce chapitre :
Appelons ;jLy la densité au point M^. On peut écrire :
V = J(:^' — :V ^1-' +J;^,dT'.
La deuxième inté<^rale est un potentiel de double couche dont la densité est constante. Ses dérivées premières sont continues l^*^ cas .
La première intégrale est un potentiel de double couche dont la densité variable est nulle an point M^ 2^ cas). Les dérivées piemières de V se comportant comme celles de ce potentiel, on a donc encore :
l'our-r — Je saut brusciue -it: -^r^
Ox ox
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Tour -r — le saut brusciuc 47:--^
dy Oy
Pour4^ — 0.
Quatrième cas. — Surface non fermée f/ttelconfjtte. — Soit S' une pareille surface limitée par un contour C.
La surl'ace ayant deux côtés, on peut faire passer par C une deuxième surface S'' de manière que Tensemble S' S'' forme une surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matière qu'on envisage sur S", son potentiel V est une fonction holomorphe au voisinage de M^ qui n'est pas situé sur S'' mais sur S'. Si donc on franchit S' en M,,, les discontinuités des dérivées de S' sont les mêmes que celles des dérivées correspondantes de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent d'une surface fermée quelconque.
On voit donc que dans tous les cas : -:— reste continue et que
les dérivées tangentielles éprouvent des discontinuités égales
, , djx' ÙV . , dix' iW
a 4 t: -r~ pour -:r — et a 4 -n -—r powi* -— — . ox * Ox oy' * Oy
Le théorème énoncé à la fin du paragraphe 113 est donc démontré.
115. Comparaison des simples et des doubles couches. — Considérons deux potentiels Tun V de simple couche, l'autre V de double couche, relatifs à une même surface S :
V==fJ!Î^
' an
Comparons-les :
1** Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S.
2"* Désignons par 1 et 2 les deux cotés de la surface et soit M^ un point de cette surface.
Lorsque le point attiré M tend vers M^ en suivant une certaine
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droite L passant par M,, et en restant du coté 1 de la surface, les fonctions :
ÔV OV dV
et les fonctions
dx dv Oz
^,, _dv^ _^ jvr
' dx dv Oz
tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les notations :
4>x Ov Oz
et
„ dV. OV, dV.
Oz
* Ox Oy
Ces limites sont indépendantes de la droite L que suit le point M.
De même, si M tend vers M^ du côté 2 de la surface, les huit fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites (jue nous désignerons par :
V ^,i!L.,iL.
"^ dx Ov Oz
^' ôx Ov Oz
Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes uniformément, varient continucment quand M,, se déplace sur la surface.
A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la mi^me façon ; mais des différences s'introduisent quand on comj>arc les limites relatives au coté 1 avec les limites relatives au côté 2.
Considérons la normale en M,, à S et prenons comme sens positif sur cette normale celui qui va du côté 1 au côté 2 ;
appelons -r— et — r— les dérivées de V et V prises au point M * * du dn
parallèlement à cette direction. Quand M tend vers M^ du
côlé 1, -; — tend vers une limite que nous appellerons-i — et quand dn dn, *
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M tend vers M„ du côte 2, —. — tend vers une limite ~. — . Ou a
an du^
dV , ,. . dV dV de même pour -rj — des limites -^ — et —. — .
du (\u^ du,
Clela posé, dans le cas de la simple couche, on a les circonstances suivantes :
1" V reste continu V^ r= V^j
est discontinu .... -; ; — = — 47:0.
dn dn^, dn^
(jjL désigne ici la densité au point My).
,'J** Les dérivées tangentielles sont continues.
Le cas de la double couche présente les circonstances inverses :
10 V est discontinu V^_V^ = 4-.^
o. dV . dV dV'
1^ — ; — est continu
dn ' du.. dn,
4** Les dérivées tangentielles sont discontinues.
Dans la formule V'.^ — V, = 4?: ;jl, nous supposons que le côté positif de la surface coïncide avec le côté 2, c'est-à-diro quo, dans l'expression de V, les cosinus directeurs a', |ï',y' sont ciiix de la direction positive de la normale à S telle que nous l'avons définie (celle qui va du côté 1 au côté 2^ .
RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET LA MÉTHODE DU BALAYAGE
116. Enoncé du problème de Dirichlet. — Soit un domaine T limité par une surlace fermée S. Le volume considéré est supposé connexe, mais son ordre de connexion peut être quelconque. Enfin appelons 4> une fonction continue définie en tout point de S : cette fonction, d'ailleurs arbitraire, est regardée comme donnée.
Cela posé, nous nous proposons de construire une fonction V jouissant des propriétés suivantes :
1° V est^harmonique dans tout domaine T' contenu à Tîntérleur de T.
2^ La valeur Vm de V en un point quelconque M (x, y, z) de T tend vers la valeur ïI>jvi„ de 4> en un point M^, (Xy, y^, Zy) de S, quand le point M tend vers le point My en suivant un chemin quelconque assujetti seulement à ne pas sortir du domaine T.
C'est en cela que consiste le problème de Dirichlet,
Nous venons d'énoncer le problème de Dirichlet inférieur. On peut aussi se poser un problème semblable pour le cas où le domaine T est formé de la portion de Tespace située à Textérieur de S. C'est ce que Ton appelle le problème de Dirichlet extérieur. Lorsque Ton étudie ce nouveau problème, on impose=à la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d'étn régulière à Ulnfini, c'est-à-dire de s'y comporter comme un potentiel newtonien.
Nous avons déjà vu [^ 64) (jue le problème de Dirichlet n^ peut pas admettre plus d'une solution. Nous allons montrer qu'iE^
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en possède toujours efTectivenierit une. Cette proposition porte le nom de Principe de Diricfilel.
Il est clair que toutes les considérations précédentes pourraient être répétées sans modification pour le cas du plan. Seulement, on n'a plus besoin alors, en ce qui concerne le problème extérieur, de dire d'avance comment la fonction cherchée doit se comporter à Tinfini.
La méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques indiquée par Thomson et exposée au chapitre V permet de ramener le problème extérieur au problème intérieur. Nous ne nous occuperons donc ici que du problème intérieur.
Commençons par établir quelques propositions qui nous seront utiles.
117. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels. — Envisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un domaine intérieur Tj et un domaine extérieur T^. Nous supposerons que la surface S possède en chacun de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés.
Soit maintenant une fonction V présentant les caractères suivants :
1^ La fonction V est harmonique il l'intérieur et à l'extérieur de S, c'est-à-dire dans tout domaine contenu dans Tj comme dans tout domaine contenu dans T,.
2® La fonction V est régulière à l'infini et s'y comporte comme un potentiel newtonien.
3" Soit Mj un point situé à l'intérieur de T,. Considérons un point M de S. Si M, tend vers M en suivant un chemin quelconque assujetti seulement à rester à l'intévieur de Tp les expressions :
Fig. 79-
lïf
THÉORIE DV rOTBSTIKt 1 is les limites Je le nui nées :
qui sont des lonctioiis continues sur lu suHace S.
fi" Soil M, un point situé a l'inlérieur de Tj. Coiisidéron; toujours le point M de S. Si M^ tend vers M en suivant un elie
min iiueU'ou(|ui ■xpi(
iijetti seulement i
dV
V et-r-
dn
i liniites déterminées :
dv-
\ et -f-î-
Corn
■ examiner le cas oii l'on a :
qu\.!k
?\vl(jniens Lche, por-
Je dis (|ue l'on peut afliriner silors qne V est idenliqiienient nulle.
V.w efl'et, triiçons deux surfaces fermées S,' cl S^', tri:s voisines de S, Tune Intérieure, l'autre extérieure (fig. 80). Soil, de plus, ï une grande sphtre de rayon R entourant S. Appelons T,' l'espace compris h L'intérieur de S/ et T,' l'espace compris entre S,' et S.
On a. en vertu de la formule de Green :
c/(s'.) dn J(t'.)^\ <^x /
Fi g. 80.
les dérivées -j — étant prises toujours suivant la direction de la normale extérieure h la surface sur laquelle on intègre. L'intégrale :
c'/s'. dn
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tend vers une limite déterminée :
cS dn
quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de formes. Cela prouve que l'intégrale :
a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce que deviennent les dérivées :
ÔV dV dV dx dv dz
sur S. Tout ce que l'on avait supposé, en effet, ne concernait que la dérivée :
dV
* Oz
en désignant par a^ ^3, y les cosinus directeurs de la normale extérieure à S.
Finalement, on a :
<s) * du .''(T,)^\ à\ J
Voilà un premier point.
Prenons maintenant l'intégrale :
dV
/jv) dn
doy
et supposons que le rayon R de la sphère S augmente indéfîninient. Puisque V se comporte à l'infini comme un potentiel new tonien, on peut écrire, dès que R est assez grand :
dV dn
Soit, d'autre part, une sphère Q de rayon 1 concentrique à 2
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Appelons ài un élément infinitésimal de û. On aura :
r.. dV , A MN r . ^,,
,^ dV - , I 4'irM\ V — ; — dw <
(S) dn I R
On voit que Tintégrale étudiée tend vers zéro quand R augmente indéfiniment.
Cela posé, l'intégrale :
./{Si dn tend vers une limite déterminée :
*/(S) du
quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de formes.
On conclut de tout cela que l'intégrale :
J{'^i)Za^ ^^ /
a un sens. On a :
en vertu des remarques précédentes.
On déduit de là la relation :
l'intégrale triple étant étendue à tout Tespace. Mais :
dn ^ du
à cause des hypothèses fiiites.
D'où :
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(]ela prouve c|iie l'on a :
i^x Oy î)z
en tout point de Tespace. Donc :
Or V s'annule àrinfinî. Par conséquent :
Abordons maintenant Tétude du cas général. Posons
en désignant par — . — une dérivée prise par rapport a x, y, z suivant la direction de la normale à S en chaque élément do/. On voit que V est la somme d'un potentiel de surface et d'un potentiel de double couche.
Kn vertu des hypothèses faites tant sur S que sur jjl' et u", on peut affirmer l'existence des quantités :
dv;^ ^iv^^
'' '' du ' dn • ])e plus, on a :
V — V :^ — ^T.^x" = V —V et :
dn dn ' ' dn dn
conformément aux théorèmes établis pour les simples et doubles couches dans les chapitres III et IV. Posons alors :
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r.a fonction V est harmonicjue tant ù rintérieur (|irà l'extérieur de S; elle est régulière à Tinfini; enfin on a :
D'où :
Ainsi, la fonction V^ peut être regardée comme la somme (Vint potentiel de simple couche et d'an potentiel de double couche.
On peut écrire
Supposons :
an
Alors :
On retombe sur une formule connue.
Supposons maintenant :
Alors :
dV, dV. \ de/
c/(sj\ (in du / r
et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notamment si on définit V au moyen de deux fonctions liarmoni([ues, Tune à l'intérieur de S, l'autre à Textérieur de S, prenant les mêmes valeurs sur S.
121. Balayage d'un domaine. — Considérons un domaine T ayant pour frontière une surface fermée S. Soit P un point situé
il rintéi'îeur de T, portant T unité de masse. Désignons par p la dislance de P à un point M quelconque de Tespace. Le potentiel newtoiiien dû à l'action de P sur M a pour valeur :
Supposons maintenant qu'on sache construire la fonction de (Ireen G relative au domaine T et au point P. On a :
G = -i —IL
Il étant déterminée par les relations suivantes :
AII=0 dans T
Il ^=: — sur s,
(Concevons une fonction V qui coïncide avec II à l'intérieur de S et avec — à Textérieur. Cette fonction est continue dans
tout l'espace ; elle se comporte régulièrement à Tinfini ; en outre elle est harmonique tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Si l'on reprend les notations du paragraphe 117, on peut écrire :
(IV. dV. dH dG
D'où :
dn dn dn du dn
1 Ç dG d(o^
dn en cha(jue point
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A l'extérieur de S, V coïncide avec — . Donc, pour un point
: jiii n'est pas situé dans le domaine T, le potentiel dû à la simple
LZ^ouche considérée est le même que le potentiel dû à Tunique
l^oint P.
A rintérieur de S, V coïncide avec H, mais on a :
-r'est-à-dire :
II
%^n tout point de T qui n'est ni en P ni sur S. Donc, en tout ()oint situé dans le domaine T, le potentiel dû a la simple couche considérée est plus petit que le potentiel dû à P.
On sait que — . — est négatif en tout point de S : cela résulte
de ce que G est nul sur S et positif à l'intérieur de S. On a
donc :
1 dG ^
4?: dn
Ainsi les masses qui constituent la simple couche dont le potentiel est V sont toutes positives.
Les mêmes propositions sont vraies si le point P, au lieu de porter l'unité de niasse, porte une masse égale à m. Si m est positif, la densité de la couche superficielle que l'on fabrique est encore positive en chaque point de S.
Les mêmes considérations peuvent encore être faites à propos de masses distribuées d'une façon quelconque dans T : points discrets, volumes, surfaces ou lignes.
La couche superficielle obtenue s'appelle couche c(]ui\utlente aux masses intérieures. L'opération qui consiste a remplacer des masses par la couche équivalente porte le nom de balayage du domaine T.
Va\ résumé, on voit que le balayage d'un domaine qui ne contient que des niasses positives ne change pas le potentiel en un point extérieur; il le diminue en un point intérieur; enfin cette opération n'introduit jamais de masses négatives.
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IIkmaim^u'e. — On a :
^jt: c's <in
Donc le l)alayîiire, dans le cas d'un point P unique portant Tunité de masse, ne chanjçe pas la masse totale considérée. Kn d'autres termes, la masse totale de la couche é(|uivalente est égale à la masse primitive.
Il en est évidemment de môme dans le cas d'une distrihnlion quelconque de masses.
122. — On peut définir de même une opération qui s'appellera le balayage de la région de l'espace extérieure à S.
Soit P un point attirant portant Tunité de masse située \\ l'extérieur de S. Appelons encore p la distance de P à un point M quelcon(jue de l'espace. Si (i désigne la fonction de Green relative au point P et au domaine extérieur à S, on a :
G=:— — Il
avec :
Ali — :() à l'extérieur de S
11=^ — sur S.
Imaginons encore une fonction V qui coïncide avec — ii Tintérieur de S et avec II à l'extérieur . On a cette fois :
1 r cK; d(o'
1 /• cui ixuy
cl l'on voit encore que \ est le potentiel d'une simple couche répandue sur S avec la densité :
1 dC.
dn
en cha([ue point. Ici on a :
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car le sens de la normale extérieure à la surface S est maintenant celui de la normale dirigée vers Tintérieur du domaine envisagé.
Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusions suivantes :
1** Le balayage ne modifie pas le potentiel à Textérieurde S.
2° Le balayage fait diminuer le potentiel à l'intérieur de S.
W Le balayage n'introduit pas de masses négatives.
(les propositions se démontreraient comme dans le premier cas.
Voyons ce qui arrive pour la masse totale : je dis cprelle a diminué.
En ellet considérons une sphère ï de rayon 11. Supposons 11
assez grand pour que le point P et la surface S soient a Tintérieur de ï.
La fonction (1 est harmonique à l'extérieur de ï et régulière à
rinfini. On a donc :
H-TT
et ce développement est valable pour :
IIo est une constante. Voyons son signe.
D'abord on ne peut pas avoir :
car, pour R très grand, c'est cette constante (|ui donne son signe à G. Or, nous savons que G est positif à l'extérieur de S. De plus je dis qu'on ne peut pas avoir :
En effet, si cela était, ce serait 11'^ qui donnerait son signe à G pour r très grand. On devrait donc pouvoir écrire :
Or, posons :
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On a :
J XpXqdT=0,
si p ^<|, riiitégrale étant étendue à tous les éléments de la sphère de rayon 1. Prenons :
On déduit de là :
Jx;dT=o.
Donc \\j et par suite \\[ ne peut pas avoir un signe constant. Donc rio ne peut pas être nul.
On conclut de tout cela :
égs.
ilitc étant
exclue.
Or
uu :
dC th-
Lors(pie r est très grand, c'est 11^ qui donne son signe. On a :
ar
pour r très grand.
(^ela posé, si Ton appelle M la niasse totale de la couche attirante répandue sur S après le balayage, on a :
477 J ^ cin
On peut écrire .
\î 1 r ^IG l /' dG . . 1 /* dG , ,
•17: J^s. du 'iTT/^v) dr ^*"Jv) dr
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Or la différence des deux premières intégrales est égale à 1. Quant à la troisième intégrale, nous venons de voir qu'elle est négative dès que r est assez grand. On a donc :
l.a masse totale a diminué par suite du balayage.
Tout ce que nous venons de dire s'applique encore sans modification si les masses primitives considérées, au lieu d'être condensées en un point, sont distribuées d'une façon quelconque.
123. — Pour pouvoir faire le balayage d'un domaine T, il faut deux conditions :
1° Savoir former les fonctions de Green G relatives à ce
domaine.
dC 2** Savoir que i —z — existe et est întégrable sur le bord du
domaine T.
Ces deux conditions sont remplies s'il s'agît d'une sphère. On sait donc faire le balayage d'une sphère.
Avant de montrer les conséquences que l'on peut tirer des théorèmes précédents, nous allons revenir sur quel([ues-uns de ceux-ci en nous plaçant dans le cas particulier où il s'agit du balayage intérieur d'une sphère.
124. Balayage d'une sphère. — Soient (fig. 81) une sphère S de centre O et de rayon a. Appelons M un point situé à l'intérieur de la sphère et M' un point situé au centre de gravité de rélément dw' de la surface de la sphère. Posons :
OM = p, OM' = a, i\I\r=:r.
Imaginons maintenant dans l'espace une distribution de matière attirante pour laquelle la densité soit [ji au centre de gravité de l'élément de volume dT. Désignons par V le potentiel ainsi engendré. On a :
en appelant V, le potentiel di\ aux masses intérieures à la sphère et Y, le potentiel dû aux niasses extérieures. Le balayage a pour
poiNCARÉ. Polcnt. Ncwl. iS
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effet de remplacer chaque masse jjlcIt située à l'intérieur de la sphère par une couche équivalente répandue sur la surface et ayant pour densité en M' :
a* — 0* 11 résulte de là que la densité en M' de la couche équivalente
Fi^'. 8i
linale, une fois qu'on a terminé le balayage, est donnée par l'intégrale triple :
* J ' 47:ar*
étendue à la sphère considérée. Posons alors :
Kn supposant ;j.'>0, on a :
D'où :
D'autre part :
Prenons :
U, = Vj... il rextérieur de S Uj < V,... à rintérieur de S
On a finalement :
U = V... à Textérieur de S U < V... à rintérieur de S
et d'ailleurs U est positif et continu dans tout l'espace.
Les mêmes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel dû à des distributions superficielles ou linéaires. On le dénion-
Fig. 82.
treraît exactement de la même façon. Nous n'insisterons donc pas davantage sur ce point.
125. Théorème de Hamack. — Soit une sphère S de centre G et de rayon a. Prenons un point M a l'intérieur de la sphère et posons (fig. 82) :
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l«>asîd*^roii5 maintenant ane saite QHiiiitêe de roncltons :
larmonîqnes et positives dans S. Désignons par :
les valears de ces l'onctions en an point M' situé aa centre de gravité de Télément d«* de la surface de la sphère. N«»as avons prouvé }i 91 que, si la série :
est convergente, sa somme :
est une fonction harmonique dans S.
On a :
dco'.
en posant :
MM =r.
Soît alors une sphère Z concentrique à S et de rayon h inférieur à a. Supposons que le point M soit à l'intérieur de S. Posons :
4T:ar
On a :
et :
Appelons B^ cette limite supérieure de h. On voit que Ton peut
ce rue :
V. < B,/, v;dto
Si donc la série :
Ç v;dci>'+rv;da)'4-...+ r v;doi'4-...
est convergente, la série :
Test elle-même, et sa convergence est uniforme.
Nous avons vu (§ 97) que Ton peut aussi assigner une limite supérieure B, aux trois quantités :
dx
de
dz
Donc les séries :
dx
dV,
n ùV.
dz
sont absolument et uniformément convergentes quand la série :
ZJ(S)
fa)
est elle-même convergente.
Il en est encore de même pour les séries :
dx*
d'V, dz»
^ dydz d'V,
dzdx
L^ dx()y
et en général de toutes les séries déduites par dérivation terme à
terme de la série :
(2ela se voit toujours par le même procédé.
Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fonction V est harmonique à l'intérieur de la sphère, si la série :
est convergente.
m fe «a. %
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Nou5 voulons aller un peu plus loin à présent et montrer que la st'rie :
est convergente, si la série :
est ct>nvergente en un point M^ de la sphère. 126- Appelons :
les \aleurs des fonctions :
au ptÙHt M^. Posons d^aîlleurs :
OM. = ?., M.M' = r..
_ r y - pv Y;dco- ^» — r t:;^^
Mais on pout écrire Tinégalité :
ou :
ce *|ui donne :
et en lin :
4Trar% 4tui a-f-p^)'
^Tra a-f-t^ - /s-
/ V>o<NV".,
en posant :
(>r, par l^vpo^h^se, la série :
VVO
est convergente. Donc il en est de même de la série :
et, par suite, la fonction V est harmonique.
127. Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. (le domaine est supposé connexe, mais d'un ordre de connexion quelconque.
Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques :
définies et positives dans T. Je dis que, si la série :
IV
est convergente en un point M,^ de T, elle est convergente en tout jpoint de T.
En effet, prenons un point M quelconque situé a l'intérieur de T.
Fig. 83.
Si le point M est contenu dans une sphère qui renferme aussi le point M„ et qui soit tout entière a l'intérieur de T, la proposition est évidente : en effet, chacune des fonctions \, est harmonique et positive dans cette sphère, en sorte qu'on est ramené au cas étudié dans le paragraphe précédent.
Supposons maintenant (fig. 83) qu'on ne puisse trouver
jHo
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aiiriiiu* <i|>h^I'e remplissant les conditions prescrites, mais qae
U^u |UM^^** tu^\»\oi vliux r uu jHMiit M. toi iju'il oxisto deux
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sphères, Tune contenant M,, et Mp Tautre contenant M^ et M, et toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la reinanjue que nous venons de faire, la convergence de la série :
en Mç entraîne sa convergence en Mj et celle-ci k son tour entraîne la convergence en M. La proposition énoncée est donc encore vérifiée.
Kn général, à cause de la connexion du domaine T, on peut tracer un chemin continu allant de M,, en M sans sortir de T. Sur ce chemin, il est manifeste cjue Ton peut trouver un nombre limité de points (fig. 84) :
tels qu'il y ait toujours une sphère contenue dans T et contenant à son intérieur deux points consécutifs M^ et Mn+i- La démonstration du théorème en ({uestion peut alors se faire de proche en proche. La série :
est convergente en M^; donc elle Test (^w M,, comme on le voit en considérant la première sphère. La convergence en M, entraine la convergence en M,, comme on le voit en considérant la deuxième sphère. En général, la convergence en M„ entraine la convergence en M„^p comme on le voit en considérant la 'n+l**) sphère. Il est clair «ju'après un nombre limité d'opéralions on sera assuré de la convergence en M.
128. Voici une importante application des théorèmes précédents.
Soit un domaine T limité par une surface fermée S. Considérons une fonction <b délinle et continue en tout point de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus nous supposerons qu'elle est positive et non nulle en tout point de S.
Cela posé, traçons une sphère li assez grande pour contenir toute la surface S à son intérieur. On peut toujours imaginer une
^Si
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fonction U définie et cunlinue duns U. pusthi'« ri nuti null* le même domaine, prenant eiiiiii les valeurs 4» sur S. Donnons- nous maintenant une suite de nombres positifs
tels <|ue la série :
soit convergente. On sait qu'il est possible de constn suite de fonctions :
définies dans Q et holomorplies en tout point de ce dnni telle façon que l'on ait :
pour toutes les vuleurs de Tindice n et qu< iibsolumeut et uuîforntcment convergente ;
>uit lu fonction L' donnée. Ou peut, par exemple, s'arranger de que les fonctions I', soient des polvnômcs entier»
Supposons alors que l'on sacbe. po< l'indice n, former une fonction V, harnit sur S les mêmes valeurs que P.. On a :
■ toutes \v% valeurs di lique dans T et preiiau
Doi
: la
dont Ions les termes sont des fonctions barniouiques et positi dans T, est absolument et uniformément convergente en tout point de T. i'^n vertu du tbéurèmc de llarnack, nous concluons de là que la somme V de la série précédente est une fonction harmonique dans T prenunt sur S les vali
Soiiis voyons par là que l'on saura résoudre le problème rf«
Diridilet dan.t le c
i le plu,
■al dés
f/IIO
en supposant que la fonction chenhce prt valeurs qu'un polynôme donné.
aura le résoudre S les mêi
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Remarque. — Nous avons supposé pour plus de simplicité. dans la démonstration précédente, que la fonction donnée <P étail positive et non nulle en tout point de S. On peut toujours se placer dans ce cas pour résoudre le problème de Diriclilet.
En effet supposons que 4> ait un signe quelconque. Posons :
On peut toujours écrire :
On a :
Soit V une fonction harmonicjue dans T prenant sur S les valeurs M — 4> : nous admettons qu'on peut la déterminer. Cel:i posé, il est clair que la fonction :
M — V est harmoni(jue dans T et prend sur S les valeurs ^>.
129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construirr une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une surface fermée S et prenant sur S les mêmes valeurs qu'un pol}^6me donné P.
Commençons par tracer une sphère Û contenant à son intérieui tout le domaine T.
Cela posé, il est possible de trouver une infinité de sphères 1}, formant une suite à indices entiers positifs et jouissant des prc!priétés suivantes :
1** Chacune des sphères Qj est tout entière intérieure à T.
2** Tout point de T est intérieur à Tune au moins des sphères ûj.
Concevons, en effet, une succession de nombres positifs :
décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une série de régions :
s'enveloppant mutuellement et tendant à se confondre avec T.
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\m ipgioii B| par rxemple esl définie comme élaiil l'ensemble ■ tous les puînls de T dunt Ih dislance nùiiiniun) â S est siipérieifl a S,. Traçons une triple série de pluns parallèles aux plans coi duiiués, l'écartement de deux pluns consêculîrs de la ni^me s (•tant un peu inlérienr h — =- . La région R, est ainsi partagée I
un nombre limité de cubes dont lu diagonale est légèrement ti vieure il o,. Il est clair que ces cubes sont tous ïnléri D'ailleurs tout point de H, a|iparticol ii l'un de ces cube Appelons :
lu longueur de la diagonale d'un de ces cubes. A chaque i H, est attaché un nombre positif Ej inrérieur il 5,. Nous suppns ipie la suite :
soit convergente et ait zéro
Cela étant, du centre de
une sphère avant pour ra'
un nombre limité de siibèri
L-hacon des cubes obtenus, décrivœ [in ^|— TT- Nous construisons i
Toutes ces sphères sont intérieures ii T et tout point de It, intérieur il l'une au moins de ces sphères. Ku faisant la m£i opération pour chaque région R,, on obtient nne série de sphèi remplissant bien les conditions prescrites :
1° Toutes ces sphères sont intérieures ii T,
2" Tout point intérieur ii T, étant intérieur aux régions R).! partir d'une certaine valeur de i, est tiilérieur îi l'une au moial des sphères considérées.
•i" L'ensemble des sphères précédentes est dénonibrublé,i puisque l'ensemble des régions Ri l'est lui-même et qu'il ne cor* respond b chaque région R, qu'un nombre limité de sphères.
La proposition annoncée est donc établie.
Nous considérons les sphères U, dans l'ordre suivant :
de manière à considérer chacune d'elles une infinité de fois.
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130. — Prenons maintenant le polynôme donnr P et formons [ Texpression AP. Supposons d'abord que Ton ait :
AP
en tout point de û. Nous verrons ensuite comment on peut lever celte restriction.
Posons :
a'dT
et :
AP
On a :
[jl'>o, ^v„>o.
De plus, Wy est le potentiel newtonien d'un volu:ne attirant.
D'où :
AW, = — 47:;x'-=AP
en tout point de û.
Effectuons maintenant le balayage de chacune des sphrres 12^, en prenant celle-ci successivement dans Tordre indiqué. Soit Wj ce qu'est devenu le potentiel ^V^, après la i*" opération. On a é\'idemment, en vertu des propriétés du balayage :
\v. ^ Wi _ .
en tout point de û. D'autre part, on peut écrire :
puisque le balayage n'introduit jamais de masses négatives. Considérons la suite :
ys\\s\...\\\
Elle est convergente, puisqu'elle est l'ormée de termes tous positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne croissent jamais. Soit \V la limite de cette suite : W est une fonction définie en tout point de Ih On a évidemment :
Kludioii!) les propriétés lir \\ .
Considérons une sph>>re Q, quelconque. Elle rsl h^ilayée Ul infinité de fois, aux opérations BHmérotées, pur exemple :
Klles TormeDl une suite convergente nviinl W pour limite. U*; leurs, on a ;
iW.. = 0... diinsU.
quel qu.
Tous les termes de cette série sont des roiictions liDrmoniqw diins 11. ; ces fonetions sont positives dnns le Riéme domaine, l'exception de lu première; enfin lii série envisagée est cnnvei gente en tout point de ii,. Donc, en vertu du théoi-émc de Haï iiack, lii ronctiun W est harmonique dans Q., Mais étant dona un point quelconque de T, on peut toujours trouver ui splù'i'e U, iiu moins qui contienne ce point à son intérieur. O vi)ll par lii (]ue la foiution Vt ext /inrruofiii/iie en tout point de T
131. Voyons quelles sout les valeurs prises par la fonction sur S,
Supposons que la surface S possède en chacun de ses poïnl un plan tangent unique et deu\ rayons de courbure principal bien déterminés. Soit M„ uu point de S. Voyons vers quel limite tend W quand le point courant M (x, y, z), d'abord situé l'intérieur de T, tend pur un chemin quelconque vers Mj.
En vertu des hypothèses que nous venons de faire, on pei construire une sphère S„ tangente extérieurement à S en M, Construisons une l'onction U jouissant des propriétés suivantes
I l'extériei iur S„
■ Je S„
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Sachant résoudre le problème de Dirichlet pour la sphère, nous savons former la fonction U.
On a évidemment :
en tout point M de T. Mais, quand M tend vers M„, U et \s\ tendent vers la même limite. Il en est donc de même de \V.
Ainsi \V prend sur S les mêmes valeurs que W^
Finalement, on a :
AW = 0... dansT W = Wq... sur S
pourvu que S ne présente aucune singularité.
Posons maintenant
V = P— Wo+W.
On a :
AWo=AP
AW==0.
D'où :
D'autre part, il est manifeste ([uc V prend sur S les mêmes valeurs que le polynôme donné P.
Le problème de Dirichlet est donc résolu dans le cas particulier où nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théorème de Harnack permet de passer de ce cas particulier au cas général. Donc le principe de Dirichlet eut complètement établi,
V. et V
harmoni({ues dans T et prenant sur S respectivement les niâmes valeurs que :
Posons alors :
P, et P,.
11 est clair que la fonction V est harmonique dans T et prend sur S les mêmes valeurs que P.
134. Ajoutons, pour terminer, que la méthode précédente s'applique encore avec succès si la surface S présente un nombre limité de points coniques ordinaires. On trouvera une discussion complète de ce cas au tome XII de V American Journal of Malhemadcs, (II. Poincaré. — Sur les équations aux dérivées partielles de la Physique mathématique, S 1.)
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135. Principe de la méthode de Neumann. — La méthode du balayage, exposée au chapitre précédent, fournit une démonstration rigoureuse et générale du Principe de Dirichlet, La méthode de Neumann, dont nous allons nous occuper maintenant^ a le même but. Au point de vue de la généralité, elle est inférieure a la méthode du bahiyage. Mais elle a l'avantage de bien mettre en évidence l'identité des fonctions harmoniques et des potentiels newtoniens.
Nous étudierons concurremment le problème intérieur et le problème extérieur de Dirichlet. Nous nous placerons dans le cas de l'espace h trois dimensions. Mais ce n'est que pour fixer les idées. On verra sans peine que les raisonnements peuvent encore être faits quel que soit le nombre des variables indépendantes.
Considérons une surface fermée S limitant un domaine intérieur T et un domaine extérieur T'. Nous supposerons que la surface S possède en chacun de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés, ^-ela posé, nous voulons résoudre le problème de Dirichlet à la ''-^îs pour le domaine T et pour le domaine T'.
I^a méthode deXeumann consiste à chercher une double couche portée par S dont le potentiel newtonlen soit précisément la »^ notion harmonique inconnue que l'on veut construire.
^'ous verrons que l'on peut toujours réussir à déterminer la ^^uble couche en question dans le cas du problème intérieur. ^*^î^is, pour le problème extérieur, il n'en est plus ainsi. 11 est
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facile de se rendre compte de cette dernière particularité. Soit V une fonction hurnioniciue ii Textérieur d'une sphère de ravou R et rôjçulière à Tinfini. On a :
en appelant :
îles fonctions sphériques et en posant :
Ce dèveloppeinent est valable pour :
Supposons que V soit un potentiel newtonien. Alors on peut écrire :
lim^-, pV = M,
M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce potenliel est celui d*une double couche, on a :
NLùs» en général :
1 ela entraîne donc :
I\m con>equent, une condition est requise pour qu'on puisse roM>udre le problème extérieur de Dirichlet au moyen du potentiel d'une double couche.
\ouH Nenvns d'ailleui^ que Ton parvient toujours à résoudre le p^^d^bMue extérieur en siq>erposant sur la même surface S une vnuple couche et une double couche de matière attirante.
^x% l\;q>pelons d'alnu^l, en quelques mots, les propriétés fondyMyeut.Oo'^de> potentiels de doulde couche.
^»^H W un pareil potentiel, i/est une fonction régulière à \ \\\\\\\\ et h.Mu^onique en tout point de Tespace, sauf sur la surface ^\»S\\e y\\\\ porte la douille couche.
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Lorsque le point courant M se rapproche indéfiniment cVun point y\^ de S en restant intérieur ii S, W tend vers une limite que nous désignerons par V. Lorsque M tend vers M^ en restant à l'extérieur de S, W a encore une limite que nous désignerons cette fois par V. Si [x est la densité de la double couche au point M^, on a :
V— V = — 47:ix.
Enfin la valeur de W en M^ est :
Nous supposons ici la matière attirante qui constitue la double couche répandue sur une surface fermée S. Les éléments do)' de S sont alors regardés comme ayant leurs côtés négatifs tournés vers l'intérieur de S. Quant ii Tangle solide d^ sous lequel d<o' est vu du point x, y, z, il est positif ou négatif suivant que do/ est vu par sa face externe ou par sa face interne.
137. Soit ^ une fonction donnée, définie en tout point de S, uniforme et continue dans le même domaine. Appelons A un paramètre réel.
Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S, de telle façon que son potentiel W satisfasse au voisinage do chaque point de S a la relation :
C'est ce que j'appellerai le problème de Neumann. Supposons ce problème résolu et faisons :
Le potentiel W correspondant vérifiera la relation :
Le problème de Dirichlet extérieur est ainsi résolu. Faisons maintenant :
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Le potentiel W correspondant vérifiera la relation.
Cette fois, ce sera le problème de Dîrîchîet intérieur qui sera résolu-
Fînalement. on voit que nous sommes ramenés à la recherche du problème de Neumaun.
138. Considérons \V comme une fonction de a. Admettons que W puisse être développé en série ordonnée suivant les puissances croissantes de /.. On a alors
W = \V.-h/AV, + ... + /nV. + ...
V = \\ -+- ÀV, + ... + A'V- + ...
U = l\ -f /X\ + ... + /JUj + ...
Voyons si de pareilles séries peuvent vérifier toutes les conditions imposées ù la fonction \V que Ton cherche. D'abord il faut, pour cela, que Ton ait :
A\V, = 0, A\V,=0,... AWi = 0...
en tout point de Tespace, sauf sur S. Cela aura lieu si nous prenons pour :
les potentiels de certaines doubles couches.
Maintenant la relation :
Y — V=AiY+V) + 2cI>
donne :
V._V'. = -4«jx
D'où :
ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles couches envisagées.
Cela posé, nous avons deux questions ii résoudre :
1® Peut-on construire les séries (1)?
2® Ces séries sont-elles convergentes ?
C'est ce que nous allons examiner.
139. Développement de la méthode de Neumann. — Posons pour abréffer :
Prenons :
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\V, sera le potentiel d'une double couche portée par S. Donc la l'onction \V| sera régulière à rînfini et harmonique en tout point de Tespace non situé sur S.
D'autre part, on aura bien :
Vi — V| = — 4:T;Xi et, si Ton pose :
on pourra écrire :
D<»nc Wj remplira toutes les conditions prescrites.
Les fonctions \Vi peuvent être formées de proche en proche à partir de la fonction <> donnée.
Kn effet, on a d'abord :
Maintenant, \s\ étant connu, il est clair que V^^ V'^ U,, le sont aussi. Donc on peut calculer jjLj. D'où :
Kt ainsi de suite.
Finalement on peut écrire :
Donc les fonctions ^Vi peuvent l'être formées de proche en proche
et, par suite, les séries (1) peuvent être construites sans anibi-
gui te.
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Remarque. — Sî l'on a :
il est clair que \V^ égal h
' 2 en tout point de T
1 en tout point de S
en tout point de T
car :
1 d^'==2...slx,y,z est dans T
I dô' = 1... six,y,z est sur S I dO' = 0,.. six,y,z est dans T.
Étudions maintenant les fonctions
Supposons que la surface S soit con^^exe et possède en chaque point des rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylindriques.
Ces hypothèses ne sont pas toutes indispensables. Neumann a étendu sa méthode à toutes les surfaces qui ne sont pas biètoilées, c'est-a-dire où tous les plans tangents ne vont pas passer par Tun ou l'autre de deux points fixes (comme cela aurait lieu dans le cas d'un cube ou dans le cas du solide commun a deux cônes). Mais, pour slmplirier, nous nous bornerons au cas, déjà très général, qui a été signalé.
Figurons la surface S (fig. 85). Soit M' un point de celte surface situé au centre de gravité de Télément dw'. En vertu des hypothèses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer une sphère S tangente à S en M' et contenant toute la surface à son intérieur. Soit O le centre de cette sphère ; désignons par A le point de £ qui est diamétralement opposé à M' ; il est clair que M'A est la normale à S en M\
Supposons maintenant que le point courant x,y,z vienne se placer sur S en M. Jolfi^nons MM' et posons :
dM^ = '}.
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On a évidemment :
cos it ^ 0,
quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe. Ici ài' est constamment négatif, d'après nos conventions, car.
Fig. 85.
la surface S étant convexe, on n'en peut voir, quand on se plac* sur elle, que le côté interne. On a donc :
dy=
dw' COS'-};
MM''
si l'on remarque que do*' est, en valeur absolue, l'élément de 1 sphère de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec tive sur S est du'. On conclut de là :
de'=
1 dw'cos'^ 2^^ lF~
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Posons maintenant :
en appelant R le r.iyon de la sphère S. La sphère S a pu être choisie de façon que la même valeur de R convienne pour tous les points M' de S. On a :
M'B = M'A cos i,
B étant le point où M'AI coupe S. puisque le triangle M'BA est rectangle en B. D'autre part :
et :
car :
D'où :
de'>o
,^, 1 d('/cos'i ^•^ MB'
MB > MM'.
de'>
SttK* cos i
<lw'
Posons :
SttR
On a finalement :
d6'>Mdw'.
Cette inégalité nous servira tout à l'heure.
141. Considérons Ui. C'est une fonction continue sur S. Donc elle a une limite supérieure Gj et une limite inférieure Hj. Kcrivons :
Si le point M est situé sur la surface S, on a :
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Donc, en désignant ifig. 86) par \1\ la valeur de l\ en M', on peut écrire :
Si M se déplace sur S, U|^, varie et atteint son maximum G|^, en un certain point M, et son minimum Ili + i en un certain point M,. Appelons alors :
— ItAV, —2tA%, —2tA%
les angles solides sous lesquels de»' est vu respectivement des points :
Dans ces conditions :
Or:
Donc on peut écrire :
On en conclut :
II.,. = Tu; de
Jdfi;=|'de; = i.
G. = \ c.A% 11.=^ fii.de;.
G.-G.,, = rr..-r;)d6;>o.
XYoii :
^i > ^i + 1- Ainsi les quantités Gj vont en décroissant quand i augmente.
On voit de même que les quantités lli vont en croissant quand i augmente.
D'autre part, on a :
dO; > Md(o'
D'où
dÔ;>Mdto'.
G. — G, ^ , > M r (G| — U;} dco'.
De même :
II,,. — ii;>Mr(i:;— ii.)do/.
Ajoutons membre à membre :
(G,-ii.)-(G,,.-ii,,o>Mr((''i-nodco'.
Knfin :
(G, — II.) -(G,,,- II.,,) >M (G, -H.) fdco'.
En outre, Ton a :
Jf dci>' = S, (S)
S étant Taire de la surface S.
Posons :
MS = 1 — »JL,
a étant déterminé par cette égalité même. On peut écrire alors :
G| + i — lli, ,<;-t (G. — 1I.\
Comme on a évidemment :
on déduit de là :
!Jl>0.
Mais :
rdw'>(),
Donc :
M: • i-ZJ J ' .»•; 71 'niZ
Tjrjr
..IflS-illK^IflSf j**
tm^ hl nuf
34^ raiâ<Kiin«?^
Xu-:
3L:•fa:^ iir?ai_:c** a
r •!SJa^^
G— H< G, — H, jL^ G-II, = A:
•<: il-* :va>rj.i:^ r^-^a v>r**rsï.i2w^ <•! 4i« a
G — H < Au .
;> '»x.»f-XT^
l't . i-^î:<v- 1. C^Ij montre que la difle-
G— Il
:'XJr.I : j^i^r^i^ratif înJehniment. La série I G —H
vv.'\v'-\iv ov^Oi-x'-f JLU^* prv*^res>îoQ gèt»mêtrique décroîssaïUe. x'v >»^j;c ,x :!^: ^^t.^rrt-eïïir j I unité.
: t vs:ix:c. 'e^ ^ujLr.:î:e> G forment une suite de termes supc- ^ >.'v;^^ .t H, i^u: ^v^îiî tiKij\**irs en décroissant ou, du moins, qui no V v\ wov!; jiuaîs eî les qujintîtes II, forment une suite de termes
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inférieurs à G^ qui vont toujours en croissant ou, du moins, qui ne décroissent jamais. Donc les deux suites Gj et IIj sont convergentes. Mais la différence r
Premier cas. — C
On a constamment :
Si on suppose :
on peut écrire :
Mais on sait que :
Gi>C>IIj.
Gi>0, IIj<0,
Gi— lIi<A;jL»
Gi<A[x' — \\<K^'
dans le cas actuel. En d'autres termes, les séries :
2Gi
et :
Sllj
convergent a la façon d'une progression géométrique décroissante.
D'autre part :
et :
\j = 1 2 = L|-H Li_i
\!l V| + ^ i ^i ^ i TT y
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Maïs, puisque Ton a :
«>n peut écrire :
On conclut de là :
cVst-â-clîre :
G.<Aa' — II,<.W,
IU.1<AUL
lV.l<Au' + A:x'-',
|V.|<Ba' I V. I < Bjt„
en posant :
Maintenant, W^ est une fonction régulière à Tinfini et harmonique tant à rintérieur qu'à Textérieur de S. C'est donc sur la surface S elle-même que Wj atteint son maximum et son minimum. Kn d'autres termes, on a :
I Wi I < max I Vj |... dans T |\Vi| < max] V'i|..,dansT'.
I)\tù finalement :
I NV, I < B;a'.
aussi bien à Tintérieur qu'à rextérieur de S. 143. Reprenons la série :
On a, en vertu de ce qui précède :
Donc la série envisagée est absolument et uniformément conver-
gente si :
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c'esl-ii-dîre si :
Or nous savons que :
0<;jL<l
Donc la série est convergente pour À = -f- 1 et pour A= — 1.
Faisons
et désignons par \V la somme de la série convergente :
W,+ W,-f-... + Wi + ...
Il est clair que \V est une fonction de x, y, z bien définie en tout point non situé sur S et régulière à Tinfini.
Je dis que W est une fonction harmonique en tout point de l'espace, sauf sur S.
Kn effet, il en est ainsi de chacune des fonctions Wj. Or on peut écrire :
car la série :
SB a',
dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais
on a :
lW>I<B;a'.
D'où :
D'autre part :
Ainsi la série :
Bjji'H-Wi>0.
2(Ba' + WJ
a ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Donc sa somme, en vertu du
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Mais, puisque Ton a :
(Ml peut écrire :
On conclut de là :
ir.|<Au'.
c'i'st-à-dirc :
•Ml posant :
Maintenant, W, est une fonction régulière ii Tinlini et lu niipie tant ;i Tintérieur (pi'ii rexlérieur de S. (l'est donc ; surface S elle-même cpie W^ atteint son maxiniuin et son mu m. Kn d'autres termes, on a :
I \Vj ! < max I Vj |... dans T j W'i j < max| V, |...dansT'.
I)\ui tinalement :
I W. I < Ba'.
aussi l)ien à l'intérieur k\\\\\ Textérieur de S. 143. Keprenons la série :
On a. en vertu de ce qui précède :
|>'\Vii<B|).;xl'.
Donc la série envisagée est abscdument et uniformément co génie si :
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théorème de Ilarnack, est une fonction harmonique dans le même domaine.
On peut dire la même chose de la somme de la série :
puisque celle-ci est une constante.
Kn définitive, W est une fonction harmonique en tout point de l'espace qui n'est pas situé sur S.
145. Reprenons le cas où A a une valeur quelconque et voyons ce qui arrive quand le point x,y,z tend vers un point M^, de S en restant toujours à Textérieur de S.
Dans ce cas, on a :
lim Wi = V|
par définition. Mais :
D'où :
limW^=U, — <ï>
lim^VJ = U, — Uy
lim^Vi = Ui — u»_,
La série :
est convergente. D'autre part, la série :
W,+ /AV, + ... + A'Wi + ...
est elle-même uniformément convergente. On conclut de la
li,nW=2À'(U.-l'._,),
en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries. Tout ce qui précède suppose :
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ela s^ipplique si A est égal ù 1. Dans ce cas, la série
se réduit à :
c'est-à-dire à la fonction donnée O changée de signe. On a donc :
lim\V = — <>,
quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant à Textérieur de cette surl'ace.
Comme la fonction ^ est arbitraire, on voit que le problème (le Diric/ilety en ce qui concerne le domaine T' extérieur à S, e.v^ complètement résolu.
Faisons maintenant
Les mêmes raisonnements peuvent être répétés. On peut écrire :
W = (B + W,) + (B|x-WJ + (Bix«+W,)-+....
— iBa'.
Le théorème de Harnack montre encore que W est une fonction harmonique.
Cette fois, on trouve que :
lim W = 4>,
quand le point x, y, z se rapproche indéfiniment de S en restant toujours intérieur à T.
Le problème de Diric/ilet, en ce fjui concerne le domaine T intérieur à S, est donc complètement résolu.
En définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas où la constante C est nulle.
Deuxième cas
Occupons-nous d'abord du problème intérieur.
Prenons la fonction donnée O. Sa connaissance conduit à la
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rniiiiiiissunce Je hi constante CI qui, par hypothèse, est ici différente Je zéro.
(Changeons maintenant 4> en 4» — (I. et refaisons les mêmes ealculs. Il est clair que \\ Jevient :
f^ ft^ _ C AV rest-à-Jire :
<iu enfin :
De interne l", Jevient l", — i\ et, en général, l'j devient Uj — C. Dans les mêmes conJitions« les quantités :
Ci et Hi
Jeviennenl :
G. — Cetlli — C.
Alors la nouvelle constante (' se JéJuit Je la première par soustraction Je C : elle est nulle.
On est ainsi ramené au cas où (- est nul. On peut Jonc résouJre le problème Je Dirichlet, en se Jonnant les valeurs Je <ï> — (] pour valeurs Je la fonction harmonique cherchée sur le borJ Ju domaine T.
Soit \V la solution obtenue. C/est une fonction harmoni([ue en tout point Ju Jomaine envisagé. De plus :
lim\V = cI)_C,
([uanJ le point x, y, z tenJ vers S en restant à l'intérieur Je T. Posons alors :
Il est clair (jue V est encore une fonction harmonique Jans T. Mais, cette fois, on a :
liin Y = <P.
(|uanJ le point x, y, z vient se placer sur S.
D'autre part, \V est le potentiel en un point intérieur à T J'une double couche portée par S. Or la constante (1 peut aussi être
RÉSOLVTJOy DU PROBLEME DE DHilCHLET So;
regardée comme le potentiel en un point de T d'une double couche homogène portée par S. Donc \V+ C est encore un potentiel de double couche.
Le problème intérieur de Dirividet est donc résolu dans tous les cas au moyen d'une double couche portée par S.
148. Passons maintenant au problème extérieur. Nous allons voir que la même conclusion ne subsiste plus : si C est différent de zéro, on ne peut plus résoudre le problème en question en se sei*vant seulement d'une double couche portée par S.
Tout d'abord, il est clair que Ton ne peut plus employer Tartiiice qui a conduit à trouver la solution générale du problème intérieur. En effet, il est toujours possible de former la fonction harmonique W qui tend vers <P — (1 quand on s'approche IHidé- (iniment de S par l'extérieur. La fonction ^V + (I vériHe bien encore l'équation de Laplace. Mais ce n'est pas une fonction harmonique, car elle n'est pas régulière à l'infini, \V l'étant et (' étant une constante. De plus, il est exact que \V est un potentiel de double couche ; mais la constante (] ne peut pas être regardée ici comme le potentiel en un point extérieur d'une double couche homogène portée par S, car un tel potentiel est nul dans tout l'espace extérieur îi S.
D'ailleurs nous avons vu (S 135) qu'il existait une condition nécessaire pour que le problème extérieur de Dirichlct soit résoluble par le potentiel newtonien d'une double couche de matière attirante répandue sur S. Or :
est une condition sudisante. C'est alors la condition nécessaire et sudisante en question.
Voyons donc comment la méthode de Xcumann permet de résoudre le problème extérieur de Dirichlet quand la constante (^ n*est pas nulle.
Soit W un potentiel de double couche
Prenons un point M à l'extérieur de S (lig. 87) et un point à l'intérieur. Puis posons :
OM=f.
Il n'est pas possible de trouver une double couche portée par S
dont le potentiel W coïncide avec la fonction à rextérîeur
de S. En effet, W étant un potentiel de double couche, on aurait :
et, d'autre part, W coïncidant avec , on devrait avoir :
ce qui est contradictoire.
Désignons par 4>' Tensenible des valeurs de sur S. Il
exi jtc une fonction \s' harmonique dans T' et se réduisant à — <!>'
sur S : c'est précisément la
fonction — . Cette fonction,
nous venons de le voir, ne peut être regardée comme un potentiel de double couche.
Mais il est certain que c'est le potentiel d'une simple couche portée par S : cette simple couche est d'ailleurs la couche équivalente provenant du balayage d'une masse +1 placée en 0.
Cela posé, appelons C la constante que l'on peut former avec <!>' comme on a formé lu constante C avec 4>. On a évidemment :
sans quoi \V serait un potentiel de double couche. Posons :
a étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la fonction <b" définie sur S est attachée une nouvelle constante C" qui est liée aux précédentes par la relation :
C' = C + aC'
Fig. 8
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Prenons :
C+aC'=0
c'est-à-dire :
La valeur de a est bien déterminée, puisque :
Ayant ainsi choisi a, on a :
On peut alors résoudre le problème extérieur de Dirichlet au moyen d'une double couche dont le potentiel \V prend les valeurs — d>" sur S.
Posons maintenant :
II est clair que Ton a :
à Textérieur de S. La fonction V est harmonique dans T' ; elle est régulière à l'infini ; enfin, quand on approche indéfiniment de S par l'extérieur, on a :
lim V = — *!»"+ a*' = — $.
Donc la fonction V résout le problème proposé.
Il est manifeste que V peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l'un dû à une simple couche, l'autre dû à une double couche, portées toutes deux par la surface S.
Signiflcation de la constante C
Voyons ce que représente cette constante C qui a joué un rôle si important dans les considérations précédentes.
Imaginons une certaine quantité d'électricité répandue sur la surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge
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en équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. On sait que P est une fonction harmonique à l'extérieur de S. Quant à sa valeur sur S et à l'intérieur de S, elle est constante : nous l'appellerons P„. La densité de la couche électrique considérée est, en chaque point de S, donnée par l'expression :
1 dP
4t: dn
Reprenons maintenant les fonctions \V| des paragraphes précédents et continuons à employer les nu>nies notations. On a :
dw, dVj _ dv;
du dn dn
d'après les propriétés des doubles couches établies au chapitre YI.
Remarquons alors que l'on a :
/ io— i — dw=/ P— _dw.
*'(Si dn ,/s) dn
Appliquons la formule de Green, en nous rappehint que P et Wj sont des fonctions continues et que Ton a :
AP=0, A\\V
On trouve :
Js, ^\n ,',s dn
on considérant le domaine T intérieur à S, et :
c'^ dn /s, du
en considérant le domaine T' extérieur à S. On conclut de là
dP r dP
c'si dn /si du
Mais :
dn
/s. du
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puisque Po est une constante. Donc :
dP
Or:
Par suite :
/' dP r dP
J-s) dn J(S) J»ï
dette égalité montre que, si l'on pose :
/;s) dn on a :
r dP r dP
c'fSi dn . e, dn
13\>ù, finalement :
dP , , f _ dP
(S) dï^ .\sj
Faisons croître i indéfiniment. On a :
lini Gi = C limn, = G et, comme :
on peut conclure de là :
liiii Ui-^^ (]
Doue :
L I —, — d(.)'^= / 4> -1 — da>'.
J^s) t"i «/.S) dn
Soit alors M la masse totale de la ct>uche électrique dont le potentiel est P. La densité de cette couche est :
1 dP
3i2 TIIÉOniE DU POTESTIEL SEWTOyiES
D'où :
»As) du
Finalement
J ^. dn
M Telle est la valeur de la constante
151 . Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de Neumann. — Cherchons à transformer la solution obtenue par la
méthode de Neumann pour le problème de Dirichlet tant intérieur
qu'extérieur. Nous allons montrer qu'on peut considérer des
simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout
jusqu'à présent. Nous supposerons pour cela que l'on a :
Prenons d'abord le cas du problème extérieur.
Appelons x, y, z les coordonnées du point courant M situé dans le domaine T' et x', y\ z' celles d'un point M' de S placé au centre de gravité de l'élément do)'. Les autres notations adoptées sont d'ailleurs les mêmes que dans les paragraphes précédents.
On a :
Mais on peut écrire :
de-— ^^
et :
dï' =^r^ du>', an
en désignant par r la distance MM' et par — i — la dérivée de — prise dans la direction de la normale extérieure a S par rapport
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à X, y, z regardés comme variables pendant que x', y', 7/ sont regardés comme constants.
On conclut de là :
Or:
D'où :
Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela — et
^^i_, comme des fonctions de x\ v\ z' renfermant les paramètres
X, Y, z. Dans ces conditions, dépend à la fois de x, y, z
cl(lex\y',z et Ton a:
a(— ) = 0... dansT
en posant :
(V 0- iV*
iV^ ' Ov- • ùz- •
\Uanlà Wi_i, dont la valeur sur S est Vi_i quand on reste à * intérieur de T, c'est une fonction de x',y', z' vériliaut aussi la ï'Platlon :
A^Vi_l = 0... dans T.
^^n a alors :
en désignant par :
dn"
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\^< Jt-rlv^f ^ suivant l;i iiurmale prises par rapport à x . \ , z Mais pour et W. ... on a :
(In dn
I)inir nn peut *^crire :
dci>'.
D'où :
' «iv._.
On viiil par lit qui? \\\-;- \V,_, est le potentiel d'une simple r<iuche r('*pandue sur S avec la densité :
1 <iv..t
dn
r\\ chaque point.
Tout cela est valable pour l'extérieur de S. Voyons ce qui se passr cpiand le point x, y. z est situé à l'intérieur de S.
(Considérons alors la diflérence :
On a :
Mais :
iJ'où :
du>'.
\V.-\\V.,^---- f VV.,-r^dw'.
Appli<pions encore la formule de (Ireen de la même façon que
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plus haut, c'est-à-dîre en regardant x', y', z' conimclescoordonuées courantes, mais, cette fois, prenons comme domaine d'intégration Tespace extérieur à S. On a :
D'où
On voit que W| — \Vi_test le potentiel d'une simple couche portée par S, la densité en chaque point étant :
1 av'._.
2t^ dn
Remarquons que Ton a
dV,. . ^ dV'._, dn dn
à cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Donc :
et:
sont les valeurs d'un même potentiel de simple couche prises en un point extérieur à S pour W|+ Wi_t et en un point intérieur pour Wi — Wi_t.
Appelons Tj ce potentiel et considérons les séries qui donnent la solution du problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur.
Dans le cas du problème intérieur, on doit faire :
D'où
W = (W,- W,) +(W,- >V3) + ...+ (WVt- wo + ...
c'est-à-dire :
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Dans lo cas du problème extérieur, on doit faire :
w _-.. ;\v„+ \\v + (W.+ w,; + ... 4- (w._. + wo + ...
c*ost-ii-dlre :
Dans les deux cas, ^V se présente comme un potentiel de simple couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité est la nit^nie« au signe près.
Poussons un peu plus loin Tétude des fonctions Tj.
Propriétés des fonotions T
i Considérons la fonction Tj. Otte fonction est le potentiel d'une simple couche de matière attirante répandue sur S. Désignons par T, la valeur de cette fonction en un point voisin de S et intérieur à S. Désignons de même par T\ la valeur de cette fonction eu un point voisin de S et extérieur ii S
Ku un point M^, de S. on a :
M;ii> ou u\i pas :
dT. dT»
du du
Ou doil écrire :
du du * du
ou \ertu des propriétés bien connues des potentiels de simple vouehr.
lu uu point situe à Texterieur de S, la définition même des ^^lUc^ioU'i \\ montre qiu* Ton a :
t^ xMi. eu M. :
ar^ av. av,,,
du ~ du du
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ce qui peut s'écrire :
jt; «IV. , dv,_,
dn du
du
puisque :
dv; dV,
du du
du
dV,-.
du
d'après les théorèmes de la théorie dés doubles couches. Kn un point situé à l'intérieur de S, on a de même :
l)\)ii, en M„ :
dn
dV,
dn
On déduit de lit par addition :
dTÎ^^T^_2^V,
dn
dn
dn
154. Soit M^ un point de S. Prenons un point M'^ très voisin de Mq et extérieur à S (fig. 88) et un point M\ très voisin de M^, et intérieur à S.
Je dis que Ton peut former de proche en proche les fonctions Tj. En ellet, supposons que T|_i soit connu. La composante normale h S de l'attraction correspondant au potentiel Ti_i est :
dT'
dn dT
...en Mo
... en Ma'.
dn
Quant à sa valeur au point M,, lui-mùnie, c'est :
Fig. 8S.
1 /dT;_
dn
dT|_ , dT + ~d
L'-f^r j-r»Mtia<îii#fai- la 'j»ict<e%r :^^pg< a ^ la d«ttsitê df'la simple
oHUfiî^ 4 I^avfapei.*^ ^^. *ia lit f^-^rA^l T . D«ar qaanJ on connaît
T . . «H» ©•?«?: cajCîiI-îT T _ D'jÂIairHr» os a :
Par rofts^io-f-nt. ♦ ^taat A>ntt<^, on peut troaver W. ; on en
J^oît — =— ^: J'on T, *-!. J< proch*?- «p-n proche, tontes les foncan * ■ *
lioit< T .
Tt-Hiî ce qui pr^eed-e- sapp».**-?, bien entendu, qne Ton ait :
Si c-^TV coaJiîîon ^î->t remplie. îl e>t clair que T^ tend vers x-^rx» qujiiLd i ju^i»*ate îndrhDÎmeut. puisque Ion a :
a rîîiterîeur de S et :
a Textêrieur et que les séries :
sont converorentes. De même :
du
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quî est la densité de la couche superficielle étudiée , tend vers zéro puisque les série» :
Oz
sont convergentes. D'ailleurs, on a :
dT;,, dT,., ., dV.
du du du
Mais, puisque Ti_i tend vers zéro en tout point de l'espace, il en est de même de :
dn du
Donc , ' doit bien tendre aussi vers zéro, du
155. Revenons à l'opération qui permet de déduire le potentiel Ti du potentiel T|_i. Je dis <[ue cette opération consiste uniquement dans un changement de distribution d'une masse totale invariable .
Kn effet, posons :
r Calculons B par la formule :
en prenant :
1 / clT' dT
I -x dt-j '^= I u dti
I^n> le cas »-tu«li<ê' plus haut. la masse totale de la couche don ;•?• pttr-ntîel est T a p«^ur valeur :
M = r^ / = dw .
/ -^\^^d^> = /'A\\\_,dT=0.
» r dn ^ T
Donc la masse totale M est nulle pour toutes les valeurs de l'indice i.
156. Je dis «|ue Ton peut prendre pour T, le potentiel d'une distribution superficielle quelcon«|ue, pourvu que la masse totale de la couche ainsi considérée soit nulle, et calculer ensuite h\ succession d»*s lt»nctions T de proche en proche par le procédé indiqué. On est touj«iurs assuré «jue T, tend vers zéro quand i au:imente îiidetininient.
Pour établir cette proposition, il faut d'abord résoudre un problème préliminaire. C est ce que je vais faire, et, pour cela, je me servirai des résultats obtenus à propos du problème de Dirichlet par la méthode de Neumann exposée ci-dessous.
Soit une surface fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine extérieur T'. Nous ferons sur S les mêmes hvpothèses quà propos de la métbode de Xeumann. Enfin désignons par »l> une fiuiction continue donnée sur S.
Priq>osons-nous de construire une fonction U telle que Ton
ait :
Al' — dans T.
dr , ^
—. — = <l> sur S.
dn
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Hest clair que, si U est une solution, U + C en est une autre, C étant une constante arbitraire.
D'abord, si U est une fonction répondant ii la question, on a :
Jis) (In ,/(T)
D*oii :
(^est là une condition évidemment nécessaire pour que le problème soit possible. Nous la supposerons remplie.
Imaginons une simple couche de matière attirante répandue sur S, la densité en chaque point étant :
Soil T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la valeur de ce potentiel en un point intérieur a S et par T' sa valeur en un point extérieur. On a, en tout point de la surface S :
et :
dT dT'
dn dn
Soit maintenant W le potentiel d'une double couche portée par S Appelons W et W ses valeurs respeclivement en un point intérieur à S et un point extérieur à S. On a :
et:
dW dW
dn dn
en tout point de S. Admettons en outre que Ton ait pu choisir la densité de la double couche de façon que l'on ait encore sur S :
pOiNCARÉ. Poient. Newt. ui
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Posons alors :
On a :
di: dL" ^ = — =^
dn dn
sur S. Mais, dans les mêmes conditions, il est visible que :
Or U' est une fonction harmonique à l'extérieur de S et régulière à rinfini. D'où :
il l'extérieur de S. Alors:
dn
Par consé({uent
dn
D'autre part :
à l'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le problème proposé.
158. Il reste un point encore à examiner. Peut-on déterminer un potentiel de double couche W par les conditions suivantes :
AW=0 .... à l'extérieur de S. ^V' = T' . . . . sur S.
Nous avons vu qu'il n'en était rien. Dans nos études sur la méthode de Xcuniann, nous avons reconnu qu'une condition était requise : une certaine constante C doit être nulle.
D'autre part, nous avons découvert une condition nécessaire pour la possibilité du problème actuel :
) iS
Comme :
est la condition nécessaire et suflisante, c'est que les deux conditions :
C = 0, f ^dt«)'=0,
sont équivalentes.
Donc, d'après notre hypothèse du paragraphe précédent, on peut certainement calculer W et, par conséquent, notre problème est bien résolu.
159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le même problème dans le cas où le domaine envisagé est constitué par la partie de l'espace extérieur à S.
Nous devons avoir :
AU' = 0. . . . h l'extérieur de S.
dU'
= — ^ . . sur S.
Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité en chaque point -7 — . Soit T son potentiel. On a toujours :
dT dV
dn dn
sur S.
D'autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une double couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique en tout point intérieur h S, tende vers — T quand on se rapproche indéfiniment de S par l'intérieur.
Posons alors :
Sur S, on a :
Donc :
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à rintèrieur de S. Par suite :
du
Mais il est clair que :
lu du
On en conclut :
du Dautre part, on a :
AU =0 à rextêrîeur de S.
Le problème est donc résolu.
Ici il nVxiste aucune condition de possibilité.
160. Kevenons maintenant aux fonctions T| considérées plus haut.
Nous voulons montrer que T, peut élre regardé comme le potentiel d'une distribution quelci»nque dont la masse totale est nulle.
Kn ellel on a, en reprenant les notations du paragraphe 154:
l / dn , .
D'après ce qui précède, nous pouvons choisir W^ de façon que :
dn
■/ étant une fonctiou arhitruire assujettie seulement à la condition :
f u'dw'^O.
La fonction initiale W^, n'est pas alors un potentiel de double
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couche. Maïs il est manifeste que cela ne change rien a nos
conclusions au sujet des fonctions T|.
161. Considérons en dernier lieu le cas où Ton part d'un potentiel T, correspondant à une simple couche dont la niasse totale M n*est pas nulle.
On peut encore former la suite des fonctions Tj.
Cela posé, supposons la masse M répandue sur S à la façon d'une masse égale d'électricité en équilibre. Soit P le potentiel dans ce dernier cas. On a :
AP^^=0. ... à l'extérieur de S.
P--=C^ ... à l'intérieur de S et sur S.
La densité en chaque point est :
l dP'
du dn / 4- du
il cause de la constance de P à Tinlérieur de S. 11 est manifeste d'après cela que les fonctions :
Ti — P
se déduisent les unes des autres d'après la même loi que les fonctions Ti.
Chaque fonction :
Ti — P
est le potentiel d'une simple couche dont évidemment la masse totale est nulle.
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*}z. conclut A^ la qa^ :
tf!i<l \rrrs zrrv quaod î augmenta iDd^finiment. En d'autres t^rme^. si la mass-^ totale qui sert à former le potentiel n*est pas Dulli^. T ne tend plu* vers zéro, mais vers I*, c'est-à-dire vers le potentiel de la cuuche électrique en équilibre sur la surlac^ S.
I>an$ les rai^mes conditions, la densité en chaque point de la matière attirante dont le potentiel est T. tend vers la densité de la couche électrique de masse M qni serait en équilibre sur la sur lace donnée S.
d'est là le principe de la méthode de M. Bohin pour déterminer une simple couche sans action sur les points intérieurs à la surùice fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode permet de trouver la dixtribution naturelle de l'électricité sur S.
CIIAPITUK IX
EXTENSION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES.
LES FONCTIONS FONDAMENTAF.ES
162. Énonoé. — Le chapitre YIII contient un exposé de la méthode imaginée par Neumann pour résoudre le problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. Nous savons l'importance de cette méthode, non pas peut-être pour établir le principe de Dirichlet — puisque la méthode du balaj'age sulfit à cet égard, — mais pour manifester l'identité des fonctions harmoniques et des potentiels newtoniens. Il est donc intéressant de chercher à donner à la méthode de Neumann toute la généralité possible. C'est ce que nous allons faire.
La preuve de la convergence des séries considérées par Neumann n'a été faite jusqu'ici que dans Thypothèse où la surface .donnée S est convexe. Nous allons montrer que cette hypothèse n'est pas indispensable.
Le développement complet des considérations qui vont suivre serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le chercher dans un mémoire inséré aux Acta Mathematica en 1896. Nous nous contenterons ici d'un aperçu qui fasse entrevoir dans quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neumann lorsqu'on a affaire à une surface S qui n'est pas convexe.
163. Hypothèses. — Nous considérons toujours une surface fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine extérieur V.
Cela posé, voici quelles hypothèses nous ferons désormais sur la surface S.
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I^'abor J nous supposerons que cette surface possède en chacun de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux déterminés. Il est facile de voir avec précision ce que nous admettons ainsi. Plaçons l'origine des coordonnées en un point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY ; plaçons-nous d'ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors :
l'équation d'une petite portion de la surface autour de Torigine. Notre hypothèse est que lef fonctions :
et:
^hJ iVz' d*z
sont finies et continues dans le voisinage de l'origine. Celle-ci du reste doit être un point quelconque de la surface.
Nous supposonins en outre que le domaine T limité par la surface S est simplement connexe. Ola signifie que toute surface fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui ne lui fait jamais rencontrer la frontière du domaine envisagé, se réduire à un point de ce domaine.
Enfin nous ne considérerons, comme fonction <ï> donnée sur S, que des fonctions possédant des dérivées partielles de tous les ordres finies et continues.
delà étant, nous aurons à nous appuyer sur le principe de Dirichlet. Xous sommes donc obligés de le regarder comme établi déjà indépendamment de la méthode de Xeumann, par exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre but est seulement d'étudier la convergence des séries de Neumann.
164. Rappel de certaines notations. — Soit W le potentiel newtonien d'une double couche portée par S. Si le point courant x,y, z tend vers un point fixe x', y', z' de S en restant toujours à
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rextérîeur de S, W a une limite que nous appelons V'. De même si x, y, z tend vers x', y', z' en restant toujours a Tintérieur de S, W a une limite V. Enfin la valeur de W quand x, y. z coïncide avec x', y', z' est bien déterminée ; c'est :
On sait que V n'est pas égal à V.
Cela posé, la méthode de Xeumann consiste h construire une double couche satisfaisant en tout point de S à la relation :
V— V' = A(V + V')+2cD,
Â étant un paramètre arbitraire et une l'onction donnée des deux coordonnées qui fixent la position d'un point sur S. Posons :
v=yA'v»
u=yA'Lv
Chaque fonction Wj est le potentiel d'une double couche portée par S et l'on a :
On peut donc construire les fonctions Wj de proche en proche. 11 reste alors à étudier la convergence des séries précédentes.
Il n'est pas nécessaire d'établir cette convergence pour toutes les valeurs de A. On sait en eflet que la résolution des problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur nécessite seulement la considération des deux valeurs :
et:
Finalement, nous pouvons nous borner à examiner le cas où ). reste compris entre — A^ et -\-\, \ étant un nombre positif quelconque supérieur à l'unité.
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SL la surface S est convexe, le problème a été résolu. Nous allous montrer qu*il peut Tètre encore avec les hypothèses que nous avons faîtes. Cela peut sembler paradoxal, car les inégalités qui ont joué un rôle essentiel au chapitre VIII ne sont plus vraies quand la surface S n*est plus convexe. Néanmoins la méthode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable quelle s'applique même dans le cas le plus général.
Ijes intégrales J. . — Considérons Tintégrale
'Lk
c'rV Ox *>x iV t)v ùz dz / *
étendue à tous les éléments de volume dT du domaine T intérieur a S.
i^.onsidén>ns de même Tintégrale :
i>\Vi d\V, dWi d\\\ . d\V| dW,
/ / i>\V, d\V, OWi d\\\ d\V| <>W> \, '~.'.t:\ i\x dx "^ iV dv "•" dz dz /
étendue à tous les éléments de volume d? du domaine T' extérieur à S.
Ku vertu des hypothèses faites, chacune de ces intégrales a un sens bien défini.
Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui concorno J,^ et pour le domaine T' en ce qui concerne J|.^.
' an
et :
'u — /'vi^^a
dn
en remarquant que :
d\\ _ d\\ dn du
puiM)ue NN\ est un potentiel de double couche.
I>au> les lormules prôoêdonles, do) désigne un élément de S
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et -^ — une dérivée prise suivant la normale à S dirigée vers dn
l'extérieur. De plus, il faut remarquer que Ton doit écrire :
tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S, puisque \Vi et \\\ sont deux potentiels newtoniens. Pour la même raison, ces deux fonctions sont régulières a l'infini.
On peut encore écrire :
et :
(S) Jn
'u=-rv:
D'où :
Jl.k = K,\
•'l.k Jk.i*
C'était d'ailleurs évident par définition même de Ji^ et de J^^.
V.-V[ = V. _. + ¥.'_, Multiplions-en les deux membres par
— i — uw dn
et intégrons en prenant la surface S pour champ d'intégration. On obtient la relation :
(a) J|,k+ J|,k = Ji - t. k Ji^l, k*
On déduit de là, par permutation des indices :
(2) Jl,k"l~ J|.k= Jk.l— 1 Jk.l — i-
Mais, si l'on applique la relation ( l) au cas où les indices ont les valeurs :
k+ l et i— 1,
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on trouve :
y Jk* 1, i - 1"+" Jk - I, i — I = Ju-i ^M -I"
En comparant les formoles (2 et 3 , on voit que : ou bien :
J|.k "f~ Ju = Ji — I. k , i ~^~ Ji — I. k ♦ I
en permutant les indices comme on a le droit de le faire. 0*autre part :
Jûk Juk "= Ji - I. k ~l~ Ji * I. k •
D'où :
Ji - I. k — I Ji . I. k - 1 = J| - i, k— I "T~ ^i * 2, k — 1 •
Mais :
Ji - !. k ~t- J| • I. k ^ Ji « * k — I "4- Ji ♦ t. k • !•
''i - I. k — I ''i - I. k — l ''Lk ^iX'
Finalement, on peut écrire les deux relations :
''. k ~^ Ji k "^^ Ji - 1. W - l + Ji — I. k * 1 ''u% ''i.k — = Ji - 1. k -r i ^i — 1. k - 1 •
Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i et k.
On déduit de ce qui précède, par addition et soustraction :
Jik ^= Ji - I. k - I
^Lk ^^= ''i — 1. k • !•
D'où : .
Ji.k ^^^^ ''i — I. k - I ^^ ■'i — i. i - 1 ^^= ••• =^ ^O.k ■»■ I
On voit par là que les iiitéjrrales :
Jik» Jik ne dépendent on réalité que de la somme i-|-k de leurs Indices.
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\oiis pouvons donc représenter ces intégrales par la notation :
en ne faisant usage que d'un seul indice.
Posons :
La relation fondamentale (1) devient alors :
Supposons ni pair et posons
ni = 2 p.
On peut alors écrire :
et :
HSm'<^)'{^)'h
la première intégrale étant étendue à tous les éléments de volume dT du domaine T intérieur à S et la seconde à tous les éléments de volume di du domaine T extérieur à S. On a donc :
Quant aux quantités :
on ne sait rien à priori sur leur signe.
Je me bornerai à signaler les inégalités suivantes :
I •'iç + 1 |'*^*'ip
([ue Ton peut facilement établir.
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168. 11 est facile de prévoir le rôle important que les quantités :
sont appelées à jouer dans Télude de la convergence des séries de Xeumann.
Soit la série :
IV
— i — dco dn
et intégrons. On obtient la série :
l'.ette série doit être aussi convergente. Donc le rayon de convergence de la série :
est lo même que celui de la série :
ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux ravons de converj^ence sont éinuix.
De même, les deux séries :
et :
ont le même cercle de convorirence. Alors ce cercle de conver- VTt'nee est aussi celui de la série :
tant il rintérîeur qu'à Textérieur de S.
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Ce sont ces aperçus qui ont amené à poser à priori et à étudier les intégrales J„ et J'„.
169. Soit W le potentiel d'une double couche quelconque portée par S. Posons :
j = rv_£Ld<o
t/iSl
et:
c(S) dn en remarquant que l'on a :
dv __ Ay
A\\ dn
en tout point de S.
On peut écrire :
dV
et:
Ces nouvelles expressions de J et de J' se déduisent des premières par application de la formule de Green.
Il est clair que Ton a :
Si l'on prend :
et :
J — jjp.
Posons maintenant
a et P étant deux paramètres réels laissés indéterminés pour le moment et d'ailleurs indépendants l'un de l'autre.
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Voyons ce que deviennent J et J' dans notre nouvelle hypothèse. On a d'abord :
+ ?*//'- Tir-''"
cVsl-à-dire :
si Ton remarque que :
/^;iLLtidco=rVp.,-^da> = J,,.,.
c's, dn /s. ^ dn
De même :
D'où :
Finalement, on peut écrire :
11 résulte de là que J et J' sont des formes quadratiques définies positives des variables a et ,3. On a donc, en considérant leurs discriminants :
('es inégalités suHisent pour montrer que les séries :
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sont convergentes pourvu que Ton ait :
Maïs on ne peut encore rien dire du cas où ). est égal a di 1.
ni. Le rapport -p- . — Etudions le rapport -p- pour les différentes fonction \V qui sont des potentiels de double couche. Supposons que Ton ait :
Alors c'est que W se réduit à une constante dans T. Dans ce cas, \V est le potentiel d'une double couche homogène. Par suite, AV se réduit à zéro dans T'. Donc :
Ainsi l'égalité :
entraine l'égalité :
On verrait de même que l'égalité :
entraîne l'égalité :
Ainsi, dans le rapport:
le numérateur et Je dénominateur ne peuvent pas s'annuler l'un sans l'autre. On convint de là que ce rapport ne peut dei'enir ni nul ni infini. Il a donc une limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro.
Ce qui précède n'est qu'un aperçu dénué de toute rigueur, car le rapport en question, par exemple, pourrait, sans s'annuler, être susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro.
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On peut, d'une façon pleinement rigoureuse, assigner à -y^ une
limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro, Noos noos contenterons d'énoncer ce point, dont on trouvera la preuve complète dans le mémoire déjà cité des Acta Mathema* tica .
C^est dans la démonstration de la proposition précédente qu*inter\'ient celle de nos hypothèses en vertu de laquelle le domaine T est simplement connexe. C*est également pour faire cette démonstration que Ton doit supposer le principe de Dirichlet établi indépendamment de la méthode de Xeumann.
Quoi qu'il en soit, nous admettons désormais que Ton peut trouver un nombre *jl satisfaisant aux inégalités :
0<'JL<1
et tel €iue :
quelle que soît la ronctlon W choisie.
On a alors :
J — uJ >0
J — •jj>0.
Ces îiiég-alités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements.
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inégalité qui est à rapprocher des inégalités semblables déjà obtenues.
Posons d'autre part :
D'où :
On déduit de là Tinégalité :
(Jfp+l ['*■'' îp+l) ^ !,"' Jp î^^'ipi V'îp^* "~ î^^ip+l)
analogue à la précédente.
Maintenant, on a :
«'(J^-[.j;)H-2a.3(j;,.- D'où Ton déduit par addition :
«*(j.p+Jip)(i-i-:
Nous sommes encore amenés à la considération d'une forme quadratique définie positive dépendant des deux variables a et [ï. Son discriminant est certainement négatif. D'où :
(J«p+i Mais on a :
- jv.)' <(4t7)'(^'' ^ ^'-^ '•''' ^ ' + ^^^''
^ip+l •'2p+ 1 — •'ap+î ~i Jîp+ !>• "•
Donc on peut écrire :
Jfp + J + Jipf î < l^ j^ I j (''sp + •'tp)
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en divisant les deux membres de Tinégalité par la quantité positive :
Posons enfin :
On a :
Finalement, nous arrivons à l'inégalité fondamentale suivante :
C'est de là que nous allons tirer la preuve de la convergence des séries de Neumann.
173. Convergence des séries de Neumann. — Nous venons d'établir l'inégalité suivante :
On peut donc écrire :
Jjp + Jjp <^ ^ r îp-ï ~l~ •'«p-»)* Multiplions ces inégalités membre a membre. Il vient :
K + j; < \K + Ji) L''.
Posons :
Nous avons en définitive :
On conclut de là que l'on a à fortiori :
puisque :
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Donc les séries :
sont convergentes comme la progression géométrique décroissante de raison L.
Nous allons déduire de là que les séries :
sont convergentes même pour X = +l et pour ). = — 1.
174. Reprenons la fonction W définie plus haut comme le potentiel d'une double couche quelconque.
Kcrivons :
On a
l'intégrale étant étendue à tout l'espace. Cette intégrale a un sens : elle représente l'énergie totale due à l'attraction de la double couche.
Considérons maintenant l'intégrale :
K = f UMw.
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On a :
Ktudîons alors le rapport :
11 a certainement une limite inférieure, puisqu'il ne peut prendre que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure ? 11 est facile de voir que non. En effet, J + J' peut s^annuler. Cela a lieu lorsque W est le potentiel d'une double couche homogène. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de zéro. Donc le rapport en question peut devenir in6ni. In artifice va nous permettre de tourner cette diflficulté.
Considérons l'intégrale
M = f^:U — C)*dw,
C étant une constante.
Choisissons cette constante C de façon que Tintégrale M soit minimum. On a :
M = \\ U-dco — 2C \\ Udw H- C^ r dw.
Pour que M soit minimum, il faut et il suflSt que C vérifie la relation suivante :
/ Udco == C I dw.
Posons :
8= 1 dto,
S otrtut l'airv do la surface donnée. On a :
f Udw
r — il!
t uxisu^vons alors le rapport :
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et cherchons a lui assigner une limite supérieure. Nous allons voir que c'est possible.
Pour que -= ry- devienne infini, il faut que J+J' s'annule. Si
cela a lieu, on a :
en tout point de l'espace. D'où :
Mais alors W est le potentiel d'une double couche homogène. Dans ces conditions, on a :
rUdco = Ur d(o = US.
D'où :
et par suite :
Ainsi l'égalité :
entraine l'égalité :
On conclut de la que le rapport :
est limité supérieurement.
Ce qui précède n'est qu'un aperçu. Mais on peut trouver une démonstration rigoureuse. Je ren\*errai encore pour ce point au mémoire déjà cité des Acta Mathemalica,
Quoi qu'il en soit, admettons que l'on puisse trouver un nombre B tel que l'on ait :
quelle que soit la fonction W choisie.
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176. Prenons la fonction W,.. A cette fonction est attachée une certaine constante C,, calculée au moyen de Téquatlon :
Posons :
On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent :
Or:
D où :
et Ton a en outre :
J*p — f— Jfp *^ Ali" .
M,<ABL*"
comme on Ta vu au paragraphe 172.
On conclut immédiatement de lii que les deux séries :
et :
v''^;"+ V'X+ • • • + v^Mi + . . .
sont convergentes à la façon d'une progression géométri(jue.
177. Soit Al' Tangle solide sous lo([uel rélément dw' ayant pour centre de gravité le point M\x', y, z) de S est vu du point
M (x, v^z). On a :
, , r , cos.|
(In r**
on désignant par r la distance MM' et par •{/ Tanglc de la normale il S en M' avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons posé :
clO'=— ^.
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Cela posé, on a :
(Considérons l'intégrale :
I.-. =X,c,_. de
C'est le potentiel d'une double couche homogène et il est manifeste que l'on a :
Ij^, = 2C,,_i... quand M est intérieur à S
Ip_i=:C,,_i quand M est sur S
Ip.., = (juand M est extérieur h S.
Prenons alors le cas où le point M reste à Textérieur de S. On peut écrire :
VVp— / V^.- ^-.-^ du 2r.
Je veux montrer que la série :
est convergente.
En effet, partons de Tidentité suivante :
cjui est bien connue sous le nom A^ identité de Lagrange, On en déduit :
On passe aisément de cette inégalité à la suivante :
[ pf 'idw'] < J'^^dco' PlM(o'
où ^ et '\f désignent deux fonctions intégrables quelconques. Cette dernière inégalité est due à M. Schwarz.
On a d'après cela :
^^-LC:^-'-'-^-)^'^"']
Envisageons l'intégrale :
On peut écrire :
dO' 1 cos ^
D où :
D où .:
dco' 2t. r'
Jis) 4-*r'
Or, ici r ne peut pas s'annuler. Donc on peut assigner une limite supérieure G à H. Par suite :
et enfin :
WÎ<GM^,
WJ<GABL'f-*
On déduit de là sans peine :
IW^KV^ÂBG'L'*-' Posons :
, /Âiitr
On peut écrire :
|W,f<glA
(Considérons alors la série :
On a :
r/.'Wi<sÀL:',
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Donc la série envisagée est convergente comme une progression géométrique pour les valeurs de \ satisfaisant à l'inégalité :
En particulier, on peut prendre \ égal à +1. Comme tout ce qui précède est valable pour les points M extérieurs à S, on voit que le problème extérieur de Dirichlet est résolu.
178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point M(x,y,z) est situé à l'intérieur de S. Il faut alors modifier un peu les raisonnements précédents.
On a, cette fois :
w,- 2c,„. -/,,(U'p-. - c,._o de'.
On peut montrer d'après cela que la série :
est convergente. C'est alors le problème intérieur de Dirichlet qui est résolu. Les raisonnements sont d'ailleurs tout semblables i\ ceux du paragraphe précédent.
179. Pour que les conclusions énoncées à la fin de chacun des paragraphes 177 et 178 puissent être considérées comme rigoureusement établies, il reste encore à prouver la convergence des séries de Neumann pour le cas où le point M (x, y, z) est situé sur la surface S elle-même.
On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour les cas des points extérieurs ou intérieurs. En effet, si nous envisageons maintenant l'intégrale :
le coefficient différentiel ne reste plus fini dans le champ d'intégration. Par suite le nombre G n'existe plus. Cependant on peut encore être assuré de la convergence de la série de Xeumann. 11 faut seulement construire une nouvelle démonstration. Je n'exposerai pas ici cette démonstration. Elle est contenue
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dans le mémoire des -4r//7 mathematica dont j*aî déjà parlé. En voici seulement les conclusions.
Kn un point extérieur à S, on a, en désignant par g une certaine cimstante :
l^v,|<gL^
Kn un point intérieur on a de même :
;^v.,-(:,._.l<gL-
Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies. Mais, si Ton remarque ([ue Wp se réduit alors à Up et si Ton appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut écrire :
Les conclusions relatives à la convergence de la série de Xeumannn ne sont pas modifiées.
180. Ck>nciiision. — Les considérations précédentes ne constituent évidemment que des aperçus. Mais une démonstration rigoureuse et complète est possible. On peut se rendre compte déjà do la direction dans lacpielle il a fallu la chercher et dans hn|nelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encore les circtHistances où la méthode de Neumann s'appli([ue. Bornonsnous à conclure que cette méthode donne encore la solution du prohlème do Hirichlot quand la surface S n'est plus conçcrv. pourvu qu'elle soit toujours simplement connexe. 11 est probable momo qu\>n pourrait arri\er à se débarrasser de toute restriction relut i\o à Tordre de conne\ii>n du domaine envisagé.
181. Dèûnition des fonctions fondamentales. — Dans les chapitres prooodonts. j'ai chorché à donner partout à mes raisonnements un caractère do parlaite rigueur. Je veux maintenant ternunor par quelques indications où mon but sera moins d'obtenir lies conclusions dolinitivos que do l'aire entrevoir comment certains problèmes doivent être pi>sos.
Soit S une surface fVrmoo portant une simple couche de matière attirante. .Vppolons T le potentiel du à l'action de cette sintplo couche. Quand nous on aurons besoin, nous distinguerons
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la valeur T de ce potentiel en un point intérieur à S et sa valeur T' en un point extérieur à S. Sur S, on a :
clT AT
(In "^ dn
comme nous l'apprend la théorie des surfaces attirantes. Formons les intégrales :
étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur à S, Le théorème de Green montre que Ton a :
dT ,
*'(S) ui>
et :
dT'
»',s, du
D'ailleurs on peut écrire ; •
j=rT-4^dc.
J{S) du
c'(S) du
Les deux quantités J et J' sont essentiellement positives. Elles ont donc chacune un minimum.
Assujettissons les fonctions T à la condition suivante :
Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette relation, celle qui fait prendre à J sa valeur minimum. Klle n'est certainement pas identiquement nulle.
Iâ#<3- *fimtu«"-HLî-
a*-nr " n Ufir
l*tLs«{flr- - r*^ mntfwifrw
Ul
IfU
. en
_fifii- JA "-■oiiLnjin
*-• r— nur i -a ^iu-ian*
" rT
_ iii~"- lîi-"*. >a "jf'i^ -?*:t'_"'* :
_'ff l'î'l-TL r*f-J"^- 3.5 ;
-^ i. - : :.ir --i-^r-i" ij-*e> lu::'* d-? l'antre. Donc il e3d$te une
• dT . JT '^, ..
dn
da
que", que soit lo choix laiî p<:>ur la l'onetiun 5 T. On en conclut
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que la fonction T considérée — que nous désignerons, dorénavant par T, — vériGe la relation :
du * dn
en tout point de S.
D'ailleurs J atteint évidemment son minimum pour la fonction potentielle qui correspond à la distribution d'équilibre d'une couche électrique répandue sur la surface S regardée comme conductrice. Dans ce cas, on a :
dn
D'où :
Telle est la première fonction fondamentale.
Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations
suivantes :
dT'
(S) dn
11 existe une fonction T, de cet ensemble qui rend J minimum. Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction satisfait en tout point de S à l'équation :
dT, . ,, ar; _ , di;
lu-~^ = k
dn ' dn dn
Je dis que l'on a :
En effet, multiplions les deux membres de la précédente égalité par :
et intégrons. On trouve :
Tt <^t, , ^, r^^ dT; r di; ,
/ T. . * dto + h^ / T,— j — dw = k / T— j-i-dw, ^(S) * dn Vs) * dn J^s] » du
^J^ THEORIE Dr POTEMIEL yEUTOSIEy
Miùs on a :
{uiisi|ue :
ol t|iu» :
^'< ' du ^ - * du
AT, = 0, AT
à lîntoiiour de S. D'autre part :
I T.-^Jo^l T.-i, -i- do, = 0, % s * du » - ' du
tu vertu des hypothèses faites. Kulîu :
dT I T -^do)^— J =—1.
• < du
Ooue :
Ou volt par là i|uo hi sectuule fouetiou roudamentale Ti vérifie
l,î relation :
dT, , dT. .
dn ~ du
l>'aillours ou a :
ilT. , . i\^ dT.
I T,4^dc.> — h. / T.-^do) = 0.
>. du "/^ " du
ee t|ui montre i[ue h, est piïsilil.
0\\ peut proeéder ainsi île proehe en proche. On définit dt' la sorte une suite illimitée de etMistantes positives croissantes :
li.h h....h....
:iu\(|uollos oorrospoiuloiit dos louctions :
T,TJ,.. T. .
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jouissant des propriétés suivantes :
ATi = à riiitéricur de S
AT[ = () il l'extérieur de S
Tj = T[ sur S
— î h lii — i — = sur S.
du (lu
!>«.* plus T, est une ronctiou régulière à riufiiu. iMilin on a :
I T| — ï— !^d(o = 0... si I^^k
c'<) du
t T; — i-^ =0... si 1=5^ k.
» s.. du '
L4?s fonctions T| ainsi définies portent le nom de Foncdcns fan il a mcn ta les .
182. On peut (ornier l'acilenieiit les ionellons londanientales clans le cas de la sphère.
Appelons alors X„ une fonction sphérî(jue. Posons :
On a alors :
On a bien :
n * Il
et :
<lfu ■ " <lTn ^^^
dn n-f- l du
pour 0=1, en supposant ([uc* le rayon de la splière envisaf^i'o soit égal il Tunlté.
POIXCAR^:. Polciit. Nowl. -s»
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183. t.)n peut tMieore former les fonctions fondamentales dans le cas d'un ellipsi»ïde représenté par l'équation:
Passons en ellet en et>ordonnées elliptiques. Considérons les (juadriques définies par i*é4|uation :
IV — /. ir — /. C" — A
Ce sont les i|uadri(pies homofocales à l'ellipsoïde donné. Par cha(|ue pinnl de l'espace, il passe Inns de ces quadriques. Les valeurs C4»rrespondantesilu paramètre a seront désignées par p.;jL,v. On a par exemple :
Pour A-=c. . un ellipsoïde.
Pour /. = ;jL. . un hyperludoïde à une nappe.
Pour /. =v . unhyperholoïde à deux nappes.
Les nombres c, |jl, v ciMisliluent ce qu'on appelle les coordonnées ellipli(|ues d'un point.
On connaît la déiinition des fonctions de Luniè. FJles sont de la forme :
IIMN
et 1 on a :
Le produit IIMX définit une fonction harmonique à 1 intérieur (le la surface S donnée. Nous posons :
T=RMX.
Maintenant, on peut construire une fonction IV telle que le produit :
IVMX
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-soit harmonique h rcxtérieur de S et que pour p == on ait :
On pose alors :
T = R'MX.
A une longueur infiniment petite prise sur la normale à l'ellipsoïde donné correspond un accroissement dp de p. On a d'ailleurs :
d;jL = 0, d/ = 0.
D'où
dT _ dll ,,,. dp
MX
du d z dn
•*'^'=aiMx ^''
D'où
(In cl i cin
IK
On en déduit
do
dT , , dT ,.
dn dn
D'ailleurs, h est la valeur de :
dR
do
Is
pour p = : c'est donc bien une constante.
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184. llevcnons au cas général et appelons <î> une fonction quelconque définie sur S.
De nombreuses analogies portent à penser que la fonction 4> est toujours développable en série procédant suivant les fonctions fondamentales.
On aurait alors :
les A, étant des constantes.
SI Ton admet la possibilité du développement, le calcul descoelKcIents Ai est facile.
Multiplions en effet les deux membres de l'égalité (1) par :
dT;
do)
dn et Intégrons. On a :
J{?>) du
/• dT;
/ Ti ' d(t) = — 1.
J<) dn
D'où :
Ai = — / <I>— i-^ dw.
»/;S) dn
On sait donc l'ormer la série il).
Soit W la somme de la série* (1) on dos points non situés sur S. On voit que W est une fonction harmonique tant à rintérieur qu'à l'extériour do S, car W est le potentiel d'une simple couche. Do phis, W se réduit à <I> sur S. Donc W est la fonction qui résout 1<* problème do Dirichlot tant intérieur ([u'oxtériour.
185. Application à la méthode de Neumann. — Revenons à la détorminalion d'une double couche dont le potentiel W vérifie la relation :
en tout point de S.
EXTE\<IOy ÙE LA METHODE ImE vrîJtfJ Y.V 5S7
On peut écrire, en «apprîma!:it !•?> î&dicr* p<iar abréger récriture :
W=ViT
On a :
.JT ^ dT
D'autre part :
àik Azi
JT
puisque :
dii ^^ dxi
d\V dW
dn *\'..
D'où :
Mais la relatiun 1 di^nn^ :
Comparons \ k\ 1 -.
Cette équation \»*:\iu«-\. A*- ralrul^rr \, puI!^qu*on tonnait a. On a ^rnsuîte ?S par i;j relation l . On trouv*- :
l_h— ■/ 1— h D apri?s> c»:la. \V «-1 W s»- {<r<'-s''nt^iit t<»mme des tunction» mon>-
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morphes de a. Le module du pôle dont le module est le plus petit est :
Il est plus grand que 1. Donc le cercle de convergence des séries, de Neumnnn est plus grand que 1. Il n'y a d'exception i\ celu que si Tune des quantités h est nulle. On a :
Donc les conclusions précédentes supposent une condition :
Cette condition est d'ailleurs équivalente à la condition :
que nous avions rencontrée dans Télude directe de la méthode de Neumann. Il est visible enfin que, pour le problème extérieur, il n'y a pas de condition semblable, h cause de la présence de h au numérateur de ^fi'. On voit en effet que, pour h, = 0, on a :
sans (ju'il soit forcé pour cela que a, soit nul.
En résumé, faisons ). = 1 dans les séries de Xeumann. Il vient:
On a ainsi la solution du problème extérieur de Dirichlet. Mais il y a une condition de possibilité. Cette condition est nécessaire pour que nos séries représentent la solution, c'est-à-dire pour que celle-ci puisse être regardée comme un potentiel de double couche. Faisons maintenant a = — 1. On trouve :
W'=yahT.
On il (lo la sorte h» solution du problème intérieur do Dirichlet.
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Mais cette lois, il n'y a pas de c()iuliti<»n de possihililr. Ka solution est toujours assimilable à un potentiel de double eouelir.
186. Application à un problème analogue à celui deDirichlet. Reprenons les notations :
dont nous nous sommes déjà servi.
(Iherehons à construire une fonction jouissant des propriétés
suivantes :
dV dV . /dV dV \ , .,, (in lin \ dn un /
^ étant une fonction donnée sur S.
Posons :
W -^VaNV;
av \^. .IV
(lu ^^ (lu (IV \^. <1V
dn 4M^ ' dn
On voit ([ue les (onctions \\ , sont di-s pot<;nti('ls dr siniplrs couches dont les densités sont clonné^-s par 1rs écpialions suivantes :
(In du
dn i\\\ dn ' dn
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d\\ dv; dVi_, dv;_,
dn dn dn dn
Oo peut donc former les séries i .
Cela po>ê, la convergence des séries (1 ■ peut être étudiée par des pn»cédès tout à fait semblables à ceux que nous avons emplovês à pro|His du prt>blême de Neumann. Les conclusions sont les mêmes. On voit donc que. pourvu que le domaine envisagt^ soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveau problème que nous venons de poser.
Pour À = ir i , on retombe sur le problème étudié au paragraphe 175. Dans le cas du problème intérieur, il y a une condition de pt^ssibilité.
Mais dans le cas du problème extérieur, il nx a plus aucune condition de possibilité.
187. Voyons le rôle joué ici par les fonctions fondamentales. Tout |>*>rte à penser qu'une fonction arbitraire 4> peut être développée en série de la forme suivante :
4>=Va
dT.
Si l\ui admet la possibilité de ce développement, il est facile de ralenler les ooellicients A,. On a :
% > du
l>\>ii
co.
Par suite :
, S * < dn
* s lin
A. :^ — / iM.dc».
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Appliquons ce résultat à notre problème.
Posons :
r» clT'
et prenons
\V =y fiT.
On a :
(lu ~2.' (lu
et :
dV _Y dT _ Y dT'
La relation qui doit i^tre vérificc sur S donne alors :
l*ar suite :
Mais on a :
l + h+).(l — h) jLà^ ' (l_f-h,"-»
On conclut de là :
On a
si h est positif. Dans ce ras, il est clair que \\\ tend vers zéro quand p augmente indéiininient.
Mais si on a :
le terme en h, ne disparaît pas.
On a :
i+ii,
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puisque h, ost nul. l)\)ù :
lim(— 1VAV, = — 2aJ,
lim:— i;'Av; = — 2aj;.
Ou a (lour là un moyeu de calculer T, <*t T',, c'(*st-à-(.lire le potentiel eu un point intérieur et en un point extérieur d'une distribution électri([U(» en é([uilil)re sur S.
On rc^trouve ainsi la mcthodo do M. liohin pour déterminer une eouclu» attirante étalée sur une surlace fermée S et sans action sur un point intérieur.
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