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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES PONCTIONS D UNE VARIABLE COMPLEXE
Caractère général d'une fonction d'une variable complexe.
96. Soit f{z) une fonction continue, réelle ou complexe, d’une variable z ; supposons que cette fonction soit définie, pour des valeurs réelles de cette variable, par une équation de la forme
f, (z) et f, (z) étant des fonctions réelles pour les valeurs réelles de z.
Si dz représente un accroissement réel infiniment petit de la variable z, le rapport
f(z + dz)-f{z) dz
aura pour limite une nouvelle fonction /’(z) de z, qui sera généralement déterminée, et qui ne dépendra nullement du signe de l’accroissement dz, ni de la manière dont on aura fait converger cet accroissement vers zéro. Cette limite s’appelle, comme on sait, la fonction dérivée ou simplement la dérivée de f (z).
L’existence de cette fonction dérivée se vérifie pour toutes les fonctions continues définies a priori. Elle sert è en définir une
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infinité d’autres au moyen de l’intégration; et, pour toutes les fonctions inconnues que l’on considère en Analyse, on admet implicitement qu’elles jouissent de la propriété d’avoir une dérivée qui ne devient nulle ou infinie qu’un nombre limité de fois dans un intervalle fini quelconque.
Voyons à quelle condition les fonctions d’une variable complexe jouiront de cette propriété fondamentale.
97. Dans le cas où z est une variable réelle et d: un accroissement réel infiniment petit, on a
f{z+,iz)-nz)
(Iz
-r(‘)-^-^dz,
y. étant une fonction, réelle ou complexe, de z et de dz, qui ne devient pas infinie pour dz = 0. 11 en sera de même, lorsqu’on remplacera z par une valeur complexe
X H- ty — re .
pourvu qu’on laisse dz réel, ou ;/ constant.
Supposons maintenant qu’on fiisse varier à la fois a: et ;/, ou r et p, et soit
dz = dx H idy = f e*’' ,
P étant infiniment petit, et f ayant une valeur quelconque. Si l’on fait cette substitution dans l’équation précédente, le second membre deviendra
la fonction x de z et de f e'*' n’étant pas généralement infinie pour P = 0 ; et par suite la valeur de
dz
se réduira à la partie f'{z), qui est une fonction de z seulement, indépendante de dz et, par conséquent, de l’angle z>.
On voit donc qu’une fonction d’une variable complexe étant définie comme ce que devient une fonction f{z) d’une varable réelle, lorsqu’on substitue à z des valeurs complexes, cette fonction
IIKS QUANTiriïS OOMPI.KXES.
jouirn do la mfinc propriété fondamentale que les fonctions d’une variable réelle, c’est-à-dire qu’elle aura, pour chaque valeur de z, une dérivée par rapport à z, généralement déterminée et finie, dépendant seulement de z, et nullement de la nature de l’accroissement infiniment petit de cette variable.
Les fonctions de variables complexes, ainsi définies, peuvent donc être soumises au calcul d’après les mêmes règles de différentialion et d’intégration que les fonctions de variables réelles; de sorte que, si une fonction est bien définie pour les valeurs réelles de la variable, et si elle est formée au moyen des opérations élémentaires dont la signification a pu être étendue au cas des quantités complexes, on pourra calculer sa diffàmlieUe et son intégrale indéfinie, sans s’inquiéter de savoir si la valeur actuelle de la variable est réelle ou complexe.
98. Une variable complexe z étant une fonction de ses deux composantes x et y, indépendantes entre elles, il en sera de môme de toute fonction f{z) de z, et l’on pourra former les dérivées partielles de f[z) par rapport à chacune des variables indépendantes X ,y . Si l’on pose donc, pour un instant,
/■(•:) = /‘(a- + »y) = é’Cr , y) ,
on aura identiquement
F(x + tlx , y) — F (X , y) _ /(s d^z) — f (z) d^z
d.c d^z dx ’
F{x,y + dy)-F{x,y ) ^ ^
dg d^z dy
Or, d’après ce que nous avons vu dans le numéro précédent, chacun des rapports
f{z + dz) - f(z) f{z + d^z) -f{z)
a pour limite la dérivée de f{z ) , ou f{z ) . Ensuite
d.r dy
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Donc
D F(ar , y) = D/(r) = ir(z) .
Ces valeurs montrent que les deux dérivées partielles de la fonction F {x , y) ou f (i) des deux variables indépendantes x , y , sont liées entre elles par la relation
(J) D/(x,v)=-[DF(;r,y),
ou
99. Les fonctions f{z), dont nous venons d’établir la propriété fondamentale, ne sont pas prises dans le sens le plus général que l’on attache au mot fonction, si l’on entend par fonction toute quantité dont la valeur est déterminée pour chaque système de valeurs des variables dont elle dépend.
On pourrait dire, en effet, que les deux variables x eX y étant déterminées dès que l’on a choisi la valeur de la variable complexe Z, cette dernière représente à elle seule un système de valeurs des deux variables réelles x, y; et par suite, qu’en donnant à z toutes les valeurs possibles, on obtiendra tous les systèmes de valeurs des variables x, y, dont dépend la fonction quelconque F{x,y) de deux variables réelles.
Mais on peut prévoir a priori qu’une telle généralisation n’est pas admissible. Elle tient, en effet, à la valeur particulière attribuée au symbole i, d’où dépend la décomposition en deux composantes rectangulaires de la variable z attachée à chaque point du plan. Or, l’usage des variables complexes dans l’Analyse est fondé sur la généralisation des opérations, en vertu de laquelle le symbole t est traité indépendamment de sa signification particulière, et le binôme x + iy soumis aux mêmes règles d’opérations que si la lettre i représentait une constante quelconque. D’après cela, l’extension donnée à la définition des fonctions, lorsqu'on y remplace la variable réelle z par le binôme x H- iy, doit consister à traiter ce binôme comme si la constante i avait une valeur quelconque, puis à particulariser cette valeur seulement dans le résultat.
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Nous appellerons donc fonction de la variabIeconiplexez= a: + iy ce que devient la fonction
définie pour les valeurs réelles de x et de y et pour une valeur quelconque de la constante a, lorsqu'on donne à celte constante la valeur particulière t.
100. Il est facile d’obtenir la condition pour qu’une fonction F{x,y) des variables indépendantes x,ij puisse être considérée comme une fonction du binême x + oty. Si Ton pose, en effet,
on aura
0/ix,y) = f’{x-i-«y),
D^F{x,y) = af'{x + «y) .
Donc
D/(a:,yj = — D f(x,y) ,
condition nécessaire, qui, pour a = t, se change dans l’équation (1).
Réciproquement, cette condition est suffisante; car, si elle est satisfaite, alors on aura
d’où
dF ix,y) — {x , y). dx+ D^F(x ,y).dy = D/(x,y) {dx + «dy),
dF (x , y) dfx-hay)
quantité indépendante du rapport et que l’on peut représenter par f'{x + «y), comme on le verrait par un raisonnement connu. Donc
dF{x,y) = df{x + ay),
et par suite F{x , y) ne dépend que du binôme x+ ay, et ne change pas si x et y varient d’une manière quelconque, tant que ^ la valeur de ce binôme reste invariable.
Si l'on suppose maintenant a = t , on retrouve la condition (1) du n” 08, laquelle est ainsi la condition nécessaire et suffisante iwur qu’une fonction de deux variables F (x , y) puisse être considérée comme une fonction du binôme i = x -t- ly.
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101. On peut aisément vérifier en même temps que cette condition exprime que F (x , y) a une dérivée déterminée par rapport à z = a: + iy. En effet, cette relation est nécessaire et suffisante pour que le rapport
dy
dF{x,y) _ dz
• ■ dy
dx
soit indépendant de •
Donc l’équation aux dérivées partielles
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction F(t , y) des deux variables indé[)endantes réelles x , y puisse être traitée, d’après les règles de l’Analyse des quantités réelles, connue une fonction de la seule variable complexe : = a:-t- iy , et, en particulier, pour qu’elle jouisse de la propriété fondamentale des fonctions d’une seule variable, d’avoir, par ra[)port à cette variable, une dérivée détertninée, indépendante du mode d’accroissement de cette variable (‘).
Séparons maintenant, dans la fonction
w.-f{z) = f{x+iy), le réel de l’imaginaire, et posons
. w — H a- If.
(') Cauchy n'admettait pas cette restriction dans la ddlinition d'une runctinn d'une variable complexe, et il appelait fonctions niomiÿciics celles qui satisfont à la définition re.streinte. Mais comme tous ses théorèmes s'appliquent exclusivement aux fonctions monogènes, les autres fonctions ne jouissant que des propriétés générales des fonctions de deux variables indépendantes, et leur calcul ne pouvant se ramener à celui des fonctions d'une seule variable, il vaut mieux, à l'exemple de IIismasn, exclure tout d'abord de nos recherches les fonctions non monogènes, et réserver aux seules fonctions monogènes le nom de fondions de la variable complexe x-t- iy. On évite ainsi li répétition inutile d'un mot qui reviendrait invariablement dans chaque énoncé.
L’équation (1) deviendra alors
D^(m + iu) = -L + if) , on
Du — Du + I (D r + D « ) = 0 .
Cette équation se partage en deux autres,
(2) D tt = D f’ , D U = — D r ,
qui expriment les conditions auxquelles doivent satisfaire les onctions H , V des variables indépendantes x , y, pour que « + iv puisse être considéré comme une fonction du binôme x + iy , jouissant de la propriété fondamentale des fonctions d’une seule variable.
10.3. On verrait de môme, en introduisant les coordonnées polaires au lieu des coordonnées rectangulaires x,y, que la condition nécessaire et suflisante pour que l’expression
(/{ et P étant des fonctions réelles de r et de p), soit une fonction de
ip
Z = re\
est que l’on ait
D IP + -- D 10 = 0 , r r P ’
équation qui se partage en deux autres.
r.Dfl = H.Df^, r/t.Di’= — Dfl.
1 04. On peut vérifier effectivement, sur des exemples très simples, qu’une fonction de x et de y, qui ne satisfait pas aux relations (1) ou (2), n’a pas de dérivée par rapport à z, indépendante de l’argument de dz.
Soit, par exemple.
w ~ u + iv ~ X — iy , qui ne satisfait pas à la relation (1).
On a, en posant dz = ç.é ’^ ,
dw
dz dx + idy quantité qui dépend de ip
_ dx—idy
dx + idy ~ iÿ ~ * ’
fe
105. Si l’on différentie les équations (2) par rapport à a: et à y, on en tire, en éliminant tour à tour v et m, les équations
Donc les deux fonctions v et v ne peuvent ni l’une ni l’autre être choisies arbitrairement. Elles doivent satisfaire toutes les deux à équation aux dérivées partielles du second ordre
D,i«' + dV = 0.
Si nous supposons remplies les conditions (2), posons
(4) d’où
■ Üv,
D^«’= A'+iF,
= — Y -h iX = iü^w J
dw = (X +iY) dv+(—Y+ iX) dy = {X+ iY) {dx + idy) = {X+iY)dz.
Donc la dérivée totale a pour valeur
et par conséquent on a du
dw
— X+iY,
= D w = -, D ti:
riz ^ t y
107. La dérivée-^y , donnée par l’équation (6), est elle-même
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une fonction de z. En effet, d’après les équations (4), on a
DA'= DDt)= DF,
D F=— DDh = — D X,
et ce sont là les conditions pour que A' + iY soit une fonction de z = x-{- iy.
11 en est de même, en vertu des équations (7), des dérivées partielles de w par rapport à a: et à y.
Donc, si tv est une fonction de i — a; + iy, toutes les dérivées, totales ou partielles, de cette fonction seront aussi des fonctions de z = x+ iy.
Hetnarque. Il est facile d’exprimer toutes les dérivées partielles des fonctions t< et v, prises par rapport à x et à y à la fois, au moyen de dérivées prises par rapport à une seule de ces variables. En effet, de l’équation (3), à laquelle u et u satisfont, résulte la formule symbolique
d’où
dI" = (- 1)" d]* .
Donc
Ensuite, en vertu des équations (4),
On peut ainsi tout ramener à des dérivées de « ou de v prises par rapport à une seule des variables, à x, par exemple.
Comme d’ailleurs, d’après la formule (7),
il s’ensuit de là que toutes les dérivées partielles de n ou de v se ramènent à la partie réelle ou à la partie imaginaire de la dérivée totale de même ordre de w par rapport à r.
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108. Supposons que la variable : soit elle-môme une fonction d’une autre variable ç = | -f in, de sorte que l’on ait
Toute fonction w = /(z) de z sera aussi une fonction de ç. On a, en effet,
= r(z). DjZ , = f'{z) . D^z,
d’où, en vertu de l'équation (1), à laquelle z = ^(Ç) satisfait.
üji; ( D w = /'(;) (D.Z H- i I) z) = 0 .
Donc w, considéré comme fonction de i et de r„ satisfait aussi à l'équation ( I); c'est donc une fonction de ^ H- ir,.
.Autrement, on a, quel que soit dz,
div — f'(:)(lz .
Ur, I étant une fonction de Ç ,
'f- = r'(ç)dç,
dw = f'{z)f'{ç)d!;, d’où
d>V iV , V , , N
quantité indépendante de la direction de d>;.
109. L’équation (6) exprime une relation {géométrique remarquable entre les points du plan qui représentent la fonction tv et la variable indépendante z. Si l’on représente les différentielles de z et de U) par
dz ~ ;.e^ , dw = ,
l'équation (Ü) donne
= X+iï,
d’où, en égalant de part et d’autre les modules et les arguments.
Z— ? = arcUng ^ .
On voit par là que, dz et dw étant deux accroissements infiniment petits simultanés de la variable z et de la fonction w, le
rapport des modules — et la différence des arguments y — y de
ces accroissements ne dépendent pas de ou de dz, mais seulement de la position du point z lui-rnème.
Donc, si 2z, , zz, sont deux accroissements infiniment petits de *’’■ z, et w’u,', , mv, les accroissements
correspondants de w, les deux trian- I gles 21, r, , ww,w, seront toujours directement semblablcit.
Si z décrit un contour infiniment petit quelconque, te^décrira un contour directement semblable.
Ainsi deux figures quelconques formées l’une par un système de |K)ints z, l'autre par le système des points te correspondants, sont semblables dans leurs éléments infiniment petits {‘).
Continuité et discontinuité des fonctions.
liO. Une fonction d’une seule variable réelle x,
f[x)= f,{x) + if. (X),
est dite continue dans le voisinage de la valeur x, lorsque la différence
df(x) = f(x + dx)-f{x)
est infiniment petite en môme temps que dx. Dans le cas contraire, la fonction est dite discontinue.
De même, une fonction f{x,y) de deux variables réelles est dite
n l'uÿ. SiEDECK, Ueber die graphische Varstellung u. s. w. {Crelk's Journal, tome LV).
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continue dans le voisinage du point {x,y), toutes les fois que la différence
= f{x + dx,y + dy) — f{x,y)
est infiniment petite, quels que soient les accroissements dx,dy, pourvu qu'ils soient l’un et l'autre infiniment petits. Dans le cas contraire, la fonction est discontinue.
lit. Une fonction ( (z) d’une variable complexe z—x+iy, étant un cas particulier d’une fonction de deux variables réelles, sera continue lorsque la différence
df{z) = f{z-\ dz)-fiz)
sera infiniment petite en même temps que dx et que dy, et par suite en même temps que le module de dz, ou que dz lui-même.
D’après cela, f (:) variera d’une manière continue entre deux limites données Zt,,Z, lorsque, : passant de la position Zo à la [xisition Z par un chemin de forme quelconque, pourvu qu’il ne présente aucune interruption, les valeurs de f (:), correspondantes à deux positions consécutives de z sur le chemin donné, sont infiniment voisines. Nous ne considérons comme infiniment voisines que deux positions de z séparées par un arc infmimeid petit du chemin donné : nous verrons plus tard que l’on peut avoir lieu de ne pas regarder comme telles deux positions de : prises sur deux branches différentes d’une courbe qui se coupe elle-même, bien que ces deux positions puissent être séparées par une droite infiniment petite .
112. Une fonction [leut être discoiiliuuc de plusieurs manières, soit en passant brusquement d'uiio valeur finie à une valeur finie différente, comme cela a lieu pour la fonction représentée par l’ordonnée d’une courbe qui offre un point de rupture, ou encore pour les fonctions représentées par certaines intégrales définies ; soit en devenant infinie pour certaines valeurs de la variable, comme les fonctions
qui deviennent infinies pour j = c.
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c, pour lequel la fonction f{c) devient inflnie,
Un point :
s'appelle, pour abréger, un infini de cette fonction; de même qu’un point pour lequel la fonction s’annule est dit un zéro de cette fonction.
Considérons l’inverse de lu fonction f{z). A chaque
zéro de l’une des fonctions f{z), , correspond un infini de l’au-
tre. La considération de cette valeur inverse ^ va nous conduire à partager en deux classes les points de discontinuité de la fonction
La fonction f{z) devenant infinie pour z = c, il peut arriver que la valeur réciproque -j^ soit continue dans le voisinage de z = c. C’est ce qui aura lieu toutes les fois que ({c q- di) sera infiniment grand tout autour du point c. Car [1 étant infiniment petit tout autour de c et nul au point c lui-même, la continuité existera pour la fonction tout autour de ce point c.
Nous dirons, dans ce cas, que le point c est un point de discontinuité de pnEMifcRR ESPÈCE OU uii infini de premièhe espèce. Comme ce cas est celui que nous aurons presque toujours à considérer, nous conviendrons une fois pour toutes que, toutes les fois que nous parlerons d'un point de discontinuité ou d’un infini, sans autre désignation, il s’agira d’un point de discontinuité ou d’un infini de première espèce.
De même, nous appellerons zéros de première espèce, ou simplement zéros d’une fonction f{z) les points c tels ofis f{c-\-dz) soit infiniment petit tout autour de point c et nul au point c luimême.
Ainsi, tout zéro de Tune des fonctions f(z), sera un infini de
l’autre, et réciproquement; et, pour un tel point, l’une des deux fonctions restera toujours continue, tandis que l’autre passera par l’infini.
114. Nous appellerons points de discontinuité de seconde espèce les points de discontinuité de f(z) pour lesquels n’est pas con-
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tinue. C’est ce qui arrive lorsque la fonction f(z) passe brusquement (l’une valeur finie g à une autre valeur finie /i : la fonction éprouve alors une solution de continuité, en passant brusquement
de la valeur — à la valèur y
Une discontinuité de seconde espèce peut correspondre à une
valeur finie de f{z), lorsque la fonction ({c + dz) n’est pas infinie
tout autour du point c. Car alors l’est pas infiniment petit
tout autour de c, et passe, dans un intervalle' infiniment petit, d’une valeur nulle à une valeur finie ou infiniment grande.
Considérons, par exemple, la fonction
Si Z — c a une valeur réelle et positive -, f{z) sera infini pour Z — c infiniment petit. Au contraire, pour : — c négatif et = — s, f{z) sera infiniment petit pour c infiniment petit. Pour les autres valeurs voisines de c, f{z) est indéterminé. Donc c est un point de discontinuité de seconde espèce de la fonction f(z).
H5. Si f{x) est une fonction de la variable x supposée réelle, et que cette fonction soit toujours continue, ou simplement finie entre les valeurs Xo et X de cette variable, on démontre, dans le Calcul intégral, que la formule
est toujours vraie, de quelque manière que se comporte la dérivée l'{x) entre ces limites, cette dérivée pouvant devenir discontinue ou même infinie dans cet intervalle.
Functions uniforntes et fonctions mullifonnes.
H6. Une fonction est dite uniforme, lorsqu’elle n’admet qu’une seule valeur déterminée, pour chaque valeur donnée de la variable. Telles sont les fonctions qui résultent des opérations rationnelles
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d’addition et de soustraction, de multiplic<ation et de, division, d’élévation aux puissances entières, ou de combinaisons quelconques d’un nombre fini de ces opérations.
Telles sont encore les fonctions définies comme limites de sommes de séries convergentes, dont tous les termes sont des fonctions uniformes ; par exemple, la fonction exponentielle e‘, et les fonctions circulaires directes sin :, cos qui s'en déduisent.
117. Si une fonction f{z) est uniforme, sa valeur réciproque est aussi uniforme.
Il en est de môme évidemment de toute fonction uniforme de f{z), qui est aussi une fonction uniforme de z.
118. Si l’une des fonctions f{z), a un infini (de première espèce) au point c, l’autre, étant continue dans le voisinage de ce point (qui est pour elle un zéro), sera encore une fonction uniforme en ce point. Nous dirons alors que celle des fonctions qui devient infinie est encore uniforme dans le voisinage de son infini, et en cet infini même-
Si, au contraire, la fonction f{z) a en c une discontinuité de seconde espèce, auquel cas il en est de même pour la fonction
, alors f (z) et cesseront d’être uniformes au point c luimême, bien qu’elles puissent être uniformes en tout autre point.
Nous verrons que l’on peut cependant, dans certains cas, traiter ces fonctions comme si elles étaient partout uniformes, pourvu que ces solutions de continuité de seconde espèce soient en nombre fini dans un espace donné.
119. Si deux variables w et z sont liées entre elles de telle manière que, pour chaque valeur de z,w prenne une valeur déterminée, mais qu’elle ne prenne jamais la même valeur pour deux valeurs de z différentes entre elles ; alors z pourra être considéré comme une fonction uniforme de la variable w.
C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les fonctions
m =z az + b ,
az-hb
CZ "4“ fl
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: étant dans les deux cas une fonction uniforme de w, aussi bien que w est une fonction uniforme de
120. Mais généralement il n'en est pas ainsi. Une fonction te de 2 reprend la même valeur en des points différents du plan, en nombre fini ou infini. Il en résulte alors que, si l’on considère réciproquement 2 comme une fonction de tv, la valeur en question de te correspondra à plusieurs valeurs différentes de 2, et que 2 sera une fonction mulliforme de te.
Ainsi, nous avons vu que la fonction
fV = Z ,
U étant entier, prend des valeurs égales en n points distribués régulièrement sur une même circonférence. Si donc on cherche à déterminer 2 par la condition que w prenne une valeur donnée w,, on trouvera pour solution »i points différents. On dira alors que z est une fonction de iv à n délerminalions, ou une fonction «-forme.
Si deux variables w et 2 sont liées entre elles par une équation algébrique du degré m par rapport à iv et du degré n par rapport à 2, tü sera une fonction tn-forme de z, et 2 une fonction n-forine de tf.
La fonction exponentielle
ne change pas, lorsqu'on augmente 2 d’un multiple quelconque de 2:rt. Donc la fonction inverse
2 = log te ,
définie par l’équation précédente, sera une fonction inliniliforme, admettant, pour chaque valeur de te, toutes les valeurs, en nombre infini, comprises dans la formule
2 + 2 A'ïti ,
quel que soit l’entier k.
Remarquons, en général, que, si la fonction w = f{z) est périodique, la fonction inverse z — s {w) admettra une infinité de
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valeurs, diflcrant entre elles de multiples quelconques de l'indice de périodicité.
121. Nous ne traiterons, dans cette seconde partie, que des fonctions qui sont uniformes soit dans toute l'étendue du plan, soit du moins dans la partie de plan considérée, et qui, de plus, ne présentent dans cet espace que des discontinuité de première espèce.
THÉORIE ÊLÉHEMAIRE
CHAPITRE III
INTÉaBALBS DES PONCTIONS D'UNK VARIABLE COMPLEXE.
De l'intégrale d'une fonction de deux variables prise dans Fétendue d'une aire
donnée.
123. Nous appellerons aire une portion de plan limitée de toutes parts, et contour de l'aire la ligne ou l’ensemble de lignes qui limite cette aire.
Si le contour forme un trait continu, et ne se coupe point luimême, de sorte qu'on puisse parcourir ce contour en entier sans pénétrer dans l’aire, on dira que l’aire est à connexion simple (* *). Telles sont les aires d’un cercle, d'une ellipse, d’un rectangle, etc.
Si, au contraire, le contour se compose de plusieurs courbes fermées qui ne se rencontrent pas, de sorte qu’on ne puisse passer de l’une de ces portions de contour à l’autre sans pénétrer dans l’aire, on dira que l’aire est à connexion multiple (*). Telle est faire comprise entre deux cercles concentriques.
L’aire est à connexion double, triple, quadruple, etc. (*), suivant que les portions du contour indépendantes entre elles sont au nombre de 2, de 3, de 4, etc. L’aire comprise entre deux cercles concentriques est à connexion double. L’aire représentée par la partie blanche de la ligure 27 est à connexion quadruple.
123. Une même ligne servant à la fois de limite aux deux portions de plan qu’elle sépare, il importe de distinguer celle de ces deux portions que l’on veut considérer.
Nous supposerons un observateur debout sur la partie supérieure du plan, et parcou-
rut. «.
(') Einfach zusammenhàngend (Riemann).
(*) Mehrfach zusammenhangend.
(•) Zwei-, drei-, rierfach zusammenhdngerot .
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rant le contour de l'aire considérée, de manière que cette aire soit toujours à sa gauche. Le sens dans lequel marchera cet observateur s'appellera le sens direct ou la direction positive du contour de cette aire. Le sens opposé s'appellera le sens rétrograde ou la direction négative de ce contour.
Si l'on considère tour à tour les deux portions de plan limitées par la même ligne, le sens qui sera direct par rapport à l'une sera rétrograde par rapport à l'autre. Il sulTira d'indiquer le sens que l'on considère comme direct, pour que l'on sache par cela même de laquelle des deux portions du plan il doit être question.
Ainsi, dans la figure 27, les flèches indiquent le sens direct du contour de la partie blanche de l'aire, et le sens rétrograde du même contour considéré par rapport à la partie noire.
124. Une droite indéfinie dans les deux sens, menée è travers une aire, rencontre nécessairement le contour de faire un nombre pair de fois, autant de fois pour entrer dans faire que pour en sortir.
Supposons d'abord cette droite parallèle à l'axe des x. Si Ton représente par
•F| » •'Tl > ... )
les abscisses des points de rencontre consécutifs, les abscisses d'indices impairs correspondent à des entrées, les abscisses d'indices pairs à des sorties.
Si un point s'avance sur le contour (Jig. 28) de manière que sa projection sur l'axe des y marche dans le sens des y positives; en
Fi». ».
d'autres termes, si ce point passe de dessous au-dessus de la parallèle aux X, ce point marchera dans le sens rétrograde à chaque entrée, dans le sens direct à chaque sortie.
Il résulte de là que, si un point parcourt le contour constamment dans le sens direct, la direction qu’il suit lorsqu'il passe par un point de sortie fait un angle aigu avec la portion positive de l’axe, des y; lorsqu’il passe, au contraire, par un point d'entrée, cette direction fait avec le môme axe un angle obtus.
D’après cela, si l’on désigne par dy^ la variation de y lorsque le point mobile sur le contour rencontre la parallèle aux x à l’extrémité de l’abscisse , dj/^ sera positif, si est l’abscisse d’un point de sortie, ou si l’indice k est pair; négatif, si se^ est l’abscisse d’un point d’entrée, ou si l’indice k est impair. Si l’on désigne donc par dy la distance absolue de deux parallèles à l’axe des x inliniment voisines, on aura, en général,
rfyj = (— t)Vy
125. Soit maintenant V=V{x,y) une fonction, réelle ou complexe, des deux variables x,y, continue (et, par suite, finie) dans toute l’étendue d’une aire donnée 21, y compris le contour de cette aire. Supposons, de plus, que la fonction V soit uniforme dans cette étendue, c’est-à-dire qu’elle ne soit susceptible que d’une seule valeur pour un système quelconque de valeurs de x et de y, correspondant à un point quelconque de faire ou de son contour.
Il pourra se faire, dans certains cas, que la dérivée partielle D^V ne soit pas toujours finie et continue ; mais il nous sufllt que la fonction V elle-mômc le soit.
Considérons fintégrale double
D^V’.rfa-1/y,
relative à tous les élémenls dxdy de faire 21- four l’évaluer, nous couperons d’abord faire par des parallèles à l’axe des x infiniment rapprochées, et nous évaluerons la valeur de fintégrale correspondante à la tranche infiniment mince, comprise entre deux de ces parallèles consécutives.
Cette valeur se coiiifiosera d’autant de parties qu’il y a de couples de points d’entrée et de sortie. On prendra fintégrale indéfinie.
ihj.jn^Y.dy= Vdiji
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on ajoutera les valeurs correspondantes aux points de sortie, et l'on retranchera les valeurs correspondantes aux points d'entrée. Si donc .on désigne par la valeur de V qui répond à l'abscisse x^, on devra ajouter les valeurs de \\dtj qui répondent à k pair, et retrancher les valeurs qui correspondent k impair, ce qui donne
Or, d'après ce que nous avons vu, si dy,. est la variation de y obtenue lorsqu'on traverse l'intervalle des deux parallèles en parcourant le contour de l'aire dans le sens direct, on a
dy,= (-\Ÿdy.
Donc la valeur de l’intégrale relative à la tranche peut s’exprimer
Pour avoir maintenant l’intégrale double relative à l’aire totale 21, il faudra faire la somme de toutes les expressions analogues à la précédente, en faisant varier y entre ses limites extrêmes. Or, il est clair que l’on aura ainsi à faire la somme de toutes les expressions Vjdi/j relatives à tous les éléments du contour de faire.
Si donc nous désignons par
f Vdy du
la somme de tous les éléments \dy, relatifs à tous les points du contour de faire 21 , et dans lesquels dy représente f accroissement, positif ou négatif, de y, correspondant à un déplacement inOniment petit d'un point mobile sur le contour dans le sens direct; nous obtiendrons la formule
J f hVMdy= jvdy,
OÙ fon observera que la notation J j" représente une intégrale
double, prise sur toute la surface de faire tandis que la notation j désigne une intégrale simple, prise tout le long du contour de
faire 21. ce contour étant toujours supposé parcouru dans le sctis direct.
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Si Ton considère de même TiMégrale double
ïi^U.(Ledy
f ' étant encore une fonction de a; et de y, uniforme et continue dans toute l'étendue de Faire nous verrons que l'on aura, pour valeur de cette intégrale,
le signe — provenant ici de ce que, dans une tranche parallèle à l'axe des y, les dx^ relatifs aux points d’entrée doivent être pris positivement, et les relatifs aux points de sortie négativement.
127. En retranchant l’une de l’autre les équations (1) et (2), nous obtiendrons la formule fondamentale
/ f {^y—^^U)dxdy = J {Udx+Vdy).
On a donc ce théorème :
Si V et y sont deux fonctions de x et dey, uniformes et continues dans toute l’étendue de l'aire 21 , la valeur de l'intégrale double
(4) ff[DV-DU)dxdy,
étendue à tous les éléments superficiels dxdy de celle aire, est égale à la valeur de l'intégrale simple
(5) J^iUdx+Vdy),
prise en donnant à x et à y successivement tous les systèmes de valeurs qui correspondent aux divers points du contour total de l’aire, ce contour étant parcouru dans le sens mnEcr.
Si l'expression
Udx+ Vdy
est une différetiticlle exacte, — D^L’ s’annulera identique'
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ment pour toutes les valeurs de x et de y. Donc l'intégrale double (4) sera identiquement nulle, et, comme la formule (.3) ne cessera pas de subsister, l’intégrale (5) sera donc pareillement nulle. Donc,
TotUes les fois que V et V étant deux fonctions de x, y, uniformes et continues dans toute l’étendue de l'aire 21, ^expression
Udx + Vdy .
sera une différentielle exacte, c’est-à-dire toutes les fois que l’on aura idenliquemetU
l’intégrale.
+ Vdy),
prise le long du contour de l’aire 21 sera nulle (').
Ce qui a lieu pour l’aire totale 2t est vrai également pour toute portion de cette aire. Donc l’intégrale (5) est nulle aussi, lorsqu'on la prend tout le long d'une courbe fermée quelconque tracée à rinléricur de l’aire 21 (*).
129. II est aisé de voir que, si l’on prend une même intégrale quelconque, telle (\wJVdx, le long d’une même ligne finie, fermée ou non, en parcourant successivement cette ligne dans les deux sens opposés, les deux valeurs obtenues pour l’intégrale se composent d’éléments égaux, mais de signes contraires. Donc ces deux valeurs seront égales et de signes contraires.
130. Cela posé, si l'on désigne, pour un instant, par / (AD B) la
(') Voyez Biemanm, Grundlagen fUr eine allgemeine Théorie der Funclionen einer verànderlichen complexen Grosse, 1851 (pages 8 et suiv.).
(*) Si l'aire 71 était à conoexioD muiliple (n° 122), on ne devrait considérer comme une ligne fermée tracée à l'intérieur de l'aire qu'une ligne pouvant, par des déformations continues, se réduire à un seul point sans sortir de l'aire, et sans pénétrer dans les enclaves qui n'en font point partie. Par exemple, la proposition ne serait pas vraie pour une courbe fermée qui entourerait une de ces enclaves de toutes parts.
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valeur d’une certaine intégrale prise le long de l’arc ADB (Jig. 29), Fi|t. 19. cet arc étant parcouru dans le sens indiqué
par l’ordre des lettres, on aura
/(ADB)=-/(BDA).
On a d’ailleurs évidemment
/(ACBDA)=/(ACB) +/(BDA).
On peut donc écrire aussi
/ (ACBDA) =/ [ACB) —/(ADB).
Si maintenant l’intégrale /(ACBDA), étendue au contour fermé tout entier, est nulle, on en conclura
/(ACB)=/(ADB).
Donc, si Pintégrale considérée est nulle lorsqu'on la prend tout le long d’une courbe fermée quelconque tracée à l’intérieur de faire 21, la valeur de cette intégrale restera la môme lorsqu’on la prendra le long de toutes les courbes finies tracées à fintéricur de faire 21 entre les mêmes extrémités A et B.
C’est ce qui a lieu en particulier pour l’intégrale (5), lorsque Udx Vdy est une différentielle exacte. Donc, si ü et V sont deux fonctions de x et de y, uniformes et continues dans toute l'étendue de l'aire 21 et telles que Udx + V dy soit une di/férentielle exacte ; si, de plus, A et B sont deux points quelconques de l’intérieur ou du contour de faire 21. f intégrale ,
f{Udx-i- Vdy),
prise le long d'une ligne quelconque tracée de K en B à f intérieur de faire 21, est indépendante de la forme de cette ligne, et on peut la considérer comme une fonction des coordonnées des extrémités K et B de la ligne, ou seulement des coordonnées d’une seule de ces extrémités, si f autre est supposée fixe.
Soit maintenant
ir = Il -(■ ir
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une fonction de la variable complexe
z=x + iÿ,
et supposons cette fonction uniforme et continue à i'intcricur de l’aire On a, d'après ce que nous avons vu dans le Chapitre précèdent,
D« = Dr, D«=: — Dr.
Donc chacune des expressions
rdj- + «dy , ttdx — rdy
est une différentielle exacte.
En appliquant donc le théorème du n® 128, on en conclura d'abord que chacune des intégrales
prise tout le long du contour de l’aire 21 est nulle. On aura donc, en les ajoutant, après avoir multiplié la première par t.
y [(« + iv) dx + (m — f) rfy ] = + **’) = 0 >
c’est-à-dire ^
/ wdz=0 .
Donc, si w est une fonction de la variable complexe z, qui soit uniforme et continue daus toute l’étendue de l’aire 21, l’intégrale
J wdz , prise le long du contour de cette aire (ou plus générale-
ment le long (Tune courbe fermée quelconque tracée dans cette aire), est nulle.
1d2. On en conclut encore que l’intégrale
wdz,
prise le long d’un chemin quelconque traeé à l’intérieur de faire entre les points Zo et Z, est indépendante de la forme du chemin parcouru, et quelle ne dépend que des seules limites et Z.
no
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133. On voit en outre que c'est une fonction (tfi 101) de ces limites. Si l'on fait, en effet, varier une de ces limites Z de la quantité dZ, l’intégrale croîtra de
’Z+dZ
wdz.
Soit, maintenant, w = tv (z) une fonction de c, uniforme et continue dans tous les points considérés, et soit
wdz.
une intégrale de cette fonction, prise entre deux points infiniment voisins z', z', le long d’un chemin quelconque joignant ces deux points. Puisque, d’après le n“ précédent, cette intégrale est indépendante de la forme du chemin parcouru, on pourra prendre pour ce dernier Pensemble des deux composantes rectangulaires x’ — x’, y' — y' de la distance z'— z'. On a alors, en désignant par des valeurs moyennes entre x' et x ’ , et entre y' et y ' ,
wdz = J (•* + ««'’) + idy)
~ X iv{x,y')]dx+ij^ [«(a:', y) + ic(a!’,y)]dy
= {x’ — a:')[«(ï,y') + ip(5,y')] 4-i(y' — y') [« (x',«) + iv (*',«)] . quantité qui différera infiniment peu de [{*' — x')+i(y'-y')] [«{a^y') + ip(a;',y')] = (z'— x-)»(z'). Donc, lorsque z' converge vers z', le rapport
, rwdz
convergera vers la limite w (z'), indépendante de z' — z'.
Il résulte de là que la limite du rapport
I rz*-dz
-dzJz
est la valeur w (Z), indépendante de dZ, de la fonction w pour
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Z = Z. Donc w {Z) est la dérivée de l’inlégraley wdz par rapport à sa limite supérieure Z.
Par conséquent, celte intégrale remplit la condition nécessaire pour que l'on puisse la considérer comme une fonction de sa limite supérieure, comme dans le cas d’une variable réelle, et de plus cette fonction est uniforme et continue, comme la fonction w ellemême. 11 en serait évidemment de môme relativement à la limite inférieure. On a ainsi les deux équations
Z rz
D / wdz = w{Z),
f todz——w(z^.
oJ a»
134. Les intégrales définies des fonctions d'une variable complexe, uniformes et continues dans l’étendue d'une aire 21, jouissent donc de propriétés analogues à celles des intégrales définies des fonctions d'une variable réelle.
Si l'on désigne par ; un point quelconque de l'aire, on aura , comme pour les fonctions d'une variable réelle, l’égalité
wdz
wdz.
On déduit de cette formule :
1* La décomposition d'une intégrale définie en deux ou en plusieurs autres;
2“ La faculté de remplacer une intégrale, dont tes deux limites sont variables, par la différence de deux intégrales, ayant chacune une seule limite variable;
3° Si l’on échange entre elles les limites de fintégrale, on a (voir n° 129)
4" Enfin, toutes les fonctions dont la dérivée est w (:) dans l’étendue de l'aire 2i, sont comprises dans la formule
wdz +
C étant une constante indépendante du chemin parcouru pour aller
de Zo en z. Si l’on désigne par F{z) une quelconque des fonctions comprises dans cette formule, on aura, par l’élimination de C ,
wdzz=l F{Z)—F{Ze).
135. Si la fonction w est uniforme et continue dans toute l’étendue du plan, comme le sont les fonctions
c‘, cosz, sinz, z",
(m étant entier et positiQ, on pourra supposer l’aire 3 aussi grande que l’on voudra, et prendre pour Zo et Z deux points quelconques du plan.
Pour de telles fonctions,
l’intégrale^ wdz aura une significa-
tion aussi bien déterminée que pour le cas des variables réelles, et on l’obtiendra de la même manière, en passant par l’intégrale indéfinie.
1.36. Considérons une intégrale quelconque de la forme j{Udx+ Vdy),
U ei Y étant des fonctions uniformes de x et de y, et soient 21 et 0 deux aires adjacentes, dont les contours, qui ont une partie commune, ne passent par aucun point de discontinuité des fonctions U , V. Les intégrales prises le long de chacun de ces contours seront des quantités finies et déterminées, quelles que soient les discontinuités que peuvent présenter les fonctions U, V dans l’intérieur des deux aires.
Or on a, dans tous les cas {fig. 30),
J {Udx+ Vdy) = J(ACB) + j (BEA),
{Udx + Vdy) = J(AEB) + j (BDA) ;
et comme on a (n° 129)
J(BEA)+ J(AEB)=0,
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il s’ensuit de 15 que
J^=J(ACB) + J(BDA).
Fig. 30.
Or, la somme (ACB + BDA) forme le contour total de l’aire ACBDA = 21 + 0. Donc, en
désignant par J l'intégrale
.31 4* fl
prise le long du contour de l’aire totale 21 + 0, on a, en général.
Si nous supposons maintenant que Udx + Vdy
soit une ditTérentielle exacte, et que les fonctions uniformes U et V soient continues dans l'étendue de l'aire 21, on aura alors j = 0, et par conséquent
Donc l'intégrale prise le long du contour d’une aire quelconque 0 ne change pas, lorsqu'on ajoute à l'aire 0 une autre aire 21 doTis laquelle les fonctions U et V sont partout uniformes et continues.
Par la même raison, on peut, sans changer la valeur de l'intégrale (Udx -h Vdy), retrancher de Faire 0 toute portion de
cette aire à Fintérieur de laquelle les fonctions UetV restent uniformes et continues.
137. Démontrons encore un théorème dont nous ferons usage plus tard.
Nous avons vu que, si W est une fonction quelconque de x et de y, uniforme et continue dans l’étendue de faire 21, on a [125 et 126]
TH^.OniE ëlEmentairr
JJ D W.dxdy =— J H'rfa:.
Soit maintenant w=M-t-ie une fonction de z = x + iy, uniforme et continue dans toute l’étendue de 21, ainsi que sa dérivée D^w’. Remplaçons H', dans la première des formules précédentes, par («’), et, dans la seconde, par D («'), et ajoutons les résultats. Il viendra
Or, d’après les propriétés générales des fonctions d’une variable complexe, on a [102 et 105]
Dm-i-D« = 0, D« = Dp,
Il vient donc, en développant et réduisant,
Jf (D^ «)’] = J M(D^f’.Ær-i-D^f.rfÿ):= J udv.
Mais l'intégrale double du premier membre est essentiellement positive, tant que D^u et D u ne sont pas nuis dans toute l’étendue de l’aire 21, c’est-à-dire tant que u n'est pas constant dans toute l'étendue de celte aire.
Si D^u et D^u ne sont pas nuis à la fois, les relations que nous avons rappelées tout à l'heure montrent que et ne s’annulent pas non plus, et qii'alors v n'est pas une constante, non plus que te = u -I- iv.
Donc Vintégrale f udv
sera positive toutes les fois que iv ne se
réduira pas à une constante en tous les points de l’aire 21, et elle ne sera nulle que si w est constant.
Des résidus,
138. Soit U' = f{z) une fonction de la variable complexe supposons que celte fonction reste uniforme dans toute l'élenduo
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de l'aire mais qu'elle présente, à l'intérieur de cette aire, des solutions de continuité aux points
en nombre fini, et isolés les uns des autres (c'cst-à-dire séparés entre eux par des intervalles finis).
Entourons chacun de ces points de discontinuité d'un contour fermé aussi petit que l'on voudra, et désignons par
j wdz
l’intégrale J wdz prise le long du contour infiniment petit qui entoure le point c.
Si l'on considère la portion de faire 3 qui reste après la suppression des aires infinitésimales entourant les points de discontinuité, la fonction w sera uniforme et continue en chaque point de cette portion. On pourra donc, d’après le théorème démontré au n° 136, supprimer cette portion d’aire sans changer la valeur de fintégrale
Donc cette intégrale est égale à la somme des intégrales prises le long des contours infinitésimaux tracés autour des points de discontinuité que renferme faire 21 , c'est-à-dire que l’on a
(t) J wdz=J wdz -h ^ wdz-t h J wdz.
Donc, pour évaluer une intégrale prise le long du contour d’une aire quelconque, il suffit de savoir évaluer une intégrale prise le long d'un contour infinitésimal tracé autour d'un point de discontinuité.
139. Soit c un point de discontinuité de la fonction w, et voyons comment on évaluera l’intégrale prise autour de ce point.
Nous pouvons supposer que l'on donne au contour tracé autour de c la forme d'un cercle de centre c et de rayon infiniment petit p. Posons alors
Z — c — fét.
Quand le point 3 fera le tour du cercle, 9 variera seul, et croîtra
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de 0 à 2x, si Z fait une seule fois ie tour de c, comme cela a lieu ici. On aura donc
et par suite
dz = if>e*'f — c)df,
( wdz — i r*’^fc.(r — c)d?.
Je Jo
Supposons premièrement que le produit
fC.(Z-C) = /{z).(z-C)
converge vers une limite finie F, lorsque z — c tend vers 0, c’està-dire que la quantité
F=lira, [s./'(c-i-i)]
ait une valeur finie. L’intégrale
r n-.{z-c)df
est de la forme
r (X+iT)d?,
X et Y étant des quantités réelles, dépendantes de la position du point Z sur la circonférence, et par suite fonctions de la variable ^ et du paramètre infiniment petit p. On n donc
f’' Xdf = in. J»>(X),
f" rdr=2.r.ai,(r),
■tV(A') et A») (F) désignant des valeur.^ moyennes de A' et de Y. Par conséquent
j (z-c)d? = 2;r[Jtt(A') -t- 1 At.(r)].
Or le second membre a évidemment pour limite 2xF, lorsqu’on y fait converger p vers zéro, ou z vers c. Donc
(2) ( wdz = i7!Î .F,
en posant
(3) F= lim^_^^ IC (z-c).
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Celte quantité F est ce que Cauchy appelle le rt'si</«dela fonction «I relatif au point c. Il s’est servi, pour désigner les résidus, de la
caractéristique c- , en entourant de doubles parenthèses le facteur de w dont la présence rend celte fonction discontinue au point c. Loi-sque ce facteur n’est pas en évidence, on multiplie et l’on divise par ce facteur, de sorte que la quantité F est représentée, d’après Cauchy, par la notation
Nous proposerons de simplifier un peu cette notation, en suivant la môme convention que nous employons déjà pour les intégrales prises le long d’un contour donné ou autour d'un point donné; et nous représenterons le résidu de la fonction le relatif au point c par la notation
On aura , d’après cela , nu lieu des formules (2) et (.’î) , les r ii'dz = 2iri . tj, u; .
Je e ■
V' = liin w[z — c).
141. Dans le cas où lim — r) est infinie, nous conserverons encore comme définition du i-ésidu l'équation (4) ou
(fi)
Mais le calcul de cette quantité ne sera plus aussi simple, l’équation (5) n’ayant plus lieu.
On peut cependant obtenir immédiatement le résidu, lorsque la fonction w est développable en une série convergente, finie ou infinie, ordonnée suivant les puissances entières, négatives, milles ou positives, de la différence z — c.
Supposons, en effet, que Ton ait un développement convergent de la fbrme
formules
SI
lin posant encore
TIlftnniF. f.Lf.MKNTAinK
il vient
En miiltiplianl les deux membres par dz — ^
et intégrant entre les limites y = 0 et ^ = 2z, on a, pour toute 'aleur de n = 0, mais differente de — I ,
r=iA f"*' f +
tandis que, pour n = — 1, il vient
I dy= i A f dy — 'î.r.i.A^.
On verrait d'ailleurs, comme au n- 133, que, si R est le reste de
la série, l'intégrale j /W: est infiniment petite en même temps que U. Donc f vd: se réduit à ‘ir.iA _ , , d'où
Donc, lorsqu'une fonction te, discontinue au point e, est dévelopiiable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières de z — c, et renfermant nécessairement des puissances négatives de : — c (sans quoi elle ne serait pas infinie pour z = c), le résidu de la fonction w relatif an point c sera égal au coefpcicnl de la puissance — \ de z — c dans le développemerd de w. Nous verrons plus tard dans quelles conditions ce développement est possible, et comment on en calcule les coefficients.
C’est ce dernier énoncé que Cauchy avait pris pour définition du résidu d'une fonction relatif au point c.
142. D’après cette notation, l'équation (1) du n® 135 devient
ItKS QtJA> riTfiS COMPI EXKS.
J wd: = ini^<LcW+ +
ou, par analogie, en représcnlant par le réddu inlégral relatif à l’aire 21,
<L^ to =<£', «’ ■
ou, plus brièvement.
le signe de sommation s’étendant à tous les points de discontinuité c renfermés dans l’aire 21.
Pour touL'point c où la fonction iv reste continue, le résidu
iL w est nul. On peut donc, sans changer le résidu intégral, y comprendre la somme des résidus relatifs à tous les points de 21 pour lesquels le est continue, et alors le résidu intégral pourra être considéré comme la somme des résidus relatifs ù ions les points de l’aire 21.
143. De la définition des résidus résultent immédiatement les relations suivantes ;
Si l’on suppose tous les résidus relatifs aux mêmes points de discontinuité ou à une même aire, on aura
£^(w,+ w,+ W,+ ...)=<£. tl\ + £-W, +
Si l’on considère une aire comme composée de plusieurs autres (les contours eux-mêmes ne passant par aucun point de discontinuité), on aura
ir
TMI.nllIK
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Si w est le produit de plusieurs fonctions ie, , w, , n'ayant pas de points de discontinuité communs, on aura, en adoptant la notation de Cauchy,
S III
Rfpréienlaliuii J'ime fnncliim suiis fitrmr Je résiJit. — Théureines Je Cauchy et Je iMurent.
144. Soit f (r) une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de l’aire 21, et soit c un point quelconque de l’intérieur de cette aire. La fonction
sera uniforme et continue dans toute l’étendue de l’aire 24, excepté au point c. Donc l'intégrale fF{z)dz, prise tout le long du contour de 21) se réduira à fintégrale de la môme fonction, prise autour du point c. Or, on a
£ F(z)dz = Fiz) = iri. liai, (z-c) F{z),
pour 5 = c. Il est clair que
lim (z — c)F(z) = lim/'(î) = /’(c).
On aura donc l’équation fondamentale
iirtJeZ — C *~eZ—t
OU, en substituant (n" 138) le contour de faire 24 au contour infinitésimal tracé autour du point c.
iTTi
On conclut de là le théorème suivant ;
Si f(zj esl une fonction uniforme cl continue d'inti lou’c V étendue
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de l’aire 21, cl Z un point quelconque de l'inléricur de celle aire, la valeur de f(zl en ce point est égale à la valeur du résidu de
la fonclion relatif au point r, de sorte qu'on a
nz) :
2kI Jf Ç-r
OU, ce qui revient au même.
< rfi&it _ r Aç)
2rt
L fMilL
n Jn ï — 5
r IIÏL
145. La fonction est continue sur tout le contour de 21, non seulement par rapport à la variable Ç, mais encore par rapport à la variable s, c’est-à-dire qu'elle varie d'une manière continue, lorsque le point z se déplace d’une manière continue à l’intérieur de l’aire 21. On peut donc la différentier par rapport à ce qui donne
et, en général,
fii)
_ fit)
it-z)‘ ’
fit)
_ fit)
it-zF'
fit) .
fit)
On voit que toutes ces dérivées sont également continues tout le long du contour dc2l.
14G. Cela posé, soit F{t,z) une fonclion des variables Ç et :, continue par rapport à chacune d'elles tout le long du contour de 21. L’intégrale
sera généralement une fonction de z, que nous désignerons par (:). Si l’on change z en z + dz, on aura
•;.(;a(/î)= I F{e,z + ilz)di,
d'où
THfiORlK ÉLf.MKRTAlKK
Uz+Jz)-^{z) _ /• F(!;,z + dz)-F(t:,z) dz Jj, dz
Si l’on suppose maintenant dz infiniment petit, il viendra, à la limite,
D, >«-')= /'d /''(ç,2).dç,
ce qui montre que la règle ordinaire de la différentiation sous le signe f s’applique aux intégrales prises le long d’un contour ferme, l)Ourvu que la fonction sous le signe / et sa dérivée D,F(C, s) par rapport au paramètre z restent l’une et l’autre finies tout le long de ce contour.
11 résulte de là qu’on peut aussi différentier sous le signe , de sorte que l’on aura
et que, si : est le point de discontinuité de la fonction F(ï,3),
En appliquant cette formule à la fonction on tirera des
équations (t) et (2) les relations
[ riz)
r rn)
- i.i (;-zr
i r ru)<i:
c Aç)
e AC)
147. Ces relations conduisent d’abord à une conséquence importante. Les fonctions sous le signe /, dans les seconds membres des formules (S), étant toutes finies et continues, toutes les fois (juc Z est un point de l’intérieur de faire 21, les intégrales auront toutes des valeurs finies. Donc toutes les dérivées de /(;) sont des quantités finies.
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Il s'ensuit de là qu’elles sont aussi continues. Car (s) étant une quantité finie, l'accroissement
P’\z + dz)-P"\z) = [/■<•+"(:) + t] dz
il désignant un infiniment petit) sera infiniment petit en môme temps que dz, d’où l’on conclut que la fonction est continue. Il en sera de même, dès lors, pour toutes les dérivées précédentes.
Donc, si une fonction est uniforme et continue dans toute l’étendue de l’aire toutes les dérivées de la fonction seront aussi (les fonctions uniformes et continues dans toute l’étendue de la même aire.
Il en sera de môme aussi (n® 107, remarqué) pour toutes les dérivées partielles de la partie réelle et de la partie imaginaire de /■(=).
148. Soient Wet w deux fonctions quelconques de z, uniformes et continues l’une et l’autre dans faire "21. Il en sera de meme de leurs dérivées, et, par suite, du produit
ir.ü >c .
Donc l'intégrale
prise le long du contour de l’aire, est nulle.
Soit c un point de faire 21- De fidentité 1 _
= JuL + ... + _j£:rE) —
on tire, en multipliant par f{K)d%, et intégrant tout le long du contour de faire 21,
inij^ i;-Z
.4„-i- .4, (;— ;c) + A,(z—c)‘ • -i- IK
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lÜi
en posant, pour abréger,
et
~ izi
Jji(ï-c)’
P Aï)
~ iri
i-cT(i-z
Des équations (2) et (3), il résulte que l’on a
(fi)
.K = f(c), yl,=
fie)
Donc
(7) f{z)^f(c)-i--^(z-c)+.-+ {Z - cr ' + U. ,
et c'est dans celle relation que consiste le Thiîoiième de Caiciiy, qui contient comme cas particulier celui de Taylor.
Si le terme complémentaire est infiniment petit pour « infini, la formule (4) ou (7) donne alors le développement de la fonction /■(:) en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de la dilfércnce z — c. Celte série coïncide avec la série de Taylor dans le cas particulier de î et de c réels.
150. Supposons que l'aire 21, à l'intérieur de laquelle la fonction /■(:■) reste uniforme et continue, soit un cercle de rayon II, décrit du centre c, et posons
d’où
On aura alors
ç — c = flc'f ,
= iilf .
Zjt J O
~ 9-n I Aï)«“‘^ </?>
où il faudra remplacer Ç par c + Rc'?. En faisant, de plus,
on aura
re
Dans celte intégrale, la quantité sous le signe f est finie en tout point du contour, puisque le point z est intérieur à l’aire. Donc l’intégrale a toujours une valeur finie. D'autre part, le facteur
en dehors du signe /, est infiniment petit pour n infini.
puisque, pour tout point s intérieur au cercle, on a r < R. Donc est infiniment petit pour n infini. De là ce théorème ;
Pour qu'une fonclion f(z) soit développable suivant les puissances etUiéres cl, positives de la di/férencc z — c, il suffit que le point z soit intérieur à un cercle décrit du point c comme centre, avec un rayon tel que la fonclion f(z) soit uniforme et continue en tout point intérieur à ce cercle.
En d’autres termes, il suffit que le module de z — c soit inférieur à la distance du point c au point le plus voisin de c, pour lequel la fonction cesse dêlre uniforme et continue.
Le cercle décrit du centre c et passant par le point de discontinuité le plus voisin, s’appelle le cercle de convergence de la série.
151. Supposons maintenant que l’on donne les valeurs de la fonction pour une suite continue de points formant un élément, superficiel ou linéaire, aussi petit que l’on voudra, et soient c,c',c", ... des points de cet élément infiniment voisins.
lOC)
La dérivée d’une fonction de z étant indépendante de la direction de l’accroissement infiniment petit de z qui entre dans le rapport différentiel, on peut toujours supposer que les accroissements de : ont lieu sur l’élément considéré. On connaîtra dès lors, pour î = c, les valeurs de la fonction et de ses dérivées d’ordre quelconque,
f (c) = lim : lim-'
En appliquant la formule (5), on obtiendra le développement de la fonction suivant les puissances de z — c, pour toutes les valeurs de z renfermées dans le cercle de convergence décrit du centre c.
Prenons actuellement pour nouveau centre un point c,, intérieur au cercle C, niais aussi voisin que l’on voudra de la circonférence de ce cercle, et décrivons de ce centre c, un nouveau cercle de convergence C, , qui comprendra, en général, des points extérieurs au cercle (tt. On obtiendra ainsi, pour tous les points intérieurs à C, , un développement suivant les puissances entières et positives de z — c, .
En prenant de môme, pour nouveau centre, un point c, intérieur à C, , on décrira de ce point un nouveau cercle de convergence C„ qui comprendra une nouvelle portion do plan, et l’on pourra, à l'intérieur de C, , développer la fonction suivant les puissances de ♦ c,.
En continuant de cette manière, on pourra embrasser, dans l’ensemble de ces cercles, passant entre les points de discontinuité, tous les points s du plan que l’on voudra, et alors, pour chacun de CCS points, on aura un développement de la fonction donnée en série convergente. On aura môme plusieurs développements pour les points qui seront intérieurs à la fois à plusieurs cercles de convergence.
On déduit de là ce théorème ; une fonction f(z) doit rester uniforme et continue dans toute l’étendue de Faire 21 (sauf pour certains points désignés, où elle peut devenir discontinue), cette fonction sera complètement déterminée dans toute l'étendue de Faire 21. dès (juc l'on connaitra les valeurs gu elle prend en tons
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points d’m élément fini quelconque, superficiel ou linéaire, situé datis cette aire, et aussi petit que l'on voudra.
152. Si la fonction /‘(z)doit rester constante dans l’éléinent considéré, alors, en désignant encore par c, r' , c" , ... des points consécutifs pris sur cet élément, on aura {{c') — f{c), d’où
et de même ensuite
f (c) = lim = 0
puis, de la même manière.
et ainsi de suite, aussi loin qu'on voudra.
Si l’on prend maintenant le point c pour centre du cercle de convergence renfermé dans l’aire 21 considérée, la formule de développement (7) se réduira à
quelque grand que soit n; et comme 0^ est infiniment petit pour « infini, il en résulte que l’on a rigoureusement
f{z) = f{c) = constante,
dans toute l’étendue du cercle de convergence.
En raisonnant maintenant comme au n° 151, on étendra successivement la démonstration à toute l’aire 21.
Donc une fonction uniforme et continue à l'intérieur d’une aire 21 ne peut rester constante sur un élément fini quelconque, superficiel ou linéaire, situé dans cette aire et aussi petit que ton voudra, à moins que cette fonction ne se réduise à une constante dans toute l’étendue de l’aire.
11 en résulte immédiatement que deux fonctions uniformes et continues ne peuvent être égales sur un élément fini sans l’être dans toute l’aire.
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153. Dans l’évaluation des intégrales qui représentent les coefiicienls (n“ 150), on peut substituer au contour du cercle de convergence celui d’un cercle de même centre et de rayon moindre, et la valeur d’un coefficient quelconque
n’en sera pas altérée. On voit donc que cette intégrale est indépendante de la valeur du module il, tant que ce module n'atteint pas le rayon du cercle de convergence.
154. Théorème de Laurent. Supposons maintenant que la fonction / (î) soit uniforme et continue dans l’espace annulaire renfermé entre les contours de deux aires et a, intérieurs l'un à l’autre. Si l’on parcourt les deux contours dans le sens direct relativement aux deux aires 21 et a, comprises dans l’intérieur de ces contours, le sens direct pour l’aire a sera le sens rétrograde pour le contour intérieur de faire à connexion double 21 — a, et l’on aura
Si donc 2 est un point de faire annulaire 21 — a, nous aurons
d’où, en dilférentiant par rapport à 2 ,
155. Supposons maintenant que les deux contours soient deux cercles, de centre commun c, et de rayons R et r. Nous aurons identiquement
en posant toujours, pour Ç = c -1- fie •
(z-cf 1
IIF.S Ol'ANTITÊS Cnsll'l.F.XK.S.
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fitxH .
Pour la seconde intégrale de la formule (1), on a identiquement
- Iz-c {z-cy (r_c)" (:-c)
d’où, en faisant
ï — c = re‘? ,
il vient
= ini r — -
' {Z -cy
en posant, pour ç = c + rc'^ ,
Le point z •■= re’’ + c étant situé extérieurement au cercle de rayon r, on a — < 1, et on en conclura, comme on l’a déjà fait
pour l'expression de Û, , que oi„ est infiniment petit pourm infini.
Donc, si f{z) est une fonction uniforme et continue dans l’aire comprise entre deux cercles de centre commun c et de rayons r et R, la fonction sera développable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières, positives et négatives, de la différence z — c, et dans laquelle le coefficient A de la puissance, positive ou négative, (z — c)^ ‘ est déterminé par les formules (2) et (4).
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Remarquons que l’on peut réduire ces doux formules à une seule. En effet, l'intégrale
est la même, quel que soit le contour fermé (tracé à l’intérieur de l’aire 21 — a et n’entourant qu’une seule fois le cercle a) le long duquel on prenne celte intégrale. On peut donc la prendre indifféremment soit le long du cercle extérieur, soit le long du cercle intérieur, soit le long d’un cercle intermédiaire quelconque de rayon p,. D’après cela, on pourra, dans les formules (2) et (4), remplacer il et r par p, et l’on aura alors, pour toute valeur positive, nulle ou négative de l’indice k,
156. Si la fonction /"(Ç) était uniforme et continue en tout point de l’aire du cercle intérieur, il en serait de même de la fonction
> pour toute valeur de z intérieure à ce cercle. Donc alors la seconde intégrale de la formule (1) ,
rnt)dt:
s’évanouirait, et avec elle la partie du développement qui contient les puissances négatives de : — c. On retomberait alors sur le théorème de Cauchy.
Si l’on suppose, au contraire, la fonction f{z) uniforme et continue pour tous les points en dehors du cercle intérieur, on pourra supposer le rayon R du cercle extérieur infini. Mais alors, dans l’expression (3) de (no 155), /"(Ç) convergeant vers une valeur nulle ou finie, l’intégrale
AO de
ne deviendra pas infinie, tandis que le facteur ^ tendra vers zéro. Donc ü, sera nul, quel que soit n, et en particulier pour
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»i = I . Donc la partie de la série correspondante aux puissances positives de 3 — c se réduira à son premier terme
lequel s'annulera lui-même, si /(«>) =0. Alors le développement ne contiendra que des puissances négatives de : — c.
Considérons, par exemple, la fonction
où l’on suppose uiod«<mod6. Si l’on décrit deux cercles 21, fi, ayant pour centre l’origine, et passant par les points a et b /■("■) sera uniforme et continue dans l’intérieur du cercle 21- Elle sera donc développable, pour toute valeur de z intérieure à ce cercle, en une série ordonnée suivant les puissances positives de Z.
Dans l’intervalle des deux cercles, la fonction sera développable, par le théorème de Laurent, en une série contenant à la fois des puissances positives et des puissances négatives de 2 .
Enfin, pour une valeur de z extérieure au cercle fi, la fonction f{z) sera uniforme et continue, quelque grand que soit le module de Z. Le développement ne contiendra donc plus que des puissances négatives de z, le terme constant étant nul, puisque f{oo) a pour valeur zéro.
158. Le théorème de Laurent est un cas particulier d’une formule plus générale.
Soient c, , c, , ... , les points de discontinuité de la fonction uniforme f{z), renfermés dans l’aire 21, et supposons que l’on ail tracé dans celte aire un cercle (£ (fig. 31), de centre quelconque c, qui renferme dans son intérieur tous ces points de discontinuité. Décrivons, de plus, de ces points comme centres, des cercles C, , ... ,<£u, assez petits pour être tous extérieurs les uns aux autres et intérieurs au cercle C.
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La fonction f{i) sera uniforme et continue dans tout l'espace
Fis. SI.
compris entre tous ces cercles, et si c désigne un point quelconque de cet espace T, il viendra
Or, on aura, comme au n° 15^4,
De plus, dans , le module de Ç — c étant plus grand que celui de z — c, on en conclura, comme au n® 149,
JL f
û, étant infiniment petit pour » infini, et chaque coefficient étant donné pr la formule
_L C /(Qrft
Dans r , au contraire, le module de ; — étant plus ptit que
^ it
celui de z — c*, on en conclura, comme au n® 155,
_L r fiOdj^A, ^
(»„ étant infiniment petit pur iii infini, et chaque coefficient donné pr la formule
Comme on peut prendre les rayons des cercles aussi ptils que l’on voudra, il s'ensuit que, pour tout point :, pris à fintérieur du
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cercle C, et autre que les points de discontinuité, on pourra développer la fonction en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de la différence : — c, et suivant les puissances entières et négatives des différences
de sorte que l’on obtiendra un développement de la forme
159. Les théorèmes précédents peuvent s'étendre aux fonctions (le plusieurs variables.
Soit une fonction f{z,z') des variables z , z' , unifornie et continue par rapport à chacune de ces variables dans l’intérieur d’une aire 21. En appliquant la formule du n* 144, on aura
On a d’ailleurs, d’après la môme formule.
Donc
On étendrait de même la formule au cas d’un nombre quelconque de variables.
On en tirerait ensuite la généralisation du théorème de Taylor pour le cas de plusieurs variables.
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CHAPITRE III
KTIDE d'une ponction UNIFOUMIÎ DANS I.E VOI.SINAOP. DES POINTS OU ELLE DEVIENT NULLE OU INFIME.
Indice d'une fimciion en un poini donne.
1G0. Soit /"(i) uno fonction uniforme et continue dans toute l’étendue de l’aire 21, et n’ayant dans toute eetle aire qu’un seul rm», pour 2 = c. Si Ton désigne par u un nombre entier quelconque, l'expression
sera uniforme et continue dans toute l’aire, excepté peuUHre au |)oint c. Si U est très-petit, ce rapport jiourra s’annuler en r; si y est très-grand, il pourra devenir infini.
La fonction f{z) étant uniforme et continue dans tonte l’étendue de 21, on iiourra développer f{t) comme au n° 149, et l’on aura
en posant
‘ ini -L
kl
Le premier terme,
e.st nul, par hypotlièse. Il peut se faire que quelques-uns des cœllicients suivants,
s’annulent également. Mais il y aura nécessairement quelqu’un de
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ces coefficients qui différera de zéro, sans quoi /'(:), se réduisant à U,, quel que fût n, serait infiniment petit pour n infini, ce qui veut dire que cette fonction ne pourrait avoir qu’une valeur rigoureusement nulle pour tout point de l’intérieur du cercle, et par suite de l’aire 3 tout entière.
Soit le premier coefficient qui ne s’annule pas, ou, ce qui revient au même, soit / "’(c) le premier terme de la suite
qui soit différent de zéro. On pourra alors écrire riz) = 0 =A (•)'“ -e li , .
c’est-à-dire,
J / xW / 1 ^ /
d'où l’on conclut
M ^ ± f /li)di
" * ’ ‘*ri J I x"'’''/ \
La première expression montre que la valeur de la quantité est finie, quel que soit le point : pris à l’intérieur de
(r-e)" l’aire 21.
La seconde expression montre que cette valeur se réduit à pour Z = c; par conséquent cette valeur n’est pas nulle pour : = c.
Donc, si f(z} est une fonction uniforme et continue dans l’intiricnr de l'aire 21, nijant un seul zéro au point c, il erislcra une certaine puissance, entière et positive.
de la différence z — c, telle que la limite du rapport
llfi
{z-cf
pour z = Cj sera finie et differente de zéro; don il suivra que la fonction
sera uniforme, continue et différente de zéro pour tous les points de l’aire 21.
I^i’exposanl m est l’indice de la première des dérivées nz), r(z),...,
qui ne s’annule pas avec f{z) [X)ur z = c.
On voit que, dans cette hyiwlhèse, la fonction f{z) pourra toujours se mettre sous la forme
E (z) étant une fonction de z uniforme, continue et différente de zéro dans toute l’étendue de l’aire 21.
161. Supposons maintenant que la fonction f{z) soit uniforme et différente de zéro dans toute l’étendue de l’aire 21, et qu’elle soit continue en chaque point de cetU; aire, excepli; au point : = r, où elle présente un infini de première espèce. Alors, d’après
ce que nous avons vu (n° 113), la fonction ^ sera uniforme et continue dans toute l'étendue de 21, et ne s'annulera qu'au point z — c. Donc, en vertu de ce qui vient d’ètrc dit, on pourra poser
nz)
{:-cf{Fz),
F(z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro dans toute l’étendue de l’aire 21 ; et, comme la fonction réciproque
jouit éviilemment des mêmes propriétés, il en résulte que la fonction proposée pourra se mettre sous la forme *
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m étant un nombre entier et positif, et E (z) une fonction uniforme, continue et différente de zéro dans toute retendue de faire 21.
Enfin, si la fonction f{z) est elle-mômc uniforme, continue et dilférentc de zéro dans toute l’étendue de 21, on pourra la mettre, par analogie, sous la forme
nz)=^{:-cfE(z), c étant un point quelconque de faire.
162. Donc, si f{z) est une fonction unifonne en tout point de l’aire 21, et si elle est continue et différente de zéro en tout point de celle aire, excepté au seul point c, où cette fonction peut dcvenir nulle ou infinie (de première espèce), cette fonction pourra, dans toute l’étaidue de Caire, se mettre sous la forme
M = (z-cfE{z),
E (z) étant une fonction uniforme, continue et di/férente de zéro en chaque point de 21 sans exception, et m étant un nombre ENTIER, positif, négatif ou nul, suivant que f (c) sera nul, ou infini, ou fini et different de zéro.
Ce nombre m s’appelle f indice de la fonction f (z) au point c.
On voit que findice d’une fonction exprime l’ordre infinilésimal de cette fonction au point considéré c, où cet ordre peut être différent de :éro dans faire 21.
La valeur de E (z), en un point z infiniment voisin de c, étant infiniment peu différente de E (c), il s’ensuit de là que, dans le voisinage de c, les deux fonctions
f\z) el {z-c)'“E{c)
ont pour limite de rapport l’unité. C’est ce que fon exprime en disant que f(z), dans le voisinage du point c, varie comme la fonction (z — cj’^E (c); ou encore qu’il varie proportionnellement à (z — c".
16d. De l’équation f{z) — (; — c)" E{z) on tire
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et comme E' {z) est fini et continu dans le voisinage de c (n° 147), cette expression pourra se mettre sous la forme
f{z)={z-cr'Ë,(z),
£,(:) ne devenant ni nul ni infini pour z — c. Donc l’indice de la dérivée (tune fonction qui devient mdle ou infinie en un point c est égal à l'indice de la fonction diminué d'une unité.
Cette règle ne s'appliquerait plus si l'indice m était 0.
11 résulte de là que, si une fonction est infinie en un point c, toutes ses dérivées successives sont infinies au même point.
164. Comme toute fonction rationnelle se forme au moyen des trois opérations d’addition (comprenant la soustraction), de multiplication et de division, il suffit, pour avoir l’indice d’une fonction rationnelle, en un point, de connaître les indices en ce point des différentes fonctions dont elle est composée.
Soient f, , f, deux fonctions d’indices m, , m, au point c, continues et dilTcrcntes de zéro en tout autre point de l’aire 21 ; cl a, , a, deux constantes qui ne sont ni nulles ni infinies. La fonction
F — aj, + a J,
pourra, suivant ce que nous venons de voir, se mettre sous la forme
F= a,[z-cf' JS, -f a,{z— cf' JS,,
E, , E, étant deux fonctions continues et différcnles de zéro dans toute l’étendue de faire 21.
Soit maintenant « un nombre entier et fini quelconque, tel qu’aucune des deux sommes , u-l-wi, ne soit négative.
En multipliant les deux membres de l’égalité précédente par
(: — c) , il vient
(z-efF=z.(^-er”‘E,
Chacun des deux termes du second membre étant une fonction uniforme et continue dans le voisinage du point c, il en sera évidemment de même du premier membro
DES QLANTITKS CU.MDI.KXES.
Or, cc produit est lui-même d’un certain ordre v ; de sorte que l’on a, V étant entier, et G désignant une fonction uniforme, continue et différente de zéro,
{z—cf F = {z—cfG .
F = {z-cyi^ü,
et par suite F est une quantité de l’ordre entier, [tosilif, nul ou négatif, v — ft .
La fonction F, si v — u>ü, ou son inverse —, si v — a < 0, sera continue dans le voisinage de c. Donc le point c est un infini de l’une des deux fonctions F, -l- , et l’autre sera alors finie et
continue dans le voisinage de c. Donc la fonction F sera continue, ou du moins elle n’aura que des infinis de première espèce (*).
Les fonctions
f — fiG,
pourront s’écrire sous la forme
= {z-cy'“'
E^.E, et étant des fonctions uniformes, continues et dilTércn-
les de zéro en tout point de 3, ? cl ■/ auront pour indices respectifs, au point c, et m, — m,. En tout autre point de
3, 5 et y seront continues et différentes de zéro. Ces fonctions présenteront donc le même caractère que f, et /'„ d’être uniformes et continues dans toute l’étendue de 21, à l’exception du point c, où elles peuvent avoir un infini.
(•) F pourrait s'annuler en d’aulrcs points de H que le point c. On dirait pour ces points ce qu'on vient de dire pour le pointe. Iaîs zéros de F, autres que le point c, seront nécessaircmeiil isolés les uns des autres, comme cela résulte de cc que nous avons vu (n" 1521, à moins que la fonction F ne se réduise identiquement à zéro.
THËOKIK tvI.ËMEXTAIRK
166. Le caractère des fonctions uniformes, continues et différentes de zéro, à l’exception d’un nombre litnité de zéros et d’infinis isolés, ne se perd donc pas, lorsque l’on combine les fonctions par addition, multiplication ou division, de manière à en former une fonction rationnelle quelconque.
En particulier, si l’on considère une fonction de la forme
?t •?.••• fit
les indices des fonctions point c, étant
et ceux des fonctions , . . . , au même point étant l’indicc, en ce même point, de la fonction proposée sera
(w, -*-111, + - + III i) — (f., 4- fA. + • • • -t- f/j) .
§ II-
ÜéL eluppemenl en série d'une (onction uniforme en tout point d'une aire donnée, à l'exception d'un certain nombre d'infinis de première es/KCe.
167. Soient c,, c, , . . . , des points isolés, pris à l’intérieur de faire 21, et m, , ni, , . . . , des entiers positifs quelconques. La fonction
(1) F=(z- cf' (Z - c.r
sera uniforme et continue en tout point de 21, et ne s'annulera qu’aux points c, , c, , . . . , c^. Elle n'aura donc aucun infini, mais seulement des zéros isolés en ces points c. Donc findice de cette fonction sera positif aux points c, nul dans tout le reste de faire. Si fon pose
il est clair que E sera une fonction uniforme et continue dans toute faire et restera différente de zéro dans le voisinage du point c, . Donc ?n, sera findice de F au point c, . Pareillement, m, seront les indices de F aux autres points-zéros
UKS üUANTITÉS COSIPLRXES.
Soit maintenant f=f{z) me fonction quelconque, uniforme dans toute l’étendue de 21, et continue dans cette môme étendue, excepté aux k points c, , c, , ... , c^, où elle devient infinie. Les indices de f en ces points seront des entiers négatifs,
W, , tt, , y ~~
En tout autre point de l’aire l’indice de f sera nul ou positif. Si l’on considère le produit
ce produit sera uniforme et continu en tout point de 21 autre que les points c. En un point c, l’indice de ce produit sera m — n. En tout autre point, l’indice sera égal à celui de f, et, par suite, nul ou positif.
Si donc on prend les indices m, , »i, , . . . , respectivement égaux à n, ,u , , , les indices du produit y aux points c, , c, , . . . Cj , seront tous nuis, et, par suite, la fonction <p sera finie et continue en ces points c , comme en tout autre point de l’aire 21.
Donc, si la fonction / est discontinue seulement aux points c, , c, , . . . , Cj, et que les indices correspondants soient — n,, — H,, :.. , — , le produit
sera une fonction uniforme et continue dans toute l’étendue do faire 21.
On pourra développer cette fonction par le théorème de Cauchy dans l’intérieur d’un cercle tracé dans faire 21 autour d’un centre quelconque y , et l’on aura ainsi
en posant
On a par conséquent, dans f intérieur du même, cercle,
_ /lo+ d| (j —y) -H .4,(j — y)’ + •••
TIIÉoniE fj.ËM£NTAIHE
168. Cette formule nous donne le moyen de calculer le résidu de la fonction f{z) relatif à un de ses points de discontinuité c, d'indice quelconque u. Mettons, en effet, la fonction proposée sous la forme
^ (5) étant une fonction uniforme, continue et différcnlc de zéro dans le voisinage du point c. On aura alors, dans l'intérieur d'un contour sufllsammcnt restreint, autour du point c,
y {-) — Ao+ — c) + d,(; — c)’ ••• ,
où l’on a posé (n“ 149)
On on tire
ce qui donne le développement de /"(:) suivant les puissances entières, positives et négatives, de z — c. Or, d'après ce que nous avons démontré (n° 141), le résidu de f(z) relatif au point c est
le coefficient A , de — ^ — dans ce développement. On a donc
^lini.^o 0;''[.“/'(c + ‘)]
Donc, si f (z) est une fonction uniforme dans le voisinage du point de discontinuité c, et (pie — n soit l'indice de la fonction en ce point, le résidu de la fonction relatif au point c sera donné par la formule
laquelle comprend comme cas particulier la formule du n“ 140, correspondante à « =■ I .
DBS UtANTITÉS CONI'LEXES.
î ni.
Exprtisivn de l'indice d'une fonction au moym d'un résidu.
169. Soit f{z) une fonction uniforme, continue et difTcrcnlc de zéro en tout point de Paire 21, excepté au point e.
Si m est Pindicc do f(z) au point c, et que l’on mette f{z) sous la forme
/ ri
la fonction E et sa valeur réciproque-^ seront l’une et l’autre uniformes et continues en tout point de Paire 21. On aura donc (n° 148)
Si Pon remplace maintenant £ par sa valeur - 7733 :^, il vient
ou
Ç {Z~CŸ ( df
Or, l’intégrale f — — a pour valeur “izi. Donc, la formule pn -
cédenle devient m
Jt| /• irijef f
ou, ce qui est la môme chose,
m = J^dlog i ^ log f.
Donc, l'indice d’une fonction f en un point c est cyal au résidu de la fonction
-^=D. log/-
relatif au point c, ou, ce qui revient au même, relatif a une aire
THËOBIE ËLËMENTAinE
quelconque qtU ne renferme pas d’autre zéro ou d'autre infini que le point c.
170. Supposons mainlenant qu'au lieu d'un seul point c, zéro ou infini, la fonction f ait, à l’inléricur de faire %, k zéros ou infinis,
c, , c, , . . . , Cj ,
et que celle fonction soit uniforme, continue et différente de zéro dans tout le reste de cet aire.
En appliquant à ces divers points ce que nous venons de dire, on aura, pour valeurs de leurs indices respectifs,
i C df r
1 r df c
Si c désigne, au contraire, un point quelconque qui ne soit ni 1111 zéro ni un infini, et pour lequel la fonction reste finie et ne s'annule pas, on aura pour f indice de ce point,
. t t' df I'
VI, -I
1 r df
.\insi le résidu intégral de la fonction ^=D,Hf(z),
relatif à faire 21, exprime |a somme des indices de la fonction
DES QUANTITES COMPLEXES.
fil) aux dilférents points de cette aire pour lesquels la fonction devient nulle et infinie.
Celte somme
s’appelle rmt//cc intégral de la fonction relatif à faire 21-
L’indice de la fonction étant nul pour tout point qui n’est ni un zéro ni un infini, on peut, sans changer la somme précédente, y introduire la somme des indices de tous les points autres que les zéros et les infinis. On pourra ainsi considérer l'indice intégral comme la somme des indices de la fonction relatifs à tous les points de faire 21.
172. Considérons maintenant les racines des deux équations fiz) = 0, f{z) = ^.
.Si l’on regarde findice de la fonction {{%) en un point c couine le degré de multiplicité de la racine c, pris posiliveinent s’il s’agit d’une racine de l’équation f(z) = 0, négativement s’il s’agit d’une racine de féqualion f(z) = oo ; findice intégral
M = ni, 4- m, ••• 4-
représentera l’excès du nombre des racines de féqualion f{z) =0 sur le nombre des racines de féqualion f{z) — oc , dans l’étendue de faire %. En d’autres termes, M sera égal au nombre des zéros de la fonction f{z) dans faire 21, diminué du nombre des infinis de cette même fonction dans la même aire, chaque zéro ou chaque infini comptant pour autant d’unités qu’il y a d’unités dans son indice.
CHAPITRE IV
REPRÉ.SKNTATIOS D’i:NE VARIABLE COIIPI.ENR SUR LA SPHÈRE.
Passage du plan horirantal à la sphère et au plan antipode.
173. Concevons une sphère de diamètre = 1, tangente en l’origine 0 f/iij. 32y au plan des coordonnées xOy, ou plan horizontal, et située au-deisou.': (*) de ce plan. Soit 0' le point de la
Étant donné un point M (x,y) du plan, joignons ce point au point 0'.
La droiteO' M rencontrera la sphère en un point u, qui sera complètement déterminé par la position du point .M, et vice versa. On pourra prendre donc pour coordonnées du point U les coordonnées soit rectangulaires, soit |)oiniresdu point M,de
.sorte que l'expression
- = r -I if/ =
représentera indifféremment le point M du plan ou le point p de la sphère.
A un contour tracé sur le plan correspondra un pontour tracé sur la sphère. Les deux contours seront à la fois tous les deux fermés ou tous les deux non fermés; tous les deux à connexion simple, ou tous les deux à connexion multiple et du même degré de multiplicité.
sphère opposé au point 0.
Fis. 32.
(') Nous entendons par dessus du plan xOi/ la face de ce plan telle qu'un oliservatciir se tenant debout sur cette Tacc, les pieds sur le plan, doive tourner d'un angle droit, de sa droite vers sa gauche, pour passer de la direction positive do l'axe des x a la direction positive do l'axe des y. Ce sens de roLation est celui du mouvement propre annuel du Soleil pour un habitant de riiémisph^rc bordai.
I>RS OI'ANTITFS COMI-I.F.XES.
Si le point M s’éloigne à l’infini, la droite ü' uM tend à devenir parallèle au plan xij, et le point u se rapproche indéfiniment de 0'. Donc, dans ce système, non-seulement chaque valeur finie de V est représentée par un point unique et déterminé de la sphère, mais encore la valeur z — oc est elle-même représentée par le point unique et déterminé 0’.
D’après cela, un contour qui, sur le plan horizontal xy, aurait deux branches infinies, comme une parabole, serait représenté sur la sphère par un contour fermé, passant par le point ü. A une hyperbole tracée sur le plan des xy correspondrait sur la sphère une courbe en forme de 8, ayant son point multiple en 0'.
174. A tout point du plan horizontal, situé à une distance finie de l’origine 0, correspond un point unique de la sphère, et réciproquement.
Si donc une fonction /"(i) a une valeur unique en chaque point du plan situé à tlhe distance finie de 0, cette fonction aura aussi une valeur unique en chaque point de la sphère qui ne se confond pas avec 0'. Donc, pour les valeurs finies de z, une fonction uniforme sur le plan est aussi uniforme sur la sphère, et réciproquement.
Pour z fini, à un accroissement infiniment petit de z sur le plan correspond un déplacement infiniment petit du point corrélatif de la sphère, et vice versa. Donc, si une quantité varie d'une manière continue sur l’une des deux surfaces, elle variera aussi d'une manière continue sur l’autre surface.
175. 11 peut y avoir exception pour les valeurs d’une fonction correspondante h des points de la sphère infiniment voisinsdu point 0' de la sphère, qui représente l’infini. En effet, sur le plan, les valeurs de : de module infini et d’arguments différents vont en divergeant de plus en plus, tandis que les points correspondants de la sphère convergent tous vers le même point 0'. Il peut donc se faire qu’une fonction uniforme pour tous les points de la sphère autres que 0' devienne multiforme en ce point, où se réunissent des valeurs variables exprimées par des nombres infiniment différents.
THI^.ORIK Él.fMF,NTAIIIE
Considérons, par exemple, la fonction
sin Z = sin (x + itj) = sin a:Cli y -i - 1 cos r Sh y.
i^tte fonction ne tend pas vers une limite déterminée pour 3 — 00 , Car, si l’on fait x = 0, y = x, elle tend vers oo x »; si l’on fait X = oo, y = 0, elle tend vers sin oo, quantité réelle , comprise entre — i et + 1, mais complètement indéterminée entre ces deux limites. Or, sur la sphère, ces deux valeurs de : sont représentées l’une et l’autre parle point 0'. Donc en 0' la fonction sin Z n’est plus uniforme et continue, comme elle l’est pour tous les autres points de la sphère. Elle a en 0' un point de discontinuité de seconde espèce.
Au contraire, la fonction
az + h
Cl + il
niz
tend pour z = oo, vers la limite finie — > quelles que soient les
composantes de z, pourvu que le module soit infini. Donc celle fonction est encore uniforme en 0', comme en tous les autres points de la sphère.
176. Si l’on désigne par 5 l’arc de grand cercle compris entre le point 0 et le point ; de la sphère, cet arc faisant partie d’un cercle de diamètre = 1, sa longueur mesurera l'angle l — - îO'O, compris entre les directions O'O et O'z. Le module r du point z du plan sera donc égal à
long S = tang A.
Donc le point représenté par re*'’ sur le plan sera représente par lang S.e‘’’= langX.e*''
sur la sphère. Si r varie d’une manière continue, il en sera de même de 5 ou de et réciproquement, sauf le cas de ^ ^ ,
c’est-à-dire sauf le voisinage de 0' .
177. Si l’on fait décrire à i, sur le plan horizontal, un cercle ayant pour équation
DKS ql'\NTITASC(INt>I.EXKS.
la courbe tracée |)ar le z de la sphère sera l’intersection de cette sphère, représentée par l’équation
avec le cône •
On tire de ees deux équations
ce qui montre que la courbe d'intersection est plane. Donc le : de la sphère décrit un cercle comme le : du plan; et réciproquement.
178. Imaginons maintenant un plan tangent à la sphère au pôle inférieur 0', et joignons le : de la sphère, que nous désignerons par au pôle supérieur U. La ligne 0; rencontrera le plan inférieur en un point t', qui sera lié avec z et avec Ç, et qui sera déterminé par chacun d’eux, ou le déterminera sans ambiguïté. Nous avons, entre le module r et l’angle OO'z = 5, la relation »•= lang à.
L’angle O'O: étant égal à — à, le module O'z' aura pour valeur r' = tang O'Or = col 3 = •
L’argument sera le même que celui de si l’on prend pour cet argument l’angle du plan 0“0' avec le méridien fixe passant par O.r, ce qui suppose les faces supérieures des deux plans tournées vers la même direction, celle qui va de 0' vers 0. Mais il est plus convQjiable de compter l’argument de =’ dans le sens opposé.
Examinons, en effet, par quel procédé de déformation nous pouvons passer le plus simplement du plan supérieur à la sphère, puis de celle-ci au plan inférieur. Imaginons un observateur placé en :, debout sur la face supérieure du plan horizontal (fig. 83).
Cone.evons qu’on enroule la ligneOz sur le méridien ÜrO', en faisant varier la longueur de celte ligne de I manière que chaque point : suive la I droite O'?:. L’observateur, entraîné Idans ce mouvement, se trouvera de- Iboul en Ç sur la surface extérieure
di‘ la sphère.
TMI^.OIIIK I-l.f\IKNT\lltK
Déroulons maintenant l’arc Ü’Ç, jusqu’à ce qu'il vienne s'appliquer sur 0' s', en faisant varier sa longueur de manière que le point Ç suive la droite 0$;’. L’observateur placé en Ç, sur la surlàcc extérieure di; la sphère, arrivera en la tête tournée vers te bas, en sens inverse du sens dans lequel il se trouvait en 3 , et dans une position que nous pourrons désigner par le mot d'antipode. Nous appellerons alors, par analogie, plan antipode le plan inférieur 0'3'.
Cela posé, pour que, sur le plan antipode, l’axe des y soit situé à un angle droit au delà de l’axe des J pour un observateur debout en 0' sur la face inferieure du plan et tournant de droite à gauche, il faudra faire croître les azimuts sur ce plan en sens contraire des azimuts sur le plan horizontal. Si l’on désigne donc par p' l’argument de z' compte à partir du même plan lixe que l’argument p de z, il faudra prendre
Ün conclut de là que l’on aura
Ainsi la construction précédente détermine sur le plan antipode une nouvelle variable i', dont la valeur est réci|)roque de la valeur de z (’).
Étant donc donnée une fonction f{z) = firéf
de la variable : sur le plan horizontal, on pourra la transformer eu une fonction
fiV = A^ango . e'^) — Alans-’ « • de la variable t sur la sphère, puis en une fonction
de la variable 3 ' sur le plan antipode.
(') C'est gi'&cc au sens ndoplé pour compter les urgumciUs sur le plan .antipode nue c' est une fonction (inonogèuc) de et, par suite, que toute ronction de : sera aussi une fonction de z', et vice versa.
nKS OUANTITKS compi.rxks.
Lorsque : variew de zéro à l’inlini, le point o passera de 0 en (V, et z' variera de l’infini zéro. Si l'on fait
la valeur de f{z) pour oc sera la valeur de ^ {z') pour z' = U, tandis que, sur la sphère, les valeurs infinies soit de s, soit de 3', l’orrespondront toujours à des valeurs finies de la quantité 0 et à des jioints déterminés de la sphère. En rapportant donc la variable à un point de la sphère, on n’aura plus à considérer de points situés à fiiifini, et l’on pourra traiter l’intini comme toute autre valeur représentée par un point de la surface sur laquelle se meut la variable.
S II
180. Théorème. Une fonction qui estuniforme, finieet continue dans toute l'étendue de la sphère, se l édiiil à une constante.
four démontrer cette proposition, mettons la fonction f(z) — f{x -I- il/) sous la forme u + iv, u et v ayant chacun une valeur unique en chaque point du plan horizontal, et pr suite en chaque point de la sphère. Nous suppsons, de plus, qu’en chaque pint de la sphère, u et t; soient des fonctions continues des variables O et p, qui déterminent la psition de ce pint.
Partageons la sphère en deux parties par une ligne fermée quelconque, qui ne se coupe pas, et de telle sorte que la calotte supérieure renferme le point O, la calotte inférieure le pint O' . Nous pourrons transformer tous les points de la calotte supérieure en des points du plan horizontal renfermés dans nne certaine aire 21, et tous les pints de la calotte inférieure on des pints du plan antipode renfermés dans une aire 2i'- D’après la formule démontrée au n° 1.17, on aura, sur le plan horizontal ,
I I [(D^«)‘ -e (D u)«J rf.rrfi/ = / udv .
l’intégrale du second membre étant prise dans le sens psilif par rapprt à faire 3, c'est-à-dire en marchant de l'ouest à l'est (n“ 175, note).
THf:OItlE KI.KMENTAIIIE
On aura de même, sur le plan antipode,
l’intégrale du second membre étant prise dans le sens des angles p’ croissants, ou dans le sens des angles p décroissants, c’est-à-dire en marchant de l’est à l’ouest.
On peut maintenant considérer .c , y , ou x' , y' comme les roordonnées tanfienticlles d’un point ; de la sphère. Les fonctions
Ox'": "■
auront les mêmes expressions et les mêmes valeurs, soit qu’on rapporte les coordonnées à un point de l’un des plans, soit qu'on les considère comme déterminant un point de la sphère. On aura donc
/ I [(Ox’')’ + ' fj [('V")’
— / udr E I udr .
la première intégrale de chaque membre se rapportant à la calotte supérieure, et l’autre à la calotte inférieure.
Ôr les intégrales ( udv , f udv sont prises l’une et l’autre •3 - 3 '
le long de la courbe de séparation des deux calottes, laquelle, sur les deux plans, s’était transformée dans les contours des aires 21,21'. Ces intégrales sont donc composées des mêmes éléments. Mais dans la première le contour est parcouru de l’ouest à l’est, tandis que dans la seconde il est parcouru de l’est à l’ouest. Donc les mêmes éléments sont pris en signe contraire dans ces deux intégrales, il résulte de là que ces intégrales sont égales et de signe contraire, et que leur somme est nulle. Il en est donc de même aussi pour la somme des intégrales doubles.
Mais CCS intégrales doubles sont composées d’éléments qui ne peuvent être négatifs. Donc, pour que leur somme soit nulle, il laul que ces éléments soient nuis séparément, ce qui entraîne les équations
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Donc la fonction « se réduit à une constante dans toute l’étendue de la sphère, et comme on a, en chaque point (n° 102)
il en résulte que v doit se réduire aussi à une constante. Donc f{z) se réduit à une constante dans tonte l’étendue do la sphère, et par suite aussi dans toute rétenduc du plan (’).
181. Il résulte de là que toute fonction uniforme de :, qui ne se réduit pas à une constante, doit présenter au moins un infini en quelque point de la sphère, et par suite elle doit devenir infinie pour une valeur au moins de finie ou infinie.
182. Si la fonction f{z) ne se réduit pas à une constante, il en sera de même de son inverse • Donc la fonction devra
aussi présenter un ou plusieurs infinis, et par conséquent la fonction /■(:) un ou plusieurs zéros.
Donc toute fonction uniforme de qui ne se réduit pas à une constante, doit nécessairement présenter, dans l’étendue infinie du plan, un ou plusieurs zéros, et aussi un ou plusieurs infinis.
De plus, si le point 0' est un zéro (ou un infini), il faut que la fonction ait en un autre point un infini (ou un zéro). Donc toute fonction uniforme a au moins soit un zéro, soit un infini, situé à une distance finie.
i') On peut encore démontrer ce théorème comme il suit :
L .1 fonction fl») étant toujours finie et continue, quelque grand que soit
un aura, en prenant pour :3I un cercle de rayon infini, et posant ç =
Or pour A infini, ft() restant toujours fini, l'intégrale difi'érera infiniment lieu de
quantité finie et indépendante de Uonc f{z) est aussi indépendant de z, et go réduit à une constante,
TIIKUHII-: ÉlKMENTAIIIi:
il est aisé de voir que celte proposition contient comme cas particulier le théorème, que toute équation algébrique a au moins une racine (n°* 74-76).
183. La fonction f{z) — k doit, d’après cela, avoir au moins un zéro. 11 s’ensuit de là que la fonction f(z) passe au moins une fois par une valeur donnée quelconque k.
Ainsi toute fonction uniforme dans toute l'étendue de la sphbie reçoit nécessairement toute^s les valeurs possibles, y compris zéro et l’infini.
184. Remarquons que les zéros (et les inlinis) d’une fonction doivent être nécessairement isolés. Car s’ils étaient infiniment rapprochés, ils formeraient un élément continu, sur lequel la fonction présenterait une valeur constante, et l’on en conclurait alors (n° 152) que la fonction devrait rester constante dans toute l’étendue du plan.
Un infini de première espèce ne peut être non plus à une distance infiniment petite d’un zéro; car alors l'inverse de la fonction serait discontinu en ce point, aussi bien que la fonction elle-même, et l’infini ne serait plus de première espèce.
185. Soit f{z) une fonction finie et continue en tout point de la sphère autre que le point 0’ . Partageons toujours la sphère en deux calottes, dont l’une contienne 0, l’autre 0', et transportons tous les points de la calotte inférieure 21' sur le plan antipode.
La fonction f {z)z= f = ? (z') sera finie et continue pour
toute valeur de z, excepté pour z' = 0. Soit — n l’indice de cette fonction pour z' = 6 . On pourra, d’après ce que nous avons vu, développer la fonction
uniforme et continue dans toute l’étendue du plan antipode, en série ordonnée suivant les puissances positives de z', et poser
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Ü, étant une fonction finie et continue dans toute retendue du plan antipode. Donc
d’où en remplaçant i' par — > f(z') par /'(:),
formule vraie sur toute l’étendue de la calotte 21' .
Or la fonction û, est finie et continue sur toute la calotte 21' ; elle l’est évidemment aussi sur toute la calotte 21. Donc elle l’est aussi sur toute la sphère, et par conséquent elle se réduit (n“ 182) à une constante /!,. On a donc
Donc i;nc fonction uniforme qui ne devient infinie que pour z infini, et qui, pour toute autre valeur de z, reste finie et continue, est une fonetion entière et rationnelle de z, dont le degré est égal il l'indice du point z = <x> .
186. Supposons maintenant que la fonction f{z) ait des infinis . . . , Cj , autres que le point O'. Partageons la sphère, comme précédemment, en deux calottes contenant l’une tous les points e, l’autre le point 0', qu’il soit ou non un infini.
Suivant ce qui a été démontré, la fonction (lourra se mettre sous la forme
-lo + -•11- + '1,-* ■* ■"
(z-eS' (z—c,f< - (:— Cj)"‘
U, , H, , , uii étant les indices des points c, , c, , . . . , q; de sorte
que la fonction
F = {z - c.)"* . . . - cp . f(z)
sera uniforme et continue dans toute l’étendue de la calotte supérieure.
Elle sera également uniforme et continue en tout point de la calotte inférieure, à l’exception peut-être du point O' . Donc, d’après
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ce que nous venons dYtablir au numéro précédent, cette quantité F sera une fonction entière et ratinuiiellc de d’un degré n marqué par son indice au point 0’, et, par suite, de la forme
Donc la fonction proposée f{i) sera de la forme
le numérateur se réduisant à une constante, si la fonction F est finie en 0'.
Donc toute fouction uniforme d voniiiiue dans toute l'cteuduc de la sphère, à l'exception d'un nombre limité d'infinis de première espèce, est une fonction rationnelle. '
187. Soient c, , c, , . . , tons les points où une fonction f(z) devient nulle ou infinie sur le plan horizontal; a, , n, , . , n^ leurs indices, positifs ou négatifs. La fonction
ne pourra devenir nulle ou infinie en aucun point du plan. Donc elle se réduira à une constante A (n° 184), d’où l’on tire
f(z) = .1 — c,}’. (:—£,)"• ... (2— Ci,"‘ .
Donc une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue de la sphère, à Vexeeplion d'un nombre limilé d’infinis de première espèce, est connue, à un facteur constant près, dès que l'on donne ses zàos et ses infinis avec leurs indices respectifs.
ni.
Détermination d'une fonction par di» cniulitions rclatices au contour et «uæ points de Jisconlinuilé.
188. Nous avons vu (n° 151) qu’une fonction uniforme et amtinue dans une aire donnée est déterminée jiour toutes les valeurs de la variable comprise dans cette aire, lorsqu’on donne ses valeurs en tout point d’un élément de l’aire aussi petit que l’on voudra.
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Nous allons voir comment on peut réduire au strict nécessaire les conditions de la détermination d’une fonction, ce ijui conduira aux moyens d'étudier une fonction sufTisaimncnt déterminée, sans avoir besoin de connaître son expression analytique.
189. Nous avons vu (n° 151) que si une fonction uniforme et continue w de t = æ | lÿ est donnée pour un élément, superficiel ou linéaire, de faire 21, aussi petit que l’on voudra, on obtiendra d’abord l’expression do cette fonction, sous forme de série convergente, pour tous !(« points de f intérieur du cercle de convergence (jui a son centre en un point quelconque de l’élément ; et de là, en s’avançant de proche en proche, on peut déterminer la fonction dans toute f étendue de faire 21.
Nous pourrons supposer que l’élément linéaire le long duquel la fonction est donnée est le contour même du cercle de convergence C, de rayon /? et de centre c, ou d'un autre cercle quelconque compris dans le cercle de convergence, et aussi voisin de lui que l’on voudra. Si l’on connaît les valeurs que prend la fonction f{i) en tous les points de la circonférence C, les formules du n” 154 détermineront les coefficients du dévelopi^ment de f{z), sous forme d’intégrales portant sur des fonctions connues, et ce dévelop[>einenl donnera les valeurs de f{z) en un point quelconque de f intérieur du cercle.
La fonction le = f{z) ainsi déterminée, jouira des propriétés suivantes ;
Elle sera continue, ainsi que toutes scs dérivées, pour toute valeur de Z intérieure au cercle;
Elle satisfera à féquation aux dérivées partielles
Di w e I); w ■— 0.
190. Au lieu de la fonction w — u -t- it> elle-même, il nous suffira, dans nos recherches, de considérer sa partie réelle it. Cette partie réelle une fois obtenue, les conditions (2) du n° 102, auxquelles le coefficient de t devra satisfaire, nous feront connaître la différentielle
rfr = I) cdx -t- 1) »(/« = — D D udy,
S 9 ^ 9 JS ’
expression intégrable en vertu de la condition D' H I D' H = (I.
THËonit: ËLKMEMAIRE
On en tirera, par l'intégration, la valeur de v, à une constante réelle près. Enfin celte constante elle-même sera déterminée, si l’on donne la valeur numérique de u en un point quelconque (xo.ÿo) de faire considérée.
Si dans le dévelop(X)inent
w =• Il + it> = Ao 1- .4, (2— c) -I- /l, -i- •••,
on sépare le réel de fimaginaire, en faisant
1 = B -h i C , : — c = re'^ ,
ir II * ’ ’
on obtiendra le développement de la partie réelle « de tv sous la forme
U = - 1 - B, r cos P + «,»•* cos tp + ■■■
— C, r sin P — C, sin 2 p
En un point du contour de (£, pour r = li, cette valeur deviendra
«„ = Bo \ B^Rco&p I BJi’ms'ip -i- •••
— sin P — C, fl* sin 2 /)
Héciproquement, si l’on connaît la valeur n, de u en tout point du contour de C, on aura la valeur de n en un point quelconque ; = c -h rc*'' de l’intérieur du cercle, en multipliant les termes du
développement de »o par les puissances correspondantes de ^ •
Les conditions auxquelles satisfit iv sont remplies également par la partie réelle u. Ainsi ü existe une fonclioii réelle u de x et de y satisfaisant aux conditions suivantes :
I. Elle prend le long de la circonférence du cercle (C la même suite de valeurs qu’une fonction donnée ii„ , continue en chaqtie point de cette circonférence;
II. En tout point de l’intérieur du cercle, elle est continue, ainsi que toutes ses dérivées partielles;
III. Elle vérifie l’équation aux dérivées partielles
' ' Xi
19"i. Celte fonction u, ijuc nous venons de déterminer, est la
DES QUANTITES COMPLEXES.
seule qui satisfasse aux conditions du numéro précédent. En effet, reprenons l’intégrale double déjà considérée aux n“ 137 et 180,
et soit, s’il est possible, une autre fonction U, satisfaisant comme u aux conditions I, Il et III. Nous pourrons représenter cette fonction [wr U + 9 , 5 étant une fonction différente de zéro dans tout l’intérieur du cercle, mais s’annulant en tout point de la circonférence, en vertu de la condition 1, à laquelle les fonctions n et u -t- 0 sont supposées satisfaire l’une et l’autre.
De plus, d’après la condition II, 9 sera continue, ainsi que toutes ses dérivées. Enfin, d’après la condition III, on devra avoir
Cela pose, en fiiisant le môme calcul qu’au n“ 137, on trouvera tl(e) = — D^9(te),
quantité nulle, puisque 9 a la valeur constante zéro tout le long du contour de C.
De la condition û (9) = 0 il résulte, l’élément de celte intégrale ne pouvant être négatif, que l’on a
d’où il s’ensuit que l'on aura en tout point de l’intérieur du cercle
et par suite
6 = constante.
Enfin, cette valeur eonslante elle-même doit être nulle, puisque 9 = 0 tout le long du contour. Donc la fonction u, déterminée au numéro précédent, est la seule fonction uniforme qui satisfasse aux conditions I, II et III.
La démonstration précédente subsisterait encore dans le cas où l’on substituerait au cercle C une aire quelconque à connexion simple.
193. Ü (9) sera nul toutes les fois ijuc D, 9 et D, 9 le seront eu
HO
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chaque point du cuiitour, c’est-à-dire toutes les fois que la fonction 0 aura le long de ce contour une valeur constante. On en conclura alors que 5 sera aussi constant dans tout l’intérieur du cercle, et par suite, si 0 est la partie réelle d’une certaine fonction w de a; 1-ii/, cette fonction elle-niéine (n® 137) se réduira à une constante dans toute l’étendue de l’aire circulaire. Ainsi une fonction de z, uniforme et continue dans un cercle donné, ou plus généralement dans une aire donnée quelconque à connexion simple, se réduit à une constante toutes les fois que la valeur de sa partie réelle reste constante tout le long du contour de l’aire.
194. Supposons maintenant que la fonction ic doive être finie et continue pour toute valeur de z, c’est-à-dire dans toute l’étendue de la sphère. Prenons pour aire 21 la sphère entière moins un cercle infiniment petit de centre quelconque c. La fonction étant continue dans le voisinage de c, sera constante le long de la circonférence infiniment petite qui forme le contour de l’aire. Donc elle sera aussi constante dans tout l’intérieur de faire, c’est-à-dire dans toute l’étendue de la sphère.
Nous sommes ainsi ramenés au théorème du n® 180.
195. La fonction unique u, qui satisfait aux conditions I, 11 et 111 du n® 190, jouit, de plus, de la propriété de rendre minimum l’intégrale double
lorsqu’on prend pour U toutes les fonctions uniformes et continues qui satisfont seulement à la condition I, c’est-à-dire qui prennent la valeur le long de la circonférence du cercle <£.
En effet, comparons les valeurs que prend 12 (U) lorsqu’on y remplace successivement U par la fonction u satisfaisant aux conditions! et II, et par une fonction quelconque prenant également le long du contour la valeur Uo, et que nous pourrons représenter jwir
Ml 0,
5 étant une fonction réelle (|uelconquc, uniforme et continue à fin- U'ricurdcC, et s’annulant huit le long du contour de C. Les
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dérivées de 0 seront continues (n" 147}. ün trouve, en développant, Q(« + 0) = y j [(D^«)' + (DjfO’jrfxdj/
-^-^f [D^« -I \)^uü^B]dx(ly + j [(D,fj)’4 (D^6)’] dxdy
= ü(ll)-4 Q(6)^ 2 f I 1D,«I)^0 I n,«n,o] (/.n/ÿ.
Or, à cause de
IV6.D,«)= D,«ü, Di».
on a, par la Ibrmule (1) du n" 125,
I I 1 Dj » Dj 6 I 'J ■ Dj »] = / 6 . D, U (/y ,
et de même, par la formule du n° 126,
J y [ Dj M Dj 6 ^ 0 . DJ M ] dxdy = — j b.D^ ud.v.
Donc
jy [D,«D,e -I D^nD^ej dxdy
=J' '){\)jUdy~-h^ndx) — J j (Di« + DJfAsrf.rrfv-
Or, les intégrales du second membre sont nulles, la première parce que 6 s’annule tout le long du contour, la seconde par la même raison et aussi parce que h satisfidt à la condition III. Donc on aura simplement
U(« -t- O) — U(«) 4- tl(0).
12((/) ne peut être négatif. Donc, tant que !i(&) ne sera pas nul, on aura toujours
On aura
Il (h i- i) = 11(m)
dans le seul cas où U (0) sera nul ; mais alors, d'après ce que nous avons vu, 9 devra lui-môme s’annuler, et u -H 5 se réduira ù «.
Donc, parmi toutes les fonctions U qui satisfont aux conditions I et II, celle qui donnera pour 12 (u) la valeur minimum sera la fonction unique qui satisfait à la condition lii.
THftolllK f;l.f:MENT.UhK
C’est d’ailleurs le seul minimum dont l’intégrale ü(ï/)soit susceptible. Car, si l’on part d’une valeur quelconque il{V) = û (it 0) = Ü (il) -I- ü(0), et que l’on remplace 0 par hO , h étant une constante moindre que l'unité, on aura
- ü(Ae) = /(’üt5),
et par suite
ti(« + // 6) = U (?<) +/(• U(6) < ü(w + 0).
Donc V r=u + 'j ne peut donner un minimum de lî (U), si ce n’est |K)ur 5 — 0.
196. Passons maintenant au cas général où l’on considère non plus l’aire d’un cercle C, mais une aire quelconque 21 à connexion simple. Soit toujours U une fonction de .r et de ;/, continue dans toute cette aire, et prenant le long du contour de l’aire une série de valeurs données, représentée par i/„.
L’intégrale
^K{U) = f f [(D,f/)> + Ü^Uy] dxdy,
étendue à tous les éléments de cette aire, ne jæut devenir négative. Parmi les formes, en nombre infini, que fon peut attribuer à la fonction l\ il doit en exister une qui rende celte intégrale minimum. Désignons par u cette détermination particulière de V, que l’on peut supposer obtenue par un moyen quelconque.
Cela posé, traçons à l’intérieur de 21 un contour fermé quelconque, qui partage faire 2l’en deux parties, fune annulaire et extérieure 0, l’autre intérieure et à connexion simple C. Imaginons que dans toute faire annulaire Q on attribue ù la fonction U la valeur déterminée u, et que dans la partie intérieure C on laisse U indéterminé.
D’après la supposition de la continuité de U, cette fonction devra prendre, le long de la ligne de séparation des aires 6 et C, la même série de valeurs que la fonction n, sans quoi il y aurait discontinuité en passant d’un côté ù l’autre de celte ligne. De plus, cette fonction U sera encore assujettie à suivre dans fintérieur de <C la loi de continuité.
L’intégrale (T) se composera de deux parties ; fune Qg (U)
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= lig {«), qui csl délerminéeet constante, l’autre dont la
valeur variera avec la forme de la fonction U. Donc la valeur totale
U_J, {U) consi. + (IJ)
ne pourra être minimum qu’autant que Ü^{U) le sera, c’est-à-dire qu’autant que l’on aura choisi pour V la forme qui rendra (11) minimum.
Or, par hy[X)thèse, on aurait la valeur minimum ii {U) en faisant U = u, non seulement dans 0, mais encore dans l’outre partie (C de Donc la fonction u est celle qui rend aussi minimum l’intégrale üj(r) parmi toutes les fonctions qui ont sur le contour de C la même valeur que n.
Soit pris maintenant pour C un cercle de centre c, compris tout entier dans 21. l’armi toutes les fonctions imaginables qui ont sur le contour de C la môme valeur que n, celle qui rend l>^ (U) minimum est la fonction qui remplit, à fintéricur de ce cercle, les conditions II et 111. Ainsi, cette dernière fonction est celle que l’on doit prendre en tout point d’un cercle tracé du centre c à l’intérieur de 21. Si nous déplaçons maintenant le centre c, comme au n° 151, nous finirons, de proche en proche, par embrasser successivement tous les points de faire 2t.
Donc, {x,y) dcsiynanl un point quelconque d’une aire à ronnexion simple 2t, parmi toutes les fonctions réelles de x et de y, qui prennent sur le contour de 21 une meme suite donnée de râleurs, et qui restenl continues à l’intérieur de 21, il en existe une u, qui rend minimum l’intégrale
iî a (^^) = / [ (D. '0* + (D, l’y] drdy ■
et cette fonction u jouit des propriétés suivantes : i” elle est continue, ainsi que toutes ses dérivées partielles, à l’iqtérieur de 21/ 2° elle vérifie en tout point de 21 l’équation aux dérivées partielles
197. Si l’on suppose maintenant que u soit la partie réelle d’une fonction M-t-it'de z — .r-|- iy, on aura (n" 102), en intégrant
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entre deux points : de l’aire 21, et prenant pour cliemin d'intégration une courbe quelconque tracée à l’intérieur de 21,
P = I ~ n^u(lj-) H- consl.
La quantité sous le signe y' étant une différentielle exacte, l’intégrale sera indépendante du chemin parcouru (n“ 130). Donc e sera, comme u, une fonction uniforme de r et de y.
De plus, la valeur de dv donne
Donc (n" 102) u -t- iv est une fonriion de z = x-\- iy, uniftmne et continue à rinlérieur de 21, dont la partie réelh u prend le long du contour de 21 une suite de valeurs données, et dont la partie imaginaire iv peut prendre en un point quelconque de 21 une valeur donnée.
Enfin, la fonction a l- iv qui satisfait à ces conditions est unique.— Car, si l’on remplace u -l- je par(u-t- iv) (u -H iu), l" J 4 - w devra être une fonction de x -j- iy, uniforme et continue dans toute faire 21 ; 2"' y devra s’annuler tout le long du contour de 21; 3” y prendra la valeur zéro en un certain point de 21. Puisque J est nul tout le long du contour de 21, fintégrale
est nulle. Donc (n° 137) -j i- iu se réduit à une constante. Cette constante est nulle, puisque u s’évanouit sur le contour, et ic au point Donc la fonction v ]- iv est la seule qui puisse satisfaire aux conditions ci-dessus.
Remarque. Les recherches précédentes reposent sur le principe, admis comme évident, que, parmi toutes les fonctions f’qui satisfont à. des conditions données dans une aire donnée, il en existe une qui rend l’intégrale ü(/’) minimum, et nous avons vu que c’est celle qui satisfait à une équation aux dérivées partielles, analogue à celle du potentiel. Ce princiiM^ a été employé par Lejeune- Dirichlet dans ses Leçons sur faction des forces qui agissent en raison inverse du carré de la distance, et pour celle raison, lliemann lui a donné le nom de principe de Diricidet.
Supposons maintenant que la fonction à déterminer ne
iiKS (Ji;axtitiïs iiomplexks.
soit plus assujettie à rester toujours continue à l'intérieur do 21, mais qu’elle puisse présenter des infinis de première espèce. Ses dérivées étant infinies pour les mêmes points, l'intégrale
J Ja
(i)^uy]dxdÿ
sera cllc-méme infinie, et ne |X)urra plus être employée.
Dans ce cas, Riemann emploie, au lieu de cette intégrale, la suivante,
W = f [(D, « - + (D^« + !),?)•] dxdy ^
prise encore dans toute l’étendue de l’aire 21- Celle expression s’annule (n“ 102), toutes les fois que a -H est une fonction de z — x + iy.
Soit maintenant it une fonction de x et de y qui ait les mêmes infinis c, c', ... que la partie réelle a de a +t^, et qui en ces points prenne une valeur différant de celle de a d’une quantité finie, c’est-à-dire telle que lim, _,.(u — a) ait une valeur finie en chaque point r. Nous dirons dans ce cas, pour abréger, que la fonction u devient infinie de la même manière qtte a.
Cela posé, si l’on fait
la fonction ft sera finie et continue dans tout l’intérieur de 21, et il en sera de même de toutes ses dérivées,
D tt=D H — D« = D U — D (5,
Donc
O (n) = f f [ -Dy|5)* + (Dj^n + D^j5)‘] y,.yy
aura une valeur finie.
Si Ton applique à la recherche de la fonction u, ou, ce qui revient au même, de la fonction it qui rend celte intégrale minimum, le même calcul qu’au n“ 195, on verra que l’intégrale sera rendue
tu
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niinimum pnr la fonction u qui satisfait à l’éqnation aux dérivées partielles
DiiJ + DJn = 0.
L’existence d une fonction ^i. et d’une seule entraîne l’existence d'une fonction u et d’une seule.
Si l’on considère maintenant u comme la partie réelle d’une fonction de x + iij, l’autre composante v sera déterminée, à une constante près, par l’équation
d (i-— P) = — (D^u + D^|5)dr 4- (D^m—
Donc wjie fonction te = « + iv d’une variable complexe est déterminée dans F étendue iTune aire à connexion simple, lorsqu’on donne : 1“ la suite des valeurs de u le long du contour de 21 ; 2" la valeur de v en un point quelconque de 21/ 3® une fonction a + t'3 qui ait les 7némes infinis que w et qui devienne infinie de la même manière.
199. Soit m + in une fonction quelconque, non de a; -t- t'y, mais simplement de x et de y; et supposons que dans l’aire 21 cette fonction ait les mêmes infinis cl soit infinie de la même manière qu’une fonction a q- t ^ de x + iij. Les expressions
seront alors finies en tout point de 21, et il en sera de même de l’intégrale
Q(tn) = J j [(D^»n— D|^n)' + (D^»i-t-D^n)*](/j;rfy.
Si maintenant a désigne une fonction de x et de y, qui reste finie dans 21, et que nous posions
u sera infini de la même manière que m et par suite que a. Donc Ü (h) sera fini, et deviendra minimum lorsqu’on prendra pour « la fonction qui satisfera à l’équation
(1) D’h4-DJ« = 0.
La fonction m, ainsi déterminée, pourra être prise pour la partie
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réelle d’une fonction dea:+ t;/. On peut donc déterminer ude façon que u — in H- p, satisfaisant à l’équation (I), prenne la même valeur que m le long du contour de ^,’etsoit, à l'intérieur de 21, infini de la même manière que a, et nous avons vu que cette détermination est unique.
On a ensuite, comme précédemment,
d (r — n) = — (I)^ M + n) dx + (D^ti — «) dij ,
les coefficients de dx et de dy étant finis en tout point de 2i, ot l’on voit aisément que la fonction v ainsi déterminée remplit les conditions du n" 402. Si donc on pose la dilférenticlle du second membre = «iv, on aura
et par suite, en ajoutant à m + in la fonction finie et continue
[X + iv ,
(w + in) + (u + iy)
deviendra une fonction de a; + iy, dont la partie réelle aura les mêmes valeurs que m le long du contour de 21. fia fonction v renfermera une constante arbitraire, que l’on déterminera si l’on connaît la valeur de v en un point de l’aire 21.
On peut se servir de ce calcul pour déterminer la fonction w = u + iv. Comme on peut choisir les fonctions m et n d’une manière entièrement arbitraire, on pourra, faire ensorte qu’à l’intérieur de contours infiniment petits tracés autour des infinis que doit avoir w, la fonction m -+- in prenne les mêmes valeurs que la fonction donnée a -t- j’^, qui doit être infinie de la même manière que w ; qu’en dehors de ces contours elle reste toujours finie et continue, et que sur le contour de 21 la partie réelle m prenne les valeurs données pour la partie réelle de w. Alors Q (m) sera identiquement nulle à l’intérieur de ces contours, et sera finie dans tout le reste de l’aire 21. En ajoutant à wi m la fonction u -t- iv, on obtiendra une fonction w de z, et comme le changement de m d- in en une fonction de z ne peut se faire que d’une seule manière, w sera déterminé à une constante près, renfermée dans v.
THEORIE ELEMENTAIRF
S IV
200. Supposons, comme au n“ 180, la sphère partagée en deux calottes ; l’une 21 contenant tous les infinis de la fonction qui sont, sur le plan horizontal, à des distances finies de l’origine; l’autre 21' ne contenant pas d’autre infini que le point 0', s’il en est un.
L’intégrale^. I f{z)dz sera le résidu intégral de la fonction
ZttI ^
relativement à l’aire 21. L’intégrale
(en ayant egard au changement de signe indiqué au n® 180) sera
le résidu de la fonction ^ ^('^) ■’^lativement au point O' , c’estè-dire Ù 3 ' = 0ouà 3 = 00.
Or les deux intégrales, prises le long de la môme ligne de séparation des deux calottes et en sens contraire, sont égales et de signe
contraire. Donc te résidu intégral relatif à tous les infinis
de la fonction autres que : = 00 , est égal, au signe près, au résidu
de la fonction f relatif à i' = 0,
Si 3 '. -pr f “ f = 2 /’(:) a une limite nulle
ou lime F pour : = 0 ou pour z = 00 , on aura alors, dans le premier cas, (L f{z) = 0, et dans le second c, f{z) = — F.
201. Supposons, par exemple, que l’on se propose de calculer le résidu intégral d’une fonction rationnelle
f(;) et F{z) étant deux polynômes entiers, de degrés m et 11 , savoir,
On tire de là
li. + h,
Soit maintenant
H - III — 'i=. — ji.
On pourra, par la simple division, mettre la fraction
-I- Il ,
sous la forme
IU
bi, étant une quantité qui ne devient pas infinie pour z' — 0. II vient alors
En intégrant maintenant les deux membres le long du contour de 21', comme au n° 141, il vient, le résidu de u, étant nul.
Donc
Pour
H — Hl — 2 = — t , OU K = W f 1 ,
on a
Cette valeur n’est autre chose que la valeur de — zf{z) du numéro précédent. Pour
H — m— 2 ^ 0, ou n^m + 2,
le résidu intégrai est nul. On a alors, en ctfet, lim^ zf(z) — 0.
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La fonction
devenant infinie d’ordre — {n—m — 2) — fi
jK)ur z' — 0, le résidu aura pour expression gcnérale(n° 168), en supposant m — »! + 1 > 0 ,
,Üi)'
202. Ce que nous avons dit de l'évaluation des indices d’une fonction aux points où elle devient nulle ou infinie, s’applique également à la valeur 3 = oc , comme on peut le voir en transformant cette variable, et rapportant la fonction au plan antipode, auquel eas on a à considérer l’indice d’une fonction de z' pour z' = 0.
Soient maintenant c, , c,, ... tous les zéros et les infinis de la fonction dans toute l’étendue de la sphère, y compris, s’il y a lieu, le point 0' ; n, , n, , . . . leurs indices respectifs, positifs ou négatifs.
Partageons la sphère en deux calottes 21, contenant chacune une partie des points c, savoir ; l’une les points c,, c, y
compris le point 0; l’autre les points c', , c',, ... , y compris le point 0'. En transportant ces points, les premiers sur le plan horizontal, les seconds sur le plan antipode, nous aurons (n° 171)
_L / ■ AL
±f Al
t,:ür f ■
Or les deux intégrales f AL ^ j LL sont égales et de signe
contraire, comme les intégrales analogues considérées au numéro 182. Donc la somme tolalc des indices est nulle.
n,H- n, -f — I- n\ -r- ti\ + = 0.
Donc, si ((z) est une fonction uniforme dans toute [étendue de la sphère, et ne présentant que des discontinuités de première espèce, la somme des indices de la fonction pour tous les points de la sphère est nulle.
IIES OÜA.NTITES COMPLEXES.
En d’autres tennes, le nombre total des zéros d'une fonction uniforme est égal au nombre total de scs infinis, en comptant chaque zéro ou chaque infini autant de fois qu’il y a d’unités dans l'indice correspondant.
Considérons, par exemple, un polym^me de degré m. Pour Z = 30 , en O', ce polynôme est infiniment grand de l’ordre m, et il ne devient infini qu’en ce point 0’, de sorte qu’aux autres points de la sphère les indices ne peuvent èlre que positifs. La somme de ces indices positifs devant être m, le polyiiüiue, égalé à zéro, admet donc m racines, égales ou inégales, ce qui donne nue nouvelle démonstration de la proposition fondamentate de la théorie des équations algébriques. {Première partie, n"’ 75 et 70.)
THÉORIE ËLÉREMAIRE
CIIAPITKE V.
APPLICATIONS DES THÉOHIES PRÉCÉDENTES
Détermination du nombre des racine.'! d’une éifuation comiirises dans une aire donnée.
203. Nous avons vu (n“ 172) que, dans l’étendue d’une aire l’excès M du nombre des zéros d’une fonction uniforme {(z) sur le nombre de scs infinis est égal au résidu intégral de la fonction D, log f{t) relatif à l’aire 21, c’est-à-dire 5 l’intégrale
Désignons par la caractéristique A l’accroissement d’une fonction non uniforme, représentée par une intégrale, lorsque cette intégrale est prise tout le long du contour de 21. D’aprt-s cela, en représentant par Zo la valeur de la variable : eu un point du contour, par la valeur de la variable au même point, lorsqu’on a fait croître son argument de î-, de sorte que
= re'7 , s , = rc‘ >
et par Fo, F, les valeurs correspondantes de la fonction multiforme F{z), on aura,
r flF= - Fo.
On trouvera ainsi, en particulier,
/ -/ = log -^ = 4 log/',
et de plus
I = log i log; = 2r».
Donc la valeur de l’indice intégral relatif à faire 21 [Hiurra so mettre sous la forme
_ A log f A log :
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Celle expression de la différence enlre les nombres de racines des équalions
a reçu de Cauchy le nom de compteur logarithmique.
204. Supposons, par exemple, que f soil un polynôme cnlier du degré n,
11 esl clair que l’cqualion /"= oc ne pcul avoir de racines finies. Donc la somme M ne conlienl aucun indice négatif, et par suite elle est égale au nombre des racines de l’équation f =Q. Prenons pour % un cercle de rayon aussi grand que l’on voudra. Nous aurons
log /■ = n log 0 + lüg ^ a. -1-
en désignant par x une quantité qui ne devient pas infinie pour
!i\o^f—n. ilog ;+ i log 4 - ^
d’où
A log 2 4 log 2
Or, pour 2 assez grand, le module de 4* devient inferieur à celui
de Oo, d’où il suit que log reprend sa valeur primitive,
lorsque z a parcouru la circonférence entière (’).
(') Soil , en ofTet, nioil 4 < * > T ~
4 log (u + ») = A log U 4 log ( 1 -t- -"4 .
1 4--— =1 1 + re'^ = pc'? .
I +rco3/)=pcosy-
Donc
et par cons<k|ucnt
IHÊOfilE ELENENTAIBE
A log -h ^ '08 «. = •
A log/'
A log Z
L'équation /■=. 0 a donc n racines. Nous obtenons ainsi une nouvelle dcinonslration du théorème établi dans la Première partie (pages 46 et suivantes).
205. On [Kîul énoncer d’une autre manière le théorème du n» 203. Soit
d’où
f(z) = U-*- iv = Re'‘\
U = H cos , t! = It sin P,
= col P.
Lorsque la variable ; a fait le tour de l’aire 21, [{i) reprenant sa valeur, \ogf{z) a crû d’un multiple de 2 ri, et nous avons vu que cet accroissement A log/'(z) est égal à 2rt 3/ multiplié par l’excès M du nombre des zéros sur le nombre des infinis.
Il s’ensuit de là que
\ogf(z) — loëH+ iP
croit de ’iMr.i, et par conséquent l’argument P croit de 2Af-.
Puisque r csl < 4, I - 4 - rcus {> sera toujours positif, ainsi que cos Donc, l'argument y de 1 -t- ne croit pa.s d'une circonférence , et par suite log ^4 + reprend sa valeur [iriinilivc, après que i a parcouru le contour do Donc
A log ^1 -t- -^) = 0 , A log (u -t- ») =: A log U.
On peut donc, dans la soniinu u + c, négliger la partie i> dont le module est constamment <‘mod u.
«ES QOA.NTITÉS COMPLEXES.
Considérons maintenant (f>g. 32) une droite indéfinie dans les deux sens, mobile autour du centre du cercle sur lequel se mesurent
les angles, et tournant dans un sens quelconque. Chaque fois que l'une ou l'autre des directions de la droite passera par le point A, la droite ayant
décrit un angle P = -j + Ar, la cotangente de cet angle P, représentée |iar la ligne AC, s'annulera. De plus, elle s'annulera en passant d'une valeur positive à une valeur négative, si à ce moment l'angle P va en croissant, et, au contraire, elle s’annulera en passant d’une valeur négative à une valeur positive, si l'angle P va en décroissant.
Si à la fin du mouvement l’angle P a repris sa valeur primitive, la droite OC aura dû passer par le point A autant de fois en allant do droite à gauche qu'en allant de gauche à droite. Si l’angle P a crû de r., OC aura dû passer par A une fois de plus en allant de droite à gauche que de gauche à droite. Si l'angle P a crû de 2 Af-, OC aura passé 23/ fois de plus par A de droite à gauche que de gau- > che à droite. Donc cot P se sera annulée 2 3/ fois de plus en passant du positif ou négatif qu'en passant du négatif ou positif.
Donc, lorsque l’argument P de f{z) croîtra de %Mt., la quantité
— = cot P
s'annulera 23/ fois de plus en passant du positif au négatif qu’en passant du négatif au positif.
Si donc on pose
et qu’en faisant jKircourir à z le contour entier d'une aire 21, on compte combien de fois le rapport s'annule en passant du positif au négatif, et combien de fois il s’annule en passant du négatif au positif, V excès du premier nombre de fois sur le second sera double de l’excès du nombredes racines de l'équation f{z) = 0 comprises dans l’aire 21 sur le nombre des racines de l'équation /■(:) = 00 comprises dans la meme aire.
Si la fonction f{z) n'a aucun infini à l'intérieur de 21, l’excès en
question sera précisément égal au double du nombre des racines de l’équation /(j) = 0 contenues dans Faire 21-
206. Soit, en particulier, une fonction entière et rationnelle
f{z) = fl, ^ a,
Cette fonction ne deviendra pas infinie pour des valeurs finies de Prenons pour contour un cercle de rayon infini r. Le premier terme fl, s" deviendra infiniment grand par rapport ù la somme des autres, et l’on pourra poser
/■(;) = fl, -1-0,
c étant infiniment petit.
Soit maintenant
fl, =
On aura, à des quantités près infiniment petites par rapport à celles que l’on conserve,
« = À r” cos (»«;/ -i- 0) , f = X r" sin {mp 6),
d’où
= cot (wp -1 0) , à un infiniment petit près.
Si maintenant s fait le tour du cercle, p croîtra de 2-, et mp + 5 de 2m-. Donc cot(mp -t-5) s’annulera 2m fois en passant du positif au négatif, sans jamais s’annuler en passant du négatif au positif. Donc, l’équation f{z) = 0 a m racines dans l’intérieur du cercle infini.
Pour déterminer la ditfércnce v — v entre le nombre de
fois y que — passe en s’annulant du positif au négatif et le nombre de fois y' qu'il passe du négatif au positif, tandis que z parcourt le contour de 21, Sturm a fait connaître le procédé suivant, qui est une extension de celui qu’il avait donné pour le cas des racines réelles.
Prenons pour contour de 21 une ligne qui se conuxise de parties r,C' ,..., sur chacune desquelles a,' et»/ soient exprimées en fonctions rationnelles d’une troisième variable /. Pour chaque partie, u et v seront exprimés également on fonctions rationnelles de t, de sorte
IIKS 01 ANTITftS |■.nMPI.EXES.
ir>7
il U
que le rapport — se changera clans le rapjiort — de deux fonc ■
lions entières de t. Le problème se ramènera alors à trouver la différence v — •/ pour chacune des parties C du contour. La somme de toutes cos valeurs donnera le nombre ‘i M.
Divisons maintenant U ]iar V; soit — V’, le reste de la division. Divisons de même V par T, , et soit — T, le reste de la division , et ainsi de suite ('). On finira par arriver à un reste constant — V^. Car U et V, ne s’annulant pas à la fois sur le contour, n’ont pas de facteur commun. Soient maintenant, dans le sens du mouvement positif, a et è les extrémités initiale et finale de la portion de contour C. Alors v — v sera égal è l’excès du nombre de variations que la suite
présente au point b sur le nombre des variations que la même suite présente au point a.
La démonstration est la môme que pour le théorème relatif aux racines réelles. On but voir qu’un changement de signe de l’une des quantités V, F, , . . . n’a pas d’iniluence sur le nombre des variations. i/ et V ne peuvent pas changer de signe en môme temps. Donc, si U — 0 pour t = c, on aura à considérer les eas suivants, £ désignant un accroissement compté positivement do a vers b :
Il r
Dans le t" et le 4* cas, -y passe de + à — ; donc, dans le passage par le point c, v augmente d’une unité, et en môme temps il SC produit une variation de plus ; de sorte que l’accroissement du nombre des variations donne bien l’accroissement de v — v'.
Dans le 2* et le fi* cas, -y passe de — à -f-, v' croît d’une unité, et par suite v — •/ diminue d’une unité. Mais en môme
P) V' pcul élro do degré plus élevé que (/, auquel c.as lo reste de la division de {/ par K est U, et alors — 1', = U.
temps le nombre des variations diminue aussi d’une unité. Donc le théorème continue à subsister. Or, comme il ne peut y avoir de changement dans le nombre des variations que lorsqu’on passe par un point c, le théorème est complètement démontré.
208. Pour mettre en pratique celte méthode, prenons pour contour celui d’un rectangle dont les côtés soient parallèles aux axes coordonnées, et qui ait pour abscisses extrêmes , A', et pour ordonnées extrêmes i/o , Y, en supjiosant
Le contour se composera de quatre parties ;
correspondant à y = y„ ,
depuis x = x„ jusqu'à x = A';
y — Vo y = P;
X—Xo,
y=Y y =yo.
Ainsi, dans chacune des quatre portions, V et V ne dépendront que d’une seule variable, savoir, de x pour C et C* , de y pour C et C’.
Si l’on veut obtenir toutes les racines d’une équation, on emploiera d’abord la méthode connue de Sturni pour trouver les racines réelles
Z ziz ^ Z d, y . • . j ~ .
On divisera ensuite f{z) par le produit
ce qui donnera une équation s (z) = 0, qui n’aura plus de racines réelles, situées sur l’axe de x. On pourra prendre alors cet axe luimême pour un des côtés du rectangle. En faisant d’abord
X, = —QC, ÿo = 0, X — + CX3, r=+X,
on obtiendra le nombre des racines complexes x -t- ty pour lesquelles le coefficient y de i est positif. Puis, en faisant
,r. = — Qo, y, = — 00 , À' = +x, r = 0 ,
on trouvera de môme le nombre des racines complexes dans lesquelles le coefficient de i est négatif.
On i>artagera ensuite le plan en bandes par des parallèles à l’axe
DES OI ANTITÉS f.OMH.EXES.
des Z ; puis on subdivisera par des parallèles à l'axe des y chacune des bandes qui renfermeront des racines. De celte manière, les racines se trouveront resserrées dans des limites a^z étroites pour qu’on leur applique la méthode d'approximation de Newton.
Ici, comme dans la ."echerclie des racines réelles, il n’est pas absolument nécessaire que l’équation soit réduite à n'avoir plus que des racines simples. Cependant, il y a naturellement avantage à commencer par l’application de la méthode des racines multiples, afin d'opérer ensuite sur une équation plus simple.
Il est facile de déterminer les racines imaginaires pures, qui sont les racines communes aux deux équations
«(Ojÿ) — 0, t’(0,y)=0,
et qui s’obtiendront en égalant à zéro le facteur commun à ces deux équations, .^près les avoir supprimées, on partagera le plan en quatre parties correspondantes aux quatre angles des axes coordonnés.
% II-
Dévtlnpptmml-iles funclions en séries périodiques.
209. Du théorème de Laurent, démontré au n° 155, il résulte que, si f{z) est une fonction uniforme et continue dans l’intervalle compris entre deux cercles concentriques, de rayons r et R, on pourra développer f{z) en une série convergente, ordonnée suivant les puissances entières, positives et négatives, de la différencez — c, c représentant le centre commun des deux cercles. On aura de celte manière
/•(;) = il. -t- il, (Z— c) -t- d,(z— c)* +■■■
ou, en posant
Z — c = re'^ 1
( 1 ) f(c + re‘') = il. -t- il, re’’’ + A,r' e’*'' +
• A_^r ' e *''+ il.
chaque coefficient A, , d'indice positif, nul ou négatif, étant déterminé par la formule générale
TiiKoniF. èi.émf.xtaihe
mi: fi O
où P est un module quelconque compris entre r et R.
Si dans le second membre de la série (1) on remplace l’argument p par P -I- ikr., ce second membre ne change pas. Donc le second membre est une fonction périodique de l'angle p , et par conséquent il en est de môme du premier membre, tant que l’équation (1) subsiste. C’est ce qui résulte d’ailleurs de la supposition que la fonction f{z) est uniforme dans l’aire considérée; car, puisque l’on a
c-4 re'> = c + re''
il on résulte
c’esl-ù-dire, si l’on pose /-(c -t- re'') = F{p),
F{p) = F{p + ik^).
Ainsi, une fonction uniforme de i = c -h rc*’’ est une fonction périodique de l’argument p, et la série qui exprime le dévelopj>ement de la fonction suivant les puissances de z — c = re'^ est nécessairement une série périodique par rapport à l’argument p.
210. On peut présenter le développement (t) sous forme trigonométrique, en remplaçant chaque exponentielle c"*' par cos np -!- i sin np. Il vient alors, en posant
F{p) — It, -t- D, cos p II,cosip+--- + CtSin p + C,sinip + • • ■ ■
On voit aisément que, si F{p) est une fonction paire de p, telle que F{ — p)= F{+p), le développement devra se réduire à la première ligne, et ne contenir que des cosinus. Au contraire, si F(p) est une fonction impaire de p, telle que F{ — p) = — F{+ p), le développement devra se réduire à la seconde ligne, et ne contenir que des sinus.
21 1 . Appliquons, par exemple, ces formules nu développement de la fonction perturbatrice.
Soit r la distance de deux astres, s un nombre entier quelconque. On veut développer la fonction
en une série coordonnée suivant les puissances de l’exponentielle
qui a pour argument l'anomnlic excentrique | de l’un des astres.
La distance mutuelle r est déterminée par une équation de la forme
r’ =// — K cos (p — tt) + Jcosip,
H, K, a, J étant des quantités réelles, indépendantes de ip. On fait voir facilement que la valeur de r’ peut se décomposer en quatre facteurs du premier degré par rapport à 2 . Les racines de l’équation r’ = 0, du 4’ degré en :, sont de la forme
ae® , ±e‘\ be~‘^ , ± ,
a, b, 0 désignant des constantes réelles, et l’on peut supposer Q < b < a < i .
La valeur de r’ prendra alors la forme
d’où l’on tire
Bien que la fonction Q se présente sous la forme d’une fonction à deux déterminations (n° 120), nous verrons cependant dans la Troisième partie que cette fonction peut être considérée comme
uniforme, lorsqu'on fait varier z d'une manière continue dans l’intervalle de deux cercles passant par deux points-racines consécutifs de l'équation r’ = 0. Donc la fonction sera développable par le théorème de Laurent pour toute valeur de z dont le module sera
compris entre a et , et en particulier pour le casque nous considérons, où le module de z est égal à l'unité. On aura donc, en faisant, dans la formule dtîs numéros précédents,
et pour toute valeur entière, positive, nulle ou négative, de n,
Û étant une fonction réelle de ), les valeurs de /!,, A_,, qui correspondent ù deux indices égaux et de signe contraire, seront deux quantités complexes conjuguées, de la forme
En réunissant donc les termes de dévcIop[)Cment qui correspondent à ces deux indices, on aura
,4, z" 4- z- = Af. ( z" 4- z- ) = 2Af, cos (n>|< 4- NJ ,
et étant des quantités réelles.
212. Sous la forme que nous avons donnée au développement (1) de /'(c-t- re'^) = F{p), la variable p est supposée n’admetlre que des valeurs réelles. 11 est facile de transformer ce développement de manière que la variable réelle p soit remplacée par une variable complexe, sans que la fonction et la série cessent d'ëtre périodiques par rapport à cette nouvelle variable.
nES QUANTITÉS COMPLEXES.
Il suffit, pour cela, de faire
et, en posant
f{c + re*') = /■(«+
p-\-xq-=
ÏTTMP
riv iri»
(3) F{tn) = Ac + A^e ^ + A, e ^ 4 - . . .
ÎTT^tt» i'Kiw
La fonction et la série ne changent pas, lorsqu'on fait croître ^ de 2fcm', ou tu de /iX, de sorte qu’on a F (tu) = F(«m k'k).
La fonction est donc périodique par rapport à la variable ta, la (lériode étant la quantité réelle ou complexe X.
En introduisant la même transformation dans la formule (2) qui détermine le coefficient A , et posant
il vient
213. Par suite du changement de variable, le contour de l’aire dans laquelle était renfermée la variable indépendante z va changer de forme. Voyons par quelles lignes seront remplacés les deux cercles qui limitaient cette aire.
TlIKOniE (CLKMENTAIKE
Il faut pour cela voir quel lieu décrit le point %, lorsqu'on laisse constant le module p de l’expression
%r.iV
c’est-à-dire lorsque le point z décrit autour du centre c un cercle de rayon />. Si l’on fait.
y = rr*'’ ^ 1 = / r‘® ,
il vient
(CT I iÛ / • \
Vf — -5^ r" + .
d’où
2nr . ,
— Sin (n - 9) = Z .
2rr
— cos (o — 6) = f.
Donc, pour que p et, par suite, ■/ restent constants, il faut et il suffit que r sin (n — 0) reste aussi constant.
Or r sin (cr— 5) = constante est l’équation, entre les coordonnées polaires r et n, d'une droite faisant avec l’axe des x l’angle 0, et parallèle par conséquent à la droite menée de l’origine au point ).. Donc le cercle de rayon p et de centre c se changera en une /y I 1
droite menée à la distance gj” *og “"<1® l’origine, et parallèle à la droite 0),.
Les deux cercles extrêmes, des rayons »o et r,, menés par deux points de discontinuité consécutifs z„ z, de la fonction /(:), se changeront en deux droites, menées parallèlement à OX par les jjointsde discontinuité correspondants Wo,w, de la fonction F(w), et la droite qui remplace le cercle de rayon f, sera une parallèle quelconque aux deux autres droites, comprise entre ces deux droites.
Si l’on désigne par li„ , h, les distances des points z„, à la droite Oà, la droite intermédiaire sera à une distance h de 0^, telle qu’on aura
< // < II
Un aura alurs
DES UfANTITÉS COMPLEXES.
et en faisant
2U. Lorsqu'on voudra obtenir le développement de f{z) pour un point z situé en dehors de l’intervalle des cercles décrits par les points 7o> per exemple, dans l'intervalle compris enlre les cercles menés par z, et par le point de discontinuité suivant z,, on devra donner à p une autre valeur, comprise entre les distances c3, et cz„ et substituer cette nouvelle valeur dans l’expression (2) de A,.
De même, lorsqu’on voudra développer F{w) pour un point iv situé en dehors des parallèles à OX menées par Wo, w , , pour un point compris entre les parallèles menées par te, et le point de discontinuité suivant w^, on devra prendre pour h une nouvelle valeur comprise entre les distances A,, A, de ic, , w, à OX, et substituer cette nouvelle valeur dans la formule (4).
215. On peut toujours, par un changement de variable, qui revient à faire tourner l’axe des x de l’angle 0, faire ensorte que la période X de la fonction F (w) soit réelle. Il suffit, pour cela, l étant le module de X, de poser
2jrto' inw ‘itz -,o
c’est-à-dire d’introduire , au lieu de ic, la variable proportionnelle
w=we
Alors la fonction
F{w) = F{We'^) = b\{W)
aura pour jiériode, par rapport à w ' , la quantité réelle l.
IGG
Ainsi, on peut supposer que l’on ait nuilliplié w par un facteur tel que la période soit une quantité réelle l, et que les bandes de convergence, qui limitent l’étendue dans laquelle chaque développement est possible, deviennent toutes parallèles à l’axe des x.
Si l’on partage alors le plan en bandes verticales, de largeur l, par des parallèles à l’axe des y, la marche de la fonction F,{w') sera identique dans toutes les bandes verticales, comme nous en avons déjà vu un exemple au n° Sd.
216. Si nous reprenons maintenant les notations du n° 200, en y faisant seulement a = l, les formules deviendront
irrrw Ar.iw
(5) F{w) = F{w + kl) .4,4 A,e~‘~+A,e~+ ■ ■ ■
tniw inhp
(6) j4, = -J- J F{<->+ ih)e * dw .
Enfin, par un changement de variable, on peut amener l’axe des X à l’intérieur de la bande de converçence, et alors rien n’empêche de supposer h = 0. La formule (6) se simplifie, et l’on a
217. Les formules (5) et (7) donnent, comme cas particulier, le développement en série périodique d’une fonction quelconque de la variable réelle w, dont on connaît toutes les valeurs dans l’intervalle compris entre w = 0 et w = L
On démontre môme que les formules subsistent lorsqu'on fait passer l’axe des x par des points de discontinuité de la fonction, [K)urvu que ces discontinuités soient telles que la fonction F{w) reste toujours uniforme et finie. Cela revient à dire que les formules (5) et (7) subsistent encore, pourvu que ces points (nécessairement de seconde espece) ne soient pas des infinis.
Si pour une valeur w = a, la fonction F{w) passe brusquement d'une valeur finie b à une valeur finie différente c, le développe-
menl représentera, pour w = a, la demi-somme des valeurs b et c, c’est-à-dire
lira ^ — 0 + F (a + t) _
La démonstration directe de ce théorème, qui n’appartient plus, à proprement parler, à la théorie des quantités complexes, se trouve dans la plupart des Traités de Calcul intégral. Elle est présentée avec plus de développement et de rigueur dans les Mémoires de Lejeunc-Dirichlet {Crelle's Journal, T. IV, p. 94, et Dove’s Pcpcrlorium der Physik. T. I, p. 152), et dans le Compendium der lioheren Analysis de Schlomilch, 2’ éd. (T. Il, p. 115.) Voy. encore le Mémoire posthume de Hiemann, intitulé ; Darstellharkeil ciller Funclion durch eine trigonomelrische Reihc.
III
Séries Je Bürmann et Je Lagrange.
218. Nous avons vu (art. 149) que si f(w) est une fonction de IC, uniforme et continue pour toutes les valeurs de celte variable renfermées dans un certain cercle C (que nous supposerons, pour plus de simplicité, avoir son centre à l’origine 0 ), cette fonction pourra se développer en une série ordonnée suivant les puissances entières et positives de w,
(t) f(ic) = • • • •
Supposons maintenant que l’on change de variable, et que v représente une fonction donnée
de la nouvelle variable z, qui soit uniforme et continue dans une portion du plan, laquelle renferme nécessairement le point ro correspondant à l’origine de te et tel que
f (jo) — 9 •
Si l’on fait
f(tc) = f[?(;)] F(.-) ,
F (z) sera une fonction de z uniforme et continue tout autour du point Zo , dans toute l'étendue où les fonctions 9 et f seront ellesmêmes uniformes et continues.
THÉURIË ÉLÉMENTAIRE
Si l'on substitue pour w sa valeur dans l’équation (1), on obtiendra pour F (z) un développement ordonné suivant les puissances entières et positives de la fonction e (z) ,
Il reste maintenant à trouver l’expression des coefTicients du développement, et à déterminer l’étendue de l’aire 21 où doivent être renfermées les valeurs de z.
FO
lim F[i:)
Si, dans la même aire, le module de ^ {Ot pour un point quelconque ; du contour, est constamment plus grand que le module
de Ÿ (z), on pourra développer en une série conver-
gente, suivant les puissances de s (z) ,
d'où, en multipliant par ^ F'(0di;, et intégrant tout le long du contour de faire 3 ,
les coefficients de ce développement étant donnés par la formule (art. 168)
(') Viiy. PuiSEUX , lifchercbei sur les foiKtiuns algébriques [Journal de Liouville, t. XV, p. 381, 1850).
ÜES QUANTITÉS COMPl.KXKS.
" -'a [?(?)]* '"î. ?(tVj"
Ç = Zo étant le seul infini de la fonction sous le signe «T , pourvu que, comme nous le supposerons, l’équation 5 (:) = 0 n’ait pas d'autre racine que z — dans faire 21 .
La condition
mod. y({) > 1110(1. fiz)
sera remplie, si l’on prend pour contour de 21 la courbe que l’on détermine en égalant le module de 5; (r) à la plus petite des valeurs de ce module qui correspondent aux diverses racines de féquation f (z) = 0.
En eÉfet, le module /î de ^ (z), qui s’annule pour z — r„, va nécessairement en croissant, lorsqu'on part de ce point, puisqu’il ne peut recevoir de valeurs négatives. Traçons autour de ?o une suite de courbes que nous désignerons par (/?), dont chacune correspondra à une valeur constante de ce module R. Si Ton pose, w et ti étant réels,
w = y(z) = « -I- it ,
l'équation générale de ces courbes sera H’ ^ t ’ = R' .
Deux courbes quelconques de cette suite ne se couperont pas, sans quoi il faudrait que ii* + v’ admît deux valeurs différentes pour le point d'intersection, et alors u et v, et par suite 9 (z) ne seraient plus des fonctions uniformes. Donc ces courbes iront en s’élargissant à mesure que le module R croîtra, et chacune renfermera entièrement toutes les précédentes.
11 en Sbra de même tant que le module R n'aura pas atteint un maximum. Or, pour ce maximum on doit avoir
ou, en reprenant les notations de l'article 106 ,
(iiX + vV) dx + (rX — uY)dy = 0 .
X et y étant deux variables indépendantes, il en résulte iiX I U )' = 0 , rX-iiV — 0 ,
d’où
THÉOltlE ÉLf.MEMAIItE
et par suite
?’(;) = X+iT = 0.
Donc, toutes les fois que le module cTune fonction y(:) passe par un maximum (ou par un minimttm), la dérivée ç'(s) de la fonction s’annule.
Il s’ensuit de là que, si R, est le plus petit des modules de ®(:) qui correspondent aux diverses racines de l'équation (r) = U, /t, sera égal au plus petit des modules maxima, ou lui sera inférieur Si donc on prend pour contour de 21 la courbe (fi,), donnée par réquation
h’ h e’ -- fi,' ,
î,'(s) sera différent de zéro dans toute l’étendue de cette aire, et, si Z est un point de l’intérieur et Ç un point du contour, on aura toujours.
inod y(ç) > mody(2) .
Si, de plus, la courbe (fi,) est contenue tout entière dans l’atVe de continuité 0 de la fonction F(z) et par suite de sa dérivée
F'{z) (art. 147), la fonction -77^ sera uniforme et continue dans
toute faire limitée par (fi,), et le développement donné par les formules (3) et (4) sera possible.
Si (fi,) sortait de faire 0 dans laquelle /^(z) est uniforme et continue, on remplacerait (fi,) par une autre courbe (fi[) de la suite (fi), correspondante à un module < fi, , et contenue entièrement dans 0.
221 . Cela posé, multiplions les deux membres de l'équation (3) par (z) dz, et intégrons de part et d’autre entre les limiles et 3 (art. 133). Si l’on pose
en remarquant que ç(r,) — 0, il viendra
(5) F{z) = yl,y(z) + 3,[y(3)]’+ • ■ • •
les coefficients ayant pour expression générale
= —r lim,_ ,
^ lini,=oD* '
Llih±lL.
Ces formules représentent la série de Diirmann. Voy. le tome II des Mémoires de l'Institut, an VII, page 14.
222. Pour obtenir la formule (5), nous avons intégré deux fois une série convergente, et nous avons admis que la série résultante est convergente. On pourrait le déduire d’une proposition générale analogue à celle que l'on démontre pour les séries de quantités réelles, et qui s'établirait de la même manière. On peut aussi s’en assurer, comme nous l'avons fait pour les théorèmes de Cauchy et de Laurent, par la considération du reste de la série.
Si l’on arrête au n'*" terme le développement de le reste de la série sera exactement égal à
lr(ç)j" [»{?)— '(2)]
et par suite le reste de la série (3) sera
Le module P de i?(Ç) e8t constant et plus grand que le module n de ç(:). On voit donc, en faisant sortir P du signe /, que cette quantité se réduit à une fonction finie de t et de multipliée par
, c’est-à-dire par un facteur infiniment petit pour n infini.
Donc la série (3) est convergente.
On obtiendra maintenant le reste de la série (5) en multipliant l’expression infiniment petite (7) par '^'{z)dz = dy(z), et intégrant entre les limites et z. Si l’on pose ç (i) —'R / (z), R étant le module correspondant à la limite supérieure z, on obtiendra pour résultat une intégrale finie multipliée encore par le facteur infiniment petit , et l’on en conclura que la série (5) est également convergente.
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On pourrait remarquer que le reste de la série (5) peut se mettre sous la forme
_L f nO'k z’rfz
'i"' Jji L?(Ç)j* f(c) — Z
expression qu’il serait facile de transformer en effectuant l’intégration par rapport à Z. On obtiendrait ainsi le reste de la série de Biirmann sous la forme d’un résidu intégral, comme on l’a fait pour la série de Cauchy (art. '149). Nous n’insisterons pas davantage sur cette formule, trop compliquée pour être d’une utilité pratique.
2'â3. Donnons quelques applications do la série de Biirmann.
I. Supposons
Les courbes (R) seront données par l’équation
mod.(« — n)(z — t) = li , ou
mod .(2 — a) X mod .(2 — i) = fi .
Or mod. {: — o) et mod. (î — 0) sont les distances du point z aux deux points a et b. Ces courbes jouissent donc de la propriété que le produit des distances de chacun de leurs points aux deux points fixes a, b est constant. Ce sont donc des ovales de Cassini. Pour R moindre que le carré de la moitié de la distance ab des deux foyers, chaque courbe se compose de deux ovales séparées, entourant fune le point o, l’autre le point b. Pour R — (—âb)' , les deux ovales se rejoignent pour former une Icmniscate. Pour une valeur de R plus grande, on a une courbe unique, renfermant les deux zéros a et 6 de la fonction.
La dérivée ^’(r) = 2z — « — b s’évanouit pour z =; — ^ , expression qui, substituée dans ^ (:), donne pour valeur du module
Il faut donc prendre R ah)' , et par suite choisir pour 21 celle des deux ovales dont se compose alors la courbe, qui entoure le foyer dont z doit être le plus voisin, le foyer a, par exemple.
IIKS OIjANTITKS aiMI’I.KXKS.
On a alors, eu supposant celte ovale assez petite pour que la fonction F{z) reste uniforme et continue à son intérieur,
F(z) = F (a) + A, {Z- a) {Z - b) + A,{z — aY{z-hy +
l ,-i F (a) n ! “ (a — ft)"
Soit, par exemple,
rt = 0, b=l, F{z)=^{l-zf, d’où /Î<Ÿ’, et supposons que la fonction F{z), uniforme dans faire 21 qui ne renferme pas le point de ramification i = 1, parle du point 3 = 0 avec la valeur initiale = 1. 11 viendra
■224. II. Inversion des fonctions.
Étant donnée entre ir et z une équation de la forme
la série de Bürmann permet de développer z, ou plus généralement une fonction donnée F(z) de 3 , en une série ordonnée suivant les puissances de w, ce qui donne l'expression de la fonction inverse de la fonction s. La valeur de 3 en fonction de w pouvant offrir plusieurs déterminations, on obtiendra plusieurs formes de développement, correspondantes aux différentes aires 21 qui entourent les diverses racines r, de l’équation y (3) = (I, et à fintérieur de chacune desquelles z est une fonction uniforme de w.
Soit, par exemple, féqualion
w = zc ~‘ .
On a ici = 0, 9 '(z)= (i — z)e~*. Pour la racine 3 = 1 de s.' (3) = ü, on a mod. 3(3) = y- Le contour à fintérieur duquel doit se mouvoir 3 est donc déterminé par l’équation
THÉOniE ^.l.fiHENTAIIlE
OU
mo(l. zé
Pour un point de l’intérieur de ce contour, on aura
Série de Lagrange
La quantité 3 étant donnée par une équation de la forme ; = C 4 wf{z) ,
on propose de développer z, ou plus généralement F{z) suivant les puissances de w.
On aura dans ce cas
d’où l’on tire z» — c, en admettant que f{c) ne soit pas nul. L’équation (s) = 0 devient, en supposant que f{z) reste fin dans faire considérée,
f(z)-iz-c)f'{z) = 0.
Parmi les racines de cette équation, on prendra celle qui donnera
pour mod. la plus petite valeur H , , et le contour de faire où 3 devra être contenu sera déterminé par féquation
On aura alors
Soit, en particulier, féquation du problème de Kepler.
c = 3 — «jsinz ,
c représentant l’anomalie excentrique, 3 l’anomalie moyenne, et w fexcentricité. L’équation y' (i) = 0 devient ici
ou
c’est-à-dire
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sin 2 — U — c) cos :
sin’; ~
Z - c. - lang 3 = 0,
lang x-T- (Thÿ _ i - i langxThy ~
équation qui se partage, pour r. réel, en deux autres,
sinâx
cos2x-i C.li2ÿ
Sh2ÿ
cos2x-t Ch2ÿ
i\e pouvant résoudre ces équations tant que la valeur numérique de c n'est pas donnée, cherchons du moins quelle est la plus petite valeur que puisse recevoir le module de ie, pour une valeur quelconque de c.
La seconde des équations précédentes peut se mettre sous la forme
2sin‘x = 1 —
Sh2y
+ Cli2y .
Le second membre croissant avec y, et le premier membre ayant pour valeur maximum 2, il s'ensuit que y ne pourra surpasser la racine réelle de l’équation
Sh2ÿ ^ y ou
1 =,Ch2y —
ou enfin
1 Ch2y-1
Thy
Cette équation, résolue par interpolation à l’aide d’une Table de fonctions hyperboliques (') donne approximativement
(') Voy., par exemple, notre Recueil de Formules et de Tables numériques, page SO.
TlllvnillK ËI.KMI^NTAini;
Si maintenant, dans la valeur de w, savoir,
sin :
on remplace : — c par sa valeur lang z, tirée de (z) =•- 0,il vient
, , Chi/cos3T-f- iStu/sina:
w = sécz = 2 ' — s- ’
cos2 r -r Ui2ÿ
expression dont le module a pour valeur
cos2j:+ Cli2y
ou, en remplaçant cos Ch 2 y par sa valeur -
Sli2.v
Celte quantité décroît pour y croissant, et a par suite son minimum correspondant au maximum de ?/, c’est-à-dire à la valeur y = l.tUO?. On a alors
d’où
Shy
Donc le développement ne sera possible, quelle que soit la valeur réelle de c, que pour des valeurs de mod. w inférieures à Ü,6G27. Pour de telles valeurs, on aura
F{z) = F(r) H .4, IC» + . • • .
S IV
/Wcom;)os/(iun des fondions en fraclions sintfiles. '
220. Soit f(z) une fonction présentant à rintéricur de l'aire 21 (prise sur le plan ou .sur la sphère) des inliiiis de première espèce
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Si le point z est également compris dans l’aire la fonction
aura les mômes infinis que /■(?), et de plus l’infini z. Le résidu intégral de celte fonction, relatif à faire sera
i r /(ç)rfc ^ V r _A:)_ . r JIlL .
Le dernier résidu «£- ^37 est égal à /"(z) (art. 144). On aura donc la formule
On a maintenant, en désignant par n findice de f infini c,
/ = JL r AJii = _L
— î iniJeZ — Z 2tU V e (z — c) — (ç — c)
ou, en posant
•= J- ïL •
z ne devenant pas infini pour Ç = c. Le produit Z 0 (t) ne deviendra pas non plus infini au point Ç = c , et par suite on aura
JZfiOdi = 0 .
Donc la quantité précédente se réduit à
2>ri \_Z — cJc (ç — c)* Çz — efJo (ç— c J
TMI-oaiF. ftl.(:jlENTAinR
en posant
Xi-c)
ji-A+1
L—W = lim (n-b)\ ‘
Dr*[.7(« + 0]
Il reste à calculer maintenant la première intégrale
prise le long du contour de l’aire Supposons d’abord que les infinis c,, c,, ... soient tous contenus dans une aire limitée 21, et qu’il reste sur la sphère (Chap. IV), autour du point O' correspondant à s = oo , une aire finie 21', qui ne contienne aucun infini de f{i), si ce n’est peut-être le point 0' lui-même.JTransformons les ^ du plan horizontal en du plan antipode, en posant
l’intégrale précédente prendra la forme
et elle devra être prise en tournant autour de 0' de l’est à l’ouest. Pour la ramener au même sens que les intégrales du plan horizontal, changeons son signe, et elle deviendra
a-ç'(l-zç') ç'(l— 'î')
'in
V étant l’indice de l’infini O’ pour lequel Ç = oo ou $' = 0, et A' étant une quantité qui ne devient pas infinie pour Ç' = 0. En posant
ï'v(pj = x(î'),
cette fonction y (Ç') sera continue dans le voisinage de Ç' = 0. L’intégrale précédente pouvant s’écrire sous la forme
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et la fonction A’x(Ç') restant finie pour ç' = 0, le résidu de celte fonction sera nul, et, en remeltant pour l'intégrale son expression primitive, il viendra
en posant
= liniç’=,
L’ordre v de l’infini Ç =- x. de la fonction f{%), lorsque celte fonction est rationnelle, est égal à l’excès du degré du numérateur sur celui du dénominateur.
Si les deux termes sont de môme degré, l'expression précédente se réduit à une constante, savoir, à [{oo ) ou au rapport des coefficients des plus hautes puissances de i dans les deux termes.
Si le numérateur est de degré moindre que te dénominateur, O' n’est plus un infini de la fonction
et par suite le résidu de cette fonction pour $' = 0 est nul. La fonction f{i) se réduit alors à
215. Dono, si f{i)est une fonction dont tous les infinis, à l’exception de 2 = 00 , soient contenus dans une aire finie 21, et si »», , n„ . . . , y sont les indices respectifs des infinis c, , c, , . . . , oo , f{z) pourra se mettre sous la forme
le signe 1 s’étendant nécessairement à tous les infinis c,, c, , . . . ,
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et les cocflîcients Bj et G*** étant déterminés par les formules (3) et (2) 0).
Si l'indice v était négatif, la première ligne du développement disparaîtrait.
On voit que, si le nombre des infinis c, , c, , ... est limité, et que les indices n, , n, , . . . , v aient tous des valeurs finies, la fonction f(i) est nécessairement une fonction rationnelle, comme nous l’avions déjù établi d’une autre manière (art. 186). La formule (4) donne alors la décomposition d’une fonction rationnelle en fractions simples.
Dans le cas contraire, le développement de ({z) se composerait d’une infinité de termes. Pour pouvoir faire usage de ce développement, il faut s'assurer préalablement de sa convergence.
Formule diiüerpolalion de Ligrange
Soit
fi-) = 77
F(z) étant une fonction entière, de degré moindre que le degré n du dénominateur. On est alors dans le cas où la partie entière du développement de f(z) disparaît. On aura donc simplement
= 2 lira = 2
En mettant pour f{z) sa valeur, on tire de là une expression de F{z), qui n’est autre chose que la formule d’interpolation de Lagrange.
Prenons encore pour exemple la fonction cot
d) Vog. an. 1S8.
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qui a pour infinis toutes les valeurs de z de la forme
- — JL
Choisissons pour contour de Faire une courbe qui entoure tous ces infinis, à l’exception de celui qui répond à n = 0, et par suite à 2 — . 00 , et qui est le point 0'. On aura, par la formule de Fart. 215,
D'ailleurs, cot Ç' élant infini du premier ordre pour Ç' = 0, on a
Ensuite
Ult
cot —
— lim
cot
tin
niî
cot
«rr 1 L n?2 — 1 nir2 + lj
=zrt-2^— ^--1.
L 1 nVr’ - 1 J
De ce développement dont il est facile de constater la convergence, on tirerait aisément ceux de cot z, tang i, etc., en remplaçant 3 par ^ , puis s' par z' , etc.
218. Si la fonction f{z) a un nombre illimité d'infinis, correspondants à des valeurs de z indéfiniment croissantes, alors les infinis, sur la sphère, se presseront autour du point 0' avec une densité infinie, et l’on ne pourra plus toujours appliquer à l’évaluation de cette intégrale ~~~ le procédé du n“ 214.
On peut, 'dans certains cas, effectuer simplement cette évaluation.
Prenons pour contour de 21 une ligne de dimensions infinies» qui ne passe par aucun des infinis de /"(î). On peut alors écrire l’intégrale sous la forme
Pour Ç infini et 2 fini, le facteur 7 différera infiniment peu
de l’unité, et par suite on n’altérera qu’infiniment peu l’intégrale en le supprimant. On pourra donc, dans ce cas, toutes les fois que cette intégrale aura une valeur finie, remplacer la formule ( 1 ) par la formule
L’intégrale J"
est une constante, indépendante de z.
mais qui peut dépendre de la forme choisie pour la courbe infinie qui limite faire 21. La somme de résidus i ^ , relative à tous
les infinis renfermes dans l’aire 21 , sera en même temps dépendante de la forme de cette courbe. Alors le développement de la fonction en une somme infinie de fractions simples ne pourra pas se faire sans tenir compte du terme complémentaire représenté par la première intégrale.
Mais si, en donnant au contour de 21 une forme symétrique par rapport à forigine, il arrive que celte intégrale prenne une valeur constante, indépendante de la nature de la courbe symétrique, nulle par exemple, comme cela a lieu lorsque f{z) est une fonction impaire de z, alors, en associant deux à deux les résidus correspondants à des infinis symétriquement placés, on aura un développement convergent de la fonction. f{z), sous forme d’une suite infinie de fractions simples.
Soit, par exemple, la fonction coséc Z
Les infinis de celte fonclion,[qni .sont les zéros de sin z, sont situés
tous sur l’axe de x, aux distances de l’origine. Prenons pour contour de l’aire une courbe infinie quelconque qui ait pour centre l’origine, et qui coupe l’axe des x entre deux infinis consécutifs, de sorte que coséc Ç ne soit infini en aucun point du contour. L’intégrale
J f‘ coséc
prise le long de cette courbe aura, en deux points diamétralement opposés, des éléments égaux et de signe contraire, coséc Ç étant une fonction impaire de Ç. Donc cette intégrale sera nulle, et l'on aura simplement
coséc ç
coséc ; = lim - J „
la somme devant être prise entre deux valeurs de u égales et de signe contraire, et qui tendent vers l’infini.
On a d’ailleurs
Appliquons au développement de la fonction
F( 2 ) = D,logA.-) la formule du § précédent,
F(.) = v rJli) +_L f rm., ' '-'e 2 — Ç 2ir< { —Z
la fonction f{z) étant supposée uniforme dans toute l’étendue do l’aire 21.
La fonction dérivée f (z) a les mêmes infinis que la fonction
f{z) (art. 147); donc
riz)
fiz)
ne peut devenir infinie que pour les
valeurs qui rendent f{z) ou infinie ou nulle.
Soit c un zéro ou un infini de f{z), m son indice, positif ou négatif (art. 162). La fonction
fjz)
sera finie, continue et différente de zéro pour z = c (art. 160 et 161). Donc •
fjz)
m fjz)
sera aussi continue pour z = c. 11 en sera de même, par conséquent, de
f'{z)_riz)
riz)
Donc Êst égal à plus une fonction finie et continue
pour Z = c. Le terme étant infiniment grand du premier ordre, tandis que l’autre partie est finie, on en conclut que, pour
toute valeur z = c qui rend la fonction f{z) nulle ou infinie, la fonction
'^=D.logA^)
deviendra infiniment grande du premier ordre.
D’après ce que nous avons vu (art. 213 et 215), le résidu
r DJogAt)
est égal à la partie de la fonction log f{z) qui devient infinie pour Z = c, c'est-à-dire à ^ ^ , comme il est aisé de le vérifier, en calculant directement
Donc
2 ïti
?' (?) ' f(Ç)(— oJ'
D, log/",;)
Il reste à calculer l’intégrale
J_ f iü£8iîl.
2iti Ja : — -
On pourra développer — ^ — en une série ordonnée' suivant les
puissances positives de r, le module de Ç sur le contour de 21 pouvant toujours être supposé plus grand que le module de z. L’intégrale se présentera alors sous la forme d’une série ordonnée suivant les puissances de z, le contour étant choisi de manière à ne passer par aucun des infinis de D^ log /(s).
Si l'on suppose faire 21 infinie dans toutes ses dimensions, on verra, comme au n° 218, que l’intégrale précédente a la même valeur que l’intégrale
et par suite elle se réduit alors à une constante A, indépendante de z.
222. Cela posé, en désignant par A la valeur, variable ou constante, de l’inlégralc
J_ f mogr(() _
on aura
DJogf(z) = ^^ + A.
En intégrant les deux membres entre les limites z. et z, z-o n'étant ni un zéro ni un infini de {{z), il vient
OU, si l'on suppose A constant.
On tire de là <*) rx
, I Àdx
le produit IT s'étendant à tous les infinis contenus dans faire 3.
Soit, par exemple, la fonction f{z)[= cos Z
On a
O, log/-(z) = ~lang;.
Les seuls infinis de cette fonction sont les zéros de cos i, donnés par la formule
et comme ces zéros sont du premier ordre, on aura y r _ \
(') L'intégrale de d log f[z] dépend du chemin suivi pour passer de *o en et les valeurs que l'on obtient pour log f{z] pourront différer d'un multiple de Üiri. Il en est do même pour l'intégrale du second membre. Mais des multiples de 2 k» ne peuvent avoir aucune influence, lorsqu'on vient à repasser des logarithmes aux nombres.
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Si l'on prend maintenant pour contour de 21 une ligne infinie, symétrique par rapport à l’origine, on aura
langçdc
'a Ç Donc yi = 0, et l’on aura
d’où
D,logcos; = — tangr= 2 —
cos
ou, en faisant To ■•= 0, log cos Z
cos ; * , ; — (« + t) "
log = 2 log —
VlogA-^ )= ^og(l-_
Donc enfin
cos ,
VI
Calcul des intégrales défnies.
225. Nous avons vu ((^hap. Il) que si V et Vsont deux fonctions de X et de y, uniformes et continues dans l’intérieur de faire et si, de plus, elles satisfont à la condition
en vertu de laquelle Uilx+ Y dy est une différentielle exacte, fintégrale
iUdx -h Vdy ) ,
prise le long du contour de est nulle.
Si les fonctions U , V, en restant toujours uniformes, cessaient d’être continues en des points c, , c, , . . . , compris à fintérieur do 21, entourons ces points de contours infiniment petits. En raisonnant alors comme au n® IS9, on verra que fintégrale prise le long du contour de faire 21 se réduira à la somme
2 £(//</*+ Vdy)
des valeurs-limites de toutes les intégrales prises le long de chaque contour infiniment petit tracé autour d’un des points de discontinuité contenus dans faire 21.
Ainsi, si f/ et V sont des fonctions de x, y, uniformes dans toute l’étendue de faire 21, et continues dans toute cette même étendue, à l’exception des infinis c,, c, , . . .; si, de plus, elles sont telles que Udx+ Vdy soit une différentielle exacte, on aura la formule fondamentale
Jj, {Udx-h Vdy)^
en posant
(2) ^ 1=1 Ç {Udx + Vdy),
le signe de sommation s’étendant, dans cette expression, à tous les points de discontinuité c contenus dans faire et A étant nulle
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toutes les fois que l'aire 21 ne renferme aucun point de discontinuité.
Pour calculer l’intégrale
posons
V,lij) ,
X' + (ÿ — c = te*',
d’où, en faisant c = a il>,
X — a — a cos P, y — b—f,s\np,
et prenons pour contour infinitésimal le cercle de centre c et de rayon infiniment petit p. L’expression Udx -l- Vdy prendra la forme
et l’on aura
^^{Udx+ rdy) = limp^j ^ Fip,p)dp.
Soit, par exemple, l’intégrale
xdy — f/rf.r x' -t- y' '
prise le long du contour d’un carré ayant pour centre l’origine et dont les côtés sont parallèles aux axes et égaux à 2 unités. Le long de ce contour, l'intégrale deviendra
dx
r* dy f-'
— (Le
dx
Or, les fonctions — ; r ’ ont l'une et l’autre un point
’ x'-hy’ x' + y'
de discontinuité pour x = 0, y = 0. En calculant, par la transformation précédente, l'intégrale prise autour de ce point, on aura
Donc
dx îT
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227. Si, en particulier, Vdx + Vdy est la différentielle d'une fonction F{z) d'une variable complexe z = a: 4- iy, on aura alors (n° 1U6)
U=F{z), V = iF{z),
d'où
U+iVz=Q.
En faisant donc
l'expression Udx Vdy se changera en f{z)dz, et sera le
résidu intégral de la fonction f{z) relatif à faire 21. On aura donc les formules
(3) f f(z)dz = \,
228. Pour faire usage des formules (1) et (3), sur lesquelles repose ce que Cauchy appelle la Méthode du passage du réel à l’imaginaire, on choisit le contour de faire 21 de manière à pouvoir exprimer finlégrale du premier membre à l'aide d'intégrales définies relatives à des variables réelles. En séparant ensuite de part et d'autre le réel de l’imaginaire, on obtiendra deux relations entre des intégrales définies réelles et des quantités connues, dès que l'on saura calculer A.
On prendra généralement pour contour une ligne telle qu’une seule des variables x et t/ , ou r et p varie à la fois, auquel cas on rencontre immédiatement des intégrales définies ordinaires. Pour cela, on composera, par exemple, le contour de parties circulaires ayant pour centre l'origine, ou de parties rectilignes parallèles aux axes. Dans le premier cas, le rayon vecteur r sera constant ;Jdans le second, une seule des coordonnées x, y variera.
Examinons successivement plusieurs cas particuliers de cette méthode.
229. I. Si fon prend pour contour un cercle de rayon r et de centre c — a + ib, et que fon pose, comme au n° 226,
a; = fl r cos P , y = b + rsiap.
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la difKrenlielle Udx + Vdy prendra la forme F{r,p) dp, ou simplement F(p) dp, et l’int^rale proposée deviendra
F(p)dp.
On aura donc la formule
/ F{p)dp = à,
qui se partagera en deux autres, si F{p) est une fonction complexe de p.
Soit, par exemple, finlégrale
dz
Jji l — az
/■(z) étant une fonction continue dans l’intérieur de faire 21- La fonction
{l-az)z
a d’abord l’infini i = ü, et de plus, si le point z = -—est contenu dans faire 21, ce point sera un second infini. On aura donc
Jjll-az z L*-, (1-a-)-
Le premier résidu a pour valeur
Le second est nul si le point est extérieur à faire; si le point
est contenu dans faire, il sera égal à
Donc la valeur de l’intégrale sera 2., 7(0) , ou
suivant que — sera extérieur ou intérieur à faire.
Prenons maintenant pour 21 un cercle de rayon i. Alors Z = e*'’ , = idp , et il vient
f(e‘f) dp
pour raod. a < 1 , *
pour mod. a > 1 ,
En supposant f(z) = 1 et a réel, il vient, suivant que a est < 1 ou > 1 , en valeur absolue,
rirr dp
d’où
•Jo
ou
>îit {i — aco&p)dp I — 2;rOU = 0.
'o 1 — 2 a cos P + a* ’
sin pdp
Jg 1 — 2acosp + a’
230. Dans certains cas, on peut connaître a priori la valeur de A. Supposons, par exemple, que l’on sache développer, par un moyen quelconque, la fonction F{z) de la variable complexe z en une série convergente pour tous les points de faire 21, et ordonnée suivant les puissances entières et positives de z c. Le
coefficient de la jï“"' puissance de 2 — c aura pour expression (n“ 149)
* 2iti ( 2 — c)"'*'*
Si donc on connaît d’avance la valeur de ce coefficient on aura par là même la valeur de fintégrale
ou, en prenant pour 21 un cercle de rayon r et de centre c, compris à fintéricur du cercle de convergence,
(11) j F{c + reff) '"r (fp = 2 TT r* . .4,.
Plus généralement, si l’on connaît le développement d’une fonc-
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tiun F{z) en une série ordonnée suivant les puissances positives et négatives de : — c, et convergente dans tout l'intervalle compris entre deux cercles do centre c, on aura la môme formule (5) pour toute valeur entière de n, positive, nulle ou négative, r étant le rayon vecteur d'un point quelconque situé entre les deux cercles
Pour appliquer ces rormulcs au calcul des intégrales définies, il sudlra de séparer dans chaque membre, le réel de l’imaginaire, ce qui fournira deux relations.
Par exemple, du développement connu de la fonction
on tire, pour » > 0,
rf,i = 2 = (- !)*
2rr
formule qui se décompose en deux autres,
j' è~' cos (»• sin p + n p) dp = ( — 1)" ^
Jq
— r cos p
rl C
sin (rsinp + np) dp = 0.
Pour H < 0, la première intégrale serait nulle aussi bien que la seconde.
2.'^!. II. Prenons pour faire 21 un demi-cercle ayant pour diamètre f un des axes coordonnés, Taxe des r par exemple, et pour centre forigine. En désignant par II le rayon de ce cercle, la formule (3) devient (fi(i. .3.'»)
J(A’A) -i-/(ATJA’)= A, c’est-à-dire,
f f(.r) dr -H I f7( Ile") dp = \.
Supposons maintenant que f{Re''’) soit inliniment petit d'ordre [x pour /?
infini. Alors la fonclion conservera, pour R croissant
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indéfinimenl, une valeur finie f (e*'’)- La seconde des intégrales précédentes pourra alors s’écrire sous la forme
La quantité sous te signe j restant toujours finie, l’inUïgrale sera pareillement finie, et, si l’on suppose
l’intégrale sera multipliée par un facteur infiniment petit. Donc on aura, pour R = ao ,
lim. i JJ f{Re') Re*” dp — 0, et notre formule se réduira à la suivante.
Qi)
A représentant le produit de 2-t par le résidu intégral de la fonction /■(:), relatif à tous les infinis situés au-dessus de l’axe des x.
Considérons, par exemple, l’intégrale
Sut
r Z dz
m et il étant deux entiers positifs, tels que l’on ait
Alors f(Re'^) = — infiniment petit de l’ordre
2» — 2m > 1 . Par suite, la formule (5) est applicable, et fon a
X » ax
Maintenant, tes infinis situés au-dessus de l’axe des x sont celles des racines
Ip
de l’équation
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dans lesquelles le coeflicient de i est positif, et que l’on obtiendra par conséquent en prenant pour p les valeurs
2« 2« ’ 'Yü ’ ■ ■ ■ ’ *
Il vient alors
\ = 2ri{F, + F, + ■■ ■ en posant, pour abréger.
On a, pour z = c,
y^lim ■ ■ — lim
ou, ù cause de 1 -H c*" = 0 ,
t (c^‘ 2m ec*” *-♦-•••) 1 + c*" + 2 n ! c*" ~ * + • • •
F lim
— 2ns . c 'h
_J îoi + 1
Donc, en faisant, pour abréger, c .
Or, pour n entier, = _ ) . Donc
v„ 1 1 1 (2w+l)sr
Si l’on fait maintenant /î = oo , et que l’on suppose wi < n, d’où 2 m H- 1 < 2ii , l’intégrale prise le long de Ja demi-circonférence s’évanouira, et il restera
(' æ dx St (2w-i-l)r
Jn I _ 2^;
TIlf.OniR flI.ftNRXTAIRF,
En posant
JC — y ,
la Formule devient
sinrtTT
Soit encore l’intégrale
En faisant z = Re’’’ , h fonction f{z) devient
— Retint* fi ^
i fi cos P
ia — Re^
et pour toutes les valeurs de p comprises entre 0 et x, cette quantité est infiniment petite d'ordre infini, lorsqu’on fait R = oo. Il reste à examiner ce que devient fintégrale ijf{Rc>^) Re''dp pour
les valeurs de p très voisines de 0 ou de -, c’est-à-dire, à trouver la limite de l’expression
I p-Rsinp/_l
. 'o V . ,, ip
'la — Re
rfl cosp l'a 4-
Si l’on fait abstraction du facteur e“ l’expression sous le signe f (leut se mettre sous la forme (P i iQ) cos pdp, P el Q étant des fonctions de p, qui ne deviennent pas infinies avec R, et cosji restant voisin de funité. Donc l’intégrale proposée revient à
e cos ptlp . (/' 4- » Q) ,
expression dont la valeur e.st égale à la quantité
cos pllp
,, — Rslnt^
multipliée par une valeur moyenne de la fonction P l iQ, c’està-dire par une quantité finie. Donc l’intégrale s’annule pour R infini, et la formule (5) est applicable.
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Pour a >0, la fonction a, au-dessus de l’axe des x, l’infini Z = ta, auquel correspond le résidu
^ ta
ta — Z
Donc, pour « > 0,
/ — — dx = — izie-‘ .
J-x la—x
Si l’on change ü en — a, la fonction n’aura plus d’infini au-dessus de l’axe des x, et l'on aura A = 0, d’oii
ilx = 0 .
/—X ta +x
En combinant ces intégrales par addition et soustraction ,et séparant le réel de fimaginaire, on en tire facilement les deux formules cos X , Ke~"
s\nx , ne dx =
fl'-f-ir’ "" 2 ’
Celle dernière donne, en faisant tendre a vers zéro, sin X
dx = ■
FiK. 3fi.
234. Si la fonction f{z) a un infini en un point de Taxe des .r, à l’origine î = 0 par exemple, l’axe des x faisant partie du contour, nous changerons alors la forme de ce contour, afin d’éviter le point 0, en décrivant autour de ce jwint un demicercle de rayon infiniment petit r, et prenant [lour aire l’espace compris entre les deux demi-cercles. On aura alors
la formule
— if f (re''’)re djt = A • "'o
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Si la dernière intégrale (' f(rc‘P) re'P tlp tend vers zéro en même
leinps que r, on se trouve alors dans le cas du n® 231, et si l’intégrale prise le long du demi-cercle extérieur s’évanouit pour /î = oc , on pourra appliquer la formule (5). Si la dernière intégrale tend vers une limite finie et déterminée, on joindra sa valeur, prise en signe contraire, à la valeur de A- Soit, par exemple, la fonction
On a
En développant c'"'’ en série, et faisant r ^ 0, on voit que celte intégrale a pour valeur z. On en conclut alors, en raisonnant comme au numéro précédent.
c’est-à-dire,
TT
comme nous l’avions déjà trouvé.
235, III. Prenons pour aire 21 le rectangle parallèle aux axes {(ig. 37), dont les côtés ont pour équations res|iectives
Les formules (1) et (3) deviendront
f + f' (*'v.,- <ly = \,
v'if.
(7) J [f{x+iy,)—/lx-i-iY)]dx i il [f{\+ iy)—f{x,+ iy)]dy
Si nous considérons finlégrale double /•■V .1'
/ / 7-’(.r,y) (/xdy,
elle aura pour expression soit
soit
f [D^ F(X , y) — 1), F(>, , y)] ily ,
suivant que l'on commencera à intégrer par rapport à y ou par rapport à a; ; ou, ce qui revient au même, suivant que l’on intégrera le long du contour du rectangle BACD, en passant soit par le chemin BDC, soit par le chemin BAC. Ces deux chemins conduisent au même résultat, si les fonctions D^F(x, y), D^F(.r,y) sont uniformes et continues dans tout fintéricur du rectangle. Dans le cas contraire, ils conduisent à des résultats dont pas nulle, et cette différence ne sera autre de la fonction
\),F{.v,y)(lx + D^F(x,y)(/y,
prise le long du contour total du rectangle BACD. On a alors la formule (6), en supposant
C’est pour cette raison que Cauchy a désigné l’emploi de la formule (5) sous le nom de Méthode fondée sur la di/férmcc des valeurs que pretid une intégrale double, quand on intervertit l’ordre des intégrations.
âS6. La formule (6) se simplifie dans le cas où les intégrales prises le long de trois des côtés du rectangle s’annulent lorsque ces côtés s’en vont à l’infini, c’est-à-dire lorsqu’on a
pour
x, = — oc ,
K = + oc .
Fig. 37.
la différence ne sera chose que l’intégrale
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ür I Ux^ydx = {X — x„) X une moyenne de Tour
f]iic celte quantité s’annule lorsque A' — devient infini, il faut que y prenne pour F = oo , une valeur infiniment petite d’un ordre supérieur à l’unitc. Il en sera de même pour les autres intégrales. Donc on pourra énoncer les conditions précédentes en disant que les fonctions
doivent être, quels que soient x ou i/, infiniment petites d’ordre supérieur à l’unité (’).
(’j Cauchy pose siiiiplomont pour comlitions ip'e les fondions
^ s'annulent. Il nous semhle <iuo ces comlitions sont insuflisantes. Kii cfl'et, elles sont remplies par la fonction
x + lÿ l+ix+iy)>
qui est infiniment petite <lu l" ordre pour toute valeur inllnic de runo des variables x, y. Or, l'intégrale de cette fonction prise par rapport à x, en su])posant
Xo — — , A Où*. 1 h bt I
a pour valeur
«M (x + i6o))(ix
J_w t -t-(x-t-iÿ)*
log
1 4 - (— I 4- ibfbi
quantité dont la limite, pour ,j = » , est
T'“8rTT76’
et cette valeur n'est pas nulle, mais indéterminée.
Au contraire, si l'on traite de même 1a fonction
1 4-(X4-iy)’
qui est infiniment petite du second ordre, on trouve pour résultat
arc lang — — - >
qui a pour limite arc tang (0) on zéro.
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Si CCS conditions sont satisfaites, la formule (6) deviendra
De môme, si les valeurs
/{x+i.oo) , /■(±oo-t-iy)
sont, pour toute valeur de x ou de y, infiniment petites d’ordre supérieur au premier, on aura, au lieu de (7), la formule plus simple
(9) • /' f{x + iy,)(lx = ^,
qui n'est autre chose que ce que devient la formule (5) du n® 231 pour »/, = 0. Il est aisé de voir, en effet, que les conditions préciklentes se réduisent à celle du n° 231 .
237. On peut mettre la formule (6) sous une forme plus commode, qui exprime que Udx+ Vdy est bien une différentielle exacte. Pour cela, tv étant une fonction donnée de x et de y, et F{w) une fonction quelconque de w, il suffira do poser
La formule (6) deviendra alors
Pour donner une application de cetle formule, supposons
it! = (fl -h I y) X ;
Il étant > 0, et faisons
Si l’on admet que F{u>) soit infiniment petit d’ordre supérieur au premier pour x = oo, l’équation se réduira à
« I F{ax)dx — (a 4- ib) I F\(a+ ib)x'\dx =
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Soit, par exemple,
n étant réel et positif. Un a alors A= 0, et F(M')est infiniment fictit d’ordre > 1 pour x =■ + <x. La formule précédente devient donc
Donc la formule
L /.. . -IA
e x" ' dx Tin).
I e X tlx
(rt 4- ib) * “
( a 4- ib)"
subsiste [tour les valeurs complexes de c dont la [wrtie réelle est positive.
Ln faisant
a + ib ,
la formule que nous venons d'obtenir se décompose dans les deux suivantes.
e Jb'
J *ae
sin bxdx ■■
qui, pour n = 1, se réduisent à
cos bxdx =
cos ui
sin m
I e “ cos bx dx = •' 0
sin bx dx
Soit F(z) = une fonction rationnelle dont le degré
du numérateur est inférieur de deux unités au moins à celui du dénominateur. Supposons que l’équation y {z) = 0 n’ait pas de racines réelles ou multiples, et soient c, , c,, . . . les racines complexes qui ont leur partie imaginaire positive. En appliquant à celte fonction la formule (5), il viendra
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dx = in i
le signe 2 s’étendant à tous les infinis c situés au-dessus de l’axe des X, et , C,, ... étant les numérateurs de celles des fractions simples dans lesquelles se décompose la fonction donnée, qui correspondent ^ ces infinis.
Si y (z) — 0 n’a aucune racine au dessous de l’axe des x, il est facile de voir que iC doit être nul, si le degré de ^(:) est inférieur de 2 unités à celui de y {t). On a dans ce cas^
- dx = 0.
Soit, par exemple, la fonction , le degré de }(z) étant
moindre que l'unité. On a le seul infini z — i, et l’on trouve
En particulier, si l’on prend
doù
on a
ou, à cause de t = e * ,
f“x^-'dx
2sin-!^
Celle formule se ramène facilement à celle que nous avons trouvée par une autre voie au n° 232.
239. Prenons pour contour le périmètre d’un triangle rectangle
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ABC, dont les sommets aient pour coordonnées rcsixiclives (x, ,ÿ,), (•V, y,), (A’, 1). On aura
J(AB)+J(BC) -J(AC)=A
Kn prenant, pour plus de simplicité x, — y, — ü, on aura, en chaque point de AC,
y = ax.
d’où
(ly = a d r , }' =; a X ,
et l’un a, au lieu de la formule du n“ 238,
Si l’un fait w -- x + iy, cette formule devient
I Fix'jdx h ia I F(X-i iay)ily— I ^[(1 -t /«).cj(l ^ ù/jrf.r
• Il Jo l'o
Soit, par exemple, la fonction f{i) — e qui est finie pour toute valeur de x, si l’on prend
Donc A — 0, et l’on a
r[e-^' + mr-'-' ^ /X -(1 + ia) f = 0.
Si l’on fait maintenant A' = x- , comme on a, pour x = <A',
et que ia seconde intégrale a toujours une valeur finie, la première est nulle pour X — <x, . Il R'atc donc, à cause de
P Vie
ia) I
• /ft
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d’où, en séparant le réel de l’imaginaire,
nos (2 a.r’) àx
sin {iax')(lx
2 (1 -F- fl') ■
240 . Soit &(;) une fonction rationnelle de z. D’après ce que nous avons vu (n” 213 et suiv.), la différence
est une fonction continue dans toute l’étendue de l’aire 21.
Si l’on désigne par f(:) une autre fonction uniforme et continue dans l’aire 3, le produit de cette fonction par la différence précédente sera aussi une fonction uniforme et continue, et Ton aura par conséquent
f t( 2) f(2) dz= f l f (2) dz,
ou, en mettant pour le résidu sa valeur
que nous désignerons simplement par
le signe de sommation s’étendant aux divers infinis de 9(2), ainsi qu’aux divers termes dont se compose le résidu relatif à chaque infini. Le second membre n’est autre que la valeur de A.
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Si l’on suppose, par exemple,
f(:) = pour f* > 0,
celle fonclion sera uniforme cl continue dans toute la moitié supérieure du plan. Soit c — a ibun infini de ^(:), ôétant positif. Ün a
On verrait, comme au n" 2.-Î3, que l’intégrale s’évanouit pour un module de z infini. On aura donc
y*" e'‘^fix)dx C'*' e''- .
formule vraie pour toute fonction ratiohnelle o(.c) qui ne devient infinie pour aucune valeur réelle de x.
241. Soit w une fonction de z, et <f(w) une fonction de te qui devient infinie pour les valeurs
— 7i J Vi > • • • J V« !
correspondantes à des valeurs de z contenues dans l’aire 21, et soient
les ordres respectifs de ces infinis.
Soit, de plus, f(;) une fonction de z qui ait pour infinis dans l’aire 21 les points
» — c, , c, , . . . , e„ , ayant pour ordres respectifs
Posons, comme précédemment,
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et de même, en considérant w comme la variable indépendante et Ç comme’ prenant les valeurs ç = y , , y, , . . . ,
Nous aurons alors
r r rc“’ »(«’)</; .
(2-C) dz
Si nous posons maintenant
f (z) iz — x (w) > 0“ Z (w) = f (-) ’
la première somme deviendra
Si nous faisons ensuite
f{tv) = (z) ,
la seconde somme deviendra
Donc
vf
Je (,Z — C)
dz ,
i 7tl i
J\ (. 0 ) f (Z) dz = 2 «• [ (^)T- + - (A-1)! J’
Exemples. Soit f(z) = • En prenant toujours pour 21 la
moitié supérieure du plan, on a
C = lim
La seconde somme devient donc
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