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PREFACE
liC puissant instrument que l'Algèbre et l'Analyse emploient aujourd'hui sous le nom de Déterminants était, il y a peu d'années encore, difficile à connaître à l'aide des seules sources auxquelles on put alors puiser. Les grands géomètres s'étaient créé ce moyen auxiliaire en vue des hautes spéculations dont s'occupait leur génie, et ils n'avaient guère songé à retarder la construction de leur édifice par des considérations sur les matériaux et les appareils, de la solidité desquels ils étaient parfaitement convaincus. De là il est arrivé pour les déterminants, comme pour tous les instruments importants des mathématiques, qu'ils sont restés longtemps la possession d'un petit nombre d'esprits d'élite, avant qu'une théorie méthodique en rendit l'intelligence et lusage abordables aux esprits ordinaires. Le premier qui ait eu l'idée de venir en aide à l'Algèbre par la formation des sommes combinatoires appelées aujouid hui déterminants, ce fui I illustre (.eibni/, comme l'a remarqué Diriclilcl
VI PlUilACli.
Mais, saul la lettre à l'Hospital du 28 aviil 1693, où Leibniz parle avec conviction «le la fécondité de son idée, on ne connaît aucun autre passage d'où l'on puisse conclure que Leibniz ait cherché à tirer de nouveaux fruits de celte découverte. La seconde invention des déteiniinants par Cramer, 1750, ne s'est pas perdue, à cause des services qu'elle a rendus aux progrès de l'Algèbre, grâce aux travaux de Cramer lui-même, et quelques années plus tard à ceux des Bezout, des Laplace, des Vandermonde, des Lagrange. C'est Vandermonde (Sar l'élimination, l'j'j'i) qui a cherché à créer un algorithme des déterminants, tandis que Lagrange, dans son Mémoire classique Sur les pyramides, 1773, faisait déjà un usage très-étendu des déterminants du troisième degré dans les problèmes de géométrie analytique. Mais ce qui a le plus contribué au perfeclionnement et à l'extension du calcul au moyen des déterminants, ce sont les Disqaisitiones arahmeli<œ de Gauss, 1801. En partant de la considération des algorithmes qui se rapportent, dans cet ouvrage, aux « déterminants des formes quadratiques, » Hinetet Cauchy, 181 a, ont établi des règles générales, pour la multiplication des déterminants, et par là certains calculs sur des sommes difficiles à manier ont acquis une facilité inattendue. Jacobi, avec son génie créateur, s'empaia en 1826 de ce nouveau calcul, dont )Msqiir-la h's développemenls élaienî dus
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surfont à (^aiicLy- l^es tiavaiix qu'il a publiés clan?» le Journal de Crelle sont des preuves éclatantes de la puissance de ce nouvel instrument dans la main d'un tel maître. C'est par les Mémoires de Jacobi De foimalione et proprietaiibus determinantiuni et De determinantibus functionalibus, iS/fi, que les déterminants sont devenus pour la première fois accessibles à tous les mathématiciens, et, depuis, leur théorie a reçu de divers côtés des accroissements importants.
Le Mémoire de Jacobi De Jormatioue , etc., qui n'a pas été rédigé pour l'usage immédiat de ceux qui commencent cette étude, et le traité de Spottiswoode intitulé : Elementaiy theorems relating to déterminants, London, i85i, et dans lequel, à côté d'un ordre convenable des matières et d'un bon choix d'exemples, on rencontre un grand nombre de négligences et même d'erreurs qui diminuent la valeur de l'ouvrage : tels étaient les seuls moyens que l'on eut pour arriver à la connaissance des déterminants, lorsque je me décidai à rassembler les matériaux, encore dispersés pour la plupart, pour en composer une théorie des déterminants, suivie de leurs plus impoilantesapplications. Mon travail était presque terminé, lorsque j'ai eu connaissance de l'ouvrage de Brioschi, intitulé: La teorica dei determinanti , Pavia, i8r»/|. Ce traité, appelé par le besoin généralement senti d'une introduction élémentaire à la connaissance des
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déterunuanls, bien qu'il ne soil pas loujouis lii^oureux dans les principes, est cependant écrit avec une parfaite connaissance dn snjet, et contient un riche trésor d'excellents matériaux. Aussi cet ouvrage s'estil promptement répandu et fait apprécier. La traduction allemande de ce livre estimable, publiée tout récemment à Berlin, a été sans doute très-bien accueillie des mathématiciens d'Allemagne, et si j'ai eu le courage d'achever mon Traité sur le même sujet, cela tient principalement à ce qu'il diffère de celui de Brioschi par le plan et par l'exécution. Pour mettre à découvert dans sa pUis grande simplicité le noyau théorique de cette doctrine, j'ai exposé les principales propriétés des déterminants et les algorithmes auxquels elles servent de base, dans un traité rédigé avec la rigueur svnihétique, telle qu'on la rencontre dans les ouvrages des géomètres de l'antiquité, et lorsque cela m'a paru nécessaire, j'ai éclairci les principes par des exemples simples, Pour comprendre avec clarté les propositions d'un système, il ne yjeut être qu'avantageux d'avoir toujours présent^ auprès de chaque théorème, l'ensemble des prémisses sur lesquelles il repose. Quant aux applications à l'Algèbre, à l'Analyse et à la Géométrie, je les ai réunies dans une section spéciale, pour en rendre l'intelligence plus facile en donnant aux sujets une plus grande liaison, et pour parvenir en même temps à
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traiter chaque sujet plus complètement. Mais j'ai toujours cherché avec le phis grand soin à donner aux théorèmes et aux démonstrations toute la précision possible, partout où ils semblaient en manquer encore. Dans le choix des notations et des dénominations relatives à cette théorie, j'ai cru devoir user de la circonspection la plus minutieuse, parce que, sans cela, les nouvelles mathématiques menacent de devenir inintelligibles, à cause de l'extravagante profusion de termes nouveaux qui fait invasion dans leur vocabulaire. Je me suis particulièrement efforcé de donner quelque valeur à mon travail, en cherchant à remonter autant que possible aux sources originales, pour pouvoir citer les premiers inventeurs des méthodes et les premiers auteurs des théorèmes. De telles citations ne sont pas seulement un hommage que doit la postérité aux révélations du génie de nos prédécesseurs , elles constituent aussi un élément de l'histoire de la science, et invitent à l'étude des grandes œuvres qui ont servi à l'édifier, et où se trouvent encore de riches mines à exploiter. Je ne puis m'attendre, à la vérité, à ce que mes recherches m'aient partoul conduit à de résultats exacts; mais j'espère qu'en publiant mes erreurs je fournirai l'occasion de les rectifier.
D'après ce que je viens de faire observer, il esJ inu
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tile de relever ce qui a pu être ajouté par mes propres recherches aux matériaux fournis par les autres. Il ne me reste plus qu'à exprimer ma reconnaissance pour la bonté avec laquelle mon savant ami Borcliardt m'a soutenu dans mon travail par les nombreux renseignements dont je lui suis redevable (*).
(') Nous avons introduit, dans la présente édition, un certain nombre de corrections que l'Auteur a eu l'obligeance de nous indiquer. {Noie du Traducteur )
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FIN DE LA rABLE DI'.S MATIERKS.
PREMIÈRE PARTIE
THÉORIE DES DÉTERMINANTS
^ I. — Partage des peiinulntwns délénieuts donnés en deux classes.
1. Les éléments truu arrangement dont on veut déduire les permutations se distinguent par leurs numéros d'ordre ou indices. Un élément est dit plus élevé, qu'un autre, lorsqu'il a un indice plus grand. La combinaison d'un élément d'une permutation avec un des éléments suivants s'appelle, relativement à l'arrangement primitif, un déiangemenl [*) lorsque le premier élément de la combinaison est plus élevé que le second. Par exemple la permutation a, a., a^ flt, contient quatre dérangements, «,«,, «403, ai^i, «3«i-
Les permutations d'éléments donnés ont été divisées par Cramer en deux classes, dont la première renferme les permutations où il se trouve un nombre pair de dérange-
(*) Cramer, Analyse des lignes courhcs, 1730; Appendice, p. G')8.
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in(!iiis, et la so( onde les poiimiialious ([ui piésculeiil un nombre iinpdiv de dérangements.
2. Théorème. — Lorsque dans une permutation on échange un élément avec un autre, tous les éléments restants conservant leurs places, le nombre des dérangements existants dans la permutation varie d'un nombre impair (*).
Démonstration. — Soient g et h les éléments que Ion veut échanger, // le plus élevé des deux, A le groupe des éléments qui précèdent ^, 13 le groupe des éléments compris entre g et h, C le groupe des éléments qui suivent h. La permutation donnée étant ainsi
kg Bh C,
et cell<que l'on veut former étant
AhBgC,
la variation cherchée du nombre des dérangements provient de la position que g et h prennent l'un pai- rapport à l'autre, et par rapport aux éléments contenus dans B.
Soit /3 le nombre des éléments du groupe B, parmi lesquels il y en a [3, plus élevés que g^ et jSa plus élevés que h. Alors, outre les dérangements qui existent dans B, il s'en trouvera, dans rari-angemenl gBh. (i — i^i+lSa, parce que g est plus élevé que (3 — |3j éléments de B, et qu'il y a, dans B, jSo éléments plus élevés que h. Au lieu de ces
(*) La division des permutations l'ondôc sur ce théorème est due à Bczoul {Histoire de l'Académie de Paris, 170/1, p. 293), et a été démontrée pour la première lois par Laplace dans la môme collection, 1772, t. II, p. 29/1; elle l'a été ensuite plus simplement, de la manière que nous donnons ici, par Mollvvcide, Dcmonslralio climinalionis Cramcriavw, Leipzig, 181 1, § 9, cl par Gcr[;onnP, Aivinlcs do Muiluviaiiqucs, t. IV, p. i5o.
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dérangements, rarrangement /tB^, formé par l'écliaiii^e mutuel de g et de h, présentera 3 — (3? -h i + .^i dérangements , puisque h est plus élevé que 6 — .S, éléments de B, que de plus h est plus élevé que ^, et qu'enfin il y a encore jS^ éléments de B qui sont plus élevés que g. La différence de ces nombres,
est impaire. c. q. f. d.
3. Par des échanges successifs de deux éléments, on peut obtenir l'une après l'autre toutes les permutations d'ui» arrangement donné. Les dérangements que l'on rencontrera dans cette suite de permutations seront alternativement en nombre pair el en nombre impair (2). Comme le nombre total des permutations est pair, il existera autant de permutations de la première classe, contenant un nombre pair de dérangements, que de permutations de la seconde classe, contenant un nombre impair de dérangements. Ces permutations se déduisent de larrangemeni donné, les premières au moyen d'un nombre pair, les secondes au moyen dun nombre impair d'échanges entre deux éléments.
Deux permutations appartiennent à la même classe, si elles peuvent se déduire lune de 1 autre, ou se déduire toutes les deux d une troisième, au moven d un nombre pair d'échanges entre des éléments pris deux à deux.
4-. Démonstration analytique du théorème (2). — Pour classer les permutations, formons dans chacune d'elles le^ différences des indices correspondant aux éléments, en soustrayant l'indice de chaque élément de celui de l'élément suivant. Une peinniialion contiendra autant de dérangements qu'il V aura de ces dillerouH-s (jui seront nég.i tives (h.
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Le produit de ces difjférctices est une jonction alternée des indices (**) (/ni prend la valeur opposée par réchange de deux de ces indices.
Démonstration (**). — Clia<jue dilï'érence en particulier, dans rechange tic deux indices, conserve sa valeur absolue; le produil conserve donc aussi sa valeur absolue. Si l'on désigne par i et h deux indices déterminés, et par /et s deux autres indices quelconques; par
les produits des facteurs dont les formules générales sont
si l'on désigne entin par s l'une des quantités -f- i ou — i, le produit des différences à former pour une permutation donnée pourra se représenter par
Si l'on échange maintenant / et k entre eux, les produits
\\{r — i){r—k) et n(/-— ,v)
ne changeront pas, et h — i prendra la valeur opposée. Donc le produit complet prendra la valeur oppohée.
Puisque, par l'échange de deux éléments de la permutation, le produit en question change de signe , il s'ensuit que le nombre des dilKérences négatives, et partant aussi le nombre des dérangements de la permutation, varient d'un nombre impair, comme on l'avait déjà démontié c i-dessus.
(*) Fonction alternée, suivant Cauchy [Juunuil de l'École Poljtpchniqur, XVII* cahici', j), 3o, cl Analyse algébrique, \. III, p. 2). — Funclio nllernans, suiTant Jacobi {Jouritat de Crclle, t. XXII, p. 3Go).
C» ) jAroiii, Del., 2 {Jown.il de Crclle, t. XXH, n» 11).
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O. L'échange des élémcnls d un aiian^rnjcnt csi a|»ptlé perinulatiou circulaire, lorsque cliarjuc élément est remplacé par le suivant, cl le dernier éiémeni par le premier.
Par une permutation circulaire de tous les éléments, on tire (Vune pennutatio/i donnée une autre permutation (/ui appartient ou n appartient pas à la même classe, sui\'ant que le nombre des éléments est impair ou pair. Car la pcrmutalion circulaire de ti élémenls peut s'obtenir en échangeant le premier élément avec le second, puis avec le troisième, etc., ce qui fait ainsi n — i échanges d'éléments deux à deux.
D'une permutation donnée on en peut déduite une autre quelconque par des permutations circulaires cïjectuées sur des groupes séparés d'éléments. Soient, ]>ar exemple,
les indices des éléments dans la permutation donnée, cl
les indices des éléments dans la permutation à former. Commençons par le premier élément à déplacer dans la permutation donnée, et remplaçons successivement 7 par 2, ■ji. p»ar 9, 9 par 6, 6 par 5, 5 par 3, et enfin 3 par 1 élément 7 qui a servi de point de départ. On a ainsi séparé un groupe d'éléments sur lesquels ou a accompli une permutation circulaire. Maintenant, dans la suite des élémcnls lestants, remplaçons 4 pai 8, 8 par 4, <e qui accomplit la peimulation circulaire d'un second groupe d'élénuMits. J. élénunt i <|ui reste encore ne doit pas être remplacé par un autre. 0 après cela, l.i seconde permiitalinn a été déiluii»- de la première par des permutations ciriuiaire^ partielles.
En comptant pour un groupe particulier clwu un des éléments qui, dans le procédé que n«»us venons d(; décriio
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poui iléJiiiri' isiK' pciimitalioii (rime auiro, doivonl être remplaci's rt'S[)cclivcmeiU par onx-nicmcs, on a la règle suivante :
Deux pcnnulntions appartiennent ou n appartiennent pas à la même classe, suivant que la différence entre leur nombre (T éléments et le nombre des groupes par la permuta/ion circulaire desquels l'une des pernmtations données peut se déduire de l'autre, est paire ou impaire (*). En ellet, si les permuiations données sont composées de ?i éléments, et que la seconde se déduise de la première en partageant les éléments en p groupes de a,, a», «s,... éléments, cl en faisant subir à chaque groupe une permutation circulaire, ces pcrnnitalions circulaires pom'ront s'effectuer au moyen de
échanges d'éléments deux à deux. Or on a
donc la seconde permutation peut se déduire de la première au moyen de n — p échanges d'éléments deux à deux.
Pour amener les éléments du premier groupe à leurs nouvelles places, il ne faut pas moins de «j — i échanges d'éléments deux à deux, et ainsi de suite. Donc, pour déduire 1 une de laulre les permutations données, il ne faut pas moins de n — p échanges d'éléments deux à deux. Dans l'exemple ci-dessus, on a /? =z 3, // — p = 6 -^ par conséquent les permutations données appartiennent à la même classe.
( * ) (ÎAlcnY, Journal de r École Volj trthitiqur, WW rahicr, p. (\z; Annl)sr al^<'-hriqii'\ \'>l'' IV — Jacodi, Del., 3.
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^ II, — Dclcrmiiiant diui sjslcmc de tr cléments .
\. Si l'on considère m lignes horizontales de n élémculs chacune, ou, sous un autre point de vue, n ligues vei licales de m éléments chacune, pour distinguer en général ces éléments, il est commode de les atlccler chacun de deux indices, dont le premier marque le rang de la ligne à laquelle appartient l'élément, et le second le rang de lélénicnt dans sa ligne {*)'■, par exemple, on écrira
flm.^ f'n
Au lieu de «,, i, on écrit aussi a']' ou simplcmcnl (/, A). Lorsque ni = «, la série des clémculs
depuis le premier jusqu'au dernier, s appelle In diai^onalc du carré des éléments.
2. On entend par déterminant d'un système àv tr éléments, disposés sur n lignes de n éléments chacune, cl représentés par rt,, o ' et A recevant chacun toutes les valeurs 1 , 2 , . . . , n, la somme des pioduils de ces élémcnls pris n à «, de manière qu'il n'y eu ail pas deux dans le même produit qui appartiennent soit à la rnruic lij^nc horizontale, soit à la même ligne verticale. Le premier Ui nu
Cj Ci'Ue iiot;Uiuii .1 oU' om|)lo>ro piuir \.\ 1>1 iiniiic fi'is |..\r I.imI'Iii. Voir S!» Lcllic à LHos/jilal. tlii -jS iiviil iGgl, d;ins les Œuiics nialhrni.i' liqucs de Lrihniz |iiiMiéi's fai Gerii.vrdi, 1. H, y '■'''•'(]■
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du déterni'mant csi le produit des éléments dv la diagonale.
Du premier terme on déduit tous les autres, en laissant les premiers indices invariables et permutant les seconds. On prend chaque terme positivement ou négativement, suivant que la permutation des indices qui a servi à le former appartient ou n'appartient pas à la même classe que le premier airangement des indices.
Le déterminant de ii^ éléments est dit du n"""" degré, parce que ses termes sont des produits de n éléments. Il est formé de I . 2 . . . ?f termes, dont une moitié sont positifs et les autres négatifs (§ T, 3), et parmi lesquels il ne peut s'en trouver deux égaux et de signe contraire, tant qu'il n'existe pas de relations particulières entre les divers éléments. On désigne un déterminant, d'après Caiichy et Jacobi, eu renfermant le système des éléments entre deux traits verticaux, ou en plaçant sous le signe sonimatoire le premier terme précédé du double signe ± ; ou, d'après Vandermondc, en plaçant la série des premiers Indices qui servenl à distinguer les éléments, au-dessus de la série des seconds indices (*) :
tl\A fit,!- ■ ■ ">.u
(*) (^AiciiY, Journal lir lEcole Poly l'chni'juc, XVIF c.'ihici , p. b2 — Jacoi'.i, Del., /|, cl Journal de Cicllc, l. XV, p. 1 15. — Vandeumonde, Histoire de. l'Académie de Paris, 177J, t. Il, p. 617. Les dctermiiiaiitb ont otc découverts par Leibniz {loc. cit.), qui a cherche à rcprOsenler j»ar leur moyen lu résultante de n équations linéaires à n — i inconnues, ainsi que la résultante de deux équations algébriques quelconques h une inconnue. Comme second invcnff'ir des détcrmin^inl-^ "n <l<>ii n..mm'r 'r-iinei' (t'o// ^], I). La dé-
Exemples :
abc a.b^c, a.biC,
= nbi
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rt, b.
(tbiC. — nb,t\ -t- «, bjC — rt, ir. + a, bt\ — a-^b^c.
ch
ch
' abiC^cL, — ab,c,di +fib,c,cl, — ab^c^di + ab,c,d, — ab,c,(/,
I — «, bcjdj -f- rt, bc, d, -+- rt, b.cd, — a, b^c^ d— a, b^cd, -4- a.b^c.d
I ^a,bc,d, — a,bc,d, — a.b.cd, + n,b,C:d-\- n,b:,cd, —a.b.c^ti
— <7, bc, d, 4- a^ bcjd, -+- a, b,cd, — n ,b,c,d — n^ b.cd.-^-a^ b-^c, d.
3. Les termes d'un déterminant peuvent aussi se déduire du premier ternie, en permutant les premiers indices et laissant invariables les rangs des seconds indices. Si 1 on désigne, en effet, par Ai /.,. . . A„ une pcrmutalioii quelconque des indices 12... «, alors «i,/!^^*^^^. . • ^^,,,/t^ exprimera un terme quelconque du déterminant. Or ce terme se déduit du premier terme «1,1^2, 2- • • «,.,,. soit en rempla- ^ çant les seconds indices 1,2,...,// respectivement par A, ,A,, , . . ,/lr„, soit encore en remplaçant, dans la série des premiers indices^ A, par i, h^ par 3, . . . , /„ par //. On a, dans les deux cas, à effectuer le même nombre d'échanges des indices deux à deux, et par suite le lornie déduit par le second procédé obtient le même signe cpie par le premier procédé. Par exemple, de
//, , n^ rt,,,i «i.t '^i.i ^i-.t.^
noiniiiaCion de dciui minant , iiilroduilc pai Cauchy, a Ole cnijuiinloo à des àoniuios t'onnces d'apros la loi ci-dessus, que Gauss ( Disquis. aiilh.] a nommées dcteiminanti dcs/oniics (juadiatiiiurs. Depuis, Cauchyîj( t'rtvciccj </<• iMatlif'matiqiirs , Exercices dAnaljse) a substitue au nom de dclei minant relui Ad Jnnclion alirincr, et aussi l'expression de n'utUnnie employée par Lapldce { voir Ji I, 2],
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on déduit
«1,3 «2,2 rt.,,1 «4,1 «.s,,i «c;.!,
en remplaçant les seconds indices 1,2,3,4,5,6 par 3, 2, 1,4, 6, 5. Mais le même terme peut aussi se tirer du premier terme , en remplaçant les premiers indices 3,2,1,4,6,5 respectivement par 1,2,3,4,5,6. Par le premier procédé comme par le second^ il y a toujours quatre indices remplacés par d'autres, et dans les deux cas le terme déduit reçoit le même sisne.
Deux systèmes dont l'un a pour lignes verlicales les lignes horizontales deFautre (et vice i^ersâ) ^
««,1 ««,■>••• «/,.« ■ «i,H «2,n--- On.n,
ont le même déterminant 2 ± rZ]^, «2,2- • • <?/,,»• Car chaque terme de l'un des déterminants se trouve dans l'autre avec le même signe.
4. Théorème. — Un déterminant change de signe loisque, dans le système de ses éléments, on échange une ligne (horizon laie ou verticale) avec une ligne parallèle. Un déterminants évanouit identiquement lorsque les éléments d'une ligne sont égaux, chacun à chacun et dans le même ordre, aux éléments d'une ligne parallèle (*).
Dénionsi ration. — Soient R le déterminant donné, R' le déterminant qu'on en déduit par l'échange de deux lignes parallèles d'éléments; R' contiendra les mêmes termes que R avec des signes contraires. Car le premier terme de R'
(*) 1. AD, ACE, Histoire de l'Acad/mir de Pnris, 177''; t. H, p. ■.(97, — Vander- MOXDE, ihid.. p. .'Î18 cl r»22.
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se déduit du premier lernio de R par rechange de deux des premiers ou do deux des seconds indices-, il se trouve donc dans R avec le sigue contraire. Tous les autres termes de R', qui se déduisent de son premier terme au moyen d'un nombre impair (ou pair) d'échanges de termes deux à deux, résulteront du premier terme de R au moyen d'un nombre pair ( ou impair) de ces échanges. Donc tous les termes de R' se trouvent dans R avec le signe contraire, eVst-à-dire qu'on a R' = — R,
Si les éléments qui composent les deux lignes parallèles sont respectivement égaux dans le même ordre, alors, par l'échange de ces deux lignes, R se changera en — R : or le système des éléments n'est pas altéré par cet échange, et par suite — R = R : donc R = o, quelles que soient les valeurs des éléments.
Par exemple, on a
(^i.î^i.i «1,3 • • • fii.n
fi2,-,n.^n,,; . . . rt.^„
fl'.t «-',3- • «2.« ^'2,f fl,,,! «H, 3- ■ • ^'n.H «H,l
Cl':,,,. . . (l ,„ r^, ,
(l„-, . . . (■/„,„ rt„.,
(Il , rt;,2. . . <'/...„
'^2,1 f';. ■ ■ fij.n
l'^ii gén(''rnl, si /, /.,/,..., ■\\i\^\ que /, v. /, . . . , (I(■•^iJ;n(•|l(
12 l>UEMli,UE VAllTIli, ^11
dos jieiUiUlcUioiis clouiu'cs dv i , y , . . . , //, on a
Ok.v "/,■.,. Clij.
^/,r Ol,, (ll.t-
(ll.i <>l.k "il-
£ désij^nant runilé [)ositivc ou négative, suivant c|ue les permutations données appartiennent ou non à la même classe.
5. Thégrîîme. — Si les éléments d'une certaine ligne du système s'évanouissent tous à l'exception d'un seul, le déterminant du système donné se réduit au produit de l'élément en question par un déterminant d'un degré moindre d'une unité (*).
Démonstration. — Soit
rt , , . . . a.
fin 'I„,n
Cl suj>posons que parmi les éléments
<7,^< soit le seul diflerent de zéro. Prenons, dans le système donné, la i""" ligne lioiizontale d'éléments pour en faire la [)remièi(' ligne hoiizonlale, cl la k"'""' ligne verticale pour en faire la première ligne verticale, de sorte que, par (/ — I )-f- (A— i) changements de signe (4), R se change
(*) jAtOCl, />(■/.,
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«-,* ",,l • • ■ll,,k-\ <',.<4-l . . (I,.
où £ = ( — 1)'+'. Pai' hypothèse, les termes de sR dans lesquels le premier des seconds indices est différent de k, s"évanouisscnt. Donc sR se réduit aux termes qui se déduisent du terme principal
par la permutation des seconds indices i, 2, . . . , / — i, A + 1, ..,,«, à l'exclusion de A"^ c'est-à-dire, aux termes d'un déterminant de degré ?i — i (2), multipliés par le
facteur «, /. Ainsi
e ayant la signification indiquée ci-dessus. Exemples : * '
a, fi; a. n.
c, C2 Tj r, O O f/^ o
-cr
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et
o i, b-i bi
O C, Tj C;.
6. Il s'ensuit réciproquement que tout déteiminant peut être mis sous la forme d'un déterminant d'un degré plus élevé. Par exemple,
• (tn.n
et ainsi de suite. Les éléments
I ^11+1,11+1 ^ii+i,
"n+Un >
qui ne se trouvaient pas dans le développement du déterminant primitif, pourront recevoir des valeurs arbitraires quelconques, et par conséquent on pourra aussi les supposer nuls.
7. Lorsque tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale s'évanouissent, le déterminant du système se réduit à son terme principal.
ihr.
= (II
• -On,!
etc...[5j
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^ m. — Dci termes clan déterminant urdonnc suivant les éléments d une même liane.
1. Théorème. — Eu désignant par i et Â deux indices quelconques de la suite i , 2, . . . , « ; par R le déterniinani 2 zL rti^i «2^2 . . .a„^„^ par a,^^ le coefficient de a,^^ dans R. c'est-à-dire par a^^^ a,^^ la somme des termes de R ijui renferment l'élément a,^^ : les sommes
«i,i ai,* -+- ai,i 'M,k -r • • . -h "«,, 'J-n.k >
auront pour valeur R ou zéro, suivant que i et A seront égaux ou inégaux (*).
Démonstration . — Chaque terme de R contient l'un quelconque des éléments
qui forment la i'''"" ligne horizontale, cl n'en contient qu un. Par hypothèse, a,^i or,^i est la somme des termes de R où. se trouve l'élément «,,,, et ainsi de suite. Donc
R = (7,^, a,-,, + «1.2 ^i,i 4- ... H- «,-,„ y.,\n . On trouve de la même manière 1 identité
R = fl,., a, ., + a,,,- a..,,- -f- . . -\- a„.i y-n., • Si 1 on v fait
a,,, =: rt^,, , (7,,;= r//^,, .
bien
(*) CnAMER, loc. cit. — Calciiy, toc. cil., p. G6. — Jacoiu, DcI.Ak Les iiloiititfs quirésullcntde ce Ihéorènie pour le cas de n=3, se Iroiivoiit dans La^raiig.-, Sur les Pyramides, 7 ( Mémoires Je l'Acadcmic de Berlin, i--/.',
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OU oblit'iit des sommes qui équivalent aux délerminauls de systèmes où les éléments d'une ligne sont respeetivement égaux aux éléments d'une ligne parallèle. Or ces déterminants s'évanouissent identiquemcnl (§ II, ^)-
2. Pour multiplier un déterminant par un facteur, on multiplie par ce facteur tous les éléments d'une même ligne. Réciproquement, on peut placer devant le déterminant lui-même tout facteur commun aux éléments d'une môme ligne. Ainsi
pn b c
pa f)b pi
rzL-
pay b^ r.
pa, h, r.
C'est ce qu'on rend évident, eu mettant le déterminant sous la formera -f- a^a^ -^-a^a^, ou sous la forme aoc -\- h{6 -\- cy. On a encore
abc
ah
3. Si tous les éléments d'une même ligne sont composés chacun de m termes, alors le déterminant peut se décomposer en une somme de m délerminanls. Si l'on sup- \iose
fJi.i = l>i + Vï -H ^1 -+■••• , ('i.2 = l'2 + '/:•+ r. H- . . . ,
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on aura
R = fl.A y-i.x + «,.î y..,2 + . . . -f- Uin rj., n
= p^ y-iA + Pi y-i.i + ...+/>„ '/.,,„
Les divers déterminants dans les([uels R se décompose, sont formés de R en y remplaçant les éléments
par leurs parties respectives
, etc.
On a
, par exemple,
ri a.
4. La valeur d un déterminant n'est pas altérée, lorsqu'on ajoute aux éléments d'une même ligne respectivement les éléments d'une ligne parallèle, multipliés par un facteur commun (*) : ainsi
bn
(roi>'3et2), et le second déterminant est identiquement nul dans cette expression (§ II, -4).
(*) Jacobi, Journal de Ciellc, t. XXII, p. '.^71,
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Exemples
Ji
«, Ji — ^
rt, Vï — b
5. Détermination du coefficient a,^/, gui multiplie l'élément a^^f, dans le déterminant R. — Pour ne conserver que les termes de R qui renferment «,,< •, supposons nuls tous les éléments d'une des lignes^ qui contiennent a,^^, à l'exception de rt,^^ lui-même. Substituons ensuite l'unité à la place de a,^/ , et nous trouverons le coefficient cherclié.
"/,,/-! <ln,h (^z-J+i • . • '''„,,
expression qui peut se mettre sous la forme'^d'un déterminant du degré n — i (§11, 5). Si l'on prend la z'""Mignc horizontale pour première ligne horizontale, et la A'^""^ ligne verticale pour première ligne verticale, il se produit alors (/ — i) -j- (A — i) changements de signe dans a,^i (§ IT , I) , et Ton a par conséquent
«iJ-
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Par un prorédé analogue, on déduit de R le coefficient qui multiplie dans R le produit «,^^ «,.,, en remplaçant a,,< et a,.,, par lunité, et mettant zéro à la place de tous les autres éléments contenus dans les lignes qui se coupent en Oj^i et en a,.^,. Ce coefficient se réduit à un déterminant du degré n — i\ et ainsi de suite.
6. Détermination de a,;; par les permutations circulaires. — Pour déduire de R un autre déterminant, égal en valeur absolue, et dont le premier élément soit <?, ^, en se servant de permutations circulaires, il suffit d'effectuer successivement / — i permutations circulaires des lignes horizontales, et k — i permutations circulaires des lignes verticales, ce qui introduit
changements de signe (§1, o). On a par conséquent (5)
au=(-l)("-')"-^'-^
fli+,,l,+ , • . . «,-ui.n «
Dans les déterminants de degré impair, les coefficients a.,^^ peuvent se déduire de «j^i par des permutations circulaires, sans changement de signe. On a, d'après cela, pour la. formation des déterminants par voie récurrente,
biC^
a.h^Ci
et
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7. Déterniination de a.,^^ par la différent ialion. — Si les élémentsd'un système sont indépendants les uns des autres, il suffit, pour diflérentier R par rapport à «,,;;, de considérer seulement la somme a^j, (x,^i. Or a,^;, est indépendant de <7,jr ; par conséquent
Le coefficient de a,^i dans R peut donc s'exprimer par le quotient difTcrentiel partiel
dK
duij,
Le coefficient de a,,/r a,.^, dans R entre dans a,^^ comme coefficient de a,.,,, et peut en consécpience s'exprimer eu différentiant a, / par rapport à a,.^, , ce qui donne
De ce coefficient ou peut déduire celui de a,.^i^ a-^^, dans K, en écliangeaut entre eux les premiers indices i et /', c'està-dire en échangeant la i"'""' ligne horizontale du système donné avec la r''""'' . Par là, R subit un changement de
(*) Jac.obi, Dci., (j.
(** ) Jacobi. Dct., 10.
•llir.OUn, l)l> DlVl KIIMIKAJSTS.
signe ^ ou a donc, pour le cDcnicienl clierclu' ,
r/<7r,/! (i^li.s
drti it da,. ,
Ou déleriiiiiicra d'une manière analogue le coellicienl de rt,^/; a,.^, fl„ ,, dans R. On trouve en même temps des relations entre les troisièmes dérivées partielles de R. Ft ainsi de suite.
8. Si les élénienls du système, qui portent les mènu-s indices dans l'oidre inverse, tels que o,^i et rt^^, , dépendent l'un de l'autre, il en est de même aussi des déterminants de deffié tn .
n,_r (lis flij , "k.r flL< flk,t.
(II., (Il,s fll.t'
"r,i II,, h flr,ll^s.i Ils./. Ils./- I'l,i l'i.h ft,J.
dont 1 un se forme au moyen de l'autre en permutant la suite des premiers indices avec celle des seconds.
I. Si, en particulier, «/;,, = (h,k': alors on a Q= I*, car
flr.i «V,, dl.i ■ • fl,,k IlsJi f>t.k- •
flr.l <h.l (h,l- ■
"r.i (l,-.k (IrJ.
fi,.i n^.k Os.i.
(ii.i (ii.k fh.i-
§ II, 3
11. Si l'on a <7/,,, = — <7,-^^ , a,^, =:= o , alors Q= ( — i)'''l*. En etï'el, en multipliant chaque ligne verticale de P par — i , et par suite (2) P i>ar ( — i)'", il vient
-iV"P
IJ,.i fis,, lit.,f'i.k Hs.k (ll.k- (lv,l ll<.,l fll.t-
ll,.i (l,,k (l,.l-
lls.i (If.k lls.l-
<h.i "i.k iii.l ■
:ui, 3]
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Si la sviile des indices r, ,î, /,. . . est une permutation des indices /, A, /, ... et que ni soit impair, alors Q est, non-seulement = — P, mais aussi = + P (§ II, -i), et, par suite, le déterminant est identiquement nul.
9. Théorème. — En désignant, comme ci-dessus, par R le déterminant
et par a,,^ le coefficient de «,-^< dans R, on a, dans l'hypothèse de Oi,^i = «,^/ ,
a (lai_k _ clK
Au contraire, on a, dans riiypolhèse de a^^,- = — <7,^j( cl de <7,^, =: o ,
et par suite, pour n pair,
et pour n impair,
Démonstration. — Les propositions énoncées relativement à R et à a,,^ résultent des propriétés de P et de Q trouvées dans l'article précédent (^'o//•6). On a de plus,
(*) Jacobi, Journal de Ci clic, t. XII, p. ao. (**) Jacoiu, Journal de C relie, t M, p. ?rôf\.
nironiK dks détermiûmvis. ^3
eu veilu (k- ia dépendance rntrc les éléiuculs concspuiidaiits a,^i et ^//.,, (7) ,
fio,,i. 'la,,!,
Mais, d'après la première hypothèse, on a
et par suite
En vertu de la seconde hypothèse, on a
tint,,,
et par suite (7)
—. — = 'J-i.k — «<.(• ilai.i,
Pour n pair, — ai., = a,,< ; par t ouséqucnl
dK daij,
Pour n impair, s évanouit i(lcmK|iu'nH'nt, comme K
dfii k
lui-même, et l'équation
= a,./, — uk,,
da, , donne le résultat déjà obtenu , a,,< = a/,, .
10. DiffércnticUe d'un déterminant. — Si tous les éléments du système doivent être considérés comme des variables indépendantes, alors, en vertu de léqnation (7)
dK
do, k
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on a , pour la différentielle complète ,
les ternies de cette somme se déduisant de a,^^ «?«,,;, en remplaçant / et k successivement par tous les indices depuis i jusqu'à 71.
Soient, par exemple, ji ,/2» • ■ ■ ^fn des fonctions de x:, désignons le Â'^""" quotient différentiel de fi par j, ,<; formons le déterminant
JTl.n— I y'i.n—l • ' • Jn./i — I
et désignons par yj, ,( le coefficient de j,^< dans R„. On a, d'après la formule que nous venons d'établir,
dx
fiyi.k
dx
La somme (1)
7ÎI,/, Jl^/,^_| -f- 312.A J2,<-+I ■+-■'• 4-*î«,A J«J + 1
s'annule pour toute valeur de A inférieure à n — i ^ il reste, par conséquent.
il. Théoi'.ème. — Si Ton a R= 2±irt,,i a,,,- • •«„,,. et
(*) Jacobi, Del., (i.
(**) ArEI-, iouinal de Crrllf, t. Il, p. 2' t. XXXIX, ).. .)i,
Malmstkn, Journal de Ciellc,
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que «,,;( désigne le coefficient de a,^^ dans R; si de plus B = 2 ± ^1^, &2 2 . . . &„_i,„_i, et que (3,^^ soit le coefficient de l'élément b,^i dans B; si enfin on forme au moyen de B de nouveaux déterminants B,, en remplaçant les éléments de la première ligne verticale ^j,i, h^^i. . . . , ^„_i,i par les éléments «i^,, <7, ,,. . ., a„_i^,, on aura identiquement
Démonstration. — D'après (i). on aies identités
^•H,i (1,,-iA -+- y-«,-' '''«-1.;;-*- ... H- y-H.„«»-i,„ = O.
En multipliant ces équations respectivement par les quantités
Pl,i ? P-,1 1 • • • J Ph— 1,1 J
et faisant la somme des équations ainsi obtenues, la quantité a,,^, aura pour coefficient, dans cette somme, l'expression
B, = a,,, fi,,, -4- a,,, fi,., + . . . -h fl„-,,,- P„_,,i,
qui se déduit du déterminant
en remplaçant les éléments /'i,i, ^«, ,,..., ^n_i,i |iar les éléments «),,, «2,0- • • ^ <^'i-i,i-
(*) liezont {Équaiions algéhriqucs, 1779, § 220) a indique les cns Ic^ plus simples de cette idenlité.
•iG puEMiÈr.E l'AP.TiE. ^ rv.
Exemples. — En ('crivaiil, pour abréger,
nh).
au lieu de
(abc) ,
abc
[abcd),.
C-i (li
osi a
[bc] {nd) + [ca] {hd)-h{ab) {cd) = o (*), ( bcd) {nef) ~ [cda ) ( bef) -f- [dab ) [cef] — [abc) [def] = o , ( bcde) [afgh ) + {cdea) (bfgh) -+- [deab) [r/g/i]
-\- [cnbc) [dfgli) -\-{abcd) {efgh) = o, etc —
Remarque. — : Les propositions géométriques torrespoiidantes [%wir ci-dessous, ^ XVI) ont été établies par Monge, 1809 [Journal de V École Polytechnique, XV*^ cahier, p. 68), et, depuis, par Mœbius [Baryc. calc.^ §§ 166 et 171). Le théorème précédent est contenu dans la décomposition générale du produit de deux déterminants, que Sylvesler adonnée [Philos. Mag.^ i85i, t. Il, p, 142; compar. iSSa, t. Il, p. 342), et dont Faà de Bruno [Journal de LiouK^ille, t. XVII, p. 190) a publié une démonslration très-simple.
^IV. ■ — Décomposition d'un déterminant en une somme de produits de délerminnnts partiels.
\. Théorème. — Partageons les lignes horizontales d'un système donné de n^ éléments cîi groupes, dont le premier
C) Cl'Uo identilé se trouve déjà, d'après l'indicatioi) de VandermOndc {loc. cit., p. 527), dans les Mémoires publics par Fontaine, i-n/j (au «ommencemenl de sa Seconde nu'lhodc du calcul intégral, p. 90)
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toulienne les a premières lignes horizontales, le deuxième les |S suivantes, le troisième les y suivantes; et ainsi de suite, de sorte qu'on ait a -t- S -h y -|- . . . = /z ^
Formons, avec une combinaison quelconque de a lignes verticales du premier groupe (rangées suivant Tordre ascendant), le déterminant A de degré a;
Parmi les lignes verticales du second groupe, laissons de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A, et avec une combinaison quelconque de |3 des lignes verticales restantes, formons le déterminant B de degré (î;
Parmi les lignes verticales du troisième groupe, laissons de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A et dans B, et formons, avec une combinaison quelconque de y des lignes verticales restantes, le déterminant C de degré y; et ainsi de suite 5
Parmi les lignes verticales du dernier groupe . laissons de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A, B, C, . . . , et formons, avec les lignes verticales restantes, un déterminant de degré n — a — j3 — y . . . . En formant le produit ABC ... de toutes les manières possibles, et donnant aux divers produits le signe -h ou le signe — , suivant que la série de tous les seconds indices est une permutation des seconds indices donnés appartenant à la première ou à la seconde classe: la somme de ces produits est égale au déterminant donné (*).
Démonstration. — Un produit tel que i\BC. . . renferme ceux des termes du déterminant qui se déduisent du ternu'
principal
en laissant invariables les premiers indices, et paitageant au contraire les seconds indices en groupes (rangés suivant
(*) jAcnci, Del., 8, d'après Laplacc, /or. cit., p. ''p/) .
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l'ordre asiondanl) de a, jS, y,. . . imlices, et pciuiulaul les indices dans cliacun de ces groupes. Si l'on eOeciue le i;roupemenl de toutes les manières possibles, et que l'on permute chaque fois les indices dans les divers groupes, on obtient toutes les permutations des seconds indices donnés. La somme de tous les produits ABC. . . comprend par conséquent tous les termes du déterminant donné. Le déterminant A peut être composé de
n[n — 1 ) . . .[il — 7. -I- I )
manières diUereiiles, puisque c est là le nombre des condjinaisons de n indices pris c à a. Pour chaque déterminant A.
on peut former
déterminants B ditîerents, puis-
que c'est là le nombre des combinaisons (i à (3 des /z — a indices restants. Pour chaque produit AI), on peut former
déterminants C diiîérents, et ainsi de suite.
Par conséquent, on peut en général former
— 7. — fi\ 1.2.
fi
produits ABC. . ., dont la somme «compose le déterminant donné. On retrouve, en effet, le nombre des termes du déterminant (i .2. . .//), en multipliant le nombre des produits ABC. . . par le nombre des termes d'un tel produit
FxEMPi.?: :
(t r/, a, ctj, h />, h, h,
a fii
r, Ci d, fL
c r, rj r,
hs 1',
ri fl.
c r, J dd,
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La décomposition (.l'un délerminant du n""'" degré en une somme de produits formés chacun d'un déterminant du i"" degré et d'un déterminant du ( /ï — 2 )" """ degré se trouve traitée avec développement par Jacobi [Det.^ 9 et 10).
!2. Lorsque les éléments du système donné, qui ont z lignes verticales et n — alignes horizontales communes, s annulent, le délerminant se réduit au produit d'un déterminant de degré / par un déterminant de degré n — i (*)
Si l'on partage en effet le déterminant donné en une somme de produits de déterminants du i"""" eià\\[n — /) "^""' degré, en réunissant dans un même groupe les n — /lignes horizontales désignées dans l'hypothèse, et dans un autre groupe les i lignes horizontales restantes, parmi les déterminants de degré n — /que Ion aura à former, un seul sera diftérent de zéro.
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s'appelle un [ii — i?i)"""^ détevininant partiel, par rapport au délerniinant de degré ?i,
Le coefficient de ce déterminant partiel dans R peut se trouver en reniar(|uant (jue l'on a
sR,
£ désignant 1 Unité positive ou négative, selon c[ue les permutations données appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe (§ II, 4). En décomposant e R en produits de déterminants de degré m et de degré n — m, on obtient, pour le cocflicient du déterminant partiel
(*) D'après la dénomination adoptée par 3 Acohi, Journal de Crcllc, t. XXVII, p, loQi, et t. XX.X, p. i36. Comparez avec les systèmes dérivés de Cauchy, loc. cit., p. 9G.
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dans sU, le déleiniiiiaiu ]>arlicl
Le coefficient cherché est donc, î ayant la même siynillcation que ci-dessus,
a ru ar„. .
expression qui coïncide avec le coefficient du produit
(if^, Og^i,. . . , dans R (§ ÏII, 7),
(/(If, d(i^,k- ■ ■ 4. Le développement du déterminant
suivant les puissances de z donne l'expression
(J,,i fi,A • ■ a/.,, (ii^.k- ■
étant un déterminant partiel du degré m, dont la diagonale est formée d'éléments appartenant à la diagonale de R» , et 2R,„ désignant la somme des déterminants qui se déduisent de R,„ en remplaçant les indices /, h.. ■ . , i>ar toutes
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les combinaisons différentes des nombres i, 2,..., «, pris ni à ni {*). '
Démonslration. — On aperçoit immédiatement que le premier terme R„ coïncide avec / (o), et que le dernier terme est bien z'\ Les termes du développement qui contiennent z'" résultent des termes du déterminant /(z) dans lesquels il entre m éléments quelconques de la diagonale. En désignant maintenant par i, Â, ... une combinaison quelconque (rangée suivant l'ordre ascendant) de ni indices de la suite 1,2,..., n, et par r, 5,. . . les indices restants, on a (§ II, 4)
ar,i 'Tr.k «r,
«s,i a^.k (Js,.
j (z) étant mis sous celte forme, on reconnaît, par le théorème 1, que le développement du produit
ai,, 4- z "i.k-
elr.r + Z Ur, fl^ r (h.
forme une partie du développement cherché du déterminant f[z). Le développement du premier facteur suivant les puissances de z se termine par z"\ celui du second facteur commence par
(Ir.r Or, s ■
(") Jacori, Journal dr Crdlc, t. XI!, p. \.
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Par conséquent
O-r.r ar,s' •
est la forme générale d'un des termes du développement cherché, qui contiennent z"" . En remplaçant les indices i', Â", . . . par toutes les combinaisons possibles m à m des nombres de la suite i, 2,. . ., n, et par suite r, 5, . . . par toutes les combinaisons possibles n — ma// — m des mêmes nombres, on obtiendra tous les termes de_/(z) qui contiennent z'" Q\\ facteur.
§ V. — Des déterminants ordonnés suivant les produits des éléments de deux lignes qui se coupent.
1. Théorème. — En désignant par R le déterminant S ±«1^1 «22... «„,„, par R' le coefficient de 1 élément a,. , dans R, 8t par a,^j( le coefficient de Télément a,,j( dans R'. on a
On obtient les différents termes de la somme en faisant (*)
Démonstration. — Les termes du déterminant R contiennent ou bien l'élément a^^,^ ou bien le produit de deux éléments appartenant aux lignes qui se coupent suivant a^^, , par exemple, le produit «,.,« <^,,o ^ désignant un indice quelconque différent de 5, et zun indice différent de r. La
(*) Cauchy a donné un cas particulier de cette formule {Journal de l'École Polytechnique, XTIF cahier, p. 69).
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somme des termes de R ({ui conlieiinent «,.^, est par hypothèse a,. /H'. Le eoelUcient du produit a,.^i a,,, dans R est iFailleurs égal et de signe contraire au coel'licient de a,^, a,^i dans R {§ III, 7), et par conséquent égal et de signe contraire au coefficient de a,,< dans R'. Donc — a, ,; est le coefficient de «,.,/ «,,, dans R.
Corollaire. — D'après les notations précédentes, le coefficient de l'élément a,.^i dans R est
De même, le coefficient de «,,, dans R est — V ar,k y.i.i. , ( A- = I , 2 , . . . , .V — I , *
2. Si le système des élénieiils donnés est symétrique, de sorte qu'on ail ai^i = ai^^, et que R' soit le coefficient de l'élément «,.,, dans R, et a,^/, le coefficient de l'élément rt/.j dans IV, on trouve (i)
Les termes de la somme répondant à des valeurs inégales de i et de A, soni, dans ce cas, égaux deux à deux, puisque
Exemples :
bai hn O2
n,bl^-\- 2^01 /■'oî^n-
1 ba-,b,,ai b-,,
I b^ib^bnih-
-|-5it„,io2(rt'.i/ji2— ^■'.:>33) + ■2bo,bn{a,b,:,— 6,2^23) + Q.bf,-ibn (fl,/^, — br.bt:^).
= (rta,-f- hb, — ce, y — ^on.bb,
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Comme cas particuliers, on a
a o c = lahc.
a o Ci ht b c, o ai c b, «, o = — {s/an, + s/'bb, + \fcc,) (sjaa, + sfbb, — y'^)
X [sjaa, — sjbh, + sjcc, ] (— y/^, -f. sjJb, + \j77,} .
1 o c b I = rt^ -h è= + c^ — lah — -ybc — iac
\ c o n\ = l^a -i- b — cy — /^ah 1 b a o \
= — [\f^-+-^b-^\lc)(\lâ-hs/b — s/c) (v/â — s/Z^-h \,/c)
■x(-r \/â -\- sjl,-^ sjV\.
§ VI. — Des produits de déterminants.
1. Théorème. — Formons, avec deux systèmes donnés d'éléments , ,
et
un troisième système d'éléments,
de telle sorte que le k'""' élément c,,^ de la i'''""' li£[ne horizontale s'oblienno en mnlliplianl les éléments dt* l.i i"''"'
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rii;iu' lu^ri/.oiiialo du proinior système
<•/,,, tii
respoclivomenl ])ar les éléments do la /"""" ligne horizontale du second système
Cl faisaul la somme des produits, (c cjui donne Désignons ]>ar R le déterminant de ee svstènie
Formons, au moyen d'une combinaison de n lignes verticales qu(deonques du premier système, le déterminant P, et au moyen d<! P, par le cliaiigement de a en b , le déterminant Q, dont les éléments appartiennent au second système. En formant la somme de tous les produits PQ possibles, on a
Quand p ■=:. n , K se réduit au produit unique PQ. Quand p <^ /? , R est identicpiement nul (* ) .
Dcnionstnilioii. — En l'aisaul prendre à chacun des indices indéterminés /•, 5, /,... successivement les valeurs 1, 2, . . . ,/:>, alors, par hypothèse, le terme principal du déterminant sera
(*) BiNET et t'.AiciiY ( dans des Mémoires publiés en même temps, Journal de l'École Polytechnique, XVI*' caliier, p. 286, et XV! 1" caliier, p. 81 el iot), ont déduit cette proposilion do la considération dos cas particuliers
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De là ou déliait les autres termes de 11, en peiinutaiil les seconds indices des éléments c, les piemiers indices demeurant immobiles. Or. dans cette opération . les premiers indices des éléments b sont seuls permutés sous le signe sommatoire, tous les autres indices n'éprouvant aucun changement. Par conséquent on a
Le déterminant Q s'annule lorsque deux des indices /', s , t , . . . sont égaux entre eux (§11, 4). On obtient donc tous les termes de la somme à former, en remplaçant /• 5 , r , . . . , par tous les systèmes de valeurs de n indices différents pris dans la suite i , 2, . . .p.
Si l'on a maintenant y[; <^ « , alors R = o. Car, parmi les indices t\, s , t , . . . , dont les valeurs doivent être prises dans la suite i, 2, . . . , /7, et qui sont au nombre de fi , il faut qu'il y en ait quelques-uns égaux entre eux ; par conséquent, pour toutes les déterminations possibles de /', 5, t, . . . , on aura identiquement
Si p = n, alors on ne peut piendre, pour système de valeurs des indices i\ s , t , . . . , que les diverses permutations de I, 2, . . . , «, parce (jue, pour tout autre système de \aleurs, Q serait identiquement nul. Or. pai la ]Krmuialiou des indices ;•, .<, t, . . . , Q se changera soit en Q, soit en — Q (§11, 4); par conséquent, la somme désignée par R
<[ira»aient donnes Lafjr.injo [ili-motifs de l'Acadéniir de Rcilin, 177'^, l>. 285) cl Gauss [Disquis- aiiihni., \'>-, i.'io, ^GS, \\ Voit J.vcor.i, Drt.. m
cl I '(
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contient lousles termes du déterminant > ±a, jrt, «...«,, „, multipliés par le facteur Q; c'est-à-dire que l'on a
Si p^ 71, on peut prendre d'abord pour systèmes de valeurs des indices r, 5, f, . . . , toutes les combinaisons n à n
des nombres i, 9, ,. . ., ^. On trouve sinsi (' ) termes de
la somme cherchée, d'où Ton peut déduire tous les autres en remplaçant chaque combinaison r, 5, t,. . . par ses diverses permutations. D'après les remarques qu'on a faites
pour le cas des p=n, chacun d*"^ '^
es i ' 1 termes, joint a
ceux que l'on en déduit , forme le produit de deux déterminants PQ. On a donc
bi.r b,_s t^x,f b'i,r bj^s b-2,.
bi.r b-,,s ^3.1-
OÙ l'on prendra pour les systèmes de valeurs r, 5 , f , . . • , toutes les combinaisons n à Ji des nombres de la suite I, a,. . ., p.
Exemple. — En posant
c,-,A = «1,1 ^/f.i + "i.i bk,-i + «,^3 bk,i,
on a
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et
Ci.l
fj.J
fl,3
Cj,j
CS
,1 ^^2,2 hj.i
â. Si , en parliculier, les éléraents h sont lespeclivemeiil égaux aux éléments a marqués des mêmes indices , alors le système des éléments c est symétrique; c'est-à-dire qu'on a
Ci.k == Ck,i = /-/,,, rt-/;., + (7,,2 (II:,. + . . . + Oij, Ok.p,
Cl par suite
en prenant successivement pour systèmes de valeurs de r, s, t,... toutes les combinaisous ti à n des nombres 1,2,..., />, et faisant la somme des résultats.
Tant que les éléments a sont réels, le déterminant
\^± c,^, C2,2< • -^Hyii t'st positif, et ne peut sannulcr qiu> >i
le déterminant
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est nul pour toutes les combinaisons /•, ,v, /, . . . (*). L particulier
^1 _|_ _^2 _|_ 2;i'^ ,,._;p^ _^ ;7, -t- -3i, J^-^j 4-jr-.' +:
•ïi-^+Ji jH-"i => -^^ H-j" ■+- A-, ■^i-^2-l-7.j2 + .
avait déjà été trouvé par Lagrange [Sur les Pyramides^ 3).
3. Le produit de deux déterminants V et Ç^de degré n est un déterminant R de même degré ^ que l'on peut écrire sous quatre formes, en général différentes entre elles (**), en composant chacun de leurs éléments soit avec une ligne horizontale de P et une ligne horizontale de Q, soit avec une ligne horizontale de P et une ligne verticale de Q, soit avec une ligne verticale de P et une ligue horizontale de Q , soit enfin avec une ligne verticale de P et une ligne verticale de Q. Si l'on pose, en effet,
Pi=
bn.n
on a, d'après le théorème \ ,
PQ
en supposant que l'on prenne
(*) Jacobi, Dct., i3.
(*"*) Cauciiy, loc. cit., p. 83.
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On a par conséquenl
bn.y • 'bn,n
D'après la règle de formation que nous venons de donner, on a encore
a^Aby,^ + . . . -f- «,.>„,,, . . . , û,^,6,.„ + . . . + «,,„è„,„
fin.\bi.> + • ■ • -+-«n,„^„.[, • • • , «»,ièl,H+- • -f-«„,»^«.«
. ^l./i- • •'^/(.(ï bni . . . b„.„
«1,161.1+ • • ■ + HnA^i.n, • ■ • , «1.1 ^«,1 H- • ■ •4-«„.i6«,H
«i,,,6i.iH- . . . + a„^„b,^„, . . . , a,,„b„_, + . . . +«„.„i„,„
èi.i...è„,
l^r dctorminaiils ([ui ciilient comme fadeurs dans les
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premiers im-mbres de ces égalités, ue soiil aulie iliosc que P et Q (^ II, 3). Donc les déterminants qui forment les seconds membres ne dillêrent point de R, c'està-dire qu'on a
h„A- ■ -b, Ci^i désignant Tune quelconque des quatre sommes
«■,,1 ^A.i H- ",.; bi,,, -1- . . . -f- <7/,„ è/,,„ ,
rt,,, ^,,/, + a,.>'^:,)i + ■ • ■ -t-a,-,,, ^„j, (t^.tbk., -h «.,,-^/;,2-t-. . -H- i'n.ib/,,,,, <h., /h,!,- + fis.i hi.h -+-... + fi„j b„,i,.
•4. Le produit d'autant de délerniinaiits qu on voudra est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus élevé des degrés donnés, et dont les éléments sont des fonctions rationnelles et entières des éléments donnés (*). En effet, si les degrés des déterminants donnés ne surpassent pas le w""'"", on pourra mettre tous les déterminants sous la forme de déterminants du n"'"" degré, et alors, d'après la règle (3), multiplier le piemier par le second, le produit par le troisième , et ainsi de suite.
D'après le § II, 6, on a
si chacun des éléments «,^;(, pour /^ m, est égal à zéro ou à l'unité, selon que h'^i^ les autres éléments non donnés
C) Jacoiîi, Del., \S.
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restant indéterminés. On a par suite
bu, s- ■ -b,,,,,
bn.f ■ -bn.n
en supposant
<■/,< = «/,! b/,^1 -4- a,-.v è/...; H- ... H- «,.„ i;^,„. De cette somme il ne reste, pour i'^m, que les termes
bk.i + û,,,+i 6a.,+, -t- . . . h- o,,„ ^;!,„. Si les éléments indéterminés sont tous nuls, on a
ce qui, pour i^ m, se réduit à ^^ , seulement.
Exemple :
a p -\- b fj , a pt -{- b Çi, c , ci
a.p-^btr/, a^p^ -i- b,(]^, c, , di
a,p-\-b-,q, a^p,-^biq,, c,, d,
Théorème. — Soient
en supposant
de sorte que PQ = R(l)5 soient de plus a,,/,iS, <,y,^^ les coeflicients de r/, /, ,^,,o<^'i,/t respcclivemcnt dans P,Q,R:
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on aiiia
fi,k= «1,1 Pam -+- «/.■-' P/-,jH-- • ■-+-«/.'' P*.'/>
cl si on particulier />,,< = «<,/ »
7,,; = a.]^^ H- aj_^ + . . . + a:^;_ (*).
Démonstration. — Le coefficient de «,,,. dans PQ est, d'après ce ([uou a supposé, ot.i^,.(^. Comme on a de plus
= "y. («,,1 f^s.^ + "/,2 ^^.îH-- • • + «/w, /■',<,'i) 7'.< >
il s'ensuit (juc \ ^v,, 7<,. '^•''•' ''^ coefficient de a,,, dans R. Or on a PQ = R. ^ par coiiséqucul
«,,rQ = ^ /-»,,,• 7..^ >
La somme V Z>, , fi/,, , dont les termes répondent aux va-
/■ leurs /•= i ,2 , . . . ,// , s'annule loules les lois (juc i est diflérenl de /. , et a pour valeur Q lorsque 5 = /. (§ ^11, 1). II ne reste donc, de la somme totale, que le lerme '/,,/; Q,
{*) (vAlCllY, Inc. cit., p. 90. — C.OIH)!. JO.VlHIMSTIIAL, Joiliiuil dr Cicllf,
t. XI,, i>. f\C^. Ce thcorcmc est renferme dans le thcorcmc général ( 1 ).
de sorte qm
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Exemple. — Si l'on a
l ni II
«2 bi c.
VU \(Mlu dos équations
al -+- b nt -\- c f/ ,
si de plus ou désigne les coefficients de <? , Z», . . . , /, m, . . . , r, 5,... dans les divers déterminants par les lettres grecques correspondantes, on a, d après le théorème qu on vient de démontrer.
Tj = a^ Aj 4- Pj f^. H- •■^, vj ;
par conséquent
6 ni -\- c ti ^ (il
aj-^b. m -\r c,n , a, /, H- /;, ///, -f- c, //,
ni n
Dans le cas particulier où le second syslèmc est identique avec le premier, on a l'identité suivante^ qui est dnn fréquent usage (*) :
(«2 -h è' + c') [a]-^ b]+c]) — [aa, + bb, + ce, )- ■=[bc^ — b.c)- -\-{ca, — c,aY + [nb, ~ a^b)\
{*) I.AGRANGR, Sur les Pyramides.
PREMIÈRE PARTIE, § VII
§ Vil, — Des déterminants de systèmes adjoints.
1. En désignani; par a,^^ le coefficient de a,^^ dans le déterminant
Ci.i ■ ■ •««.«
le système des éléments
est dit adjoint [*) au système des éléments a.
Théorème. — Le déterminant du système d'éléments adjoint à un système donné de n^ éléments est égal à la [n — ij''"'"^ puissance du déterminant du système donné ('*'*).
Démonstration. — En multipliant
par R, on obtient (§M, 3)
Ci,i- • ■ '■■.,»
(") Caixiiï, loc. cit., p. 6/|, a emprunté cette dénomination à la théorie des formes quadratiques ( Disc/uis. ariihm., 2C7 ).
("*) Cauciiy, toc. cil., p. 82. Le cas de n := 3 se trouve chez Lagranjje (Sur les Pyr., 5) et chez Gauss, loc. cit.
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en preuanl
fi,< = o^i.iak,, 4- a,-, . aii,._ -h ... -h a,,„ r/^t^n.
Ces éléments (' ont la valeur R. ou la valeur o , suivant que i et k sont égaux ou inégaux (§ III, 1). l.eur déterminant se réduit donc à son terme principal
(§ II, 7). On a donc
Jf-i 1 . . . ît|,n
2. Théorème. — Un déterminant partiel de degré m du système adjoint est le produit de R™"^ par le coefficient qui multiplie dans R le déterminant partiel correspondant du système primitif (*).
Démonstration. — Soient
it, V.
des permutations données de i, 2,..., n. et supposons que /, g-, . . . , et /, A, . . . désignent des groupes de ni. indices, les « — m indices restants étant désignés par r, .<..... et par w, w, .
Le déterminant de degré m
(*) Jacobi, Det., II. La multiplication par R du dctermiiiaiii clir-irh employée dans cette démonstration, a été indiquée par Rorcliardt
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sera un détermîiiani partiel du système adjoint (§ IV, 3). Or on a, d'après les hypothèses admises,
= sR,
£ ayant pour valeur -t- i ou ■ — i, selon que les permutations données appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe (§ II, 4). Pour multiplier le déterminant partiel cherché par £ B, on peut le mettre (§ VI. 4) sous la forme
b,j bs,k. ■ . bs.u h s..
les éléments b ayant pour valeur i ou o, suivant qu'ils se trouvent ou ne se trouvent pas sur la diagonale. Le produit des deux déterminants est le déterminant d'un système d'éléments c, parmi lesquels Ci^j, Cs^^,. . ., c,„^,„ ont pouivaleur R, tandis que les autres éléments des m premières lignes horizontales sont nuls (§ III, 1). Les (m-f-i)"'""', a)""""",... lignes horizontales sont respectivement
égales aux (wz H- i)'^""', (m + 2 )'""%.. . lignes verticales dans en. Or ce déterminant se réduit (§ IV, 2) au produit de deux déterminants, dont le premier a pour valeur R'" (§ II, 7) \ le second est
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On a par conséquent
D'après le § IV, 3,
représente le coefficient qui multiplie, clans R, le déterminant partiel
du système donné, dont les éléments sont affectés des mêmes indices que ceux du déterminant cherché.
Exemples. — Si l'on suppose
R := \] dl «,,, <72,2. . . r/„,„,
on a
De même,
flx.h
flk.l ■ ■ • «*,<
'/H-Hi.m-i-i • • "oi+i.
(*) Jacobi, Inc. cit.
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En parlicnlier, pour /i = 5, on a
SI «53 «V
parce cpie les permutations
n'appartiennent pas à la même classe.
On a, an contraire,
«li «Il «1;,
«32 «34 «3ft 1 ' «ftî «54 «55
parce que
sont des permntalii>ns de la même classe.
3. Le coefficient de rélémeiit a,,/, dans le déterminant des éléments adjoints
est
Car ce coefiicient est un déterminant partiel du système adjoint, du [n — 1)"""" degré, et le coefficient qui multiplie dans 11 le déterminant partiel correspondant du système primitif, est «,^/r, comme on le voit immédiatement. Si, en particulier, /f = 3, on a
= Ra,.,
«ri «23
=:R<7 I, etc.
(") Lagrange, Sur les Py., 3.
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4. En général, pour calculer un déterminant partiel du second degré dans le système adjoint, par exemple.
on a besoin du coefficient qui multiplie, dans R, le déterminant correspondant
Ce coefficient n'est autre que celui qui multiplie, dans R, le produit rty,, rt^,^ (^ W , 3). Par conséquent, on a
On a de même
='/•' "^/■'^ ^^fi
^I,,i 'J-h.k '-^hJ
et ainsi de sui
te
do fi (io„i;
ddfi da„k di,j
Ces identités font connaître en même temps comment les quotients différentiels du second, du troisième...., ordre d\in déterminant peuvent s'exprimer au moyen des quotients différentiels partiels du premier ordre de ce déterminant.
o. Lorsque R est identiquement nul, il en est de même des déterminants partiels du système adjoint du a**, du 3",. . . degré, puisqu ils contiennent R en facteur (a). De Fidentité
(*) Jàcobi, Dei., 10.
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résultent les proportions
«/,<■ : a/,* = c/.gj : ag,!,, cif.i : a,_,- == a/-.^ : y.gj, a/,i : ay.2 : a/-,., :...=:: a^.,, : a„,2 ! a^,3 I ■ • • -
«1,1 '. «5,, : a;.,/ : . . = c/.,j : a,, a : aj^i i • • • (*)•
Si, eu particulier, les éléments du système donné sont tels, que l'on ait a/^, = ± a,^^, alors, dans l'hypothèsede R identiquement nul, on a aussi
et par suite
Delà résulte la proportion
«i.i ; ai,2 ; y-i,? : . . . = va,,, : ^/a.,, : ya,,,
ce qui fait voir, d'une part, que les rapports
,1 . «-(M . t/-,yi
sont indépendants de /, et d'autre part que le signe de l'un de ces radicaux détermine les signes de tous les autres.
§ VIII, — Du déterminant d'un système dans lequel les éléments correspondants «,.^ et a^^i sont égaux et de signes contraires {*^).
Théorème. — Un déterminant de degré pair
dont les éléments sont tels, que l'on ait
(*) jACdBi, Journal de Crclle, t. X\, p. io4 et ailleurs.
(**) Kn pareil système et son déterminant ont été appelés par Cayley
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est le carré d'une fonction rationnelle des éléments (*).
Démonstration. — En désignant par R' le coefficient de rt, i dans R, et par a, ^ le coefficient de a,^,^ dans R', on
f et k recevant les valeurs 2,3,..., n. En vertu des hypothèses faites sur les éléments, on a identiquement
R' = G ( § m, 9) , a, .<. = «/,, = sloii.i ^h,k ( § VII, 5 ) . Si l'on détermine maintenant les signes des radicaux de telle sorte que \fôï~i s/y-k,A ait pour valeur «,,< ( et non — a,,<): il vient
i,k ou, puisque la seconde somme ne diffère pas de la première,
et par suite
est une somme de /i — i termes. Or a,^, est un déterminant de degré « — 2, où la série des premiers indices est la même que celle des seconds, et se compose des nombres
(Journal de Crelie, t. XXXII, p. 119; t. XXXVIII, p. 93 ; t. L, p. Hjç^) i-auches (skew, gobbo ) .
") Cayley, Journal de Crelie, t. XXXVIII, p. 90. La dcinoiislralion doiinoe dans cet endroit ne lève pas toutes les difllciiltës.
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•2,'5,..>,n, à l'exclusion de /'. D'après la règle trouvée pour la décomposition de y'R, y/a,^, peut se décomposer en n — 3 termes, dont chacun est le produit d'un élément par la racine d'un semblable déterminant de degré ii — 4? et ainsi de suite. Or la racine carrée d'un semblable déterminant du second degré est rationnelle, car la racine de
est ici ^„^„ ou a^,„. D'après cela, v'R se présente sous la forme d'une somme, que l'on prendra positivement ou négativement, et composée de
fermes ; chacun de ces termes est un produit de — éléments,
dont les indices sont tous différents entre eux, de sorte que l'ensemble des premiers et des seconds indices forme une permutation des nombres i , 2 , . . . ,//.
Pour premier terme de cette somme, on trouve
puisque, d'après la règle précédente, on obtient successivement, en effectuant le développement,
B = (li,, C -f- . . . , etc.
Vx cil cil'cl,
n {fl\,l '''.-,,, • . ■ ««-i.7ij'=^ ( — 0* ■''l..' "',^ ''';.* "«.3 • ■ • ""-1." "n.n-t
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est un terme positif du déterminant R, parce que les permutations
appartiennent ou n'appartieniiunt pas à la même classe, selon que - est pair ou impair.
'- 2. Théorï:me. — L'expression
dont le carré est égal au déterminant R considéré ci-dessus, prend la valeur opposée quand on échange entre eux deux indices, et s'annule identiquement quand deux indices sont égaux entre eux (*).
Démonstration. — En désignant par Sj ce que devient S lorsqu'on y échange entre eux les indices i et A, S\ sera ce que devient le déterminant R par l'échange des mêmes indices. Or / et A entrent dans R tant comme premiers in-^ dices que comme seconds indices, et partant R n'est pas altéré par cet échange (^ II, 4 ) ; on a donc S, = S'. Par suite de cette identité, les termes de Sj sont égaux respectivement aux termes de S, et sont tous de mêmes signes ou tous de signes contraires, suivant qu'un terme de Sj et son égal dans S sont de même signe ou de signe contraire. Or, en désignant par «,^< B la somme des termes de S où entre l'élément «,,<, B ne contiendra que des éléments avant leurs deux indices ditiérents de / et de A (1); par conséquent, par l'échange de i et de A, a^^i B se change en «^ , B.
(*) L'expression S a été introduite parJacobi(/ou/-«a/ de fz-eZ/t', t. Il, j). lî j.) ; XX.IX, p. 236), qui s'en est servi en traitant de la méthode d'intégration de Pfafl', et Cayley {loc. cit.)\'si désignée récemment sous le nom de Pfifjian. Ses propriétés ont été énoncées par Jacobi sans démonslrution, et sans la rclalion fondamentale S* ^ R.
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Les termes «,,iB, de S, et «a,<B, de Si, sont égaux et de signe contraire, puisque «/^, = — a,^/ ; par suite S et Si sont aussi égaux et de signe contraire.
Si les indices iel k sont égaux, S, est égal identiquement non-seulement à — S, mais aussi à S; donc S est identiquement nul.
3, L'expression dont le carré est un déterminant de l'espèce que nous considérons ici, peut sans ambiguïté être désignée, ainsi que le fait Jacobi, par la série des indices des éléments de son premier terme, laquelle est identique avec les séries des premiers et des seconds indices des éléments du déterminant. Le symbole
désigne, d'après cela, la somme commençant par le terme principal a^^^ «3,4- • • (J'n-i,n') et dont le carré forme le déterminant
toujours dans l'hypothèse où l'on a rt^,^, = — a,^^ , û;,^. = o, et n pair. Il résulte du théorème précédent que l'on a
etc. On peut donc prendre pour y/R , en général, soit
soit encore
ou toute autre permutation de ces indices, puisque ces différents symboles ne peuvent être qu'égaux au signe
près.
De même, V^ô^ pt-'ut être représenté ( 1 ) par une permu-
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talion quelconque des indices 2,3, . . . , n, à l'exclusion de /, tant que l'on considère cette expression isolément. Cependant, comme on doit avoir, en ayant égard aux signes, •
et par conséquent.
il faut donner aux termes de cette somme des signes déterminés, de manière que le signe de la somme reste seul indéterminé.
4. Théorème. — Pour le développement successif de l'expression {i, 2,..., n), on peut se servir de l'identité
H-<7,,,-(/ + I ,... //, 2,..., / — I) H- .. . + rt,,„(2, 3,..., n — i),
la suite des indices entre parenthèses se déduisant de 2, 3, . . . , /î par des permutations circulaires, en excluant chaque fois l'indice qui se trouverait le dernier (*).
Démonstration. — En posant (3)
v'a,-.< = ( — • )' ( 2 , 3 , . . , / — I , ?" H- I , . . , «) , et de même
\J:>.h,k — [ — lY['i, 3,. ., X— I, /i+i, ••, «), le produit (_iy+A(2, 3,...,/ — I, / + !,..., n) yl, 3,..., fi — i, /-f-i, ...,")
(*) Jacobi et Caylky {loc. cit. ^oni emjilciyé ceUe identité comme définition de (1 , i, . . . n).
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se composera des mêmes termes que a,^^ ou que — a,^< , puisque a,^, Ui^^^ est identique avec a/,^. D'après la notation de Vandermonde, on a (§ III, 5)
2 , O , . . . , fi ' » n ~\~ I 5
la suite des premiers indices ne contenant ni i , ni i, et celle des seconds indices ne contenant ni i ni A. En désignant par
p, fj, r, s,. . . ,u, t'
les n — 3 autres indices qui font partie à la fois des deux suites, on sait (§11, 4) que le rapport
est égal à une puissance déterminée de — i. Ce rapport est le même que celui du produit
au produit
Donc le déterminant
et le produit
{^■,P-)fhf->' ■ • >«j")(/^'7» f^^^ ■ ■ ■ >*S 0 ont la même valeur absolue. Le premier terme
"h,p ^p,q f'q.r «r,j • • • "«.^ «ci
du déterminant, et le premier terme
du produit soiU de même signe ; donc le dcteiminant ci \v
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produit sont aussi de même signe. Il s'ensuit de là que y°^i,iy<^i,k coïncidera avec a,^^ en grandeur et en signe, si l'on pose
Va,-,, = (— l) '■ ( 2 , 3 , ... , / — I , i" -f- I , . . . , «) J ou, après i — 2 permutations circulaires (3) ,
sJ<Xi,i = (/ -h I ,...,//, 2, ...,?■— I ).
Par cette substitution, on obtient ( { )
y «,,,s/a'-,'- = «'.2(3, . . ., «)-|-rt,,3(4, . ■ ., «,2) + . . .
i + fli.„(2,. . .// — 1 1,
pour une valeur de y^R que nous devrons désigner par
comme on s'en assure par l'identité des termes initiaux de «1,2 (3, . . . ,/î) et de (i , 2, ...,»).
Exemples :
fl„(3,4,5,6)-i-^/,3(4i5,6,2)-+-..
rt,,{2, 3,4, 5)
ft\-: (^ H ^'h« -T- "n "35 ^ei + ^12 "3c "45
\ + '/,3 «<s «^.. + a,,, «ic «25 + rt,:; «42 «^SB
== ' + «li «SI! '''■.>:. + ^'1. '''i' ^'.u -i- «'u «i. "« -i- <'/i;, "t;; f :.i -+" "i.^ '''b.i «n "+- "is "m ^^i:' + (7,,; «M r/js + fl„. fin Oy., 4- «16 f>n «M
et
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= [ad— be-\- cff.
[ad+ be + c/y.
5. Le coefficient de a,^i, dans le déterminant R que nous considérons ici, est (§ III, 9)
r dK __ ,— dsfk
2 dai^k daiis
Le coelficient de a,^, dans R, lequel est exprimé générale-
ment par - — ? s'évanouit dans ce cas (§ III, 9). Or, si l'on
ordonne R par rapport aux éléments d'une ligne horizontale, on a (§ III, I), en divisant par le facteur commun v^R,
V R — rt,-,
d^K dsJK
doi:,,
d\/R dai,,n
formules où l'on devra supposer En posant (3)
ds/ R
da,i
~a,,, (2, . . . ,//) +rt,-,, (3, ...,«,!) + ...,
) Jacoci, loc. cil.
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on trouve
i et /fêtant exclus du cycle des indices.
' 6. Théorème. — En désiguant parD la valeurqueprend le déterminant R des éléments quelconques a,,j , • , . , fl„ „ , lorsque les éléments
s'annulent, et, de plus,
Par D, la valeur que prend D, lorsqu'on supprime la ligne horizontale et la ligne verticale qui contiennent l'élément a,^^, 5
Par D,^t la valeur que prend D, lorsqu on supprime les lignes qui contiennent les éléments «,^, et ^/.,i^ et ainsi de suite 5
On a alors
R = D + ^ a,,, D, -i-^ fl,,,rtA,/! D,,/; -}- ^ «,,, «^.i nu D,.i./ J- . . .
-ha,,, fl .2 . . . û„.„,
en remplaçant successivement / par toutes les valeurs I, 2, . . . , ^z 5 puis /, A par toutes les combinaisons binaires de ces valeurs 5 /, A, l par toutes leurs combinaisons ternaires, et ainsi de suite (*).
Démonstration . — Les termes de R qui ne contiennent aucun des éléments «1,1, «2,2'' •••5 coïncident avec les termes de D. Les termes de R, qui contiennent un seul de ces éléments, coïncident avec les termes de la somme
rt,,, D, -h <7j,, Dj -4- . . . + <7„.„ D„ . (*) Cayley, Journal de Celle, t. XXXVIII, p. 9!^.
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Car du coefficient de rt,^, dans R on formera D, (§ III, 5) , en annulant les éléments «1,1, «2,25 • • •? ^n,n- I^e même, les termes de R qui contiennent deux des éléments en question, coïncident avec les termes de la somme
«1,1 '7.,-, U|,2 -h rt,,, «3,3 D|, 3 +. . . -+- rt'->,2fl,,.3D,,3-l-. . .
et ainsi de suite. De cette manière aucun"; des termes de R ne se trouve omis ni répété deux fois.
Si les éléments du déterminant R sont tels, que
1 on ait
on aura (6)
la quantité
étant un déterminant partiel du degré m , dont les éléments sont assujettis aux conditions
— rt't
et 2 D,„ désignant la somme des déterminants qui se déduisent de D,„ , en remplaçant les indices /, /c, . . ., par toutes les combinaisons m h m des nombres de la suite
, 72. Pour m impair, D,„ est nul (§111, 9) 5 pour m
pair, on a (o
et par suite 2 D,„ est la somme de ( 1
carres.
(■* ) Cayley, toc. cit. Conipar. Journal de Crclte, t. L, p. 299.
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Exemples
«4, «<2 rt«.n Z
=1 z^ — z^[a\ ., -\- a'\ ^ -\- a] ^ -\- al . -{- (i\ ^ -Jr a: ^
G4 SECOiNDK J'VUTIR, ^ ÏX.
SECONDE PARTIE
^ IX. — Résolution d'un système d'équations linéaires.
1 . Théorème. — Les n inconnues Xi , x? , . . . , t„ étant données par les n équations
fl,,, X, + C/,,; Xn-\-. . . + «,,,; J-,, = H|,
si Ton pose
et que l'on désigne par ol^^^ le coefficient de a;^i dans R, on aura
V^Xk = II, a, ,4 + u. a,,/, + ...-+- ;/,, a„.i ( *) .
Celte expression se déduit de R par la substitution de «1,^/2 5 • • • 5 u„ au lieu de «j^;. , «^j^ , • • • , «„,,( • Le déterminant des coefficients des inconnues s'appelle le détermi" nanl du système d'équations linéaires (**).
Démonstration . — En multipliant les équations don-
(*) CeUe résolution a été indiquée pour la première fois par Leibniz., puis découverte de nouveau par Cramer {^<oir § I et II). (**} Jacobi, Dct., 7.
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nées respecliveinent par
et ajoutant les équations obtenues, on obtient pour le coefficient de x^,
et, pour le coefficient de x, ,
«,,,- a,,/. -n «,,;«,,<.+.. .+a„^iOLn,k=o (§nr, 1).
2. Si le déterminant du système linéaire s'annule, les inconnues prendront en général dés valeurs infinies, c'està-dire que leséquationsdonnées serontincompatibles,et,par suite, qu'elles ne sont pas indépendantes les unes des autres. La contradiction entre les équations données sera levée, si l'on introduit la condition
«I y-x,k 4- u-, 'M,u +..,+ «„ a,,.^. = o , qui est vérifiée pour toutes les valeurs de A, puisque les rapports ai,^ : a,^^ : . . . sont indépendants de A (§ Mr,5). Alors le système des équations données est indéterminé, et chacune de ces équations peut se déduire des autres.
3. Si les quantités «, , z/, , . . . , w„ s'annulent, les inconnues s'annuleront aussi en général, c'est-cà-dire que les équations données seront incompatibles, et, par suite qu'elles ne seront pas indépendantes les unes des autres. La contradiction entre les équations données sera levée dans ce cas par la condition que le déterminant R du système linéaire s'annule. L'équation
s'appelle la résultante des équations linéaires //, = o, 1/, = o, . . .,zy„ = o (*).
(■*) D'après Bezoïit, Histoire dr l'Acach-mie de Paris, f-jG:], p. ^SS .
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Si la condition R = o est remplie, le système est indéterminé, et les équations données sont satisfaites par la proportion
^x : -f-i : X;: : . . . = «,•,. *. «i..' * ««.^ • • • • ( ) ' / désignant un indice quelconque (S VU, 5). Car, en vertu de l'équation
fl*,. «-,. H- «/.-^ ^'•'.^ -^-- • • + "'••" ''-"" = °' qui a lieu, non-seulement pour des valeurs difïérentes^e / et de A (§ III, 1 ) , mais encore, par hypothèse, pour z = /c , on a,pourchaquevaleurde/r prise dans la suite 1,2,. . .,«,
Oh A -ï'i
■ Okr- ^1-
Exemple. — Les équations
n x-^h y -^ c z-=o^ 01 «, 0,--!- h, y + c, z = o, rtj.r-t- t-^r + r, z = o,
■flA.„ j:„:
sont compatibles, si Ton
rt, b, c, (1, b-, c.
A cette condition, on a
a, bi
Cj a.
ri.b.
c, ei,
(*) Jacobi, l)ei. , 7.
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4. Si les coefficients du système considéré dans lart. i sont tels, que Ton ait
et si 71 est pair, alors, d'après les propositions et les notations du § VIII, on a la solution plus simple
(- ij* (1,2, ...,«) ^;.
En effet, en multipliant les équations données respectivement par
(l, ... A~ I, /-j-I, ...^ ,;_ ij^
et ajoutant les résultats, Xt se trouve avoir pour coefficient
«,,i(2,...,«)+«,,^(3,...,«, 1)+. . . -h fl„.^.(l,. ..,,/— ,);
et la valeur de cette expression, en remplaçant a,^, par «M ? «i,< par — a^ 2 , etc., peut être représentée par
(§ Mil, 4). En remplaçant encore Findire k successivement par I, 2, ... ,Â — I, on obtient, pour le coefficient cherché (§ VIII. 2) ,
Au contraire x. a poui- coefficient, dans la somme en question,
expression identiquement nulle (§ VIII, 2).
>;") Jacoei, Journal dt Ciel le, t II, p. 356.
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5. Si les coefficienls du système linéaire sont tels, que l'on ait
et que /i soMimpair, on a alors R = o (§ HI, 9), et les équations données ne sont compatibles que si Ton a (2)
A cause de l'identité a„, = V^^^^ (§ ^ "' ^^ ' '^''^ "''"" dition se réduit à la suivante ,
OU, en substituant la valeur
«,(2,...,«)+».(3, ..,«,.)+.. ■+«4i.--' '"-') = «(*)• Exemple. — Des trois équations
— vx -A- -\~ i'Z = Si h.T — av * = /' 5
une quelconque est la conséquence des deux autres, si
l'on a
af+ h g + r/i = o :
sinon, chacune est contradictoire avec les deux autres.
Remarque. — Si les coefficienls du système linéaire (1) sont tels, que l'on ait «„. = a 7' , on obtient encore dans ce cas une solution particulière ['i;o/;' ci-après, § XII, 5, 6].
(«) Jacobi, loc. cit.
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§ X. — Théorèmes sur les équations différentiel/es linéaires.
1. Les coefficients d'une équation différentielle linéaire de l'ordre /i, qui ne contient pas de terme indépendant de la fonction, peuvent, comme Libri l'a remarqué (*), se composer au moyen de n intégrales particulières de l'équation, de la même manière que les coefficients d'une équation algébrique se composent avec ses racines. En effet, si l'on désigne par jj, j,, . . . , y„ des intégrales particulières de 1 équation différentielle linéaire
j'<'^ étant le quotient différentiel d'ordre i de la fonction j-, et les quantités Aq, ai,..., a„ étant indépendantes de /, y' , . . . -^ formons avec les 1'^'^% 2^%..., n'^'"" quotients différentiels àey^, y^, . . . , le déterminant
Jn Jn, I • • • J* "j n — '
ji^^i désignant le /i"'""' quotient différentiel de y\. Si Ton désigne maintenant le coefficient de y,^i dans R„ par
yj, i ■= -—^ (Ç III, 7), on aura
— R« — =7.,«>!i.<+J-',« '!:,,■+•• ■ --t-J',,.,. »;„,,■(* ). Démonstration. — On a, par hypothèse, pour déter-
(*) Journal de Crelle, t. X, p. 189. Les coefficients ont été détermines par Libri d'une manière moins simple. Libri a bien indiqué la méthode diiocte pour leur dolermination, mais il no l'a point développée.
("") Rkioscui, Det., p. 81 (p. 9*^ de In trad. franc.).
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miner les coefficients a^, ni, ... , a„, le syslèine d'écjualions linéaires
o„ y, -f- fl, j,_, -1- ... 4- fl„_, j,,„_, ^— «„/,,„,
«ojrn+ «I Jn,l-|-- • --H «7,-1 Jn,n-i = OnXv.n,
par la résolution duquel (§1X, 1) on trouve pour a, la valeur que nous avons donnée. La détermination des coefficients ne réussit pas, lorsque les intégrales particulières données dépendent les unes des autres, de telle façon que ronaitR„ = o(§IX, 2).
2. Le déterminant Pi„ peut s'exprimer au moyeu des coefficients de;^^"~*^ et de y''"K On a, d'après les suppositions admises.
R = Ji,»>îl,H-l -+-... + Jn,n»I„,«-i.
Le second membre de cette équation a pour valeur —r-^ (§111, 10)-, on a par conséquent
d !og R„
lOg R„ = I ClX y
L'intégration de l'équation linéaire de Tordre
(i) « = rto JH- «!/' + •• - + «"7^"'»
rt, rtu, rt, , . . , étant indépendants dey, r', • • • > se réduit à l'intégration d'une équation linéaire de l'ordre n — ///, lorsque l'on connait m intégrales particulières de l'équa-
f *) Abel {Journal de Crelle, «.II, p. 22) a établi cette relation pour m =2. La formule gcncrale :i été attribuée a Liouville par Tissot (Journal de linm'illr, t. XVn, p. 17F;).
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tion différentielle linéaire plus simple de l'ordre n,
(2) o z=a,y -\- a,y' -^ . . .-\- a^yCK
Lagrange [Miscell. Taiir.^ t. III, p. 179) a énoncé ce théorème en 1764, et a montré la possibilité de la réduction. Cette réduction a été traitée par d'Alembert [loc. cit., p. 38 1) dans une note très-courte, et la méthode exposée dans cette note est identique au fond avec celle du Mémoire de Librisur lemèmesujet (/ozf/vzrt/ Je Crelle, t.X, p.i85). Après que Malmstén [Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 91) eut fait voir, à l'aide des déterminants, comment l'intégrale générale de l'équation (2) peut se déduire de aî — i intégrales particulières de cette équation, Joachimsthal a traité aussi [Journal de Cr elle., t. XL, p. 48) la réduction de l'équation différentielle linéaire plus générale (1) d'une manière analogue, au moven de m intégrales particulières données de l'équation (2). La méthode employée pour cet objet avait déjà été en grande partie indiquée par Lagrange, qui, dans un Mémoire postérieur [Mémoires de Berlin.^ iyj5, p. 190), a représenté l'intégrale générale de 1 équation (i) au moyen de n intégrales particulières de l'équation (2).
En désignant par r une fonction de x, et par J'i > ^2» • • • j Jm les intégrales particulières données de l'équation (2), on peut déterminer un pareil nombre de fonctions de x, que nous désignerons par b^,h^, . . . , b„,, par la résolution d'une équation différentielle linéaire générale Jordre n. — m, et par m quadratures, de telle sorte
que
r = b,}\ -+- b^X: +- . . . H- bmj„,
soit l'intégrale générale de léquation (i). En effet, en posant
r/* > , rih.
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on a
y" = ^:.> !,:• H- ... -H èmjm/.,
en posant
Mais, d'après les conditions que l'on a posées, les rapports
sont déjà déterminés (^ IX, 3) \ on a de plus
jC»)^ h,r,_„, + . . .H- ^mr„,,m + z, en posant
qui est une fonction déterminée de x. Ou a de même en posant
puis
en posant
etc. •, et eniiu
en posant
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En multipliant ces équations respectivement par «o» «1 , . . . , et, ajoutant les produits, on trouve, en vertu dos suppositions faites sur y, , jo , • - • , j',,,»
pour la condition en vertu de laquelle
^1 Ji H- b.,y\_^. . . H- b„y,„
;<era une intégrale de l'équation (i).
Or, en résolvant le système d'équations
b, ,1-,., -h. . .-h b,„,,XmA =
t>m.\ Xnx.m — 1 ^1
on trouve
en posant
po
Rm
et désignant par
''îi,ni— I
le coet'ticient de X,,,„_i dans R,„. Les fonctions Z>, , Z>2 , . . . , Z»,„ seront ainsi déterminées par des quadratures, après que l'on aura trouvé z. Pour débarrasser maintenant des quantités ?7i, />2,... l'équation {[ui détenuine z, rcmanpions ([ue
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l'on a
= (»îi,m-l Jl.m -h . . . + /)„,,m_i J„,,m) ^— ^= ''i "■ .
b,,i Ji,«-i H- . . -t- 6„
.1 Xm,n—t
Cj , Ca,..., c„_,„ étant, par suite, des fonctions données de X. On en tire par différentiation, en se servant d'une notation analogue ,
=.-.2 = Ci,-,z H- 2r/,, :;' 4- Ciz",
etc
On a par conséquent
( cv,r, 4-c, c' -I- :
{ -hc, z )
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pour l'équation linéaire d'ordre ii — m à laquelle doit satisfaire la fonction z. Ayant trouvé la valeur de 3, on peut calculer ensuite, par son moyen , les fonctions ftj , i, , . . . , h,,,, de telle sorte que
^1 Ji H- b.,y,-i-. . .H- b,„y,„
soit une intégrale de l'équation (i). Les intégrales particulières j^i, j^2î- • «5 y m étant supposées liabituellement ne contenir aucune constante indéterminée, comme d'ailleurs l'intégrale générale z de l'équation linéaire d'ordre n — m que l'on vient de trouver, renferme n — m constantes arbitraires, et que les quadratures, dans le calcul de Oj, b^ ,...,^,„, introduisent m autres constantes arbitraires : l'intégrale trouvée pour l'équation (i) contiendra le nombre voulu de constantes arbitraires, et ce sera par conséquent l'intégrale générale de l'équation (i).
4. L'équation différentielle linéaire qu'il reste à résoudre pour l'intégration de l'équation différentielle donnée, n'est pas résoluble en général , lorsqu'elle dépasse le premier ordre. Il y a donc à considérer en particulier les cas où l'on a. m = n et m = n — i .
Pour m = n . on a.
« ff 'Cl „_i
a =a„z, bi, , R„ = — 7),,„_, , 6, =: / -— r/.r ,
et par suite l'intégrale générale de l'équation (i) est
comme Lagrange et Joachimsthal l'ont remarqué (/. c). Pour ni == n — i , on a
y5 SKCOJNDK PAUTIE, § X.
Orona(§llI, 10)
par conséquent
a R„_, = fl„_, R„_,s + fi„
Pour la résolution de celte équation , on a besoin d'une intégrale particulière u^ de l'équation
O = (7„_, Il + «„«',
savoir.
, ' Un
En représentant l'intégrale générale qu'il faut d'abord chercher, par
ce qui donne, d'après la notation admise ,
(R„_,r.)' = «,.,(', 4- «.t'i.i, on a , à cause de rt„_| n^ -|- <^/„ //j , =r o (par hypothèse),
rrtR„_, ,
avec une constante arbitraire. On a enfin, pour déterminer bi ,
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chacune de ces quantités amenant avec elle une constante arbitraire , de sorte que
est l'intégrale générale de l'équation (i), comme l'a remarqué Joachimsthal (/. c). Le cas particulier de a =: o, pour lequel p-i lui-même se change en une constante arbitraire, avait été déjà semblablement traité par Malmslén (/. c).
§ XI. — Résultante de deux équations algébriques. \. Soient
f'\x) =i 0,,-\~ OyX -h . .~\- o„,x"', f^ [x] = b^ -j- b,x -i- . . .-+- b„ .r".
Les deux équations
données pour la détermination de x, seront compatibles si une racine au moins de la première équation coïncide avec une racine de la seconde. Eu désignant les racines de la première équation par «i , aj , . . . , a,„ , et les racines de la seconde équation par jSj, jSa, . . . , [3„; en désignant, de plus,
par TT (a, — ,6^) le produit de toutes les différences entre
les racines de la première équation et les racines de la seconde, lesquelles différences se forment de ar, — jS^ , en faisant successivement i = i, 2, . . . , m, et A= i, 2, . . . , «, alors
sera la condition nécessaire et suffisante pour la compati-
^8 SKCOINDK PARTIE, § XI.
bilité des équations données (*), et s'appellera la résultante de ces équations (§ IX, 3).
2. Si les racines «i, «s? • • • ? °'-m-, ainsi que j3i, jS, , . . . , (3„,
sont toutes différentes entre elles, le produit TT (a, — j3x)
i,k sera une fonction rationnelle et entière, du degré /n, des quantités
et aussi une fonction rationnelle et entière, du degré n , des quantités
et par suite aussi une fonction rationnelle, entière et symétrique des racines de cp (x) = o, ainsi que des racines de /[x) = o, et l'on sait que cette fonction peut se transformer en une fonction rationnelle et entière des coefficients àef[x) et de cp (.r) {**). Car, de l'identité
^(x)=rz/;„(,r-p,)(x-p.,)...(.r-p„)
on lire
et par suite
(*) EULF.R, Histoire de l'Actidcmit dâ Berlin, ly/JS, p. 334. (** ) Eller, loc. cil.
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On a de même
/[.v) = {— i-ro„.{y.,~x) {'x,— x]. . .(a,„— Jt), («,-p,)(a..,-p,). .(.„_p,):=.tllZ>(p,),
]][(a,-p,)=^A/(PO/(N---/(^),
d'où résultent immédiatement les propositions énoncées cidessus.
Au lieu de développer le produit TT (a, — (3^) en une
suite de fonctions rationnelles, entières et symétriques des racines de l'une des équations données, et d'exprimer ces fonctions au moyen des coefficients de cette même équation, on peut parvenir plus simplement à la résultante des équations données, en éliminant l'inconnue x entre ces équations.
L'équation R = o , obtenue par l'élimination de x entre f[x) = o et 9 [x) = o, est la résultante de ces équations [œquatio finalis genuina) , lorsque R est une fonction rationnelle et entière, du degré m, des quantités indépendantes entre elles
et une fonction rationnelle et entière, du degré «, des quantités indépendantes entre elles
a„, (l„, Om
) Eller, loc. cit. — Voir Calchy, Exercices d'Anahsc, 18:^0, p 4^0
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Car, pour chaque système de valeurs des coefficients ^o ^
a,l, . . . , b^, hi,. . . ^ faisant évanouir TT (a, — j3;;),y (a:) = o
et cp (x) = o ont une racine commune a^ , dont l'élimination entre les équations f{c(,) = o et 9 (a,) = o a
fourni Téqualion R = 05 c'est-à-dire que, si TT («, — ^i)
i,k s'annule, R s'annule également. Or ces quantités sont, d'après (2) et les hypothèses précédentes, des fonctions rationnelles et entières , du même degré, de -^, y-!-, • • • , ainsi
que —5 — , • • . Elles ne peuvent donc diflérer que par un
facteur indépendant des quotients en question.
Si au contraire, dans l'équation R = o qui résulte de l'élimination des x eniref[x) = o et (p (o:) = o , R est une fonction des quantités en question d'un degré différent de celui que nous avons indiqué, cette fonction contiendra alors un facteur étranger, dont l'annulation n'entraîne pas l'existence d'une racine commune aux équations données, ou bien cette fonction s'annulera identiquement.
A. Pour obtenir, par l'élimination de x entre les équations f{x) = o et cp (x) = o, la résultante de ces équations, Euler (*) et Bezout [**) ont trouvé en même temps une méthode applicable à tous les cas, et qui a été récemment reprise par Sylvestcr (^***^ et par Hesse l****). On
(* ) Histoire de VAcadéinir de Berlin, \~fi\, p. qG . (**) Histoire de l'Académie de Pnris, 176/). p- 298.
(***) Philosophical Magazine^ \'è!\0, n" lûi. — Voir Richf.lot, Journal deCrelie, t. XXI, p. 220.
(****) Journal de Crelle, l. XXVII, p. 1.
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forme pour cela les identités
f{x) = <7o-+- fli^ + a,j?'H- ,
.r/(.r)= af,x-^a,x--\- ,
x''-'f{x)= a^x^-'-i-. . .-^a„,x^-^"-\ (jp(.r =:b^ + b,x-\- b.x''-\- ,
iTç [x) = bi,X -i- b^X- -[- ,
x^o[x)=z èo J.^ + ,
xr-'o{x)=z è„^— '+. . .+ i„.r'"+«-'.
En désignant par R le déterminant de degré m + zz, dont les éléments sont, pour les n premières lignes horizontales,
«0 «1 di. . .a^ o G
el pour les ui lignes horizontales suivantes,
^0 ^1 bi. . .b„ o o ..... .
o o br, b,
en désignant de plus par 7,_i,<_i le coefficient du K"""^ élément de la P""" ligne horizontale de R , on a (§ IX , J ),
Si Ton pose maintenant/^ (x) = o et ©(x) = o, R = o sera
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la iv.sukantc du s\.slèmc précédetil d'équations (§ IX, 3).
Or le clétcrmiuaul R, divisé par a"^ h"^ (§111,2), est une {
foncîioii ralionnclle et entière du degré n par rapport
, r/„ rtf, ,11' b, b,
a — 5 — •)•"■> et du cleerre m par rapport a — j -r-v? et a„, a,n o r 1 t b„ b^
les facteurs «,„ , h,, sont supposés, dans la formation deR,
ae pas s'annuler-, par consé(|uent (3) ré(|uation R = o est
la résultante des équations f[x) = o et cp (x) = o.
T). De la manière que l'on vient d'indiquer, on n'obtient pas la résultante des équations données sous la forme la plus simple, parce qu'une grande partie des éléments du déterminant de degré m -\- n s'évanouissent. Le procédé d'éliminalion conduisant à la simplification désirée, et employé par Hezout dans le Mémoire cité (p. 3 17), a été, dans ces derniers temps, repris et éclalrci par Jacobi (*) et par C.aucliy (**). Des équations données, que l'on suppose d'abord être loiilcs les deux des équations de degré n^ on peut déduire n équations du degré // — i, d'où l'on conclut eiisuilc, par la fuimalion d'un dc'icrminant de degré //, la résultante des équations données. A cause de
V {:i) ^ <-/,, -4- <'',.r +• ■ • ~\' OrX' -\- {n, i-, + Ur^-i-r. -\- . . . -|- a„.r""''-').r''+', ,^ \x) — A„ -h b,.r + . . . ^H /;,./•' •+- (/^.,_, H- A,f,.r -h. . . + /;„x«-'--' ) 0;'-+',
la (juantilé
{b,,,-Vb,.,.v-\ .. .-^b„.r" '■ ')F(.r) — C^/,,, , -f-r/,4,x + .. . + fl„a:«-''--')(p(.r)
sera une lonction de x du degré n — i, que nous désigne-
(*) Journal (If Cirllc, t. \V, p. H)i (*") t'.xf cices d'Aiiahw, i8/|0, |>. Ht)!!.
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rons par u,. Du système des identités
«^n-i.O H- Ch-i,1'Ï^ h- . . . + C„_,,„_,.r"-' =: «„_
on tire (§ IX, 1) eu supposant
et en désignant par y,^^ le coefficient de c,^^ dans R, Si l'on a maintenant
F(.r)=ro, <a{x)z=o,
il en résulte
et par suite R = o sera la résultante de ces dernières équations. Or les éléments c,^< sont des fonctions linéaires tant de «0 , <«i , . . . , que de h^, by,, . . , d'où il suit que le déterminant R est une fonction du degré n des mêmes quantités: donc R = o est la résultante des équations données
6. L'élément c,., du déterminant R est le coefficient de x' dans u^. Or on a
"'=(2"-'') [l'-^-'j-il^'-') (D"'-'-
= V [a, h/, — (ikhi) .r'-^^— S
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on supposant successivement
/ = o,i,...,r, et /( =:r-\- i ,r-{-9, . . . ,rt. En ajoutant la condition
/ 4- A — r — I = .V , et faisant, pour abréger,
on aura
Pour /'> 5, les /' — 5 derniers de ces termes s'évanouissent identiquement, savoir
puisqu'on a
r/, 4 = — (7/ , et r/,, = o.
Par suite on a
''rjS Mo,,.|.i^| -f" fli^r+s r - • • ~T~ "s. '4-1 — — ^s,r \ )•
Pour r^-s^-I^^^, les 7-1-5 H- i — ?i premiers termes s'évanouissent, parce que, d'après ce qu'on a supposé sur le degré des équations,
^,i-l-\ 7 '^'1+-.', • • • 5 f^ii+l 5 ^"+-i5 ■ • ■ ■>
doivent être considérés comme nuls.
La somme des /' — i premiers termes de c,.,, est identique avec c,._, ,^, ; on a par conséquent la formule
pour le calcvil successif des éléments de R.
(*) JACORI, IoC. cil, l>. 102.
(*") Jacoui, toc. m , |>. II').
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Exemples. — Pour trouver la résullanle des équations
G = èo H- 6, .r + ^2 x^, OU formera
et l'on obtiendra
do, 2 d,_2
Pour trouver la résultante des équations
o = ao-\- a^ .r -+■ a. .v^ -\- rtj x^, o = ba -h h, x-\- b, x'^ 4- b^ x% on formera
et r
on aura
0,2 ^o.ii + ^^l.ï ^1
Pour obtenir la résultante des équations
on formera
O.il ' I.
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ce qui donnera
do.
do.
do.
do
ch..
do.
H-rf,/.
do,
ds
do.
du
fi,
tL
On peut pousser plus loin le développement de ces déterminants, au moyen du § V, 2, et l'on peut se servir pour cela de l'identité
di.k di„, -h <//;,/ d,^„ + di^i c4,„, =:;: o
(§ III, 11). Sous la forme que nous venons d'indiquer, les résultantes des équations de degré élevé sont plus faciles à apercevoir que sous les formes que nous leur avions précédemment données.
R == o étant la résultante des équations
Y{x)-=.0 et (p(j:):=:0,
et Vr,, désignant toujours le coefficient de c,.^, dans R, du système des équations
il résulte, pour la racine commune x des équations
F(x) = o et a;(r) = o,
la proportion (§ IX, 3)
i étant vm quelconque des indices o, 1,. ., /i — i. Donc la racine commune des équations données, si toutefois il en existe une, est wna fond ion rationnelle des coefficients qui entrent dans les équations.
Des proportions
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et de ridentilé y^^,. = y, , (^ III, 9), il résulte qu'on a
d'où il s'ensuit; d'une part, que y,^^ ne change pas lorsque i~h k reste le même, et que l'on peut substituer les quantités y,^i, 7,_i,<+i,... indiiréremment au lieu de "/i^ic'-, d'autre part, que Ton peut prolonger la proportion précédente jusqu'à la puissance 2 /i — 2 de x, de sorte que
Les quantités 70 5 7i » • • • » y^n+i forment donc une progression géométrique, dont la raison est la racine commune aux équations F(x) = o eî 9 [x) = o. De là on déduit les relations
7' -— V""^' ' 7^'-— 7o'-^' ? 7'+^ — - 7» '^'" > et par suite les identités
dont la dernière s'accorde avec le ^ Vil, 4.
8. Lorsque_/( j:) est de degré inférieur à (f [x) , par exemple, lorsque f{x) est du degré ///, et (p [x) du degré ?i=m-i-p-, la résultante des équations/'(x) = o, (p [x) = o peut se déduire de celle des équations
xPf[x) = 0, (p(x)= o.
En effet, l'équation x^'f [x) =0^ outre les racines «ijas, ...,«,„, a encore/? racines nulles; par conséquent (2)
(*) Jac(<ui, Ioc . cit., p. 106.
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est la résultante des équations x^J [x] = o et ^{x) = o, tandis que
estla résultante des équations donnéesy(x)=o et cp(a:)=o. Si l'on a donc trouvé, par la méthode de Bezout (5), la résultante R=:o des premières équations, on aura
pour la résultante des dernières équations données.
Dans ce cas, on peut démontrer que R est divisible
par ^^(*), à l'aide de la proposition (§VI, 4) d'après laquelle on a
Ju,i) • • • J^i,f
gu.u • • • So,n-i
Sn—\,a • • • gn—\,n-
Jp—t.o- • -Jp—t.p
lorsque, pour r = o, i , . . . ^p — i , on a
Cr,s=fr,0gs,O+fr,<gs,y +• • ■ -+■ fi.p-\ gs,p-, ,
et pour r = p,p+i,...,fi — i ,
Pour identiller la fonction F(x)dc Fart, o avec la fonction x''f[x) que nous avons à considérer ici , il faut poser
ao = o, «, =o, ..., ap_i = o.
On a, d'après cela, pour /•= o, i, , . . , /? — ^ (^)i
r,,, ^ rt,^_| br — fl,+2 />'r_, ... — ^' /•+.!+! ^0'
( » ) RosKMl.UN, Jouinnldc Cirllr, t. XXVIIl, p. 268.
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En posant, pour ces valeurs de r,
il vient
J'r,r+i 1 fr,r+i i ' ' • devaut ôtrc considérés comme nuls. En posant , pour les autres valeurs de r,
on a eflectivement
JO,l) ' • ■ Jil,p—\
jp—i,0- • • jp—i,p—i
— bo 0 o
— b, — bo o
— b. — b, — bo
O o. . O ap ... «„_i (In
O o. . apap+^...an o
■bp-, — bp_;—bp_,.
Cn-
Le premier de ces déterminants est égal à ( — Z^o)'' (§ II, 7) ^ l'autre est le déterminant des coefficients des n fonctions suivantes, de degré n — i ,
les dernières de ces fonctions devant être formées d'après la règle donnée dans l'art. 5. Donc la résultante cherchée des équations y (j:) = o et ^{x) = o est identique avec la résultante des équations
xP-^f{x)=0,xl'-'/{x)=:0,...,f{.T)=0, Up=0, ..«„_, = 0.
Remarque. — En foi mant, d'après Bezout (/. c, p. SaS), au moyen de x''f[x) cl de cp(.r}, comme dans (5), K's
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fonctions «o, Wi , . . . , w,„_i , de degré n — 15 en exprimant ensuite, à l'aide des équations
/(^) = o, xf{x)=o,..., xP-'f[x) = o,
les quantités x'", 0:'"+', . . . , x"~^ sous forme de fonctions de degré m — i, et réduisant par là les fonctions i/oj "i5« • -1 "m-i au degré în — i ; la résultante des équations
sera bien du degré m par rapport aux coefficients de op (x) 5 mais elle ne sera pas en général du degré n par rapport aux coefficients ([ef[x) 5 par conséquent elle sera généralement différente de la résultante des équations
y(a:) = o et cp (j:) = o.
9. Euler a montré, à la fin du Mémoire que nous avons cité plus haut (*) , comment on peut trouver les conditions pour que deux équations données, f{x) = o et (p (x) =0, aient deux ou plusieurs racines communes. Les éliminations qui conduisent à ce but sont plus aisées à apercevoir, lorsqu'on se sert de la méthode indiquée par Lagrange (**).
En désignant par a une racine de l'équation y(a") =: o, et posant ^(a)=z — ^, l'équation résultant de l'élimination de a entre les équations y(a) = o et ^ (a) 4-y = o, sera du degré m en r (1 )i et aura autant de racines nulles que y(.r) =0 et çp (x) = 0 ont de racines communes. Or de la résultante R = o des équationsy(x) =0 et «p [x) =0, on déduit la résultante des équation s /(x) = o et q) [x] -f-j' = o, en faisant croitre a> (o) = Z»p de j. En ..upposant que les coefficients h^, b^, . . . , h,, soient indépendants les uns des
(M Uisloirc de r Académie de Berlin, i^fi^, p. C)'\.
(*") Mi'woircs de V Académie de Berlin, i7-;o.« Rcncxioiis, elc.,>iart. 12.
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autres, et qu'il n'existe ainsi aucune relation entre les racines de l'équation (f {x) = o, R devient, lorsqu'on y remplace b^ par bo -h J,
(iba 2 dhl
Par conséquent
sera la résultante des équalionsy (jr.) =o et ^{x) -\-j = o. Les conditions pour que celte équation ait i, 2, 3, . . . racines nulles, et partant aussi, pour que f[x) = o et (p (a:) = o aient une, deux, trois. . . . racines communes, sont respectivement
R — o , -— z=o; dbo
dR d'R
^ = °' ^„ = "' dbl = '''
etc., . . .
dans la supposition que les coefficients de la fonction <f{x) soient indépendants entre eux 5 ou encore,
R = o, -— = 0, -—=0, da^ da^
etc. . . ,
dans la supposition que les coefficients de la fonction y (x) soient indépendants entre eux.
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§ XII. — Produit de toutes les différences de plusieurs quantités données.
1 . Pour désigner le produit de toutes les différences que l'on obtient lorsque, étant donnée une suite de n quantités ai, «2, . . . , a„, on retranche chacune d'elles de toutes les suivantes, nous emploierons la notation
P(a| , a,, . . ., a„) = (a, — a,) (as — a,) . . . (a„ — a,)
Ce produit est égal au déterminant de degré îi
Démonstration. — Ce déterminant est une fonction rationnelle et entière des quantités «i , «2, • • • ? ''''o et il s'annule lorsque deux de ces quantités deviennent égales entre elles (§ II, 4) ; il est par suite divisible par le produit (aa — ai). . . De plus, le déterminant, comme le produit,
sont du degré
par rapport aux quantités
C) Cauchy, Journal de l'École de Polytechnique, XXVll'^ cahier, p. 48- Le cas particulier
(6— a)(c — a)(c— 6) = ai'— a'b -\- hc^ — b^c-^ car — c^'a,
avait déjà été indiqué par Vandermonde, Histoire de l'Académie de Pans, 1771, p. 369. Le théorème précédent a été démontré par Cauchy {Analyse Alf;ébrique, l. HI, § 2, et Note IV ) ou développant le produit. VoiV J\cor.i, Journal di' ('relie, X.WW, ]•>. jfio.
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donc le quotient du déterminant divisé par le produit est un nombre indépendant de ot.^^ a.^^ . . , a„ , et de plus, ce quotient est l'unité, comme on le reconnaît par la comparaison du premier terme du déterminant avec le premier ferme du produit.
Tandis que le produit renferme
termes, dont plusieurs sont égaux deux à deux et de signes contraires, le déterminant, qui lui est égal , se compose de I.2.3.. . /i termes. En vertu du théorème précédent,* on n'a plus à calculer,
dans le cas de 3 quantités, que 6 termes au lieu de 8;
5 1 2o 1 024 , etc.
2. Lorsqu'on multiplie le produit de toutes les différences des quantités «j, as, . . • , a„ par le produit de toutes les différences des quantités j3,, jSg,. . . , (3„, on obtient également un déterminant de degré n. Car on a (§ \ I, 3)
Cn,i ■ . . Cn,n
en posant
ou encore
( * ) Cal'chy, Exeicici's d'Aiiiiljsr. t. [I, \>. iGç).
94 SKCOKDE PAKTlEj § XII.
[i. On a on particulier
S„ .V| S-, ... Si,_i
S„ — I S„ •Si+i • • '^2n—2
[P (a,, a.,,. . . , y.r,)Y = en posant
Dans ce cas, en effet, rélément c,,< du déterminant que Ton doit former (2) se réduit à la somme des [i-hh — 2)"""^' puissances des quantités a,, a,,. . .. On a plus généralement
les 5, du second membre ayant la même signification que ci-dessus, et le premier membre comprenant la somme de tous les termes qui se forment du terme initial
[P (a,, «2, • . -, «,«)]% en remplaçant les quantités
par m quelconques (dillTérenles entre elles) des quantités
«i^ a^. . . , a„. Car on a
Oh.I- ■ -C,,
{* ) CwLfA, Journal de Lioiwillc, t. \l, p. '2i)8 , el Bokchardt , Journal de Liouvilh-, t. XII, p. 58.
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en supposant
c,j = .Si+k-2 = y-^ v.^ H- x^ y.^ + . . . - Or on a, d'après cette condition (§YI, 2),
le signe de sommation ayant le sens indiqué plus haut.
4. Théorème. — En désignant par aj , a, , . . . , a,^ et par pi, (32,...,(3„ des quantités quelconques^ par
P(ai, «2 ••••,««) et par P(/3,, ,82,..., (3„) les mêmes produits
que ci-dessus, et de plus par JJ [a, — |S< ) le produi t de toutes
les différences qui se forment de cr, — j3^ en mettant pour i et A toutes les valeurs i , 2, ...,«: on a
nin — 1
y-i — [i, a.. — p2 aj — S„
a„— S, a„— fi,, a„— 8„
Démonstration . — Désignons le déterminant du second membre par A, posons
ç>(z) = (s-p,)(2-.(iO--(2-p,J, et multiplions les éléments de la première ligne horizon-
(*) Cal'chy, Exercices d'Analyse, t. Il, p. i 34 .
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talc de A par 9 («i ), les éléments de la seconde ligne horizontale par cp («2), et ainsi de suite : le déterminant A se changera (§111, â) en
Les éléments de ce nouveau déterminant sont des fonctions rationnelles et entières, du degré n — i, des quantités données: donc A TT (a, — (3/) est une fonction rationnelle et
entière du degré n [n — i), des quantités données. Ce déterminant devient identiquement nul, lorsque les éléments de deux lignes parallèles deviennent égaux (§ II, 4) ; donc il est divisible par le produit
P(a„a,,. .,a„).P(fi,,B,,...,[i„).
Mais ce produit est également une fonction rationnelle et entière, du degré n [n — i), des quantités données; par conséquent, le quotient
Ajj(a,-P,)
est un nombre indépendant des quantités données, et ce nombre peut s'obtenir par la considération d'un cas particulier.
Si l'on suppose, en effet, les quantités j3 respectivement égales aux quantités a, alors tous les éléments du déterminant A TT (a, — (S;) s'annulent, à l'exception ue ceux qui
sont situés sur la diagonale qui va du premier au dernier élément. Le déterminant se réduit donc à son terme initial
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(§11, 7), c est-à-diie, au produit des différences
aj
''■'■Il
que nous désignerons (1) par
Il s'ensuit de là que
est la valeur constante du quotient cherché.
5. A Taide du produit P (aj, a„, . . . , a„), on peut donner une solution spéciale du système particulier suivant d'équations linéaires. Si l'on pose
.r, a -h .r , a' H- • ■ • + jr„ z" = /' ,
JT, a -f- JTj a^ + • • ■ 4- •»•„ a = t"~ ' ,
on a
(a,— a,)(a2— a,j. . . I a,_,— xj (s:,_u, — a,-). . .^j;,,— a,) ^
Dcnionstratioti. — La résolution ordinaire donne
(* ) Cait.iiy, Journal de l'Êcoh' Polytechnique, XVII*^ cahier, p. ■^3.
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On en tire, en mettant les premières les i'""" lignes de ces délcrminanls, et appliquant le théorème de l'art, I,
d'où il résulte qu'il ne reste plus, au numérateur comme au dénojuinateur, que les u — i facteurs considérés cidessus.
G. Lagrange a donné (*), du système plus général d é- (juations linéaires
J7, a, -\-x-,c/..i -\- . ..A'„a„ = «I , .r, a -f-a.\. a -H-- ••jr„c' =r: «., ,
la solution suivante, qui renferme le cas considéré par Cauchy (5). Formons la fonction
(*) Mémoires de l'Académie de Berlin, 1775, p. i85; 1792, p. 2/|8, sans démonstration Lu «lémonstralion que nous donnons ici fait voir que la solution du système en question trouvée par SciiEiBMEr. {Complet vendus de lu Société Saxonne, i856; p. 65) ne diffère pas de la solution de Lagrange.
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d'où nous déduirons les fonctions
et de plus enfin la fonction dérivée /' (:;) . On aura
^if [y-i) = Uofn-^ (a,) -+- Usfn-.. (x,) +. . . 4- «„_,./; (a,) -h «„_,.
Démonstration. — En multipliant /'n.i (2),X-2 (^lî- • • respectivement par i,f, ?%..., et ajoutant les produits, C„_i aura dans la somme pour coefficient
d'où il suit que l'on a '
De cette Identité résulte le système des équations
Multipliant ces équations respectivement par jj, jr,,. . ., Xni et faisant la somme des produits, il vient, en vertu des équations données,
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On voit par là que Xt^ x^, . . . , x„ ne sont autre chose que les numérateurs des fractions partielles dans lesquelles peut se décomposer la fonction fractionnaire
/f„/,_i (z) H- "i/.-2(z) + • . . + u„_, Ces numérateurs sont, comme on sait,
cp(2) représentant le numérateur de la fonction fractionnaire.
Si l'on a , en particulier, Uo = i , Ui = t, u, = ï*, . . . , il vient
ce qui s'accorde avec (5).
7. La résultante du système analogue de n -{- 1 équations linéaires, pour les mêmes n inconnues,
est, d'après le § IX , 3 ,
APPLlCATlOiNS DES DÉTERMIIS AMS. lOl
Cette même résultante se simplifie, en remarquant que
C,„ désignant la somme, prise avec le signe ( — i)'", des produits m à m des quantités difterentes de la suite a, , «2, • • . j «„5 et que, par suite,
s'évanouit identiquement. En multipliant donc les équations données respectivement par
et faisant la somme des produits, on trouve, pour la résultante de ces équations,
En comparant les coefficients de iii dans les équations (i) et (2), on obtient l'identité
= (_lV'-' C„_,-P(a,, a,,. .., a„]
Une fonction entière, homogène, du degré /« . de
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doux variables x , y.,
r devant recevoir les valeurs o, i, 2. . . , m, el ( | désignant le r'''"" coefficient binomial relatif à l'exposant m, peut en général, pour m impair, se ramener à la (orme
^{P.^r-hqiy)'",
ni-i- I
où i doit recevoir les valeurs 1, 2, . . . (*). Car les
JH -h I coelficienls Pi , pi, ■ • ■ , fji , </»,,-' peuvent , en général, se déterminer complélenient au moyen des quantités données <7o, «, , . . . . Au contraire, pour m pair, en faisant
; ;=: I , 2, . . . , h I, VuU dcS m H- 2 COefficientS/^t ?/^25 • ' '■)
^, , q„, . . . resterait indéterminé. j
Pour réduire la fonction i
■?.n — 1 \ (in — i \ ^ I
à la forme ;
posons, d'après Sylvester [loc. cit.),
V = pr^-i, p, = ''<;
( *) Sylvesler {Philosophicnl Magazine, i8ji, t. II, \). ^(ji ) a donne à celh^ expression lo. nom de forme canonique. La l'orme canonique d'une fonclioii homof;ène enlièrc de deux variables a clé étudiée avec de plus grands dc-
vcloppcmenls par Syhcsler, {loc cit , cl Cnnil'iidfr and Ihibtin Maihcmatienl ■fpui nal, t. IX, ]i. rj'.^).
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nous aurons les conditions
a, = 6, a, 4- ^, y., -f- . . . + i„ 7.,, , <7. = i, a' -h ij x" -f- • ■ • -4- i„ a" 5
aj„_, = A, a/' ' + b, a;" '-)-...+ (!'„ a^" ' •
En éliminant les quantités ij , b,, . . . , b„ entre la pnniière de ces équations et les n suivantes , on a (7)
C„ <7o -\- C„_, rt, + . . . -h C, (7„_; + C, 0„_, H- ?/„ = 0.
On tire de même, de la seconde de ces équations et des n suivantes, et ainsi de suite, les nouvelles équations
C„ «„_, + C„_| rt„ 4- . . . -f- C, «2„_3 -H C, «3„_, -f rt2«-l = o.
D'ailleurs, en donnant à z une des valeurs «i , a? , . . . , «„ , on a
La résultante de ces n-hi équations, linéaires par rapport à C„ , C„_, , . . . , est (§ IX , 3)
<7| ri 2 (7-,
«,i_| /7„ <•/„+, . . . fl-;,,
Par la résolution de celte équation , on trouve les quantités «1 , «2, . . . , a„. Le premier membre de cette équation peut
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(^ III, 4-) se transformer en
^n—i » ^'n ^«— 1 3, • • • » ^'■2u~\ — ^Jn-
(Ct par snite (§11, 5) en
rt, «0 2,
Après avoir déterminé aj , o^a 5 • • • -» oc„ , on obtient les quantités Z»i, ^2 5- • •■) ^'i 31^^ moyen des n premières équations du système posé ci-dessus, art. 6, et là on trouve, pour condition nécessaire de la réductibilité de la fonction donnée, que les racines «i , «2 , . . . , a„ de l'équation pix'cédente doivent être toutes différentes les unes des autres.
Si l'on pose
et que ai, ag, ...,a„ soient f[x) = o, alors, d'après le §XI, 1,
rt, X "f- «.. a:' 4- . . . + On x",
es racines de l'équation
eqi
i et A: étant des nombres différents de la suite i, 2,. . ., //, sera la condition nécessaire et suffisante pour que deux quelconques des racines «i , «2 , • • • , <y-n soient égales entre elles. Le produit de toutes les différences, positives et négatives, des racines, produit que l'on peut représenter (3)
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par
a été appelé récemment le déterminant de ï équation f{^x)^=o (*), parce que sa valeur nulle indique l'existence de racines égales dans Téquation, et que, lorsqu'il n'est pas nul, on peut décider, d'après son signe, si, parmi les carrés des différences des racines, il y en a un nombre pair ou un nombre impair qui sont négatifs, c'est-à-dire si léquation a un nombre pair ou un nombre impair de couples de racines complexes.
10. Pour représenter le déterminant de l'équation y(x) = o sous la forme d'une fonction rationnelle des
quantités
on peut exprimer, au moyen des quantités données, les sommes des premières, des deuxièmes, des iroisiènies, . . . puissances des racines, c'est-à-dire, 5i , s^y . . . ^ s,, {**)■. où 1 on peut transformer le déterminant
.Vo .V,
Sn — I ^n • • • ^2n—J
de telle sorte que les relations établies par Newton (**'♦')
(*) Gacss, Demonstr. nova altcra, 6(Comm. Gœtt., vol. III). (*" ) Au moyen des formules données par Girard, en 1629. Voir Kli'Cel, Dictionnaire de Mathématiques, art. Algèbre, p. 56.
('** ) Arithméiiqur universelle, éd. S'Grave&ande, p. 192.
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entre Sq, s^, s-,^ ... condiiisenl à rélirainalion de ces dernières quantités. Poui employer ce dernier moyen, changeons le déterminant donné, de degré n, dans le déterminant suivant, de degré 2n — 2 (§11, 6) ,
\jQutons maintenant, à la seconde ligne verticale, le produit de la première ligne verticale par -^' ; à la troisième
ligne verticale, le pioduit de la seconde par -^' et celui
de la première par -^" ; à la quatrième ligne verticale, le
produitde la troisième par -^ , celui de la deuxième par
-^^7 et celui de la première par -^ ; et ainsi de suite. On
a a ainsi
^« -I ■'« ■ • • 'ïn ■
tin fin O <l„
f1n-^ fin
O !7„V|, a„s^ -\- rt„ 1^0
n„s, rr„.\, H- rr„...,s, n„<: , -|- ff„~\-''i -+- ''n-v^i
A 1 riido des identités
na,
[n — I rt,_
So
-h an-
etc. , . . . ,
les éléments du dernier déterminant peuvent s exprimer de telle sorte que, dans chaque éléiiienl, il neutre qu un seul des coefficients «o, «1 , • • • ■> ".. à la première puissance.
On reconnaît ainsi que le déterminant de l'équation f{x) = o est une fonction rationnelle et entière, du degré 2/z — 2, des quantités
Un
qui devient homogène en la multipliant par a'' ' (*).
11. Si/(.r) est divisible par [x — a^j^ la fonction dérivée/'(jr) sera divisible par [x — ai)'-~\ f" [x] le sera par [x — a^) *~^, et ainsi de suite. Par conséquent, lorsque y-i sera une racine du degré de multiplicité A de l'équation f{^x)= o, les équations
/(.l-;=0. f'\x)z=zO, f"{x) = 0, . . . , fi''-'Ux) — 0
auront la racine commune cx^, qui entrera A — i fois dans y (x) =0, Ix — 2 fois dansy" [x) =0, etc.
En supposant maintenant quey"(a:) ne s'évanouisse pas en même temps (\\xef[x) elf [x) , soit R = o la résultante des équations f[x) =0 et^' [x] =0 ; R ne différera du déterminant deléquation/ (x) = 0 (jue par unfacteur indépen-
(*) Cette remarque a elc laile eu jiartio par Joachimslhal, iour/irt/ de Crelle, t, XXXIII, p, 37 t. puis compK-tpc par Jaçoh't, Joui nal dr C'rlle, t. XL,
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La (juanlité Tî est, en effet, une
danl do — •> — i • • • i —
lonclioîi rationnelle et eiuière des (jiiantités
fi„ (lu a„
el elle est d un dei^ié inféiieiir à in — i , parce que, en vertu des équations données/ (x) =o et J' {x) = o, les coellicients dey(,r) ne sont pas indépendants entre eux ( voir ^ XI, 2- i). IMais on peut considérer R= o comme la résultante des équations de degré n — i,
puisque y'(jr) s'annule nécessairement en même temps (lue J' [x] el nf[x) — xj' [x). Les coeHicients de chacune de ces dernières équations sont indépendants entre eux; donc R est une fonctioa rationnelle et entière du degré n — i
( § XI, 4), des (juantités
f7„ (7, f^ln—\
f/„ (lu a,i
Le déterminant de Téquation f{x) = o est également une fonction rationnelle et entière des quantités
el du degré 2/; —2 (!0). Acluellenienl le délerminaut de 1 éqiiaiion/'(.r) = o ne peut s annuler sans (jue deux racines île l'équation/ (,r) =:= o ne soient «'gales cuire elles, ou que les équations y(.j) = o et /' (,r) = o n'aient une racine commune, ou cfuc; Pi ne s'annule. Donc li" délerminaut de léqualion J'{.r) = o ne peut différer de R que par un facteur indépendant des rapports des coellicients dey(.-r).
En réalité, le procédé iîidiqué dans l'art. 10 pour la formation du délcrniin.iiit nv réqu.UÏon /(•>') = o coïncide
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entièrement avec la méthode par laquelle Euler et Bezout ont formé la résultante des équations
f'[x)=zo, nf[jc) —xf {.v)=zo
(§ XI), 4 . En appliquant la méthode abrégée d'élimination de Bezout (§XI, 5), on trouve le déterminant cherché sous une forme plus concise. Les formes particulières que l'on a établies pour les déterminants des équations de degrés particuliers, se trouvent dans un Mémoire de Tortolini [^nnalidiSc. matem. Roma, novembre i855).
12. Au lieu de la fonction ^^(j:), on peut considérer la on homogène
fonction homogène
ou
qui est identique avec f[x) poury=: i (*). Les coefficients binomiaux ont été donnés comme facteurs aux coefficients de la fonction, afin que légalité de toutes les racines de l'équation y(a:) = o ou (p (x,/) =: o ait lieu dans le cas où
è„, h,, bo, . . . , b„
forment une progression géométrique. En remplaçaniy^(x)
par ff (x, i), on a, au lieu def'{x)^
fix
C*) Cet important artifice d'analyse a été employé par Plûcker, Sy st. der analjfl. geom., § 1, yjparHesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 102; par Joachimsthal, Journal de Crelle, t. XXXIII, p. 3/3 ; pnr Jacobi, Journal de Crelle, t. XL, p. 2/17, et par d'autres; et pour l'objet actuel, par Salmon, Higher plane cuives, p. 296.
el comme, d'après le liiéorème d'Euler, ou a
dx dy
il viendra, au lieu de nf [x] — xj' (x),
dy
OÙ l'on fait y = i après la différeulialion. Si R=:o esl la résultante des équations
dvf (.r, I ) r/(y [x, l )
dx ' dy
alors, d'après (11), Iv sera, à cela près d'un certain facteur numérique, le déterminant de l'équation ? (,x, i) = o(*).
On trouve, d'une manière analogue, pour l'égalité de trois racines, au lieu des condilions/"(j':) = o, f [x) = o, f" (x) = o, les conditions ♦
d'rj{x,l] d''ij[x,\) d'^m(.T,ï)
dx- dxdy dy ^
pour l'égalité de quatre racines, §
d-^tu(x,i) (P'jj(x,\) f /■' a; ( x , I ) d^ri,lx,l)
dx^ dx'dy dxdy- dy
et ainsi de suite.
13. Le déterminant de Téquationy (z) = o est le terme connu de l'équation dont les racines sont les différences entre les racines de Véquation donnée {**)■
(*) Soient j/,, u^,...,u^^ les quotients différentiels partiels de la fonction homogène u, de n variables; siR=o est la résultante des équations iij = o, «, = o, . . . , «„= o, R sera ce que Sylvester appelle le discriniinani delà fonction homogène ( Philosophical Magasine, i85i, t. II, p. /|06).
(**) Cette équation, connue sous le nom {^équation aux carrés des différences, a été employée par Waring {Mise, analyt., 17G2), dans la recher-
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Si .r prend, en vertu de Téqualion / {:t ) = o, les valeurs
u prendra, en vertu de l'équation/ (x H- «j = o, les valeurs
D'après cela, en vertu des deux équations f[x-^u) = o etj'[x) = o, // prendra toutes les valeurs qui se déduisent de a, — «;[, en remplaçant / et Ji par tous les nombres de la suite I, 2, . . . , w. Si l'on désigne maintenant par \ (//) = o la résultante des équations f {oc) = o et f [x 4- //) = o,
V («) sera une fonction rationnelle et entière de //, du degré n~ (§XI, 2), puisque les coefficients de x dans f(x-\- u) atteignent et ne surpassent pas le degré // pai rapport à u. \ [u) s'annule lorsqu'on donne à u une des //" valeurs a, — a^^; par conséquent V [u) = o est l'équation cherchée aux différences des racines/^(a:) = o.
La différence a, — a^t étant nulle pour ^ = A, l'équation
V (//)=ro aura n racines nulles, et par suite \ iu) sera divisible par u'' . Les autres racines de celte équation sont en général différentes de zéro, et opposées deux à deux; donc
est une fonction paire de u du degré n (n — i), ou une
lonction de ir du degré
che des racines d'une équation donnée. Dans Jes Transactions philosophiques, 1763, p. 294, Waring a fait connaître, sans démonslralion, les équations aux différences des racines des équations du /(*' et du 5^ degré, avec les caractères qui en résultent pour la réalité des racines de ces dernières équations. L'équation aux din'érences des racines d'une équation donnée a ete traitée avec développement par Lagranije ( W/5to(;e de i Académie de Berlin, 17(17, p. 3i), art. S. et llcwlution des ctfuutions numériques, art, S et 96).
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Comme ou a, par le théorème de Taylor,
V (») = o est évidemment la résultante des équations
et
Via)
II
la lésullante des équations
En faisant, dans cette dernière, ii = o, on obtient la résultante des équations f{x) = o et/' (:r) = o, c'est-à-dire la condition pour que deux racines au moins de l'équation f{x) = o soient égales entre elles (11 ).
^ XIII, — Des déterminants Jonctioniieh.
1. Etant données n fonctions/,,/,. . .,/, des n variables Xi, oTs, . . . , x„, elfi,k désignant la dérivée partielle de / par rapport à la variable .r^, de sorte que
le déterminant de degré «,
fn,. f „:..... fn.n
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s'appelle le déterminant du système des fonctions dojinées ou le déterm,inant fonctionnel du système [*). Ce déterminant se réduit à un déterminant de degré inférieur, lorsque, par exemple, f ne dépend que de x^^f que de x^ et de jCg {§ II, 5). Le déterminant fonctionnel se réduit à son terme initial, lorsque /l est une fonction de x^^ f une fonction de x^ et de x,,^^ une fonction de Xi, àex^ et de T3, et ainsi de suite (§11, 7).
2. Soi if une des n fonctions données de Xj , Xg , . . . , a:„ , dans laquelle la variable x^ ne manq.ue pas : alors Xj est une fonction déterminée de/i , x, , . . . , x„. Sohf une des fonctions restantes, dans laquelle la variable x, ne manque pas, après que Xj a été exprimée au moyen dey^, x, ,. .., x„ : alors Xa est une fonction déterminée def,f , X3 , . . . , x„. Soit ^3 une des fonctions restantes, dans laquelle la variable X3 ne manque pas, après cpie x, a été exprimée au moyen def^ x,,..., x„,etx.2au moyende/1,/9, X3,..., x„ : alors X3 est une fonction déterminée àef,f,f, X4,..., x„. Et ainsi de suite. D'après cela, on peut considérer, quoique en général implicitement,
y, comme fonclinn de -r,, j-;, x-, , .i„,
/ de /,, X,, ./■„ , .r„,
A • ■ de /;, /,, j',, , x„,
fn de /,/,,/„... , /,_,, x„.
En entourant de parenthèses les dérivées partielles des fonctions ainsi transformées, pour les distinguer des dérivées partielles des fonctions données, on obtient le déterminant fonctionnel du système proposé sous la forme du pioduit
àf\ ( 4f\ (cif:
( " ) Jacobi, De delerminanlihus functionalihus [Journal deCrellc, t. X\ll, p. 319), § 5.
(**) Jacobi, Dei.funct., § 8.
ii4
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t pas différent de -^î laiidis que ( -j- | diffère
de ^ en ce que f^ est considéré, dans le premier cas,,
comme une fonction de/i, x^, . . . , a:,,, et dans le second, comme une fonction de a:,, 0:25 • • • ^ ^«î ^^ ainsi de suite.
Démonstration . — D'après la supposition faite suryj,on a
df.
d.T, \df,
■ix,j \d/,l \dxj
dfi dfi
On a donc (§VI, 1)
dxi, Ifi
dx,
dx,
dj\
dx,
dx.,
dxkj
CI
\dxj \dx.,j
(df\(^\(4f.\ [dxj \dxj \dx,l
Les deux derniers déterminants se réduisent à leurs termes initiaux (§11,7)^ l'un a pour valeur l'unité, l'autre est égal au produit ci-dessus.
3. Théorème. — Si le déterminant R du système de fonctions fi^J^,- ■'•>/„ s'annule identiquement, les fonctions données ne sont pas indépendantes les unes des autres, et réciproquement (*).
Démonstration. — Si le délerminant R s évanouit identiquement, il faut qu'un des facteurs du produit (2)
\dxj \dxj ' \dxj'
(*) Jac.obi, Uil. funct., 5§ G et 7.
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s'annule ideiitiquemenl. Or les quantités
sont, en général, ditierentes de zéro, puisque, par hypothèse (2),/'i contient la variable J"i, /!, la variable .r, , . . . . Il faut donc que co soit
' df^' d.T„ _
qui s'annule identiquement, cest-à-dire que la detnièiefouf lion^, doit pouvoir s'exprimer indépendamment de x„ , au moyen dej]^ f^ ,. . .,/^,_i seulement. Mais il peut aussi se faire que a;„_, et x„ n'entrent dans aucune des deux dernières fonctions, après que l'on a exprimé la variable ,r, au moyen de/,, x, , . • . , x„ ; la variable x^ au moyen àefi^f^, Xs. . . ,.x„, . . . , et cniln la variable x„_^_ au moven de /,,..., _/„_2i x„_i, x„. Dans ce cas. la (juantité
doit aussi s'annuler identiquement, cest-à-dire que chacune des deux dernières fonctions /„_,, /, doit pouvoir s'exprimer indépendannnent de x„_,, t„, an iiioven de j xtfï-, • • ■ , fr.-'î seulement. Et ainsi de suite.
Réciproquement, si les fonctions données ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais que /,,, par exemple, soit exprimable en/i,/',,. . ., /,_i seulement, sans x„.
1 ( dfn\ -j . , . .,
alors I — I est identiquement nul. et par suite il (mi est de
même de R.
Cas particuliers. — ^'^f\->f-2 /, sont des fonctions
linéaires de .Xi, X2, • . • , x„, le déterminant de lenr système ne diffère pas de celui des équations linéaires (§ÏX. I)
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Dans le cas où ce déterminant s'annule, Tune des fonctions données est exprimable au moyen des autres, en vertu d'une équation linéaire de la forme
et les équations données ne sont pas indépendantes entre elles (§ IX, 2).
Si Ji-, f^, ..., fn désignent les dérivées partielles d'une fonction F, le déterminant fonctionnel R n'est autre chose que le déterminant des dérivées partielles du second ordre de F, et a été appelé par Hesse [Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 83), pour abréger, le déterminant de F. Le même déterminant fonctionnel a été nommé par Sylvester [Canibr. and Dublin math. Journal, i.^l^ p. 186) le Hessien (Hessian) de F. Lorsque, en particulier, les dérivées partielles de F sont liées par une équation linéaire de la forme
le déterminant de F s'évanouit identiquement; et par la substitution linéaire
F se cliangc en une fonction des variables /i, J?, • • • 5j>0,_i, à cause de
dY . fl.r^ (lx„
/ly,, dr I, dy,,
^o/r Hesse, Journal de Crelle.^ t. XLII, p. 117.
4. Soit U une fonction donnée des quantilésyi,^'^, . . . ,f„, chacune de celles-ci étant une fonction donnée des quau-
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lilés Xi, X2, .... a.',,; soit, de plus, R le détermiiianl lotictionnel
L'inlégiale raulliple
Ç\]dj\cif,...dr„
est égale, en valeur absolue, à l'iulégrale
/ lJRr/.r,<-/.r,,. . . (Lr„,
les limites des nouvelles intégralious devant èUe déteruiiiiées au moyeu des limites dounées des intégrations primitives (■'').
Démonstration. — Considérons d'abord, eonime cidessus,
/, connue une fonction de .r,, j . , •> , , . , .i„,
f: . de / , , X2 , x,,. . . , ./:„ ;
/:, do ,/",,/, , X,,. . . , .r„ ;
/, de /,,/':,.. . /„_, , .r„ ,
et distinguons les dérivées partielles des fonctions transformées en les entourant de parenthèses : ou pourra introduire successivement, comme il suit, les nouvelles variables dans l'intégrale donnée.
Eu commençant par intégrer par rapport à^^,, il fauilia
(*) La transformation d'une intégrale multiple a été elïectuee poui' la première fols par Euler, 1709, Nov. Conim. Petrop., i/|, I, p. 72. Peu de temps après, Lagraiije ( .Ut'/nof/rj de V Académie de Berlin, 177J, p. ii5):i tiaite la transformation d'une intégrale triple par une méthode applicable au cas général . La transformation d'une intégrale multiple en gênerai e-t duc il Jacobi (Journal de Crelte, t. \ll, p. :>S, et l)ci . Junci., 4J 19).
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remplacer la difllérentielle df,^ par ( — ^ j dx,,^ pour intro- (luire, au lieu de la variable/^,, la variable x„. On a d'après
Ji. ,(/;,//,... -./,= Ju(;|;)
r//i . . . (■//,_, dx„.
En eommençant le développement de cette intégrale transformée par l'intégration relative à /i,_i, on devra rempla-
cci- df„_i par ( "~' j r/x„_, , pour introduire, au lieu de
la variable /„_i, la variable .r„_] , ce qui donne
En continuant ainsi, on obtient finalement
Mais le produit des dérivées artificielles qui supposent les transformations ci-dessus, n'est autre chose que le déterminant des fonctions données J'i,/^-. • • • j^» (2).
5. On parvient à la même règle en poursuivant la méihodeque Lagrange a employée (/. c.) pour la transformalion d'une intégrale triple.
/", , /j, . . . . f„ étant des fonctions des variables
on a le système des érpiations linéaires
r//;, ■-/„,, r/.r, +J],.^,l.r, H- . . . ^f„„dx„.
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La résolution de ce système donne (§ IX, 1)
'^'..kdf, -(- 'î>.j,df. H- . . . -t- cp„,K^/, = ^ndxk, en posant
/,,••- fun
et désignant par (jp,,< le coefficient de y]^/;, c'est-à-dire de ~
dansR„, de sorte que, en particulier, (p„,„ = R„_, (§111, 5). Soit maintenant
U df\ df,... df,,
l'intégrale multiple à calculer, et U une fonction donnée ^^ fil f^i • ' ' 1 fn' Si, dans la suite des intégrations à effectuer, on commence par l'intégration relative à/^,, on a à chercher la somme delà différentielle Vdf,,, avec la condition que yi,y25« ••> ^._i restent constantes. D'après cette condition, on a, dans le système précédent d'équations linéaires,
d/, = o, r(/; = o , . . . , df„_, = o ,
et par conséquent
de sorle que l'on peut remplacer rlf,, par — -^ dx,,. On a
par conséquent
Jvdf^...df„= Jl]^
les limites de x„ devant être déterminées d'après les limiles données de /^. Si l'on commence le développement de lin-
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tégrale ainsi tiansformée par l'intégra tion relative à la variable/„_i, on a à chercher la somme de la différentielle
U — — (Jjn-\ if\->f^i- • •ifn-'i', Xn restant invariables. Mais
on a, dans cette supposition,
cl/, = o,..., df„_, = o , dx„ = 0 , et par suite on a le système de n — i équations linéaires
df„_, ^fn-x,, dx, -\- . .. +/,_,,„_, dx„_,. On en lire, comme ci-dessus,
R;,-i df„_^ = R„_i </./■„_, ,
de sorte que l'on peut remplacer df„_^ par — ^ rlx„_i, ^^
u — -- dj'„^i par U — — dx„^i. On a donc, en prenant des limites convenables,
/R r R U — - dj\ . . . df„_, dx„ = I U df, . . . df„_, dx„_, dx„. R«-, J R'— ■
L'expression qu'on vient de trouver pour l'intégrale multiple cherchée peut se transformer par des considérations analogues, en remplaçant, en vertu d'un système de 7i — i
équations linéaires, df„_^_ par -^^ rfj?„_2 , ce qui donne
\] ^ dj\... df„^,dx„_,dx„
Rn-2
U ^^ df,. .. dj],__; dx„_i dx,^^^ dx„ ;
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et ainsi de suite. On trouve enfin, de la même manière,
/ U -^ df, dx. . .. dx„= I UR„ dx, dx, . . . dx„ ,
en commençant par intégrer relativement à/,, et remplaçant, en vertu des conditions
(^X^ =: G , f/.r^ =: o , • • , .dx„ = o,
la difierentielle dj\ par -^ r/x, , cest-à-dire par Hidxi.
6. Si/i,yo,. •••,/„ "P sont pas données immédiatement en fonction de Xj, jr^,. . ., x„, mais en fonction des p quanti tés 7,, y^^. . .,j^, lesquelles sont des fonctions données des variables Xj, j:.,,. . ., x,,, on trouve leur déterminant fonctionnel de I9 manière suivante {*). On a, par hypothèse,
(ÏÏi_ _dfi dy^ dfj^ ^h^ , dfi dy^
dxk dy, dxk dy. dxi, dvp dr^
j (ly,
Oi.k=^-j- • dXk
Si 1 on désigne par P, Q les déterminants des éléments a, b, et par R le déterminant cherché des éléments c, o)i a (§ VI, 1), pour p<:^n,
c est-à-dire que, si les fonctions données peuvent s'exprimer au moyen d'un moindre nombre de fonctions des mêmes variables, le déterminant fonctionnel est identiquement nul, comme on pouvait s'v attendre d'après le théoième (3).
; ' ) Jacobi, Pet. Juncl . , § n .
et par suite
Ci,K = ff,,, è.
k-^ fi,,- b-,,k -f-
en posant
<^i,k = -J- •> dxk
(ii.k = -J- '
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Si p = n., on a R = PQ, c'est-à-dire
dx,
dr.,
r/X| dx„ dj^ dji,
Si /> > //, on a R = S PQ, c'esl-à-dire
dx,
df^ d.T,,
dfn
dx,
dx,,
Ml.
dx.
df, dx„
df.
dy,.
df djr
djs
dy.
df„ dr.
df,.
dx.
djr
dy..
dx,
dx.
dXs
dys
dx.
Les ternies de cette somme s'obtiennent en prenant, pour Je système /•, v, ■ . . , toutes les combinaisons de ?i indices
pris dans la suite i , '2 .. . . , p.
7. Si^j ,/.>,• • -, fn "G sont pas données explicitement en fonction de Xi, Xa,..., x„, mais implicitement, par la condition que n fonctions çp,, (^a,-.., cp„ des variables
/n/21 • • • tjn-, -^n -^2
df df, d.T, dXii
lion. —
'Ml... Ml
dx, dx„ Dèinoiislra
S annu
ent,
on a
dtif.
df,
df,.
drs),i dJ,
df„ dx„
d'-^u 'df, '
dv^n
En vertu des équations données
-i;, z=z o, tuj = O, . . . , 'i^i. = O,
chacune des quantités /i, J,,. . ., /„ peut s'exprimer au nioyen des quantités Xj, x., . . . , x„. En substituant les valeurs trouvées dans l'expression cp,, on obtient l'identité jiz=:o. et en différentiant celle-ci ])ar rapport à X/., il en
( *) Jai.oi'.i, Dit. /iiiHi . , «i 10.
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lésiille 1 identité
d^. <lf„
d<fi d<!ji dji dxu df\ dj I;
^ df„ dx,:
«•'est-à-dire en posant
<^iÀ
('i.k = ^,M «i,A- -f- • • • -t- (>,.,. fl,.,l. ,
d's, , (l'Sfi
6,,/,= —rx-> ('i.i:
dXl;
En désignant les déterminants des éléments c, b, a respectivement par T, S, R, on a (^ M, 1) T = SR, R=:T:S,
et daillenrs(^I]I, 2]
T = (— II
<7.r, dx„
dro,i ^{p„
<tx, dx„
8. Lorsque /,, /,,..., f„ sont données en fonction de J?! , x, , . . . , x„ par les conditions que n -\- p fonctions
?n 92, •■•»?-<+? ^les variables/,, /a,..., /,^^, x,, x,,..., x, s'annulent, on a (* )
dxy dXn dxi dx„
r/cp,
dtsj^
do,
dr, '
doi
rZ-r,, r//;,+ ,
df,.,,,
df„,-p
dx,
dx„ (if„^,
df„^r
df\
dfu^..
Démonstration . — En vertu des écjuations
on peut exprimer /„4.|, /„_|__,, . . . , /„^^, au moyen des autres
( * ) .).\roiii, \): I . fini, I . , ^ \'.\ .
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i|uanlilés; par conséquent, en vertu des équations
les quantités /^ , /,»•••» fa seront exprimables en Xi, x.,^. . . , x„. On a donc (7), pour i = i, 2 ,...,// -f- ^, tant que A ne surpasse pas «,
(h. df,
^ If. d^l.
c'est-à-dire
i,l:= ^,,1 fl
en posant
d^i dxk
r/tp,
Si au contraire A est plus grand que n , posons
Ci, h = -77 = fc*;./.-
En désignant les déterminants de degré n -\- p des éléments c el b ^ et le déterminant de degré n des éléments a respectivement par T, S, R, on a (§ \I, i)
ï = SR ,
On a
, en particulier,
dx, dfi
dfn
<i^„ fi(f„
dtfn
dx, df.
df.
df.
{). Soient /,. /«,. . . , J'„ des fonctions;, indépendantes cnlie elles, de x^, x.,, . . . , x„ ; les quantités O-'i, Xg,. . . , x„ seront aussi des fonctions intlépendantes en In; elles de /,, /s, . . . , /„. Le déterminant du système ^j, J.,..., j'„ cl c<;lui du système .r, , Xj , . . . , .r„ sont réciproques 1 un
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de l autre, c est-à-dire que leur produit est égal à Tunité (*).
Démonstration. — Pour difîerentier y] par rapport à //, il faudrait exprimer Xx , a:», . . . , jC„ au moyen de J]., f,^. . . , ^/„ , et former
c(fi dx^ dfi dx-i dfi d.T„
dXi dfk dx. dfu ' d.T-n dfk
Or cette somme est égale à zéro ou à T uni lé selon cjue A est ou n'est pas différent de /, puisque /i, y,,. . . , /„ sont indépendantes entre elles,
T-. / • <■(// dxi , ,
Désignons — — par «, <, -y-p par /;,,,, et la somme en dxk ^ ' djk
question par c.^^. En désignant de plus par R, S, T les déterminants
on a
bu
et par su
lie (§VI, 4
(ti,,. b„.l. ,
Pi et S avant la signification ci-dessus, et les coefti
(*) Jacobi, Det. funct., § 8. — Voir Moebus, Journal de Crcllc, l. \\\, p . 1 1 6 .
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t'ienls de — — tlans K et de — : dans Î5 étant désignes par
«,,<. |3,-^<, on aura (*)
~dfk~'~^' d^k~^'
df,„^.
dfm-^l
df,n dx„,
'/•-fm-M
dx„
df„
dx„
df\
dx,„+,
dx^
dfn
df]„
dx„
dx„
dx,
df„
Dé\noiïStratioii. — D'après les notations employées (9), on a
fin A b>,/< -+- ">i,-2 b-'J + . . . + fi„,u b„,i! = o. Multipliant ees identités respeetivement par
el faisant la somme des procinits, on a (§ III, I)
Rb,,t=n,i- Un a de plus (§ VU , 2)
'•m+i.TO+i- ■ •'*m+i,A
{ *) jACUlil, f>''/. /uiict , §§ 8 et y.
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Eu subsliluant les valeurs que 1 on vient de irouvoi pour a,,,,. . . , «,„,,„, le premier membre devient (§ III, 2)
d'où résulte la seconde propriété énoncée. Les aulics propriétés résultent de celles que Ion vient de démon Inr. en échangeant simullanément / avec .r , Pi avec S.
11. En désignant par t une quantité dont /,. /'.,, dépendent suivant une loi donnée, on peut former
dt
dj\ dt'
dt'
Les quantités x,, Xi, ..., x,,^ qui entrent dans ces quotients diflerentiels, peuvent s'exprimer au moren dey,, /,,. . .,J„, et alors on peut diOérentier ces quotients différentiels suivant fi^ /,,... . Le déterminant fonctionnel R (9 et 10), qui était d'abord une fonction de x, , Xj, .... x„, peut s'exprimer au moven de /, , /o, . . . , f„. et alors on peut le différenlier par rapport à /. En désignant, d'autre part, par //. une quantité dont x,. jTj , . . . . x„ dépendent suivant une loi donnée, etc., on a, d'après les notations admises (*).
.'/logR ~~dt^
dt
df:^
df.
dt
at
"m -'[^lû]
4fn
It
dL
(*) Jacobi, Dit. funct , § 9. — Voir Jalubi, JouinnI de C.ifHf, t. X\^'1I, p. 109.
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pareillement
d.r, dx; (l.T„
«logS du du du
du d.Vi d.T. dx„
dXi dx2 djc-n
On a en particulier (*)
df, df, df,,
da.it, dtxu,2 dy.i;^„
dXi dx, «.r„
Dénionslratiou. — D'après le § III, 10, on a
^ = 2 "'■•'• -TF' i,k
et d'ailleurs (10)
et
dt dt f/.r/,
Mais on a maintenant
d-'fi tix^ d\fi dx, d'fi dx„ __ dt
dtdx^ dfi dt dx^ df, dt dx„ dfi dfi
et par suite
c/R _ y^ '^ dt d log R _ 'y dt
~dt ~ 2d~df~' dt " 2m~dJÏ'
(*)Jacoi!I, Joiini/il (Ir Crrllr, i. XXVII, p. ;>.o3 .
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On a, de plus, RS = i (9) et par conséquent
logR + logS = o, et
/•/loi' S «r^ (It
dt ^ dfi
Le déterminant fonctionnel S étant une fonclion des quantités j\^ /a, . . . , /„, qui renferment la variable f , on a
dS _d^df, dS df, dS df„ *
"dt ~"df,~dt '^ df,~dt '^ " '^ If.lft'
Si Ton joint à cela que
dS df, dt _ \ dt
df,dt'df, dj, '
on obtient la seconde des identités que nous avons posées. Les identités analogues s'obtiennent par récîiaiige simultané de /, y, R avec h, x, S.
Si on partit nlicr ? = o'/ , on a (10)
S-fi = p,.„ etc.
12. Si Ton désigne par X, Xi,..., X„ des fonctions données de x^ Xj,..., x„, par/ une fonction indéterminée des mêmes variables, et que l'on pose
? iy ) = -^ T- + ^1 3 — h . • . -I- x„ — — : d.T d.T^ dx„
si l'on désigne de plus par/",, y,- •••■,/„•, '^ solutions indépendantes entre elles de l'équation linéaiie aux dilîérentielles partielles (|; (/) = o, de sorte que ']; (/i), '\i ( /a), • • -, 'If {fn) s'annulent identiquement, il existe un nniltiplica-
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leur M, au moyen duquel '^ (J) devieni le délerminanl des fonctions J , fi, ■ ■ ■ ^ /„, c'est-à-dire qu'on a
MJ.(/) =
el l'on a, eu désignant par / un indice quelconque, et ])ar A,
le coefficient de -— dans le déterminant fonctionnel ,
clx,
ou, ce qui revient au même, M est une solution de l'équafion linéaire aux différentielles partielles
df df
df
d.T dXi
dx„
df, df,
df
dx dx^
dx„
df„ df.,
df
dx dx.
dx,,
dx
d(jiX„)
dx,,
Eu clfet, du système des équations linéaires
dx
dx.
O :=X — - -|~ X, -;dx dx,
o = xf H-X.f ax dx,
dx„ dx„
dx„'
il résulte (§IX, 1)
J.f/)A, = X,R, R désignant le déterminant du système linéaire, et A, le
( " ) Jacobi, Journal de Ci clic, t. XX VU, p. 210.
cuefliriciit (.If -— dans I». Si l'on fait inaintenaiil
A, =MX,,
on a (11)
djMX) _^ d(MX,) ^ ^(MX„; _
dx dxy dxn
Remarque. — La fonction des quantités j:, x,.. . . , r„ désignée par M, a été nommée par Jacobi (/. c.) le multiplicateur de l'équation aux différentielles partielles
^(/)=o, ou de l'équation aux différentielles partielles
aX^ dXn
ou du système d équations différentielles ordinaires
d.T : dx, : dx. : ... : dx^ = x ; x, : x, : . . . : x„ ,
parce que la résolution de ces équations aux différentielles partielles et celle du système d'équations différentielles ordinaires sont étroitement liées entre elles. Soient, en effet, t: une solution de l'équation '| [f) = o, et x une fonction de Xi, j:?,. . ., j:„, déterminée en égalant t. à une constante arbitraire : on a
dx «.r.
dr: dv dx
dx, dx dx,
diT dr: dr. dx
dx
dx ' dx, ' dx_ ' ' d.i:,
et par suite
dx,
Soient, d'autre pari, y,. /-2,. . ., J„ des solutions indépendantes entre elles de l'équation li (/") =z o : en égalant ces
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solulioiis ;i lies conslaules, on a
dx c/.r,
^^dx+^dx^^.
dx dx^
■ + -r-dx„ — 0, dx„
el, parla résolution de ce système linéaire, il vient dx : f/x, : af.r; : . . . r= A : A, : A , : . . .
^ XIV. — Théorèmes sur les fonctions homogènes.
D'après les notations adoptées, on a
m (ni — I )ii = ^^x,xi. iii,h {*** ),
/ et A^ devant être égalés successivement à i, 2, . . . , //.
(*) Mechanicit, 1736, t. Il, §§ 106, l^Ç)-]. — Cale, diff., § -.vj.'j. (*") Hesse, Jou/vîflZ deCielle, t. XXVIII, p. 78. ( *'*'' ) Lacroix, C^/c. di//., § 91 .
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Démonstration. — Eu mullipliant lesidenlilcs ci-dessus respectivement par .ri, Xo, . . . , .r„, et les ajoutant, on trouve, pour second membre, la somme en question, à cause de
ci' a d- Il
elxi dxji (txk dx,
et, pour piemier membre, m [m
ii,.k
in.,,
i) «, parce quOii a (1
Remarque. — Si l'on exprime à leur tour les dérivées partielles secondes de la fonction homogène au moyen de ses dérivées partielles troisièmes, on obtient, pour la fonction homogène, la somme des produits de ses dérivées partielles troisièmes, multipliées par les variables par rapport auxquelles elles sont différentiées 5 et ainsi de suite. Toutes ces décompositions d'une fonction homogène s'obtiennent, comme l'a remarqué Serret [Algèbre super. ^ note XII), en multipliant les variables par i 4- w, et par suite la fonction homogène par ( 1 + w)'", et développant l'identité
f[x^ -f- oj-r, , .r2-l-wjr2,.--,-^/<-f-w-^«) = (l -t- w )'"/'(.r| , J-, , ...,.r„),
par rapport à w, à l'aide du théorème de Taylor.
3. La résultante du système de « -f- i équations linéaires identicjues, donné au n'-* I , est (§ IX, 3)
it,, «,.„ . . . >'/„
en supprimant le facteur /// — 1 daus la première ligiuverticale d'éléments (§ III, 2). Le délcimiiiant de degré n-\- 1 qui compost- le prcniici membre, pciil. (^ IIL -» )
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ctie considéré comme la somme des délerminanls
II, // 1 , 1 . . . It,t
n //, ,„ . . . u„ „ I II,, II,,, . . . Il,,,,
Le premier de ces déterminants se réduit (§ II, 5) à
ni m — I
Le second déterminant peut se développer d après le § \ .'2, pane que », / = «^ ,. Si Ton pose, en effet,
II, , . . . Il,,
ei (|u'on désigne par «,,< le coefficient de ii, ^ dans t', de .sorte qu'on ait «,,/,= «/i,, (§ Hli 8) , il viendra
o II, ... /^,
•'/„ "i.„. • . It„.n
Pal suite, Tidentilé ci-dessus devient
in' — y II, in a.,,iiz= o (*;
Hessl, .Iouiim} (h Cnllc, t. XXXVUl, p. ,>.(3.
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Du système linéaire
mu
( m — I ) i(, -I- II, , .»■ _i_
Ki .''i + . . . H- U„ .r„ = O ,
— ( /// — I ) ri„ -h //,.„ .r, -^_ . , . -f //„ „,r„ =. o ,
il résulte, d'après le§IX, 3, et en ayant égard au§ Vil, 5, qu'on a la proportion
(I) _(„,_,) :x, :.r, : x, : ...-- y/" : v'K^: s/^: VR: ...,
en désignant respectivement par u, |3,, |3,^^ les coefficients
de
5 M, , «,^j dans le déterminant, de degré n-{- i ,
" 1 lit
On a, en effet,
ll=o(3), [i,,/, = !ii-i-.,(§lll, 8j,
s/p,- ,.. = p, , v'P<., P/J- = P,.A (§ VII, 5), etc.
Par conséquent, si un quelconque des déterminants paitiels premiers, de degré n, du déterminant identiquement nul R, s'annule, alors les autres déterminants partiels premiers de R s'annulent aussi identiquement, et il en est ainsi en particulier pour 1^5 et réciproquement.
La proportion précédente nous apprend que
\/Pi..'
Xi Xl(
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Or on a
par conséquent
II) ^, = '—V, ^,J,= ' ' V
o. Les lelations que nous venons de démontrer sont d'une grande utilité dans la théorie de la courbure des lignes et des surfaces. Soity une fonction des coordonnées rectangulaires x^y d"un point ;/"= o sera l'équation de la ligne sur laquelle se trouve le point [x,y). En posant, de plus,
dx"- ■ " ' dx dr tir dx ' ' c/r '
on sait que
est l'équation de la normale à la ligne (/= o), menée au point [x^y) de cette ligne, |, y; désignant les coordonnées d'un point quelconque de cette normale. En posant
el dilïérenliant complètement ces écjuatior)s, il vient
{x — i) d\ -4- \ dx = dj\ , („■)■—«) d\ + / dy = df\^
/i - = df^ — A dx , f. = df, — Â dy
( * ) Cela s'accorde avec les relations établies par Hesso, Journal de Vielle, t. XXVIll, p. io3,ctt. XXXVIII, p. 24i.
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pour la normale à la ligue (^ = o) , au point
{x -^ r/.r, y + cly),
laquelle a de commun avec la première normale le point i^^^i) 1 c'est-à-dire le centre de courbure de la ligne ( /"= o) au point [x^y). Des équations
o= Ad.T^ f,dr,
ri A
l^.dy,
/,— = /;, dx -h (/., — A ) dr ,
il résulte (§ IX. 3) 1 équation o /, /.
pour la détermination de /. En développant cette équation d'après le § V, 2, on trouve /| ~^f\ pour le coefficient de À , et, pour le terme indépendant de X ,
On a par ( onséquent
Enfin, on a, pour le calcul du rayon de courbure, que iious désignerons par p, la formule
p-= (X — ç :- + („■» —>jj- = -^ y
(•{ pour la valeur de la courhure.
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Le détorminant L est plus facile à Iraiter lorsque la l'oiiclioii à laquelle il se rapporte est homogène. En désignant par it la l'onction homogène des variables Xi ^ x^, X3 , qui devient identique avec/ pour 0:3 = 1 , on a (4)
«, Mil «ij
on posant
«,, «ij II,
U-2', II
et faisant ^73=1 après la ditférentiation.
Les points de la ligne (/= o) ou (m = o), pour lesquels L ou ^^ sont nnls, et par suite la courbure nulle, sont en général des points d'inflexion de la ligne. Ils peuvent être considérés comme les intersections de la ligne (y=o) ou(h = o) avec la ligne (L=o) ou (1^ = 0). Or y" et u sont, par hypothèse, du degré m, tandis que u est du degré 3 (m — 2)5 par conséquent les lignes en question ont en général 3m (m — 2) intersections. Donc une ligne de degré ni a en général 3 m [m — 2) points d^injlexion (*).
6. Si / est une fonction des coordonnées rectangulaires X, y^ z d'un point, /^=: o sera l'équation de la surface sur laquelle le point (.r, y, z) est situé. Alors, d'après Uîs notations précédentes, la proportion
représentera les équations de la normale à la surf cce {/= o)
( * ) Ce théorème a clé établi pour la première iois par Plûcker ( S^yst. dcr Analyt. Gcom., p. 26/|). La dcmonslratioii que nous donnons ici est due a Hesse {loc. cit.). Jacobi a donne une autre démonstration {Journal dr Crclle, t. \L, p. jj'iV
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pour le point (x, y, 2) , et Tou pourra remplacer ces équations par
Les normales à la surface (y^=o), menées aux points [x, y, z) et [x -h dx,y -4- dy, z-\- dz)^ ne se coupent pas en général, mais seulement dans le cas où le second de ces points est situé sur une des lignes de courbure passant par le point (x, r, z). Leur intersection (^>t^,(^) est le centre de courbure d'une des sections principales de la surface faites au point (x, /, z). En diflereniiant les équations précédentes, on trouve dans ce cas
( .r — H ) c/ A -)- À dx = df, , elc. ,
ou encore
/, -:— =: df^ — ), dx ,
df, — /. dy ,
/<-T^' = df. — '^^dz.
et [)ar conséijuent (§ IX, 3
/ df dx f df dy f df dz
Celle équation diflérentielle, jointe avec 1 é(juaiioii dillerenliellf de la surface donnée,
/; dx -h/, dy -t- f dz =■ o,
(Iclerminc la ligne de loiirbuic passant au point {x, > , z) et sur laquelle est situé le point (.r ^dx. r -hc/i , ^ -hr/r).
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Du sysLomc des équations
o = /, (l.r. -\-f, dy -h
./; -r- == (/ 1 — A ) dx +/,, dy -|-
f.dz, fv.dz,
/, dx ^ {/,, - A ) dy -f- /i:, dz ,
/: — = /3 .fr + /, dj- + (y- , - y W; ,
il résulte, pour déterminer À, ré(|uatiou
/; fr.: /.- A./;.
./; y;^ /.. ji.—i
Cette équation est du second degré, et À'^ y a, pour coefficient, — f] — fl — fl, tandis que le terme indépendant de 1 est
I^M (Icsignanl par //, X" les racines de cette équation, on a
En aj)pelant enfin p la dislance des points (ç, /i.ç ) (.r\ y., c), il vient
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Par conséquent, p a aussi deux valeurs p', p", telles que
V,"o'p" =fi +/l^f].
Les valeurs réciproques -r-> —-> sont d'ailleurs les cour-
P P bures des ligues de courbure passant par [x^y^ z) , ou des sections principales de la surface auxquelles elles sont tangentes. Le produit des courbures principales delà surface (/= o) au point [x,j^ z) est donc
pV~~(/'^+/'^^/w''
Si Ton désigne par u la fonction homogène des variables .Ti, Xs, 0:3, Zi, qui devient identique avec/ pour Xi,-= I, on a (4)
0 U^ Uj ":
t(^ ^f|| Il y. /(,.
«.. «,, llri U-,.
Il , U
Les points de la surface (/= o) ou (« = o) pour lesquels L ou i^ s'annulent, sont en général des points d'inflexion de la surface. Ils sont situés sur Fintersection des surfaces (/= o ou u = o) et (L = o ou 1^ = o). Or/ et // sont, par hypothèse, du degré m, tandis que v est du degré 4 (a?* — 2). Donc la ligne d'inflexion d'une surface du degré ni est située en même temps sur une surface déterminée du degré /\ [m — 2 ) [*).
7. Des identités données au n" 4, Jacobi (**) , à l'occasion d'une proposition qui lui avait été communiquée par Hesse, a développé le système suivant d'identités relatives
(*) Hesse, loc. cit.
{'*) Journal de Crellr. l. XI-, l'- ^^iS.
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au tlélciniinaiil dont il a été plusieurs fois c[ueslion
On ad'ahord (§ IX, 1)
(I) vXi z={m— i) (a,,,- H, + . . . + a„,,- ;/„) ,
ot-^ = ai,^i désignant, comme ci-dessus, le coefficient de u^ i = Mji,, dans t^. En différentiant cette identité par rapport à r, ou à Xf, , et posant, pour abréger, du
il vient
:ii]
ii',Xi= (/«— i) [
(l a,,, dx,
dxj
du„ ,
puisqu'on a (§ III, 1 )
Par une nouvelle dilTérentiation des identités trouvées, et en posant
d.r.jf dXi
— Vl<.H
on trouve
III
dXi dxu , / du,,,
dxj.
, ,/ '/«!./ fil',,./
— (/«—!) a,,,— — -T-...+ a„,,- — \ (Ij^k dx/,
un ayant éeard aux ideiililés
différentiécs par rapport à Xi .
8. Le système des valeurs des variables Xj , .r, , . . . ,.r„ par lequel on satisfait aux équations, en général incompatibles,
H, =: G , Mj = O , . . . , «,. = O ,
a pour conséquence d'annuler les fonctions u el r (1 < i 7, 1), ainsi que f^i , t^a, ■ • t ^n C^t H). Le déterminant
formé avec »^ comme t^ l'est avec ii, s'annule pareillement, Des équations
o = M,,„ X, -h . . . -f- /f„,„ ,r„, il résulte d'ailleurs (§ IX, 3, et § MI, 5)
JT, ; .r, : .rj : . . . = Va,,, : \/av,'> : v''^^,:; • • • ■ 5
en désignant par c/.i^/, le coefficient de u,^ dans p-. On a, par suite, à la fois
N étant invariable pour tous les indices. Faisant ces substitutions au n" 7, III, on a
, /' (luij, du,, A
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r ost-à-dii"c (1 )
''/,/,■ ^ — ( '" — ' ) ( III — ?-) N Ui.h,
ei par conséquent
9. La fonction homogène du degré m, lorsqu'elle est rationnelle et entière et que ses coefficients sont entiers, s'appelle une forme du degré m [quadratique, cubique, etc.) de n variables indéterminées [binaire, tertiaire, etc.) [**)■ Une forme quadratique (que l'on appelle souvent simplement \\n.e forme) peut se représenter par
une forme cubique, par
> (li.h.l ^i -fi. JC, ( ;,
/, /., / prenant toutes les valeurs, depuis i jusqu'à /2, et les quantités rt,,^, a.^^j ne changeant point lorsqu'on intervertit leurs indices. Par déterminant d'une forme quadraiique, ou entend la valeur, prise négativement, du déterminant formé avec le système des coefficients [****). Ainsi, en posant
(") ^i.^i^, Journal de Crclle, t. XL, p. 3i6. —Voir Jacori, loc. cit.
("*) Gauss, Disquis. ariih., art. i53 el a()G.
(*"*) Foi/ Hesse, Journal de Crellc.i. XXVIII, p. -!\.
("***) Gavîss, loc. cit., art. I,') 4 et aCi/.
\PPI.I(:ATIO^S UKS D1^TKP.MINA^•TS.
— R sera dit le (Ictpriiiiiiaiit de la fotiiK^ // =^ 51 '^''•' •^' •'^z-
Le développement de ce déterminant résulte du § V, 2. Eu désignant par <x,^^ le coefficient de a,^< dans R. la forme quadratique
U = — 2 a,-,t Xi r<
est dite \3i forme adjointe [forma adjuncia) (*) de la forme donnée ii. On a (^^ \ . 2)
On a de plus (S VII, 1)
c'est-à-dire que le déterminant de la forme adjointe est la puissance [n — i)'^'"*- du déterminant de la forme proposée. D'après le § V, 2, on a
A,,< désignant le coefficient de a,,^ dans ^± a:,,, .
') Galss, loc. cit., 207.
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Or on a A,,/ = R"~^ «,,/; (§ VIT, 3) ; par ronséqueut,
Remarque. — Si la forme m est quadratique, ses dérivées partielles seront linéaires ^ par conséquent, le déterminant des dérivées partielles secondes de u (§ XIII^ 3) , de même que le discriminant de u (§ XII, 12), ne différeront que par un facteur numérique du déterminant de cette forme quadratique.
^ XV. — Des substitutions linéaires, et, en particulier, des substitutions orthogonales.
\ . Lorsqu'il s'agit de transformer une fonction donnée des variables x, , Xg , . . . , x^, en une fonction des variables ?'i » 7^2» • • • ijni au moyen des substitutions linéaires
■Vu —- è«,i .r. -+- h„,, j. H- ... -H b„_„ j„, le déterminant des coefficients de la substitution
s'appelle le dèterniinant [niodulus) de la substitution linéaire. Ce déterminant doit être différent de zéro, si Xx, Xi, ■ . . , x„ sont supposées indépendantes entre elles (§1X, 2:, § XIII, 3). La substitution linéaiie est dite
( •) Brioschi, Vct. (53).
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iuinnodulaire (*), lorsque son déterminant est éiial J,
unité.
% Si les fonctions linéaires./,,/,, . . . , y; j^s variables x, , X,, . . . , x„ sont transformées, par une substitution linéaire, en des fonctions linéaires des variables Ji,j2, •••,J«: le déterminant du système des fonctions transformées (§XIII, i) sera le produit du déterminant du système des fonctions données par le déterminant de la substitution linéaire {**).
Démonstration. — Soient
/„ =r rt„ I .i-, _|_ . , , ^ Q^ ^^ j.
les fonctions linéaires données. Par la subsiituiiun linéaii-e
on obtient les fonctions transformées
fn = C„,, J, -4- . . . -f-. C„ „ J„ .
On trouvera c,./ en multipliant .Xj , x,, . . . , x„ respectivement par a,^^ , a, g, . . . , a,,„, faisant la somme, et prenant dans cette somme le coefficient de r^ ,
(^iJ. = «,.1 ^l.< -+- ■ ■ .-T-«,.» è",/.
( * ) Sylvester, Cambridge and Dublin Mathematical Journal, i. \\\, p. j2. (*») Voir la démonstration alg.-l.riqiie de la régie de nmltiplicatioii (§ VI), par exemple, dans Joadiimsthal, ./oB/na/ deOe//c, i. XL, p. 22.
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Par le ^ VI, 1 , on a
3. Étant données les équations algébriques /(.r) = o et (p|x) = o, de degrés ni et ti respectivement, si par la substitution
pr H- qz
on les transforme dans les équations
et que Ton désigne en outre par R = o la résultante des équations données, et par R' = o la résultante des équations transformées, on aura
^'=={pq'-p'q)-"M*).
Démonstration . — En admettant que «j , «2, . . . , «„, désignent les racines de l'équation /"(j:) = o, et |3i , (3, , . . . , j3„ celles de l'équation cp(x) = o, on a identiquement
/{x)= «m(.r— a,) (.r — as). . .{x — a„), et par suite
u"<f(-] = b„{t— p,M) {t— Pjff). . .{t— P„m).
C) jACOr.i, Journal de Cr elle, t. XL, p. a/jS. — Salmon, Higher plane cuivcs,
p. agS.
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La résultante des équations
-■'■/[^)--=o, et «>(^) = o
est, de même que la résultante des équations ^*(,r) = o et çp (a:) = o, d'après le § Xî, 1 ,
'^i — ^k étant évidemment le déterminant des fonctions linéaires
t — a, II, t — p;(M.
Par la substitution linéaire
t = py +qz, a z= p' X -\- p' z,
le déterminant de f — a,Jt et de Z — (3^iz se change (i2) en
(a, — j3i.)(/^7' —p'ci),
et par conséquent
{pn'—p'u)""'J\{^^ — PO = o
est la résultante des équations transformées
Remarque. — Si Téqualion / (j;) = o est transformée,
par la substitution
py -f. (jz
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en la suivante
on trouvera, en procédant de la même manière, que le délei^minant de l'équation transformée se déduit du détermiiianl de Téquation proposée (§ XII, 9), en multipliant par
[jKj' — p'q)'"^'"~'\ parce que TT (a, — a<) est un produit
de m [ru — i) diflérences qui peuvent être considérées comme des déterminants de fonctions linéaires.
i. Une fonction f des variables jCj .ra , . . . ,jt:„ étant transformée, par une substitution linéaire, en uik; fonction des variables j)^i ,jz > • • • > J'» > le déterininantdela fonction transformée est- égal au produit du déterminant de la (onction donnée (§ XIII, 3) par le carré du déterminant de la substitution linéaire {*).
Dénioitslralion. — Supposons la fonction/ transformée par la substitution
ÔM .
i alors
d'f d\f dj:, ^ ^ d'f djc„
dY,dyi- djidj^ dyh ' ' fijif^f-^',, f(rk
djjdx, dYid.r„
(*) IIesse, Journal de Ciclle, l. XXVIII, p. 89 Le cas où la foncliony est quadraliquc a été traité, pour 11 = 2, par Lagraiige (^Méiiioires de l'Acadcwir de Bel lin, 177'^, p. 285), el pour h = ?>, par riauss( Disq. aiiihrn., j.fri^).
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el par suite (§ VI, 1 )
dy^ dy,
dy^ dy„
dyndy, dy„dy„ On a déplus,
dyi dxx dy, dx.
d'f dy, dx_ dyi dx„
dy„ dx, dy,i dx,.
dyi dxk dx, dx/^ el par suite, comme précédemment,
dV
d'f dy, dxi
dV
dy, dx„
dV
dy„ dx, dy„ dx„
df dx„
dx„ dyi
dx„ dx„ dxii
dx, dx, d'f
dx,, dx,
dx,, dx„
En multipliant entre elles les équations (A) et (B), il vient
dy, dy.
d'f dy, dy„
dy„ dy, dy„ dy„
dx, dx,
d'f dx, dx„
dx„ dx, dx„ dx„
5. Parmi les substitutions linéaires au moyen desquelles on peut transformer une fonction donnée, on doit particulièrement reniar(iner celles dans lesquelles la somme des carrés des nouvelles variables ne diffère pas de la somme
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des carrés des variables primitives. Ces subslitulions oui été considérées par Euîer {^Noi^. Conini. PetropoL, t. XV, p. yS ; t. XX, p. 2iy) ; par Cauchy [Excrc. r/e Math., t. IV, p. i4o) 5 par Jacobi [Journal de d'elle, i. XII, p. 7) ; par Cayley [Journal de Crelle, t. XXXII, p. 119), et d'après ime remai\{ue de ce dernier auteur, elles ont reçu le nom de substitutions orthogonales.
Si la fonction donnée dépend des variables Xi^x.2 , • • • ,x„, cl (ju'on la transforme, par la substilulion linéaire (orthogonale)
•<M = ^"m Ji 4- . • ■ 4-f,,„j,, ,
P-» = c„,, j, -h . . .-4- '•„.„/„, en une l'onction de y, , 73 .•••>/«> de sorte que l'on ait
les coelHcienls jouiront des pi opriétés principales suivantes.
l. Pour toutes les valeurs de < et de A, depuis 1 jusqu à //, on a (Euler)
••1,, f|j. -t-r,., Ci,/.-!- ... -h r,,,/ c.i, = o, a cause de ridenlilé
(';....ri + -
11. Pour iranslorjner la lonclion transformée dans la fonction pro[)Osée, il suHit (Cauchy) de substiluei les vah;iMS
.>■/ = ''t., •»■( H- <••• , x, -h . . . -f- Cn.iJ:,, .
M'PLiCATlOAS DKS DETKUMIJN AiSTS.
En cilei
le coeflicient de j', ayant pour valeui- ruuité, tandis que les coefficients des autres quantités s'annulent (I).
m. Le carré du déterminant d'une substitution orthogonale est égal à Tunité (Jacobi). Car par la règle de la multiplication (§ VI, 3) on a
en faisant
(li,k = t'i,, f|.<- -+- c,,,- c,j. H- . . . -f- c„,, <-■„,/..
Or on a <^,,< = o, <'/,^, = i (I) •, par suite le détenninatit cherché se réduit à son terme initial «'1,1 ch^^. . .(/,„n = i
(S il, 7)
IV^ En désignant par £ le déterminant d une substitution orthogonale, etpary,^^ lecoefficientdec,,;rdans£,ona (Jacobi)
Pour prouver cette identité, multiplions les identités
fi,< fl,/i -+-■•• + C»,/l f,,,^. = I
respectivement pary,^, , y,^., , • . . , y,,„ . On obtient, en iaibani la somme,
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Le coefficient de c,^/^ est e, et ceux des autres quantités
^'i,/.> • ■ • >c„j, s'annulent (§ III, 1 ).
V. Les coefficients d'une substitution orthogonale satisfont au nouveau système suivant d'identités (Euler) :
On a en effet (IV)
£ ('V,l Q.i H- . . • C,.n Ck.u ) = 7/,l
Or cette somme a pour valeur £ ou zéro, suivant que / et k sont égaux ou inégaux (§ III, 4 ) ,
VI. Entre les déterminants partiels que l'on peut former avec le système des coefficients d'une substitution orthogonale, il existe la relation suivante (Jacobi) :
-m+i, wi+i • ■ • '«!-+- 1,'(
CmA ■ . . C
On a en e<ïet (§ VU, "È]
in+\jin+\ ■ • • '■in+\j
• *'ii II
et, d'après (IV), en ayant égard au ^ III, 2,
La comparaison de ces (lcn\ identités conduit à celle qu il (allait démontrer.
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Il y a encore quelques relations moins immédiates entre les coefficients d'une substitution orthogonale, ([ui ont été indiquées par Euler dans le premier des Mémoires cités, et par Jacobi [Journal de Crelle, t. XXX, p. l^Çi).
(>. Puisque entre les n} coefficients d'une substitution
orthogonale il existe n -f- "-^ ^'équations (o, ï), ces
coefficients peuvent être ( onsidérés comme des fouclions de n- — n =: -^^ '- quantités indeter-
minées
bi.i, . . . , b.
Eli'ectivement, Euler a non -seulement indiqué le moyen
par lequel on peut, par — ^ transformations binaires,
mettre les coefficients dune substitution orthogonale sous
forme de tonctions de quantités indéterminées;
mais encore, pour les cas de n =^ i et de n = 4i il a exprimé ces coefficients rationnellement au moven des quantités indéterminées. En se servant des déterminants, Cayley (/. c.) est parvenu à représenter les coefficiciils d une substitution orthogonale servant à la transtormalion d'une fonction de // variables, par des fonctions rationnelles de
indéterminées.
Si l'on désigne, en ellet, comme plus haut, ces indéler minées, par ft|,->, . . . , /'„_i ; si de plus, sous les conditions,
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OU forme le dëleiniuiaiil
6n,i . - ba,n
«Ji que l'on désigne par j3,^< le coefficient de b.^i^ dans B, on aura
Ci,k
_ 2 W [ii^h
•> Ci,i =
2wp,-,, — B
[jour les formules générales d'une substituiion orthogonale dont le déterminant a pour valeur l'unité. Les coefficients d'une substitution orthogonale de déterminant — i s'obtiennent en changeant les signes d'un nombre impair de lignes parallèles, dans le système des coefficients qu'on vient de trouver.
Démonstration . — On peut faire dépendre les quantités
:t'i , Xa , . . . , Xn des quantités /i , /a , . • . , j^„ , en posant à la fois
./-,=: è/,,Z| -H ... -h bi,n Zn, Ji— é,,,3, -I-.. . -4- 6„,,Z„.
Par la résolution des systèmes linéaires
.r, z= ^,,1 3, -I- ... 4- /,, ,^ z„, Ji = A,,, z, + . . . -I- />„., 3„,
ou trouve (§ IX, l )
Bz, = [i,,, •>:, -h fiï,, JTj 4- . . . -i- p„,, .r„, Bz.= B,,,r, -4-fi,.,r... ^. . . -h [î.-.„j„.
Or ou verlu des hypothèses /?,^^ H- 6/,, = o, /;,^, = co, et des relations supposées entic .r,, y, et les quantités .3, ,
et par suite ou a à la fois Bji = 2W 3,,, x,-h . . . -h (2W P;,i — B) x,- 4- . . .
Bj:,= 2wp;,, J, -h . + (2wp,-., B)_)-, -f- . .
OU, sous une forme plus abrégée,
y i ^^ f 1,1 "^1 ~T" • • • 1" C/j,i ^n ? •^- = C>,^ Jl H- • ■ • + «'/.nj/i ■
De l'identité
j,r=c,.,(f,.,j,+...4-r,,«J.) 4-...4-c..,(^n..J.-r résultent les identités
ID
2 wS„., .7;„,
"n.nj II
qui font voir que ces fonctions rationnelles des indéterminées t, 2 , • • • > bn-\,n présentent le caractère des coefficients d'une substitution orthogonale (o, I).
Désignons par £ le déterminant de cette substitution orthogonale. On a alors (§ III, 2)
Ml, 3
En multipliant ce déterminant Bw", on trouve (§VI, i)
en posai) l
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Il,.l< = P,.i ^/..i w -I- ... H- / ['i,_, — — j/;^ , to -f- . . . 4- p,,„ Z>^ „
pi, ) b,,,^
En substituant ces valeurs, il vient (§ III, 2)
i '''l.i • • • f>un
''n,l • • • 'hi.n
et par suite z = i . Si enfin on donne des signes eontraires aux çoelîicients
ou aux coefficients
a M Or/.,.. . , CA.„,
le déterminant de la substitution change de signe (§ JTI, 1 ), tandis que les équations caractéristiques (5, I et V)
Of,i c,.i 4- C/î.,2 f/.-j + . . . + r/,,„ c,-,„ =: o,
n'éprouvent aucun changement
Exemples. — Pour /^ = a, on trouve
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Les coefficients des dirt'éreiits éléments dans B sont
Donc les coefficients d'une substitution orthogonale binaire de déterminant i sont les suivants :
Le déterminant aura pour valeur — i, si Ton donne aux coefficients les valeurs
V -+- lu
A -h .ÎJ^V
^-fX + AV
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coninu; Eulei- l'avait déjà aiinojioc dans le Mémoire ([u*nous avons cité en premier lien, p. ici. Ces coefficients ont été déduits par Rodrigues [Journal de Liouville, t. V, p. 4o5) des formules mêmes qu'Euler a établies [Nov. Comm. PefropoL, t. XX, p. 217) pour la transformation d'un système trirectangulaire de coordonnées.
Pour obtenir les coefficients d'une substitution orthogonale ternaire de déterminant — i, il suffit de changer, dans le système ci-dessus, les signes d'une ou de trois lignes horizontales, ou d'un pareil nombre de lignes verticales.
Pour n = 4, on trouve (§ VIII, 7)
fi)
— n fi)
fi-2! = [ — ntA —/s H- c^ — hh I f,), [^31 = (— èw — cf — g{j -!^ a/i)M, pu = ( — ^« -h hf — fig — /iQ)m,
pj., = (/iw+/^-|-fe— «/;)«, 83= = ( w' + .^- -I- c' 4- fl' ) w% P« ~ (— /w -+ S'A — hc —n 0)(,>,
m9 =- of -+- hg -\- (Il .
■'''w 4-/à'- — r/*^ — fe)w.
P2\ = (—goy-{-/if—ac—bB)bi , p34= (/w-f-g'// + fl9— ic)w ,
BC3,= [0.'-9^-(/2-«2) + (^■-•_/,2)_^/,2_,.:^J
etc. I
A l'aide de ces formules, on peut former immédiatement ^
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les coef'ficienls d'une substitution ortliogoiiale quaternaire, de déterminant i ou — ï .
Le système de valeurs de ces coefficients, donné par Cayley, dans le Journal de Crelle, t. XXXII, p. 122, contient deux erreurs (dansjSai, lisez /?/au lieu de — hf-^ dans Bcti, Bc22,---, lisez i — ô^ au lieu de i), lesquelles n'existent pas dans la publication plus récente de Cayley, Journal de Crelle, t. L, p. 3ij. Mais, dans ce dernier Mémoire, p. 3 12, i. 5, il y a une faute d'impression à corriger, lisez — dy' au lieu de + Jy'. Les coefficients trouvés par Cayley pour une substitution orthogonale quaternaire ont été donnés sous une autie forme par Euler [No^. Comm. Pelrop., t. XV, p. 102), qui les avait obtenus, dit-il , « nulla certa metliodo , sed polius quasi divinando. » Euler ajoute : « Si quis viani directam ad hanc solulionem nianuducentem im^estigauerit , insignia cerle subsidia aiialysi attulisse erit censendus. » Cayley n'a pas manqué de se rendre compte comment des coefficients qu'il a déterminés on peut déduire la solution d'Eu- 1er (voir Journal de Crelle^ t. L, p. 3i2). En posant, dans le système ci-dessus,
,y — cl r — <
CJ-h
et changeant les signes de la dernière ligue horizontale, ce qui fait prendre au déterminant de la substitution orthogonale la valeur — i, on obtient sans aucun changement le système d'Euler. Car le second élément de la seconde ligne horizontale est écrit, dans le Mémoire d'Euler, par une faute d'impression, — ds au lieu de H- ds^
Les substitutions orthogonales binaires ei ternaires
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équivalcui, en géométrie, à la liaiistormalion des coordonnées rectangulaires. Pour passer du système rectangulaire a:, y, au système rectangulaire .r', jj^', en supposant que .r, y, x',jr' soient des directions situées dans un même plan, il faut faire la subslilulion linéaire qui a pour coefficients
cos.rx', COSJîx',
cosjr.r', cosjj'.
Si l'on donne le même signe aux angles décrits par des rotations de même sens, de sorte que
on a
xy' = x.r' -f- x' y\ yx' = yx -»- xx', y y' =yx -f- xx' -\- x' y' ,
Si maintenant les angles xj et x'y' sont tous les deux = 90*^, on a
cos.rj' =:t — sin xx', cosyx' =. sin xx', cos yy' = cos xx' .
Si au contraire xj = 90° et x'j' = — 90°, alors
cos xy' rr: sin xx' , cos jx' = sin xx', cos y y' = — cos xx' .
On a donc, comme on le sait d'ailleurs, pour passer à uji système de même sens, à faire la substitution linéaire
cos xx' , — sin xx' , sinj:^', coso?^',
de déterminant i. Pour passer à un sysième de sens contraire, on devra faire la substitution
cosx.r', sin .rj?',
sin xx', — cosxr',
de dcterniiî>ant — i .
Ce qui précède s'accorde avec un théorème goniomé-
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trique connu {voir ci-après, § XVII, 1), d'après lequel, })pur des directions quelconques x,y, x',f' dans un même plan, on a
ces xz cos -rj cos y.r' cosjr'
= sina,y sin.r y ,
d'où il suit que ce déterminant est positif ou négalit", suivant que sin xy et sin x'y' sont ou ne sont pas de même signe.
Réciproquement, des équations
ces' j:.r' 4- ces- xy' = i , cos.rj?' ces yx' -+- cos x}' cos/r' = o , cos''yx' -t- ces- r >' = i ,
on conclut que sin^ xy et sin-x'}' ont pour valeur lunité. On a, en effet, par la règle de la multiplication
cos.rx coso:^"' sin' X Y sin- x'y' =
cos jrx' COS y y'
cos- a-j:' H- cos^rj' , cos jx' cos.rj:' H- cos x>' cos jr'
cos j::r' cos r-r' + cos xy'cosj}', cos'jx' +cos=jy
Pour rendre les substitutions rationnelles, il suffit de prendre les formules cosx.r' = cos* — f i — tang* — j^etc, et d'exprimer les coefficients de la substitution au moyen de tang — • T^oir 6, exemple i.
8. Pour passer du s^-stème de coordonnées rectangulaires x, r, z au système de coordonnées rectangulaires ,r', r', z\ il faut employer, comme on sait, la substitution
linéaire
cos.r;r', cos xy y cosxz , cosvj:', cosjj', cos_xc', coszx\ coszy', cosz;',
l64 SECOJSDE PARTIE, § XV.
dont les coefficients doivent satisfaire aux équations (5, 1), et sont par conséquent Ibnctions de trois quantités indéterminées. Soit O l'origine commune des deux systèmes de coordonnées, et soient X, Y, Z, X', Y', Z' les points où les directions des coordonnées positives rencontrent la sphère de centre O et de rayon égal à l'unité. Les systèmes de coordonnées seront de même sens ou de sens contraire, suivant que les triangles sphériques XYZ etX'Y'Z', ou les tétraèdres OXYZ, OX' Y' Z' seront de même sens ou de sens opposé.
I. Deux figures sphériques étant semblables, égales et de même sens, il existe un point S, qui est à lui-même son propre correspondant, et qui est situé de telle sorte que l'on a
SX = SX', SY = SY', SZ = SZ',
angle XSY = X' SY', YSZ — Y' SZ', XSZ = X'SZ', XSX' = YSY' =: ZSZ' (*).
D'après une proposition élémentaire de trigonométrie sphérique, on a par conséquent, en désignant OS par s et l'angle XSX' par cp,
CCS xx' = ces- SX -h sin' ^.r cos ^ = cos' sx [i — ces cp ) + cos (f , ces xj' =^ cos^ sf -h sin' sy cos ^ = cos^ sy [i — cos tp) -h cos <f , cos zs' = cos'^z -t- sin'ic cos cp =r cos'^z (ï — COSçp) + COS^.
En désignant, de plus, par 9 les angles égaux XSY, X'SY', on a, d'après la même proposition de trigonométrie,
cos.rj'=cos^.r cos.vj' -h sïnsx sin^j' cos (^ -f- 6) = cos^o: COS.VJ + smsx sinsj cosç cosô — sin.îA'sin^/sinip sin 9.
(*) Voir le Mémoire de l'auteur Sur l'égalité cl la similitude, etc. Dresde, i852, §§ 3i et 52. Aux sources qui y sont citées il faut ajouter : EuLER, De centra similitudinis{No('a Acla Pctrop., t. IX, p. ifi/i).
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Mais, à cause de
cos xy = cos^j: cos sy H- sin sx sin sy cosô = o , sin SX sin sy sin G = 60XYS = sin xy cos sz=. cos fz ,
il vient
cos xy' = cos SX cos a j ( i — cos y ; — cos^z sin 9 .
De la valeur de cos xy' on tire celle de cosj^a:', puisque l'augle YSX' = YSX -+- XSX' = — 9 -h 0, d'où l'on voit qu'il suffit de changer çp en — 9, pour avoir
COSJx' =r COSi.r COSJiX (l — COS y) + COS i'Z sin û/.
On a de même
cosrz' = cosij cosiz (1 — cos<p) — cos^o: sino, COS zj' = cos sy cos ^3(1 — cos o ) -f- cos sx sin y , cos zx' =i COS 5S cosja:{i — cosçp) — co%sy sinip, cosarz' = cos .y: cos j-jt (1 — coscp) -H cosi'jsin 9 (*),
les trois premières des quantités auxiliaires sx^ sy, 50, eu étant liées entre elles par l'équation
cos' SX -f- cos' sy -+■ cos^ ^2=1.
Pour rendre rationnels ces coefficients de la substitution,
introduisons -o: il vient
cos XX = cos' - (B -1- 2 cos- s.r sjn- - © — sin- — » , 2 ^ 2 ' 2 '
cos XY = 2cos5,c cos^r sm- — 'j> — 2cos5zsin — o/cos — o.
;"*) Ce sont là les formules trouvées par Euler, Noi'. Comm. Pctrop., t. X\ . ]>. .217, formules que Jacobi a rappelées (Journal de Ci elle, t. Il, p . 18S 1. en invitant les géomètres à en simpliller la démonstration.
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et de même pour les autres. En posant
("osAvrtang — (p=: / , cosi)- tang — (p=:fy., cos^; tang — (p = v.
d'où résulte
tang' - tp = V -f- p^ + v% î — = I +).- + fx^H-v%
COS'^ — ffl
on obtient le système ci-dessus de coefficients rationnels d'une substitution orthogonale ternaire (6).
II. Deux figures sphériques étant semblables, égales ei de sens opposé, il existe un grand cercle, son propre correspondant à lui-même, dont le pôle S a pour correspondant le point diamétralement opposé, et tel qu'on a
SX-^SX'= i8o°, SY-4-SY'= i8o% SZ -h SZ' = 1 8o- , angle XSy=X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ',
XSX' = YSY' = ZSZ'.
En employant toujours les notations précédentes, on a
(•os xx' = — cos' SX -+- sin' sx ces '^ = — ces' s.r ( i -)-cos cp ) -t- cos «p , vosxy' = — cosix cosij 4- sin sx sIdaj cos («; H- 9) = — cos SX cos s Y ( I -l- cos (f ) — cos sz sin «p , etc.
Ces formules ne diffèrent que par le signe de celles qu'on a trouvées précédemment, en y changeant cp en i8o° — (f. I. angle iBo" — -ip est celui que le système x',y',z' doit décrire autour de l'axe v, pour <[ue X' Y'Z' cojncidc avec la figure symétrique de XYZ.
III. D'après le théorème de \. Staudt (voir ci-après. ^ XVII, (>) , on a, pour des an^lfs cl des positions quclcon-
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4ues des axes coordonnés,
cosxj:' cosjtj' cos xz' cosj'x' cos^j' cos j> z' I cos z.r' cos 3x' cos 3z'
= 360XYZ.OX'Y'Z'.
Par suite, le délermiuant est positif ou négatif, suivant que ces tétraèdres, ou les angles solides formés par les axes, sont disposés dans le même sens ou en sens contraire. Dans un système rectangulaire, le tétraèdre correspondant a pour
mesure TT de l'unité cubique; donc le déterminant de la o
substitution orthogonale sera -\- i ou — i, suivant que le nouveau système sera disposé dans le même sens que 1 ancien, ou en sens contraire (*).
ÏV. Réciproquement, des équations
cos'j^x' -h cos' j:i ' -»- cos-xz' =^ 1 .
cos^jx' -4- cos-/> ' -+- cos'jz' = l ,
cos' zx' -f- cos' :>■' -4- cos- ce' = i , cosa7a:'cosj>.r' + cosxjr'cosrf' -4- cos.rc' cosyz' = o, cosj:x'cos:t' -+- coixjr' cos zy' + cos^rc'cosz:;' = o, cosror'cossj;' -f- cos/j'ccssy' + cosjc'coscz' = o,
on conclut que les systèmes j:, y, z et x', j', z' sont rco tangulaires (**). On a, en effet.
360XYZ.OX'Y'Z') =
en faisant, d'après la règle de la multiplication des déter-
On
fl,;
an
rt,.
(*) C'est Jacobi (Journal de Cielle, t. XV, p. 3oç)) qui a fait remarquer 10 raractère distinctif des délcrminanls des substitutions. Voir Moebiis, Sujlique, § i'i7; Mac.ms, Gcomctric analniqur de t'espace. % \'?i
(") DeDERIND, /oiH/Irt/ (ft- Crcll(\ t. I,, p. 272.
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niinanls (§ VI, 1),
<^/,, = cos.x-x' cosxa:' -I- cos.tj' cosxy' 4- cosxz' cosxz' = i , rt,2 := cos.rx' cos/.r' H- cos.rj'cosjj' H- cosa,"'cos/z' = o,
de, de sorte qu'on a
«ij
On a maintenant
60XYZ = sin.rj- sina:zsin yxyyvzj, etc.
Mais le produit des sinus n'est égal à l'unité que lorsque les angles sont droits.
9. En désignant par c, i,. . . ,c„ ^ les coefficients d'une substitution orthogonale ayant pour déterminant e, c'està-dire H- I ou — I , et posant
fN =
Ci.l
Ci,n
l'équation f [^■) =o est réciproque, et, à l'exception de la racine — £, qui y satisfait dans le cas de n impair, elle n'a aucune racine réelle (*).
DénionsLration. — Le développement du déterminant / (3) suivant les puissances ascendantes de z (§IV, 4) permet, au moyen de la propriété, démontrée dans l'art. 5, VI, des déterminants partiels appartenant à /( o ), de reconnaître immédiatement que les coellicients de z*^, z% s®, . . .
') HriiimHI, Joui nul fir l.ioiuillr, I. \IX, p. afi',^ .
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ne ditîêrent que par le facteui' s des coefficients de 2", z"~\ z"~^, . . . , et que par conséquent
ce que l'on peut constater en faisant le produit des déterminants s et/{z). D'après cela, on a
etainsiy( — e) devra s'annuler identiquement lorsque n sera un nombre impair. Pour arriver à une conclusion sur la réalité des autres racines de l'équation f{z) =0, formons (§ YI, 4) le produit des déterminants
r/,^, — z- zd^_. . . . zd,_n
zd„^, zd„^. . . . d„„ — z-
eu posant
<//,, — s' = C;.,C,^, H- . . .-h (c,,,-h Z)(C,„ — z) H- . . . + '•,,nt',,„,
et par suite
et
zdi^k = c,,, C;;.,, H- . . . + {ci,i H- s)c/;-,, + . . . H- r,,^^.* — z)
et par suite
desorteque</,,A -f- c?/,, = o. On a par conséquent §( V11I,7)
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les coelticifuls des puissances de z éumlposilils, d'après
l'arlitle cité. Donc, pour louie valeur réelle de z, la quanlilé
suivant que n est pair ou impair, est positive, et par eonsé- (|uenlj (s) est différent de zéro.
10 Etant donnée uiu^ fonction homogène et entière, du
second degié, de n variables jt'i, Xa, . . . , a:„,
on peut, au moyen de la lésolution d une équation du degré//, la transformer, par une sulDstilulion orthogonale déterminée, en une fonction entière et homogène de n variables, qui ne contiendra plus que les carrés des nouvelles variables (*).
Démonstration. — Far les-^ conditions exprimant
que les produits deux à deux des variables disparaissent de la lonction transformée, la substitution orthogonale qui sert à la transformation se trouve déterminée (6). Or, dans la substitution orthogonale
■^'=^ «^''...Ki -t-. • .-4- 0,«/«,
on a (5, II )
C) Caucuy, Exercices de MnlhcDialtijues, t. IV', p. i/|0. — Jacobi, Journal de i'rclle, t. XII, i>. 1 . — I^E Besgue, Journal de Liouville, t. Il, p. 1557. C'est sur <(!tlo pro))Osiliini que, io|i(isi' auulvlirinenionl l'oxislcncc dcsaxi'S principaux rcclangiilaircs (les liniics cl îles hinraccs du 2' dogrr, dont le coiilre est a '1110 dislaiii'C' litiic .
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Si l'on doit avoir, par celte substiliilion,
il faudra que l'on ait. pour toutes les valeurs de a'i, .1 j , . . . , x„ ,
V a,,i,-^,xk=z g, (c, , x, -j-. . .-\-c„,^x„Y-\-. . . i,k
et par suite
En multipliant les équations
û,_n gi C/^, C,,,, -f- . . . -|— §„ Ci.n^n.m
respectivement par c,,^ c, ,;, . . . , c,.,^, et faisant la somme, on trouve (o, I)
Du système linéaire
Cn.kO^.n =0,
-<-...+ <^»,A ( «„.« gk)=^0.
il résulte enfin (§ IX, 3, et § VII, 5)
«1.1 gk «1,7
■ • = V^?i (i^rô : vV{h*^ • v/?'(^'x)
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^i{z) désigiiajit le coefficient de a,, — z dans le déter-
minant
Maintenant, à cause de
on a, pour déterminer les coefficients de la substitution orthogonale cherchée,
Ci.k
Cl.k
= s/f^{§k) : slf^igk) : ... : s/'fnigk) : sl<fi{gk) -i- ■ ■ • + fn{gk).
Les quantités g^^ g^,. . . , gn sont les racines de l'équation du degré n,f{z) = o. Aucune d'elles ne peut être nulle, cary^(o) est le déterminant (de Hesse) de la fonction quadratique V, et ridentitéy(o) = o indiquerait que V serait en réalité une fonction de moins de n variables (§XII1,3).
L'équation f{z) = o ne peut avoir de racines imaginaires ou complexes. En effet, en vertu des proportions précédentes et de l'équation
on a, pour chaque couple de racines g,, g^ ,
s/9>{gi)s/<?^igk)-h. ■ • + s/fu{gi)s/9nigk) — o. Si maintenant on avait
-, =p + q v'~ et sJ^Âji) = P. -h Qr V^^ ,
\\ rxisU'uru uur auUr lacinr gi = p — {j \/ — j. cl par
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suite v/(|),. {gi) = P, — Q^ v' — ï • I^« là résulterait
et la somme de pareils produits ne pourrait être nulle, à moins que ^r{gi) ne s'annulât pour /' = i , 2,. . ., n. Or (^r (z) est une fonction du degré n — i et de même nature que y (2)^ elle ne peut donc s'annuler pour z = jO^, que lorsque des fonctions de même nature et de dogrr inféricuis'annulent, ce cjui est impossible pour des fonctions du premier degré.
Dans le cas où deux ou plusieurs des racines de l'cquationy^(z) = o deviennent égales entre elles, la transformation cherchée de la fonction V n'est pas complètement déterminée, parce que deux ou plusieurs lignes parallèles
des coefficients de la substitution prennent la valeur -•
En effet, si g/, est une racine double de léquation ^ ( ^ ) = o,
ou a, en vertu de l'équation remarquée ci-dessus,
?i {§!<) -h r^igk) + ...-!- <p„(^0 = 0,
ce qui s'accorde avec la condition qu'il faut développer, d'après le § III, 10,/' (^i) = o (§ XII, M). Les quantités cp, [g),). <p2 (g"/.)'* • • ^'^"' ^^ n^ême signe, puisque le produit de deux quelconques d'entre elles est égal à un carré positif {§ VII, 5). Leur somme ne peut donc s'annuler que lorsque chacune d'elles est nulle. Donc, dans les valeuis fractionnaires trouvées pour c^^^ , c^^i, . . . , c„^<, les numérateurs s'annulent, ainsi que les dénominateurs.
Remarque. — Par la transformation précédente de la fonction V, on reconnaît les maxima et les minima que présente la fonction donnée lorsque les variables sont assujetties à la condition
x] -^ xl 4-- . . H-.f'.= 1.
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Comme on a alors on même temps il s'ensuit que
— Sk+[8^ — Sk) j] -^. ..-^{gn — 8k)y\-
De là résulte évidemment que V ne peut pas être plus grand (ou plus petit) que g,,^ si g^ désigne la plus grande (ou la plus petite) des quantités g^^ g^^. . . , g^-^Si fonction V obtient cette valeur, lorsqu'on fait y^ = o, j)^2 = o, . . . , 7^;;= I , . . . , I „ = o , c'est-à-dire lorsqu'on fait
En traitant directement ce problème, on a les conditions
dx^ d.r^ dx„
à satisfaire, et l'on a
dW
et par conséquent
ai,, .r, -I- c/,,2 .r.-.^ 4- • ■ • -I- «/,« j:^,, = p.^/.
Celte équation n est autre chose que l'équation trouvée cidessus ,
fl,M <^i.k + fi.i C-i.h H- ... -F (lin C,,./, = gk C,,ii,
en remplaçant 1 inconnue [x par g^/ , et les inconnues .Xj, Xs,. . -, ^» par Ci,,(, C2,j(,. • ., c„,/,.
I 1. L'équation f{z) = o, qui se dislingue parla réalité de ses racines (lo), se présente dans plusieurs recherches,
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par exemple, dans la déterminaliou des axes principaux des lignes et des surfaces du second degré, dans la détermination des axes principaux d'inertie d'un corps donné, dans le calcul des inégalités séculaires des planètes (Laplace, Mémoire de l'académie de Paris ^ 177^, t, II, pp. 2g3 et 362). Lagrange a démontré la réalité des racines d'une telle équation pour le cas du troisième degré [Mémoires de l'académie de Berlin^ ^77^ 1 P- 108). Cauchy (/. c.) a démontré cette propriété pour le cas d'une pareille équation de degré quelconque. La réalité des racines pour cette classe d'équations a été démontrée d'une manière nouvelle et directe par Kummer [Journal de Crelle^ t. XX^ I, p. 268 ; i;oz'r Jacobi, Journal de Crelle, t. XXX, p. 4^)5 dans le cas du troisième degré, et par Borchardt [Journal de Liouv^ille^ t. XII, p. 5o), dans le cas d'un degré quelconque. Sylvester [Philos. Mag.., i852, t. Il, p. i38) a donné de la même propriété la démonstration suivante, qui n est pas moins directe (*).
Soient
«.,< =^ Ok,
et
«1.1 — ' Oi,
on aura
Cln.l • ■ • ^11. n "
(*) A l'histoire de ce problème se rapportent encore les Notes de Sylvester {Philosophical Magazine, iSj',^, t. H, p. 21/)) et d'Hermite [Comptes rendus. i8'>5, t. XLl, p. i§i)
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eu posant, d'api es la règle de la multiplication des déterminants (§ \I, A),
et par conséquent
^/./ = «,,1 «,,,+...+ «,-,„ rt,,„,
Le déterminant/(z)/'( — z), développé d'après le § IV, 4, donne
chacune des quantités R,„, telles que
étant une somme de carrés (§VI, 2). Par conséquent f (7 V — ï) ./( — V V — 0 <"st positif pour toute valeur de (j-^ donc ^ \/ — I n'est pas une racine de réquation/'(2) = o. En posant de plus z = p-{-z', et changeant J'(z) en F (2'), alors, pour la même raison, g \/ — i ne peut être racine de l'équation F (2') = o, et par suite p -i- q s/ — i ne peut être racine de l'équation f{z) =0. L'équation f[z) = o n'a donc que des racines réelles.
§ XVL — Surface du triangle et. volume du tétraèdre.
I . Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques ;x, y et Xi^jy les coordonnées, parallèles aux axes, des deux points A et 13-, désignons par /, r^ les longueurs OA, OB, et
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prenons, de plus, la surface du iriangle OAB positivement ou négativement, suivant que la rotation déterminée par l'ordre des points O, A, B, est ou n'est pas de même sens que la rotation qui sert à décrire les angles positifs. On a alors
2 OAB =r rr, sin rr, =
sin .vy (*).
Démonstration. — Il résulte immédiatement, de l'hypothèse faite sur le signe de l'aire du triangle, que ri\ sin rr, s'accorde aussi pour le signe avec 2 OAB. Mais on a (§111,2)
/■' rj sin- rj\ = r- r]
I , cos /"/•,
ces rr, , I
rr , 7T| cos r/'i
/r, cos rr, , /•, /•,
Or on trovive, au moyen de la projection orthogonale.
r co%xi= X -h j cosxy,
r cos y/- = .r cosj") 4- r ,
r =; .r cos.rr -\- r cos yr,
r, cosrr, r= x, cosj: r -\- y ^cos yr.
La règle de la midtiplication des déterminants (§ VI, 1 ) donne
X {x-\-ycos.Ty)-^y [x cos xy -\- y ) , x (jr, -f-j-|COSJ7j) -f-j (x, cos:r)--|-_7-, X\ {x->ryco%xy) + j, (jrcosa'j-f- j), x^ [x^~^ y^cosxy) -f-j, (j:,cos.rj+j,
X -hjcosxy, xcosxy-j-y ■''^ I -h .y I ^os xy , .r,cosx} -{-y,
t , cos xy
cos xy, i
( *; Cette formule est contenue dans un théorème de Varignon {Méni. Je Paris, 1719, p. 66). Elle a été donnée sous sa forme actuelle par Monge, Journal de l'École Polytechnique, XV cahier, p. 68. C'est sur elle qu'est fondée la formule pour la surface d'un polyf;one, que Gauss a insérée dans les Additions à la traduction de la Géométrie de position de Carnot par Schumacher. On en trouve une démonstration {;éoniétrique riffoureusc dans la Statique de Mœbiiis, § 3;'j.
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De là résulte, £ étant égal à H- i ou à — i ,
rr\ sin /r, r= s
sin xy.
Lorsque j et x^ sont nuls, r se change en .r, /, enji. Par conséquent e = i .
Remarque. — Si le point B est infiniment voisin du point A, on a
A, = /• -h dr,
ri=.7- + fly- En désignant par 0 l'angle xi\ on a
?.OAB=T 7-2 r/ G —
,r -+- (t.r, r -\- dy
en appliquant le ^ III, 4.
sin xy
r/,r dy
sin.t) ,
2. Par sinus (Je Vangle solide [trièdre) formé par trois directions x^j, z, on entend, d'après v. Staudt [Journal de Crelle, t. XXIV, p. 252),le facteur par lequel il faut multiplier le produit des arêtes qui aboutissent à un sommet d'un parallélépipède, pour obtenir le volume du parallélépipède. En désignant ce facteur par ûnxyz, on a, comme on sait,
sin.ryz r^ sin^r sin j;; , z = sin.r> sin.rz s\nxy, xz ,
xy^ z et xj^ xz désignant les angles que fait le plan xy avec la direction z et avec le plan xz. Par analogie avec l'équation
%uvxy
I ces xy
cos xy I
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on trouve
Sin'.rrrs =
cos.n rog.rz
cosj7> i cos rz
cos.rz cos 13 1
I — coft^xr — cos^r-; — cos\rz -+- 2cosxjcos.rzcosjz *
4 sin sin '— sin — sin -^^~- —
Déinoiistratioft. — De réqualion
sîn j-r sinxzcoso:^, xz = cos/z — cos «y ces. rz, il résulte
I — cos-xy , cosr:
cos/z — cos j"r cos.rz, i
I , cos.rr — cosorj
— cos J'Y cos xz
— cos xz
cos xz
rosxv,
- ces-.»;;
cosxz,
cos > z -
- cos xy
cos xz, I
cos X r
cos.rz
COS.f )
cos JZ
cos rz
cos > z
vz — cos xj- cos rz I
en appliquant les principes du § II, (3 et du § III, i. Ce déterminant, développé d'après le § ^ , 2, donne la formule due à Euler (lYor. Comm. Petrop., t. W , p. i58), et cette formule se transforme aisément, comme on sait, en un prorjuit (Legendre, Eléments de (îéométrie, Note \).
3. Lorsque Ton a à considérer plusieurs tétraèdres et leurs angles solides, il faut distinguer les cas où ils sont de même sens ou de sens contraire. Le sens des figures dans l'espace n'étant pas changé par une translation parallèle, il suffit de comparer les angles solides dont les arêtes x, j>', z et /■, r, , r, parlent d vin même point O. Si les directions de ces arêtes (et non les directions opposées) rencontrent
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la sphère, décrite du centre O avec le rayon i , aux points X, Y, Z, R, Rj, Ra, les angles solides xyz et ri\T\, ainsi c|ue les tétraèdres OXYZ et ORRiR^, seront ou ne seront pas de même sens, suivant que les triangles spliériques XYZ et RRj Ra, vus du point O, seront ou ne seront pas de même
sens. Dans le premier cas, s'inxjz r= s'inxy smxy ,z et
sin /Vj/g = sin/7'i sin/7'i,/'2 seront de même signe, parce
que, dans des angles solides de même sens, s\nxy,z et
sin/v'i , /"a doivent être de même signe ou de signe contraire, selon que sinoy et sin/Vj, seront de même signe ou désigne contraire. Dans le second cas, ces mêmes quantités sont de signe contraire.
A. Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques; (.r, j", 2), (xi, ^1,^1), [x.,, j-g, Zj) les coordonnées des points A, B, C, et désignons les distances OA, OB, OC par r, /j, i\. Enfin prenons le volume du tétraèdre OABC positivement ou négativement, selon que sin/Tj/'a sera pris positivement ou négativement. On aura
6 OABC = /r, /-j sin rr\ r. =
sin. rrz (*).
Déiiionsf ration. — On a ( 2 )
I cos rr^ cos rr.2
; ' r] r] sin^ r/\ /-j =: /•' /-^ /■
cos rr, I cos r,r, cosrT-2 cos r,r. i
rr rr, cosr r, r r.cosr r,.
n\ cos /y, / , r, r, r. cos /', /\,
rr. cos / r.. /■, / ,, cos r, r-, r-, r.
(*) Laorange, Sur les Vyrnm., i/j {Mémoires de i Académie de Berlin, 177'», p. \f\\)). — MONOE, loc. cit. — MoEBllis, Slatit/uc, §63.
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Or ou a, par la projection orthogonale,
/• cosxr := X -f- j cos .rj -f- z cos xz = X,
rcosyr = x cos xy -h ,) -r- z cos jz = Y,
/•C0S3/- ■=- X COS xz -|- j cos jz -\- z = z,
/• =: .r cosxr -f- j cos jr 4- ; coscr,
r, cosr/-, =r j:,cos.rr-|- j,cos } r +z,coszr,
etc. Si l'on désigne par Xj, Y,, Z, les quantités analogues relatives à Xj, jj, ;3i 5 par X.,, Y,, Z2 les quantités analogues relatives à j:.,, ^^2 5 2.,, on a
rA- = .rX 4-7 Y -f-;Z, r/-| cos /T, := .r, X -I- J, Y -h 3, Z
= ^X,+jY,4-2Z,,
etc. Par conséquent, en appliquant le théorème du§ VI, 1, on a, au lieu du déterminant ci-dessus, le produit
Donc, en désignant zb i par î,
X, Y, Z. I z= X, Y. zJ
1 COSJ^/ cosxz
COS./.J [ COSJZ
cosxc cosj:; i
rr,r,%\nrr^r,^
sin xyz
Si, parmi les coordonnées des points considérés, .ï", j 1, ^2 sont seules ditïérentes de zéro, toutes les autres étant nulles, alors /'coïncide avecx, i\ avec y^ r^ avec z^ et le déterminant se réduit à son ternie initial (§11,7). Par conséquent e = i .
Remarque. — Au moyen des théorèmes (I) et (i), on peut interpréter géométriquement les plus simples des identités établies au § 11F. 1 1
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5. Soient donnés les points A, 13, C par leurs coordonnées [x, j), {a:i,ji), [x^, y,), rapportées à deux axes tracés dans le plan ABC. On a
ABC= I
sin j:j (*).
Démonstration. — Par rapport à un système d'axes mené par l'origine A parallèlement aux axes donnés, les coordonnées des points B et C seront [x^ — x, fi — y), (Xa — X, ji — j) 5 on a par suite (1 )
sm -ry.
En appliquant ce qu'on a vu (§ II, 5 et § III, 4), on trouve, au lieu de ce déterminant,
Remarque. — Toutes les fois que dans la formule ABC on permute deux lettres, la surface du triangle change de signe. Elïectivement, le déterminant des coordonnées éprouve un changement de signe par la permutation de deux lignes horizontales (§ II, 4). Par le développement de ce déterminant, on obtient l'identité connue
ABC = OBC + OCA -h OAB.
Pour exprimer la condition que A soit situé sur la droite BC, c'est-à-dire pour l'équation de la droite p. ssant par B
( * ) Cette formule connue a été donnée sous celte forme par Cayley, Camhiige Math. Jouiti., l. H, p. 368, et par Joachimsthal, Journal de Crelle, t. XL,
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et C , OU trouve . à cause de ABC = o dans ce cas ,
1 Xj y,
6. Si les points A , B, C, D sont donnés par leurs coordonnées relatives à trois axes (x, 1*, z), (j:, , jx, ^i), [Xt, r*, 22)5 (-^3, X3, -^3) , on a
I or, j, s, I J7, y-, Z; I .3:3 Js ^i
sin .r/c (*).
Démonstration . — Si l'on mène par A un système d'axes parallèles aux axes donnés et de même direction , les coordonnées des points B, C, D par rapport à ces axes seront [Xx — x,y\—x, Zi — z), {Xi — x^y^— y, z^ — z), etc.; par conséquent on a {A)
6 ABCD = x, — x, y-i—y, z, — z sinxjc.
En appliquant ce qui a été vu (§ 11^ o et § III, 4), on trouve, pour la valeur du déterminant multiplié par sin xyz ,
i's Jj S
Bemarque. — Lorsque dans la formule ABCD on permute deux lettres, le volume du tétraèdre change à chaque
C ) CaVLEY, loc. cit. — JoACtlIMSTHAl , (oc . Cil
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fois de signe, ainsi que le déterminant qui entre dans sou expression.
La condition pour que A se ti^ouve dans le plan BCD , et par suile l'équation du plan BCD, est ABCD = o , c'està-dire
I jr, y, c, 1 x-, Jj z.
OU , en développant ,
I Ji 2,
dont on aperçoit immédiatement la signification géométrique.
7. L3\. position du point P par rapport au tétraèdre OABC est déterminée par les rapports des tétraèdres
OBCP : OCAP : oabp : oabc = p, : j;^, : p, : i (*) .
Soient, en efïet, (xj , y^, Zi), (Xa, jg, ^a), (xj, js, ^3), {x,y, x) les coordonnées de A, B, C, P par rapport à trois axes passant par O. On a (4)
et ainsi de suite.
En développant ces équations, et désignant par £,, /;,. ,^1,. . . les coefficients de Xj, ji, z-i,. . . dans le détermi-
x-j y-. Zi
( * ) Laguangk, Sur la Pyrnm., 2S .
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naul \ , il vieut
ibf)
Or on a (§111, i)
te. Par conséqueut
etc
II
Pour déterminer le rapport PABC : OABC = /7. , développons le déterminant
jr, >-, c,.
JC, J, 3,
I X|J"| Z| I Xj/, z,
1 a^aj, Z3
c'est-à-dire (6 et -4) ,
PABC = OABC — OBCP — OCAP — OABP , (III)
f* = I U, M II.-
De là résulte, a, />, c, r/ étant des quantités quelconquet..
a -In bx -\- ry + </z = jxrt -|- u, (fl + bx, -+- c/, -+- dz,] -h y.; (a -+- bx. -+- cjT: -\- dz-,) ■+- u (i + bx^ + cy . + ^3^,).
Pour trouver la signification géométrique de cette équation, concevons le plan qui a pour équation
t^l^^l il + bx' + 0 ' + ^'
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Si ce plan est rencontré par des parallèles aux z , menées par P, O, A, B, C, aux points F, O' A', B', C, et que Fait pour coordonnées x, y, z', on aura
a -\- bx + cy ~i~ ^^' ^^ ^ )
a -^ bx ^cy + dz = rf(z — z' ) = rf . P' P ,
etc. On a par conséquent Féquation
(IV) P'P^pi.O'O+p, . A'A + f;i, .B'B + ,a, .C'C(*),
où l'on peut entendre par P', O', A', B', C, les intersections d'un faisceau quelconque de parallèles , menées par P, O, A, B, C, avec un plan quelconque. Par suite on voit que P est le centre de gravité des niasses f/ , /jii , f/g , fXg , placés en O, A , B , C , et dont la somme est égale à l'unité.
8. Soient Ai , Bj , Ci les milieux de O A , OB , OC ; le tétraèdre OABC sera partagé en deux parties équivalentes par chacun des plans AjBC, ABjC, ABCi , et le centre de gravité P du tétraèdre OABC se trouvera sur chacun de ces plans médians, de telle sorte qu'on aura
A,BCP=o, AB.CP — o, ABC,P = o.
Al ayant pour coordonnées '-Xi , 7/1 , 7^1 , on a (6) , d'après les notations précédentes,
I X2 y-i Zi I "^i y% Z3
(*) Feuerbach, Untersuchung der drcieckigen Pyramide, p. 5. — MoEBius, Barfc. Cale, cap. i . Les quantités ,«, //.,, /x^, //j sont les coordonnées baryrciitriques ( coeiïicicnls coordonnés ) du point P par ra])port à la pyramide londamentalc OAIU', selon Mœbius et Feueibach
etc. Par conséquent
2 p., -h U, -+- fi,, =: t,
Ut -f- 2 p.; -h fX; = I ,
p., -f- Uj -f- 2 p.;; =: I,
d'où 1 on lire
Donc a = -T» et l'on a
^, -f- •^•. -I- ^-3 J, -h J-i + Xi Z^-\- Z^-h Za X=--- ^ , j:^ ^ , 3=. -^ ,
c'est-à-dire que le centre de gravité d'un tétraèdre est le sommet commun de quatre tétraèdres équivalents, ayant pour bases les faces du tétraèdre , et aussi le centre de gravité de quatre masses égales, ayant leurs centres de gravité respectifs aux sommets du tétraèdre (*).
9. Etant données les équations des côtés d'un triangle par rapport à un système de deux axes, on trouve la surfac<; du triangle de la manière suivante {**). Soient
a : b ; c , «, : ^, : Cl , ai '. b, '. C2
les coordonnées des côtés , c'est-à-dire , supposons que . pour chaque point du premier côté , ayant pour coordonnées p^ q^ on ait a-\- hp -\- cq = o, et de môme pour les autres. Les coordonnées des sommets (x, /), {xi,)i), (•^2, Xalî avec les trois quantités auxiliaires/;, y^i, /Pg? sont déterminées par les équations
a -\-b x-{-c y^=^p, n ■+- b r, -f-c ri=^o, n -+- b .r,, -hc ji=;0, a,-|- è,A-4-c,r = o, «i-hZ'.j:, -}-c,ji :=/>,, «, -h ^1 J^2 + ^ij: = 0, «2+ èj.r-f-Cj/ = o, (72 -I- b-,Xy -\-(\y,z=o, n.-\- b-..r..-\- c^^y :—. p , ^
(") Lagrange, Su/- /fi /'//■.. !^i-:i'). .
{'*) JOACIUMSTllAI,, Journal ilr Crellc, 1. XI., p. 2.1.
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lesquelles expriment que le point (jp, y) est situé sur la deuxième et sur la troisième droite, mais non sur la première, etc. On a, par le § VI, 1 ,
Des trois premièj'es équations, il résulte (§ IX, 3 ; ^ III, 3^
abc n^ /;, C| a, b, c, p a z=z o .
o b, Cj
en désignant par R le déterminant des coefficients des droites, et par a le coefficient de a dans ce déterminant. On
a d'une manière analogue
R — p,ot.t = o, R Par suite, il vient (§ II, 7)
= pp,p,= ,
et par conséquent le double de
a surface
cliercliéc
du
triangle a pour valeur
R^ sin xy
Après avoir calculé, par les formules connues , les hauteurs du triangle, c'est-à-dire les distances des points [x , y) ^ (x, , 7i), [x.i^y^y)h la première, à la deuxième, à la troisième dioile respectivement, on obtient les côtés du triangle en divisant par ces hauteurs le double de la surface que l'on vient de trouver.
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Si le déleriiiin;uu des coordonnées linéaires s'anniiK;
sans que deux lignes horizontales soient composées des
mêmes éléments, alors les trois droites passent par un
même point situé à une distance finie.
10. Etant données les équations des faces d'un tétraèdre par rapport à un système de trois axes, on trouvera le volume du tétraèdre de la même manière qu'on a trouvé la surface du triangle au moyen des côtés [*). Soient
r/, ûT, : /;, : f 1 : <V|
les coordonnées des faces, c'est-à-dire supposons que pour un point quelconque de la première face ayant pour coordonnées /?, <7, /■, on ait a -h hp -\- cq -{- dr = o , etc. On déterminera les coordonnées des sommets [x^ j', 2), (J^i,/" -^0' (-^2, J2, -^2), (-^3, r^-> ^3)» avec les quantités auxiliaires /7, /?i , p^^p^-, par les quatre systèmes, de (juatre équations chacun,
a + bx -t- cj -{-dz =/», r/, -\- b^x-\- c,y -^ d,z=io, rtj-h èjX-r- c^j -{-d^z z= o, «3-1- 63.r-|-C3j-l-rfsZ = O,
etc., lesquelles expriment que le point {x,j, z) est situé sur le deuxième, le troisième et le quatrième plan, et non sur le premier, etc. On a (§ VI, \)
ft \
(*) JdACIIlMSTIlM., loC. cil.
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Du premier système de ([uatre équations on lire
R étant le déterminant des coordonnées superficielles, et a le coefficient qui multiplie a dans R. On a semblablemcnt
R — P\^\ = c et par conséquent
Pi a.' =: o , R — p, a 5
PP^PlPs
ji
ïi
cl le sextuple du volume cherché du tétraèdre (6) aura pour valeur
R' sin x.jz
Do là on peut, au moyen des hauteurs du tétraèdre, déduire les aires de ses faces.
Si le déterminant des coordonnées superficielles est nul, sans que deux lignes horizontales de ses éléments soient identiques, les quatre plans passeront par un même point situé à une distance finie.
§ XVII. — Sav les produiLs de surfaces de triangles et de volumes de tétraèdres.
1 . Soient X, j-, /-, /•, des directions quelconques dans un plan, (!t supposons que les angles positifs entre ces directions soient décrits par des rotations de même sens. On
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sin j-) sm rr, =
cos xr oos )■/■ cosj-r, cosjr,
r^, sin xy sin /r, =
Démonstration. — On peut, sans altérer les angles, faire partir les directions données d'un même point O. Prenons sur les directions r, 7*j les segments positifs OA = r, OB^ Ti, et soient (x, j), (^i , j^i ) les coordonnées des points A, B par rapport aux axes x, J^ On aura (§ XVI, 1 )
I cosjrr I cos .r>' I j j X + )■ cosJTj)", X co^xy-\-y I x^ -h r, cos.rr, .r, cosxv -f- r j /• cosxr, r cosjT I ; r^ cos xr^ , r\ cosjr/'i ]
doù résulte (§ III, "2) la proposition énoncée.
2. Les triangles AAj A, et BBi B^ étant situés dans un même plan, si l'on pose
AA. .BBi. cos ( AA, , BB/ ) = r,./, , (in aura
AA, A, BB,B
Démonstration. — Posons A A i = x, AAî = > . Blî, = r BB,= /', : il viendra (1)
4 AA, A; .BB, B. = xrrr, sin xy sin rr,
.rr cosxr, > v cos jr xr, cos xr, , jr, ces r'i
Le produit C;^^ n'est pas ambigu, comme il pourrait le paraître. Déterminons arbitrairement les directions positives des droites AA, et BB,, c'est-à-dire les directions sui-
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vaut lesquelles les dlstaiiros doivent être comptées positivement sur ces droites. Par là les facteurs cos^AA, , BB^j •. AA, , BBi prennent des signes déterminés. Si l'on avait pris la direction positive d'une droite, par exemple, de AA^,
dans le sens opposé, l'angle ( A A,, BB/;/ aurait varié de i8o",
et par suite cos(AA,,BB,j aurait changé de signe, en même temps que la distance AA,.
3. Si les plans des triangles AA] A.,, BBj B, font entre eux l'angle 9, on a, d'après la notation précédente,
4 A A, A,.BB, B,.coS'^ =
Démonstration. — Soit jNlNiNa la projection orthogonale de RB, B2 sur le plan AAi A,; on peut appliquei- au produit 4 AA, Ag . ]NN| N2 le théorème précédent. On a alors, d'une part,
N]\,N,= BB.BjCos^, et d'autre part
AA, .NN,.cos(aA,,NN,) = AA,.BB,.cos(aA,,BB,),
etc., les projections orthogonales de jNN, et de BB, sur la droite AA, étant identiques.
Le produit 4 A A, Ag. BB, B2.cos(jp n'est pas amhigu, non plus que le déterminant que l'on a trouvé pour sa valeur. Ayant choisi à volonté le sens positif dans chacun des deux plans, c'est-à-dire le sens dans lequel on doit compter positivement les angles et les surfaces, on en tirera les signes des triangles AA, A2, BB, Bg, et alors on entendra par ç l'angle que doit décrire l'un des plans pour que les triangles positifs dans les deux plans se trouvent de même sens. Si l'on change le sens positif dans l'un des plans, deux des
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lacteuis du pioduil cliangenl de signe, savoir, le triangle et cos^, l'angle cp variant de iSn^; donc 1(; produit ne change pas.
i. En désignant par x, >, /•, /■, des directions quelconques de l'espace, on a
sin XY sin /T| cos \ xy, rr,
{.zr,rr,)z=
cos xr cosyr cosjr/-, cos/r.
Démonstration. — Faisons passer les directions données par un même point O, et prenons sur ces directions les distances positives OC=:a:. 0D= )-. 0E = /\ OF = ri : on aura
.Tjrr, sin .rj sm /•/•, cos
xr cosxr, jr cosyr 1 xr, cosxr, , jr, cos jr, | '
d'où, en supprimant ]<■ facteur commun xyn\ , on tire la proposition énoncée.
Remarque. — Pour démontrer la vérité de cette même proposition relativement à quatre plans quelconques (**), il suffît d'appliquer la proposition aux normales positives de ces plans, ou, ce qui revient au même, à la figure polaire du quadrilatère CDEF considéré ci-dessus, en supposant les points C, D, E. F situés sur une sphère décrite du centre O. Celte sphère sera rencontrée en un point par l'intersection de deux plans prise dans une direction choisie arbitrairement, et sera rencontrée par chaque plan suivant un grand cercle d'un sens déterminé arbitrairement, sans
C) Celle proposition, qui comprend les proposilions précédentes trouvées par Von Staudt, a été établie pour la première (ois par Gauss {Distj . gen. circa superf. cuntis, II, 6) ; puis elle a été reproduite par Von Staudt, Jourliai de Crelle, t. XXIV, p. 20?, et en dernier lieu par Caucliy, Excrcicfs J' Analyse, t. IV, p. /)'
( "* ) JoACHiMSTiiAL, loc , Cit., p 4i>'' dtuiiie uuc deinmistralion arjah tique de ce corollaire relatif i» la figure polaire.
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que le produit dont la valeur est donnée par le déterminant présente une ambiguïté de signe.
Des équations
( ^ "i sin rs sm tu cos \rs, tu J = cos rt cos su — ces st ces ru,
sin st sin ru cos \ st , ru ) = cos sr cos tu — cos tr cos su,
( ^ \ sin tr sm su cos ytr , su J ^=z cos ts cos rw — cos rs cos ^//,
on lire par addition
I sin 7S sin tu cos \rs , tu J -+- sm st sin /•« cos y st , th y
\ + sin tr sin 5m cos \^ /r , su J = o,
h cause de cos tr = cos r/, etc. Dans ces équations, il faut ob-
serverque sin rs = — sin^r, cos \rs , tu) = — cos (iv, ïw), etc.
L'équation correspondante (*) entre les angles de
(juatre plans et les intersections opposées de ces plans sera
sin rs sin tu cos 771 -h sin st sin ru cos aa,
^ ' I + sin ^rsin su cos ppi = o,
en désignant les intersections 7\9, st^ tr par y, a, /3, et les intersections tu, ru, su par yj , ai , /3i .
On a de même, pour (fualre points A, B, C, D,
\ AB.CD.COS771 4- BC. AD.cosaa, ^^ ^ 1 +CA.BD.cospp, =r o, ^ ^'
AB, BC, CA, désignant des segments pris sur les droites y, a, |3, et CD, AD, BD des segments pris sur les droites yi , a, , |3, . On a, en eflet,
AB cos 77, = AD cos a, 7, 4- DB cos pi 7, , BC cos aa, = BD cos p, a, -h DCCOS71 a, ,
CA cos pp, = CD COS 7, p, + DA cos a, p, .
^ " ) JOAClIlMSrHAL, loc. cit.
(**) CauNOT, Mcnioiic i(ir la iclaliun i/iii criste, etc. , 'iy .
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Eu QiultipliaiUces équations respeclivuincnt par CD, AI), I3D, et faisant la somme, on obtient la relation énoncée, puisque l'on a AD = — DA, et cos j3,ai = cosa,j3, , etc.
Les équations (II) et (III) ne diflërent pas essentiellement entre elles, comme l'a remarqué Joachimsihal (/. c). On ;i, en eifet, en ayant même égard au signe,
abcd^Iabcabd.""^"*"^""),
AB
puisque désigne la hauteur du triangle ABD par rap-
porta la base AB, etparconsequent^^^-T:r— 'sinl^ ABC, ABD j
la hauteur de la pyramide ABCD par rapport à la base ABC, si l'on suppose que, pour un observateur dont la direction
de haut en bas serait AB, l'angle ( ABC, ABD j et l'angle solide formé par AB, AC, AD soient de même sens. On a de même
sin(cDÀ,CDE)
CDAB = - CDA CDB ■ -
d'où il résulte, en multipliant,
? 4 sin rs sin tu
en désignant pai /•, 5, t. a les plans respectivement opposés à A, B, C, D, et par P le produit des surfaces des triangles. Le sens positif de chaque plan est ici déterminé de telle manière, que le triangle situé sur ce plan soit positif ; les angles dièdres positifs sont décrits tous par des rotations de même sens. Une permutation circulaire de A, B, C, ne fait subir k P aucune altération; on a donc encore
A sin st sin rit A ^ sin tr sin su
() BC.Al) 9 CA.BD
d'où
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9 ABCD sin rs sin tu sin st sin ru sin tr sin su .^
CA.BD
On voit par là comment les équations (II) et (III) peuvent se déduire l'une de l'autre.
6. Si X, j, z, 7-, /'i , Ta, sont des directions quelconques dans l'espace, on a
CCS xr cos yr cos zr ces xr, cos JT, cos zry cos.rr.1^ cosj/'2 ces zr.
sin .xyz sin rr, rj =
Démonstration . — Faisons passer les directions données par un même point O, et prenons sur ces directions les segments positifs OA = r, OB = r\, OC = rg 5 soient (x,y, z), (xi^ji, Zi), {x^, j-î, ^2)5 les coordonnées des points A. B, C par rapport aux axes .r, y, z. On a (§ XVI. 4)
rr, Tj sm .ryz sin rr, r^ =
I cos .z'j- cos xz
cos ,27/ I cos yz
cos .rz COS/2; I
.,: _j_j- cos.rj+z cos j:z, X COS xy-\-y -\-z cosjz, x cosa:z -f- jcosjz-j-z •^i-f-JiCOSarj+z, cosxz, X, cos.rj4-j,+z,cosjz, x, cosj^z+y, CGSr^+z, ■î^2-<-7iCosj:jH-Z2COSxz, x^ cos jrj-j-jj-t-zjcos/z, Xj cos^zz+jy., cos jz+z,
r cos xr r cosjr r cos zr r, cos J^r, r, cos jr, r, cos zr, rj cos xr^ r, cos/r, r, cos zr^
d'où, en supprimant le facteur commun rt\i\, on conclut la proposition énoncée.
( " ) BnETSCUNFjDER, Géoniéilie, § 677 .
( **) Von Staudt, loc. cit. Le cas particulier oii le système a^, /, s est orthoffonal, et où par suite sin r?r: =: dt i , a été traité déjà par Gauss, loc. cii .
7. En désignant par c, .^ le même produit de segments que ci-dessus (2) , on a
Les déterminants
cos xr
cos x/ 1
cos )7
cos j/-.
cosjrr cosjr cos:/ cos .rr, cos j/ , cos z/-, cos J:r^ cos j;^ cos zr^
ont, en vertu de leurs valeurs trouvées (1, 4, 6), la propriété remarquable de n'éprouver aucun changement, lorsqu'on fait varier d'une manière quelconque la position relative des angles xy.,rri d'une part, et des angles solides .TCjz^ n\ r, de l'autre, pourvu que, dans le premier cas,
l'angle dièdre \xj,rri) conserve sa grandeur (**).
9. Au moyen de l'équation (6) , on- peut calculer la dislance de deux droites dans l'espace, données de position par
( ' ) Von Staudt, loc . cit. Dans le cas où le second tétraèdre n'es-t pas différent du premier, alors on a c^ j. = c,. ,, et l'on obtient la formule do Lagrange {Sur les pjr., i5), et de Legendrc ( Élimcnis dr G'Otuctnc, Note V, 7).
{ '*) ('al'ciiv, Errrciccs d'AnnI) sr, t. IV, p. 5i .
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rapport à vin système d'axes quelconque J^, J, z. Soient (Xi,/i, 2i), [x^,ji, 22) les coordonnées des points A et B-, soient données les directions r, , /•-> des droites AA , BB' au moyen de leurs angles avec les axes, de sorte que Ton puisse calculer l'angle i\ i\ . Désignons par r la distance AB , dont les projections sont x^ — x^, y^ — Ji , -, — -, , et par d la distance cherchée des droites AA', BB'. Tirons enfin AC dans la direction /> , ei prenons AA', AC ('j^ales à l'unité de longueur. On a
6 AA' CB = d sin r, /;, = r sin rr, r, ,
cl [)ai suite
c/sin xYz sin /, r\ r= «11 ieinar<[uanl (|ue
rcosa-v /-cosj/ /cosz/tx)S.r/-| cos^iv, ces :/•, cos.r/j cosj/'j cos z/'..
/ co^xr = (x. — .r,
+ [j\. — y\)cosxy-\- {z-: — Z|)cosj-:;, /■ cos yr = ( x, — .r, ) cos xy ■+ ( j ■_, — r , ) -h{z, — z,) cos jz,
/• cos zr = (.r, — x, ) cos.rz -+- (j, —y,) cosjz -+- (z, — z, ).
( )n obtient, en développarit (*) ,
^/sin.^rzsin/-, /•, ==: (a + ficos.rj + ^cos.rz) (x. — a:,)
H- ( a cos xr -4- [i + 7 cos jz ) ( j, — .r , )
-h ( a cos xz 4- p cos vz + 7 ) ( z, — z, ) ,
en posanl. pour abrégei-,
fi
cos >'/, COSZ/'i
cos y r-i cos z/..
cos z/-, cos ./r, cos :v cos./v
cos.rr, cos j^", cos xr. cos r /\
(*1 C.AL'CIIV, Lrco/ij a;//' /r,s (ift/tliralioiis du ciilriil injinilt'siiiidl , l'ielimiii:tii-rs (lO').
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Pour trois directions a, b, r d'un mvixxc plan, on a
( s'indh -+- sin bc + sin caf = 8
. ab . ac o sin^ — sin' —
„ab . bc
sin- — G sin' —
. , «c . bc sin' — sin- — o 2 ?,
et pour quatre directions de l'espace (ou pour quatre plans) fl, />, c, r/, on a
.ah . rtf . flf/ sin' — sin- — sin^ —
I sin a bd j' I + sin bcd
ab . bc . bd
sin^ — o sm- — sm' —
i -t- sin cad i \ . ac . bc . cd
f 1 sin' — sin' — o sin' —
\ — sin air / ! 2 ?. -2
ad . bd . cd sm' — sin' — sm' — o
ces déterminants pouvant être développés d'après le
SV
Démonstration . — En prenant les axes auxiliaires x^y, tels que sin xf = i , on a ( 1 )
sin bc
cosxb cosyb COS TC cos je
, etc . . . ,
( " ) Le théorème de trigonométrie plane se tioiive dans les Traites élémentaires. La proposition polyédrométri(iuc correspondante a été énoncée et démontrée |)ar Joachimsthal {loc . cil., '17 ), avec dos inexaetitndes dans les signes .
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(M p.if snilc (§ IIJ , I )
sin <ih -H si II l'c + sin ca =
I oos.Trt rosrc/ I cos.r/; cos r ^ 1 cos Xf cos / c
— i^sinr/6 + sin //(• -j- sin cv) =
— I cos.rfl cos y a
— l (OS .r/j cos//' -- 1 COSXC COSff
I COSJ,Y/ fos^n I cosxh cosfh 1 ros.zv cos r<'
^n f'v. fl,,
Aji h.-, /iji /'.,. /',. /^., en l'aisanl (§ M, i) <.
//,i = — I -\-coî>^j/i -+- cos- m = 0,
//,.:^— I -h^'osracoi.rh -\' cos yci cos Y i> =^ — i -hcosabz^zz — 2sin^ — r
etc.
Eli faisant soilii le iaclcur ( — 2)' du clélerniinauL tics
("léiiUMiis //,, , /i,., (^ III, 2), on obtient réquation ci-
(U'ssus.
En introdnisant cnsuiU' les axes .ï', _> , -, povir les<|iiels sin xyz ■=. 1 . on a (())
s\n.(ihv =
ri par <on.sc'(|iient
COS. 1(1 cos}(i cosse/ cosxb cosyh coszh cos .17 cos ) c cos zc
, (le. . .
«iiri.;/'^/-+- sin/"(-/ I- sin (//<-/ sin <//'(• —
1 cos.iv; -os y a cosza
T cosxb cosyh cos zb
i cos xc cos rc cos ZC
1 cos rc/ cosyd cos zd
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d'où, pai une méthode analogue à la précédenle,
[sin abd -\- sin bcd + siu cad — sin abcy =
en posant
/i,i = — I -i-cos-.ra //,;= — I H- cosxacosxb
fi,.
fi.
hu
fh.
hu
Au
r=: — I -jrcosab = — 2sin-
cos r<7cosy^ ab
■+• cos- zu -
cos zn vos zb
En dégageant de ce déterminant le facteur ( — 2)', oJi obtient l'équation qu'il s agissait de démontrer.
11. En désignant par a^ b, c les directions des rayons OA, OB, OC d'un cercle; par^, g^ h les carrés des côtés du triangle inscrit ABC; par /• le rayon du cercle; en multipliant par 8r^ les deux membres de la première des équations goniométriques établies au n° 10, et remarquant que
/■•sinab = 2OAB, 4'"'^''^' — = f^ ^^*^- • • y .on a
(4r.ABC)^= - ^ 2
relation connue.
En désignant par «, />, t". d les directions des rayons OA, OB, OC. OD d une sphère; [iaij\g,h les carrés des arêtes BC, CA, AB du tétraèdre inscrit ABCD-, par/', g', h' les carrés des arêtes respeclivemeni opposées AD, BO. CD; par / le rayon de la sphère; en multipliant par 16/" les deux mcmbn's dr \a pconflc des équations établies ;ui n" 10,
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Ci observant (juc
/■^sin«/-'^/ = 60ABD, 4'"'sin=
/i, etc.
il vient
pour l'expression du rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre, en fonction des arêtes et du volume (*).
12. Le produit, que l'on rencontre souvent, de deux longueurs par le cosinus de Fangle qu'elles comprennent, peut s'exprimer au moyen des carrés des droites qui joignent les extrémités de ces longueurs, moyennant quoi les produits de polygones et de polyèdres peuvent prendre des formes remarquables.
En prenant les notations du n" 5, III, on a
2AB.CDcos77,=:2AD.CDcosa,7, — 2BD.CDcos^,7,. Or on a généralement
2 AD. CD ces a, 7, = AD^ + CD= — AC-, 2 BC. CD cosp,7, = BD^ + CD' — BC%
«t par suite
2AB.CD(os77, = AD' — BD'— (AC^ - BC^)(**).
1^. En désignani par «?,,< le carré de la distance A/lî/, on a, [)our deux triangles doiil les plans font entre eux
(*) La leluUoii trouvëi; par Crelle {Muih. Aufsalzc, (. I, p 117) a élo ramenée il cette Corme p;ir ,li>:irbims(li;tt, Im- >ii C 27). f " * ) Carn'ot, Inc . rit.
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l'angle 9,
lôAïAjAi.BiB^Bj.costp = —
1 r/,, J,, du I rf,2 dt2 di-i
I rf,3 r/23 ^33
les premiers indices se rapportant au premier triangle, et les seconds indices au second triangle.
Démonstration. — D'après (3), on a, en vertu des notalions adoptées,
16A1A2A3.B1B2B, .COS(f ==
Or on a (12)
Le déterminant
^12 — dri — {d,, — dji), d,, — di-, ~ [du— du) dt3 — dr, — {dn — d,,), r/,3 — d^i— (r/,i — f/31)
peut (§ II, 6, et § III, 4) se transformer en
I, d,, — d,, — {d,, — d,,), f/,,— f/s, — (^Ai — ^3,) I, d^, — d,,—{dn — fin), d,, — d,, — {dt, — d,,) I , <'/,3 — d,, — [du — ^21 ), (irs — di^ — [du — d,,)
i , o, dn, I , d,2, !>
I — I , I — I ^11 — ^21 , du — c?3i
rf, 2 ^J2 ? «^I 2 ''A2
1, du — d,,, du — <^/3i
ï, ^^2 dï2, dyi ^/32
1 f/,| r/21 c/s, I d^. dn, r/jj I <^/,;, r/23 ^33
Corollaire I. — Si les points B, , h, , B3 coïncident res
(*) La proposition établie pour la piemicrc l'ois par Von Staiidt, loc . rit . , a été mise sous celle l'orme, ira|>rès Cayley, par Sylvcstcr ( l'hiln<o/>h!cnl Magazine, |852; I. Il, p J^ij). Koi/' fi- ilessous. § X\ III, 0 <•( 1?
dr.
dn
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peclivomc'iii avec les points Aj , A-2 , A3 , on a cos <p = I , dj^h = r//^, , r/,, , = G , et par suite
i6fA, A,A;,V= —
ce qui coïncide avec Texpression connue de la surface d'un
triangle en fonction de ses côtés (§ V, 2).
La condition pour que A, , A2 , A3 soient en ligne droite
sera
I dy, (L, o
Pour une position qvielconque d'un point sur la droite qui passe par les deux autres points, il y a un des facteurs du déterminant qui s'évanouit.
Corollaire II. — La surface d'un quadrilatère plan
étant
A, Aï A3 A4 = A, A, A, -h A, A,, A4,
on a, pour doux quadrilatères plans, dont les plans font entre eux un angle (p, i6A,A,A,A,.B,BnB,B,.coS(p
16 A, A;, A, . B, B2 Bj . cos (p 4- 16 A, A2 A, . BiBj B, cos(f + 16 A' A:, A4 . B, B, B ; . ces cp 4- 16 A , A3 A( . B, B3 B^ . cos w
dn d,,
dr: d,,
> dy, d,,
> dy.
dn d,.
dy,
1 f/l3 'Al.
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Si donc A et B sont les surfaces de deux polygones plans de /n et de ii côtés, dont les plans font entre eux Tangle cp, AB cos (p sera la somme, prise négativement, de [m — 2) [n — 2) déterminants du quatrième degré et de la forme ci-dessus. Ce sera donc une fonction rationnelle et entière des carrés des droites qui joignent les sommets de l'un des polygones avec ceux de l'autre {*).
14. En désignant par d,^i^ le carré de la distance A,B/, . on a, pour deux tétraèdres,
sSSA.A^Aj A, B.BjBjB, =
les premiers indices se rapportant au premier tétraèdre, et les seconds indices au second tétraèdre.
Démonstration. — Le produit cherché est, par le n° 7, égal au déterminant
du
(In
dr:
du
(I,.^ J22 [du ^2
(l,3_(/,3— fdu d.
cU-idu — d,
dii ^/33— (^1
d,-,— d^. — [du —d^,) ^3 — <^43 — (du — du)
r/|, — «Yj4 — [du — c/2,), f/ii — d^. — [du — «'31), d,, — d^^ — (r/,,— ^^41)
lequel peut se transformer, de la manière indiquée au n° 13, en
I, du — ^ji, du — c?3i , du — f/41
I, ^/,3 — r/ji, df3 — dy^, d,. — dy^
I, du — d^i, dt, — rffii , d,,, — d,,,,
I r/,^ rf,| c/,, du
I d,, dr, d,, d,,
1 f/in dn d-i.; ds,.i
(*) Von Staudt, loc . cit.
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CoROLLAïuE 1. — Si l'on fail coïncidor les points 13, , B-v , Bn , Bi i'es]>o(;li\(!menl avec Ai, Aa, A3, A^, on a
^n par vSiiite
dr.
dn
(In
dn
du
rlr.
''Ai
A, A,A,AO
En développant ce déterminant d'après le § V, 2, on letrouvela formule connue, donnée par Euler [Nov. Conini. PetrofK, t. IV, p. i58) pour le calcul du volume du télraèdre en fonction des arêtes.
La condition pour que les points Aj, A2. A3, A,, soient dans un même plan sera
dr.
dr,
dr.
dn
dn
ce (lui s acco
■de
distai
c 1 équation entre les distances mutuelles de quatre poinls cFun môme plan (Euler, ylcta Peirop., 6, I, p. 3.) ^
CoKOLLAïuE II. — Un polyèdre étant donné, onpeut, au iuoyen des droites tirées d'un sommet Ai vers les autres sommets A2, A3, A4, ... , et des plans qui comprennent ces droites prises convenablement deux à deux, le décomposer en pyramides triangulaires, ayant pour sommet commun A,, et pour bases des portions de la surface du polyèdre. Rangeons les systèmes de trois points, qui déterminent les bases dt; ces pyramides, dans un ordre tel, que
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toutes les portions de la surface du polyèdre, vues de dehors, soient de même sens. Alors les pyramides qui composent le polyèdre seront de même signe ou de signe contraire, suivant que leurs bases, vues du sommet A,, seront de même sens ou de sens contraire.
On peut d'après cela considérer le produit de deux polyèdies comme une somme de produits de tétraèdres pris deux à deux, et le mettre sous la forme d'une somme de déterminants du cinc[uième degré, tels que ceux que nous venons d'indiquer. Le produit de deux polyèdres est par conséquent une fonction rationnelle et entière des carrés des droites qui joignent les sommets de l'un des polyèdres avec ceux de l'autre, comme v. Staudt l'a remarqué.
En désignant par
OBC—f, OCA=f„ OAB=/:
les faces d'un angle solide d'un tétraèdre, et par sinoi* le sinus de l'angle solide polaire de celui du tétraèdre, tel que les arêtes du premier soient les normales, prolongées extérieurement, aux faces du second, on a
(OABC'f =-//,/, sin,„ (*).
Déinoîistratioii. — Désignons OA, OB, OC pai' /, /, , /«, et /v, cosr/"i pai- «o, = a,o, etc. On a (^ XVI, 4, et
S XVII
'«ou ^01 "'o'.' ((lOABCj-= «10 «H «12
«ill «21 «5-
(*) Bretschneider, Geoweft/i>, (.77. Cette équation ne diiïôrc pas essentiellement de celle de Lagrange {Sur lis pyr. , 17), et est iri démontrée d'une manière seml)lablo à telle que l^agriinge a em])loyée.
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Soit de plus «00 !«' «oelHcieiU de «oo dans ce délermi* nant, elc, . . . , on a (§ VII, 1 ) , T •
Or on a (3)
flu
fly.
ay,
:4/AcOSo,,
etc, .
CCS,.,
en désignant par coSqi le cosinus de l'angle que forment les normales élevées extérieurement aux surfaces OBC et DCA. Delà résulte
1 COS„| COSo..
COS„, 1
ces,,. COSiv
d'où s'ensuit, d'après le § XVI, 2, la démonsti'ation de la proposition énoncée.
Remarque. — On déduitdela même manière du§XVII,7, l'équation
7n In 731
AA,A.A,.BB,B.B
'/il 721 > • • • » étant les coefficients de Cj,, Coi, . . déterminant des éléments Ci,,w..,C33, et désignant des produits de surfaces de l'espèce considérée au n° 3.
16. Lagrange (iS«r les pjr.^ 12) a remaïqué que, pouila quatrième face ABC du tétraèdre, on a, d'après les notations adoptées au n" 15, l'équation
/î( ABC)^ = «„„ + a,i -+- a,, -t- 2a„| + 2a,.j-+- 2«vi,,
, dans le
>(JC)
OU bien
( ABC)^' =f' + /; +/; -i- ?.// cos„, 4- 2/ /, cos,, + 2/,/cos,„.
Cette ëqualiou s'obtient de la manière la plus simple, en la considérant comme la corrélative polaire de l'équation tétragonométrique {yoir § XVI, 4, et § XVIII, 2, corollaire)
r= = X- -h J^ -f- z^ -\- 2.rjcos.r> + 2jzcos rz -f- 2 2.rCOSZJ.
A l'aidedes formules trouvées pour (2 ABC) ^ et (6 OABC)* , Lagrange [Sur les pyr., 17) a entrepris la résolution du problème qui consiste à déterminer le tétraèdre de volume maximum ou minimum, parmi ceux dont les faces ont les aires données /, fi,/^-, fx- A cause de
«00 = 4/% =«n=4/!> =^22 = 4/2% «ou 4- «Il -h «.'2 -+- 2aoi H- 3.-K|2 -+- aa;;^, = 4/3?
la quatrième puissance du sextuple du volume du tétraèdre, savoir (IS),
«00 «Jl «os
«01 «Il «IJ
«n.: «IV «2?
sera une fonction de variables «on 5:02? se,,, dont la somme r a une valeur donnée. Les conditions pour que u obtienne une valeur maximum ou minimum sont, comme on sait.
du de
du dv
du
aao, ' ««01
rfa.
fx désignant une nouvelle variable, (ju'il s'agit d'élimineientre ces équations. Or — - — est le coefîicieni de «„, dans n (§ III, 9). et a pour valeur R«oi (§ ^ H- '^). en
posant (15)
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R z= \Ju —
«Og <2„| rt(|2
a„, fl|| fl|2
flo2 ^^rj <5!j2
dv
De plus, on a — — = i , etc .... ; par conséquent le tétraèdre
cherché doit satisfaire aux conditions a^^ = ûoî = ^is? c'està-dire
rr^ cos rr, = rr, ces rrj = /•, T;; ces r, a^ . En posant la valeur commune de ces produits d'arêtes = yô, il vient
/^rjr^, =(G-|-a„o)(6 + a,,)(9 + a„),
pour le calcul de r, ri, i\ au m.oyen des quantités données et de la quantité 0, qui reste encore à déterminer. Or on a, dans le cas actuel,
= la quantité constante (cfoo -H «u + «22 — '^f\)t ^^^
nous désignerons, pour abréger, par — c. On tire de là
{r'' -^ r\ + r; ) v'G = 3 9 H- r, {t^ + r\ +r\-^ -xr^r] + o.r^r\ -}- ^r^ r^ ) 9 = 09= + 6^6 + <r%
■(9 + «„)(9-+-a22) , (9 + aî2)(9-î-aoo) , {^ + ol,,) [Q -^ cl,,)'
t-ao
équation du quatrième degré pour le calcul de la quantité auxiliaire B au moyeit des quantités données. Cette équation
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a toujours une racine réelle positive, puisque le coeflficient de 6*; dans le premier membre, et le terme connu, dans le second membre, sont de même signe.
Il reste encore à désirer une discussion plus approfondie de celte équation, ainsi que l'étude des propriétés géométriques des tétraèdres qui ont un volume maximum pour des valeurs données des aires de leurs faces.
§ XVIIl. — Relations polygonométriques et poljédrométriq ues .
\ . Soient AB = a, , BC^aj, . . . , MN = û!„_i, NA = a„ les côtés d'un polygone donné quelconque, et coSp^. le cosinus de l'angle que la droite sur laquelle est pris le i'^'"^ côlé du polygone fait avec une droite donnée quelconque. On a
rt, COS^,, -t- Oi COSy,,2-|-. . . H- OnCOSp^r, = o (*)•
En effet, si l'on désigne par A, , Bi , . . . les projections orthogonales de A, B, . . . sur la droile donnée, on a
en supposant A, B, =i — B, Aj, etc. On a
A, B, = AB coSp , ,
de quelque manière qu on ait choisi la direction des segments positifs sur les droites dont AB et Ai Bi sont des segments, parce que, en changeant une direction en son opposée, il y a deux des quantités AB, Aj Bj , cos^^, qui changent de signe. En substituant les valeurs de A i Bj , BjCi,..., on obtient l'équation fondamentale de la polygonométrie que nous venons de poser.
(*) Lexell, ^ov. Conim. Peirop., 19, p. 187. — L'Hi'ilier, Polygonométrie, p. 20 — Carnot, Géoni. de pos., 7bi\.
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Récipro(juement, si a, , «,,..., a„ désiijnenl des segments de direction donnée, et eos^, , le cosinus de l'angle que fait la droite sur laquelle est pris le /"'""' segment avec une droite quelconque ; si la somme
sevanouit, de quelque manière que l'on choisisse la droite arbitraire 5 on obtient un polygone fermé lorsque, sans changer la direction des segments, on fait coïncider le commencement du second avec la fin du premier, le commencement du troisième avec la fin du second, etc; car, dans le cas où la fin du dernier segment ne coïnciderait pas avec le commencement du premier, la somme
«1 COS^,,, -+- <?., 008^^2 -h. . . -H rt„COS/,,„
ne serait pas nulle en général, ce qui serait contraire à Thy pothèse.
2. Si les périmètres des faces d'un polyèdre quelconque sont tels, que toutes les faces, vues de dehors, soient de même sens; si, déplus, après avoir fixé dans chacun des plans le sens des angles et des surfaces positifs, on pose les faces du polyèdre =a,, «2,. • •, a„; si enfin cos^^j est le cosinus de l'angle que le plan sur lequel est située la face a. iait avec un plan pris arbitrairement; on a
a, COS^,,, -+- «i C0Sy,,3 + . . . + a„COS^,„ = G (*).
Démonstration. — Considérons, d'après ce qui a été dit dans le corollaire II du § XVII, 1 i, le polyèdre comme décomposé en tétraèdres: soient ABCD l'un d'eux et Ai Bi Ci D, sa projection sur le plan arbitraire. On a (§ XVI, 5)
(*) VHviLiT.R, Thèori-mes d{^ PolyédroméLvic, 1799 ( Mémoires présentés à riiistitiit, t. I, 180.5, p. îfi.'i). — Caunot, Ioc. cil.
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et par suite
ABC cos^,/, + CBD cos^,,, -I- BAD coS/,,^ + ACD coSpj — o,
/^, /, k, l étant les indices relatifs aux plans des triangles projetés. Il existera des équations analogues pour les autres tétraèdres qui composent le polyèdre. En faisant la somme de toutes ces équations, on trouve
a, cos^, , + a, cos^,2 -I- . . . + a„ cos^,„ = G ,
parce que chacun des triangles qui n'appartiennent pas à la surface du polyèdre appartient aux surfaces de deux tétiaèdres, comme positif pour lun et comme négatif pour 1 autre, de telle sorte qu'il disparaît de la somme. Si, par exemple, le polyèdre est la somme des tétraèdres ABCD et ADCE, la surface de ABCD sera formée de
ABC, ACD, CBD, BAD
et celle de ADCE de
ADC, ACE, CDE, DAE ,
et Ton voit que les faces ACD et ADC, situées sur le plan diagonal, sont égales et de signes contraires.
Corollaire. — Si 1 on élève sur les faces du polyèdre les perpendiculaires a^^ iiz.- . ■ -, (in-, dirigées extérieurement, et proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont respectivement perpendiculaires, on a aussi, en vertu de l'équation que nous venons de démontrer,
«, cos^,, -h «7; coSp,2 -T- . . .-\- a,i co?,p_„ = o ,
où 1 on peut entendre maintenant par cos^^, le cosinus de l'angle que la droite sur laquelle est compté(; la dislance <?, fait avec la iiormale à un plan donné arbitrairement, c'est-à-dire avec une droite quelconque. On obtient par
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conséquent (1) un polygone fermé, lorsque, sans changer la direction des segments «i , «2 1 • • • i f^n: on fait coïncider le commencement du second avec la fin du premier, le commencement du troisième avec la fin du second, etc. Les angles des côtés de ce polygone sont égaux aux angles des faces du polyèdre, de sorte que à toute relation polygonomét.i'ique correspond une relation polyédrométrique.
3. Si les droites (plans) répondant aux divers indices sont parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) quelconque, on aura
COSi,, C0S,,2 . . . C05|,„ COSi,, COS2,., . . COS2,,,
cos„.
en même temps que cos,^, = i , ces,,/ = cos^ , .
Démonstration. — De l'équation démontrée ci-dessus résulte le système d'équations linéaires
fl, cos,,, -h «2 cosij H- , . . -H «„ coS|,„ = o,
«1 cos„,, -\- il-, cos,,,, -t-
COS„,„ =-- O
La résultante de ce système linéaire (§ IX, 3) est précisément l'équation qu'il s'agissait de démontrer.
Puisque trois droites x, y^ r, parallèles à un même plan, sont aussi parallèles aux côtés d'un certain triangle, on a, comme on sait,
cos xr
cos jr
cos xr
cos xy
cos yr
cos xy
Etant données quatre droites (plans) quelconques a:,j)^, z, r, on peut construire un (juadrilatèro (tétraèdre), dont
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les côtés (faces) soient parallèles aux droites (plans). On a par conséquent
:iii
I ces xr cos jr ces zr
ces xr I cos xy cos x.z
cosyr cos xy i cosjz
cos zr cos xz cos yz i
Cette équation, que l'on peut développer d'après le §V, 2, fait connaitre la liaison qui existe entre les cosinus des angles formés par quatre droites (plans), entre les côtés et les diagonales d'un quadrilatère sphérique, entre les angles dièdres d'un tétraèdre.
Si, en particulier, x,y, z, r désignent les directions des arêtes AB, AC, AD, et du rayon AE de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD, en faisant AB = Z>, AC =: c, AD = d, AE := e, on a
III
co%xy
cos xy
cosxz cosyz
cos xs
cos yz
formule qui sert à calculer le rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre en fonction des arêtes d'un angle solide et des angles que ces arêtes font entre elles. Si au contraire E désigne un cinquième point quelconque de l'espace, on
C) Carnot, Géorn. depos., 35o .
(**) L^G^yDRE, Éléments de Géométrie, NoteV. Cette équation ne diffère pus essentiellement de Féquation donnée par I-agranp;e {Sur les pjrr . , Qi )
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a, d'après les notations précédciiles (§111, 2).
s'' le cos xr ce cos yr de cos zr
be cos xr b- bc cos xy bel cos xz
ce cos jr bcco%xy c- cr/cosjs
decoszr bd cos xz cdco^yz d^
En exprimant le produit de segm(!nts be cos xr au moyen des cariés des côtés du triangle ABE, et de même pour les autres, on obtient 1 équation entre les carrés des distances mutuelles de cinq points de l'espace. Cette équation est du second degré par rapport au carré de chaque distance, ce qui s'accorde avec la construction au moyen de lacjuelle on Irouve une des distances, connaissant les autres (*).
Du système d'équalions linéaires (I
a, COS2.
ni coSï
. -h a„ cos^,„ =: o, . -j- a„ ces...,, = o,
c/i cos,,,, + (i-, cos,,,; -1- ... -h (I,, cos,,,,, = o, icsulle léqualiou plus générale
<os„,„
f[ui exprime la dépendance entre les angles formés par Il -^ \. droites (plans) lorsque n de ces droites (plans) sont parallèles aux côtés (laces) d'un polygone (polyèdre) d(î n côtés (faces).
_ " ) Cvusor, Gdoiii. de /JUS., ,i.')9. Mciiiouf sm l<i iclalion qui CJCisic, fU. , it>. ('('tic; é(|iialiuii ne dillcic que pHi' la Immc de l'equalion doiiiioc par l.a;;ran|>i' (Sur Icfpyi., 19).
Dans la théorie analytique de la ligne droite, ou l'ait usage principalement des cas particuliers suivants :
COS rs cos .r.v ces fs cos xr I ces ary
COS jrr rosxj i ces rs COS jr.v cos ys cos xs
cosxr
cos XJ
cos .VZ
COS jr
cos a:)
cos_>'r
cos zr
COS
COS vr
pour la détermination de l'angle de deux droites au moyen des angles que ces droites forment avec les axes coordonnés.
o. Du système d équations linéaires employé au n° 3 on peut déduire les rapports des côtés d un polygone (ou des faces d un polyèdre). D'après le § IX, 3 , en ayant égard au § Vil, 5. on trouve
r/, : (7, : a. : . . . = y/ p,,, : v'pj,: : v Pi,i : ■ ■ ,
/5,,, étant le coefficient de cos,,, dans le déterminant
cos,,, C0S|,: . . . COS|,„ COS;,i COS2,; . . ■ C0S:.^„
COS„
COS„,o . . . cos„,„
Pour « = 3, |3i,, se réduit à sin^ 3, jS,,» à sin;' , , ,63,3 à sin^ 2, ce qui s'accorde avec la proposition i onnuo sur les rapports des côtés d"un triangle.
Si «^3, et que le polygone soit plan, alors S,,,, ,^i',â?- • •■) ^n,n s'annulent (3), parce que n — 1 droites dans un plan forment un polygone de n — 1 côtés. Les rapports
( * ) M.voMs . Anal, (il cm. d( .s Ittiuiiirs, ^ l\, (7'*. — Voir un Meuu'irc d» ! .uilciir, Joiiiii.il lie fi<llr, I. M \ I, |i. i î.'>.
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des côtés d'un polygone plan sont donc en général des fonctions indéterminées des angles formés par les côtés.
Si /2 = 4? ^^ que le polygone ne soit pas plan, on a
XVI
Pn = sin=3^, p,„=sin;%,, ^33 = 510^,,, p,, = sinî,3.
On a par conséquent, en n'ayant égard qu'à la valeur absolue,
«I : ^2 : «3 : «< = sin234 '. sinia, : sin,24 : sin,23,
d'où l'on déduit la relation télraédrométrique correspondante, qui donne les rapports des faces d'un tétraèdre (*). En vertu de la proportion que nous venons de trouver,
ona{i) ■*
v/pi.i cosp,, + \/p,,jC0S/,,, + . . . + v^ p«,n CCS/,,,, = 0 ,
les signes de tous les radicaux étant déterminés par le signe d'un quelconque d'entre eux. Dans le cas le plus simple, on a
sin23 coSy,,, H- sioai 005^,^2 -\- sinij 005^,3 = o ,
formule connue de goniométrie.
6. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC est déterminée avec ambiguïté par les trois dislances AP, BP, CP. La détermination devient complète, lorsque l'on connaît en outre la distance OP, dont le carré est lié avec les trois premières distances par une équation du troisième degré (3). Si l'on désigne, d'une part,
AP^ , BP' , CP' ;
OA^ , OB' , OC , 0P
OA.OP.cosAOP, OB.OP.cosBOP, OC.OP.cosCOP,
(*) BRËTSCHNEinER, Gcométiie, 6j-j .
respectivement par
§i ■> S'^f Si'
h,, Ih, h^\ et d'autre part, les coordonnées des points
par rapport à trois axes menés par le point O, par
il existe, entre les deux manières de déterminer P, les relations suivantes (*).
On obtient d'abord, par des considérations trigonométriques, les équations
(I) 2^1 =(7,, + //—§', , ilh-=a^-i-\- li~gi, lhi = a^^+/é — g,, auxquelles il faut joindre, pour la détermination de h, l'équation (3, IV)
h fh fh Ih
/ii a^^ ay. (7,,
h, a, 2 <ii2 ^Ti
en désignant
OA.OB.cosAOB, OA.OC.cos AOC, OB .OC cosBOC respectivement par
On trouve de plus, par la projection orthogonale {voir
S XVI
/ A,=.rX,-l-jY. +zZ,,
(III) ) h, = xX,-\-jY,-^zZ,,
h, = xX, -f-^Ys-l-zZj,
( * ) Laguange, -Sur les py> -, iR-
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en posai! I, pour abréger,
x^ ~^ Jt cos^r -H z, ces a." = X, ,
X, cos.rj -+-J, -f- c, cosyz = Y, ,
X, COS^Z +J, CCS j2 H- s, = Z,,
cl de niètîie pour les autres.
On a réciproquement (§IX, 1)
COS YZ
■ eOABCsin
.TJ'
cos .ro
cos yz
«'t désignant par (X,), ... les cocflicienls de Xi , . . . dans R, lesquels peuvent se développer d'après le ^ VI, 5.
Si, en particulier, P est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre OABC, on a g^=z g^ = g3= fi , et par
suite A] = - r/i, , h^=z — u»^, h^
7. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC est complètement déterminée par ses distances à trois des faces du tétraèdre, en comptant positivement les distances normales dirigées vers l'intérieur, négativement les distances normales dirigées vers l'extérieur (ou vice versa). Désignons, d'une part, les faces OBC, OCA,OAB, CBA par/, , f^, f.j,, /; les distances du point P à ces faces par i>y , /72 , /7;, , p • d'autre part, les coordonnées des points A, l>, C, P, par rapport à trois axes passant pai O, comme
précédemnienl : ou a, entre ees clélerniinalions île V les relations suivantes (*).
Posons, comme au § XVI, 7.
OABC : OBCP : OCAP : oabp : cbap = i : p, : fx, : fz, : u ,
6 OABC = V sin xjz ; on en tire
I : a, : {/, : p, ; [A = V sin xYz : 2/,/», : 2/, /^. : 2/. p : 27^ ,
sin ryz
On a. parcelle substiluliou,
[ sin a;;z
3j -h ÇjZ,
sin XYZ
Sin
et réciproquement
I i .r Vsin j:>'3 =/I a», '-i -h/./'j J^. -h/iPr. -V:. ,
(II) ' -7 Vsin xyz =/ p, j, -^fiV^.yi -^AP:.y' «
f-z Vsinxrz =/,/^, s, H-/./^:-. -hAp:,^^. 1 2
En vertu de Téquation u -h ,a, -f- ,u, + Uj = 1 , on a
(III) fp ^f>P^ +//'-' -^f^P= = \ Vsin^jc.
Si, en particulier, P est le centre d une sphère langenle
(*) Lagrange, ioc. cil., 24.
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aux faces du tétraèdre, les valeurs absolues de /?, ^i, p^, p^ sout égales entre elles, tandis que les signes de ces quantités diffèrent suivant que les diverses faces sont touchées intérieurement ou extérieurement. En désignant par p le rayon de la sphère inscrite proprement dite, on a
(/ -^/ -\-A +A )? = - V sin xyz ,
(/ +/i -^A -t-/i ) -^ =/ -î^. -1-/2 ^2 4-/3 a-, , (/+/i +fz^fi)y =/ J. 4-/2 J2 4-/3 J3,
Si p' est le rayon de la sphère qui touche extérieurement la facef, et intérieurement les autres faces, on a p= — p', pi z= p^ = p^ = p', etc. En faisant toutes les combinaisons de signes possibles, on trouve onze rayons, dont six sont égaux deux à deux, et huit centres.
8. Les relations qui existent (*) entre les coordonnées gi , g-, , ^3 , ou /i, , /«2 , h» (6) du point P, et les coordonnées a, , jijig , fJi3 , ou Pi ^ p^i Pi (7 ) du même point, s'obtiennent par la substitution des valeurs de x, y 2, trouvées au § XVI, 7. dans les expressions que l'on vient de trouver pour hi , hz , /is . Dans la formule
/i, = fx, [X, X, -hjK.Y, H- z,Z|) 4- fX2(j^jX, 4- j-iY, -f-z,Z,)
-f- fi3(x.,X, -h JsY, 4-Z3Z1),
le coefficient de f/i a pour valeur OA* = aj, , le coefficient àep.9 pour valeur OA.OB.cos AOB= «12, etc. {Démonstration, § XVI, 4). On a, d'après cela,
/ //, = p., «1, ■+ fX.Cn-l- ptafl,.-,, (I) { Â,, =r jix, a,., -t-fAjfljs-l- fijûj,,
( *) La(;kanoe, Ioc. cit., a(K
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Au lieu de développer le déterminant que l'on doit égaler à zéro pour calculer /* (6), on peut poser immédiatement, comme ci-dessus.
h =:.7:X-hjY+zZ,
et il vient
(II) r^ . r
{ =f*l «11+ P-2«J2-+-f^3«33 + 2f/,p2«l2-+-2fX,pt.,a,,,-|-?.fijpt,fl',3.
Réciproquement (^X\II, 7; § IX, 1) on a
= V'sin'.7:jz,
fin
a, V'sin' JC/z =: /i, a.^^-)- h, a,, -|- A, a,, , piV^sin^jrjzzzz /(, a,2+'^2«22 -+- ^3»,,,
dani
( p3 V sin' .rjz == // , a, 3 + /i, «23 + /I3 a, , ,
c<i 1 > i3Ci2 , . . , étant les coefficients de aj , , a, g , déterminant qui exprime V^sin^j^z.
Au moyen des substitutions
fi,Vsinjrxz = 2/, /^,, etc.. (7), «„ = 4/% «,2 = 4/1/2005,2, etc.. (§ XVII, 3; § XVII, I»),
on déduit des relations ci-dessus les suivantes
I - /?3 V sin.rjz =: /t, /, cosi:, H- /^/i cosjj -{- /is/j
9. La relation entre quatre points A, B, C, D d'un même cercle peut s'exprimer au moyen des propriétés des angles, des distances ou des aires, qui sont déterminés par les points en question. D'après un théorème connu, contenu dans les Éléments ifEuch'de^ la différence des angles
ACB — ADB = o ou = i8o",
d'où en général,
(I) 2(ACB — ADR) = o (*),
lorsque les points donnés sont sur un même cercle, et <jue l'on prend avec le même signe les angles décrits par des rotations effectuées dans le même sens. L'angle zéro équivaut à 36o°.
De plus, d'après le théorème de Ptolémée [^Imageste, I, 9), on a
(II) \/p -+- \/g -h s/'- = o.
en désignant par p, g, r les produits des carrés des droites opposées qui joignent les quatre points du cercle A, B, C, D. On tire de cette équation l'équation rationnelle entre les carrés des distances mutuelles de ces quatre points. On peut établir une équation analogue à cette dei'nièrc entre
( " ) MoEBiiis, Kreisi'erwcindlschnfl, § XIV .
les carrés des distances mutuelles de ciiuj points d'une sphère.
On coiinait enfin les relations entre quatre points d'un cercle ou cinq points d'une sphère, et un autre point quelconque : la dernière de ces relations est contenue dans un théorème de Feuerbach (Untersuchimg der dreieckigen Pyramide, p. i5), qui a été reproduit par Cayley [Camhr. Math. Jour.^ II, p. 268) et par Luchterhandt [Journal de Crelle^ XXIII, p. SjS). Ces mêmes relations ont été déduites des principes du calcul barycentrique par Mobius [Journal de Crelle^ XXM, p. 26). \oici la méthode de Cayley, fondée sur l'emploi des déterminants :
Supposons que les points A. B, C, D d'un cercle soient donnés, par rapport à un système d axes rectangulaires, dont l'origine est O, par leurs coordonnées (x, )'), (a:,, j,), (.r,, j's), (Xj, jKs). On a, comme on sait.
x'' H-; v' = <7 -h bx -\- cy, x] -\- y'\.= a -\- bx, + cy,.
.r- H-.r j :^ (7 -f- bx- -{- r)>, et par suite {§ IX, 3)
Le développement de ce déterminant, d après le §111, 6, donne, en ayant égard au § X\I, 5,
OA- . BCD . — OB- . CDA -f- 0C= . DAB — OD . ABC = o
En construisant OP perpendiculaire au plan du cercle, et ajoutant à l'équation précédente l'identité (§ XVI. 5)
OP'(BCD — CDA -I- DAB— ABC) i:r o,
il)
il vient
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(IV) PA^ . BCD — PB^ . CDA -\- PC^ . DAB — PD^ . ABC = o,
P désignant un point quelconque de l'espace. On a en particulier, lorsque P coïncide avec D,
DA\ BCD + DB^ CAD -f- DC . ABD = o.
Soient donnés pareillement les points A, B, C, D, E d'une sphère, rapportés à un système d'axes rectangulaires, par leurs coordonnées [x, y^ 2), etc. . . Des équations
.x^ -+- j' H- z' = o -h é^ -h cj -h fiz,
^;-hyl+z]
-{- h.ri,-{- cj,- + dzi.
il résulte
En développant ce déterminant (§ XVI, 6), il vient
OAV BCDE -h OB .CDEA-I- OC'.DEAB + OD^EABC
:vi
OE^ABCD = o,
O désignant un point quelconque de Tespace. D'après les notations adoptées au § XVI, 7, on a
fx, OA' 4- fx, 0B= + p, 00 + fA OD' = OE^ ;
c'est-à-dire que, sif;., |Lt,, f/.2, p.., sont les coefficients coordonnés de E par rapport à la pyramide DABC, alors, pour tous les points O d'une sphère décrite du centre E, la quantité f/OD^ -f- (Xj OA^ -t- [i^OW -+- f/aOC^ est constante (Feuerbach). On a en particulier
AB^ . CDEA -+- AC= DEAB -+- AD' EABC + AE^ ABCD = o, f/,DA^ M- p,DB= -f- p.3DC= r= DE^
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En multipliant les déterminants (III) et (V) respectivement par
et par
x'' -\- y- -{- z- , —IX, —27,
I' •^4 + ri+2;^-, — 2X,, — 2 J<, — 2 2j
on trouve (§ M, 3)
don . . . d,s
et
doo . ■ ■ d^-
(ho ■ ■ • du
«n faisant, dans le premier cas,
d,, = x-'j- y--\-x' -{-j- —2x- —27- =0, ^01 = X- -+-y- -h x] + y'\ — 1XX, — 2_rj, = AB-, Jgj = X- + j>-' + .r r; + j';; — 1 xx, — lyy^ = AC, etc
et dans le second cas,
r/oj= j;^4- j^H-z^ -Hx' -t- j' -1-2- — 2.r' — 2j' — 2z^ =0, a^, = x^-^ r'^-\-z^ -[- x--i- y] -{-z- — -ixx. — y.yy, — 23z, =AB% etc
Par conséquent l'équation annoncée entre les distances mutuelles de quatre points d'un cercle sera (Cayley)
O ^01 do:. do do, O rf,2 d,
(vii;
do2 d,2 o r/o,
<f(ij r/n r/o_i O
^, t désignant le carré de la dislance du i'''"' point au A""'"". L'équation analogue entre les distances mutuelles de
aaS SECOJNDE l'AUTlE, ^ XVIIl.
fiuq poiiiis d'une sphèr(î sera (Cayley)
"m "nv "0:1 "0
VIII
^04 (Ui
dn cl.
dr,
dn d^i
o (ly,
ci., o
Ces déieriuiiiants peuvent se développer d'après le § V, 2.
10. Les relations trouvées, de (III) à (VIII), ont lieu pour les points d'une ellipse ou d'une hyperbole, d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloide (*), en divisant le carré de chaque distance par le carré du demi-diamètre qui lui est parallèle.
Démonstration. — Si, au lieu de la sphère, on considèie une des surfaces du second degré dont nous avons parlé, et que les coordonnées orthogonales soient parallèles aux axes principaux de la surface, l'équation
jc"^ -hj' -+- z- = a ■+- bx -\- cy + dz
se crianeera en ce
ci,
IJ
e et e, désignajit l'unité positive ou négative. Il s'ensuit que, dans l'équation (V), x^ -}- j^^ -}- s'^ se trouve remplacé par
Soil niainlenanl jMAj le denii-dianiètre de la surface qui
(" ) I,'e\lc.nhiori des fnopohilions précédeiitcb à l'elliiise et. à l'ellipsonlc a etr rcnuirqiioe par Rrioschi (Journal de Crrllc, t. L, p. 'i'Mi)
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a la même direction que OA, et soient, de plus, p, q, /les coordonnées de Ai par rapport aux axes principaux de la surface. On a, par des propositions élémentaires,
•r : j : 2 : Ok = p : q : r i MA,.
Mais, à cause de la relation connue
on a
MÂy
Par conséquent, dans (IV) et dans (VI), on introduira
OB' OC
MB'r MC^
au lieu de 0A% 0B% 00% . . . , les autres quantités ne subissant aucun changement.
En multipliant ensuite le déterminant
T + 'ir + s,— , I, X, X, s a- p- 7-
par le déterminant
( * ) Celle propriété a été indiquée i>ar Jortchinu.lh.il, Jciinhil tic Ci elle, t. XL, p. 32.
23o .SKCOJNDF. PAliTlE, §X\UJ,
jl vient I expiessiou
dio ... d,,-
en posant
do\ = — : -^-''tt;
7 z; .rjT,
expression (jue Ton trouve, comme ci-dessus, égale à AW divisé par le carré du demi -diamètre parallèle à AB; et ainsi de suite,
11. Une section conique du second degré est déterminée par un de ses loyers O et par trois autres points A, B, C; par conséquent quatre points et un foyer d'une même conique doivent avoir entre eux une certaine relation. La surface de révolution du second degré qui résulte de la rotation d'une section conique autour de son axe principal, est déterminée par un de ses foyers O et par quatre autres points A, 13, C, D, de sorte qu'il doit exister une relation entre cinq points d'une pareille surface et l'un de ses foyers. Ces relations ont été indiquées et démontrées par Mobius [Journal de d'elle, t. XXVI, p. 29).
On peut déduire ces relations de ce théorème connu, que le rayon vecteur OA = /• d'une section conique ou d'une Miifa((' de révolution de l'espèce indiquée est une fonction
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linéaire des coordonnées x, y, ou x, j, z du point A, par rapport à des axes quelconques. Soient Xj, ji ou x,, /n ^i les coordonnées de B, etc . .
A-, = rt H- ^x, H- cj, , r. = a -f- èzj -h c> ,. , r^^:^ a -^ bx, H- tTi ;
par conséquent (^ IX, 3),
. 5 on a
/• = « H- /)X + tj + r/2 ,
r\ =: « + 6x4 + f/4 4- dz^ ;
c'est-à-dire (§X\'I, 5, 6) (Il OA.BCD — OB.CDA
OC.DAB — OD.ABC = o,
O A . BCDE + OB . CDEA + OC . DEAB + OD . EABC + OE.ABCD= o.
Si A, B, C, D sont situés sur la surface de révolution, et eu même temps sur un plan passant par O, on a ABCD = o,
et
BCDE : — CDAE : DABE : — ABCE = BCD : — CDA : DAB : — ABC, et par suite
OA . BCD — OB . CDA -h OC . DAB — OD ABC = o ;
c'est-à-dire que la surface de révolution est coupée par un plan passant par un de ses foyers, suivant une ligne du second degré dont ce point est un foyer (Mobius, /. c).
12. La relation entre les dislances mutuelles de cinq points dans l'espace a été donnée [tour la première fois par i.agrange sous une fonrvc liop peu développée; puis elle a
2^2 SECOWUE PARTIE, §XVni.
été traitée à plusieurs reprises par Carnot, sans que Ion parvînt à uo résultat présenté avec clarté (3). La relation la plus simple entre cinq points de l'espace A, B, C, D, E, dont les coordonnées par rapport à trois axes quelconques sont (•^njij^i), (.r2,7^2, ^2), . • . , s'obtient en développant d'après le § III, 6, l'identité (§ II, 4)
I I X, Ji Z,
vl interprétant, au moyen du § XVI, 6, les déterminants du quatrième degré auxcjuels on parvient, ce qui donne
(I) BCDE-f-CDEA-hDEAB-hEABC-f-ABCD=TO,
équation qui coïncide avec l'équation connue que Ton rencontre au § XVI, 7. En exprimant les volumes de chacun des tétraèdres en fonction de leurs arêtes {§ XVII, 14, corollaire I), on obtient une équation irrationnelle, dont le second membre est zéro, et dont le premier membre est la somme des racines carrées de cinq déterminants du cinquième degré. Pour rendre cette équation rationnelle, il n'est pas nécessaire de faire le produit des différentes valeurs que peut prendre le premier membre, en vertu de l'ambiguïté des radicaux carrés. Il suffit, ce qui est préférable, de multiplier l'équation (I) par un de ses termes, parce que le produit de deux tétraèdres est une fonction rationnelle des carrés des droites qui joignent les sommets de l'un des tétraèdres avec les sommets de l'autre (§ XVII, 14). L équation cherclice a été développée pour la première fois sous une forme plus simple par Cayley [Canibr. Math. /., Il, p. 268). Par analogie avec la méthode donner
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au II" 9, Cayley a multiplié le déterminant plus général
par
1, -Ï^S -f-j's + 2^ + Wj, ^5, Jà, S
On trouve ainsi (§ \I, I?)
— i6K- = OÙ l'on a /iA,, = A*,, (§ VI, Î2), et de plus
//„(, = o, //oi = I , //o2 = I , • • • , ''«(1.'. = I ,
h,,:= /h-,= ■ ■ ■ = fin = 0,
A,, = .r,^ +v- -+-C- 4-"', -f-'^I+j' -i-2^4-«î— 2^-, u:, — 2/, jj
2C| Z2 — 2i/| Wo
etc.. . .
Si les quantités indéterminées i/j , z/g,..., u^ sont nulles, R s'annule pareillement (§ III, 2). Si l'on considère en même temps Xi, /i , Zi comme les coordonnées' rectangulaires du point A, etc. . . . , on a //jj = AB% etc. . . . En désignant les carrés des distances du i®' point au 2% au 3", ... , comme ( i-dcssus, par d^^, r/j,. . . , on a lé-
y.34 SECONDE PAUTIE, § XV III .
quation cherchée,
ri.
di,
dn
dn
du
dn,
dr.
On peut développer ce déterminant d'après le § V, 2, ou simplement d'après le § III, 1 . Dans ce dernier cas on trouve
^01 + ^(,2 + lîo3 + <îo4 + ^05 = O,
en désignant par à^^, d'os, • • • les coefficients qui multiplient dans le déterminant les éléments de la première ligne horizontale. Mais on a, dans le cas d'une notation analogue
VII
Oui r <îo2 : «^03 : ^o4 : «î^s : = v/«îii : v/^22 : 4^^ : v^^^ *. v*^" ^
puisque le déterminant est nul, et que di^^ = di^^ , d'où résulte di^j, = âi-^i (§ III, 9). Par conséquent
\/^ + V^2 + v/^, + v/^. + v/^i = o, ce qui s'accorde (§ XVII, 14) avec l'équation (1).
CouoLLAïuE. — On trouvera de la même manière les équations entre les carrés des distances mutuelles de quatre points A, B, C, D d'un môme plan, ou de trois points A, B, C d'une même droite (§ XVII, 13, 14). On trouve, en eflét, dans le premier cas, en conservant les mêmes notations.
do
dn
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y/^n ■+- s/S,^ ■+- V^3. + s/^4* = o, ce qui s'accorde avec
BCD — CDA 4- DAB — ABC = o,
dans le second cas
I C?|3 r/jj o
y/rî,, 4- y/^j, + y/^3, z= n.
ce qui s'accorde avec
AB + BC-t-CA = o,
Ces équations peuvent s'obtenir aussi au moyen du n° 9 (VII et VIII). Si, en effet, de cinq points d'une sphère, l'un est situé à l'infini, on a par exemple
do3
et les quatre autres points sont dans un même plan. Et si, de quatre points d'un cercle, l'un est à une distance infinie, les trois autres points sont sur une même droite.
QA Baltzer, Richard
B35^ des déterminants
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