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PRÉFACE
Le puissant instrument que l'Algèbre et l'Analyse emploient aujourd'hui sous le nom de Déterminants était, il y a peu d'années encore, difficile à connaître à l'aide des seules sources auxquelles on pût alors puiser. Les grands géomètres s'étaient créé ce moyen auxiliaire en vue des hautes spéculations dont s'occupait leur génie^ et ils n'avaient guère songé à retarder ia construction de leur édifice par des considérations sur les matériaux et les appareils, de la solidité desquels ils étaient parfaitement convaincus. De là il est arrivé pour les déterminants, comme \youT tous les instruments importants des mathématiques, qu'ils sont restés longtemps la possession d'un petit nombre d'esprits d'élite, avant qu'une théorie méthodique en rendit l'intelligence et l'usage abordables aux esprits ordinaires. Le premier qui ait eu l'idée de venir en aide à l'Algèbre par la formation des sommes combinatoires appelées aujourd'hui déterminants, ce fut Tillustie LeibniZ; comme l'a remarqué Dirichlet.
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Mais, sauf la lettre à THospital du a8 avril lôgS, où Leibniz parle avec conviction de la fécondité de son idée, on ne connaît aucun autre passage d'où l'on puisse conclure que Leibniz ait cherché à tirer de nouveaux fruits de cette découverte. La seconde invention des déterminants par Cramer, 1760, ne s'est pas perdue, à cause des services qu'elle a rendus aux progrès de l'Algèbre, grâce aux travaux de Cramer lui-même, et quelques années plus tard à ceux des Bezout, des Laplace, des Vandermonde, des Lagrange. C est Vandermonde (Sur [élimination, 1772) qui a cherché à créer un algorithme des déterminants, tandis que Lagrange, dans son Mémoire classique Sur les pjrramides, 1773, faisait déjà un usage très-étendu des déterminants du troisième degré dans les problèmes de géométrie analytique. Mais ce qui a le plus contribué au perfectionnement et à l'extension du calcul au moyen des déterminants, ce sont \esDisquisitiones arithmeticœ de Gauss, 1801. En partant de la considération des algorithmes qui se rapportent, dans cet ouvrage, aux a déterminants des formes quadratiques, » Binetet Cauchy, iSia, ont établi des règles générales, pour la multiplication des déterminants, et ])ar là certains calculs sur des sommes difficiles à manier onr acquis une faciUté inattendue. Jacobi, avec son génie créateur, s'empara en i8a6 de ce nouveau calcul, don! jusque-là les dcveloppemenis étaient dus
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surtout à Cauchy. Les travaux qu'il a publiés dans le Journal de Crelle sont des preuves éclatantes de la puissance de ce nouvel instrument dans la main d'un tel maître. C'est par les Mémoires de Jacobi De formatione et proprietatibus determinantium et De determinantibus fiinctionalibus, i84i, que les déterminants sont devenus pour la première fois accessibles à tous les mathématiciens, et, depuis, leur théorie a reçu de divers côtés des accroissements importants.
Le Mémoire de Jacobi De formatione, etc,^ qui n'a pas été rédigé pour l'usage immédiat de ceux qui commencent cette étude, et le traité de Spottiswoode intitulé : Elementary theorems relating io déterminants j London, i85i, et dans lequel, à côté d'un ordre convenable des matières et d'un bon choix d'exemples, on rencontre un grand nombre de négligences et même d'erreurs qui diminuent la valeur de l'ouvrage : tels étaient les seuls moyens que l'on eût pour arriver à la connaissance des déterminants, lorsque je me décidai à rassembler les matériaux, encore dispersés pour la plupart, pour en composer une théorie des déterminants, suivie de leurs plus importantes applications. Mon travail était presque terminé, .lorsque j'ai eu connaissance de l'ouvrage de Brioschi, intitulé: La teorica dei detetminanti , Pavia, i854. Ce traité, appelé par le besoin généralement senti d'une introduction élémentaire à la connaissance des
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déterminants, bien qu'il ne soit pas toujours rigoureux dans les principes, est cependant écrit avec une parfaite connaissance du sujet, et contient un riche trésor d'excellents matériaux. Aussi cet ouvrage s'estil promptement répandu et fait apprécier. La traduction allemande de ce livre estimable, publiée tout récemment à Berlin, a été sans doute très-bien aœueillie des mathématiciens d'Allemagne, et si j'ai eu le courage d achever mon Traité sur le même sujet, cela tient principalement à ce qu'il diffère de celui de Brioschi par le plan et par l'exécution. Pour mettre à découvert dans sa plus grande simplicité le noyau théorique de cette doctrine, j'ai exposé les principales propriétés des déterminants et les algorithmes auxquels elles servent de base, dans un traité rédigé avec la rigueur synthétique, telle qu'on la rencontre dans les ouvrages des géomètres de l'antiquité, et lorsque cela m'a paru nécessaire, j'ai éclairci les principes par des exemples simples. Pour comprendre avec clarté les propositions d'un système , il ne peut être qu'avantageux d'avoir toujours présent^ auprès de chaque théorème, l'ensemble des prémisses sur lesquelles il repose. Quant aux applications à l'Algèbre, à l'Analyse et à la (Géométrie, je les ai réunies dans une section spéciale, pour en rendre l'inteiligence plus facile en donnant aux sujets une plus grande liaison, et pour parvenir en même temps à
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traiter chaque sujet plus complètement. Mais j'ai toujours cherché avec le plus grand soin à donner aux théorèmes et aux démonstrations toute la précision possible, partout où ils semblaient en manquer encore. Dans le choix des notations et des dénominations relatives à cette théorie, j'ai cru devoir user de la circonspection la plus minutieuse, parce que, sans cela, les nouvelles mathématiques menacent de devenir inintelligibles, à cause de l'extravagante profusion de termes nouveaux qui fait invasion dans leur vocabulaire. Je me suis particulièrement efforcé de donner quelque valeur à mon travail, en cherchant à remonter autant que possible aux sources originales, pour pouvoir citer les premiers inventeurs des méthodes et les premiers auteurs des théorèmes. De telles citations ne sont pas seulement un hommage que doit la postérité aux révélations du génie de nos prédécesseurs , elles constituent aussi un élément de l'histoire de la science, et invitent à l'étude des grandes œuvres qui ont servi à l'édiâer, et où se trouvent encore de riches mines à exploiter. Je ne puis m'attendre, à la vérité, à ce que mes recherches m'aient partout conduit à de résultats exacts; mais j'espère qu'en publiant mes erreurs je fournirai l'occasion de les rectifier.
D'après ce que je viens de faire observer, il est inu-
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til&de relever ce qui a pu être ajouté par mes propres recherches aux matériaux fournis par les autres. Il ne me reste plus qu'à exprimer ma reconnaissance pour la bonté avec laquelle mon savant ami*Borchardt m'a soutenu dans mon travail par les nombreux renseignements dont je lui suis redevable {*).
{*) Nous avons introduit, dans la présente édition, un certain nombre de corrections que TAnteur a eu Tobligeance de nous indiquer. {Note du Traducteur. )
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PREMIÈRE PARTIE
§ L — Partage des permutations ^éléments donnés
en deux classes.
1 . Les éléments d'un arrangement dont on veut déduire les permutations se distinguent par leufs numéros d'ordre ou indices. Un élément est dit plus élevé qu'un autre, lorsqu'il a un indice plus grand. La combinaison d'un élément d'une permutation avec un des éléments suivants s'appelle, relativement à l'arrangement primitif, un dérangement (*) lorsque le premier élément de la combinaison est plus élevé que le second. Par exemple la permutation a^ ai, a^ a^ contient quatre dérangements, a^a^^ ^4^89 ^4 ^n ^^ ^1-
Les permutations d'éléments donnés ont été divisées par Cramer en deux classes, dont la première renferme les permutations où il se trouve un nombre pair de dérange-
(*) Cramer, Analyse des lignes courbes, 1700; Appendice, p. 658.
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meiiis, et la secoiiile los .permutations qui présentent un nombre impair de dérangements.
. 2. Théorème. — Lorsque dan» une permutation on échange un élément avec un autre, tous les éléments restants conservant leurs places, le nombre des dérangements existants dans la permutation varie d'un nombre impair (*).
Démonstration. — Soient g ex. h les éléments que Ton veut échanger, h le plus élevé des deux, A le groupe des éléments qui précèdent g^ B le groupe des éléments compris entre g^ et A, C le groupe des éléments qui suivent h. La permutation donnée étant ainsi
et celle que Ton veut former étant
AAB^C,
la variation cherchée du nombre des dérangements provient de la position que g et h prennent l'un par rapport à Fautre, et par rapport aux éléments contenus dans B.
Soit |3 le nombre des éléments du groupe B, parmi lesquels il y en a |3, plus élevés que g^ et ]3t plus élevés que h. Alors, outre les dérangements qui existent dans B, il s'en trouvera, dans Varrangement ^BA. j3 — |3i-j-|3j, parce que g est plus élevé que |3 — /Sj éléments de B, et qu'il y a, dans B^ jSs éléments plus élevés que h. Au lieu de ces
( *) là division dos permutations fondée sur ce théorème est due à Bezout {Butoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 292)» et a été démontrée pour la première fois par Laplace dans la même colle<;tion, 1773, t. Il, p. 294; elle Ta été ensuite plus simplement, de la manière que nous donnons ici, par Mollweide, Demonstratîo élimina tionis Crame rianœ y Leipzig, 181 1, §9, et par Gergonne, Annales de Halhémaliques, t. IV, p. i5o.
THÉORIE DES DÉTEAMtNAMTS. 3
dérangements, rârrangetnent hhg^ formé par rechange mutuel de g et de A, présentera P — ^^ + 1 -f- Pi dérangements , puisque h est plus élevé que ^ — jS^ éléments de B, que de plus h est plus élevé que g^ et qu'enfin il y a encore /3i éléments de B qui sont plus élevés que g* La différence de ces nombres,
P — p2 -+- I -f- P, — (P — p, 4- PO = «P, — 3p,-f- I,
est impaire. c. q. f. d.
3. Par des échanges successifs de deux éléments, on peut obtenir l'une après l'autre toutes les permutations d'un arrangement donné. Les dérangements que l'on rencontrera dans cette suite de permutations seront alternativement en nombre pair el en nombre impair (2). Comme le nombre total des permutations est pair, il existera autant de permutations de la première classe, contenant un nombre pair de dérangements, que de permutations de la seconde classe, contenant un nombre impair de dérangements. Ces permutations se déduisent de Farrangement donné, les premières au moyen d'un nombre pair, les secondes au moyen d'un nombre impair d'échanges entre deux éléments.
Deux permutations appartiennent a la même classe, si elles peuvent se déduire l'une de l'autre, ou se déduire toutes les deux d'une troisième^ au moyen d'un nombre pair d'échanges entre des éléments pris deux à deux.
4. Démonstration analytique du théorème (2). — Pour classer les permutations, formons dans chacune d'elles les différences des indices correspondant aux éléments, en soustrayant l'indice de chaque élément de celui de l'élément suivant. Une permutation contiendra autant de dérangements qu'il y aura de ces différences qui seront négatives (1).
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Le produit de ces différences est une fonction alternée des indices (*) r/ui prend la valeur opposée par rechange de deux de ces indices.
Démonstration (**). — Chaque différence en particulier, dans réchange de deux indices, conserve sa valeur absolue; le produit conserve donc aussi sa valeur absolue. Si l'on désigne par i et k deux indices déterminés, et par r et 5 deux autres indices quelconques \ par
les produits des facteurs dont les formules générales sont
si l'on désigne enfin par s l'une des quantités ■+- 1 Ou — i, le produit des différences à former pour une permutation donnée pourra se représenter par
Si Ton échange maintenant i et k entre eux, les produits
n(r— i)(r— A-) et n(r-.j)
ne changeront pas, et k — i prendra la valeur opposée. Donc le produit complet prendra la valeur opposée.
Puisque, par l'échange de deux éléments de la permutation, le produit en question change de signe , il s'ensuit que le nombre des différences négatives, et partant aussi le nombre des dérangements de la permutation, varient d'un nombre impair, comme on l'avait déjà démontré ci-dessus.
(*) Fonction alternée, suivant Caiichy {Journal de l'École Polytechnique, XVII* cahier, p. 3o, et Analyse algêhriquCyX. III, p. 3). — Functio alternans, suivant Jacobi {Journal de Ocelle, t. XXII, p. 36o).
C** ) Jacobi, Det., 2 {Journal de Crelle, t. XXII, n" 1 1).
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5, L échange des éléments d'un arrangement est appelé permutation circulaire y lorsque chaque élément est remplacé par le suivant, et le dernier élément par le premier.
Par une permutation circulaire de tous les éléments^ on tire (Tune permutation donnée une autre permutation qui appartient ou n'appartient pas à la même classe^ suiv^ant que le nombre des éléments est impair ou pair. Car la permutation circulaire de n éléments peut s'obtenir en échangeant le premier élément avec le second, puis avec le troisième, etc., ce qui fait ainsi n — i échanges d'éléments deux à dettx«
D'une permutation donnée on en peut déduire une autre quelconque par des permutations circulaires effectuées sur des groupes séparés ^éléments. Soient, par exemple,
les indices des éléments dans la permutation donnée, et
les indices des éléments dans la permutation à former. Commençons par le premier élément à déplacer dans la permutation donnée, et remplaçons successivement 7 par 2, 2 par 9, 9 par 6, 6 par 5, 5 par 3, et enfin 3 par l'élément 7 qui a servi de point de départ. On a ainsi séparé un groupe d'éléments sur lesquels on a accompli une permutation circulaire. Maintenant, dans la suite des éléments restants, remplaçons 4 par 8, 8 par 4» ce qui accomplit la permutation circulaire d'un Second groupe d'éléments. L'élément i qui reste encore ne doit pas être remplacé par un autre. D'après cela, la seconde permutation a été déduite de la première par des permutations circulaires partielles.
En comptant pour un groupe particulier chacun des éléments qui, dans le procédé que nous venons de décrire
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pour déduire une permuta lion d'une autre, doivent être remplacés respectivement par eux-mêmes, on a la règle suivante :
Deux permutations appartiennent ou n appartiennent pas à la même classe, sui\Hint que la d^érence entre leur nombre d^ éléments et le nombre des groupes par la permutation circulaire desquels Fune des permutations don-" nées peut se déduire de T autre ^ est paire ou impaire {*). En effet, si les permutations données sont composées de n éléments, et que la seconde se déduise de la première en partageant les éléments en p groupes de «t, a%, a^^. . . éléments, et en faisant subir à chaque groupe une permutation circulaire, ces permutations circulaires pourront s^ effectuer au moyen de
(a, — l)H-(a2 — l) -h (aa — l)-h...
échanges d'éléments deux à deux. Or on a
donc la seconde permutation peut se déduire de la première au moyen de n — p échanges d'éléments deux à deux.
Pour amener les éléments du premier groupe à leurs nouvelles places, il ne faut pas moins de «i — i échanges d'éléments deux à deux, et ainsi de suite. Donc, pour déduire Tune de l'autre les permutations données, il ne faut pas moins de n — p échanges d'éléments deux à deux. Dans l'exemple ci-dessus, on a p = 3, n — p = 65 par conséquent les permutations données appartiennent à la même classe.
( * ) Cauciiy, Journal de l'École Polytechnique, XVII* cahier, p. ^2 ; Analyse nigêhfitjue, Nolc IV. — Jacobi, Det., 3.
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§ IL — Déterminant cPun système de n^ éléments,
i . Si Ton considère m lignes hori2M>n taies de n éléments chacune, ou, sous un autre point de vue, n lignes verticales de m éléments chacune, pour distinguer en général ces éléments, il est commode de les affecter chacun de deux indices, dont le premier marque le rang de la h'gne à laquelle appartient l'élément, et le second le rang de Télémènt dans sa ligne ( * ) ^ par exemple, on écrira
Au lieu de a,,;i, on écrit aussi a^]^ ou simplement (/, A). Lorsque m = n, la série des éléments
depuis le premier jusqu'au dernier, s'appelle la diagonale du carré des éléments.
2. On entend par déterminant d^un système de /i* éléments, disposés sur n lignes de n éléments chacune, et représentés par a,-^*, i et k recevant chacun toutes les valeurs i y 2 , . • . , Al, la somme des produits de ces éléments pris 71 à /i, de manière qu'il n'y en ait pas deux dans le même produit qui appartiennent soit à la même ligne horizontale, soit à la même ligne verticale. Le premier terme
(*) Cette notation a été employée pour la première fois par Leibniz. Voir sa Lettre a L'Hospilal, du 28 avril 1693, dans les Œuvres mathémntiques de Leibniz publiées par Gerhardt, t. Il, p. 289.
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du déterminant est le produit des éléments de la diagonale,
Du premier terme on déduit tous les autres, en laissant les premiers indices invariables et permutant les seconds. On prend chaque terme positivement ou négativement, suivant que la permutation des indices qui a servi à le former appartient ou n'appartient pas à la même classe que le premier arrangement des indices.
Le délerminaiït de w* éléments est dit du «**"*' degré, parce que ses termes sont des produits de n éléments. Il est formé de 1 . 2 ... /t termes, dont une moitié sont positifs et les autres négatifs (§ I, 3), et parmi lesquels il ne peut s^en trouver deux égaux et de signe contraire, tant qu'il n'existe pas de relations particulières entre les divers éléments. On désigne un déterminant, d'après Cauchy et Jacobi, en renfermant le système des éléments entre deux traits verticaux, ou en plaçant sous le signe somma toi re le premier terme précédé du double signe dz ; ou, d'après Vandermonde, eu plaçant la série des premiers indices qui servent à distinguer les éléments, au-dessus de la série des seconds indices (*) :
fil
^2,1 ûfj^j. . . Û2,n
(*) Caught, Journal de l'Ecole Polytrchnique, XVII® cahier, p. 62. — Jacobi, Det., 4» et Journal de Crelle, t. XV, p. 1 1 5. — Vandermonde, Histoire de l* Académie de Paris, 1772, t. II, p. 517. Lés déterminants ont été découverts par Leibniz {loc. ci/.), qui a cherché à représenter par leur moyen la résultante de n équations linéaires à n — i inconnues, ainsi que la résultante de deux équations algébriques quelconques h une inconnue. Comme second inventeur des déterminants, on doit nommer Cramer {voir §1, l). La dé-
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Exemples :
abc a^bxCx a-i bj C2
= abi — û, b.
= abyCt — abiCx -h a, b^c — a, bc-^ 4- a^bc^ -— ûj6,c.
abiC^d^ — ab^c^dj -\-abiC^d^ — abiC^d^-^ab^Cxd^ — ab^Cid^ \ — fl, bcid^ -h ûi ^^3 r/, -f- a, ^jcrfj — fli b^c^ d — a^ b^cd^ 4- aib^c^d
V — a^bcid^-haibcidi^- a^b^cdi — a^b^Cid — a^biCdi-^aibiCid.
3. Les termes d'un déterminant peuvent aussi se déduire du premier ternie, en permutant les premiers indices et laissant invariables les rangs des seconds indices. Si Ton désigne, en effet, par Aj A, . . . k^ une permutation quelconque des indices 12... w, alors aijjtjaj,*^. . -^nyi„ exprimera un terme quelconque du déterminant. Or ce terme se déduit du premier terme ai,] ^2,1 . . . a„,„ soit en remplaçant les seconds indices i,a,...,« respectivement par ^1 >Aî> • • • >An> soit encore en remplaçant, dans la série des premîet*s indices, k^ par i, A"j par 2, . . . , /r„ par n. On a, dans les deux cas, à effectuer le même nombre d'échanges des indices deux à deux, et par suite le terme déduit par le second procédé obtient le même signe que par le premier procédé. Par exemple, de
«1,1 ^5,2 «3.3 «4,4 rt5,S «6,6 >
nomination de déterminant^ introduite par Caur>hy, a été empruntée à des sommes formées d'après la loi ci -dessus, que Gauss {Disquis. arith,) a nommées déterminants des formes quadratiques. Depuis, Cauchy|j( Exercices de Mathématiques, Exercices d' Analyse) a substitué au nom de déterminant celui Ae Jonction alternée) et aussi Tcxprcssion de résultante employée par Laplace ( voir § 1, 2).
lO
on déduit
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^'i,3 ^»,a <3f3^, a^^^ a^^^ ^6,Sï
en remplaçant les seconds indices 1,2,^,^,5,6 par 3^2,1 f4'»^9^' Mais le même terme peut aussi se tirer du premier terme , en remplaçant les premiers indices 3,2,1,49695 respectivement par 1,2,3,49^96, Par le premier procédé comme par le second, il y a toujours quatre indices remplacés par d'autres, et dans les deux cas le terme déduit reçoit le même signe.
Deux systèmes dont Tun a pour lignes verticales les lignes horizontales de T autre (et vice versa) ,
^1,1 ûi,î • • • ^1,1»
«î,i <ïj,a. . • a
ont le même déterminant Z zit a,,i ût^j . . . /7„^„. Car chaque terme de Tun des déterminants se trouve dans Tautre avee le même signe.
4. Théorème. — Un déterminant change de signe lorsque, dans le système de ses éléments, on échange une ligne (horizontale ou verticale) avec une ligne parallèle. Un déterminant s'évanouit identiquement lorsque les éléments d^une ligne sont égaux, chacun à chacun et dans le même ordre, aux éléments d'une ligne parallèle (*).
Démonstration. — Soient R le déterminant donné, R' le déterminant qu'on en déduit par l'échange de deux lignes parallèles d'éléments ; R' contiendra les mêmes termes que R avec des signes contraires. Car le premier terme de R'
( * ) Laplace, Histoire de l 'Académie de Paris, 1 772, t. Il, p. 397 . — Vander- MONDE, ibid., p. 5i8 et 5î22.
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se déduit du premier terme de R par rechange de deux des premiers ou de deux des seconds indices ; il se trouve donc dans R avec le signe contraire. Tous les autres termes de R^, qui se déduisent de son premier terme au moyen d'un nombre impair (ou pair) d'échanges de termes deux à deux, résulteront du premier terme de R au moyen d'un nombre pair ( ou impair) de ces échanges. Donc tous les termes de R' se trouvent dans R avec le signe contraire, c'est-à-dire qu'on a R' = — R.
Si les éléments qui composent les deux lignes parallèles sont respectivement égaux dans le même ordre, alors, par l'échange de ces deux lignes, R se changera en — R : or le système des éléments n'est pas altéré par cet échange, et par suite — R = R: donc R= o, quelles que soient les valeurs des éléments.
Par exemple, on a
«/j,2 «/i,3 • ■ • «fl.n «/l.l
«2,2. • . «2,/i fl-,,l l
«1,1 «2, a» • • fh,n
«/i,l «n,î • • • «n,ii
En g'énéral, si /, A, /, . . . , ainsi que r, 5, /, . . . , désignent
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des permulations données de i , 2, . . . , /i, ou â
^/,r ^i,s ^i,t • • • ak,r ait,i ak,t. . .
^s.i ^s.k f^sj' • • «M ^/,* «/,/• • •
£ désignant Tunité positive ou négative, suivant que les permutations données appartiennent ou non à la même classe.
5. Théorème. — Si les éléments d'une certaine ligne du système s'évanouissent tous à l'exception d'un seul, le déterminant du système donné se réduit au produit de Télément en question par un déterminant d'un degré moindre d'une unité (*).
Démonstration. — Soit
et supposons que parmi les éléments
^ij« ^i,»* • • ^i,n
tti^i soit le seul diflerent de zéro. Prenons, dans le système donné, la i'""*' ligne horizontale d'éléments pour en faire la . première ligne horizontale, et la A"'"" ligne verticale pour en faire la première ligne verticale, de sorte que, par {i — i)-{-(A — i) changements de signe (4), R se change
(*) Jacobi, Dct., 5.
en
On.k «n.i
OÙ 6 = ( — i)'"*"*. Par hypothèse, les termes de sR dans lesquels le premier des seconds indices est différent de A, s'évanouissent. Donc eR se réduit aux termes qui se déduisent du terme principal
par la permutation des seconds indices i, 2,..., A — i, A-h I,. . ., », à Texclusion de /r; c'est-à-dire, aux termes d'un déterminant de degré »— i (2), multipliés par le facteur a,, il. Ainsi
£ ayant la signification indiquée ci-dessus.
Exemples :
CTs
rt,
Ok
et
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I Oy ûTa «3
O bi bt bi
o c, Cj C3
rf, di di
6. 11 s'eusuit réciproquement que tout déterminant peut être mis sous la forme d'un déterminant d'un degré plus élevé. Par exemple,
On.\ • • ^n,t
I ^«+1,1 • • '^«-1-1,11 O «1,1 . . .fl|,„
O ûn,i . • *^n,n
I tt/t+i^n'^x ^n+7,\ • • «^
et ainsi de suite. Les éléments
qui ne se trouvaient pas dans le développement du déterminant primitif, pourront recevoir des valeurs arbitraires quelconques, et par conséquent on pourra aussi les supposer nuls.
7. Lorsque tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale s'évanouissent, le déterminant du système se réduit à son terme principal.
G O O . • . On^n
O «3,3 . . «;mi
O O ...«„.„ «1,1 «2,2 • • • *ht,n •
etc. . . [5]
b bi ^a bi
C| Cj «,3 ^1 ^7 ^3
d dt d^ d^
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§111. — Des termes d'un déterminant ordonné suii^ant
les éléments d'une même ligne.
1. Théorème. — En désignant par ietk deux indices quelconques de la suite i, 2, . . . , /z ; par R le déterminant 2±a^ia,^j. . .a„,„', par a,^;^ le coefficient de Ui^k dans R, c'est-à-dire par ai^^ ai^j, la somme des. termes de R qui renferment Télément ai^j, : le's sommes
«1, 1 a*, I 4- û/,2 a*, j H- . . + fl|,„ a*, n y
auront pour valeur R ou zéro> suivant que i et Xr seront égaux ou inégaux ( * ) .
Démonstration. — Chaque terme de R contient l'un quelconque des éléments
qui forment la z""** ligne horizontale, et n'en contient qu'un. Par hypothèse, û/,i a/,i est la somme des termes de R où se trouve l'élément a,^i,etainside suite. Donc
On trouve de la même manière l'identité
R = a,,,- a,,,- + «2,1 «2,1 -f- . . -h ««,,- a„^,- . Si Ton y fait
ou bien
(*) Cramer, /oc. cit. — Gauchy, /oc. ci/., p. 66. — J^cobi, Det., G. Les identités qui résultentde ce théorème pour le cas de n=3, se trouvent dans Lagrange, Sur les Pyramides, 7 {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1773).
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on oblient des sommes qui équivalent aux déterminants de systèmes où les éléments d'une ligne sont respectivement égaux aux éléments d'une ligne parallèle. Or ces déterminants s'évanouissent identiquement (§ II, 4).
2. Pour multiplier un déterminant par un facteur, on multiplie par ce facteur tous les éléments d'une même ligne. Réciproquement, on peut placer devant le déterminant lui-même tout facteur commun aux éléments d'une même ligne. Ainsi
pa pb pc
Qy bx C,
tfj b^ Cj
abc pa b r
Ux bi Cl z=: pa^ bt r, a^ bi Cl I pa2 b^ c^
C'est ce qu'on rend évident, en mettant le déterminant sous la forme a a 4- «!«! -+- «j aj , ou sous la forme tia4-6j3-l-cy. On a encore
Hy bl
abc a 6, Cx a bi Ci
— «, bi
I bx Cx
I bi f2
abc
a b Cy
- ab
1 Cx
a b Ci
I Cj
3. Si tous les éléments d'une même ligne sont composés chacun de m termes, alors le déterminant peut se décomposer en une somme de m déterminants. Si l'on suppose
^/,> = ^'i -t Çi -H ''i H- • • • »
^1/2 = /?2 + qi + ^'i -+-•.. ,
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on aura
«1,1 a,-,, + a/,5 a:,, -4- ... 4- a,-,„ a/,„ = P\ «1,1 4-/>a «1,2 -+-.-. H-/?/i a,> H- <7i «1,1 H- ^2 «1,2 + . . . H- ^n «/,« -h '•1 «iM -f- '•j «/,? -^ . . . -h A-„ a,-,„
Les divers déterminants dans lesquels R se décompose, sont formés de R en y remplaçant les éléments
«l,fl >
par leurs parties respectives
/^i 3 Ptt * • • y Put
On a, par exemple,
rt âf, d'à
b bx b-i
C C, Cj
c' c, Cj
4. La valeur d'un déterminant n'est pas altérée, lorsqu'on ajoute aux éléments d'une même ligne respectivement les éléments d'une ligne parallèle, multipliés par un facteur commun (*) : ainsi
b Pj b y c abc b b c
«i b^ c, -h /? bx bx c, «2 bi Ci b^ bi C2
a + bxPy bxy c,
(voir 3 et 2), et le second déterminant est identiquement nul dans cette expression (§ II, 4).
(*) Jacobi, Journal de Crelle, t. XXII, p. 371.
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Exemples :
«> ri ^
I ^iji
rt, J2 ^
— rtf, ^ — ^
~fl, y —b — a, yi — b
5. Détermination du coefficient oLi,i qui multiplie l* élément Ui^i dans le déterminant R. — Pour ne conserver que les termes de R qui renferment a;,i, supposons nuls tous les éléments d'une des lignes^ qui contiennent a,^ji, à Texceplion de ai^i lui-même. Substituons ensuite l'unité à la place de a,,^, et nous trouverons le coeflSicîent cherché,
^/— 1,1» . 'Oi—\,k—\ ^i^i,k ^i-i.A-t-i • • • ^i—i.n O . . . O I o . . . o
On,i • • • ^n,k—{ ^n,k ^n,k+l - • • ^n,n
expression qui peut se mettre sous la forme d'un déterminant du degré n — i (§ II, 5). Si Ton prend la /'^'"Migne horizontale pour première ligne horizontale, et la k*^'"" ligne verticale pour première ligne verticale,- il se produit (i — i) 4- (/r — i) changements de signe dans a,^x
alors (i
par conséquent
aa~(-0
rt.i
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Par un procédé analogue, on déduit de R le coeflScîeni qui multiplie dané R le produit fl^^iû^jj 9 en remplaçant a, ^;i et ar,j par l'unité, et mettant zéro à la place de tous les autres éléments contenus dans les lignes qui se coupent en ^,^t et en a^^,. Ce coefficient se réduit à un déterminant du degré n — 2 ; et ainsi de suite.
6. Détermination de a,^jt p^r les permutations circulaires, — Pour déduire de R un autre déterminant, égal en valeur absolue, et dont le premier élément soit «.^t, en se servant de permutations circulaires , il suffit d'effectuer successivement i — i permutations circulaires des lignes horizontales , et A — i permutations circulaires des lignes verticales, ce qui introduit
changements de signe (§1,5). On a par conséquent (5)
^1+1,*+» • • • ^i-+-l,n ^iH-l,l • • • ^iH-l,*— 1
^i-ij-hl
Dans les déterminants de degré impair, les coefficients a, i peuvent se déduire de «i^t par des permutations circulaires, sans changement de signe. On a, d'après cela, pour la formation des déterminants par voie récurrente.
abc ayb.cy
bt r,
-hrti
bi Ci
-hûj
b c bi c,
aiff^Ci
ch
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bi Cfdi
bi r, û?2
bs Ci d^
— flf,
bz Cz d^
b, c, di
bi Ct di
bi c\ d.,
7. Détermination de oLi^j, par la differentiation , — Si les éléments d'un système sont indépendants les uns des autres, il suffit, pour différentier R par rapport à O/^^ , de considérer seulement la somme ai^^ a/^j. Or a,^* est indépendant de ai^i ; par conséquent
doij
Le coefficient de [a,^;^ dans R peut donc s'exprimer par le quotient différentiel partiel
Le coefficient de û;^* «^,5 dans R entre dans a,^^ comme coefficient de a,.^,, et peut en conséquence s'exprimer en différentiant a^^^ par rapport à a^,* ^ ce qui donne
rf'R
doi^i dar,s
De ce coefficient on peut déduire celui de a,.,^ a,^j dans R, en échangeant entre eux les premiers indices i et r, c'està-dire en échangeant la i'^'"'' ligne horizontale du système donné avec la r'*'"^ Par là, R subit un changement de
(*) Jacobi, Det., 6.
(**) Jacobi, Det., 10.
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signe ; on a donc, pour le coefficient cherché ,
dar,k diii^s
doi^k da^^s
On déterminera d'une manière analogue le coefficient de tti^i, ûr^s <^i*,^ dans R. On trouve en même temps des rela- . tions entre les troisièmes dérivées partielles de R. Et ainsi
de suite.
8. Si les éléments du système, qui portent les mêmes indices dans Tordre inverse, tels que a^^i^ et a^^iy dépendent Tun de l'autre, il en est de même aussi des déterminants de degré m ,
ak,r ak,s aftj . . .
«/,r ^i.s Ol,t. . .
et Q =
at,i at,k «/,/. . •
dont Tun se forme au moyen de l'autre en permutant Ja suite des premiers indices avec celle des seconds.
I. Si, en particulier, a^^i = a,^f,^ alors on a Q = P, car
«r,/ a^i atj. . .
«r,i Or,k ar,i. . .
(§ II. 3
n. Si l'on a a^^, = -:— a^^k -> ^z,, = o , alors Q = ( — i)'"?. En effet, en multipliant chaque ligne verticale de P par — i , et par suite (2) P par ( — i)"*, il vient
«/,* as,k at,k' . .
«r,/ ^sj «/,/. . .
fJrJ ^r,k «r,/ • • • as,i as,k dsj' ' • ^ij ttt^k ^t,l • • •
Théorème
le déterminant
En désignant, comme ci-dessus, par R
et par oc/^* le coefficient de a/^t dans R, on a, dans Thypothèse de fl^,, = û,,^ ,
I dK
2 dOi^k
dK
Au contraire, on a, dans Thypothèse de a^^, == de a,,. = G ,
— «/,i et
et par suite, pour n pair,
2 e/tf,,*
et pour n impair.
Démonstration. — Les propositions énoncées relativement à R et à oLi^k résultent des propriétés de P et de Q
trouvées dans l'article précédent [voir^). On a de plus, y > -^ '
(*} Jacobi, Journal de CrellCf t. XII, p. 20. (**) jACOBiy Journal de Crcllc, t. II, p. 35/|.
en verlu de la dépendance entre les éléments correspondants a,,* et (h^i (7) ,
d^ , dak,i
daik dai,k
Mais, d'après la premièrehypothèse, on a
dak,i
-—=1, ak,i=Oti^ky
dtti^k
et par suite
doi^k En vertu de la seconde hypothèse, on a
dak,i
doi^k et par suite (7)
dat^k
Pour n pair, — «i^, = a,^;t ; par conséquent
dûi,
dTi Pour n impair, - — s'évanouit identiquement, comme R
if h
lui-même, et Téqtiation
dK
doi^k
donne le résultat déjà obtenu , a/,;^ = a^^i .
10, Différentielle d'un déterminant, — Si tous les éléments du système doivent être considérés comme des variables indépendantes, alors, en vertu de l'équation (7)
dK
dai^k
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on a, pour la difiërentielle complète, /
les tenues de cette somme se déduisant de a.^^ dui^k 9 en remplaçant i et k successivement par tous les indices depuis i jusqu'à n.
Soient, par exemple, j^i ,j^s, . . . , j^„ des fonctions de x\ désignons le /r*""" quotient différentiel de j^, pary^^j-, formons le déterminant
x^ y^ • • • Xn
X\,\ yi,\ • • • Xn.x y ^,n — I y^,n—\ • • • yiitn-'X
et désignons par >3/,jt le coefficient de fi^i dans R„. On a, d'après la formule que nous venons d'établir,
dx
dx
La somme (1)
s'annule pour toute valeur de k inférieure k n — 15 il reste, par conséquent,
rfR
H. Théouème. — Si Ton a R= 2iha,,i aj^^. . .«„,„ et
(*) Jacobi, Det„ 6.
(**) Abel, Journal de d'elle, t. Il, p. 22. — Malhstèn, Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 91.
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que oti^j, désigne le coefficient de a,-,* dans R^ si de plus B = 2 d= ij^i ij^a . . . fe„_i,„_i, et que jS,,* soit le coefficient, de réiément i/^i dans B , si enfin on forme au moyen de B de nouveaux déterminants B,-, en remplaçant les éléments de la première ligne verticale i,,!, ig,!,. . . , ftn-i,i P^^r les éléments flj,,, «s,o- • .5 û„_i^;, on aura identiquement
««,1 B,4- a„,5 B2 -4- . . . -4- OLn,n B„ = O (*).
Démonstration, — D'après (i), on a les identités
«11,1 «1,1 -f-art,2«i,2 +•-.-+- «ff,!» «l,n =0,
En multipliant ces équations respectivement par les quantités
et faisant la somme des équations ainsi obtenues, la quantité a„^; aura pour coefficient, dans cette somme, Texpression
B,==fl|,i Pi,i -h «2,* ^2,1 -+-•..+ On-\,i p/i-i,i,
qui se déduit du déterminant
* B = ô,,, Pi, I -4- ^2,1 ^2,1 -+-..• -h ^/i~i,i P/i~i,i,
en remplaçant les éléments èi^i, ig,!?'-»? ^«-1,1 parles éléments «j,,, a^,,, . . ., a„_,,,.
(*) Bezout {Équations algêhriques, 1779, § 220) a indiqué les cas les plus simples de cette identité.
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Exemples. — En écrivant, pour abréger,
(abc) , [abcd)j . , . ,
au lieu de
Oi
bi Ci
ai
b^ Ci
Oi bi Ci di
a-i bi Tj di
fla ^3 C3 fi?3
(bc) [ad) + (ca) {bd)-^-{ab) (cd) =z o (*), (bcd) (aef) — (cda) (bef) 4- (dab) (ce/)— [abc) (de/) (bcde) (a/gh)^(cdea) (bfgk) 4- (deab) (c/gh)
(eabc) (dfgh) -f- (abcd) ( e/gh) = o , etc. . . .
Remarque, — Les propositions géométriques correspondantes (voir ci-dessous, § XVI) ont été établies par Monge, 1809 (Journal de T École Polytechnique, XV® cahier, p. 68), et, depuis, par Mœbius (Baryc. calc,^ §§ 166 et 171). Le théorème précédent est contenu dans la décomposition générale du produit de deux déterminants, que Sylvester a donnée (Philos. Mag.^ i85i , t. II, p. 142 \ compar. i852, t. II, p. 342)) et dont Faà de Bruno (Journal de LiouMle, t. XVII, p. 190) a publié une démonstration très-simple.
§ IV. — Décomposition d'un déterminant en une somme de produits de déterminants partiels.
i . Théorème. — Partageons les lignes horizontales d'un système donné de n* éléments en groupes, dont le premier
C^) Celle idenlité se Irouve déjà, d'après l'indication de Vandermonde (/oc. cit., p. 527), dans les Mémoires publiés par Fonlaine, 1764 (au commcncemcnl de sa Seconde méthode du calcul intégral, p. 90).
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contienne les a premières lignes horizontales, le deuxième les (3 suivantes, le troisième les y suivantes^ et ainsi de suite, de sorte qu'on aita-f-j3-f-y4-... = 7i^
Formons , avec une combinaison quelconque de a lignes verticales du premier groupe (rangées suivant Tordre ascendant), le déterminant A de degré a;
. Parmi les lignes verticales du second groupe, laissons'^ae » côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A, et avec une combinaison quelconque de (3 des lignes verticales restantes, formons le déterminant B de degré (3-,
Parmi les lignes verticales du troisième groupe, laissons de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A et dans B, et formons^ avec une combinaison quelconque de y des lignes verticales restantes, le déterminant C de degré y ; et ainsi de suite 5
Parmi les lignes verticales du dernier groupe , laissons de côté les prolongements des lignes verticales qui entrent dans A, B, C, . . . , et formons, avec les lignes verticales restantes, un déterminant de degré n — a — j3 — y. . . . En formant le produit ABC ... de toutes les manières possibles, et donnant aux divers produits le signe ^- ou le signe — , suivant que la série de tous les seconds indices est une permutation des seconds indices donnés appartenant à la première ou à la seconde classe; la somme de ces produits est égale au déterminant donné (*).
Démonstration, — Un produit tel que ABC. . . renferme ceux des termes du déterminant qui se déduisent du terme principal
en laissant invariables les premiers indices, et partageant au contraire les seconds indices en groupes (rangés suivant
(*) JacobIj Ih't., 8, d'après Laplace, toc. cit.j p. 29/i.
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Tordre ascendant) de a, j3, y,. . . indices, et permutant les indices dans chacun de ces groupes. Si Ton effectue le groupement de toutes les manières possibles, et que Ton permute chaque fois les indices dans les divers groupes , on obtient toutes les permutations des seconds indices donnés. La somme de tous les produits ABC. . . comprend, par conséquent tous les termes du déterminant donné.
Le déterminant A peut être composé de
manières différentes, puisque c'est là le nombre des combinaisons de n indices pris aka* Pour chaque déterminant A,
OL
on peut former 1 j déterminants B différents , puis-
que c'est là le nombre des combinaisons |3 à j3 des n — a indices restants. Pour chaque produit AB, on peut former
déterminants C différents, et ainsi de suite.
Par conséquent, on peut en général former
n\ tn — a\ in — a — p\ 1.2... /z
produits ABC. . . , dont la somme compose le déterminant donné. On retrouve, en effet, le nombre des termes du déterminant (i .2. . .n), en multipliant le nombre des produits ABC. . . par le nombre des termes d'un tel produit
FXEMPLE :
a Ox «2 Û3
b. bx bi hi
b bx
Ci f 3
d^ rf 3
dx d^
Cx C,
dxd.
c c, Cl c^ d dx di d^
bx bj
dd.
(Ix «.,
dd.
h. bi
c c, ddx
La décomposition d'un déterminant du n'^'"* degré en une somme de produits formés chacun d'un déterminant du 2° degré et d'un déterminant dn(n — 2 )'*""' degré se trouve traitée avec développement par Jacobi (Det,^ 9 et 10).
2. Lorsque les éléments du système donné, qui ont i lignes verticales et « — i* lignes horizontales communes, s'annulent, le déterminant se réduit au produit d'un déterminant de degré i par un déterminant de degré n — i [*)
ûfi,i • • • f^\,i
Si Ton partage en effet le déterminant donné en une somme de produits de déterminants du z'^'"* et du( n — i) '^'"' degré, en réunî^sanlfe dans un même groupe les n — 1 lignes horizontales désignées dans Thypothèse, et dans un autre groupe les î lignes horizontales restantes , parmi les déterminants de degré n — z que l'on aura à former, un seul sera différent de zéro.
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gre
s'appelle un (/* — m )'*'"• déterminant partiel^ par rapport au dëlerminanl de degré n,
Le coefficient de ce déterminant partiel dans R peut se trou ver en remarquant que Ton a
tR,
e désignant F uni té positive ou négative, selon que les permutations données appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe (§ II, 4). En décomposant e R en produits de déterminants de degré m et de degré n — m, on obtient, pour le coefficient du déterminant partiel
{*) D'après la dénomination adoptée par Jacobi, Journal de Ci elle, t. XXV H, p. 2o6, et t. XXX, p. i36. Comparez avec les systèmes dérh'és de Cauchy, loc, cit., p. 9G.
dans e R, le déterminant partiel
^TjU ^r,v • • •
Le coefficient cherché est donc, e ayant la même sîgnîfica tion que ci-dessus,
expression qui coïncide avec le coefficient du produit af^iag^i.. ., dans R (§ III, 7),
daj^idag^k' • • 4. Le développement du déterminant
suivant les puissances de z donne
expression
Km =
étant un déterminant partiel du degré m, dont la diagonale est formée d'éléments appartenant à la diagonale de R„ , et S R^ désignant la somme des déterminants qui se déduisent de R,„ en remplaçant les indices /, fc,. . . ,- par toutes
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les combinaisons difFérentes des nombres i, 2,..., w, pris m k m (*),
Démonstration, — On aperçoit immédiatement que le premier terme R„ coïncide avec f {o)^ et que le dernier terme est bien z". Les termes du développement qui contiennent z"* résultent des termes du déterminant /*( 2) dans lesquels il entre m éléments quelconques de la diagonale. En désignant maintenant par /, A^, . . . une combinaison quelconque (rangée suivant l'ordre ascendant) de m indices de la suite i, 2,. . ., w, et par r, 5,. . . les indices restants, on a (§11, 4)
ai,i -4- z ai,k'
ak,k-\-z- • • «*,*
Or,r -+- « fl'r,*
f(z) étant mis sous cette forme, on reconnaît, par le théorème i , que le développement du produit
ar,r-hZ Or,,
Os,r
forme une partie du développement cherché du déterminant f(z). Le développement du premier facteur suivant les puissances de z se termine par 2'", celui du second facteur commence par
C*) Jacobj, Journal de Crelle, t. XII, p. i5
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Par conséquent
Os,r Os,s . •
est la forme générale d'un des termes du développement cherché, qui contiennent z"". En remplaçant les indices z, Xr, . . . par toutes les combinaisons possibles m k m des nombres de la suite i, 2,. . . , /i, et par suite r, j, . . . par toutes les combinaisons possibles n — mkn — m des mêmes nombres, on obtiendra tous les termes àef(z) qui contiennent z"" en facteur.
§ V. — Des déterminants ordonnés suit^ant les produits des éléments de deux lignes qui se coupent,
1. Théorème. — En désignant par R le déterminant S ±: aj^i «9^9. . . a„^„, par R' le coefficient de l'élément a^^^ dans R, et par a^-^t le coefficient de l'élément ai^i dans R', on a
R = ûrr,,R'' — 2 ar,k Oi,s <^i,k- On obtient les différents termes de la somme en faisant (*)
A" — — I. 2,»«-y s """ I , s -^ If.»., Tl »
Démonstration, — Les terme* du déterminant R contiennent ou bien l'élément fl^,,, ou bien le produit de deux éléments appartenant aux lignes qui se coupent suivant a^^s 5 par exemple, le produit «^^^ «;,,, k désignant un indice quelconque différent de 5, et i un indice différent de r. La
{*) Cauchy a donné un cas particulier de cette formule {Journal de l'École Polytechnique, XVII* cahier, P- 69).
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soniiue des termes de R qui contiennent a^^, est par hypothèse a^^s R'- Le coeflScient du produit a,.^^ a,,., dans R est d'ailleurs égal et de signe contraire au coefficient de a^^^ ^i,ii dans R (§ ni, 7), et par conséquent égal et de signe contraire au coefficient de a^^i dans R'. Donc — ai^j^ est le coefficient de a^^i Oi^s dans R.
Corollaire. — D'après les notations précédentes, le coefficient de Félément a^^j dans R est
De même, le coefficient de a,^, dans R est
2. Si le système des éléments donnés est symétrique, de sorte qu'on ait a^j, = û,^, et que R' soit le coefficient de l'élément a^,,. dans R, et oL^^f, le coefficient de l'élément a,,i dans R', on trouve (i)
R = ar,r ï^' ~~ ]2d ^'■•' ^'^ *'**
Les termes de la somme répondant à des valeurs inégales de i et de A-, sont, dans ce cas, égaux deux à deux, puisque au = «.-.A (§111, 8).
Exemples :
:=:aa,a^ — ab\^ —a^b\^ — a^b\^-^ ib^xb^^by:,.
a b^xb^bbi b^iOi b^bt»
'-'bl,{a,a,— bl,) — bl^{a,a,-^b^,) — bl^{a,a,
+ 2^oi^oa(«3^n — ^13^23) + 2^01^03(^2^13 — ^12^23}
=:a^a] -^b^b] -f-c'cj — 2oû, ô^, — 2iïfl,cc, = (flfl,-f- bbi — cCiY — ^aaibbt
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Comme cas particuliers , on a
a o c = zobc.
b c o o a b c a o Cx bi b Ci o ai c bi OiO
^^{sfaâx'^-slbb, H- ^cc,) (v/âôi + sfbby — sj^x)
X [sfââ,'- s[bb,-\- v/cci) (— y^^, -h yfbb,
1 oc b = fl' + A' + c' — 7.ab — ibc — 7,ac \ c o a z=[a-\-b — c)' — ^ab 1 b a o
= ^[^^^b-hsfc){)/â-+-^b — \/c) {)/â — sjl
§ VI. — Des produits de déterminants.
2^^, ce,
si ce, ) .
fc)
1 . Théorème. — Formons, avec deux systèmes donnes d'éléments ,
et
un troisième système d'éléments ,
de telle sorte que le X'*'"* élément Ci^j, de la i'^"*' ligne horizontale s'obtienne en multipliant les éléments de la i'^""
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ligne horizontale du premier système
respectivement par les éléments de la A'^'"* ligne horizontale du second système
et faisant la somme des produits , ce qui donne
Ci,k = «/,i ^k,x -h Oi,7 ^*,2 -h . . . -h ai,p hk,p' Désignons par R le déterminant de ce système
Formons , au moyen d'une combinaison de n lignes verticales quelconques du premier système, le déterminant P, et au moyen de P, par le changement de a en i , le déterminant Q, dont les éléments appartiennent au second système. En formant la somme de tous les produits PQ possibles , on a
Quand ^ =. /i , 1\ se réduit au produit unique PQ. Quand p <^ w , R est identiquement nul (*).
Démonstration. — En faisant prendre à chacun des indices indéterminés r, 5, t,... successivement les valeurs I, 2, . . . ,p, alors, par hypothèse, le terme principal du déterminant sera
r,Sjtjm.
(*) BiNET et Caccht (dans des Mémoires publiés en même temps, Journal de l'École Polytechnique, XVI« cahier, p. 286, et XV!I« cahier, p. 81 et 107), ont déduit cette proposition de la considération des cas particuliers ,
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De là on déduit les autres termes de R, en permutant les seconds indices des éléments c, les premiers indices demeurant immobiles. Or, dans cette opération, les premiers indices des éléments b sont seuls permutés sous le signe sommatoire, tous les autres indicés n'éprouvant aucun changement. Par conséquent on a
Le déterminant Q s'annule lorsque deux des indices r, 5, f , . . . sont égaux entre eux (§ II, 4). On obtient donc tous les termes de la somme à former, en remplaçant r 5 , f > . . . , par tous les systèmes de valeurs de n indices différents pris dans la suite i , 2 , . . .p.
Si l'on a maintenant p <^ n, alors R = o. Car, parmi les indices r, ^, f , . . . , dont les valeurs doivent être prises dans la suite i, 2, . . . , /?, et qui sont au nombre de tî , il faut qu'il y en ait quelques-uns égaux entre eux -, par conséquent, pour toutes les déterminations possibles de r, 5, ï, . . . , on aura identiquement
Si/7 = /î, alors on ne peut prendre, pour système de valeurs des indices r, 5, f, . . . , que les diverses permutations de I, 2, . . . , /}, parce que, pour tout autre système de valeurs, Q serait identiquement nul. Or, par la permutation des indices r, 5, f , . . . , Q se changera soit en Q, soit en — Q (§11, 4)^ par conséquent, la somme désignée par R
qu^avaient donnés Lagrange (Mémoires de l'Académie* de Berlin, 1773, p. 285) et G Auss {Dis^ui s. ariihm., 157, 169, 268, 1). Voir Jacodi, Det.» i3 et i'|.
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contient tousles termes du déterminant ^Sdia^^i ^2,ï»»-«n,n9 multipliés parle facteur Q; c'est-à-dire que Ton a
Si p^n y on peut prendre d'abord pour systèmes de valeurs des indices r, 5, ^^ . . . , toutes les combinaisons n k n
des nombres i, a,.-. ., p. On trouve sinsi I " ) termes de
la somme cherchée, d'où Ton peut déduire tous les autres en remplaçant chaque combinaison r, j, f, . . . par ses diverses permutations. D'après les remarques qu'on a faites
pour le cas des p-==.n^ chacun des I ^ ) termes, joint à
ceux que l'on en déduit, forme le produit de deux déterminants PQ. On a donc
Pl.r ^i,s ^i,t' ' • ^3,r ^3,* ^Z,t' • •
où l'on prendra pour les systèmes de valeurs r, 5 , f , . . . , toutes les combinaisons n k n des nombres de la suite
Exemple. — En posant
Ci,k = «1,1 bk,l -+- fli,2 bft,2 H- ûf,.3 ^*,3 ,
on a
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et
2. Si 5 en particulier, les éléments b sont respectivement égaux aux éléments a marqués des mêmes indices , alors le système des éléments c est symétrique; c'est-à-dire qu'on a
Ci,k = Ck,i = «/., «/,, + «,-,î flA,2 H- ... H- «,> «*.„ ,
et par suite
en prenant successivement pour systèmes de valeurs de r, Sj ty... toutes les combinaisons «an des nombres I5 2, . . . , y?', et faisant la somme des résultats.
Tant que le^ éléments a sont réels, le déterminant
\^=ii Ci^i Cj^j. . .c„,„ est positif, et ne peut s'annuler que si
le déterminant
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est nul pour toutes les combinaisons r, 5, /, . . . ^(*). Le cas particulier
avait déjà été trouvé par Lagrange (Sur les Pyramides y 3).
3. Ije produit de deitx déterminants P et (^de degré n est un déterminant R de même degré , que l'on peut écrire sons quatre formes, en général différentes entre elles (**), en composant cbacun de leurs éléments soit avec une ligne horizontale de P et une ligne horizontale de Q, soit avec une ligne horizontale de P et une ligne verticale de Q, soit avec une ligne verticale de P et une ligne horizontale de Q , soit enfin avec une ligne verticale de P et une ligne verticale de Q. Si Ton pose, eh effet ,
^n,\ • • " Ofi^n
on a, d'après le théorème \ ,
PQ
en supposant que Ton prenne
Ci,k = «1,1 *X.i -t- «,,2 ^*,2 -f- . ... + ûi^n hk,n'
(*) Jacobi, De«., i3.
(**) Cafchy, loc. cit., p. 83.
jy^ -^zz^
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On a par conséquent
D'après la règle de formation que nous venons de donner,
on a encore
^I,«« • • *^ntn
Hj»
«1,1 ^1,1 -h- • .-+-«n,i^i,n,. . . , «l,l^n,l + • • • "4- ««,1 ^n,fî
«I,n^i,i4-. . . -f-«ii^n^i,/,7 • • •> «l.n^n,lH- • • • + «n,ii ^n,n
«l,C^I,l4-. . .4-«i,nÔi,„, . . . , «i,t^n,l4-. • .-t-«Mi^/i,/ï
Les déterminants qui entrent comme facteurs dans les
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premiers membres de ces égalités, ue sont autre chose que P et Q (§ II, 3). Donc les déterminants qui forment les seconds membres ne diftirent point de R, c'està-dire qu'on a
ÛTi,! . . . fl'i.n
Ci^i désignant F une quelconque des quatre sommes
Oi,ibk,i-\-a2,ibk,'i-{- . . • -h «n,i ^*.« »
^1,1 bi,k -+- «2,1 ^2> -f- . . . -h Cln.i bn.h
4. Le produit <ï autant de déterminants quon voudra est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus élevé des degrés donnés, et dont les éléments sont des fonctions rationnelles et entières des éléments donnés ('*'). En effet, .si les degrés des déterminantsdonnés ne surpassent pas le n"""^ on pourra mettre tous les déterminants sous la forme de déterminants du n*'"*' degré, et alors, d'après la règle (3), multiplier le premier par le second, le produit par le troisième , et ainsi de suite.
Diaprés le § II, 6, on a
Om,\ -a
llt,1H
««, I • • • «rt.i
si chacun des éléments ai^i , pour i^ m^ est égal à zéro ou à l'unité, selon que /r^z, les autres éléments non donnés
(*) Jacobi^ Det., \'6.
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restant indéterminés. On a par suite
en supposant
Ci,k = «/,i ^*,i -♦- «i,î ^#,5 -h ... H- «,-,11 bi,n' De cette somme il ne reste, pour i'^m^ que les termes
bkj + «i,n-i bk,i+i -+-... -f- «i,n ^*,n.
Si les éléments indéterminés sont tous nuls, on a
Ci.k = «1,1 bk,i 4- «,,1 ^A,a -h ... -H fl|,«, Ô*,« ,
ce qui, pour i^m, se réduit à bj^^^ seulement. Exemple :
«, bx c, rf,
flj ^j ^2 £?2
Théorème. — Soient
~ 2±«.,|«2,2. . «li.ll, R ^^^^ ^^ ^31 <^i,i C'a, 2. . .^«,n,
en supposant
de sorte que PQ = R(1)^ soient de plus «„;t,|S,^;i,j/,^jt les coefficients de ^?i,o^i,ii»^V,* respectivement dans P,Q,R:
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on aura
7/,*= «1,1 P*.i H- a/,2 P*,2-l-- • --ha/.» ?*,«>
ei si en particulier bi^j, = Gi^j, ,
7/ ,• = a. . -ha. -+-. . .-f- a. (*).
Démonstration, — Le coefficient de a/,^ dans PQ est, d'après ce qu'on a supposé, ai>Q. Comme on a de plus
(§in,i)
= ^ («iM ^i,i -+- «1,2 ^/,a -H ... H- «/,„ é,,„) 7/,, , s
il s'ensuit que "V b^^ryi,s est le coefficient de a,^^ dans R. Or on a PQ = R \ par conséquent
La somme ^ i^^^pi^^, dont les termes répondent aux va-
leurs r = 1 , 2 , . . . , n , s'annule toutes les fois que s est différent de A, et a pour valeur Q lorsque 5 = A (§ III, 1). Il ne reste donc, de la somme totale, que le terme 7,,*Q,
(*) Cauchy, loc. cit. y p. 90. — Comp. Joacbimsthal, Journal de Crellc, t, XT-, p. /|(). Ce théorème est renfermé dans le théorème général (1 ).
de sorte que
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^(Xi,r^k,r = yi,k.
Exemple. — Si Ton a
abc
fl, b^ c,
G 2 bi Ci
en vertu des équations
==«/ -+- bm -+-c«,
si de plus on désigne les coefficients de « , è, ...,/, m, ... , r,s^... dans les divers déterminants par les lettres grecques correspondantes, on a, d'après le théorème qu'on vient de démontrer,
T2 — aj >2 -h pa P2 -+- 72 Va ;
par conséquent
a l-\- b m-^ c fiy a II'}' b rni-hc n^ Oil A- b^ m-hCifi, a^ly-^-by w, 4- c, «,
Dans le cas particulier où le second système est identique avec le premier, on a Tidentilé suivante, qui est d'un fréquent usage (*) :
{à^^b'^c^){a\-^b\^c\) — {aa,^bb,^cc,)-^ :=(bc, — b.c)- 4- {ca, — e,ay -4- [ab, — a,b)K
(*) IjkG^KTiGEy Sur les Pyramides, i.
PREMIÈRE PARTIE, § VII
§ Vn. — Des déterminants de systèmes adjoints.
1, En désignant par ai^j, le coeflScient de ai^j, dans le déterminant
Rrz:
le système des éléments
est dit adjoint (*) slm système des éléments a.
Théorème . — Le déterminant du système d'éléments adjoint à un système donné de n* éléments est égal à la (n — 1)«^'«« puissance du déterminant du système donné (**).
Démonstration, — En multipliant
Ot|,t . . . Ct\,n
par R, on obtient (§VI,'3)
^t,l • • • ^l,rt
{*) Caught, loc, cit., p. 64> a emprunté cette dénomination à la théorie des formes quadratiques (^Disquis. ariihm., 267 ).
(**) CauchY) loc. cit., p. 82. Le cas de n = 3 se trouve chez Lagrange {Sur les Pjrr., 5) et chez Gauss, loc. cit.
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en prenant
Ci,k = «i.l «*,l -+- «i.a <2*,2 -h • • • 4- Oti,n^k,n»
Ces éléments c ont la valeur R ou la valeur o , suivant que î et h sont égaux ou inégaux (§ III, 1). Leur déterminant se réduit donc h son terme principal
^1,1 ^J,7« • • Cm,„ Iv
(§11,7). On a donc
Ai^t ... â
2. Théorème. — Un déterminant partiel de degré m du système adjoint est le produit de R"*~^ par le coefficient qui multiplie dans R le déterminant partiel correspondant du système primitif (*).
Démonstration. — Soient
des permutations données de i, a, ..., /i, et supposons que /, g, . . . , et z, Ar, . . . désignent des groupes de m indices, les » — m indices restants étant désignés par r, 5, . . . , et par m, j^, . . . . Le déterminant de degré m
{*) Jacobi, Det,, II. La multiplication par R du déterminant cherché, employée dans cette démonstration, a été indiquée par Borchardt.
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sera ua déterminant parti'ei du système adjoint (§ IV, 3). Or on a, d'après les hypothèses admises,
e ayant pour valeur -H i ou — i, selon que les permutations données appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe (§ II, 4). Pour multiplier le déterminant partiel cherché par e R, on peut le mettre (§ VI, 4) sous
la forme
br,i Or,k» • • Or,u ^r,f • • • às,i àg^k' ' • Os,u àg^ç, . .
les éléments b ayant pour valeur i ou o, suivant qu ils se trouvent ou ne se trouvent pas sur la diagonale. Le produit des deux déterminants est le déterminant d'un système d'éléments c, parmi lesquels Ci,,, Cj,i,. . ., c„,„ ont pour valeur R, tandis que les autres éléments des m premières lignes horizontales sont nuls (§ III, 1). Les (m -+-i )'*'"', (/7i -f- 2 )'*"**,.. . lignes horizontales sont respectivement égales aux (m -h i )'*'"'' , (m-+- 2)'^"**,. . . lignes verticales dans sR. Or ce déterminant se réduit (§ IV, 2) au produit de deux déterminants, dont le premier a pour valeur R"* (§ II, 7) ^ le second est
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On a par conséquent
D'après le § IV, 3,
représente le coefficient qui multiplie, dans R, le déterminant partiel
du système donné, dont les éléments sont affectés des mêmes indices que ceux du déterminant cherché.
Exemples. — Si l'on suppose
on a
Ûfl.f • • «I,*
De même,
ût|,i ... a
l>ai
ûf«i,l • • • *«,«
^M-i-i,in+i • • • ^m-hi,n
(*) Jagobi, loe. cii.
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En particulier, pour n = 5, on a
«ai «a» o^u
ûijflu
«3J «li
parce que les permutations
n'appartiennent pas à la même classe.
On a, au contraire,
parce que
sont des permutations de la même classe.
3. Le coefficient de Télément a/ 1 , dans le déterminant des éléments adjoints
est
Car ce coefficient est un déterminant partiel du système adjoint, du (n — i)''™" degré, et le coefficient qui multiplie dans R le déterminant partiel correspondant du système primitif, esto,-,ji, comme on le voit immédiatement. Si, en particulier, n = 3, on a
=:Ra3, , etc. (*).
«Il «12
(*) LacrangB; Sur les Vrr., 3.
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4-. En général, pour calculer un déterminant partiel du second degré dans le système adjoint, par exemple,
on a besoin du coefficient qui multiplie, dans R, le déterminant correspondant
Ce coefficient n'est autre que celill qui multiplie, dans ft^ le produit af^i ag^^ (§ IV, 3), Par conséquent, on a
rf'R
clafj dag^k
On a de même
rf^'R
dofi dag^k dh,i
Ctf,i Clf,k QLfJ
«?>'• «ff»* ««->' = R'
et ainsi de suite.
Ces identités font connaître en même temps comment les quotients différentiels du second, du troisième,..., ordre d'un déterminant peuvent s'exprimer au moyen des quotients différentiels partiels du premier ordre de ce déterminant.
5. Lorsque R est identiquement nul, il en est de même des déterminants partiels du système adjoint du 2*^, du 3^,. . . degré, puisqu'ils contiennent R en facteur (a). De l'identité
(*) Jacobi, Det.y m.
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résultent les proportions
a/,i I a/,1 I «As I • • • = *^,i • ^g,i ' «^.s : . . . , «1,1 ' «»,! • «3,1 : . . = oti^k I «2,* I «3,* I • • • ( )•
Si, en particulier, les éléments du système donné sont tels, que Ton ait a^^i = db a^-^i, alors, dans l'hypothèse de R identiquement nul, on a aussi
-no,-,* aA,4
et par suite
Delà résulte la proportion
ce qui fait voir, d'une part, que les rapports
sont indépendants de /, et d'autre part que le signe de Tun de ces radicaux détermine les signes de tous les autres.
§ VIII. — Du déterminant dun système dans lequel les éléments correspondants Ui^i et aj^^i sont égaux et de signes contraires ( ** ) .
Théorème. — Un déterminant de degré pair
ff», I » • • ^11,1
dont les éléments sont tels, que l'on ait
as: = o,
(*) 3AC0BI, Journal de d'elle, t. XV, p. io4 et ailleurs.
(**) Un pareil système et son déterminant ont été appelés par Cayley
est le carré d'une fonction rationnelle des éléments [*),
Démonstration, — En désignant par R' le coefficient de ai I dans R, et par a, i le coefficient de â, ^ dans R', on a (S V, 2)
R = «I,, R' — 2 û.,1 «t,* 3ti,4,
I et A recevant les valeurs 2,3,..., «.En vertu des hypothèses faites sur les éléments, on a identiquement
R' = o(§ra,9), ai,k = ai,i==s/^^ij^i (§VII,5).
Si l'on dételrmine maintenant les signes des radicaux de telle sorte que ^«"^ ^oci,k ait pour valeur a,^i ( et non — «/,*), il vient
ou, puisque la seconde somme ne diffère pas de la première,
et par suilc
est une somme de n — i termes. Or a,^, est un déterminant de degré n — 3, où la série des premiers indices est la même que celle des seconds, et se compose des nombres
{Journal de C relie, t. XXXII, p. 1 19; t. XXXVIII, p. qS ; t. L, p. 'igg) gauches (skew, gobbo ) .
(*) Catlby, Journal deCrellcy t. XXXVllI, p. gS. La démonslration donnée dans cet endroit ne lève pas toutes les difficultés.
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u, 3 >...,/», à l'exclusion de z. Diaprés la règle trouvée
poujc la décomposition de y^R , ^a,,, peut se décomposer en n — 3 termes, dont chacun est le produit d'un élément par la racine d'un semblable déterminant de degré n — 4? et ainsi de .suite. Or la racine carrée d'un semblable détermînapt du sçcond degré est rationnelle, car la racine de
est ici a^^^ ou a^,». D'après cela, v^ se présente sous la forme d'une somme, que l'on prendra positivement ou négativement, et composée de
termes 5 "chacun de ces termes est un produit de - éléments,
dont les indices sont tous différents entre eux, de sorte que l^ensemble des premiers et des seconds indices forme une permutation des nombres i , 2 , . . . ,/z.
Pour premier terme de cette somme, on trouve
puisque, d'après la règle précédente, on obtient successivement, en effectuant le développement,
etc. Et en effet,
n (^1,2 '''3,* • • • f^tt--\,nY=^ ( — U *'^i,2 ^2,1 ^2>^,i ('i,^ • ' . ^n~i,M ^n,n—l
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est un terme positif du déterminant R, parce que les permutations
appartiennent ou n'appartiennent pas à la même classe, selon que - est pair ou impair.
. 2. Théorème. — L'expression
dont le carré est égal au déterminant R considéré ci-dessus, prend la valeur opposée quand on échange entre eux deux indices, et s'annule idetitiquement quand deux indices sont égaux entre eux (*).
Démonstration. — En désignant par Si ce que devient S lorsqu'on y échange entre eux les indices i et A, S] sera ce que devient le déterminant R par l'échange des mêmes indices. Or i et k entrent dans R tant comme premiers indices que comme seconds indices, et partant R n'est pas altéré par cet échange (§ H, 4 ) j on a donc SJ = S*. Par suite de cette identité, les termes de Si sont égaux respectivement aux termes de S, et sont tous de mèmejs signes ou tous de signes contraires, suivant qu'un terme de Si et son égal dans S sont de même signe ou de signe contraire. Or, en désignant par Oi^i B la somme des termes de S où entre l'élément ai^^^ 6 ne contiendra que des éléments ayant leurs deux indices différents de t et de A (1); par conséquent, par l'échange de i et de A, ai^i B se change en a^^i B.
(*) L'expression S a été introduite par Jacobi (Journal de Crelle, t. H, p. 354 i XXIX, p. 336), qui s'en est servi en traitant de la méthode d'intégration de Pfaffy et Gayley {he. eit.)Vi désignée récemment sons le nom de Pfqffian. Ses propriétés ont été énoncées par Jacobi sans démonstration, et sans la relation fondamentale S' = R.
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Les termes <a.,jiB, de S, et a^^iB^ de Si, sont égaux ejt de signe contraire, puisque a^,, = — ai^^ ; par suite S et Si sont aussi égaux et de signe contraire.
Si les indices i et k sont égaux, S| est égal identiquement non-seulement à — S, ipais aussi k S; dope S est identiquement nul.
3. L'expression dont le carré est un déterminant de l'espèce que nous considérons ici^ peut sans ambiguïté être désignée, ainsi que le fait Jacobi, par la série des indices des éléments de son premier terme, laquelle est identique avec les séries des premiers et de$ seconds indices des éléments du déterminant. Le symbole
désigne, d'après cela, la somme commençant par le terme principal ûj^, ûts,*» • • <ïn-i,n) et dont le carré forme le déterminant
toujours dan? l'hypothèse où Ton a a^^, == — a/^^ , a,^, = o, et n pair. Il résulte du théorème précédent que l'on a
(i, 2, 3,..., /?)={3, 4» ij 2,.,., n) = —(2, 3,..., «, l)=--(2, I, 3,..., «),
etc. On peut donc prendre pour ^R , en général, soit
soit encorie *
ou toute autre permutation de ces indices, puisque ces différents symboles ne peuvent être qu'égaux au signe
près.
De même, V^ peut'êire représenté (1) par une permu-
tation quelconque des indices 2,3, . . • , n, à l'exclusion de z, tant jque l'on considère cette expression isolément. Cependant, comme on doit avoir, en ayant égard aux signes^
et par conséquent.
il faut donner aux termes de cette somme des signes déterminés, de manière que le signe de la somme reste seul indéterminé.
4. TnÉORÈME. — Pour le développement successif de l'expression (i, 2,..., n), on peut se servir de l'identité
-+-«i,»(« -l-i ,... /i, 2,..., I — 1) + .. . 4- ai,„(2, 3,..., n — 1),
la suite des indices entre parenthèses se déduisant de 2, 3, • . . , n par des permutations circulaires, en excluant chaque fois Tindice qui se trouverait le derhier (*).
Démonstration, — En posant ( 3 )
V'au = (— 0'(^-» 3,. . . ; / — I, /4- I,.. , n), et de même
V^ = ( — 1)*(2, 3,..., X— I, /•-+-!, .., «), le produit { — 1)'"'"*(2, 3,..., / — I, /-hi,..., n) (2, 3,..., A' — I, A-+-I,.,., n)
{*) Jacobi et Cayi^et {loc, cit.) ont employé cette îdentitc comme définition de (1,3) ... ; n).
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se composera des mêmes termes que a.^jt oo qae — »i^i , puisque a,^, ai^i est identique arec al^. Diaprés la notation de Vandermonde, on a (§ III, 5)
ai.*=( — 1/-+^
la suite des premiers indices ne contenant ni i , ni i, et celle des seconds indices ne contenant ni i ni k. En désignant par
les /i — 3 antres indices qui font partie ir la fins des deux suites, on sait (§11, 4) que le rapport
est égal à une puissance déterminée de — i. Ce rapport est le même que celui du produit
(2,3,...,/— i,j-|-i, ..../î)(2,3,.... A- — I, A -{-if,., , n) au produit
Donc le déterminant
et le produit
ont la même valeur absolue. Le premier terme
«*,/) Op,^ aq,r Or,, . . . ««,, «f ,i
du déterminant,' et le premier terme
du produit sont de même signe 5 donc le déterminant et le
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produit sont aussi de même signe. Il s'ensuit de là que
^ûf/,iV«*,t coïncidera aveca.-^ten grandeur et en signe, si l'on pose
V'a,-,i=(--i)'(2,3, . . . , /— I, i-h I, .. .,«), ou, après i — 2 permutations circulaires (3) ,
^(Xij = (/ -f- I , ...,«, 2, ..., / — I ).
Par cette substitution, on obtient { l )
pour une valeur de v^R cpie nous devrons désigner par
comme on s'en assure par l'identité des termes initiaux de ^i,« (3, . . .,/i) et de (i, 2, . . . , jî).
Exemples :
ûii , . » a
un ... 044
= (l, 2,3,4)^= («12 «34 -f-fl.a«42.-H«l4«w)'-
«il • . • «.
_f«ii(3,4>5,6)-f-fl,3(4»5,6,2)-f-...
«12 «34 «5« -î- «12 «35 ««< 4- «12 «3C «45 -f- a, 3 «45 «02 4- «m «46 «25 H- «13 «42 «5« = { -4- «14 «5(» «23 -f- «14 «52 «3« -f- «Il «53 ««2 / • -h «15 «62 «34 4- «I.S «63 «U 4" «15 «6i «23
■+- rtt,e «-23 «IS -f- «l« «2< «.>3 -+-«!« «25 «.M
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et
= {ad—bé-hc/)\
= {ad ^ be -h c/)\
5. Le coefficient de a,,;^, dans le déterminant R que nous considérons ici, est (§ III, 9)
2 doi^k doi^k
Le coefficient de a,,, dans R, lequel est exprimé généralement par - — ) s'évanouit dans ce cas (§ HI, 9). Or, si Ton
ordonne R par rapport aux éléments d'une ligne horizontale, on a (§ m, 1)9 en divisant par le facteur commun v/R",
^R = ai,, ^ h ... 4- û,> -^^- '
dak,x
dai^a
d\/Rf,.
dspk
formules où l'on devra supposer -5 — = o.
En posant (3)
=r ai,x (2, . . . ,w) -f-^/^aCS, ...,«, i)-|-- . .>
(* ) Jagobi, loc. cit.
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on trouve
i et k étant exclus du cycle des indices.
6. Théorème. — En désignant parD la valeurque prend le déterminant R des éléments quelconques a^^i , .,.,«„„, Iprsque les éléments
s'annulent, et, de plus.
Par D, la valeur que prend D, lorsqu'on supprime la ligne horizontale et la ligne verticale qui cpntiennent l'élément a,-,, 5
Par D,,i la valeur que prend D, lorsqu'on supprime les lignes qui contiennent les éléments a,^, et a^^j^; et ainsi de suite ^
On a alors
en remplaçant successivement i par toutes les valeurs I , a, . . . , n ; puis 2', k par toutes les combinaisons binaires de ces valeurs; /, k^ l par toutes leurs combinaisons ternaires, et ainsi de suite [*).
Démonstration* — Les termes de R qui ne contiennent aucun des éléments ai,i,a,^i, ..., coïncident avec les termes de D. Les termes de R, qui contiennent un seul de ces éléments, coïncident avec les termes de la somme
(*) Cayley, Journal de Crelie, t. XXXVIH, p. 98
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Car du coefficient de «,,, dans R on formera D, (§ III, 8) ^ en annulant les éléments a^i^ât^i, . . ., a„.„. De mème^ les termes de R qui contiennent deux des éléments en question , coïncident avec les termes de la somme
' «liI<y2,2D».2-f- «1,1 «3,3Dj,3-f-- - .
-f- Û2,2 flf3,3D2,3 -f- , . •
et ainsi de suite. De cette manière aucun] des termes de ft ne se trouve omis ni répété deux fois.
Si les éléments du déterminant R soi>t tels, que Ton ait
on aura (6) la quantité
étant un déterminant partiel du degré m , dont les éléments sont assujettis aux conditions
et £ Dm désignant la somme des déterminants qui se déduisent de Dm , en remplaçant les indices i , % ^ • . . , par toutes les combinaisons m k m des nombres de la suite 1,2, . . . , n. Pour m impair, D,„ est nul {§ III, 9) 5 pour m pair, on a (3)
et par suite 2 D,„ est la somme de ( \
carres.
( * ) Cayley, loc. cit. Compar. Journal de Crelle, t. L, p. 399.
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Exemples :
«31 «sa ^
=zz'^z(a],^a],-ha\,),
z a,i fl,3 «14
«ai *2 «23 «24
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S IX. — Résolution d^un système d'équations linéaires.
i , Théorème. — Les n inconnues Xi , Xj , . . . , x„ étant données par les n équations
si l'on pose
et que l'on désigne par a.^x le coefficient de ai^i dans R, on aura
Cette expression se déduit de R par la substitution de iii, u, , . . ., i/„ au lieu de «j^i, «,^4, . . ., a„^,. Le déterminant des coefficients des inconnues s'appelle le dètemU" nant du système d^ équations linéaires (**).
Démonstration. — En multipliant les équations don-
(*) Cette résolution a été indiquée pour la première fois par Leibniz, puis découTerte de nouyean par Cramer (voir § I et II). (**) Jacobi, Det.,7.
nées respectivement par
et ajoutant les équations obtenues, on obtient pour le coefficient de Xjt,
et , pour le coefficient de x, ,
«i,iai,*'T-«î,iaa,*-f-. . •-f^«,taii,it=0 (§111,1).
2. Si le déterminant du système linéaire s'annule, leà inconnues prendront en général des valeurs infinies, c'estâ-direque les équation s données seront incompatibles, et, par suite, qu^elles ne sont pas indépendantes les unes des autres. La contradiction entre les équations données sera levée^ si Ton introduit la condition
qui est vérifiée pour toutes les * valeurs de k^ puisque les rapports ax^jc l ot^^k ! • • • sont indépendants de h (§ VII, 5). Alors le système des équations données est indéterminé, et' chacune de ces équations peut se déduire des autres.
3. Si les quantités Ui , i/^ , . . . , i/„ s'annulent,' les inconnues s'annuleront aussi en général, c'est-à-dire que les équations données seront incompatibles, et, par suite, qu'elles ne seront pas indépendantes les unes des autres. La contradiction entre les équations données sera levée dans ce cas par la condition que le déterminant R du système linéaire s'annule. L'équation
s'appelle la résultante des équations linéaires i/, = o,
(*) D'après fiezout. Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 288. .^
Si la condition R = o est remplie, le système est indéterminé, et les équations données sont satisfaites par la proportion
{'désignant un indice quelconque (§ VI], 5). Car, en vertu de l'équation
qui a lieu, non-seulement pour des valeurs différentes de i et de k (§ III, 1 ) , mais encore, par hypothèse, pour i = ky on a, pour chaque valeur de k prise dans la suite i , 2, . . . , /i,
^*,t *i -+- <?*,2 j?, -h ... -h ak,n «« = o.
Exemple. — Les équations
a.T-{-by-\'Cz — o, ou a u-
Oi X -+■ bijr -^ Ci z — o, /i, w -f-
6|P -f- Ci — 0,
/îa-r-f- ^jX H- Cj 3 = o,' a^u
ï <» -h Ta
sont compatibles, si Ton a
abc
fli bt c,
a, 6a Cj
A cette condition, on a
6jC2
flTa^a
biC,
C2 tf,
mi ■ ■
biCi
Cx lly
(*) Jacobi, Der, 7.
4. Si les coefficients du système considéré dan« l'art. 1 sont tels, que Ton ait
et si n est pair j alors^ d'après les propositions et les nota-^ lions du § Vm, on a la solution plus simple
(— l)*(i,2, .. .,«).r* = «, (2, ...,^ — I, X-hl) ..., ») -4-tta (3, ..., X— t, ^-f- !,..,,«, t
En effet, en multipliant les équations données respectivement par
(1, ... /• — I, Xh-i, ..*, « — î),
et ajoutant les résultats, cr* se trouve avoir pour coefficient
«,,4 (2,..., /t) H- «a,* (3, ...,/?, i)-f-. . .-H<in,A(i,...,/î— 1);
et la valeur de cette expression, en remplaçant a^^j, par — û»,i î ^*,* ps^r — ^*,î 9 6^C') peut être représentée par
— (^, I, . . ., A — I, k-hr$ •..>'*)
(§ VIII, 4). En remplaçant encore l'indice k successivement par I, 2, . . .,Xr — i, on obtient, pour le coefficient cherché (§ Vin, 2),
Au contraire jc, a pour coefficient, dans la somme en question,
expression identiquement nulle (§Vin, 2).
(*) Jacobi, Journal de Crel le, t. II, p. 356.
5. Si les coefficients du système linéaire sont tels, que Ton ait
Oi,k = — û*,i , «1,1 = o
et que n soit impair, on a alors R = o (§111, 9) , et les équations données ne sont compatibles que si Ton a (2)
«1 «1,4-4- «2 «2,*-!-. . .H-a„a„,it = o.
A cause de l'identité a.^i = v^a,,, ai^i (§ VU, 5) , celte condition se réduit à la suivante ,
OU, en substituant la valeur
V/a,-,,- = ( I -h I ,/f, ly ..., I— l) (§VIII, 4),
Exemple. — Des trois équations
— ex yk- -\- az=zgy bx — ay ik: =.hy
une quelconque est la conséquence des deux autres, si Ton a
«/-f- hg + ch = o :
sinon, chacune est contradictoire avec les deux autres.
Remarque, — Si les coefficients du système linéaire (4) sont tels, que l'on ait ai^j, = a *^S on obtient encore dans ce cas une solution parliculière ['yo/r ci-après, § XII, 5, 6].
(*) JacobVi loc. cil.
§ X. — Théorèmes sur les équations différentielles
linéaires,
1. Les coefficients d'une équation différentielle linéaire de l'ordre n^ qui ne contient pas de terme indépendant de la fonction, peuvent, comme Libri l'a remarqué {*), se composer au moyen de n intégrales particulières de Téquation, de la même manière que les coefficients d'une équation algébrique se composent avec ses racines. En effet, si l'on désigne par j^i, J^«, • • • » J^n des intégrales particulières de l'équation différentielle linéaire
j^^*^ étant le quotient différentiel d'ordre i de la fonction j^, et les quantités ao, a^..., a„ étant indépendantes de y, j^', . . . 5 formons avec les. i"% a®% . . . , n'^'^' quotients différentiels de j"i, j^j, . . . , le déterminant-
fi^^ désignant le fe**'"* quotient différentiel de yi. Si l'on désigne maintenant le coefficient de ji^i dans B,^ par
>7,,* — -t;^ (§ III, 7), on aura
Démonstration, — On a, par hypothèse, pour déter-
(*) Journal de Crelle, t. X, p. 189. Les coefficients ont été déterminés par Libri d'une manière moins simple. Libri a bien indiqué la méthode directe, potir leur détermination, mais il ne l'a point développée^
C***) Rrioschi, De/., p, 81 (p. 96 de la trad. franc.).
luiuer les coefficients a^y a^^ . . . ^ an^ le système d'équations linéaires
«0riH-«i/i,i 4-. . .-f-^«-i/i,«-i=— ««/i.
«•rii-+-«ir».i-^- • . + <ïii-i /n,*!-! = — ««r».
par la résolution duquel (§1X, 1) on trouve pour a, la valeur que nous avons donnée. La détermination des coefficients ne réussit pas, lorsque les intégrales particulières données dépendent les unes des autres, de telle façon cjue ronaitR„ = o(§IX, 2).
% Le déterminant R„ peut s^ exprimer au moyen des coefficients dey^"""*^ et de y^"K On a, d'après les supposi-r ^on$ admises,
Le second membre de cette équation a pour valeur -7-^ (§ III, 10) ^ on a par conséquent
L'intégration de l'équation linéaire de l'ordre
(0 a = «074-^1/4-. . .-hû^Jr^"^
a, ^ok â(] , . . . , étant indépendants dey, j^', . . . , se réduit à l'intégration d'une équation linéaire de Tordre n — w, lorsque l'on connaît m intégrales particulières de Téqua-
( * ) Abel (tournai de Crelle, t. Il, p. 22) a établi cette relation poar n = j. La formule générale a été attribuée à Liouville par Tissât [Journal de Liouville, t. XVI!, p. 1 78).
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tion diflérentielle linéaire plus simple de Tordre n,
Lagrange {Miscètl. Taur,^ t. III, p. 179) a énoncé ce théorème en 1764, el a montré la possibilité de la réduction. Cette réduction a été traitée par d'Alembert [loc. cit,y p. 38 1) dans une note très-courte, et la méthode exposée dans cette note est identique au fond avec celle du Mémoire de Librisur le même sujet [Journal de Crelle^ t.X, p. i85). Après que Malmstén [Journal de Crellèy t. XXXIX, p. 91) eut fait voir, à l'aide dés déterminants, cotnment Tintégrale générale de l'équation (2) peut se déduire de n — i intégrales particulières de cette équation, Joachimsthal a traité aussi [Journal de Crelle^ t. XL, p. 48) la réduction de l'équation différentielle linéaire plus générale (i) d'une manière an&Iogue, au moyen de m intégrales particulières données de l'équation (2). La méthode employée pour cet objet avait déjà été en grande partie indiquée par La^ grange, qui, dans un Mémoire postérieur [Mémoires de Berlin^ iyy5^ p. 190), a représenté l'intégrale générale de l'équation (i) au moyen de n intégrales particulières de l'équation (2).
En désignant par y une fonction de x, et par Xif y^f ' ' 9 y m les intégrales particulières données de l'équation (2), on peut déterminer un pareil nombre de fonctions de x^ que nous désignerons par ii , is» • • •> ^m» par la résolution d'une équation différentielle linéaire générale d'ordre n — m, et par m quadratures, de telle sorte que
soit l'intégrale générale de l'équation (i). En effet, en posant
on a
en posant
^l^ljl -h; • • + ^iii,l/m =0,
jVIais, d'après les conditions que l^pn a ppsées, les rapports
^nt déjà déterminés (§ IX, 3) -, on a de pluç
en posant *
^1,1 Ji,m-i -f- . . • H- ^m,i„^«,jii-i = 2,
qui est une fonction déterminée de x. On a de même
en posant
dz
puis
en posant
etc. \ et enfin
"r" 2r— lin— t , I 4" 2/1— « }
en posant
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En multipliant ces équations respectivement par a^y a^y . , , , et, ajoutant les prod^its, on trouve, en vertu des suppositions faites sur y, , ys, . . . , j^m»
a = <2„z -h fl«^j z' -h ct„+2 z" -4- . . . -h /7„ sC- '")
poui* la condition en v^rtu de laquelle
:sera une intégrale de Téquation (i).
Or, en résolvant le systèmie d'équations
^mJi -f- . .-4- ^fl,,ir« =o,
on trouve
en po3ant
et désignant par
Rbi
jr.,.
*ymA
Jl,!»-
-t jî.
'ym,m—i
rfR-
4ri,«-i
le coefficient de y,,,„-i dans R,». Les fonctions i, , i, , . . , , è,^ seront ainsi déterminées par des quadratures, après que l'on aura trouvé z. Pour débarrasser maintenant des quantités ft, , ^2,... l'équation qui détermine 2, remarquons que
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l'on à
2i = *i.i yx,M -h ... -4- ^«,, 7„,«
22 ^M Jl,«+i -h . . . -f- A„,i J^„,
(«i,«-l J^l,»-l-l -*-... -h >ïfl.,«-i /i»,«-Hi ) — = CjZ,
An
, Cl, c,,..., c„_„ étant, par suite, des fonctions' donfaées de X. On en tire par différentiation, en se Servant d'une notation analogue ,
Zi,2 = Ci,2Z H- nci^t z* -h r/z",
2i,3 = Q,3 z -+. 3 c/,2 z' -h 3 r,-, , z" 4- Cf z'", etc
On a par conséquent
-4- ^/iH-i j c^z -h z' I
cx.zz -+-3c,,.,z'-+- 3c,,, z" -hc.z"' 4- 2'^
-f- C^^^Z -4- TjZ'
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pour r équation linéaire d'ordre n — m k laquelle doit satisfaire la fonction z. Ayant trouvé la valeur de 3, on peut calculer ensuite , par son moyen , les fonctions &i , &t 9 • • • , i„, de telle sorte que
soit une intégrale de Téquation (i). Les intégrales particulières JK*!» JK*)' • *) J'ff^ élant supposées habituellement ne contenir aucune constante indéterminée, comme d'ailleurs rintégrale générale z de Téquation linéaire d'ordre n — m que l'on vient de trouver, renferme n — m constantes arbitraires, et que les quadratures, dans le calcul de^i, i^s,.*.,^m9 introduisent m autres constantes arbitraires : l'intégrale trouvée pour l'équation (i) contiendra le nombre voulu de constantes arbitraires , et ce sera par conséquent l'intégrale générale de l'équation (i).
4. L'équation différentielle linéaire qu'il reste à résoudre pour l'intégration de l'équation différentielle donnée , n'est pas résoluble en général, lorsqu'elle dépasse le premier ordre. Il y a donc à considérer en particulier les cas où l'on am=:«etm = /i — i.
Pour m 2= ;» ^ on a
a =anZ, tfi^i K„ = — îfj,- „_, , Oi= I — f/,Ty
^n J fin R/i
et par suite l'intégrale générale de l'équation (i) est
comme Lagrange et Joachimsthal l'ont remarqué (/. c). Pour ni = n — i , on a
y 6 SECONDE PARTIE, § X-
Orona{§IlI, 10) par conséquent
a R„_, = «„_, B„_,3 -h rt„
dx
Pour la résolution de cette équation , on a besoin d'une intégrale j)articulière ii, de l'équation
savoir,
J On W, = «? .
En représentant Timégrale générale qu'il faut d'abord chercher, par
ce qui donne, d'après la notation admise ,
on a , à cause de a„_, u^ -|- a„ w,^| = o (par hypothèse)^
/ïR„_, = fl„tt,p,.,, p,
avec une constante arbitraire. On a enfin, pour déterminer bi ,
^/ == / ïr~2 ^i' n-2 ^*^>
chacune de ces quantités ainenant avec elle une constante arbitraire , de sorte que
est Fin tégrale générale de Féquation (i), comme Fa remar^ que Joachimsthal (/. c). Le cas particulier de rt = o, pour lequel ^i lui-iaème se change en ime constante arbitraire, avait été déjà semblablement traité par Malmstén (/. c,)^
§ XL — Bfisuhante de deux équations algébriques.
Soient
Les deux équations
données pour la détermination de x^ seront compatibles si une racine au moins de la première équation coïncide avec une racine de la seconde. En désignant les racines de la première équation par «i , a^ , . . . , a,„ , et les racines de la seconde équation par |3i , jSg , . . . , {3„ ^ en désignant , de plus,
par TT (a, — P^) le produit de toutes les différences entre
les racines de la première équation et les racines de la seconde , lesquelles différences se forment de a, — jS* , en faisant successivement i = i, a, . . . , m, et A: = i, 2,. . . , n, alors
sera la condition nécessaire et suffisante pour la compati-
y 8 SECONDE PABTIB, § XI.
bilité des équations données (*)\ et 3 appellera la résul-* tante de ces équations (§ IX, 3).
2. Si les racines «i, a^, . • . , «^ , ainsi que j3i, ps 9 • • • 9 P» 9 sont toutes différentes entre elles, le produit TT (a. -^ ^a)
sera une fonction rationnelle et entière, du degré m, des quantités
et aussi une fonction rationnelle et entière, du degré n , des quantités
et par suite aussi une fonction rationnelle , entière et symétrique des racines de f (a:) = o, ainsi que des racines de /(x) = o, et Ion sait que cette fonction peut se transformer en une fonction rationnelle et entière des coefficients de/(x) etdeç {x) (**). Car, de Tidentité
on tire
(a,- p.) («,— p.). ..(«,- p.) = t^, et par suite
IX (*' — P*) =7^ ? M ?(«')•• • ?(am).
(*) EiLER, Histoire de l'Académie de Berlin, 1748, p. 234.
(**) El LER, /oc. CI/.
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On a de mènie
f[(a,_Pi)=^=lJ^/(p,)/(p,).../{M.
d'où résultent immédiatement les propositions énoncées cidessus.
Au lieu de développa le produit TT (a, — 13#) en une
suite de fonctions rationnelles, entières et symétriques des racines de Tune dçs equ^ations données, et d*expri];Qer ces foi^ctipns au mpyea des coefficients de cette même équation, on peut parvenir plus simplement à la i:ésul tante des équations données, en éliminant Tinconnue x entre ces équations.
L^équation R = o , obtenue par Téliminalion de x entre f (x) = o et y [x) = o , est la résultante de ces équations (œquatiofinalis genuina), lorsque R est une fonction rationnelle et entière, du degré m, des quantités indépendantes entre elles
On Ou Du
et une fonction rationnelle et entière, du degré n, des quantités indépendantes entre elles
(*) EuLVR, loe. cit. — Voir Cauchy, Exercices d'Analyse^ 1840, p. 400.
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Car, pour chaque système de Valeurs des coefficients ao , aij, . . ., 8*7 *!»• • .,'^^îsant évanouirJT (a, — j3i),y*(x) = o
et (f (x) = o om une racine commune a^ , dont Félîmination entre les équations y(a^) = o et ç (a,) = o a
fourni Téquation R= o^ c'est-à-dire que, si TT(a, — Pi)
s'annuïe, R s'annule également. Or ces quantités sont, d'après (a) et les hypothèses précédentes, des fonctions rationnelles et entières , du même degré, dé 7^9 -r^ y • • • 9 ainsi
que — 9 — 9 • • • Elles ne peuvent donc différer que par un
facteur indépendant des quotients en question.
Si au contraire , dans l'équation R = o qui résulte de l'élimination des x entre y*(x) =oety(x)=o, R est une fonction des quantités en question d'un degré différent de celui que nous avons indiqué, cette fonction contiendra alors un facteur étranger, dont l'annulation n'entraîne pas l'existence d'une racine commune aux équations données , ou bien cette fonction s'annulera identiquement.
4. Pour obtenir, par l'élimination de x entre les équations f(x) = o et 9) (x) = o, la résultante de ces équations, Euler (*) et Bezout (**) ont trouvé en même temps une méthode applicable à tous les cas, et qui a été récemment reprise par Sylvestcr (***) et par Hesse (****). On
(« ) Histoire de l'Académie de Berlin, 1764, p. 96.
(**) Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 298.
(***) Philosophical Magazine, 1840, n'* 101. — Voir Richelot, Journal de Crelle, t. XXI, p. a26.
(****) Journal de Crelle, t. XXVII, p. i.
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forme pour cela les identités
/(x) z=z a^-^ OiX -\- aiX* + s ,
,r/(x)= ^ fl(,xHj-fl,j:'H-
ar*/*(j:)= a^x^
^(jr)= fto-f- ^i^H- ^2J?*-t-
a?ç (or) = 60X-H ôia:*-f-
ji:*(p(af)=: b^x^ -{-
En désignant par R le déterminant de degré m+n, dont les éléments sont, pour les n premières lignes horizontales ,
O /?• fl| ûm o. . . . . . .
et pour les m lignes horizontales suivantes,
^0 ^1 bi. . . b^ o o
o b^ b^ bn o
o o ba bn
o o. . . .^0 bn\
en désignant de plus par yi^x.i^x le coefficient du A*'"" élément de la i*^' ligne horizontale de R , on a (§ IX , 1),
Si l'on pose maintenant/* (x) = ei(f[x) = 0, R = o sera
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]a résultante du système précédent d'équations (§ IX, 3).
Or le déterminant II, divisé par a]^ &* (§111,2), est une
fonction rationnelle et entière 'du degré n par rapport
a — î — »•••> et du degré m par rapport a — > -r-v> et Cm o^ or rr ^^ ^^
les facteurs am? ^n sont supposés, dans la formation dcR, ne pas s'annuler; par conséquent (3) Féquation R = o est la résultante des équations f{oc) = o et f [x) = o.
5. De la manière que l'on vient d'indiquer, on n'obtient pas la résultante des équations données sous la forme la plus simple , parce qu'une grande partie des éléments du déterminant de degré m-^n s'évanouissent. Le procédé d'élimination conduisant à la simplification désirée, et em-r ployé par Bezout dans le Mémoire cité (p. 317), a été, dans ces derniers temps, repris et éclairci par Jacobi ('^) et par Cauchy {**)• Des équations données, que Ton suppose d'abord être toutes les deux des équations de degré n, on peut déduire n équations du degré n — i , d'où l'on conclut ensuite, par la formation d'un déterminant de degré /i, la résultante des équations données. A cause de
F(a') = a^-^ra.x +. . .-H <ir^''-l- (^r+. -h ^r+a^^^ -f-. • . -|- fl„^-''-') .r'"^', la quantité
r= (fl,-*- ^,a:-+-. . .-i-«r-^) (^r-^-f- ^,+2^:-!-. . . -h ^«.ar»-'— •) — (^p -4- ^1 a: + ... H- brX'') (ar^i -f- ûr^^.v + . . . -f- /i„j:»-'— •),
sera une fonction de x du degré n — i , que nous désigne-
( *) Journal de Crellc, t. XV, p. lOî .
(**) Exercices d'Analyse, iS^o» p. SgS.
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rons par u^. Du système des identités
"T" • • • ~r* Co,ji — I ^
tl
oj
-\- . . . -f- ^l,/i— I •^ ffi 9
tt„_
on tire (§IX, 1)
Rx^ = tto7<».«-i-«'7M-i-' • .-h««-i7„-i.o
en supposant
et en désignant par y^^i^ le coefficient de c^^^ dans R. Si l'on a maintenant
,F(x)==o, tp(jc)==o, il en résulte
et par suite R s=: o sera la résultante de ces dernières équA* tiens. Or les éléments Ci^i sont des fonctions linéaires tant de ^1^ , ^1 , . . . , que de i^ , ftj , , . . , d'où il suit que le déterminant R est une fonction du degré n des mêmes quantités 5 donc R = o est la résultante des équations données
F(a:) = 0, <p(.r)=rO.
6. L'élément c,.,, du déterminant R est le coefficient de X* dans m^. Or on a •
= ^{aibi-atbi).ri-^^-^
en supposant snccessiTement
i=o,i,...,r, et Â = r-h i,r-4-2,. . . ,».
En ajoutant la condition
i-hit — r — 1 = *, et faisant, pour abréger,
di,i = «i ^à — «* ai j
on aura
Pour r>»5, les r — -5 derniers de ces termes s'évanouissent identiquement, savoir
puisqu'on a -
^/,* = — dkj et rf,-,, = o.
Par suite on a
Pour r-f-5-|-i]>», lesr-4-JH-i — n premiers termes s^évanouissent, parce que, d'après ce qu'on a supposé sur lé * degré des équations ,
doivent être considérés comme nuls.
La somme des r — i premiers termes de c^,, est identique avec c^^i^s+i 9 on a par conséquent la formule
^r,<= ^r— 1,4+1 H-Wr,n-1 ( )»
pour le calcul successif des éléments de R.
{*) Jacobi, loc. cit., p. 102.
(**) Jacobi, Ioc, ci/., p. ii4>
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Exemples. — Pour trouver la résultante des équations
on formera
et Ton obtiendra
Pour trouver la résultante des équations
on formera
o = «1 4- ûi ^ H- «2 J?' -4- flj J?',
O = 3g H- 3, X -H ^2 JC' 4- 63 JC',
et Ton aura
^«,1 «/#,2 rfo,3
<5(|,> rf«,3-f-<3^l,2 ^1,3
Pour obtenir la résultante des équations
o = £7p -h fl, a: 4- a^x* 4- <Î3 ^ H- ^4 J?S o = ^0 4- 3i -2? + ^2 *' 4- ^3*^ -H 3« ^S
on formera
•il
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ce qui donnera
On peut pousser plus loin le développement de ces déterminants, au moyen du § Y, 2, et Ton peut se servir paur cela de Tidentité
(§ ni, il). Sous la forme que nous venons d'indiquer, les résultantes des équations de degré élevé sont plus faciles à apercevoir que sous les formes que nous leur avions précédemment données.
R = o étant la résultante des équations
et fr^s désignant toujours le coefficient de c^,, dans R , du système des équations
il résulte, pour la racine commune x des équations
F(x) = o et op(r) = o,,
la proportion [^ IX, 3)
i étant un quelconque des indices o, i,. ., n — i. Don^ la racine commune des équations données, si toutefois il en existe une, est nue fonction rationnelle' des coefficients qui entrent dans les équations.
Des proportions
X , X ZZZ Jj^i , y^^r %
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et de l'identité y,^^ = y^,, (§ MI, 9), il résulte qu'on a
d'où il s'ensuit; d'une pai*t, que y^^i ne change pas lorsque i^ k reste le même, et que l'on peut substituer les quantités y^-^jt, y,_i,j+i, . . • indifféremment au lieu de y^^i; d'autre part, que Ton peut prolonger la proportion précédente jusqu'à la puissance a/i — a de a:, de sorte que
Les quantités 70 ? 7i ^ • • • 9 7«nH.2 forment donc une progression géométrique y dont ta raison est la racine commune aux équations F (x) = o et q? (x) = o. De là on déduit les relations
7/ =: 70 X' , 7A = 70 ^* ', 7i-hA = 7o •ï^''*"* >
et par suite les; identités
dont la dernière s'accorde avec le § VIIj 4.
8. Lorsque/(j:) est de degré inférieur à y (a?), par exemple, lorsque f(x) est du degré m, et (f [x) du degré n z=m-{'py la résultante des équatîonsy*(jf)=o, (f (x) = o peut se déduire de celle des équations
En effet, l'équation xff{x) = Oy outre les racines «1, at, • . ., a^, a encore p racines nulles; par consér quent (2)
(*) Jacobi, loc. cit., p. 106.
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est la résulunle des équations jfj (x) = o et f (^) == o , tandis que
est la résultante des équations données/'(x)==o et f (x)=o. Si Ton a donc trompé, par la méthode de Bezout (5), la résultante R = o des premières équations, on aura
pour la résultante des dernières équations données.
Dans ce cas, on peut démontrer que R est divisible
par V^{^^t àTaidede la proposition (§VI, 4) [d'après la-:
quelle on a
.^p— !,•• • .yp— t,p— I
^Ji— 1,« • • • g'n— 1,«— 1
lorsque, pour r=:;o, i, ...,p — i,ona et pour r = p, p-f- 1, . . ., w — i,
Pour identifier la fonction F (x) de Fart. 5 avec la foncr tion 3Cff{x) que nous avons à considérer ici, il faut poseï^
at=zQy ^4 = 0,..
Qn a, d'après cela, pour r=o, i, ,..,p — i (6) ^
{*) RosEMHAiN, Journal de Crelle, t. XXVIH,, p. 368..
En posant^ pour ces valeurs dé r,
il vient
fr,i = hr-i , gs,i = a
yi-ji+i ^fr^r+t^ • • • devant être considérés comme nuls. En posant , pour leâ autres valeurs de r,
on a effectivement
y 0,0 • • • yo/P — •
jp-'\,ù • • • Jp-.\,p-.i
— bx — ^0 o — èj — ^1 — ^0
o O. . O «|, ... On—\ fin O O, , .apOp^x'^'^n O
— O.p^x'—^Vp^i'—Qp — 3 , • . — t>c
An iZn^l ». *
Cp,n--\
Le premier de ces déterminants est égal à ( — èo)'' (§ H, 7) 5 l'autre est le déterminant des coefficients des n fonctions suivantes, de degré n — ? i ,
les dernières de ces fonctions devant être formées d'après la règle donnée dans l'art. 5. Donc la résultante cherchée des équations /(jc) = o et ç [x) == o est identique avec la résultante des équations
xP-'/{x)z=Of a:P-^/(x) = 0, ..,,/{x) = Oy «p=o, ..w„^, = o.
Remarque. — En formant, d'après Bezout [L c.^ p. 323), au moyen de x^f(x\ et de f{x)^ comme dans (5), les
fonctions u^,Uf, . . . , if„^, , de degré h — i ; en exprimaot ensoile, a Faide des équations
/(x) = o, jrf{x) = o, .... xf-'/(*) = o,
les quantités jt*, af**"*, — iX^* sous ferme de fonc— tioDS de degré m — i, et rédoisant par là les fonctions u^^ ifi,. . ., ir._i an dqpré m — i ; la résoltante des équations
sera bien du d^ré m par rapport aux coefficients de f (x) ; mais elle ne sera pas en général du degré n par rapport aux coefficients def{x) ; par conséquent elle sera généralement diflerente de la résultante des équations
/{x) = o et T» = o.
9. Etder a montré, à la fin do Mémoire que nous avons cité plus haut (^) , comment on peut trourer les conditions pour que deux équations données, f(x) = o et f {x) =o, aient deux ou ^usieurs racines communes. Les éliminations qui conduisent à ce but sont plus aisées à apercevoir, lorsqu'on se sert de la méthode indiquée par Lagrange {**) •
En désignant par a une racine de l'équation^(x)=3= o, et posant <f(oc) = — y, l'équation résultant de l'éliminaûon de a entre les équations f{a.) = o et ç (a) +y = o, sera du d^ré m en j^ (1 ), et aura autant de racines nulles quey*(.r) =oet f (x)=:o ont de racines oonunimes. Or de la résultante R=o des équations y (x) =o et <f (x) =o, on déduit la réstd tante des équations/ (x) = o et f (x) + J" = o, en faisant croître (f(o)=b^dejr. En supposant que les coefficients b^^b^^. . .^b^ soient indépendants les uns des
(') Histoire de r Académie de Berlin, 1764, p. 64-
(**) Uémoires de V Académie de Berlin, 1770. « Roflc\ioui«^ etc., »' art. 12.
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autres^ et qu'il n'existe ainsi aucune relation entre les racines de Téquation f {x) = o, R devient, lorsqti'on y remplace b^ par io -t-y?
dK I rf' R ,
Par conséquent
dbo 2 db]
sera la résultante des équationsy(a:) :^o et ç [x) -f-j' = o. Les conditions pour que cette équation ait i, 2, 3, . . . racines nulles, et partant aussi, pour que J*[x) = o et f (jrr j = o aient une, deux, trois, . . • racines communes 9 sont respectivement
rfR
dK «PR
dans la supposition que les coefficients de la fonction <f{x) soient indépendants entre eux ^ ou encore,
dK " ^R
CriCf • • • «
dans la supposition que les coefficients de la fonctiony* (a:) soient indépendants entre eux.
S XII. — Produà de toutes les diferences de plusieurs
quantàés données,
\ . Pour désigner le produit de toutes les différences que Ton obtient lorsque, étant donnée une suite de n quantités «i> «1, • . • , a„, on retranche chacune d'elles de toutes les suÎTantes, nous emploierons la notation
P{«|> «î» •••,««) = (aj—ai)(aj — a,) .•. (a,^a,)
(aj—o,) •. . (a, — a,)
(ot, — a^,).
Ce produit est égal au déterminant de d^ré n
l CLi a.
I Of a. ... a
Démonstration. — Ce déterminant est une fonction rationnelle et entière des quantités «i, off, . • •,«», et il s'annule lorsque deux de ces quantités deyiennent ^tes entre elles (§ II, 4) ; il est par suite divisible par le produit (ûtj — «i)- . • De plus, le déterminant, comme le produit,
sont du degré
par rapport aux quantités
*l > o*s > • • • > ot« 2
(*) Cadcht, Journal de l'École de Polytechnique, XXVIl* cahier, p. 48. Le cas particulier
(ft --a) (c — a) (c — 5) = aè«— a*h -4- fcc*-~ fcV-Hca' — c*tf,
avait déjà été indiqué par Vaudermonde, Bistoire de l'Académie de Varis^ 1771, p. 369. Le théorème précédent a été démontré par Cauchy [Analyse Algébrique, t. 111, § 2, e^ Note IV ) en développant le produit. Yoir Jacobi, Journal de Crellcy t, XXII, p , 3Go .
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donc le quotient du déterminant divisé par le produit est un nombre indépendant de «£,««, ..,«„, et de plus, ce quotient est l'unité, comme on le reconnaît par la comparaison du premier terme du déterminant avec le premier terme du produit.
Tandis que le produit renferme
n(ii—
termes, dont plusieurs sont égaux deux à deux et de signes contraires, le déterminant, qui lui est égal , se compose de I . a . 3 . «. . /» ^termes. En vertu du théorème précédent, on n'a plus à calculer ,
dans le cas de 3 quantités, que 6 termes au lieu de 8;
2. Lorsqu'on multiplie le produit de toutes les difiérences des quantités «i, a^, • • • > a„ par le produit de toutes les différences des quantités |3i, (3t,. • . , (3„, on obtient également un déterminant de degré n. Car on a (§ VI, 3)
P(a,, a2,...,a„). P(pi, P2,...,p„) =
I ai . • • ^,
> p"- "PT
en posant
H Ail
u= I -h a,p.+ «:p;+. . .-^cT' pr = mi;j,(*)
ou encore
i— I ni-^i
(*) Gaucht, Exercices d'Analyse, t. II, p. 169.
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On a en partîenlier
en posant
Dans ce cas, en effet, rélément c,^i du déterminant que Ton doit former (S) se réditit à la aonmie des (i +Jt — 2)'^^' puissances des quantités cr,, «„ • On a pins générale*
ment
S^ Sg • • • -"ji I
St s* • • a Xg
les Si du seoDnd membre ayant la même signification que ci*dessos, et le premier membre comprenant la somme de tous les termes qoi se forment du terme initial
en remplaçant les quantités
par m quelconques (différentes entre elles) des quantités cTi, fir,. • . y a^. Car on a
\ s^ .ï, . . . jr,_.
'*) C ATLCT, /ourna/ de Lioui'iUr, t. XT, p. 2qS. el Bokcbabdt, ioumal de Liomill'^, t. XII, p. 58,
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en supposant
Ci^k = ^/+*-2 = a a -ha, a, -{-•..-ha a
' • 2 j -nu
Or on a, d'après cette condition (§VI, 2),
Cl I •••C| 1,1 i ,
I ai a. ... a
I aj a ... a
le sigue de sommation ayant le sens indiqué plus haut.
4. Théokeme. — En désignant par aj , «t , . . . , ex,, et par j3i, (3î,...,|3„ des quantités quelconques; par P(a,,a8....,a„) etpar P(/3,, (3j,..., (3„) les mêmes produits
que ci-dessus, et de plus par JJ (a, — jS^) le produit de toutes
les différences qui se forment de cr, — jS;^ en mettant pour 1 et k toutes les valeurs i , 2, . . . , /i : on a
a,~-p, a, — Pa a, — p„
II I
«2 p2 «2 — Pn
Démonstration, — Désignons le déterminant du second membre par A, posons
et multiplions les éléments de la première ligne horizon-
(*) QaKVGBY y Exercices d'Analyse, t. H, p. i5/|.
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taie de A par 7 (âCi ), les éléments de la seconde ligne horizontale par f («Z]), et ainsi de suite : le déterminant A se changera (§111, 2) en
Les éléments de ce nouveau déterminant sont des fonctions rationnelles et entières, du degré n — i , des quantités données ; donc ù TT ( a, — (3^ ) est une fonction rationnelle et
entière du degré n (n — i ), des quantités données. Ce déterminant devient identiquement nul, lorsque les éléments de deux lignes parallèles deviennent égaux (§ II, 4) ; donc il est divisible parle produit
P (a,, aj, . . , a„). P (p,, fia, . . . , p„).
Mais ce produit est également une fonction rationnelle et entière, du degré n (ji — i), des quantités données; par conséquent, le quotient
est un nombre indépendant des quantités données, et ce nombre peut s'obtenir par la considération d'un cas particulier.
Si Ton suppose, en effet, les quantités j3 respectivement égales aux quantités a, alors tous les éléments du détertni-
nant A IT (a, — jS^) s'annulent, à l'exception de ceux qui
sont situés sur la diagonale qui va du premier au dernier élément. Le déterminant se réduit donc à son terme initial
(§11, 7), c'esi-à-dire, au produit des différences
a„ -^ aj . a„ — aj , . • . ^ a„ — «/i— 1 9 3^ ,
que nous désignerons (1) par
Il s' ensuit de là que'
est la valeur constante du quotient cherché.
5. A Taide du produit P (a^, a,, . . . , «„), on peut donner une solution spéciale du système particulier suivant d'équations linéaires. Si l'on pose
I * ri '
on a
_ (g,— ^) (aa—^). . .(a/_i— /) (g,-^,— r) . . . (g^^f) (g,— g;) (as— -g,). . . (a,_,— a,) (g/.^., — a,-). . .(â„— g,)^
Démonstration, — La résolution ordinaire donne
(* ) Cauchit, Journal de l'École Polytechnique ^ XVII* cahier, p. ^3.
SIX
a ût • • • a
s * • * fit
Od en tire, en mettant les premières les /**'"" lignes de ces déterminants, et appliquant le théorème de l'art. 1 ,
P(ai-, ai, ... , «1— I, «14.1, . • • > a»)
d'où il résulte qu'il ne reste plus, au' numérateur comme au dénominateur, que les n — i facteurs considérés cidessus.
6. Lagrange a donné (^) , du système plus général d équatîons linéaires
tt
jr, a, 4- a:, a, -f-.,.j:„a„ = «1 ,
jp, a^ -h^ja, H J^/i «^ = ««-
la solution suivante, qui renferme le cas considéré par Cauchy (5). Formons la fonction
(*) Mémoires de V Académie de Berliiif 1775, p. i85} 1793, p. 248, sans démonstration. La démonstration que nous donnons ici fait voir que la solution du système en question trouvée par Schbibner {Comptes rendus de la Société Saxonne j i856, p. 65) ne diffère pas de la solution de Lagrange.
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li'où nous déduirons les fonctions
et de plus en&n la fonction dérivée y {z) . On aura
'^if («i) = «o/*-i (a,) -h ai/«-2 (a,) H- . . . -f- tt^if^ [ai) -h tt;^_,.
Démonstration. — En multipliant /„.! (z)^/n^t(z)^' • . respectivement par i,f, t*,..., et ajoutant les produits, C„.« aura dans la somme pour coefficient
d'où il suit que Ton a
De celte identité résulte le système des équations
yii— I (z) -h aiyi,_2(z)-i-. . .-h «1 == 9
Multipliant ces équations respectivement par a:,, aTj,. . ., Xni et faisant la somme des produits, il vient, en vertu des équations données,
Uo/n-i [z) H- «,/,_2 (z) -f-, . . -+- tt„_,
{ z — ai z - — a,, z — a„ J
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On Toit par là que Xi, Xs, . . . , x. ne sont autre cliose cpae les numérateurs des fractions partielles dans lesquelles peut se décomposer la fonction fractionnaire
Ces numérateurs sont, comme on sait,
<f{z) représentant le numérateur de la fonction fractionnaire.
Si Ton a , eiv particulier, ir« =: i , tt| = t, w, =r t*, . . . , il vient
ce qui s'accorde avec (5).
7. La résultante du système analogue de n tions linéaires , pour les mêmes n inconnues ,
Xx -h ^2 -f-.-.-hx, =«., j:,a, -f- Xjaj ■+-. . .-har,a,= ir,,
I equa>
nj
est, d'après le § IX , 3 ,
Ua I ... I
c^ I se I • • • Gb|j
a. • • • ût
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Cette même résultante se simplifie , en remarquant que
(z — a,) (3 — aO.--(2— ««)=2'*H-Cia'^'-+-C,z»-»-f-...-hC„,
C,„ désignant la somme, prise avec le signe ( — i)'", des produits m k m des quantités différentes de la suite «i , 0^3, . . . > (Xa; et que, par suite,
s^évanouit identiquement. En multipliant donc les équations données respectivement par
et faisant la somme des produits, on trouve, pour la résultante de ces équations ,
(2) C„Wo H- C„_, w, -+- . . . + C2a„_j-hC, w„-i -+- «„-Ho.
En comparant les coefficients de Uf dans les équations (1) et (2), on obtient l'identité
ai
. . fZf
= (— l)'*-' C„_iP(a,, a,,. . ., a„)
Une fonction entière, homogène, du degré m, de
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deux variables X y y^
r devant recevoir les valeurs o, i, a. . ., m, et I j désignant le r*'"^ coefficient binomîal relatif à l'exposant m j peut en général , pour m impair, se ramener à la (orme
où z doit recevoir les valeurs i, 2, . . . (*). Car les
m -H I coefficients pt, ptf — 9 91 « 9i » t • • peuvent , en général , se détenniqer complètement au moyen des quantités données Aq, ai , . . . . Au contraire, pour m. pair^ en faisant
/ = 1 , 2, . . . , — hi,l'undesm-4-2coefficientspi,p„. . . ,
Çif ^1» • • • resterait indéterminé.
Pour réduire la fonction
/2/1 — i\ , , /in — i\
à ta forme
posons, d'après Sylvesler (loc. cit.)j
( *) Sylvesler (Philosophical Magazine, i85i, t. II, p. 3gi ) a docnc à cette expression le nom àQ forme canonique. La forme canonique d'une fonction homogène entière de deux variables a été étudiée avec de plus grands développements par Sylvesler, (/oc. cit., et Cambridge and Dublin Maihcmaticbl Journal, t. IX, p. 93).
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nous aurons les conditions
io3
Ox
= ^(tti
-+- ^ja.
-+-• . .-f-^na^.
= ^la'
fl2«-
, in-
En éliminant les quantités &i , &s , . . . , &„ entre la pi cmièrede ces équations et les fi suivantes, on a (7)
C„ ûT» -h C„«i /ï| -1- . . /-+- Ca <I„-î -f- Cl fl„_i -+- fl„ = o.
On tire de même, de la seconde de ces équations et des n suivantes , et ainsi de suite , les nouvelles équations
C„«, -h C„-_, <Ï2 -h . . . -h Cj /?„_, -+-C|/7„ -+-rt„+, =0,
C„ a„_t -f- C„«, «„ -f- . . . -f- Cj a?n-3 -H Cl «jn-i H- <Ï2n-i î= o.
D'ailleurs, en donnant à z une des valeurs «i , a^ , . . . , a„ , on a
C„ -+- C«_,3 -h. . .-+- CïZ»-^ -hC^;''-' -4- 2« = o.
La résultante de ces fi + 1 équations, linéaires par rapport à C„ , C„_t , . . . , est (§ IX , 3)
rtfo fli rtj . . . a„ ' /îi rtj fl'., . . . a„4.,
Par la résolution de cette équation , on trouve les quantités oc if ai,..,, a„. Le premier membre de cette équation peut
(§ m, 4) se transformer en
<ar«
et par suite (§11, 5) <2n
flfj Ox 2,
^in—x"^ ^n— 2^
Après avoir déterminé ai , ûTs , . . . , a„ , on obtient les quantités 6i , ij 5 . . . , &« au moyen des n premières équations du système posé ci-dessus, art. 6, et là on trouve, pour condition nécessaire de la réductibilitê de la fonction donnée, que les racines «i , «s , . . . , a„ de Téquation précédente doivent êtrie toutes différentes les unes des autres.
Si Von pose
et que «1, «2, ...,a„ soient les racines de réquation f[x) = 0, alors, d'après le §XI, 1,
fj(«* — «*) = 0,
i et k ét^nt des nombres différents de la suite i , 2, . . . , ^^, sera la condition nécessaire et suffisante pour que deux quelconques des racines «i , «a , . . . , <x„ soient égales entre plies. Le produit de toutes les différences, positives et négatives, des racines, produit que l'on peut représenter (3)
par
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lOtl
n{nr-i)
io ^1 . . • Su — I "i «2 • • • "a
Pu— 1 ^n ' ' * Szn—i
a été appelé récemment le déterminant de F équation y*(a:)=o (*), parce que sa valeur nulle indique l'exis-r tence de racines égales dans Téquation, et que, lorsqu'il n'est pas nul, on peut décider, d'après son signe, si, parmi les carrés des différences des racines, il y en a un nombre pair ou un nombre impair qui sont négatifs, c'est-à-dire si Téquation a un nombre pair ou un nombre impair de couples de racines complexes.
10. Pour représenter le déterminant de Téquatioi; f(x) = o sous la forme d,'une fonction rationnelle des quantités
on peut exprimer, au moyen des quantités données, les sommes des premières, des deuxièmes, des troisièmes,. . . puissances des racines, c'est-à-dire, 5i , s^^ . . . , 5„ (**), où Ton peut transformer le déterminant
5|t_t A'n . . . S'in—'î
de telle sor le que les relations établies par Newton (***)
(*) Gauss, Demonsir, nova altéra, 6(Gomin. Gœtt., vol. IJI). (** ) Au moyen des formules données par Girard, en 1629. Voir Klugel, Dictionnaire de Mathématiques, art. Algèbre, p 56.
{***) Arithmétiqur: universelle j éd. S'Gravcsandc, p. 19?..
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eutre 5o , 5, , 5, , ... conduisent à Télimination de ces dernières quantités. Pour employer ce dernier moyen, changeons le déterminant donné, de degré n, dans le déterminant suivant, de degré 2 » — 2 (§ II, 6) ,
Sq s y S't
Ajoutons maintenant, à la seconde ligne verticale, le produit de la première ligne verticale par -^' ; à la troisième
ligne verticale, le produit de la seconde par -^ et celui
de la première par — '; à la quatrième ligne verticale, le
■"il
produit de la troisième par -^ > celui de la deuxième par 5 et celui de la première par -^ ; et ainsi de suite. On
fin
a ainsi
•fo '^1
Si
'*Vi--l ^n • ' ' ^ in
Jn-î
o <tnU f^nS^ -\- fln-\S»
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A Taide des identités
[n — 2 ) ll„_3 = fla Jj -h ll„_, 5, H- On^i *• I
(« — 3 ) âf„_3 = On .^3 -f- <?«_, Jj 4- <!I„_j J, -f- On^z U ,
les éléments du dernier déterminant peuvent s'exprimer de telle sorte que, dans chaque élément, il n'entre qu'un seul des coeflQcients ao, ai , . . . , a„ à la première puissance.
On reconnaît ainsi que le déterminant de Téquation f[x) =0 est une fonction rationnelle et entière, du degré an — 9, des quantités
qui devient homogène en la multipliant par o^"""* (*)-
H. S\f(x) est divisible par [x — «*)*, la fonction dérivée /'(x) sera divisible par (x — «*) *"S /" (J^) le sera par [x — «il) *■"*, et ainsi de suite. Par conséquent, lorsque ai sera une racine du degré de multiplicité h de l'équation f{x) = o, les équations
auront la racine commune ai^ qui entrera A — i fois dans y (x) =0, A — a fois àdjïsf" (x) =o, etc.
En supposant maintenant que/'^(a:) ne s'évanouisse pas. en même temps que/* (x) ety'(x), soit R= o la résultante des équations f(x) = o et/' (x) =o •, R ne différera du déterminant deréquationy(x) = o que par unfacteur indépen-
{*) Cette remarque a été i'aite en partie par Joachimsthal, Journal de Crelle, t. XXXIll, p. 871, puis cofhplclcc par iacobi. Journal de Crjtîle, t. XL, p. 2/14.
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dant de — î — ? • • • ? -^. La quantité K est, en effet, une
«n «Il ^«
fonction rationnelle et entière des quantités
On On û„
et elle est d'un degré inférieur à aw — i , parce que, en vertu des équations donnéesy(j:) =o et f [x) = o, les coeflScîents àe f[x) ne sont pas indépendants entre eux [voir § XI, 2-4). Mais on peut considérer R = o comme la résultante des équations de degré n — i ,
/'(^) = o, nf{x)^xf[x) = o,
puisque f[x) s'annule nécessairement en même temps que J' [x) et nf[x) — xf [x]. Les coeflScients de chacune de ces dernières équations sont indépendants entre eux ; donc R est une fonction rationnelle et entière du degré n — % (§ XI, 4), (Jes quantités
Le déterminant de réquation/(a:) = o est également une fonction rationnelle et entière des quantités
et du degré in — i (10). Actuellement le déterminant de réquaiion/(a:) = o ne peut s'annuler sans que deux racines de l'équation /(x) = o ne soient égales entre elles, ou que les équations /(.r) = o et /' (.r) = o n'aient une racine commune, ou que R ne s'annule. Donc le déterminant de l'équation /(x) = o ne peut différer de R que par un facteur indépendant des rapports des coefficients de /(or).
En réalité, le procédé indiqué dans Tart. 10 pour la formation du déterminant do Téqualion f [x] = o coïncide
entièrement avec la méthode par laquelle Euler et Bezout ont formé la résultante des équations
(§ XI), 4. En appliquant la méthode abrégée d'élimination de Bezout {§ XI, 5), on trouve le déterminant cherché sous une forme plus concise. Les formes particulières que Ton a établies pour les déterminants des équations de degrés particuliers, se trouvent dans un Mémoire de Tortolini {^An^ nalidiSc, matem. Roma, novembre i855).
12. Au lieu de la fonction y (x), on peut considérer la fonction homogène
ou
qui est identique avec f{x) pour y = i (*)• Les coefficients binomiaux ont été donnés comme facteurs aux coefficients de la fonction, afin que l'égalité de toutes les racines de l'équation f{x) = o ou ç (x,y) = o ait lieu dans le cas où
forment une progression géométrique. En remplaçant/" (x) par (p (x, i), on a, au lieu dey (x),
dx
(*) Cet important artifice d'analyse a été employé par Plûcker, (5r*'« der analyt. geom., § 1, 7; parHesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 102; par Joachimsthal, Journal de Crelle^ t. XXXIII, p. 873 ; par Jacobi, Journal de Crellcy t. XL, p. 347, et par d'autres; et pour l'objet actuel, par Salmon, Higher plane cun'eSf p. 296.
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et comme, d'après le théorème d'EuIer, on a îl viendra, au lieu de Tif{x) — xf' (x) ,
difixy i)
où Ton fait y = i après la différenliation. Si R = o est la résultante des équations
alors, d'après (H) , R sera, à cela près d'un certain facteur numérique, le déterminant de Téquation (f{x,i) = o(*).
On trouve, d'une manière analogue, pour l'égalité de trois racines, au lieu des conditions/* (x) = o, /^ (x) = o, y" (a?) = o, les conditions
ii^f(x,i) __ ^ d'tf(xyi) _ ^ d^(f{x,i) __ ^ dx* * dxdr ' djr^
pour l'égalité de quatre racines,
/?m(.r,l) rf'œfx,!) ff»(pfj:,l) /5Pcp(x,l)
é/x^ ' dx^dy ' dxdy^ ' /^^^ *
et ainsi de suite.
13. Le déterminant de réquation/(jc) = o est le terme connu de l'équation dont les racines sont les différences entre les racines de Féquation donnée (**).
(*) Soient Ui, u,,...yii„ les quotients différentiels partiels de la fonction homogène u, de n variables; si R=o est la résultante des équations u^ = o, u, = o,. . . , u^ = o, R sera ce que Sylvester appelle le discriminant delà fonction homogène {Phiîosophical Magazine, i85i, t. Il, p. 4o6).
(**) Cette équation, connue sous le nom Adéquation aux carrés des différences, a été employée par Waring {Mise, anafyt,, 1762), dans la recher-
Si X prend, en vertu de réqualion/{x) == o, les valeurs
ai, a-iy. . . , a„,
u prendra, en vertu de rcquation/(a: -h m) = o, les valeurs
D'après cela, en vertu des deux équations f'(x ^ u) = o elf[x) = o, M prendra toutes les valeurs qui se déduisent de oLi — ctj, en remplaçant i et k par tous les nombres de la suite I, 2, . . . , 71. Si l'on désigne maintenant par Y (ii) = o la résultante des équations J^(^) = o et /"(x -j- m) = o, y(i/) sera une fonction rationnelle et entière de z/, du degré n* (§XI, 2), puisque les coefficients de x dans f{x-\-u) atteignent et ne surpassent pas le degré n par rapport â u. Y (i/) s'annule lorsqu'on donne à u une des n'^ valeurs a, — a*^ par conséquent Y (ii) = o est l'équation cherchée aux différences des racines y(a:) = o.
La différence ai — a^ étant nulle pour i = A, l'équation V(m)=io aura n racines nulles, et par suite ^ (u) sera divisible par a". Les autres racines de cette équation sont en général différentes de zéro, et opposées deux à deux •, donc
est une fonction paire de u du degré n(n — i), ou une fonction de m* du degré
che des racines d\ine équation donnée. Dans les Transactions pkilosophiquei,. 1763, p. 394» Waring a fait connaître, sans démonslration, les équations aux différences des racines des équations du /|® et du 5® degré, avec les caractères qui en résultent pour la réalité des racines de ces dernières équations. L'équation aux différences des racines d'une équation donnée a été traitée avec développement par Lagrange (/l/5fo//'e de l'Académie de Berlin, 1767, p. 3ii, art. tJ, et Résolution des étfuations numériques, art. 8 et 96).
tl'2
G)inme on a, par le théorème de Taylor,
f{x -h u) =f{œ) 4- uf (œ) H ^ {x) 4-
=/\u)+xf (u)^ ^r [u)-^. .. ,
V (il) = o est évidemment la résultante des équations
o =/(«) 4- xf (a) 4- ^ /"(«)+.,. 4- ^„.r«,
et
la résultante des équations
/"{ir)4-...-h«./^"-'.
En faisant, dans cette dernière, u = o, on obtient la résultante des équations f{x) = o elf [x) = o, c'est-à-dire la condition pour que deux racines au moins de l'équation f{x) = o soient égales entre elles (H).
§ XIII. — Des déterminants fonctionnels ,
1. Etant données n fonctions^i, /i,. . . ,^1» des n variables Xi, Xt, . . . , j:„, ^^fi,h désignant la dérivée partielle de fi par rapport à la variable Tj[, de sorte que
, dfi
le déterminant de degré w,
J-i,\ J'i,l . • -ys^n
y/j, I Jn,'i' ' *Jn,n
APPtlCAïlONS DES DÉTERMIiNAiNTS. . 1 l3
s'appelle le déterminant du système des fonctions données ou le déterminant fonctionnel du système (*) . Ce déterminant se réduit à un déterminant de degré inférieur, lorsque, par exemple, f ne dépend que de x^^f que de x^ et de jTs (§11, 5). Le déterminant fonctionnel se réduit à son terme initial, lorsque /*i est une fonction de X\^ f% une fonction à&x^ et de Xt,yi utae fonction de oTi, de x» et de jTs, et ainsi de suite {§ II, 7).
2. Soît/i one des n fonctions données de J?! , Xi ,..., x„, dans laquelle la variable x<^ ne manque pas : alors Xy^ est une fonction déterminée de/i , a^t , . . . , j:„. Soit/i une des fonctions restantes, dans laquelle la variable x^ ne manque pas, après que Xy^ a été exprimée au moyen de/i , j:, , . . . , a:„ : alors x^ est une fonction déterminée àef^fi , ots , . . . , x„. Soit /s une des fonctions restantes, dans laquelle la variable x^ ne manque pas, après que x^ a été exprimée au moyen de^j , J7t , . . . , j:„, et Xt au moyen àefx^ft , Xs , . . . , x„ : alors Xs est une fonction déterminée de^*] ,^9,^3, ^4? • » • 9 x„. I^t ainsi de suite. D'après ceîa, on peut considérer, quoique en général implicitement,
fx comme fonclioD de X|, ar,, a:», , .r„,
Jn ^e y,, y 2, y 3, • • • > Jn—M ^n-
En entourant de. parenthèses les dérivées partielles des fonctions ainsi transformées, pour les distinguer des dérivées partielles des fonctions données, on obtient le déterminant fonctionnel du système proposé sous la forme du prpdui t
\dx,} \dx,y'\dXn)^**'^'
( *) Jacobi, De determinantibus functionaîihus {Journal de Creîl", t. XXII, p. 319), §5.
(**) Jacobi, Det.funct., § 8.
ii4
SECONDE PARTIE, § XfH.
étant pas différent de -~ > tandis que ( ^'
■ j dîffèn
de -^en ce que J\ est considéré, dans le premier cas,
comme une fonction de/*!) Xs, . . . , x„^ et dans le second, comme une fonction de Xf^x^^ . . . , ar„ ; et ainsi de suite.
Démonstration.-^ Diaprés ïa supposition faite sur/-, on a
Onadonc(SVI, 1)
dfi\ /4A
d/J \clxk \dxi/'
€iXi
dxt
(df\l^' \dxj \dx.^^
\dxj\djri)\<tx^)
Les deux derniers déterminants se réduisent à leurs termes initiaux (§11, 7)-, Tun a pour valeur Tunilé, l'autre est égal au produit ci-dessus.
3. Théorème. — Si le déterminant R du système de fonctions /i, /i, , . .^fn s'annule identiquement, les fonctions données ne sont pas indépendantes les unes des autres, et réciproquement (*).
Démonstration. — Si le déterminant R s'évanouit identiquement, il faut qu'un des facteurs du produit (2)
\dx,l \dxj \dx,J
(*) Jacobi, Ùei, funct.t §§ 6 et 7.
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s'annuk îdentiquemeHt. Or les quantités
dXn^,
. sont, en général, dîflerentes de zéro, puisque, par liypoihèse (2),yi contient la variable jti, f^ la variable Xj , . . * . Il faut donc que ce soit
dfn\ dXn )
qui s'annule identiquement, c'est-à-dire que la dfernière fonc^ tiony„ doit pouvoir s'exprimer indépendamment de a:„ , au moyen de/ij/i j. , .,^_i seulement. Mais il peut aussi se faire que x^^x et x„ n'entrent dans aucune des deux dernières fonctions, après que Ton a exprimé la variable x^ au moyen de/i, a:^ , . . . , jc:„ ^ la variable x^ au moyen àef^^f^ , Xs. . . ,j:„,. . . , et enfin la variable Xn^t au moyen de y,, . . . , /n-sj ^n_i9 ^n* Dans cc cas, la quantité
doit aussi s'annuler identiquement, c'est-à-dire que chacune des deux dernières fonctions y),_i^ y^ doit pouvoir s'exprimer indépendamment de jj^„_i, jr„, au moyen de yi,^j , . . . ,yV-2 seulement. Et ainsi de suite*
Réciproquement, si les fonctions données ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais que^^, par exemple, soit exprimable en/i,/^, . . . , fn_^ seulement, sans j:„,
alors ( — " j est idetitiquement nul, et par suite il en est de
même de R* '
Cas particuliers i — Si /i, /i,. .. ,y„ sont des fonctions linéaires de Xi, Xj, . . . , x„, le déterminant de leur système ne diffère pas de celui des équations linéaires (§ IX, 1)
Jx ^^^= ^ij Ji ^^^ ^-ly • • > Jn ^^ "«•
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Dans le cas où ce déterminant s'annule, Tune des fonctions données est exprimable au moyen des autres, en vertu d'une équation linéaire de la forme
Cx fx -t- r,/a -h . . . -f- r„/, = a,
et les équations données ne sont pas indépendantes entre elles (§ IX, 2).
Si fi^ ftf. .. ,fn désignent les dérivées partielles d'une fonction F, le déterminant fonctionnel R n'est autre chose que le déterminant des dérivées partielles du second ordre de F, et a été appelé par Hesse {Journal de Crelle^ t. XXVEQ, p. 83), pour abréger, le déterminant de F. Le même déterminant fonctionnel! a été nommé par Sylvester [Cambr. and Dublin math. Journal^ t. VI, p. i86) le Hessien (Hessîan) de F. Lorsque, en particulier, les dérivées partielles de F sont liées par une équation linéaire de la forme
ryfx + c^fi -4- ... H- c„/, = o,
le déterminant de F s'évanouit identiquement; et parla substitution linéaire
*n= ^«,1 Jl -h . . . -h bn,n^x /n-iH-C« Xn%
F se change en une fonction des variables /i, j^t, . . . yjn^it à cause de
—. — =/î -. h . . . -\-fn -J— =" C, /, -h . . . -+- €„/„ = 0.
f^o/> Hesse, Journal de Crelle^ t. XLII, p. 117.
4. Soit U une fonction donnée des quantitésyi,yi, . . . ,/„, chacune de celles-ci étant une fonction donnée des quau-
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ihés Xi, Xs, . . ., x„'j soit, de plus, R le déterminant fonctionnel
yij • • • Ji,n
Jn,\ • • • Jiùi
JL'intégrale multiple
est égale, en valeur absolue, à Tintégrale
les limites des nouvelles intégrations devant être déterminées au moyen des limites données des intégrations primitives (*).
Démonstration. — Considérons d'abord, comme cidessus,
fx comme une fonction de Xy^ jt, , x^ , . .' , x„ ;
j2 ue y I , OTj , X3 , . . • , .r„ ;
Jz ••.... cle y I , /j , 0^3 , ... , x„ ;
jn *^e y I , y 2 , . • . y «— 1 > «ï^n 9
et distinguons les dérivées partielles des fonctions transformées en les entourant de parenthèses : on pourra introduire successivement, comme il suit, les nouvelles variables dans Tintégrale dpnnée.
En commençant par intégrer par rapport à^^, il faudra
(*) La transformation d'une intégrale multiple a été effectuée pour la première fois par Euler, 1769, Nov, Comm. Petrop,, i4f I» p* 7a* Peu de temps après, Lagrange ( Jl^moirei de l'Académie de Berlin, 1773, p. i'j5]a traité la transformation d^une intégrale triple par une méthode applicable au cas général. La transformation d'une intégrale multiple en général est due à Jacobi {Journal de Cretle, t. Xlf, p. 38, et J)et. Junct.^ $ 19)-
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remplacer la différentielle df^ par ( -^ ] dx^t pour introduire, au lieu de la variable y», la variable x„. On a d*après
el
reia
En commençant le développement de cette intégrale transformée par Tint^ration relative a f„^i , on devra remplacer d/n_i par f "^' j //x„_, , pour introduire, au lipu de la variabley],_i, la variable x„_, , ce qui donne
En continuant ainsi, on obtient firtalement
Mais le produit des dérivées artificielles qui supposent les transformations ci-dessus, n*est autre chose que le déterminant des fonctions données y,,yi,. . . ,y„ (2).
5. On parvient à la même r^le en poursuivant )a mér tliodeque Lagrange a employée (/. o.) pour la transformation d'une intégrale triple.
fi'ifit ' ' "> fn étant des fonctions des variables
on a le système des équations linéaires
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La résolution de ce syslime donii^ (§ IX, i) en posant
y n, I • • • Jn.n
et désignant par y,,* le coefficient de /i,*, c'est-à-dire de ^
dans R„ , de sorte que, en particulier, ç„,„ = R„», (S^'^î ^)* Soit maintenant
fud/,df,..,dfn
rintégrale multiple à calculer, et U une fonction donnée de/i,/,, . . . , fn. Si, dans la suite des intégrations à effectuer, on commence par l'intégration relative ày„, on a à chercher la somme delà différentielle Udfn9 avec la condition que ^i,/,,. .., y^_, restent constantes. D'après cette condition, on a, dans le système précédent d'équations linéaires,
^ = 0, rtf/2 = o,..., ^//„., = 0, et par conséquent
de sorte tjue Ton peut remplacer /3?jr„ par — — dx^- On a
par conséquent
j Vd/i, . . d/„= j U —^ «(/,... r//«^, r/.r;,,
les limites de j:„ devant être déterminées d'après les limites données de^J,. Si l'on commence le développement de Fin-
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tegrale ainsi transformée par Fintégration relative à la variable /„_i, on a à chercher la somme de la différentielle
U :^-^ 4^„«i ,/i,/t, . • . ,y«-t, Xn restant invariables. Mais on a, dans cette supposition,
<(/'i=o,..., 4/»«, = 0, rfx„ = o,
et par suit^ on a le système de n— t équation^ linéaires
Qn en tire, comme ci-dessus,
de sorte que l'on peut remplacer ^,«1 par — ^ ^n-M et
u ^-4- 4/^^i P^ï" u 5-^ dXn^x* On a donc, en prenant des
limites convenables,
L'expression qu'on vient de trouver pour Fintégrale multiple cherchée peut se transformer par des considérations analogues, en remplaçant, en vertu d'un système de ra — 2
équations linéaires, dfn^t par — =^ dj?„_j , ce qui donne
i U g-^ fi?/l . . . dfn^^dXn^x dXn
= / U =r^ df^. .. df^^ dx,^2 dx^, dxn ;
t/ JRn-3
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et ainsi de suite. On trouve enfin, de la même manière,
en commençant par intégrer relativement à f^^ ejt remplar çant, en yertu de$ conditions
dx^ = o , dx^ = o , • • • 7 dxn = o,
la différentielle dfx par-^ dx^^ c'est-à-dire par Bi^^if
^r ^î f\ 9 f^t r • • 9 y)i 1^6 s^i^t p9s^ données immédiatement en fonction de Xi, Xs,. . ., x„, mais en fonction des p quantités yt, j^j, . . . jj^p, lesquelles sont des fonctions données des variables Xj, Xty • •, a:„) on trouve leur détermir* nant fonctionnel de la manière suivante (^). On a, par* hypothèse,
^ _. ^ ^ f(/V ^fc dfi dyp
dxk dXi dxk djrt dxt " ' d/p dxk
et par suite
en posant
Si Ton désigne par P, Q les déterminants des éléments a, i, et par R le déterminant cherché des éléments c, on a (§ VI, 1), pour^<^7ï,
c'est-à-dire que, si les. fonctions données peuvent s'exprimer au moyen d'un moindre nombre de fonctions des mêmes variables, le déterminant fonctionnel est identiquement nul, comme on pouvait s'y attendre d'après le théorème (3).
' ' ' ■ ■■ ■ ■ .1 . 1 ■■ I .1 I I » » ■ ■ . j ■ —» ^ ^ Il II
(* ) jACOBtj Det. funct., § 1 1 .
Si ^ = /i, on a R = PQ, c'est-à-dire
dx^
dx..
dxx
dx.
dA
df, ày.
df.
df, dy.
dy^
dxf
dy^ dx.
du dxi
Si /!?}>/», on a R = Z PQ, c'est-à-dire
dXi
dM di„
dfn dXi
dA
dx.
df dj^
dyr dy,
df^ df,
dy, dy.
dxt dy^
dXy
dfn
dx,
dyr
dxi
dy.
Il ■ I
djç^
Les termes de cette soynme s'ohtiepneDt en prenant, pour le système r, 5^ . . . , toutes les comUnaisons de n indices pris dans la suite i, 2,. . ., /?.
7. Si/i^Jj, . . . , y], ne sont pas données explicitement en fonction de Xi, x^,. . ., a:„, 'mais implicitement, par la condition que n fonctions ^j, f,,..., f„ des variables fi^fi't' • -î/n^ 3:,, jc,,. . ., x„ s'annulent^ on a
df, df d:r, dx.
d(ft dif^
-^— • • • ... - .1 dx^ dr^
dx^ dXn
d<f, dif, df, '" df,
d(f„ d<f, df df, ^
dfn df,
dxi dx„
Démonstration, — En vertu des équations donaées
«p, =0, yj=o,..., y^ = o,
chacune des quantités /i, yi, . . ., y» peut s'exprimer au moyen des quantités Xi, Xg, . • • ? «^^b* En substituant les valeurs trouvées dans l'expression ç,j on obtient l'identité 91 = Q, et en différenlianl celle-ci par rapport à Xi^ \l en
( * ) Jacobi, Dct . Junct .,§10
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résulte ridentilé
c'est-à-dire
Ci,k = bi,l ^\,k H- . . . -+- /^./l f^n,h ,
en posant
df]fi drSfi
En désignant les déterminants des éléments c, ft, « respectivement par T, S, R, on a (§ VI, 1)
T = SR, R = T:S
et d'ailleurs (S m, 2)
dXi
dXn
dor
8. Lorsque /i , yi , . . . , y^ sont données en fonction de Xi ^ Xt ^ ' ' • t x„ par les conditions que n-\-p fonctions
9i? ?«v>?«+p des variables /i,/tv., /n+p, Jt^i, x,,..., x, s'annulent, on a (* )
r/oTi é/ar„
dfn df„
d(fi dtfi
dffx
dXn df^
df.
-hp
! df,
Démonstration, — En vertu des équations on peut exprimer fn^itfn+^i • • • > f,i^p au moyen des patres
( * ) .1 ACOBi, D'i . funcf. . , 5 ' -^
quantités^ par conséquent, eu vertu des équations
les quantités f^^ /t » • • • » fn seront exprimables en Xx > Xt , . . . « x„. On a donc (7), pour i = i , a , . . . , n + f') tant que A ne surpasse pas n ,
//r/. <^, dxk
c'est-à-dire
Ci,k = A|.l Û,,4 4- . . . -H Af.n «n,*,
en posant
du
dxi -•- d/t Si an contraire A: est plus grand que n , posons
En désignant les déterminants de degré n+ p des éléments c et b^ et le déterminant de degré n des éléments a respectivement par T, S, R, on a (§ VI, i)
T=:SR, R = T:S
On a, en particulier,
df
dfn dfn
'if.
• • • dfn
9. Soient yi- yi,. . . , y. des fonctions^ indépendantes entre elles, de Xi, x^ , . . . , x„ ; les quantités Xj, Xs,. . . , x„ seront aussi des fonctions indépendantes entre elles de fit Jt9 ' • "9 fn- Le déterminant du système ^i, y^j. . . , y„ et celui du système Xi , Xj,. . . , x„ sont réciproques Tun
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de l'autre, c'est-à-dire que leur produit est égal à Puni té (*).
Démonstration. — Pour différentîery} par rapport à /i, il faudrait exprimer Xi , Xi, . • • > <3:„ au moyen de /i , /j , . • • , ^•î et former
d/i dxx dfi dXi dfi dx^
dx^ dfk dxt dfk " ' dxn dfk
Or cette somme est égale à zéro ou à l'unité selon que h est ou n'est pas différent de i , puisque yi,yi, • • m /n sont indépendantes entre elles.
d fi dx'
Désignons -p- para<,x9 ;t7 P^r ^i,*? ^^ '^ somme en
question par c,^^. ^^ désignant de plus par R^ S, T les déterminants
^tt,\ • • y^n,n
on a
fi,* = fl/,, 6,,* -h . • . -h fl/,H ^«,* ,
et par suite (§ VI, 1)
R et S ayant la signification ci-dessus, et les coeffi
(•) Jacobi, f>et. funct., § 8. -- Voir Moebuts, Soumulde Crelle^ t. XII, p. n6.
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cients de -7-^ dans R et de -— J dans S étant désignés par dxk dfk ^ ^
ofi,*, /3,-,*, on aura (*)
dxj oij ^f^ ^k,i
d.T, dXy I df^, lîf^y
^« • • * ■■ - ■ 1 ■■ ■ » ■ ft > «I ■■■■■»■■
df df„
«te»
dx^
df,
df.
df\
df.
dXi
dJr.
df„
df.
dx^^ dx
dxx dx.
r/a»^, dxn
dXgf^i dXfn^X
dfm-^x dfn
dx.
dx.
dfm^, dfn
Démonstration. — D'après les notations employées (9), on a
Multipliant ces identités respectivement par et faisant la somme des produits, on a (§ III, 1)
On a de plus (S VII, 2)
ûtm,t • . • ^m,m.
^mH-i.m-t-i • • • **n-l,«
( * ) Jacobi, Det . funct . , §§ 8 et 9 .
APPLICATIOISS DES DÉTERMIINAINTS. 1 27
En subsliluant les valeurs que Von vient de trouver pour «1,19- • • 9 «mjfhî le premiçr membre devient (§ III, 2)
d'où résulte la seconde propriété énoncée. Les autres propriétés résultent de celles que l'on vient de démontrer, en échangeant simultanément /' avec x^ R avec S.
H. En dés^ignant par t une quantité dont f\-, f^-i^ * - -» fn dépendent suivant une loi donnée, on peut former
df. df, dfy
dt dt , dt
Les quantités Xi, Xs, ..., a*„, qui entrent dans ces quotients différentiels, peuvent s'exprimer au moyen de^i, ft-^* . .<,fn^ et alors on peut différentier ces quotients différentiels suivant yi, /s,- . . . Le déterminant fonctionnel R (9 et 10), qui était d'abord une fonction de jCi, Xs, . . . , j:„, peut s'exprimer au moyen de /i, /s, . . . ,/!», et alors on peut le différentier par rapport à t. En désignant, d'autre part, par u une quantité dont Xi, Xj,. . ., x„ dépendent suivant une loi donnée, etc., on a, d'après les notations admises ('^),
,dfx ,df^ ,dfn
r/logR dt dt at
rf/ ' # n/,.
(*) Jacobi, Det . Juftet . y ^ 9. — Voir Jacobi, Journal de Crellcy t. XXVII, p. Q09.
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pareillement
d\oaS du du du
du </x, dxi dXi
dxi dXi ox,
' On a en particulier (*)
djCi dxi djt^
Démonstration. — D'après le § III, 10, on a
-di = 2é''-''dr' '
et d'ailleurs (iO) et
di dtdxk
Mais on a maintenant
d'fi dx, d}fi tlx-, d}fi llXn _ dt
dt dxx dfi lit dx-i dfi dt dx„ dfi dfi
et par suite
rf^ d'^
i/R _ içs dt €/IogR ^ dt
Tt'^ 2à'df;' ~dr^Znf,*
(*) Jacobi, Journal deCrel!e,i. XXVIf, p. 2o3,
On a, déplus, RS= i (9) et' par conséquent
logR -h logS = o, et
dt ^ ^ d/i
Le déterminant fonctionnel S étant une fonction des quan* tîlés yi, y*,, . . . , y^5 qui renferment la variable f , on a
dS__d^^ dSdf, £S^
dt" ^ydt'^ df.dt'^'"'^ df, Tt'
Si Ton joint à cela que
d^df, . g „- ^
4 ^Ki)
on obtient la seconde des identités que nous avons posées. Les identités analogues s'obtiennent par Téchaiige simultané de «, /, R avec m, x, S.
Si en particulier f = X;i, on a (10)
df,
12. Si Ton désigne par X, Xi,. . ., X„ des fonctions données de a: , Xi , . • . , a:„ , par / une fonction indéterminée des mêmes variables, et que Ion pose
si l'on désigne de plus pary*,,yi, . . . , y^, n solutions indépendantes entre elles de Péquation linéaire aux différen«tielles partielles ^ (/) =^ o , de çorte que ^ (/i), ^p (/s), . . ., ^ (y») s*annulent identiquement, il existe un multiplica-
l3o SKCOKDC PA1KT1E, ^ XII t.
teur M, au moyen duquel ^(f) devient le détennhiant des fonctions /y /%,- - -^ fn^ c'est-à-dire qu'on a
d/ df df
dx dxy dx^
df, df, df,
dx dx, dx^
d/n df, df,
dx dXi iiXft
et l'on a, en désirant par i un indice quelconque, et par A, le coeflScîent de -r- dans le déterminant fonctionnel •
dXi
MA
OU, ce qui revient au même, M est une solution de l'équation linéaire aux différentielles partielles
dx dx^
En effet, du système des équations linéaires
dx AT,
dx„
^ d/^ aXn
o = xf + X.f" +
dx dXx
il résulte (§ {X, 1)
R désignant le déterminant du système linéaire, et A, le
(*) Jacobi, /«■riMt'tfe Creffe, t. XXTII, p . 310.
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tlf
coefficient de -7- dans R. Si Ton fait maintenant
A, = MX,-, on a (ii)
rf(MX) , rf(MX.) . , û^(MXJ
Remarque. — La fonction des quantités x, Xi,. . . , x„, désignée par M, a été nommée par Jacobi (/. c.) le multiplicateur de Téquation aux différentielles partielles
OU de Téquation aux différentielles partielles
djc dx
i*X{ . dXn
ou du système d'équations différeniielles ordinaires
parce que la résolution de ces équations aux différentielles partielles et celle du système d'équations différentielles ordinaires sont étroitement liéesentre elles. Soient, en effet, t: une solution de l'équation ^ [f) = o, et a: une fonction de Xi, Xt,. . ., Xn9 déterminée en égalant tz k une constante arbitraire : on a
diz __ diK dit
o =X-; hX, 3 h • • • -hX„ 3—,
ax aXx aXn
dit dit dx
dXi ' dx dxi
dit dit du ^ ^ dx ^ dx ^
dx " dXi * dx2 ' dx^ dx^ '
et par suite
dx dx
dxi dT„
o =: X — Xi -7- — • • • — X„
Soient, d'autre part, /i, ft^- - -, fn des solutions indépendantes entre elles de l'équation ^ (f) =± o : en égalant ces
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solutions à des constantes, on a
<^ , df , df, ,
ax axy ax^
et, par la résolution de ce système linéaire, il vient
ttJT , AJCx . dx^ , . • • ^-!1 A « A| • Aj •• . • •
§ XIV. — Théorèmes sur les fonctions liomogènes.
i . Soit u une fonction homogène, de degré m, des variables Xi , X, , . . . , x„ : en désignant — par if^, on a, par le théorème d'Euler (*),
mu = Ml j?! -f- ... -+-'/« x,f .
En appliquant le même théorème aux fonctions homogènes Ui, lis, ••«) ^6 f^ — I dimensions, et désignant
- — -7— par i/,,t, on a le système d'identités (**)
(//I— l)«„= li^^nXi 4- . .. -f- M|,,«X„.
D'après les notations adoptées, on a
m (m— i)u =z^XiXkUi,k {*** ),
I et Xr devant être égalés successivement à 1,2,..., n.
(*) Mec/wmcfl, 1736, t. Il, §§ 106, 497. — Caic. rf//., §225. (*») Hesse, /oHrnfli <fc CreWc, t. XXVIH, p. 78. { **» ) Lacroix, Cslc ."di/f, , § ^i .
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Démonstration, — En multipliant les identités ci-dessus respectivement par Xi, Tj, . . . , x», et les ajoutant, on trouve, pour second membre, la somme en question, à cause de
d^u d} Il
dxidxk cixkdxi
y i*i,k=f^k.ij
€t, pour premier membre, m (w — i) m, parce qu'où a (1)
Wf^i
Un x„ = mu .
Remarque. — Si l'on exprime à leur tour les dérivées partielles secondes de la fonction homogène au moyen de ses dérivées partielles troisièmes, on obtient, pour la fonction homogène, la somme des produits de ses dérivées partielles troisièmes, multipliées par les variables par rapport auxquelles elles sont différentiées ; et ainsi de suite. Toutes ces décompositions d'une fonction homogène s'obtiennent^ comme l'a remarqué Serret [Algèbre super, ^ note XII), en multipliant les variables par i +C(>, et par suite la fonction homogène par ( i -f- &))'", et développant Tidenlité
par rapport à co , à l'aide du théorème de Taylor.
3. La résultante du système de « 4- i équations linéaires identiques, donné au n^ 1 , est (§ IX, 3)
u Ui , . . u„
Ux Uij,., tf„,i
f^n f^{,ii' • • ^^n,n
en supprimant le facteur m — 1 dans la première ligne verticale d'éléments (§ III, 2). Le déterminant de degré 71.-1- 1 qui compose le premier membre, peut (§ III, 3)
l34 SECONDE PARTIE, §XIV.
être cx>o5idéré comme la somme des déterminants
n Ui . . . u.
O II. . . . U
"l ''l,i • • • Wji,i
"« "i.rt* • • ^H,n
Le premier de ces déterminants se réduit (§ II, 5) à
«i,,i . . • Un,n
Le sepônd déterminant peut se développer d'après le § V ,2 , parce que Ui^i = Un^i . Si Ton pose, en ^ffet ,
tf|,l ' • • "il,!
et qu'on désigne par a,,* le coefficient de Un dans ^, de sorte qu*on ait «,^4= a*,, (§ III, 8) , il viendra^
P^r suite, l'identité ci-dessus devient
ttp — Va,tt|a;,4=:o(*)
m — I 'dh^
Lk
(*) Hesse, Journal de Crelle^ [. X"X.XV1II, p. 2.^2,
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Du système linéaire
mu
H-Wi .r,-f-. . .-!-«„ .r„ = o,
il résulte, d'après le § IX, 3, et en ayant égard au § VU, 5, qu'on a la proportion
(I) — (ot— i):x. :.r, tx^: ...= s/'^': V^:>/p^:V^:-..,
en désignant respectivement par u^ |3,, f3,^ji les coefficients
de
mu
ï w» 9 ^U,k dans le déterminant, de degré n + i ,
mu
Ml ... </.
'ii /i|,i . . . le
'*/< W|,M • • • '*IJ,Ji
On a, en effet,
R=o(3), PM = P*,i(Sin,8)>
' ^/p,• ,0 = p, , s/p,., p*,* = p,,* (§ VII, 5), etc.
Par conséquent, si un quelconque des déterminants partiels premiers, de degré n^ du déterminajit identiquement nul R, s'annule, alors les autres déterminants partiels premiei*s de R s'annulent aussi identiquement, et il en est ainsi en particulier pour v\ et réciproquement.
La proportion précédente nous apprend que
- ^' = ^/hi = ihit^
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Or on a
par conséquent
(II) p,= _--^i_., p,,j=^Lf» .(»).
5. Les relations que nou3 venons de démontrer soi^t d'une grande utilité dans la théorie de la courbure des lignes et des surfaces. Soit y une fonction des coordonnées rectangnlaires x^y d'un point ;/*= o sera Féquation de la ligne suf laquelle se trouve le point (x^y). En posant, de plus,
on sait que
est Féquation de la normale à la ligne (/*= o) , menée au point [x^y) de cette ligne, | , m désignant les coordonnées d'un point quelconque de cette normale. En posaut *
et différentiant complètement ces équations, il vient {œ^l)d\-^\dx==df,, [y--^)d'k^\dx=idf,,
ou
fi -T- :=:df,-^\dXy /, — =:fl[^— Xéf^,
( * ) Cela s'accorde avec les relations établies par Hesse^ Journal de Nielle, -t. XXVIIl,p. io3,ett. XXXVIII, p. 24a.
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poi^ la normale à J» ligne (/ = o) , au point
laquelle a de commun avec la première normale le point ( $5 ^) 9 c'est-à-dire le centre de courbure de la ligne ( /== o) au point (x^y). Des équations
o =r /, r67 4- /, djr,
/i T- = (/Il — >0 fl^j? -H /i2 cÇr )
/j, ^j7-h [f-n — ^)dy^
il résulte (§ IX, 3) l'équation
fi /.i — À/„
pour la détermination de \, En développant cette équation d'après le § V, 2, on trouve/*! -f-/^î pour le coefficient de \ ^ et, pour le terme indépendant de \ ,
On a par conséquent
Enfin, on a, pour le calcul du rayon de courbure, que nous désignerons par p, la formule
et pour la valeur de la courbure,
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Le délermiuant L est plus facile à traiter lorsque la fonction à laquelle il se rapporte est homogène. En désignant par u la fonction homogène des variahles Xi , Xt , Xs , qui devient identique avec/ pour x, = i , on a (4)
o «, Ui
a, «„ tfî2
en posant
"il «t» «13
et faisant Xs = i après la dîlierentiatîon.
Les points de la ligne (/= o) ou (u = o), pour lesquels L ou 1^ sont nuls, et par suite la courbure nulle, sont en général des points d'inflexion de la ligne. Ils peuvent être considérés comme les intersections de la ligne (y*=o) ou(u = o) avec la ligne (L=:o) ou (i/ = o). Or y et u sont, par hypothèse, du degré m, tandis que 1^ est du degré 'i(ni~7,)\ par conséquent les lignes en question ont en général 3 m (m — 2) intersections. Donc une ligne de degré ma en général im{m — 2) points d^ inflexion (*).
6. Si / est une fonction des coordonnées rectangulaires X, y y z d'un point, /*= o sera Téquation de la surface sur laquelle le point (x, y^ z) est situé. Alors, d*après les notations précédentes, la proportion
représentera les équations de la normale à la surface (y=o)
(* ) Ce théorème a été établi pour la première fois par Pliicker {Syst. der Analyi. Geonr., p. 26^). La démonstration que nous donnons ici est due à Hesse {loc. cit.). Jacobi a donné une autre démonstration (Journal de Qellry t. XL, p. 7h'\).
APPLICATIONS DBS DÉTERMlMlNTS. ijp
pour le point ( jc, y, -z) , et Von pourra remplacer ces équations par
X(.r-Ç)=/., \[x-'n)^Ay X(3-g=/,.
Les normales à la surface (f=o)^ menées aux points [Xy y y z) et (:p -4- dx^y -f- drf^ ^H- rfz ) , ne se coupent pas en général, mais seulement dans le cas où le second de ces points est situé sur une des lignes de courbure passant par le poit|t (x, j^, z). Leur intersection (S»'''»?) est le centre de courbure d'une des sections principales de la surface faites au point (x,;^, z). En diiFerentifint les équations précédentes, on trouve dans ce cas
(x — Ç) rfX -h Xd!a: = rfy, , etc.,
ou pncor^
— \dx.
f ''^ - df
- \dt.
et par conspuent (§ IX, 3)
/ ilf, dx
A JÂ dy
/a rf/3 <k
Cette équji^tiou différentielle, jointe avec Téqualion différentielle de la surface donnée,
détermine la ligne de courbure passant au point (j:, y, «) et sur laquelle est situe le point {x-\'dx^y -^dy\ z-k-rlz).
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Du système des équaiions
o = /, d.T -H/, dy -1-
fr^={f,,-\)dx +/„dy +
/ndz.
/, 4^ - Adx 4- (/„->) dy H-
fiidz,
/, ^ = /„ rfx + /„ rfj- + (/.
-•k)dz.
il résulte, pour déterminer X, l'équation
fn
yij jii "
y 13 yj3
Cette équation est du second degré, et A* y a, pour coefficient, — f] — fl — fl , tandis que le terme indépendant de X est
y I y M /i-i y 13 y 2 y ij /2i y 23
ya /i3 y 2.1 ./:».!
En désignant par 1', V^ les racines de cette équation, on a
vr =
En appelant enfin |9 la dislance des points (?,>!, t), (j^»^î z)» il vient
f = {x — iy+(y-r,y + {z-Ky,
xp=v'/î-i-/î+/;.
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Par conséquent, p a aussi deux valeurs p', jo'%- telles que
Les valeurs réciproques -71 —? sont d'ailleurs les ,cour-
bures des lignes de courbure passant par {x^y^ z)^ ou des sections principales de la surface auxquelles elles sont tangentes. Le produit des courbures piincipales delà surface (f==: o) au point (x,j^, z) est donc
Si Ton désigne par u la fonction homogène des variables ^1, Xj, Xs, X4, qui devient identique avec f pour 074=: I, on a (4)
U2 Uxi U2Î Ui:^
/l;j Ui^ U-22 ^^33
if
Les points de la surface [f=o) ou (m = o) pour lesquels L ou 1^ s'annulent, sont en général des points d'inflexion de la surface. Us sont situés sur rintersection des surfaces (f= o ou 11 = o) et (L = o ou i^ = o). Or y et u sont, par hypothèse, du degré m, tandis que u est du degré 4 (''^ — ^)* Donc la ligne d'inflexion d^une surface du degré m est située en même temps sur une surface déterminée du degré 4 ('» — 2) (* ).
7, Des identités données au n** i, Jacobi (**) , à l'occasion d'une proposition qui lui avait été communiquée par Hesse, a développé le système suivant d'identités relatives
(*) Hesse, hc. cit.
{**) Journal de Crellc, t. \L, p. 3i8
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audëterminaiilclonl il a été plusieurs fois question
tt,,„ ... a
On a d'abord (§ IX, 1 )
fi*i=(w— l)(ai,,tt,-h . .. -«-«.,,•«»),
oLn = ak^i désignant, comme ci-dessus, le coefficient de Ui t = Mi,, dans u. En difTérentiant cette identité par rapport k Xi ou à x* , et posant, pour abréger,
djct
il vient
p,.jri= (m— i) l"^"'-^-
puisqu'on a (§ III, 1 )
dx
dxk
Par une nouvelle diderentiation des identités trouvées, et en posant
d^v dxk tlxi
on trouve
(ni)
, . / £^«1 ,• dttm i\ , V
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en ayant égard aux identités
«l.i «1,1 -+•...-+- 9.n,i U„j Z= if, «l.i »!./ -h . . H- Oin,i U„j = O,
différentiées par rapport à x^,
8. Le système des valeurs des variables Xj, Xj, . . .jX^ par lequel on satisfait aux équations, en général incompatibles,
«, =: a, «2 = o» • • • > «ft = o,
a pour conséquence d'annuler les fonctions u et %^ (i et 7, 1), ainsi que ^i ^ Vt , . • , t^» (7, II) . Le déterminant
il,l
formé avec i^ comme l' l'est avec m, s'annule pareillement, Des équations
il résulte d'ailleurs (§ IX, 3, et § VII, 5)
X\ \ X^ \ ÛS:^ \ , , , =Z Y «1,1 t \(X>7,'i ' V*3*3 • • • • 9
en désignant par «/,* le coefficient de i/,-,;i dans i^. On a, par suite, à la fcMs
N étant invariable pour tous les indices. Faisant ces substitutions au n** 7, III, on a
Vi,k X,- =: — ( w — i) N j:,- 1 -r, -; h . . . -h a'„
\ ' dTi
dXn / '
l44 SECONDE PARTIE, § XtV.
c'est-à-dire (1) et par conséquent
^'ii • *'i2 • • • • • *'a3 * • • • - — ^\i » Un • ... I Wj3 , . . . i^ j.
9. La fonction homogène du degré m, lorsqu'elle est rationnelle et entière et que ses coefficients sont entiers, s'appelle une forme du degré m (quadratique ^ cubique, etc.) de n variables indéterminées {binaire y ter-tiaire, etc) (**). Une forme quadratique (que Ton appelle souvent simplement ua^ forme) peut se représenter par
une forme cubique, par
J^^i.k,i Xi Xk Xs (***),
/ , ft, / prenant toutes les valeurs, depuis i jusqu'à /i, et les quantités a^^^i, at^i^i ne changeant point lorsqu'on intervertît leurs indices. Par déterminant d!une forme qua^ dratique, on entend la valeur, prise négativement, du déterminant formé avec le système des coefficients (****). Ainsi, en posant
(*) Hesse, Journal de C relie, t. XL, p. 3i6. — Voir Jacobi, loc, cit.
{**) Gauss, Disquis, ariih.j art. i53 et 266.
(*** ) Voir Hesse, Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 74.
(****) Gadss, loc. cit. y art. iS4 et 2(17.
— R sera dit le déterminant de la forme u = ^i^'?^ •'' ^f--
Le dëyeloppemen t de ce déterminant résulte du § V, 2. En désignant par a^-^ le coefficient de a/^t dans R, la forme quadratique
est dite Isl forme adjointe {forma adjuncfa) (*) de Ja forme donnée ii. On a (§V, 2)
or, ... Xn
Xx "m • • • ^i,n • •*■•.•«••••.
Jn ^ti,l • * ■ "n,n
On a de plus (§ VII, i)
c'est-à-dire que le déterminant de la forme adjointe est la puissance (n — ly**"* du déterminant de la forme proposée. D'après le § V ^ 2, on a
O tt^{ • • • *^n
JT, a,,i . . . «!,„ •^n *ft,i • • • *«.«
A,,< désignant le coefficient de a,,^ dans 2) ± «1,1 • • «//,«•
( *) Gauss, toc. cit.f 267.
IQ
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Or on a A/,| = R"~' a,^^ (§ VII, 3) ; par conséquent.
J^ii
Remarque. — Si la forme u est quadratique, ses dérivées partielles seront linéaires ^ par conséquent, le déterminant des dérivées partielles secondes de u (§ XIII^ 3) , de même que le discriminant de u (§ XII, 12), ne différeront que par un facteur numérique du déterminant de cette forme quadratique.
§ XV. — Des substitutions linéaires, et, en particulier,
des substitutions orthogonales,
1 . Lorsqu'il s^agît de transformer une fonction donnée des variables arj , Xt , . . . , a:„ en une fonction des variables
ri , yj , . . • ,^«9 au moyen des substitutions linéaires
^'n = bn,^ Ji "h ^n.i ^2 ■+"
le déterminant des coefficients de la substitution ,
s'appelle le déterminant (modulus) de la substitution linéaire. Ce déterminant doit être différent de zéro, si jCi, .Ts, ..., x„ sont supposées indépendantes entre elles (§IX, 2^ §XIII, 3). La substitution linéaire est dite
(•) Brioschi, Oer. (53)
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unimodulairc (*), lorsque son détermioaiit esl égal à Tunilé.
2. Si les fonctions linéaires /j ,/8, - - > y fn des variables Xj, Xî, . . ., x„ sont transformées, par une substitution linéaire, en des fonctions linéaires des variables ^o Jî > • • • yjn > le déterminant du système des fonctions transformées ( § XIII, 1 ) sera le produit du déterminant du système des fonctions données par le déterminant de la substitution linéaire (**).
Démonstration, — Soient
les fonctions linéaires données. Par la substitution li-
néaire
•^t — ^1,1 ^1 ~+" • • • -H ^l.n Xny
on obtient les fonctions transformées
Jn ^n,\ Xx "t" • • • ~T" *^n,H Jn
On trouvera Ci^i en multipliant .Xi , ^s» • • • > J^n respectivement par a,^i, a^^j, . . . , «,-,„, faisant la somme, et prenant dans cette somme le coefficient dej^;;,
(* ) Sylvester, Cambridge and Dublin Mathemaiical Journal, t. VII, p. 62. (**) Vo/r la démonstration algébrique de la règle de multiplication (§ VI), par exemple, dans Joacliimstbal, Journal de C relie, t. XL, p. 22.
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Par le S VI, 1, on a
«1,1. . • rt
É'il.l • • • ^ll,Jl
3. Etant données les équations algébrîques/(i:) = o ec (j)^x) = o, de degrés m ef /i respectivement, si parla substitution
on les transforme dans les équations
et que Ton désigne en outre par R = o la résultante des équations données, et par R' = o la résultante des équations transformées, on aura
Démonstration . — En admettant que aj , as , . . . , a„, désignent les racines de réquationy(j:) = o, et Pi , P» , . . . , p„ celles de l'équation 9(x) = o, on a identiquement
f[x) = ûr«(ar — a, ) (a; — aa) . . . (jr — a«), et par suite
(") Jacom, Journal de Crelle^ t. XL, p. 245. -^ Salmon, Higher plane curvcs, p. 095.
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La résultante des équations
„"/(!) =o, et «>(l) = o
est, d^mème que la résultante des équations y*(j:) = o et (f (x) = o, d'après le § XI, 1 ,
^i — fik étant évidemment le déterminant des fonctions linéaires
i — a,«, t — ^it«.
Par la substitution linéaire
iizzzpy-^p'zy
ie déterminant det — a,M et de f — jS^a se chauge (2) en
(«*— P*)(/^7'-/>'7), et par conséquent
est la résultante des équations transformées
Remarque. — Si Téqualion / (x) = o est transformée, par la substitution
py -4- qz
X rz
p' y -hq'^
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en la suivante
on trouvera, en procédant de la même manière, qud le déterminant de l'équation transformée se déduit du déterminant de Féquatîon proposée (§ XII, 9), en multipliant par
(pq' — p' q)"'^"'''^\ parce que TT (a, — ai) est un produit
de ni [m — i) différences qui peuvent être considérées comme des déterminants de fonctions linéaires.
4. Une fonction f des variables jC,^ :Cs, . . . ,j:„ étant transformée, par une substitution linéaire, en une fonction des variables j^i ,y^ > • • • > ^o > le déterminant de la fonction transformée est égal au produit du déterminant de la fonction donnée (§ XIII, 3) par le carré du déterminant de la substitution linéaire (*).
Démonstration, — Supposons la fonction /'transformée par la substitution
•^'„ = ^,M Ji -f-
On
a alors
d'f dndXk
dXidx,
dx^
dyk
dyidx^
dxn
d\f dyidx,
bx,k
dyi eir„
bn,k,
{*) Hesse, Journal de Crellc, t. XXVIIl, p. 89. Le cas où la foncliony est qiiadraliquc a été trailé, pour n = 2, par Lagrange (Mémoires de V Académie de l)erlin, 1773, p. 285), et pourn = 3, par GAUhs{ Distj. arilhm, y 268).
APPLICATIONS DES DÉTEUUNANTS.
et par suite (§ VI, 1 ) .
dy^ df,
d-f dyxdy.
dyndXi dxndxn]
dy, dx.
dyydx^
dy^dx, dy^dxn
On a de plus, df
df dx^ dx, dfi
dxi
dji dxk dxx dxk
Ki
df dx^ dxn dyi
df
. dx
K,ii
d'f dx^dxk
et par suite, comme précédemment,
rf/, dx, dyt dx.
dyndx, dy„ <&„
dûc^ dxi dxi dxa
dxn dx^ dx^ dx„
'«ji
En multipliant entre elles les équations (A) et (B), il vient '
5. Parmi les substitutions linéaires au moyen desquelles ou peut transformer une' fonction donnée, on doit partieu* lièrement remarquer celles dans lesquelles la somme des carrés des nouvelles variables ne diffère pas de la somme
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des carrés des variables primitives. Ces substitutions ont été considérées par Euler [Nou, Comm, PetropoL, t. XV, p. 75 ; t. XX, p. 5^17) 5 par Cauchy [Exerc, fie^Math,^ t. IV, p. i4p) 7 par Jacobî [Journal de Crelle, t. XII, p. 7) 5 par Cayley (^Journal de Crellç^ t. XXXU, p. 1 19), et d'après une remarque de ce dernier auteur, elles ont reçu le nom de substitutions orthogonales.
Si la fonction donnée dépend des variables Xi^Xtf . . * jX^^ et qu'on la transforme, par la substitution linéaire (ortjiogonalç)
'^H —^ ^n, 1 J'i "1 • • • "T" f «,n Xn >
en une fonction de^j , j^j , . . . , y„, de sorte que Ton ait
les coefficients jouiront des propriétés principales suivantes.
I. Pour toutes les valeurs de i et de A, depuis i jusqu'à /;, on a (Euler)
*^i,iOi,k-hC2,
iCi,f+- • •
cause
do
ridentité
+xl + -
II. Pour transformer la fonction transformée dans la fonction proposée, il suffit , (Cauchy) de substituer les" valeurs
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En eflet
«'i.jJ^i -t- . . - -t- (■„,,■ a^. ^ J-, (0,,,C,,, ■+■ . . . + Çn,(C„,', ) -1- . . .
le coefficient de y^ ayant pour valeur l'unité, tandîs-qac les coefficients dra autre5*i}uaiitité;ii'annu]ent (I). >
III. Le carré du délerminant d une substitution orthogouale est égal à l'unité (Jacobi). Car par la règle de la multiplication (§ VI, 3) on a
en faisant , '
Or on a d.^t = o, fl.^i cherché se réduit à soi (§11.7)
IV. En désignant par orthogonale, et par.y,,» le
Pour prouver celte identité, multiplions les identités
respectivement pary,,, , y.^i , . . . , yi^„ . On obtient, en faisant la somme,
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Le coefficient de Ci^i est e, et ceux des autres quantités
<^i,kf ' • • fÇn^k s'annulent (§ III, 1 ). '
y. Les coefficients d'une substitution orthogonale satisfont au nouveau système suivant d'identités (Euler) :
^/,i Ck,i -h Ci^i C*,j4- ... -h Ci^n Ck,n = O.
On a en effet ( IV )
s (Q,i O.i h- . . . -C/^a Cjt,, ) = 7:,, Q,, -+-...-+- 7,,„ C*,„ .
Or cette somme a pour valeur s ou zéro, suivant que / et k sont égaux ou inégaux ^§111, i ) .
VI. Entre les déterminants partiels que Ton peut former avec le système des coefficients d'une substitution orthogonale, il existe la relation suivante (Jacobi) :
•ffi-f-i, »i-hi •
iK,n
On a en effet (§ VU, 2)
^m4-«,BH-« • • • ^'m-^i,n
'ii,«+i
• ^H,ti
et, d'après (IV), en ayant égard au § III, 2,
ym,M
^1», I • • • ^ai,m
La comparaison de ces deux identités conduit à celle qu'il fallait démontrer.
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Il y a encore quelques relations moins immédiates entre les coefficients d'une substitution orthogonale, qui ont été indiquées par Euler dans le premier des Mémoires cités, et par Jacobi [Journal de Creîle^ t. XXX, p. 46).
Puisque entre les n' coefficients d'une substitution
orthogonale il existe n -\ -équations (5, l), ces
coefficients peuvent être considérés comme des fonctions de n' — n ^ = — ^ quantités indeter-
minées
Effectivement, Euler a non ^seulement indiqué le moyeu
par lequel on peut, par — ^ transform^ions binaires,
mettre les coefficients d'une substitution orthogonale sous
forme de fonctions de — ^ quantités indéterminées;
naais encore, pour les cas de n = 3 et de /i = 4? il a exprimé ces coefficients rationueIlement.au moyen des quantités indéterminées. En se servant des déterminants, Cayley (/. c. ) est parvenu à représenter les coefficients d'une substitution orthogonale servant à la transformation d'une fonction de n variables, par des fonctions rationnelles de
— ^ indéterminées.
Si Ton désigne, en effet, comme plus haut, ces indéler-
minées, par fti,?, . . . , t„.i \ si de plus, sous les conditions,
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on forme le déterminant
^ji.i . . ^«,11
et que l'on désigne par ^«,i le coefficient de bi^i dans B, on aura
Ci,k
J CiU =
_ 2ft>Pi;,\ — B
pour les formules générales d'une substitution orthogonale dont le déterminant a pour valeur Tunité. Les coefficients d'une substitution orthogonale de déterminant — i s'obtiennent en changeant les signes d'un nombre impair de lignes parallèles, dans le système des coefficients qu'on vient de trouver.
Démonstration, — On peut faire dépendre les quantités Xj , a:, , . . . , Xn des quantités /i , yi , . • . » y» » en posant à ^ la fois
Xi = ft; , z, -f- . . . -f- bi^n 2« > Ji = ^i.i 2i -H . . . -h hn,i *»•
Par la résolution des systèmes linéaires
.r„ = 6„ , s, -4- . . . -f- bn,n «Il , Jn = ^i,« Z| ■+- . . -f- h„,n «« 7
on frouve (§ IX, t )
BZi=:p,.,y,
Or en vertu drs hypolhcsos /^^^ -j- i;;^, = o, i,^, = w, et des relations supposées entre .t, , )\ et les quantités s, ,
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et par suite on a à la fois
•Bj:/=2wp,-,j/, H- .. -i- (2wp,v — B)7,-4- . . . -f- 2wp/.„/„,
OU, sous uns forme plus abrégée,
fi == C,,/ J:, -i- . . . 4- <?n,i ^n
^i,nXn
De l'identité
résultent les identités
. . . -h C t « nj,i
O = C,,,- r,,i H- Cj,, fa,* -+^ . 4- Cn,i C/i,*,
qui font voir que ces fonctions rationnelles des indéterminées 6j î, . . . , 6n-i,» présentent le caractère des coefficients d une substitution orthogonale (5, I).
Désignons par e le déterminant de celte substitution orthogonale. On a alors (§ III, 2)
Pl,3 P'*3
En multipliant ce déterminant Bû)", on trouve (§ VI, 4)
eu posant
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/'-,» = h< **.. <■> + .. -h ^p,. , - ^ V*., « + ... H- p,,. bi,„ «
hi,i = p/,| A|,i w -h . .
|^-.x.(§ni, t),
Pi>« ^i,n«
ï^n substituant ces valeurs, il vient (§ III, 2)
et par suite e — i . Si enfin on donne des signes contraires aux coefficients
ou aux coefficients
^^.i9 ^2,/> • . , Cn,,,
^*,l> ^*,2>-« ' > Ck,„y
le déterminant de la substitution change de signe (§ III, I ), tandis que les équations caractéristiques (5, I et V)
Cx ,i ("x .k -h Czj C.,J -4- . . -I- c,^ . c^^ = o.
ou
a. ^I.« -f- a» f/,2 -h ... -h <^*,„ Cy,„ =
n éprouvent aucun changement
Exemples. — Pour /i = a, on trouve
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Les coefficients des diflerents éléments dans B sont
Donc les coefficients d'une substitution orthogonale binaire de déterminant i sont les suivants :
• -i-hV i-f-V
Le déterminant aura pour valeur — i, si l'on donne aux coefficients les valeurs
I -j-V, v-hXfA, — f*-h>v
fA -4- >v, — > -h fAv,' I + v'.
On trouve, d'après cela, les' valeurs suivantes pour les coefficients d'une substitution orthogonale ternaire de déterminant i :
— fX* — v*»
UL
v-hXa 2 =r-^9
— IX-f-AV
l -\-H'^ — v' — A — X-h av
fAV
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comme Euler Tavait déjà annoncé dans le Mémoire que nous avons cité en premier lieu,- p. loi. Ces coefficients ont été déduits par Rodrigues [Journal de Liouville, t. V, p. 4o5) des formules mêmes qu'EuIer a établies (IVo%^. Comm, PetropoLy t. XX, p. 217) pour la transformation d'un système tri rectangulaire de coordonnées.
Pour obtenir les coefficients d'une substitution orthogonale ternaire de détermitiant — i ^ il suffit de changer, dans le système ci-dessus, les signes d'une ou de trois lignes horizontales, ou d'un pareil nombre de lignes verticales.
Pour «.= 49 on trouve (§ VIII, 7)
ta
=r(«»-hfl2^^2_,^c'-+-/»H-§' -h //» -f- 0*)a)--,
»Ô =:=;/?/ -h ^g^ -f. ch.
at» — /6 -hcgr-bh)
( «* +/* -f- g'* -f- //') w% p„ = (ata -f-/ô — ^A 4- r^) «,
:( — htù -h/g—ab — c0)w, (^ w -f-/A H- è Ô — .c« ) «,
- bta — çf — gQ^ah)tii,
- c« H- bf — ag^- bB)(o,
" ( A w -hg- e— ç^-t- a A.) « ^ (htd -^/g^-c9—ab) w ,
{—Jt-+gh — bc^ae)ta, p,,
( — gf^-hb/ — ac — ^0)fc> , .[/f^-^gb-haQ-^bcU y
BCn =
BC22 = BC33 = BC
etc.
A l'aide de ces formules, on peut fçrmer immédiatement
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les coefficienls d'une substitution orthogonale quaternaire, de déterminant i ou — i .
Le système de valeurs de ces coefficients, donné par Cayley, dans le Journal de Crelle^ t. XXXII, p. 122, contient deux erreurs (dans ^j* , lisez hf au lieu de — hf\ dans Bcii, Bcss,..., lisez i — 9* au lieu de 1), lesquelles n'existent pas dans la publication plus récente de Cayley, Journal de Crelle^ t. L, p. 3ii. Mais, dans ce dernier Mémoire, p. 3i2, 1. 5, il y a une faute d'impression à corriger, lisez — Jy' au lieu de + dy'. Les coefficients trouvés par Cayley pour une substitution orthogonale quaternaire ont été donnés sous une autre forme par Euler (iVbi^. Comm, Petrop.^ t. XV, p. 102), qui les avait obtenus, dit-il , a nulla certa methodo, sed potius quasi dwinando, » Euler ajoute : « Si quis viam directam ad hanc solutionem manuducentem ïm^estlgauerit ^ insignia certe subsidia analysi attulisse erit censendus. » Cayley n'a pas manqué de se rendre compte comment des coefficients qu'il a déterminés on peut déduire la solution d'Eu- 1er (voir Journal de Crelle^ t. L, p. 3i2). En posant, dans le système ci-dessus,
s-\rd r-f-c q-^b p -{- a
et changeant les signes de la dernière ligne horizontale, ce qui fait prendre au déterminant de la substitution orthogonale la valeur — i , on obtient sans aucun changement le système d'Euler. Car le second élément de la seconde ligne horizontale est écrit, dans le Mémoire d'Euler, par une faute d'impression, — ^ au lîeu de -h ds^
Les substitutions orthogonales binaires et ternaires
équivalent, en géométrie, à la transformation des coordonnées rectangulaires. Pour passer du système rectangulaire jr, y y au système rectangulaire x', y\ en supposant que x^ y, vc',y' soient des directions situées dans un même plan, il faut faire la substitution linéaire qui a pour coeffi-
cients
cosarx', cosa:/', cos/x', cos^y.
Si Ton donne le même signe aux angles décrits par des ro- ^ tations de même sens, de sorte que
on a
xy = xx' -h x^x\ jrx' = yx -h xx\ yy' =yx H- xx' -h x' y' .
Si maintenant les angles xy et x'y' sont tous les deux = 90°, on a
cosx/' = — sin jrx', cos^'i?' = sin xx\ ces y y = cos jcx' .
Si au contraire xy = 90^ et x'y' =. — 90°, alors
cos xy = sin xj?', cos jx' = sin xx', cos y y' = — cos xx' .
On a donc, comme on le sait d'ailleurs, pour passer à uti système de même sens, à faire la substitution linéaire
cosxx', — sinxo:', sinxx', cosxx',
de déterminant i. Pour passer à un système de sens contraire, OQ devra faire la substitution
cosxx', sinxx', sin xjf^' , — cos x.r ' ,
de déterminant — i .
Ce qui précède s'accorde avec un théorème gonîomé-
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trique connu (^oir ci-après, § XVII, \ ) , d'après lequel, pour des directions quelconques x,y, x',y' dans un même plan, on a
ces XX ces xy' cosyx' cosyy
= sinjpj^sinor'j ,
d'où il suit que ce déterminant est positif ou négatif, suivant que sinoy et sinx'j' sont ou ne sont pas de même signe.
Réciproquement, des équations
cos'ara?' 4- cos^ ary =r i , cos j?j:' ces yx' + ces xy' cosyy' = o , cos*yx^ -H cos^ yj^ = i ,
on conclut que sin"a^ et sin*j:'j' ont pour valeur Tunité. On a, en effet, par la règle de la multiplication
VI
. , - , cos^x' cosj?y
sm' xy sm^ x'y^ =z -"
I cos^j:' cos^^' cos' .r x' H- CCS' xy^ , cos yx^ co$ xx' -h cos xy' ces rr'
CCS jrar' cos jj:' 4- cos xy^cosyy', cos'jx' _^eos'ry'
Pour rendre les substitutions rationnelles, il suffit de prendre les formules cos xx^ = cos* — ( i -— tang*— j j ete. et d'exprimer les coefficients de la substitution au moyen de lang J^oir 6, exemple i .
8. Pour passer du système de coordonnées rectangulaires :r,j^, z au système de coordonnées rectangulaires x^yjr\ 2', il faut employer, comme on sait, la substitution linéaire
cos xx'j cos xy\ cos xz\ cosyx% cosrj', cos^z',
COSZ.r', COS3j', coszz',
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dont les coefficients doivent satisfaire aux équations (5, 1), et sont par conséquent fonctions de trois quantités indéterminées. Soit O Torigine commune des deux systèmes de coordonnées, et soient X, Y, Z, X', T', TJ les points ou les directions des coordonnées positives rencontrent la sphère de centre O et de rayon égal à Tunité. Les systèmes de coordonnées seront de même sens ou de sens contraire, suivant que les triangles sphériques XYZ et X' Y' Z', ou les tétraèdres OXYZ, OX' Y' TJ seront de même sens ou de sen s opposé.
I. Deux figures sphériques étant semblables, égales et de même sens, il existe un point S, qui est à lui-mêifte son propre correspondant, et qui est situé de telle sorte que Ton a
SX = SX', SY = SY', SZ = SZ',
angle XSY = X'SY', YSZ = Y'SZ', XSZ = X'SZ',
XSX' = YSY' = ZSZ' (♦).
D'après une proposition élémentaire de trigonométrie sphérique, on a par conséquent, en désignant OS par s et FangleXSX' par 9,
cos arj/ = cos*.w -h sin' jar cos y = cos* sx[\ — cos y) -h cos ^ , cos^y =cos'jj^-H sin»jrcosy = cos*J7(i — cos y) -h cos y, cos s»' = cos' SZ -h sin' jz cos 7 == cos* jz (i — cos y) -h cos ^ .
En désignant, de plus, par les angles égaux XSY, X'SY', on a, d'après la même proposition de trigonométrie,
co6ar7'=cosjx cos J/' -f-sinix sin jjr' cos (ç ■+- 0} = cosfx cosjj^ H- sin^x sin5^ cos^ cosO — sin^xsinfT-sinf sin 0.
(*) Yoir le Mémoire de Tauteor ^r VégalUé et la similitude, etc. Dresde, 1863, $$ 3i et 5^ Aux sources qui y sont citées il faut ajouter : EoLBR, De centra similitmdinis{Not'a Acta Petrop., t. IX, p. i54).
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Mais, à cause de
cos xy = cossx cos sjr •+- sin sx sin sy cosO = o , sin SX sin sy sin d = 6 OXYS = sin xy cos j« = cos sz ,
il vient
cosxy' = cossx cos sy (i — cos y ) — cossz sin y .
De la valeur de cos ay' on tire celle de cosyx', puisque Tangle YSX' = YSX -4- XSX' = — y -h 6, d'où Ton voit qu'il suffit de changer y en — y, pour avoir
cosyx' = cos SX cossy (i — cos y ) •+- cos js sin y.
On a de même
cos rz' = cossy cos sz {i — cos y) — cos sx sin ^ , cos «/' = cos sy cos jî ( i — cos ^ ) H- cos;f;r sin ^ , cos «r' = cos ifz cosfx (i — cos ç) — cossy sin ^ , cos a?z' = cos jz cos JJ? (i — cos y) -h cosj^ sin (p ( *),
les trois premières des quantités auxiliaires sx^ sy^ sz^ (f étant liées entre elles par l'équation
cos' SX -h cos' sy -H cos* sz=z i.
Pour rendre rationnels ces coefficients de la substitution, introduisons -cp: il vient
cos xx' = cos' - » H- 2 cos' SX sin* — ® — sin* - œ ,
cos jrj^ = 2 cos 5^ cos sy sin' - y — 2 cos^z sm - <f cos - ^ ,
C^) Ce sont là les formules trouyées par Euler, Not^. Comm. Petrop.y t. XX , p. ai7, formules que Jacobi a rappelées (/ou/na/ de Crellcj t. II, p. i88 ), en invitant les géomètres à en simplifier la démonstration.
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et de même pour les autres. En posant CCS jj: tang — «p r= A , cossytan^—ff = n, cos^z lang — ç=v,
d'où résulte
tang' i ,p == >» -f- f**-l-v», ! — =:H->»-hfA*-l-v%
ces' - 9
on obtient le système ci-dessus de coefficients rationnels d'une substitution orthogonale ternaire (6).
n. Deux figures spbériques étant semblables, égale» et de sens opposé, il existe un grand cercle, son propre correspondant à lui-même, dont le pôle S a pour correspondant le point diamétralement opposé, et tel qu'on a
SX -+- SX' = i8o% ST -4- Sr = i8o% SZ 4- SZ' = i8o% angle XSY = X' SY', YSZ = Y' SZ', XSZ = X'SZ',
XSX'==YSY' = ZSZ'.
En employant toujours les notations précédentes, on a
cosa:-t' = — cos^sx -h sin'^Jt cos?p = — cos'*j:( i -l-costp) -4-cos<p , cosxy = — cosf;r coss^ -h sin sx sïn sjr cos (y -t- Ô) = — cos SX cos sjr (i -h costf) — cos sz sin ^ , etc.
Ces formules ne diffèrent que par le signe de celles qu'on a trouvées précédemment, en y changeant (f en iSo*' — y. L'angle i8o^ — (j> est celui que le système a:',y', -z' doit décrire autour de Taxe .v, pour que X' Y' Z' coïncide avec la figure symétrique de XYZ.
III. D'après le théorème de v. Staudt [voir ci-après, §jXVII, 6) , on a, pour de» angles el drs positions quelcon-
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ques des axes coordonnés ,
cosora:' cosjTx' cos jcz' cù&yx' cos jry cos ft^ ^cos zjc^ ces zy ces zz'
= 360XYZ.OX'Y'Z'.
Par suite, le déterminant est positif ou négatif, suivant que ces tétraèdres, ou les angles solides formés par les axes, sont disposés dans le même sens ou en sens contraire. Dans un système rectangulaire, le tétraèdre correspondant a pour
mesure 77 de l'unité cubique-, donc le déterminant de la
substitution orthogonale sera -H i ou — i, suivant que le nouveau système sera disposé dans le même sens que T ancien, ou en sens contraire (*).
IV. Réciproquement, des équations
cos'xj:' H- cos* xf' -h cos^xz^ == i ,
cos^/a;' -t- cos^yr' -+• cos'jz' = 1,
eos^ zx' •+- cos*zj' -f- cos' zz' = i ,
cos«:c'cos/j:' -h cosx^cos/^' -h cosjrz' cos^z' = o,
cosxx'coszx' -+- cosx/'cosz/' -+- cosxz'coszz' = o,
cos^x'cosar' -h cos/y coszj' -f- cosfz'coszz' = o,
on conclut que les systèmes x, j, z et x', j', 2' sont rectangulaires (**).' On a, en effet,
Ou «IJ û|3
(360XYZ.OX'Y'Z')»= «„ a„ a„
S ^ZZ
en faisant, d'après la règle de la multiplication des déter-
{*) C^eat Jacobi {Journal dé CrellcyX. XY, p. 3og) qui a fait remarquer ce caractère distinctif des déterminants des substitutions. Voir Moebius, Sia^ tique^ § 1 37 ; Magncs, Géométrie analytique de l'espace, § 1 3 .
(**) Dedekimd, Journal de Crelle, t. L, p. 272.
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minants (§VI, 1),
«,, = cosar.r' cosxx' -f- co&xy co^xy' -h cosxz' cos xz' fl„ = cosxx' cosj^x' -+- cosx/'cosjj' H- cosxz'cos^z' ;
etc., de sorte qu'on a
«Il
«Il
On a maintenant
60XYZ = sin xy sin xz sin [xy yxz) , etc.
Mais le produit dessinus n'est égal à Tunité que lorsque les angles sont droits.
9. En désignant par Cm,. . . ,c„^, les coefficients d'une substitution orthogonale ayant pour déterminant e, c'està-dire -h I ou — I, et posant
ci,i
• • Cn,n *+■ 2
l'équation y*(5:) =o est réciproque, et, à. l'exception de la racine — e , qui y satisfait dans le cas de n impair, elle n'a aucune racine réelle (*).
Démonstration. — Le développement du déterminant f(z) suivant les puissances ascendantes de z (§IV, 4) permet, au moyen delà propriété, démontrée dans l'art. 5, VI, des déterminants partiels appartenant à y (o), de reconnaître immédiatement que les coefficients de 2^, z*, z*, . . .
(*) Brioschi. Journnl de Liouvilirj t. XIX, p. 253.
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ne diffèrent que par le facteur e des coefïicietjis de 2", ^"""S
, . . . , et que par conséquent
ce que Ton peut constater en faisant le produit des déterminants s et/(2). D'après cela, on a
et ainsi y { — s) devra s'annuler identiquement lorsque n sera un nombre impair. Pour arriver à une conclusion sur la réalité des autres racines de l'équation f(z) = o^ formons (§ YI, 4) le produit des déterminants
du^l («, Ij,
en posant
et par suite
et
^ài^k = c^i,i<?*,i -4- — H- (c,„- -H z)^?*,,- -h ... -h Q,*(q,a — 2)
et par suite
de sorte que ^Z,-,* -t- ii*,,.= o. On a par conséquent § ( VIII, 7)
Z di
les coefBcients des puissances de z étant positifs, diaprés
l'article cité. Donc, pour toute valeur réelle de z^ la quantité
, ou
suivant que n est pair ou impair, est positive, et par conséquent/ (z) est différent de zéro.
10. Etant donnée une fonction homogène et entière, du second degré, de n variables o^i, Xj, . . . , x„,
V = 2 ai,kXiX],^ où û,,* = ak,iy
on peut, au moyen de la résolution d'une équation du degré/2, la transformer, par une substitution orthogonale déterminée, en une fonction entière et homogène de n variables, qui ne contiendra plus que les carrés des nouvelles variables (*).
Démonstration. — Par les-^ conditions exprimant
que les produits deux à deux des variables disparaissent de la fonction transformée, la substitution orthogonale qui sert à la transformation se trouve déterminée (6). Or, dans la substitution orthogonale
on a (5, II)
{*) Cavchy, Exercices de Uathématiques, t. IV, p. 140. — Jacobi, Journal de Crelle, t. XII, p. i . — Le Besgdb, Journal de Liouville, t. Il, p. 357 • C'^^^ sui^ cette proposition que repose analytiquement Texistence des axes principaux rectangulaires des lignes et des surfaces du 2*^ degré, dont le centre est à une distance finie.
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Si Ton doit avoir, par celte substitution,
il faudra que Ton ait, pour toutes les valeurs de Xi,
et par suite
"T~ gn V^i,ii«^i ~H« • • "T" ^n^n'^^nj >
^i,k=giCi,xCk,i'h giCi^iCk^i-^, . .-h gnCi,nCk,n
En multipliant les équations
<**,» — gl ^1,1 ^11,1 "H •• • -T~ gn ^i,n Cn,n >
respectivement par Cj^ji, Cj^it, . . . , c„,t, et faisant la somme, on trouve (5, 1)
Du système linéaire
Ci,A{«ri,, — f*)-|-c,,*tf,,, -h.. .H-*?„,*a,,„ =o,
Ct,kOi,i -hC3^k{Oi,7 — gk) -h - ' ' -^ f^n»k di^n =o,
-h<?ï,*«»,j -h. . .-h c„,*(âr„,„ — g'*) = 0,
il résulte enfin (§ IX, 3, et § Vil, 5)
^M gk Û|,S • • • «1,11
«2.1 «s,a gk ' ' ' ai,n
«n.2 . • . «n,n — gk
cx,k : c^,k : c,,k :...== v^-y, (gk) : >/ff,{gk) : VT^Cir) : . . . ,
(fi(z) désignant le coefficient de a,-,, — z dans le déter-
minant
a,,, — z fl,,:
ûj.a — Z . . . ûj,,
Maintenant, à cause de
f\-hc.'h- .
Mgk
on a, pour déterminer les coefficients de la substitution orthogonale cherchée,
= ^<fi(gk) : v^<p,(^i) : ... : yTO*") : )/^i{gk)
?n{gk)'
Les quantités gt^ gt,' ' >, gn sont les racines de l'équation du degré /2,y(z)=:o. Aucune d'elles ne peut être nulle, cary (o) est le déterminant (de Hesse) de la fonction quadratique V, et ridentîtéy*(o) = o indiquerait que V serait en réalité une fonction de moins de n variables
(§xm,3).
L'équation f{z) = o ne peut avoir de racines imaginaires ou complexes. En effet, en vertu des proportions précédentes et de l'équation
on a, pour chaque couple de racines gi^ gj,^
V^<Pi [Si) V^?- {gk) H- . . . 4- v^7„ [gi) >/<fn (gk) = o. Si maintenant on avait
il exislcrait une aulre racine gi.z=z p -^^ q sj — i, et par
suite sj(fr (gi) = Pr — (),r yl — ' • De là résulterait
et la somme de pareils produits ne pourrait être nulle, à moins que ^r{gi) ne s'annulât pour r= i, 2,. . ., 7i. Or <fr{z) est une fonciipn du degré n — i et de même nature que/(«); elle ne peut donc s'annuler pour if = g'i que lorsque des fonctions de même nature et de degré inférieur s'annulent, ce qui est impossible pour des fonctions du premier degré.
Dans le cas où deux ou plusieurs des racines de Téqualiony (-z) = o deviennent égales entre elles, la transformation cherchée de la fonction V n'est pas complètement déterminée, parce que deux ou plusieurs lignes parallèles
des coefficients de la substitution prennent la valeur -•
En effet, si gj, est une racine double de l'équation f [z)=o^ on a, en vertu de l'équation remarquée ci-dessus,
ce qui s'accorde avec la condition qu'il faut développer, d'après le § DI, \QJ'(gk) = o (§ XII, H). Les quantités ?! (ê^*)î 9» (S^*)' • • • ^^^^ ^® même signe, puisque le produit de deux quelconques d'entre elles est égal à un carré positif (§ VII, 5). Leur somme ne peut donc s'annuler que lorsque chacune d'elles est nulle. Donc, dans les valeurs fractionnaires trouvées pour c,^j[, Ci,k> • • • > Cnyit les numérateurs s'annulent, ainsi que les dénominateurs.
Remarque. — Par la transformation précédente de la fonction Y, un reconnaît les maxima et les mi ni ma que présente la fonction donnée lorsque les variables sont assujetties à la condition
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Comme on a alors en même temps il s'ensuit que
^ = gi r] -^ g7 y] -h . . .-h gn x]
= 5^*-+- [gt — ^*) rî -+-•••-+■(«'• — g^) r\ •
De là résulte évidemment que V ne peut pas être plus grand (ou plus petit) que g^^ si g^, désigne la plus grande (ou la plus petite) des quantités g^i, ^s v * • 9 g^n- L^ fonction V obtient cette valeur, lorsqu'on fait jx = o , y, = o, . . . ,
•^jizr I, . . . , y„ = o, c'est-à-dire lorsqu'on fait
En traitant directement ce problème, on a les conditions
dy d\ dV
à satisfaire, et Ton a dV
^t par conséquent
Cette équation n'est autre chose que l'équation trouvée cidessus ,
«i.i Ci,k -f- «i,j <^2.* -h ... 4- fl/.fl c„,* == g'i c,,*, en remplaçant l'inconnue |ut par g^ , et les inconnues x^ ,
H . L'équation y (z) = o, qui se distingue par la réalité de ses racines (10) , se présente dans plusieurs recherches ,
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par exemple, dans la détermination des axes principaux des lignes et des surfaces du second degré, dans la détermination des axes principaux d'inertie d'un corps donné, dans le calcul des inégalités séculaires des planètes (Laplace, Mémoire de V Académie de Paris^ ^77^? t. II, pp. 298 et 362). Lagrange a démontré la réalité des racines d^unetellc équation pour le cas du troisième degré (Mémoires de P Académie de Berlin^ *773> p« 108). Cauchy (/. c.) a démontré cette propriété pour le cas d^une pareille équation de degré quelconque. La réalité des racines pour cette classe d'équations a été démontrée d'une manière nouvelle et directe par Kummer {Journal de Crelle^ t. XXVI, p. 268 ; i/oir Jacobi, Journal de Crelle, t. XXX, p. 46), dans le cas du troisième degré, et par Borchardt [Journal de Liouuille, t. Xn, p. 5o), dans le cas d'un degré quelconque. Sylvester [Philos. Mag,^ i852, t. Il, p. i38) a donné de la même propriété la démonstration suivante, qui n'est pas moins directe (*).
Soient
et
Hj^i Z . . . «2,n
On.t • . . ^n,n Z
on aura
bi,i
bn,.
*'ii,2 • • • *n,B "
( * ) A l'histoire de ce problème se rapportent encore les Notes de Sylvester {Philosophical Magazine y i853, t. H, p. 21 4) et d'Hermite {Comptes rendus, i855^ t. XLI, p. 181).
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en posant, d'après la règle de la multiplication des dëterminants (§ VI, 4),
^1,1— »' = «!, itf 1,1 4-- . .4-(ûM-- 2)(û,mH-2)H-. . . +û,',«û,>, ^i,*= fliM û*,i -+- • • -4- («1,1 — *)«*,iH-. • - H- flfi,i(<'*,*-l-z)
et par conséquent
^1,1 = «1.1 Oi,x + . . . H- fli,« fl/,;,
^1,* = Oi.\ «*,i -H . . .+ «I,» «*,« = bk,i'
Le d€terminant/(r)/( — z), développé d'après le § IV, 4, donne
chacune des quantités R^, telles que
^«,1 • • • ^/ii,m
étant une somme de carrés (§VI, 2). Par conséquent
f [q V — /( — q V— ï) est positif pour toute valeur de
q\ donc q \J — i n'est pas une racine de l'équation /(z) = o.
En posant de plus z = p-{-z!^ et changeant /(-z) en
F (2'), alors, pour la même raison, q sj — i ne peut être
racine de l'équation F (z') = o, et par suite p-i-q ^ — i ne peut être racine de Téquation f(z) =0. L'équation y(z) = o n'a donc que des racines réelles.
§ XVI. — Surface du triangle et volume du tétraèdre.
\ . Soient O l'origine d'axes coordonnés quelconques ; x^y et Xx'^yx les coordonnées, parallèles aux axes, des deux points A et 6^ désignons par r, /'i les longueurs OA, OB, et
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prenons, de plus, la surface du triangle OÂB positivement ou négativement^ suivant que la rotation déterminée par l'ordre des points O, Aj B, est ou n'est pas de même sens que la rotation qui sert à décrire les angles positifs. On a alors
2 OAB = rr^ sin rr^
JP, y y
8inarj^(*).
Démonstration, — Il résulte immédiatement, de l'hypothèse faite sur le signe de l'aire du triangle, que ri\ sin /Tj s'accorde aussi pour le signe avec 2 OAB. Mais on a .(§ III, 2)
r* r\ sin' rr^ z=z t^ r]
I , cos rr,
ces rr^ , I
rr , rr, ces rr,
rr, cosrr,, r^r^
Or on trouve, au moyen de la projection orthogonale,
r cosarr = J7 -^ y cosxy,
r cosyr = x cosxy -+■ y ,
r = .r cos^r -f- y cos jr,
r, côs rr^ z=z x, cos^r -f-/i cos/r.
La règle de la multiplication des déterminants (§ VI, 1 ) donne
X (x-|-jco9.r/)-|-j [xco^xy-^-y), x (j?i H-^'iCOSarj) -1-7 (^,C0S^/-t-7,) j:, (jF-hjcosAy)+7,(j:cosjpr-hr)» •îCi{^i-Hri<^osa7)-f-r«(^iCos.ry+j^,)
X -i-jcosarj, x cosxy -^ y
Xx Yx
^I-Hjicosxr, xxcosxy-^ryx
I , cosxy
.^1 ji
^1 Ji
COSJPJ, I
( ^; Cette formule est contenue dans un théorème de Varîgnon {Mém. de Paris, 17T9, p. 66). Elle a été donnée sona sa forme actuelle par Monge,' Journal de l'École Polytechnique, XY« cahier, p. 68. C'est sur elle qu'est fondée la formule pour la surface d'un polygone, que Gauss a insérée dans les Additions à la traduction de la Géométrie déposition de Carnot par Schumacher. On en trouve une démonstration géométrique rigoureuse dans la Statique de Mœbius, § 35.
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De lii^résulte, e étant ^al à+iouà — 1,
rtt sin rr, = f
SOJ^.
Lorsque / et X] sont nuls, r s« change en x, r, enyi. Par conséquent e = i •
Remarque. — Si le point B est infiniment voisin du point A, on a
En désignant par 9 T angle xr, on a
2OAB=/^^/0 =
X -1- dbc, y -h dy
sinxj —
r/x dy
sinxj,
en appliquant le § UI, 4.
2. Par sihus de T angle solide [trièdre) formé par trois directions x^j^ z, on entend, diaprés t. Staudt [Journal de Crelle, t. XXI\ , p. aSa), le facteur par lequel il faut multiplier le produit des arêtes qui aboutissent à un sonunet d'un parallélépipède, pour obtenir le volume du parallélépipède. En désignant ce facteur par sin xy^, on a, conune on sait,
sin xyz = sm xr sinxr, 3 := sinxr sinxz sinx;^, xz ,
x/, z et xy-j xz désignant les angles que fait le plan xy avec la direction z et avec le plan xz. Par analogie avec Téquation
SID^Xl
cosjrr I
COSJC^ I
lî
on trouve
sin'.r/z =
cosjTj I cosyz
cosxz COSJS I
COS^jrj — COS^XZ — COS^J^Z -I- aCOSX^COSiTZCOS^Z
4 sin — =^ sm — ^ sin -^ ^^ sin -^
Démonstration. — De l'équation
-f-xz — jrz
Sin xjsm jpzcosxy, j?z = cos/z — cos.rxcos.rz, il résulte
sin'j;^z =
- cos^xy
cosyz —
cos x/ cosxz
cos/z —
COSXjrcOSXZ, l —
cos^xz
COSJ^J^ —
- cos xjr ,
cos xz — cos xz
rosxx,
- cos'.rj ,
cos/z -^ cos xj^ cos xz
COSJJZ,
cos yz -—
■ COS xy cos xzy
i — cos'xz
COSXJ
cosxz
cosjrj
cosyz
cos xz
COSJ?
en appliquant les principes du § 11^ 6 et du § III, 4. Ce déterminant, développé d'après le § V, 2» donne la formule due à Euler (Noi^. Comm, Petrop., t. IV, p. i58), et cette formule se transforme aisément, comme on sait, en un produit (Legendre, Eléments de Géométrie, Note V).
3. Lorsque Ton a à considérer plusieurs tétraèdres et leurs angles solides, il faut distinguer les cas où ils sont de même sens ou de sens contraire: Le sens des figures dans Tespace n'étant pas changé par. une translation parallèle, il suffit de comparer les angles solides dont les arêtes x, y^ z et /•, Tj, r, partent d'un même point O. Si lés directions de ces arêtes (et non les directions opposées) rencontrent
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la sphère, décrite du centre O avec le rayon i , aux points X, Y, Z, R, Ri, Rf, les angles solides xyz et rrir,, ainsi ' que les tétraèdres OXYZ et ORRiRs, seront ou ne seront pas de même sens, suivant que les triangles sphériqnes XYZ et RRiRa, vus du point O, seront ou ne seront pas de même
sens. Dans le premier cas, ûnxyz^=: sinxysitixyfZ et
sin/TiT, == sin/Tisin/ri,r, seront de même signe, parce
que, dans des angles solides de même sens, sino^^^z et
'-^^ sinrri, r, doivent être de même signe ou de signe contraire,
selon que sinx^ et sinrrj, seront de même signe ou désigne
contraire. Dans le second cas, ces mêmes quantités sont de
signe contraire.
4. Soient O Forigine d'axes coordonnés quelconques; (x, jr, z), (Xi, /i, Zi), (oTt, jr,, Zy) les coordonnées des points A, 6, C, et désignons les distances OA, 06, OC par r, Ti, r,. Enfin prenons le volume du tétraèdre OABC positivement ou négativement, selon que sinrriTt sera pris positivement ou négativement. On aura
6 OABC = rTx r, sin rr^ r^ =
Démonstration. — On a ( a )
jc y z
sânxxz (*).
r' r , r] sm' rri r^=zr^ r\r
I cosrri ces rTj
CCS rr, I C08r,r2
ces rrj ces r.r, i rr rri cosr r, r r^cosr r^
rry ces rrx r, r^ r, r, ces r, Tj
rri ces /T, r, r^ ces r, r, r, Tj
(*) Lagrange, Sur les Pjram., i4 {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1773, p. 149). — MoîiGE, loe. cit. — MoGBluSy Statique, §63.
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Or on a, par la projection orthogonale,
rcosxr=: X -^ y cos xjr -{- zcosxz = X,
rcos/r = X ces x/ -hy -h « cosyz = Y,
rcoszr =. x ces xz -\-jr cosfz -Hz = Z,
r z=: X cosxr -f- f cos j^r -+- z cois,;8r,
r, cos rr, = x,cosj:r+/,cosr/' + Zicoszr,
etc. Si l'on désigne par Xj, Yi, Zi les quantités analogues relatives à Xi, yiy z^-^ par Xs, Yj, Z, les quantités analogues relatives à JTa, /s, ^s, on a
rr=:.rX 4-rY-|-z2, rr, cos rr, = a:, X H- >'i Y 4- «, Z rsxX.-hjY.H-zZ,,
etc. Par conséquent, en appliquant le théorème du § VI, 1, on a, au lieu du déterminant ci-dessus, le produit
Jî 7 z
ar, r, z,
X, jr^ Za
I COSJT* cosxz cos xjr I cos/z cosxz cosj^z I
Donc, en désignant dt i par e.
r/',raSinrr,r2= s
j?, 7, z, 8in.trjz.
Si, parmi les coordonnées des points considérés, x^ji^ z^ sont seules différentes de zéro, toutes les autres étant nulles, alors r coïncide avec x, r^ avec y^ Tj avec z^ et le déterminant se réduit à son terme initial (§11,7). Par conséquent e = i .
Remarque, — Au moyeu des théorèmes (1) et (4), on peut interpréter géométriquement les plus simples des identités établies au § HT, 11 .
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5. Soient donnés les points Â, B, C par leurs coordonnées (j^j j), {Xi,yi), (Xî, y,), rapportées à deux axes tracés dans le plan ABC. On a
Il X ri
aABC =
sinxj {•).
Démonstration. — Par rapporta un système d'axes mené par Torigine A parallèlement aux axes donnés, les coordonnées des points B et C seront [xy — x, y^ — j)i (xj — X, y^ — jr) ; on a par suite (1 )
•r. — .r, y,— y Xs^Xy y^ — y
sin xjr.
En appliquant ce qu'on a vu (§ II, 5 et § III, 4), on trouve, au lieu de ce déterminant,
X JT,
.r, — Xj
ri
ri
Remarque. — Toutes les fois que dans la formule ABC on permute deux lettres , la surface du triangle change de signe. Effectivement, le déterminant des coordonnées éprouve un changement de signe par la permutation de deux lignes horizontales (§11, 4). Par le développement de ce déterminant, on obtient Tidentité connue
ABC = OBC -h OCA -f- OAB.
Pour exprimer la condition que A soit situé sur la droite BC, c est-à-dire pour l'équation de la droite passant par B
{*) Cette formule connue a été donnée sous celte forme par Cayley, Cambrige Math, lourn.f t. Il, p. 268, et par Joachimsthal, Journal de Crelle, t. XL, p. 23.
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el C , on trouve , à cause de ABC = o dans ce cas ,
6. Si les points A, B, C, D sont donnés par leurs coordonnées relatives à trois axes [x^ j-, z)^ (x, , j^ <3i), (a:,,/t,z,), (X8,j,,z8), on a \
1 X, yx z, I X'i y^ Zj
ABCD
sin xyz (*).
Démonstration, — Si l'on mène par A un système d'axes parallèles aux axes donnés et de même direction , les coordonnées des points B, C^ D par rapport" à ces axes seront (xi — j:,j,— j, z^ — z)^ (x, — x, j^,— j, z, — ^),etc. j par conséquent on a (4)
6 ABCD =r
Xx — Xy yx — y^ Zx — z jca — X, ri— r» ^2 — z
sm xyz.
En appliquant ce qui a été vu (§ II, 5 et § III, 4), on trouve, pour la valeur, du déterminant multiplié par sin xyz , ^
— z ly Xx — Xy y\ — "^j Z, — z
\ y X-x '-^ Xy y-l — J<", 32 — z
' ^-i yi Zj
Remarque. — Lorsque dans la formule ABCD on permute deux lettres, le volume du tétraèdre change à chaque
{*) CaTLEY, loc, Cit, — JOACHIHSTHAL, toc. CU.
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fois de signe, ainsi que le déterminant qui entre dans son expression.
La condition pour que Â se trouve dans le plan BCD, et par suite l'équation du plan BCD9 est ABCD = o , c'està-dire
I JC, y, z,
ou 9 en développant ,
1 ri 2,
I JTi Z|
1 J^i Ji
I ji ^2
I JCa/î
^3 Xi ^3
I JTj 23
1 ^3 Ti
dont on aperçoit immédiatement la signification géométrique.
7. L^ position du point P par rapport au tétraèdre OABC est dé^rminée par les rapports des tétraèdres
OBCP : OCAP : oabp : oabc = p. ■ f*. : fta : i (*).
Soient, en^ffet, (4^1, /i, Zi), (x,,j,, z,), [x^, j^, z^), (a:,y, x) les coordonnées de A, B, C, P par rapport à trois axes passant par O. On a (4)
x-i Yi Zi
et ainsi de suite.
En développant ces équa-tions, et désignant par |i, yîi, Çi,. . . les coefficients de Xj, j^i, -Zi,. . . dans le détermi-
( *) Lagra?(GE, ^ur les Pyiam,^ 28.
naut V, il vient
Ç3Z =3: fAsV.
Or on a (§111,1)
etc. Par conséquent
(II
X = fX, JTi -+- fXj rj -f- fA3^3, Z = f*, a, -I- fXjZa + f*3 *3»
Pour déterminer le rapport PABC : O ABC = fx , développons le déterminant
c'est-à-dire (6 et 4) ,
•^2 jK'i ^2 ^3 Xi ^3
-Tt fi 3,
(III
PABC = OABC — OBCP — OCAP — OABP ,
f4 = I — Pi — fAj — f*3 •
Delà résulte ; a, £, c, £/ étant des quantités quelconques,
a -h bx -^ cjr -\- dz = yia '\- lit {a -i- bx^ 4- cj, + <fe|)
fAa (« + bxi -h O'î H- ^«2) ^ ^3 [a -h ^Xg 4- cj3 -H
Pour trouver la signification géométrique de cette équation, concevotis le plan qui a pour équation
a 4- bx' 4- cy' 4- «fe' = o.
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Si ce plan est rencontré par des parallèles aux z , menées par P, O, A, B, C, aux points P, O A', B', C, et que Fait pour coordonnées x, y^ z!^ on aura
a -+- ^x -H cj H- rfz ==é/(z — 3') = <^.P'P,
etc. On a par conséquent Téquation
(IV) P'P = fx . O'O -h pi, . A' A 4- fx, . B'B -h IL, . ce (*),
où l'on peut entendre par P, CX, A^ B', C, les intersections d'un faisceau quelconque de parallèles , menées par P, O, A, B, C, avec un plan quelconque. Par suite on voit que P est le centre de gravité des masses fx , /uii , fz, , fXs , placés en O, A, B, C, et dont la sommes est égale à l'unité.
8. Soient A|, Bi, Ci les milieux de OA, OB, OC; le tétraèdre OABC sera partagé en deux parties équivalentes par chacun des plans A|BC, ABiC, ABC| , et le centre de gravité P du tétraèdre OABC se trouvera sur chacun de ces plans médians , de telle sorte qu'on aura
A,BCP = o, AB,CP = o, ABC»P = o.
Aj ayant pour coordonnées ^Xx , 7^1 , y^i , on a (6) , d'après les notations précédentes,
I ar, Jî Za
I ar r 2
(*) Feuerbacb, Untersuehung der dreieckigen Pyramide^ p. 5. — Mobbius, tlarjrc. Cale, cap. i . Les quantités fi, /k,, /«„ fj, sont les coordonnées barycentriques (coeflicicnls coordonnés ) d\\ point P par rapport à la pyramide fondamentale OARC, selon Mœbius et Feiicrbach .
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eic. Par conséquent
• 2^, 4- fia -h fx
fA, ■+- 2fX2 H- fA3 ;= I , f*. -h fii-2 -f- 2 fXj = I ,
d'où l'on lire
fAl— fA2=0, fA, — fA3=0, p, =: a, =: fA3 = •^-
Donc a == 7» et Ton a
a?, -4- 0:2 -h ^3 J, -h jr-i ■+■ yz ^1-4- ^2 -h «3
c'est-à-diré que le centre de gravité d'un tétraèdre est le sommet commun de quatre tétraèdres équivalents, ayant pour bases les faces du tétraèdre , et aussi le centre de gravité de quatre masses égales, ayant leurs centres de gravité respectifs aux sommets du tétraèdre (*).
9. Etant données les équations des côtés d'un triangle par rapport à un système de deux axes, on trouve la surface du triangle de la manière suivante (**). Soient
les coordonnées des côtés, c'est-à-dire ^ supposons que» pour chaque point du premier côté, ayant pour coordonnées p, q^ on ait tf -f- i/? -h cy = o, et de même pour les autres. Les coordonnées des sommets \x^y)^ {x^fx)-, (j^iî y«)î avec les trois quantités auxiliaires/?, /?i, ;7„ sont déterminées par les équations
a -^b x-^c y=py /ï -h ^ or, -f-c ji = o, a -4- 6 Xj + c j2=o,
^^2+ ^,J?-t-C2j=0, a2-+-^jJ^l-hC2:>â==0, rt2-|-^a-^2-f-C2j2=^/?^,
( '* ) Lagrange, Sur les Vyi., 3 1 -35 .
(**) JOAGHIMSTHAL, Journal de Crellcy t. XL, }>. 2^.
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lesquelles expriment que le point [x^ y) est situé sur la deuxième et sur la troisième droite, mais non sur la première ^ etc. On a, par le § VI, 1 ,
o PxO o o />2
abc
Gx bx c,
Qj bi Ci
Des trois premières équations, il résulte (§ IX, 3 ; § III, 3)
a — p b e 0\ bx Cl
Oi b-i C]
abc = o, û, bx Cx
a-i bi Ci R — poL =r o.
p b c o bx c, o bi c.
en désignant par R le déterminant des coeflScients des droites, et par a le coefficient de a dans ce déterminant. On a d'une manière analogue
R— /?iai=ro, R — ptCtiZ^O.
Par suite, il vient (§11, 7)
o PxO
oo /?,
= PPxP2^
OLOLx OLi
ï x^yt
CLOLx a-x
et par conséquent le double de la surface cherchée du triangle a pour valeur
R* sin xy
aa-xOLt
Après avoir calculé , par les formules connues , les hauteurs du triangle, c'est-à-dire les distances des points (x,j^), (xt, yx)i (a:», /s) à la première, à la deuxième , à la troisième droite respectivement, on obtient les côtés du triangle en divisant par ces hauteurs le double de la surface que Ton vient de trouver.
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Si le déterminant des coordonnées linéaires s'annule sans que deux lignes horizontales soient composées des mêmes éléments, alors les trois droites passent par un même point situé à une distance finie.
10. Etant données les équations des faces d'un tétraèdre par rapport à un système de trois axes, on trouvera le volume du tétraèdre de la même manière qu'on a trouvé la surface du triangle au moyen des côtés (*). Soient
les coordonnées des faces, c^est-à-dire supposons que pour un point quelconque de la première face ayant pour coordonnées p^ q^ /% on ait a + bp '\- cq -^ dr = o^ etc. On déterminera les coordonnées des sommets (x^ y^ z), (xi,ji, Zi), (a:,, j,, z,), (xs, /s, -«s), avec les quantités auxiliaires p^ pi^ p^^p^^ par les quatre systèmes, de quatre équations chacun,
a -\- bx + cy -\~dz =zp ,
fl, -4- è, j: -H c, y -h rf, 2 = o, flj-h b^x-i- c^y-i-diZzz: o,
etc., lesquelles expriment que le point (x^y^ z) est situé sur le deuxième, le troisième et le quatrième plan, et non sur le premier, etc. On a (§ VI, l)
ai
di
Cz
( * ) JOACHIMSTQAL, loc, cit .
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Du premier système de quatre équations pn tire
ai
R étant le déterminant des coordonnées superficielles, et a le coefficient qui multiplie a dans R. On a semblablement
R — ;>|a,==o, R — /?,aj = o, R— /?3a.,= o, et par conséquent
pp,p^p,z=
Cf. a, «} a.-^
i r jr z
1 Xi J'i -z,
a ai a; aj
et le sextuple du volume cherché du tétraèdre (6) aura
pour valeur
R* sin xjrz
a 0(| 2} OLj,
De là on peut, au moyen des hauteurs du tétraèdre, déduire les aires de ses faces.
Si le déterminant des coordonnées superficielles est nul, sans que deux lignes horizontales de ses éléments soient identiques, les quatre plans passeront par un même point situé à une distance finie.
§ XVII. — Sur les produits de surfaces de triangles et
de "volumes de tétraèdres»
1. Soient x,j^, r, r^ des directions quelconques dans un plan, et supposons que les angles positifs entre ces directions soient décrits par des rotations de même sens. On
aura
sin iTj ^in r/*! =
cos.rr cos/r cosorr, cos/r,
Démonstration. — On peut, sans altérer les angles, faire partir les directions données d'un même point O. Prenons sur les directions r, r^ les segments positifs OA = r, OB= ri5 et soient (x, j), (xi , j^i ) les coordonnées des points A, B par rapport aux axes x, j. On aura (§ XVI, A )
n\ sin xy sin rrx
X jr .1. 00807-
*, 7, co% xjr I
X -\- y ces arj, X ces ^J -|- j
^'t -h JTi cosxy, Xy çosxy -\- j,
r cosxr, r ço^yr
r, ces xr, , r, ces jr,
d'où résulte (§ III, 2} la proposition énoncée.
2. Les triangles AAj Aj et BBi Bj étant situés dans un même plan, si l'on pose
AA:.BB*. cbs ( AAi, BB*) = c,-,<. ,
on aura
4 AAi Aj . BBi B2 =
Cij .C52
Démonstration, — Posons A Ai = a*, AA, ==.y, BBi = /•, BBg = /'i -, il viendra (1 )
4 ^^ I ^ î • ^^« ^î = ^/'■'*t sin ^j sin rr,
^rr cos.rr, yr cosyr
xr^ cos xr^ , jr, ces yr,
Le produit c,,* n'est paa ambigu, comme il pourrait le paraître. Déterminons .arbitrairement les directions positives des droites AA,- et BB;^ , c'est-à-dire les directions sui-
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vant lesquelles les distances doivent être comptées positivement sur ces droites. Par là les facteurs cos^AA,,BB*y , AA, , BBji prennent des signes déterminés. Si Ton avait pris la direction positive d'une droite,* par exemple, de AA,,
dans le sens opposé, Tangle \AA,,BBji j aurait varié de i8o^,
et par suite cos ( AA/ , BB^j aurait changé de signe, en même temps que la distance AA/ .
3. Si les plans des triangles AAi At, BBi Bs font entre eux Fangle f , on a, d'après la notation précédente,
4 AAi As.BB1B2.cosf =
^11 *ii
Démonstration. — Soit NNiNt la projection orthogonale de BB] Bt sur le plan AAt At; on peut appliquer au produit 4 AAi Af .NNi M2 le théorème précédent. On a alors, d'une part,
NN,N,= BB,BaCOs^, et d'autre part
AA,.NN,.cos(aa,,NN,)=: AA,.BB,.cos(aa,,BB,),
etc., les projections orthogonales de NN^ et de BBi sur la droite AAi étant identiques.
Le produit 4 A Ai At . BB] Bt • cos <f n'est pas ambigu, non plus que le déterminant que l'on a trouvé pour sa valeur. Ayant choisi à volonté le sens positif dans chacun deà deux plans, c'est-à-dire le sens dans lequel on' doit compter positivement les angles et les surfaces, on en tirera les signes des triangles A Ai As, BBi Bt, et alors on entendra par (f l'angle que doit décrire l'un des plans pour que les triangles positifs dans les deux pl§ns se trotivent de même sens. Si Ton change le sens positif dans l'un des plans, deux des
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facteurs du produit changent de signe, savoir, le triangle et cos(j), Tangle cf variant de i8o°.^ donc le produit ne change pas.
4. En désignant par x^ y, /', r, des directions quelconques de Tespace, on a
sin XX sin rrt cos
ces xr cos jrt cosxri cos//*!
Démonstration, — Faisons passer les directions données par un même point O, et prenons sur ces directions les distances positives OC = x, OD = y, OE = r, 0F= Tj 5 on aura
xyrri sin xf sin rri cos
[xjr,rrj =
xr cosa;r, yr cosjr xr^ cos xr, , jr, cos jr,
d'où, en supprimant le facteur commun xyn\ , on tire la proposition énoncée.
Remarque. — Pour démontrer la vérité de cette même proposition relativement à quatre plans quelconques (**), il suffit d'appliquer la proposition aux uormales positives de ces plans, ou, ce qui revient au même, à la figure polaire du quadrilatère CDEF considéré ci-dessus, en supposant les points C D, E, F situés sur une sphère décrite du centre O. Celte sphère sera rencontrée en un point par l'intersection de deux plans prise dans une direction choisie arbitrairement, et sera rencontrée par chaque .plan suivant un grand cercle d'un sens déterminé arbitrai rendent, sans
C*) Cette proposition, qui comprend les propositions précédentes trouvées par Von Staudt, a été établie pour la première fois par Gauss ( liisq . gen . cîrca superf, cunas, 11,6); puis elle a été reproduite par Von Staudt, Jour" nal de Crelle, t. XXIV, p. 262, et en dernier lieu par Caucby, Exercices d'Analyse^ t.. IV, p . [\i.
( **) JoACHiMSTHAL, /oç, cii.y p. 44, a douné une démonstratioVi analytique de ce corollaire relatif à la iigure polaire.
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que le produit dont la valeur est donnée par le déterminant présente une ambiguïté de signe.
Des équations
sin rs sin tu ces \rs^ iu) = ces rt ces su — ces st ces ru^
( ^ ) sin st sin ru ces \st, ruj =z ces sr ces tu — cos rrcos su,
( ^ \ sm tr sin su cos ytr y su ) z=: cos £; cos ru — cos rs cos tu^
on tire par addition
, \ sin rf sin mcos^rr, tu) 4- sin 5/ sin ra cos \ 5/ , ru)
\ + sin rr sin Jtt cos \tr^ suj = 0,
à cause de cos tr = cos r/, etc. Dans ces équations, il faut observer que sin rs = — sin 5r, cos \ rs , tu) = — cos (sr^ ^a ) , e te . L'équation correspondante (*) entre les angles de quatre plans et les intersections opposées de ces plans sera
. j sin rs sin tu cos 77, -h sin st sin ru cos aai
^ ' { -4- sin fr sin su cos pp, = o,
en désignant les intersections rj, st^ tr par 7, a, /3, et les intersections tu^ ru^ su par 71 , «i , l3i .
On a de même, pour quatre points A, B, C, D,
i AB.CD.cos 77, -4- BC. AD. cos aa, ^^ ("*J i ^CA.BD.cospp, = o, ^ ^'
AB, BC, CA, désignant des segments pris sur les droites y, a, j3; et CD, AD, BD des segments pris sur les droites
yi , «1 , 01 . On a, en eflfet,
AB cos 77, — AD cos a, 7, -f DB cos Pi 71 , BC cos aa, = BD cos p, a, -4- DC COS71 a, , CA cos pp, = CD cos 7, p, -h DA cos a, p, .
(") JOA€HIMSTHAL, loc . Cit.
(** ) Car«OT, MenioiVe sur la relation qui existe^ etc . j 27
En multipliant ces équations respectivement par CD, AI), BD, et faisant la somme, on obtient la relation énoncée, puisque l'on a AD = — DA. et cos j3i «i = cos «j p, , etc.
Les équations (II) et (III) ne diffèrent pas essentiellement entre elles, copame l'a remarqué JoachimstTial (*/. c). On a, en effet, en ayant même égard au signe,
.«^^ 2 ^^^ ^^^ sinlABCABD/ -
AB
puisque désigne la hauteur du triangle ABD p^r rap-
AD
2 ABD . / y^^^ \ porta la base A6, elparconséquent-YR~'sin\ABC, ABD /
la hauteur de la pyramide ABCD par rapport à la base ABC, si Ton suppose que, poui* un observateur dont la direction
de haut en bas serait AB, l'angle ( ABC, ABDy et l'angle solide formé par AB, AC, AD soient de même sens. On a de même
2_^ ^^^ sin(c:DÀ,CDB) ÇDAB = :^ CDA . CDB ^ ' ^ 5
d'où il résulte, en multipliant,
2 4 « sin rs sin tu
en désignant par r, 5, ^, u les plans respectivement opposés à A, B, C, D, et par P le produit des surfaces des triangles. Le sens positif de chaque plan est ici déterminé de telle manière, que le triangle situé sur ce plan soit positif 5 les angles dièdres positifs sont décrits tou§ par des rotations de même sensJ Une permutation circulaire de A, B, C, ne fait subir à P aucune altération: on a donc encore
i 4 ,^ sin st sin ru 4 ^ sin tr sin su
P "^ AB.CD "" BC.AD "" CA.BD
On voit par là comment les équations (H) et (III) peuvent se déduire l'une de Tautre.
6. Si a:, y, z, r, r^ , r» , sont des directions quelconques dans l'espace, on a 1
co%xr cosyr coszr
cosârri cosjr, coszri (**).
ces xrs cos yri cos zr^
sin ;rjz sm /Tj r, =
Démonstration. — Faisons passer les directions données par un même point O, et prenons sur ces directions les segments positifs OA = r, OB = r,, OC = r, 5 soient (ac,y, z), (xi, j^i, Zi), (Xt, j'tj -Zf)» les coordonnées des points A, B^ C par rapport aux axes x, y, z. On a (§ XYL 4)
cosar^
cos ^2
rr, Ti «n xyz sm rr, r» —
JUx 7i 2i
cos j:/
cosjz
cos a;z
Cf»jrz
X 4-J C0S:r/-|-2 COSXS, X COSX)^-f-J+« cos^z, « cosxz H-^cos/z-Hz ^i4-JiC0SJr/+z, COSXZ9 X| cosay-+j^i-|-z,cosjz, j:, cosxzH-y, cosjz+2i .r3-*-7,cosjpj^-t-«ïCOSxz, x, cosx/-l-7,-hz,cos/z,x, cosxz+y^ cosjz-f-î,
r cos xr r cos jrr r cos zr r, cos xr, r, cos/r» r, cos zr, f , cos xr, r, cos j^r, r, cos zr,
d'où, en supprimant le facteur commun rri r^, on conclut la proposition énoncée.
( .* ) BRBTSCHHBlDny Géométrie, § 677 .
( **} YoN Staddt, loe. cit . Le cas particulier où le système x,^, s est orthogonal, et où par suite sin xyz = it: i , a été traité déjà par Gauss, loe. cil.
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7. En désignant par e<^t le même produit de segments que ci-dessus (2) , on a ^
36 AA| A2 Aj . HB, B3 B3. =
^11 C-2\ C^i <?I3 Cîj C32 *^I3 ^33 <*J3
Démons Uiation^ — En posant
AAi. = x, AAa=j,. AA3=«, BB, =r r, BB, = r, , BB, = n,
il vient (6)
36 A A, Aa A3 . BB, B, B3 = ^/z/*/-, r, sin xyz sin rr, «-^ , arr cosxr, ^/"COS/r, zrcoszr
j:r, ces arrj, , yr, ces jr, , «r, ces zr,
xr, ces xr, , j/f^ cos/r, , «^j €0S z/»,
ces xr cos jrr ces xr, cos/r,
cosorr cosj^r coszr cos xr, cos rr, k^s zr, j cosxr, 00$ jr, cos zr,
ont^ en vertu de leurs valeurs trouvées (1,4,6), la propriété remarquable de n'éprouver aucun changement, lorsqu'on fait varier d'une manière quelconque la position relative des angles xy^rr^ d'une part, et des angles solides xyz^ rryi\ de l'autre, pourvu que, dans le premier cas,
Vangle dièdre xxy^rvy) conserve sa grandeur (**).
9. Au moyen de Féquation (6) , on- peut calculer la distance de deux droites dans Tespace, données, de position par
C^) Von Staudt, loc. cil. Dans le cas où le second tétraèdre n'est pas différeAt da premier,, alors on a c^ |^ = Cf^^y et Ton obtient Ja formule de Lagrange {Sur les^ V^^^t *^)' ®* ^® Legendre (Éléments de Géométrie , WoteV, 7).
( ** ) Cauchy, Exercices d'Ànalyscj t. IV, p. 5i .
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rapport à un système d'axes quelconque x, j^, z. Soient (^ufif -Zi)» (j?«>y*> ^i) les coordonnées des points A et B*5 soient données les directions r^, f\ des droites AA', BB' au moyen de leurs angles avec les axes, de sorte que l'on puisse calculer l'angle n r^ . Désignons par r la distance AB , dont les projections sont x^ — oTi , jr^ — jti , z, — Si , et par d la distance cherchée des droites AA', BB . Tirons enfin AC dans la direction r, , et prenons AA', AC égales à l'unité de longueur. On a
6 AA' CB = d sin r, r, = rsinrr, r,.
et par suite
dsin xyz sin r, r, =
r CGC xr r cos yr r cos zr cos .rr, cosjr, çosjsr, cosxrj cos/rj cos zrj
rn remarquant que
r cosyr = ( x, — .r , ) cos x/ r cos zr = (.r, — x, ) cos arc
(j^2 — /,) cos.rj -f- («j — Zi) cosjrz,
(r 2 — r i ) H- («2 — 2i ) cos jz,
(r 2 —ri ) co%jrz -h («j — 3, ).
On obtient, en développant (*) ,
d sin xyz sin r, r^ = (a -h p cosxj
-H ( a ces .r/ -h p -h (a cos JTZ H- pcosjz
en posant, pour abréger,
7COs.ra) [x^ — ^1) 7 cos ^z) (ri —J.) 7 )(^a— 2.),
cos^'*! coszrj cos jA-j coszra
coszr, cos.rr, cos 3A*2 cos .rr-
cosxr, cos/r, cos xr-i cos r''2
(*) CauchYj Lcço/ii 5«/- /«'i applications du calcul infini têsimal. Préliminaires (lO'.î).
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Pour trois directions a, ft, c d'un même plan, on a
( sin ab -f- sin bc -h sin ca )* = 8
. ab . ^ac sin^ — sm* — 2 2
. .ab bc
sin-* — o sm' — 2 2
âC
bc
sm'
sin'
et pour quatre directions de l'espace (ou pour quatre plans) a, fc^ c, J, on a
sinai^^fl' sin 6cef sin cad sin abc
. fl^ , ae , .ad o sm* — sin^ — sin' —
. ,ab bc hd
sm* — o sin' — sm' —
ac
sin'
sm'
sm'
bc
cd o sin' —
ad . .bd , cd — sin^ — sin' —
ces déterminants pouvant être développés diaprés le
SV
Démonstration. — En prenant les axes auxiliaires o:, j, tels que sin xy = i , on a ( 1 }
sin bc =
cosx^ cos/6 cos^cc ces je
, etc.
(*) Le théorème de trigonométrie plane se trouve dans les Traités élémentaires. La proposition polyédrométrique correspondante a été énoncée et démontrée par Joachirasthal {loc. cit., 47), avec des inexactitudes dans les signes.
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et par suite (§ lU, 1)
sin ab -h sin bc -h sin ca =
I cosxb cosyb l cosxc CQSjrc
— (iinab -h sin bc -f- sin ra)' =
I cosxa cosya I cosxb cos yb I cosxr cos jrc
^11 ^la A,3 A„ Ajj A,3
'«31 Waï ^33
1 COS^a COS/tf
— I COS xi^ cosyb
— I çosj:c cos/c
en faisant (§ VI, 4)
//,, = — I -\-'CQ»*xa
-f- cos^x^ = o.
ab
hyi=i — i -\- cos xa cos-rb -+- cos ja cos yb= — i -f- cosab = — 2 sin' — ^
etc.
En faisant sortir le facteur ( — a)' du déterminant des éléments An , • . . . ^Ass (§ HI? 2), on obtient Téquation cidessus.
En introduisant ensuite ^es axes x, j^ z^ pour lesquels sin.r^2 == I, on a (6)
fÀnabc =
el par conséquent
CO$.rA COS/fl cosz^
cosx^ cosj^ cosz^ cos xc cos yc COS. zc
) tjiC • • • ^
»in nbd -H sin bcd -f- sinr</r/ — ^wxabc
COSJCVI
cosya
cos za
cosjr^
cosyb
cos zb
COS xc
cosyc
COS2C
ç.osxd
cosyd
cos zd
d'où, par une méthode analogue à la précédente,
/'si ^3»
^41 Kl
— (sin abd + sin bcd -h sin cad — sin abcy =
cos'za =0,
coszacosib
en posant
A,, = — I H- cos^xfl -\- cos'jû
/i,7= — I -h cosaracôsj?^ -f- CCS j«cos^^
'= — I -Hcosfl^ = — 2 sin' — j
ClC • • • 4
En dégageant de ce déterminant le facteur ( — 2)^, on obtient Téquation quMl s'agissait de démontrer.
li. En désignant par a^b^c les directions des rayons OA, OB, OC d'un cercle; par y, g^ h les carrés des côtés du triangle inscrit ABC 5 par r le rayon dtl cercle; en multipliant par 8r* les deux membres de la première des équations goniométriques établies au n° 10, et remarquant que
ab
T^ûnab = 2OAB, 4'*'*''*' — = A, elc. . . ;
on a
(4r.ABC)'=-
relation cdnnue.
En désignant par a, b^c\d les directions des rayons OA, OB, OC, OD d'une sphère; f^v f^g^h les carrés des arêtes BC, CA, AB du tétraèdre inscrit ABCD; par/', g', h les carrés des arêtes respectivement opposées AD, BD, CD; par r le rayon de la sphère; en multipliant par i6r* les deux membres de la seco.nde des équations élablies au n^ 10,
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ei observant que
r^sinabd = 60ABD, 4'^**'^' — = A, etc. .. ,
il vient
(24r ABCD)»=: —
AT
pour Texpression du rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre, en fonction des arêtes et du volume (*).
12. Le produit, que l'on rencontre souvent, de deux longueurs par le cosinus de Fangle qu'elles comprennent, peut s'exprimer au moyen des carrés des droites qui joignent les extrémités de ces longueurs, moyennant quoi les produits de polygones et de polyèdres peuvent prendre des formes remarquables.
En prenant les notations du n^ 5, III, on a
2AB.CDCOS771 =2AD.CDcosa,7i — 2BD.GDcos^i7i.
Or on a généralement
2 AD.GDcosa,7, = AD' -+- CD» — AC, 2 BC, CD cosp.v, = BD' 4- CD» — BC»,
et par suite
AB.CDCOS77, = AD' — BD' — (AC — BC
43. En désignant par /i,,^ le carré de la distance A, B;i, on a, pour deux triangles dont les plans font entre eux
(*) La relation trouvée par Crellc {Maih. Au/satze^i. I, ]>. 117) a clé ramenée » cette forme par Joachimsthnl, loc . cit . ( 37). ( * * ) Carnot, loc . rit .
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l'aogle <jp,
l6 Ai Â2 A3 . Bi B3B4 . COS (f =
1 du dix ^31
les premiers indices se rapportant au premier triangle, et les seconds indices au second triangle.
Démonstration, — D'après (3), on a, en vertu des notations adoptées,
16 A, A2 A3 . B, B3 B3 . cos<p = Or on a (12)
^Ci,k = C^jJ — di^i — (dn — ^/,, ).
Le déterminant
di2 — dn — (dit — dii), dn — ^32 — [du — d^i) d\z — û?23 — {d\\ — ^21)* ^13 — ^33 — [di\ — d^x)
peut (§ II5 6, et § III, 4) se transformer en
1, dxi — <^ai — (<^t 1 — ^21), dxx — ^31 — '(«^11 — ^31) I, dxi — ^22 — (^11 — dix)y dxt — d^t — [dxx — dzx)
«J ^13 ^23 (^11 dtx)y ^13 ^33 (^M ^31 )
1, dxx — dix 9 dix — d^t
ï> di2 "22 > "I2""~"32
I j «13 <*23 J dx3 «33
dix,
dxx — dix^
dxx — d^x
dti,
dxf ^22,
dx2 ^32
dxit
dxz ^23 >
dxx
flfji
dxi
di3
dss
Corollaire L — Si les points Bi , 6s , Bs coïncident res-
( *) La proposition établie pour la première fois par Von Staudt, hc. Ci/., a été mise sous cette forme, d'après Cayley, par Sylvester {Vhilosophical Magazine, i852; t. Il, p. 335), Voir ci-dessous, § XVlll, 9 et 12.
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pectivemenl avec les pointa Ai , A, , As , on a
COSf = I, diji=:dk^i, di^iZriOf
et par suite
dn
rf..
rf«
dn
ce qui coïncide avec Texpression connue de la surface d'un triangle en fonction de ses côtés (§ Y, 2).
La condition pour que Ai , Ai , As soient en ligne droite sera
1 o £/„ rf,3
Pour une position quelconque d'un point sur la droite qui passe par les deux autres points, il y a un des facteurs du déterminant qui s'évanouit.
Corollaire II. — La surface d^un quadrilatère plan étant
A| Aj A3 A4 ^^ Al Aj A3 -T" A| A3 A4 y
on a, pour deux quadrilatères plans, dont les plans font entre eux un angle f ,
16 A| A3 A3 A4 . B| B3 B3 84 . ces 7 i6Ai A3A3.B(B3B3.cos^+ 16 A, A3A3.B1B3B4 cosf i6Ai A3A4.B, BsBs.cos^ + 16 A| As A4.B|B3B4.cos^
1 ^/„ r/3, di, ï d\7, ^3 ^M
du
rf.>
rfn
dy.
APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS. 2oS
Si donc A et B sont les surfaces de deux polygones plans de m et de n côtés, dont les plans font entre eux Tangle f, ABcosf sera la somme, prise négativement, de ^ (m — 2) (n -T- a) déterminants du quatrième degré et de la forme ci-dessus. Ce sera donc une fonction rationnelle et entière des carrés des droites qui joignent les sommets de l'un des polygones avec ceux de l'autre (*).
14. En désignant par di^i, le carré de la distance A, B^, on à, pour deux tétraèdres,
200 At A} A3 A4 . B| B2 B3 B4 =
du d-n d^i d^x
«la «25 ajj «ijj
du du di
SI
les premiers indices se rapportant au premier tétraèdre, et les seconds indices au second tétraèdre.
Démonstration. '-' Le produit cherché est, par le n** 7, égal au déterminant
-dii — (du — dii}^ di2 — ^32 — (du — dn)y d^^ — d^^ — (^u — ^^41) -dn — {dxx — dix)^ </i3 — ^33 — (^11 — ^31 )j ^»3 — ^43 — [du — ^41)
-^^24 (^11 dix)y dit ^34 — (du — ^3,), £/,4 — d^^ — (du — ^41)
lequel peut se transformer, de la manière indiquée au nO 13, en
I , du — du , rfii — (^31 , «^11 — ^41
ly «12 -— dn 9 "lï *"~ "sa y d\2 — «42
Ij "I3"~"I3> «13— O33J. «13 «43
I, l/,4 ^24 > «^14 — ^a4 y dii ^44
1 du d-n d^x du
1 di2 d^i d^2 ^42 • ^13 d:i3 thr, d^
1 ô,4 ri24 r/3, dt
( * ) Von Stabdt, loc . c'a .
Corollaire 1. — Si Ton fait coïncider les points Bi , Bg , B,, B4 respectivement avec Ai, Aj, As, A4, on a
(ii,k = ffi,
du ■■
et par suite
du
dn
du
rfu
du
du
En développant ce déterminant diaprés le § V, 2, on retrouve la formule connue, donnée par Euler (iVoi^. Conim. Petrop.y t. IV, p. i58) pour le calcul du volume du tétraèdre en fonction des arêtes.
La condition pour que les points Aj, At, As, A4 soient dans un même plan sera
dn
rfu
dr.
du
du
ce qui s'accorde avec Téquation entre les distances mutuelles de quatre points d'un même plan (Euler, ^cta Petrop.9 6, 1, p. 3.)
Corollaire II. — Un polyèdre étant donné, onpeut, au moyen des droites tirées d'un sommet Ai vers les autres sommets As, A3, A4, ... , et des plans qui comprennent ces. droites prises convenablement deux à deux, le décomposer en pyramides triangulaires, ayant pour sommet commun Al, et pour bases des portions de la surface du polyèdre. Rangeons les systèmes de trois points, qui déterminent les bases de ces pyramides, dans un ordre tel, que
toutes les portions de la surface du polyèdre, vues de dehors, soient de même sens. Alors les pyramides qui composent le polyèdre seront de même signe ou de signe contraire, suivant que leurs bases, vues du sommet Aj, seront de même sens ou de sens contraire.
On peut d'après cela considérer le produit de deux polyèdres comme une somme de produits de tétraèdres pris deux à deux, et le mettre sous la forme d'une somme de déterminants du cinquième degré, tels que ceux que nous venons d'indiquer. Le produit de deux polyèdres est par conséquent une fonction rationnelle et entière des carrés des droites qui joignent les sommets de l'un des polyèdres avec ceux de l'autre, comme v. Staudt l'a remarqué.
En désignant par
OBC=/, OCA=/., OAB=/,
les faces d'un angle solide d'un tétraèdre^ et par sinon l^' sinus de l'angle solide polaire de celui du tétraèdre, tel que les arêtes du premier soient les normales, prolongées extérieurement, aux faces du second, on a
(0ABC)» = -/^./,5in„.. (♦).
Démonstration. — Désignons OA, OB, OC par /*, /',, r,,. et rr, cosrrj par ^oi = «lo^ etc. On a (§ XVI, 4, et s XVII, 7).
ûio ûn «12
(*) Bretschneider, GeowM?//-i>, (.^-p. Cette éqii.ition ne diiïèrc pas essentiellement de celle de Lagrange {Sur les pjr ^ 17), et est ici démontrée d'une manière semblable ù celle que Lagrnnge a employée.
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Soit de plus ocqo 1^ coefficient de aoo dans ce déterminant, elc , . . . , on a (§ VII, 1 )
Or on a (3)
»!• *ll *l»
Oliê «ai «52
=4A = 4//; cos,,.
en désignant par cosoi le cosinus de Tangle que forment les normales élevées extérieurement aux surfaces 06C et OC A. Delà résulte
I cos», COS«2
On
^tx
Oxt
«mT
ÛJ2
Oi.
(60ABC)« = 4V'/;/î
ces», I • ces,,
COSo2 COSi2 I
d'où s'ensuit, d'après le § XVI, 2, la démonstration de la proposition énoncée.
Remarque. — On déduit delà même manière du§ XVn,7, Téquation
lu lu 731
( 36 AAi As A3. 66,6363)'=: 7,2 732 732 ,
7ii 7ti9 • • • 9 étant les coefficients de Cn, Cn, . . . , dans le déterminant des éléments C|iy*..,C9s, et désignant des produits de surfaces de l'espèce considérée au n^ 3.
16. Lagrange (5ttr les pyr,^ i^î) a remarqué que, pour la quatrième face ABC du tétraèdre, on a, d'après les notations adoptées au n^ 15, l'équation
4(A6C)' = aoo-4- a,,4-aa2 4- 2a„ +2 a,, -h 2a2o,
OU bien
(ABC)^ ==/» -+- /î-h/î-h 2//COS,, 4- 2/,/, ces,, 4- 2/,/cos,o.
Cette équation s'obtient de la manière la plus simple, en la considérant comme la corrélative polaire de Téquation létragonométrique {voir § XVI, 4, et § XVIII, 2, corollaire)
r* = x' -h J* -+- ^* -+" a a:jr cosxj 4- ^jrz cosyz -H 2 «.r ces zx.
ATaidedes formules trouvées pour (2 ABC)* et (60ABC)*, Lagrange (Sur les pyr., 17) a entrepris la résolution du problème qui consiste à déterminer le tétraèdre de volume maximum ou minimum, parmi ceux dont les faces ont les ai res données jtfufitfh- A cause de
«00 4- «Il 4-a«-|-2aoi 4- 2a„ 4- 2aa, = 4/î,
la quatrième puissance du sextuple du volume du tétraèdre, savoir (15),
«00 «01 «OJ «01 «Il «u «oa «12 «aj
sera une fonction de variables aoi, <Xot, «it, dont la somme s* a une valeur donnée. Les conditions pour que h obtienne une valeur maximum ou minimum sont, comme on sait,
du dv du, dv du dv
doL^i rfooi ' dctoi ^«oa ^«12 dota
IL désignant une nouvelle variable, qu'il s'agit d'éliminer entre ces équations. Qr - — — est le coefficient de «4),
dans u (§ III, 9), et a pour valeur Raoi (§ Vil, 3), eu
posant (t5)
tfof floi ^02
«•I Û|| «la 002 flia «îî
De plus 9 on a -^ = i y clc .... ; par conséquent le tétraèdre
cherché doit satisfaire aux conditions a^ = a^^ = ^i*» c'està-dire
rr , cos TTi z=. rr^ cos rr^ = r , r j ces r, r, .
En posant la valeur commune de ces produits d'arêtes := v^, il vient
/^rj r} = (Ô -h «m) (Ô -h a„)(e -h a„),
pour le calcul de r, ri, r, au moyen des quantités données et de la quantité d, qui reste encore à déterminer. Or on a, dans le cas actuel,
«0. -h a„ -f. «,. = 3e — (r^ -+- r; -h r\) yjl
= là quantité constante («oo + «ii -H «u — 4fl)y qtie
nous désignerons, pour abréger, par — c. On lire de là
(0-ha„)(e + a„) (ô-f- «2,) (9 -h a«o) {©-!-«••)(©-♦-«„)
f- «n 9 -f-ajî
= 39' + 29(c — 4/J)-f-<?% 9 (9 -f- a..)' (9 -f- a„)»-h9(9 4- a22)'(9 + aoo)' -f- 9 (9 + a«.)» (9 -|- a„)^ = [39^4.29(r — 4/l)-|-c»]{9-t-ao.)(9 + a..)(9-ha„),
équation dû quatrième degré pour le calcul de la quantité auxiliaire 6 au moyen des quantités données. Cette équation
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a toujours une racine réelle positive, puisque le coefficient de 6*: dans le premier membre, et le terme connu, dans le second niembre, sont de même signe.
11 reste encore à désirer une dise de celle équation, ainsi que l'éU métriques des tétraèdres qui ont un des valeurs données des aires de le
§ XVni. — Relations poly poiyédrométrù
i. Soient AB = «,,BC = a,,..., MN = «„_,, NA = <j„ les côtés d'un polygone donné quelconque, et C0Sp_, le cosinus de l'angle que la droite sur laquelle est pris le i"'"' côté du polygone fait avec une droite donnée quelconque. On a
En effet, si l'on désigne par A, , Bj , . . . les projections orthogonales de A, B,. . . sur la droite donnée, on a
. A, B, + B, C, + . . . + M, N, + S, A, = o, en supposant A, B, ^ — B, Aj, etc. On a
A,B, = ABeos,.,, de quelque manière qu'on ait choisi la direction des segments positifs sur les droites dont AB et A, B, sont des segments, parce que, en changeant une direction en son opposée, il y a deux des quantités AB, A| B, , cos^^, qui changent de signe. En substituant les valeurs de A, B, , B,C,,..., on obtient l'équation fondamentale de la polygonométrie que nous venons de poser.
(■ ) Lcimu., iVov. Comm, l'riivp., 19, p. 187. — t'Hni.itr, Paiygonamé-
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Réciproquement, si ai , a,,. . ., a„ désignent des segments de direction donnée, et cos^,, le cosinus de Tanglc que fait la.droite sur laquelle est pris le i'''^ segment avec une droite quelconque \ si la somme
«âCos^,, -+- ajcos^,,-!-. . . -h «„cos^.„
s évanouit, de quelque manière que Ton choisisse la droite arbitraire; on obtient un polygone fermé lorsque, sans changer la direction des segments, on fait coïncider le commencement du second avec la fin du premier, le commencement du troisième avec la fin du second, etc ; car, dans le cas où la fin du dernier segment ne coïnciderait pas avec le commencement du premier, la somme
ûi cos^,, -î- a, 008^,, H- . . . -4- «„ cos^,„
ne serait pas nulle en général, ce qui serait contraire à Thypothèse.
%. Si les périmètres des faces d'un polyèdre quelconque sont tels, que toutes les faces, vues de dehors, soient de même sens; si, déplus, après avoir fixé dans chacun des plans le sens des angles et des surfaces positifs, on pose les faces du polyèdre = ai , cX] ) • • - 9 °^n^ ^î enfin cos^^- est le cosinus de Tangle que le plan sur lequel est située la face ai fait avec un plan pris arbitrairement; on a
«1 COS^,, -h «a COS^,, -h ... 4- a«COS^,„ = O (*).
Démonstration^ — Considérons, d'après ce qui a été dit dans le corollaire II du § XVII, 14, le polyèdre comme décomposé en tétraèdres : soient ABCD l'un d'eux et Ai Bi Ci D| sa projection sur le plan arbitraire. On a (§ XVI, 5)
(*) VHmiAtA, Théorèmes de P oly êdr orné trie j 1799 ( Mémoires présentés à riustitut, t. \, i8o5, p. 264). — CARNOiip/oc. cit.
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et par suite
ABC cosp^h -+- CBD coSp,i -h BAD cos^,* -h ACD coSpj = o,
hy I, k^ l étant les indices relatifs aux plans des triangles projetés. Il existera des équations analogues pour les autres tétraèdres qui composent le polyèdre. En faisant la somme de toutes ces équations, on trouve
«1 cos^,, H- a, cos^,j -f- . . . 4- a„ cos^,„ = o ,
parce que chacun des triangles qui n'appartiennent pas à la surface du polyèdre appartient aux surfaces de deux tétraèdres, comme positif pour Tun et comme négatif pour l'autre, de telle sorte qu'il disparait de la somme. Si, par exemple, le polyèdre est la somme des tétraèdres ABCD et ADCE, la surface de ABCD sera formée de
ABC, ACD, CBD, BAD
et celle de ADCE de
ADC, ACE, CDE, DAË,
et Ton voit que les faces ACD et ADC, situées sur le plan diagonal, sont égales et de signes contraires.
Corollaire. — Si l'on élève sur les faces du polyèdre les perpendiculaires ^1,^1,..., a„, dirigées extérieurement, et proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont respectivement perpendiculaires, on a aussi, en vertu de l'équation que nous venons de démontrer,
où l'on peut entendre maintenant par cos^^, le cosinus de l'angle que la droite sur laquelle est comptée la distance a^ fait avec la normale à un plan donné arbitrairement, c'est-à-dire avec une droite quelconque. On obtient par
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conséquent (1) un polygone fermé, lorsque, sans changer la direction des segments ^i , n, , . . . , a„, on fait coïncider le commencement du second avec la fin du premier, le commencement du troisième avec la fin du second, etc. Les angles des côtés de ce polygone sont égaux aux angles des faces du polyèdre, de sorte que à toute relation polygonométrique correspond une relation polyédrométrique.
3. Si les droites (plans) répondant aux divers indices sont parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) quelconque, on aura
cos,,, cos,,, . .. cos,.„
ces,,, COS2,2 . . C0S2.„
ros„,, cos„,2 . . . cos„.rt
en même ten^ps que cos,,, = i , cos,^i = cos*^, .
Démonstration, — De Téquation démontrée ci-dessus résulte le système d'équations linéaires
a, CCS,,, -4- tfa cos,,2 -h ... H- fl,cas,,„ =r o,
û, cps„., -H«2 cos„,., -h . . -+- tf„cos,,„ = o. ■
La résultante de ce système linéaire (§ IX, 3) est précisément l'équation qu'il s'agissait de démontrer.
Puisque troi$ droites x, y^ /', parallèles à un même plan, sont aussi parallèles aux côtés d'un certain triangle, on a, comme on sait.
I CCS xr co^jrr
ces xr I cos xy
cos yr c*c)S xy i
Etant données quatre droites (plans) quelconques x,j^, 2, r, on peut construire un quadrilatère (tétraèdre), dont
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les côtés (faces) soient parallèles aux droites (plans). On a par conséquent \
(II
cesxr
ces yr
cos zr
cosxr
ces j:/
cosxz
cosyr
cosxy
cos ^2
ces zr
ces xz
cas yz
Cette équation, que Ton peut développer d'après le §V, 2, fait connaître la liaison qui existe entre les cosinus des angles formés par quatre droites (plans), entre les côtés et les diagonales d'un quadrilatère sphérîque, entre les angles dièdres d'un tétraèdre.
Si, en particulier, x, j , ^, r désignent les directions des arêtes AB, AC, AD, et du rayon AE de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD, en faisant AB = i, AC = c, AD = d^ AE = e, on a
I : cos xr : cos yr : cos zr : = ne : b : <: : d, et par suite (§ III, 2)
(III
cosxy
cosxz
cosxy
cosyz
cosxz
cosyz
formule qui sert à calculer le rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre en fonction des arêtes d'un angle solide et des angles que ces arêtes font entre elles. Si au contraire E désigne un cinquième point quelconque de l'espace, on
C* ) Carnot, Géom. de pos., 35o .
(*'*) \jV.GEViiR^, Éléments de Géométrie, Note V. Celte équation ne diffère pas essentiellement de Téquation donnée par Lagrange (Sri; les pyr ,, i\ ).
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a, diaprés les notations précédentes (§ III, 2),
e^ be ces xr ce ces yr de cos zr
be cos xr b^ bc cos ry bd cos xz
ce cos j^r bc cos xy c* crf cos ^s
^ cos sr bd cos xz cdcosyz d*
IV
En exprimant le produit de segments be cos xr au moyen des carrés des côtés du triangle ABE, et de même pour les autres, on obtient l'équation entre les carrés des distances mutuelles de cinq points de Tespace. Cette équation est du second degré par rapport au carré de chaque distance, ce qui s'accorde avec la construction au moyen de laquelle on trouve une des distances, connaissant les autres (*),
i. Du système d'équations linéaires ( I )
«, COS^,, -+- ûi COSp,, -h ... -h «n COSp,„ =r O, tff COSj,, H- a, COSj., -+-... -h «« COS2,„ = O,
«1 COS„,, -h fl, COS*., H- . . . -f- «,. COS„,„ = O,
résulte Téquation plus générale
COSp,, COS^,2 . . . cos^.H
cos,j cos,,, . . . cos,,„ cos„., cos„,, . . . cos„,„
qui exprimo la dépendance entre les angles formés par n -h i droites (plans) lorsque n de ces droites (plans) sont parallèles aux côtés (faces) d'un polygone (polyèdre) de n côtés (faces).
{*) Carnot, Céom» de pas. y 359. Mémoire sur la relation ifui existe, etc., 56. Cette équation ne diH'èic que par la (orme de Téqualion donnée par Lagrange {Sur tes pjr.y 19).
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Dans la théorie analytique de la ligne droite, on fait usage principalement des cas particuliers suivants :
CCS rs ces xs ces jrs CCS xr I ces xy
cosjrr cos xy i
cosr^ coso:^ cosys cos^^
cosxr I cos xjr cosxz
cos fr cositx ^ cosyz
cos zr cosxz cos 72; i
pour la détermination de Tangle de deux droites au moyen des angles que ces* droites forment avec les axes coordonnés.
5. Du système d'équations linéaires enaployé au n° 3 on peut déduire les rapports des côtés d'un polygone (ou des faces d'un polyèdre). D'après le § IX, 3 , en ayant égard au § VII, 5, on trouve
^1 : «2 : «3 : • . . = v^Pi,i : /pT»/ \/p3,3 : . • . ,
^i^i étant le coefficient de cos,,, dans le déterminant
coSi,t cos, ,2 . . . cos,, à
COSj,i COS2,2 . • • COSj,»
COS„,, COSfl,2 . • . cos„,„
Pour » = 3, jSi,! se réduit à sin^ 3, ^5,2 à sinj 3, ^3,3 à sin* , , ce qui s'accorde avec la proposition connue sur les rapports des côtés d'un triangle.
Si w^3, et que le polygone soit plan, alors j3i,i, (^Sjâî . • • ? ^n,n s'annulent (3), parce que n — i droites dans un plan forment un polygone de n — i côtés. Les rapports
(*) Magnus^ Anal. Gconi. des IXaumes, ^ IX, (7). — Voir an Mémoire dt-^ l'auteur, Journal de Crelle, t. Xl.VÏ, p. l'i.i. ^
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des cotés d'un polygone plan sont donc en général des fonctions indéterminées des angles formés par les cètés.
Si /î = 4 , et que le polygone ne soit pas plan , on a
S XVI
P„ = sinî,,, p„=sin?,,, p33 = sinî,,, p„ = sin;
On a par conséquent, en n*ayant égard qu'à la valeur absolue,
«I : flj : «3 I «4 = sinjj* : sin.a* : sin,24 : sin,23,
d*où Ton déduit la relation tétraédrométrique correspondante, qui donne les rapports des faces d'un tétraèdre [*). En vertu de la proportion que nous venons de trouver, on a (1)
/P^ COSp,, -h \/p2,jCOS^,. -f- . . . -h V/ Pfl.n COS^,„ = O ,
les signes de tous les radicaux étant déterminés par le signe d'un quelconque d'entre eux. Dans le cas le plus simple, on a
sinjs coSp,i 4- sinji cos^,, -f- sin,, 005^,3 = o ,
formule connue de goniométrie.
6. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC est déterminée avec ambiguïté par les trois distances AP, BP, CP. La détermination devient complète, lorsque l'on connaît en outre la distance CWP, dont le carré est lié avec les trois premières distances par une équation du troisième degré (3). Si l'on désigne, dune part,
AP^ , BP' , CP' ;
OA^ , OB' , OQ' , OF
OA.OP.cosAOP, OB.OP.cosBOP, OC . OP . cos COP ,
( * ) KRËThCH!SËiDt:u, Gconu'tnt', 677.
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respectivement par
g^> gi'y
tif
et d'autre part, les coordonnées des points
par rapport à trois axes menés par le point O, pai*
il existe, entre les deux manières de déterminer P, les relations suivantes (*).
On obtient d'abord, par des considérations trigonométriques, les équations
auxquelles il faut joindre, pour la détermination de A, l'équation (3, IV)
ai fh
(II
hx «M «12 «la
en désignant
OA.OB.cosAOB, OA.OC.cosAOC, OB.OC cosBOC respectivement par
On trouve de plus, par la projection orthogonale [^voir § XVI, 4),
(III) A., = a:X2-+-rY-i-+-2Z2,,
( '* ) Lagrange, ^ur les f^jf ., i!^
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en posant, pour abréger,
X, -I- j^i cosjy<- -|-z, cosxz = Xi,
Xi cosxjr -f-j, H- z, cosyz = Y, ,
X| cos xz -f- j^, cos x^ "+- -^i
et de même pour les autres.
On a réciproquement (§ IX, 1 )
(X.)H-Aa(X0-l-A3{X,),
(IV) j Rr = A.(Y,)+A,(Y,) + A.{Y,),
( Kz =h, (Z,)-)-A,(Z,) -f-A,(Z,),
en posant
Jr, r, z,
I ces ^/
cos xz
JTj r» 2i
cos xy I
X3 X, Zj
:60ABCsîn
xy*
cosxz COSJ*
et désignant par (X|), ... les coefficients de Xi , . . . dans R, lesquels peuvent se développer d'après le § VI, 5.
Si, en particulier, P est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre OABC, on a g*! = g*! = g^j = A , et par ,1 ,1 ,1
suite /î,= -«11, /l, = -£/,,, /i5= -«88, . . . .
7. La position du point P par rapport au tétraèdre OABC est complètement déterminée par ses distances à trois des faces du tétraèdre, en comptant positivement les distances normales dirigées vers Tintérieur, négativement les distances normales dirigées vers l'extérieur (ou *vice "versâ). Désignons, d'une part, les faces OBC, OCA,OAB, CBA par/i > f\y f%y f\ les distances du poiut P à ces faces par /i, , p^f Pi, p\ d'autre part^ les coordonnées des points A, B, C, P, par rapport à trois axes passant par O, comme
précédemment : on a, entre ces déterminations de P les relations suivantes (*).
Posons, comme au § XVI, 7,
OABC : OBCP : ocap : oabp : cbap = i : j*. : fx, : p, : ^ ,
6 OABC = V sin xyz ; on en tire
I : fAi : fAj : f*s : f* = V sinxjrz : 2/,/?, : ^f^pi : 2/3/?^ : 7./p ,
'^ sin xyz
On a, par cette substitution,
sm xyz
= Çi^-h»îi7-h Ç.2,
^ ' ' sm xjrz
sm ar/z
et réciproquement
"xVsmxxz =/ipt xt -^rf-ip-i x^ -H/a/^a ^s ,
(II) I -r Vsina?rz =Ap^yy -^-Ap^yt -^fzp^y^ .
-z Vsinj?xz ^=fxP\ Zi -\-fiPiZi -k-f^p^z^,
En vertu de Téquation |jt -h /m, + f/, + fxs = i , on a (in) fp -4-/. p, -4-/^ A?2 4-/3/^3 = ;^ V sin x/z .
Si, en particulier, P est le centre d'une sphère tangente
( * ) LagrangE; loc . cil .,24.
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aux faces du tétraèdre, les valeurs absolues dep, pi, pf, p% sont égales entre elles, tandis que les signes de ces quantités diffèrent suivant que les diverses faces sont touchées intérieurement ou extérieurement. En désignant par p le rayon de la sphère inscrite proprement dite, on a
(/-h/ H-/t -H/3*) P = - V sin xjrz , (/-+-/ -4-/a -h/a ) X =/, X, -f-/j X, -f-/3 X3 ,
(/-+-/ -»-/*-4-/8)r =/ri-h/»rj4-/»rai
Si p' est le rayon de la sphère qui touche extérieurement la face/, et intérieurement les autres faces, on a /?= — p', pi=z p^z=z p^ = p\ etc. En faisant toutes les combinaisons de signes possibles, on trouve onze rayons, dont six sont égaux deux à deux, et huit rentres.
8. Les relations qui existent (*) entre les coordonnées gf , g%^ git ou A, , A, , As (6) du point P, et les coordonnées Ui , fXt , fXs , ou pi , ps , pz (7 ) du même point, s'obtiennent par la substitution des valeurs de x, y.^ 2, trouvées au § XVI, 7, dans les expressions que l'on vient de trouver pour hi, hi^ h^. Dans la formule
ht = fii (x, X, -4- j, Y, -h z, Z,) 4- fxj (jTîX, -♦- jaY, -h ZjZ,)
le coefficient de fXi a pour valeur OA' = an , le coefficient defXj pour valeur OA .OB.cos AOB = a,j, etc. {Démonstratioriy § XVI, 4). On a, d'après cela,
(I) j ^2= fA|<'l2H-fAt«M-hp3^î3»
\ A3 =r fx, a, 3 -\- ^, «23 -f- fX3 «33 .
(*) Lagrance, loc. ci t. y 06.
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Au lieu de développer le déterminant que Ton doit égaler à zéro pour calculer h (6), on peut poser immédiatement, comme ci-dessus,
et il vient
A = jrX-hrY-hzZ,
^ = /Al ^l -h fA2 /«2 -h fAs /'3
PïfA3«23.
Réciproquement (§XVn, 7; § IX, 1) on a
= V* sin'. rjz,
(III
Cl\x 0x2 «13 «12 «22 «23
p, Y^Sin^xjrz = A, a,, 4- h; a„ -f- h^ a,, , liiY^sïn^xxz = hy cLi^ + h^ «2j -h h^ aj3, /*3 V sin'^jz = h, a,3 4- ^2 «23 4- A3 aj,,
«11» «!«*••• étant les coefficients de a,i, a,,, . . . dans le déterminant qui exprime V* sin* a?^z.
Au moyen des substitutions
fx,Vsinxrz = 2/,>»,, etc. . (7), «n = 4/î> ai» = 4/i/2COSn, etc. . . (§ XVII, 5; § XVII, I»),
on déduit des relations ci -dessus les suivantes
- /i, V Sinorj? =/,/?,«„ 4-/, ;?j/jf„ -4-/3 ;>3fl,3,
(iv)
- Aa Vsin.«)^2; =/,/?, a,2 4-/2 //2«„ 4-/3 /?3«23,
- fhysxTKxyz =f,p,a,:, 4-/, P2«23 4-/, /?3«33,
-/.V^sin».rrz=/J/;;«,.-+./J;,î«,,^-/J;,;«
f^PxPia,^ '\-'^fxfzPi A'3«I3 4- 2 /, /3/?2/J
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et réciproquement
(V) { -/>jVsinarjz = Aj/coSiiH-Aî/a 4- A3/3COS23, ' 2
- i?3 Vsin.r/« = A| /, cos,3 -h A,/, ces,, -h A»/,.
9. La relation entre quatre points A, B, C, D d'un même cercle peut s^exprimer au moyen des propriétés des * angles, des distances ou des aires, qui sont déterminés par les points en question. Diaprés un théorème connu, contenu dans les Éléments (TEuclide^ la dîflérence des angles
ACB — ADB = ou =1 8o«»,
d'où en général,
(I) 2(ACB — ADB) = (*),
lorsque les points donnés sont sur un même cercle, et que Ton prend avec le même signe les angles décrits par des rotations eirecluées dans le même sens. L^angle zéro équivaut à 36o^.
De plus, d'après le théorème de Ptolémée [jélmageste ^ I, 9), on a
en désignant par p^ q^ r les produits des carrés des droites opposées qui joignent les quatre points du cercle A , B, C, D. On tire de cette équation l'équation rationnelle entre les carrés des distances mutuelles de ces quatre points. On peut établir une équation analogue à cette dernière entre
{*) MoEBics, Kreisvenvandlschaft, § XIV .
les carrés des distances mutuelles de cinq points d'une sphère.
On connaît enfin les relations entre quatre points d'un* cercle ou cinq points d'une sphère, et un autre point quelconque : la dernière de ces relations est contenue dans un théorème de Feuerbach (Untersuchung der dreieckigen Pyramide, p. i5), qui a été reproduit par Cayley (Cambr, Math. Jour,^ II, p. 268) et par Luchterhand^ [Journal de Crelle^ XXIII, p. SyS). Ces mêmes relations ont été déduites des principes du calcul barycentrique par Môbîus (Journal de Crelle^ XXVI, p. 26). Voici la méthode de Cayley, fondée sur l'emploi des déterminants :
Supposons que les points A, B, C, D d'un cercle soient donnés, par rapport à un système d'axes rectangulaires, dont l'origine est O, par leurs coordonnées (jr, y)^ (x,, j-,), (xj, j",), (^^8,^3). On a, comme on sait,
a -h bx -f- c)
a -f- bx.-^rcy,.
a -f- bx^ -h r> 3,
et par suite (§IX, 3)
(III
■^il-^j' I •»■•: rai
Le développement de ce déterminant, d'après le §111, 6, donne, en ayant égard au § XVI, 5,
0A^ BCD . — 0B^ CDA -f-OC'.DAB — OD^ABC = o.
En construisant OP perpendiculaire au plan du cercle, et ajoutant à l'équation précédente l'identité (^ XVI, 5)
OP^(BCD — CDA -f- DAB — ABC) == o,
il vient
/IV) PA^BCD — PB'.GDA -h PC?.DAB — PD^ ABC = o,
P désignant un point quelconque de Tespace. On a en particulier, lorsque P coïncide avec D,
DA'.BCD -f- DB'.CAD -f-DC'. ABD = o.
Soient donnés pareillement les points A, B^ C, D, E. d'une sphère, rapportés à un système d'axes rectangulaires, par leurs coordonnées (Xy fj z)^ etc • . . Des équations
X* -h j* 4- «' = « -h ^iSF -h O "^ ^^^9
il résulte
En développant ce déterminant (§ XVI, 6), il vient
J 0A« BCDE -h OB' . CDEA -f- OC'.DEAB -+- OD'.EABC ^ ' ^ ' OE».ABCD = o,
O désignant un point quelconque de l'espace . D'après les notations adoptées au § XVI, 7, on a
/x, OA* -h f*jOB» H- ^,0C» -+- p OD' = OE»;
c'est-à-dîre que, siju, juii, fX|, fi^ sont les coefficients coordonnés de E par rapport à la pyramide DABC, alors, pour tous les points O d'une sphère décrite du centre E, la quantité fxOD" -Hf/iOA" -hf^jOB* -hf/jOC* est constante (Feuerbach). On a en particulier
AB» . CDEA 4- AC' . DEAB -f- AD» EABC -t- AE^ ABCD = o, fA,DA' -h PïDB» -H fiaDC' =r DE".
En multipliant les déterminants (III) et (V) respectivement par
I, as^ 4-7', —2Xy — 2/
et par
It ^l+Xlf — 2X„ —27,
I, ^î + rî + ^fj, —2x4, —2/4, — a«4 on trouve (§ VI, 3)
daa . » , Ui
et
AC
en faisant, dans le premier cas,
i/„ == a:» -hjr' -1- jr J _f- jr J — 2x^,
rf„=:X»4-r'-f-^ÎH-/i! --2XX,
et dans le second cas,
i/,,=:X* + 7*-f-Z*-l-X* -h/' -h** — 7j:' — 27' — 2ï* =0, rt„ = jf»-h r'-H^' -+- ^î-f-7Î -+-2? — 2j:j?, — 277, — 23«, =ABS <eic
Par conséquent Téquation annoncée entre les distances mutuelles de quatre points d^un cercle sera (Cayley)
o £/«, rfoa £/.3 d^i dn dii o
VIII
du
rf..
dn
du
du
du
du
du
.Ces déterminants peuvent se développer d'après le § V, 2.
10. Le« relations trouvées, de (III) à (VIII), ont lieu pour les points d'une ellipse ou d'une hyperbole, d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde (*), en divisant le carré de chaque distance par le carré du demi-diamètre qui lui est parallèle.
Démonstration. — ^ Si, au lieu de la ëphëre, on considère une des surfaces du second degré dont nous avons parlé, let que les coordonnées orthogonales soient parallèles aux axes principaux de la surface, l'équation
x^ -^jr^ -4- z' = <i -+- ^4? -I- cf -4- cfe
se changera en celle-ci,
6 et €i désignant l'unité positive ou négative. Il s'ensuit que, dans l'équation (V), t'-|-j^' -t- 2* se trouve remplacé par
Soit maintenant MA, le demi-diamètre de la surface qui
(* ) I/extension des propositions précédentes à Tellipse et k rellipsoïde a «•té remarquée par Brioschi (Journal de Crrlhy t. L, p. a36).
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a la même direction que OA, et soient^ de plus, p, 9, ries coordonnées de A^ par rapport aux axes principaux de la surface. On a, par des prdpositions élémentaires,
:c :jr : 3 : OA=p : q : r : MA,.
Mais, à cause de la relation connue
Si
on a
Par conséquent, dans (IV) et dans (VI), on introduira
OA» OB' OC
MAj' mb;' mcî' •"
au lieu de OA', OB', OC, . . . , les autres quantités ne subissant aucun changement.
En multipliant ensuite le déterminant
xf
par le déterminant
(*) Cette propriété a été indiquée par Joachimsthaî, Journal de Crellef t. KL, p. 32.
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il vient TejL pression
. . di
en posant
-hC, 2 2i-r 2f, --
expression que Ton trouve, coinme ci-dessus, égale à A 6* divisé par le carré du demi -diamètre parallèle à AB; et ainsi de suite.
11. Une section conique dt| second degré est déterminée par un de ses foyers O et par trois autres points A, 6, C; par conséquent quatre points et un foyer d'une même conique doivent avoir entre eux une certaine relation. La surface de révolution du second degré qui résulte de la rotation d'une section conique autour de son axe principal, est déterminée par un de ses foyers O et par quatre autres points A, B, C, D, de çorte qu*i| doit exister un^ relation entre eipq points d'une pareille surface et Tun de ses foyers. Ces relations ont été indiquées et démontrées p£ir Môbius [Journal de Crellcy t. XXVI, p. 29).
On peut déduire ces relations de ce théorème connu, que le rayon vecteur OA = r d'une section conique ou d'une surface de révolution de l'espèce indiquée est une fonction
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linéaire d«s coordonnées x, y^ ou a:, y^ z du point A, par rapport à des axes quelconques. Soient a?!, j^i ou Xi, ^,, Zi les coordonnées de B, etc ....*, on a
r =. a '\' hx -\- cy y r = a -i- bx -{- cjr ~\* dz , rt=a-h bxi-^cjr^y
Ta = « -H fcar., -+- <?X2 j
Ta = fl -f- bXi -H c/s ; r^ z=:a-h bxt H- CJr^ •+• dzt ;
par conséquent (§IX, 3),
n I Xi jTi
/j I Jîj ^2
I ^i Xa
c'est-à-dire (§XVl, S, 6)
(I) OA.BCD — OB.CDA -+- OC . DAB — OD . ABC = o,
A . BCDE -f- OB . CDEA H- OC . DEAB -f- OD . EABC + OE.ABCD = o.
Si A, B, C, D sont situés sur ]a surface de révolution, et eu même temps sur ui^ pl^n passant par O, on a ABCD = o, et
BCDE : — CDAE : DABE : — ABCE == BCD : — CDA : DAB ; — ABC, et par suite
OA.BCD — OB.CDA -^ OC. DAB — OD. ABC
c'est-à-dire que la surface de révolution est coupée par un plan passant par un de ses foyers, suivant une ligne du second degré dont ce point est un foyer (Môbius, /. c. ),
12. La relation entre les distances mutuelles de cinq points dans Tespace a été donnée pour la première fois par Lagrange sous une forme trop peu développée 5 puis elle a
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été traitée i plusieurs reprises par Carnot, .saos que l'on parvint à un résultat présenté avec clarté (3). La relation la plus simple entre cinq points de l'espace A^ B, C, D, E^ dout les coordonnées par rapport à trois axes quelconques sont
(^1 ^Jfi > ^1 ) ï {^t ? y» 1 ^« ) > • • • » s'obtient en développant d'après le § in, 6, ridenlilé (§ H, 4)
I i x^ jr, s,
et interprétant, au moyen du § XVI, 6, les déterminants du quatrième degré auxquels on parvient, ce qui donne
( I ) BCDE -t- CDEA -f- DEAB -h EABC 4- ABCD = o,
équation qui coïncide avec l'équation connue que Ton rencontre au § XVI, 7. En exprimant les volumes de chacun des tétraèdres en fonction de leurs arêtes (§ XVII, 14, corollaire I), on obtient une équation irrationnelle, dont le second membre est zéro, et dont le premier membre est la somme des racines carrées de cinq déterminants du cinquième degré. Pour rendre cette équation rationnelle, il n'est pas nécessaire de faire le produit des différentes valeurs que peut prendre le premier membre, en vertu de l'ambiguïté des radicaux carrés. Il suffit, ce qui est préférable, de multiplier l'équation (I) par un de ses termes, parce que le produit de deux tétraèdres est une fonction rationnelle des carrés des droites qui joignent les sommets de F un des tétraèdres avec les sommets de l'autre (§ XVII, 14). L'équation cherchée a été développée pour la première fois sous une forme plus simple par Cayley {Cambr, Math, /., Il, p. 268). Par analogie avec la méthode donnée
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au n^^ 9, Cayley a multiplié le déterminant plus général
ï> •^* -+-rî + ZÎ -f-«î, J^i> y y, zi> «I
par
*î H-rî -f-«î-+-«N «» — 2J^., —2X1, —2^1, —2//,
^î H-J^I -^^î-f- "î, '> — 2.rj, —2/5, — 3t7i, — ?.tt5
On trouve ainsi (§ VI, ,'{)
/IflA . . . /£
flfeii . . • /#
ftft
OÙ l'on a Aa,/ = '»*,! (S ^I» -^)9 ^^ ^® p'^**
A,, = A„ = . . . = //jj =r o ,
^12 = ^j -hJÎ H- z\ -i- al -h xj H- j^î H- zj -1- aj -. 2x, x, — 2j, j,
— (*i — J?2)'-H(ri — r2)'-+-(«t --22)^ H- {«1 — aa)',
Si les quantités indéterminées u^y i/,,..., u^ sont nulles, R s'annule pareillement (§ III, 2). Si Ton considère en même temps X\y y^y z^ comme les coordonnées rectangulaires du point A, etc. . . . , on a ^i, = A6', etc. . . . En désignant les carrés des distances du i®* point au a*", au 3'', ... , comme ci-dessus, par rftj, ^13. . . , on a l'é-
quatioQ cherchée,
dn
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rf.s
du
du
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1 rf,4
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rf.s
I du
On peut développer ce déterminant d*après le § V, 2^ ou simplement d'après le § III, 1 . Dans ce dernier cas on trouve
^•i 4- ^oî H- ^w 4- ^t4 4" ^05 = o,
en désignant par ^oi» ^os» • • • les coefficients qui multiplient dans le déterminant les éléments de la première ligne horizontale. Mais on a, dans le cas d^une notation analogue
VII
puisque le déterminant est nul, et que d^^i •=> d^^i^ d^où résulte J;,i = à^^i (§ III, 9). Par conséquent
ce qui s'accorde (§ XVII, 14) avec Téquation (I).
CoiiOLiAiRE. — On trouvera de la même manière les équations entre les carrés des distances mutuelles de quatre points A, B, C, D d'un même plan, ou de trois points A, B, C d'une même droite (§XVn, 13, 14). On trouve, en effet, dans le premier cas, en conservant les mêmes notations,
du
du
du
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ce qui s*accorde avec
BGD — CDA -f- DAB — ABC = o,
dans le second cas
1 o rf,a di3
I ^IS ^M o
ou
ce qui s'accorde avec
AB-hBC-f-CA = o,
I I Xi
lia;.
Ces équations peuvent s'obtenir aussi au moyen du n^ 9 (VII et Vin). Si, en effet, de cinq points d'une sphère, l'un est situé à l'infini, on a par exemple
«01 «oj «03 <*04
^•1 <3?oi ^01
et les quatre autres points sont dans un même plan. Et si, de quatre points d'un cercle, l'un est à une distance infinie, les trois autres points sont sur une même droite.
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