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PRÉFACE
L'analyse, soit algébrique, soit infinitésimale, a fait depuis une soixantaine d'années de notables progrès. Grâce au génie des Cauchy, des Gauss et des Jacobi, ces savants qu'on peut regarder, pendant ce laps de temps, comme les triumvirs de la science ; grâce aux travaux mémorables d'autres illustres géomètres, dont les noms sont bien connus, nous possédons actuellement beaucoup plus de moyens de vaincre les diverses difficultés analytiques, que les mathématiques n'en présentaient au temps d'Euler et de BernouUi. Cependant l'enseignement est loin d'être à la hauteur de la science; c'est là un défaut qui a été maintes fois signalé par des juges compétents et haut placés. Ainsi, il est à croire que Ton attendra bien longtemps encore avant que les belles théories des déterminants, des invariants, des fonctions elliptiques, etc., viennent reculer les limites entre lesquelles oscillent depuis un demi-siècle les programmes des cours classiques. Si, d'une part, il faut attribuer ce retard à l'accueil très-réservé qu'on fait généralement aux sciences,'on doit aussi, de l'autre, en imputer la cause au manque d'ouvrages qui, en traitant méthodiquement les matières, ouvrent une voie sûre et facile à leur étude, et préparent, pour ainsi dire, la rédaction des programmes. On se plaint avec raison que les découvertes analytiques, qui forment ordinairement l'apanage de quelques hommes privilégiés, ne soient pas mises à la portée du plus grand nombre des intelligences: car il est évident qu'en économisant de la sorte les forces de l'esprit, on en garderait en réserve une plus grande
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quantité, lesquelles, appliquées à leur tour à la conquête d'autres vérités^ augmenteraient dès à présent la somme des connaissances humaines. D'ailleurs, en répatidant la science, on en ouvre le champ à un plus grand nombre de recherches, et, par suite, on l'oblige plus facilement à révéler ses secrets. Mais les grands géomètres, sollicités par Thonneur qui est attaché au progrès de la science en lui-même, sont plus soucieux de découvrir que de populariser des théorèmes. Il arrive, en outre, qu'ils les enfouissent dans les journaux scientifiques ou dans les recueils des Académies, que les jeunes étudiants n*ont souvent ni Té temps> nî les moyens de consulter. Ce sei^tt donc une œuvre utile que de coordonner sous un seul poînt de vue tout ce qui se rapporte à une théorie, afin d'éviter aux géomètres la peine de chercher et de lire beaucoup de mémoires, ou de courir le rîsqiie d*enlreprendre des travaux qui ont été déjà achevés par d'autres avec succès.
MÙ par ces considérations, j'ai conçu le projet de publier successivement, sous forme de traités, les diverses théories toâlhétnatiquesqui sont actuellement assez avancées pour donner lieu à des corps de doctrine séparés. Tel est Touvrage sur la Théorie de rêliminationy que je présente et que je recommande aujourd'hui à l'indulgence du public savant.
La théorie de Téliniination est très-importante, car elle constitue, pour ainsi dire, l'analyse même. En effet, toute question d'analyse peat être mise sous la forme d'un problème à résoudre. On obtient alors des équations entre certaines quantités, dont les unes sont les données, et les autres les inconnues du problème. Le but de l'analyse est ensuite d'extraire de ces équations les valeurs des inconnues, ou , en d'autres mots, d'éliminer les quantités que l*on adopte ôomme inconnues. Selon la nature et le nombre des équations, ces valeurs pourront s'obtenir par des expressions finies ou non, par des formules d'approximation plus ou moins rapides, en nombre égal ou supérieur à celui des inconnues.
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PRÉFACE. IX
Dans le présent traité, nous supj)Oserons que les équations données sont algébriques; cas auquel tous les autres peuvent se ramener dan» les limites d'une approximation fixée d'avance.
L'ouvrage est divisé en trois parties : dans îa première, je traite de l'élimination entre deux équations à une variable ; dans la seconde, de l'élimination entre trois équations à deux variables; dans la troisième, de l'élimination entre un nombre quelconque d'équations à plusieurs variables J'ai lâché de donner assez d'extension aux matières, pour qu'on puisse plus focilement les comprendre, sans trop augmenter le volume de l'ouvrage. Ainsi, dans Fespoir de mieux fixer les idées du lecteur, en le faisant marcher graduellement du parliculiev au général, et persuadé qu'il vaut mieux se répéter qu'être moins claîr, j'ai préféré traiter préalablement, dans la deu>iième partie, ce qui, à la vérité, aurait pu se concentrer dans la troisième, sans que l'ouvfage fût moins complet. Comme je ne vise qu'à l'avantage des autres, je ne me soucie pas de faire remarquer le peu qu'il peut y avoir du mien dans cet ouvrage; ma thèse de 1856 et les Annales de Tortolini pourront, au besoin, le faire connaître. Je me crois en devoir plutôt d'assurer le lecteur qu'H trouvera réuni consciencieusement ici tout ce qui pourra l'intéresser, et tout ce qu'on a écrit de mieux sur ce sujet jusqu'à l'année présente. Plus d'un mémoire, que je pourrais citer, aurait pu être épargné ou mieux rédigé, si l'on avait plus tôt connu les ressources dont l'analyse pouvait déjà disposer!
Puisse ce travail, malgré ses nombreuses imperfections, rencontrer la faveur du public, et témoigner du moins, à défaut de mieux, ma bonne volonté de lui être utile. J'aurai acquis alors la plus précieuse récompense de mes efibrts, et le plus noble encouragement à poursuivre le but que je me suis proposé.
SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES ET SUR LEURS PROPRIÉTÉS
Soit réquation
(1) aoaî""-haiaf»'"^+aaa?'"-'^-h. . . 4-a'"=0, dont nous désigneroDS par «i , a^..., ^ les racines.
Une fonction donnée des racines est appelée symétrique, lorsqu'elle reste la même, quelque échange que Ton opère entre les racines. On conçoit facilement que si cette fonction est entière, elle pourra toujours être décomposée en une somme d'autres fonctions symétriques plus simples, qui seront toutes de la forme
(2) (p/ = SaiPaa««3'*a4'.-»
le signe S s'étendant à toutes les combinaisons I à / des indices 1, 2, 3..., m, et / désignant le nombre des racines qui figurent dans chaque terme.
Lorsque la fonction ^ ne contient qu'une seule racine dans chaque terme, c'est-à-dire lorsqu'on a ç = SaP, elle prend le nom de somme des puissances semblables des racines, et on la désigne par le symbole Sp.
Comme nous alIoD^ yoir, eeà fonctions , qui jouent un grand vàle dans l'analyse algébrique, sont douées de propriétés remarquables.
pREHiiRE PROpkiÈtÉ. Les îorhmes des puissances Semblables dès rtcineê s*èa:j^rtnlènt en foncliôh entière dés ôoefjicienls.
On a en effet, pour une somme quelconque Spj les deux formules suivantes , dont la seconde est due S Waring :
a, ÛQ ...
Sa, ai û^ ...
Sa, A] Al Aq • . .
ap.3. . .ai
où (A) et (p— A^— i) exprîtoènt, pour hhtt^et, lès produite l.â.3..-X et 1.2. 3. ..(p — X^ — 1); Xt , Xj...X^ étant d'ailleurs des nombres entiers assujettis à vériGer les'deux équations de condition «
(5) Xo 4- Xi + A^ + ^3 H- •- ^iii=P»
(6) Xi+2X,+3X3+4X4+...mX^=|>.
La première formule se déduit en tirant les valeurs de s^ des relations connuies éhiiré les soilimes s et les coef6cients, à savoir :
aoSi+l.ai==0, ao««+aiSt4-2aa=0, a58+a4«g+a2«i+3a,=0 (*),
qu*oh trouvé en comparant les coefGcients d'une même puissance de
(*) De ces mêmes équations on tire la valeur d*un coefficient exprimé en fonetiOB 4és sommes s. On aura, en efTet,
.kHz:^
«tf^...«l
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X dans les dérivées de Téqaation X=^ 6, coiiàidéi*ée éomme fonction des coefficients, on comme fonction des ràciîieà. Dans le premier cas, on a
(8) X=maoa:™""^+(w— l)a|a^-*-h...+a,,,.i=0 ; dans le second,
Ponr démontrer la formule de Waring , nouii remarquerons ^âê la (9) donne
d*où il résulte que Sp est le coefficient de — ^ dans le dévéloppertient de la fonction
suivant les puissances asceùdantëâ de -. En posant -=y, Jâ série de Taylor nous fournira pour ce coefficient Texpres^ion
Or, d'après un théorème que nous avons inséré dans lès Annales âè Torlolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément. Étant donnée, éû effet, une fonction quelconque 9 de la variable x liée avec une autre par une équation de la forme
la dérivée n*^^ d'ordre quelconque de la fonction <f exprimée éà fonction de la nouvelle variable y sera fournie par l'équation
où le signe 2 s'étend à toutes les valeurs entières et positives de p» fti» k^y ^•••f Ky qui vérifient les équations
TiNésignant, en général, le produit 1.2.3.../. Dans le cas actuel , on a ^ = log a; :
^(y)=«o+aiy+a«y*+...»
et en général [D/(p]=-(--l)'r((/), (t:2X::^)=V-
Il n'y aura donc qu'à faire convenablement ces substitutions dans la formule (12) et à la multiplier par ( — ir(p))""*, pour retrouver la formule (4).
Deuxième propriété. La fonction quelconque (f peut s'exprimer en ^fonction des sommes Sp. '
Pour cela, observons qu'on a évidemment
d'où (14) ?,=SaiP«j^= Vg-r «P+ç î
d'où S«iPa2««,''= «,Sa,Pa2^— Sa4P^-''«2?— Sa,P«j«^ > et, au moyen de la première ,
(15) Ç3=SaiP«j<î'a/= Sp Vr— «p4^«''— «p+r«ç— «<?+r«p— ^^i^H^r i <f—ZoLfa^9a{aJ=S,^OL,^OL^^a;-'^a,^^^
qui, par la précédente, deviendra
(16) ff^=: SpSgSfSi— {Sp^S^t--^ Sp^rSqSi + Sp+iSgSr) ,
De même,
(17) ç,= "toL^a^^a^aia^^ SpSgSfSfi^ — SSp+^^^s,, ,
+1.2.3.4Sip.^^^4.^,^,
I" PARTIE. —CHAPITRE I
en admettant que le sigoe 2 s*étende à tons les produits que Ton peut obtenir en combinant ensemble, 2 à 2, 3 à 3, etc., les lettres p, q, r, t, ^ qui figarent dans les indices.
En général, on obtiendra :
(18; (fi = 2j^i' «2* «8 •••«/ =*/^«i a2...a/«j,
— Zj^i ^ • • '«/-t>
d*oà il suit qu'en supposant connue la fonction
le second membre de Téquation précédente sera déterminé ; car il n'y aura qu'à changer les indices tti, Tig, tt/^j, respectivement, en îff+îf/» 7^,4-71/^, 7r/«|+wo pour calculer tous les termes qu'il contient. Par la même raison, la détermination de 9/.1 dépendra de 9/^2! celle de 9/^2 ^^ f/^s? ^tc. Il suffira donc de connaître les premières fonctions ^t, 9^, 93, 94, 9^, que nous avons données ci-dessus, pour en conclure toutes les autres.
De ces simples considérations et de l'inspection de cas particuliers donnés, on peut déduire une formule propre a fournir l'expression de (f en fonction des sommes des puissances semblables des racines.
Appelons Igy A/^, Aj^... X^-, les sommes de g^h, k...i exposants quelconques pris parmi lesiri, tt^..., tt/, sous la condition
et désignons par
la^omme de tous les produits que l'on aura en combinant dans les indices Xg, >/(, >^...Aj tous les g. A, k^... i exposants choisis g kg^ hk h^ k k k^ etc., parmi les exposants (?r)«
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|l est clair (|qe f $er§ le fésujtat de raadjfijpp (|e pf9fre||Iç^ SfQT^TPÇI multiplié^^ chacune^ par cgrtaiqs pQ^fQcjpQt^ pppq^irjfm^^, D'ailiears, on aura pour chaque terme
(20) Xg+lH+h+ . . .+>«='":t + ?r, -(-... -^Trr,
car si l'on change les racines a en /^a, il faudra que chaque terme du second membre gagne le facteur p^i+^a-^i, dont se trouvera multiplié le premier, ce aui ne ppurra pas arriver à moins de la condition posée ci-dessus.
Il nous reste seulement à trouver les coefficients. A cet effet j'observe que, d'après (18), ^i {x^^i est le coefficient de
«wi-i-irH-...wj dans la fonction y^^ , celui de terme semblable
57ci+wj-^..,ici, dan^ la onction ç/, sera — (/ — l)^/-i.
Ge terme est le seul qui ait gagné un exposant à l'indice ; les aulres auront au plus le même nombre d'exposants à l'indice que les termes de la foqction f/.i, et en auront conservé les mêmes coefficients nomériques. Par la même raison , tous les termes ^ /.^ auront des coefficients identiques k ceux de (fi^2 « excepté le terme en
dont l'indice contiendra un exposant de plus que les autres, et dont le coefficient sera — (/ — 2) fois celui de 5^,^^,4.773-+. . ..«/«, dans la fonction 9/^2- ^^ suivant bien ainsi de près la formation des coefficients, on arrivera aux conclusions que voici :
1^ Les coefficients varient seulement lors de la variation du nombre des exposants dans un indice, et, au contraire, ils restent les mêmes tant que ce nombre demeure inaltérable ; /
2"* Le gain d'un exposant dans un indice qui affecte la lettre s et se compose de p — 1 exposants , ne commence à se faire que lors du passage de la fonction (pp.| à la fonction ^p. Hais comme, dans ce passage, |e coefficient acquiert le facteur — l (p — 1), op peut dirq que chaque fois que l'indice gagne un p*^"** exposant de plus, le coefficient gagne aussi un facteur ( — l)(p — 1) de plus.
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Il $pjt (je là immédiatement gqis la lettre $, affect;|iQ 4' m iodiep composée de p exposants, aura pour coefBcient
(_l)»-iQ,_lj(p_2)(p— 3)...3.2.1=(~l)î^^r(pi fois celui de
fi=iff, qui est 1.
Donc le terme en
aura pour coefficient
(_i)a-i-Hi-t-i-...«-i r(^)r(A) . . , rj[i) ,
pt i\ vjeqdrA en^n
(21) <f=^{-iy-^T{g)T{h)..X{{j'^sx^^^
(T étant le pombre de groupes g, h^ k^... i danç loquet l a ^t^ partagé. On n'oubliera pas que plusieurs des nombres g, ft,...t peuvent être égaux. Dans ce cas, si i exposants deviennent égaux entre eux, chaque terme exprimé en fonction des racines dans les deux nombres de la formule sera répété 1. 2. 3.. .t fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste valeur de f ,il faudra diviser le second menâbre par 1.2.3.. .l'exposants. Une fois qu'à l'aide de cette formule on aura exprimé f en fonction des sommes <, on calculera pes diverses sommes au moyen de la formule (4) en fonction des coefGcients, et alors la fonction f se trouvera en dernier lieu exprimée par les coefficients de l'équation proposée. Comme les seconds membres des formules (3) et (4) sont entiers 4
une puissance près de •— , il s'ensuit que, en supposant a^z^i : t
Troisiëne propriété. Une fonction quelconque entière et symé-' trique des racines s'exprima par une fonction entière des coefficients.
Remarque. La formule (21) nous conduit à une relation intéressante : ^lle donne
^=(_i>.-T(j,)2(-iy— «-«r(ft)...r(i)2**^»...*x„
(22) c'est-à^lire ^=(— l)^-'r(j)y/^,
(fi^g étant ce que devient f lorsqu'on y péglige les facteurs contenant
les exposants qui figurent dans l'indice X^. Ainsi, on aura {voir l'exetnpie (17))
Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera que deux ou plusieurs des indices X^, A/^, etc., seront numériquement égaux, il faudra ajouter au second membre de la relation (22) autant de termes semblables en ç/^^, etc.
Remarque II. Si Ton proposait de trouver le nombre de termes dans la fonction ^sxg sxi, sx,g...$\i , ce nombre, en supposant g y A, k...i différents entre eux, sera évidemment
— {g){h)(kU.(tr
car la série des indices dans un terme sera une combinaison des exposants pris 9 à 9, suivie d'une combinaison des {l — g) exposants différents des premiers et des seconds pris.ft à fc, et ainsi de suite. Mais lorsque g' nombres g, h, fc, etc., deviendront égaux à g, la série des indices X^ , X/^, X^,.., se trouvera répétée 1.2. 3... 9' fois de trop, et dans ce cas il faudra encore diviser le nombre N par 1.2. 3.. .9', pour avoir le nombre correspondant des termes dans la fonction sus- ^te. Supposons ainsi g' groupes d'exposants en nombre g^ K groupes t d'exposants en nombre A, etc., dans la série des indices dont la lettre s est affectée, le nombre N sera
sous la condition g'g+Kh+. .,%'% = l.
Cherchons maintenant ce que devient la formule (21), lorsqu'on suppose tous les exposants égaux à tt. Alors, comme dans
tous ces termes se réduiront à
g' hf i'
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cette fonctioD se réduira elle-même à
D'ailleurs, comme nous l'avons déjà observé, il faudra, dans la
même hypothèse, diviser le second membre (21) par 1.2.3.../. On
aura donc
V ^ 1Ï ^_ ^ V^ M-^ i9-i )g^( fe-i)^^ . . {i-iY(i) j' /' /
ou
m 2«....=l(-)-^,^(^)'(¥)"...(ïr.
sous les conditions
<T=g+K-h...+i' et g'g-hKh+...+i'i=l.
Application. Le coefGcient a/ d'une équation est égal à
(— ySaia2...a/.
Posons pourtant 7r=l dans cette dernière formule et supposons, ce qui est toujours permis,
gf=l, ^==2,...»=:/ et 9=^1» K='k^...i'=Xi;
il viendra
sous la condition A|+2X, +.../>/=/.
On aura, par exemple.
Les formules (4) et (21) cependant , quoiqu'elles conduisent au but désiré, ne cessent pas de donner encore lieu à des calculs assez longs. Il en est ainsi de toute expression qui s'appuie sur les sommes des puissances semblables des racines. Cela dépend de ce que l'on a à tenir compte, dans ces sortes d'expressions, d'une multitude de termes qui, finissant nécessairement par se détruire dans le résultat
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final| ne servent qu'à prolonger ipijflile|i)pnt les calculs. SnppoçooSi pour 6xer les idées, qu'on ait à calculer I9 fonction Sa*(3*^, et posons pour un moment a^=l. On aura ^ d'après ce qui précède,
«1= — ai, «j=ai* — 2aia, 53= — ai^+Saia, — Sa^j 54= ai* — 4ai*a^4-4aia8+2a2* — 4a4, «f =î— ^ai?4- &ai*a^ — &(ifiaa* — 5(?i*a8+§a4a^4- Sa^ih-^^a^ ,
et l'on trouvera
Ainsi, les quatre premiers termes de 5^, les deux premiers de ^4 et le premier de 8^ étaient étrangers au résultat, et n'ont eu d'autre effet que de rendre le calcul plus pénible. Mais on peut maintenant éviter l'introduction de ces termes et écrire même d'avance la forme littérale de la fonction des coefficients , qui représente une fonction donnée des rfiçin^s, à l'aidç^ d'un t'fi^ofèrne important, dû à J^. Caylej çt à M. Brioscbi, et dont j'ai déjà donné, dans les Annales ^e Tortolini (septembre 1855), une démonstration extrêmement simple. Voici le tbéorème.
Quatrième propriété. La fonction des coefficients qui exprime la fonction des racines
{25 bis) ç=2«iPa.V..-=2^^i^'^«^'^»^'— H-
est de degré égal au plus grand des exposants p, q, r..., et les indices avec les exposants qui figurent dans chaque terme satisfont à V équation
(26) A|H-2ij+ 3X5H-...=|) + î+^+..-=5omm« des exposants.
Pour le démontrer, nous partirons de cette remarque aussi simple que féconde, à savoir, que les coefficients de l'équation donnée (1) sont des fonctions linéaires par rapport à une quelconque des racines.
n Nous supposons ici, pour plus de simplicité, ao=l.
l'? PARTIE. —CHAPITRE L H
Ed effet, quel qae soit t, le coefBcieDt a«- sera, en général, de h fpfme
(27) a, = M/Oa^ + N/0,
M/*\ N/^ désignant les fonctions des autres racines, hormis la racine O;, choisie arbitrairement parmi les racines at, a,, «s.*. Par conséquent, si dans la fonction
on remplace les coefBcients «i, a,, «;„ par leurs valeurs (27) , on aura
et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quelconque «j sera la plus grande valeur de la somme des exposants,
^lH~^t • ^8 • • • • ^m >
qui devra être égale à la valeur maximum des exposants p, q, r..., que nous appellerons, pour plus de clarté, tt. D'un autre côté, la somme i|+A,+X8 4-..-+Xm représente précisément le degré de la fonction <f, considérée par rapport aux coefficients ; donc le plus haut degré de ces termes ou, en un mot, le degré de la fonction, sera bien égal au plus haut exposant de la fonction donnée des racines.
L'autre partie du théorème se démontre avec la même facilité. Supposons que les racines a, ^, y,... deviennent respectivement fca, Ép, fcy,..., la fonction y deviendra ftP-^^-+-»^*-.y; mais en même temps les coefficients de l'équation proposée se seront changés en
hax, k\, k\,
et ils auront gagn^ autant de facteurs k qu'il y a d'unjtés dans lei|rs indices. Par conséquent, chaque terme de la fonction f des coefficients aura gagné le facteur
Il faudra donc bien, pour que l'égalité (25 bis) continue à subsister, que l'exposant de k dans le second membre soit constant et égal précisément à la somme des exposants des racines dans le premier.
Reinarque. La fonction Ai4-2X,+ 3A3+... + wA„„ c'est-à-dire la somme des produits des exposants par les indices des coefficients appartenant à an même terme d'une fonction donnée, joue un grand rôle dans l'analyse que nous allons exposer, et en général dans tous les développements réels ou symboliques des fonctions. Il sera donc convenable, pour mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, de lui assigner un nom spécial. Nous l'appellerons le poids de la fonction» et quand ce poids sera constant, nous dirons que la fonction est isobarique. Ainsi, dans le cas actuel, on dira simplement que la fonction <f des coefficients est isobarique et de poids p+ q+ r+... ("). En se rappelant ce que nous avons dit page 6, on en conclurait aussi que la fonction f des sommes s est isobarique et de poids p + î-hr+...
Application. Prenons, par exemple, la fonction Sa^fS. Ici, le plus grand exposant est ir=3, et la somme des exposants |)+9+r+...=4. Donc la fonction des coefficients, qui la représente, sera de degré 3, isobarique et de poids 4. Donc elle sera de la forme
Aa/a,+Baia8+Ca,*+Da4.
Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déterminer de plusieurs manières. On peut se servir des sommes des puissances semblables , si elles sont connues , en y négligeant tous les termes qui seraient d'un degré supérieur à 3, comme on aurait pu le faire dans le cas de la fonction 2a*p*y traité ci*dessus, si Ton avait connu le théorème en question. On peut encore employer des équations dont les racines soient connues. Ainsi, les équations
0?'— 1=0, a?*— 2aj+l=0, a?'— 3«*+3aî+l=0, x*— 2x'+l=0
nous auraient fourni les équations de condition
d'où
A=sl, B=— 1, C=— 2, D=4.
(*] Nous appellôrons aussi équipoUence Télal d'une fonction satisfaisant à ces conditions*
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Si Ton introduisait de nouveau le coefficient a^, alors <f deviendrait
(28) (p= ['^Y^Cao^^(ii^' «î^'^3^'- • -«m^ t
et Ton pourrait énoncer le théorème précédent sous cette forme :
La fonction <f , par rapport aux coefficients, est, à une puissance pris de a^, homogène et de degré tt, isobarique et de poids p+9+r...
M. Caucby a donné, dans ses Exercices de Mathématiques, une méthode très-ingénieuse pour calculer les fonctions symétriques des racines en fonction des coefBcients. Elle consiste à éliminer de la fonction proposée (f successivement toutes les racines au moyen des^ équations qui lient les coefBcients d'une équation aux racines, à
savoir :
ûi + «1+01+ «s +--.aii-i+a„=0 , Û8 — (aiai+aia5+...a,a8+...+ a„-ia„)=0, (29) { a8+(aiata8+ata8a4+.-.+an-ia«-2ait)=0,
ûn± «i Of «8 •••«/! ==0.
A cet effet, en supposant que Ton veuille éliminer successivement les racines dans Tordre «„, «„«|, a„«2,... «j, «i, on prépare les équations susdites , de sorte que les racines
s'y trouvent éliminées. Ces équations se transformeront ainsi dans les suivantes :
<at + 01+0,+ «5-1-... 0,^=0,
i ««+ai(«i+at . . .+a^i)+ai*+a,*+a8*+. . .+ai-i+aia,^t+. . .a,»-tO^j=0, (30) ^03+0,(01+0,+.. .a„^)+ai(oi«+o,«+...a2^...)+Oi»+o,»+...aLi=0,
an+ On-i ai+ an-8«*+. . • «i" ,
dont la dernière ne sera que /*(oi) = 0.
On s'apercevra aisément que ces équations, prises à rebours, sont identiques aux équations
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X,=Xa. = 0,
led seconds membres étant ce que deviennent les fonctions sand ^a^ rentbèse, lorsqu'on y fait successivement
car, les racines pouvant être toujours supposées indépendante^, léà équations de même degré entre un même nombre de racines ne peuvent djfl^rer entre elles.
Comme les équations (30) mises sous cette forme sont plus faciles à écrire, ce seront elles qui, à partir de la dernière et en remontant, nous serviront à éliminer successivement de la fonction f toutes les racines.
• Dnè foi^, par exemple, qu'on aura ëliniihé a^ dans la fonction 9 au iHoyeri de là dernière équation, qdi est linéaire par rapport a â„, on éliminera a„«i au moyen de Tavant-dernière, qui ne contient pliis a„. La fonction 9 sera ainsi transformée dans une autre, indépendante de a„ et de a^_i. On pourra ensuite éliminer a^.2» en ayant recours à l'équation qui précédera les deux dernières, et, en continuant de la sorte, on arrivera à un résultat indépendant des racines, et qui sera la fonction formée. La série des éliniinations ^u'it fôiidrâit faire présenterait de grandes difficultés, si M. Csluchy n'avait j^ââ tfoûfé en même temps, dabs le tbéorème qui suit, un ftioyen dé lès évitei*.
Cinquième i^ropriété. Soit P la valeur de 9 considérée comme fonc» tton d* ordre p d^une certaine racine a et ordonnée suivant les puissances descendantes de a. Soit Q = une équation quelconque d* ordre p ou moindre que p, considérée aussi t;omm^ fonction de a. Si Von divise P par Q, le reste sera indépendant de ol.
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En effet, si Ton appelle q le quotient et R le resté, on atira
P = Qg+R.
Mais coUnle, ()at hypothèse, Q = , il Taiidra qde P=R. Or, si nous supposons que Q soit de degré p, le reste sera de degré au moins p — i et de la forme
On aura donc
Hais P est line fonction Symétrique pat* rapfiort à toutes les racines; ainsi cette équation sûtisisteràh pour ioutes lés n racines , pendant qu'elle est seulement de p — 1 ordre, ce qui est imposstible. Donc les coefficients des diverses puissances de a doivent être nuls. Il viendra doùC
le reste sera donc indépendant de a ; ce qu'il fallait démontrer. En profitant de ce théorème, oit opérera de la nianière suivante : On divisera (f, eotisidéré, par exemple, comme fonction de a„, par le premier membre de la dernière équation, c'est-à-dire par X„; on aura un premier reste indépendant de a„. En divisant ensuite celui-ci, considéré comme une fonction de a„_i par X„«i, on obtiendra un deuxième reste indépendant de a„ et de (x„.|. En procédant dé la sorte, on arrivera à un reste indépendant de «„, a«-i,... a,, et en le divisant par X|, on arrivera enfin à ciri reste indépendant de (x„, a„-i,... a,, (Xi et, par conséquent, de toutes les racines, et qui sera la fonction cherchée.
Application. Cherchons à calculer par cette méthode la fonction
Il suffira d'abord de considérer Téquation «
on aura par suite
(]él)p=P*+(*»+«)P*+(«»+«**+OP+a»-l-o.«+oa.*+««, Le premier reste, dans ce cas, est
a*p*+ «y + pY+(«« + «H- P+ y) V+P*+ T*)
=Y*4-2Y'(a,a+p)4-Y*{(oi+«4-P)*4-2a»+2p*} + a*p»
+(a»+p«)(a, + a+p)*+2Y(«*+P*)(aiH-a+p).
qui, divisé par 7 r-7 — r: , en Toarnit un deuxième.
2p'(a| + a)+ 2p\a,4-a)*4-2(ai+a)p(aa+:aia+a,*)p +(a,+ 0ia7+ a«(a/+ 2aia).
On trouvera pareillement 9 pour troisième reste,
— (2a*— 2a,a'+2a,a*+2a3a+2aia8— 0,'); et Ton arrivera enfin au quatrième reste, ou à la fonction cherchée :
a,* — 2oia3+a4.
SixiÈMit PROPRIÉTÉ. La fonction 7 satisfait à l'équation aux dért-' fiées partielles.
Démonstration. Diaprés in deuxième propriété et la note page 2, (f est une fonction des sommes 5, qui à leur tour sont des fonctions des coefficients, et réciproquement. On a donc
^^ d8r~daidsr^d7,d^'^da^ rf^r"^'"'"*" (/a„ rf^r ' /Q*\ doi ^^_, ^î^^i . dOj dcLm
^ ^ dSr~ d«, dSr "^ da, rf5r "*"• • •"*" do^ dSr '
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D'ailleurs,
(35) ^^ =— (a,.i+a|.2a/+ a<.ja^+ . . . + aia/-a+ a/->) ;
rfo< .. _2j._:. rc.:._^ j. „n-i j__- iw_ ...._ X
car j-^ se réduit au coefficient de a^~* dans l'équation
docj
multi-
plié par — 1 , produit marqué par le second membre* Au moyen de cette dernière équation , il viendra
le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières de h depuis 1 jusqu'à n, ou bien
dat dsi i dst 4
dSr 1.1^»
dOr dSr
dSr
pour i^r.
De là on tire évidemment doi 1
pour ê>r.
En ayant égard à ces valeurs ^ la (33) deviendra précisément la (32) y qu'il s'agissait de démontrer.
Septième propriété. En désignant par' r la somme des exposants des racines dans la fonction (f, ona
Ol
SOs • . • TOt
dst
a, . . . Or-i
ai. . . Or-a
1 • • • dr— 3
Démonstration. Par saite de l'équipollence de la foDction ^, on a
et réqoatÎQn (32), en y Taisant successivemeot r=l,2, 3,...t, nous doDpe
Ed éliminaDt t^, t^..., -j^ de ces équations et de la (38), on
obtiendra |a formule (37).
Cette formule n'est que l'équation (21) sous une autre forme. Ainsi, elle n'est pas plus propre à faciliter les calculs des fonctions symétriques. Au contraire, la relation (32) et ses semblables, qu'on en déduira en faisant varier Tindice, peuvent utilement servir à déterminer les coefficients numériques de la fonction (f, une fois que sa forme littérale aura été écrite d'après la quatrième propriété. Nous empruntons à ce sujet un exemple au mémoire de M. Brioschi, à qat l'on doit les deux théorèmes ci-dessus.
Application. Soit à calculer la fonction
en fonction des coefBcients. La forme littérale sera
+Faia,aa4-Gaia8a44-Iaia,*a4+Ha,ae+Ko,'a4 -f- La3ai5+Ma,a3*+Na4*-hPa,,
Supposons que les fonctions
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soient connues d'avance. Alors les équations que l'on déduira de la (32) y à savoir :
d(Pt dcfi d»i
da% ds%
fourniront les équations de condition entre les coefficients indéter«* minés A, B, C,... propres à les déterminer. En profitant ainsi de ce$ relations et du tableau page 20, on aura lep équations
A+C— 3cr0, 2D+G+B+3=0, I+K+F+9=:0, 2M+4+H— 15=0, G+2N+F~3;=;0, 44-P+ 16=^0,
d'où A=:4, B=— 9, C=— 1, D=— 2, E = 9,
C'est à l'aide des diverses méthodes que nous avons exposées jusqu'ici que nous avons calculé les valeurs des quelques fonctions symétriques, que nous réunissons ici dans un seul tableau pour l'avantage des lecteurs.
On a
«4=— a^, «1=^1* — 2a,, «8= — a^^+Za^at — Sa,, «4=0/— 4a/a,+4aia8~4a4+2a,*, <5=— ai*+5ai\+5a404— Sa^^a,— 5aa,*+5aA^5a,; Se=ai*— 6a4*a,+6at'ai — ^a^a^ — 1 2a ao, + ^a^i^a^a^ — 6ae4-9«i W— 2a,'H-2a8*.
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^o* /? =— «10,»+ 2ai2a3+ a,^,_ 5oi«4+ 5a, , ^o* /3 ==— ai»a,+ 0,^0,+ SaiO^^— ba^a^ — a^a^^ 5a^ , 1 2a*j32y=— Oj«3+ 3aia4— Ba, , I 2"' ^=— «i*«8+ 2a,a,+ «lO, , (40) / 2a^/3y=ai»a3— 3aia,a,+ 3a3*+2a5a,— a,a,«, 2«'^V=«»'- 2«.«*+ 2a,a5— 2ae ,
^a* J3* = a^a^— 2a»»+ 4010405 — 2oi»03— 2o,*+ 20,04 — 20^*04 — 6oiOb+ 6 o^ , .2«'j3*y== a^Otih— 308^4- 4oj04— 301^04 , ^a' /3» =0,»— 3oiOî08H- 3oi*04— 301O5+ 3o,«— 80,04+ Sog, 2a*P^==2oiOj04— 3oiX"~«i«8'+3oi'o,08— 5oiO,*+o,X+3ai*«8H-3aiCi«+5a504, 2«*/3»jt=2oi03*— Oj^a,— 505O4+ 0,0,04 , 2a'/3*y^'= 20,0,04— . 0,03*+ 0,04 , 1 2**i^y^ «i«8*+ 2o,*03— Oi%,03+ 3oi^04+ 203O4— 8oi0,O4.
Supposons maintenant qu'on ait à exprimer en fonction des coefficients une fonction entière des racines de la forme
où
a étant toujours une racine de l'équation (1) ; il est évident que la fonction W sera, en vertu du théorème page 10, de degré n au
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plas et de tous les poids, depuis zéro jusqu'au nombre in,» par rapport aux coefBcients de l'équation (1). De plus, on voit qu'à chaque produit de la forme aj^c^^^a/. . . correspond le produit ^i-pft«-<7^n-f- ^es coefBcients de la fonction ^9 qui sera toujours de degré i et de poids in— (p+g'+r+...). Ainsi, chaque somme partielle de la forme
qui figure dans la fonction W, sera de poids m— (p+î+r)+ (P+î+»')=**i. Soit TT le plus grand des exposants />, g, r,.., et posons <r=p+jf+r+..., on aura, d'après ce qui précède,
et la partie 6„-p6|,-^ii-f'> qui l'accompagne dans la fonction <j^, prendra en général la forme *
sous les conditions
^ ^ Jfc, + 2&,+...+n/r„=tn— <i.
De là résulte que la forme littérale de chaque terme dans la fonction ^ sera
(44) {jj\*o6,*,6,*....6>ao^oa,^.a,^....a^^.
sous les conditions (26) et (43).
Cela seul nous suffit pour établir le théorème suivant, auquel nous voulions arriver :
Étant donnée une fonction symétriqus des racines de Véquation
a,x'^+ a.af"-' + a,«"»-2+am = , telle que
ou
la fonction des coefficients (aoaia^. ..a^, b^bip^, ••&»)* 9^^^' l^ ^^-^ présente t est homogène et de degré n^ far rapport aux coefficients (a)f homogène et de degré i par rapport aux coefficients (6), isobarique et de poids in par rapport à t ensemble des coefficients (a) et (b).
Soient les équations
(1) (p=aoa?^+a4af»-*+a,af»-*+,..+a„=0,
Si ces équations doivent coexister par hypothèse simultanément, il Taudra qu'elles aient au moins une racine commune. Mais, à cet effet, les coefficients des deux équations devront évidemment satisfaire à une certaine condition, sans quoi, les coefficients pouvant être quelconques, la solution commune pourrait toujours être rendue impossible. Or, si par un moyen quelconque on déduit de ces équations une troisième, d'où la variable est disparue, ce sera là la condition à laquelle satisferont les coefficients. Déduire une telle équation de condition s'appelle éliminer la variable, et le résultat de cette élimination se nomme résultante. La résultante exprime donc et pourrait se définir : la condition qui doit exister entre les coefficients de deux équa^ tions données à une variable, pour qaune valeur' de celle-ci les vérifie simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s'agit que d'une solution unique ; car, s'il y en avait davantage, de nouvelles conditions définies par le théorème de Lagrange surgiraient entre les coefficients. Par conséquent, dans tout ce qui suit, afin d'obtenir toute la précision et la simplicité désirables, nous supposerons que les équations susdites n'admettent qu'une solution unique.
2. On peut facilement concevoir divers procédés, plus ou moins compliqués , pour trouver cette résultante , et, de quelque manière qu'on y arrive, elle devra s'annuler, dès qu'on suppose aux deux
équations une solution commune. Hais la réciproque ne serait pas généralement vraie, car cette résultante pourrait contenir un facteur étranger, introduit par la nature même du procédé qu'on aurait suivi. Elle pourrait donc s'évanouir, sans que les équations proposées pussent être satisfaites par une même valeur de la variable. Il importe donc, avant tout, de connaître quelle est la fonction des coefficients qui sera la vraie condition, c'est-à-dire qui devra nécessairement s'annuler s'il existe une solution commune et qui, réciproquement, devra révéler l'existence ou la non-existence d'une solution commune, selon qu'elle s'annulera ou qu'elle ne s'annulera pas.
A cet effet, désignons par cc^aL^...cfLm et par Pi^s...^n respectivement les racines des équations f =0 et ^ = 0. On aura
(3) 9=ao(a?— ai)(a?— tt,)...(a;— a^)=:0,
II est clair maintenant que si <p et i{/ admettent une racine commune, une quelconque des racines (a) et une seule, telle que a^, pourra et devra être égale à une quelconque et à une seule des racines (P), telle que ^j. Ainsi donc il faut qu'une et une seule des différences quelconques des racines otf-=pj s'annule. Par conséquent, si Ton forme le produit de toutes ces différences, le produit devra s'annuler, puisqu'un de ses facteurs devra nécessairement s'évanouir. Réciproquement, si ce produit s'annule, un des facteurs au moins devra se réduire à zéro et, par conséquent, il y aura au moins une solution commune aux deux équations ; et si aucun de ses facteurs ne s'annule, le produit ne s'annulera pas non plus, ce qui nous suffit. Le produit donc
(5) < (ai-Ps)(s~P3)...K-Ps).
qui d'ailleurs est une fonction des coefficients (a), (6), puisqu'il est une fonction symétrique des racines de chaque équation, sera bien la
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fonction cherchée et définie ci-dessus. Mais à présent, toute fonction des coefficients, telle que R\ qu'on aura trouvée pour le résultat d'élimination par un procédé quelconque, coïncidera-t-elle avec R , ou n'en différera4-elle que par un facteur, fonction, lui aussi, des coefficients? C'est ce que nous allons examiner.
Il est d'abord évident qu'une résultante R' quelconque sera bien de la forme QR, Q étant une fonction des coefficients, qui pourra se réduire à l'unité. £n effet, comme nous l'avons déjà remarqué, dès que nous supposons une solution commune aux deux équations, R' et R doivent s'évanouir en même temps. Or, si R' était distinct de R, de manière à ne pas le contenir en facteur, on pourrait concevoir qu'on extraie de l'équation R'=0 la valeur d'un coefficient en fonction des autres, et qu'on la porte dans R; et comme, par hypothèse, R' et R ne fourniraient pas pour ce coefficient la même expression, la fonction R, après la substitution, ne serait *plus identiquement nulle, et, par conséquent, les deux équations proposées n'admettraient pas une solution commune, ce qui serait contraire à notre hypothèse.
Ce raisonnement ne souffrirait d'exception que lorsqu'on supposerait R décomposable en deux ou plusieurs facteurs, car alors R' et R pourraient s'annuler simultanément, sans que R' contienne R en facteur. Mais, comme M. Cauchy l'a démontré {Exercices d'analyse, 1. 1®', 1840), en supposant aux coefficients toute leur généralité, R ne peut être décomposable en facteurs, fonctions de ces mêmes coefficients.
Car, supposons pour le moment R = L.P, L et P étant deux fonctions des coefficients. Comme on doit avoir en même temps LP=: o^"6^'"n(ai— P^), il faudra que, en posant a»=Pj, Tune des deux fonctions, par exemple P, s'annule ; elle contiendra donc le facteur ^t — Pj- ^^^^ P» ^^^^1^ P^r hypothèse une fonction entière des coefficients, sera une fonction symétrique des racines (a) et (p), et, par conséquent, elle ne pourra être divisible par ot^ — pj, à moins de l'être par toutes les différences possibles des racines a et p , c'est-à-dire par toutes les mn différences a,- — ^j. C'est ce qui arriverait lorsqu'on admettrait des relations entre les racines ou, ce qui revient au même, entre les coefficients. Ainsi la résultante R= (a,— 6,)* des
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équations â9^+aiâ;+ a, =0, a^+b^w-^b^^srO, pour 01=64=0, peut bien se partager en deux facteurs L et P, égaux chacun à 0)— -6,, et P sera fonction symétrique des racines des équations, sans contenir forcément leurs 4 différences en facteurs. Cela s'eipliqu^ en observant qu'à cause des relations
a4 + a,=0, pj+p,==0, il vient a,— p,i=— (a,— p,), a,— .p,=:— (a,— pj,
et il suffit, par conséquent, que P soit le produit des deux différences pour qu'il soit divisible par toutes. Hais, en laissant les coefficients quelconques, on voit bien que P devra coïncider avec R. En restant donc dans cette hypothèse, R' sera nécessairement de la forme QR. La vraie condition donc qui annonce la coexistence ou la non-coexistence des équations proposées est l'équation R = 0. Nous sommes conduits par là à en considérer de plus près ses propriétés, comme nous ferons ci-après.
Nous avons dit que R, étant une fonction symétrique des racines, est une fonction entière des coefficients (a), (6). Voici la manière de le démontrer et d'en trouver même la forme. On voit d'abord, selon que l'on considère la fonction R partagée en lignes horizontales ou verticales, qu'elle est indifféremment susceptible des deux expressions suivantes :
Ces deux expressions rentrent dans le cas général contemplé par le théorème page 20, en y posant 2= m ou t=fi, et en choisissant convenablement les fonctions. Par suite donc de ce môme théorème, on obtiendra celui-ci :
La fonction R définie par f équation (5) est une fonction homogène et de degré n par rapport aux coefficients (a), homogène et de degré m par rapport aux coefficients (6), isobarique et de poids mn par rapport en même temps aux coefficients (a) et (6).
Par le théorème précédent nous possédons maintenant un critérium pouf juger si R' se réduit à R, ou s'il le contient en facteur. Car,
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puisque R doit être de degré m+n par rapport à rensemble dei ooef*ficients des deux équations, toutes les fois que R' ne sera pas de ce degré, il sera nécessairement de la forme QR, et le facteur Q se trouvera aisément en comparant les degrés et les poids de R' et de R; la question posée au d^ 2 se trouve résolue, et nous pouvons énoncer ce théorème :
Toute foneiion des coefficients âè degré m+n, résultante de Vélimi^ nation opérée sur les équations f et^^ par un procédé quelconquey ne pourra différer de R que par un facteur numérique^ etj par conséquent, elle pourra être prise pour cette même fonction R.
La considération seule de l'équation (5) nous offre encore un théorème relatif à la forme de la résultante, qui mérite d'être exposé ici :
J^fi supposant nz=:m, les termes de la fonction R, qui se déduisent les uns des autres par V échange des coefficients d^une équation avec ceux correspondants de Vautre {*) , ou par Véchange des coefficients équidistants des extrêmes appartenant à une même équation , auront les mêmes coefficients numériques, précédés du même signe ou de signe contraire^ suivant que m sera pair ou impair.
Il s'ensuit que quand m sera pair, un même coefficient pourra multiplier quatre termes, tous de même signe , et deux positifs et deux négatifs, lorsque m sera impair. Cela ressortira mieux dans les exemples que nous donnerons plus tard.
Démonstration. Changeons a en ^^ et réciproquement, ce qui équivaut à permuter dans les équations proposées, les coefficients correspondant ensemble; la différence a^ — p^, qui entre dans l'expression (5) de R, deviendra p^ — a,=== — (a^ — Pj), Par cet échange, chaque différence qui entre dans R sera multipliée par — 1, et R
acquerra le facteur ( — i)^*. Pareillement, changeons a, p en -, -
respectivement, ce qui équivaut à changer entre eux les coefficients équidistants des extrêmes dans les proposées, la différence Oj— -^^ se
changera en ^"" ^'^ ; et comme aj^bj^^se changera en a^b^, la résul-
(*) Nous entendons par coefficients correspondants ceux qui, dans les deux équations, affectent la même puissance de x.
tante R acquerra de même le facteur ( — l)*^*. Ainsi, dans les deux cas, R deviendra ±R, suivant que m sera pair ou impair.
On peut déjà se servir de ces deux théorèmes pour écrire facilement la forme littérale de la résultante.
Supposons, en effet, qu'on ait écrit sur une première ligne A tous les facteurs en (a) de poids p ; on trouvera tous les autres du poids complémentaire g = m^ — jp, en changeant dans les premiers le coefficient quelconque a,- dans son symétrique a^^i^ et puis en changeant les coefficients ainsi obtenus dans ceux correspondants en (6) ; on formera ainsi une seconde ligne B contenant tous les facteurs en {b) de poids g. Il est évident que les produits de ces deux lignes fourniront autant de termes de la résultante. Maintenant, si dans ces deux lignes on change respectivement les coefficients (a) dans leurs correspondants (6), et réciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B' et A', la première en (6) de poids j), et l'autre en (a) de poids q, qui, multipliées ensemble , fourniront tout^les termes de la résultante de poids p en (6). Les deux premières lignes A et B pourraient occuper les deux côtés contigus d'un tableau, et les deux autres A', B', les deux autres côtés; et en supposant le tableau divisé en autant de lignes et de colonnes que de termes de poids p, les petits carreaux correspondant au produit de deux facteurs (a) et (b) pourraient être remplis par les coefficients numériques respectifs, déterminés ou à déterminer. Alors la résultante se trouverait écrite d'une manière bien abrégée et sous la forme d'une série des tableaux, dont il ne resterait plus qu'à calculer les coefficients. Supposons, par exemple, m = 3, m = 4. On trouvera, dans le premier cas, pour les termes du jioids 4 en (a) et (6) :
bi*
A bpb^h^ 6|»6s b^bi* ^
Mi^s
a^a^^ afa^ a^/i^aj^
bo%
«,♦ (hPkia^aia^afi^îa^^^^
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où les coefficients supérieurs se rapportent aux produits des lignes contiguës au sommet A, et les coefficients inférieurs à ceux des lignes contiguës au sommet D. On remarquera alors que, d'après le théo«rème (page 27), dans le cas de m=3, les coefficients sont de même signe ou de signe contraire, suivant qu'ils sont symétriquement placés par rapport aux diagonales AD ou BC; tandis que pour m=:4 ils sont tous de même signe.
Mieux éclairés à présent sur la nature de la résultante, nous pourrons en toute sûreté passer en revue les différentes méthodes qui ont été proposées pour la trouver.
Bzpotîtion de différentes méthodes d'élîiniDatîoB fondées sar Temploi des fonctions symétriques des racines.
1. La première méthode qui naturellement se présente pour calculer R, dont l'expression peut se mettre sous les deux formes :
R=ao«(6oa,''+6ia,''-' + Mi''~'. -. + &„),
ou
consiste à faire précisément Tun de ces deux produits, et à calculer ensuite, en fonction des coefficients de ^ ou de ^, les diverses fonctions symétriques des racines dont les formes générales seront
2«.Pa,%3^.., ou 2Pi'P>'p3''..M
et que nous avons appris à calculer dans le chapitre P*".
Mais cette méthode est extrêmement laborieuse, et il faut voir, dans Y Analyse des lignes courbes par Cramer, quels pénibles efforts elle a
coûté à ce géomètre ^our arriver à déterminer de cette manière la fonction R, pour les cas même les plas simples. S'il avait connu les formules et les théorèmes du chapitre P', ses calculs auraient été déjà de beaucoup simpli6és. Malgré, cependant, les avantages qu'on pourrait tirer maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce chapitre, des simplifications plus importantes et propres à la nature de la fonction R ont été proposées par les géomètres, de manière à consli** tuer pour ainsi dire de nouvelles méthodes.
2. Méthode logarithmique de Lagrange. Soient «_|, $^2^ «-s >••• les sommes des puissances 1, 2, 3..., des racines réciproques de Vé^ quation ç=:0;et<ri, Cj, «Tg,... celles des puissances 1, 2, 3,... des raqines de l'équation 4^ = 0, et posons
On aura
pourvu que dans les opérations indiquées on néglige les termes dont les dimensions dépasseraient les nombres m ou n, par rapport aux coefficients des équations ^ ou <f.
Il est évident qu'en changeant f en ^, et viae versa, on aura une autre ei^pression de r, qui conduira aussi au même résultat.
La formule (4) se démontre aisément en observant qu'on a, d'après l'équation (5) du paragraphe précédent :
log R= log a^h^+ n log a^a, . . . a*« ,
+ log(l-g+lo6(l-^)4-...+log(l-^),
+ log(l-|)+log(l_^)+...+l.g(.-^).
logR = logo."* ■+i;p-2i+ï2P'2?+-
ou
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Cherchons, par exemple, la régultante des deux équations
aa* + 6a;+c=:0, aV-f-6'a;+c'=0.
On aura
et, par la formule ci-dessus,
*; ff ,S_î— î ff4«-4 + S.»«*«-2
dont les quatre derniers termes fourniront à chacun un terme utile seulement. On arrivera ainsi, toute réduction faite, h Texpression connue
(5) R= {ac — ac)^— (afe — a'b) {bc'—b'c).
5, Méthode de M. Cauchy. Soient Sj, 5,, s^,.., et «"i, «"j, «ys»-*les sommes des puissances semblables des racines des équations f = et ^ ::= 0. Posons
00, sous forme symbolique^
êi=L{e — 0-)% en supposant j^=(r=rl.
On aura, sous la forme de déterminant,
Si 1 . .
^1 iS| ^1 o • •
S4 Sj Sj S^. i
(7) 1.2.3...(wn— *l)mnR=
Smii-i S|n,i^ S^-3 S«„_4...S| mil— 1
En effet, R peut être considéré comme le dernier terme de Téqua*
Googk
lion aux difTérences tles racines a et p. Hais on sait exprimer un coeflicient quelconque au moyen des sommes des puissances semblables (voir la note, page 2), au moyen de cette formule.
Ainsi, la résultante R peut s'exprimer en fonction des sommes des puissances semblables des différences a — p, dont le type est
La formule (25), page 9, pourrait encore nous servir, et l'on aurait
En mettant pour les fonctions S leurs valeurs fournies par la (6) , R prendra la forme
(8) R=2c«i^' 8,^^8,K. .5 J^-« <7,*.<r3*.. . .cr^/-,
C étant un coefficient numérique variable d'un terme à Tautre, et les exposants (A), (A:) étant soumis aux conditions
^ ^ \K+k,+ 2{h,+k,)...+mn{h„^+k„Ji)=mn;
d'où il suit que la résultante est homogène et de degré mw, isobariqt^e e£ de poids mn par rapport aux sommes s et <r.
Les calculs cependant qu'exigent ces méthodes, quoique le quatrième théorème (page 10) nous fournisse maintenant le moyen de dégager de ces formules tous les termes inutiles; seront encore bien laborieux.
Il importe donc de voir comment on peut se passer des fonctions symétriques. Ce sera l'objet des paragraphes suivants.
SIlL
. Méthodes d'élimination ^ par letqueUet la reoherohe de la résultante est réduite 4 trouver oeUe d'un système d'équations linéaires.
1. La méthode que nous allons d'abord exposer est celle qu'Ëuler et Bezout ont donnée les premiers. Soient, comme avant,
(2) i^=:6oaî"-l-6i^"-' + M"^' + 63^^' + ..- + 6n = 0,
Gooçle
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les àenx équations entre lesquelles on doit éliminer la variable x. Multiplions la première par un polynôme de la forme
(3) *=Ao«"-^+A,x«-^+...+A„., , et la seconde par un autre en x de la forme
(4) V=Boai«-^+BiiC'»-^+B,af«-^+...+B^., ,
et composons la fonction *y+^i|;, dont le degré seram+n— 1. Cette fonction, pour une racine x commune à 9 et à <{/, s'évanouira en même temps que les deux fonctions proposées. Or, puisque parmi les coefficients (Ao, A^, A,, ..., A„_i; Bo, B^, Bj, ..., B^^i) il y en a w+n — 1 arbitraires, on pourra s'en servir pour annuler tous les coefficients des m+n — 1 puissances dex dans cette nouvelle fonction. Mais la fonction des coefficients, qui restera avec le dernier terme en x^y conservera encore la propriété de s'évanouir avec y et i{/ ; si donc elle est de degré m+n, ce sera bien notre résultante dépourvue de tout facteur étranger.
Or, en général, le coefficient de ic*""^""*""*, dans la fonction
' *9+^^ = (Aoaî«-'+A,aî''~^+...+Aiaj«-*-*+,..+An-t) + (Boa?"-^+B,aî«-2+...+B^aî'"-*-^+... + B„^i)
sera
,gx ( AoaiH-AiA,_|+A,a,-.2+...+Aiao
l +Bo&r4-Bi6<.,+B,6>;-H...H-B^6o- En faisant donc varier i depuis jusqu'à m + n—-l, on aura les w+n — 1 équations
fK% +B060 =^
AoO.+A.ao +BA+B,6o =0
Ap0,4-A,a, 4-A,ao +Bo6.+B,6, +B,6o =0
|Aoa,4-A,a. +A.o, +A,ao +8065+8,6, +B,6.+B,ôo =^
I AoaH-A,a<«i+A,ai-j+ . . . +Bo6H-B,6<-.i+B,6<-8+ . . . =0
An-lOm+An-iOm-i +Bm~t6„+B«-i6n-i=0
An-lOm +B«-t6; =0
Oq» m*^n éqaatiODs peuvent être supposéeift conteDir le» 1^-4*^^ in-^ connues (AoAj, ...* A,„î B„Bi» #4.^8^)* Par suitp, à l'aide d'un théorème connu, la fonctipn restante cherchée $^T9^ le «déterminant
Oo 0. . . jto Q 0. . .", ft P
OO
bi
bo
Of_i a,_ï
fi
et comme il est évidemtttênt de degré m+n, il représentera bteti la résultante en question.
En faisant faire à ce détertfiinaint un demi-tour et en lé retournant ÈetiÉ dessus dessdtts, on voit que cette résultante est identique à celle fournie par le déterminant suivant :
«1 o, a, Om-i «m
«o «1 «« ««-2 Om-1 dm 6
Q Oo a,., k * . . . (?»-« o^-a o«-i o* 0. ?
Oo« • ? • • • • ^»»-4 «m-» f?m-a Om-1 am •..••..
a^ o, é, o, «4. . . Om-a Om~l «m
6o 6, 6... .' 6„-i bn 0. . .
6«. . . 6*.! tn-à 6,.-.i en 0. . .
dont la loi de formatio{) est pins facile et pourrait se formuler aiqsi : 1** Écrivez n suites des coegjicienls de Véqiiatiçdfi de degré rn, l\nç au-dessous de Vautre, en avançant chaque suite d'un rang à droite; 2° après ces n smlêê, et vis-à-vis de la première suite, écrtui m suites des coefficients de V équation de degré n, Vune au-dessous de Vautre, en hs avançant pareillement à droite d'un rang; 3° remplissez toutes
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U$ placée vide$ pat des ziro$; Vensemhle des lignes constituera le dé' tërminani ehercké.
Pour filer les idées, supposons mssi, n = 3, on aura :
Ol
Oo
Oo
ft.
ft.
qui sera une fonction de troisième degré par rapport aux coefficients (a) et de qa^trième degré par rapport aqx coefficient^ (6), çoname cela devait; être.
2* Observons maintenant que si l'on avait éliminé des équatipqs suivantes :
X'^^'ff — O
les m+n puissances de x,
afH^-i^. aB»H-»-î^ «»+?i-3^ ..,
en les considérant comme des inconnues, on aurait obtenu précisément la résultante sous la forme (8). Ces équations, en effet, subsistent en môme temps que les proposées, et dès que Ton suppose à
celles-ci une racine commune, il faut, pour qu'elles coexistent sans que X s'annule, que le résultat de Télimination des puissances x^, x\ x^, •.., af^^"^, considérées comme des inconnues, s'annule. En les multipliant d'ailleurs par des constantes arbitraires Ao, A^, etc., et en les ajoutant sous la condition que ces constantes annulent les coefficients des puissances diverses de x, on reproduira les équations (6).
Le procédé d'élimination fondé sur les équations (9) et donné par M. Sylvester n'est ainsi qu'une transformation, et comme un retournement de la méthode d'Euler. Mais l'avantage de ce procédé, c'est de pouvoir s'appliquer avec plus de facilité à un nombre plus grand d'équations à plusieurs inconnues, comme on verra dans la suite.
3. Voici encore une méthode propre à fournir les conditions pour que les deux équations proposées ^ et ({/ aient une ou plusieurs racines communes. Supposons qu'il ne s'agisse, pour le moment, que d'une seule racine et, et posons n=:m. Il faudra évidemment que l'on ait
(10) ? = (a!-<x)(p,a;'»-'+PiX«-»+...+p™_0,
et alors, en éliminant le facteur x — a, il viendra l'équation
(o,af+a.a!"'-'+a^-«4-...+o„_.)(g.a^'+î,'»-»+...+g^,) =(&oa^+M'"-'+ . . .+6m) (Po^!^* +l»ia!'»-'+ ...+Pm-i) ,
qui, devant être identique, fournira les équations de condition
(12) / 0=:gfoa,+giOt+5foO,~|)o&j— pi6i— pft6,.
Par suite, l'élimination des quantité (p) et (j) conduira à un déterminant de la forme
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Oo
Oi
a.— Om-jam-iOm
fet...*m-a&m-i*»i
«i---am-sa»»-a«m-
bo
...fto Ôt 6,
plus mnémonique en quelque sorte que les précédents, et qui sera la résultante cherchée.
4. C'est à l'aide de ces méthodes que j'ai calculé les résultantes Jes équations
( ax^+bx^+cx+d=0,
et
ax^+bx^+cx^+dx-{-e=:0, px^+qx^+rx^+sx + t=2 0,
que je rapporterai ici telles que je les ai données dans les Annale$ de Toriolini. En les appelant respectivement R,, R4, on a
+ c^ph — r*a^d+a^CTi^s — c^dp^r+c^dp^q — a^brs^
+ aVqs*— bd*pq*+ 3 {ad^p^s — a^dps*) + bcdpqr — ahcqrs
+ acdpqs — abdprs+l{abdqf — bâpqs-^-Vcprs — acdq^r)
+ 2(acdpr* — ac*prs+ b^dpqs — abdqh)
+ 3{abcps^ — ad^pqr+a^dqrs — bcdp^s).
R4=6a*cy<*+10aè«fep?s<+4ac*epr«f
aH'+p'e'
ahcd qrst-^ bcdepqrs
o'cVf»+cV/>V
acd'prs^-\- l^ceq*rt
a(*eq*s*-\-Vd*prH
a'^r*+cy^
abd eqr's + b^dpqst
a*bst''+deYq
a*cd qrt* + hce*p*rs
adeYqt-^a*bepst*
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ab*d qs*t-\- h^epqh —2
ahd egV4- b^d^p qst —2
a*bcr$t*-\-çde*p^qr 4-3
a^bdqsl^-^bde^p^qs — *
ac*dqr*t-i-bc*epr^s 4-4
abdeprs*-i'b*cepqst +i
b*eps'+ ad*qH —4
ab*eps't-\'ad*epq*t — 4
abdeq''rt-{~acd^pqsl — 4
ace^p'rt 4- a*ceprt* 4- 5
abd}q*st-+pqs*b*de — 8 ac*eprs*+ b^cepi^t
a*crt*-{^ce^p\ a&e<frt''\-acij^pi'i
a*dql*+beYs
aVq*rt+aod^p*t''
aV/)rs*4-è'«p'f*
a^epû+aé'pH
à'é'qr^s+bc^dpH*
a<?epH*+(^»*pr*t
a*depqt*+abé'p*st
abceprst+ acdepqrt
a*e^p qst-\- ahd ep*Û
a*b*rt*+ aWe+dVp*r+ceyf aW+ dye+ b*pt*+aeY a*bdrs*t-+- cd^ep*qs 4- ab*cqst*+ bde*pq*r ab*dpst* + a^bcqsU-hbd'ep'qt 4- ade*pf9 b*c*prl*+a*iser*s*-\-àd^p*rt -hact^qV ac\H*-i- bVpr*-h a*d*r*t-\-p*sYt abd*prst+ acdpq^+abc eq*st+ b*dep qrt ac*dpqt*-\- abe*pr's+ a*de qT^t-\- bc*ep*st b*dps*t+ a^eq*s+ab*€qs''+bdyq*t a*dsH 4- iPep*s-\-ab''qt* 4- be'pq* a*beri*+cdyqt+ b''cpsi*+ adt^q'r ebc*qrt*+ bc^pqr*+ a*cdi*st+ t^dep*rs abd^qr*t~\-bc'epqs*+ a<fdq*$t+ b*depr*s abce qrs* 4- bcd^pqrt + b*cdp rst-\-acd eq*rs a*derh-\- cHp*st+ bc'pqt*-i-ahe*qr' a*er*t*+ c*eYt+ a*c*pt''+ œyr* a*cd qs*t+ bd^ep*rs 4- ab*d qrt* + bce*pq*s a*cepsH+ ad^ep*rt 4- ab*eprt*+ ace*pq't a*deprst+ acdpp*st+ aJbcepqt*+abe*pqrt abceqf*t+b<fepqrt+ ac^dprst+ acdepi^s
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—2 (fbdr't^^aV^p^qs+aVqsf+bdeyr^
—2 cn^ôerH+c^ep^H+ac^prt^+àce^pr^
—2 a^ceqs^-^- b(Pp^t+ b^dprt^+ ace^qh
+3 a^ârsl^^ cdcy*4- oPhcqt^-^ be^qr
+3 (fber^st -h (?dep^qt + ab(^psi^+ ad^pqr"
+3 (fé^ps't+a(Pepl's'+ab*eq^^+bVpqU
+3 abeeps^-i-ad^pqrt+h^eprsi+acâeqH
a'ccg r^f + feôd epV^ + abcdprt*+ aa^pqrs
— 5 a*beqrt*+bc^*qt+a^cdpst*+ade^f^s
— 5 a*deq*$i+ b^depht-^ abd}pqf+ abê^pqs*.
5. Au moyen de ces mêmes formules et d'un théorème, dont nous parlerons plus tard, nous avons calculé les produits des carrés des différences des racines pour le quatrième et le cinquième degré. Supposons que les équations données soient
(18) dUB*44fa»'4-0ca;^+4cto4-6==0,
(19) aa?'4-5fta;*4-10ca?'4-10(iaî*4-5ea?+/=0,
et appelons ^4, À^ les produits respectifs ; on aura
= aV— 646'(?+ 366Vd'— \2a*bde'+ Siac'e-^lSOabc^de — 18aVè^— 6afc'(f 6+ 108 {abcd'+ b'cde)^ itl{a'd^+b'e') 4- 54 (a6*ceM-aV(f e)— 54 (e6V+ ac'cP).
3rf
Zd
id
=«*/*— 3375ft*(i*—20o»6e/^—120a'cd/"»+2640oV<rf — 10a'6Vf+1640a*&c<ie^H-5120a»cdY— ISOaftV/" +28480a6c*<f «/•— l4920o6*cdeY+90006'c(ie»+ 2000ftV<Pe* +256(aV+&T) +3456(oc*f + a»dY) + 6400(acV+ b*d'f) +7200(o6*ce*+ 6W/}+360(a'<f c/^4- a*6c*n H-160(o'ceV+aVd/"»)+5760(a*c<Pe»+6Vd/') +320(o'6cc'/H- o&»den 4-960(a6'd'e/'+a6cV/') +7200(o6ce*d»+ ftVde/") 4-4480(aVdeY+ ab'ecPf*) +4080(a*6d*eY+o*V«r)+2560(oW+6*d'f) — 4000{6»dV+ft W)— 640(aW/M- ab'ef*) — 2160(o*dV— 6V/*)--11520(o6cdY+ac*de/') — 1920(a'6de*+ 6*cen— 'l440(a'ftdY+ o'cV) — 3200(ac»d'c'-t-ftVd»f)— 600(a6*d'e»+6VeY) — 16000(a6cW+6*cd'e/')— 10080(o»cd'c/'+ o6c*df ).
S IV
Béveloppement abrégé de 'la réfultante.
1. En disposant les résultantes R, et R4 en une série de tableaux, comme nous avons indiqué page 28, on aurait
dbl
dit
■pçr 9*
ps* qrs ad^ hcd
=Fl
acte* 5c«» M«« c^d« cd
a«cd pV^
aftc»
pgr«
prfi ace*
p^rt
a«d« pV
ab^e pqH
abcd pqrs
ac^ pf*
Qf»t* psH W ad^e
qrst r*t os* rV 6cd« c»e od» c»d"
g/* prsf q'^st qrH ps* ors* ;le* acde W» 6c^ ad» fcd«
a*de p'st
abce pqrt
àbd^ pqs*
_^ac*d '^prH
b^e qH
b*cd q*rs
qr*
-hl
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p«f pqit fr*t çfrt fr^ qV qr*s r«
aV
abâe
-f-IO
-Hi
acd^
en ayant soin de multiplier sealement ensemble les facteurs littéraux supérieurs d'un côté avefc les supérieurs de rautre^ct ainsi de même ^ regard des facteurs inférieurs dans chaque rangée de carreaux horizontlle ou verticale. On déduira, par exemple, du septième tableau de R4 que les produits ab^êqrst^ bcdepqU ont 3 pour coefficient numérique. Pour R3, il faudra prendre, au contraire, le signe inférieur lorsqu'oD multipliera ensemble les facteurs inférieurs. Ainsi, le quatrième tableau deR, donnera —3a*^s'+3ad^p's.
2. Cela posé, on remarque sans peine les propriétés suivantes, qui ont lieu en général :
1^ Chaque tableau isobarique est symétrique par rapport à la diagonale NO«-SE, au signe près;
2"* Pour m impair, le signe change à l'égard des produits des facteurs inférieurs;
3^ Le8 coefficients placés symétriquement par rapport à la diagonale fournissent quatre termes de la résultante affectés du même coefficient, au signe près ; ceux sur la diagonale fourniront seulement déui termes.
L'idée de partager la résultante en groupes isobariques par rapport aux coefficients d'une même équation est due à M. Gayley, qui en a
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tiré aussi une méthode très-e^tpéditive pour en calculer les ooelB-» cients, et dont il a bien voulu me donner une communication sommaire. Le principe dont, probablement, ce célèbre géomètre est parti me parait être le suivant :
3. Si Von prend dans une des parties (a) ou (b) du déterminant (8) (page 34) tin déterminant de m*"* ordre [on suppose ici m=:n) formé avec les colonnes de rang r^, Tj, ..., r^, en allant de gauche à droite, les termes qu^il contiendra seront tous de poids
Démonstration. Il est d'abord évident que les différences des in dices des éléments (a) des colonnes r,, r,, .,., r^j av^c iteui des éléments (a) de la colonne r^, en supposant pour le moment qu*on 4it remplacé progressivement les par des éléments de la forme a^^/, a^i, sauf à les annuler ensuite, seront
Soit maintenant t Tindice du premier élément de la colonne r^, les indices des éléments situés sur la diagonale du déterminant ainsi formé, que nous appellerons A et que nous désignerons ainsi :
A = |f^9 Tj, fj, •••, ^ml * seront
t, t+r— fj — 1, t+r, — fj — 2, t4-r4 — r^ — 3, etc., ..., t+r„— fi— (m— 1).
Par conséquent, le poids du produit de ces éléments sera
maïs on a évidemment ri= i+ 1 ; donc ce poids sera bien
Or, si le poids de la diagonale a cette expression, celui des autres lignes quelconques qui passeront par les éléments du déterminant susdit aura encore la même valeur. On s'en convaincra aisément, eu observant que, si d'un côté, les indices croissent avec les rangs des colonnes, ils diminuent de la même manière lorsque le rang de lignes augmente.
Il suit de là
1** Que tous les termes en (a) du même poids s'obtiendront en calculant tous les déterminants par lesquels la somme
est constante ;
2^ Qu'étant connus les coefGcients numériques des déterminants formés avec les éléments (a) de poids p, on connaîtra, par cela même, les coefficients des déterminants conjugués 6 formés avec les éléments (6) de poids î=în* — p.
En effet, ces éléments (6) doivent être pris dans les colonnes r'i, *"'i» r\y •••» ^'mi différentes des premières.
D'un autre côté, nous savons (voir page 28) que, pour trouver la partie (6) conjuguée à celle (a), par exemple,
il faut changer a^ en bm^i* Par conséquent, au changement près de a
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en b, le déterminant 8= | r\r\r..rfn \ doit être le même que celui qui résulte du changement de a, en a^^i dans le déterminant A. Or, par réchange de a, en a^^i, le déterminant
A= I r j r j... ffn I y deviendra
A=:|2m+1— r\, 2m-+l— r,, ..., 2m+l— r^|, dont le poids sera
Hais on a Sr+2r'=!!:il?!|±îl;
donc ce poids sera
c'est-à-dire égal à celui des déterminants A déjà calculés.
Ainsi, les déterminants B conjugués de poids q sont identiques à ceux A de poids j), sauf le changement de ai en 6,„_,-.
Il faudra seulement remarquer que le produit AB des deux déterminants entre dans la résultante avec le signe + ou -— , suivant que la série des nombres
requiert un nombre pair ou impair d'échanges pour être restituée à l'ordre naturel 1.2.3.. .2m.
On voit par là que le développement entier de la résultante se réduira au simple calcul des déterminants A.
Un exemple seul nous servira à bien comprendre et apprécier la méthode. Supposons que nous ayons à calculer le quatrième tableau de R3, qui, d'après la notation actuelle des coefficients, deviendrait
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Dans ce cas, la résultante R serait le déterminant
Oo
Oo
fli
Ol
ft,
sur lequel nous avons, pour plus de clarté, numéroté les colonnes.
Or, les déternniinants A du poids 3 sont évidemment les Suivants : (126), (135), (234); et, en réunissant dans un seul tfibleaa les termes qu'ils fournissent, on a
Oiflldi
Les déterminants conjugués, pris avec leurs signes convenables, sont — (345), — (246), — (156). Mais, d'après ce que nous àvofls remarqué ci-dessus, leurs côefBciènts sont identiques à ceux des déterminants A, — (234), —(135), —(126), sauf le changement de ai en h^^i. Par conséquent, ces déterminants B dqnQerqi^l
(334) (135) (li6)
-ft
«•«ft,*
6ob,6.
OÙ les coefficients sont cdux dd tableau précédent, changés de place et de signe. Maintenant il n'y qura plus qu'à multiplier les lignes horizontales ensemble, terme à terme, pour retrouver les coefficients du quatrième tableau de Rg* Ainsi, celui de a^^a^hj)^ sera
V* PARTIE. — CHAPITRE H. — § V. «f
Méthode du plat grand ooiaiyiiip dlîvifeur.
Sans entrer ici dans les détails de |a théorie du pins grand commnn diviseur, qa*on trouve dant tous les Traités ordinaires d'algèbre , il nous suffira de rappeler: 1^ qu'étant données^ les deux fonctions ^ et ^j leur plus grand commun diviseur est égal à celui qui existe énttô deux restes conséobtift; 2** que si un des restes s'annule, le quotient • correspondant k la division qui le fournit est \& plus grand commun diviseur cherché.
Il est évident qu'en poussant jusqu'au bout les calculs, on arrivera finalement à un reste, qui ne contiendra plus la variable et sera fonction sedlettiënt des coefficients. Suivant que cette fonction s'an-^ nule ou ne s'annule pas, les deux proposées adtiiettront ou non Une racine commune. Par conséquent, d'après ce que nous avons dit au paragraphe I", ce sera la résultante elle-même. Noti§ avons doiic titi autre procédé pour trouver la résultante, qui, dans les cas par* tîculiers, peut être plus expéditif que les autres, et qui a TôVantage en outre de fournir immédiatement les racines communes, s'il y en d, à la seule inspection des quotients.
Il tie sera dond pas inutile qu'à cette occasion nous nous étendions sur l'expression analytique des restes, afin d'avoir un terme de comparaison pour tout calcul numérique.
Les deux fonctions proposées, quelles qu'elles soiept^^ peuvent toujourSy avant de les assujettir à la méthode du plus grand commun diviseur, être réduites à deux, une de degré w, Tautre de degré m — 1. Soient
ces fonctions; et appelons r—R^, — iR,, etc., les rested, afin d'ïjp-^ pliquer au besoin nos foripules au théorème de Sturm. On aura
/ p=gr,û_R4,
Ri=gjRjj — R3, (2) { R,= Î3R3— R4»
R»-i= îiRj — Rn-i»
\ Ri = îi+iRt+i — Ri+2»
9o« 9i9 9si 6tc., étant les quotients successifs. On tire de là Ri=îoQ— P» R.=(îo?i— 1)0— ïiP»
R3={(îogi— i)?«-îo}Q— (îiî,— i)P.
et, en géoéra],
(3) Ri=P,P+QiQ,
où Ri , Qij Pi sont des fonctions de degré respectivement m — t — 1, f, f — 1, qui renferment par conséquent m — i, t+l, t coefficients. Or, on peut, à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés» trouver à priori les valeurs de ces coefficients. En effet, comme le second membre doit se réduire à une fonction de (m — % — 1)'"*' degré» en égalant à zéro les coefficients de w-Vt — 1 — (w — t — l)=2t premières puissances de x, on obtiendra 2t équations linéaires entre 2f+l coefficients arbitraires, par lesquelles on déterminera leur rapport à l'un des deux pris à volonté. Appelons celui-ci ^; on pourra évidemment mettre P^, Q^, R» sous la forme
(4) P.=A,(PO, û,=X,(QO, Ri=A|(Ri),
(Pf), (ûi), (R») étant des fonctions entières des coefficients a et b. Alors l'équation (3) deviendra
(5) (RO=(P.)P+(Qi)Q-
Le tout donc se réduit à trouver les valeurs de (P»), (Q<), (Ri), ^. Posons
Pi=y, xf-' + yi aî*-2 + 720?*"'+ . . . + /<-.!,
(6) \ Qi=i,af + d,af-' + d,x'-'^+...+ii, R,=p,aî«-^*+p,a:«'-^-^+p^-^-«+...+f)«,^-i;
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00 aura
et^ d'après ce que nous avons dit ci-dessus,
^0=yoao+*o^o'
0= 7o«2<-l + 7l^<-2 + • • • +7»-2^i+l+7»"^»+^0^2t-l +iAi^2+" . + ^A-1-
po=7o<*2i+7i^t-i+. • • + yi-Iai^., +(îo&2r+-<îi62i-i+- ..+*i^» /g\ ^pi=7o%+i+7i^ai+*-'+7<-i^«+2+^o*2t-fr-i+^i+---+<îi6i+i»
lpm-i-i=7o«fiHH-i+7i«m+i-2+» • •+7i-i«m+^o^m4H-i+7ia«4-<-2+...^
Les premières 2% équations (7) serviront à trouver les valeurs des coefScients y et dj qui, portées dans les suivantes, feront connaître celles des coefficients p. Nous les écrirons comme il suit :
^2»— 2 ^ai-S ^2i-4- • • ^f ^i-1 ^2t-2 ^2t— 3 ^21—4' • • ^i ^«-1 ^^^ ^ 021—1 ^2i-2 ^i-3* • • Oi-t-i à»- &2i-.l ^2j-2 *2t-.3' • • ^^1+2 *t = ^
Appelons (y/) le déterminant de (2t — 1)*^*^ ordre, que l'on obtient lorsqu'on supprime dans cette matrice les éléments de la colonne yi ; il est clair que la valeur du coefficient yi est proportionnelle à {y^. Si donc, dans les équations (8) on substitue (yo)« (71)1 (7<-i)» (^0)' .'.» (<îi), au lieu des coefficients yoi 7i» 7t-i» ^0» •••; ^n ^^ ^^^^ '^^ valeurs ^auxquelles po, p^, •.., p^-f-i sont proportionnelles et, par
conséquent, la valeur de (R^). Ainsi, par exemple, la valeur de (pi) sera
ou bien
io
«0 ... bi 6o • . .
ai
ai
b^ bi .
^2^-i %-2 fl2»-3« • • «t ^2t-l &2i-2' • • ^t-l
^2i-h/ «2t+/-l Û2«-f/-2"-ûi+/+i &2f+/ ^2f4./-|-»-fti+/
Il vieqdra, par conséquent,
Oj ai
Jo ...
Ji Jj. . .
''îi+Z <*2»+Z— I ''iJ«+/-2"<<'<+{-+-l ^2<+l^j^{— 1"*^H-/
Ainsi, pour m =4, t = l, oq trouvera
(R,)=a^ «, b, b, +« a, i, b, + a, è. J, «a &i ^1 a, i, ig a^ fc, ^,
et si l'on suppose
P =œ*— 2a;»— .7a!* + lOar + 10 , 0= 2a!'— 3a;*^7aî+ 10 ,
il viendra, d'après la formule précédente,
Il ne nous reste plus qu'à déterminer la valeur de i<. A cet effet, observons qu'on a les équations
( R»==P<P + Q<û=?i+,R.+,— R,4.2, (12) j Ri+,!=P,+,P+a+.Q=î<+,R^^— R,+3,
It PARTIE. ^CHAPITRin.-,jj V. Bl
«tsi l'pq gnltitUqe dan» la première les valeurs de H^+„ Rj^^ faorqit» par les autres, on aura l'équatiou
Pi?+ Q<Q= g,^., (P<+,P+ Q,^,û)— P^,P— Q,^,Q , ou bien
(1 S) (P< — f^.P^,+ Pi+,)P+ (Ûi— 3H-iQi4s,+ Qi+î) Q= 0,
q«ii ayant lieu qufllep qpe soient |e« fonotioins f, Q, (oproira la»
]re)etioq$i
d'où, en éliminant g^^i,
(t5) Pv-mQh-i— P,+i(î<4-2= Pi+.Q<--PiQ,+,.
Cette équation prouve que la iqwtm Ph-iQî-^PjQh'I ^^^ VW constante, car elle ne change pas en permutant l'indice ». Pour la déterminer, posons t=^l, et çalcHlftns l(t fonction Piû«— Pod; P« 9
et, par coqséqnent,
P<+.Q<— PA
Or, (17) P.-H,Qr-PiQ*^-.=?i<+.;i,{(f^^,)(Oi)— (P()(Qi*,)}; et des équations
(R,) = (P,)P+(Q<)Q, (iW.)^(P.+,)P-+'(ÇW,)0, OQ tire
(Ri4..)(Qi)-(R0(Qm)=«P{{P^M)(Q0-(P«)(Ûm)H.
par suite, en ayant égard aux (J6) et (17),
Pour trouver donc -- — , il suffira de comparer les termes des plus hautes dimensions dans les deux membres; et comme la partie
(Ri)(Qi+,) seulement est de m^^^ degré, il s'ensuit qu'en appelant C< les coefficients de ix^ dans (Rt)(QjH-j), il viendra
-J_SL- — r
Comparons maintenant, au moyen des formules générales (8) et (9) les coefficients 3^o ^^ Q«4-i ^1^ po de Rj; on verra qu'en changeant t en t+1 dans la (9) et en y prenant (^o)» <>" obtient un déterminant qui est égal au déterminant (10) pour /=:0, multiplié par ao* Donc Ci= (po)'ao ; donc
(9oW
OÙ nous avons ajouté l'indice (i) pour distinguer ce premier coefficient de Ki de celui des autres restes. De cette équation on déduit aisément la valeur cherchée de X«-, à savoir :
Exemple. On a évidemment >o=l> ^t puisque Ro=û, il vient X,>i=:Xi=:r-î; ainsi, le vrai reste Rj, par exemple, sera
Ri=rï(''»)=rîi
ho
Oo b.
Oi by
aî^-^H-...
ce qui se vérifie immédiatement.
La formule (20), à laquelle nous sommes arrivés, nous montre que dans l'application du théorème de Sturm à la recherche du nombre des racines réelles, il est inutile de considérer les vrais restes R^, puisque les autres (R), dont les expressions sont si facilement fournies par notre formule (11), n'en diffèrent que par des facteurs toujours positifs.
VI
BUthod* altrégée d* Besoat.
Supposons n= m, les équations proposées seront Formons la série d'équations
I I,==(ooa5'"+a,a5'-'+...4-a,)(|<— (6oa;'+M''"'+.--+M 9=0, qui seront de la forme
En éliminant de ces m éqaations les m puissances de a?, x^"^^ , af^^j ..., «\ a?** considérées comme des inconnues, on obtiendra un déterminant
^1,0 ^1,1 Ai,2 . . . A|,m— 1
^iîi— 1,0 ^ifi— 1,1 ^m— i,2 • • • ^n— i.TO— 1
qui sera la résultante cherchée.
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Ce déterminant est symétrique. En effet, la valeur générale de )ir,s serait
\ — (^Or+«4.l4-6iÛH-i4-...4-ê>^lO,4-2+fcAH-,).
Celle de l'élément conjugué !„ s'obtiendrait en s'échangeant entre eux les indices r et 5 dans lô second membre de cette équation, et Ton aurait
Supposons, ce qui est toujours permis, s^r, ce second membre contiendra en plus que celui de l'équation (5) les termes
qui se détruisent deut & deux. Alnni Ofi â 7^^^^==!,^^.
On déduit aussi de la fôrfne générale de A^.^ que le poids des termes est constant et égal à r+â-f- 1.
On peut obtenir, d'après H. Cauchy, les mémei éqaatiobl (3) m préparant les équations proposées de cette manière :
En les divisant membre à membre^ on trouvera et en faisant disparaître les dénominateurs^
En donnant ensuite à Tindicer les m valeurs Ô, 1, 2^ â, ^..,«1 — 1, on obtiendra autant d*équations de degré m-^1, qui coïncideront aVeo les (3). Il est aisé de voir, en effet, que dans l'équation If tous les termes de 9 et de t{/, contenant des indices inférieurs à r+l; s'entredétruisent.
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Les exemples suivants feront mieux comprendre la formation des éléments X dô déterminant. Soient R,, R4, R^ les résultantes des équations proposées pour m=sî3^ 4« 6. Il viendra
Oo*.-
-a,èo
flo^4"^<^4^0 ^i^4 ^4^1 ^2^4 ^^4^2
ao&4-*-Û4^0
tt8^4"^Ût4^3
-a fi. «o^r
-0,6» a A — <*A «0^»— «A ^o^ê — *e^o -aA +a«^*— «*^i +<ï«6»— oA
-OA «0^6— «A a^ie — «e^* a,&«— OA
-a^ô, 4^464— -a A 4.n ft — A fc
o^te — oA a A — a A <^A — ^e^»
•OA ^A — ^e^i oA—^e^s «A^^'A
A +«8^8— OA +«4Ô8— «A
•««6, tf,6e— aA a^6e— aA a^fi,— a.ô^
On pourra ainsi mieux saisir la règle qui suit pour former la résultante en général.
Soient
ij; = h^X'^+ hiX'^-'+ 62^?»"-^+ 630:^-^+. . .+ fcm-iaJ+ 6m=
les équations données.
l"" Formez tous les déterminants binaires que Ton peut faire avec les coefficients correspondants des deux équations et tels, que dans
chaque coaple entrent, ou les premiers coefGcients [?''], ou les derniers L") ; ces déterminants seront de la forme
A,=ao6i— a,*o , ou a„^i= afirn—^mh;
ordonnez-les suivant leur poids, depuis 1 jusqu'au nombre 2m — 1, en forme de déterminant symétrique de m^^^ ordre, fie déterminant
sera
Al
Ai
Am+i
Affi4.2
Ae
AffH-S
Ajftt— 2 A
sm—1
^m ^ïïH-i A,iH-2 ^m-k-i^
2^ Faites par la pensée, dans ç et ^y ao=6^,=a^=6TO=0, et divisez par a;. Répétez la même opération comme avant sur les nouvelles équations, que nous désignerons par les symboles (m — 2). Vous aurez un nouveau déterminant symétrique de (m — 2y^^^ ordre, que vous emboîterez symétriquement dans le premier, de manière à laisser libres les lignes extérieures du premier déterminant.
S"" Faites de même dans les équations (m — 2),
«1 = ft 1 = Om-i= *m-i= ;
formez le déterminant de (m — 4)*^* ordre avec les coefGcients qui restent, et emboitez-h symétriquement dans celui de (m — 2)*^* ordre, et ainsi de suite. Le déterminant ainsi formé sera la résultante cherchée.
S VIL
Autre méthode pour trouver ,1a rèfultante f en la oonf îdéraut minant (") d'une fonction de deuxième degré.
la difori-
Dès que Ton s'aperçoit que la résultante R est un déterminant symétrique, il se présente de suite à Tesprit Tidée de le considérer
(*) On appelle discriminant la résultante des n dérivées partielles d*une 'fonction ho- ^logène à n variables.
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ctomme le produit de l'éliminatioD des m variables entre m équations linéaires, qui seraient les m dérivées par rapport à chacune de ces variables d'une même équation de deuxième degré. En s'appuyant sur les travaux de Jacobi et d'Hermite, on peut mettre cette propriété bien en évidence.
On tire des équations (2) et (3) du paragraphe précédent celles qui suivent :
/o«"*""* + liSf^'+ kaf^''+. . . -f- im-i= SV*^""'"^^"*"'
— {m6oa?"»-*+ (m— l)6ia?'"-^+(m— 2)62aj'»-'+...+6„-i jç; d'où
2;>r,^-*"''aî'»-*-*= ^ {x) <pX^)-9 {x) f{x).
Or, si dans le premier membre de cette équation on plaçait les exposants m — 1 — r, m — 1 — s en indices, on obtiendrait une équation de second degré entre les variables ^o> ^i» ^«> •••> ^m-i- D'ailleurs, le second membre est la valeur de la fonction
pour y = â;. Ainsi, pour avoir l'équation du second degré qu'on cherche, il suffira de calculer la fonction
?(^)f(y)-<p(r)HS)
et de changer ensuite les diverses puissances de ^, ^^ telles que ^ , S*' en Xi^ Xi. Cela fait, on formera les dérivées Da?o> Da?,, ..., Da?«,i de cette équation, et en éliminant de ces dérivées égales à zéro les m variables Xq, ^i, ..., a?,»_|, on obtiendra la résultante cherchée sous la forme (4). Il est bien évident qu'en changeant de nouveau, dans ces dérivées, les indices en exposants , on aura précisément les équations (3).
Hais on peut déduire des mémoires de H. Hermite, insérés dans le Journal de Crelle, une démonstration plus directe de cette proposition qui se rattache à la considération des racines.
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Soit l'équatioa du ucood degré,à m variablét,
formons-en les dérivées
IdF IdF 1^ IdF
Sd»' trfy' a</8' '•" 2do'
qui seront des fonctions homogènes et linéaires eo x,y, s, ..., v, J« dis en premier lieu que la résultante de ces fonctions égalées à zéro est l'inverse de la réialtaatts cherchée R. Car leur résultante serait
?'«•?'«••.• <p'am4'a*4'*|.M+a«i
cci ft^ a^ • . * CLfn
-^ fii^-l j^ fil— 1 ^ tn — 1 ^ wi-^i
«t"» ûe,»*» «s
OU, par des théorèmes Connus,
Cherchons maintenant une transformée de F telle, que la résultante ded nouvelles dérivées soit Tinverse de cellen:!, c'est-à-dire R. Pour y arriver, posons
on aura
«4-«my+am 5^4-... + ««"*-*« = An,;
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et
JdF y A
idF y ttA
(6) / ^dF_y a*A
'idv~2d^<i)^'(a)'
le signe 2 s'étendant à toutes leâ racines <xi^ oc^^ ..., a^*
Exprimons maintenant F en fonction de nouvelles variables X, Y| Z, ..., V, qui seraient liées aux anciennes par les équations
.y idF ««A« I K^'A, . |. «ihAih
^^—ïdy — +k)t'w"^ +;«.)?'(«.) +(««)?(««) •
(7) /y_i<^F_ a,«A, ««A, . I «m'Am
Pour cela, nous tirerons de ceê équations les valeurs des quantités
Aj, A)« A3, •••>! A|||
en fonction de a^, «j, ..., «^ et des nouvelles variables X, Y, ..., V- Rappelons-nous à cet eflet que^ quand on a un système d'équations tel que
(8) \l>iV+P.V+P3V+ +PmX'=i.,
la valeur dep«* est déterminée par Téquation
(9) f{\)Pi^holo+Kh+Kh + ^''+fhn^iln^if
&o> ^i« ^t» •••« Affi-i ét^Dt les coefficients des puissances X^, X^, ..., A**"* dans la fonction
X— Xi'
ou, en d'antres termes, le second membre de (9) étant ce que devient 1^; après y avoir changé les exposants de l en indices. Par consé-
I— -Ai
qaent, en désignant par Ç une indéterminée quelconque, on aura
A. _ <pK)
A.» _ y (g «Ko».) Ç— «»'
pourvu que, la division faite, on change
respectivement en
A l'aide de ces valeurs, l'expression (S) de F deviendra
(11) ^^yMiWjjn
C' étant une autre indéterminée, analogue à ^^ dont les puissances successives
H'j K'\ K'\ ç""^S devront aussi se changer en
Hais on a
ou enfin
(12) ^_ <PWHO-^(^)y(0 ,
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et Ton voit qne^ sous cette forme symbolique , ^ est immédiatement
exprimable en fonction des coefGcients des deux équations proposées.
Il reste maintenant à démontrer que la résultante des nouvelles
dérivées
est l'inverse de celle des dérivées anciennes
1^ IdF IdF idF
2daj' 2rfy ' 2dz' ••** ïdv'
Or, en appelant i l'invariant de la forme quadratique en x, y, z, ...^v, qu'on peut considérer comme la transformée de celle en X, Y^Z, ...yV, dont nous désignerons l'invariant par I, on a, d'après un théorème connu,
Î=I.S\ S étant le déterminant de la substitution (7). Mais on a
donc I, ou la résultante des fonctions (13), sera égale à
Ainsi, la recherche de cette résultante R est ramenée à celle de la résultante de l'élimination des variables X, Y, Z, •.., V entre les dérivées de ^; et comme de l'équation (12) on déduit aisément la suivante:
où, pour rendre la loi de formation plus évidente, on a changé les variables
respectivement en
Xqj Xi, X^, •.., Xm.iy
on conclura que la résultante R pourra se mettre sous la forme d'un déterminant symétrique, dont chaque élément sera la somme d'un * certain nombre de déterminants binaires isobariques {afij — afii).
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Supposons, pour fixer les idées, m=3, 4; on aura successivement
5f;=(ao6i— o,6o)X,'+2(Oû6j— a^6p)X,X,+2(og&,— a.ftjXpX,
^=(ao6i— 6o6.)X3'+2(ao6,— «j6o)X,X,+2(aoft,— a,6jX,X,
+(::t:i)^'*-^2C;:;i:;yx.x,H-2(a,^
On peut encore, d'après M. Cayley, obtenir très-simplement la forme (4) (§ VI) de la résultante. Il suffît de remarquer que l'équa-
ti^„ lMiMziiM^) = a lieu quel que soit y. Alors, en égalant »
zéro les coeflicients des diOerente^ puissances de y, on a un nombre m d'équations, chacune de (m — l)'^^ degré en ^, qui subsistent ep même temps que les proposées ; et dont, en éliminant les puissances ^m-i^ /pm-2^ ^^ ^1^ ^0^ traitées comme des inconnues, on obtiendra la forme cherchée.
§ VIII. Forin^lion dpi pcilynomat noltipllMitttaM.
Nous ayons vu, au paragraphe III, comment, par l'introduction des polynômes multiplicateurs, on arrive h trouver I9 résultf^Qte <)e ^^^^ équations données.
Prpposons^nous maintenant de trouver en général les fenetions entières *, W de degré m — 1, propres à satisfaire à l'équation
U étant une fonction entière de degré 2m — 1. Cela pourra toujours avoir lieu, puisque nous pouvons disposer d'un nombre de coefficients arbitraires égal à celui des coefficients donnés dans U- En égalant entre eux les coefficients de la même puissance de a dam les deux meiqbres, on aura une série de 9m équations propres à fournir lai '
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valeurs des coefficients de * et de W. Leur dénominateur commun sera la résultante R ; car, évidemment, il pe pourra pas différer de celui que Ton obtiendrait dans le cas de U=;?0 (voir pagç 33). On pourrait donc supposer U==:RT, et alors les CQeffipjents (]e <(^ et d^ T dans l'équation (1) réduite à la forme
(2) ç*+({;^— RT
seront des fonctions entières des coefficients de (p, 4^ et T,
La détern^ination des fonctions multiplicatricè; ^, ^, dang le çn général de
(3) T=(î,(r^-^+Cia?^'^-^+. , . + p,«^,,
revient à celle de cq^ RièmôS fonctions dans )e cas de Tz=:x\ l étant un quelconque des exposants 2m — l, 2m — 2, ..., 2, 1, Q, Cir si l'équation
est satisfaite, la suivante
le sera encore ; et par eonséquent, dans le cas général, les fonctions ^ et W seront des sommes des termes tels que
Cela posé, en résolvant les équation? (3) (§ V|), coupime si les puissances a?»"""*, a?"»-*, ..., a?^ étaient des inconnues, on a
(A) \ Ite"'-«=A,,o/o + A3ii, + A,,aî,+... + A,,^^^.,,
équations qui, à cause de la relation Ar,«=Ary, toutes les fois que ^+s = r^4-s^ (voir chap. III, §1), peuvent encore s'écrire
R^'»~^ = Aoîo+Ai/i + AJ,+...+A^^J,„.i, Raî'»-2=Ai/o+A2/i+ A3Ï,+...+AX^, ,
Ra?o=A^-iio+A„A+A^+i/,+...+ A,^.tP""'.
où l'on a en général
Substituons, dans cette équation, les valeurs de l^, l^ ..., tirées des équations (2) (§VI), il viendra Raî«-»'-^={A^o+A^,(aoaî+ai)+A^(a,«*+aia?+aj)+...)iJi,
— {AA+AH.|(fcoaî+fci)+A^2(6,aî*+M+60+--lTî et en posant
(6) *,=A^,+AH-i(aoaî+aO+A^(a,a^+aia?+a,)+...
+A,+,„(a,aî«»-*+a,aî'»-^+.., + a„,.i) — *=A,6,+A^i(6,aî+6,)+A,+2(6,x*+64aî+6,)+...
+A^(6,aî'«-*+6,af»-»+...+6^«0.
nous aurons
(7) <ï>^ç+^,4; = Raf«"^^
Ainsi, dans le cas de Tl=x^'^^\ on obtient bien aisément les valeurs des fonctions multiplicatrices ^, ^, au moyen des quantités A. Mais comme, dans le cas général, les exposants qui figurent dans la fonction T peuvent dépasser le nombre m — 1 , il nous reste à faire voir comment on peut de ces mêmes équations tirer les valeurs de ^ et de ^ correspondantes à une puissance de x supérieure à la
A cet effet, j'observe que Ton pourra profiter des relations trouvées
jusqu'à présent, en permutant x en -, et en même temps a^^ br en
^m-n ^m-r l ^^^7 V^^ ^^^ ^^^^ échanges, les équations proposées f =0, ^=:0 deviennent les mêmes. Alors les fonctions f , 4^ se changent en x'^^cf, x^^^y et l^ devient
ir=i(«m-i^+ am-r+i^ï^*+ • • • + «m) 9 ^^Tf?
OU bien, en ayant égard aux équations f et i{/,
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et, d'après les (2) (g VI) ,
Mais les équations (3) (§ YI) noas donnent
Ainsi, comme l^ se change en — ^^\ la fonction A^, se changera en — A,„^y«.|^,„_^«.|.
Or, par l'échange de \rs en A^-.r-i,m-«-t > 'e déterminant (4) (§ VI) reste le même, et A;., se transforme en Atn^r-^i.m^i^s* Par suite , dans le cas actuel , R se changera en (— 1)*^ et A^^ en ( — l)'"""^A,„-.|«,.,,„_i_,. En tenant compte de ces échanges, Téqua-
tion (7), lorsqu'on change x en -, a,., 6;. en am^, bm^ry deviendra
(8) *r?+Vr^ = R^"^',
ou
En faisant varier r depuis jusqu'à m— 1, les deux équations (9) et (10), avec les (6), fourniront toutes les valeurs des fonctions * et V propres à résoudre l'équation (2).
Remarque. On peut mettre les valeurs de *y, ^r sous la forme
(11) *'=(^+ïsi=r+--+^ir)î
{ ^r= (-^2111— 2-1^*"" + A2wi~3-r ^" +. . . + A,„_y_2) ^ ^
pourvu que l'on rejette les puissances négatives de x dans le premier et celles supérieures à la (m — iy*»w« dans le second.
IX
Sor les relatîoDS entre les éléments X.
Nous avons vu (page 54) qu'entre les quantités A il existe la relation X„ = ^^^. Mais il doit évidemment y en avoir d'autres, car le nombre de ces éléments, en comptant seulement ceux qui sont différents, est — Y~' ^* ^'^ "® dépendent que de 2m + 2 coefficients. Le nombre donc de ces relations parait être, au premier abord,
^1"^ — 2m — 2 = ^^^^^^— 1. Mais il faut le diminuer de trois: 2 2 '
car la quantité afig — aj)j. ne change pas si l'on y substitue pa^+î&r» paf+ qby , au lieu. de a,,, 6^ (en admettant toutefois que les constantes p, j, p, q soient assujetties à la condition pq — Pî=l). D'où Ton voit que l'on peut disposer à volonté de trois des coefficients a„ 6„ a,, bg, sans que la valeur de X soit altérée. Donc les 2fH-2 coefficients donnés se réduisent à 2n — iy puisque troj^ d'entre qux peuvent topjours être pris arbitrairement. Par conséquent, le nombre des relations
se réduira aussi à 7" — h2 = i ^ . Parmi ces relations,
on peut compter celles fournies par les équations (14) et (15) de la page 73, mais il y en a de plus simples.
Si l'on compare entre elles les valeurs qu'on tire de la formule (5) (S VI) pour X^.1,5 et X;.,^-.,, on obtient
ou bien, en posant ajbg — aA=(<ïA)>
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Or, par la théorie des déterminants, on sait que (*)
(aA) {aubv) + {aA){(irbs) + (aA) («A) =0.
Par suite, en ayant égard à la relation \sZ=z\g^ et à la (1), on • obtient
où, suivant une notation connue, les déterminants, on entend par le r s
symbole X
le déterminant ^rr'^,,-
'Ks'^srf- On aura donc là un
type d'autant de relations entre les éléments 1 qu'il y a de combinaisons distinctes des quatre indices r, $, u, v.
Posons successivement r==0, r = in, et observons que les termes avec les indices — 1 et m ne peuvent pas exister; il viendra
wt — 1 s — 1
M. Jacobi, à qui l'on doit ces relations, a aussi démontré {Journal de Cr elle, tome XV) la suivante, à laquelle nous nous arrêterons et que nous nous contenterons d'indiquer :
r-fl /'-+-!. ..r^^-^^)
(r, r'...r^"""*^) et (s', 5"^""^^) étant les nombres choisis respectivement pour les nombres 1,2, 3, ..., m — 2 et 1, 2, 3, ..., m — l.En se rappelant le sens de ces notations, on s'apercevra aisément que les fonctions indiquées dans les deux membres sont des déterminants formés avec les éléments A affectés de certains indices particuliers.
(*) Oa peut consulter à ce su|et une note que j'ai insérée dans le Journal de UowriUe,
is/
CHAPITRE III
PROPRIÉTÉS ET EMPLOI DE LA RÉSULTANTE DANS LA REGHERGflE DES RACINES COMMUNES.
SI
Propriétés de la résultanU.
Première propriété. Si V équation (f[x) est de la forme (f{x)=^ Gi{x)9z{x)9^{x)...y on aura
^i« ^29 ^3 désignant les résultantes des éqwitions
/ ( 0i(^)=o, f e,{x)=o, [ e,{x)-o, /ô l Ho^)=o, [ ^{x)=/(, \ ^{x)=o.
Il suffit, en effets de se rappeler qu'on a
^=<f{x,)(f{x^)(f{x,)...(f{Xn).
Xi^x^y ...y Xn étant les racines de l'équation 4;=0. Or, en remplaçant (f{x) par le produit des fonctions 9, dans lesquelles nous la supposons décomposable, on aura
h=2ei{Xi)ei{x^)...e,{xn).
^MO^{x^)...B^{Xn),
Mais 9i{Xi)ei{Xi)...ei{Xn) n'est autre chose que la résultante Ô,- des équations 9^ et vp ; donc
On concevra aisément ce qu'il arriverait si ç et ij/ étaient décomposables en même temps en facteurs.
Deuxième propreté. La résultante R de deux équations quelcon-
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ques de degré m et n^ telles que les cfet^ (page'^)^ satisfait à Véqua^ \7ji tian aux dérivées partielles :
ÎdR , , .V dR , , w^N ^R . ' ^'R
Pour ia démontrer, rappelons-nous qu'on a
Rizia^'^Cai— Pi)(«,— Pi)(«3~Pi)-.(am— Pi) ^
Or, si dans les équations proposées on posait x=^x'+h, la résultante R ne changerait pas, car la constante h disparaîtrait dans les différences deux à deux des racines. Appelons donc
■^0» "^1» -^î» •••♦ "^mî "0» ^1' 2' •••> w
les coefficients des nouvelles équations en x% dont les valeurs seront Al = ai 4-ma^ft,
A3=a3+(m— 2)a,fc+^ 1^ -^1^+ ^^^5 ^a.^S
Bi = 6i+n&,ft,
B3 = &3+(«— 2)6,ft+^ ^^1 -ftife + 1,2.5 ^*'
et supposons qu'on ait
(4) R=F(ao, ai, a,, ..., a^, 6o> *n ^21 M'
La nouvelle résaitante R' sera (5) R'=F(A9, Aj, Aj, ..., Ato, B,, Bj, Bj, .,., B„),
oa encore
^ ^ (fc.+^&o, *i4-^fci, ^+^6,, ..., 6„=+<î6j'
en désignant par da^, dai^ ...^ db^ , (^6^, ..., les accroissements Ao — ^0» ^t — ^1» "M A„, — a^f^, Bp — 6o, Bj — è^, ..., B„ — J„,
qui résultent des égalités (3). En développant alors R' suivant le théo^ rème de Taylor étendu à plusieurs variables, on aura
Mais R' doit coïncider avec R ; h d'ailleurs est quelconque ; donc tous les coefficients des diverses puissances de h, et en particulier celui de la première, devront s'annuler; ce qu'il fallait démontrer.
Supposons donc que la forme littérale de la résultante R soit connue, ce qui sera facile à l'aide du théorème donné dans le n® 4 du § 2 joint à la remarque qui suit, et qu'on représente les coefficients numériques par des coefficients indéterminés A, B, C, D, ... En substituant cette expression de R dans l'équation (1), le résultat devra être identiquement nul ; par conséquent, tous les coefficients des nouveaux termes qui se formeront devront se réduire à zéro, et fourniront ainsi autant d'équations de condition, par lesquelles on assignera la valeur'de Coefficients indéterminés A, B, C, D, ...
Soient, par exemple, les équations
b^x^+b^x+b^=iO;
la forme littérale de leur résultante sera
A{aX'+(^'K) + H(^oa,bA+<^i(iAbi) + C{a,a.b,'+a,^h,b^)+ï)aoa^b^b^ ,
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et réquation aux dérivées partielles (1) deviendra
dont on tirera les éqnatîons de condition
et comme un des coefficients peut toujours être pris arbitrairement, il s'ensuit, en prenant A=l, que
B=l, C=l, D=— 2, et alors la résultante sera
(aofta— aA)*— («0*1— ai&o)(tfi*î— ûtti)- Troisième propriété. En appelant x la valeuar commune aux deux équations proposées, on aura
l vx*x'^x'' •^^'«••iL-.iîL--^ • ^^
^ ' I 4. • «. 3. . « .<^ft . <*R . «'R . . àh.
( ^-^-^ -^ ^ --dô»- d6n-i' rf6»~î <<6o'
Supposons, en effet, que les coefficients a/, ûp reçoivent les accroissements dai, ^Op, les proposées admettront encore une relation commune, si Ton a
<îa^"»"'+ iajfltiT'^ — ;
et comme dans ce cas la résultante doit encore s'annuler, il faudra que Ton ait aussi
ces deux équations nous fournissent immédiatement la proportion
laquelle continuera à subsister lorsqu'on changera a en 6* De là, le passage aux proportions (8) est de soi-même évident.
Corollaire 1. De la proportion (9) et de son analogue en b on déduit la suivante :
fin\ rfR.^.,cm.rfR
^^"/ da/ * dap^'dbr dbp
n THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION.
Corollaire 2. Puisque Ton a a?^a?P=a?P"*"^ il s'ensuit que . . dR dK dR_ dR _
^ ' dam ' dam-p^i dutn-p * dam^i
et le premier membre, d'après ce que nous avons dit au § I, chapitre II, devra être divisible par R. Ainsi, pour m = 2 il viendra
Corollaire 3. Remplaçons dans Téquation i{/ les puissances de x par les dérivées de R prises par rapport aux coefGcients de f qui leur sont proportionnelles, il viendra
,, rfR . , _^R . L dR . , dR
^datn^ *da«-n+i *rfam-n-fi da„
Cette équation a lieu dès que Ton suppose une racine commune aux deux équations proposées; elle devrait donc s'évanouir avec R. Mais elle n'est pas divisible par R, car elle est de degré n — 1 seulement par rapport aux coefficients a ; donc elle doit s'annuler identiquement. Supposons, par exemple, m=n, on aura les deux équations identiques
dR . dR dR dR
, dR . , dR , dR , dR ^
*od^,+*^ds:+**d^+-+*-d^=o-
Quatrième propriété. En appelant x la valeur commune aux deux équations proposées (1) page 53, on aura
(i<2'\ l^r'r** «ym->i.. dR , dR , dR dR
aV,m-l aAr,m-8 «V,m-3 d>r,0
1 étant les éléments du déterminant (4) page 53.
Si, en effet, dans les équations qui suivent dans la même page, on supprime la ligne r, on pourra, avec les m~ 1 équations restantes, tirer les valeurs des m — 1 quantités ^~"*, x^"^, ..., x^, considérées comme des inconnues. Il viendra alors, par des théorèmes connus,
et de là la proportion énoncée*
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la relation (13) deviendra On aara pareillement
Hais si, au Heu de la ligne r, on avait supprimé la ligne t\ on aurait obtenu
De ces relations on tire
a ou = — — :
par conséquent, tbutes les fois que r +5=r+5', il faudra que
Ainsi, toutes les quantités A, dont les indices forment une somme égale, sont égales entre elles. C'est pour cela que nous avons écrit dans le § YIII les équations (4) composées avec les éléments A sous la forme (5).
Corollaire. On déduit des relations (9) et (13) la suivante :
(15) rfR , dK .. dR ,dR
CiNQun^ME PROPRIÉTÉ. La résultante satisfait à l'équation aux dé-rivées partielles
r étant un des nombres quelconques 1, 2, 3, ..., m — ^^1.
En effet, si dans une des équations (3) (§ VI), dont le type général est '^
dR on substitue, d'après la propriété (9)i -^^ au lieu de x'^^^ on aura
Le premier membre de cette équation constitue une fonction des coefficients de deux équations proposées ç et ^, qui doit s'évanouir en même temps que la résultante R, et la contenir, par conséquent, en facteur. (Voir page 25.)
On aura donc
q étant un facteur à déterminer. Hais q est évidemment de la forme
où q' désigne un coefficient numérique. Car le premier membre est de degré 2m+l par rapport aux coefficients 6, et de degré 2m seulement par rapport aux coefficients a; d'ailleurs, le poids est
D'autre part , le second membre contient la fonction R qui est de degré 2m et de poids m*; ainsi, q ne pourra pas différer de la forme indiquée.
Que l'on se^reporte ensuite à l'équation (5) du § VI, et Ton verra que le coefficient 6, figurera dans le premier membre (18) autant de fois que l'on fait varier l'indice s, à cause de la présence de 6,. dans la seconde ligne, moins tous les 6,. qu'on trouvera dans la première en faisant varier 5 de à r — 1. Donc ç'=m — r. On est redevable à M. Brioschi de ce beau théorème ; mais on trouvera peut-être sa démonstration moins simple que celle-ci* (Voir le Journal de Crelle, tome LUI.)
Corollaire 1. Changeons a en 6 et réciproquement, on aura
(19) 2^S;=("»— -Hï^-
' Corollaire 2. En supposant que Ton ait écrit les m équations qui
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régultent de la (16) par la variation de rindice r« od pourra en déduire la valeur d'une dérivée quelconque v-— par la méthode de la
résolution des équations linéaires à plusieurs inconnues. On aura ainsi, grâce à l'équation
dR \r^ . dR
qui aura lieu, d'après la théorie des déterminants, pour toutes les valeurs de r, r\ différentes entre elles, les deux équations qui suivent :
^ ' 1 dR _^ rfR ^/ 4\ dR . , dR
Corollaire 3. Au moyen de l'équatioti (13), les deux précédentes se transforment en celles-ci :
X désignant toujours la racine connue. De là, en changeant $ en 5 — 1, on tire la suivante :
à laquelle on serait aussi arrivé, si dans l'équation (1) , en posant
n=tn, on avait substitué, au lieu de j^^-jr^ 'çs expressions iden-
tiques -7-—rz^ -31- -zz:- Si dans cette équation (23) on fait successi-
vements=/, 5=p, et que l'on élimine le rapport <p'(a:;);^'(a;), on retombera sur l'équation (10).
Supposons que les équations ^ et t|/ soient mises sous la forme des fonctions homogènes à deux variables,
équations qui comprennent les (1), page 53, en y posant y = 1. On aura le théorème suivant.
Sixième propriété. La solution commune aux équations <p=0, ^=0 est aussi une solution de V équation (25) D^tp. Dy^— Dj^cp. D^^= 0.
En effet, on a, par un principe connu de la théorie des fonctions homogènes,
(xb^<f+yty<f=m(f=0, ^^^^ \xD^^+yDy^=n^ = 0.
Or, puisque les proposées s'annulent par hypothèse pour les valeurs de X, y, différentes de zéro, il faudra que le dénominateur commun de ces valeurs, ou le déterminant
s'annule. Ce qu'il fallait démontrer.
Appelons P ce déterminant, on obtiendra encore la propriété qui suit : Septième propriété. Si les proposées s'annulent par un système des variables x, y, les dérivées partielles de P, prises par rapport à chacune des variables, s'annuleront aussi.
On tire en effet des (26) les équations
aîP=m{9Dj,^— t^D^ç],
yP=zm{9D-,t{/— ^D^çl;
et en les différentiant successivement par rapport kxetky,on obtient
Or, si par hypothèse ^=^ = 0, Ton a encore, par le théorème précédent, P = 0; il faudra donc que
dx dy
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Application. Comme les dérivées —, —, dans le cas de m=3,
sont aussi de troisième degré, il s'ensuit que la résultante des équations (14) (page 37) pourra encore se mettre sous la forme
Pi q, r, s
2{aq — 6p), 3(ar — cg), as — dp+br — cq, bs — dq
ar — cp, as — dp+br — cq, 3{bs — dq), 2{cs — dr)
Huitième propriété. 5"* dans les équations proposées (f et ^j/, on substitue aux variables (x, y) de nouvelles variables (u, v) liées aux premières par des équations linéaires telles que
(27) i ''=rt'r'
( y=pu+qv,
la nouvelle résultante déduite des équations transformées sera égale à r ancienne multipliée par une puissance du déterminant pq' — p q de la substitution.
Mettons, en effet, les fonctions f et ^ sous la forme
(28) ç=ao(a5— «iy)(a?— a,j/).-.(^*— aiî/)...(a;— a^y) = 0,
(29) ^=6o(^— |3,y)(a;— I3,j/)...(aî— I3^)...(a?— |3,y);=0.
Par suite de la substitution (27)^ les facteurs quelconques deviendront respectivement
et les transformées * et W de 9 et 4* seront
Or, comme nous l'avons vu, la résultante R est le produit de toutes les différences ai— Py que l'on peut former avec les racines de ç et
de ^. D'ailleurs, cette différence quelconque des racines serait maintenant, pour les équations ^ et W,
En revenant, par conséquent, à Texpression de R donnée au n** 3 du § II, en y remplaçant a^ et b^ respectivement par aQ<f{p, p) et ^o^(p> p')» 1^ valeur delà nouvelle résultante R' sera
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. Si dans çrcet ^x on remplace la variable x par , , ,
z étant une nouvelle variable, la résultante des nouvelles équations sera égale à celle des anciennes multipliée par une puissance du binôme pg'— p'j'.
Neuvième propriété. Soient
deux nouvelles fonctions liées linéairement quw fonctions données f et ^y leur résultante R^ sera égale à celle des fonctions (f et ^ multipliées par une puissance de pq' — p'q.
En effet, si dans l'expression (12) de ^ donnée au § VII, on remplace (p et vj; respectivement par ^ et W, on aura une nouvelle transformée qui sera
^■=(p,'-/,)['-MSt^]= (^.-p-,),.
Par conséquent, chaque élément de déterminant à déterminants binaires, qui exprime la résultante R seloq la ipétbode abrégée de Bezout, acquerra le facteur pg' — p'g, et la résultante elle-même le facteur {pq' — p'q)"^-
Corollaire. Lorsque (f et ^ sont respectivement les dérivées par rapport à a? et y d'une même fonction
f=a,x^+laiX^-^y+/^œ^-Y+...+a^i,
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leur résaltante est naturellement une fonction des coefficients de f. Or, si dans fou fait la substitution
et que Ton appelle F la transformée de f^ la résultante fournie par les équations
dX — "• rfY — " sera égale à Fancienne R multipliée par (pç'^^p'ç)'^^"^*^-
Cela est facile à démontrer, en ayant recours au théorème précédent, et en remarquant qu'on a
Ainsi, pour toute fonction entière et homogène en x, y, il existe une fonction de ses coefficients qui a la propriété de se reproduire à un facteur près et indépendant de ces coefficients , lorsqu'on y remplace les variables par d'autres, liées linéairement aux premières.
Il est aisé de voir que dans le calcul actuel cette fonction n'est autre chose que le produit des carrés de toutes les différences entre les racines de Téquation donnée. Mais elle n'est pas la seule; car, comme M.f ayley Ta démontré, toute fonction entière et homogène en x, y admet une infinité de fonctions jouissant de la même propriété, dont cependant l — 2 seulement sont indépendantes entre elles.
Nous remarquerons en passant que les fonctions pour î=:4, î=5, telles que nous les envisageons actuellement, ont été déjà données au
S IV
Dixième propriété. Si dans les équations
on substitue pour x,^ des fonctions quelconques enHères et homogènes de u et de v,
x=G{u,v), y=H(ti. tj),
la résullante des équations transformées W et^ sera égale à celle de <f et de ^ multipliée par une puissance de la résultante des équations G(u, v)=0, H(ti, v)=0.
Démonstration. Faisons dans
?=ûo{^— «iy)(^— ««y) • • • (ic— «^!/)i
la substitution indiquée. Les équations transformées, $ et W, seront, en désignant par II la caractéristique d'un produit, 4»=aon[G(tt, i;)— aH(M, v)], W=6on[G(M, v)—^E{u,v)].
Or, ces équations admettront une solution commune dès qu'il y en aura une pour deux facteurs quelconques
G (m, v) — aH(u, t;) = 0, G(u, v) — PH(m, t;)=0,
c'est-à-dire, d'après le théorème précédent, dès que leur résultante
s'évanouira. Nous sous-entendons ici que Q désigne la résultante des équations G=0, H = 0, etç leur commun degré.
Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, autant il y aura d'expressions, telles que (a — |3)^Û, qui en s'annulant exprimeront la possibilité pour les équations $ et ^ d'avoir une solution commune. L'ensemble donc de ces conditions, à savoir
Qmni^g
sera la résultante cherchée, puisqu'il n'y aura pas cas de solutions qu'elle ne comprenne.
Exemple. Soient les équations
(f=ax^+ba>y+cy*, ^j; = aV+ bxy+c'y^, et transformons-les en d'autres * et ^ par les équations
x=2pu^+quv+n)*f y:=zp'u^+ q'uv + rV, la résultante de <E> et ^ sera [{aé-dcY^[aV'-dh){hc-Vc)]\[pr-r^^^^
PARTIE. — CHAPITRE III. - § II
Corollaire. Supposons que (p et «J/ soient les dérivées par rapport k X etk y d'une même fonction homogène f{x, y) :
La résultante de h^-U D^^.f sera une fonction des coefficients de f, dont une certaine puissance aura la propriété de se reproduire à un facteur prés, lorsque dans f on remplace les variables x, y par des fondions quelconques entières et homogènes d'autres variables a et v.
Telle sera, par exemple, la fonction
(ad— 6c)*— 4(ac— 6*) (fed— c*) correspondante à la fonction de x et de y,
ax^+3bx*y+3cxy^+dy\
Reolierolie de la solution commune.
1. Après avoir vu jusqu'à présent à quelle condition deux équations données admettent une solution commune, il est naturel de se demander : Quelle est cette solution? M. Abel, dans ses œuvres, et M. Liouville, dans son Journal de Mathématiques, ont donné divers procédés pour la trouver et pour déterminer même une fonction quelconque rationnelle de cette solution au moyen des coefficients des équations proposées. Mais ces procédés, quoique extrêmement ingénieux, sont bien loin d'être les plus simples, et il est à croire que la réponse la plus facile à cette question aurait été connue depuis longtemps, si l'on avait tenu un plus grand compte des procédés d'élimination d'Ëuler et de Bezout.
Il résulte, en effet, des propriétés deuxième et troisième que la valeur de x, propre à satisfaire en même temps aux deux proposées, sera donnée par Tune quelconque des trois équations
dK dR dK dK dK dK
*?* — — ^— — '~f /]/* _______ «■■■.— ^-■— 'IÇ — 1 ' ,
dam^p dOm-p^l * dbm^i dbm^i^i ^ dV,m-p d>r,ni-p-l
dont la dernière sera toujours préférable en pratique. Car, sans passer par le développement de la résultante, il suffira de calculer les deux
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déterminants conjugués à deux éléments consécutifs d'upç Mgn^ quelconque de déterminant (4) (p^gfi 53).
On peut obtenir très-^implçroent les deux première» éqwstioRS, en observant que lesi proposées seront encore satisfaites en cbang^iaDt (ap,_p. ap-m+t)?,(&iîï-p> &»îi-p+i) respectivement en {ap,^fl+Ka«^p+i+^), (6„,^i— (AOî, 6p,-./-4+fi). Alors la résultante devient
R U M^ ^ ^^ ] I ^f ^R ^ ^^ ]_|,etc,^0>
et puisque A, fx sont quelconques, il faudra que
dR dR ^ dR <^R A
Soient, par exemple, les équations
leur solution commune satisfera à une quelconque des trois équations
{aob,-aA)x'+[_^lf;^^^^^^^ {a^ifs—a^b^)x*+{aib^—a^b^)x + {a^b^—a^b^) — 0, et, si elle e^ifiste, une de ses e^pre^sjqn^ ^er^i
(006,-0460) (a,6,~oA) — (ao6,— 0,60) (ao^,— «A)* 2. On peut, de reste, en ne connaissant que la résultante, trouver la solution commune. Soit, en effet, a cette sojution; remplaçoni^i Q^ qui est permis, les équations (p et ij^ par les suivaintes :
aç,x'^+a,x^'"+a^x'^-'^+... + am^^x+am+Ha}^oi)=0,
la résultante nouvelle devra encore s*annuler, puisque la première solution a en sera encore une pour les nouvelles équations. Par conséquent, (X sera une racine de la nouvelle résultante égalée à zéro, et pourra être toujours déterminée. Observons, en outre, qu'on pourra se servir des indéterminées lei [x pour simplifier les calculs.
Supposons, par exemple, qu'on ait à trouver la solution commiuBe («) aux deux équations suivantes :
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aaî* + &B + c :;= ,
CeSj équations, mises sous la forjne
aa;' + 6a; + c + A (a:— «) = , aV+ 6'a?+ c + V(a5— «) s=: ,
fourniront la résultante
[ad-a'c-a[aX-a'l)Y-{aU'^dh+aX-(i\)[h^^ qui, en négligeant la partie
{ac'— a'cf^ {ab'—ab){bc — Uc), nécessairement nulle d'après notre hypothèse, et en posant
> = 6, r=b\ $^ déduira simplement à
{ah''^àb)a'^2{ac^ ac)g,,+be-rr-¥c.
En égalant cette expression à zéro, on obtiendra pour la valeur commune des racines
çon^i^e cela doit é^re. Si Ton avait^ au contraire, posé
on aurait eu immédiatement
_ bo' — b'o
ac — ac '
qui sera encore la wêçne solution, en vertu de Tévanouissement de la résultante.
On aurait pu obtenir ces valeurs bien plus simplçnrient; mais nous n'avons voulu, par cet exemple, qu'éclaircir la méthode.
Soit maintenant 9 une fonction rationnelle quelconque de la solution X commune aux deux équations cf et ^. Par un théorème connu, elle pourra toujours être ramenée à |a forme
les çoefGcients k étant des fonctions rationnelles des coefficients de 9 et de ceux des équations proposées (p et ^.
Par suite, à l'aide de l'équation (13) du paragraphe précédent, on aura l'équation
qui fera connaître la valeur cherchée de 6(x)*
4. Jusqu'à présent nous avons supposé que les équations f et ^ n'admettaient qu'une solution unique. Mais, s'il y en avait davantage, il faudrait, pour les trouver, recourir aux restes fournis par la méthode du plus grand commun diviseur, dont nous avons donné l'expression par la formule (11), page 50. Supposons^ par exemple, qu'il y ait l=m — i — 1 solutions; l'équation Rj=0, résolue par rapport à X, fera connaître les i solutions cherchées. Hais, pour que cela ait lieu, il faut évidemment que les coefBcients satisfassent à l équations de condition, car le reste R«-+| ne pourra s'annuler, indépendamment de toute valeur attribuée à a;, à moins que chacun de ces { coefficients ne se réduise à zéro. On comprend d'ailleurs qu'en divisant successivement les équations proposées par x moins les racines communes, on formera une suite d'équations de degré respectivement m, m — 1» ..., m — /+1, et, par conséquent, une suite de / résultantes ou conditions.
D'après un théorème de Lagrange, que nous démontrerons plus tard en le généralisant, ces conditions sont exprimées très-simplement par l'une des deux suites
' dam ^ da*m dan}-^
dbm, db*m daj-^
Arrivé à ce point, nous croyons avoir vidé toutes les questions générales que l'élimination entre deux équations à une variable pourrait soulever. Il se présenterait ici plusieurs applications analytiques et géométriques dignes d'intérêt. Mais , comme elles nous mèneraient trop au delà des borneâ de notre ouvrage, nous en resterons là, et nous passerons à traiter de rélimioation entre trois équations à deux variables.
CHAPITRE I
RECHERCHE ET PROPRIÉTÉS DES SOLUTIONS COMMUNES A DEUX ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES.
Formation et àegré de l'éqaation finale.
Afin d'abréger le discours et de mieax éclairer la pensée, nous appellerons dorénavant argument la partie qui, dans un terme d'une équation, contient les variables, de sorte qu'un terme sera le produit du coefficient par Vargument.
Cela posé, nous appelons équation canonique de degré m à deux variables celle qui, dans ces arguments, présente une somme d'exposants variable depuis jusqu'à m.
Soient afy^ Vargum^ent d'un terme, et r un nombre tel que
le coefficient de cet argument sera désigné par le symbole apgr (*). A la vérité, les deux indices j?, q suffiraient pour distinguer les coefficients; mais nous en ajouterons un troisième pour la symétrie et par analogie à l'équation homogène à trois variables :
dont celle que nous considérons n'est qu'un cas particulier dès qu'on suppose r=l.
(•) Souvent, pour abréger récriture, nous écrirons pgr..., œyz,.,y'AU lieu tiep,g, r, ..., «, y, X, ...
Il est bien évident que Téqtiation dont il s'agit^ ordonnée par rapport k xonh y, prendra les formes
(3) 2a<«»'-', ^a'ur-'^O,
a/, a / étant des polynômes complets respectivement en â; on y de degré L
Le nombre de ces termes oa des isoefBiîients Upgr sera le même qae celui des solutions en nombres entiers de l'équation (1), compris, c'est-à-dire
(4) pj_«H:i^^
Considérons maintenant deux équations canoniques tp et ^ à deux variables, de degré m et n, que ftouâ désigttëk'ôtts bomme il suit :
(5) ç(^, y) =2s9^«^y^ * (^^ y)^^bpqr^=^ù. ^
La première question qui se présente, c^est de trouver un systèitie des valeurs de Xy y propre à les vérifier simultanément. Or, cfela n'oiïre pas de difficulté dès que Ton connaît la résultante dlàs deux équations de degré m à une variable.
Ordonnons, en effet, ces équations par rapport k xetay. On aura les systèmes
qui fourniront des résultantes de degré m+n et de poids mn par rapport aux coefficients a/, 6/ d'une part, et aux coefficients a'/, b\ de l'autre. La première deviendra ^ prtr conséquent, une fonction Y de y, la seconde X de x, dont le degré commun, par rapport aux variables X, y y sera mn. Car, à cause de l'équipollence, on a pour chaque terme des deux résultantes les conditions
(8) ^11 = 17111, ^lXz=:mn,
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X, X étant les exposants dont les coefGcîents (a/, 5/), (a /, Vt) y sont respectivement aiïectés. Mais les degrés de ces coefficienls, Considérés comme des fotictions de y oU de x^ Soht égaux à leurs indices; donc les premiers membres des équations (8) expriment les degrés deS termes de chaque résultante pat rapport ft y oh à a;. Donc, puisque le degré de chaque terme est égal à son poids, ces résultantes elles* nàémes seront de d(sgré mn; et on pt^arra les mettre soâs ttl Tôirhie
(9) X=2akc"-'. Yic^Bir"'»
Avant d'aller pliis loin , il sera bon de nous arrêter un instant, pour voir comment Bezout arrive au même résultat par toute autre voie.
Posons d'abord ce lemme :
^ Le nomhre des termes qui, dans une équation (p(x, y) canonique de
degré m, soni divisibles par iP est , i^~P .1^"" >
Il est évident, en effet, qde si Ton met Téquatiort ç sous la forme d'une équation homogètie à trois variables è{x) y, 2), les termes divisibles par x^ constitueront, après avoir été dépouillés de ce facteur a:P^ une équation homogène à trois variables de degré m — p, laquelle
contient, comme on sait, — ^ ^-i — - termes.
Supposons donc que l'on veuille avoir la résultante Y. Multiplions l'équation (f[x, î^)=0 par une autre 9(a?, y) de degré i à coef6cient8 indéterminés; on obtiendra une équation produit 0(a?, y) de degré m+t. A l'aide de l'équation )^{x, y)=:0, éliminons toutes les puissances de X supérieures à la (n — ty^^^. Le nombre des termes qui figureront encore dans 0, après l'élimination des termes divisibles par x^f sera, en vertu du lemme précédent :
j^_ (m4-^+i)(tn-4-e+2) (m4-t-n-4-1)(m4-^-n4-2)
Soit ihaifttetiant p le degré de la résultante Y qu'il s'agit de tl^uver; le nombre des termes compris dans Y sera p+l. Le nombre ^ donc des termes qu'il faudra détruire dahs l'équation 6, pour là réduire à la Y au moyen des coefficients indéterminés, sera N — p — 1.
Or, si au Heu d'éliminer les termes divisibles par af^ dans Téquation-produit 6, on les avait éliminés dans l'équation 5, le nombre des termes et, par conséquent, le nombre des coefficients arbitraires aurait été réduit à
{t-\'\)[t+% (^— n+<)(t— nH-2)
Mais comme un de ces coefficients peut toujours être pris à volonté, car rien n'empêche de multiplier la par une constante, le nombre des coefficients indéterminés disponibles sera
Or, le nombre des termes à déterminer dans 9 ne peut pas être ni plus grand ni plus petit que le nombre des coefficients arbitraires dont on peut disposer. Donc
De là on conclut pzzzmn,
ce qu'il fallait démontrer.
Passons à présent à un exemple. Soient les équations
^ ^ \ i(=idx^+Vy^+d[z+dyz+êxz-\-fxy=0^
En posant J5=: 1, et en ordonnant par rapport à x^ on aura (\\\ \(f — ax^+{fy+e)x+hy'+dy+c—(i.
Désignons en général par i^n) le déterminant
H, on aura
:Y=[(a6)*-(af)(/*)y+[2(a6)(ad)-(ae)(/6)-(or)((/a)+(e&))y 'J +[2(«6)(ac)4-(ad)»-(ae)((/a)4-(c6))-a/'((«d)+(/c))]y«
+[2(ad)(ac)-(a/')(«c)-(a«)((ed)+(/'c))]y + (ac)* — (oc)(cc).
PARTIE. — CHAPITRE
Il est aisé de voir que, pour ud degré quelconque m, on peut écrire sans difBculté les deux premiers et les deux derniers termes des résultantes X ou Y. Considérons spécialement la Y.
Le dernier terme est évidemment la résultante des deux équations (5), lorsqu'on y pose y=:0. Le premier terme ensuite s'obtiendra en limitant, dans la résultante des équations (p et ^ mises sous la forme (6), les coefficients a/, &/ aux termes contenant les plus hautes puissances de y ; ou, autrement, le coefficient du premier terme sera la résultante des équations proposées réduites aux termes homogènes de degré m. Ainsi, on aura
(13) Bo=|
où les seconds membres désignent les résultantes des deux équations à une variable de degré m, dont les coefficients seraient les éléments compris dans les barres. On verra, d'ailleurs, très-aisément qu'on a toujours Ao=Bo.
Pour obtenir le second terme, observons qu'en posant
Y=^Cao^«ai^« ... ûj^ bo^'obi^'* b„^'^ ,
l'argument y"^-* résultera, en limitant tous les facteurs a^ au terme contenant la puissance la plus haute de j^, à l'exception d'un seul, on l'on prendra au contraire la puissance immédiatement inférieure : cela revient à opérer sur Bo avec le symbole
On trouvera de même que
Or, d'après la formule (4) de la page 53, Bo, B^„ sont des fonctions des déterminants linéaires de la forme
bpgr bpfgtr*
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Par conséquettt, pour avoir B, ou B,„„_, , il suffira de diffét'entier res^ectivetttent Bo ou B^„ par rapport à chaque déterminant binaire (15), et de changer ensuite celui-ci en
ou en
L'équation (12) confirme ce que nous venons de dire.
La formation des autres coefficients est ^lus compliquée» Je me contenterai de remarquer que les coefGcientd Bj» By„„«2 s'obtiendraient en opérant avec les symboles
Zj. \ (^PW-HI,»' + 2 ^ V^-Hl.»-) ^^P,9,r+ <*p,ç-4-l ,i'«p'(/'- i,r' ^^pqr ^(^p'q'r' } » Z^ { (^p,g-2,r + 2 ^V^-*,»-) ^^P.g^r+ «p,^-i,r^p'<y'-t,r' '^<^pgr ^(ip'q'r' } i
sur Bq, B,„„ respectivement. Mais on comprendra sans peine que les coefficients de X^ Y sont les fonctions des déterminants binaires formés avec les coefficients des deux équations proposées, et que d'ailleurs, dans A{, le poids des ptëûiiers indices est égal à mn — i, et celui des seconds à mn^ pendant que, dans B{, le poids des premiers indices est mn, et celui des seconds mn — t. Car en changeant^ par exemple, y en fcy, le coefficient B| devient Bik*"""' ; mais le changement de y en ky dans les équations proposées revient à celui de apgf,^ ôp^^en k^Up^r^ k\qi,; donc, en faisant la même permutation dans les coefficients qui entrent dansB^, on devra rett'oùvéf le ïacteur fc""»-* ; ce qui ne pourra pas arriver, à moins que le poids des seconds indices soit égal à mn-^i. D'ailleurs, il est évident que le poids des premiers indices est mn, car la fonction Y est la résultante des équations proposées considérée comme fonction de ^.
La remarque que nous venons de faire permettra de contrôler les calculs qu'on fera, d'après la méthode abrégée de Bezout, pour déterminer les coefficients A et B.
Il» PAtltlÉ. — CHAI*1TRË I. — § U. 91
SU
SVombre det solotiont opmniaoet. — Degré de l'équation finale dant le oat de denz éqaationt non oanoniqaet.
SQ^posobs maintenant qu'on ait résolu les équations X=^0, ¥=±0, et appélons-en
Vzj •••» ymn^
les racines respectives.
Pour savoir laquelle des racines y correspond à une racine donnée Xi, il suffira de substituer dans l'une des proposées la quantité Xi au lien de x et de résoudre ensuite l'équation de degré m ou n en y qui en résultera.
Cela fait, si les deux équations (5), page 86, admettent une solutiori unique y pour toutes racines Xi, le nomt)re de ces solutions sera le même que celui dès racines (10), c'est-à-dîre mn. Maïs si, au contraire, pour une vàleuk* de x, telles que x^, elles étaietit censées avoir les deux solutions y^, y^^ on serait tenté, au premier abord, de ct'oire que le nombre des solution^ [x^ y) peut dépasser le nombre iHn. Ainsi y on pourrait siipjpôser les mn+1 solutions suivante!^ :
^lî^i? ^1^21 ^s^î» *^3Î/3» •••> ^mnymny
car rien ne s'oppose à ce que y^ soit encore une racine commune pour x=:Xi. C'est une légère difficulté, qui peUt-étre n'a pas été remarquée par Euler, auteut du théorème que nous donnerons ci-dessous, et qui du reste ne pouvait être écartée sans celui de Lagrange men*tionné page 83.
En effet, d'après ce théorème et l'hypothèse que nous venons de faire, on aura en même temps
dam ' da'm '
par conséquent 9 X, Y seront respectivement divisibles |)ar (a,„—^«)^
[d^ — a)',; a, a désignant deux fonctions de a?, y. Les racines donc de a^ — a, ou d^ — a/ seront doubles dans X et Y. Ainsi la racine x ne peut pas être associée à y^, ^g, ou la y^ k x^^x^^ sans qu'elles soient doubles respectivement dans X et Y, et Ton pourra poser, par exemple, a?2 = a;i, y^^crri^g.
On voit alors que le nombre des solutions sera toujours mn. En poursuivant le même raisonnement, on verrait en général que si, d'un côté, on admet que les proposées aient, par une valeur donnée y ou Xf plusieurs solutions communes en x ou en y^ il faut, de l'autre, admettre autant de racines égales dans l'équation X=0, Y=0. Par conséquent, si p racines Xi peuvent se combiner avec une même racine yi^ les autres mn — p racines ne pourront plus se combiner qu'avec les autres mn^p racines distinctes de i/^; car p de ces racines sont égales à yi et se trouvent déjà par le fait associées aux racines Xi. Concluons donc que, dans tous les cas,
Le nombre des solutions communes à deux équations canoniques à deux variables est égal au produit de leurs degrés.
Appelons à présent groupes des solutions l'ensemble des solutions, où à une même valeur de x on de y correspondent des valeurs différentes de y ou de 07; et soient g^, gy les nombres respectifs de ces groupes, il y aura g^ racines différentes dans l'équation X=^0, et gy dans Y=0. Posons, de plus,
Y=(!/— «>(j/— Ph(!/— yh- ;
il y aura nécessairement Aa, Ap, X^, ..., racines x associées respectivement aux racines y=:a, =p, ^j/^..., et le nombre des groupes sera égal à celui des exposants Xa, X^, X^...
D'ailleurs, pour que cela ait lieu, il faudra qu'entre les coefficients des deux équations il existe des équations de conditions en nombre
Aa— 1+Xp — 1+X^ — l+...= (iwn— ,gfa;).
Exemple. Soient les équations
X*— 3x*î/+3^y*+ ISoJt/— 9x'+ 23x—y^— 9t/'— 23j/ — 15= 0, 0?'+ 2a;*i/+ 3a:î/*— 6a;y — 3x'— x+i/'— 3î/— f/* 4-3 = 0.
GooQÏe
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On aura , à un facteur numérique près,
II faut donc qu'à la racine j/=0 répondent deux solutions en x, trois en y= — 1, deux en y=: — 2, une pouri/=l, et enfin une solution pour y= — 3.
On a, en effet, les groupes suivants :
y=— 3, aî=2
qui exigeront quatre conditions entre les coefficients, et que X, en outre, ait l'expression suivante :
conime cela arrive effectivement.
Remarquons maintenant que toute équation (f{x, y), en représentant par m la somme des exposants de a;, y qu'offre la série des termes dont elle se compose, peut être réduite, en remplaçant par les coefficients qui manquent, à une forme canonique de degré m. Hais les degrés des résultantes Xj y pourraient, dans ce cas, différer entre eux, et le nombre mn n'exprimerait plus qu'un maximum qu'ils ne peuvent atteindre. Il importe donc de voir comment, dans tous les cas possibles, on peut s'assurer d'avance du degré des résultantes, ou, en d'autres termes, du nombre des solutions communes.
Soient en général Xo, A, ,..., X,„, X'o, X'^, ..•, X'„ les degrés des coefficients a^^a^y ..., a»,, b^, ô^, 6,, •.., 6^ des équations (6), par rapport à la variable y qu'ils contiennent. Il est évident que le degré de la résultante 1[ = 0, en supposant que ao*»ai*i..,6o*'«6i*'i.,.6„*'* soit un de ces termes, sera le maximum de la somme
sous les conditions
*o+*i + fcî + --- +*»» = »»» k\+k\ + ... + k'n=m, *i+2ft,+ . . . +mkm^k\+2k\+ . . . -^nk'n=mn.
Si donc nous appelons X, X' les degrés maximum que présentent
les séries des coefficients a, h, le degré dei li^ résultaote ne pourra pai dépasser le nombre
Prenons, par exemple, les équations
où par le symbole {x) on sous-entend un polynôme de degré t, Qp a
m=5, n=s4, i=9, X'=5; le degré de la résultante ne peut pas dépasser le nombre
Si , au contraire , on s'était contenté de regarder ces équations comme des cas particuliers des équations canoniques de degré 8+5 =13, 2+4=6, on aurait trouvé, avec M. Minding, 6.13=:78 pour la limite maximum du degré. Hais on ^'apercevrait bien Facilement, après quelques essais, que le degré de la résultante Xq?0 est 58, car, d'après les conditions posées ci-dessus, les termes
ixy{x'){xy{x')\ {xy{xr{x'), etc.,
correspondant aux termes algébriques
a\a^b\b^^, a%6%6^, etc., '
sont ceux qui fournissent la plus haute puissance de x.
Cette marche, cependant, est loin d'avoir la rigueur et la précision désirables. Nous allons, par eoi^séquent^ e^^poser celle que H. Minding 1^ publiée dans le Jaurnal de Crelle,, tome }iX, ei qui remplit parfaitement le but qu'on se propose.
Observons, à cet effet, qu'en appelant J/i^ J/si •••i J^n l^s racines de l'équation ^, ia résultante X aura (voir page 36) l'expression suivante :
(3) X=bJ^(f{x, y,)q)(x, î/i). -.?(«, yn)- Par conséquent, le degré de X sera
(4) ntro+h + lt+'^^+lnO.
(') M. Bezoui a dooné k C0 sujet, dans sa Théorie générala des équations, ^hq formula
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/jf i«, •... In désignant les degré» des fonqtjoo^ 9(4?, Jd), ?(aî, yO, • »•« ?(^i y»)* dprès 1^ substitution des valeurs de y^, y^j etc., en fooctiop de ^. Mais ^i Ton suppose que l'on ait développé eu série Içs racines y dç la manière suivante :
Ou
il suffira, dans la plupart des cas, de substituer, au lieu de y, son premier terme CiiO^ ; en appelant alors x^y? l'argument le plus haut de (f{Xj y), son degré sera a+^h. Par suite, celui de X sera
Cela arrivera toutes les fois que la substitution de ChX^ au lieu de g fournira pour le coefficient de Targument a;*"+-P* une quantité différente de zéro. Dans le cas contraire, il faudra recourir au second terme de la série Ca.iO^"'', et voir ce qu'il donne en le substituant. On passerait encore au troisième, si le coefficient de l'argument ^a+P(A-i) venait à s'annuler.
Il s'agit donc, en général, de trouver les degrés A^, Agi •••1 ^n des racines y dans upe équation donnée (f{x, i/)=0. Dans l'hypothèse où nous nous sommes placés, les racines y développées en série suivant les puissances descendantes de x auront pour premiers termes des monômes de la forme
car toute fonction, qu'on suppose de degré r, doit par définition, en la divisant par x^ et en y faisant iP= 00 , se réduire à une constante. Or, si Ton substitue ces séries à la place de y dans l'équation
extrêmement simple, que nous nous contenterons de mentionner, car, pour la démontrer, il faudrait entrer dans de longs développements, que le défaut d'espace nous force à supprimer. Soieut a et P, «'et P' les plus grands exposants 4e (P et y respeetivepnent dans les équations 9 et ^, Le degré de la résultante sera
mn-- (m- a) (m~ P)— (»— «') (n— P')»
où m, n représentent les sommes maximum des exposants de œ, y relatifs à un même terme dans les équations <p et ^l'. Ainsi^ on trouvera pour le degré de la résultante des équations (11) le nombre
Il faut noter cependant que cette formule n*a pas généralement lieu.
f(â;, y)=0, il faudra que dans chaque substitution on obtienne une équation en œ identiquement nulle. Par conséquent, afin que les coefficients, en s* ajoutant, puissent se détruire mutuellement, il faudra qu'il existe au moins deux termes ayant en argument la même puissance de x. Or, la série des puissances les plus élevées, que présenteront successivement les différents termes, sera, pour une valeur h quelconque, celle des binômes
Xo+wfc, X,4-(w— 1)A, X,+(m— 2)fc..., im+*; et si cette valeur h a été bien déterminée, il faudra qu'elle puisse rendre deux ou plusieurs de ces binômes égaux entre eux, en laissant toutes les valeurs des autres binômes au-dessous de celle des premiers. La question, arrivée à ce point, peut être ainsi généralisée : étant donnés des nombres qmlconques ^09 ^19 ««m ^ ^^ d'autres nombres fAo» Fi» •••» i^m> f^i^^ varier un nombre h depuis + <x> jusquà — oo , de telle sorte que les binômes
(6) Xo+fXoA, ^i+i^ih, ..., ^4-Fm*
deviennent, les uns égaux entre eux, les autres tous inférieurs aux premiers. Les valeurs de h, qui satisferont à ces conditions, seront les degrés des racines y de l'équation
(7) (>o)ro+(^i)r^+ (^Or«+- • •+ (>'")r-=o-
en désignant par (X) une fonction de degré X en x.
La recherche de ces valeurs de h se simplifie beaucoup en tenant compte des remarques qui suivent.
l"" A partir de +<x>y le premier maximum est Xo + |uio^« ^^^ ^" a par hypothèse
Fo>f^i>f^î---
2® A mesure que h diminue, les binômes décroissent d'autant plus plus que le coefficient fx de A est plus grand.
Il suit de là qu'en faisant descendre h de 00 jusqu'à ce que le premier binôme Xo + f^oA devienne égal à un autre, v.g^ à X^+z^i^y on aura trouvé une des valeurs de A,
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quoD cherchait; car, d'après la remarque 1, la valeur de ^f^ + fi^h sera bien supérieure à celle de tous les autres binômes. Mais lorsque Ton continuera à faire décroître h à partir de hi, a6n de trouver les antres valeurs propres à remplir les conditions énoncées, il sera inutile de s'occuper des binômes qui précèdent le binôme \+iiih. En effet, d'après la remarque 2, tous ces binômes décroîtront davantage que ceux qui suivent le binôme li+iiih; toutefois on suppose que celui-ci soit le dernier de ceux auxquels X^-f-Fo^ ^^^ ^g^U c'est-à-dire que m soit le plus petit coefficient de h dans les binômes égaux. Ainsi, le premier wa^mwm qui vers h=z<x> était Xo + i^o^» au moment de A=A«, sera le binôme ^ + iiih. Pour obtenir ensuite une seconde valeur de h, on opérera sur celui-ci et sur ceux qui le suivent, comme on a fait précédemment sur lé binôme Xo+fio A. Soit pourtant &/ une valeur de h pour laquelle on ait
^i+lifi étant par hypothèse le dernier des binômes, auquel hr^-fiji a pu devenir égal ; ce sera là une autre valeur de h propre à la question* On opérera de même sur li+iiih et sur les binômes qui suivent, etc., et l'on trouvera pareillement d'autres valeurs ftp, ft^...
Tout ceci peut être beaucoup éclairci en interprétant géométriquement le problème.
Bo B,
B^. Bj B^ C^ C|X
Prenons sur deux axes rectangulaires les abscisses OBo=Xo, OBi=:X|...OBi=:Xi...OB^=V-OB/=A/,etc.,
et les ordonnées
AoBo=fXo. A4B,=fit...AA==^— AiB^=rt...A/B/=fx/, etc.
Un bÎQome quelconque A^+jui^fe sera l'abscisse du point Q, où une ligne, partant du point A«- et inclinée sur la verticale d'un angle dont la tangente est h, intercepterait Taxe OX. Nous appelons segment Tabscisse 0C«-.
Cela posé, le problème géométrique sera celui-ci : tirer une ligne passant au moins par deux points, de telle sorte qu'elle coupe sur taxe OX un segment algébriquement plus grand que tous ceux qui seraient interceptés par des parallèles menées par un autre point queU conque.
On s'aperçoit de suite qu'une première solution sera de faire pivoter une ligne droite sur le point le plus haut A^, jusqu'à ce qu'elle aille rencontrer un autre point A,-. Il est évident que toute parallèle à la ligne A<jA» interceptera des segments moindres que OC^; car tous les autres points seront au dedans de cette ligne. Si, de même, lorsqu'on sera arrivé au point A^, on fait pivoter une ligne sur ce point vers l'axe, jusqu'à ce qu'elle aille rencontrer un autre point A/, on sera sûr de laisser tous les autres points au dedans, car, puisqu'ils se trouvaient au-dessous de la première ligne AqA^, à fortiori ih se trouveront au-dessous de la seconde AoA/, qui sera plus élevée que l'autre sur l'axe. On obtiendra ainsi une seconde solution. En continuant de la sorte, on déterminera toutes les lignes propres à résoudre la question.
Substituons maintenant cx^* au lieu de y dans l'équation (16) ; il viendra, en divisant par x\+^iH, et en faisant aj= oo ,
(17) (ij^c{^o+...+(>i)V = 0,
(X'o), (Xj)', etc., désignant les coefBcients de la plus haute puissance de X dans les polynômes (Xq), (A^), etc. Car, par hypothèse, les nombres Xo+fAo^t, \+[J^ihi sont égaux et supérieurs à tous les autres fournis par les binômes X+fjift; ainsi, après qu'on aura divisé par x^o^^iy-oj toutes les puissances de x après le terme (Xi)yN, et toutes celles intermédiaires entre celui-ci et le premier terme {\]yi^Oy à part celles qui pourraient encore être égales à XoH-fj^o'^i» sont négatives et disparaîtront lorsque a?= oo.
Or, l'équation (17) est de degré (x^ — f*» par rapport au coéffi-
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cient c; celui-ci pourra donc recevoir ii^ — fx»- valeurs. Par conséquent, les racines y, de degré hi, seront en nombre [x^ — in.
Quelle que soit la valeur de h précédemment trouvée^ on arrivera évidemment à des conclusions semblables, et Ton pourra, par conséquent, énoncer le théorème suivant :
Soit hi la valeur de h propre à rendre deux ou plusieurs binomeà quelconques
de la série (15) égaux entre eux, et supérieurs algébriquement ià tous les autres, \+[i[h étant dans tous les cas le dernier de ceux qui deviennent égaux; l'équation (16) aura pj — pi racines y de degré hj.
Application. Soit Téquation (f[x, y) (11); la série (15) devient la suivante :
8+5/i, 6-F4ft, 9 + 3fe, 4+2ft, â+ft, 4, et les 5 valeurs de h, déduites de la méthode ci-dessus exposée, seront
Par suite, les degrés î^, l^, /g, ... des fonctions ^{x, yi), ^{Xt Sft)* ^{x.y^)... seront
Par conséquent, la résultante
\={xy^{xy,)f^{xy^)...t^{xys)f que nous avons à considérer dans le cas actuel ^ sera, d'après la formule (13), de degré
Remarque. En appliquant le procédé développé jusqu'à présent aux équations
ç(x,î/)=y*-(7a;-7)y*+(14x*— 30+7)y-8a?'+20aî"+13aî-15=0 ^(a;,y)=y*— (6a;— 4)y+8aî*-— 12aj+5=0.
on trouverait pour premiers termes des racines y de Téquation ^ développées] en série, ch,x^i=2x, ChJià^*^^o&. Par leur substitution
dans (f{x, y) les degrés de (f{x, yj, (fix^y^) seraient ïi=î,= 2, et la résaltBDte de degré 2+2=4. Cependant, comme H. Magnas en a averti le premier, la résultante n'est que de degré 3. Cela tient à ce que, en Taisant les substitutions indiquées, le coefBcient de l'argument le plus haut x^^ dans la fonction (f{x, t/,), s'annule. Par conséquent, d'après ce que nous avons dit page 95 , il faudra recourir aux seconds termes des séries 2fi« ys,
y,=2aj— 2+..., î(,=4ic— 2— -+...,
et Ton trouvera (f{x, yi)=— 8aj*+...ç(ir, y,)=:6a5+... Ainsi {^=2, 22=1, et le degré de la résultante sera 3. Corollaire. Lorsque dans l'équation (16) on a
les binômes (15) deviendront égaux, en posant hz=z\. Par suite, les racines y seront de la forme
Tel est le cas des équations canoniques.
Il est bon maintenant d'observer que cette méthode de calculer le degré de la résultante X ou Y, laquelle repose entièrement sur Téquation (12), suppose qu'on a exclu du nombre des solutions x ou y celles qui sont inBnies. Par cela même, ce degré pourrait être différent, suivant qu'on éliminera x ou y. Hais on peut, par le théorème qui suit, prévoir dans quel cas ces degrés seront égaux ou non.
Théorème. Suivant que les premiers coefficients des équations pro" posées, ordonnées par rapport à x ou y , auront un facteur commun ou non, les résultantes XetY auront un différent ou un même degré. Dans le premier cas, leurs degrés seront respectivement mn — d,, mn — ^dy ; dx, dj étant les degrés des facteurs communs des coefficients (do, bo) ou(a'o,b'o).
Démonstration. Il est d'abord évident que les proposées n'admettent pas des solutions infinies x, y, si leurs premiers coefficients [a^ h^) ^u (^'o>^'o) "® sont divisibles par un même facteur P^ ou P^:, fonctions,
!!• PARTIE. — CHAPITRE I. - § IL lOl
ie premier de y y le second de a;. Alors, comme la méthode tient compte seulement des solutions finies, les degrés des résultantes ne pourront pas différer entre eux, puisqu'à chaque solution finie en x correspondra une antre finie en y.
Dans le cas contraire, soient par hypothèse d^et d^, le nombre des valeurs de x on de y qui annuleront P^ ou Py. A chacune de ces valeurs correspondra une valeur infinie de x ou de y. Par conséquent, il y aura d^ racines yzrz <x> , dy racines â;= oo , et les degrés des résultantes Y, X seront diminuées d'autant ; ce qu'il fallait démontrer.
D'ailleurs, comme il est aisé de voir par la formule (4), page 53, et les exemples suivants, les coefficients (a^^ 60) ^^ (^'o« ^'0) ^y^nt un facteur commun Py ou P^» les résultantes primitives Y ou X seront divisibles respectivement par ces mêmes facteurs, ce qui prouve bien que les racines de P^ ou P^^ sont des solutions communes, indépendamment de toute valeur attribuée à la résultante.
Les équations pourraient être quelquefois incompatibles. Cela arrivera lorsque, en combinant entre elles les deux équations^ on en déduira une troisième de la forme constante ^=^0. On aura encore, dans certains cas, un critérium d'incompatibilité, en examinant si la fonction
^ ^ dx* dy dy* dx
se réduit identiquement à zéro. Car, en posant
dx ^ r/ \ '
dy dy
les deux fonctions f et ^ pourraient être mises sous la forme de deux
fonctions de l'intégrale de l'équation
(18) dy+dxf{x,y)=0.
En effet, en appelant X cette intégrale, il vient
dX dX
dy dx yf s dx j,f K
dy dy
Hais F(X) sera encore une intégrale, car
donc
dFdX
dX
dl.
dX dx
dx
II M
dx'
dF dX
■ dl
dXdy
dy
«JF(X)
*" ff^
dy
et, par conséquent, on peut prendre F(X)=:<p, ou =zf^. Les fonctions proposées seront donc de la forme F(X)==0, /'(XjpsO, F et f désignant deux fonctions quelconques de X, et X une fonction de x, y.
Or, on pourrait éliminer X d^ ces deux équations, et si la résultante ne s'annule pas, il y aura incompatibilité. Dans le cas contraire* les deux proposées admettront un nombre in6ni de solutions, à savoir* celle de X= constante.
Exemple. Soient les équations
12x''—36x^+12x*y+35x*+^*—i8xy+ly—i2X'^i=0, 20a;*— 60^'+ 20x*y+6ix^+ by*— 30^t/+ 8y— 24ir+ 3= 0*
L'équation différentielle (18) devient, dans ce cas, (ly+(4x— 3)rfa:=0,
dont l'intégrale est
;K=z2x*—3x+y=zO.
Ainsi, les équations pourront se mettre sous la forme
On reconnaîtra facilement que, dans le cas actuel, les solutions des équations coïncident avec celles de l'équation
Mais si le terme 6nal 3 de la seconde se changeait en 2, les deux équations deviendraient, au contraire, incompatibles.
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Remarque. L'équation (17), associée avec la (f ou la ^, fournira le? valeurs maxima ou minima respectives de ces fonctions, ce qui pourra, dans quelques cas, faciliter la recherche des Solutions communes.
Nous avons vu, au § II, comment, au moyen des résultantes X ou Y, on peut trouver les solutions communes. Au lieu de cela, on pourra quelquefois, par les changemept^ simultaujês de sigi^es qu'acquièrent les fonctions par deux systèmes des valeurs (a?^, j/j), (a?/, y/), déterminer les limites entre lesquelles sont comprises les solutiops communes, et trouver par suite les valeurs elles-mêmes.
On pourra quelquefois poser x=^0 («), y=zyi^i), et se servir des indéterminées contenues dans ^^x V^^^ satisfaire à Téquation de condition qui résultera en éliminant U La valeur ensuite de t se trouvera comme au § II, première partie, chapitre III.
Par ce qui précède , nous avons appris à calculer les solutions communes à deux équations à deux variables; et cette méthode, comme on aura remarqué, se réduit à développer une fonction implicite en série. Nous n'avons cherché jusqu'à présent que le premier terme de la série, mais il est bon de les connaître tous, aOn d'avoir les valeurs des solutions communes à tel degré d'approximation que l'on veut, et de pouvoir obvier aux difficultés signalées dans la remarque, p. 99. M. Liouville a donné à ce sujet une méthode très-ingénieuse, dont nous allons maintenant nous occuper.
Méthode de I.îouvUle pour développer en série une f onolîon impUoîte , suivant les puîisanoes descendantes ou ascendantes de la variable indépendante.
Soit(l) ?(a?,y) =
une équation de degré m entre les variables x, y; en réunissant les termes de même degré, on pourra lui donner la forme qui suit :
ou bien, en posant - = U9
(3) «'"9o(w)H-t/'"-'?.(M)+«'«-*9,(ti)+...=0.
où les polynômes fo? ?i« ?i« ^tc, seront de degré m, m — 1, m — 2... au plus.
Pour âp= 00 les racines u de Téquation (3) se réduiront à celles de Téquation
Soit a une des racines ^ on aura généralement
e étant une quantité qui s'annulera avec -.
Substituons maintenant cette valeur de u dans la (3), il viendra, en développant par la série de Taylor et en divisant par «^""\
(6) [(e%'.(«)+ç,(«)]+|[^'5V.(«)+(eaj)9\(«)4-9.(«)]+...-=0.
Faisons x= oo , et désignons par a la limite qu'atteindra dans ce cas la quantité eo/; nous aurons
(7) L«Vo(«)+9i(«)=0.
Comme a est la limite de tx^ on pourra poser
(9) ex=«'+^ par suite ,
si Ton veut encore trouver d'autres termes, on portera cette valeur de u dans l'équation (3), ou bien la valeur de e tirée de (9) dans l'équation (6), qui, multipliée par x et en ayant égard à l'équation (7), donnera
(11) (eaî)9'o(«)+{^?»+«V.(«)+9»«j + E=0,
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E désignant une somme des termes qui s'annulent avec -. Faisons donc x=: 00 , et désignons par ol la limite de ix ; nous aurons
(12) «''?'«(«)+i3?''.(«)+ «Vi(«)+?j(«) = 0, d'où l'on tirera la valeur de a". Cela fait, oa posera
(13) «'«=«"4-^, et il viendra
d'où
(15) y=cxa54-«'H h...
En procédant de la sorte, on pourra obtenir autant de termes que Ton voudra de la série (15). Cette méthode suppose essentiellement que l'équation (4) n'a pas de racines égales , car autrement les valeurs de a 9 OL ^ etc., ne seraient pas Gnies. Il est évident, d'ailleurs, qu'on aura autant de ces séries qu'il y a de racines dans l'équation (4).
Au lieu de développer la racine y suivant les puissances descendantes de Xf on aurait pu la développer suivant les puissances croissantés de x^ A cet effet, posons
(16) 9)(aj, y)=9o(y)+«?t(!/)+aî*?2(y)+.et .
(17) i/ = 74-/a?+yV+...
f{(y) désignant un polynôme en y de degré m — % au plus, et y désignant une des racines de l'équation fo(y)=0, qu'on suppose toutes inégales.
On trouvera, par une méthode semblable à la précé4pnte, les racines de y, y\ y à l'aide des équations
(19) ?'oW/+^+Ti(7V+T,(7)=0, etc.
Il est à noter, d'après pp théorème de M. Cauchy, que les séries
(15) et (17) seront convergentes tant que x n'atteindra pas une valeur pour laquelle y puisse acquérir des racines égaies ou infinies.
Notons d'ailleurs qu'il y aurait beaucoup à dire sur le développement des fonctions implicites en série. Mais, pour cela, nous renvoyons le lecteur au Mémoire sur le calcul des limites, inséré dans les Exercices ^analyse et de physique mathématique, où cet illustre géomètre a traité à fond la question.
Ce qui précède suffit pour arriver à diverses conséquences importantes que M. Liouville a déduites de sa méthode.
giy.
Formation des résultantet X, Y. -^ Somme des solatîont communes X oo y»
Soient, comme avant, les équations ^
de degré m et n. Mettons-les sous la forme
ffi, ^i désignant des polynômes de degré m — /, n— ^t. Appelons y^, y»» ••• Vn les racines de l'équation ^=0 , et portons-les dans l'autre <J^=0. Posons
(3) ^=Hxy,)^xy;)...^{xym).
l'équation fipale sera R=: 0.
Nous allons voir maintenant comment, grâce aux séries (15), on peut en trouver les différents termes. Commençons par le premier. On
a, en posant-=ti,
(4) <Ka?, i/)=aî«tj;,(M)+a:«-*t^,(tt)+...
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Prenons u=0e+«» ol étant une racine de l'équation 9o(a)=0, et e s'annulent avec — . On aura
et lorsqu'on fera â;=: oo , il viendra
E étant upe qi^antité qui s'annulera ^vec -• Op iaura doi^ç^ spus de semblables désignations.
Multiplions ces équations membre à membre, il viendra
(6) R=af"'^o(«i)<l'oW .••^'oW+af»"I,
I désignant une quantité qui s'annule avec -. Le premier terme sera
donc
ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé page 26, car le produit ^o(<xi)^o(^a)-««^o(^m) est précisément la résultante des équations 9o(a)» ^^oW» c'est-à-dire des équations (p et t|; réduites aux arguments de degré m et n.
Il est à noter, d'après la forme des seconds membres des équations (5), que si les équations ç^j(a)=0, v|/o(a)=:0 ont des racines communes, le degré de la résultante s'abaissera d'autant d'unités qu'il y a de racines communes.
Passons à trouver le coefficient du second terme de la résultante. A cet effet, nous remplaçons dans l'équation (4) u par
UZ=iaL+^ h-,
c désignant une quantité qui s'évanouit avec -, et a, a étant des
108 THÉO lE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION.
quantités détennioées, comme auparavant, par les équations ^ o(a)=0 et (7)» § III- On obtiendra
I étant une quantité qui s'annule avec -. En y remplaçant a par les diverses racines de l'équation (f^{a)=0, on aura
où II, Isf. Im désignent des quantités qui s'annulent avec -• Hul-
CD
tiplions toutes ces équations ensemble, il viendra
(8) 1i=af^oMU«,)..-U«n,) +
le signe 2 s'étendant & toutes les racines de l'équation (po(a)=0, et K désignant l'ensemble des termes qui, divisés par a;*"'''~S s'annulent
avec - • Il est évident maintenant que le second terme de la résultante
aura pour coefGcient
Par conséquent, la somme des racines de l'équation finale sera
ou bien, en remplaçant a' par sa valeur — 5~^\
Si l'on avait, au contraire, porté les valeurs de y déduites de Téquation ^{œ, y) = dans la première (f{x, y)= , on aurait obtenu, par un procédé semblable au précédent, la même résultante R. Par conséquent, en appelant |3i, P,, ... (3„ les racines de réquotion
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<)«g(u)=0, on anra encore pour la somme des racines de l'éqaation
finale Texpression
f4Q\ V 'l'.(P)'p'.(P) vy«(P) .
le siçne 2 s'étendant à tontes les racines de l'équation <{*(^)=0, et, comme les deux expressions (9) et (10) doivent évidemment coïncider, on aura
(u\ vyi(')y«(«) y».(«)_y ».(P)f«(W v^.(P)
OaIoqI des foaoUoiii tjBiétrlqiiof*
Soient (1) 9(«*»)=0» Hx,y)=0
les denx équations données, et
les groupes des solutions communes. On appelle fonction syméirique de ces solutions communes toute fonction qui ne change pas de valeur lorsqu'on y permute les groupes x^t/i, x^t/j^n x^y^... les uns avec les autres de toutes les manières possibles. Il est évident que, quelle que soit cette fonction, on pourra toujours la calculer, pourvu que Ton sache exprimer en fonction des coefficients de f et de <p, une fonction symétrique entière de la forme
(3) (fi=^xP.y,^.xr^y}.xP.y,^. . . . xf'iyi^i.
Suivant que i sera =1, =2, etc, c'est-à-dire suivant que la fonction contiendra 1, 2, etc., groupes, la fonction sera simple^ doU'hle, etc. Mais, à l'aide du théorème qui suit, toute fonction , même multiple, peut être exprimée en fonction des fonctions simples : La fonction multiple (fi s'exprime an moyen des fonctions symétriques simples par des formules analogues à celles (18) et (21) (I" partie, chap, I) qui servent à exprimer des fonctions quelconques symétriques
des racines d*une équation au moyen de la somme des puissances semblables de ces racines.
Ainsi Ton a
(4) ^xr^y,^^x,^^yf.=^x^^y^^^^^^^^
(5) ^xp.y,^^r'y.''^r^y^'^=^^^^
-'J^x^:^.y^:^^,^xP.y^.'^^^^
et géDéralement
(6) ^x^^y^.x^^y^u . .xfiyi'i
— S^i*"» y?^ x${^^iySt-^i. . .xi^i^i-* yz-i^'-S etc.
D'où Ton voit que la fonction multiple <fi sera déterminée, dès que l'on connaîtra la fonction ^ ^.i ; car il suf6ra de changer dans celle-ci les exposants
Pi» P%^ ••• Pi-^t successivement en pi+p/, Pt+Ph •••l>«-i+P/»
Par suite, de proche en proche, on connaîtra (fi au moyen des fonctions simples 9^. Mais, en regardant de près la formule précédente, on s'aperçoit qu'elle est semblable à celle (18) que nous avons donnée chapitre 1", première partie, pourvu que l'on suppose que dans celle-ci on ait associé à chaque puissance Xg^g une autre puissance yg^g en facteur. A la condition donc de joindre à chaque puissance xj^g celle qui en résulte par l'échange de x, p en ^, 9, la formule (18) conduira aux mêmes conséquences que la précédente, et l'on aura
P) ç,=2(-i)'-T(ff)r(A)...r(t)2'>.«^«-«^
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SOUS les mêmes conditions et dénominations, si ce n'est que s\g désignera maintenant, en général, la fonction simple
où Xi, ^2, X3... formeront une certaine combinaison de g exposants choisis parmi les i exposants p^, p,, ... p/Ct/j, 1\, X g celle qui s'en déduit par l'échange de p en q.
Voyons à présent comment s'opère le calcul de ces fonctions symétriques simples^ auquel celui de toute fonctioh symétrique peut se réduire.
Supposons que les équations (p et t{; soient mises sous la forme
(8) ç(a;, y)=^apgrXPy^z'^0, ^{x, tf)=21*P(?r^Y« — <>• et posons ^
(9) aX+Py+yZ=:0..
Par la substitution de — ^ ^ au lieu dejs, ces équations deviendront
d'où, en éliminant -, on aura une résultante de la forme y
(10) Aoy^„+A,y'"«-^+...+A^=0,
Ao» A|, ... A,„„ étant des fonctions des coefficients (a) et (6) et de a, p. Or, on sait tirer de cette équation la valeur de S/, y étant une quelconque des racines, à laquelle, par suite de Téquation (9), correspondra une solution commune a?, y des proposées. On aura donc, par un théorème connu,
f désignant une fonction homogène de degré et de poids r par rapport aux coefficients A. Comparons maintenant, dans les deux membres de cette équation, les coefficients d'un même argument ofÇfli il viendra
(11) A;2^pyteF(a, h), {p+î=r } ,
en représentant parF(a, 6) une fonction des coefficients a, b, dont le degré sera r{m+n)j car les quantités A sont déjà elles-mêmes de degré m+n par rapport à ces coefficients. On remarquera, d'ailleurs, que la fonction A/ est de la forme
C»./-i étant en général une fonction des coefficients (a) et (6), dont le poids par rapport aux premiers, deuxièmes et troisièmes indices sera mn — t, tnn — /+i, /. Cela se démontre en changeant successivement X, yj z en kx^ %, kz.En particulier, le premier coefficient Ao sera donné par la formule (13) du § I.
On voit par là que la forme du second membre (11) sera
(12) ^9C\i^^H.C\^.u^nfi\A--h.-^^
sous les conditions
ftl+fcl + fc8 + — =^'
g étant un coefficient numérique variable d'un terme à l'autre.
Une fois qu'on aura calculé par cette méthode la fonction J^x^y^, la formule (7) fera connattre la valeur de celle plus générale
Mais cette recherche pourra être beaucoup facilitée par les deux théorèmes suivants, dont le premier est dû à M. SchIaefiQi.
I. Le degré du numérateur de la fonction f ou, ce qui revient au même, le degré de son dénominateur Ao est égal au plus grand des nombres
(15) p^ + qi=r^, Pt + qt—rt, etc.
II. Le poids du numérateur de la fonction <f est de degré r^mn — Sp, r^mn — Sq, Sp+Sq , par rapport aux premiers^ aux seconds et aux troisièmes indices des coefficients (a, b), r^ étant ce nombre le plus grand.
Démonstration. Soit par hypothèse ri le plus grand des nombres
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,; et supposons que, pour rendre entière la fonction
il faille la multiplier par A/'+P au lieu de A/'. Posons (17) Pi4-g'i=Ps+î,+;A,=p,+ î,4-A,=...r,
et observons que l'équation (10) étant identique à celle-ci,
(«a;i+|3yj+yz,)(«a!» + |3yj+y2,)...=0,
d'où A/.•^=A.eCV„[ig^)^
Par conséquent, d'après l'hypothèse admise, la fonction
vcv^2(i;)"fe)'-&:)'-Ê)"(l)"-
devra être entière. Mais si, par le noiéme procédé déjà expliqué/on avait calculé directement la fonction
mtywm^ï
on aurait trouvé qu'il suffit de la multiplier par une puissance de C^ pour la rendre entière. Donc le facteur A^e doit se réduire à l'unité; donc p = 0.
On peut aussi se rendre compte facilement de ce théorème, en observant que la fonction (p entre comme coefficient de a*p(3^ dans la fonction
que l'on sait calculer au moyen des coefficients A. Mais on sait aussi que son degré est égal au plus grand des exposants r^, rg...; donc il en sera de même de la fonction (p, qui en fait partie.
Pour démontrer maintenant le second théorème, changeons dans les proposées (8) les coefficients a^^^ en k^apqr, les solutions x, y se
changeront respectivement en -a?, y. Par conséquent, la fonction
nouvelle qui résultera de la (14) par l'échange susdit,
[kl 2à^tyi^'^i%^'*-^
doit être identique à la fonction 9 exprimée par les coefOcients^ après qu'on aura fait l'échange indiqué relativement aux coefficients. Mais le dénominateur est de poids ritnn; donc te numérateur sera de poids r^mn — {p±+pt+*.>)=rimn — Sp. Les mêmes conditions vaudront^ mutaiis mutandù, pour les seconds indices. On prouve ensuite bien facilement que Ip+lq est le poids par rapport aux troisièmes indices. Corollaire. Puisque Ton connaît le degré et le poids de la fonction (f^ sa forme littérale pourra toujours être écrite d'avance.
§ VL Théorème* àe Jaoobi.
Soient, comme avant, (p et ij; les deux équations données, la première de m'^'"^, la seconde de n'^'"^ degré, et X, Y les résultantes en a? ou en y. Appelons M, N, P, Q les polynômes multiplicateurs respectifs, on aura
(1) îtf9) + N^j;=X,
Posons V= Mû — NP, on tirera des équations (1) et (2) celles-ci :
/gx j V(p = QX— NY.
^ ' { VJ[;=PX— MYj
par, lesquelles on voit que tout système de valeurs x, y propre à réduire X, Y à zéro, sans satisfaire pourtant aux équations y ou ^, fera évanouir la fonction V.
Différentions maintenant les équations (3) successivement, par rapport à X ef y ; il viendra, pour toute solution commune à 9 et à ^j/,
M?x+N^'^=X% M(p;+Nij>',= 0,
P? x+Q'j' x= ; f(fy+ Qf y= Y'.
De ces dernières, en posant
on dédait
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SM=X'fv. sp=--rfje,
d'où S*V=S.X'Y, ou V=Ç'.
Donc, pour toutes les racines non simultanées de (f et ^, on aura
^fmn
XY
V XT
Mais il y a plus. Décomposons la fonction j^ en fractions simples ,
il viendra
(xy)* (y)' (x) ^^^•g"*'^"* '^s parties entières contenues dans les
fractions vy» y' X' ^"^^ *' ^^* *'^^ ^^ ^^*^ ^"^ '^^ arguments les plus hauts dans les fonctions M, N, P, Q sont respectivement
Par conséquent, ceux les plus hauts dans V seront af^n^^ymn-n ^ ^mît-Hymn-m^ et la fouctiou V Sera de degré inférieur à X, Y; donc
Ixy) ' (y) • (x) s'annuleront. D'ailleurs, la fonction V s'annule par toutes les racines de X, Y, excepté celles qui sont communes à f et ^; ainsi, il suffira d'étendre dans le quatrième terme lé signe 21 aux solutions communes de (p et ^. Si donc on développe le premier membre suivant les puissances descendantes et simultdnées de x et y, on aura, en restreignant le signe 2 aux solution^ susdites,
et le coefficient de a;-(*+0g-(P+O sera
Mais ce coefficient sera nul toutes les fois que a+(3<m+»— 2.
En effet, la -fonction ^ est de degré -—(m -4-^); f^^ conséquent.
les exposants des puissances descendanfes de x^ y dans le second membre ne peuvent pas être inférieurs au nombre m + n. Donc a+l + (3 + l>m+n, ou « + (3>m+n — 2, et tous les autres termes, au contraire, pour lesquels on aura a + (3<;m+n — 2 ne pourront pas exister. On arrive ainsi au théorème de Jacobi.
Soient y(x, j) = 0, ^J^(x, y)=0 deux équations de degré m, n, e< F(x, j) une fonction entière et rationnelle dex, y de degré m+n — 3; on aura, en étendant le signe S à toutes les solutions communes aux équations données.
En effet, on pourra toujours décomposer le premier membre de cette équation eu sommes partielles de la forme
(a, |3) désignant un coefficient relatif à l'argument x^y^ que l'on considère. Or, d'après la remarque précédente, ces sommes seront toutes nulles, puisque par hypothèse a+(3<C*w+n — 2. Quelles que soient donc les fonctions f et <{/, il y aura entre les mn solutions les
Tg • rciaiiuus suiva
nu;s :
( iH-^ ■
w nf+¥+ •
omn
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Observons d'abord qu'on peut, à Taide de Téqualion (5), tirer une méthode pour calculer les fonctions symétriques simples des solutions communes.
Supposons, en effet, que U représente une fonction entière et rationnelle de X, y, on aura encore
UV_y U
Soit maintenant U| la valeur de U pour x, Xiy y, y^; on pourra toujours donner à U la forme qui suit :
U=U|+ W,(aJ-aî,)H-\sr,(i/-y,) ; d'où
U Ut . W , W,
(œ— aîi)(y— t/j) (œ— aî,)(y— y,) a;— cc< ^^ y-^yt '
Or, si l'on développe le premier membre suivant les puissances descendantes et simultanées de x, y, on obtiendra les mêmes termes
qu'en développant la partie _ w* -» ) ^^ second membre. Donc, en se bornant à un pareil développement, on a
HY—V U
XY — ^s,(x-a?,)(t/-.2/,r
et en posant U=S,
Or, le coefficient de l'argument a;-(a-*-Oy-(P+i) dans le second membre sera la fonction symétrique
De là on conclut aisément que :
sv Le coefficient qui, dans le développement de la fonction ^ suivant
les puissances ascendantes et descendantes cte x, y, multiplie l' argument x-a-«y~P-i, est la valeur de la fonction symétrique Jx«yP.
Nous allons voir maintenant quelle grande lumière le théorème de
Jacobi jette sur la théorie des solutions communes. Euler, en cherchant à expliquer un paradoxe qui s'était présenté à lui à ce sujet, avait déjà observé que les solutions communes à deux équations à deux variables n'étaient pas toutes arbitraires. Cette question et d'autres aussi importantes que délicates que soulève ce théorème méritent que nous les traitions avec tous les éclaircissements nécessaires. Soient deux équations ou deux courbes
(7) 9(x,y)=0, ^(aj, t/)=p
de m'^'"^ ordre. Ces courbes se couperont en m* points ; mais elles ne sont pas ^es seules que Ton peut faire passer par m? points donnés. Considérons, en efiet, Téquation
(8) ' ' (p(ic,î/)+ft^(x,j/) = 0,
où h désigne une constante arbitraire. Il est évident qu'à chaque valeur de k correspondra une équation diiïérente, mais qui s'annulera en même temps que les deux proposées. Ainsi le nombre des courbes passant par m' points donnés peut être multiplié à l'infîni. On ne peut donc déterminer l'équation <p au moyen seulement de m* couples des valeurs; mais il faut en assigner encore un autre qui annule 9 sans faire évanouir en même temps la ^. Car alors Téquation (8) ne sera plus vérifiée par ce couple, et, par conséquent, il ne sera plus possible de former une autre équation remplissant les mêmes conditions, et ainsi l'équation ^ sera unique. Considérons maintenant à part l'équation
comme le nombre des coefficients çst — — ~ — \ dont un peut être
toujours pris arbitrairement, il suffira de connaître — 1
^^'~¥~ couples des valeurs x^ y, pour que les coefficients de l'équation proposée soient déterminés ; car en substituant, au lieu de a?; y, leurs valeurs, on aura un système de — -^ — équations linéaires entre un pareil nombre de coefficients, et propre, par conséquent, à
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les déterminer complètement. Voilà encore une manière dé former une équation unique (p.
Mais de là vient le paradoxe d'Ëuler :
D'une part> ^"t ^ points déterminent la courbe ç ; d'autre part»
elle ne semble pas déteripinée, car en la faisait même passer par
m* points, c'est-à-dire par — - — poiqts de p|us, on peut encore
trouver une infinité de courbes passant par les mêmes points. Comment cela peut-il s'expliquer?
Euler a observé le premier que cela ne peut tenir qu'à ceci, à savoir que : une partie des équations de condition fournies par les m* couples rentrent les unes dans les autres. Prenons, par exemple, m = 3. Alors le paradoxe se réduit à ceci :
D'une part, une courbe du troisième ordre paraît déterminée en la faisant passer par 9 points; d'autre part, on peut faire passer une infinité de courbes du troisième ordre par 9 points.
Cette contradiction apparente s'explique en observant qu'une des neuf équations de condition, auxquelles donneraient lieu les m'=9 couples, est une conséquence des huit autres. Soit, en effet,
(10) ax^+bx*y+cxy^+dy*+ex^-+fxy-{'gy^+hx+ky+l=Oj réquation proposée, et
les 9 couples de solutions auxquels elle satisfait. On aura les 9 équations de condition qui suivent :
ax,^+bx,%+cx,y^^+dy,'+ex^^+fx^y,+gy,^+hx,+ky,+l=:0, ax^'+bx'y,+cx^,*-\'dy,'+ex,^+fx^y^+gy^^+hx^+lqf^+l==0,
ax,^+bx,%+cx,y,^+dy,'+ex,^+fx,y,+gy,^+hx,+ky,+l=zO, ax;+bx,\+cx^y,'+dy;+ex;^fx,y,+gy;+hx,+ky,+l=:^0.
Or, je dis que l'une d'elles, la dernière, par exemple, se déduira des 8 précédentes. Sommons, en effet, ces 8 équations après les avoir multipliées successivement par les coefficients AiX2...)v8, et égalons le résultat à la 9"''' équation. Nous aurons 10 équations :
lesquelles suffiront à déterminer les 10 inconnues Xi^Xj, •.., Xg, x^, y^. Ainsi, il sera possible de former la 9™'' équation au moyen des 8 premières. Donc
Etant donnés huit couples de valeurs qui satisfont à une équation de troisième ordre, on peut en déduire un neuvième remplissant les mêmes conditions.
Observons maintenant que les équations (12) conviennent indistinctement à toutes les courbes passant par les 8 points donnés. Donc le 9°"* qu'on en déduit est celui où se couperont nécessairement toutes les courbes de troisième degré qui passeront par ces 8 points. Concluons donc que deux courbes de troisième ordre qui ont 8 points communs se couperont nécessairement en un 9^^. Ainsi, le paradoxe s'explique en disant que 9 points ne suffisent pas toujours pour déterminer une courbe de troisième ordre, car les équations de condition se réduiront à 8.
Pour lever donc toute indétermination, il faut donner un point de plus distinct de ce 9"® que les équations (12) font déjà connaître. Alors les deux méthodes de former une équation unique, exposées précédemment, seront mises d'accord ; car, soit d'un côté, soit de l'autre, on trouvera le nombre exigé d'équations. En définitive, la contradiction provient de l'oubli d'une restriction : c'est que des équations de condition ne doivent être mises en ligne de compte qu'autant qu'elles sont indépendantes.
Nous avons vu précédemment qu'une courbe (p de m^^ ordre ne sera déterminée qu'autant qu'on la fera passer par un point de plus non situé sur la courbe ^. Car autrement, quelques arrangements que
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Ton prenne, il sera toujours possible de trouver une infinité de courbes de m*"^ ordre passant par des points donnés, si ces points sont en nombre <ou =m^. Cette courbe donc sera unique en l'assujettissant à m*+l équations de condition; d'autre part, la courbe est déterminée par — r-^ équations de condition.
Ainsi, une équation de plus ajoutée dans les deux cas aux m^ conditions, d'une part, à — ^ 1 conditions, de l'autre, détermine
complètement la courbe. Il faut donc que les
^,_ f m^+Zm ^ \ _ ( m-l)(m-2)
quMl y a en plus dans le premier système soient dépendantes des autres
^"^ ^ » lzz:- '-^ — 2. Concluons donc, avec H. Pliicker, que
l"" Si Von donne à deux quantités variables successivement
( 4 V* — 2j couples de valeurs quelconques, et si l'on suppose
que ces valeurs satisfont à une équation quelconque de m*"^ degré entre
les deux variables , il y aura —^ ! couples de xmleurs nou--
veaux j qui satisfont à la même équation et qui dépendent uniquement des couples précédents.
2** Si l'on connaît l ^ 2J couples de racines des deux
éqiuitions de m"*^ degré entre deux inconnues, Von obtiendra les
I j-T • I couples des racines restantes, sans avoir recours a ces
équations.
Ces conclusions cependant, tirées d'un raisonnement ab absurdo, exigeaient une confirmation directe, pour ne laisser plus de doute. Il fallait démontrer, comme M. Jacobi a fait^qu'il existe eflectivement :
1^ Des équations de condition non arbitraires en nombre égal à celui que l'on a calculé devoir exister. Pour cela, supposons n=.m. Nous
ayons dans le tableap (6) '^"^j L^"" équations entre m* systèmes
de valeurs de Xj y. Le nombre des équations de condition, après réii-
mination des rapports ^, sera donc
précisément celui qui était nécessaire à déterminer les (m — l)(m — 2)
coordonnées que comportent 2~" PP'^^s;
(fn-4- i ) (jw-4- 2) 2** Que \: — 2 solutions suffisent à déterminer deux
équations de m'^"*^ ordre. Or, si l'on assujettit une fonction û de
degré m à avoir 2 solutions choisies parmi celles en
nombre m^, qui sont communes aux fonctions cf et ip, on aura une
suite de j!T — - — 2 équations linéaires entre ^ — J^ ^^^^
ficients. Laissons de côté deux coefficients, que Ton considérera comme arbitraires et que Ton appellera a, a. On pourra de ces équations tirer la valeur du coefficient d'un argument quelconque OJ^j/^ en fonction des coefficients a, a\ laquelle sera linéaire et de la forme
Ap,g, Ap^ désignant fies fonctions rationnelles des arguments formés avec les solutions adoptées. En substituant ces valeurs dans u, on aura une équation de la forme
(13) u = aj Ap^a^Pj/^H- a'2 A>T-
Changeons pjaintenaRt a, a' en (^'autres constantes &, 6'; on aura encore une autre fonction
(14) t) = b^ApgXPf+b'^X'pçX^Y ,
qui jouira de la propriété d'avoir les mêmes ]} — 2 solu-
tions que u. Uais on peut avoir simultanément u=:0, ^ = 0, pourvu que l'on pose
(15) 2]Ap^!/'=0v 2AV»^y'=0.
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Alors toutes les m' solutions communes à ces deux équations seront communes aux équations u, t), qui d'ailleurs n'en peuvent avoir plus de m', car elles sont de degré m. Dope ces équations (15) comprennent les solutions ^J — 2, qui nous ont servi à trouver les
coefficients Ap^, A'p^. Donc enfin on peut déterminer les coefficients de deux équations ayant m- solutions communes, au moyea seulement de iï±lKîîLt?)_2 d'entre elles.
Supposons maintenant quQ les équations ^ et tj^ soiept, non plus de degré égal^ mais ^e degré différent m, n ; il y aura mn systèmes de valeurs
(16) ^lî/l» ^iVi-'-^ninymn*
qui les vérifieront, mais qui ne seront pas tous arbitraires. Le nombre de ceux que l'on peut prendre arbitrairement se déduira du théorème suivant :
E{ant deux équations f = 0, ^ = (2e degré m, n (n<:^m)9 tï y aura entre les mn quantités
XiX^X^,..Xfnni yiyf'Vmn
propres à les vérifier, mn— 3n+l équations de condition.
Démonstration. L'équation ^ = 0, dont le degré est par hypothèse n<Cm, est déterminée par ^ ^^ ^ — 1 systèmes {x, y) choisis
parmi les (16). Les autres mn — 1 + 1 fourniront autant
d'équations de condition parmi ces systèmes. Mais ces mn systèmes doivent aussi satisfaire à l'équation de wi*^'"^ degré. Or, on peut former une équation (p-J-S^^ de m*^"*^ ordre, qui soit satisfaite par les mn systèmes, en multipliant l'équation ^ de n^^^ ordre par une fonction 9 de (m — n)"*^ ordre à coefficients arbitraires, et en y joignant l'équation (f. On profilera des \Î^Ilîî — H^— n+^j çQ^fg^iç^tg arbitraires
pour détruire dans l'équation ^ + 9^ autant de termes. Le nombre de ceux qui resteront sera
(m4-i)(tn+2) (m— n+1)(m— n+i)
Mais pour qu'une telle équation soit satisfaite par les mn systèmes, il faudra qu'il existe parmi ces couples
équations de condition. Le nombre total des conditions sera
mn
Ce qu'il fallait démontrer.
Ce théorème peut s'énoncer géométriquement ainsi :
Étant donnés mn points sur deux courbes algébriques de m**™® et
de n'**"® ordre, (m>n), il y aura entre les coordonnées des points
mn — 3n4-l équations de condition.
Corollaire. Étant donnés mn points sur une courbe du n'^"*® ordre, on pourra faire passer par ces points une courbe de m**™® ordre,
(m>>n), pourvu quil existe entre ces coordonnées ^ ^ ■ équa-
tions de condition.
Il suit de là : V qu'on pourra toujours faire passer une courbe de Yi^iéme Jegré par m points pris sur une ligne droite, ou par 2m points pris sur une courbe de deuxième ordre; 2** qu'on pourra, avec une seule équation de condition, faire passer une courbe de m'^"*^ ordre, (m>>3}, par m points pris sur une courbe de troisième ordre ; etc.
Si l'on avait éliminé des équations (6) les rapports
on aurait trouvé
équations de condition parmi les mn systèmes de valeurs Xj y. Cependant ce nombre pourrait être égal et même supérieur à 2mn, qui est le nombre des inconnues, ce qui est absurde. Prenons, par exemple, m=:l4, n = 3, on aura
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Il faut donc que quelques-unes de ces équations rentrent dans les autres, et, d'après ce qui précède, leur nombre sera
(w-1)(m-2)+(n-l)(n-2) , ^^ ^ (m-n-inm-n-i) ^
C'est ce que M. Jacobi a confirmé à posteriori par une analyse trèsingénieuse. {Journal de Crelle, t, XV.)
On peut enfin, d'après cet illustre géomètre, démontrer à priori que les équations de condition résultant du tableau (6) ne sont pas toutes arbitraires.
Multiplions, en effet, les équations f et i{/ par des arguments x^^, aî'*'i/P', tels que a+^<n — 3, a' + (3'<m — 3, ce qui pourra se faire respectivement de i^"^ » (m— j ^m— manières. On aura
un ensemble de
équations de la forme
(17) ^c^xPy^^O.
lesquelles, en y substituant successivement les couples a?ii/i,â?2t/ti etc., fourniront à chacune mn équatiotis
(18) ^CpgXiPy,^=0, 2^pça;,Pt/,^=0...2cp^m/tfmn^=0.
i i Multiplions-les successivement par ^, ^, ..., et ajoutons; on obtien-
dra des équations de la forme
Admettons donc que les équations (6) aient lieu, k l'exception d'une seule , il s'ensuivra de l'équation (19), que celle qu'on avait écartée existe aussi. Mais les équations (17) sont en nombre
1 I . /^x w 1 1 . (m— l)fm— 2)+(n— i)(n— 2) équations du tableau (6) dépendent des autres ^
éqaations qui y figurent. Cette conclusion est vraie, quelles que soient
les valeurs attribuées aux quantités - , par lesquelles on a multiplié
les équations (18).
On aurait pu ainsi trouver des valeurs qui leur soient proportion-* nelles, eu les assujettissant à satisfaire k mn — 1 équations de la forme (6) ; les autres équations se trouveraient vérifiées d'ellesmêmes. Par conséquent, ces valeurs devront coïncider, à un facteur près, avec celles que fournirait l'expression
pour les systèmes des solutions x^y^, ^%y%^ "*9 x^nymn^ ^^^i ^^^^ montre que sur les ^ — ~~^ ~"^ équations du tableau (6),
-^ ^-T-^ ' proviennent de ce que les mn systèmes
^lî/it •••> ^mnymn ^^^^ ^^^ solutions des équatious 9 et ^, et fournissent entre elles autant de relations ; tandis que les autres ne servent qu'à donner les mn valeurs proportibnilelles de la fonction S.
CHAPITEŒ n.
ÉLIMINATION DES VARIABLES ENTRE TROIS ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES
SI
Biqprettioii et degré de le réftoltàiite.
Soient
(1) { ^=2h.9.xr=o,
trois équations de degré /, m, n, où les indices des coefficients a, b, c suivent dans chaque ternie la valeur et Tordre même des exposants, et s'étendent par conséquent à toutes les partitions que Ton peut faire des nombres l, tn, n en trois parties, zéro compris. Le nombre des termes dans chaque équation sera respectivement
Il s'agit maintenant d'éliminer x, y entre ces trois équations, ou, en d'autres termes, de trouver la condition nécessaire et suffisante pour que ces équations admettent une solution commune {x, y).
A cet effet, observons que, d'après le théorème précédent, cette solution se trouvera parmi les Im solutions des équations <f et ^^ parmi les In solutions des équations cf et ô, et parmi les mn solutions des équations ^ et 9. Soient
aîiî/i,
• •M ^IrnUbinf
io'iVt,
..M X'tny'lnf
a/'iî/'i,
• • • • *^ fntiH mn}
ces trois suites de solutions, et considérons spécialement ta première. Substituons chaque couple de la suite (3) dans la troisième équation 9, et formons le produit
(6) ^=KK^iyi)^i^tyt)H^Byz)''^s{xtmyim)j
Aq désignant le premier coefficient des résultantes X ou Y des équa* tions (p et ^ : ce produit s'annulera si une des solutions (3) satisfait encore à l'équation 0=0; réciproquement, si ce produit s'annule, l'équation 6=0 sera satisfaite par une des solutions (3). Par conséquent, ce produit sera la résultante même, puisqu'il exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que les trois équations proposées admettent une solution commune.
Il est évident qu'on aura aussi
(7) ^=A:j"<^{x\y\)^{x\y\)...^^{x',ny',n),
(8) ^=^"Mx\y\)<f{x\y\)...<f{x"„^y''^),
A'o« A^'o étant les premiers coefficients des résultantes X ou Y des équations (ç, ô), (^, 6).
Observons maintenant que l'expression (6) de la résultante contenant Im facteurs 6, sera de degré Im par rapport aux coefficients de l'équation 0. De même, les expressions (7) et (8) font voir qu'elle est de degré Im et mn par rapport aux coefficients des équations v{^ et (p respectivement. Par conséquent, le degré de la résultante par rapport à t'ensemble des coefficients des trois équations sera
mn+lm-^ln.
On peut vérifier autrement cette conclusion, La plus grande des sommes jpi+Çj, fournies par les exposants des termes qui figureront dans la résultante (6), est, au plus, n. Donc, d'après le théorème page 112, le plus haut degré de la fonction symétrique multiple contenue dans ces termes, par rapport aux coefficients de ç et ^p, sera n{l-\-m). En y ajoutant Im, qui est évidemment le degré de R par rapport aux coefficients c des fonctions 9, on aura le degré cherché de la résultante. On comprendra maintenant pourquoi les produits 6, (p, ^ qui entrent dans les seconds membres deviennent entiers par Tad-
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jonction des facteurs A^", A'^"*, A'^. Mais il y a plus. Rétablissons z dans les trois équations données, ou, ce qui revient au même, changeons en général le coefficient Opgr en CpgX» Alors un terme quelconque de R, quiy dans Thypothèse de 2 = 1, était de la forme
(9) Ca?,P.y,9.a? P.y.^.V»ys^«. . .a?(m^'1(/m^'*», se changera en
(10) Ca:\P.y\^.a^.a?'P.y>%ay>y^^^
x\ y' désignant les solutions des nouvelles équations. Mais on a x'zzLzx, y'=zy, j>i+gi+ri=n.
Par conséquent, l'expression (10) n'est autre chose que celle (9) multipliée par z^^'^. Ainsi , la résultante R obtenue dans le premier cas acquiert le facteur z^^ par le changement de apgr en apgfZ\ En d'autres termes, la résultante est isobarique et de poids Imn par rapport aux indices r. De la même manière, on verrait qu'elle est isobarique et de poids Imn par rapport aux indices p et q. En résumant ces considérations, on arrive à ce théorème *' La résultante des équations (1) est : V de degré mn, In, Ira par rapport aux coefficients des équations 9, v|/, ô ; de degré Im4-ln4- mn par rapport à leur ensemble; 2"" isobarique et de poids Imn par rap^ port à chaque système des indices* ^
SU
Tormatîon de la rèfullante au moyen def fonotiont tyméirSquef.
Développons le produit (6). Un terme quelconque de la résultante sera
S étant la plus grande des sommes |)i+îi > l>2 + ?2 , etc. On calculera la fonction entière des coefficients de ç et ip correspondant à la valeur de la fonction symétrique
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par la méthode que nous avons exposée au chapitre précédent; et
en la multipliant par K'\.g.r^Cp.q.r.^*'<^Pimqimfim^ ^» ^^^^ '^ ^^*^"^ du terme en question. En additionnant tous les résultats obtenus pour chaque terme, on aura l'expression cherchée de la résultante. On peut, d'ailleurs, en obtenir facilement quelques termes ; par exemple* ceux dont les arguments sont
donneront
(11) (-l)^'"«c„oo^'"A,,^ (-l)''"«Co,oB/,«.
Au moyen des formules (7) et (8), on obtiendra encore les termes
(— ij^^^WA^^»", {-ly^^hJ^^'i;^,
En substituant ensuite pour A, B leurs valeurs, on trouve pour premiers termes de la résultante
r O-n .»»wl| In g, Imi^gi mnh In g» Im i y jnnh In^» Im \ I ^^"0/0 *'moo ^omn ^^"aoi ^moo ^'Ono 'T'f^ool ^omo «'noo * J
Mais cette méthode n'a que l'avantage de prouver la possibilité d'obtenir l'expression de la résultante; car, à cause des longs calculs qu'entraînent les fonctions symétriques multiples, elle est presque impraticable. On gagnerait, par conséquent, quelque chose, si l'on pouvait réduire les calculs à ceux des fonctions symétriques simples. C'est ce qu'on peut faire en généralisant la méthode de Lagrange. Prenons donc le logarithme de R ; on a
R==nlogAo + loge(aî,yi)+log%2Î/2)..--4-loge(aj/^î/;,„). Développons chacun des logarithmes contenus dans ce second membre, suivant les puissances ascendantes de Xj y ; le développement sera très-facile, en ayant recours à la méthode que nous exposerons à la suite de l'ouvrage. On obtiendra de cette manière log R sous la forme
logR=nlog Ao+ SCp,, [Sa;Pî/^].
Il ne restera plus qu'à calculer des fonctions symétriques simples SojPî/^. Alors, en posant
2Cpç[SxPî/^]=r,
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on aura la valeur cherchée de la résultante R par la série
en convenant toutefois de négliger dans le développement des fonctions les termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résultante.
Méthode de Bexoot.
Bezout a donné, pour trouver la résultante, une méthode qui, à part les facteurs étrangers qu'elle introduit, mérite d'être remarquée. A cet effet, il multiplie la première des équations (1), § I, par un polynôme complet en x, y, de degré m + n — 2, la seconde ^ par un polynôme semblable de degré /+ w — 2, et la troisième par un autre de degré /+m — 2. Soient *, W, ces polynômes multiplicateurs, et formons la somme
qui sera une fonction en x, y de degré l-^m+n — 2, jouissant de la propriété de s'évanouir avec y, ^ et 0. Disposons maintenant des coefflcients de *, W, pour faire évanouir, ce qui sera toujours possible, tous les termes en x, y dans la nouvelle fonction. Il restera, après avoir convenablement employé les valeurs des coefficients ainsi déterminés, une fonction des coefficients des équations proposées, qui jouira encore de la même propriété. Mais comme elle sera de degré supérieure la somme mn+lm+ln, elle ne sera pas la résultante, mais bien la résultante multipliée par un certain Facteur. Si toutefois on arrive à écarter ce fadeur, on aura trouvé la résultante que Ton cherchait.
Posons, en effet, s=zl + m + n} la fonction F contiendra
s(s—i) , . , , , /(^— i)+m(m— l)+n(n— 1) ^ '~4m+ln+mn + - ^ '-
termes. D'autre part, en appelant v le nombre des coefficients arbitraires, en a
v = l {{s ^/_l)(5—0+(iî—m~l)(5—m)(5-m— !)+(«— n)}, = i{(5- l)2s + i*+m*+n*+5M'
Donc, puisque Ton a toujours v>>fjty il faudra établir
nouvelles équations de condition entre les y coefficients arbitraires , afin que ces v — fi équations, ajoutées aux fi équations déjà obtenues, donnent un total de v — fjt+fx = v équations égal au nombre même des arbitraires. Alors , en considérant ces coefficients arbitraires comme autant d'inconnues, on aura un système de v équations linéaires, qui fournira, par l'élimination des inconnues, une fonction de v" ordre.
Hais on a
v=Jm + /n+mn + {/(/— l)+m(m— l)+{n— 1)} ;
donc cette fonction aura un degré supérieur de
unités à celui de la résultante. D'un autre cdté, cette fonction doit s'évanouir avec la résultante; donc elle contiendra en plus de la résultante un facteur de
ordre, qu'il s'agira, dans les cas particuliers, de trouver et d'éliminer. Cela fait, on aura obtenu la résultante que l'on cherchait. Voici un exemple propre à faire comprendre la méthode. Soient les équations
iaxy + bx + cy + d^=0, axy+ b'x+ cy+ d'= 0, a"a:y+ V'x+d'y+ d'— 0.
Multiplions-les respectivement par les polynômes
a^+|3j/+y, a'a;+(3'î/+y\ /aj+P"î/+/.
it
xy
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et additionnons les produits. En égalant à zéro les coefûcients des différents termes, on aura une série de conditions entre les coefficients arbitraires a^ |3, y, ..., que le lecteur attentif trouvera réunies dans le tableau qui suit :
(2) ay c b a c' b' a' c" b" a" =0
Dans ce tableau, les éléments des lignes, multipliés par les quantités situées en tète des colonnes et sommés ensemble, donnent les coefficients des arguments indiqués à gauche du tableau.
Dans le cas actuel, le nombre des arbitraires, ou le nombre des colonnes, dépasse d'une unité le nombre des équations, c*est«à-dire le nombre des lignes. Nous pouvons donc assujettir les arbitraires à une condition de plus.
D'ailleurs, le degré de la résultante des équations (1) est 6. Car, sans passer par d'autres raisonnements, on voit immédiatement que la résultante est
En réduisant donc le tableau à six lignes et à six colonnes, au moyen d'un choix convenable des équations de condition ou des arbitraires, nous serons assurés d'obtenir la résultante.
Posons, par exemple :
(3) ca+cV+cV=0.
ab'—a'b
ac' — a'e
ad'—a'd
ab"—(i'b
ud'—aTe
ad'—a'd
ar—a'^'
aV-aV
dd—d'd'
Alors, comme on a
a«+aV+aV=0,
il viendra un système de trois équations de condition entre les arbitraires «y a^ a ^ auxquelles on pourra satisfaire en posant a = «'=«"= 0. D'après cela, les autres six équations de condition entre les six constantes arbitraires p, y, |3', y , ^\ y fourniront pour la résultante le déterminant
ety par conséquent, on aura encore
(4) R= {abc){bcd) — {acd){abd).
Hais si, en ajoutant Téquation (3) aux précédentes (2), on avait considéré le tableau (2) comme composé de neuf lignes et de neuf colonnes, la résultante aurait pu être mise sous la forme
mais on y aurait introduit inutilement le facteur étranger (abc). Un pareil résultat s'obtiendra encore en posant
CHAPITRE II
-Sffl.
et l'on aura, après avoir (
écarté le facteur étranger {aedtjf
Posons, aa conti
aire,
dy+dT/z^O,
la résultante sera
ad'—a''d
cd'—e"i
=((kr'— a''d)R.
Les polynômes multiplicateurs de degré s — l — 2, s — m — 2, 5_-n— .2 auraient, d'après Bezout, l'avantage d'introduire le moindre nombre des coefGcients arbitraires. Cependant, suivant les cas, on peut faire encore mieux.
Supposons que les polynômes multiplicateurs <>, W, 6 soient de degrés — l — *, s — m — A, s — n — h. On aura
(5) v=i{{«-/-h+l)(s-i-fe+2)+(s-m-/n-l)(s-m-ft+2)+(s-n-ft+l){«-»i-fe+2)} =f*+| { /(i-2fc+3)+m(m-2fc+3)+n{n-2fc+3) } ^.(fc— l)ft_2),; et (6) / x— ^*~ g '^^^ =fm+/n-Hn>H-|{/(t-2ft+3)+m(m-2ft+3)-Hn(n-2hH-3)+(ft~l)(/t-2)}. Ainsi fx se réduira à lm+ In+mn toutes les fois que (7) Z(i— 2*H-3)+m(m— 2A+3)+n(n+2A+3)+(A— l)(fc— 2)=0. ,
Si cette équation est vérifiée, le nombre v se réduira à
v = /m+/n+iwn+l(fc— l)(ft— 2).
Or, on peut vérifier la condition (7) en prenant
{=:ni=:3, n=2 pour A=3,
/=6» m=»=2 ft=4,
î=6, m=n=3 ft=:4, etc.
Mais on aurait une arbitraire disponible dans le premier cas, trois dans le second et dans le troisième. Alors, en assujettissant ces arbitraires à autant de conditions nouvelles, on pourra rendre le nombre des arbitraires égal à celui des équations; mais la résultante se trouvera associée à un facteur étranger de premier ou troisième ordre. Si Ton avait pris au contraire, comme avant, A=2, les facteurs étrangers auraient été respectivement de quatorzième, trente-quatrième, quarante-deuxième degré. Prenons, par exemple, le premier cas, et soient
iax^ + bx'^y + cxy^ + dy^ + ex^ + fxy + gy^+hx + ky + l=^0^ a'a^+b'x^y-H'xy^dy+e'x^+f'xy+gY+h'x+ry+y^O, a'x^-^V^xy+cY+d'x+i/'y+r^O.
les trois équations que Ton considère. En opérant comme il vient d'être dit, on obtiendra vingt et une équations entre vingt-deux arbitraires «1, (Xg, ... «32, que nous écrirons comme il suit :
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*«•! *1» «li ««0
fl"
dt
tf' b"
ai»y
ay»
av»
xg
Il n'y aara donc qu'une relation à établir entre ces vingt-deux arbitraires, pour qu'en les éliminant on obtienne, à un facteur près de premier degré, la résultante des équations proposées.
Quelquefois on peut simplifier la recherche de la résultante, en laissant de côté quelques termes des polynômes multiplicateurs.
Soient, par exemple, les équations
iax^ + by^ + fxy + ex + dy + c=:0 (*), ax'+by+fxy+e'x+d'y + c = 0, arx'+by+fxy+e"x+d"y+ c"=0.
En donnant au polynôme multiplicateur la forme
aj?*+py*+ea; + iy + y,
on arrivera au tableau suivant :
(*) Nous écrivons ainsi l^équalion de second ordre pour nous conformer à la manière dont on écrit ordinairement sous forme homogènei à savoir :
flKç'-+- 6y «-+• c?*-h dyz -H exz -¥■ fxy = .
af
if
«tf
Les éléments compris dans les barres forment exactement nn déterminant de quinzième ordre : il ne différera donc de la résultante que par un facteur de troisième ordre, qu'on découvrira aisément; car en partageant le déterminant en deux parties par une ligne menée entre les colonnes ^'' et y, on le décomposera en une somme de déterminants de sixième ordre par des déterminants de neuvième, dont les premiers auront tous en facteur le déterminant
En dépouillant donc le déterminant ci-dessus de ce facteur, on aura la résultante cherchée» Soit R cette résultante, et posons en général
{abc) =
il viendra
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(10) Rsr={ (aed)[(dd/)+(a6«)]-((W^} [{def)^{abc)]-^(acn(adn ] { [bàf)[ede)+(bcn{be€) } +{ (ahf) [ac/)-{adc)]+(a6e)«-.(««/)(fte/) | { {cef)(bcd)^{h€e)*^(hde){cde)} — { («W) [{ade)'-(acf)]+((ae)(abc)'^(a€f)(eéf) } { (a6d)(c(le)— (a6e)«(c(ïe) } +{ (ae$)[{adfj+(abe)]^(aen(cef)'--{acf)^ } { ib€f)(bed)+{acd){hcf)^[abdi{cdf) ] —{(abd){ac€)^(acn(abc)'-'{aeO(bce)}{[(aHÎ)(bcd)^^ -*-{ (abd){acd)'-(ahc}^^{a€f)(bcd) ] { (abcy-- {abd){acd) } + {{abf)(acd)+{acf)iahc)-^(a€f)(bc() } { (ac/X6cd) + (6(ie)(ocd)-(a6c)(«w») } +{ {abn{bcd)[{aef)(acd)^(aef){cde)-[abc)(ace)] } — { (d6/)(6<«l)[(a6/)(flftc)+(afce)(add)-.(<w/)(6(f/) } .
On peut vérifier ici la loi de réquipollence. PrenoDS un terme quelconque , par exemple, celui-ci :
{ahf){ade){cef){hcd).
qui se trouve dans la deuxième ligne. Suivant nos notations, ce pro* duit serait
(«joo7^oto>^iio)(^ioo>^oii>^ioi)(^ao«>^ioi>^iio)(^o20>^oo«>ûoii)»
et Ton voit bien que les sommes des premiers, seconds et troisièmes indices
2+1+2+1+1+1=8, 2+1+1+1+2+1=8, 1+1+2+1+2+1=8, sont constantes et égales à 8=2', comme cela doit être.
S IV
Kéihodo de Sjlveiter.
La méthode de Bezout, que nous venons d'exposer, laisse toujours subsister, dans la résultante à laquelle elle conduit, un facteur étranger, qu'on ne peut éliminer sans effectuer des opérations générale-ment très-laborieuses, et qui même, une fois faites, masquent les propriétés que la résultante aurait révélées, si elle avait été présentée sous une forme simple et concise. Il importait donc d'avoir une mé-
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thode exempte de ces désavantages, et qai nous conduisit directement à une expression de la résultante dépourvue de tout facteur étranger. M. Sylvester a comblé cette lacune par une méthode qui, quoiqu'elle s'applique à un nombre restreint de cas, ne laisse pas que d'être très-ingénieuse et très-féconde.
Soient donc
(1) tf{xy y, «)= 0, 1^(0?, y, z)= , 6{x, y, z)—0
trois équations homogènes de degré m, et appliquons-leur le procédé déjà employé au § III, chap. II de la première partie, qui consiste à multiplier successivement les équations par des arguments tellement choisis, que les équations dérivées soient en nombre égal à celui des arguments qui y figurent. Alors, en considérant ces arguments comme des inconnues, on aura par leur élimination la résultante cherchée. Ainsi, dans le dernier exemple, page 137, le déterminant de quinzième ordre aurait pu s'obtenir en multipliant les équations proposées (9) par les arguments â?*, y*, x, y, 1.
Premier procédé. Posons
(2) r+r'+r'=m-^l, s+8+$"=:m—l, H.('+r=m— 1, et formons les produits de degré 2m— 1,
(3) xyV>, a?*y*V"4/, a?'y'V"e,
qu'on pourrait appeler les augmentatifs de (p, ^, 6, ou simplement les fondions augmentaiives. Ou aura pour chaque équation autant de ces fonctions augmentatives qu'il y a de manières de décomposer le
nombre m — 1 en trois parties, zéro compris, c'est-à-dire — ^-r .
Par conséquent, le nombre total des augmentatifs pour toutes les trois équations sera 3 "^\"^ . Mais une équation homogène a trois variables de degré 2m— 1, comportant ^ ^ — - arguments, il faut aussi avoir ^ ^ équations pour les éliminer, tandis que nous n'en avons jusqu a présent que 3 ^ , c est-a-dire -^-r — - de moins. Il
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reste donc encore à trouver — ^—"^^ équations, afin de les ajouter aux
précédentes et de rendre ainsi possible rélimination. A cet effet, décomposons les trois équations ^ , 4^, 9 de cette manière :
if 9=aî*A + yPB + 2TC = 0, 4;=aî«A'+t/PB'+ 2TC'=0, = aî«A"+yPB"+ 2TC'= 0,
oLy ^, y étant trois nombres entiers quelconques soumis à la condition
De ces éqaations on tire, par rélimination de afl-, y^, gl, la fonction
ABC A' B' C
que nons appellerons dérivative, de degré
et que nous désignerons par le symbole n(a, ^, y).
Parmi toutes les valeurs qu'on peut assigner aux exposants a, |3, y, prenons celles qui sont différentes de zéro, et dont le nombre sera
on aura obtenu ^ équations de la forme tr(a, ^, y), et qui seront
précisément les équations qu'on cherchait.
Or, je dis que ces valeurs sont les seules admissibles, car les autres donneront lieu à de simples identités. D'abord, on ne peut pas prendre deux exposants à la fois nuls , car on aurait
a, ou ^, ou y==m+l,
et les équations (4) monteraient à un degré supérieur à m; d'ailleurs, la fonction (6) s'annulerait d'elle-même.
Considérons ensuite le cas où un seul des exposants a, p, y serait nul. On sait, par la théorie des déterminants, qu'en posant
on a
'*~5b* ^~Sb^^ '*~5r^
^_^ dw ^ dir 1^ di7
^~dQ^ ^~de» ^"dC""
(8) j a;?7r(a, p, y) = 1019 +/^ +fx"9 ,
ou les fonctions A, fz, v sont respectivement de degré
Or, si un des exposants a, p, y est nul, la fonction 7r(a, /3, y) s'identifiera avec un des trinômes situés dans le second membre (8). D'ailleurs, dans ce cas, eu égard à la relation (5), les degrés des fonctions X, II, V deviendront 2m — (m+l):=m— 1; par conséquent, la fonction 7r{a, j3, y), pouvant être mise sous la forme
deviendra une fonction linéaire des augmentatifs déjà considérés, et ne constituera plus une équation indépendante.
On aura donc, au moyen des fonctions augmentatives et dérivatives, un système d'équations linéaires, propre à fournir par l'élimination des arguments la résultante cherchée, sans facteur étranger. Car il est aisé de voir que le degré de la résultante sera
ce qui doit être.
Second procédé. Posons
r+/+r'i=:m— 2, 5+5'+s''=m— 2, t+t'+f=m—2; les fonctions augmentatives seront alors de degré 2m— -2. Formons maintenant les équations
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ç=aj*A + i/PB + 5;ifC,
= aî»A''+î/PB"+2lfC", a, /3, y étant une combinaison de nombres entiers assujettis à la condition
«+13+7= wi+2,
d'où, par les mêmes raisons que précédemment, les zéros seront exclus. On aura
fonctions dérivatives de degré 3m — a— 13— y=2m — 2, lesquelles, associées aux 3 ^^^"" fonctions augmentatives donnent un total de
ô—^ I 2 — i équations, nombre précisément égal à celui des arguments contenus dans une équation de (2m — a)^"*^ degré. On aura donc encore, par l'élimination des arguments, la résultante, dont le degré sera pareillement
La même méthode s'applique encore aux cas où une ou deux des trois équations sont de degré m — 1. Considérons d'abord le premier, et posons
< + t'4-t"=w— 1; nous obtiendrons des augmentatifs de degré 2m — 2, dont le nombre
sera
Posons maintenant a+P+ 7= tn+1, et opérons comme auparavant pour obtenir des fonctions dérivatives 7r(a, p, 7), qui seront actuellement de degré
et "" en nombre, les zéros exclus. Les fonctions augmentatives et dérivatives monteront ensemble à
nombre égal à celui des arguments dont se compose une équation de degré 2m — 2.
Quant au second cas, posons
et formons les ~ +2 -^ — ^= équations
augmentatives de 2(w — S)^*"^ degré. Cherchons ensuite, à l'aide de la relation
les zéros exclus, ^ J" équations dérivatives de degré
Nous aurons en tout
5ffl«— 5m+2 ffl(m— 1) (2m— 2)(2w— 1)
équations , lesquelles permettront d'éliminer tous les arguments qui figurent dans une équation de degré 2m — 3. D'ailleurs, le degré de la résultante sera
ce qui doit être.
Appliquons le premier procédé à un exemple. Soient les équations
ax^ + by^ + cz^ + 2dyz+2exz '-\-2fuoy =0, oV+ %*+cV + 2dyz + 2e ^2 + 2fxy= , aV+6'y'+cV+2d'yz-f-2ô"a?«+ 2f a?y= 0;
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on obtiendra pour la résultante le déterminant
yj.
*^ -ry»
id
ae-
ar 6'
tf b'
(e(fc),(/6c)+(«6(J),(/ac)+(«l«>),(o/c)+(<«fe),(a«te)+(e/c),(a/a)H-(ak),^^
OÙ par le symbole {ahc) on entend en général le déterminant
abc abY a%Y
M. Sylvester a encore indiqué d'autres procédés d'élimination qui, bien qu'ils ne diffèrent des précédents que par la forme, sont cependant d'un emploi plus simple. Posons
dx dy dz
dx dy dz
de de de
dx dy dz
cette fonction sera de degré 3m — 3 et s'évanouira pour toute solution commune aux trois équations (ir théorème, au dernier chapitre). Voyons comment on opérera avec cette fonction, suivant les cas que nous avons déjà examinés.
Premier cas. Les iqualtons (1) sont toutes trois de degré m. — Premier
procédé. Formons, comme avant, les 3' ^^"^ fonctions augmentatives. Pour trouver ensuite les autres - ^^T" fonctions auxiliaires, opérons sur la fonction P avec les symboles [ j-j , Ij-j , l-r-j , et les autres produits homogènes de degré m — 2 en T-» x-> t-; on
obtiendra des fonctions de (2w—l)^'"^ degré et de troisième degré par rapport aux coefficients, qui, ajoutées aux précédentes, fourniront un système de- ^ ^^ — ^ équations à autant d'arguments, propre par conséquent à fournir |a résultante.
Deuxième procédé. On formera , comme avant, les 3 — 5 — fonctions augmentatives de degré 2m — 2, à l'aide d'augmentatifs de degré m — 2, et Ton remplacera les fonctions dérivatives par celles que
Ton obtient en opérant sur P avec les symboles homogènes |^| ,
{ti^' {jz]^' ^*^'' ^^"* "^ nombre aéra ^^H,^. , i .
Deui^ième cas. Les équations (f et ^ sont de degré m j la 9 de degré m-^1. Alors les augmentatîfe pour les deux prQpaières équations ^ et ^ sont aî^"-2, y'"•"^ z*"~^ etc., et pour la 9, x"^'\ ^'""S ^'""S etc. On substituera ensuite aux fonctions dérivatives les produits homogènes et symboliques
lesquels fourniront, puisque actuellement P est de degré 3m — 4, les ^^^"^ ^ équations de degré 2m — 2 qu'il fallait avoir.
Troisième cas. L équation (f est de degré m, et les deux autres de degré m — 1.
On emploiera les mêmes augmentatifs qu'dai^raveot, et bu lieu des équations dérivatives, les dérivées homogènes
En observant que P est de degré 3m — 5 , ces dernières fonctions résulteront de (2m-— 3)^* degré, A l'aide ensuite de ce que nous avons dit, p. 144, on verra facilement comment on pourra utiliser ces équations pour la recherche de la résultante.
CHAPITRE I
raomÉTés bblativbs aux soLunoifs oomninn.
Foyiolîom fjqiétrS^aef d^ f^tio^ oo^pMiMinef.
Avant de traiter de la résultante dans le cas le plus général, il ser^ bon d'apprendre à calculer, comme nous l'avons fait précédemment, les fonctions symétriques quelconques des solutions communes à plusieurs équations en fonction das coeffietents ^ ce qui nous facilitera beaucoup les recherches ultérieures que nous aurons à entreprendre. Notre exposition sera désormais plus rapide , afin de ne pas restreindre trop les matières, sans sortir des limites du «adre que nous rou^ sommes fixé.
SoitrCi, ifi, Zi, •.., Ut un système de solutions communes aux h équations à k variables
et désignons par
une fonction symétrique de i**^* ordre, c'est-à-dire de l systèmes de solutions communes. La fonction symétrique sera applée simple^ double, etc., suivant qu'elle se composera de 1, 2, etc., systèmes de solutions^
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Or, puisque l'on a généralement
— 2(«i'''-^'yi«'-^<'-^^..»i''-^'0(«.'''y.«'---tt.'*)---(»/w'''-
— 2(a:/■y.'■2i'^..tfi'0(^'•■^'y«''■*^'2.'•■^'•••W•""0•.•(«/-i'''-■y^^^^
il sera aisé de se convaincre, comme an paragraphe V, chap. i, H' partie, qu'une fonction symétrique quelconque peut s'exprimer au moyen des fonctions symétriques simples. La formule qui fournira cette expression sera, par les mêmes raisons qu'on a signalées dans ce paragraphe :
(4) »/=2("~*)'""^to)^W— ^(oS'N''^- ••*'^«'
sons les mêmes conditions et notations du chapitre i, I" partie, p. 7,
à l'exception de t\g, etc., qui maintenant désigneront les fonctions
simples
2a!^'.+^'.+-+^»y^'«+^'.+-+^»...ux.<*'+V*'+-..+V*', etc. ;
c'est-à-dire qu'on aura
(>t«+i,W+...4.X,(»))H-(X.W+i,W+.«+X*(*))+.„+(XW+Xi»)+^ X^(*) pouvant être un quelconque des exposants (2). Il viendra, par exemple,
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Par cette formule, le calcul d'une fouction symétrique quelconque est réduit à celui d'une fonction symétrique simple , laquelle , à son tour, se calculera aisément à l'aide de ce qui suit :
Supposons que les équations <fay ..., (fu ^ient été mises sous la forme de fonctions homogènes
et posons
En joignant cette équation aux k précédentes, et en éliminant les variables x^y, z^ ...^ v, on obtiendra une résultante que Ton pourra toujours ordonner par rapport aux puissances d'une des constantes a, ^, 7, ..., fXy par exemple /x^ et qui fournira nécessairement une équation de la forme
(6) AoptP+AipiP-*+-.. + Ap=0,
p désignant le degré de Féquation finale des équations (5).
Mais on peut tirer de cette équation les valeurs de S/x*^ en fonction des coefficients A; et, comme les racines de cette équation sont précisément les valeurs de
correspondantes à chaque système de solutions des équations proposées, on aura, en vertu des principes posés dans le chapitre i, P* partie,
Ao''2(=ï±^îÇ2^)''=r(Ao,A,....Ae).
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f désignant une fonction entière^ homogène et îsobariqUe des coefficients Â, dont le degré et le poids seront r^
Comparons n^aintenant les coefficients qui» dans chaque membre, multiplieront un même argument aP^'''/*^.; il viendra
Ao"i;^&--F(«,fe,o fe).
où p+î+^+»«*î=*''» et où F(a, fr^ c< .éi, k) représeûté une fonction homogène des coefficients des équations proposées^
De cette manière on aura la valeur que Ton cherchait d'une fonction symétrique simple. Par suite, on obtiendra, au moyen de la formule (4) y la valeur d'une fonction symétrique quelconque» Ainsi, la recherche de la valeur d'une fonction symétrique de k variables liées par k équations se réduit, en égalant à Une nouvelle variable, dont on dispose ensuite, Une fonction linéaite quelcodque des variables, à trouver la résultante de k équations à k — 1 variables. Mais, comme on verra dans les paragraphes suivants, la recherche de la résultante relative à k variables se réduit pareillettient â celle d'une fonction symétrique relative à k — 1 variables. Ainsi, de proche en proche, tout finira par dépendre de la résultante de trois équations à deux variables, qiie nous avons déjà appris à Jformek*; et, par conséquent, la détermination d'une fonction symétrique tie soufiTrità pas de difficulté. — Cette tliéthode est due à Poissoti (*).
Les detit théorètaes suivants serviront, d'ailleurs, soit à vériBei*, soit à faciliter les calculs.
V Le degré de ht fontiion
fwr r0,pport aux coefjjiGients A de la résulUmU (6) est égal à la plm grande des sommes
Pi+?i+^i+-.» Pi-t-ït+rt+-., P/+îi+rH-...
Comme la fonction est évideinment entière et homogène relativement ûux rapports —, il suffira de voir de quel degré sera son dénominateur Â^.
(•) ll« cahier du Journal de l'École Polytechnique.
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Soit, par exemple^ h pféttiière la pins grande des sommes, et posons
Si A^î ti'est pas lé dénominatetir de la fonction w/, ce sera A^«-+-t, f désignant nn nombre entier quelconque. Hais, en appelant M le coef^ fiôient de a^ dans la résultante (6), on a
car, comme on verra plus loin, cette résultante peut se mettre sous la forme
Pat* conséquent, il viendra
et, diaprés Thypothèse que noui avons faite, la fonction
A.-»-A.*2tfe)"fe)'--(l)'1!fê)"(l)"-&:)'-Ê)1-
devra être entière. Mais si Ton avait calcnlé directement h fonction
comme on a fait pour la fonction (p^, on aurait trouvé que pour la rendre entière, il suffit dé la multiplier par nne puissance de M. t)onc le facteur A^'^ ne pourra pas exister, et Ton aura t=0, ce qui démontre le théorème énoncé.
Cette démonstration est due à M. Schiseffli. Mais on peut se convaincre autrement de ce théorème. La fonction o/ est évidemment comprise dans la fonction
Or, cette fonction symétrique des racines p de l'équation (6) est, d'après la quatrième propriété, p. 10, de degré ç par rapport aux coefficients A; car, par hypothèse, ç est le plus grand des exposants^ Donc il en sera de même de la fonction cû^.
2^ Le poids du numérateur de la fonction cùi est
ps — Sp, ps — Sg, ... 2p+Sjf+...+2<,
par rapport respectivement aux premier s^ deuxièmes, troisièmes, ...et derniers indices des coefficients a, b,Cy...h, kd^s équations propo^ sées (l)y en désignant par 2p, 2q, ... 2)1 les sommes des exposants des variables ï, y, z, ... u dans la fonction c^i (2).
Nous croyons pouvoir nous dispenser d'en donner la démonstration, car elle serait entièrement semblable à celle que nous avons observée pour le cas de deux variables, p. 113. Nous ferons seulement remarquer que p étant le poids des coefficients Â de l'équation (6), kpç sera le poids du dénominateur A^^ par rapport à tous les indices, ce qui expliquera assez la valeur Sp + Sgf+... + ï^ par rapport au dernier indice, que nous avons donnée.
Les théorèmes et la méthode que nous venons d'exposer ne laissent pas de conduire à des calculs bien pénibles. On doit donc savoir gré à M. Betti, éminent géomètre de Florence, qui tout récemment a donné {Annalidi matematica, Rome, 1858) une formule pour calculer les fonctions symétriques des solutions communes à plusieurs équations, analogue à celle de Waring, dans le cas d'une seule équation. Ne pouvant faire mieux que de suivre la pensée de l'auteur, nous reproduisons presque textuellement ce qu'il a écrit à ce sujet.
I§ li.
Formule de Betti.
Soient n équations de degré m k n inconnues ,
(j) J Ps=2c(r„ r„ ... r„),a;„'»--'a;„_,'-'-''...a;i''"--''-=0, F«=2c(ri,r„ ... r„)^„"'-''aj„_/'-'''...a;,'-«--''»=0,
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où le signe S s'éteDd à toutes les valeurs entières et positives de fi ,
^21 ••• ^Hf pouï* lesquelles on a
(2) ^«<rn-i.-<rn-5...<rj<ri<m,
où
et (r^, fa» ... r„), désignent le coefficient littéral d'un argument dans F,.
Appelons poids total du produit de plusieurs coefficients des équations (1), la somme des exposants de tous les facteurs multipliés respectivement par les sommes de leurs indices ; et poids partiel i^^^ la somme des exposants de tous les facteurs multipliés respectivement par les indices d'ordre t^^
Cela posé, afin qu'une fonction /* rationnelle et entière des coefficients des équations (1) soit homogène et de poids total d, il est nécessaire et il suffit que Ton ait
et afin qu'elle soit homogène et de poids partiel (p, par rapport aux indices ^^*, il est nécessaire et il suffit que Ton ait
Considérons maintenant les opérants
(8) ^n,t—^{rt—rM){riiru, ••.ri.+i— l,r„+,--l,...ri-l,f,^,,...r„),— — —,
OÙ t<ja, et le signe S doit s'étendre à toutes les valeurs entières et positives de ri, r^, ... r„, qui satisfont aux conditions (2) et à toutes les valeurs de s comprises entre et n+1 , en ayant soin de poser
Il est évident que si f est une fonction homogène et de poids total Q,
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^v,iùfietli horttogède et de poids total 9+t;— «to; que û elle est hotno* gène et de poids partiel ç par rapport à l'inditie ç**^, /i^,é»f serin homogène et de poids 9^1 1 7, tf-^ï par rapport au même indice, suivant que c<)<9<v+l, ou que q est plus grand, plus petit ou égal au plus petit des deux nombres v et w, ou bien suivant que t)<g<û)+l.
Or, si dans lés équations (1) nous substituons , au lieu des incotl-* nues, leurs valeurs respectives en fonction des coefGcients propres à former un système de solutions communes, nous aurons un résultat identiquement nul. Par conséquent, si, après avoir fait cette substitution, nous traitons le premier membre d'une des équations (1) avec un des opérants (6), (7), (8), nous obtiendrons identiquement zéro. Ainsi, avec l'opérant (6) il viendra
ou bien
Avec les opérants Am^h, A^^i on aura de même
(11) 2c(r„r„ ...rn)sXn^^Xn^i^^'-^^...X,^^'^n^^^^
En donnant à 5 successivement les valeurs 1^ 2» ».. n^ on obtiendra de chacune des équations (9), (10), (11) n équations linéaires à ninoonnueîà, lesquelles seront pour la première lés n Tâleurs A^,b«„«„, pour la seconde les n valeurs Ap,aaî„«„, pour la troisième les n valeurs Aw,ia?„_„. Par conséquent, il n*y aura qu'un seul système de valeurs pour ces inconnues, et il sera fourni par les équations (12) A^,tt«,^=0 A^,,^^=:— û?««„ (p différent de l), par lesquelles les (9), (10), (11) se trouvent vériBées d^elles-mênfes. Il faut seulement observer que, lorsque l^rrii, on substitnera atlx équations (12) la
(^ 3) Afl^„_p= Xn^n-u ;
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lorsque ui±in,ùh itmplacerd la secôAdé dés équations (19) pat
et lorsque tz=:u=:n, on prendra^ au lieu de la première équation,
(15) Aa^a?n-p = a?„^p.
Les équatioDS (12), (13), (14) et (15) fournisseut un système d'équations à dérivées partielles linéaires et simultanées, qui doivent être vérifiées par tous tes systèmes de solutions cotûiliunes aux équa-* tions (1) (*).
Soit maintenant
(16) R=SPpa?i«-e
la résultante des équations (1), en y (!onsidérâifit(r^, ùs^^ .^. iCn seulement coùime variables. Si, au lieu de Xi, notiB mettons une dt ses valeurs qui figurent dans les systèmes de solutions communes aux équations (1), on aura un résultat identiquement nul; il en sera de même si après cette substitution l'on opère avec ub des symboles \n* Ainsi, en vertu de l'équation (13)| on aura
( =2^,»-p { A„,„.,Pp-. (p+1)Ph-i } .
Cette équation est dé ttiéme degré et doit èti^ satisrâité pat \tfi mêmes
(*) Si Ton pose n=sl, et si l'on suppose l'équation écrite sous la forme
les équations (t4), (IS) et (1$) deviendront
* dar
dont la seconde donne Sfûr ~s=:aî| et coïncide avec celle que fournit ta (15), en observant que Smor j-^=0, car les racines sont hon^ogènes et de degré zéro par rapport
aux coefficients. Les équations avaient été déjà trouvées par Raabe et Brioschi {CréUe, S8, Ann. de Tortolm, 5).
racines que la (16). Par conséquent, il fant, ou que son premier membre soit identiquement nul, ou que ses coefficients soient proportionnels à ceux de la (16). Or, cette dernière condition est inadmissible; car les coefficients des deux équations sont bien de même degré, mais ils difl%rent dans le poids par rapport au dernier indice. Donc on aura nécessairement
(18) Pp+i=p1fî^«.«-iPp' A^,„.,P6=:0.
Ainsi, tous les coefficients de R se déduiront du premier, en répétant un nombre convenable de fois l'opération A„,„_i, et puisque cette proportion augmente d'une unilé le dernier indice, les coefficients P^ seront homogènes et d'indice p par rapport au dernier indice.
On verra d'ailleurs aisément que le premier coefficient Pq est la résultante des équations (1) réduites à leurs arguments homogènes les plus hauts.
De réquation
(19) SPpa?iô-P = on déduit
Par suite, en opérant <x fois successivement sur les deux membres de cette équation avec le symbole A„^„_| , et en ayant égard à l'équation (13), il viendra
C'est là la formule analogue à celle de Waring qui donne les puissances semblables des solutions communes à plusieurs équations.
A l'aide encore de l'équation (13) et en opérant successivement sur réquation (21) ai fois avec le symbole A„^„_2» «2 fois avec le symbole Arf,n-3» ••• «r-i fois avec le symbole A„^„_,., on aura
(22) "Zx^^iX^^tX^^zX^^-^
1 ^ A**""* A*^-* A** A**""* /Att,n--lPo \
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où le signe S doit s'étendre à toutes les solutions communes aux équations (1).
Comme, d'après la formule (4) du paragraphe précédent, toutes les fonctions symétriques multiples peuvent se réduire au calcul des fonctions symétriques simples de la forme (21), on voit avec quelle facilité on pourra désormais les calculer, en raison des méthodes connues jusqu'ici. A la vérité, tout repose sur la connaissance du premier coefficient P^. Mais, comme celui-ci se réduit à la résultante de n équations homogènes à n variables, on pourra le faire dépendre à son tour de la résultante de n — 1 équations homogènes à n=l variables (voir le chapitre II, qui suit), et ainsi de proche en proche les résultantes que l'on sait former.
Théorème de Bezont tar le degré de réquation finale.
Lemhe. Étant données X— 1 équations complètes à X variables x, y, z, •••, u, V,
(/+m+n+...+r+«+i= constante pour chaque équation), la fonction symétrique
sera, par rapport à la variable v de degré égal à la somme des ex^ posants pi, q^, .••, ti, p^, q^) •••^ etc.
Pour s'en rendre compte, il suffira de nous arrêter à un exemple particulier, car le raisonnement sera le même dans le cas général.
Soient donc les trois équations
(2) {?ft=2^P9r./aîY2V,
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qa'on pourra mettre sous la forme
ç étant égal à s+l, et les coefficients A, P» G dé3ignant(]es fonctions de la variable u de degré ç.
Pour voir maintenant de quçl degré 4«ra la fonction
par rapport à u, on commencera par l'exprimer en fonction des coefficients Â, B, C, considérés comme de simples constantes, à l'aide de|9 méthodes ci-dessus indiquées. Cela fait, on substituera, au lieu de ceux«ci, les premiers termes en u des fonctions qu'ils représentent, et l'on examinera ensuite k quel degré ajoutera la fonction co/. Or, cela revient à réduire les équations (3) à leurs termes homogènes et à lew donner, par oonii^équ^nti, h forme
et à chercher ce que devient la fonction
par rapport à la première eo/, icpmposée de^ solutions des éqn^tiOQS (3), et exprimée en foqctio^ des coefficients Ai Bf C (3) , supposés constants.
Or, les équations (4) seront satisfaites en posant
x^:=:xu, y'=yu, Z^z=i%U^ car elles acquerront le facteur commun u^^-^r^'^'^^ qu'on pourra faire disparaître ; mais alors la fonction o)'/ acquerra le facteur
Gooçle
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c'est ce qqi isirrivcrait pour la fonotioa wi, en réduisant les fonctions A, B, G, à leurs premiers termes; par conséquent, elle ççra de dçgjrô égala .
c'est-à-dire à la somme même des exposants des variables.
Corollaire. Si les équations ne sont pas complètes» le degré de <ùi sera d'un degré inférieur à la somme des exposants.
En examinant les choses de près, on verra que ce lemme confirme ce que nous avons dit, p. 152, sur te poids du dernier indice.
Soient maintenant les k écjuations
[ 9h=fh{^f Vf^f ...ti, v),
à k variables x, y, z^ ... w, v.
Soient
(6) x^y^Zi.^.Ui^ ^2y2^f«*^s» ^to.9
les solutions communes aux k — 1 premières équations, lesquelles seront des fonctions de v. Eq les substituant dans la dernière et en faisant le produit de toutes les fonctions ainsi obtenues, on aura une fonction
qui g'animlera pour chacune des solutions, ot qai, éUnt «ymétriquç par rapport à ces solutions, se réduira à «pe i^iH^iop ]rptionq^|I§ ^t entière de t). Pqr conséquent, Téquati^a
(7) fk{xt. y t. 2i, ... wi, v)fu{Xi, 1/2, Zj, •.. w„ v)...=0
sera celle qui résultera de l'éliminatiop des variables x^y^z^ ... u des équations proposées, quelque méthode d'élimination que Ton ait suivie. Car, si Ton était parvenu par hypothèse à une équation en v différente de celle-là, alors en substituant une de ses racines dans la (7), Téquation susdite ne serait plus satisfaite, et par conséquent Féqua-
tion (fi^z=ifjlx, y^z, ... u, v) non plus, ce qui serait contraire & Thypothèse admise. Ainsi, l'équation (7) sera bien l'équation Bnale, et en la résolvant par rapport à v, on aura les valeurs qui avec celles (6) compléteront les systèmes des solutions communes aux équations (5).
On peut remarquer, en passant, que les degrés des équations finales, soit en x^ en y, etc., seront égaux, car les équations (5) étant supposées complètes , le changement d'une variable en une autre se réduit à un changement d'indice dans les coefficients, ce qui ne peut altérer ni le nombre ni la nature des solutions communes, puisqu'elles seront toujours les mêmes, de quelque manière qu'on les appelle. Ainsi, étant donnée une équation finale, on peut obtenir toutes les autres par de simples changements d'indices, ce qui ne peut avoir aucune influence sur le degré.
On conclut de là que le nombre des solutions communes
est égal au degré de l'équation finale. Car, évidemment, autant on veut admettre de systèmes de solutions communes, autant de racines il faudra alors admettre dans les équations finales relatives à chacune des variables ; mais, comme le nombre de celles-ci est égal à leur degré, qui est égal pour toutes, il s'ensuivra que le nombre des systèmes de solutions ne pourra qu'être égal à ce degré commun.
Soit maintenant /Zj^-i le degré de l'équation finale des h — 1 premières équations, ou le nombre des solutions communes formées avec ft— 1 des k variables ; le degré de V équation finale (7) sera fXk-i^k» ^» appelant a^ le degré de V équation f^. Il y aura, en effet, autant de facteurs nfh qa'îl y aura de solutions communes aux premières k — 1 équations (1). D'ailleurs, les termes les plus hauts, tels que (aîia?,...)% (i/ij/j...)^*, etc., seront bien, en vertu du lemme, de degré /zt-ia^ en v.
Cela posé, on peut immédiatement démontrer le théorème de Bezout, à savoir :
Le degré de V équation finale résultant de l'élimination de k — 1 mconnues entre k équations complètes à k inconnues est égal au produit des degrés de ces équations.
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Désignons en effet par
81» 821 fis» ••• 8*— 2» 'û*-i» 8* les degrés respectifs de ces équations*
Nous avons vu tout à Theure que le degré de Téquation Bnale était /^jk-i^fcf f^jk-i désignant celui de l'équation fînale résultant des k — 1 premières équations. Donc, par la même raison, |^jk-i = fjti«2afc_4, ftjfc-s étant le degré de l'équation finale résultant des k — 2 premières équations; d'où Ton conclura ii^=idikH,iik^' ^^ poursuivant le même raisonnement, on verra que iJL:=9ik^k--i**'^tlJ^it i^s désignant le degré de l'équation finale entre les deux premières équations, que nous savons être a^a,. Donc on aura enfin
^=:a4a,a8...aik-,a|k.
Il suit de là immédiatement que le nombre des systèmes de solutions communes à un système d'équations complètes est égal au produit de leurs degrés.
Mais si les équations sont incomplètes, ce produit ne sera plus qu'une limite supérieure, que ni le degré de l'équation finale , ni le nombre des solutions communes ne pourront atteindre.
On connaît maintenant la possibilité de trouver ces solutions. Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de trouver les solutions communes aux équations
|/;(a5, y, 2,tt, t;)=0,
(8) {U^^yy z,u,v)—0,
/tf(^, y, 2, M, t;)=0.
Il faudra d'abord former l'équation
^i« Vu ^1» ^i> o^M étant des fonctions communes aux quatre premières. A cet efiet, il faudra déterminer les fonctions ^métriques de ces solutions, ce qui s'obtiendra en posant
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et en cherchant la résultante des équations transformées
que l'on regardera comme des fonctions de Xf y, JÇ. Si cette résultante était connue, il n*y aurait pli^s qu'à suivre la métbode indiquée dans le paragraphe précédent, pour arriver h cçtte d^rmiu^tio^^ Sinon, il faudra former la résultante de ces éqi^ations, piji. réquaUpDi finale
^19 yii ^11 6l<^M étant les, sol9tiQ0iSt4€S trdi» premières équations» ce qui es^ig^era la d^teroiinaticp ^es fauctions s^yinétr^qi:^» de oçii sfifutipns. A cet effet, on posiera de n.pa,ye,9.i]^
et il restera à trouver la résultante des équations transformées fi{x,y,iL')—Q, fr{x,ti,ii')=0, A(^>»-/^')=^^
que nous aavms déjà foormer, Alors, à V^ide è^ h' méthode 4e F^is* son» ou déterminera toutes les fonctions symétriques qui entveiit <lftM l'équation (11). Celle-ci, à son tour, permettra de déèwmÎBer feat^ iMielions symétriques composées des^so|ut\pn&^^ y, », Uj des quatre premières équations. Par suite, l'équation ^9), d?viepdra enfin une fonction seulement de v, et en la résolvant on a.ur^ l^s solutions v commuta aux équations proposées, et par suite les autres x, y, z, u, dont les valeurs sont déjà connues en. fonction de v^
Mais une fois qu'on aura résolu l'équation (9) ou ^i^ralem^enl la (7), il sera plus aisé de trouver les valeurs de J5, y, z, etc., en fonction de V, en ayant recours à une autre formule de H. Betti. Pour cela, reportons-nous à l'équation (16) du paragcapbe j^fécédei^. En la soumettant •& l'opérant A„*|, il viendra
2a?,ô-p A„.,Pp-H2Pe(e— p)a?,^pa;«-^ ;
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d'ott^ à cause cie la (16),
formule qui fera connaître les valeurs d'une variable qtielcanqiie eu fonction d'une autre choisie arbitrairement, dont les valeurs sofit re^ présentées par les racines de la même équation (16).
S IV
Mélhocle de ^%9iivUie.
M. Liouville a eacere donné dans son Journal (1S41) une méthode qui permet d'approcher des valeurs de ces solutions autant que Ton veut, ce fui dans la pratiqua j^urratit èlre que^uefok fine expéditif et même fuffisanl. l)'i^illeurs, elle 9011s fait eonMilve 4e plus pré» la formatien de la résultante et nous conduit à des ptopriété^ très-inl^ssantés. C'est pourquoi il sera convenable d'en dire quelques mots ici.
Soient
1 équations complètes de degré a, b, c, ... A, ft respectivement à X variables œ, y^x, ... u, doot il a'a^ît de trouer le&sotukîoas eqmaMBM. Posons - = v, ^5=i5, ...-=s:u, et donnons aux > — 1 preraiin» équa* tiens la forme
!<fa=X^Uy^ 2' - w)+aî«~'^i(î/' 2v. w)+^~'^i(î/»2» ... t«) + -. ^
où ^i^ Oiy ..,li désignent en général des fonctions homogènes de degré a — I, 6 — 1\ ,.. h — i par rapport aux variables y, z, ... u. Si Ton fait x:=QO , les racines de ces équations se réduiront évidemment à celles des équations
(3) ^^{y, 2, ... w)=0, 6^(y, %j ... w), ... Ço(!/» 2. ••• tt)=0, dont nous appellerons a, ^, ... y les solutions communes. Alors on pourra poser pour toute autre valeur de â?,
(4) y=:a-fc, «=^4-», ... tt = y+X'
e, )B, ... ;( désignant des quantités qui s'évanouiront avec -.
Substituons ces valeurs dans les équations (2) « et divisons par oj»-*, a?*-*, ... oiî^^^\ il viendra
et autant d'équations semblables en 9^, ... 9/1.
De ces équations on tire, en désignant par a , j^^ ••• 7' les limites de ea?, y)y, ... ;^M, et en faisant a?= oo ,
Une fois qu'au moyen de ces équations on aura obtenu les valeurs de a , p'y ... y y on les substituera dans les équations (4), et Ton aura
«'«> >îV» ••• X** ^*^"* ^^^ quantités qui s'évanouissent avec -,
En procédant ensuite comme au § II de la deuxième partie, on trouvera, sous forme de série descendante en a?,
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d'où Ton conclura
Ayant obtenu de la sorte les valeurs de y, js;, ... u en fonction de Xj il ne restera plus, pour avoir les solutions communes, qu'à substituer ces valeurs dans la dernière des équations (1) et à la résoudre par rapport à x. Chacune des racines x fournira, au moyen des équations (8)) autant de systèmes de solutions communes.
Appelons pour un moment
les valeurs de y, z, •.. u, qui satisfont aux X— -1 premières équations. L'équation qui résultera de cette substitution sera, d'après ce qui a été expliqué au § II, le produit
(9) R=9^(aî,yi,2i, ...Mi)94(ir,i/,,a;j,...ti,)..-=0.
Pour former à présent cette fonction R, nous commencerons par observer qu'on a aussi
(10) 9fc(,x, t/, 2, ... tt)=aî*a)o(y, 2, ... u)+a:*-*û>i(y, 2, ... m)+..- Alors, en y remplaçant y, z, ... u par leurs valeurs (4), il viendra
^?fc(aî» y, 2, ... w)=«o(a+e, 13+73, ... y+x)
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éqaation qui, ayant égard à ce que les quantités e, >79 ••• x s'évanouis-
sent avec - , ponrra être mise sous la forme
(fu{Xyy, z, ..•tt)=a?*û)^(«. p, ...y)+aî*E,
E étant une quantité qui s'évam^nira aussi àVec -• On aura donc, pour chacune des solutions y, z, ... u, dont nous appellerons p le nombre,
?*(^» ït» 23, ... Mj)=x*a)o(«,, Pî, ... y2)+aî*E„
9*(^p' ïf ^p» ••• ttp)=aî*Wo{*P' l^P» ••• yp)+^%' En multipliant maintenant Ces équations membre à membre, on en déduira que le premier terme de ft est
^*»o(«i» pi» •••yi)»o{«ii Pa» ••• y8)*-*û>o,(«p' Pp» ••• yp)> et Ton reconnaîtra dans ce premier coefficient, d'après ce que Ton dira plus tard, la résultante des équations (1) réduites à leurs termes homogènes les plus hauts.
Pour trouver le second terme, il suffira de faire dans l'équation (10)
et l'oa obtiendra en général
4-aî*-^{aDaWo + |3'Dpck)o+...+yD^e^o-4-6t>,(a, (î, ... y)}4-***M,
I étant une quantité qui s^annule avec -.
Eiî y îÈmptâçâtit a, p, ... y successivement par !euts valètirs, on aura
?*(«î/p 2p- • .llp)cr «*too(«pl9p. . *yp) + «^""' { Sp« 0««,^-<è, («p(3^ . ..yp } +aî*-*Ip , ou II, la, ... Ip représentent des quantités qui s'évanouissent avec -.
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Maltipliant ce» éqoatioRS membre à membre, il viendra
xr
«>o(*<P<— tO
et Toii aura aifisi obteatt les deoi premiers termes de R.
Si Ton v^aît troaver encore plus de termes, il n'y aorait qu'à en prendre davantage dans les séries (7), pour les substituer au lien dta y, s> ..^ u dans réqaation (10), d'oÀ Ton déduirait la valeur de R, en sÉÎvaat la éiéne iharcbe que nous venons de tracer.
On aurait pu dévelo{)per les valeurs de y, s, .^ t» en série f^tieit^ dantede œ, en préparant les équations (1) de cette m<inière t
?a=^û{îf> «> •••• «)+^i(y. z> •.• »)-+-«*^2(îf. 2, ... te), <ft^9o{y, %, ... tî)+«ôi(y, z, ... ^)+x'e^{yy x, ... w),
fft— Ço(!/. «^ •'.> «)+^i(y. il ••• «)+aî*is(s, 2, •.. tt)i 9k=«»o(îf> 2, ... u)4-a:û)^(y, 2, ... uj+x'cù^iy, z, ... ti), t|;, $9 ... 6) désignant maintenant d'autres fonctions qu'auparavant; et l'on trouverait
y=za+oLX+..., 2=P4-(3'aî4-...» u=y+yX+...; (a, p, •»• y), (a , ^\ ..• y), etc., étant déterminés successivement par les systèmes d'équations t4/o(«»P, ...y)=0, èo(a,(3,y)=0, ... $o(a,l3, .•.y)=Oh
ilc dp " ' df '
-« + èP'+-+è/+e,(«.<3, ...y)=0,
etc.
Alors la dernière équation (fj^, traitée d'une manière semblable à la précédente, fournira l'expression de R qui suit :
R=û>o(aiPi...7i)Mo(«îpj...ys)...»o(apPp...7p)
Ainsi, les deux premiers et les deux derniers termes de TéquatioR finale sont cannas ; et Ton reconnaîtra de même, dans le dernier terme de R, la résultante des équations réduites aux termes indépendants de Xf ce que Ton pouvait prévoir à priori.
Comme il est aisé de voir, la méthode de Liouville ramène encore la formation de Téquation finale de k équations à k variables à celte de A; — 1 équations à k — 1 variables. Mais elle a l'avantage de faire mieux ressortir la nature des termes qui composent la résultante, el de nous conduire tout naturellement à des conséquences très-importantes. Parmi elles, nous choisissons la démonstration très-ingénieuse que M. Liouville a tirée d'un théorème déjà énoncé par Jacobi, et qui est assez important pour former le sujet du paragraphe suivant.
SV
^ Théorème de Jaoobi.
Si Ton déduit de l'équation (11) la valeur de la somme des solutions communes x^ on aura
(1) 2^=-2, cKP....,) ■•
Or, en substituant dans le second membre les valeurs de a', |3', ... y' fournies par les équations (6), le numérateur sous le signe 2 deviendra une fonction linéaire des fonctions ç^, fl^, •.. S^ , et lorsque celles-ci seront nulles, il se réduira à wi(«, (3, ...y). Par conséquent, on aura dans ce cas
■^«oKPj — t)
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Mais on aurait pu obtenir cette somme d'une autre façon. On aurait pu, par exemple, substituer les valeurs de y, z, ... u déduites des A— ^1 dernières équations dans la première.
Désignant alors par X, ^t, ... v les racines simultanées des équations
(3) fi^>(X, fx, ..•v)=0, ...Ço(X, |x, ... v)=0, a}o(X, /x, ...v)=0, et déterminant X\ /x', ••• v\ comme avant, par les équations
on obtiendra
Or, si Ton appelle 2l(X, fx» ... y) ou simplement ^ le déterminant
de. de.
rf«o
c2X df^ * (fv
et si Ton suppose, comme ci-dessus, que Ton ait
il viendra simplement, d'après la théorie des déterminants,
V= — - Axû)i(A, jx, ... v) ,
ti^o
OÙ par Axt etc., Ton entend les dérivées de A par rapport à ~, etc.
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£a èubftttMaht ces valeurs dâi^s la formiilé (5) et en posant, pour
(AxDx + VÏ>i* + .-+AvDv)tj;o=— D(X, fi, .•. v)^
on aura
/o\ Va:— yft^i ^p.,... v)Dft, p., ..,v)
En identifiant niàiatetlaM cette ibrntute i faMre (3), on obtiendra
Cette équation exprimera donc une propriété qui dkit exister entre les fonctions ^or^ôi ^j ^^ ïoHttiefii cèmtnlines^ Hais il est à noter qu'à l'exception de la dernière , dont le degré sera au noini îaférieur d'une unité à celui de eooi ces fonctions peuvent être supposées quelconques.
On peut supposer en particulier
Wo{y, «1 *.. M) = D(y, %i ... u),
et alors le second membfere de l'équatioti (9) s'évanouira de lui-même^ car on a par hypothèse
et par conséquent D(X, fA, «a v)'=0 ainsi.
On aura donc
où 6)1 est nécessairement d'ua degré inférîemr iau moins d'une unité à celui de la fonction D.
Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
Soient a, ^, ... y un système quelconque de solutions communes à X équations à x varièAles :
Gooçle
m* ^ARtte. -cËAwraË i.— ç vi
«1 D fe iétmniMmt
db d» (26
d* dp • * • d-(
d« d? • * • dY
on aura, en étendant lé ^igne S à tontes, le$ Systems des sotutiàns tom^ munes aux équations (10),
/*^(a, p, ... 7) d^s^^nt une fonction quelconque de degré inférieur à celui de D.
S VL
Xombre dei «otMiionf indépendanlef.
En Vertu dû demter théorème, on aura t'éqnation
en désigtliant par p 1^ nombre des solutions commune^, ^ fhr Di, D|, ... D^ ce que détient la fonction D(<x, |3, ... y) par la BûbslitUtron des soIttCions aiP^ • • .71% cc^P^ • • ^72 1 • • •
Or, il est évtiient qu'on peut former autant de ces équations ^e de foison peut faire Tariar la somme p+9+..*+^ depuis jusqu'au nombre exprimé par le degré de D diminué d'une unité*
Appelons X le nombre des variables, et ataf.ax les degrés des équations 4^, 0^ ... 61 ; posons de plus
(2) $=ai+a,-4-... + ax.
En obserrant que le degré de D est $'— -X , le nombre de ces équations sera
car il devra être évidemment égal à celui des termes compris dans une équation de degré ç — X — 1.
Les Ao équations (1), dont on peut faire dépendre toute autre de la formule (11), nous prouvent que les p solutions ne sont pas toutes arbitraires, puisqu'elles sont assujetties à les vériGer. Cependant il ne faudrait pas en conclure que le nombre des solutions indépendantes est p — A^; car, comme nous allons voir, ces A^ équations de condition ne sont pas toutes indépendante». Multiplions , en effet, les équations ^=0, 6=0, Wo=0 ?^^ ^®s arguments d'ordre au plus ç — a^ — X — 1, ç — ttj — X — 1, ... ç — ax— X — 1, on formera des équations de degré ç — X — 1, dont le nombre sera
(ç— flx— X)(;--flx— X+l)...(c— qx—i) "*■ 4.2.3...X
Or, au moyen d'une quelconque de celles-ci, on pourra faire dépendre une quelconque des équations (1) des autres Aq — ^1. Car, en faisant la somme de toutes les Ao équations (1), après les avoir respectivement multipliées par des constantes convenables, on retrouvera les équations que fournira unje des (A J, en y substituant successivement les solutions, et Ton aura, par conséquent, une somme nulle.
Remarquons toutefois que les équations A| ne sont pas non plus toutes indépendantes. Appelons, en effet, jx^ un argument d'ordre non supérieur à ç— ai — a^ — X — 1, on pourra former avec le type
des équations d'ordre au plus ç— X — 1 , en nombre
(g— g,— g,— x)(ç— fl^— g^— x+I ) . . . (c— g,— Ot— i )
, (g— g,— g,— x)(g— g,— g,— XH-l)...(g— g«— o,— 1) "^ 1.2.3...X '
. (g— gx-i— gx— x)(g^gu.i— gx— x4-i)...(c— ox-i— gx— i) '^ 1.2.3...X '
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qu'il faudra retrancher du nombre Ai pour avoir le nombre des équation$ (Al) qui resteront indépendantes. .
Mais, de la même manière, les équations (A,) ne sont pas non plus toutes indépendantes; car, en appelant /x, un argument d'ordre au plus ç — ai — a, — a^ — 1 — 1, on pourra former avec le type
des équations d'ordre au plus ç— X — 1 en nombre
par lesquelles on réduira le nombre des équations (A,) indépendantes à A, — A3 y et par conséquent celui des équations (A^) indépendantes à A|— A, — Aj,
En continuant ainsi, on voit qu'en posant en général
ÎA (g-^,^a,-.„.-fl,^x)(ç— fl^— g,— ...■-.g,^-x+1)...(t— «4— gj— "«— g<+0 + (c— ox-i — «x-i^.! — . . . — ox— X) . . . (ç— ax-i — g^i+i — . . .— gx+ i ) "*" 1.2.3...X '
le nombre des équations (Ai) indépendantes sera
Al— AJ+A3— .•.+(— l)^-^*Ax-i.
Par conséquent, le nombre des équations de condition (1) indépendantes, c'est-à-dire qu'on ne pourra pas retrouver à l'aide des équations proposées, sera
(8) N=Ao— Ai+A,— A3+...— (— l)^Ax-i.
Or, je dis que ce nombre N se réduit simplement à afi^ay^.ax'.i ax — 1. En effet, on peut mettre ce second membre sous la forme
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Observons maintenant que le nombre des quantités D est é^\ k a|a2...ax=p. Si 4onc <m éUaiînede» Ao é(|«atiaw de «f^nditioo (1) les fonctions D, ce qui pourra se faire en éliminant simplement leurs rapports, et exigera p — 1 équations, on aura précisément employé le nombre d'équations de condition qui, d*après ce qui précède, doivent rester indépendantes. Les antres, dont le nombre sera
(9) B=A^ — ùia^ • • .ax+1 »
exprimeront des conditions qui doivent exister entre les quantités
afin qu'elles puissent être regardées comme des solutions deai éqoa-» tions proposées.
Ainsi les p solutions communes, loin d'être arbitraires, sont assujetties à vérifier B éqnati^AS^ de cmAition^
Cependant ces B équations ne sont pas encore toutes indépendantes. Pour le prouver dans un cas particulier, nous chercherons quel est ce nouoibre torsqu' w wppo^e a^s^; a,=; a >, , . :^q^ ^ «• A cet ç0iet„ noua dojjineroAs d'oJbord ce t(?iéorèaie :
Pour dilerminer un système de X équations de a*™^ ordr^ à X varta-^ blés, il est nécessaire et suffisant de connaître
(n+i)(n4-2)...(n-hX) 1.2.3...X
systèmes de solutions.
Appelons, en eflet, P ce nombre, et substitij^ons, dans une équation de a^*"* ordre, dont les coefficients seront considérés comme inconnus, P de e(^s s^^«içs 4e solutions ; nous obtieQdfws P équations linéaires par rapport aux coefticients. Mais (e nom^l^re de$ ço^f&ci^9l($ qu'il faudrait déterminer étant
et n'apnt^ (l'autre part, « oot^e 4iÂp6»Hion, ^ua 1^ équations^ il nê^ tçra X coefficients dont (es \sile^^a seront $tf]^itvwftt etqw» hoos ap> pellerons a, ^, ... y. En éliminant maintenant tea 9litfei onefBoîwts, la valeur de l'up ^qelcofqu^ d* wUr^ &i^%^ 4i» o^fif îent^ pa» exeaiple, de l'argument x^y^9^^.,.u^, ^pra cette expression
Apçr...!, ^pqr„.ty ••• Cp^...i» désignant des fonctions d'arguments foFmées à l'aide des solutions communes. On pourra donc ptettre une d^s équations, telle que (p, sous la forme
(10) T=a2A^r,..^a;Pt(^2''...t*'
Toute autre équation 6, q^ui, par hypottièse, 4Qvr% i^'4v4iMii¥K W lifrtu des mêmes solutions, p):endra aus^i I9 fojço^Q
(11) Ô= ^'^^wr-**^»*^^-^
où a, ^\ ... y msA d'Mlves eoeffeient» ftrihilpaires d^reuts d'es premiers ; autrement ]fi$ de^x ^u^tions f ^i Qi coïikctder^ient. Oq. aw6^ ée >a sorte > équation» de la^ ferme (10) el (11), auxquelles satisferont les P systèmes de solution; et l'^ F^^i^rcpftBir» que tWÊJ^è kaé(|«a-» tions en nombre infini, spsceptible^^ d's^voû; 1/^ p soJijiitioJii9(» p#f eela seul qu'elles en admettent P, doivent avoir les formes susdites. Or, il est biea évidei^t qu'en supposant que pour tes p systèmes de solutions on ait
(12) ^^pgr...iiXfy'z\..U^=0,
les équations f=0, 6=0, etc., seront satisfaites aassi par ces p solutions. Réciproquement, en exprimant, à l'aide des équations (10), (11), etc., les fonctions (12) en fonction linéaire de 9, Oj etc., on verra qu'elles devront s'annuler en même temps qu'elles. D'ailleurs, les équations (12) sont bien de a^"*^ ordre et à X variables; donc on aura bien trouvé les équations que l'on cherchait, à l'aide seulement de P systèmes de solutions.
De là on conclut que les autres systèmes de solutions
(13) p— P_n^ ^^jj-^ l-A
sont dépendants des autres, et l'on a, par conséquent, cet autre théorème :
Etant donnés n^ systèmes de solutions communes à X équations de n^ine orjif^^ il y aura entre ces solutions
(14) x{p^^)=Hn^+x)--^:^±ï^^;^^
équations de condition.
Or, dans le cas particulier que nous considérons, le nombre B des équations de condition aurait été, d'après la formule (9),
mais puisque, au contraire, ce vrai nombre est donné par la formule (14), il y aura parmi les équations (B) un nombre
(.5) B-X(p-,)=£!!=a^+ ("^^MM-V ->'-.>|lH->)
d'équations qui dépendent encore des autres.
Supposons, par exemple, X=3; on aura
B— A(p— P)= (n— l)(ii— 2)(n-3).
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Pour X= n on trouvera
o w n\ (n-i)(8in»-89n'-|-16n-84) B-.A(p— P}= ^ ^^j^ .
Lorsque les exposants a seront quelconques, la réduction du nonibre B exigera l'examen de chaque cas particulier, car elle dépend de la grandeur même des exposants. Le* lecteur studieux pourra consulter utilement à ce sujet l'excellent Mémoire de M. Jacobi {Journal de Crelle, XV), dont nous avons tâché de généraliser ici les résultats. Ce sera assez pour nous de Tavoir mis en garde contre cet arbitraire dont, au premier abord, paraissent douées les solutions communes. De plus amples détails seraient contraires à la nature de cet ouvrage.
RECHERCHE ET FORMATION DE LA RÉSULTANTE
Soient
SI
BxptMiion «t degré ée U rèMlllalite.
> équations homogènes entre 1 — 1 variables x,y, z, ... u.
Il est évident que le nombre de ces équations étant supérieur d'une unité à celui des variables^ il ne pourra pas exister une solution commune à ces équations, à moins que leurs coefBcients ne remplissent une certaine condition, sans quoi la solution commune pourrait toujours être rendue impossible. La fonction qui exprimera la condition nécessaire et sufGsante pour que les proposées admettent une solution comniune sera appelée la résultante. Voici la manière de la trouver.
Soient
(2) x^y^z^...u^, ^îyî^s-.Wi,, ... a?pyp2p...wp
les p solutions communes aux A — 1 premières équations. Substituons chacune d'elles dans la dernière, et formons le produit de toutes les fonctions qui en résulteront. En appelant R la résultante, on aura
(3) R=C9^(a:iyi...Mi)(p/(a;jy,.,.Ma)...(p/(a?pt/p...Wp),
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C désignant une constdote propre à rendre entière la fonction représentée par le second membre.
Ce produit , étant une fonction symétrique de toutes les solutions communes, pourra se décomposer en une somme de fonctions seniiblables à la w/, p. 147, et sera par conséquent une fonction des coefficients des équations proposées. On aura obtenu de la sorte la résuitante; car on voit que ce prodoit s'annulera toutes les fois qti'il y aura une solution commune; et que, réciproqaement, il ne s'annulera pas si cette solution n'existe pas.
Cette fonction, contenant autant de facteurs &>. qu'il y a de systèmes de solutions communes aut X— 1 premières équations, sera, par rapport aux coefficients de la dernière, de degré égal au nombre de ces solutions. Or, d'après ce que nous avons vu au § ni, chapitre I, en appelant p ce nombre, et a,b,c,...k,l les degrés respectifs des équations (1), on a
TT désignant, pour abréger, le produit des degrés. Donc y sera le degré
de la résultante par rapport aux coefficients de l'équation cfi. Mais les mêmes raisonnements auraient pu être appliqués sur une autre quelconque des équations (1); et l'on se convaincra ainsi que la résultante sera de degré
TC W 1t TC
â' 6» c' ••• I par rapport aux coefficients des équations Ça, ç^, (fci ••• ?/ respectivement. Par conséquent, comme la résultante les contient tous^ le degré total de la résultante sera
On aura ensuite le facteur C, en prenant le plus grand dénominateur dont peuvent être affectées les fonctions &>/. Le dénominateur est toujours une puissance de la résultante des X — 1 premières équations réduites à leurs plus hauts termes homogènes, que nous appellerons
A/. Or, comme la plus grande des sommes des exposants de &>/ sera l, il s'ensuit qu on aura, d'après le tbéorème de SchIaefiQi,
C = A/, et, par conséquent , (4) R=A/(p/(aj|î/i...Mi)9/(aj2Î/2...Wâ)...ç/(^PÎ/p...Mp).
D'ailleurs, en raisonnant comme au § i, chap. II, deuxième partie, on prouvera que la résultante est isobarique et de poids ir par rapport à chaque indice des coefficients (a, b, c, ... k, l). Ainsi, de ce qui précède on déduira aisément le théorème qui suit :
Étant données X éqiiations homogènes entre X variables, x, y, ... v, telles que
de degré respectivement a, b, c, ... I, dont nous désignerons le produit par TT, et dans lesquelles les indices des coefficients suivent la grandeur et tordre des exposants, leur résultante sera : V une fonction homogène et de degré respectivement -, r-, -, ... y, par rapport aux coeffi"
par rapport à leur ensemble; 2*^ isobarique et de poids tt par rap-^ port aux indices correspondants à une même variable, qui servent avec les autres à caractériser les coe^cients dans les diverses équations; 3** isobarique et de poids tt par rapport à C ensemble des indices.
Il est bon encore de remarquer .que la valeur numérique de la ré-suUante ne change pas si Von y change entre eux deux des indices des coefficients relatifs à deux dfes variables; c'est-à-dire si l'on change, par exemple, tous les indices p en q, et tous les indices q en p. En effet, cet échange revient à échanger entre elles deux des variables, par exem-
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pie xety; ce qui ne peut pas altérer le nombre ni la valeur des solutions communes, ni non plus, par conséquent, la condition de leur coexistence. La même chose aura lieu si Ton échange entre eux les coefficients de deux équations quelconques. Par conséquent, on pourra
déduire d'un terme donné de la résultante |l+ I" )' — 1 autres
termes, qui auront, au signe près, le même coefficient. On peut vérifier cela sur la résultante que nous avons donnée p. 139.
Formation de la réraltante au moyen des fonotîons symétriques.
Comme nous avons fait observer dans le paragraphe précédent, en décomposant la résultante en une somme de facteurs symétriques de la forme w/, on pourra en calculer l'expression au moyen des coefficients des équations proposées. Mais ce calcul sera encore bien pénible, et l'on ne pourra gagner quelque chose en suivant cette voie qu'en ayant recours à la méthode logarithmique de Lagrange, que nous rappellerons ici bas. Cependant, avant de l'exposer, il sera bon de faire voir comment on peut obtenir facilement quelques termes.
D'abord, un des termes de R sera évidemment
Mais le numérateur de XiXi...x^ est ce que devient la résultante des X — 1 premières équations, après y avoir fait a;=0. Soit A^ cette résultante, on aura
X*XfJu^ • «.al/p— — —r— , Al
et, par conséquent, ce terme deviendra
En appelant de la même manière A^, A;,, etc., les résultantes des équations susdites pour î/==0, 2=0, etc., et en observant que le terme constant de y/ fournit le terme A//P00...0/' qu'on peut écrire par
symétrie A',;IPoo...o/» lorsqu'on suppose Tes équations homogènes, on aura
L'échange ensuite des lettres et des indices fera connaître une quantité d'autres termes.
Les termes, maintenant, qui dépendent des fonctions Sa?, St/, ... Du seront aussi faciles à trouver ; car il ?uf6ra d'opérer sur A^ avec les symboles
en convenant de remplacer sous le signe S la lettre a par les X — 1 premières lettres a, 6, c, ... k. Pour comprendre cela, il faut observer que l'équation 'finale en x des 1 — 1 premières équations peut être considérée comme la résultante de ces 1 — 1 équations. En supposant pour un moment que la variable x se réduise à une constante, et que Jes coefficients des arguments formés avec les A — 1 variables restantes, lesquels seront des fonctions de Xj aient été désignés par de simples lettres, il suffira, pour développer et ordonner la résultante par rapport à x, de remplacer ces lettres par les fonctions qu'elles représentent, en tenant compte successivement des termes, à mesure qu'ils peuvent servir à former le même argument en x dans la résultante. Or, pour obtenir la puissance aj^«>c...fc-i^ jj gufgra de conserver, dans chaque lettre qui entre dans un terme de la résultante, la puissance la plus haute de x, excepté dans une, oà l'on prendra la puissance immédiatement inférieure ; ce qm «iLig^ra simplement de remplacer le coefficjjBnt ap,q,r... par ap^i,^,r...» dont €st affecté^ uqe p^iisaaoce 4^ » mférmre d'mw wité,
Par conséquent, en appelant {Xi)^xy (A/)-^, ... (A/)^ 1^ r^W^Unt* respectifs de ces opérations, on aura les valeurs suivantes des termes en question :
(2) } liio...o,lkio...o.l^i^l (A^-y»
^o,o...o./^o,o...!,î— 1 A/ (AJ_y.
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Il sera eacore «isé de voir que les termes dépeadant des («mtiam
^œjc^ VML^Vt, etc., fourniront dans la résultante les termes
en appelant
les résultats des opérations faites avee les symb^es
sur les fonctions A^^, Ay, ... A,^.
En joignant les termes {2) et (3) à ceux du second membre de 1'^ quation (1), on aura déjà formé une partie de la résultante. Si epsuita on échange dans les termes deux k deui^ soit les indices, «oit les let^ très, on connaîtra i^ne plus grande quantité de termes. Mais %k l'on continuait à suivre ce procédé, on s'apercevrait bient(^t, par les calculs rebutants qu'entrainent les fonctions symétriques multiples, qu'il est presque impossible en pratique. Il sera donc préférable d'employer la méthode logarithmique que Lagrange avait déjà donnée pour le cas d'une variable, et qui réduit Jes calculs à ceux d^s foipctions symé*tri^ues simples. Observons, à cet effet, quç de Técjuatiop (4) du paragraphe précédent on tire
IogR==nogA/+log9/(a;it/i...Mi)+logy^(ir89,...Mj^4r...
Développant chaque logarithme, on obtiendra
logR=nogA/+SCp^,...,[SrcPJ/^2^..tt*] ,
où Cp^..., désigne une, certaine fonction des coefficients de ç/, et la quantité spiif pdreptM)fi^ ^m f<>9<cUon #y^rique simple des solatians
communes, qu'on pourra plus aisément calculer. Alors, en posant
r=SCp,,...,[Sa:Py92'...a*], on aura la valeur de R par la série
pourvu que Ton néglige, dans le développement des fonctions r, les termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résultante.
8 ni.
Méthode de Besottt.
Quoique cette méthode ait le défaut d'introduire des facteurs étrangers dans la résultante , le principe sur lequel elle repose mérite de ne pas être oublié. Peut-être pourra-t-il un jour conduire à de meilleurs résultats, comme Ta déjà fait M, Silvester pour le cas de trois équations. Dans cette méthode, on se propose d'obtenir, au moyen des équations données, un système d'équations tel, que leur nombre soit précisément égal au nombre des coefBcients arbitraires qu'elles sont amenées à contenir. Alors on comprend qu'en éliminant ces GoefBcients arbitraires, on obtiendra la résultante que l'on cherchait.
A cet effet, on multiplie chaque équation (fa par un polynôme ^a ^ coefficients arbitraires tellement choisis que la somme des produits ainsi obtenus soit égale à zéro. Soit F cette somme, on aura (1) F= <ï),(p^+$^çj+ $^(p^+... + <p^^^— 0.
Égalons à zéro les coefficients de tous les arguments de F, dont nous appellerons S le degré ; on obtiendra entre les coefficients arbitraires un nombre
d'équations linéaires. Lorsque l'élimination des coefficients arbitraires compris dans ces N équations sera possible, les équations proposées (f admettront évidemment une solution commune ; car alors une équa-
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tion quelconque (fa sera la conséquence des autres. Ainsi la résultante, ou la condition de la coexistence des équations proposées, dépendra de la condition de la coexistence des équations N, c'est-à-dire de leur résultante. Tout se réduit donc à éliminer les variables d'un système d'équations linéaires données. Si le nombre des coefficients arbitraires qui figurent dans les N équations linéaires était égal au nombre de ces mêmes équations , la résultante en serait bientôt connue. Mais il est généralement impossible d'égaliser ces deux nombres; ainsi, on ne peut se proposer que d'assigner la valeur la plus convenable au degré d de F, pour que la différence entre ces deux nombres soit la moindre possible.
On peut poser, d'après Bezout,
en appelant, comme avant, a, 6, c, ... les degrés des équations ^^9 96» ?ei ...^ et A leur nombre. Il est d'ailleurs assez naturel de prendre les degrés des fonctions ^a, *^, %, ... égaux respectivement à d — a, $ — 6, $ — c, ..., afin de donner aux produits ^9 le même degré. On s'assurera facilement que par cette valeur de d le nombre des coeffificients arbitraires sera bien plus grand que celui des équations de condition, mais non inférieur; autrement, l'élimination seraft impossible. Supposons, par exemple, X=4. Le raisonnement que nous faisons dans ce cas s'appliquera aisément à un cas quelconque. Le nombre des coefficients arbitraires est, d'une part, la somme des arguments des fonctions 4», à savoir :
î:lr32(»-«'-2)(»-a-l)(-.a),
en posant, pour abréger, $^=a+b+c+d, et en faisant successivement a=af ^^by =c, =d; d'autre part, le nombre des équations de condition est égal au nombre des arguments de la fonction F, c'est-à-dire à
ris (»-2) («-!).«;
il s'agira de prouver que le premier nombre est plus grand que le second , ou que
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H-iô+^^f-d— 2)(6+fi+d— l)(6+c+d) )
Or, quefs que soient les termes littéraux qu'on choisisse dans les trois facteurs du second membre, par exemple, abd, b^d, ..., pour les multiplier ensemble, il est évident qu'ils se trouveront reproduits au moins une fois dans un des quatre produits formés par les combinaisons trois ft trois des degrés a, 6, c, d. Car, en formant un terme du second membre, on ne fait que former une des combinaisons avec ou sans répétition des quatre quantités a, 6, c, d prises trois à trois, lesquelles se trouvent déjà toutes faites dans le premier membre. Mais il est évident que les eombiDaisons avec répétition se trouveront un pim grgfid nomhr» i^ foi« iéiï% le premier membre que 4lans le cieeoiid ; diimi l'inégalilé sa«diie tara bien c^rtainemMt Itea.
Les transformations suivantes conftrn^êront davantage ce qua nom V9IIOJ90 i^ dm. On Q poni- Asii :
. S(s--a— 2)(s— a— l)(s— a) =(,— 2)(«--l)5+(5— 2)Sa(a— l)+(s— l)Sa(a— 2)+Sa*(s— a), ^
et pour X= 5,
+(s— 2) (5— l)Sa (a— 3)+Sa*(«— a){ 3(«— 2)~a} ;
d'où l'on voit qu'au delà de a,€ie,ps2, ou 9^3, Ie9 premiers membres seront toujours plus grands que les premiers termes des seconds {*).
{*) M. Cayley a généralisé cette propriété, et il a trouvé qu^en posant, pour abréger,
A=[s]^-i, B=2[5-û,]^i, C=22[«— ai-aj]>-i,etc., on a
A— B4- C— D-f-E-etceaO, B— C+D— EH-etc.>0, C— D-f-E— etc. . .>0, D— E-j-etc. . . . >0.
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Oj) aura ainsi généralement
Wî5xÎFî)S('-°->+^X'-»->+8).-.(.-.> ^^g:.7^?;---' .
£d supposant maioteoaot que la résultante des éqyiatjoixs linéaires ait été obtenue, il nous -reste encore à vérifier si le degré de cette fonction sera au moins non inférieur au degré que doit avoir h résultante des équations proposées, à savoir :
et à vérifier, par conséquent, si la valeur de cî a été convenablement choisie. Or, le degré de la résultante des équations linéaires étant égal à leur nombre, l'inégalité qu'il s'agit de prouver se réduit à celle-ci :
(^) 1.2.3...(X-t)" '■' >"U"+^Î+-+TJ-
C'est ce qui se rendra très-évident en mettant cette inégalité sous la forme suivante :
[hJ^-{(l+xy—(i+ax)(l-\-bx){l+cx)...(i+lx)]]>0,
et en observant qu^ a toujours
(l+ic)*===(l+aa;+...)(l4-6a?+...)..\(l+/^+...)>(l+a«)...(l+îir).
Supposons donc que l'on ait adopté la valeur (3) de S. Il y aura dans les
1,2.3.. .(X—1) équations un nombre de coefficients inutiles indiqué par Texcès du premier membre de l'inégalité (5) sur le second. Soit E cet excès. Ces coefficients étant tout à feit arbitraires, on pourra s'en servir pour rendre le nombre des équations égal à celui des coefficients à éliminer, soit en les annulant, soit en les assujettissant à E équations de condition nouirelles et entièrement arbitraires, A Vaida d& ices nouvdies équations, qn'oo établira en plu? des première^ N équal^ons de condition, on pourra le plus souvent abréger les calculs, k cause ée la symétrie des calculs, leM^nels feront ressortir îoap^diatement
Gooçle
les facteurs étrangers au résultat final de l'élimination. C'est dans la recherche de ce facteur étranger, d'autant plus pénible que son degré sera plus grand, que consistent la difficulté et le défaut de la méthode. Afin de diminuer ce degré ou cet excès, il conviendra donc de prendre pour d le nombre le plus petit possible propre à satisfaire aux deux inégalités
en se rappelant que, d*après ce qui précède, la limite supérieure de ce nombre sera $ — X 4- 1 •
Ainsi, pour a=6=c=:d=3, X=4, cette limite serait 9; cependant, en prenant (î=7, on trouve encore
si l'on prenait, au contraire, (î=6, on aurait
ïi34.5.6<^^<4.27.
et, par conséquent, on ne pourrait rien obtenir. Dans le premier cas, -le facteur étranger sera de degré 120 — 108=12.
Supposons encore a=6==c==d=2. On prendra (î=:4 au lieu de ^z=5, que donnerait la formule (3), et le facteur étranger se réduira à n'être que du troisième degré.
s IV.
Méthode de Sylveiter.
Les quelques mots que nous allons donner sur cette méthode seront assez compris, si l'on se rappelle ce que nous avons déjà écrit, au § IV, chap. II, deuxième partie, sur ce sujet.
Cette méthode; comme on aura remarqué, a pour but de déduire
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des équations proposées des équations telles, que le nombre des arguments qui y figurent soit égal au nombre des équations et au degré de la résultante. Alors, en traitant les arguments comme des variables d'un système linéaire d'équations, on aura par leur élimination l'expression de la résultante sous forme de déterminant.
A cet effet, on multiplie chaque équation (fa par un augmentatif
et Ton forme autant de ces produits qu'il est nécessaire pour que le nombre des augmentatifs
qui sera le nombre même des équations, devienne égal au nombre des arguments contenus dans une équation de degré ^, ou
On voit immédiatement que cette méthode, sauf à remplacer les augmentatifs par des coefBciehts arbitraires, ressemble beaucoup à celle de Bezout. Mais elle a sur celle-ci l'avantage de pouvoir être appliquée plus aisément à la recherche de la résultante, en tirant parti ' des propriétés de la résultante elle-même^ dont nous parlerons ensuite, ou de nouvelles équations que l'on peut déduire en combinant convenablement les équations proposées.
Soient, par exemple,, les équations
(f^=ax^ + by^ + cz^ + du^ + ^exy -h'2fxz + ^gxu + 2hyz + 2ftyu + 2kti=0, (f,=a'x^+bY+c'z^+d'u^+2e'xy4'2rxz+^g'xu+^h'yz+2k'yu+2VzU^ l^^:=a"x^ + bY+ C'z^-f- d'u^+ ^e'^xy + 2^0?^+ 2/a?M+ 2ftf yz+ 2k'^yu+%"zu, (p3=aV+6V+cV+d'V-^2eaî''^y+2ra;z+23fa:w+2r^
de second degré à quatre variables.
D'après le théorème de Hess, qu'on trouvera démontré au chapitre III, les dérivées partielles
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s'annulent en même temps que les équations proposées. Or, ces dérivées sont de troisième degré par rapport aux variables, et de quatrième par rapport aux coefGcients. En multipliant donc les proposées par les augmentatifs x, y, z, m, on fornaera avec leg dérivées un système de 16+4=20 équations de troisième degré, qui comprendront précisémentY^=20 arguments. D'ailleurs, la résultante qu'on obtiendra en éliminant les arguments sera de degré 16+4.4= 32=4.2^ qui est celui de la résultante des équations proposées.
En désignant ainsi, en général, par le symbole (abcd) le déterminant
et en posant
aiz={aefg) aj= — (bekk)
a^ = [aefk)— {aegh)-\-{abfg)
o, = {adef)—{aegl) +{afgk)
a, ={bcek) — {behl)-{-{cehk)
a^={achl}—{cefl)-h(cfhg)
a,,=i{cdfh)+{efkl)+{cghl)
a,s= — {bdgl) + {dghk)— [dekl)
a„= (aehk) + {abfk)^ (abgh)a„=— {aecl)^ {afht)-^ [eefg)
a,={cfhî) a,=—{dgkl) «« ~{«efl)—iaceg)+{afgh) a, = {begh)~ {befk)+ [abhk) a„== [hdeK)—{bghk)+{bekri o„=: {bcfl)+{cehî)+{c(hk) a„= {adkt)— {dfgk) + {degt) a,,=—{dfkl) +{cdgk)—{dghl)
■{ahcg)
a„= {adel)+{agkl) + {defg) — [adfk) a„— {bcek)+{cehk)+{bcfk)— {bfhl) a„= {deUi) +{bgkl)+{bdgh)— {bdkl)
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a„:=-'{edfk) -{cdgKj-^idfhl^+icgkl) au:s:{abeg)'h{aéhl]-^{abfl)—{acek)—'{apik)-^2{éfgh,) aa={adeh)+{aghk)~aekl'{-{abdf)'^{abgl) +{fegk) a^:^{aedé)-\-{aghl)-^{aegk)-- (ad/"ft)— (afkl)-^2(efgl) a„z='{befï)+{bceg)+{abhl)+{bfgh)+{abck)—2efhk a„={begl)+{bfgk)— [bdef)— (aMA)— {^àbkî)— 2{eghk) a„={bcgk)— (bcdey- {bdfh)— {bffhl) +bfkl^ 2{ehkl) a^={abcl)+{bcfg)-^{cefk)-^{achk)—{o«kg)-^'2ef1il a^= — {acdh)— {akcl)— {edef)-~ {eegl) — {cfgk)+ 2(fghl) a,i=:{cghk)+{bcgl) + {cekl— {bcdf)— {cdeh)— 2(fhkl) a„={defk)+ {degh)+{bdfg)—adhk— abdl+2{egkl) a^={acdk)+{adhk)-\-{deft)— [dceg)—{dghï)+ 2{fgkt] a^z^{dfkk)^{bdfl)'-^{b<^)-^{odek)^{d<él)^2{gkkl^ a^={abcd)—2{ahkt)^2{efkl)+2{defh)-^'2{egkl}'^2{eegk)+2{bfgr)
la résaltaate sera le déterminant qui suit, en «apposant qae te» places vides soient remplies par des zéros :
2M 2fc 22
<ie'
2/i' 2fc' 2r
2flr'
2ft." 2r 2r
2Sr 22
2fc'
2e 29 2fe
2e' 2^ 2fe'
2e" 29" 2fc"
tf"
2jf"
n 2; 2fe' 2r
2e'" 29'" 2ft'" 2e 2/" 2/^ 2e' 2r 2V 2e'' 2^/ 2/^'/
Aa,
2ai,
Sa»
3«io
Stf*. «,*
3aii
ôa^.
3ai»
2ai.
De là il est aisé de voir que la résaltante sera ane fonction linéaire de produits de huit déterminants formés par quatre colonnes quelconques des coef6cients des équations proposéea, soumis pourtant à la loi de Téquipollence. Un, par exemple^ de ces produits sera un quelconque du prodfiit
[dbcdy
Soient encore, comme exemple, les équations
On trouvera que leur résultante peut se mettre sous la forme d'un déterminant, ainsi qu'il suit :
-* 3. -ii
en sous-en tendant que les places vides soient comblées par des zéros. Les produits marqués dessus servent à vérifier la provenance des éléments du déterminant.
PROPRIÉTÉS DE LÀ RÉSULTANTE
Phbmier théorème. Étant données A équations homogènes entre X variables x, y, z, .•• y,
de degré a, b, c, ... I respectivement, leur résultante K satisfera aux ^^ 2" ^2t«atf(m5 atiâ? dérivées partielles de la forme
*xyap.q,r...^tont ^6 coefficieni de s dans V accroissement que reçoit le coefficient ap,q,r...» lorsqu'on change dans les équations proposées x en x+cy, et xy désignant une quelconque des combinaisons que Von peut faire deux à deux des A variables.
Posons, en effet, x=x'+&y dans les équations susdites; elles se transformeront dans les suivantes :
(3) { *.=2Cp,,.,....,a;V«^••^^
*/=2Lp»^.r....l^V«'"-^^
A, B, G, ... L étant des fonctions des mâmes coefficients, de la forme
(4) I B = W....«-+-^%.«.^ eM-dC)dp.,.,....,e»...,
( L=/p.,......,4-d(0(p,, ,e+*<»'îp.,,,....,e*...,
où ■ ^Sw.r...... -^'»W,...o ^%.,^.....
désignent en général les coefficients de e^ dans les expressions des nouveaux coefGcients.
La résultante R, qoi était par hypothèse représentée par la fonction
deviendra
et sera, par conséquent^ de la forme
où Ton a en particulier pour le coefficient de e ,
et <^%,^/....i «n général =:(jp+l)ap+,,^-,»^... t. '
Supposons ttiaititenant que le système {xk, y^* t^, ••• «t) dé valeurs particulières attribuées ailx variables aï, y, 2, ... D soit propre à vérifier les équations (1), on aura dans cette hypothèse
Mais le système (a?^+ey*, y*, «*, ..., v^) sera encore propre à vérifier les équations transformées (3), et, par conséqudBt, on aura encore
R+(J(«)Re+^(2)Re* + ,,.==:0,
ou bien, en vertu de Téquation (6)»
yi)R+cî(2)e+...*=0;
et, comme la quantité e est quelconque, il faudra que
(7) d<OR=:0.
m» PÀftTiË.u.cHAPrtîiË m. iss • .
Ainsi f la résuIttDte R devra sati^raire k l'équâtiôrt aut dérivées partielles fournie par lé second membre de réquaiiori (5) égalée à zéro. Si l'on avait changé y en y+sx, on aurait obtena une autre éqtttttiôn aax dérivées partielles, laquelle» ne différant de la première que pAr réchange des deux premiers indices dans les coefficients a;» ee qui (vd(r page 180) n'altère pas la résultante, n'offrirait aucune équation nouvelle de condition différente de celles que fournirait la première équa* tion aux dérivées partielles, que nous avons déjà eonsidérée. Aiftsi« le nombre des équations aux dérivées partielles indépendantes sera égal au nombre des combinaisons des A variables deux 4 deux, c'est-
Deuxièmb théorème. Les arguthents formés avec les solutions com^ munes sôM pfbpôrHdmÉti aux détimè de ta ¥ésnhàMe prises pà¥ rapport aux toeffiùients respectifs de des arguments dààs une fhëthè équation, cest-^à^ire quen appelant x, y, z, ».. v /m iBlutiûm «em* munes, on a
(8) a:Py,.r....*:xP'yW::5^:5^^.
Posons, pour abréger, ap^ç^r....i=<*. «p',<7'.»'',...i'=/»'. H est clair qu'9il pourra donner à a et à d' les âccrbissémétlts 9ù, èa^, satis qiié (es «;, y» 2, <^« V cessekit d'être des solutions comnlunes de l'équation fii=:tO| pourvu qu'on les assujettisse à la condition
(9) da xPy^z\ . .v^+ idx^Yz^\ • . v' = 0.
Abri) la réstkl tante fbrttléé avec leà houveâlit coefficients continuera de s'Annuler, et il faudra que
De ces deux équations (9) et (10) on tire évidemment la proposition énoncée. Cette démonstration très-simple est due à M. Seblieffli*
Remarque. Lorsque les fonctions fai ^bi etc., sont les dérivées ^^ ^^ etc., d'une même fonction 9, et qu elles s'annulent, lea argumeats de la fonction f sont proportiodoels au dérivées de la t*é^
sultante prises par rapport aux coefBcients correspondant à ces arguments. En eSet, dans notre hypothèse, la fonction <f devra encore s'annuler, et, par conséquent, les deux équations (9) et (10) continuant dans ce cas à subsister, la proportion (8) , qui en est la conséquence, aura encore lieu.
Troisième théorème. Si dans Véquation proposée on remplace les variables par des fonctions homogènes d'autres variables x', y', z', ... v' définies par les éguations
de sorte que les équations proposées deviennent respectivement
(12) ^«=0, ^ft=0, ^,= 0, ... <t^,=0,
en appelant R' la résultante de ces équations et R celle des équations
(13) ^,=0, ^,= 0, ^3=0, ... ^ = 0, on aura
retr étant des exposants à déterminer dans chaque cas particulier .
Pour le démontrer, nous poserons d'abord un lemme qui, bien qu'évident par lui-même, mérite cependant quelques instants d'attention.
Lemme. Si les équations proposées (1) ont ou n'ont pas une soliUion commune, elles continueront à t avoir ou à ne pas Vavoir, quelque transformation que Von opère sur les variables.
En effet, étant donné un système de valeurs
on pourra toujours trouver un autre système de valeurs
par lequel les équations (11) seront satisfaites. Puis donc que ces valeurs â?'yV... reproduisent les anciennes â?, y, Zy «.., elles seront évi-
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demment des solations oa non des équations transformées, suivant que les œ,y, z^ ... seront ou non des solutions des équations primitives (1). 11 faut cependant observer que lorsque les équations (11) ne sont pas linéaires» il y aura un nombre déterminé a de systèmes de valeurs x\ y , «', ... qui reproduisent le système unique x, y, js, ... Alors 9 en appelant s le nombre des solutions communes aux équations (1), celui des solutions communes aux équations transformées (12) sera es.»
De ce qui précède il suit que les équations primitives ^ et les transformées ^ auront en même temps des solutions communes; ce qui ne peut pas avoir lieu sans que leurs résultantes respectives R et R' s'évanouissent simultanément. On aura donc R'=:P.R, P désignant un facteur à déterminer. D'autre part, les équations transformées 9 et les équations
pourront être aussi satisfaites simultanément par les valeurs x\ y\ Zf ..., distinctes de zéro; car il suffira de trouver les solutions communes au système (1) pour que les <^ soient aussi nécessairement satisfaites. On aura ainsi R'=Q./{^ Q étant un autre facteur à déterminer. Or, des deux équations R'=PR, =Q1{ on déduit évidemment que
Observons maintenant que H doit être une fonction de R et de A seulement; car, si elle contenait d'autres fonctions des coefficients f et ^ différentes de R et de R, on pourrait s'en servir pour annuler R', sans que R et /{ s'évanouissent ; ainsi les transformées auraient des solutions communes, tandis que, comme R et /{ ne s'annulent pas, elles ne devraient pas en avoir. D'ailleurs, R' est une fonction homogène par rapport aux coefficients de (p et de ^ ; donc R' ne pourra être que de la forme
R^=R'^i^^ r et r étant des exposants qu'on peut déterminer comme il suit.
IQg THÉORIE OÉKÉHiLB DE L'ÉLIMINJITION.
{^^9 équations transforn^éa^* coQtienneRt linéaiNinent les andeafl cœf^cient» a, b, ç, Mt { d«3 équati^ni f , ^t au degré a, b, e, ... 1 ret^ pectivemaat le« coefficients df» équations ^ dû substitution « que nras ^uppoieron$i de luème degré égal à ^. Par conséquent^ la résultante R' 4es éqpatieps tr^ni^foirPfiéea, qui sera de dogré
contiendra les coefBcients a, b, c, ... l dtn degré p et las eoeffieientsi de substitution au degré pX>^-%.
Mais les fonetions R, R sont déjà de degré
-(î+E + k-'+î-)'. ^^'-'-' donc fld ^\\jç^
et en6n
(15) R^=Rh-'"">ï>«-».
Mais dans le cas général que nous considérons, il arrive quelque chose de plus. Nous avons vu que si les équations (11) de substitution admettent <r solutions, les transformées des fonctions f^, 9^, Çc, ... ç/ en admettaient c, lorsque celles-ci ont une solution, c'està-dire si R=0. Si donc on appelle T le dernier terme de Tune des. équations transformées
il y aura <r fonctions de la série
qui s'évanouiront en même temps que R, et seulement quand R s'annule. Ces fonctions contiendront donc une puissance de R en facteur, et loutre facteur pourra être composé des coefficients des équations proposées, mêlés à ceux de la substitution.
Supposons, par exemple, que dans les équations
<?^ + (îî< = 0,
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IM
aï = /u* 4- mut? 4-fit?*, y = (u*+ m'uv + n t?*;
il y aura alors deux fonctions de la série qui s'évanouiront, et l'on aura pour un des deux systèmes
En général , on verra facilement que , pour des fonctions à deux variables, le nombre de ces fonctions qui reproduiront une puissance de la résultante est n, n désignant le degré commun des équations de lubstitutioB.
Remarquée Lorsque les équations f^ soiit linéaires, de la forme
(16) l zt=:a''x + by+c''z +...>^rv\
M aura
en appelant S le déterminant
a(x) 6(x) çix) . . , fx)
On peçit facilement vérifier l'équation (17). Si, en effet, dans les équa* tiens transformées nous remplaçons les variables x, y, z., ,.. t)' ps^r leurs valeurs déduites des équations (16), il faudra retrouver, pour la résultante des nouvelles équations transformées, la fonction R. Or, d'après le théorème ci-déssus, cette résultante, en poiàfit'
MO
rfS dS du
da" da" ' ' ' dâ^i
dS^^ dS dS
db" W • • • dp)
dS di"
dS dS
dr* • • • dï®
sera S'«R. Mais, d'après ane propriété connue de la théorie des déterminants, on a S'=-g. Donc la nonvelle résultante sera
cè qu il fallait démontrer,
QuATRiÉMB THÉORÈME, Étant données des fonctions homogènes définies comme au premier théorème, la résuUanu des équations
est égale à la réiultante R multipliée par une puissance du déterminant
a(x) 5(x) c(i) . . . pd indiquée par le degré de la résultante R, e'est-à-^ire par
En effet, on peut supposer que les équations (19) soient le résultat de la substitution de
^'=9af y'—(fh 2'=?^.... «^'=9/ dans les équations
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(21) ( *.=aV+6y+cV+..,,
et alors, d'après la formule (17), 00 aura R'=S^R^ S étant le déterminant ci-dessus. Pour déterminer r et r, on n'a qu'à observer que les équations ^ sont linéaires par rapport aux coefficients de substitution, c'est-à-dire par rapport aux coefficients des équations 9 et des éléments du déterminant (20). Par conséquent, r doit être égal à l'unité, et les éléments indiqués entreront dans la résultante au même degré que les coefficients des équations tf, c'est-à^ire au degré
^("" "^h +•••+ r) • ^^^ S ^^* ^^J^ ^^ degré X ; donc
Soit maintenant (f une fonction de X variables x^y, %y ... v et de degré m, qui est transformée dans une autre ^ par une substitution de la forme (16), on démontrera aisément ce théorème :
CfNQUiÂiiB THÉORiMB. La, résultante des équations
est égale à celle des équations
dz — "• •
dv
multipliée par la ptussance m(m — 1)^~^ du déterminant de la substitution.
Sixième théorème. Lorsqu'une fonction est le produit de plusieurs autres fonctions en nombre moindre que celui des variables, son discriminant s^annule.
Soit, par exemple, une fonction (f{x, y. z,.<,,)=:^Kf, f, f, ...), où ^ peut être une fonction non homogène d'autres fonctions homogènes f, f,fdex,y,z,..., sans contenir cependant aucun terme linéaire. Le discriminant sera la résultante des équations
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dx~df dx'^df dxTdf dx^ "'
d9_d^dl d^df d^dr, _n (25) {dy—df dy^dfdy^df dy -t"--^"' d.t_^4f,didfdjf^dr _ft di~df dz'^df dz"^ df dz "^ "'
lesquelles seront satisfaites dès que les équations
auront lieu. Mais celles-ci, étant en nombre moindre que les variaibles qu'elles contiennent, pourront toujours être satisfaites, indépeodam'ment des valeurs attribuées aux coefficients, et, par conséquent, la résultante des équations (25) devra s'annuler identiquement.
Septième théorème. La résultante des expiations
t«(*. »• «t ••.)4-At(jwî4-gy+...)*=0t
(27) < fèiv. ViZ. ,..)+h^{pX'{^qy+...f:=0, * 9«(«» y» 2, .•,)+fc,(pa?+gi/+...)' = 0.
par rapport aux facteurs h^, h^^ ...y est au plus de degré égal au degré de la résultante par rapport aux coefficients de V équation la moins élevée.
En effet, au moyen d'une variable auxiliaire, le système (27) peut être remplacé par le suivant.,
\ (pa(^, t/,Z, ...) + M'w'=0,
Posons^ comme avant, 7r=abc...l, le degré delà résultante sera -, etc., par rapport aux coefficients des fonctions <pa, et aux coefficients &!<% etc. Soient maintenant i!c, a, ^, ... les çxposants de s, h^s^j h^s^j ...y respeotiyeipent dans un terme de la ^ési^Itante; à
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oaoM de réquipollence relative à riodice correspondant h la variable «a, et en remarquant qne oet indices sont respectivement a, b, c, ».., on aura
k+aa-l-pb-^.fcfcsziiir.
Si a est le piqs pçtrt de^ d^gr^Si il viendra d'pù
Huitième théorème. Formons ^ avec les v(iriables x, y, z, ,.., un nombre V d* arguments p, q, . .. (iu même degré d^ et imaginons que Von ait formé avec Y variables Ç, v, Ç, ... tin second système de V équations de degré a\ h\ c , ..., dont les coef^cienis seront ainsi déterminés. — Substituons les premiers V arguments dans les nouvelles équations à la place des variables i« v, C« •••; 0^ obtiendra V fçnctipns de nouveaux arguments, qui seront respectivement de degré da\ Jb\ ^c , ..., nom-hres qui par hypothèse ne dépasseront pas te plus grand des degrés a, b, c, ... des équations proposées. Multiplions ces Y fonctions par des arguments formés avec les variables x, y, z, ... {l'unité comprise) , de teile sorte que €$Uei<i deviennent de même degré que T des équations proposées (1), nimporl^ lesquelles, que nous appellerons les «^ p, y, • . • Prenons les dépvées de la résultante ^ par rapport au^ coefficients deiS équtations<Kf P, y^, ...9 tellement choisis que, en çjmnt ég^rd à Ifur in^ dice, ils représentent les coefficients correspondant aux arguments d^ Y fonctions nouvellement proposées, ce seront cesi dérivées qu on prendra pour coefficients des arguments en Ç, v, (, ... du second système, en les supposant toutefois multipliées par les nombres des combinaisons relatifs à ces arguments. Soit R' la résultante des V équations ainsi <i6tenues après V élimination des variables i, v, Ct ••« E*^ posant
7r^=:aVc\.., <x'=7r'(l+p+^+...),
on aura K' divisible par R^^^', a' désignant par hypothèse le plus petit des degrés a\ b', c...
En effet, en supposant le premier système (1) satisfdit, les dérivées de R sont proportionnelles anx arguments correspondant aux cœfGcients par rapport auxquels on a différence. Par conséquent, les équations du second système pourront se mettre sous la forme
(30) «(î>ç+îv+. ..)•', t'{p^+qy+-'')^'
et seront évidemment satisfaites, si Ton a seulement |)i+jrv+-..=0; ce qui prouve que la résultante R' doit s'évanouir d'elle-même, et oontenii*, par conséquent, en facteur une puissance de K. Pour la trouver, observons qu'un coefGcient c quelconque des équations proposéeSy qui entrerait dans R au degré p, figurera aussi au degré p dans les nouvelles équations (30), excepté dans une, où il n'entrera qu'au degré p — 1. Par conséquent, la résultante R\ qui est de degré o- par rapport à l'ensemble des coefficients du second système, lorsqu'on suppose ceux-ci linéaires , contiendra le coefficient c à la puissance p<r' — ftp, en appelant k le produit des degrés des autres { — 1 équations
où il entre au degré p. Or, la plus grande valeur de k étant ~, la plus petite de po-' — ftp sera pfc' — ^1 , et par conséquent, on est certain que
tous les coefficients entreront au moins à la puissance pl<F' — ^] .dans
R^ Le même théorème a lieu lorsqu'on remplace le système (1) par une seule fonction p et la résultante par son discriminant. Dans ce cas, le second système sera encore remplacé par les dérivées d'une seule fonction.
Soit, par exemple, la fonction
(31) ax^+ 3bx^y+ 3cxy^+ dy^=: 0, dont le discriminant est
(32) R= {ad—bvy--^bd—c'){ac-b') , la nouvelle fonction
(33) .„_. Ê^+TJ'^+'é^*+-*
da^ ^ db^ '^ dc^'^dd
aura pour discriminant R'=16R^
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NBUYiixE TfiÉOEiiiB. Le déterminant formé avw nn dérivées équidistantes de la résultante R prises par rapport aux coefficients d'une mime équation est divisible par R"~'. // sera identiquement nuU si n est plus grand du degré de R par rapport aux ^coefficients d^une quel^ conque des équations proposées.
Soit (f[Xf 1/, Zj ...) cette équation de degré a. Pour y représenter convenablement les coefficients équidistants, adoptons pour un instant la notation [«+>}, P+ô, y+X» •••] formée par deux groupes de nombres entiers et positifs a, |3, y, .•. et >?, ô, X' •••> assujettis à la condition
En faisant varier les nombres a, ^, y^ ... du premier groupe, on aura une suite de n éléments, et puis, en faisant varier le second, on obtiendra une série de nn coefScients.
Posons, comme avant, 7r=abc... et représentons par ç(l), ç(2), .•. f(7r), les valeurs de f correspondant aui ir solutions des équations proposées, on aura
Alors une quelconque des dérivées de R, que Ton considère, sera
ou bien =R(piXi+|),Xt+...+pwXw},
en posant j>= r ^^ r X=^*!/^2Tf.,.
Selon que l'on fera varier le groupe a, |3, y^ ••• ou le groupe n, 6^ X, ..., X se changera en Y, Z, ..., etp en ç, r, .•. Supposons ensuite, pour abréger, n=3 et appelons À le déterminant susdit, on aura
Xt Y, Z,
SpX SpY Spl îgX ïjY SfZ Sf« SrY SrZ
Pi Pi
îi 9i
Pir Çic Tir
Xiç Yip Zip
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ou bisn, d*éprès bo prineipe connu de la théorie des déierittinants :
Pa Pi Pc
Pi
OÙ le signe 2 s'étend à toutes les combinaisons ahc que Ton peut former avec les indices 1, 2, 3, .., tt. Or, le déterminant S±p<ijf^c a pour dénominateur commun ç(a)9(6)y(c) ; donc, pour rendre entière la fonction sous le signe S, il suffit de la multiplier par R, et, par conséquent, A sera divisible parR*, et en général par R''""^ On aura, par exemple, par les équations (9), p. 137,
dR
da
dR
dR d«
dïi
df
dR
db
dR
dR
dR é.d
dR do
q désignant une fotlttion eritière des coefficients*
Les quatre théorèmes précédents sont dus à M. Schtaéffli. Dixième théorème. La ré$uliai%le dé I équations homogènes à 1 mrif^hs d$ (hgrjé m est la somme de produits isobartquês et de poids m' par rapport à chaque série d'indices qu'on obtient en multipliant en-semble m*^* déiêrminants quelconques formés respectivem^tU par l colonnes de coefficients choisies arbitrairement parmi celles que présentent les équations, en les supposant rangées tUne au-dessous de Vautre terme à t&rme.
Prenons en effet, pour plus de simplicité, les trois fonctions
et supposons-les toutes de degré )M. En tarfu dii ^reiili^t> thébrèiAe général, la résultante sera de degré 3m' et d« poids 3m' par rapport à TenAembte des iodtcts. Considérons maintenant un déterminant qael-
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côbqae Toritté pdf troi» cototines de coeffieiehU, cboistes aFlHtlratre->ment parmi celles que présentent les coefficients des éqaatioiM f, ^^ 6, rangées terme à terme Fane sotis l'aolre, tel qtte
bp,q,r •
Cpff^q'\r"
On pourra former autant de ces déterminants qu'il y a de combinaisons possibles trois à trais de ■ "^ ' j^^"*" - quantités $ et il est éHfi»
dent que tous les tefrties fôtlt*tiîs pai* fe développement de éhaqttë déterminant seront du même poids.
Parmi ces déterminants, cfaoisissons-^ti & volonté m', et multiplions-les ensemble, de sorte cependant que le produit soit de poids m' par rapport à chaque indjce p, g, r. La somme de ious ces produits sera bien une fonction qui satisfera au premier^ théorème ; mais elle satisfera encore au sixième, car le déterminant correspondant fourni par les fonctions transformées #, W, B serait
O' Ûfp,«.r-h6' hp,q,r+c' Cp,q,r^ a' flp'.q'.r'-f-Ô' hp',q',r'+c' Cp\q',r>, a' Op'f ^q*' ,r"+h' bp",q'f,rl'+C^ Cp'f.q'ryff^ ^' Op.q.r +6" h^,q,T-\<!' Cp,q^r, «" <»p',«',r'+6" 6p»,g',r'+c" Cp',q',r', «'* rtp",«",r''4-6" bp'\q",r" + c" Cpff,qff,r"f a'"ap,q,r+b"'bp,q,r+C^"ep,q,r, a'"ap'.g',r'+6"V,«'.«-'+c'"Cp',«',r', a'"ap'\g'^r''-^6^V'»«''.»^^4^%",«".r^
égal, comme on sait, au produit des deux déterminants
bp^q,ry ftp',g',r'i V.9 V" »
D'ailleurs, le déterminant (36), quel qu'il soit, doit bien figurer dans la résultante, car, en supposant nuls tons les autres coefficients ^ excepté les (36), la résultante doit se réduire^ dans ce cas, en tane fonction de ce déterminant.
Ainsi, la résultante sera évidemment une fonctioii linéaire et isobarique de produits des déterminants de la for^e (36). U» fonctions Ky données p. 139 et 191, en sont un exemple.
Onzièmb THÉoiukiiE. Étant données X équatiom ham&gines tntN X
a'Vc'
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variabU$ x, y, z, ••• v définies comme au premier iMc^ime, le diterminant
ï*«9a» I>»?a» ^x<fay ••• I>»9a»
1^X9*» DyJ^, D,Çô, .•. DyÇi,
Da;<P<î. Dy^c» ^z^Cf ••• D„y^,
Djc9/t DyÇ/, D2Ç1, ... Dj^ç/, aiW que ses dérivées par rapport aux diverses variables x, y, z, ... y, s* évanouiront en même temps que les équations proposées pour les va*' liurs des variables, qui leur satisfont simultanément. En effet, on a
xh^(fi,+yDy(fb+* . . + vh^tft^^ mft ,
xD^(fi^ yJ)^i+ . . . + î^D„9/ = m<fi , En admettant que {x, y, ,..v) soit un système de solutions communes, les seconds membres seront nuls, et alors, pour que les premiers membres puissent subsister pour des valeurs des variables distinctes de zéro, il faut| d'après un principe connu, que le déterminant (37) soit nul (*).
On tire maintenant des équations (38), en appelant A le déterminant (37) et en posant
Da?9a» etc« =?««^» etc. ; ^^ = û^^a, etc. ,
Xl= m { f^x.a'^ ^b^xj, + . . . + (flQ^x^l 1 »
DifférentioDS la première de ces équations par rapport à â;^ j/, ... r, et observons qu'on a
^k^aQ'xfi+ D»?6Ûx,ô+- • . + D*y/Ûa;,/= (pour k=y^%,...v),
(*) Cette première partie du théorème aurait encare lieu, en supposant inégaux les degrég des équations.
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il viendra
Chacune des autres équations (39) donnera lieu à un système d'équations de la forme (40). Or, il est évident que, pour un système {x, y, z, v) de solutions communes, les seconds membres (40) disparaissent; il en sera donc de même pour les dérivées de A qui figurent dans les premiers membres. Ce théorème peut être quelquefois utile pour trouver la résultante. Soient, par exemple, les équations
<fz=aa^-^by* + cz*-\- dyz + exz + fxy, 9z=:a:'x^-{-by+c''z*+(ï'yz+é'xz-^fxy. ^
Dans ce cas, les dérivées du déterminant ci-dessus sont de même degré que les proposées, et sont, par conséquent, de la forme
9^= Ax* -+• By* + Cz* -f- Dt/z H- Exz + Fxy, <{;,= AV+By + CV+ D'yz+ E'xz+rxy, 9i=AV+By 4- CV+ h"yz + E"«2+ rxy.
Alors, en considérant x*, y*, a*, yz, xz, xy comme des inconnues, on a
ABCDEF A'B'C'D'E'F'
abc de f a'b'c' d' e' f a'b'c" âr é' f ABC D2A''2A' A'B'Ç'2B' D 2B' A"B"C''2C'2C D
DigitizecI by
car
A=— 3(ae/), A'={abe)—{adf), A''=(o<i«)— («/).
B2=(a6(l)+(6e/), B'=3(6d/), B''=(6de)+(6c/^,
Cr=~{aed)+{cef), C=(«(i/)+(6c«), 0'=— 3(cd«), D=^6c)^2(dc/•), D'=2[(6c/)+(6de)], D"=2[(6ce)— (cdf)],
n E=2[— (oc/)+^de)) ■ r=(a6c)+2(dc/)], ' E''=2[(ce/-)+(acd)], "^ ¥=2[—{adf)+{abe)], F'=2[(a6d)-f.(6e/0]. r=+(a6c)-|-2(de/-);
d'où
Notons , en passant, que le déterminant B peut se mettre 89U9 h forme
(abc) (abd) (abe) (abf) C D E F C D' E' F'
(acd) (ace) (acf) B D E F B' D' E' F'
(bcd) (bce) (bcf) A D E F A' D' E' F'
(aef) (bef) (cef) (def) A B C D A' B' C D' A" B" C" D"
(adf) (bdf) (cdf) A B C E A' B' C E'
(ade) (bde) (cde) A B C F A' B' C F'
par lequel la résiUtante des équations proposées çst mise sons la forme de six détermioants quartenaires, dont chaque élément est de troisième ordre par rapport aux coefficients.
DouziÈMB THÉORÈME. Soient t, t', t", ... K^-*) lei derniers termes des équations (1) dans la supposition v=l. Ces équations admettront p solutions communes, si parmi une qitelconque des suites
m* PARTIE. — CHAPITRE lïl. JU
,. dR ^ £R
^ dt ' dt^ • dt* ' •••'
^. dR d^ (PR
* d^' dt'»' d?«* ••'•
(41) < R îî? ^ ^
» '^' dt"' dr* dr»'
\ u ^^ diR d'R r \
\ » d^^*)* de(^^«'*' rfti^-i)*' •••'. ^•. \
tl y a p fonctî(m$ qui s'anml^t.
Posons, en effet, '
(f>4=ç:(p,=5(iJ?,|/, •.. v, a, b\ c\ „. 0^ ^
et substituons pour un moment à ce système le suivant :
<px=0.
Si la résultante des éqaatîons (42) était de la forme
R=F(a, b, c, ...t; a',b', c', ...t; é'>^-0, t(x-i), ... «(x-o), celle R' des équations (&3) serait
R'=F(a, b, c, ..• t—(ù;. a', b\ c\ ... t; a(>^~0, JCx-d^ ... ^x-d) . ou, par le théorème de Taylor, rhk\ D' u rfR _, ^ rf'R 1 .
(44) ^=ï^— d^^+râdF^— +•••
Par conséquent, pour chaque racine (o de Téquation
(JLK\ A — R dR 1 d«R , ,
le système des équations (43) admettra une solution. Si doncp fonctions parmi les suivantes :
|. dR d«R dPR dP+JR
s'évanouissent, Téquation (45) aura p solutions (0=0. Dans ce cas, le système des équations (43) ou l'équivalent (42) admettront pareillement p solutions communes.
On parviendrait à des conséquences semblables si, au lien du système (43), on avait considéré un quelconque des suivants :
<Pi =
cp,=
çp,=0
«px=0
<px=0
<px=w
De là on est naturellement conduit au théorème énoncé, qui comprend celui que Lagrange avait donné pour le cas de deux équations, et que nous avons cité page 84.
NOTES
NOTE i.
Démonstration dune formule donnée à la page 3.
Pour démontrer la formule (12), page 3, il faut d'abord observer que quant à la forme on a bien
sous les conditions (13) ; car si cela est vrai pour un indice égal à n, cela aura encore lieu pour un indice égal à n-Hl. En effet, comme on a Dyw4-i<p=Dy.Dy»9, on déduit de l'équation précédente que, si Ton différentie [Dx<ip]P, p et ki aug-
ki *»-i
mentent d'une unité, et que si l'on différentie (^lO , on obtient 4»{0 <l^(»+0,
d'où la somme ki+ki-\.i restera encore la même. Par conséquent, la première des équations (13) sera vérifiée, et l'autre aussi ; car on a encore
Ensuite les coefQcients se détermineront aisément en prenant pour ^y) une fonction particulière, par exemple la
La formule (12) renferme beaucoup d'autres formules données par Laplace et par Schlômilch.
NOTE
Sur une formule de Borchardt.
M. Borchardt a présenté à l'Académie de Berlin (5 mars 1855) une formule très-remarquable pour calculer les fonctions symétriques, qu'il appelle fonction génératrice, et que, faute de l'avoir connue plus tôt, je ne puis maintenant qu'indiquer. Elle est connue implicitement dans Téquation
JMiQ"-f(in) d d d ^(t,t....tn
((,-«J((.-a.)...((n-ocn) ^ ^ ^(t,,h, ... tn) dt.dt.'" dtn(ft,)f(Q...f(tny
où f{t) désigne une équation de degré n, dont les racine^ sont a^, a„ ... «n; et
ff(t«, ^. •••^n) le produit de tontes les différences des quantités ^4, f., ... fn, que Ton considère comme des variables. Il est sous-entendu que le signe 2, qui figure dans le premier membre, ft'étehd ft toutes les permutations que Ton peut faire dans les racines ««^ a,, a». Si maintenant on développe les deux membres suivant les puissances descendantes de l«, e,, ... tn^ et si Ton compare les coefficients des mêmes arguments en l«, e„ ,.. tn, on aura dans le prenïler membre une fonction symétrique quelconque 2atPia,pa...anPii, dont la valeur en fonction des coefficients de Téquatlon proposée f{l) sera fournie par le coefficient correspondant du même argument dans le second membre.
Exemple. Posons /■(()=: l*4-ftt-h<?, ^=a?, tr=y, ««=«, ««=p. On aura
(aï — aj (y—*.) (a?— a.)(y — ««)
En développant cett« expresaion suivant les painsaneed deMendintes de
œ, y, on aura, par la comparaison des arguments avec ceux de la série ci-dessus, les valeurs de toutes les fonctions symétriques que Ton peut former avec les racioei d'une équation de second degré.
M. Betti a généralisé cette formule de Borcbardt poQr le cas d*UD nombre quelconque d'équations algébriques à plusieurs variables (Annali di Maternalîca, Rome, 1858).
NOTE S
Sur un théorème de Caylej^ r^iifa^ic fonctions symétriques.
Pour ne laisser rien Ignorer de ce qu'on a trouvé relativement aux fonctions symétriques, il sera encore bon de mentionner un beau théorème que M. Cayley a donné dans les Phil. Ttans., 1857. Appelons ^r*, a?,, ... «m les racines de l'équation
ap»»+a«a;"«-i-ha«ajm-2+ ... -J-aifi=0,
et supposons qoe Ton veuille exprimer la combinaison (terme littéral) des coefficients, par exemple :
a^Pa^^...a%''\ a'm^(S— a?|)'(ïa?,aî,)«, • ,(5iP|aî, .„ ccmY
NOTES. ^\h
en fonction des fonctions symétriques des racines, ce qui n'exige que le développement du second membre, ou bien, vice versa, une fonction symétrique des racines en fonction des combinaisons des coefficients a«, a,, ... am, on aura ce théorème :
Le coefficient (numérique) d'une combinaison P des coefficients dans la fonction symétrique Q est égal au coefficient de la combinaison Q des coefficients dans la fonction symétrique P; vicb versa, le coefficient d'une fonction symétrique P dans la eomMnaison Q est égal au coefficient de la fonction symétrique Q dans la combi^ naison P.
Exemple. Soit w=6, et appelons a, p, «y» ^» — *os racines ; on aura
En se fondant suit cette propriété, bien propre à abréger les calculs, M. Cayley a pu former des tableaux de toutes les expressions des fonctions symétriques en fonction des coefficients, et vice versa pour les dix premiers degrés.
NUTfi 4.
Sur le développement d'une fonction à plusieurs variables , suivant les puissances ascendantes de ces variables et de leurs produits.
Il n'existe jusqu'à présent, à notre connaissance, aucune méthode générale pour ce genre de développements. Aussi, nous espérons que celle que nous allons exposer sera bien accueillie, tant pofir sa simplicité que pour la facilité de son emploi. Pour mieux fixer les idées, supposons pour le moment qu'il ne s*agisse que d'une fonction à trois variables. Désignons toujours le coefficient d'un 9ir%utti»Qt(SPyçxr par apqry et soit
^^ "^^^ ^1 +«iio-Ty+a4oi^«+aoiiy«4-a5ooaJ*+-.. >
la fonction qu'il s'agit de développer. Ce que nous nous proposons, c'est de trouver le coefficient en général Apqade l'argument x^yQi^ dans le développement de F.
Désignons, à cet effet, par le symbole (P, Q, R)^ une fonction entière et homogène de degré i par rapport aux coefficients isobanque et de poids respeç"
tivement P, Q, R par rapport aux indices p, q, r, c'est-à-dire une fonction telle que Ton ait
(2) (P, Q, R)*=SCap,g.r. aplq.r, aplq^r^ O^pUifi • • •
sous les conditions
(3) K-i-ht H-fe,+/i,+ . . . = t ,
qoK-^QiK+qtK+gX-b. . .=Q,
G étant un coefficient numérique variable d*un terme à Tautre, qu^on déterminera par la suite.
Le coefficient cherché sera de la forme
, r ApQa=<p'(a)(P, Q, R)i + 9»{P. Q, R)*+9'"(a)(P, Q, R)»+. • •
Pour démontrer cette formule, observons qu'à Faide de la série de Maclaurin, on a, à un coefficient numérique près,
(6) ApQii=S { (Dx»'DyQDzii)F } x, y, jr=0.
Or, il est bien évident qu'à mesure que Ton différentie, on introduit dans le résultat un coefficient de plus. Ainsi, chaque dérivée de Tordre i dans Apqr devra être accompagnée d'une fonction entière et homogène de degré ». D'ailleurs, changeons dans la fonction ^ les variables x, y, z^ respectivement en hx, ky, h; alors le terme
du développement de F se changera en
(7) h^h^l^ Apqr i38*y Qjïr».
Mais le changement indiqué des variables dans ^ revient à celui des coefficients apqr en opqrhpkçlr. Effectuons donc ce même changement dans la première expression de Apqr-, I© résuUat devra concorder avec (7). Or, cela ne pourra évidemment avoir lieu à moins que les conditions (4) soient satisfaites. Ainsi, la forme (5) est bien justifiée. Il reste à trouver les coefficients numériques. Pour cela, supposons que Ton ait en particulier
F:^ ^m= (a-f a,oaa;+ao,oy4-aoo4«+««ooaî*+ao«oy'+aoo.2*+—)'», il viendra, à l'aide d'une formule connue^
NOTES. Î
où Ton a ir({)=i.2.3...i^ et où chaque parenthèse du numérateur comprend successivement des fonctions partielles complètes d^ degré f , 2, 3, Â, etc. Développons par la même formule chacnoe de ces parenthèses, on aura
a, a, 83 b, ba h^ h^ hg b^
"■ ^^n(»,)-^n(aon(a,)n(a3) "^ .^n(b.)n(bjn(b3)n(b,)n(b,)n(b,)
Il est à noter maintenant que, grâce à la décomposition que nous av^ns faite de la fonction donnée, chaque coefQcient qui se trouve sous un des signes 2 ne se rencontrera plus dans les autres. Par conséquent, on voit immédiatement que, quel que soit le terme que Ton considère, uncoeHicientquelconqueapçr n'y entrera qu'en apportant avec lui en diviseur une factorielle n(;), si l est l'exposant dont il y sera affecté. Ainsi donc les coefficients numériques cherchés seront pour chaque terme Tunité divisée par le produit des factorielles
en admettant que K, h^, 7i,,... soient les exposants qui figurent dans ce terme. En résumant ce qui vient d'être dit, on conclut que le coefficient demandé sera fourni par Féquation (5), pourvu que l'on désigne maintenant, sous les méméâ conditions (3) et (4), par le symbole (P, Q, R)», la fonction
A» ht ht
n/io.n/i^.n/i,.,.
En général, soU à développer la fonction
le coefficient x»yQz»...WT, dans le développement de F, sera
(P, Q, R,..., T)» désignant une fonction entière et homogène de degré i, par rapport aux coefficients (ap,q,r,...,i), isoharique et de poids respectivement P, Q, R, ... T par rapport aux indices (p), (q), (r), ... (t), telle enfin que pour chaque terme le coeffi^ cient (aP»q»r»"Mt)ï qui y entre soit divisé par le produit 1, 2, 5, ... 1 ; e( çO) (a) représentant la dérivée i^me de la fonction réduite à son premier terme a.
Exemples. Supposons qu'il n'y ait que deux variables, et remplaçons le premier indice par un indice placé en haut de la lettre précédente, elle donnera, par exemple, pour les coefficients de xy^^ a;V> dans le développement de la fonction ? W :
^' ^ ^ 1.2.5.4 Soit à trouTelr dans le cas de trois variables le coefficient de si!hfs^ on aura
.çit(a)
NOTE S
5tir un théorème de Bettû
Soient (i) <P4=0, <p,=0, 9,=0, .•. <rx=»0,
X équations à x inconnues a;«, a;., ... xi^ de degré respectivement tn^^m^^ ... mx. La résultante sera, par rapport à une quelconque des variables , de degré p=m«ni....m>. Désignons par
*4I1 *€• > *•»! ••• *l^> r^» ; *«l> *Mf *«8f ••• *«^»
les f systèmes de solutions communes aux équations (1). On aura ce théorème :
Une fonction rationnelle et entière de degré quelconque d'un seul des systèmes (2) est équivalente à une fonction rationnelle et entière des quantités du même système, qui contient un seul terme de degré m«4-nii-h...+mxr-X, et tous les autres à un degré inférieur.
Soit / cette fonction^ et désignons par Af»***/? ^^s valeurs qu'elle prend lors-, qu'on y substitue respectivement les p systèmes de solutions (2).
Rons*
•it
Prénom une fooetion if ritionnelle et entière des variables ««â9t...aai eoni'^ posée de p termes, et par conséquent de f coefficients indéterminés.
Déterminons h^kg»M.i>> de manière que les p équations
soient satisfaites. Afln que celles-ci puissent subsister simultanémebty il est nécess aire et il suffit que le déterminant
*9 •«•» *«•» ••• «ii*il»».«|X...
M» ••• *f4«ei'** **^' ••
soit nul.
FosonsaudÉtenant
d9. rf?. «te.* ••• toi*
àWBt
dç>
dfx dfx
«te»'
<te,' ••• «fax'
et désignons par s«, a^, ... à^ les yaleurs respectltes de a, lorsqu'on 7 rtm*' place Buccessiyement les variables par les p systèmes (t), on pourra donner à D la forme qui suit t
D»â«a^...ap
i Aj ^^ Ap ' ^"^ Af
Or, en vertu du tbéorème de Jacobî (page ilO)^ et en o|)servant que 1«
no THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION.
degré de a est m^-hm^-^ — f-m\— x, les éléments de la première ligne de ce déterminant sonCtons nuls, si les termes de 4> sont de degré<m«+m,+...H-mx— x ; par conséquent, le déterminant D sera, dans ce cas, encore nul. Donc, aOn qu'il ne s'annule pas, et que les équations (4) puissent coexister, il faudra que 4» comprenne au moins un terme de degré tii4-Hn,4-...-+-ntx— x. Cette condition sera bien suffisante ; car si 4* contient un seul terme de degré m^+mt+,.,+m\'-'Xy et si malgré cela D s'annule^ les numérat^rs des valeurs des inconnues s'annuleront aussi, et les équations (4) rentreront les unes dans les autres, et Ton pourra ainsi prendre 4» avec un terme de moins.
Donc on peut déterminer une fonction 4^ qui prenne les valeurs fj^.^f^f lorsqu'au lieu des variables on substitue les solutions communes (2). Or, il est évident que /— 4* s'annulera aussi pour les e systèmes (2); mais ce sera une fonction syzygétique de <Po <p„ ... <px^ et Ton aura
Si maintenant nous remplaçons les variables par un système de solutions communes, il viendra
et, par conséquent, il sera toujours possible de former une fonction telle que le veut le théorème énoncé. Remarquons^ en passant, que Ton pourra prendre évidemment pour 4» une fonction qui contienne tous les termes que Ton peut former avec des puissances de x^<m^, de a;,<w«, ... de iK\<j3Cmy dent Je nombre sera précisément m«fn,...mx.
Il est facile de se rendre compte de ce théorème lorsque w,=w,=..,==wx=wi. En effet, en mettant les équations (1) sous la forme
a^^cc^m -H a\^Xtm -♦-.,.4- a«>;rx«4-E4=:
aTi«a?4»n H- ax,a;,»w -+-,. .4- aîo^w 4- Ex=0
où E«E,...Ex sont des fonctions au plus de degré tn— i , on voit qu'on peut tirer les valeurs de jp^w», o?,»», ... ccx»», en fonction linéaire de E,, E,, ...Ex, et les exprimer par conséquent en fonctions de degré mr-i seulement, il en sera de même évidemment pour des puissances supérieures à m. D'ailleurs, le terme le plus haut x^m-^^xj^—i,,, xm-i sera bien l'unique. Ce théorème nous amène naturellement à cet autre.
Une fonction quelconque rationnelle d'un seul système de solutions communes est équivalente à une fonction ratUmnelle et entière des qtmrUités de ce système, et ne cowtient qu'Hun seul terme de degré m4-+-m,-h...-i-mx— X, les autres étant tous inférieurs^ lequel découle naturellement du précédent, en ayant seulement égard au lemme suivant.
Lemhe. Une fonction rationnelle et entière w des p — 1 derniers systèmes (2) est équivalente à une fonction ratûmnelte et entière du premier système. ,
NOTES. m
Soit en eflfel R(a?*) = Téquation finale en œi qui résulle de réliminalion des variables cr4,apt-i,a:t4-i».-a^ des équations (1). Les racines de celte équation
seront a^i, a,», ... api. Ainsi les racines de — seront a,,., a,j, ... a^i.
Xi — ai»
Or, en considérant pour le moment <i> comme une fonction des quan tités cL^i, a,t, ... api, on sait, par un théorème connu, qu'on pourra la réduire à être une
fonction rationnelle et entière des coefficients de -^ — —. En répétant la même
opération pour toutes les valeurs de i, « deviendra une fonction rationnelle et entière des quantités du premier système.
Il sera encore facile de prouver, à l'aide de la dernière formule du paragraphe m, chapitre II, deuiième partie, que
Toute fonction rationnelle des quantités des systèmes (2) est équivalente à une fonction rationnelle et entière de degré p d'une seule de ces quantités.
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