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UNEAIBKS ET HOMOGENES,
H'ESSElin A LA UAfilILTÉ DES SCIENCES HE MAIISEIU.Ë.
INTRODUCTION
L'élude de l'équatioQ difTcrenlieHe linéaire et homogène d'ordre n d"y rf"-' y dy
a précédé celle des systèmes de la forme
dy; (A) ^,-=„„j., + ...+ «,„^„.
Mais, dans les lignes générales, les deux études sont parallèles, et même l'équation d'ordre n doit être rattachée à un cas particulier du système (A).
Nous entreprenons ici l'exposition des théories générales concernant le système (A), du moins de celles que l'on peut considérer aujourd'hui comme définitives, Nous avons mis en relief ^« théorie des diviseurs élémentaires ; elle est, eu quelque sorte, l'instrument qui nous sert dans presque toutes les questions pour tirer du calcul, d'une manière à la fois simple el complèie, lout ce qu'il peut donner dans les théories qui nous occupent.
Voici l'ordre que nous avons suivi :
Chapitre L — On démontre d'abord que, si les coefficients a du système
sont hotomorphcs dans le domaine de l'origine, on peut intégrer ce système par S. I
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les séries. J'ai démontré la convergence de ces séries dans \es Annales de l'École Normale, en 1886.
Chaque groupe de séries y,, . . ., y,i qui satisfait au système (B), et plus particulièrement au système (A), est appelé une solution du système.
Toute la théorie de M. Fuchs {J.de Crelle, t. 66, et J. Tannerj, Thèse) sur l'équation générale de la forme (1) est applicable aux systèmes (A) ou (B). Nous voyons d'abord la définition des éléments d'une solution au delà du cercle de convergence des séries, puis la distinction des systèmes de solutions p,n fondamentaux et non fondamentaux. Soient jv,,, . . . , y„,- (i z^ i , 2, , . ., n) m solutions, le déterminant
est différent de zéro ou nul ideniique.m.ent, suivant que le système de solutions est fondamental ou non. La démonstration que l'on donne de ce théorème s'appliqiie aux solutions définies avec la signification la plus générale.
En suivant pas à pas la théorie de M. Fuchs, on démontre la proposition de
D = CeS(Za,,utx^
et, comme corollaire, on prouve l'existence des systèmes fondamentaux; on montre la transformation d'un système fondamental dans un autre; on donne l'expression de la solution générale du système (A) au moyen des éléments d'un système fondamental.
On voit ensuite comment la connaissance d'une solution permet de réduire le nombre des équations (A) d'une unité. Les conséquences intéressantes de ce calcul sont mises en lumière. Nous avons ajouté, ce qui nous paraît nouveau, la comparaison des deux méthodes de simplification de l'équation (i), lorsque l'on traite directement cette équation comme l'a fait M. Fuchs, ou lorsqu'on la considère comme procédant d'im cas particulier dn système (A).
En résumé, le premier Chapitre conlient les principes essentiels de la théorie des systèmes (A); et, comme cas particulier, ceux de la théorie de l'équation (1).
Chapitre IL — En i858, M. Weierstrass publia un premier Mémoire sur les formes quadratiques. Dix ans après, le même illustre géomètre publia, en apparence, la suite de la théorie commencée, mais, en réalité, jeta les fondements d'une théorie nouvelle d'une portée plus générale que celle des formes quadratiques. Le Chapitre II est entièrement consacré à l'exposition des idées de M. Weierstrass, sous le titre de Théorie des diviseurs élémentaires.
Mais la théorie de ces diviseurs n'est pas établie sans difficulté dans le Mémoire de 1868. D'un aiitre côté, MM. Darboux et Jordan reprenaient en France l'étude
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des formes quadratiques et bîlinéaires {Journalde Mathématiques pures, 1874). Nous avons pris la méthode parfaite de M. Darboux, et nous l'avons appliquée aux formes bilinéaires dans deux Mémoires successifs (').
Le Chapitre II renferme sealemeiit les principes nécessaires et suffisatHs pour l'étude des équations (A).
Des tentatives d'application de la théorie des diviseurs élémentaires aux systèmes différentiels ont été faites par divers auteurs. Nous croyons qu'aucun n'a fait une application aussi générale et aussi systématique que celle que nous présentons dans les Chapitres suivants.
Soit
I ^ A,, H- jB]i ... jO Ai„ -^ ç B|„ I
-[r'.QI
un déterminant du degré /i en jO et q. Soit /„ l'exposant d'un diviseur linéaire ap -{- bq dans les mineurs d'ordre w de [PfQ]) ces mineurs étant considérés comme des polynômes sap et q, Vexpression
est un diviseur élémentaire du déterminant [P, Q].
Le théorème général auquel nous parvenons est le suivant :
Pour qu'une même substitution double de la forme
yi = Cnyl + ■■■-^-Oi,,y„,
à la fois les formes
aux deux formes
il faut et il suffit que les déterminants des deux formes
aient mêmes diviseurs élémentaires en m.
En outre, et cette remarque est des plus importantes, il existe une foi
( ') Annales de l'École Normale supérieure, i8gi et iSgS,
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canonique des expressions V et C^ pour lesquelles le déterminant Q'— wP a une forme des plus simples. Nous utilisons cette forme dans nos théories sur les équations (A).
Chapitre III. — On trouve dans ce Chapitre l'extension aux systèmes (A) de la théorie des points singuliers de l'équation (i) donnée par M. Fuchs en 1866, et qui procède d'ailleurs, comme idée première, des théories de Puiseux sur les fonctions algébriques. Nous avons démontré, au moyen de la théorie des diviseurs élémentaires, l'existence d"un système fondamcnia! de sohtiions particulières jouissant de propriétés spéciales. Nous avons aussi donné le procédé pratique de M. Fuchs pour rechercher ces solutions si importantes.
Le titre du Chapitre III est Des points singuliers. C'est, en effet, dans ce Chapitre que le caractère de ces points est complètement déterminé par le mode d'existence des solutions dans leurs domaines, et par le rôle que jouent ces points dans la reconstruction des équations différentielles (A).
Nous avons repris, sous la forme d'un système (A), la belle théorie de M. Tannery sur les équations (i) dont les intégrales sont les racines d'une même équation algébrique. Nous avons achevé complètement la question.
Chapitbe iV. — Comme conséquence de la théorie précédente, ia forme des éléments des solutions d'un système (A) peut être déterminée d'une manière générale pour le domaine d'un point ordinaire, ou singulier quelconque.
Mais on insiste d'une manière particulière sur les systèmes dits réguliers ou canoniques de la forme (B), dont on s'est occupé dès le premier Chapitre.
Les éléments de toutes leurs sohitions sont composés linéairement avec des expressions de la forme
Ao-i- A, loga:-+-, . .+ Ailog^ar
qui sont infinies d'ordre fini pour x==^o, et qu'on appelle des expressions régulières, après M. Thomé (/. de Crelle, t. 74 et suivants).
Le calcul complet de l'intégration des systèmes canoniques a été donné par M, Horn (Mathematische Annalen, XXXlXBd). Nous exposons cette belle théorie qui repose encore sur la théorie des diviseurs élémentaires.
Le germe du principe employé par M. Horn est déjà dans les travaux de M. Frobenius {J. de Crelle, t. 74 et suivants). On le trouve presque complètement développé dans un remarquable travail de M. Grùnfeld (K. Ak. Wien, 1888).
Ne manquons pas de faire observer que tout le Chapitre IV établit la différence essentielle entre le cas particulier du système (A) qui conduit à l'équation (1) et le cas générai.
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Chapitre V. — Nous espérons avoir résolu l'imporlante t[uestioii suiva Quels sont tous les systèmes réguliers? Nous avons montré (jue tous ces tèmes peuvent se ramener par des siibslilulions simples à des systèmes c
Chapitbg VI. — Les théories exposées dans ce Chapitre et relatives aux systèmes à coefficients simplement ou doublement périodiques ont été d'abord développées par M. Floquet pour ie cas d'une équation de la forme (i) {Annales de l'École Normale, i883 et 1884). Nous étendons facilement les théorèmes de M. Floquet an système (A.), en nous servant toujours de la féconde théorie des diviseurs élémentaires.
Nous avons ajouté à la théorie générale quelques belles pages de M. Picard (,/. de Crelle, Bd. 90) sur un système à coefficients doublement périodiques.
Chapitre Vil. — Nous avons mis ici à contribution M. Léo K.œnigsbergGr {Lehrbuch der Théorie der Differentialgleichungen, Leipzig, G. Teubner, 1889). Ayant à étudier les systèmes homogènes, mais réductibles aux systèmes linéaires, nous avons surtout développé la réduction des équations différentielles algébriques à des équations du premier ordre.
Ëniin, dans ce même Chapitre, nous montrons que la théorie générale de M. Fuchs, si belle qu'elle soit, n'empêche pas le développement, mais au contraire vient à l'aide de théories parallèles, plus miles à divers points de vue particuliers. Ainsi, nous donnons la magnifique théorie de M. Darboux sur l'intégration des systèmes (A) par les intégrales des systèmes {Comptes rendus, 1 880). Cette question nous a amené à dire quelques mots de la Théorie, si connue aujourd'hui, de M. Appell sur les fonctions invariantes et les invariants des systèmes (A).
H ne nous a pas paru enfin inutile d'ajouter quelques notes élémentaires sur la théorie des dcterminanfs.
Observations. — Les théories générales étudiées dans les divers Chapitres servent en quelque sorte d'introduction à la grande question des systèmes (A) à solutions algébriques. On sait déjà qne le nombre des points singuliers est limité, que, pour chaque domaine, les éléments des solutions doivent être réguliers et sans logarithmes. On pourra se rendre compte facilement du degré d'avancement de cette question en relisant les remarquables Mémoires de M. Goursal sur la Théorie des équations différentielles linéaires.
Le système d'équations
est dit un système d'équations différentielles linéaires et homogènes à une variable indépendante ic et an inconnues y, , y^, . . . , yn lorsque les coefficients «m «iH) ■ ■ 't ««H sont des fonctions analytiques de la variable x. Nous étudierons d'abord les systèmes de cette forme auxquels on peut ramener les systèmes de forme plus générale, comme on le verra par la suite (Chapitre VII), Nous représenterons aussi un système de la forme (A) par la notation
•r- ainya
2. Supposons que les coefficients a aient une définition analytique dans une région du plan à contour simple, que nous appellerons T, et qui peut aller à l'infini.
Nous supposerons que ces coefficients soient uniformes dans la région (ou que l'on ait ramené l'étude de ces coefficients à celle de fonctions uniformes). Nous admettrons, en outre, que ces coefficients soient continus en tous les points de la région T, sauf en certains points. Ces points particuliers, isolés les uns des autres et généralement en nombre fini, seront appelés les points singuliers des fonctions a.
La variable x ayant d'abord une valeur Xo dite initiale et représentée par un point dans le plan des x, on suppose que cette variable décrive un chemin quelconque allant du point a;» à un autre point quelconque de la région T. Dans ces conditions, il s'agit d'abord de déterminer si, au moyen des équations (A), on peut définir n fonctions analytiques y,, jKa, ...,y„ ayant chacune une valeur bien déterminée pour chaque point du chemin décrit par la variable a?. C'est le premier problème que nous aurons à traiter.
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Pour répondre à celte question, nous allons montrer qu'on "p^M généralement intégrer le système (A) par les séries.
3. Pour éviter plus loJn (Chapitix IV) des répétitions, considérons do suite le système
et supposons que les fonctions «^1, . .,, «,„ soient holomorphes dans un certain domaine du point x := a. Pour simplifier l'écrilnre nous poserons x =^a -\-x', de sorte que les fonctions a,,, .. ., a,„ seront holomorphes dans un certain domaine de l'origine a)'^ o.
Noxis écrirons simplement les équations précédentes sous la forme (B) de l'introduction, c'est-à-dire sous la forme
Les fonctions a/j seront développabîes en séries uniformément convergentes dans le domaine considéré et de la forme
(3) «(;■= a'^j-i-3:alj-l-a:^ajj-h
L'origine sera nn point ordinaire on un point singulier suivant que tous les coefficients constants a'^j seront nuls ou non.
Nous allons montrer qu'on pent satisfaire au système (2) an moyen de n fonctions qu'on peut mettre sous la forme
les séries fi entre parenthèses étant uniformément convergentes dans un certain domaine de l'origine.
Nous introduirons les valeurs (4) des y dans les équations (a), en tenant compte des équations, (3) et nous égalerons dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de x. Nous remarquerons d'abord que l'équation
entraîne la suivante
dx \ dw ^ j'
Ensuite nous observerons que les équations (2) deviennent après division par^'" (5) x-^ = (Kl -p, -H... 4- («/,— '■) ?<■-!-... + k;„U;, (i = i,2,3,...,n).
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L'iJcntification fournira d'abord les i^quations
Celles-ci entraînent la condilion
Nous voyons d'abord que le nombre r ne pourra être que l'une des racines de l'équation algébrique de degré n
Si tous les coefficients a,^. sont nuls on prendra /■ ^= o et de plus dans les équations (6) les inconnues tpj, 'f\, . . ., w" pourront prendre des valeurs arbitraires.
Soient r, , i\y . .-, rn les racines de l'équalion F(;') =; o rangées de manière qu'aucune des quantités r^ — r,, — i , .. ., r„— r, — i ne soit nulle ou égale à un nombre entier positif. Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont pas en croissant quand on passe de la racine /■) à l'une quelconque des autres. La quantité /■, +A, quelle que soit ia valeur du nombre Rentier et positif, n'annulera jam«i,F(,-).
Nous prendrons r := r, et nous écrirons seulement r au lieu de /•) .
L'identification conduit maintenant à une infinité de systèmes successifs d'équations de la forme
Ce système d'équations est du premier degré par rapport aux coefficients yj, [p2, . ■ ■! fj>J, et permet de les déterminer en fonction des coefficients tp dont l'indice supérieur est moindre. En effet, le déterminant des coefficients des inconnues est
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Ce déterminant ne pouvant être annulé par aucune valeur du nombre entier et positif /c, on pourra déterminer de proche en proche les coefficients des séries f.
Dans le cas où tous les coefficients a"^ sont nuls et où, par suite, /■ est nul, les quantités «", cp*, . . ., œ" resteront arbitraires, et tous les coefficients fp* s'exprimeront finalement en fonctions linéaires et honiogènes des « arbitraires f", ui*) ■■■i'Ph- En conséquence les valeurs de y, , jy^, ■ ■•, yit se présenteront sous la forme
et comme on poiirr
mer 11 groupef
dont le déterminant soit différent de
, on en eoiicUu qii'on pourra foi
yij
el entre les n'^ éléments y, identiques de la forme
:oefficienls Ci, C^,
ne pourra pas ctalihi' , C,j constants.
4. Démontrons que les séries ^ obtenues dans le numéro précédent sont uniformément convergentes dans un certain domaine de l'origine.
Appelons p le rayon d'un cercle ayant pour centre l'origine et dans lequel les séries aij soient toutes convergentes, même aux points situés sur la circonférence. On pourra prendre ce nombre p assez petit pour que le module |a,t^.[p(i d'un terme quelconque a^jXV- des séries a soit aussi petit que l'on voudra, pourvu qu'on laisse de côté les premiers termes a"j pour lesquels on a [j. ^ o,
Posons
de sorte que les équations (8) s'écriront
B quelconque des inconnues ip*, nous
lO L. SAUVAGE.
il, Aa, .. ., A„ représenlaot, an signe près, des déterminants mineurs dn premier ordre du déterminanl F(r + k).
On peut écrire cette équation
Un ternie quelconque fie celte somme est de la forme
et ^ est au moins égal à i.
Appelons «1^ et 'Yy^'- les modules de afj et de »J~''p'f'lJ'. Le module de G;p* sera inférieur à la somme
2<*;- oJ;;;;:;^:::::
( ^ = i,s,3,...,yt.
Mais pour une valeur donnée de p et pour |J-r> o, les modules a.fj ont une valeur maximum œ. De plus, pour les valeurs de |j. de i à ^, l'une des quantités i*"!" est plus grande que les autres. Désignons-la par i}/. Le nombre des termes de la somme étant nk, le modnle de la somme G;p* sera inférieur à nkctif.
Appelons maintenant Sj, S^, - --, S„ les modules des déterminants A,, As, .. ., A„, le module de la somme
sera inférieur à
Soit aussi 3 !e module de ¥{r^k) on aura pouï le module 'h^ de o*p*
Mais —J- est le module de la fraction =- — '~t~' et le degré en k du numérateur
a F(r-HA_| "
est au plus égal au degré du dénominateur. On peut donc prendre k assez grand pour que, à partir de cette valeur de/: et pour toutes les valeurs de ^ plus grandes, le module de la fraction diffère de sa limite /;■ d'une quantité e,- aussi petite qu'on
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voudra, et que ce module s'approche consLamment de sa limite quand k augmenlc indéfiniment.
On aura alors pour celte valeur do k
Soit L la plus g'L'ande valeur de la parenthèse obtenue en prenant tous les s positifs; on aura
Gela posé, on peut prendre p assCK petit pour que «aL soit un nombre plus petit que l'unité. En effet, on peut prendre □ assez petit pour que a soit rendu aussi petit que l'on voudra. On aura donc, pour cette valeur de p, et pour toute valeur plus petite,
p étant un nombre plus grand que l'unité.
Si ensuite on remplace k par A- + i , /c + 3, . . ., on ne pourra pas augmenter la valeur de L et, par suite, celle de /laL ou de — ■ On aura donc
Il résulte de là que les modules des termes des séries tp seront, à partir d'un eertain rang, moindres qu'un nombre déterminé pour toute valeur de x dont le module sera au plus égal à p. Les séries <f seront donc uniformément convergentes à l'intérieur du cercle de rayon p ayant son centre à l'origine.
5. Nous ne retiendrons pourle moment que la conclusion suivante du théorème que nous venons de démontrer.
Si les coefficients an du système d'équations différentielles linéaires et homo-
dyi
sont des fonctions liolomorphes dans un domaine du point x = a (c'est-à-dire dans un cercle d'un rayon suffisamment petit ayant son centre au point x ^ a), la variation continue du point x-=a à un point quelconque x situé dans ce domaine à une distance suffisamment petite S du point x-=-a détermine n iaxtctions 7'i, ^^-a, ..., yn liolomorphes dans ce domaine S, et pouvant prendre au point x=: a des valeurs ç", a", . . ., fp" complètement arbitraires.
Hosled by
Ces II fondions 7,, y^, . .., y,^ formenL ce que nous appellerons une solution du système (A).
6. La définition d'une soiuLÎon peut êlre étendue au delà du domaine considère.
Ed effet, dans le domaine 8 du point "ic == a, faisons varier x depuis cc^a jusqu'à un point x = b situé dans ce domaine. Les n fonctions j', , y^, ..., y„ ayant d'abord les valeurs if", tp^, . . ., tp," arriveront au point b à des valeurs généralement différentes (fj)', ...,(tp,^)'. Déterminons un domaine du points = ^1, au moyen d'un cercle d'un certain rayon ayant son centre en ce point, et de telle manière que les théorèmes précédents soient applicables de nouveau; on fera passer X du point x^=b au point ce = c situé dans le second domaine, mais non nécessairement dans le premier. En ce point c on répétera ce que l'on a fait pour le point b, etc., et, par suite :
Si les fonctions aij sont uniformes dans une partie du plan limitée par un contour simple, ou même dans tout le plan, et continues en tous les points de cette région sauf en des points isolés, la variation continue de x, d'un point X =^a A un point quelconque de la même région, sur un chemin quelconque situé dans la région et ne passant par aucun point singulier, déterminera n fonctions y i, y 2, . . . ,y„ uniformes dans toute région du plan qui ne contient aucun point singulier et continues en tous les points du chemin. Ces fonctions satisferont au système d'équations (A) et pourront prendre au point x^=a des valeurs «J, . . . , tp," arbitrairement choisies.
C'est à l'ensemble de n fonctions ainsi définies pour la région T que nous donnerons dorénavant le nom de solution.
7. On appelle système de solutions l'ensemble de n solulions définies pour les mêmes variations de x. Les solutions d'un système ne diffèrent donc que par les valeurs initiales de leurs éléments.
Soit D le déterminant
des éléments d'un système de solulions représentées par les n groiipi
Nous dirons que le sysl tiquement nul.
t fondamental si le déterminant D n'est pas iden-
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Les systèmes fondamentaux étant d'une importance capitale dans nos théories, nous démontrerons d'abord qu'il existe des systèmes fondamentaux de solutions. Nous savons déjà qu'il en existe, quand on se borne à un domaine suffisamment petit du point x = a dans lequel les coefficients oij sont liolomorphes (§ 3).
Démontrons d'abord le théorème suivant
Le déterminant D d'un système de solutions quelconques satisfait à la relation
rflogD ^ (a,i-f- «« + . ■ ■-+ a„„) dx.
On a Or
Mais on a en général
D dx
On
a donc
yy
àyi, 'dx
dx
On
a, par suite.
rfD
sr = <»" + «
lù
Ti da: Ad "' c'cst-à-dirc enfin
(nogD= (2««) àx.
9. Si l'on intègre l'équation préccdonle, on pourra mettre le déterminant D sous la forme
C étant une constante.
j4 l, sauvage.
De là des conséqueuces remarquables. Si l'oa se donne des valeurs intûales des n^ fonctions jr, telles que le déterminanl D ne soit pas nul, la constante C ne sera pas nulle, et le déterminant D restera différent de zéro tant que la variable n'atteindra pas un point singulier du plan des w, or, nous avons écarté les points singuliers dans la définition des fonctions y. Donc, il existe une infinité de systèmes fondamentaux de solutions.
10. Toute solution du système d'équations (A) peut s'obtenir par des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants des éléments d'un système fondamental de solutions.
En effet, soit un système quelconque de solutions
J'U' yv- ■•■' y'iJ (j=i,2,...,n).
Posons
G,, Ca, . . . , Ci étant des constantes arbitraires; il esl facile de vcriiier que les fonctions Y constituent une solution du système (A).
Toute solution du système (A) peut, réciproquement, se mettre sous la forme précédente, pourvu que le système de solutions d'où l'on part soit fondamental.
En effet, soit
tino solution quelconque du système d'équations (A). Cherchons à déterminer des foiicLîons C, , Co, ■ ■ -, C,,, X, telles que l'on ait
On prendra ). arbitrairement et l'on aura à résoudre un syslènie à n inconnues Ci, C2, . . . , G„. Ce système est du premier degré; le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro si le système de solutions ^y^ est fondamental.
Les inconnues C), Cs, ..., C» seront donc des fonctions déterminées de X.
Je dis que les rapports -^ se réduisent tous à des constantes. En effet, en déri-
. les équation s précé(
n. !Ç= ^ y, „, ^ + c, fi: + . . . + c. e|i=
dx dx dx dx
Éliminons -^-^ au moyen des équations du système proposé.
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C £^ -H -h C ^^ + \ '^f ■■■>+' dœ " ' " da: dx
Nous aurons donc en même temps les deux systèmes d'équalions
" dm-^
Ces deux équations déterminent /es mêmes valeurs proportionnelles des inconnues, en prenant pour inconnues d'une part C),Ca, ...,C«,Xet, d'autre part, c?Ci, (/Ca, . . . , 6fG« et (A; îl faut donc que l'on ait
-,,„„a„,.ale,rel.UO„.
ifficients conslanls qu'il s'agiss;
iit d'obtenir.
Si donc on prend \ égal à
linéaires, homogènes et
H, La démonstration du théorème précédent entraine les corollaires soi-
a. Si an système dp. solutions n'est pas fondamental, il existe entre ses
éléments des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la
forme
(3. Entre les éléments de («4- 1) solutions du système (A) il existe toujours
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un système de relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la forme
12. Si l'on substitue aux éléments d'un système fondamental de solutions d'autres éléments déterminés par les relations linéaires à coefficients constants
on obtient un nouveau système fondamental à condition que le déterminant des constantes de la substitution soit différent de zéro.
En effet, soient P le déterminant des fonctions Y, Q cehii des fondions y, R celui des constantes, on a identiquement
Or Q et R sont, par hypothèse, différents de zéro et, par sdite, P est différent de zéro, et les fonctions Y forment un système fondamental.
13. Substituons à des éléments d'un système fondamental d'autres éiémonls déterminés par les relations à coeflicients constants
pour toutes les valeurs de A de i à « et pour toutes les valeurs de A' de i Nous aurons le TahSeau
Les éléments de ce Tableau forment encore un système fondamental de soluions si le déterminant de constantes \cgg\ de la substitution est différent de ,éro. En effet, le déterminant des constantes peut s'écrire
et la question est
i la précédente.
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14. Si l'on connaît une solution du système d'équations (A), on peut ramener r intégration, du système à celle d'un autre système de nvinie forme, ayant une inconnue de moins.
Soient !(i, u<,, . . . , u„ les éléments de la solulion conniie. Il peut en csistcv qui soient nuls. Admettons que les éléments w^^, , «j+s, . - . , «« soient identiquement nuls, sans qu'il en soil de même pour les éléments h, , Ho, > • ■ , Wj.
Substituons aux fonctions y,, j'^, . . . , y^ d'autres fonctions q^, q^, . . . , q, déterminées par les relations
s du système (A) deviendront
ou encore
1 I ài-'-h \
Remplaçons j-j+ft par (/j^j, nous aurons un système en ^|, f/j,, forme que le système (A) et que nous écrirons
■ns que le système
2) admet !a solti
Nous devrons donc avoir, entre les coeJ
En tenant compte de ces conditions, 1 sons la forme
e les équations (la)
(,4) Ji=.,,(„-„)^-..
l'osons alors
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et retranchons la première équation des s — i suivantes. En conservant le: dernières équations (i4)i nous obtiendrons un système de la forme
iniqiiel il faudra joindre l'rqiiatio
On a e
(19) (ao)
■Ji outre II
Supposons que nous ayons obtenu une soin lion (^2, i^^, . . ,, Ç,i du sjstènie (17). Nous pourrons tirer q^ de l'équation (18) en eiïectuant une quadrature. Soit Q une intégrale de l'équation (18). Nous aurons
du système (A).
Nous sommes done ramenés à la résolution du système (17) de même forme que (A), mais 011 le nombre des fonctions inconnues est diminué d'une unité.
iS. Etant donné un système fondamental de solutions du système {17), le système de solutions correspondant des équations (A) est aussi fondamental.
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E.i effet, soit à le cfétcrminanl des solutions
hh Uj, ■... Ui (,/=■■'■ ")
du système d'équations (17), Supposons A différent de zéïo et, par suite, le système des solutions considériScs fondamental.
L'équation (18) donne, pour chaque solution ç^j, . . . , \„j des équations (17), une fonction Qy, et Ton peut former un système de solutions des équations (A). Les éléments de ce système forment le Tableau
Je dis que ce système est fondamental. En effet, s'il ne l'était pas, on pourrait établir entre ses éléments des relations à coefficients constants de la forme
on aurait d'abord
Cl «I + Ca (/, Qi -H . . ,-H C„!(, Q„_ , = o,
ou, puisque U\ n'est pas nul,
Ci-hC3Q,-h...+ C„Q„_i = o. - On aurait ensuite
ou, en tenant compte de la relation précédente, et en divisant par uu qui n'est pas nul, on aurait
On aurait enfin
Ces deux derniers groupes de relations ne peuvent exister que si le système de solutions des équations (i 7) n'est pas fondamental, ce qui est contraire à l'bypothèse.
16. Nous avons maintenant l'indication d'une marche à suivre pour former un système fondamental de solutions des équations (A).
Soit une solution «,, «j, ..., «„ du système (A). Formons un premier système auxiliaire d'équations ne renfermani que n — [ inconnues.
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Soit une soSulion Ca, fj, . . . , C/j de ce système. Au moyen de celte solution, passons à un deuxième système auxiliaire d'équations ne renfermant que n — a inconnues; au moyen d'une solution de ce nouveau système, passons de même à un système ne renfermant que n — ^3 inconnues et continuons ainsi jusqu'à ce que nous arrivions à un dernier système réduit à une seule équation renfermant
celte ëqiialion. Elle donnera, par une quadtaturc,
011 C est une constante arbitraire.
Celle valeur de w, n'étant pas identiquement nulle, forme à elle seule un système fondamental du dernier système auxiliaire. Elle fournira, après une intégration, une nouvelle solution de l'avanl-dernier système auxiliaire. On aura alors deux solutions de ce système, et elles forment un système fondamental. Ce système fondamental permettra ensuite de former, après deux quadratures, deux solutions nouvelles du système auxiliaire précédent. Avec la solution déjà connue on aura trois solutions de ce système d'équations et ce.s solutions formeront un système fondamental. En remontant ainsi de proche en proche on obtiendra finalement un système fondamental de solutions des équations (A).
Le nombre total des quadratures à effectuer dans la suite du calcul est
17. Il existe une relation simple entre les expressions des déterminants des systèmes fondamentaux dans les systèmes d'équations (A) et (17}. Soit D un déterminanlrelatif au système (A) et soit A un déterminant relatif au système (17). En négligeant les facteurs constants, qui ne sont pas nuls, puisque D cl i doivent être difi'érents de zéro, on a
Orona, ,r>,,ràleséq«alio>is(,9)et(»),
; D ltQU.\TIO>iS IMfl^ÉRENTlELLES LINKAUiKS ET IIOHOCENHS.
Mais, d'après !a velaiion (i3), on a
On a donc
\i(i dx Us dx !
On aura, par suite,
d'où ou enfin
18. Comme première conséquence, imag-inons qu'on donne d'abord le déterminant D et qu'on dirig-e le calcul de manière à obtenir le déterminant d. On voit que D et A ne pourront s'annnier l'un sans l'autre, car le produit «j, . , ., Hj ne s'annulerait que si A était infini, c'est-à-dire si la variable x passait par un point singulier des coefficients A et, par suite, par un point singulier des coefficients a. On peut donc dire qu'à un déterminant D d'un sjstème fondamental de solutions du système (A) on peut faire correspondre un déterminant A d'un s^'stème fondamental de solutions dn système (17), el cette propriété peut évidemment s'étendre aux systèmes d'équations auxiliaires successifs.
19. Comme autre conséquence, on peut mettre le délerrainant D sous la forme d'un produit de facteurs.
En effet, soient A,, A^>, . . . , A,^_2 les déterminants des systèmes fondamentaux de solutions des équations auxiliaires successives. On a
A = AiCj, Wj, . . ., Cj',
fCn miilliplianl membre à membre, on a
D= «, W, ... »,l'i... fy ... '^'■
20. L'élude d'une équalion linéaire et homogène d'ortlre n âo lu fori , , d"v d"-'iy d"-^y dv
se ramène à celle d'un système d'équations linéaires et boni PosoQs, en effet,
Nous obtiendrons le sj-slème d'équations linéaires et liomogène.'
l da:
- Pi/i -t- ;>!ji -+-■■- -^ /""/«.
Réciproquement, le système (So) se ramène à l'équation {27) [lar les substitutions inverses.
2i. Considérons l'équation
d" y Pi d"~'y p,,
^■^'> di^ -^ rf^iT^ï +-■■-*- i7./'
et supposons les coefficients /j, , /y^, ...,p,i bolomorphes dans le domaine de l'origine. On peut, par une substitution un peu différente de la précédente, ramener cette équation particulière à la forme (2) (§ 3). Ce calcul étant important dès maintenant, posons
dx "
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Nous aurons d'abord
cl ensuile nous oblicniJrons les deux équallons
dx'<
dx dx
du,,-!, ^ u„-i-, __ {n— k-<)ii„^ .i _ Nous aurons donc le système d'équaûons linéaires et homogènes de la forme ('i)
22. Il est Htile, pour la suite, de formel- l'oc[iTation !■'(;■) = o de la forme (7) (§ 3), en supposant que l'on ait
p'! — '- PÏ P%
On remarquera que les mineurs du premier ordre du déterminant que l'on ienl d'écrire ne peuvent avoir d'autre /^/«,î grand commun diciseui- qyta l'unité.
En effet, le mineur
esL égal à runité.
Nons verrons plus Uird les conséquences ImporlaïUcs de ce fait (Cliap. IV).
2;^. Revenons à l'écjiiation générale qu'on peut ramener au sjstèiiie
--iHy-i^----+Pay,i.
j)ai- les
iibstinuions
Le déterminant don sjstème de solutions du système d'équations (3o} peut se
S'il est différent de zéro, les n fonctions /i , JKs> • ■ ■ i Xn sont linéairement indépendantes; car, s'il existait entre elles une relation linéaire et homogène à coefficients constants de la forme
la même relation existerait entre les dérivées successives, c'est-à-dire entre les
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cléments des diverses colonnes de D. Donc D serait iuil identiquement, ce qui esl contraire à l'hypothèse.
Lorsque l'on a D ^ o,, les n fonctions ^1,^2, . .. ,y,i, qui sont appelées dans tous les cas des intégrales de l'équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n, forment alors un système fondamental d'intégrales de celte équation diffcrentielle.
On a toujours
(36) D=- Ce-^A"'--,
puisque la somme ^au se réduit à />, dans les équations (3o),
Si le déterminant D est identiquement nul, il existe entre les intégrales ^^^i, y-i; • ■ -1 J'" **• moins une relation linéaire et homogène à coefficients constants. En effet, d'après le n" H, il existe plus généralement n relations de la forme
Entre h 4- i intégrales il existe toujours une relation linéaire et homogène à coefficients constants. En effet, d'après le même numéro, on a plus généralement n relations de la forme
Nous énoncerons encore les théorèmes suivants :
a. Toute intégrale d'une équation linéaire et homogène d'ordre n peut s'obtenir par une combinaison linéaire et homogène à coefficients constants des intégrales d'un système fondamental.
p. Si l'on substitue aux intégrales d'un système fondamental d'autres intégrales déterminées par les relations linéaires et homogènes à coeff.cients constants
on obtient un nouveau système d'intégrales à condition que le déterminant des constantes de (a substitution soit différent de zéro.
Toutes ces propriétés peuverit se démontrer directement. Les démonstrations directes sont très connues, surtout depuis la publication du premier Mémoire de M. Fuchs sur les équations linéaires {1866).
26 L. SAOVAGK.
2i, Soit u une iniégrale donnée de l'équation cJifFérenliellc (27) el, par sviilc,
du diu 'di ' dx'' '
ments d'une solution du système
l'osons d'où
d" du ^ dx "^ *■ rfi '
rfî.. du. d^ d'u
dx^ dx dx dx^ '
d"-iç n-i du <f"-îp ' dx'^-> "^ 1 dx dx"-^ "^
Portons ces valeurs dans les équations (3o). Cherchons le coefficient de c dans a première équation (3o) ramenée à la forme
dn
dx'^ dx'^~
c'est-à-dire /.éro, puisque u est une intégrale de l'équation {2^).
Les autres équations (3o) seront identiquement salisfaitesj en venu même de la définition de l'inconnue v.
Il résulte delà que, si l'on élimine les variables y, .j'a, ...,y„, les équations (3o) fourniront des équations où entreront les seules inconnues
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on pourra prendre pour inconnues nouvelles ( et ses dérivées. Nous poserons
D'alioi'd, chacune des cqiialfons (3o) de la forme
étanl idenlirjiieinenl satisfaite, il ne restera que la condition
ou
// (h du'\\" Il ih da\\"-'
i(".7ï+%7:^jj ^^''[\''d^.^"d-i)) --■■+/''''"'-
Les doubles parenslièses indiquenl des puissances symboliques. On a vu que le coefficient de v est idenliquement nul, et qu'on peut prendre pour incoiiiuics nouvelles (,, «;,..., („.,-
L'équation précédente prendra donc la forme
Il est facile de voir que l'on aura
^in-»P>;r.^P'-'^l
En conséquence, le système (3o) sera ramené à un système de même forme ■enfermant une inconnue de moins, soit au système
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Mais 011 aura
ce qui correspond à la forinuie (a8).
Comparons ce résultat avec celui que donne !a lliéoiic générale. Remarquons d'abord que tous les éléments
d'une solution du système (3o) sont différents de zéro jusqu'à un ceitiiin ordre de dérivation, par eiicmple jusqu'à
et môme ce cas ne se présentera que si u est un polynôme d'un degré en x infé- Dans la tliéorie générale, on pose
devîe
nnon
Vu '" -*- Jt "
(l'oii
l'on l
1 dut,
Eli tenant compte de l'équation
La première équation (3o) devient
-^ qy+^l-^ U,=p,U„„+...^S-p„U.,q.,.
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Si l'on pose ensuite
on aura, en retranchant successivement l'équation (4o) (le chacune 'îes équations (39), les équations
formant un système linéaire et homogène à « — 1 inconnues, auquel il l'autlra joindre l'équation
-^ = P-Î — Zi-\-...+ p,i -^ 2,i.
11 est évident maintenant que la méthode qui est particulière aux équatioiis (3o) et qui conduit aux équations (38), exactement de même /orme que les équations données, doit être préférée à la méthode générale qui conduit simplement h des équations linéaires et homogènes.
D'ailleurs, les équations (38) jouissent des mêmes propriétés que les équations en s de la théorie générale. En effet, nous pouvons montrer que si i,, '21 ■ ■ -1 ï/i-i forment un système fondamental d'intégrales de l'équation
dx'^-' dx"-^ ds"-^
les expressions
Y, = «, Y.,= uft,d^, Yu=uft„-tdx
forment un système fondamental d'intégrales de l'équation
d:ij d"-' y
-d^rr-p^â^^.-^---^P'-y-
En effet, s'il existait une relation linéaire et homogène à coefficients constants telle que
on en déduirait la relation
Ci-h Cs/fi</:c + C^f/^dj, +. . .+ C„/(„_,(;,c = o,
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fl'où, en dérivaiU,
relalion incompatible avec les hypoOièses.
25. Riîsiimons le paragraphe précédeiil. Si y, est une iiilégrale de l'équalion différentielle linéaire et homogène
(V) a^'f'Sî-. ■"■■■+''■■>■•
la substitution conduit à une équation
linéaire et homogène, d'ordre n ■ — i , et, avec un système fondamental d'intégrales de l'équalion (4')' °" peutformer un syslèine fondamental d'inicgralcs de l'équation (27).
De l'équation
obtenue plus baul, ou tire
/Pi rfjr = — ;iLogj', -+- fpid.T,
et, en appelant D, le déterminant D (équation H5), correspondant à l'équation (39), on voit qu'on aura
D,= CrT"D.
De l'équation en t, au mojen d'une solution t,, on passe à une équation en t linéaire et homogène d'ordre n — 2, etc.
Soîenlj'i, tt,T,, ..., «■ les diverses intégrales supposées successivement connues, on voit facilement qu'on aura la relation
D = cyf ;■;'-'. 'l'-
on peut voir dans le Mémoire de M. Fnchs les conséquences que l'on lire de ;ette dernière relalion.
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DES DIVISEURS ÉLÉMENTAIRES
Reprcsentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants
I A,, ... A,„ I B|, ... Iï,„ I IjoAii-HylSii ... pA„, + gB,„ 1
Le déterminant [1*, Q] est nno fonclion entière et homogène en p, q. Nous n'aurons à nous occuper que du cas où cette fonction esl du degré «, et non pas d'un degré inférieur; nous supposerons donc que le degré est n.
Ce déterminant [P, Q] esl alors un produit de ii fadeurs linéaires et homogènes, de la forme ap -+- hq et distincts ou non.
Considérons au même point de vue les mineurs des divers ordres. Soit l^ l'exposant du diviseur ap + hqc\»\. entre dans le plus grand commun diviseur de tous les mineurs d'ordre ra. Soit /q^, l'exposant correspondant à l'ordre ra -|- i . L'expression
a été appelée par M. Wcicrstrass un diviseur élémentaire du délermliinni
27. Soit ap 4- bq un quelconque des diviseurs linéaires de[P, QJ. Nous opposerons cette expression à celle de diviseur élémentaire, chacune de ces deux sortes de diviseurs correspondant à une décomposition spéciale du déterminant [P, Q], comme nous allons le montrer.
Les mineurs de l'ordre m du déterminant [P, QJsont du degré n — ra en /> et y et peuvent être décomposés en facteurs linéaires en p et q. Je dis d'abord que l'esposant t^ d'un même diviseur linéaire ap + bij ne peut aller qu'endécroissant quand l'indice m augmente; sous la nolation l^ nous comprenons aussi l'exposant l(, du même diviseur linéaire dans le déterminant [P,Q], considéré alors comme un mineur d'ordre zéro.
D'abord tout déterminant de degré h ^ ra + i peut être considéré comme une somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe, est ie produit d'un déterminant du degré n — ^ par un élément de [P, Q]- Donc, tout diviseur commun des mineurs de degré n ^ a doit être aussi un diviseur commun des
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mineurs de degré h — m -|- i, et, par suite, aussi, de tous les mineurs de degrés supérieurs à n — ra + i , En conséquence, si l'un des nombres If,, U, I2, , . . est nul, tous les suivants sont nuls.
Ensuite, si l'on considère un mineur du degré n — ra+ i,sc5 dérivées partielles par rapport à /> et à ^ peuvent être considérées comme des sommes de termes dont chacun est le produit d'un déterminant de degré n — -m par un terme de [P] ou de [Q]; si donc ies mineurs de degré n — m admettent le diviseur linéaire ap + bq au degré la, le mineur de degré n — ro + i et ses dérivées partielles du premier ordre admettront en commun ce diviseur linéaire au même degré l^. Il faut alors que le mineur de degré n ~ ta + i soit divisible par {ap -|- 6^)'=+'.
Soit Ir le dernier exposant l qui ne soit pas nul. On aura les inégalités
0» aura alors
(ap -^bp)U= {ap + hq)'.{ap -1- ^y )■■. + .. .^ {ap -{- bg)':'.
Soient ensuite (ï|/>+ fti^, «ï/> -f- ^3?, - ■ -, ctmp + bm^ les diviseurs linéaires distincts du déterminant [P, Q]. Soient /à, l^, . . ., /„' leurs exposants. Décomposons ces nombres en éléments e d'après les règles précédentes, de sorte que l'on ait, par exemple,
Le déterminant [P, Q] pourra être représenté par le produit
Uia^p^biqy'i -lo'^' r
Gliacun des facteurs de ce produit est, comme nous l'avons dit dès l'abord, un diviseur élémentaire du déterminant [P, Q].
On voit que chaque diviseur élémentaire est essentiellement caractérisé par le rapport de deux coefficients a et b et par un exposant e-
Nous montrerons dans la suite que chaque diviseur élémentaire es^t indépendant dans chacune de ses propriétés. Nous pourrons alors représenter tous les diviseurs élémentaires dans un ordre quelconque par la notation
(a,p + (>,qy:, {a._p^big)'^, ..., {aç,p+ b-^q)',.
Mais les indices 1, 2, ..., p n'indiqueront plus que les diviseurs linéaires
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a,p -\- b,g, ..., app + bç,q soient nécessairement distincts. Plusieurs poui être égaux entre eux. On aura de plus
et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires distincts.
28. Un diviseur élémealaire (ap + b^y du déterminant [P, Q] est dit simple ou multiple, suivant que son exposant e est égal ou supérieur à l'unité.
Si, par exemple, tous les diviseurs élémentaires fournis par un même diviseur linéaire sont simples, on voit que le déterminant [P, Q] sera divisible par (ap-{- bq)'"^'; ses mineurs du premier ordre seront divisibles par {ap -\- bq)'\ . ■ ■ , ses mineurs de l'ordre r seront divisibles par ap -\- bq.
Si au contraire les diviseurs élémentaires fournis par un môme diviseur linéaire ne sont pas tous simples, remarquons que nous aurons
et nous voyons que le déterminant [P, Q] et ses mineurs d'ordces successifs seront respeetivement divisibles par
{ap-\-bqyr.
Les ordres de multiplicité d'un diviseur ap -\- bcj, considéré comme diviseur linéaù'e, ou comme diviseur élémentaire, sont, comme on le voit, deux nombres essentiellement distincts.
Ajoutons une remarque :
Tl n'y a Jusqu'ici entre les nombres e^, e,, . . ., e,- aucune relation nécessaire. Ce sont simplement des nombres entiers qui concourent à former les nombres l,., l,._, , . . ., ^0, CCS derniers nombres allant toujours en croissant, quand leur indice
29. Il y a un lien très étroit entre la tbéorie des formes bilinéaires et la théorie des diviseurs élémentaires, et c'est précisément l'application des théorèmes de l'une de ces tbéories aux ibéorémcs de l'autre qui nous conduira à des consé-
quences très importantes pour la théorie des équations linéaires. Nous allons, par suite, nous occuper de ces questions spéciales. On dit que les deux expressions
sont deuœ formes bilinéaires aux zn variables x,, . .., X/,, y,, . . ., y„. Les déterminants de ces formes sont, par définition, les déterminants [P] et [Q]. Faisons les substitutions
aux déterminants de constantes H et K. supposés tous deux différents de zéro. Les formes
P(^„..,,^„[y„..,,^„) et (l(xu--.,^Ayu---,yn)
ou, avec une notation plus simple, les formes
P(^l^) et Q(3.|7) deviendront
p'(^'iy) et Q'(a^'iy)-
Nous allons montrer que les déterminants des deux formes
pP + qQ, et pP'+qQ'
admettent les mêmes diviseurs élémentaires.
30. Supposons que l'on ne fasse d'abord que la première substitution. Les formes
Pic^ly) et Q_{^\y) deviendront
P.(^'l/) Cl Q,(^'|/).
Si ensuite on fait la seconde substitution, on obtiendra les formes
p'(^'iy) et Q'(^'iy).
Il suffit de démontrer que le déterminant Je la forme
pPi+qq,
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a les mômes diviseurs éiémenlaires que le déterminant de la forme
car on passera, par le même proeédé de démonstration, des diviseurs élémentaires de la forme
/>P.-t-îQi à cens de la forme
On sait, d'après la théorie des déterminants, que l'on a
[Pi,Q,] = [P,QIxH.
Donc déjà les diviseurs linéaires distincts des deux délcnnïnants
[I'„Q,] et tP,Q]
sonl les mêmes. Il reste à faire voir qu'ils fournissent les mêmes diviseurs élémentaires. Nous 'montrerons poui- cela que, si un diviseur linéaire est facteur à un certain degré de mulliplicilé dans tous les mineurs d'un ordre donne de [P, Q], il est aussi facteur au même degré de multiplicité dans les mineurs du même ordre de [P, , Q, ] et réciproquement.
Représentons les mineurs de degré jj. des trois déterminants
IP,Q], H, [P,,Q
V et S désignant deux combinaisons quelconques des nombres i, 2, ..,, « pris ■j. à [t.. On a, d'après Cauoby ('), la relation
"tyS^ ï(yi'"Si-l-ïlyîm5î-+-, . ,-(- '^-l'c'nSf
Le nombre c est celui des combinaisons indiquées et est égal à
Si tous les mineurs rnsy admettent le même diviseur (ap -j- bq)', «i^g admettra ce même diviseur pour toutes les valeurs qu'on peut donner kfel S,
Réciproquement, si tous Jes mineurs m^j admettent le même divisem- (ap + bq)' ,
(') Voir ]a Nolo sur les déterminants.
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il en sera de même des expressions
'îyl'"Sl -+-•■■ -l-'1ïc"'3c-
Mais le déterminant S-zin -/ia--- 'lee est une puissance de H et n'est pas nu! ('). Donc mg^, . .., mg^ admettent séparément le diviseur {ap -\- bq)' , el pour toutes les valeurs que l'on peut donner à 8.
Enfin, si les mineurs d'un certain ordre de[P, Q] n'ont aucun diviseur commun, il en sera de même des mineurs du même ordre de [P, , Qi ], sans quoi l'on pourrait démontrer que les mineurs considérés dans [P, Q] ont contrairement à l'hypothèse un diviseur commun.
Il est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] ne sont pas altérés par la douhie substitution
^1, ..., ^„ I ^',, ..., <, et y^, ..., y,^ \ y\, ..., y',,-
Ce théorème admet la réciproque suivante
Soient deux couples de /ormes bilinéaires
Vi^\y) et Cli^ly) et
v'{x'\y), Q'(^'iy),
Si les deux déterminants [P, Q] et [P', Q'] ont les mêmes dinseurs élémentaires, on peut déterminer are' constantes het k telles que les substitutions
changent P en P' et Q en Q'.
Noua démontrerons cette importante réciproque par une belle méthode due ii M. Darboux.
32. Soit une forme biUnéaire aux un vai'iables indépendantes a;,,...,^„, Appelons X,, X^, . . . , X,, les dérivées partielles de P par rapport êi x,,^^... .,
(') Voir la Note suv les dttei'm
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Nous aurons
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HA
détermlnani formé par les n- coefficients A ei qui a l'une des deux formes
ist appelé le déterminant de la forme P.
On remarquera la relation
33, Appelons Bd le délerminant de la forme P et formons tontes les expre que peiU donner le déterminant B,, bordé comme nous allons l'indiquer. I
Cliaque bordure, la k'™" par exemple, distinguée par l'indice supérieur k, est olilenue au moyen de 2/( arbitraires formant deux groupes distincts, soient
, w,, pour la bordure en colonne et f ,, . . ., c* pou:
a bordui
! en ligne.
Développons Be (') par la règle de Laplace (*) en combinant les éléments des 9 dernières colonnes de toutes les manières possibles, de façon à former des mineurs de degré 9, et en multipliant chacun de ces mineurs par le mineur de degré n qui reste quand on a supprimé les 6 dernières colonnes et les 9 lignes cboisies.
Les produits du degré />- + 9 que l'on obtient ainsi renferment des paramètres c provenant de toutes les bordures et sont du degré h — G par rapport aux éléments du déterminant Bj. La même règle de Laplace est applicable à chaque mineur de
(') Les diï terminant s B5 pourraient iHre appelés des Ilessiens bordés. ('.) Voir îa Note sur les déterminants.
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Donc Be est une fonction linéaire et homogène des mineurs d'ordre 6 de B„ quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et r.
34. Si î'on connaît le déterminant [P, Q], qu'on pent représenter parBo{p, q)^ on voit que la fonction Be(/), q) sera enliôrc et homogène en p et q, et, si les minem-s de degré n — Q de Bo(/), q) sont divisibles par («y^ ~\- hq)', on voit que B(i(p, q) sera divisible par [ap -+- ii/)'. On peut d'ailleurs choisir les arbitraires qui entrent dans Bg de manière qu'il se réduise à l'un quelconque des mineurs de Bo- Par exemple, on a
Donc, pour qu'un diviseur [ap+bqY soit commun à tous les mineurs d'ordre Qrf^ [P, Q], il faut et il suffit qu'il divise la fonctionB^(p, q) correspondante, quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires.
On pourrait en conséquence définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] an moyen des déterminants B(j(/>, q').
3S. La première forme Bo est
En la développant, on a
Si l'on retranche de la dernière colonne les autres multipliées par ^y,, j^j, •■■■, yn, puis ensuite que l'on retranche de la dernière ligne les' autres multipliées par x,,
-(Kia^,+...+ «>3^„)-(^|y,-i-...+ ^,;jK„} + (a-,X, + ,,.-t-3;„X^)
d'équations différentielles linéaires et homogènes. 39
Si l'on remplace alors les arbitraires u el c par les dérivées X, Y de la foniie bilinéairc P, on aura
Bi = -Bof.
CeLle formule permcl d'exprimer P en fonction de B, cE de B,,.
36. La fonction Bq^., est liée à la fonction Be par la relation simple
37. La dernière fonction Bq est B„, car toutes les fonctions suivantes B,;^,/ se On a
Étant donné un déterminant quelconquf
démontre, dans la théorie des déterminants ('), que Ton a toujoi
Cette proposition va nous être du plus grand secours dans le calcul que nous allons entreprendre.
Nous appliquerons ce théorème à des fonctions telles que Bg, que nous représenterons par la notation
IS(h', ..., ifi; 0', .... dB), ou par la notation
en n'indiquant que les éléments les plus indispensables. Introduisons dans notre calcul l'expression
is déterminants.
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qui se tire de B„_e+, en remplaçant les éléments de la dernière bordure par le? dérivées partielles de la forme P.
Nous aurons
Ro = B(«", X; V, Y) = o.
Appliquons le théorème rappelé plus haut à l'expression Ru, nous aurons
B( (*"-«; ^"-9)B(i(«-0-i,X;i'"-8-i,Y)-IÎ(M"-fl-i,X;i.«-fl)B(M"-0;u"-S-i, Y)
= B(m'>-9-' ; <."-e-i) B(K«-fl, X; v"-", Y),
et, si nous posons
B(«"-0-S X;i.«-0) = Uo^,,
B(u'-C; <■"-»-', Y) = Vo+,, nous aurons la formule
Ra+i B„_(i - Uo+, Vo^i = B„-D-, Rfl,
ou, en changeant en fl — i ,
RqB„_(i+,-UoVo- B„_aRo-,.
Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons à ces résultats une identité déjà démontrée, nous aurons
RiB„ _u,V, = o,
R„Bi — U„V„== R„_,B P Bo = — R,,.
Nous pouvons écrire ces équations sous la forme
Ri _ U|V, li„-i ~ lî„B„_,' R, UîVj R,
et, en ajoutant, nous aurons la relation
" RiB„ '
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39. Les fonctions Uo eL Vg sont respectivement des fonctions linéaires des X el des Y, et ne renferment respectivement que les variables y,, ...,y,tOu
Les expressions Bg sonl des constantes qui dépendent des valeurs attribuées aux arbitraires u et v. Nous concluons de là qu'il y a une infinité de manières de ramener une forme linéaire (P) à. Informe
Cette proposillon correspond à la l'éduction d'une forme ijnadrntlc|iie à une somme de carrés.
40. Mais le calcul précédent n'est vnlable que si les donoinîniiteurs ne sont pas nuls. On peut toujours se placer dans ce cas si Bo n'est pas nul, comme nous en ferons toujours l'hypothèse.
En effet, on a
et l'on pent choisir les arbitraires i(^"'"' et !-''+' de manière i|ue Bq^) se réduise à un mineur quelconque -rr— de Bg [voir § 3i). Tous les mineurs tt— ne sonl pas nuls si Bo n'est pas identiquement nul, car B^ et son déterminant adjoint ne peuvent être nuls l'un sans l'autre (').
Donc, si B,) n'est pas identiquement nul, on peut choisir les arbitraires u' , f' de manière que B, ne soit pas identiquement nul, puis les arbitraires k*, y- de manière que B^ ne soit pas identiquement nul, etc.
41. Si Bo n'est pas nul, les fonctions U,, ...,U„, ou les fonctions V, , .... V„, sont linéairement indépendantes.
En elFet, dans le cas contraire, on pourrait par exemple poser
U, = Cy,T, + .., + C,7,T/, (i = i,a, .,,,/i; i<n),
les nouvelles variables ï étant indépendantes.
De là on conclurait par l'élimination de ces variables n — /<■ relations linéaires et homogènes entre x, , x-,, . . . , x,i. Or, si l'on considère les dérivées partielles de P,
Y! = a,iX, + ...^a,ax. (/ = i, a, . . ., «),
(1) Voir la NciLo sur les Doterii
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oL l'une quelconque de ces n—k relations
on pourrait éliminer x,, x-,, . . . , x„ ni l'on oblîendi'aiL un réBiiliat
GiV,-t-...4-C„Y„= o.
Ce résultai esL Incompidible avec l'indépendauce linéaire des fonci jjendaiice caraetérisée par la condltioti
En résumé, la forme P peut être ramenée, d'une indnilé de manières, à la forme (43), et il sera impossible de diriger le calcul de façon que cette forme (43) renferme moins de variables indépendantes que P.
42. Appliquons maintenant les principes précédents à la forme complexe où s est une indéterminée et où l'on a
Nous supposerons que le déterminant de la forme/n'est pas nul. Par suite, le déterminant de la forme F, c'est-à-dire
ne sera pas nul non plus. Ce déterminant sera même de degré n par rapport à s.
Appliquons-lui le théorème de Gauss démontré au § 3S, Nous aurons, avec la notalion du § 38,
de sorte que s entrera dans F explicitementd'abord, puis implicitement par les X et les Y. Si l'on considère pour un moment les X et les Y comme des arbitraires, F se présentera sous la forme d'une fraction rationnelle en s-, dont le dénominateur est du degré n et dont le numérateur est au plus du degré n — î. Mais, si X et Y sont les dérivées partielles de F, le numérateur pourra être du degré « + i . Décomposons cette fraction rationnelle en une somme de n fractions simples,
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en nous servanL de la règle de Lagrange qui consiste à chercher, pour une racine S/ de Bo(s) = o, le coefficient de - dans le développement de ——^ — — - ('). Nous donnerons d'ahord à F la forme générale
F = _ U.Vi _ _ U„_V^, ' ~ B,iB„_, ■■■ |{",B„ '
et nous raisonnerons, sur un terme quelconque divisé par s — Sj — t,
_ U„-fl+, V„-6-n
On a d'ahord, avee les notations du § 38,
U„_û^,= B(z^O-i,X; rO-.) =
On peut remplacer la dernière colonne par une autre, obtenne en retranchant de celie-ci les /(premières colonnes mullipîiées p^ir y,, y^, • ■■■, yn- ^-^ nouvelle colonne, écrite hoi'izontalement pour la commodité de l'écriture, devient
Nous devons remplacer 5 par 5^-1- t dans U„_e+i- Nous aurons alors
de sorte que, si maintenant nous supposons que X est la dérivée partielle de F, la dernière colonne deviendra
et le déterminant, développé par rapport 8itx éléments de oetle colonne, prendrjj la forme
U„_9 ^1 ^ (s — i,- - a) Ml -!- M,.
(H Voir la Note sur la Règle de Lagrange.
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Les coefficients de U', . .. , U" sont des fonctions linéaires des mineiii-s d'ordre fi — I de B,,, de sorte que Mo est an moins divisible par la môme puissance de t r\\\e B(|_,.
Quant à M, il est égal à U„_e+, , r|uand on a remplacé X,, .,., X,, par
C'est donc une forme de Bo et il est an moins divisible par la même puissance deo-qne Bo-
Soient /q et i^o-i les exposants de 7 dans Bo et B(|_,. On sait f|ite l'on a
Posons dès lors
on, pour simplifier l'écriture, posons simplement
On voit c[ue e est l'exposant d'un diviseur éiémenlaire correspondant au diviseur linéaire ..-s,- dcB, (5).
On pourra donc écrire
U\ et M!, n'élant plus divisiljJes par n. On aura, en outre,
Bo-, =i'o-.llg_i:
B(| el B(|_| sont deux f|uantilés ne renfermant plus o- en faeteui'. Cela posé, l'expression
(,_ï,-_^)BoB|,_, devient
(j — s,- j)jVaM'|N;
en appelant N', la quantité analogue à, M', provenant du calcul de V„_o+i, et en négligeant d'écrire les termes qui ne donnent pas de puisunnccs négatives de 1.
On peut encore écrire
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Or M, renferme linéairement y, , ^^, . . . , y„ et N', renferme linéairement x,, ri, . . , , X„. 11 en sera de même des coeffieicnts de leurs développements par ■apport à <T. Soient
r.c coefficient de - que nous cherchons sera donc
s poserons, pour simplifier,
vojons ainsi que, étant choisie la racine 5/, - nous donneront
Au lieu de réunir tous ces résultats en considérant les diviseurs linéaires .î — 47, s — sj , . . -, considérons les diviseurs élémentaires
et il importe peu que les diviseurs linéaires correspondants soieni distiocis ou non, nous aurons, en ajoutant tous les résultats obtenus,
F=/< + 9 = -2 !<■- ")<•'- '■■-«'■>-.-'l- On voit donc que chaque diviseur élémentaire fournit son lernie dans le déve-
4b L. SAUVAGE.
Joppemenl de F. C'est en cela que consiste l'indépendance des rôles do ces seiirs élémentaires dans le calcul que nous venons de faire.
-^3. De la formule précédenle on tire
Il faut remarquer que l'on doit poser
44. Les expressions Ç sont des fonctions linéaires et homogènes dej',, ...,y les expressions ïj sont des fonctions analogues des x,, . . . , x„.
Nous allons montrer qu'on péril réciproquement exprimer x, , w-î, . . . , x fonctions linéaires et homogènes des r, el y,, y-., . . . , y,, en semblables f tions des ^.
En effel, de l'équation
et, par conséquent, le déten
int de la forme S(h)« est égal
et n'est pas nul. Appelons S ce déterminant.
Si l'on fait le changement de variables qui change les ç en_j' et les r, en x, Je déterminant 3 sera multiplié par les deux déterminants de substitution que nous appellerons Sj: et Sj-. Mais, quand les variables sont x el y, le déterminant de S(Çï|)e est celui de/ et est supposé différent de zéro. Soit S( ce délerminani, on a la relation
d'où l'on conclut que S^^ el By ne peuvent primer les x en t, et les y en 'q.
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En tiiilre, puisque les délcrminaiits Sj^ei Oj- ne sonL pas nuls, il y a bien n fonctions ^ et rt fonctions -/i-
•16. Les formules (44) onl clé données par M. Weierslrass. L'éiiiinenL analyste leur a donné eneore une autre forme plus symétrique que' la pt'écédcnle et que nous allons indiquer.
Soient g, h, g', h' quatre nombres, entiers si l'on veut, tels que le déterminant gh' — kg' soit égal à l'unité, et posons
/=-{^-P+ftQ),
Nous tirerons de là
F = {^'s-g') F + {hs^ h') Q =/>P -r- 5Q, en posant
hs — h' = ']. Nous aurons, en outre,
"P + bq = (ag + bh)s ~ (ag' -h bh'j.
Su]}posons que ap -H bp soit nn diviseur du déterminant [1*, (^] et remplaçons a et b par des valeurs proportionnelles, de sorte que l'on ait
ag' -V- bk' ~ Si,
ap -V- bq =^ s — S/.
il résulte de là que les diviseurs élémentaires du déterminant de la l'orme F :^/;P4- çQ correspondront aux diviseurs de la forme F:= — [fs + fp). Si Ton résout alors le système d'équations
ag'+bh^si.
ou aura, on introduisanl un indice pour a et b,
Enfin les équations
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donneronl.
46. On voit (loue que, si P et Q sont deux formes bilinéaires telles que le déterminant [ 1', Q] ne soit pas identiquement nul, si g et h sont deux constantes quelconques, telles que le déterminant de la forme gV + ftQ ne soit pas nul, et enfin si {aip + biq)"' est un diviseur élémentaire quelconque du déterminant [P, Q], on pourra poser les formules (4^)-
il. Le coefficleiU de s" dans [P, Q] esL la valeut- de [P, Q] pour/> = g, q^/i; en le représenlanL [lar [^,/i], nous aurons
[P,Q] = [#,A]JJ(«,-/> + t,ï)=.= [g,AjJ^(ï-*7)^-,
-i8. A (in cxposanl Ci correspond dans P un nombre Cj de termes multipliés pai' ai et un nombre e,- — i de termes multip[ii5s par h. Donc à un exposant ei correspondent au,— 1 termes dans P, et de même ae,-^i termes dans Q, lorsqu'on donne à P et à Q les formes (43) qu'on peut appeler canoniques.
Si l'on a 6;=^ I, le nombre des termes dans Pou Q se réduit à l'uni lé.
Si tous les nombres e,' se réduisent à l'unité, on aura le cas le plus simple des formules (4à) sous la forme
Q = 2fc£,v, i
Dans tous les cas, on pourra un peu simplifier les formuies (44) en posant
ff^,, h = <., ff-=i,, h' = i si[PJn'eslpasnul,et
ff = 0, h = -l, ^=[, h'=o
si [Q] n'est pas nuî.
i9. En résumé, étant données deux formes bilinéaires P et Q, si le détei-
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minant de la /orme pP -i- qQa ^ diviseurs élémentaires
{a,p -!- iiir)«i, . . ., {a^p -+- b^cjYi,
et il importe peu que les binômes {a^ p + b,c/), ..., (a^p 4- bçq) soient distincts ou non, on peut déterminer n fonctions linéaires et homogènes des y, soient
kl M. ■■■, iU (;-i,a,,,.,p),
r,t R fonctions linéaires et homogènes des x, soient
telles que, pour des valeurs données des constantes g et h et pour des valeurs convenables des rapports j-, on puisse construire les nouvelles formes
et, réciproquement, on pourra exprimer les x et les y au moyen des \ cl des /, de manière à reproduire les formes primitives.
Soient maintenant deux couples de formes bilinéalres et
p'(^'iy), Q'(.r'|y),
et supposons que les dciis déterminants [P, Q] et [I", Q'] aienlles mêmes diviseurs élémentaires.
Nous déterminerons, d'une part, n fonctions linéaires et iiomog-ènes de j,, yn-, • ■ • j /n. soient ^[^ (i= i, 2, . . •, p; |^ = o, i, . . ..«i— i), et « fonctions linéaires et homogènes de Xi,^^, . . .i^'hi soient tiJ
cl, d'autre part, n fonctions semblables ^'|{ de y',, ... ,y'„ et n fonctions semblables ïi^' de x\, . . ., x',„ telles que l'on puisse mettre P, Q, P', Q' en employant les mêmes valeurs de g, h, a, b sous les formes
[^'=2["<(rv).,-/'(ï'V)=^-.],
Q'=2[*4ï'Vk+f(rv).,-.].
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11 est évident que P el P', Q ei Q' ne dKïéi-eroni, (jne par la notalion et. ransforraeront les unes dans les autres quand on posera
Mais ces cqualioiis sonl des relations entre a:,, uju, ..., x,, et x\ , œ'., , . . . , x'„ d une part, etjKi,yî: ■■■!^n^tjK'ii^2ï -■■, ^^, d'autre part. On a vu qu'on peut les résoudre soit par rapport aux x et aus y, soit par rapport aux x' et aux y'. En outre, les formes P, Q, P', Q', une fois qu'on a ciioisi g et h, ne dépendent que des diviseurs élémentaires de [P, Q] et de [P', Q']. On a donc ce théorème, qui esl la conclusion de tous ceux qui précèdent :
Pour que deux formes bilinéaires V et Q je changent simultanément en deux autres P' et Q' au moyen de substitutions convenables des x' aux x et des y' aux y, il faut et il suffit que les déterminants des deux formes
/.1* + ?Q et ^P'-i-yQ'
aient les mêmes diviseurs élémentaires.
M. Pour appliquer le théorème général précédent, il n'est pas nécessaire de décomposer effectivement les deux déterminants [P, Q], [P', Q'] en diviseurs élémentaires.
Si l'on considère les formes fs-+-f, fs'-i-v', ou déterminera, pour chaque ordre de mineurs, les plus grands communs diviseurs de ces mineurs. En leur supposant un cnerdeicnt égal à l'unité, et en les appelant
l'indice o correspondant au déterminant principal et l'indice k aux mineurs d'ordre k, il sera nécessaire et suffisant que l'on ait identiquement
R,.is) = \V,{s) (/c = o,i,a,...,/i-i).
S2. Il sera encore utile pour la suite de démontrer directement que les formes(45)
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obtenues précédemment, et où l'on a
gai-v hbi~i (i = I, 5, ,.., p),
admettent bien les diviseurs élémentaires {aip -\- biq)''. 53. Posons
Q/=é/(^,).,-i-^(ï'i).,-i, nous aurons
p?, ^ q<:it = (aip + biq)lX-n),-,-r {gq — kp)((i-f,),,-^■
Soient alors
aip -+- bit/ = 11.1, ffq — hp^v;
H, et V sont deux variables indépendantes avec p al q puisque le déterminant g(ti+ hbi n'est pas nul.
Par suite, le déterminant de la forme />P^ + (/Q,' peut s'écrire
Si nous cKerclions de même le déterminant de la forme /jP + ^Q, en posant
(4li) IP.Q] =
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et nous en conclurons que l'on doit avoii-
Or, on a <;videnimciiL [P,-, Q,] =± W^/, et w^. sera le seul diviseur élémentaire (le [P,, Q,], car, si l'on efface la dernière ligne et la dernière colonne de ce déterminant, on a lin mineur du premier ordre égal à ±: v'r'. Mais f est indépendant de Ui, elf*'"' ne peut être divisé par «/.
Si l'on a ei=i, m est évidemment le seul diviseur élémenlairc de [Pi, Qi] qui se réduit dans ce cas particulier à un seul terme, le terme «,■.
On uura ensuite
[ 1% Q I = _L „; ,4.. . . «;' = JJ(a,7, ^ o^qy..
On en conclut que les diviseurs élémentaires de [P. Q] ne pourront être que les puissances des diviseurs linéaires a,p -i- hiq. Il reste à déterminer leurs exposants.
3i. Cherchons les déterminants d'ordre ra de [P, Q]. Chacun d'eux répond à une suppression de m lignes et m colonnes dans le déterminant principal. Si l'on observe la forme de [P, Q], on reconnaît qu'il est composé de déterminants partiels a;yant en commun la diagonale principale avec [P, Q ] lui-même. C'est ce que l'on a indiqué par des barres sur la figure (46) de ce déterminant [P, Q].
Supposons que l'on supprime ra lignes et nj colonnes, et, pour fixer les idées, supposons que les k premières lignes et les /^ premières colonnes du mineur obtenu renferment les éléments non nuls qui restent après cette suppression dans le premier déterminant partiel [P,-, Q,], k étant ^A'', k''^/t par exemple.
Dans nn terme quelconque du développement du mineur de [P, Q] entreront nécessairement un élément nonnuldela première ligne, un élément non nul de la deuxième, etc., et ces élément s ne pourront appartenir qu'aux^'premières colonnes, les autres colonnes ne pouvant fournir que des éléments nuls dans les lignes considérées. Mais il restera encore k' — k des premières colonnes dans lesquelles il faudra prendre nn élément en dehors des k premières lignes. Cet élément sera nul. Nous concluons de là que les seuls mineurs de [P, Q] qui ne sont pas nuls ont la diagonale principale commune avec [P, Q] lui-même.
Étant autorisés à ne considérer que les mineurs de [P, Q] qui ont la même diagonale principale que ce déterminant, représentons par[P,-, Q,]'"'.' l'un des mineurs d'ordre m du déterminant [P,-, Q(]ou ce déterminant lui-même si ni = o.
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Tous les mineurs non nuls d'ordre ro de [P, Q] pourront être mis sous la forme où l'on suppose
3o, Cela posé, soit ap -\- bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q], el soient, tirés de ceux des déterminants [Pj, Q,] divisibles par ap + hq, les diviseurs {ap-i- bqY', [ap + bqY; .. ., (ap -{- èy)*-- qui représentent tous les diviseurs élémentaires correspondants de ces déterminants. .
Nous supposerons que les nombres 60,^1,-..,^^ n'aillent pas en croissant.
Si nous prenons 11x1=^ i , pour les valeurs o, 1, .... ;■ de l'indice ^, et que nous pt'enions précisément le mineur de [P,, Qi] obtenu en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne, le mineur de [P, Q] qu'on formera ainsi en supprimant dans [P, Q] au moins ;■ + 1 lignes et ;■+: colonnes ne pourra pas être divisé par ap -\- bq. Donc les mineurs de [P, Q] d'ordre égal ou supérieur à /■+ 1 n'admettent pas en commun le diviseur linéaire ap-}- bq, et, par suite, il n'y a pas plus de /■ H- I diviseurs élémentaires fournis par le diviseur linéaire ap -\- bq.
Cherchons maintenant l'exposant du diviseur ap H- bq dans les mineurs d'ordre ro inférieur à /■ + 1 • Soit p le nombre total des déterminants [P,-, Q,], on a
Puisqu'il n'y a pas plus de ttt nombres m^, m,, . . ., nip qui ne soient pas nuls, il j en a au moins p ^ ro ou encore
qui le sont.
On pourra bien prendre nuls les p — r — i nombres m qui ne cori'espondent pas au\ indices 0,1, . . ., r; mais parmi ces derniers il faudra en prendre au moins /■ — TH + I qui soient nuls.
Donc, dans le produit
apparaîtront au moins /■ — n; + i des déterminants [P,-, Q,] où i est égal à o, ;, ...,/■. Par suite, chaque mineur de l'ordre rade [P, Q] sera divisible par une puissance de (ap + bq) dont l'exposant sera la somme de /■ — ra-H i des nombres fifl, «1, . . ., Sr' Cet exposant ne sera pas plus petit que la somme
D'ailleurs, si l'on égale à riinité les nombres tn/ auxquels correspondent les exposants Cq, e,, ..., e^_^ et à zéro les autres nombres m;, on peut former un uiineiir de [P) Q] qui admette ap -\- bq comme diviseur exactemenl au degré ^CT-H^CT+i H-- ■ -+6^ et qui soit d'ordre ra. On en conclut que {ap + bcjY«+---'^°r est la plus haute puissance de ap + bq qui divise à la fois tous les mineurs d'ordre ro de [P,Q].
Posons alors
h^e^ + Ci^. .-h en-l-----Her,
lr,-^-e^-,^l^ =
l^-l, = e,„ /, — /., = Ci, . . . , /,.-, -;,.= <■
1(1, l,, . . . , Ir seront les plus hauts exposants des puissances de ap -H bq respectivement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du premier ordre, etc., dans ses mineurs de l'ordre ;■, Si l'on se reporte aux définitions posées au début du Chapitre, on voit que
sont les diviseurs élémentaires de [P, Q] qui correspondent an diviseur linéaire ap -\- bq.
Les nombres e ne vont pas en croissant : c'est une condition à ajouter à celles qu'on a trouvées dans les définitions du début.
56. Puisque les formes canoniques de deux formes bilinéairesPet Qne dépendent que des diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] et de deux constantes arbitraires g et h, on en conclut que si on laisse arbitraires g et h, et si l'on fait une double substitution générale dans des formes canoniques construites a priori, on obtiendra les/ormes bilinéaires les plus générales correspondant aux diviseurs élémentaires que l'on a choisis.
57. Dans le cas où le déterminant [P, Q] a n diviseurs élémentaires, plusieurs pouvant provenir de diviseurs linéaires égaux entre eux, les exposants e^^e,, ...,er sont tous égaux à l'unité. Les formes canoniques deviennent simplement
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Réciproquement, le déterminant de la forme
admet les diviseurs élémenlaires
ciiP + Oiq, ..., a„p-^b„'j.
Il faut donc, pour que P et Q pnissenl prendre les formes précédentes, que le déterminant [P, Q] possède n diviseurs élémentaires. Mais [P, Q] renferme chacun de ces diviseurs à la première puissance; tous îcs exposants e sont égaux à l'unité, et, pour un même diviseur linéaire de [P, Q], on a
h- ^ = t, lt-h=\.
En conséquence, un même diviseur linéaire du degré le, de multiplicité fournit /fl diviseurs élémentaires dont les exposants e sont égaux à l'unité, et ce diviseur linéaire est commun à tons les mineurs d'ordre /„ — i . On a donc ce théorème :
Pour que les formes P e( Q puissent s'écrire
l,i et T,i étant respectivement des formes linéaires et Jtomogènes des y et des x, il faut et il suffit que tout diviseur de [P, Q] qui entre comme diviseur linéaire au degré Iq"^ i soit en même temps un diviseur commun de tous les mineurs de l'ordre lo — i de [P, Q].
58, Considérons enfin les deux formes biiinéaircs
et supposons que l'on veuille par une double substitution linéaire passer de Pà P' on posera
(-i9) yi= c/iji + ■■■-*- '^;«^«,
et l'on en déduira
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(5o) ^,- = cu^; + ...-i-c,„<.
Il est cvideiit que l'on peut remplacer les y et les y' par des fonctions qiielconc|Lies, pourvu que l'on respecte les équations (49) ou, ce qui revient au même, les équations (5o), ces deux sortes de relations s'entraînant l'une l'autre qUand on pose P =^ P'.
Remplaçons en particulier les y par des combinaisons linéaires d'eiis-mêines, soil pitr exemple j', par
de sorte que P deviendra la forme bilincaire générale
Remplaçons de même les y' par des combinaisons analogues, soit^'^- par de sorte que P' deviendra la forme bilinéaire générale
on suppose que les relations (5o) sont conservées. On devra donc avoir
{r,i) 2a;jj;-= Cl (dnj'i -H... -l-«i„7«)-l-...-+- c(„(a,„7i -+■-.--+- n«,,7")-
Peul-on satisfaire à ces relations (5i) tout en conservant les relations (49)' R faudra que l'on ait
(5a) <!ii(c„>',-!-... + c„,>-„)+...-l-«rt(c„,j)'i-l-... + C;„j„)
-= c;,(«i,j-i + ,..+ «fi„j'„)+.,.-t-Cf„ (,«„,/, + ... + a„„j„)
ou encore
(53) a/iC,y+... + a;,c„y=c„ai^-H...+ c/„«„; (i, j = \, :>.,.. .,n).
Réciproquement, si ces relations sont satisfaites, on aura identiquement les relations (Sa) et, à cause des relations (5i), on aura
(5,1) '»li(cnr,+...+ Ci,,j,0+--.-l-«;-„(c„,7i-l-----l-c„„7„) = «;,J';-+-...+ n;„r;r
Or, le déterminant des c n'étant pas nul et celui des a n'étant pas nul non plus, on remarquera que les relations (53) expriment que le produit du détermi-
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nant des a' par le déterminant des c est égal au produit du déterminant des c par celui des a- Donc le déterminant des a' n'est pas nul, et les relations (54) entraînent les relations
(43) JK;=Cii/i-i-...+ c,-„_r,(.
Par suite, ponr qu'une môme substitution double
ramène à la fois P à P' et Q àQ', il faut et il suffit que les relations (33) existent, Mais alors les déterminants des deux formes Q ^ (oPet Q'~ wP' auront mêmes diviseurs élémenlaîres, et réciproquement si Q — n)P, Q' — wP' ont mêmes diviseurs élémentaires, on pourra calculer les relations (55), qui auront bien ia forme indiquée à cause de la forme spéciale donnée à P et à P'.
En résumé, si l'on a les relations (53), les deux déterminaiiis
ont mêmes diviseurs élémentaires, et réciproquement, si ce fait a lieu, on a les relations (55) et, par suite, les relations (53).
Nous aurons à appliquer ce théorème final dans la théorie des équations différentielles.
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CHAPITIiE III.
DES POINTS SINGULIERS
59. On petit faire remonler l'étude des points sing^uliers au célèbre Mémoire de Piiiseux sur les points algébriques; mais le travail fondamental, relativement aux points singuliers des intégrales des équations linéaires, est celui de M. Fiichs.
60. Nous avons supposé dans le Chapitre premier que la variable x décrivait, dans le plan des x, un chemin quelconque partant d'un point initial Xa et conduisant à un point terminus quelconque, ce chemin étant assujetti à la condition de ne passer par aucun point singulier des coefficients des équations différentielles linéaires (n" 2 et suivants). Nous considérerons maintenant le cas, plus spécial, où le point terminus se confond avec le point de départ. La variable décrira donc un chemin fermé. Les éléments des solutions du système
auront pris des valeurs nouvelles. Nous déterminerons I influence que peut avoir sur ces valeurs un point slnguUer entouré par le chemin fermé décrit par la variable X.
61- Nous supposons toujours que, dans une région ï du plan, les fonctions «,_,■ qui entrent dans les équations (A) soient uniformes et continues, sauf en certains points que nous appelons singuliers. Quel que soit le chemin fermé suivi par la variable x, les coefficients aij reprendront au même point du plan la même valeur. Ces fonctions sont d'ailleurs régulières en chaque point non singulier, c'est-à-dire sont développables dans un domaine convenable de chaque point X ;= a, en séries convergentes de la forme
Soient jKi, J'ai ■■■lyn les éléments d'une solution. Nous appellerons Y, ,Yï, ...,Y„ les nouvelles valeurs de ces éléments, quand la variable ayant décrit un chemin fermé recommence à le parcourir.
Cela posé, le théorème fondamental est le suivant :
Si la variable indépendante revient à sa valeur initiale, les nouvelles va-
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leurs Yij des éléments d'un système fondamental de solutions sont liées aux anciennes yij par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la. form,e
(56) Y,y=C;,jaH-...+ Cy„/,-„ {i,j=l,'A,...,n).
En effet, si l'on eonsidère les fonctions qui dans le mouvement de la variables; parlent d'abord des valeurs Y,'y, on sait qu'on peut les exprimer linéairement au moyen des fonctions jk,/, ce qui démontre le théorème précédent.
On remarquera que le déterminant des constantes C est différent de zéro; car les fonctions Yij forment un système fondamental puisqu'elles continuent les fonctions yij, et il faut qu'on puisse exprimer les fonctions j',y an moyeu des fonctions Y,j.
62, Supposons que le chemin fermé décrit par la variable n'entoure aucun point singulier. Nous allons montrer que les fonctions ;r /y sont uniformes et que, par suite, les relations (!)6) se réduisent à la forme
Il existe un domaine du point de départ x^ où les fonctions a sont régulières. Sans sortir de ce domaine, allons à un point X{ . Il existe, dans le domaine considéré, 71 fonctions y^, y^, . . ■ , y,, satisfaisant aux équations (A), et qui ont au point Xa des valeurs arbitraires ■/\\„, ..., ïi«d. Quand la variable x sera parvenue en ^r,, les fonctions y auront des valeurs bien déterminées -r^n, . . , , ï;„|. Le point X, n'est pas un point singulier des coefficients a. Il existe pour ce point un domaine dans lequel la variable x pourra passer du point x, à un point x^ et les fonctions y passeront des valeurs ïim ■ ■ ■ i"ini aux valeurs déterminées ■lia, ..-, ■^«2.
En avançant ainsi de proche en proche, on arrivera à un point terminus quelconque. Nous supposons dans ce Chapitre que nous revenons au point Xi, luimême.
Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont formés de cercles qui empiètent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement un point x\ dans la région commune aux domaines des deux points a^o et X\ ; puis prenons un point x'.^ dans la région commune aux domaines des deux points Xi et a;^, etc.
Joignons le point Xa au point x\ par un chemin quelconque tracé dans le domaine du point 3^11, puis le point x\ au point x',^ par un chemin quelconque tract; dans le domaine du point X{ , etc.
Nous pourrons substituer le chemin Xi,x\x'.^. . . au chemin XqXiX^. . ..
En effet, on peut évidemment substituer au chemin nouveau le chemin obtenu
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en allanL du point Xa au point a;,, clii point .t\ au point x, dans la partie commune à deux domaines, du point a:^ au point x[ parle même chemin, du pointa^', au point iCj, du point;*;!^ aa point x^ et du point a:» au point x'„ sans sortir de la partie commune à deux domaines, etc. ; or le chemin direct XoX, et le chemin iCox'fX, conduisent aux mêmes valeurs ïi,,, ■ ■ ■ i Vjm, car on n'est pas sorti du domaine du point œ^; le chemin x,x',.v'.^Xî et le chemin direct XiX^ sont de même équivalents, etc. Il est en outre évident que le chemin x\x, par exemple, étant décrit successivement dans les deux sens, ne change pas la valeur de la fonction et peut être supprimé.
II résulte de là que, connaissant les valeurs initiales des fonctionsyi,/2; -■-)JKh au point a7fl, on peut revenir à ce point Xq par deux chemins fermés voisins différents sans changer les valeurs initiales des fonctions Y.
Mais alors, si le chemin fermé décrit par la variahie x peut être déformé dans la région T d'une manière continue en ne rencontrant pas de points singuliers, on pourra le réduire au point Xo lui-même. C'est ce qu'expriment les relations
Jt^n lêsumé, les rlibnciils des solutions du système. (A) sont des fonctions uniformes dans toute région qui ne renferme pas de points singuliers des coefficients a.
63. Les relations (36) sont caractéristiques des solutions des systèmes (A.) d'équations différentielles linéaires et homogènes.
Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n- fonctions ya {hj ^= 'i ■*; ' ■ ■} '*) d'une variable indépendante x, régulières en tous les points X, sauf en des points singuliers^ lorsque la variable reste dans une région T du plan. Supposons que cette variahie x décrive un chemin fermé ne passant par aucun point singulier et revienne à sa valeur initiale. Si les «* fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants, telles que les relations (56), ces fonctions forment un système fondamental de solutions d'équations de la forme (A), dont les coefficients a sont uniformes, et n'ont pas d'autres points singuliers que les points singuliers des fonctions.
Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel que (A), auquel satisfassent les n solutions
ru, y-U' ■■■• J'"j iJ = !,■■*, ■-■,«)-
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7ji
dyu
■ :r-ii
D ai,, ^
fut
■ ■ (fa- ■
c'csl.-à-dire que nous pourrons calculer les cocflicients a,
Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminaiiLs. Le dénominateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat oblenii ea remplaçant dans D les éléments d'une colonne par les dérivées des fonetious _j'i/. Les éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la forme (56), quand la variable x a décrit son cliemin fermé. Les constantes sont les mêmes pour les éléments homologues des deux déterminants qui forment le rapport. Les deux termes du rapport sont donc multipliés par le même déterminant des constantes. Donc le rapport ne change pas et les fonctions a sont des fonctions uniformes.
Il résulte du calcul des coefficients a qu'ils ne peuvent avoir d'autres points singuliers que ceux des fonctions yij elles-mêmes.
Enfin, le déterminant D étant différent de zéro, les fonctions yij forment nu système fondamental de solutions du système d'équations difféi-cntielics
Qi. Prenons l'exemple donné par M. Tannery.
Soit y^(y, a;) ;= o une équation algébi-ique rationnelle, entière et de degré n enj'. Cette équation définit n fonctions y,, y-i, . . ., y„ qui sont régulières en tous les points du plan, sauf en des points singuliers algébriques. Si la \ariable décrit son chemin fermé, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations telles que les relations (56) et même de la forme la plus simple. En effet, en un point x, l'une de ces fonctions doit rester la même, ou êti-e remplacée par l'une des autres, après que la variable a fait le tour du point w. Cela résulte de ce que l'équation algébrique ne peut fournir que /' fonctionsjK dilï'érentes.
Les dérivées successives des fonctions y seront des fonctions satisfaisant au\ mêmes relations que ces fonctions elles-mêmes. Nous considérerons comme inconnues auxiliaires ces déi'ivées jusqu'à celles de l'ordre /; — i înclusivcntent.
Déterminons y par la relation algébrique
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du degré n &t\y. Les »^ fonctions inconnues que déterminera cetle équalion satisfont à un système différentiel tel que (A), lorsque leur déterminant n est pas nul, c'est-à-dire quand elles sont linéairement indépendantes. Dans le cas contraire, le système différentiel renferme moins de n inconnues.
Faisons le calcul
On peut trouver deux polynômes A. et B, tels que l'expression
soit indépendante de ^. A et B seront dens polynômes entiers et rationnels en y et X et de degrés respectifs au plus /* — 2 et n— i par rapport ïy. Or on a
iL ^ + ^ =0-
dy dx dx '
i y satisfait à l'équation
Au moyen de l'équation /(y, x) =^ o, 00 peut réduire les puissances de y au plus à l'exposant n — 1 et l'on aura
-- étant une fonction rationnelle en ^ et un polynôme en r au plus de degré n — 1. On aura ensuite
~ étant une expression de même nature que — ■
En continuant ainsi, on pourra poser, en appelant^j', une solution quelconque de l'équation algébrique,
-Aï
-hA-j-, +,
HA
..+ A,î_,yr',
d'^-'yi
. + A;u,rr'.
Pn
-' + Ar'ri + .
..H-Arv;-'-
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Entre ces n équations on penl éliminer les n — i puissances jj, ^|, ■■■iy",' ■t il restera nne relation qui, développée, se présentera sous la forme
, sous la forme équivalente
dy, _
On obtient ainsi le résultat demandé. On remarquera que tous les coefficients U sont uniformes comme fractions rationnelles de x. De plus, les points singuliers ne peuvent provenir que des équations (p :^ o on Up ^^ o, ou de l'équation que l'on obtient en égalant à zéro le coefficient dejf" dans/(jv, x) = o. Le seul cas qui prêle à discussion est celui où l'on a
Ai' A'^ ..
s le déterminant D, on a
Jï ■ - ■ rn
Le premier facteur est le produit des diffc.
Le second facteur est la quantité Uo elle-même.
On voit par là que si les fonctions y,, y^, ■ ■ -, y» sont liné
deux à deux des quantités
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(lantes, l'équation Uo = ne peut être satisfaite cjiie par les points sing-iiliers, c'est-à-dire par les valeurs de x qui annnleol D exceptionnellement.
Dans le cas où l'on a identiquement Un= o, les n fonctions^ étant supposées distinctes, on aura D ^ o, c'est-à-dire qae ces fonctions, quoique distinctes, ne sont pas linéairement indépendantes.
Uans ce cas, l'équation diffcrentielie
s'abaisse à un ordre moindre, ou, ce qui revient au même, le système difTéreiUiel équivalent peut être ramené à renfermer moins de n équations différentielles.
06, Revenons aux relations (56) qui relient entre elles les valeurs nouvelles et les vaieurs anciennes des éléments d'un système fondamental de solutions.
Considérons à la fois deus systèmes fondamentaux de solutions dont nous représenterons par^,yet 7i;/ les éléments. Soient Y,j et H,j leurs nouvelles valeurs. Nous devrons avoir les deux systèmes de relations à coefficients constants
- ij.yi.,
de l'autre, seront
et les deux déterminants L et A des constantes l d'ur différents de zéro.
Exprimons les éléments raj en fonction des éléments y,j. Les relations soni coefficients constants et de la forme
et nous en tirons
H,^ = Cy,V;,-i-...-+-Cj„Y,-„.
Il résulte de là, en développant les deux expressions de H,j
"iy = (Cyj ;.i-4- . . .--H Cy„ l,„ )7i, + . . . H.j = {\ji Gi,4-. . .-1- Xj„C„i)j,i + . . ,
C-nhi
^Cj,a,a
--InCu
on en conclut {§ 38, Chapitre II) que les dwiseiu ncuit
/„ — Ul ... /„,
Rt'")=
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ne dépendent pas du choix du système fondamental de sohicionx qu, former ce déterminant.
les coeificienls / étant imilépi
s do l'indice î. Nous
conserve les mêmes diviseurs <5iémentaires quand on cliange le système fondamental de solutions.
On a va d'autre part (Chapitre II, §^3, équat. /\&) qu'on peut former a priori un déterminant
ayant les mêmes diviseurs élémentairesqne le précédent. 11 résidle de \k que peut faire une double substitution de la forme
qui ramène à
la fois la
■or
lie
à la forme el la forra e
à la forme
• y in
les /et les Y
étant les
an
len
ne
et
les
nouve
Jlesv
respondent ai
détermir
an
to
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Or, si l'on considère la forme de ce déterminant R'(<ii) par rapport aux coefficients qu'oo appelait l d'une manière générale, on voit qu'on a les relations importantes ponr un système choisi yj- de solutions
On a donc ce théorème remarquable :
Soient (w, — fù)"', ■ ■ ■, (wp — u^Ytles diviseurs élémentaires du déterminant R(<o), et il importe peu que les binômes (Di — ti),..,,(ijp — w soient distincts ou non, on peut trouver un système fondamental de solutions dont les éléments se groupent d'après les relations
'Yï,C(.= <0/iyi,ei,-l-J'l.c,,
(tû/, — m)"'- étant l'un quelconque des p diviseurs élémentaires de R((i)).
On peut arrivera ces relations en partant d'un système fondamental quelconque de solutions, et en substituant à ses éléments d'autres éléments qui leur soient liés par des relations linéaires indépendantes et à coe_ffîcients constants convenablement choisis.
68. La seconde partie du théorème précédent conduit à la question intéressante du choix des coefficients constants qui permettent de passer d'un système fondamental au système spécial défini par le théorème.
Soit (iii ^ w un diviseur linéaire quelconque du déterminant
nts ytj d'un système fondamental de soluti
SYSÏliMF.S 1) ÉQUATIONS DlfFÉREKTlELLES LINÉAmES ET IIOMOGKNES.
(57) ^,i^inyn^--.+ ljnyi..
L'équaùon R(w) r= o s'appelle, d'après M. Fuchs, V éq nation fondainenlale déierminante ou simplement l'équation fondamentale.
Soient {(D| — ii))-^., (ij, — co)^., ,,,, (w, — w)'^^-, les plus hautes puissances de cù| ^ 10 qui divisent respectivement R(<d), puis tous ses mineurs du premier ordre, . . . , enfin tous ses mineurs de l'ordre r — i . On sait que les nombres An, /ii, . . ., h,_, ne peuvent aller qu'en décroissant, et que leurs différences successives
le peuvent pas aller en croissant.
Puisqu'il doit exister une solution satisfaisE
el, par
siiiLe,
00 ilevi
■a pouvoir sa
tisfaire ■
„x condùion.
+ /./*'"-" (y = i,a,.,,,vO-
Or le déterminant R-('i>) admettant le diviseur linéaire (ù, — w, on voit déjà que les conditions (58) sont compatibles. Ensuite tous les mineurs de R(ii>) s'annuiant pour (o ^ W| jusqu'à ceux de l'ordre yesclusivement, on pourra exprimer S^i ^=1 ■ ■ ■ ' S" ^" fonctions linéaires et homogènes de r constantes arbitraires.
Il y aura donc r solutions uij {i^=i, a, . . •, n;/ r= i, a, . . . , r) linéairement indépendantes, satisfaisant à la relation
et donnant par combinaisons linéaires toiUes les autres solutions qui salis font aux mêmes relations.
69. Ces r solutions étant déterminées, il existera des solutions ii)j, satisfaisan si tous les diviseurs élémentaires fournis parw, — w ne sont pas simples.
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Pour trouver ces nouvelles solutions, nous supposerons qu'on a choisi pour système fondamental un système de solutions où entrent les fonctions déjà calculées K,j{t ^= t, 2, ■ . -, n; j = i, 1, ..,,/■). Ce système peut être considéré comme fondamental, car on peut évidemment prendre arbitrairement les valeurs de !• désignées des quantités g,, g-^, ■ ■ ■ , gn- Soient g,, g-,, gr, ... ces quantités.
n'est pas nul, on pourra substituer, quelles que soient les valeurs que l'on calcule pour gr^, , gr+i, • ■ • , gii, 1*: système Uij, y,]- au système primitif, sans que le nouveau système cesse d'être fondamental.
Alors les relations (5^) prendront la forme
j Y,-,,+i = '«i"ii+---+^;-(-,,,-"cr-i-^;-i-i.,.+irf.'--Hi^----!-/;-n,„:r,„,
1 ym =/;,,«,■! ^...+f,„.«,> +/;,,.^,7-v+, ^■■■+r„„y,„.
70. Nous montrerons tout d'abord qu'il existe une relation de la forme
où 3,- est une fonction linéaire homogène à coefficients constants des ji^j, et avi la condition
qui entraîne
11 faudra cjue l'on ail
/, <ui «,-, + ... + ^;.u)i 11;,.+ ^;^.i (/'„,,, (ta -'-■■-+ ';.+i.„7f/i) ■-!-■- -
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i les éqii;
Is'r^id',.
de cooditioo suivanles :
Ces égaler
Ma
équations ne à o et poser si
enfermant | iiplement
1 pourra prendre ces quanlilés
= ^i'4-iri,/-m
alors les quantités ^'^.^i, ..., ^^,, qui sont seules à d<;Lcnniner, c pouvoir se tirer des équations (58 a) auxquelles elles satisfont.
Effeclivemenl, si l'on prend les n — /■ dernières équations précédentes, terminant des coefficients /' correspondant est un mineur de l'ordre r du
le dédéter-
relatif au système de solutions (5^ «) et qui a les mêmes diviseurs élémentaires que le déterminant R(w). Si ce déterminant mineur est nul, les dernières équations (58a) sont compatibles, et de ces équations on tirera les valeurs de g'^^^ , . . . , o"^, el, si l'on veut, ensuite on aura les valeurs des inconnues >.,, .. ., \r pa'' 'es premières équations (58 a).
71 . Examinons le déterminant R'(a)). 11 est égal à (o., sant
Or R'(w), ajant les mêmes diviseurs élémentaires que rî((u), est divisible \ (il), — (,))^û, donc R| (w) est divisible par (w, ^ t>))''-~''. Les mineurs du prem ordre de R'(t^) seront divisibles par (to, — (l))*i. En particulier, chaque minei égal à (tj, — w)''M, R, (tj), où M, est la caractéristique d'un mineur du prem
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ordre, est divisible par («>, — (!))''■ et, par suite, chaque mineur M, l\, ((o) est divisible par ((0| — bi)''i~'\
De même chaque mineur du deuxième ordre deR, (lu), représenté par M2R, (co), est divisible par (to, — w)^î^'", etc. Enfin,. chaque mineur de l'ordre y ^ r de R, ((jj) sera divisible par (w, — w)^^— "''. On pourra le représenter par M^^i R, (to).
Discutons ces résultats. H faut d'abord écarter les puissances ((u, — u>)*^'dont les exposants ne seraient pas positifs. Comme les nombres h^, h,, ..., /ir_i vont en décroissant, on voit que le nombre /• séparera celte suite de nombres en deux autres, l'une A,,, h,, ..., hs__, de nombres plus grands que r et l'autre Aj, ..., hr-i de nombres pins petits que /■. Les premiers seront seuls à considérer.
En conséquence, nous dirons que le déterminant R, (to) et ses mineurs d'ordres successifs admettent jiisqu'à l'ordre s exclusivement les diviseurs respectifs
Deux cas pourront se présenter. On pourra avoir he^^r; alors les solutions ' m,, .-., «(> seront toutes les solutions distinctes correspondant à la racine m,- Dans le cas de ho = r, on sait que le diviseur (w, — w)'" fournit r diviseurs élémentaires simples. Nous nous trouvons d'accord avec la théorie des paragraphes précédents.
On peut avoir /î||> r, alors w, est racine de R|(to) = o, et le calcul préparé plus haut montre que l'on peut former s solutions indépendantes^ telles que l'on ait
(60) xj'; = ^ih; + oK",7),
où a est la caractéristique d'une fonction linéaire et homogène à coefficients constants.
La fonction wi satisfait, comme les éléments w// eux-mêmes, à la relation
Soient u'i., (y = [> 2, ■-.,■') les nouvelles solutions. Toutes celles qui satisfont auK mêmes relations (60), pouvant être obtenues par le môme procédé, ne pourront être que des groupes de fonctions linéaires et homogènes des u et des u' .
Il ne peut y avoir entre ipi, , ...,fp,j aucune relation linéaire et homogène à coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une fonction linéaire et homogène avec «,', , . . . , u\, satisfaisant à la relation
Celte solution serait bien distincte des un,^ puisque les «'ne dépendent que àasy.
Il y aurait donc plus de /■ solutions satisfaisant à la relation
ce qui est contraire à l'Iiypolhèse.
Maintenant, puisque [b,, , .,.,ffl,j sont des fonctions indépendantes, elles peuvent remplacer s des solutions nu , . .. ^ Uir et porter les mêmes noms, de sorte que l'on peut écrire, sans nnire à la généralité, les relations
où entrent les anciennes cl les nouvelles valeurs d'un système fondamental ctiois de solutions des équations (A).
72. Nous pouvons, avec un changement d'indices, écrire les équations prf dentcs sous la forme
= iO,l.
Les autres équations (tii) en Y conservent les mêmes notations cl Drdre.
X^'équation fondamentale, tirée des équations (62), prend Ja forme
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l'ih
et y'a = /■ 4- ,î + 1 . En outre, on eitiploio une forme aussi abrégée que possible pour la représentation de K"{(i)).
R"((o) a les mêmes diviseurs éîémenlaires que R(w). De plus, un déterminant R'i(a)), tiré de R''{w) comme R|('(!)) est lire de R'{(o), aurait le même diviseur commun à tous ses mineurs de chaque ordre que Ri((ij).
Un déterminant tel que
admet un diviseur simple (tO| — w)-.
Développons par la règle de Laplace un déterminant quelconque de la forme
1 nous servani des deux premières ligne;
3st-à-dire qu'il sera divisible par (w, — o.
nous voyons qu'il sera égal à
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Il résnllede là que les mineurs de R"(ui), formés en emplojanl, les i-~\-s premières lignes, seront divisibles par («i, — w)''+* et, par suite, vn mineur quelconque d'ordre ta de R2(w) sera divisible par Aj, — (/■-(-s).
Comme précédemment, il faudra chercher nn nombre t tel que tous les nombres /îo, Ai, . ■., fi!^\ soient plus grands que /■ + s et les autres nombres hr, ..., /tr-i plus petits.
Si l'on a
alors les solutions H;,, . .., h^^ (voir les équations 62) sont ton (es les solutions distinctes correspondantes à la racine w,.
Mais si l'on a
alors tùi est une racine de Ha((o) = o, et nous pouvons continuer le calcul de la manière suivante.
(fi3 ,
De ces équations (63) nous pourrons lirer ( svslèmes de valeurs distinctes pour g",, , . . , g"„ et former ( solutions
linéairement indépendantes entre elles, et linéairement distinctes des fonctions déjà formées, puisqu'elles dépendent des j'. Or, si l'on multiplie les dernières équations (62) \>^>-' g}., ■■•, g], et si l'on ajoute, on voit que la solution iv,- satisfait aux relations
en représentant par i}/,- uuc fonction linéaire et homogène à coefficients con stants.
Les t solutions wi permettent de former toute autre solution satisfaisant aux relations {Q^), car on a suivi une marche de calcul qui doit tontes les fournir. Entre les fonctions i/,, , .. , '^/j il ne peut y avoir aucune relation de la forme
où !c, . .., î. sont des constantes et / une fonction linéaire ei homogène à coefficients constants, car il existerait une fonction linéaire et homogène de ip,,, . . . , S. 10
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Wii, qiLi, n étant pas une expression des solutions m/i , . . . , Uir, jouirait des propriétés des cléments u', ce qui est impossible.
On remarquera aussi que i est an plus égal à s, car, s'il en était autrement, par l'cliniinalion des u' on pourrait former une relation
On aurait pu voir aussi que s est au plus égal à /■, Toutes ces remarques sont bien d'accord avec la théorie déjà connue.
73, La méthode suivie peut évidemment s'appliquer indéfiniment, et l'on retrouve sous une autre forme les propositions du n" 67.
7-i. Après avoir tiré tout ce qu'il est possible du div pourra former un sy.stème fondamental de solutions
-<.)deR(oj), on
satisfaisant aux relations
les quantités <d,/, étant égales à zéro ou à l'unité, à l'exception de tU), et a tions
(65) y^/= Gy^",j -H ■■.-K G;/,, «,-/». + Gy/,.^, _>■;,/,.+. + ---+G^«r,«-
On pourra raisonner sur l'équation fondamentale
SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES, où l'on a
comme on a raisonné sur R(w).
En oulrc, si l'on forme le système d'équaûons
on pourra le résoudre en prenant pour o) «ne valeur w.^ différente de w, et annulant R(iû), puis en calculant les valeurs proportionnelles de /'î/,,^., , ■■■, m,„ et enfin en calculant successivement les autres inconnues m, dont chacune a pour coefficient Uf — oia dans une des premières équations.
On en conclura, comme au n" 68, qu'on peut former un sjstème fondamental de solutions
o,-„ {h--^ i,a, ...,ht-hk'^},
où les h'^, h'^ prcmif^res solutions sonl particularisées.
En partant de ce système fondamental el par des raisonnements analogues aux précédents, on pourra former des systèmes fondamentaux de pins en plus particuliers, jusqu'à arriver à la réalisation complète du théorème énoncé au n° 67.
75. Nous devons maintenant traduire les théorèmes démontrés jusqu'ici en supposant le point initial situé à l'infini.
Reprenons les équations (A) et remplaçons-y la variable x par la variable — >, de sorte que, quand a: devient infini, x' devient nul. Il suffira alors d'étudier les fondions^ dans le domaine de l'origine œ'^^^o.
On aura
dy dy dx' dy , dy
dx dx' dx dx' dx'
et les équations (A) deviendront
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en appelant a! ce que devient une fonction a divisée par x"^, cliangée de signe et exprimée au moyen de la variable x'.
Le système (A') étant de la même forme que le système (A), on pourra lui appliquer tous les théorèmes démontrés .précédemment. Le point x' ^^ o pourra d'ailleurs être un point singiilier ou non singulier des fonctions al .
76. Si l'on considère l'équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n, on sait qu'on peut en faire l'étude au moyen d'un système d'équations linéaires et homogènes équivalent.
On obtient alors les théorèmes suivants qu'il suffit d'énoncer.
1, Si la variable indépendante revient à sa valeur initiale, les nouvelles valeurs Y; des intégrales d'un système fondamental sont liées aux anciennes Yi par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la Jorme
CMj Y/=';,,ji-4-...+ c,v,^„ (i=i,s,...,/i) (i,"61).
51 le chemin fermé décrit par la variable peut être déformé d'une manière continue sans rencontrer de points singuliers jasqu 'à être réduit à un point; les fonctions y sont uniformes dans la région oie celte hypothèse est réalisée (n» 62).
III. Les équations (66) sont caractéristiques des intégrales d'une équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n.
C'est-à-dire que, si n fonctions yt, . . ., y,i linéairement indépendantes prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants, telles que les relations (66), ces fonctions forment un système fondamental d'intégrales d'une équation linéaire et homogène d'ordre n, dont les coefficients sont uniformes, et n'ont pas d'autres points singuliers dans la région considérée que les points singuliers des fonctions y.
IV. Les diviseurs élémentaires du déterminant
ne dépendent pas du choix du système fondamental, d'intégrales qui sert à former ce déterminant.
SÏSTÈMES d'ÉDUATIONS DIFFÉRENTIELLES l.lJfÉAIltRS F.T ilOMOOÈN'ES. 77
O» sait déjà que M. Fuchs a donné ù l'équation R(fj>) = o le nom à' équation fondamentale déterminante relativement au point x = o.
V. Soient (wi — w)*', ■ ■ -i (wp — to)*? les diviseurs élémentaires du déterminant îl(w), onpeut construire, en partant d'un systèmefondamenlal quelconque d'intégrales, un système fondamental dont les éléments se groupent d'après les relations
(toft — ii>yi- étant l'un quelconque des diviseurs élémentaires du déterminant fondamental R(w).
VI. Si le point initial est à l'infini, 011 remplacerai par — et, an lieu de l'équation différentielle
OÙ la variable est x, on considérera tine érrtiatiou de méiiic forme oit la yarialjle
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DE LA FORME ANALYTIQUE DES ÉLÉMENTS DES SOLUTIONS
77. Oq sait, depuis Euler, intégrer complètement les équations et les systèmes linéaires et homogènes à coefficients constants.
Considérons d'abord une équation linéaire, homogène et à coefficients constants de la forme
Cette équation peut être remplacée par le système équivalent
On intègre ce système en posant
et en déterminant les inconnues par îes conditions
Ces équations (69) entraînent la relation
H Pi P". Pi
L'équation F(/-) ^= o est appelée Véquation caractéristique. Si l'on élimine directement les inconnues C, on a
1 ^ dyk
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et, par suite de la première équation (69),
Les diviseurs élémentaires du déterminant F{/') se confondant dans le cas des équations d'ordre n avec les diviseurs linéaires du polynôme F(/') ('), il suffit de résoudre l'équation algébrique F (r) = o de degré n pour connaître les diviseurs élémentaires du déterminant F{r).
Soil (;■ — r,y- lin diviseur élémentaire ou linéaire quelconque du déterminant F{r). Ce déterminant F(r) et ses dérivées successives admettront (r ^- r,) comme diviseur jusqu'aux dérivées de l'ordre e, exclusivement. En conséquence, si l'on pose
et si l'on considère l'équation
on voit que l'on aura successivement
On en conclut que chaque diviseur élémentaire (r — r, )'• fournit e, solutions, et, par suite, qu'on peut former n solutions des équations (68), ou encore n intégrales de l'équation (67).
Ces intégrales sont linéairement indépendantes. Car supposons que l'on ait identiquement
Remarquons que l'on a en général
(■) foiV Chapitre T, Q- 1%
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L'idcnUlé précédente rcvieiidiail donc à la suivante ou encore à l'cqualion
— («i^6il: + ...-l-/ia^'.-') = ';"'-'''''^(a! + ... )+■-■-
Or le premier membre de cetle équation s'annulerait pour iin nombre fini de valeurs, le second aurait au eontrajre une infinité de racines, puisque les exponentielles ne peuvent disparaître identiquement. L'identité est impossible.
Considérons au même point de vue les équations
où l'on suppose constants les coefficients «.On trouve des solutions de ce sjsl en posant
(70 r^=Cie^\
cl en déterminant les inconnues /■ et C,- par îes équations
L'équation F(r)^ o est dite encore l'é^iiaiiOn caractéristique.
Larésolation de l'équation algébrique F(;-)^^o de degré n ne fournit pas, comme dans le cas précédent, les diviseurs élémentaires du déterminanl F(r). Il y a lieu de les chercher, et ils peuvent être distincts des diviseurs linéaires.
Sans entrer dans le détail du calcul qui résultera de paragraphes plus éloignés, on peut remarquer que toutes les solutions auront la forme de polynômes en e'i^, . ,,, e''f*', dont les coefficients sont eux-mêmes des polynômes en x, et, par suite, le point oo est pour les éléments des solutions un point singulier de même nature que pour les fonctions e''^. C'est-à-dire que, dans le domaine du point ce, les solutions seront composées d'éléments uniformes, et continus en tous les points, sauf an point x=(», où chaque élément de solution sera de la nature de c'-''
SYSTÈMES D ÉQUATIONS IMFFÉREKTIELLES LliSIJAlIiES ET HOMOGÈNES.
le Système (A) deviendra
et l'on voit qu'au poinl a: ^oo, ou x' ■=■ o, tous les coefficients des équations (A') cessent d'êlre continus.
Pour étudier l'intégration complète du système (A), nous ferons un changement de variable indépendante qui ramènera le système (A) à une forme plus impoitante que nous étudierons plus loin avec tous les détails nécessaires.
Nous poserons
et, par suite,
dy dy dz dy
dx ds dx ds
et le système (A.) deviendra (A")
en rétablissant la lettre x pour désigner la variable indépendante.
C'est sous la forme (A") et d'une manière tout à fait générale, c'est-à-dire en ne stipposant plus que les coefficients a soient des constantes, que nous intégrerons le système (A).
Ajoutons une remarque. Le changement de variable e'^^z z donne bien ^ comme fonction uniforme de x \ mais on a jt =^ 'ogs, de sorte que x n'est-pas uniforme en 5 dans toute région du plan qui renferme le point s ::= o ou le point s =^ oo,
Nous considérerons maintenant le système le plus général
dyi_
en supposant que les coefficients a soient uniformes dans le domaine de l'origine. Rappelons qne l'origine est un point quelconque. Nous supposerons, en outre, que le point a: ^ o est un point singulier ou non des coefficients a.
Soit R((i>) le déterminant qui résulte de la considération des éléments d'un système fondamental de solutions, quand la variable x fait le tour de l'origine.
Soit
S. Il
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lin diviseur élémenlaire quelconque de R(w), Ou peut ramener le délenninant R{(i)) à une forme canonique R'(ti)), comme on l'a vu dans la théorie des diviseurs élémentaires (Chapitre II, a" 53). Cette forme étant unique, Ja méthode de recherche d'un système spécial de solution des équations (A) doit conduire précisément aux solutions qui correspondent à la forme canonique R'(co). Nous avons exposé cette méthode pratique aux n"' 68 et suivants du Chapitre III.
Nous voulons maintenant étudier directement le système spécial de solutions des équations (A). Nous considérerons ce système comme étant seul de son espèce, quoiqu'il reste dans sa construction une certaine indéterminaiion. En effet, si deux solutions, par exemple, satisfont aux relations
Yi = (u^i et Y^ = 'ay),
on peut, dans certains cas, !es remplacer par des comLinaisons
aYi-hbYi, a'Yi^b'Y'i,
pourvu que le déterminant ab' — ha' soit différent de zéro. Abstraction faîte de ces modifications possibles qui n'ont aucune importance dans nos ibéories, nous pouvons dire que le système spécial de solutions est unique. Ce système spécial est caractérisé par les équations suivantes.
Soit {w/i — u)^< un diviseur élémentaire quelconque du déterminant R((d) ou de son équi'^alent R'(ti)), il y a e/, solutions satisfaisant aux relations
et les n solutions dont les éléments entrent dans ces équations forment un système fondamental.
80. Pour plus de simplicité, considérons nn groupe de relations de la forme I Yj = (uj, -1- _>-, ,
(75) Posons
de sorte que u augmente de \ quand la variable x fait le tour de l'origine.
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Soit fin) une foncLion enlière du degré m — i formée arliitrairemcnt avec u et des coefiicients A,,, A,, ..., A,„_| uniformes dans !e domaine de l'origine. Définissons enfin /■ par la relation
t appelons Aj/((i) la différence d'ordre k de /(«) par rapport à l'accrois ement i de ;;.
On pourra donner aux fonctions y\ , y^, ■ ■ . , ym les formes
0(1 voit fine i„,_i /(h) = 1.2 . .. (m — i)A-m-\ ne contient pas u cl que y, est la seule fonction^ qui ne contienne pas de logarithmes.
D'abord les expressions précédentes satisfont aux relations imposées. En effet, on a
Ensuite on peut toujours donner aux fonctions y,, . .., y„, les formes précédentes. En efi"et, j', a;-'' est «ne fonction uniforme dans le domaine de l'origine, et l'on peut la représenter par ùj'"-' Ant-i /(«); on tire de là
On peut poser ensuite d'où
Si Ton veut satisfaire à la rekiion
on posera
En représentant par [y]' ce que devient une expression -iJ, quand ou tourne autour de l'origine, et remarquant que l'on a
on
vol
1 ,,™ l'on .
-,/(,or-^-
s — \,„_-,/[u) est donc une fonction uniforme de x. Dans le domaine de l'originc, on peut poser simplement
en réunissant celte fonction uniforme au terme indépendant de im_j/(»)- On a ainsi
Oïl l'eniontcra ainsi de proche en proche.
La suite des expressions précédentes montre que l'élément y„n C{ui contient la plus haute puissance de loga;, renferme les m fonctions de x, uniformes dans le domaine de l'origine, qui entrent dans le groupe des expressions jt, . .., y,,,-
Les relations entre les coefficients des puissances de m, dans les différents éléments du groupe, sont nijses en évidence par la forme des expressions précédentes. Le nombre de ces coefficients est
Il y en a i)i arbitraires, On peut donc dire que ces éléments sont liés entre eus par
'Jli!'l±'}-,n ou '" ("'-')
relations distinctes.
8i. Appliquons les résuîtats précédents aux fonctions^ qui satisfont aux relations (74)-
Nous anrons, ponr les éléments des solutions du système fondamental spécial, les formes analytiques suivantes, valables dans le domaine de l'origine
Dans les relations (77), posons
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Nous aurons, en général,
ou encore
Nous poserons
Nous en concluons que, dans le domaine de l'infini, nous devrons, dans les formules (78), ciianger les signes de u et de r.
83. Nous terminerons ces études d'intégration par les séries, en montrant que les éléments des solutions du système général
jouissent de propriétés spéciales qui les rapprochent des fonctions algébriques. Nous venons de voir que les solutions d'un système (A.) quelconque s'obtiennent par des combinaisons linéaires d'expressions de la forme
^^(A„-i-A,l<,g^ + ... + Atlog*'a-).
Si les parenthèses sont infinies d'ordre fini pour a: = o, c'est-à-dire si l'on peut trouver un nombre entier a tel que le produit
a^*(A(,-+- Alloua; -!-...+ Ai log* a;) soit nul pour a: = o, on dit, d'après M. ïbomc, que, quel que soit r, l'expression
^'■(Ao + ...t-A^loe*.r)
est régulière au point x = o. Il suffît évidemment que les fonctions A ne renferment dans leurs développements qu'un nombre fini de puissances négatives x.
Toute combinaison linéaire et homogène à coefficients constants d'expressions régulières étant aussi appelée régulière, nous allons montrer que tous les éléments des solutions du système (B) sont des expressions régulières, quand les coefficients a sont holomorphes dans le domaine de l'origine.
8i. Voici, d'après M. Hovo, la manière d'intégrer le système (B), c'est-à-dire le système
nyy-^... + ai„y„ {i ^ i ,1, . . . ,1),
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où l'on a
(Ho) ^,-j=al^^a}j^...,
dans le domaine de l'origine.
Soient
(8.) _^.= ,^.ç^ = a.-ÏO^t.^_^^,_^...) {<■ = !, 2, ..,7i)
les éléments d'une solnlion du système (79). Nous avons déjà vu qu'il existe une telle solution, et que les séries ^i sont uniformément convergentes dans un certain domaine de l'origine (Chapitre I, n° 4).
En ponant les valeurs (81) dans les équations {79), on a les relations en nombre infini
Toutes les valeurs initiales r^f des séries tp,- ne sont pas nulles. Donc, d'après les équations {82a), /■ doit être l'une des racines de l'équation caractéristique
Or, laissons de côté précisément les conditions (Ssa); nous pourrons eonsidérer dans toutes les autres la lettre /'comme une arbitraire, el nous aurons, par un calcul de proche en proche,
* = y ?iiS!± .0
expression dans laquelle sr est une fonction entière des lettres /', af:, a'-, .. ,, rij Le dénominateur commun ne peut s'annuler que si 7--+- 1 , 7-4- 2, ... ou r-j-
satisfait à un moment donné à l'équation caractéristique F(7-) = o.
Appelons /-,, /'a, . . . , /■„ les n racines, distinctes ou non, de cette équalioi
On aura à ce moment
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Mais k croit indcfinimcnl dans la suite des relations (âa). Il suffit donc d'é-
On voit ainsi que les tp* seront finis, ou infinis d'an ordre varié.
Fixons maintenant les valeurs des indéterminées r, ts", ..., œ" d'après les règles
1" Soil un groupe
de fj: racines de l'équation caractéristique, telles que deux quelconques de ces racines diiTèrent d'un nombre entier.
Il peut y avoir d'autres groupes pareils à celui-là.
Nous supposerons que la suite de ces valeurs no va pas en croissant, et nous
rfs, d^, . . .,d^ étant des nombres entiers positifs. Ces relations peuvent encore s'écrire
Si les nombres r sont imaginaires, c'est sur la partie réelle que porte le cal La conséquence que nous avons en vue est la suivante. Toutes les os sions
V(r-\-di,,-i-l-du.),
F{r -i- ds-h. . .-h dy,_,-t- d^) s'annulent pour
que nous représenterons seulement par fa-
2° Nous prendrons les arbitraires -f" dont les valeurs proportionnelles interviennent seules dans le calcul, avec un facteur r — /■„ élevé à une puissance nécessaire et suffisante pour que toutes les expressions a^ restent finies et ne s'annulent pas toutes pour ;' =: l'a-
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3" Enfin nous donnerons à /■ une des valeurs r,, /'a, . .., /'« qui satisfont à l'ëquation caractéristique, et nous choisirons les quantités tp" de manière à satisfaire aux équations (Saa)- ■
n esl évident que les expressions y,- (-81) ainsi déterminées satisferont aux équations (79), et que les séries tp,- seront absolument convergentes dans un certain domaine de l'origine, comme au n" 4 du Chapitre I.
Voici maintenant les résultats généraux du calcul ainsi préparé. Re|ircsentons par (85) Mj,, . , ., j„) = -^'^^+^^'-jrj {Lj = >,^,...,n)
les expressions qui, égalées à 7.éro, donnent les équations (79).
En supposant d'abord les lettres r et f^ indélerminées, nous aurons identiquement
(86) M^'-fu . .., ^■'■o„) = ^'■j; («?/- '-S'/i ?;■
Choisissons cp", ..., o", de sorte qu'aucune des quantités ca^^ ne devienne infinie pour r= l'a, et en outre de manière que
s'annule /( fols pour /■ = /„, A étant un nombre entier quelconque. Nous devons
Mais
àr'- ■" \ dr>- ài-^ j
Nous vo^'oni
'' pa'- SLl
Ite, que l'on peut former les h sol
tème (79)
(89) ^,=...„|^_;t^-_^iog.+...
Les parenthèses de ces expressions, renfermant les dérivées de séries uniformément convergentes, auront pour les puissances de loga^ des coefficients, euxmêmes uniformément convergents.
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C'est avec ce programme général de calcul que nous allons construire nn système fondanicnlat de n solutions du système (79). Nons emploierons mainlenant les notations de M. ITorn, en les modifiant très légèrement.
Nous préparerons d'abord le système différentiel
Multiplions ces équations par des constantes encore indétt ;(,„ et ajoutons les résultats. Nous aurons une équation de la forme
On |>eiit l'amener les deux formes bilinéaires
2""^" ot 2] ""!'""•''?
aux deux formpa canoniques (^Théorie des diviseurs élénienlair-es)
Les substitutions employées sont de la forme ou encore
à cause de la forme de l'expression
Or, les c étant indéterminés, ainsi que les u, on pourra transformer le système (79) en un autre
(91) 'Sf-S"""?'? (•■?=■,'. ».),
tJO L, SAUVAGE.
oCi l'où aura
''î3= 2 A),;,^x«''[,fi = ;)a3 + 3ï>;fi + 3:Vâsi-i-
Considérons maintenant i'éfjnation caractéristique du nouveau syslèfiie difFé-
?(/') = !nïp — /'OapI --={pi—p)...{p,., — p) = ».
Soil/) — y»„ un diviseur clcmcntaire simple de P(/>), on aura
et à ce diviseur correspondra l'équation
Supposons ensuite que l'on ait
P'x' = P^~ = --- = p,ii'') = P^ et que ip — poY soit un diviseur multiple d'ordre e de P (/>)) nous aurons
( /j„«„,= I, /'ît"a" = ], .,., />a;.) „(.-.) = r,
et tous les autres /j^p seront nuls. Donc, au diviseur considéré correspondront les équations
dx
les parties des seconds membres remplacées par des points sont des expre telles que
^^P'^^^^ + ^^'^Pk
Cette préparalioa des équations a pour résultat : i" de simplifier les calculs qu'on aura à faire plus loin ; 2° de préciser le sens des indices i , 2 , . , . , m qu'on attribue aux racines de l'équation caractéristique. Nous considérerons plus loin des groupes de quantités
Plu Pl-'.y ■■■< /"Xr.
dont la signification est dès maintenant précisée.
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Nous considérerons plusieurs cas
Premier cas. — /)(, étant une racine de l'équation caractéristique P(/)) = o
fournît r diviseurs élémentaires simples
du déterminant P(/>)- D'ailleurs, entre p» et toute autre racine qui ne lui serait pas égale, il n'existe pas de différence entière.
Soit p,, une quelconque des racines égales à Pq, nous pouvons poser
s« = .rz-W^) = ^^ [(ÏO.-H«^(i;«),+ ^'(Ï^X + - ■ ■] (=c = 1, -2, . . . , /.)
ï). étant une constante, ou une fonction entière de p qui ne s'annule pas pour p=Po-
Soient Ç^les séries calculées dans ces conditions, mais où p reste indéterminé, on aura, à cause des équations (86) et (y3),
et, par suite, si l'on pose les éléments
constitueront une solution des équations (79).
Celte solution est régulière. De plus, pour x = o, la valeur initiale de Ç).(a;)) étant £Xi c'est-à-dire une valeur qui n'est pas nulle, cette solution appartient à l'exposant p^.
En général, en employant le tangage de M. Fuohs, nous disons que toute solution des équations {79) de la forme
yi = a-p(B/ -i- y,i loga; -i- . . .-h tp; \(ig''x)
est de forme simplifiée, et appartient à l'exposant p, lorsque toutes les fonctions 9, ï"i, . . ■ , » sont holomorphes dans le domaine de l'origine, et que l'une d'elles au moins ne s'annule pas pour x =^0.
L'équation (96) fournit /■ solutions appartenant à l'exposant /?o, lorsqu'on remplace \ par les indices successifs
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Cos /■ Holiilions sonl liniSaireincHt indépendanLcs, car, si Vo
ce cjiii esL impossible, à moins que les coiislanLes G), ne soient loiUes nulles.
Deuxième cas. — Les racines pi; . . ., pi- fournissent, /V une part, des qroupes de /■",'■', .-., r" racines égales entre elles
}'v, =--pvi = ---= Pi';.,, = />)," = P'i'
el, d'autre part,
r" diviseurs élémentaires simples p — pu de P (p),
D'ailleurs, entre p^, p,, . . ., p„ et toute autre racine gui ne soit égale à aucune d'elles, il n'existe pas de différence entière. Enfin les différences
sont des nombres entiers positifs.
Considérons un groupe quelconque correspondant à l'indice s, et posons
(97) ('.XO. = '^viP -Pi'Y. a-A = (a ^ X'-, \' ^ A',; X',; . . .; ).;.,);
nous aurons, en vertu des équations (86) et (gS),
PxK^"ïM . ■ ., ^"U) = -'-->A.p-p,-y^'x'\
SVSïKMISS d'équations DIFFÉRESTdîLLES LIMli-URES ET HOMOGÈNES. En elTel, !e dérennînanL !*(/)) a la forme spéciale
et l'expression qui ejilre dans les équalîons (86) se réduit, à cause à thèses (97), au seul terme
ou encore à
Les ['+ I expressions
eronl des solvuions l'cgiilièrcs du système différentiel (7y). Mais les formidcs (82) (excepté la première) conduisent à l'exprr
Q(p)-fp -/:.)■■■(/>-/>..)
et où Ç(j>} est une fraction rationnelle cny>ne devenant pas infinie pour p,, ■■.,/>„.
Par suite, pour p ^pi,
(ïa)o (Mtl^-i s'annulent au degré i par rapport à />,
(ïï)rfn ■ ■ ■> (Ca)i;j+rf:_i-i s'aanuleat au degré i — T,
{Cï).'(+...+i' (iîiV,-+..,+rfi-i s'annulent au degré i
On peut afors poser
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Mais, la valeur iniuale de Kv{^)l' étant égale à
l (àpy J„.
n'est pas nulle. On en conclut que, dans les i-\- i expressions (y8), la dernière on simplement
apparlicnl à l'exposant pi- Cette solution est de la forme
Ce sera la seule que nous considérerons ponr la valeur ').'.
On a donc le Tableau suivant de solutions, dans le développement desquelles tous les termes sont séparément de forme simplifiée,
Dans ce Tableau, il y a
Les I séries i!,^(x)ii qui entrent dans Sj peuvent s'annuler de différentes façons, de sorte que tout ou partie des logarithmes peuvent disparaître.
Les solutions (99) sont linéairement indépendantes. Car, si l'on avait la relation
on en déduirait
En divisant par a;Pi>, et en faisant ensuite x^:^ o, on aurait
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ce qui est impossible si les Cj," ne sont pas tous nuls. De mt^rac les Cyi-> seront lous nuls, etc.
TROISIÈME c.vs. — La racine p^ de l'équation caractéristique fournit les dîçiseiirs élémentaires
du déterminant P(p)- D'ailleurs, entre po et toute racine qui ne lui serait pas égale, il n'existe pas de différence entière.
Au diviseur élémentaire [p — PoY'^ correspondent par exemple les énjuations
rf^gC).)
l'osons, en conséquence,
(Ka-\ =^-).{p~p,r-:
\ (UW). = ^)„
SX étant une constante, et prenons nulles toutes les outres quantités {'Caj^- Soient ^5 = Ça{a^)l les séries déterminées dans ces conditions. Nous aurons les relations
En effet, on a, par exemple, identiquement Posons alors
Les seconds membres ne seront pas tous nuls pour ^ = o. En cffel, d'après
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Je. formons (,oO,
se L-iïdiiisent à s). pour j; := o.
En conséquence, on peut former !e groupe de e\ solnll
4' =^"..tci(^)>.-^a(^)xiogj^i,
appartenant toutes à l'exposant jD^.
On remarquera que la dernière relation fait connaître loutcs les aulies, puisqu'elle renferme tous leurs coefficients.
Les solutions (io4) sont linéairement indépendantes; car, si l'on avait la re-
en divisant par xP- les diverses équations qui s'obtiennent en égalanl à v.éro Ses coefficients des diverses puissances de logj;, on reconnaîtrait qu'en faisant 37 = o on doit avoir
QuATRiiîME CAS. — C'est le cas général.
Les racines p„, p,^..., p„ de V équation caractéristique fournissent les diviseurs élémentaires
D'ailleurs, entre ces racines et toute autre racine qui ne serait pas égale ï l'une d'elles, il n'existe pas de différence entière. Enfin les différences
nt des nombres entiers positifs, de sorte cjue l'on a
' Po — P'i "l~ '-^ti -I- - . . -H rf] .
H^j^, (es indices correspondant au diviseur élémentaite
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) iKvA = ^iiip — FiY'
où S),' est une constante Oii nne fonction de p qui ne s'annule pas pour p ^= pi. On prend nuls tous les autres {t.a.)o- Soient Ça les séries ^a{^)y déterminées dans ces conditions, il vient
Si l'on prend pour e'' le plus grand des nombres ej/',' el si l'on pose
on obtiendra les
I " L (J/.r- J, I _ r tf-.i(«-;.) ]
e les fornmles générales (82) (excepté [a première) donneront
Q i.,<.pUp-r,y —
^t oii Ç (^) est nue fonctio
n rationnel
Par conséqnent, ponrp;
= Pl:
<Co)rf;+.,.+rfs, (ï^k*-..*i„
■■■. (tikn
Q ip) = (p-PoV ip—piY ■■■{p —py,
lionnelle de ^, qui ne s'annule pas pour /> i^^/?,,,
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CL l'on peut écriie
,ua = P" =0. ■•■. e» — T,
i^À' -i^-i = P)/ =0, .... eif — 1- Oii ohùcnt ainsi (;>' solutions
appartenant à l'exposant/>(.
Il suCfit de connaître la dernière de ces solutions pour connaître toutes les autres, c'est-à-dire celle qui correspond à p.>i ;= i;i — i . Pour avoir leurs expressions développées, posons
Z. (»)»' = Ç-' (i)i. -^ ('■■' 7 ') Ç'~'(»),/ los»-*. . . -i-('*il|)ïS(»)»'lo8'"-'*,
-C,-.'i;.;_,)ff"w>"°B--
„^,)a--v)vi.=.
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n'étant pas nulles, les logarithmes ne disparaîtront pas de ces formules. Les solutions cherchées sont enfin
ù;p~ Za (a;);."
Les degrés de.s fonctions Z en logx sont respectivement
Les solutions précédentes sont linéairement indépendantes, comme on pourrait le démonlrer par le même procédé qui a servi dans les antres cas.
87. Il ne reste plus à démontrer qu'une seule proposition : Toutes les solutions calculées forment un système fondamental.
Après ce qu'on a déjà vu, il suffit de faire voir qu'jV na peut exister aucun groupe de n relations identiques de la forme
(ii3) C,A,i + ...-i-Gy,A,-i, = o
entre des solutions formant l'ensemble A,-, appartenant à un exposant r,, des solutions formant l'ensemble Aj-j, appartenant à Vexposant r^, . - - , des solutions formant Vensemble A,^ appartenant à l'exposant r^, les G étant d'ailleurs des constantes, et les nombres r,, r^, . . . , r^^ n'ajant entre eux aucune différence entière, à moins que séparément on n'ait
Mais on sait que chacune de ces conditions particulières est impossible dans le problème d'intégration qui nous a occupé. Donc on pourra, après avoir démontré la proposition qu'on vient d'énoncer, affirmer que les solutions précédemment obtenues forment un système fondamental.
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Faisons, en effet, tourner j; autour do l'origine un nombre n, — i de fols, el désignons par
B?,', Bpj', ..., BTii;
les coefficients des plus hautes puissances do ioga; dans les groupements A,,, . . ., A,(i. Nous aurons
G, Ayi+. . .+ Cjj,Ai|j, — o,
Éliminant les C enti-e ces équations, donner en log^î: et qui aura la forme
. une équation qu on poi
r,i-i- Piîioga^+ ,.-!-PjV|1o8'0 2; = 0.
Les coefficients de cette équation seront d'ailleurs uniformes et, comme cette équation étant algébrique en log^ ne peut admettre une infinité de devra avoir séparément
En particulier, on aura
Comme aucun des facteurs de P,-,) n'est nul, l'hypothèse faite est inadmissible, et le théorème qu'on avait en vue est démontré.
Hosled by
SYSTÈMES b KQIIATIONS DIFFÉRENTIELLES LI^■EA1RES ET II0ÎI0GESE8. lOI
Noîis avons vu que les systèmes de la forme (B) ou
(Cliap. IV, n"= 83 ei suivants), où les a sont des fonctions liolomorplies dans le domaine de l'origine, ont toutes leurs solutions régulières, c'esl-à-dire que les éléments de chaque solution demeurent finis dans le domaine de l'origine, quand on les a préalablement multipliés par une puissance convenable de x.
Les systèmes précédents ne sont pas les seuls à être ce que nous appellerons maintenant des systèmes réguliers. En effet, si l'on pose
el, par suite,
dx \dx 3^ 7 '
le système différenliel (^g) devient
el, sous cette nouvelle forme, le système est encore régulier. Le système
qui ne rentre dans aucune des deux formes précédentes, est aussi régulier. Car si l'on pose
on aura, pour déterminci' ;, et 3^, un systnme différentiel Je la forme
"dx ~ \~ x'^' "} a ^ '\x "'"■■■ I ■ Tj^ '
et, si l'on remplace z-> par xz^, on obtiendra un système de la forme (B).
On voit donc qu'il y a une grande variété de systèmes réguliers. Nous allons montrer que l'on peut tous les rattacher à ceux d'entre eux qui ont la forme (79) ou (B), et que, pour cette raison, nous appellerons des systèmes réguliers canoniques.
Soit
un système d'éfiuatîons différentielles linéaires et homogènes, telles que, dans le domaine de l'origine, les coefficients a soient uniformes et continus, sauf à l'origine, et que les éléments des solutions multipliés par des puissances convenables de X restent finis.
Pour le point x ;= 00, on multiplierait les éléments des solutions par des puissances convenables de -■
Les solutions seront, comme nous allons le rappeler, formées de la niaiiicre suivante.
Nous avons vu au Chapitre IV (n"' 80 et suivants) que l'on peut former un système fondamental de solutions du système (1 i5), tel que ces solutions se partagent eu groupes distincts dont les éléments prennent les formes
yn = ^'-
SYSTÈMES d'ÉQUATIOSS DIFFF,RF.>iTIiaT.ES I.INlîAtRES ET HOMOGÈNES.
lO.'i
OÙ ^ii /(il) représenle la différence d'ordre k de /{u) par rapport à l'accroissemeiit I de u, et enfin oCi w est une racine de l'équation fondamentale en to, fournissant un diviseur élémentaire de degré m.
On sait que u augmente de i quand ûc fait le tour de l'origine.
L'équallon (i 17) ne détermine /■ qu'à un nombre entier quelconque près.
Les polynômes en u, fi{u) fournissent des différences A^ fi{u) qui sont ellesmêmes des polynômes, eiyn est la seule solution où n'entre pas forcément », et par suite loga;.
Ces principes étant rappelés, formons le système différentiel caractérisé par des relations de la forme (i 16), maïs où les solutions sont régulières. On supposera que toutes les valeurs de /■ sont déterminées de manière que les coefficients de H dans les polynômes fi{u) soient holomorphes, ce qui sera suffisant pour la régularité.
Or, on sait qn'ona(Chap. lil, n" 63)
D élant.le déterminant an système fondamental de solutions, et a^j un coefficient quelconque des équations (i i5). Il résulte de la forme de oq que ce coefficient est régulier
placer a,-y par ~- dans les équaiions (: (5), et dire que tous les systèmes réguliers ont la forme
les éléments y/j et leurs dérivées -^- On peut donc 1
où les coefficients aij sont holomorphes dans le domaine de l'origine. Étudions aussi le déterminant
Le système fondamental de solutions de Ja forme (1 iCy) peut âtre choisi tel que, .i l'on pose
P étant la caractéristique d'un polj-nome, les coefficients de ce polynôme restent
lO-'l L. SAUVAGE.
Iiolomorphes dans le JoniEiInc de l'origine. Dans ces conditions on pourra pot
n désignant aussi un polynôme à coefficients holomorphes. Si la variable x f. le tour de l'origine, on sait qu'on aura
où D| sera la nouvelle valeur de D, et G un déterminant de constantes. Donc, si
le produit Xix~^ sera uniforme dans le domaine de l'origine, et l'on pourra poser simplement
OÙ ^"(jt) sera holomorplie.
Cela suffit pour que les logarithmes disparaissent de n(îogx). Posons, en effet,
n{loga:)=^/.o-+-/.,log37 + ... + p),log'-^,
Psi, p\-, . . . , p\ représentant des fonctions holomorphes, et identifions les deux formes de D. Nous aurons
(120) w9^{x) = X^\p<,-\-py\az^+...^p;M^x\
Faisons tourner la variable x autour de l'origine, nous aurons ou, en faisant e-'"'v'~—(;,^
(121) Ca:p'.F(^) = Gi37R[p„ + p,loga!^-,,. + /.xlog'-a^ + ?o+?iloS3^+---HyX-,log>--ia:J,
en appelant qo, cj,, . . ., qi_, des fonctions holomorphes. Des équations (lao) et (i ai), on tire
C(pt,^.. .-^ pi\og>ie) = Cl (/>( + ■ ■ .-!-/>>, log^'ar -H yo + - ■ ■ -H î),-i log''-^x).
C'est une équation algébrique en logx, ce qui ne peut exister, car une telle équation aurait une infinité déracines distinctes. Il faut donc que ses coefficients
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soient iclentiquement nuls, ce qui donnera d'abord
Puisque pi n'est pas nul, 11 faut que l'on ait G = G,, et, par suite, p et R ne diffèrent que par un nombre entier.
La relation
q(,-i-g, logx -h . . . -h gi-x]og>--' a- = o
entraînera ensuite
n-i= o, îX-s=o, ..., <7i=o, <7„= o.
Il est facile de voir que les/) et les q sont reliés par dos relations telles que l'on
Pl=o, />x-i = o, ■■-, P\ = o-
Donc l'expression ^P\E''{^) qui se réduit à a;''/>o ne contient pas de logarithmes. Le déterminant D est lié aux coefficients des équations {i i5) par la relation de
11 faut alors que cette expression soit aussi régulière. Pour trouver les conditions de régularité, posons
Aa Aa_|
«1 1 -+■ ■ . ■ -<- (l-iii, ^ rir "' ï^ -!-■-.,
a étant plus grand que l'unité, et nous aurons
I (a„-h.. .-ha„„)dx= , ■ ■ '," ■■■ ; +...+ Klos^ + . . .-i-L„^p +
D'où nous tirerons
où 9(ic) est une fonction liotomorphe dans le domaine de l'origine.
Il est évidemment nécessaire et suffisant que a ne dépasse pas l'unité ])our que l'expression de D soit régiilière. Donc, si D est le déterminant d'un système fondamental de solutions d'équations régulières de la forme {ii^), l'expression a,i+. . . + a.„„ multipliée par a;, est kolomorphe.
On peut remplacer le système
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par un systcmc do même forme en posant, poiir une valeur de f ,
, > , „ - dvi , idz k \
(,..) y^^."., d'où ^=.'.(_^-.j.
On obtiendra Jes équations
dz _ H;i f an k\ a la (
rf^ - Sï;PR- ^' "*-■■■ -^ (^ ^, - a, ^ -^ + ■■■+ a.a,-,.+* ■?'" )
c'est-à-dire que, si l'on considère le Tableau des exposants
on peut, par une substitution de la forme {122), modifier la colonne d'indice i et la ligne d'indice i, de sorte que, si tous les nombres de la colonne augmentent ou diminuent du nombre k, tous les nombres de la ligne diminuent ou augmentent du même nombre k. Seul le nombre a-u est invariable s'il est positif. Dans le cas contraire, il faut tenir compte du terme introduit dans le coefficient de z.
Ecrivons les iliquations (119) sous la forme
Si les coefficient «,y sont holomorpiics dans le domaîoe de l'origine, et si tous les nombres entiers «i sont nuls ou négatifs, le système est rég-ulier.
Nons n'aurons donc de difficultés à rencontrer que dans la recherche des systèmes réguliers oOi l'un au moins des nombres a; est positif, en même temps que toutes les valeurs initiales correspondantes a", (y := i, 2, . . ., n) ne sont pas nulles à la fois. Nous nous placerons dans cette lijpotlièse.
Nous supposerons d'abord que tous les nombres a, soient positifs, et nous poserons
Nous ferons ensuite la substitution
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el nous identifierons, sachant qn'il doit exister au moîus une solution de cette forme .
Nous aurons d'abord les équations
qui devront être compatibles, et nous pourrons supposer au moins l'un des tp, soilto*, différent de zéro. Alors, si cela est nécessaire, nous remplacerons, dans les équations différentielles (ia3), l'inconnue yi par y 1-^^.1}' t (i=^ Q.,'i, ...,/i), de sorte que la valeur initiale <ff -h'^^i'f'l ne soit nulle pour aucune valeur de i, et nous aurons
3^'-^"'-^ ^attyi + an(y^.^y-iyi)^.-.^'iu,(7u-<-'>'nr'')'
Il est évident que le nouveau système différentiel pourra prendre la même forme générale que le sjstème ((23), et sera régulier comme lui. Mais, de plus, si l'on fait maintenant la substitution
on devra avoir a";^ o pour toutes les valeurs de /.
92. iVoas supposerons que le système (laS) est préparé de manière à satislaire à cette hypothèse.
Parmi les équations (laS) distinguons celles qui correspondent à la plus grande valeur a des nombres entiers a,-, et plaçons-les les premières. Le système ('23) pourra s'écrire
et, pour les valeurs r , 2, . . ., A de l'indice i toutes les quantités b^j ne seront pas nulles pour toutes les valeurs de J, tandis que l'on aura 6?y^= o pour i^ h -h i, h-h2, .. ., n.
Dans ces conditions, on peur démontrer que le déterminant
\ K, ■■■ 'Ah
est nul. En effet, dans le système (124), considérons !a solution
loS L. S.VUVAGE.
OÙ nous pouvons supposer a,?^ o, et posons r!= t'iqi-
Nous aurons
Mais
Ui dx X ip,- dx
Nous aurons donc
dx 9; ' |_ \X <^i dx I y Of '
Gomme ces équalions admetlenl la solution Çi^ i, nous aurons ldenLi([iicment (126) 6,-,^ +...-+-ii«^ =0.
Cela posé, remplaçons g, par x''(q^ + xq^ -\-. . .), Nous aurons ([37) ^'^''[^('îï-^^g'-^ ..)-^-gj-^2a;qf^...^
En idenliiianl à ïéro les coefficients des diverses puissances de x, nous aurons d'abord la condition de possibilité
'Ai^.^ 'Ai ■■■ /A„^
îï /.o,!fi
^Si-^ ^K
Tli 'fil
Au moyen du premier membre de cette condition formons l'équation en a
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Elle pourra se ramener à l'équation
— s Aîa ... hin
Kl b%- ■■■ Kji-'
Mais, à cause des conditions (laô), on peut écrire
de sorie que, si l'on pose
on ponn-a former un nonveau sjstème différentiel régulier de la forme
fit, en posant
1 pourra encore
identifier à zéro les coefficients des divi
et l'on aura !a condition
qui fournira l'équation en s
Introduisons la racine zéro supplémentaire, et écrivons celte équation sous la forme
i,%,-SÎ„-^ -ï
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En fijoLiLaiit la premièi'e ligne à cliacune des siiivaiiLcs,
Mais à cause des conditions (ia6) on a,
mple,
bh
Donc, si l'on relranclie, dans le déterminant (i33), la somme des éléments des dernières colonnes des éléments correspondants de la première, on aura l'équation (129) et, par suite, l'équation (i3o), Appelons A(5} et ^,{5) les premiers membres des équations (i3o) et (i33), nous aurons, au signe près, la relation
(.34) a{0 = ïi,(0-
Voici les conséquences de la relation (i 34).
Considérons d'abord une équation régulière à une inconnue
Donc i(s)^^ o admet la racine zéro.
Passons à un système régulier de deux équations différentielles, INoiis aurons, à cause dn cas précédent,
et, à ca.use de la relation (l34), l'équation
devra admettre deux fois la racine zéro.
De proche en proche, on démontrera que l'équation ii(.î)=ro a n racines nulles, si le système (ia4) est régulier. Mais on a ici, en tenant compte des Zi)', qui sont nuls.
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On en conclut que le dcf.crminanL
\ H, ■■■ bU I
est nul.
93. CcLtc condilion siihsisic après qu'on a fail une substiUilion de la l'orme
y^ = z ^ nu_y.,-\-. . .■^- in„y„
dans les équallons (124)- En effet, on a
Le déterminant iL|u'il faut étudier se réduil, à cause des conditions
I èji — ... — in/ib%y b\^ — . . .— «i;,tj,, -+- «13(6^ I — ... — '«Ai/,]) •-- I b\i bl2-^m^b%, ... \.
Ce déterminant se ramène immédiatement nu déterminant
et, par conséquent, ces deux déterminants sont nuis ensembi Od verrait de même qu'une substitution quelconque
pour une valeur donnée de i, même pour i=^ h -1- i , . , ., ;i, ne change rien à la conclusion précédente.
En conséquence, il n'est pas nécessaire que l'on ait y" ^ o pour que le déterminant | 6", . - ■ bl/^ I soit nul; car, pour arriver ou cas où ts" n'est nul pour aucune valeur de ;', on n'a fait que des substitutions de la forme de celles que l'on vient d'étudier.
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et supposé régulier. AdmeUons d'abord cjoe, pour aucune valeur de (, ou n'all tous les a"j nuls quel que solly, et posons
Nous aurons les équations
et, puisque le systèa^e (la-^) admet an moins une solution de la forme (t36), le déterminant
<loil ôtre nul.
Posons alors
el déterminons X,, Xr,, . . . , X„ par les conditions
f[-io) ftî/i,-l-.,.-i-<t»yX„=l>
A cause des conditions (i4o), cette équation pourra s'écrire
lù «', , . . ., a„ seront des fonctions holomorphes comme les fonctions «,7.
Les équations (i4o) étant compatibles donnent au moins une valeur, 'k„ pai :xemple, qui n'est pas nnlle, et, de l'équation (rSy), on lire
y" = T:^-Ty^-
xr^"-
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de sorte qu'on peut éliminer^',, et remplaeer le système (i35) par le svsirmo
^r. dy.-y
=^&/i-l,lJl+.-.-|-6„_,,„_)J„_l+ /-«-,,„ 3,
et, dans ce système, !e déterminant
devra être nul en vertu du théorème du n° 92. Posons maintenant
yt-zi-^]i.iz (("=!,'■.,,..," — [),
nous aurons
dx dx dx
= èï,(^i + Hi3)+--.+-i;,„-i(a„-i+F«-J«)-i-^"'3 — H;j;[*«i(2i+ [ii5)H-..,+ (:>„,„_i{3„-i + ti„-,3)-i-/'«„s].
Le coefficient de s sera
|).l6,l-t-. . .H- (t,j_l i/,i.,_i -H &,■,! — !'(3^(iJ:jS;ii + . . .-H [Ayi-l ''«,/;- 1 -H li tut),
et, si l'on veut qu'il soit nul pour x = o, il l'aiidra poseï'
(i-ia) [i,ftJ'|-i',..+ ,u,,_|è5,^_^-)-6?,= o (f = T, a, ..,,« — i)
Mais le déterminant de ces équations étant nul, elles pourront n'être pas compatibles.
Supposons ces équations non compatibles, et remarquons qvie l'on doit avoir
11 faudra en conclure que l'on a ^^^ =: o, et, dans cette hypothèse, on pourra
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poser
Les fiqiialions (142) se vcJniront aux érjualions Mais l'éqiTalion en s Llevlendra
et l'on devra avoir aussi
et il y aura eoinpatibilité, ciu- on doit pouvoii' poser
et de pins, on a identiquement
bl^ = o (,■ = ,, a,. .,,«)■
Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres '/,, '■/.,, . . ., •>„__, lels froc l'on ait
et alors l'expression sera égale à
fit sera divisible par x. Nous prendrons alors
ponr inconnue à la place de s'. Soit, par exemple,
Les équations dilTérentielIes prendront la forme générale
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et l'on aura maintenant De pKis, le déterminant
sera nul.
Partons maintenant des dernières équations difTérenliclles obtenues, et employons de nouveau, avec des signitications analogues, mais non identiques, les notations qui nous onl déjà servi.
Posons
et déterminons ),i, À^, . . . , \„_f par les conditions
nous aurons, comme précédemment,
Les équations (i44) étant compatibles donnent au moins une valeur, ),„_., par exemple, qui n'est pas nulle, et l'on peut poser
de sorte qu'on peut éliminer _>'„_( et former le nouveau système différentiel
„ rfj-..^'
= ^,1-1,] J:-+- -|-6„_i,,i_|E-i- b,i-\,iill,
= ^',iljl -I- -i- l'a, 1,-1-^ -T-llrnith
et, dans ce système, le détcrminonl
Hosled by
ii6
Posons»
aintenaiit
yi=zi^a,z
nous aurons
= Ai
-,^^Ai„
Le coefficient de s sera, pour x = o,
et, si l'on veuL qu'il soit nul, il faudra poser
(Mfi) |iiè?j-i-... S?„_, =0 (t = i,ft, ...,«-■>.)■
Cns éqiiyLÎons peuvent ne pas êlre compatibles. Mais, cominc on doit avoir
^i',TÎ + --- + ^?,.-i?î-i = " (i = ,,o.,...,«-a),
on devra poser cd);_, ^ o, ce qui conduira à remplacer z par xz'. Les équations (i4f>) se réduiront aux équations compatibles
Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres v,, V:,, . . . , v„_., tels que l'on ait
et alors l'expression sera égale à
et sera divisible par x. On prendra alors
pour inconnue à la place des', el finalement les équations différentieOes prendront la forme
l'on aura maintenant
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De plus, le déteriiiinanl
]1 esL évicierit que le procédé pourra s'appliquer indéfiniment, et, par suit qu'on pourra ramener le sjslèine proposé à la forme
En diminuant a d'autant d'unités qu'il sera nécessaire, ce qu'on sali maintenant réaliser pratiquement, on sera finalement ramené à un système canonique.
Et,
dions
l'eiemple „„
nérique
nt
On
Iro,
ve tl's
bord qu
ilfai
trompl
cery, par »y„
ce q»;
dx \
dx \
La
„fa.
le siil
stitntion
sera
encore
„.ces.ai,=.e.ro
On |)Osera maintenant
= ri — J5i tloii y^-^z-^y^.
dz dy\ dyi dx dx dx
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on encore
£-( >'^(ri-h
Enfin, remplaçons 3 par ^x, nous aurons
C'est iiQSj'steine canonique, ce qui prouve que le sj-sLèuie proposé primiliveniein est régnlier.
Du reste, on peut le vérifier autrement, en remarquant que le sjslème qu'on vient (l'étudier dérive du système numérique do n" 88 par le moyen des subslitulions
90. Le cas le plus important des systèmes réguliers est cchii qui jirovlcnt de l'èqualion d'ordre n
supposée régulière. On peut !e traiter facilement d'une manière directe. En elTet, remplaçons l'équation {"{']) par le système équivalent
/ I^Xl P2 P' Pn
\ dx x'^i ■' x^i ' .r'^.i '
\ii = r,-. (j -■--,!■
les p étant des fonctions holomorplies non nulles pour x =^o. Faisons le changement de variables suivant
re que les dernières équations (r4^) prt
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donnera
On remarquera en passant que
et Lotis ies ta" seront dilTerents de zéro, si p est quelconque. La première équation (i48) deviendra
+<?-»+■»'-?- ïï^iî=î ?■-
Les éqiuitions prcccdcntes forment donc un système qu'on peut écrire
et où toutes les qnantilés P ne seront pas milles à h fois pour x =^ o.
earalorsonaura/i<i.
Je dis que ces conditions suffisantes sont nécessaires. Pour le démontrer, admettons la proposition pour une équation de la forme (147) ^t d'ordre {n — t) et démontrons qu'elle est vraie pour une équation d'ordre n. Comme elle est vraie pour K = I, elle sera aiDsi démontrée en général.
Au n" 24 du Chapitre I nous avons montré que, pour ramener un système de la forme (i 48) à un système non seulement linéaire, mais encore de la même forme, on devait poser
a étant une intégrale donnée de l'équation différentielle (i'i7)- Dans les conditions actuelles, nous supposerons h„ régulier et de la forme ir''f„(œ) el, en nous reportant aux notations de ce n''24, nous ramènerons le système (148) au système
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i(«-i)...3.i d'^-Ut , ^ n («-i)...3.a d-^ i .2, . .(«. — i) (&"-' "^ «sji I .a. . .(/î — 3) dx"-
Noiis supposons iL|iie P, ,P2, . . ., ?„_, peuvent se mettre sous les forir ~~^s où n,, n^, . . . , iï,i_\ soni des fondions liolomorplies. On remarquera alors que Ton a
dx dx ''
X^ dk~la /d«'f \
el, par suite,
I €F-ii _'çi _j^ I d^-'^if
II dx'' ~ Zd^^'^ ç dx't-\ '
Cliacun de ces produits esl donc infini d'ordre infini d'ordre k un plu*.
En conséquenee, si des expressions de P, , Pa, . . . , Ph_i on tire — > -i^, - ^~' I on obtiendra des expressions infinies d'ordres finis i, a, ..., « — 1 1 pectivement comme P|, P3, . . ., P„_, eux-mêmes. On devra done avoir ra, —
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linfio, de la première équalion {i4'^} on Lii'cra
jO,j 1 jd"U pi d"-'U P:i-\ i'!u\
ajCT,, u,\dx" œ dx"--^ -■- ■ ^n-i d^ j
et, en développant le calcul, on verra que l'on a aussi iB„ = n ('). On retrouve ainsi le beau théorème de M. Fiichs :
Les équations différentielles linéaires et homogènes, d'ordre n et à coefficients uniformes, dont les intégrales n'ont qu'un nombre fini de points singuliers a,, a^, . . ., «p, co, et restent régulières dans (es domaines de ces points, sont de la forme
dx" l'ix)' d:^"-^ [1^1,a;)J« dx"-^ [T(3^)]" ■^'
et où les P(a.') désignent des polynômes en x de degrés marqués par les indices ou de degrés moindres.
Celle belle conclusion de l'étude des systèmes i'ég;uliers monuc que le seul cas général possédant un caractère de simplicilé est celui du sj-stème (i48) qi" provient de l'éqnatîon (147) différentielle d'ordre ji.
d'ordre n sous la forme
t déterminés par l'éqnalion
qtii est alg'ébrit[ne cl de degré n en /■.
Celle équation s'appelle, soil l'équation fondamentale délerminanle, soil Véquation caractéristique de l'équation difi'érentielle.
II est utile de connaître les principales propriétés de cette équation algébrique.
D'abord, pour former l'équalîon D(/') = o, on pourra procéder de la manière suivante. On posera y ^^ x" dans le premier membre de i'équation différeutielle, ce qui donnera l'expression
Écrivons
■ ne éq.iation régulière c
dx" X dx"-'
Le. exp„B.,u,
r des soIiUions seront d
(') Voir la Tlicse <Ip M. Floiiuel,
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On divisera ce résultai par x'', et l'on égalera à zéro le coefficient de la plus basse puissance Je x.
Voici d'autres propriétés :
Si pi, est identiquement nul, D(;') est dîvlsiLle par r. Faisons cette division et changeons ensoiie /- en /■+ i, nous aurons i'éqiiation caractéristique de l'équation différentielle d'ordre n — i, obtenue en prenant pour inconnue-^- Il n'y a qu'à vérifier l'exactitude du calcul proposé, ce qu'il est facile de faire.
Si l'on pose^^a;'"»5 dans l'équation difTéreiilielle, Téqualion caractéristique de l'équation en z aura pour racines celles de l'équation caractéristique primitive, diminuées de r^. Elle se déduit donc de l'équation D(r) ^i^ o en changeant /■ en /■ + /■«.
Si l'on pose y = '^{x)z, ^(a^) étant une fonction holomorphe différente de zéro pour ^ ^ o, l'équation caractéristique de l'éc|iiation en z est la même que celle de l'équatloo en y. En effet, on voit sans peine i|ne ré(|iiatlon en z clant de la forme
KA+t'O;.
son équation caractéristique a son premier parties, la première provenant de l'expression
et la seconde de
;re décomposable en dei
..ir-n^'y, + ...^P„l
nP„|-
Or, le plus haut exposant de x dans les dénominateurs de la première expression étant supérieur au plus grand exposant de x dans la seconde, si l'on multiplie par xs~'', g étant le plus grand de tous les exposants, et si l'on fait ensuite^ = o, la seconde expression donnera un résultat nul, et l'on obtiendra, par conséquent, le même résultat qu'en opérant sur la première expression seule, c'est-à-dire sur celle qui correspond à l'équation caractéristique de l'équation en y.
Ces diverses propriétés, rapprochées des théories que l'on a vues dans les Chapitres précédents, servent de base à la théorie des équations différentielles linéaires et homogènes d'ordre «dans la plupart des Mémoires (' ) publiés sur cette question. Pour plus de détails, nous renverrons le lecteur à ces Travaux.
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Ajoulons enfin une remarciiic. Il peuL se préseiiLer une circonstance curieuse dans ]e cas des systèmes réguliers. Si, en un point (jnelconque a; = o, toutes les racines de l'équation caractén's tique F(;-)=: o sont entières, positives et distinctes, elles ne formeront qu'un seul groupe. Si, en outre, les logarithmes disparaissent dans l'intégration, les solutions n'oÉFrironl au point a; = o aucune singularité, et ce point ne sera pas en réalité un point singulier. Il ne diffère des autres points qu'en ce que le déterminant d'un système fondamental de solutions s'y annule. Ces points ont reçu, de M. Weierstrass, le nom de points à apparence singulière.
98. Le théorème de M. Fnchs fournit une seconde méthode pour décider si
un système quelconque e
st réguhe
Posons
el soit donné le système
= a^, ri + ■ ■
Il est à peu près évident que ce système sera régulier, si la valeur z satisfait à une équation différentielle régulière d'ordre n, quelles ejue soient les valeurs de X, , . .., !„. Nous allons préciser cette question.
D'abord s satisfait à une équation différentielle. Car si la variable x fait !c tour de l'origine, on a, avec les nolations du Chapitre III,
et, entre les anciennes et les nouvelles valeurs yij et Y,/ des éléments d'un système fondamental de solutions, existent les relations
i qu on a
Z;= X,(C;i7i,-|-...-+-Cy,,_J'i„)H-,..-(-X„(G;i_>-„|-4-,.. 'r Gj„y„„)
h?.„rM)+-.-+C;„(X,r.„+... + >.„r«.),
Zy= C;i3, + ...+ 0;,,=,,.
On reconnaît les équations caractéristiques d'une équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n. Pour des valeurs choisies de 1, l'ordre n'est pas nécessairement «; ilfatit, pour cela, en plus des conditions précédentes, que les « fonctions 3|, . . . , z„ soient linéairement indépendantes.
Le contraire peut arriver. En effet, écrivons la relation
A|;, + ...+ A„s„= o à coeflicieiits cousiaols, On-eii conclura, en faisant
la rdallon
A,a,^u+.-.+ i„r.<i)-i----+A<.(>'i7i-, + -..-HÀ„^„„) = "
X,[Aij.„ + ...-hA„j,„)+... + Â„{A,jr.,+... + A„j^„„) = o.
Or, les parenthèses renferment les éléments d'une certaine solution du système dîfférentiel. Donc, si l'équation générale en z n'ext pas d'ordre n, ileociste une solution -^t, . .., Ti„ des équations en y, entre les éléments de laquelle il existe une rrlation linéaire à coefficients constants de la forme
La réciproque est vraie. En effet, on a
';/ = A,j',-i-*-.---t-A„7ï„ et, |iar suite,
X,(Ai,j„ + .-.>+--'+'-.(A,^,„ + ...) = '> ou
Donc les n fonctions
ne sont pas linéairement indépendantes.
Mais si les \ restent quelconques, l'ordre de l'équation en z est n. Car, pour que l'équation
'^l(Ai^,i-I-.,.-H A„_>-„j)-i~-..-i->>«(Aij'„, + ...H-A„^„„) = o
soit salii-iaile pour toutes les vaScnrs de )>|, . . . , ï,,,, il faudrait (|ue l'on eût
ce qui est impossible, si le système de solution ^^y est fondamental. On formera l'équation A''ordre n en s de la manière suivante. l*osons, en général,
^^ = ' (Af, y, + ...-i- Af,,j-„),
Hosled by
SYSTÈMES D^ÉfiiJATlOKS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET UOMOGÈNES.
rfa;*+i "^ ic*F V' dx +■■■'*"■'''' ct^ ^ ^ ^*P KC'^ dx +■■■ + *'" rfa.; - ^(Af,j', + ...-^A?„r„),
ot, en remplaçant -r-^ par sa valeur tirée des équations proposées, ne tiendrons
équations où l'on a
K'^ip = ^P^ - ^p3;p-i AJjH- (A;*, A,V^. . ,-t- Af;,A/,j),
et les fonetions A;y seront holomorphes, à condition que p soil un entier posilif, et que les fonctions «iy de l'équation (149) qu'on peut écrire A,y soient holomorphes. On aura alors successivement
SI
dx''
(Af,ri-i-
yy
iAfi+.,
Af
plement
ir
rii-
En faisant k ^^i , ■>., . • . , « dans cette équation, noiis obtiendrons 11 équations dn premier degré en_;',, . . . ,y,t. Avec l'équation qui définit s nous aurons n -+- 1 équations entre lesquelles nous pourrons éliminer y , , . . . , y„. Le résul tat obtenu est de la forme
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ou, en développant, de la forme "z 1 i, d"-'z
Si l'on a p := 1 , tous les rapports -~ devront être holomorphes, car l'équation en s devra être régulière comme le système proposé.
Pour une valeur quelconque de p, les conditions seront, comme on l'a déjà vu direclemeni, compliquées à cause de la présence indispensable des n indéterminées X| , . . .,1,1 dans les déterminants A.
Cependant, si les hypothèses
Xy=0, J^i, li^O,
faites pour toutes les valeurs de i successivement, conduisent à n équations différentielles d'ordre n, chacune de ces équations, étant débarrassée d'arbitraires, sera d'une façon rapide reconnue régulière ou non, et cet examen suffira évidemment pour formuler une conclusion sur l'équation générale en z, ou sur le système proposé lui-même.
99. Le procédé qui permet de ramener un système régulier à la forme canonique consiste à faire une suite mélangée de substitutions des formes
Réciproquement, si l'on fait, dans un système canonique général, une suite de substitutions arbitraires des formes précédentes, on formera un système régulier quelconque.
Comme conclusion de ce Chapitre, nous dirons que tout système régulier peut être ramené à un système canonique.
SYSTEMES D EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET HOMOGENES.
DES SYSTÈMES A COEFFICIENTS PÉRIODIQUES
100. A.U moyen des principes exposés au Chapitre précédent, on peut reconnaître si les solutions d'un système d'équations linéaires et homogènes sont régulières en chaque point. Si, de plus, les racines de l'équation caractéristique sont entières, et si les logarithmes disparaissent, les éléments des solutions seront uniformes. Nous supposerons dans le Chapitre VI que ces hypothèses soient réalisées dans tout le plan, et nous étudierons la classe très intéressante des équations différentielles de la forme
'fyi.
où les coefficients a sont des fonctions uniformes admettant la période lo, e dont les solutions sont uniformes.
Si l'on pose e '" =x', le système A prendra la forme
Ce système linéaire pourra être éludié comme un syslèrae ordinaire, et, en rétablissant ensuite la variable indépendante x, on aura mis en évidence le rôle de la période w.
Mais on peut employer un procédé direct de recherches, comme nous le montrerons dans ce Chapitre.
loi. Soient yij(j ^ i , a, ...,«), ou fij(x)n solutions distinctes du système différentiel (A). Quand la variables va, par un chemin quelconque, du points au point X + (ù, les fonctions uniformes fij{x) prennent les nouvelles valeurs fij{x + m), tandis que les cocrficients uniformes et périodiques a reprennent leurs valeurs primitives. En conséquence, \ç?, fji^x + <i>), fonctions toujours distinctes, forment un second système fondamental de solutions dont on peut exprimer les éléments en fonctions linéaires, homogènes, à coefficients constants des éléments du premier système fondamental /,y{^). On aura donc des relations de
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la forme
où le déterminant des constantes C est différent de zéro.
102. Les relations (i5i) sont caractéristiques dans le plan des systèmes d'équations linéaires et homogènes, à coefficients périodiques, et dont l'intégrale générale est uniforme.
Soit, en effet, D le délerminant, suppose différent de zéro, de n'^ fonctions yij (i, y =; I , a, 3, , . . , n) d'une variable indépendante x, uniformes dans tout le plan et n'ayant que l'infini pour point singulier.
Supposons que cette variable x décrive un ehemin quelconque allant du pointa; au point x 4- w. Si les n^ fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants telles que les relations {i5i), ces fonctions forment un système fondamental de ï^ohitioBS d'un système d'équations de la forme (A) dont les coefficients a sont périodiques et n'ont d'autre point singulier que l'infini.
Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel que (A) auquel satisfassent les n^ solutions yij. Nous aurons, en général, les re-
dyu
c'est-à-dire que nous pourrons calculer les coefficients a.
Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le dénominateur du rapport est toujours D ; le numérateur est le résultai obtenu en remplaçant dans D les éléments d'une colonne par les dérivées des fonctions yij. Les éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux an^ ciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la forme (i5i) quand la variable x décrit un chemin quelconque du point x au point.ï;4-w. Les constantes sont les mêmes pour les éléments homologues des deux, déterminants qui forment le rapport. Les deux termes du rapport sont donc multipliés par le même déterminant des constantes. Donc le rapport ne change pas, ei, par suite, les coefficients a sont des fonctions périodiques.
Les coefficients a, n'ayant évidemmenl pas d'autres points singuliers que ceux des fonction;; ^ij elles-mêmesj n'ont d'antre point singulier que l'infini.
Enfin, le déterminant D n'étant pas identiquement nul, les fonctions yij forment un système fondamental de solutions du système d'équations (A).
103. Considérons maintenant deux systèmes fondamentaux de sohuions du système d'équations (A). Nous représenterons leurs valeurs par _j',y et r^j, et leurs nouvelles valeurs par Y,j et H/y quand la variable x a passé du point x au point X + (o. Les déterminants L et A des constantes qui entrent dans les relations
seront différents de zéro.
Si l'on exprime les éléments tuj en fonction des éléments y,], on aura les relations à coefficients constants
V/=G;iJ>'i, + ...-!-Cj„^,,„
H,/=Cj,Yi,-i-...+ C;„y,„, d'où, en développant les deux expressions de I-Ly,
Uij={GjJn +...-+- C;,;('„,)JH^-■■■^-(C;l^u^-■■--^ Cj„/„„)j;«,
Cy,/i,-l-. . ,+ C;,i/„(= XyiG„- + . ..-!->./„ G,,,-; on en conclut (n" 38) gue les diviseurs élémentaires du déter
Ui, — s ... ;„
lui ■-. l,„i-
ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions qui sert à Jormer ce déterminant.
Posons, en général
les coefficients / étant indépendants de l'indice i. Nous venons de voir que le déterminant R(e) conserve les mêmes diviseurs élémentaires quand on change le système fondamental de solutions. On a vu, d'autre part (Chap. IT, n" 33), qu'on
peut former a priori «n déterminant ajant les mêmes diviseurs élémentaires qu^ le précédent. Ce déterminant R'(e) est
Il résiiUe de là fju'on peut faire une double substitution de la forme
qui ramène à
a foi
lafo
me
Xi,X,i^...-^x^„\i,,
à la forme
3^;-iY';i-h.,.^a7;-„Y;.,„
et la forme
à la forme
Xi\ïii-^--- + ^uy:n
les j'' et les Y' étant les anciennes et les nouvelles valeurs d'éléments qui correspondent au déterminant R'(s).
Or, si l'on considère la forme de ce déterminant par rapport aux coefficients qu'on appelait l d'une manière générale, on voit qu'on a les relations impor-
=ijia
Yi,
^Sj'f'j
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On tire de là le théorème suivant ;
Soient (e) — t)'', ..., (sp — e)*^? les diviseurs élémentaires du déterminant E(e), et il importe peu que les binômes s, — s, ..., Sp — s soient distincts ou non, on peut trouver un ^stème fondamental de solutions dont les éléments se groupent d'après les relations
Yf3= ï/,j;i +r;i,
{z!i — E)^'i étant l'un quelconque des p diviseurs élémentaires de R. (s).
105. On peui arriver aux relations précédentes en partant d'un système fondamental quelconque de solutions, et en substituant à ses éléments d'autres éléments qui leur soient liés par des relations linéaires et homogènes indépendantes et à coefficients constants convenablement choisis.
Le chois de ces coefficients est déterminé par des procédés identiques à ceux qu'on a exposés au Chapitre 111 (n"' 68 et suivants) dans une question absolument analogue.
Posons
les fonctions ra satisfaisant aux relatio
lorsque dans ces fonctions X varie âe w à x + i<i. On dit dans ces conditions que chaque fonction uniforme m{x) esl périodique de seconde espèce à la période oj et au multiplicateur s. Si e = i, on dit simplement que tjs^x) est périodique. On peut dire aussi que m(x) est périodique de première espèce. Toute fonction uniforme satisfaisant à la relation
peut être représentée par l'expression
où l'on a E = e'"", et où p{œ) est une fonction périodique de pre En effet, le produit e~'''-'^Ts(x) est périodique de première espèce.
l33 L. SAUVAGE.
107. Pour chaque groupe de solulions satisfalsanL aux relatio
on jjoiirra poser
absolument comme dans les n°' 80 et 81 du Chapitre IV, les différences A étant prises par rapport à l'accroissement w de x. Vérifions, en effet, que ces formules sont vraies. Nous aurons
Mais, dans le calcul de A./{œ), il faut bien remarquer que l'on a
de sorte que l'on a OU
/(^ + ^) = e[nv,(^) + (a. + a,)n„(.r) +. , .].
et, par suite, dans le calcul des i successifs de /(x), il faut changer x en x-f- m seulement en dehors des coefficients t^{x), ces coefficients étant considérés comme des constantes, et ensuite multiplier par e à chaque nouvel accroissement A.
On peut encore dire que chaque groupe de solutions peut être représenté par des expressions de la forme
rù>.
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les fondions cp Jes seconds membres étani périodiques de première espèce, et liées entre elles par des relations qu'on déduit facilement des équations (i5a).
On peut considérer les équations
(A) ^=«nrL+-.-H«^"r«
à coefficients constants comme des équations à coefficients périodiques, de période arbitraire w. Considérons le groupe précédent de solutions, r y est arbitraire avec w- Mais, si l'on se donne w, r est déterminé par la relation e = e™. On retrouve le résultat bien connu, c'esl-à-dire que les racines e de Véquation fondamentale sont liées aux racines r de Véquation caractéristique par la relation £^ Ce'", C étant une constante. De plus, on trouve que les formes sont celles qui conviennent aux éléments des solutions du système (A).
Considérons maintenant un système d'équations
dont les coefficients a sont doublement périodiques, cl dont î'inlcgralc générale est uniforme, avec le seul point x^^ co pour point singulier. Nous poserons, d'une manière générale,
les fonctions vs(x) étant périodiques de seconde espèce, à la période w et au même multiplicateur e, et
les fonctions ra' élanl périodiques de seconde espèce, à la période w', et au même multiplicateur g'.
D'après les formules {i5a) du n° 107,1e système (A) admet un système fondamental de solutions dont cbaquc groupe est de la forme
Ce groupe appartient à un muUipîicateur c, racine d'une équation fondamentale R(.) = o,
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D'ailleurs, d'après les théories générales du ChapitrelV, toute solution appartenant au même multiplicateur est une combinaison linéaire d'éléments caractérisés par les relations (i54). Observons cependant qu'il peut y avoir plus d'un groupe de relations de celte nature.
En d'autres termes, soit R(e) = o l'équation fondamentale aux multiplicateurs; E) , Sa, . . . , e^. les racines distinctes de cette équation. A l'une de ces racines î^ d'ordre de multiplicité [a* correspondront un ou plusieurs groupes de relations de la forme
de manière que, v^ étant îe nombre de ces groupes, le nombre total des relations soit ^ft. Toute solution appartenant au seul multiplicateur e/, est une combinaison linéaire des jj.* solutions précédentes.
Ce théorème résuite de considérations identiques à celles qui terminent le Chapitre IV.
Mais on peut le démontrer direclcment sous l'énoncé suivant :
S'il existe une relation identique de la forme
(i55) CiAï, + ... + G^A;ii=o
entre des solutions formant l'ensemble A;, appartenant au multiplicateur s, , des solutions formant l'ensemble Ai^ appartenant au multiplicateur s^, . . . , des solutions formant l'ensemble A/^ appartenant au multiplicateur s^t ; les C étant d'ailleurs des constantes, on a séparément
En efl'et, donnons à ^les valeurs successives a; H- (■>, a; -H a'J, . . . , x + j. — lo), et désignons par Fj';, Fj^j, . .., Fî]f les coefficients des plus hautes puissances de a: dans les groupements A,-, , . . ., A,-|j,, nous aurons
Si l'on élimine les C entre ces [a équations et si l'on ordonne l'équation obtenue par rapport à x, on aura
(i5lî) F,-,-ha;Fi2-h...-!-a^lF;j, = o,
où les fonctions F sont périodiques de seconde espèce au multiplicateur e, s^ ...S|i.
SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET IIOJIOGÈNF.S. Cela résulte de la forme même de cette équation c[uand on l'écrit
Auix
^r^„) ... A,,(, + ir=-7.
De plus, la relation (ià6), dont le premier membre est considéré comme un polynôme en x, doit cire identique, sans quoi l'équation algébrique de degré tj en X aurait nne infinité de racines. En effet, cette équation pourrait aussi s'écrire
quelle que soit la valeur de )., Il faut donc que le coefficient F,"^ soît nul en particulier. Or, ce coefficient est
FP
c'cat-à-dlre qoe Fq,,(a^) est un produit de facteurs dont aucun n'est nul par liypothèse.
Donc, îa relation (i55) ne peut exister que si l'on a C, ^ o, . . -, Cy,^ o, ou encore, la relation ne peut résulter que des relations séparées
110. Le théorème précédent se traduit d'une manière remarquable par un rapprochement entre deux déterminants R(ê), R(2').
Considérons, en effet, les groupes des solutions qui correspondent à la période (0 el au multiplicateur è/i comme formant un groupe unique ; appelons G ce groupe. Le nombre des solutions contenues dans G est [x*, c'est-à-dire le degré de multiplicité de la racine s* dans l'équation R{£) = o.
Toute solution qui admet le seul multiplicateur e^ se lire d'ailleurs de G par des combinaisons linéaires.
Cela posé, soit <fij(x) une solution quelconque conteoue dans G, ^ij (x + m') sera aussi une solution puisque les coefficients du système différentiel proposé (A) admettent aussi la période w'. On devra donc avoir
fuix -(-<«') = Ui'fh-
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Ces relations étant absolument les mêmes que les relations (lai) du n" 101, ou en déduit immédiatement les mêmes conséquences, à savoir celles du n" lO-i.
On peut diviser les relations fij en groupes correspondant aux diviseurs élémentaires du déterminant
î que, si (e^— ë)^* est un diviseur élémentaire de R(e')' ^^ '^'^ '"^ groupe de solutions linéairement indépendantes qui satisfassent aux relations
(i57) Y/5= 47/5-1- Jr.ff-l (» = i,2, ...,e„)-
Noiis retiendrons de ce théorème qu*(i toute racine distincte de l'équation R(£) = o correspond au moins une solution satisfaisant à l'équaiion \i=it'yi^ s' étant une racine de R(s') ^ Of et nécessairement aussi une racine deVi,{s')^o, c'est-à-dire de l'équation fondamentale relative à la période m'.
En conséquence, puisque à toute racine é correspond au moins une racine e' et réciproquement, il faut que les deux équations R(s) = o, R,(£') = o admettent le même nombre de racines distinctes et ces racines correspondent au nombre de groupements incompatibles entre eux qu'on peut faire avec les solutions, comme on l'a expliqué au numéro précédent.
m. Maintenant que les déterminants R(e), R(s') ne se décomposent pas en diviseurs élémentaires parallèles, le fait est possible, comme l'a prouvé M. Floquet [Sur les équations linéaires à coe^cients doublement périodiques (Annales de l'École Normale supérieure, n" 29; i884)]. Il existe cependant des rapports entre les deux décompositions en diviseurs élémentaires et la nature des solutions. Par exemple, si l'un des déterminants R(ï) n'a que des diviseurs élémentaires simples, il en est de même de R(ï') et le système proposé a tous les éléments de ses solutions de forme doublement périodique de seconde espèce (Floquet, loc. cit., n" 6). Sans Insister sur ces considérations, malgré l'intérêt qu'elles présentent, nous sig^nalerons Ses beaux résultats donnés dans un cas particulier par M. Picard (/oH/'«a/ t/e Crelle, iSSi).
Considérons les trois équations
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Remarquons en passant que ce système jouit de la singulière propriété de coïncider avec le système obtenu en changeant les signes de A, lî, C et en permutant les coefficients symétriques par rapport à la diagonale principale du détcrmi-
Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point, et d'une manière plus générale, dans le Chapitre VII.
Nous supposerons que A, B, C sont des fonctions doublement périodiques ordinaires de x aux périodes ik et "iik' .
Admettons que les cléments du système (i58) soient des fonctions uniformes dans tout ic plan, comme les coefficients des équations proposées.
(a). Soient
trois solutions distinctes. On aura identiquement
à cause des équations (iS8) satisfaites par deux solutions quelconques, même confondues pour m = n. Il y a sis relations de la forme (i6o).
Nous imaginons que chacune des solutions correspond à un multiplicateur £„, pour la période ik et à un multiplicateur e'^, pour la période 2iA', m. prenant les valeurs successives i , a, 3.
i" Supposons que les constantes Ch, C^a, Csi ne soient pas nulles toutes les trois, et soit G,, ^o .Alors la fonction «J + f ^ 4- tvj admettant les multiplicateurs e, et e^ ^' n'étant pas nulle, on devra avoirs' ^= %^ =^ i, puisque le changement de .r en ^ + a^ et en 3; + aiA' ne peut altérer On. Donc le système (i 58) admet au moins une solution doublement périodique .
a" Si l'on a Ch ^ Cjî := Cjs ^ o, les trois autres constantes ne peuvent être nulles à la fois. Car, si les six constantes étaient nulles, on tirerait des équations (160), pour une solution quelconque U, V, W,
ce qui est impossible puisque, pour une valeur donnée de x, on peut imaginer arbitrairement les valeurs de U, V, W,
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Soit alors 0,2^0. La foncLion
admettra les multiplicateurs s, Ej et s'js'^, et aura une valeur constante différente de zéro. On aura donc
Mais le déterminant formé par le tableau (iSg), a pour valeur
G eJ"o,3-,;.r _ yni; constante.
D'ailleurs, il admet les multiplicateurs SiSaS^ et s', s'^s',. On a donc aussi
11 résulte de ee qui précède que l'on a
c'esi-à-dire que le système (i58) admet encore au moins une solution doublement périodique.
(p). Nous rappelons que nous appelons fonction périodique de seconde espèce toute fonction qui admet les deux multiplicateurs e et t' dont l'un au moins diffère de l'unité, et nous avons suppose, dans le cas (a), que le système (i58) admettait trois solutions de cette nature. Nous en avons conclu l'existence d'une solution doublement périodique au sens ordinaire du mot.
Nous supposerons maintenant que le système (i 58) n'admet que deux solutions M),c,,(Vi et «siC^iWa doublement périodiques de seconde espèce, et nous imaginerons une troisième solution «a, Tu, Wa distincte des premières. Nous avons vu dans la théorie générale qu'on peut choisir celle solution de sorte que l'on ait
u.i(3' + ik) = tiu^ + aui, Vi{x -i- 2/c) =: El l'a -+■ av],
a étant une constante ; on aura aussi et en même temps
;(ï(a;+ ai'S') = s', m? -h buj, Cî(ic-(-2a-') = E', ita-hifi,
Si l'une des constantes Ch ou C33, par exemple C,, n'est pas nulle, on a vu qu'il existe une solution doublement périodique.
Le seul cas à discuter est celui où l'on a C| , — 0:,^= o. Si C,, n'est pas nul,
on aura s^ = s'^^ ^= i , car l'expression «, Wa + i», c^ + 'l'i n'a se transforme, par le changement de a; en a: -H ■ik, en £j(wi «2+ f, ^'a^- (v, (I'ï). On aura donc e^ = 1 et de même ^^ = 1 . Donc il existe une solution doublement périodique.
Si Ch) Cga, Ci2 sont nulles à la fois, soit Cjsgo. L'expression u'j + 1^2 + wl devient, en changeant ^ en ^ + a/c, ej(i(2 H- i^j + iv^), d'où l'on tire encore les mêmes conclusions que dans les cas précédents.
SïChi t^sai *^22> C)2 sont nulles à la fois, soit C)3^o, on aura St^^= 1 , et, si enfin Ci a ^^ O; on aura encore la relation £,^3 = i , car on a
et nécessairement Caa^o, comme on l'a vu plus haut.
Mais le tableau (iSg) est un déterminant constant qui donne les relations
quand on changeai en a- -4- zk ou en .s^ + 2ik'. Donc, à
et de celles qu'on vient d'écrire, l'un des multiplicateurs Ej ou £3 sera égal à i, l'autre s' étant égal à =t I . Dans le cas de s' ^ — i, on considérera la période 4ik'. Donc, il y a une solution doublement périodique comme dans les cas précédents.
(y). Supposons enfin qu'il n'y ait qu'une soUition u, v, w, doublement périodique de seconde espèce, deux autres solutions pouvant être choisies de manière à satisfaire aux relations
-Ak)^
eiUs +
ïA) =
ElCj-H
E, iVî +
■ik) =
El"a +
ih) =
On verra, au moyen des équations (160), que l'on a toujours ej^= i. D'ailleurs le déterminant (i48), qui est constant, permet de poser sj =^ i ; on aura donc £) = i. De même, e', =^ i . îl y a donc encore dans le cas (y) une solution doublement périodique.
112. Pour déterminer les formes analytiques des éiéments des solutions satisfaisant à la fois aux conditions (164) du n° 109 et aux conditions (i57)dun''HO,
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nous rappellerons d'abord cjuelqoes propositions de la tliéorie des fonctions elliptiques.
On démontre l'existence d'une fonction satisfaisant aux relations
De ces relations on déduit, en prenant les dérivées logarithmiques,
»'(»■ + »') ^ n^ _ il.1^ 6(a; + »') OC») lu '
Z(»-no) = Z(a!).
Ail moyen de la fonction Z(x) construisons le.s fonctions
Nous aurons les relai
Nous allons montrer qu'on peut exprimer les éléments des soliuions des systèmes à coefficients périodiques et à intégrales uniformes au moyen de ces fondions u(x) et u'[x).
Considérons l'expression
de multiplicateur £ par rapport à la période w, et admettant w' comme seconde période avec le multiplicateur e'; nous aurons
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c'esl-à-dire
M„(^ + ..') + («^ + ui')w,(a: + <^') +. ..-1- (^7 + <o')"'r,,„(^ + w')
IJenlifions les deiix membres par rapport aux diverses puissances (îe x, nous aurons les m + i équations
Ces équations donnent
De ces relations, nous déduisons les conséquences suivantes. Soit posé
Par stiÎLe, la foiictioi
est uniforme et périodique atix deux périodes m et to'. Soit y, (x) cette fonction doublement périodique. Posons
Nous pourrons écrire
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Nous allons montrer que l'on peut poser, en général,
Admettons que la loi soit vraie pour l'indice k — i, nous pourrons toujours écrire la relation (162) où rajo (^) est une fonction à déterminer.
Cette fonction roA|i(a:) sera nécessairement uniforme, périodique de seconde espèce avec la période w et le multiplicateur e ; nous allons voir qu'elle admet encore comme les autres fonctions tsji, la période ùi' avec le multiplicateur c'. En effet, on a
D'ailleurs, l'une des relations ([5o) donne
En égalant ces deux valeurs de T^5,„_|,[x + w'), on a
;e qui démontre la proposition qu'on avait en vue. 11<t, On déduit de ce (\v\ précède que l'on a
Chacune de ces parenthèses est une dérivée de la première d'entre elles, lors-
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^ m{_^ dU(^ ^___^ [uja^)]'- d-n_(^_
Remplaçons a; par a: -\- u{œ) en dehors des mj„(_x) dans 11(3;), nous aiu-ons précisément l'expression P„,('^) que nous venons d'écrire. Mais X + u{x)~—u'{x). On a donc
P,„(^) = ti7,„„(3.)-7i,,„_,,o(^)M'(:î^)-)-M„,_,,„(r)[(i'(^)]î + ... + (-0"'W„o(^)"''"(^),
ce que l'on peut écrire
en posant
et en particulier
Donc, quand laforme\*,n admet le maltiplicaieur s' pour une seconde période u)', on peut poser
(>ii3) P„, = 7:o(^)+.,.+ Tt„.(:^)«'-(^),
les fonctions ■!z{.v) étant doublement périodiques de seconde espèce et aux multiplicateurs e, e' avec les périodes w, tu' . Les deux formes de P,„ sont toujours du même degré en x et u'{x). Car les coefficients TSni{x) et Tt,„{a:) des termes du plus haut degré sont égaux au signe près.
116. De même, l'expression P^, au multiplicateur e' avec ia période tu', admeltant (D comme période de seconde espèce au multiplicateur s, peut se mettre sous la forme
les fonctions tt' étant périodiques doubles de seconde espèce.
116. Si une fonction F(x) peut se mettre sous les deux formes Vm(x) et P'i,(^), on peut lui donner la forme (t63). De même, si elle admet les deux formes Vti{x) et V,^,(x), on peut lui donner la forme (164).
Cet énoncé est le résumé des numéros précédents.
H7. Gherckons maintenant l'expression d'une fonction F(x) capable des deux formes V,„{x) et P'„i,(x) où aucun des deux nombres m ou m' n'est nul.
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Supposons que l'on puisse ramener la forme à la forme
Il faudra que l'on ail identiquement
et par suite, en changeant a: successivement en a: + w, ^ + 2w relations
I t3„(^) + . . . + 3;'" Trr,„(3;) = P;„,(^),
suffisantes pour déterminer 7ïîo(x), . . . , ra„;(;î;). On aura
et il est facile de calculer les déterminants A.
Dans le dénominateur commun A, on peut mettre en facteur
et l'autre facteur devient te produit des différences mutuelles des m + i quantités a:, a; + (i>, . . , x -f- m w, c'esl-à-dire est égal à
Quand à l'un quelconque Ay des autres déterminants, on l'obtient en supprimant la (y + i)!*"" ligne et (k -1- ly™' colonne. On peut donc mettre e ' en facteur et l'on a un second facteur qui est le produit des différences mutuelles des m quantite's ^r-H Xw (où X= o, ] ,2, . . . , j — i,y + i, ..., m) multiplié par la somme Sy,,,,^* de leurs produits m — A- à m — A". On a donc, après un calcul facile,
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d'où l'on tire
où C^ est le nombre des combinaisons de m objets y ày". Par suite, on a
Ci(a^) -
Si l'on jiose d'une manière générale ■n aura, en particulier.
On voit, par conséquent, que 13^(3:} est une fonction linéaire homogène des quantités PJ„,(^), ..., P'„j,{a^ + m(o), dont les coefficients sont des poljnomes en^ tous de degré m — k. Or, ces quantités P' sont des expressions de même forme que P^„,(^), de même multiplicateur e' et de même degré m'. Donc cja(^) est une expression de la forme P^,(;c) de même multiplicateur é et d'un degré égal ou inférieur à m' -{- m — k.
Faisant successivement k=m, m — 1, ..., 1, o, on aura pour '7t„,(^), raCT_((.«), ...,7ii|(x), BT|>(^)des expressions de la forme P^„(x) du même multiplicateur s', mais de degrés respectivement égaux ou inférieurs à m', m'-\-i, m'-\r m — I , m'+ m. Les coefficients des termes du plus haut degré sont dans ces expressions
(.eu)"!,
-Cî„
,.fcS^«»u^).
et ne diffèrent mutuellement que par des facteurs constants.
Donc, si les deux formes P;„(:r)e(P;„,(a:) représentent une même fonction, chaque coefficient de l'une admet la forme de l'autre ainsi que son multiplira-
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leur, mais avec un degré égal on inférieur à la dliTérence entre m + m' et l'exposant de la puissance de x qui multiplie ce coefficient.
Ponr m' ^= o, on voit que ro,„{a;) est du degré v.évo, c'est-à-dire, ce qu'on a déjà vu, que si Pni(^) admet la période ui' au multiplicateur t', le coefficient (n,„(^) de la plus haute puissance de x est doublement périodique de seconde espèce comme P,„(x) !ui-mêiïie.
H8. Soit maintenant F(a;) capable des deux formes V„i{x), P^,(^); il faut que les coefficients ^j{a!) de P,h(x) soient de la forme )?'„,,{x) avec des degrés respectivement égaux, en général, à m', m' -\- i, m'-\~m. On aura donc
les fondions ra' à deux indices étant entièrement analogues aux fonctions te' à un seul indice dans ^'„„{x). Remarquons que l'on a, d'après la formule (166),
Mais le second membre de l'équation (166) admet comme le premier membre la période <j et le multiplicateur e. On a donc
oîi les fonctions H' sont dou!)leinent périodiques de seconde espèce aux multiplilîappelons en même temps que l'on a
La fonction considérée 7{x), qui est égale à P„,(^), s'exprime de la manière suivante
en désignant par \Jm'-k un polynôme en u{x^ de degré m'-!- k, dont les coefficients sont doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs £ et e'-
119. Si l'on dirige le calcul de manière que l'expression P^,(^) soit susceptible de !a forme \*,i,{x) on obtiendra pour 'F{x) l'expression
où yi'ji^f.!, désigne un polynôme en u' (x) de degré in-['k, dont les coefficients sont doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs c, c'.
Nous nous proposons de mettre F(^) sous une forme finale qui renferme à la
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fois les deux formes P™(^) et P^„,(^), Mais nous aurons besoin de quelques théorèmes préliminaires.
Si le polynôme en u(x
dont les coefficients -Y admettent la période <o' au multiplicateur s', est nul identiquement, tous ses coefficients sont identiquement nuls.
On a, en effet,
ce qui s'écrit, en divisant par e* et quel que soit l'entier k.,
-l.'„(.r)+>P'(3.)[<<(^)-/:«.']+...+ <1;;[«(^)-A-^']F=o. Le polynôme en z
a donc infinité de racines el, par suite, les coefficients -V sont identiquement
De même :
Si le polynôme en u'[x")
dont les coefficients admettent la période w avec le multiplicateur e, est identiquement nul, tous ses coefficients sont identiquement nuls.
De ces deux lliéorèmes, on déduit que -:
Si un polynôme aux variables u{x) et u'{w), dont les coefficients admettent les périodes w et oj' et les multiplicateurs s et s', est identiquement nul, tous ses coefficients sont identiquement nuls.
En effet, ordonnons-le par rapport à u{x). Les coefficients de u(^) sont de la forme ^', donc ils sonl séparément nuls. Mais ce sont des polynômes en u'{x) dont les coefficients sont de la forme J'(ic). Donc les divers coefficients de ces polynômes sont identiquement nuls.
Comme corollaire :
Si deux polynômes aux deux variables u{x), u' (x) dont les coefficients
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admettent les périodes w et w' avec les multiplicateurs s et s' sont identiques, tous leurs coefficients sont identiques chacun à chacun.
Nous avons trouvé
En dehors des U remplaçons a; par — [u{x) -\- u'(x), ce qui est possible, puisque l'on a par définition
C'est un polj'uome aux deux variables u(x) et u'(x) à coefficients doublement périodiques de seconde espèce, de degré m en u'(x). Je dis qu'il est de degré m' par rapport à u{x).
En eflTet, on a aussi
F(^) = U;„«,„-[«(^)+«'f^)]UU»,'-,H-..-i-(-i)"'[«(^) + «'(^)l"''U;,..
et cette expression doit être identique à la prccédenle. D'après les théorèmes du n° 120, il faut que F(a;) soit du degré ?n' par rapport à u{x).
Si une fonction F(a;) est capable des deux formes Pw(^) et V„^,{x), elle coïncide avec un polynôme aux deux variables u{x) et u'(x) à coefficients doublement périodiques aux périodes tu et w' et aux multiplicateurs t et e'; elle est de degré m + m' en général, et est toujours de degré m en u'{x) et de degré m' en u(x), et ne peut s'exprimer ainsi que d'une seule manière.
122. Nous avons vn que, dans tous les cas, le sjslème (A) du n" 109 admet />! solutions distinctes susceptibles chacune des deux formes P et P'.
Il résulte de ce qui précède que les éléments de ces m solutions peuvent être mis sous la forme
où B.{x, u, u') désigne une expression de la nature de F{x) dans le numéro précédent.
123. Comme exemple d'intégration du système (A), nous rappellei M. Picard a intégré le système
i que
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OÙ K et /■ désignent les deux rayons de courbure d'aiic courbe dont l'arc est s, et u, 1', H' représentent les neiif cosinus des angles que font avec les axes de coordonnées la tangente, la normale et la binormale de la courbe. M. Picard a intégré ce système de la forme du n" IH dans le cas où l'on a
a et 6 étant deux constantes, n un entier positif et doa; la troisième fonction elliptique.
Nous renverrons, pour cet exemple, le lecteur au Mémoire de M. Picard, où il trouvera les détails nécessaires pour le calcul, et des explications sur l'origine de ces questions dans les profondes recbercbes de M. Hermile sur l'équation de Lamé
où sn« est la fonction elliptique ordinaire de module k, n on enlier positif et /; une constante quelconque.
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CHAPITRE VII
DES SYSTÈMES D'ORDRE QUELCONQUE ET THI':ORli:MES COMPLÉMENTAIRES.
'12i. li est facile d'ëlablir qu'un sj-stèine d'équations différentielles d'ordre quelconque peul élre remplacé par un système d'équations du premier ordre. Soit, en effet,
(111,, i,^j,,^,^^ ^_^^.^ ,^„, ^^ ^^j^,^ j o yi ,,A,...,n,
un système de n équations différentielles, d'ordres variés par rapport à des fonctions ;,, . . . , 3„ d'une même variable indépendante x. Ce système renferme autant d'éqtia lions que d'inconnues. Prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées successives des variables s, , . . . , z„, nous aurons le nouveau système
rf^(>■"-t^^
renfermant À, -i- Â^-r . ■ •+ X„ équations du [premier ordre, si l'on appelle X,, Xï, ..., Xn respectivement les plus grandes valeurs des nombres Xj,, . . ., Ij,, dans les équations (167).
n est évident que l'intégration du système (1 67) en trahie celle du syslènic (168) et réciproquement.
12o. On peut remplacer le système (ib'j) par un système analogue au système (168), mais de forme plus symétrique.
En effet, on suppose implicitement dans le système (167) et, par suite, dans le système (168), que les premiers membres des équations, c'est-à-dire les fondions F des diverses lettres x, Si, s',, .. -, sont indépendants entre eux. On pourra donc tirer de « — i de ces équations n — 1 des dérivées —7— (a = 'k,. . ... >.,,), et les porter dans l'une quelconque des autres; en d'autres termes, on pourra éliminer n — I dérivées dans cliacune des n premières équations (iCfi), et il faudra que le
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nouveau sjsLème se présciile sous la forme
Chaque équation "P renfermera une dérivée, sinon on pourrait, sans inlégralioii, faire disparaître, par des procédés de calcul ordinaire, l'une des variables de la question. Chacun des $ renfermera une dérivée distincte, sans quoi on pourrait égaler les valeurs des dérivées égales tirées des deux équations 4> ^^ o différentes, et l'on aurait une relation 'I' ^ o sans dérivées.
Développons le calcul. Soit
nue équation sans dérivées. On tirerait de là l'une des inconnues z'I^' et ou pourrail réliminer entre cette équation (170) et /î — r des n premières équations du système (169), de sorte qu'on ait
En outre l'équation
nplacée par l'équation
c'est-à-dire par l'équation (170) quand on y a renipîaci l'équation ci-dessus.
Mais si l'on différentie l'équation (170), on a
d* (M' _, tW» ,„ d* ,„
On peut encore éliminer aj;''' au moyen de la relation -^
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finaJemeiit le système
qui renferme a, -i-. . .+ {[^.^ — i) -f-, , .+ ji„ équations à autant d'inconnues.
Le système (172) est équivalent au système {169) puisque toutes les conditions fonctionDelles de ce derrier système sont satisfaites dans le système (172)-
En continuant ainsi, on peut être ramené à un système complètement algébrique. Nous écarterons ce cas.
Donc, en général, tout système de n équations différentielles à it inconnues peut être ramené à un système de la forme dite de Jacobi.
126. En résolvant les équations {i63) par rapport aux dérivées qu'elles renferment, on pourra mettre le système sous la forme
'Lyh -
>li^,r'' ■■.,7m) 0' =
Le calcul est particulièrement intéressant dans le cas où le système (i^S) est algébrique, c'est-à-dire lorsque les fonctions F sont algébriques, entières et rationnelles par rapport à toutes les lettres qu'elles renferment.
Mettons les équations (173) sous la forme
I ï;i-+/«,(»',7, r„.)Tr,?-'+... +/.„.,(», j-, r.,)-o,
Poson.
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les qiianUtés a étiint des indéLermincos et formons l'équation
OÙ N = V| Vj ... v„, représente le nombre des combinaisons des éléments des solutions des é€[iiaLions (174)- L'équation (176) est rationnelle par rapport aux coefficients des équations {174)1 car son premier membre est une fonction symétrique des racines de ces équations. Od peut donc calculer les coefficients de l'équation (176) et la mettre sous la forme
où les g sont des fonctions entières des lettres qu'ils renferment. Prenons maintenant d'autres constantes b el posons
(178) u--^ è,Yi + ...-i-i,„Y„„
ce qui donnera N fonctions îii, «21 - ■■! "n- H est évident que, quel que soil p entier et positif, l'expression ff ((,+.. .4- i^H,, sera une fonction symétrique des racines des équations (174) et s'exprimera rationnellement en x^ y,, ..., y„,. Posons alors
et multiplions ces équations par des facteurs indéterminés Xpi_|, \_,_, . - ., )>i et^^,; nous aurons, après addition,
([80) U, fi ((,)-!-... -H «s fi( ^N ) = ga<»S-i+ î-i<i>N-2-(-- . ,-l- '''H-i"-'«,
à condition que ii soit déterminé par la relation
Déterminons niaititenanl, les X, de sorte que l'on ait
ii{t,) = 0, . . . , ii(^«-,) = 0, «((«+,)- ", . ■ .. Si('.x) - <•,
ou, ce qui revient au même, à condition que tl(î) qui est du degré JN — 1 en /. cl dont on connaît les racines, devienne - — —, c'est-à-dire
Hosted by
l54 L. SAUVAGE.
Afois, on tenanL compLe de l'ecpiaiion de défiiiilion de tl{/), nous aurons
En OLilre, l'équaLion (rSo) deviendra
Puisque, d'une pari, les î., d'après les équations {[81), sont des fonctions entière: de ia avec des coerficients entiers en x, y,, ... , y,,, et que, d'autre part, d'ajivè:
il{t^) = ^{t^)=^g^t\-'-^{'^-i)g,il-'-+...+ gf,_
voit que Wa prendra ta forme
où les S sont rationnels et où R'(ia) "^ dépend pas des constantes b renfermées dans «a. En outre, à cause de i'indétermînalion des constantes «, on petit supposer que R'{£a) u'est pas nul.
Si l'on supposait R'{ïo)=:o 11 y aurait deux racines égales dans l'équation (177) et, par suite, une relation algébrique entre ^, j',, ^y^, ..., y,,,, ce que l'on ne suppose pas.
Soit Yia, , . ., Y,,;,, la combinaison des solutions des équations (174) qui correspond à la et, avec des cbois quelconques des constantes Z>, formons les m é(|uations
Nous pouvons construire les formules
où les A sont des fonctions rationnelles de x, y,, . . ., y^ et K'(«) une fonction entière de degré N — 1 en ta, avec des coefficients fonctions entières des mêmes lettres.
Donc, les brandies Y,„, , , ,, Y,,,, des fonctions algébriques Y,, . . ., Y„, de x,
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y,, ...,y,„ soLil. formées de fonctions ralîonncllcs d'une seule fonction algébrique ïa et de ces grandears x, y,, . .., y,,!-
Les coefficients s'expriment ral.ionnellement au mojen de ces quantités, et à chaque combinaison de branches correspond une valeur de (, solution de l'équalion (177) et réciproquement. De plus, la forme des expressions obtenues est indépendante de l'indice a de (,
•127. Soit g(x, y,, y^, . . .^ y m) le plus petit dénominateur commun des fonctions A|p, . . ., A.sp (p = 1, a, . . ., m), on aura
^ ^ ^•«p('^.ri 7/»)
et gap et g seront Jes fonctions cntiùrcs. On pourra donc écrire
et, si l'on pose gB.(() = G{x, t,y,, . ..,_/„,), on aura, puisque g no dépend pas (îe(,
où Gp sera une fonction de œ, ta, y{, - - -i^ih, du degré JN' à la notation Y ^= -j^i nous aurons ce théorème :
/.e système différentiel
du degré y-), en ■—, peut être remplacé par /e^ v,, v^, . , ,, v„, ^= N systèmes suivants, chacun équivalent au précédent
0(i G, , G^, . . ., G„j sont des fonctions entières et où (.„ représente successivement chacune des N solutions de l'équation du W'""" degré G(x,t,yu ...,y„,)^o.
Les fonctions Gt, . . ., G,n sont du degré N — i en ï„. La forme ((8^) est dite de Jacobi ou de M. Weierstrass.
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128. On peut décomposer G en facteurs irrédiictihles en t. Supposons que („ annule le facteiir g{x,t, y, . ■■,ym)t on aura
e.l h ne set-y pas nul pour l = i„, On aura, par suite,
àt ai " ùt
et pour ; = ta
On en déduira la formule
Soit n lo degré en (de l'équallon g^^o et soient („, /^,, . . ., t^, ses solutions, on aura
Gp('«) _ Ot.(fc)x/t('g)x...xA(V)
el le dénominateur sera une fonction entière symétrique des racines. Il s'esprimeni rationnellement en x, y,, ., ., y m- i^e numérateur renfermera une fonction entière symétrique des racines de l'équation et - ■■- s'exprimera rationnellement en X, y,, . . ., y,„. Le numérateur pourra même, au moyen de l'équation g ^ o, être abaissé au degré n — i en ta. On aura donc la formule
D'où, comme conclusion générale, le théorème suivant :
Décomposons le polynôme R{t) en facteurs irréductibles g,, g^, ..., g^. Le système différentiel proposé pourra être remplacé par les systèmes équicatents suicanis, au nombre rfe N = Vi, Va, ..., v,„
■, „,, dyi _ ffii(cr,ttp,r, 7m ) I k = , ■> ^)
oà gk, gk\i ■■■! gkm sont des fonctions entières de leurs lettres et où t/ip est successivement remplacé par chacune des racines de chacune des équations irréductibles gk^^ o-
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Il est important tle remarquer que la réduction pratique du système {174) a« sjslème (184) est toujours possible, mais que le passage au système {i85) n'est pas toujours praticable, à cause de la décomposition effective dn polynôme R{i) en ses facteurs irréductibles. On a donc seulement démontré l'équivalence des systèmes (i74)et(i85). Nous ajouterons que, dans une équation irréductible telle que^A^o, on peut passer d'une solution ( à toutes les autres, d'une manière continue en faisant décrire certains chemins fermés aux variables x et y. Donc les systèmes (i85), qui correspondent aux diverses solutions d'une même équation ffit= o, peuvent être représentés par un seul d'entre eux et, par suite :
Le système {fjfx) peut être représenté par les t systèmes différentiels
oit il est une quelconque des solutions des tr équations algébriques
La théorie que nous venons de faire est générale. Le cas particulier qui nous intéresse est celui où les équations finales (i84)on (186) ont leurs seconds membres fonctions linéaires et homogènes de y,, y-^i ■ ■ -, ym- L'élude de ces équations a été faite, dans tous les Chapitres précédents, sous la forme (A) du Chapitre I.
129. Puisque nous avons donné ta théorie de la réduction à la forme canonique des systèmes algébriques, il ne nous semble pas inutile d'y joindre les premiers principes de Virréduetibitité de ces systèmes.
Soient
les équations d'un système algébrique où f, est une racine chois
iie de TéquB
I^upposons qu'il existe une solution r,,, ...,yi„, dont v des élén
icnts satisfas
à une relation algobiiqne telle que
Si, dans les équations (i84), et avec les conditions ^= et
on élimine y„, par exemple, on obtiendra un système diflerentie
1 à m - 1 éi
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lions qu'on pourra supposer ramené à îa forme canonique
(,8,) ^Jiiijf-iiji-'-p^ ^'- »--) ip,
dui dx
= §^(.^'^1; -..,rv-i,r-'+J, ---^r-) (X=- r,5, ...,v — i,v-M, ...,m),
et où «I est une solution de l'équalion g(x, l'i jKn ---,>',„) ^o, el-/i,, -/u, ,.., 'r[y_,, "Hv+i; ■ ■ ■) ■'Iw formera une solution de ce système (189).
Réciproquement, si une partie des éléments d'une 3oIutiotiï;),vi-2, ...,ï|mde(i84), soit vil, ...,/iv, forme une solution complète d'un système à v équations différentielles
<-») '""■'•■Zr' -^'^'è-V'^-r ^.) '='-.-3 ,,,
où C| satisfait à l'équation h(a:, i',,y,, . . ., y^)=: o, appelons l, et d les valeurs de (| et !>, qui correspondent à la solution -ri,, ..., r^„„ on tirera des équations (184) et {190) les relations
Il y aura donc des relations algébriques entre les éléments de la solution i\,,...,-f\„i,kla condition que les équations (191) ne soient pas toutes identiques, c'est-à-dire que les v premières équations du système (i84) "6 renferment que y,, ..., y^; alors elles formeraient elles-mêmes un système différentiel à v équations. Écartons ce dernier cas, et éliminons de l'une des équations (174)1 de l'équation G =^ o el de l'une des relations
la quantité y„t', nous aurons un système différentiel à m — ^ i équations, admettant la solution t,,, v,2, . . ., ïi,„_, et dont la partie r,(, . , ., tj^ forme encore une solution de (190). Opérons sur ce système à m — i équations comme on a fait pour le système précédent, nous obtiendrons un système à m — 2 équations, etc. et, finalement, nous aurons un système de v équations de la forme
OÙ T, satisfait à la relation
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Ce système admettant la soin lion -f,,. . . ,, t„, commune avec le système (iSo), on lirera de (ig^) 01(190)
OÙ T, satisfait à la relation
Si les équations (igS) n'étaient pas identiques en t,), , .., Y|(,, on pourrait encore diminuer d'une unité le nombre des équations du système(i92), et alors une partie ■t\,, .. ., yiv de la solntioa tj,, .. ., Ti,„ du sjstème (190) serait une solution d'un système à moins de v équations; mais nous supposerons qu'aucune partie de la solution ïJ), - - -, l'iv de (rgo) ne forme une solution d'un système algébrique à moins de v équations. En conséquence, les équations (igS) seront identiques, et, par suite, toutes les solutions de (190) formeront des parties des solutions de (184), et il est évident que l'identité des équations (rgS) subsiste quand, au lieu de v,, on j introduit une branche quelconque de la fonction implicite Vi définie par l'équation li{xy c,, jki, ■ ■ -, y m) = «> et que ïh! ■■ ■. ''i"; est remplacé par^'i, . .,, y„i. Il faudra supposer que y, a suivi un cliemin convenable pour arriver à l'une quelconque de ses brandies.
De là «ne délinition de l'irréductibiliié.
Le système algébrique et différentiel de m équations est dit irréductible, quand aucune combinaison de moins de m éléments de chacune de ses solutions ne /orme une solution d'unsystème différentiel de moins de m équations. En d'autres termes, le système proposé ne fournit aucune solution à un système quelconque de moins de m équations, algébrique et de même forme.
130. Revenons aux équations (184) du 11" 127, ot appelons degré du système le degré en t de l'équation algébrique
Nous allons montrer qu'un système irréductible de m équations et de degré n ne peut avoir aucune solution commune avec un système de m équations, mais de degré inférieur à n.
Mêlions, en effet, ce deuxième sjstèine sous la forme canonique
j6o l. salvage.
où B est une racine de l'équation irréducUble de degré v ■< n,
('97) s{^^^^y\^ ■■■,ym)^ 0,
et supposons qne le système (174) et l-cs équations (196) et {197) dcterminei] une solution commune ïi, , . . . , -r,,,,,. On aurait
<,nSi G:,(ar, T.. »],,■■•, 1»0 _ ga(.^,^>,-^U---,r^m) ,,_,.,
àG{ x, 'f|, i-, i, ■■■, Yj,,,) ^^(j;. Q|, r,|, ■■■, i),,,) ' -■-.■■-.
011 T| et ©I représentent les viileurs de (, ctO, qui correspondent à la solutio ri,, . . ., ï|,„. D'après ce qui précède, puisqu'il ne peut y avoir de relation algé brique entre les éléments d'une solution d'un système irréductible, l'équation (18È [uation
GaCa:,^,,^!,....^,.,) ^ g-a(a^. Qi.r .Y„i)
dG(^, tuyu...,ym) àff{^,&„y y,„)
doit être identique en j-',, . . ., ^-j„, et alors les deux systèmes d 'équipions (iS'l) 61(196) se confondent, puisque toutes les solutions tour sont communes. Mettons l'équation (197) sons ïa forme
(199) e', + LUi(^, ji, ...,/,„)0r' + -.. + "'v(3-,7„ ..., j,„)-=o,
011 les w sont des fonctions rationnelles, et remarquons que la réduction d'un système dliTcrcnticI à la forme canonique peut toujours être conduite de sorte que (,, qui est une fonction rationnelle de x, y,, .... y,„, -^i • ■ -i -4-^. soit encore, au moyen des équations (186) et (lyy), rendue fonction entière de Oi au degré « — i, et à coefficienrs rationnels en a;, j',, , . ., j',„. Alors on pourra poser
(■200} «, = t!,(a:,j-,, ...,7,„) + s!,(3^,7i, ..,,j'„oo,-F...^Ov-i(^sj--j, --...^^onr'-
Alors, à cause de (18g), ou encore en éliminant Q,, on aura une équation du degré ven ï, , et les coefficients seront rationnels en ^, j-",, , , .,ym- Mais l'équation G=^ o étant irréductible, il est impossible de supposer que l'équation (1S7) définissant 9, soit d'un degré inférieur.
Comme corollaire, l'équation G^o, irréductible en /,, a-, ^,, ..., _)-„,, est encore irréductible en t,, ■t\,, . . . , t|„[. Car, s'il en était autrement, le système dift"érentiel initial aurait une solution commune avec un système de degré
SYSTÈSIliS ]> ÉQl^ATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET [lOMOGÈKES. ibl
Enfin, il résiiUe de ce qui précède que, si l'on considère un système irréduclible qui a une solution commune avec un système dn même nombre d'équations ou tl'un nombre plus grand, tontes ses solutions forment cbaciine toute une solution ou une partie d'une solution du second système,
131. La théorie générale d'intégration que nous avons exposée dans les Cliapitres précédents n'ôte rien à l'importance de procédés particuliers d'intégration qui fournissent d'ailleurs de remarquables théorèmes.
Nous donnerons, pour terminer ce travail, quelques exemples de ces théories particulières.
Nous avons appelé solution du système
(A) fe = o„;K, + ..^+..,„7. (.■=,,,,,.,,,.)
U]i ensemble de fonctions y^y ^j, ..., j',j satisfaisant à ces cqriations. Nous appellerons, par opposition, inté. grale du système (A) toute relation
qui est identiquement satisfaite en vertu des équations (A), c'est-à-dire par une solution arbitraire de ces équations.
Si l'on connaît un système fondamental de solutions /",-,, la solution générale des équations (A) est de la forme
et Ton peut résoudre ces équations par rapport awf. constantes arbitraires. On obtiendra ainsi n intégrales linéaires distinctes
OÙ les a sont des fonctions connues des solutions données yij.
Réciproquement, si l'on connaît /( intégrales distinctes, on obtiendra, en résolvant les équations (aoS), des équations de la forme
( 'M ) yi=C, A,'i H- , , . -H C„ A ,-„,
et, puisque les constantes sont indéterminées, on peut faire, par exemple, Cj= o, . , ., C„^ o, et l'on voit que A,-, sera une solution du système (A). On pourra donc mettre les équalions (2o4) sous la forme (aoa).
Posé au point de vue de la recherche des intégrales, le problème de l'inlégration du système(Â)est donc différent de ia théorie générale que nous avons ex-
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posée. On comprend qu'il y ail une imporUncc considérable à rechercher les formes les plus simples des intégrales.
Supposons, par exemple, avec M. Darboiix, «jue les coefficients a des équations (A) soient des fonctions rationnelles de x. II pourra exister des intégrales non linéaires, algébriques et rationnelles, tandis que les intégrales linéaires peuvent être irrationnelles ou même transcendantes. Il y a donc intérêt à chercher ces intégi'ales de deg-ré supérieur. Nous allons montrer comment M. Darboux parvient à résoudre ce problème, et en même temps indiquer les beaux ihéorèmes qui se rattachent à la question.
Prenons d'abord un exemple. L'cqualion
où a' est la dérivée de a, admet les deux Intégrales premières linéaires
et elles peuvent être irrationnelles ou transcendantes, tandis que l'inlégra second degré
est algébrique et rationnelle quand a est rationnel.
Considérons une intégrale rationnelle de degré quelconque
elle doit satisfaire identiquement à l'équation aux dérivées partielles
On voit ainsi que, si la fonction / n'est pas homogène, en la décomposant en parties homogènes en ju, . . ■ , y„-, chaque partie égalée séparément à une constante donnera une intégrale du système (A). En effet, soit
/ = /.+/. + ■.• + /.-, on aura identiquement
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Changeons^ en "i.y, el nous aurons
I //(Ij- l7.) = )*/i{^i, ...,^.),
I J/,()j-i, ...,l7.) ^ yj.^ àf,ly r.) ^
i,f,aru..;^y.) _ ,„_, JMr, y.)
[ iO-y) -'''- ij
et, X étant absolument arbitraire, i! faut que l'on ait séparément
Nous pourrons donc supposer tjne, dans l'équation (ao5), / est homogène en yx, ■•■,y>'-
Cela poséj soit yij un système fondamental de solutions et soit
(II.) j-i=c,r„+...+ c,.:,.„,
la solution générale.
On peut supposer ces valeurs y/ portées dans /(s:, y,, . . . , y,i) et / devra rester constant après la substiluiion (ai i)-
Tout covariant F de /, multiplié par une puissance convenable (négative) du déterminant de la substitution (au), se transforme dans le covariant analogue formé avec la fonction '-f>(Ci, Cj, ..., C/,), où f (C), Cj, ... , Cn) est la fonction indépendante de œ qui résulte de la substitution (an) faite dans /(a;, y,, . . .,y„).
Mais ce nonveaii covariant étant exprimé au mo^en des constantes C,, . . . , C„ prises comme nouvelles variables, est indépendant de X, c'est-à-dire est une constante par rapport à x. Donc enfin tout covariant de l'intégrale f, multiplié par une puissance convenable d' une fonction connue de x, est également une intégrale-
La proposition s'étend an cas où l'on a plusieurs intégrales, et où l'on considère un covariant quelconque du sjstènie de ces formes.
En effet, soient
k formes intégrales homogènes qui deviennent par la substitution (201 ^j(C|, ..., Cn), c'est-à-dire des constantes.
Remplaçons les variables j-,, . . . ^ y„ par les variables C,, . . ., C„ au moj'ei
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do !a siibstltulion (21 1). Nous aurons d'abord
/,(^, Cij„H-. . .+ C„j^,„ . . ,) = ?i(C„ C„ . . ., C«).
Ensuite le covarianL F de/,, /^, . . -, /^ est une expression F(/, , ...,/() qui se reproduit après la siibsiitiition (aoi), mais multipliée par une puissance 3" du déterminant de la substitution.
On aura done, par suite du cliangemeiit de variables (21 1),
Or 5 ne dépend que de .7^. On voit donc, en revenant aux anciennes variables, que
est une constante, c'est-à-dire une intégrale.
Ce beau théorème s'applique, avec des modificalions convenables, aux contrevariants ôie/(x,y,, . . -^yK), comme nous allons ie montrer.
Introduisons pour cela le système auxiliaire
(aia) — -- -«,,^1 — «5/^,-...— a,„-5„ (i = i, 2, . . ., n ).
Le sjstènie {212) est dit réciproque du système (A). Soientj^i, j^j, .. .,_j'„ et ;(, ..., s„ deux solutions quelconques appartenant respectivement au système (A) et à son réciproque (aia), on aura
\i.a effet, en dérivant, on trouve
(fyi ifyii dzf dz„
' d^ ' ' ' " d^ ■'^ dx " ' ■''^dx'^'
el, si l'on remplace les dérivées par leurs valeurs tirées de (.\) et {21 a), on trouve une identité.
Il résulte de là que, pour intégrer le système (A), on n'augmente pas la difficulté en considérant l'ensemble des systèmes (A) et (aia). On aura, e» eflfet, à résoudre en plus un système algébrique de la forme
pour connaître la solution générale de (21a) quand on aura déjà un système fondaineiita! de solutions de (A).
SYSTÈMES d'équations nUTÈRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. Or, si l'on po.e
l'ensemble des systèmes (A) et (aoa) revient à écrire le système canonique, dans le sens classique du mol,
'- -^ dx: dz/' dx Oyi'
Alors, soient
My^-y^ 7„l^„ss, ...,s.) = a- (i-^i, ■>.,...,!<)
A- intégrales homogènes en jKi) ■ ■ -i^h et en z,, ,,.,s„.
Toute forme invariante de ce système d'intégrales, multipliée par une fonction connue de x, est encore une intégrale du système caiwnique.
En effet, la solution générale de (A) est
(214) yi=C,yn-^...^C„y,..,
et les intégrales de (ao3) sont
(ït5) y,i^,^--- + r^i^-i=-!t (i-^T,2, ...,fi),
car les équations (204) et (203) donnent
j,3, -l-...-|-_j'„2„=C,Yi-i-.-.-l-C,7„= eonst.
Alors, si dans les intégrales on remplace y,, . . ., y„, z,., . . . , z,i par leurs valeurs tirées de (ao4) et {2i5), elles doivent se transformer eu des fonctions
indépendantes de x. Mais (2i4) el (ai5) sont des substitutions linéaires qui changent les variables y el z dans les variables C et y- Donc toiite forme invariante du sjstème des intégrales / se réduira, quand on la multipliera par une puissance convenable du déterminant de la substitution (214)» à la fonction analytique formée avec les fonctions <fi, c'est-à-dire à une fonction des conslanies C et f. Or, une telle fonction est encore une intégrale.
Le déterminant de la substitution est égal, comme 00 l'a vu au Chapitre I, à g-JSfl„i/je_ Enfin, remarquons que le dernier théorème démontré comprend la fameuse proposition de Poisson dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
132. Donnons enfin, d'après M. Appell, les principes essentiels de la théorie des S. 22
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fonctions invariantes des intégrales des systèmes quelconques de la forme (A)
M. Âppell donne, dans un sens très général, le nom de fonction invariante de np quantités X,/( à chaque fonction algébrique entière des variables qui se reproduit multipliée par une puissance de la substilntioii quand on fait sur les variables une substitution linéaire telle que
Une pareille fonction pent être représentée par le Tableau
ou par la notation I ,
ou par la notation simplifiée I(X,>)„p.
M. Appell démontre les théorèmes généraux suivants : T. Si l'on a l'identité
D étant le déterminant de la substitution ; la fonction invariante est homogène et de degré m par rapport aux variables d'une même ligne. tl. On a identiquement
I(Xa.),-;, = o si p<,l.
IIl. Si /> := «, une fonction invariante est, à un facLenr près indépendant des variables X, une puissance du déterminant
IV- Toute fonction invariante est une fonction entière et homogène de degré n des n{p — ■ «) + I déterminants i. A,,,, Ai_„^,, (/ = (, 13, . , ., n) oii l'on a posé d'une manière générale {en supposant^ >• n)
[ X„ ... X,,i-, X,j. Xi,ï^, ... x,„ I 1 X,i ... X„,(^, X„i X„,i_^, ... X„J
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On pourrait appliquer ces théorèmes à l'étude des systèmes différentiels (A). Mais, comme le fait M. Âppell lui-même, on peut faire de ces systèmes une étude directe et d'ailleurs très simple; nous allons le faire voir.
Toute fonction algébrique entière F des éléments des solutions d'un système fondamental y n, des équations (A)
et des dérii>ées de ces éléments, qui se reproduit multipliée par un facteur constant différent de zéro quand on remplace le système fondamental de solutions par un autre système fondamental, est égale à une fonction algébrique entière des coefficients a et de leurs dérivées multipliée par une puissance de Vexpression e-''l''ii+'''+"-i;(l''-^.
D'abord F doit se reproduire à un facteur constant près quand on permute entre elles les solutions yot- En effet, on peut remplacer les deux solutions j^ii et _/,2 par les deux solutions a^yi^ + btyi-i et flay,-, + b^ya, pourvu que le déterminant «I 6î — 6) «s soit différent de zéro. On prendra a^-^o, ^2=; o, «2= 1, 61 = I et l'on aura permulé les deux solutions j'u etyi^. Alors, les deux fonctions entières F{yii , yitf • • • lyot)} F (^121 yiii ■ ■ ■ t yi") "^^ différant que par un facteur constant, il faut qu'on trouve dans chacune la solution y:, avec les dérivées de ses éléments jusqu'à un même ordre de dérivation.
Donc, F contient les dérii>ées des éléments des solutions yn, jusqu'à un ordre de dérivation indépendant de l'indice te.
F est une fonction in\
nte des quantités for
dxP '
dxP
;^(p-\-i). En effet, supposons qu'on passe du système fonda-
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mental de ioluùons ym k un autre système fondamental quelconque
Il faudra que l'on ait identiquement F(y,.,....y,. ^,...,'^].Hf(Y,. Y,.. . . ..■^. . ...î^],
\^^ii: ,Jiny . ^^ ^„ y |^ 11, , 1/1. , ^^^ ^^ j'
H étant une fonction des seuls coefficienls C de la substitution. D'ailleurs ce facteur H est différent de zéro tant que le nouveau système Yj* est fondamental, c'est-à-dire tant que le déterminant des constantes C est différent de zéro. Donc H ne peut difTérer que par un facteur numérique k d'une puissance de D et l'on a
On peut supposer Yj =^^1, . . . , Y„ — ,r„ pour calculer /c, et le calcul donne immédiatement ^ = i .
La fonction F se reproduit donc multipliée par D™ quand on fait sur les variables yik la substitution indiquée. Donc F est une fonction invariante des n^lyP + i) quantités du Tableau ci-dessus. Or, en vertu des équations proposées (A) et des équations dérivées qui ont même forme que les équations (A) ellesmêmes, on peut éliminer dans F toutes les dérivées, et alors F étant une fonction alg;ébrique des seuls éléments du déterminant
et ne s'annulant qu'avec lui, est précisément une puissance de ce déterminant, multipliée par un facteur qui ne peut être que zéro ou une fonction algébrique entière des coefficients de l'équation différentielle et de leurs dérivées. Ce ré- .sultat est conforme aux théorèmes généraux.
Pour les systèmes de la forme (A), le nombre des applications semble restreint. Mais, pour le cas particulier d'une équation linéaire d'ordre n, on peut tirer de là les tbéories de l'élimination et de la transformation des équations différentielles, comme en Algèbre pour les équations de degré n. Nous renverrons pour ces questions au Mémoire de M, Appeil.
SÏSTÈSIliS R ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES L)Nr,AIItES ET HOMOGENES.
NOTE SUR LES DETERMINANTS
133. Considérons un délerminanl quelconque P dont les éléjnenls sont reprt senlés par la notation a,-s- Nous aurons les relations
Le dclerminanL t ^r— de l'ordre /i — 2 se déduit, au signe près, du dcLcr-
minanL V en effaçant dans ce dernier deux lignes, la i-"'"'" et la /-''^""^ et deux colonnes, la s'*""" et la s"*'"'. Mais on peut aussi considérer les expressions -r— comme des déterminants principaux, et l'on obtient les formules suivantes, analogues aux formules (i),
" da,.i ôasi, da,,i
Portons ces valeurs dans la seconde relation (r) et tenons compte des éqii. (3) ei (4), nous aurons
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L'équation (y) correspond à la règle de Laplace quand on développe le délerininant P par rapport aus éléments de deux colonnes à la fois.
134. Il est facile de dcniontror cette règle en général. On peut d'abord faire des calculs analogues aus précédents, mais on peut aussi faire une démonstration générale comme nous allons l'indiquer.
Rappelons d'abord que, pour former les permutations des nombres a.,, . . . , a„ donnés, on peut considérer d'abord p désignées de ces lettres a) , . . . , a^ par exemple, et permuter d'abord ces lettres. Puis, considérant les n — p autres lettres, on les permutera. On obtiendra ainsi Ti5pTiy„_p permutations, cj* étant en général le nombre des permutations de k lettres. En appelant G^ le nombre des combinaisons de n objets p k p, on aura C^ manières de faire l'opération précédente; on aura donc
parce que toutes !es permutations de n lettres ont été comptées ainsi chacune une fois et une fois seulement comme il est facile de s'en assurer.
Toutes les permutations d'un même groupe sont caractérisées par ce fait que les p premières lettres sont les mêmes.
Cela posé, considérons un déterminant dont un terme quelconque ait la forme
■J.,, 3.-., ..., a„ étant une permutation des seconds indices, et s donnant le signe correspondant à cette permutation. Dans tous les termes, on peut supposer que les p premiers seconds indices sont toujours ctt, . . . , a^ rangés dans un ordre quelconque. Donc, pour obtenir tous les termes, on pourra les déduire de la permutation
en permutant d'abord les premiers indices, puis les n — p derniers. On obtiendra ainsi successivement les termes
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le signe s résukant toujours de la permiitalion a, . . . a^, | «^4., . . . a„, considérée comme résultant maintenant des deux permutalions a, ... a^ et a^^, . . . a„.
La conclusion à tirer de là est la règle de Laplace, qui consiste à prendre, par exemple, p lignes, à en tirer tous les déterminants possibles à p^ éléments, et à multiplier ces déterminants partiels par les déterminants complémentaires, c'està-dire par ceux qu'on obtient en effaçant, dans le déterminant principal, les lignes cl les colonnes qui ont déjà servi. Les signes doivent concorder dans le développement ordinaire du déterminant principal, et dans le développement par la règle de Laplace.
\W>. Dans les formules (i) et {2), chaque dérivée partielle - — est, au signe près, le déterminant qu'on obtient en supprimant la ligne r et la colonne s dans le dé-
d'ordre m les délermicolonnes quelconques dans le
terminant principal P. En généi
■al, on appelle n
■lineii.
nants qu'on obtient en supprim;
int m lignes et i
n colc
déterminant principal. Soit
le nombre des combinaisons de 11 objets m à m. Écrivons ces combinaisons les unes à la suite des autres dans un ordre choisi, et numérotons-les de sorte que les numéros 1,2, ,.., c caractérisent les diverses combinaisons. Soient y et S deux quelconques de ces numéros. Si dans le déterminant P on supprime tous les éléments qui ont leur premier indice dans la combinaison -{, et leur second indice dans la combinaison 3, les éléments restants formeront un mineur quelconque d'ordre m. Nous le représenterons par la notation Py™'. Le noroLrede ces mineurs est évidemment égal à c^, et avec eux on peut former le déterminant
Pi'i"
I Pi^'i" - ■ . Pï:™*
On a pour les mineurs du premier ordre les plus simples combinaisons. Par exemple, la notation Pj.^ indiquera qu'on a supprimé la ligne /■ et Ja colonne .1. Le déterminant S;/' est dit alors le déterminant adjoint du déterminant P,
Si, dans le déterminant P, on supprime les lignes et les colonnes qui servent à former P^™', il restera un déterminant d'ordre n — m qu'on peut représenter par le symbole
eL (jn'oii appelle complémentaire par rapport au mineur P^^"- De même, le déterminant S^"""" formé avec les P^'^^'g est dil complémentaire du déterminant S^™'. En particulier, les mineurs complémentaires des PJ.^ sont les éléments euxmêmes du déterminant P.
Choisissons les seconds indices dans la combinaison S formée de m leltrcs, itiors la règle de Laplacc aura pour traduction algébrique la formule
P = PCL" V'X'S + P as"P-r^' -H ... M- P'ï" PL"-
Si, dans celte formule, on remplace S par S', on introduira nécessairement des lettres qui appartiennent à la combinaison complémentaire — 8. Alors le déterminant P pourra être remplacé par un antre déterminant où des colonnes seraient identic|ues, La formule (10) entraîne donc la formule
( r 1 ) o = P','^',' Pi"-l"g', + . . . -I- P^'^;' ^%1"'à. ■
136. Comme applications des formules (10) et (11), formons dos produits de déterminants où les indices [m) et (n — m) seront supprimés pour la commodité de l'écriture. Nous aurons, comme première application, la formule
I particulier, pi I et n en i et a
en changeant les indices
dP _^ _ dP_ ÔV
S générale,
àV dV àV tiP
Arrivons à la formule de Caucliy
Commençons par définir îe produit R des deux déterminants P et Q du même ordre. On aura, par définition,
( 16) /-^.v = p^.! q„ H- • - • -i-Pf,.!, ?v« ,
en appelantyO, cj, /■ les ternies des trois déterminants; on peut écrire simplement le signe de sommation S étant relatif aux. seconds indices i. On aura, par suite,
S"(/'ni5'ii) S"(p,„ça,)
Supposons que dans R on échange deiix lignes, par exemple les deux premières. On aura l'écliange entre les deux cléments
^"(Piiqn) et S"(/.;,<7„)-
Rien n'est donc changé dans le déterminant Q. Au contraire, dans P, la suite
pu, Pu, ■■■, p,^ est remplacée par
Pti, p--i, ■■-, P'-n,
et inversement. On a donc échangé au fond les deux premières lignes de P.
D'une manière générale, on peut dire que, si l'on échange les lignes d'indice (' et y dans l'un des deux déterminants P et R, le même échange doit être fait dans l'autre déterminant pour que la loi
R = PQ
subsiste. Si, au lieu des lignes, on considère les colonnes, alors R et Q seront associés dans l'ordre de ces colonnes.
Cela posé, considérons un mineur quelconque Ryl' de R. Amenons les lignes et les colonnes qui correspondent aux combinaisons "j" ^t S dans les premiers
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rangs. La même opération devra élre faite sur les lignes de P et les colonnes de Q et l'on aura toujours
li =-- PQ.
Il suffira donc de démontrer la formule de Cauchy dans le cas particulier représenté par la formule suivante .
(.9) lî'/ï' - Pl'f Q<A" + . . .+ PÏÏ'Q'.'?'-
Considérons un terme quelconque de R','"'. Il est dérivé du terme principal
pur des permutations effectuées sur les seconds indices. Il sera donc de la forme
Son développement renfermera donc toutes les combinaisons
(A) /■'l[i,-'-/'"-P™?«,ïi-'-?ïn.ï,.,
où ^1 . . . Pnii Yi ■ ■ ■ '(m sont des combinaisons quelconques de m des indices i, a, . . ., n.
Gela posé, E.'"J' est un déterminant, c'est-à-dire une fonction qui changée de signe quand on change !a parité de l'une des suites des indices de ses termes. Il faut donc que toutes les combinaisons A soient précédées d'un signe conforme à la loi de leurs indices. Mais alors, en raisonnant comme pour la règle de Laplace, on pourra démontrer la formule
R\"l> = Sdz S(/>,.^, . . ■Pi„,\i,„)S{q^,r(. ■ ■ ■ ?«™,ï„.),
ou encore, en revenant aux notations adoptées,
H(m) ^ p,mi Qim) -,. ;. ..f, IHm, Qi«;l_
139. Il no.us reste à démontrer que le déterminant SJf" est une puissance de P. M. Francke i'a démontré d'abord par une méthode directe. Ensuite, M, Borchardt, dans une Note ajoutée au Mémoire de M. Francke, a obtenu d'une manière presque immédiate ce théorème important en s'appuyant sur la remarque suivante facile à démontrer : l'expression entière el rationnelle
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n'a pour diviseurs entiers et rallonnels que des expressions de la forme
\(A.,x,-i-...-hA.„^„)V- (,u = o, i,a, ..., A);
01- c'esl le cas ciii dcEerminani P'f, où l'on peut appeler a;, ,..., ^„ les éléments d'une même îîgne on d'une même colonne.
Cela posé, la relation
établie parCauciiy, montre que S^"" est un diviseur de ï'" et, déplus, un diviseur entier et rationne!. Il faut done que l'on ait
On trouve l'acilenicnt 1 csposanl [x et la constante X := i , en cîierchant d'u part la dimension de S^"' par rapport à une lettre quelconque du déterminant et, d'autre part, en supposant P réduit à sa diagonale principale.
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Soil !a fraction rationnelle
(^-_„)^^(3.) (^-ay^ i^-a)'-'
iù <f{x) n'est plus divisible par x — a.
l'osons .r = a -H A, nous aurons
D'un autrp côté, nous aurous
(a^-a — h)h"<f(a-hh)
Le coefficient de j-: dans ce développement, est
[A,-^ An /i -^ . . .^ A„h"-> ~h h"'i' {a ^ h)]
c'est-à-dire la partie du développement de -- — ii£2_-— -, qui corresnon'
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