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AVANT-PROPOS
Des recherches géométriques faites à diverses époques sur les engrenages.
Lahire est le premier qui ait donné un tracé géométrique des engrenages cylindriques.
Il a démontré, dans plusieurs Mémoires publiés dans les Actes de l'Académie des Sciences de Paris, les diverses propriétés dont jouissent les épicycloïdes planes, et il a le premier appliqué ces courbes à la construction des engrenages cylindriques.
Camus est le premier qui ait écrit un traité sur les engrenages théoriques; ce traité est aussi complet que le comportait 1 état de In science à l’époque où ce géomètre écrivait son Traité de Mécanique.
Cet auteur essaya de construire géométriquement l'engrenage conique en employant les épicycloides sphériques; mais il ne put construire rigoureusement la tangente à cette courbe à double •courbure, parce qu'alors les méthodes ingénieuses et exactes de la Géométrie descriptive n otaient pas encore connues.
Euler, dans un Mémoire publié dans les Actes de i Académie des Sciences de Berlin, démontra que l'on ne pouvait pas construire des engrenages cylindriques dans lesquels tussent satisfaites en même temps les deux
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conditions: i° vitesses angulaires des axes dans un rapport constant; et 2 ° frottement de roulement entre les courbes sections droites des cylindres formant les surfaces des dents.
Hachette a publié, dans son Traité îles Machines, une théorie géométrique des engvenages cylindriques et coniques; des engrenages à lanterne cylindriques et coniques; des engrenages à crémaillère; des cames et pilons.
Il a donné les épures (dessinées sur une grande échelle) des tracés de ces engrenages, taut intérieurs qu extérieurs; mais il n'a considéré que ceux que l’on pouvait construire au moyen des épicycloïdes, planes pour l’engrenage cylindrique, et sphériques pour l'engrenage conique.
Il n'a pas donné les engrenages à développante de cercle;
11 n'a pas cherché si l’engrenage apte à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan était possible.
M. Lefebvre, colonel d'artillerie, a publié dans un des volumes du Mémorial d' Artillerie, une nouvelle construction de l’engrenage conique, au moyen des développantes sphériques, et il a fait exécuter plusieurs engrenages d’après ce système, à la poudrerie du Bouchet; il a le premier appelé l attentiou des constructeurs sur l’emploi des développantes sphériques, dans le tracé géométrique des engrenages coniques.
fVithe a donné les engrenages cylindriques et coniques à frottement de roulement;
Ces engrenages jouissent en effet des deux propriétés regardées par Euler comme étant imcompatiblcs.
Quand ou réduit chaque dent à une courbe, tant que le point de contact est assujetti à se mouvoir sur un plan, Euler a raison; mais aussitôt que l’on considère non des courbes planes, mais des courbes à double courbure, et que le point de contact peut dès lors se mouvoir dans l’espace, IVixhe a raison.
AVANT- FROPOS.
Du calcul du frottement dans les engrenages.
I<e calcul du frottement dans les engrenages ne date que de ces derniers temps; on peut consulter :
t°. Les façons lithographiées de l'Ecole d' Application de Metz; par M. Poncelet;
2®. Les Leçons lithographiées de l’Ecole des Ponlset-Chaussées de Navif.R, et celles de M. CORIOUS;
i°. Les Leçons lithographiées de i Ecole Polytechnique ; par Savary;
4 ®. Plusieurs Notes insérées dans le Bulletin de la Société Philomatique, par MM. Liouville et Comdes.
Je me suis aussi occupé, et à plusieurs reprises, de la question des engrenages, mais seulement sous le rapport de leur tracé géométrique; car quant au frottement, je ne m'en suis occupé que sous le rapport de sa nature géométrique.
Ainsi, en 1816, étant à l’École d'Applicalion de Metz, la brochure publiée par Witbe sur ses engrenages cylindriques et coniques à frottement de roulement, tu étant tombée par hasard sous les yeux, je parvins, par des considérations géométriques très-simples, à démontrer l’exactitude de ce que Witbe avait avancé sans pouvoir le prouver, parce que Witbe était un mécanicien très-habile dans la pratique des arts, mais n'était pas géomètre.
Ce fut aussi en 1 8i 6 que je vis que, par des considérations analogues à celles que j’avais employées pour démontrer les engrenages cylindriques et coniques, je pouvais parvenir à un nouvel engrenage à la Withe, apte à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan.
Lesdeux Mémoires que je rédigeai à ce sujet, furent présenfés à l’Académie des Sciences au commencement de 1836; depuis, ces Mémoires
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oui été insérés ilans le Journal de Mathématiques paies et appliquées, publié par M. Liouville.
En 1818, reprenant mes recherches précédentes, je complétai ce que j'avais entrevu sur la nature géométrique du frottement dans les engrenages; et ce fut eu 1827 que je publiai à Paris, et à un très-petit nombre d'exemplaires, une brochure sur ce sujet, et dans laquelle je parlai, pour la première fois, des frottements directs et angulaires , soit de roulement, soit de glissement.
On peut voir à ce sujet une Note publiée par Hachette dans la dernière édition de son Traité des Machines.
Ce fut en 1829 que je publiai dans le Bulletin de la Société d'Encourajement (voir anuée 1829, page j 3 o) une Note où je montrai que i engrenage extérieur et cylindrique à développantes pouvait servir à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan, et qu'il suffisait, pour cela, de faire tourner l'une des roues dentées autour de la droite parcourue par le point de contact de deux dents en prise.
Par ce procédé on pouvait exécuter un engrenage oscillant, puisque, pendant que la première roue tournait autour de son axe fixe, la seconde pouvait avoir deux mouvements de rotation, l’un autour de son axe, l'autre autour de la droite des contacts.
Ce fut en i 83 o ipte jé donnai à la Société d'Encouragcment l’engrenage oscillant intérieur (voir année i 83 o, page 2g3).
Ce fut en i 834 que je publiai, dans Je XXIlI r Cahier du Journal de l ' École J‘oly technique, un Mémoire sur la surface enveloppe des plans normaux à l’épicycloïdc sphérique, et je fus parla conduit à simplifier le procédé proposé par M. le colonel Lefebvre pour tracer les engrenages coniques à développantes sphériques.
Ce fut le 2 juin 1 83 o que je présentai à la Société d Encouragement pour l'Industrie nationale l’engrenage de force destiné à transmettre le
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mouvement de rotation entre deux, axes non situés dans un même plan.
Ce fut le 5 octobre 1 83 1 que j’annonçai à la Société d 'Encouragement que l’on pouvait construire une roue dentée apte à conduire autant de roues que l’on voudrait, quelle que fût la position que chacun des axes de ces roues occuperait dans l’espace par rapport à l’axe de la roue centrale, et que le procédé mécanique que l’on devait employer pour tailler ces diverses roues était le suivant : tailler tes roues satellites au moyen d'une vis triangulaire en faisant varier convenablement l'cmtjle que l'axe de la vis et t'axe de la roue à denier font entre eux, et ensuite tailler la roue centrale au moyen de l'écrou de la vis.
Dans le premier chapitre de cet ouvrage, j’expose la théorie des engrenages telle qu’on aurait dû, il me semble, la présenter pour quelle fût en effet générale.
Aussi, par la théorie nouvelle que je développe dans ce chapitre, je suis très-facilement conduit à la solution du problème suivant :
Des diverses espèces d' engrenages au moyen desquels on peut transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un
même plan.
En lisant ce nouveau Traité des Engrenages, on verra qu'on peut transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan, au moyen de trois engrenages différents, jouissant de propriétés spéciales à chacun d’eux, et tous les trois admissibles dans la pratique.
i°. L'engrenage peut être de force, c’est-à-dire que deux dents en prise seront en contact par une ligne droite , et le frottement sera de glissement angulaire. Voir le chapitre deuxième qui a pour titre : JVouvcl engrenage de force , etc. Voir aussi dans le chapitre premier, qui a pour titre : Considérations générales sur la théorie des
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engrenages , cc que nous avons, dit sur les engrenages à flancs.
2°. (.'engrenage peut être de précision, c'est-à-dire que deux dents en prise ne seront en contact que par un point, et le frottement sera de glissement aiuptlnire. Voir le chapitre troisième, qui a pour titre : Nouvel engrenage de précision , etc.
i". (/engrenage peut être de précision et le frottement de mulemeni angulaire. Voir le Chapitre quatrième, qui a pour titre Théorie géométrique des engrenages à frottement de roulement.
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CHAPITRE PREMIER
Considérations générales sur la Théorie des Engrenages.
Un engrenage est un système mécanique composé de deux roues dentées C et C, , fixées l’une C à un axe A , l’autre C, à un axe A, et tel que si la roue C tourne autour de son axe A, elle entraîne la roue C, et la force à tourner aussi autour de son axe A,.
Le problème que l’on se propose, en construisant un semblable système, est donc celui-ci: transmettre le mouvement de rotation entre deux axes. Mais, de plus, on se propose de tailler les dents des roues dentées de telle manière , que les deux axes se meuvent uniformément.
Dès lors, la surface <I> qui doit terminer chacune des dents de la roue C, et la surface 4>, qui doit terminer chacune des dents de la roue G, , ne sont plus arbitraires, elles doivent avoir des formes géométriques particulières et telles que ces deux surfaces puissent se conduire uniformément; et ainsi, pendant que l'une des surfaces <J> tourne uniformément autour de l’axe A, il faut qu’en se mettant toujours et successivement en contact avec l’autre surface <!>, , elle imprime à cette surface 'I 1 , un mouvement de rotation uniforme autour de son axe A,. I<e problème des engrenages est donc un véritable problème de géométrie, et évidemment c’est un problème de relation de forme et de position; de forme, puisqu’il s’agit de construire deux surfaces géométriques; de position, puisqu'il s’agit de mettre en présence ces deux surfaces.
Aussi la théorie des engrenages est-elle complètement du ressort de la Géométrie descriptive, et l'une de ses plus belles applications.
Deux axes A et A, peuvent avoir l’un par rapport à l’autre, et dans l'espace, trois positions distinctes:
t“. Des axes peuvent être parallèles;
s*. Les axes peuvent se couper sous un angle égal à un angle droit nu plus petit qu’un aDgle droit;
3°. Les axes peuvent n'êtrc point situés dans un même plan et faire entre eux un angle égal à un angle droit ou plus petit qu’un angle droit.
Dans ce qui va suivre nous désignons par v la vitesse angulaire de l'axe A, et par u, celle de l’axe A,.
1. Dons le cas des axes parallèles, fuj. t, menons un plan P perpendiculaire à l’axe A et coupant cet axe au point o et l'axe A, au point o,.
Partageons la droite oo, en deux parties o.r et «>,, telles que l’on ail
, ox c,
O t JC V *
Traçons dans le plan P deux cercles C et C, , le premier ayant le point o pour centre et ox pour rayon , et le second ayant le point o, pour centre et o,.r pour rayon.
Ces deux cercles seront tangents l’un A l’autre au point x; ils auront en ce point même tangente 0.
Si les axes A et A, tournent sur eux-mêmes avec les vitesses respec- I iî tives v et u, , le premier dans le sens indiqué par la flèche « , et le second dans le sens indiqué par la flèche a , , les deux cercles C et C, rouleront -■ l'un sur l'autre.
*2. Dans le cas des axes gui se coupent, fig. a, menons dans le plan des axes et par le point s, en lequel ils se coupent, une droite H qui divise l’angle des axes eu deux parties telles que le rapport de leurs sinus soit inverse du rapport des vitesses des axes, et prenons sur la droite H un point arbitraire x; abaissons de ce point .v deux perpendiculaires, l'une jco sur l’axe A, l’autre xo, sur l’axe A,; menons par ox uu plan P perpendiculaircàraxeA,elparo,.run plan P, perpendiculaire à luxe A,; traçons dans le plan P un cercle C ayant le point o pour centre’ et ox •» pour rayon, et dans le plan P, un cercle C, ayant le point o, pour centre et o,x pour rayon.
Ces deux cercles seront tangents l’un à l'autre au point x, ils aurout en ce point même tangente 5.
Si les axes A et A, tournent sur eux-mêmes avec les vitesses respectives v et v, , le premier dans le sens indiqué par la flèche a et le second dans le sens indiqué par la flèche a, , les deux cercles C et C, rouleront l'un sur 1 autre, car par construction on a
OX
5. Dans le cas des axes non situés dans un même plan, fiq. 3, construisons la plus courte distance oo, entre les deux axes; prenons sur cette plus courte distance un point jr tel que l’on ait
OX
menons par cette plus courte distance un plan P perpendiculaire a l'axe A, et un plan P, perpendiculaire à l’axe A, ; traçons dans le plan P un cercle C ayant le point o pour centre et o.r pour rayon , et dans le plan P, un cercle C, ayant le point o, pour centre et o,.r pour rayon.
Ces deux cercles se croiseront au point jr; ils auront en ce point des tangentes différentes 9 et 0,.
Si les axes A et A, tournent sur eux-mêmes avec les vitesses respectives v et v, , le premier dans le sens indiqué par la flèche a, et le second dans le sens indiqué par la flèche a, , les deux cercles C et C, rouleront l’un sur l’autre.
ft
Dans les deux premiers cas les cercles 0 et C, roulent directement I on sur l’autre, parce qu'ils ont une tangente commune; dans le troisième cas les cercles C et C, roulent angulairement l’un sur l’autre, parce qu’ils ont des tangentes différentes.
Ces cercles C et C, sont dits, dans les trois cas, les cercles primitifs de l'engrenage.
Cela posé, on peut donner du problème deux sohitions distinctes :
Première solution. On peut supposer que la surface <J> de la dent de la roue fixée à l’axe A est connue, et alors on a à chercher la surface <l>, qui doit terminer la dent de la roue fixée à l'axe A, ; dans ce mode de solution, la surface 4>, est Yem>eloppe de 1 enveloppée ■J*.
Seconde solution. On peut imaginer une surface 1 sc mouvant dans l'espace suivant une certaine loi déterminée par les conditions du problème, et construire les surfaces <I> et <1>, qui doivent terminer, la première la dent de la roue fixée à l'axe Â, et la seconde la dent de la roue fixée à l’axe A, ; dans ce mode de solution , les surfaces 4> et 4>, sont deux surfaces enveloppes ayant la même enveloppée 2.
Premier mode rjinéral de solution.
Concevons la surface <1> fixée au cercle C et d'une manière invariable.
Concevons que pendant que l'axe A tourne sur lui-même avec la vitesse v , un point du cercle C décrive sur ce cercle C, dans un temps /, uu arc qui mesure un angle a, et qu'un point du cercle C ( , pendant que l'axe A, tourne sur lui-même avec la vitesse v„ décrive sur ce cercle C,, et dans le même temps t, un arc qui mesure un angle ë.
F kj. i. — Cas des axes jtaraUèles.
Si l'on fait tourner l’axe A autour de l'axe A, , il engendrera un cylindre de révolution ayant pour section droite uu cercle C, tracé dans le plan P et ayant le point o, pour centre et oo, pour rayon.
Si le point o se meut sur le cercle C, dans le sens indiqué par la flèche et dès lors en un sens inverse du mouvement de Taxe A,, et s’il décrit sur ce cercle C a un arc mesurant un angle ë, la surface <1> sera transportée en une position <!>'; et si eu cette position la surface ‘I>' tourne autour de la droite A', position que l’axe A est venu prendre , d'un angle a et dans le sens indiqué par la (lècbe a, elle prendra une position 1
Si l'on transporte en <1>", en lui faisant décrire autour de l’axe A, un second angle ê, et que l’on fasse tourner 4>”, autour de la nouvelle position A* de Taxe A , d’un nouvel angle a , <K prendra la positiou <P“; et ainsi de suite. L'enveloppe de l’espace parcouru par la surface 4> sera la surface cherchée et cette surface '!>, sera tangente aux diverses positions 4>, de Venvcloppée <!'.
Et connue l 'enveloppe et sou enveloppée sont en général tangentes l une à l'autre suivant une ligne qui est dite caractéristique de l’envcloppe et qui n’est autre que l’intersection de deux enveloppées successives oti infiniment voisines, il s'ensuit que les dents de 1 engrenage sc
mettront successivement en contact par une portion de ligne courbe ou droite, suivant la forme géométrique de la surface enveloppée <I>, et sa position par rapport aux axes A et A,.
Fig. 2 . —Cas des axes gui se coupent.
Si l’on fait tourner l’axe A autour de l’axe A, , il engendrera une surface conique de révolution ayant pour base le cercle C,, ayant le point o, pour centre et oo, pour rayon; et l'on obtiendra 1 enveloppe <l>, par une construction semblable à celle employée dans le cas des axes parallèles.
Fig. 3. — Cas des axes non situés dans un même plan.
Si l’on fait tourner l’axe A autour de l’axe A, , il engendrera une surface hyperboloidc à une nappe et de révolution, ayant pour cercle de gorge le cercle C, tracé dans le plan P, , et ayant le point o, pour centre et la plus courte distance oo, pour rayon. Et l’on obtiendra encore l’enveloppe <J>, par une construction semblable à celle employée dans les deux cas précédents.
Ainsi nous avons trois espèces d’engrenages :
i°. L’engrenage cylindrique;
3°. L’engrenage conique ;
3“. L’engrenage hyperboloïdique.
Et dans chacun de ces eugrenages, la surface <1> qui termine In dent de la roue fixée à l’axe A, conduit uniformément la surface <t>, qui termine la dent de la roue fixée à l'axe A, , ces deux surfaces 4> et 4>, se mettant successivement en contact par une ligne courbe uu droite, suivant la nature géométrique de la surface <I> et sa position dans l’espace, par rapport aux axes A et A, de l’engrenage.
Second mosle général île solution, fig. 4-
Concevons deux axes A et A, arbitrairement placés, dans l’espace, I un par rapport à l’autre. Ayant construit les deux cercles primitifs C et C, ainsi que nous l’avons dit ci-dessus, imaginons un plan Q de position arbitraire dans l’espace, mais passant par le point x, et traçons dans ce plan Q un cercle D, passant par ce même point x, mais ayant pour centre un point quelconque b du plan Q ; imaginons enfin un axe B passant par le centre b du cercle D et perpendiculaire au plan Q de ce cercle.
Cela fait, enroulons un fil F, sur le cercle C du point /jusqu’au point x, puis, sur le cercle D du point x au point k.
Enroulons un second fil F,, sur le cercle G, du point/, jusqu au point r , puis, sur le cercle I) du point j: an point k.
Il est évident que si je lais tourner le cercle D autour de son axe B. dans le sens indique par la lléclie </ 3 , les axes A et A, tourneront sur euxrnémes avec les vitesses respectives v et v, , et que les cercles C etC, rouleront l'un sur l'autre en tournant, le premier dans le sens indiqué par la fléché u, et le second dans le sens indiqué par la flèche a,. Et ces cercles rouleront directement l'un sur l’autre, s ils ont même tangente aux point .r, et rouleront aiujulairement l'un sur l’autre, s’ils ont en ce même point x des tangentes différentes, ainsi qu'il a été dit ci-dessus.
Cela posé, concevons une surface £ fixée d’une manière invariable au cercle L), et concevons qu'a Taxe A soit fixée une niasse de matière M et qu aussi se trouve fixée à Taxe A, une masse de matière M,. Pendant que le cercle l) tournera autour de son axe B, les masses M et Mj tourneront uniformément autour des axes A et A,, le rapport de leurs vitesses angulaires étant constant et égal è ; en même temps la surface £ se mouvra dans l’espace, entrainée quelle est par le cercle D.
Et si l’on considere-la surface £ comme un outil, cet outil £ fera successivement son logctneut soit dans la masse M, soit dans la masse M, ; et les logements successifs que L’on obtiendra en faisant mouvoir le cercle D, formeront une surface ■!> fixée à l’axe A et une surface <P, fixée a l’axe A,, et ces deux surfaces enveloppes, qui évidemment auront lune et lautre la surface £ pour enveloppée commune, seront telles, que supprimant le cercle D et la surface £, elles se conduiront uniformément
l,a surface £ se met .à chaque instant du mouvement en contact avec la surface <I>, par une caractéristique ç, et cette surface £ se met aussi a chaque instant du mouvement eu coutact avec la surface «Ig , par une caractéristique 4, ; en général, les courbes ~ et ç, seront des lignes différentes et distinctes, et comme elles sont toutes deux tracées sur la surface £, en général elles se couperont en un point; par conséquent, d apres ce second mode de construction, on peut dire que les dents de l’engrenage ne se toucheront que par un point.
On voit donc, par ce qui précédé, d’ou proviennent les engrenages de Jorce et de précision, appelant engrenage de force celui pour lequel deux dents sout eu contact par une Iv/nc, et engrenage de précision celui
pour lequel deux dents sont en contact par un point. Et en même temps on voit que le second mode de solution n’est autre que le premier mode, lorsque l'on suppose que le cercle D se confond avec lun des cercles C ou C,.
Maintenant nous pouvons très-facilement descendre de cette théorie générale aux cas particuliers.
Car, i° dans le second mode, la surface X peut être une surface quelconque; on peut doue prendre pour surface 2 un plan /, et dès lors, comme l’enveloppe de l'espace parcouru par un plan est toujours une surface développable, les deux surfaces 4» et 4>, seront développables, et dès lors d’une construction plus facile dans la pratique.
Le plan Q, sur lequel est tracé le cercle D, peut faire avec le plan du cercle C, un angle arbitraire et en même temps la trace de ce plan Q sur le plan du cercle C peut faire avec le rayon ox de ce cercle G tin angle arbitraire ë'; on peut donner à chacun de ces angles a' et ë', suivant que l’on considère l’un des trois cas, aies parallèles, axes qui se coupent, axes non situés dans un même plan, une valeur parüctdierc et telle quelle amène des simplifications dans la construction pratique de I engrenage.
On peut en dire autant pour le cercle I) , car ou peut prendre sou centre b partout où l'on veut sur son plan Q, on pourra donc lui donner une position particulière et telle quelle permette de construire avec plus de simplicité l'épure qui doit servir à construire le relief.
On peut aussi tracer le cercle D avec un rayon plus ou moins grand; le rayon du cercle D peut même être infini; et dès lors ce cercle I) devient une ligne droite L,_/îÿ. 5, passant par le point .v et pouvant avoir dans l'espace une direction arbitraire par rapport aux axes A et A,.
Car, 2 “ dans le premier mode, on peut prendre pour la surface 4» ou l’enveloppée <t>, qui termine la dent fixée à l'axe A, toute surface que I on voudra ; on pourra donc prendre pour 4> un plan y et même donner à ce plan y une position toute particulière, et ainsi le faire passer par l'axe A.
Dès lors la surface 4>, sera une surface développable, puisqu elle sera l enveloppc de l’espace parcouru par un plan y.
Cela dit, examinons comment la construction des engrenages particuliers mais géométriques adoptés dans la pratique et décrits dans les Traités publiés par les divers auteurs qui se sont occupés de la question inipor-
tante des engrenages théoriques, dérive tout naturellement de l'un ou de l’autre des deux modes de solution générale que nous venons d'exposer.
Les divers auteurs qui se sont occupés de la théorie des engrenages ont décrit (i) :
i Les engrenages cylindriques extérieur et intérieur (les axes A et A, sont alors parallèles).
Ces engrenages sont tels que les surfaces <I> et <1', sont cylindriques, les génératrices de ces cylindres étant parallèles aux axes A et A,.
Premier système. La section droite de la surface 4> est une épicycloide plane ainsi que la section droite de la sut face 4>,.
Pour l’engrenage extérieur, l’une de ces épicycloïdes est extérieure et I autre est intérieure;
Pour l'engrenage intérieur, l’une et l'autre de ces épicycloïdes sont intérieures ou extérieures.
La construction de ces engrenages rentre dans le second mode général, car en effet cela revient à prendre pour la surface enveloppée 1 un plan y parallèle à la fois aux axes A et A, ; à supposer que le cercle D est situé sur le plan I’ qui contient les cercles primitifs C et C,, et que ce cercle D a au point x même tangente 0 avec les cercles C et C,.
Dés lors la surface enveloppe de l’espace parcouru par le plan y sera une surface cylindrique.
Chacune des surfaces 4» et 4», sera donc un cylindre; il suffira donc de connaître la section droite de 4> ou de 4>, pour que cette surface 4> ou 4*, soit complètement déterminée.
Or il est évident que cette section droite sera la courbe enveloppe de 1 espace parcouru sur le plan P par la trace du plan y sur ce même plan P. Et l’on sait que cette courbe enveloppe est une épicycloide plane, etc.
Deuxième système. La section droite de la surface 4>, est une cpicyeloide plane, tandis que la section droite de la surface 4> est un rayon du cercle C, cette surface 4> étant un plan passant par l’axe A.
Pour l’cngreuagc extérieur, l’épicvcloïdc est extérieure;
(i! Pour bien comprendre ce qui va suivre, on doit avoir présent à l’esprit ce que Hichctte a écrit Sur les divers systèmes iVcngrrnaçn, dans son Traité des Machiner.
Pour l’engrenage intérieur, lepicycloïde est intérieure.
On obtient ainsi l’engrenage cylindrique dit engrenage cylindrique à flancs'.
La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode général; car, en effet, cela revient à considérer la surface 4> comme étant l'enveloppée, et à prendre un plan y pour cette enveloppée, en assujettissant ce plan y à passer par l’axe A ; et il est évident qu'au lieu du premier mode on aura le second mode général si l’on suppose que le cercle l) n est autre que le cercle primitif C.
Troisième sy stème. La section droite de la surface <J> est un cercle à, dont le centre il est placé sur le cercle primitif C; la section droite de la surface <I>, est une courbe parallèle à lepicycloïde décrite par le point d, en supposant que le cercle C roule sur le cercle C, ; on obtient alors l'engrenage dit engrenage cy lindrique à lanterne.
Pour l’engrenage extérieur, lepicycloïde décrite par le point d est extérieure;
Pour l’engrenage intérieur, l’épicycloide décrite par le point d est intérieure.
La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode général; car, en effet, cela revient à considérer la surface 4> comme étant 1 enveloppée , et à prendre pour <P une surface cylindrique ayant le cercle d pour section droite.
Quatrième système. I>a section droite de chacune des surfaces <!> et 4>, est une développante parfaite de cercle.
La construction de ces engrenages rentre dans le second mode général; car, en effet, cela revient à considérer 1 enveloppée 1 comme étant un plan y parallèle aux axes A et A, ; à supposer que le cefcle D a un rayon infini, et que dès lors il n'est autre qu’une droite I. passant par le point x; et à concevoir, de plus, que cette droite L est située dans le plan P qui contient les cercles primitifs C et C, ; cette droite L coupant au point x les deux cercles primitifs C et C, , et le plan y étant perpendiculaire à cette droite L.
II. Les engrenages coniques extérieur et intérieur ( les axes A et A, se coupent alors en uA point s).
Ces engrenages sont tels que les surfaces <î* et <J>, sont des cônes ayant pour sommet commun le point s, en lequel se coupent les axes A et A,;
Premier système. La courbe directrice du cône 4> est une épicycloïde sphérique; celle du cône 4», est une épicycloïde plane, tracée sur le plan du cercle G,. Pour l’engrenage extérieur, l’une des épicycloides, celle «pii est sphérique, est extérieure et l'autre est intérieure.
Pour l’engrenage intérieur: l’une et l’autre des épicycloides, et la sphérique et la plane, sont intérieures ou extérieures.
La construction de ces engrenages rentre dans le second mode général; car, en effet, cela revient à tracer le cercle D dans le plan du cercle primitif C,; et, de plus, à supposer que les trois cercles D, C et C, ont au point x meme tangente 9. Et enfin, à considérer la surface enveloppée 2 comme étant un plan y, assujetti à passer constamment par le point s.
Deuxième système. I>a courbe directrice du cône 4> est une épicycloïde sphérique, celle du cône 4>, étant nn rayon (et dès lors une droite) du cercle C,.
Pour l’engrenage extérieur, lepicycloïde sphérique est extérieu rc ;
Pour l’engrenage intérieur, l’épicycloïde sphérique est intérieure.
On obtient ainsi l’engrenage dit, engrenage conique n flancs.
La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode général; car, en effet, cela revient à supposer que le cercle 1) se confond avec le cercle C,, que l’enveloppée 2 n’est autre que la surface <t>,, et que cette enveloppée 4>, est un plan y passant constamment par l’axe A,.
Troisième système. La surface directrice du cône 4*, est une sphère A, ayant son centre b, situé sur le cercle primitif C, , et ce cône 4>, a pour sommet le point s en lequel les axes A et A, se coupent. La surface directrice du cône 4> est une surface canal engendrée par la sphère A, pendant que son centre b, décrit une épicycloïde sphérique, en supposant que le cercle C, roule sur le cercle C.
Pour l’engrenage extérieur, l’épicycloïdc sphérique est extérieure;
Pour l’engrenage intérieur, l'épicycloidc sphérique est intérieure.
On obtient ainsi l’engrenage conique dit engrenage conique à lanterne.
La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode général; car, en effet, cela revient à considérer la surface 4>, comme une enveloppée fixée au cercle C, , cette enveloppée 4>, étant un cône ayant le point s pour sommet, et étant de révolution puisqu'il enveloppe la sphère A,.
Quatrième système. La courbe directrice de chacune des surfaces coniques $ et <I>, est une développante sphérique.
la construction de ces engrenages rentre dans le second mode général ; et, en effet , cela revient à considérer le cercle D comme ayant son centre au point s, et à supposer que son plan Q passe par la droite B, fij. 3, laquelle divise l'angle des axes en deux parties dout le rapport des sinus est inverse de celui des vitesses des axes; ensuite à prendre pour l'enveloppée 1 un plan ^ passant par le point s et perpendiculaire au plan Q.
III. Les engrenages à crémaillère droite
Pour ces engrenages, les auteurs n’ont considéré que celui pour lequel In direction de la crémaillère est perpendiculaire à l'axe du pignon ou roue dentée.
Premier système. La surface de la dent de la roue est cylindrique et a pour section droite une développante du cercle primitif, et la surface de la dent de la crémaillère est un plan perpendiculaire à la direction de la crémaillère;
Detexièmc système. La surface de la dent de la crémaillère est cylindrique et a pour section droite une cycloidc, et la surface de la dent de la roue est un plan passant par l'axe de la roue.
Dans le premier système, la roue conduit la crémaillère;
Dans le second système, la crémaillère conduit la roue.
En combinant les deux systèmes on en forme un troisième qui permet à la roue de conduire ou d'étre conduite.
La construction de cet engrenage rentre pour le premier système, dans le premier mode général, et pour le second système, dans le second mode général de solution.
Et, en effet, dans le premier système, cela revient à supposer (les axes A et étant parallèles) que le cercle C, a un rayon infini , et que l’enveloppée ‘V est un plan y perpendiculaire à la droite C,.
Dans le second système, cela revient à supposer (les axes A et A, étant toujours parallèles), i° que le rayon du cercle C est infini; 3° que le cercle D est situé sur le plan du cercle C, et qu’il est tangent au point x et à cc cercle C, et à la droite C; 3® que le diamètre du cercle D est égal au rayon du cercle C, ; et 4° que l'enveloppée 2 est un plan •/ passant par l’axe A,. , Troisième système. la surface 4» de chacune des dents de la roue (',
est un cylindre de révolution ayant ses génératrices parallèles à l’axe A de cette roue ou l'interne C (la dent prend alors le nom de fuseau), et la section droit»; du cylindre <t> est un cercle d ayant son centre b placé sur le cercle primitif C.
La surface <1>, de chacune des dents de la crémaillère C, est un cylindre ayant pour section droite une courbe parallèle A la cycloule engendrée par le centre b du cercle à, pendant que le cercle primitif C roule sur la droite primitive C,.
La construction de cet engrenage rentre dans le second mode général de solution; car, en effet, cela revient à supposer que le cercle ü se confond avec le cercle C, , et que la surface 2 est un cylindre ayant le cercle d pour section droite.
Quatrième système. La surface 4>, de chacune des dents de la crémaillère est un cylindre de révolution ayant ses génératrices perpendiculaires à la direction de la crémaillère , et pour section droite un cercle d, dont le centre l>, est placé sur la droite primitive G,. La surface <t> de chacune des dents de la roue, est un cylindre ayant pour section droite une courbe parallèle à la développante du cercle primitif G.
La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode général de solution; car, en effet, cela revient à supposer que la surface 4>, est une enveloppée fixée au cercle ou droite primitive C,, et que la surface <t> est l enveloppe de «t>,.
IV. Les engrenages à crénuiillère circulaire
Lorsque l’on examine un cngrcuage conique, on peut, au lieu de ne considérer que les deux cercles primitifs C et C, qui roulent directement I un sur l'autre, considérer les deux cônes V et V, qui auraient pour sommet commun le point s (en lequel se coupent les axes A et A, de l'engrenage) et pour base respective les cercles C et C, ; alors les deux cônes V et V, , que l’on peut appeler cônes primitifs, rouleront l’un sur l’autre, ainsi que le font les cercles G et C,.
L engrenage à crémaillère circulaire s'obtient lorsque I on suppose que l’un de ces cônes primitifs (V,, par exemple) devient un plan, qui est alors le plan du cercle G,; les surfaces *t> et «I», sont eoniques et ont pour sommet commun le point s.
Premier système. l«i courbe directrice du cône 4>, est une épicycloidc sphérique; la courbe directrice du cône «I» est une épicycloidc plane
tracée sur le plan du cercle C. L’une des épicycloides étant intérieure, l'autre est forcément extérieure.
La construction de cet engrenage rentre dans le second mode général de solution ; car, en effet , cela revient à supposer que le cercle D est tracé dans le plan du cercle primitif C, et que les trois cercles C, C, et D ont même tangente au point a:; et enfin h prendre pour la surface 1 un plan y assujetti à passer constamment par le point s.
Deuxième système. La courbe directrice du cône*!», est une épicycloïde sphérique , et la courbe directrice du cône <I> est un rayon du cercle primitif C; en sorte que la surface 4> est un plan 7 passant constamment par l’axe A de la roue C. Alors l’engrenage est à Jlam-s.
La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode général de solution; car, en effet, cela revient à supposer que le cercle D se confond avec le cercle primitif C , et que l’enveloppée <J> est un plan -/ passant par l’axe A.
Troisième système. La surface <J>, est un plan y passant par l’axe A, et la surface <t> a pour directrice une développante sphérique du cercle primitif C. L’engrenage est encore à Jiançs.
La construction de cet engrenage rentre dans le premier inode gé néral; car en effet, cela revient à supposer que le cercle I) se confond avec le cercle primitif C, et que la surface 1 n’est autre qu'un plan y ; et comme le plan y n’est autre que la surface <t>, , on voit que la roue <J> est l’enveloppe de l’enveloppée 4>, ou du plan y.
Quatrième système. La surface 4>, est un cône ayant son sommet au point s et étant tangent à une sphère A, dont le centre 6 , est situé sur le cercle primitif C,. ■»
La surface <t> est un cône ayant son sommet au point s et qui est tangent à la surface annulaire engendrée par la sphère A,, pendant que son centre b, décrit une développante sphérique du cercle primitif C , le cercle C, roulant sur le cercle C.
La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode général de solution; car, en effet, cela revient à considérer <!>, comme une enveloppée.
Cinquième système. La surface <t> est un cône qui ayant son sommet au point s est tangent à une sphère A ayant son centre b situé- sur le cercle primitif C.
lia surface <l>, est un cône ayant son sommet au point s et pour directrice Ja surface canal engendrée par la sphère A, dont le centre b décrit une épicycloide sphérique, le cercle C roulant sur le cercle C,.
La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode général, car en effet, cela revient à considérer le fuseau conique qui forme la dent de la roue G, comme étant l'enveloppée <J> fixée au cercle G, et à considérer la surface <t>, comme étant l’enveloppe de l'enveloppée 4>,
Dans la pratique les constructeurs combinent le deuxième système avec le troisième , pour avoir un engrenage dans lequel la crémaillère circulaire puisse conduire le pignon et être conduite par lui.
C’est ce que l’on fait aussi dans les engrenages cylindriques et coniques épincloïdaux , lorsque l’on veut employer le système à flancs , parce que le flanc ne peut pas conduire , il doit toujours être conduit , pour éviter ce que l’on appelle l'arc-boutement.
V. L'engrenage à vis sans fin. (Les axes A et A, ne sont pas situés dans un même plan , et font entre eux un angle droit.)
La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode général.
En effet, cela revient à considérer le filet de vis comme étant l’enveloppée <l> fixée au cercle primitif C (i).
Dans tous les Traités publiés sur les engrenages théoriques, on ne trouve que la description des dix-huit systèmes précédents; et remarquons que tous ces engrenages sont des engrenages de force.
L’engrenage apte à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan, et faisant un angle variant depuis l’angle nul jusqu'à l'angle droit, a échappé aux recherches des géomètres.
Et l’on peut facilement concevoir pourquoi il en a été ainsi :
Les auteurs n’ont jamais envisagé la théorie des engrenages du point de vue élevé qui lui appartient ; ils ne sont jamais partis de la théorie
(i) Les mécaniciens ont toujours, dans l'engrenage à vis sans fin, présenté la vis tannentiellement S la surface cylindrique de la roue , en dirigeant toujours aussi son axr perpendiculairement à celui de la roue ; ils n'avaient point vu que l'axe de la vis pouvait faire un angle aigu avec relui de la roue , avant que j'eusse fait remarquer que cela était possible en théorie et exécutable en pratique.
générale des surfaces enveloppes, pour établir une théorie générale et complète des engrenages; ils ont toujours suivi des sentiers de traverse qui n'ont pu les conduire qu'à des cas particuliers.
Et, en effet, pour les engrenages cylindriques, ils établissent tout d'abord que les surfaces des dents seront cylindriques, et ils n'ont plus alors à chercher autre chose que la courbe enveloppe de l'espace parcouru par une courbe de forme donnée se mouvant dans un plan.
On en peut dire autant des engrenages coniques, car on a toujours cherché ce qui se passait sur une sphère.
On peut encore en dire autant de l'engrenage à crémaillère pour lequel la direction de la crémaillère fait avec l'axe du pignon un angle quelconque; cet engrenage a échappé aux divers auteurs, parce qu'ils n'avaient point été conduits par leur théorie à l’engrenage apte à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans uu même plan , et que l’engrenage à crémaillère dont je parle en est un cas particulier; car l'engrenage à crémaillère doit évidemment être considéré comme le passage de l’engrenage intérieur à l'engrenage extérieur, puisqu'il suffit de supposer que le rayon de l'un des deux cercles primitifs C ou C, devient infini , lorsque l'on veut avoir un engrenage à crémaillère.
U est évident qu'avec un point de départ tel que celui adopté par tous les auteurs, il était impossible d’arriver soit à l'engrenage cylindrique dans lequel l une des roues est taillée par une vis et l'autre roue par l’écrou de cette vis, soit à l'engrenage cy lindrique dans lequel les surfaces <t> et <t>, des dents sont des surfaces héliçoïdes et développables.
Mais en partant de la théorie des surfaces enveloppes, le second mode général de solution conduit immédiatement à quatre systèmes d'engrenages aptes à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan, ces engrenages étant les analogues des engrenages cylindriques et coniques décrits par les auteurs et aussi simples qu'eux, quant à leur tracé géométrique.
Et, en effet, concevons {fi g- 6) deux axes A et A, non situés dans un même plan , et faisant entre eux un angle € plus petit qu'un angle droit , ou égal à un aDgle droit.
Désignons par u et v, les vitesses angulaires respectives des axes A et A,.
Construisons la plus courte distance oo, entre ces axes.
Prenons sur la droite oo, un point x tel que l'on ait
OX 9 X O t X V*
Cela fait, pour le premier système, plaçons le cercle D sur le plan du cercle primitif C et de manière à ce que les deux cercles C et D soieut tangents l’un à l'autre au point x. Prenons pour l’enveloppée 1 un plan y passant par le point x et par l’axe B du cercle D: les axes A et B, en vertu de la position donnée au cercle D, feront parallèles : le plan y sera donc parallèle à l’axe A.
Faisons, d’abord, rouler directement le cercle D sur le cercle G; le plan y sera l’enveloppée d’une surface cylindrique <l> ayant pour section droite l’épicycloïdc plane décrite par le point .r; cette épicycloïdc sera intérieure ou extérieure, suivant que le cercle D sera intérieur ou extérieur par rapport au cercle C. Faisons, ensuite, rouler angulairement le cercle D sur le cercle primitif C,; l’enveloppe de l’espace parcouru par le plan y sera une surface développable 4», ; mais cette surface <1», ne sera pas une héliçoide cylindrique, parce que le pian y en ses diverses positions ne coupe pas sous un angle constant l’axe A,. F arête de rebroussement ç>, de la surface développable ne sera donc pas une hélice cylindrique.
Pour construire l’engrenage, il suffira donc maintenant de chercher la nature géométrique de cette arête de rebroussement f, et de construire ses projections; et, en y réfléchissant un peu, il ne serait pas difficile d'y arriver.
Mais, dans la pratique, il n’est pas indispensable de connaitre furète de rebroussement <p,.
Car, la surface <!>, étant développable, deux sections planes de cette surface suffisent pour la construire, puisque deux sections planes suffisent pour donner la direction des génératrices droites de cette surface.
Et, en effet, on sait qu'une courbe peut être construite par points, ou au moyen de ses Umcjentes ; dans ce dernier cas la courbe est considérée comme l’ enveloppe d’une droite.
Or, considérant le plan y qui passe par l'axe A , si l’on construit diverses positions y', y", y", de ce plan, en supposant que l’axe A décrive uu hyperboloide autour de l’axe A, ; il nous suffira de couper tout le
système par deux plans parallèles entre eux U et U'; le plan U coupera les plans y, y', y", y“ suivant les droites g, g , , g 7 , g t , et le plan U' coupera ces mêmes plans y, y', y", y* suivant les droites g', g,, gi, gi- Et si l’on construit la courbe X enveloppe du polygone formé par les droites g, g,, g,, g„ et la courbe X' enveloppe du polygone formé par les droites g ', g', gi, gi, et si l’on unit les points a contact de X et de g avec a' contact de X' et de g', a, contact de X et de g, avec ai contact de X' et de gi 1 et ainsi de suite, on aura les droites G, G', G", G", qui dans l'espace seront les génératrices de la surface développable dont la courbe p, (qui nous est inconnue) doit être l'arête de rebroussement.
Il sera donc facile d’exécuter l'épure nécessaire à la construction en relief de l'engrenage.
Toutefois, il est bon de remarquer que cet engrenage sera un engrenage de précision; car la surface cylindrique ‘1’ et la surface développable 4», ne se mettront évidemment en contact que par un seul point.
On pourrait simplifier cet engrenage , car, au lieu d’avoir pour la surface <I> une surface cylindrique, on pourrait prendre un plan y passant par l’axe A;
Et, d’après le premier mode général , cela revient à considérer le cercle D comme n'étant autre que le cercle primitif G et l’enveloppe 4> comme étant l’enveloppée X, et à prendre pour cette enveloppée 4> un plan y.
Et il est évident que , dès lors, pour le deuxième système, la surface <t», sera toujours une surface développable du même genre que celle que nous obtenions précédemment, et dont nous avons désigué l'arête de rebroussement par la lettre 9,.
On aura ainsi un engrenage à fanes , et qui, de plus, sera uu engrenage de force, parce que le plan y et la surface développable < 1>, seront en contact par une ligne droite.
Le second mode général de solution conduit à un engrenage d une autre forme, et dont l’exécution est bien plus facile que celle des deux engrenages précédents, ce qui doit le faire adopter dans la pratique. Et en effet, supposons que le cercle D a un rayon infini, ou, en d’autres termes, supposons que le cercle D est un droite L; plaçons cette droite L dans le plan du cercle primitif C, et telle qu’elle passe par le point ,r et soit perpendiculaire à la plus courte distance 00, ; prenons pour l'enveloppée X un plan y perpendiculaire à la droite L.
Dès lors pour l<; troisièmr système, l'enveloppe <J> du plan y, par rapport à l'axe A, sera un cylindre ayant ses génératrices droites parallèles à I axe A, étayant pour section droite une développante du cercle C; l'enveloppe 4>, du plau y, par rapport à l’axe A„ sera une surface héliçoïde développable dont l’arête de rebroussement sera une hélice tracée sur le cylindre de révolution ayant pour axe l’axe A, et pour section droite le cercle C, ; et l'on retombe ainsi, et sans aucune difficulté, sur l’engrenage de force, dont la théorie et la construction font le sujet du second chapitre ci-après.
On peut construire un ijuatrième sy stème détigrenage, et qui prendra le nom d’engrenage à lanterne.
En effet, il suffira de supposer (pie le cercle D se confond avec le cercle primitif C, et que la surface 2 est un cylindre II, dont les génératrices sont parallèles à t axe A de la roue C, ce cylindre étant d ailleurs tangent A une sphère A, dont le centre h est situé sur le cercle primitif C.
Il faudra donc déterminer la surface <1>, comme étant 1 enveloppe du cylindre H , ce qui ne doit offrir aucune difficulté réelle à ceux qui savent la (jéomélrit: descriptive. Et l’on obtiendra un engrenage de force , puisque cela revient à considérer le fuseau II comme étant l’enveloppée 4>, et que l’on rentre ainsi dans le premier mode général de solution.
Si l’on veut obtenir un engrenage de précision, on aura à exécuter l'épure d’après ce qui suit :
Supposons que l’axe A tourne autour de l’axe A, , il engendre une surface hypcrboloïde R à nne nappe et de révolution et ayant la droite A, pour axe de rotation. L’axe A prendra donc dans l’espace diverses positions A 1 , A", A", lesquelles seront diverses génératrices droites de la surface gauche K.
Le cylindre ou fuseau H prendra donc diverses positions H', H”, 11* correspondant aux positions A', A”, A” de l’axe A;
Et la sphère A prendra aussi diverses positions A', A", A', correspondant aux positions H', H", 11“' du fuseau cylindrique. Or, en chacune de ces positious, les surfaces H et A seront tangentes l’une à l’autre par un grand cercle d de la sphère A , H* et A' par un grand cercle d', H " et A" par un grand cercle d", et il sera facile d’avoir les projections tle ces cercles d, d', d".
Le centre b de la sphère A décrit daus I espace une courbe «a , dont la construction sera aussi facile que celle de l’épicycloïde sphérique, vu que le cercle C roule sur le cercle C, , et que la condition à laquelle ce cercle Cest astreint, savoir, de rouler angulairement , et toujours sous le même angle , sur le cercle C,, ne change rien aux procédés graphiques employés pour la construction des projections de l’épicycloïde sphérique, courbe que l’on obtient lorsque le cercle C roule directement sur le cercle C,. La courbe ta ne sera plus située sur une sphère comme l'épicycloïde sphérique, elle sera située sur utic surface annulaire 6 engendrée par le cercle C tournant autour du cercle G,. Aussi croyonsnous que l’on doit donner à la courbe «a le nom A'épicycloide annulaire, pour la distinguer de l'épicycloïde sphérique.
Cela dit, lorsqu'une sphère engendre une surface canal, la caractéristique de cette surface canal est un grand cercle de la sphère dont le plan passant par le centre de cette sphère est normal à la courbe parcourue [>nr le centre de la sphère.
11 faudra donc, pour chacune des positions A, A', A”, A' de la sphère mobile A, construire les cercles caractéristiques è,, de la sur-
face canal.
[•es cercles J et d et à,, à" et d“, d~ et d~ se couperont respectivement en deux points p et q, p’ et q’, p“ et q“, p" et q " , et si l’on construit pour chacun de ces points le plan tangent à la surface canal, ces plans détermineront une surface développable <J>, qui formera la surface de la dent de la roue fixée à l’axe A,.
U est évident, par la construction même, .que la surface développable 4>, se mettra successivement en contact avec le fuseau H, par les points p, p’,p", ou q, q’, q ", suivant que l’on aura construit un engrenage intérieur ou extérieur. On voit donc que dans le ipiatrième système on peut construire à volonté un engrenage de force ou un engrenage de précision.
Le second morte général de solution nous conduit encore à l'engrenage qui fait le sujet du troisième chapitre ci-après, et qui a pour titre : Des eiuirenages dans lesquels l’une des rçues dentées est taillée pur une vis triangulaire , t autre roue dentée étant taillée par l'écrou de cette vis.
Et , en effet , supposons que le cercle D a un rayon infini, et que dèslors il devienne une droite L passant par le point .r et située dans tin plan parallèle à la fois il l'axe A et à l’axe A,.
Imaginons que cette droite L fasse avec l'axe A un angle quelconque a, et prenons pour l’enveloppée 1 un filet devis triangulaire.
La surface *1» sera l’enveloppe de la vis, cl la surface <!>, sera l’enveloppe de l'écrou de cette vis.
Nous sommes ainsi conduits à un cinquième système apte à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situes dans un même plan, et ce dernier engrenage est un engrenage -de précision.
Il me semble bien évident que la théorie des engrenages présentée ainsi (pie je viens de le faire, a l’avantage de permettre aux mécaniciens de chercher des constructions nouvelles pour les engrenages, et de s’assurer que leurs inventions nouvelles sont en effet assujetties aux lois de la théorie géométrique ; car on ne doit jamais perdre de vue que , pour que les arts mécaniques fassent des progrès réels, la théorie doit toujours éclairer la pratique. De sorte que si en pratique on modifie les constructions théoriques , pour les simplifier, en ce sens qu'on emploie des constructions plus faciles que celles données par la théorie ( constructions pratiques qui ne conduisent, en définitive, qu’à des résultats approximatifs), on doit toujours connaitre la théorie et les résultats rigoureux auxquels elle conduit, pour savoir de combien les résultats approximatifs en différent, et dès lors avoir le moyen d'apprécier l’erreur commise, et de juger si cette erreur commise est dans des limites telles, qu’elle soit admissible en pratique.
Mais ce qui doit surtout être remarqué, c’est que la théorie générale , telle que nous venons de l'exposer, conduit à une propriété très-utile pour la pratique; car, d'après cette théorie, on voit qu’ayant construit une rôtie dentée G fixée à un axe A , on peut construire :
i°. Soit une roue dentée C, fixée à un axe A, , et telle que , mise eu place , l’axe A, coupe l’axe A , et que dès lors les roues C et C, forment un engrenage ionique;
a". Soit une roue dentée C, fixée à uu axe A,, et telle que, mise en place, l'axe A a soit parallèle à l'axe A , et que dès lors les roues C et G, forment un engrenage cylindrique ;
3°. Soit une roue dentée C, fixée à un axe A,, et telle que, mise en place, I axe A, ne soit pas situé daus un même plan avec Taxe A , et que ces deux axes A, et A fassent entre eux un angle a, et que dès lors les l'oues C et C, forment un engrenage hyperlmloidiquc.
De sorte que l'on voit que la même roue C peut conduire en même temps les trois roues C, , C», C, ; chaque dent de la roue centrale C se mettant en contact avec chacune des dents des roues satellites G,, C 2 , C, par une ligne droite ou courbe si l’engrenage est construit d'après le premier mode général de solution , et seulement par un point si l'engrenage est construit d’après le second mode général de solution.
Cette propriété remarquable u'avait jamais encore été aperçue par les auteurs qui ont écrit sur les engrenages; car une roue qui, dentée daprès leur système, doit faire partie d’un engrenage cylindrique , lie peut servir à conduire une roue dentée destinée à faire partie d’un engrenage conique ; de sorte que, d’après ce quia été écrit jusqu à présent, une roue dentée C cylindrique ne peut conduire que des roues dentées C,, C, , G a , mais aussi cylindriques ; et qu'une roue dentée C conique, ne peut conduire que des roues dentées C,, C, , C,, aussi coniques; et qu 'ainsi tous les axes A, A, , A,, A,, des roues C, C,, C a , C,, dans le premier cas, doivent tous être parallèles, la distance de l’axe A aux axes A,, A,, A, pouvant varier; et que, dans le second cas, tous ces axes doivent se couper en un même point, l’angle que l'axe A fait avec les axes A, , A 2 , A, pouvant seul varier.
Et il faut bien le remarquer, lorsque je parle des roues dentées d’apres le système adopté jusqu'à présent, j’entends parler des roues formant des engrenages de force, et ainsi des roues pour lesquelles deux dents se mettent en contact par une portion de ligne droite (t).
Car il est à noter que les auteurs ne se sont jamais occupés que des engrenages de fotve, et n’out jamais dit dans leurs ouvrages un seul mot sur les engrenages de précision, dont l’utilité ne peut être cependant contestée dans la pratique des arts mécaniques.
En résumé :
1. D’après notre théorie, et en vertu du second mode général de so-
( i ) Si l'on construisait une roue centrale C à flancs ( la surface de chacune de ses dents étant dés lors un plan passant par son axe A), cette rôtie C pourrait théoriquement conduire une roue C, cylindrique , une roue C, conique, et une roue Cj hyperbotoidique; mais en pratique ntt semblable engrenage ne serait pas admissible , a cattse de l'inconvénient signale plus haut, et que l’on nomme arc-boutement.
lotion, on peut construire des engrenages de précision, t“ cylindriques , ■t“ coniques, et 3' hyperboloidiques , en nombre indéfini; car il suffit de faire varier: i" la nature de la surface enveloppée 2; î° le rayon du cercle I); 3° l'inclinaison du plan de ce cercle I) par rapport au plan du cercle primitif C ou C, ; et 4° l’angle sous lequel la trace du plan du cercle D sur le plan du cercle primitif C ou C, coupe la tangente 5 ou 3, menée, par le poiut x, au cercle G ou G,.
II. D'après notre théorie, et en vertu du premier mode général de solution, on pourra construire une infinité d’engrenages de force, dans lesquels une roue C pourra conduire une roue conique C, , une roue cylindrique G,, et une roue hyperbaloidique G„ puisqu’il suffira de considérer la surface <l> de la dent de la roue G comme une enveloppée.
Et si l’on prend pour la surface ‘l> un plan y, auquel cas on obtieut une surface développable *t>, pour la dent de la roue G, , ou C, , ou G,, l’on retombe sur les engrenages coniques et cylimlriques déjà connus et dits eiujrenaijes à flancs, et sur l'engrenage liyperboloidique aussi à flancs, et dont il a été parlé ci-dessus, pour la première fois, car il était resté ignoré jusqu'à ce moment.
Des engrenages de force à flancs jouissent seuls, parmi les engrenages décrits par les auteurs, de la propriété remarquable , savoir : que la roue qui porte les flancs peut être indistinctement conduite par une roue conique, ou une roue cylindrique, on une roue hyperbolaidique.
III. Notre théorie nous conduit à la construction d'une infinité d’engrenages de force aptes à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan et parmi eux , ceux qui sont admissibles dans la pratique, sont évidemment ceux pour lesquels les surfaces des dents sont développables. Or, pour cela, il suffit de prendre pour l’enveloppée 2 un plan y , et d assujettir ce plan à être perpendiculaire au plan T, qui est le seul plan tangent qui puisse être commun aux deux cylindres qui ont pour sections droites les cercles primitifs G et C,.
Ainsi la meme roue dentée C peut conduire une infinité de roues dentées, chaque axe de ces roues faisant avec l’axe A de la roue C, des angles qui peuvent varier depuis l’angle nul jusqu'à l’angle droit.
Mais danÿ la pratique, il parait qu’on ne pourra pas avoir l'angle droit et qu'on devra s arrêter probablement vers 1 angle demi-droit, tout en pouvant aller, peut-être, un peu au-delà. ( Foir le second chapitre ci-après.)
IV. Notre théorie nous conduit à la construction d un engrenage de I /révision , qui est admissible dans la pratique, parce que la surface enveloppée 2 est un outil simple (une vis et un écrou). Daus cet engrenage une roue dentée C pourra conduire en même temps une roue déniée conique C,, une roue dentée cylindrique G,, et une roue dentée hyperl/o- ! nu tique C,.
Dans ce système, i“ taxe A, de la roue conique G, pourra couper taxe A de la roue C sous un angle variable et en un point variable; a 0 l'axe A, de la roue cylindrique G, ne pourra pas être plus ou moins rapproché ou éloigné de l’axe A de la roue G; mais, 3“ l'axe A, de la roue hyj/erboloidique C, pourra être plus ou moins rapproché ou éloigné de Taxe A de la roue G, et pourra faire avec cet axe un angle
variable:
Et cela a lien parce que, dans les premier et troisième cas, on peut faire tourner la roue C, ou la roue C, autour de l’axe de l'écrou ou de l’axe de la vis dont ori s’est servi pour tadler cette roue G, ou C,.
On doit ajouter que les variations qui peuvent avoir lieu, i" quant à 1 amplitude des angles que les axes peuvent faire entre eux; et a’’ quant à la grandeur de la plus courte distance qui peut exister entre ces mêmes axes; ces variations, dis-je, ne peuvent avoir lieu qu'entre certaines limites; mais quelque restreintes que ces limites puissent être, suivant les cas particuliers, les variations permise# offriront toujours dans la pratique une grande facilité pour la pose des axes et la disposition des mécanismes. ( Foir le Chapitre 111.)
V. Tout ce que nous venons de dire dans ce chapitre ne se rapporte qu’à la théorie des engrenages dans lesquels le frottement est de qlissement; la théorie générale des engrenages dans lesquels le frottement est de roulement , et qui sont connus dans les arts mécaniques sous le nom d engrenages de ff ithe , fera le sujet du quatrième Chapitre, lequel termine cet ouvrage. I.es engrenages cylindriques et coniques inventés par ffithe sont de véritables engrenages de précision, car les surfaces de deux dents en prise n’y sont eu contact que par un setd point.
CHAPITRE II
Théorie géométrique d'un nouvel engrenage de force destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan.
On doit se rappeler qiie j’appelle engrenage de force, celui dans lequel un certain nombre de dents sont deux à deux en contact par une ligne droite ou courbe; et engrenage de précision, celui dans lequel un certaiu nombre de dents sont deux à deux en contact par uu seul point.
Cela dit. imaginons ( fiy . 7) deux axes A et A,, l’uu A vertical et I autre A, incliné , ces deux axes comprenant entre eux un angle S plus petit qu'un angle droit, et ces deux axes n'étant point situés dans un inéme plan.
Désignons par D la plus courte distance existant entre ces deux axes; par a son pied sur l’axe A , et par o, son pied sur Taxe A,.
Prenons snr la droite D un point x , lequel sera situé entre les deux axes; désignons o.v par R et o.r, par R,, et représentons par o et u, les vitesses angulaires des axes A et A,.
delà posé, imagiuons deux cylindres, l’un U du rayon R, et ayant A pour axe de révolutiou; l'autre H, du rayon R,, et ayant A, pour axe de révolution.
Ces deux cylindres seront taugouts l’un à I autre au point x.
Le* génératrices G du cylindre II et G, du cylindre H, , lesquelles se coupent au point x , seront les génératrices de contact d’un plan T qui sera vertical et tangeut à la lois aux deux cylindres II et II,.
Cela posé, coupous tout le système par uu plan horizontal P et mené a une distance : au-dessous de la plus courte distance D. Ce plan P coupera le cylindre H sut vaut un cercle C du rayon R , et le cylindre II ,
suivant upc ellipse E, dont les demi-axes seront égaux, savoir : le demi petit-axe à R, , et le demi f;rand-axe à -~j-
Ce même plan P coupera le plan T suivant une droite X qui sera tangente en même temps au, cercle C et à l’ellipse E.
Cette droite X touchera le cercle C en uu point g, et l’ellipse E en un point g t ; ces points g et g, seront les intersections respectives du plan P et des génératrices droites G et G,.
Cela posé, traçons dans le plan P une développante c? du cercle C, laquelle aura son origine au point l) de ee cercle C et coupera la droite X en un point ni ; dés lors on aura la droite gm égale à l’arc rectifié gb.
Supposons par le point m une droite verticale Y, laquelle sera située dans le plan T, et dès lors tangente au cylindre H, en nu point y situé sur la génératrice G,.
Cela fait, si nous faisons tourner la courbe <? autour de l’axe A, elle poussera la droite Y en la faisant mouvoir dans le plan T et parallèlement à elle-même; de telle sorte que si la courbe â, tournant d’un angle a, vient prendre la position à\ le point b ayant décrit un arc bb' qui, sur le cercle C, mesure un angle égal à a, cette position d' coupera la droite X en uu point m', et tel que l’on aura
mm' — arc rectifié bb'.
Dès lors, la droite Y sera venue se placer en Y', et le point ) sera venu se placer en y' sur Y', et l’on aima
(0 mm' = yy'.sinë.
On voit donc que pour des angles de rotation égaux entre eux et à a et parcourus autour de l’axe A, la courbe <? conduira uniformément la verticale Y en lui faisant parcourir sur la droite X, et pour chaque angle de rotation a, des longueurs égales entre elles et à mm'.
Cherchons maintenant la nature géométrique de la surface régler <l>, qui, fixée au cylindre H,, sera telle que pour des angles de rotation, égaux entre eux, aittour.de Taxe A,, ses diverses génératrices droites viendront successivement se placer daus le plan T et parallèlement à
l'axe A, oa, en d autres termes, viendront successivement prendre. dans le plan T les diverses positions Y, Y',... En y réfléchissant un peu, on voit que cette surface <t>, ne peut être autre que l’héliçoïde développable formé par les tangentes à l’hélice cylindrique courbe tracée sur le cylindre H, eu pliant librement la droite Y sur ce cylindre; et comme la droite Y est parallèle à l’axe A , et que la géuéralrice G, est parallèle à l’axe A,, il s’ensuit que Y et G, se coupent sous l’angle ë, et que dès lors l’hélice £ coupe toutes les génératrices du cylindre H, sous l’angle ê.
Far conséquent, le rayon de la section droite du cylindre H, étant K,, en désignant par A le pas de l’hélice E , et parL la longueur d’une spire entière et rectifiée de cette courbe, on aura
et L
2 Tl R, tang Ç
V i -4- tang 1 S =
sin?
On voit donc, d après ce qui précède, que si :
t“. La surface <I> de la dent de la roue fixée à l’axe A est un cylindre * ayant ses génératrices parallèles à cet axe A, et pour section droite ou base la développante &;
2 *. La surface <P, de la dent de la rôtie fixée à l’axe A, est nn héliçoïde développable , ayant l’hélice ç pour arête de rebroussement ;
Les deux roues tournant respectivement autour des axes A et A,, les dents <I> et *t>, se conduiront uniformément et se mettront, à chaque instant du mouvement, en contact par une portion de ligne droite, et le contact des dents sera tel, évidemment, puisque les deux surfaces cylindrique 4> et hélicoïdale <l>, se mettent successivement en contact par leurs génératrices droites.
Il est évident que les deux roues ainsi dentées ne formeront point un engrenage à retour, c’est-à-dire que la roue fixée à l'axe A et destinée à imprimer un mouvement de rotation à la roue fixée à l’axe A, ne pourra jamais tourner que dans un sens; car si l’on compare cet engrenage à . celui que l’on exécute ordinairement pour transmettre le mouvement de rotation entre deux axes parallèles, engrenage dans lequel les dents sont terminées par des surfaces cylindriques ayant respectivement pour sections droites des développantes de cercle, on voit que ce dernier engrenage est à retour, parce que les cylindres II et H, ont deux plans tangents communs; tandis que, pour le nouvel engrenage, les cylin-
dros H et H, n’ont qu'un seul plan tangent commun , savoir, le plan T.
Cherchons maintenant quelle doit être la longueur des rayons R et R , des cylindres Il et H, , suivant que les axes A et A, auront même vitesse angulaire ou des vitesses angulaires différentes.
i". Si l’on suppose que les deux axes A et A, ont itiéme vitesse, il faudra, après un tour entier de révolution de la courbe d autour de l'axe A , que l’on ait
mm' = arc. R et jt' — h; et dés lors, en vertu de l'équation (t), on aura
3 7tR
équation qui se réduit à
îrR,
üngë
sin S,
R = R, . cos S.
L’équation (3) sera celle qui lie entre eux les rayoas R et R, des cylindres II et II, , et qui doit être satisfaite pour que les deux axes A et A, aient même vitesse angulaire.
Et comme cosë est plus petit que l'unité, il s'ensuit que l’on aura
et R, sera d'autaut plus grand que l’angle S approchera plus d’être égal à un angle droit, car l’équation (3) nous dit que lorsque S = 90°, on a cos 6 = o, et par suite R, = £.
Ainsi, d’après ce qui précède, s’étant donué la plus courte distance D existant entre les axes A et A, et l’angle 6 que ces axes font entre eux „ on devra, pour connaître la position du point x sur la droite I), ou , en d’autres termes, pour calculer les rayons R et R, des cylindres II et H„ poser l’équation
et comme lequation (3) donne
ou aura
oc par suite
2 °. Si I on veut que les vitesses angulaires des doux axes A et A, soient différentes, il faudra, en désignant les vitesses respectives des axes A et A, par v et t», , que la circonférence C du rayon R, et la longueur d'uue spire entière de l’hélice | , soient entre elles dans le rapport inverse — des vitesses des axes A et A..
On deVra donc avoir
2JrR : ùngï ^Ttang’i v, :
d’où l’on tire
R.u.tangS = H , . o, V t -t- tang 1 ê , ou
(3) R,.t>, = R.u.sinê.
Telle sera l'équation qui liera entre eux les rayons R et R, des cylindres H et H„ pour que les deux axes A et A, aient des vitesses angulaires dans
un rapport constant — .
Si nous supposous que I on ait place m dents *l> sur le cylindre H et m, dents <J>, sur le cylindre H,, on aura ,
Dés lors l’équation (3) deviendra
(4) H , = H • ~ -*in 6
i 4- co» S *
D.cos?
i co» 6 ’
Ainsi , supposant que Ton se donne la plus courte distance D entre les axes
A et A, et I angle € que ces axes font entre eux et le rapport — ou — ,
polir placer le point .v snr la droite D, ou, en d’autres termes, pour calculer les rayons R et R, des cyliudres H et H,, il faudra poser l'équation
et, en vertu de l’équation (4), on aura
H î.sinü
et
Ht , _ .
. D.sin*»
i -f- — .sin<5
Tracé et construction de l'engrenage extérieur.
On peut, par un tracé graphique très-siitiple, construire la longueur des rayons R et R , des cylindres H et H, , lorsque l’on connaît (fig. 8) :
i°. La longueur ab de la plus courte distance I) existant entre les axes A et A,; .
2°. L'angle ê que les deux axes A et A, doivent faire entre eux ;
3°. Le rapport — des vitesses angulaires de ces qxes , o étant la vitesse de l’axe A et v, celle de l’axe A,.
En effet, projetons les deux axes A et A, sur un plan vertical parallèle à ees deux axes, on aura (fig. 8 bis ) les deux droites A et A,, comprenant entre elles l'angle ê.
Supposons qne sur la droite X, perpendiculaire â la droite A, on prenne une longueur mm' arbitraire, et que nous désignerons par r; par le point m' élevons une droite »n' v' parallèle à la droite A et coupant la droite'Ai au point y'.
Du point y' menons une droite y'q perpendiculaire à la droite A, et coupant la droite A, au point q, et désignons y'q par r,.
Si l'on suppose que les deux axes A et A, ont même vitesse angulaire, et que r soit le rayon du cylindre H, r, sera le rayon du cylindre H,; et la plus courte distance D sera égale àr+r t .
Si les axes A et A, n’ont pas même vitesse angulaire v, on connaitra
le rapport ' de leurs vitesses; on aura donc à construire une droite r' telle que l'on ait
d’où l’on tire
r' = — r, — une certaine ligne ai.
Et au moyen de ces deux lignes mm' et cd, il sera facile de partager la droite nb en deux parties a.r et xb, telles que l’on ait (fiy. 8),
ax : r xb ; r';
des lors ou prendra or pour R et xb pour R,.
Les rayons des roues étapt connus de longueur, il faut déterminer l’épaisseur des troncs cylindriques, ou, en d’autres termes, la hauteur des rondelles sur le pourtour desquelles seront placées les dents.
Supposons {jtij. 9), comme précédemment, que la projection soit faite sur un plan parallèle aux axes A et A,.
Si ni est la hauteur de la roue fixée à l’axe A , pn = R étant le ravon de cette roue, et ly la longueur de cette même roue; et si p'n' = R, est le rayon de la roue fixée à l’axe A, , en abaissant des points n et g des perpendiculaires sur Taxe A, , on aura en p'q' la hauteur de la roue fixée à l’axe A,.
Il est évident que l’on a
püÿ > pq,
et que p'q' deviendra d’autant plus grand, pq restant constant, que la longueur /</ de la dent de la roue fixée à l’axe A sera plus grande.
Cette longueur Ig de la déni delà roue du rayon R dépendra, comme on le sait , de la nature des matériaux employés pour la construction des roues de l'engrenage.
On voit aussi que la hauteur p'q' de la roue du rayon R, sera la plus
grande lorsque l'axe A, fera avec l'axe A un angle ë égal à l’angle tng.
Cela fait, on divisera la roue du rayon R en m dents, comme on le pratique pour l'engrenage cylindrique à développantes.
Ainsi, ayant, au moyen des formules counues sur la résistance des matériaux , calculé la largeur à la racine et à I extrémité de la dent et la longueur de la deut; et ainsi connaissant {fig. 10) les largeurs cd et nb et la longueur M, et aussi la hauteur de la dent qui ne sera autre que celle pq {fig. <y) de la rondelle du rayon R ; on construira p'q', ainsi que nous l'avons expliqué ci-dessus, eu prenant bj égal à Ut.
Cela fait, pour diviser la roue du rayon R, en m, dents ( — étant
égal à , et pour tracer les dents de cette roue , on fera la construction suivante :
i°. On abaissera du point p' {fig. 9) une parallèle à la droite A, et coupant la droite gq' au point g', on aura la proportion suivante :
p'g' est à la longueur L d’une spire entière de l’hélice f, comme un arc x de la circonférence C, du rayon R, est à la circonférence entière de ce même cercle C,.
Si donc on désigne p'g' par I, on aura
Pious pourrons toujours construire L, puisque cette longueur est l’hypoténuse d'un triangle rectangle dont la base est égale à 27t. R, , et dont la hauteur est égale au pas h de l'hélice f, et que nous savons que
h ~ P eut ( l° nc toujours construire an. R, et /1 , et par suite L.
2®. En vertu du rapport qui existe entre les vitesses des axes A et A,, on aura calculé , ainsi que nous l’avons dit ci-dessus, le nombre ni de
«lents à placer sur la roue du rayou R , et cela en supposant que l'en grenage soit cylindrique; on connaîtra donc le nombre m, de dents
à placer sur la roue du rayon R, , puisque m, = m — .
la* nombre m, de dents que la roue fixée à l'axe A, doit conteuir étant connu, on divisera ( fiij . 1 1 ) le cercle G, du rayon R, en m, parties égales, l'un des points de division étant, par exemple, le point a. Ensuite on prendra sur ce cercle C, un are nn'-égtü à lare x, calculé ci-dessus. Par les poiuts « et a' on fera passer deux développantes parfaites du cercle C, , savoir: alf et a'b\ et a et n' seront les origines respectives de ces courbes.
• 3". On mènera un plan tangent au cylindre H,, dont la trace sur le plan du cercle C,, section droite de ce cylindre, sera la tangent ebb'k. l/es développantes s’arrêteront aux points b et b', et la droite bk sera la projection sur le plan du cercle G, d une génératrice G de l’béliçoido développable «pii forme la surface de la dent , et qui a l’hélice \ .pour nrtile rie rebroussement .
Ou tracera cusuite deux cercles C, et C, ayant même centre que le cercle C, et passant par les points b et b'.
On mènera la droite qq' parallèle à bb', et coupant le cercle 0 au point q' et le cercle G,’ au point q.
Les cordes Uqf et bq détermineront une face gam be de la «leut se projetant suivant le trapèze bqb'tf-, mais on pourra, et cela vaudra mieux, parce que lexécutiou en relief sera plus facile, mener par les points b et b' deux parallèles coupant bq', et déterminant une face plane avec bl>' et qq'; par la droite qq’ on mènera un .plan (} dont la trace q’p' sur le cercle'C, passera par le centre de ce cerclé G,.
Ainsi la dent sera terminée par les faces suivantes, et nous les supposons projetées sur le plan du cercle G, ; çc cercle G, étant le cercle supérieur de la rondelle sur le pourtour de laquelle sont placées les m, dents hélicoïdales <!>,.
i°. Surface héli«;oidale projetée en aba'b';
i° et 3°. Deux faces planes parallèles entre elles et perpendiculaires a * l’axe A',, et projetées en véritable grandeur en nbqp et fi'l/q'j / ;
4°. Une face plane inclinée* projetée en bqb'q' ,
5°. l'ne face plane inclinée projetée en qpq'p ■
"Au lieu de construire le plan bql/q', on aurait pn prendre pour l’une des faces de la docit, le plan tancent au cylindre H, et dont la trace est M, et dès lors la face projetée eabqt/q' se serait projetée en frfr'ïi'; et cette face aurait été normale à la surface tourbe et héliçoïdale de ta dent.
lie sorte que la nouvelle dent serait celle décrite ci-dessus, et dont on aurait retranché le prisme triangulaire biq l/i'q' ; et il est évident que l’on peut retrancher ce prisme sans nuire à la solidité de la dent , sans nuire à la résistance qu’elle doit opposer à la dent de la roue du rayon R qui doit la conduire , puisque la face bihfi' est perpendiculaire à la face héliçoïdale aba 1 !/.
Lorsqu'on mettra l’engrenage en place, il peut arriver que la dent héliçoïdale soit trop longue, de telle sorte qu’en tournantautour de l’axe Ai son extrémité b vienne rencontrer le cylindre H ; alors on recoupera cette dent au moyen d’un cylindre concentrique au cylindre H,, et ayant pour base un cercle Cj : dès lors la dent aura une sixième face qui sera cylindrique.
La deut de la roue H ne se mettra en contact avec la surface héliçoïdale abtt'b', que par une portion de cette surface héliçoïdale.
Et, en effet, si l’on projette sur le plan du cercle C, les deux courbes parcourues respectivement sur la surface héliçoïdale par les développantes qui terminent inférieurement et supérieurement la dent de la roue fixée à l’axe A , on obtiendra les courbes an et mb', fitj. 1 1 .
Et les projections an et mb' des courbes de l’espace seront des développantes raccourcies du cercle C,. En sorte que le plus petit rayon que l’on devra donner au cercle C ' 3 sera égal à la distance du point n ait centre du cercle G,.
Quant à la dent de la roue fixée à 1 axe A, on pourra la construire d’abord comme dent d’un engrenage cylindrique en lui donuant la forme dfabec , fit). to; puis transformer cette dent en menant le plan corde ad, ou bien en menant par l’axe A et le point a un plan (ja; car la portion cylindrique à développante afd est inutile, puisque l’engrenage que nous avons à constmire n’est pas à relotir.
• . De In ftose de l'engrenage.
On sait que dans les engrenages extérieurs et cylindriques à déve-
loppantes de cercle, ou peut rapprocher ou élpigner à volonté les axes entre eux en les laissant toujours parallèles, et qu'ainsi l'on peut diminuer ou augmenter à volonté le jeu qui existe entre les dents.
Cette propriété, très-utile dans la pratique, et qui facilite la pose des axes de l’engrenage, n’existe point pourjes engrenages cylindriques à épicycloides.
[je nouvel engrenage jouit aussi d’une propriété analogue.
L’angle des deux axes étant égal à é, et la plus courte distance entre ces axes étant égale à une longueur D, il faut impérieusement que, quelque position que l'on donne aux axes l’un par rapport à l’autre, ces deux conditions soient satisfaites, puisque les rayons R et R, sont calculés eu fonction de l'angle ê et de la plus courte distance D; en sorte que les axes en réalité doivent rester invariables-
Cependant la distance entre les portions d’axes appartenant aux roues dentées peut diminuer sans que les relations de position existant entre les axes considérés comme droites indéfinies soient altérées. Et, en effet, imaginons deux plans Q et Q’ parallèles entre eux, nous pouvons tracer dans le plan Q uue droite invariable A, et tracer dans le plan Q' uni 1 suite de droites parallèles entre elles A,, AJ, A" , et faisant avec la droite A un angle ë; et la plus courte distance existant entre A et A,, A et A’, , A et A“, sera toujours la même eu longueur, elle sera égale à la distance D existant entre les plans Q et Q' : mais celte plus courte distance variera de position dans l’espace, en sorte que la plus courte distance D existant entre A et A, sera égale à la plus courte distance I), existant entre A et AJ , mais ne se confondra pas avec D, elle lui sera parallèle.
On pourra donc éloigner ou rapprocher les axes A et A, du uouvel engrenage en faisant glisser l’axe A, parallèlement à lui-même dans le plan Q' qui, passant par l’axe A,, est parallèle à l’axe A.
Ainsi, lorsque par le travail les dents seront usées, on pourra diminuer le jeu existant entre les dents, en rapprochant les axes.
On peut encore arriver au même but par un autre moyen et qui devra être préféré dans la pratique, parce qu’il n’exige pas de changer la position de l’axe A, par rapport à l’axe A, ou, en d’autres termes, de déplacer l’un des axes de l'engrenage.
Et, eu effet, si l'on donne à la roue du rayon R, une hauteur plus
grande que p'q',fitj, 9, si lorsque les dents s’useront, on fait glisser la roue , ^
du rayon R, le long de l’axe A, , en la rapprochant de la position qu’occupe la plus courte distance entre ces axes, il est évident que par ce mouvement de translation la roue du rayon R, sera de la roue du rayon R.
, réellement, rapprochée ,% ,
VW
%?. Jtr
• § iv. *
Des Hivers engrenages que l’on peut construire d 'après ce nouin au système. On peut construire :
i°. Des engrenages extérieurs, et ce sont ceux qne nous venons de < décrire;
2°. Des engrenages intérieurs;
3 ". Des engrenages à crémaillère oblique.
Des engrenaijcs intérieurs.
Avant de donner quelques détails sur la construction des engrenages intérieurs, il est nécessaire d’indiquer comment, au moyen de quatre roues dentées et placées deux à deux sur les axes A et A,, on peut composer un engrenage extérieur jouissant de la propriété detre à retour. *
Supposons ( fig . 10) que la roue fixée à l’axe A porte des dents dont la forme est dfabec, cette forme étant celle que doit avoir la dent appartenant à une des deux roues d’un engrenage extérieur et dans le cas où les axes A et A, sont parallèles. Ainsi nous supposons que la dent est terminée à droite et à gauche par une surface cylindrique ayant pour section droite une développante de cercle.
Partageons chacune de ces dents par un plan milieu passant par l’axe A et par la droite Ik.
Supposons ensuite {fig. 1 2) que nous plaçons sur l axe A et à égale distance de la plus courte distance D existant entre les axes A et A, lesquels comprennent entre eux un angle ë, deux rondelles dentées: l’une au-dessus de la plus courte distance D, et portant des dents telles que H', dont la forme sera donnée comme {fig. 10), savoir, dfakl ; et l’autre au-dessous de la plus courte distance D , et portant des dents telles que B, dont la forme sera donnée comme {fig. to), savoir Ikbec.
Cela étant fait par rapport à Taxe A , considérons la surface héliçoide loppable qui a pour arête de rebroussement l’hélice f. Cette surface posée de deux nappes; et si l’on coupe cette surface par un plan S pendiculaire à l'axe A,, on aura deux branche» de développante de le dont I origine ou point de rebroussement sera le point en lequel i hélice S, est coupée par le plan S. »
Si donc [ fii/. i3) on laisse au-dessous de la plus courte distance I) la nappe inférieure, et que l’ou fasse glisser parallèlement à elle-même, et le long du cylindre H,, la nappe supérieure de l’héliçoïdc pour la , placer à une distance égale et au-dessus de cette même plus courte distance D, on pourra construire deux dents M et M' qui seront inversement symétriques.
Dès lors, si l'on met en présence les dents M et B, M' et B', et de telle manière que M et B étant en contact, M' et B' soient aussi en contact, on obtiendra évidemment un engrenage d retour.
Rien ne sera plus facile que, de mettre les dents M' et B' en contact, les dents M et B étant elles-mêmes mises d’abord en contact; car supposons que la rondelle C qui porte la dent B soit fixée d’une manière invariable à son axe A , et qu’il en soit de même de la rondelle C, qui, placée sur l’axe A,, porte la dent M. Les axes A et A, étant placés dans la position qu’ils doivent occuper l’un par rapport à l’autre, on fera tourner la rondelle C, en faisant tourner son axe A, sur lui-méme jusqu’à ce que la dent M se mette en contact avec la dent B.
Supposons ensuite que les rondelles. G' qui porte la dent B', et G,' qui porte la dent M', puissent chacune tourner librement sur son axe, sans pouvoir glisser le long de cet axe. On pourra donner à la dent B' de la rondelle C' toute position que l’on voudra, par rapport à la dent B de la rondelle G, et la rondelle C' étant fixée sur son axe A et invariablement en la position que l’on aura choisie, on pourra faire tourner la rondelle G,' sur son axe A,, cet axe restant immobile jusqu'à ce que la dent M' sc soit mise en contact avec la dent B'. La rondelle G,' étant amenée en cette position de contact , on la fixera invariablement sur son axe A,. Dès lors, il est évident que lorsque l’axe A tournera sur lui-méme, la dent B conduira la dent M , la rotation ayant lieu de gauche à droite , par exemple , et que au contraire ce sera la dent B' qui conduira la dent M' si la rotation a ticu de droite à gauche. *
Ainsi pour que le système soit à retour, il doit être composé de deux engrenages identiques , placés symétriquement l'un au-dessous et l’autre àu-dessus de la plus courte distance U existant entre les axes A et A,.
Ayant bien compris ce qui précède, il sera facile de concevoir l'engrenage ultérieur.
Imaginons deux cylindres II et II, dont l’un H est creux ou concave et l’autre H, plein ou convexe, et tous deux tangents l’un à l’autre par un seul point x, leurs axes faisant, d’ailleurs, entre eux un angle ê plus petit qu'un angle droit.
Ces deux cylindres se couperont suivant une courbe à double courbure, qui aura uu point multiple au point x.
Leur normale commune I) passera par le point x, et s'appuyant à la fois sur les axes A et A,, elle coupera l’axe A au point o et l’axe A, au point o,.
Le point x sera situé sur le prolongement de la normale commune ou plus courte distance D, et cc point x sera dés lors situé, non entre les axes A et A,, mais au-delà de l'un et l'autre de ces axes, et il sera placé sur la plus courte distance D de telle manière que l'on aura :
ox : o,x : : u, : o
v étant la vitesse angulaire de l’axe A et v, celle de l'axe A,.
I.a construction du point .v étant effectuée, ox sera le rayon R du cylindre H et o,.r sera le rayon R, du cylindre H,.
Cela posé, on voit, de suite, que lorsque les cylindres II et H, sont extérieurs l'un à l’autre comme dans le cas de l’engrenage extérieur, outre le plan T qui leur est un plan tangent commun et qui est la seule surface plane que l'on puisse leur mener tangcntiellement , il existe une infinité de surfaces réglées dont les génératrices droites seront tangentes à la fois à ces deux cylindres, et il est facile de voir que toutes ces surfaces gauches tangentes seront coupées par le plan T etcbacunesuivant une courbe.
On voit aussi, de suite, que lorsque les deux cylindres H et H, sont intérieurs l’un à l'autre (comme dans le cas de l'engrenage intérieur, qui nous occupe en ce moment), il n'existe qu’une seule surface réglée qui soit tangente en même temps à ces deux cylindres II et H, , et que cette surface n’es( autre qu’un plan T, mené au point x tangcntiellement aux deux cylindres H et II,.
Cela dit, si nous considérons deux cylindres il et H, intérieurs l'un à (autre, le cylindre H étant creux et le cylindre H, étant plein; dès lors le cylindre II enveloppant le cylindre H, et par conséquent le rayon R du cylindre II étant plus grand que le rayon II, du cylindre H,, si I on mène par la plus courte distance D, existant entre les axes A et A,, deux plans, l'un P perpendiculaire à l'axe A et coupant le cylindre II suivant un cercle C (du rayon R égal à ox), l'autre P, perpendiculaire à l'axe A, et coupant le cylindre II, suivant uu cercle C, (du rayon R, égal à o,x) , on doit voir, de suite, que ccs deux cercles s'envelopperont l'un l'autre, et n'auront qu'un seul point commun qui sera le point or, et qu'en ce point x ces deux cercles se couperont.
Cela posé, si dans le plan P on trace une développante du cercle C et ayant son origine au poiut x, cette courbe sera composée de deux branches d et d' ayant le point x pour point de rebroussement.
Si par le point x on mène une droite G parallèle à l’axe A et située dés lors dans le plan tangent unique T,, en pliant librement cette droite G sur le cylindre convexe H, , on obtiendra une hélice Ç; et il est facile de voir que la branche d conduira ou sera conduite, à volonté, par la nappe inférieure de l'héliçoïdc développable ayant l’hélice £ pour arête de rebroussement, et que la branche d' conduira ou sera conduite par la nappe supérieure de la même surface héliçoïdale, et que dans l'un et l'autre cas le point de contact existant entre la surface et la courbe parcourra la droite 5 qui est tangente au cercle C et au point x ;
Et les choses sc passeront de telle manière, que si l’on désigne par - <t> la nappe inférieure, et par 4>' la nappe supérieure de l'héliçoïdc, l'axe A, tournant dans uu sens, ce sera la branche d qui sera conduite par la nappe 4> à partir du point x; et que si l’axe A, tourne en sens inverse, ce sera la branche d' qui sera conduite par la nappe 4>' à partir du même point x.
Il doit être évident que, dans ce système, ce sera la surface convexe soit de la nappe inférieure 4», soit de la nappe supérieure <t>' de l héliçoidc qui devra terminer la dent de la rondelle fixée à Taxe A,, et que ce sera au contraire la partie concave du cylindre avant pour section droite la courbe d et la courbe d' qui terminera la dent cylindrique de la rondelle fixée à l’axe A. ,
Ainsi, si sur le cylindre II, plein ou convexe, et qui est intérieur par
rapport au cylindre creux ou concave U , on trace une hélice Ç coupant les génératrices dé ce cylindre H, sous l'angle ë (cet angle ë étant celui <pie font entre eux les axes A et A,), la surface développable formée par les diverses tangentes à la courbe terminera la dent de la rondelle fixée à l’axe A,; et cette dent aura, en la projetant sur un plan perpendiculaire à l’axe A,, la forme indiquée {fig- t 4 )> les courbes ad et Ite étant des développantes du cercle C, du rayon R,, et en perspective elle aura la forme indiquée par la fi<). 1 5 : Mais comme dans ce cas la dent fixée à l'axe A serait formée par deux surfaces cylindriques concaves ayant pour section droite, l une la branche de développante à, et l’autre la branche à' de la même développante, et que ces deux surfaces sc réuniraient par la seule droite G passant par le point .r, et qne dés lors la dent fixée à l’axe A offrirait une partie. aiguë en G, qui serait sans résistance (comme l’indique, en plan la fig. i4 et en perspective la fig. 1 5 ), on doit séparer les nappes <t» et ainsi que les branches à et d' de la développante, et laisser entre elles un espace assez grand pour que la dent fixée à l’axe A offre une résistance suffisante à son extrémité. En sorte que la dent de la rondelle fixée à l’axe A, aura en perspective la forme indiquée fig. 20, et que la dent de la rondelle fixée à l’axe A aura la forme indiquée en plan fig. 16, et en perspective^. 1 y.
II est facile de voir que l’engrenage intérieur ne diffère de l’engrenage extérieur qu'en ce que les dents cylindriques :
t“. Sont convexes pour l’engrenage extérieur {fig. 10) et concaves pour l’engrenage intérieur {fig. 16);
2°. Sont juxtaposées comme en B, B' ( fig. 1 7 ) pour l’engrenage intérieur, tandis quelles sont séparées comme en B, B' {fig. 12) pour l’engrenage extérieur.
En d'autres termes : que les dents partent du point .r situé sur la plus courte distance D existant entre les axes A et A, {fig. 17) pour l’engrenage intérieur, tandis que les dents sont placées à une distance z au-dessus et au-dessous du point x {fig. 12) pour l’engrenage extérieur. Et il est facile de voir qu’il en sera de même pour les dents de la roue fixée à l’axe A,. Seulement dans le cas où la dent cylindrique fixée A laxe A aura la forme indiquée en plan par la fig. 16, les dents héliçoidales M etM', fixées à l’axe A, {fig. 20 et 20 bis), seront séparées l’une de’l autre d une quantité ma' comptée sur le cercle C„ section droite du
cylindre H,, par tin plan passant par le point x, et l’arc nn' sera, étant . rectifié, égal en longueur à l’arc rectifié pq {fig. 16) du cercle C, section droite du cylindre H, par un plan passant par le point - !. _
Ainsi, désignant l’arc pq rectifié par u et par u, l’arc rectifié nn', on devra avoir
Et comme ( fig . 16) le point arest le milieu de l’arc pq, il arrivera aussi que le même point! {fig. 20 et 20 bis) sera le milieu de l’arc nn'.
.Te crois être entré dans tous les détails nécessaires et suffisants pour que les ingénieurs-mécaniciens, habitués à tracer des engrenages cylindriques et coniques et connaissant la géométrie descriptive , puissent facilement exécuter l'épure nécessaire à la construction du nouvel engrenage, qn’il doive être intérieur ou extérieur.
Faisons remarquer que par ce nouveau système (l’engrenage étant intérieur ou extérieur) on pourra , au moyen d’une roue portant des dents cylindriques à développantes, transmettre le mouvement de rotation à autant d’axes inclinés A, , A j, A* , qu’on voudra, pourvu que l’axe A de cette roue à dents cylindriques ne rencontre aucun des axes A,, A,’, A(.
Remarquons encore que si l’on se donne deux axes A, et Aj qui se coupent, on pourra transmettre le mouvement de rotation de l’un à l’autre au moyen d'un troisième axe A, qui ne coupera ni l'axe A, ni l’axe Aj .
En sorte que les roues dentées, C, fixée à l’axe A, et C,' fixée à l’axe A| , ne se conduiront pas directement, mais la roue C, conduira la roue intermédiaire C fixée à l’axe A, et cette roue intermédiaire C conduira à son tour la roue C,' .
Lorsque les mécaniciens avaient à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes A et A, non sitités dans un mène plan, ils plaçaient un troisième axe transverse A, , lequel coupait les deux axes donnés A et A,, et ils construisaient deux engrenages coniques; en sorte qu’ils employaient quatre roues dentées coniques, et deux de ces roues se trouvaient placées sur l'axe auxiliaire A,.
On doit voir que le problème précédent, savoir : transmettre le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent, se trouve dans Je nouveau système offrir une solution analogue ù celle que les mécaniciens
donnaient, au moyen du système conique, du problème de la transmission du mouvement de rotation entre deux a.\es non situés ibms un même plan. On remarquera cependant que nous n’avons besoin que de trois rones dentées, tout en combinant trois axes.
Engrenage à crémaillère oblique.
L engrenage à crémaillère est évidemment, ainsi qu'on l'a déjà dit, le passage entre l'engrenage intérieur et l'engrenage extérieur; car dans le cas de cet engrenage tout particulier, on suppose que le rayon de l’une des roues est infini; et pour passer de l’engrenage intérieur à la crémaillère, c’est le rayon du grand cercle que l'on doit évidemment supposer infini.
l’ai' conséquent les dents de la crémaillère seront terminées par des faces planes perpendiculaires à la direction de ta crémaillère, et les dents de la roue dentée seront terminées par des surfaces héliçoïdales. D'après ce qui précède, il sera facile de construire l'épure d’un engrenage à crémaillère oblique.
Nous terminerons ce chapitre par les remarques suivantes :
i°. Si nous avons toujours supposé que les dents de l’une des roues étaient terminées par des surfaces cylindriques il développantes, c’est que nous nous proposions d’indiquer les constructions les plus simples pour la pratique; car on conçoit qu’au lieu de placer dans le plan T, tangent au pointa - aux deux cylindres H et H,, une droite Y parallèle à l’axe A, on aurait pu concevoir dans ce même plan T une droite Z faisant un angle a avec l’axe .Y et faisant dès lors un angle (§ — a) avec l’axe A,, et cette droite Z étant pliée sur le cylindre H,, donnera 1 hélice , et étant pliée sur le cylindre H, donnera une seconde hélice |.
Or ces deux hélices seront les arêtes de rebroussement de deux surfaces héliçoïdales développables, l’une <P, placée sur le cylindre U,, l’autre >1> placée sur le cylindre H ; et il est évident que ces deux surfaces se conduiront uniformément en se mettant successivement en contact par une de leurs génératrices droites, la droite de contact se plaçant dans le plan T et se mouvant dans ce plan T parallèlement à elle -meme et à ladioiteZ.
Mais dans ce cas, on ne pourra plus calculer la position du point i
sur la plus courtp distance D eutre les axes A et A,, et par suite les rayons It et 11, des deux cylindres II et II,, ainsi que nous l’avons lait lorsque la droite Y est parallèle à l'axe A. Ainsi, ayant calculé les rayons II et II , pour les vitesses v et v, des axes A et A ,, en supposant que la droite Y soit parallèle à A, si dans le plan T on place une droite Z faisant avec l’axe A un angle a, les surfaces héliçoïdes <p et <1*, que l’on obtiendra se conduiront bien uniformément, mais n imprimeront plus aux axes A et A, des vitesses qui seront dans le rapport — , mais des vitesses qui seront dans un tout autre rapport.
Au reste, dans le chapitre suivant, nous serons conduit à donner la théorie générale de ces sortes d'engrenages.
3°. Faisons remarquer, en terminant ce chapitre, que la roue concave de l'engrenage intérieur n'est que la contre-épreuve ou le moule de la roue convexe de l'engrenage extérieur, et qn ainsi ( fitj. ai), tout ce qui este» blanc représentant la roue dentée extérieurement, tout ce qui est huche représentera une roue concave ou dentée intérieurement. Au reste, ce que nous venons de dire est l 'énoncé d'une propriété caractéristique des engrenages pour lesquels la dent de chacune des roues dentées est terminée pour l’une des roues par une surface <I>, et pour l’autre roue par une surface <P, , ces deux surfaces ‘P et "P, étant l’une et l’autre l'enveloppe de I espace parcouru par une surface 1 , se mouvant parallèlement à elle-même, ou, en d'autres termes, se mouvant de manière à ce qu'un de ses points parcoure avec une vitesse constante une ligne droite , pendant que l'axe de la roue à douter tourne uniformément sur luimême. C'est ce qui sera mis hors de doute dans le chapitre suivant.
3”. Nous avons vu que les rayons II et H, des deux cylindres Il et H, étaient liés entre eux par l'équation K, cosê = R lorsque les axes ont même vitesse angulaire, et que dès lors R, devenait infini lorsque l’angle S que font entre eux les axes de l'engrenage était égal à un angle droit.
11 est lacile de voir, eu y réfléchissant un peu, que l’on retombe alors sur l'engrenage à crémaillère droite, car alors l'arête de rebroussement de la surface hélicoïdale qui termine la dent fixée au cylindre H, devient un cercle qui n'est autre que la section droite de ce cylindre II,, et la surface hélicoïdale qui est tlévclofipable devient un plan perpendiculaire à l'axe A , de ce cylindre H,.
4°. Dans ce qui précède nous supposions que la surface delà dent fixée au cylindre II était cylindrique, sa section droite étant une développante de cercle; mais si l'ou suppo.se que la surface 4> de la dent fixée au cylindre H est une surface hélicoïdale développable, et si eu même temps l’ou suppose que les deux axes A et A, de l’engrenage font entre eux un angle complémentaire de celui sous lequel les génératrices droites de cette surface <l> coupent les génératrices du cylindre II , alors la surface hélicoïdale <t>, qui termine la dent fixée au cylindre H, deviendra un plan perpendiculaire à l’axe A, de ce cylindre H,, et ainsi l’on retombe évidemment sur l'engrenage à crémaillère oblique que nous avons décrit ci-dessus.
5°. On ne peut pas obtenir un engrenage dans lequel les axes font entre eux un angle droit, lorsque l’on suppose que la surface <!> de la dent fixée au cylindre H est cylindrique , mais si l'ou suppose que les dents de l une et l’autre roues sont terminées par des surfaces hélicoïdales, l’engrenage sera possible.
Et, en effet, il suffira de prendre pour les surfaces <I> et <1>, des héliçoïdes développables ayant pour arêtes de rebroussement, savoir, <1> une hélice | coupant les génératrices du cylindre H sous un angle a, et 4*, une hélice f, coupant les génératrices du cylindre H, sous un angle complémentaire de a.
Et il est évident que si les axes A et A, doivent avoir des vitesses angulaires égales, en supposant que oc = 45”, les cylindres H et H, devront avoir des rayons égaux.
Ainsi, en théorie, l'engrenage est possible : devra-t on l’admettre en pratique ? l’expérience seule peut en décider.
CHAPITRE III
Théorie géométrique fie nouveaux engrenages dont les roues sont taillées , l’une par une -vis triangulaire , et l’autre par l’écrou de cette vis
Je me propose, dans ce chapitre, de démontrer que si l'on taille une roue C au moyen d'une vis triangulaire , et de manière à ce que cette roue porte m dents, et que si l’on taille une seconde roue C,, au moyeu de l'écrou de cette même vis et de manière à ce que cette roue porte m, dents, les deux roues C et C, pourront être mises en présence et former un engrenage. Et si l'axe de la vis fait un angle a avec l'axe A de la roue C pendant que cette vis taraude cette roue C, et que si l’axe de l'écrou fait un angle (a — ê) avec l’axe A, de la roue C, pendant que cet écrou taraude la roue G,, les deux roues se conduiront uniformément, leurs axes A
et A, ayant des vitesses v et v, dont le rapport — sera égal au rapport
Les deux roues C et C, mises eu présence seront placées l'une par rapport à l'autre de telle manière que les axes A et A, ne seront point situés dans un même plan et feront entre eux un angle égal à ê. Cet angle ë pourra être nul, et dès lors les axes A et A, seront parallèles.
Ainsi je me propose, dans ce chapitre, de dounerd abord la théorie tjéométrique complète d'un engrenage destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan et faisaut entre eux un angle qui peut varier depuis l'angle nul jusqu'à l'angle droit (i).
(l) On peut rn théorie supposer que les axes A et A, font entre eux un angle droit, parce qu'on peut tailler une mue au moyen d'une vis disposée en taraud , et aussi au moyen d’un écrou disposé en taraud , l'axe de l'outil faisant un angle demi-droit avec l’axe de la rondelle à tailler ; il est probable que l'on pourra aller dans la pratique au-delà l'angle demi-droit, mais des expériences seules peinent donner la limite possible. L’engrenage ainsi obtenu sera-t-il admissible rn pratique? c'est ce que l'expérience seule peut décider.
La théorie que je vais développer repose entièrement sur la théorie des surfaces enveloppes.
Et tout en résolvant le problème de la transmission du mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan , nous serons conduit à reconnaitre que l’on peut tailler uue roue C centrale au moyen d’un écrou E, et tailler diverses autres roues C„ G,, C, au moyen d'une vis V, ayant pour écrou l’écrou E, et de telle manière que les roues G,, G, et C, étant mises en présence de la roue C, leurs axes A,, A,, A , soient placés par rapport à l’axe A de la roue centrale, de telle sorte que , i” A et A, soient parallèles; que a 0 A et A, se coupent sous un angle donné ; et que 3° A et A, ne soient pas situés dans un meme plan et fassent entre eux un angle douné.
Je vais donc commencer par donner les constructions graphiques auxquelles nous sommes conduits par les méthodes de la géométrie descriptive, et au moyen desquelles nous pourrons obtenir les caractéristiques de la surface <î> enveloppe de l’espace parcouru par une surface 2, cette enveloppée 2 étant assujettie à une certaine loi de mouvement , déterminée par la nature même du problème que nous nous proposons de résoudre par rapport aux engrenages.
PROBLÈME FONDAMENTAL
Etant donné un axe A tournant uniformément sur lui-méme avec une vitesse v, et entraînant une surface 2 se mouvant parallèlement à elle-même et aussi uniformément et avec une vitesse u le long d’une droite K , faisant avec l'axe A un angle a, déterminer la nature géométrique des courbes décrites pendant le mouvement par chacun des points de celte surface.
La solution de ce problème fondamental dépend des considérations suivantes :
Imaginons un axe vertical A; un plan P perpendiculaire à cet axe et le coupant eu un point o; traçons dans le plan P un cercle C du rayon p et ayant sou centre au point o.
Coucevous ensuite un fil F enroulé sur le cercle C.
Le fil F étant fixé par une de ses extrémités en un point a du cercle C et enroulé sur un arc am de ce cercle, pourra, en le supposant tendu à partir du point ni, prendre cinq positions différentes :
i". Ltrc tendu dans le plan P et tangentiellemcnt au cercle C;
2 °. Etre tendu dans le plan P et être sécant au cercle C au point m ;
3". Être tendu hors du plan P de manière à ce que sa direction passe', par un point fixe s situé sur Taxe A;
4°. Etre tendu hors du plan P et de manière à ce que sa direction soit parallèle à Taxe A.
5°. Etre tendu hors du plan P et de manière à ce que sa direction ne coupe pas Taxe A et fasse avec cet axe un angle constant a.
Premier cas. Supposons que le plan P soit mobile autour de l’axe A , et que le cercle G soit une rondelle fixée à ce plan P; supposons qu’au point m soit placé un anneau fixe dans l espace, et que le fil F soit passé dans cet anneau : cela posé, un point x du fil F décrira sur le plan P une courbe t? pendant le mouvement de rotation autour de l’axe A , du système formé du plan P et du cercle C, et cela aura lieu en supposant que le fil F passé dans l'anneau fixe ne change pas de direction, et qu'aiusi il reste toujours tangent au cercle C. On sait que cette courbe t? sera une développante parfaite du cercle G.
Deuxième ras. Le système étant le même que dans le premier cas, et en supposant que la direction du fil F coupe le cercle G sous un angle constant, on sait que la courbe o' décrite par le point t du fil F, sera une développante rallongée du cercle D, ayant son centre au point o et pour rayon la perpendiculaire abaissée du point o sur le fil F.
Troisième cas. Si l’on suppose que le cercle C est fixé à l’axe A , et que l’on fasse mouvoir une droite X s’appuyant sur le cercle G et passant par un point fixe s situé sur l’axe A, on engendrera une surface conique de révolution A avant le point s pour sommet et l’axe A pour axe de révolution.
Gela posé , si l’on suppose que l’on ait placé au point m du cercle G un anneau fixe dans l’espace, et que le fil F enroulé sur le cercle C soit
passerions cet anneau, en faisant tourner l’axe A sur lui-même, il entraînera le cercle C et la surface A, et le fil F étant à partir du point in plié et dirigé le long de la génératrice X du cône, tin point a' de ce fil décrira sur le cône A une courbe d, et l’on sait que cette courbe est une spirale dont la projection sur le plan 1* (le plan P étant le plan du cercle C) est une spirale d'Archimède ayant le point o, centre du cercle C, pour origine.
Quatrième cas. Si l’on suppose que la droite X est dirigée parallèlement à l’axe A, elle engendrera un cylindre H qui sera de révolution, dont Taxe sera l’axe A , et dont la section droite sera le cercle C.
Le fil F passé dans l’anneau fixe étant plié au point m et dirigé à partir de ce poiut le long de la droite X, un point a de ce fil décrira sur le cylindre B, supposé tourner autour de l’axe A , une courbe o'; et l’on sait que cette courbe est une hélice cylindrique circulaire.
Cinquième cas. Si l’on suppose que la droite X se meuve en s'appuyant sur le cercle G et en faisant un angle constant a avec l'axe A , elle engendrera une surface gauche H , nommée Ityperbolo'ide à une nappe de révolution , et le fil F passé dans l'anneau fixe étant plié au point m et dirigé à partir de ce point le long de la droite X, un point .1 de ce fil décrira sur l'hyperboloide II , suppose tourné autour de l’axe A , une courbe à, A laquelle nous donnerons le nom de dévelop/iante Inpcrbo- Idtdiquc circulaire.
Les propriétés géométriques de cette courbe n'ont point encore été étudiées, car c’est pour la première fois que cette courbe se présente dans les recherches géométriques.
D’apres ce qui précède, on voit que les courbes décrites par le point .r du fil F peuvent être désignées, en venu du mode de génération qui lions les a données , sous le nom de :
i”. Développante pla ne-circulaire (cette courbe étant tracée sur un plan);
2 °. Développante eonique-circulaire (cette courbe étant tracée sur un cône);
3°. Développante cylindrique-circulaire (cette courbe étant tracée sur un cylindre);
4°. Développante hyperboloïdique-circulaire (cette courbe étant tracée sur un hypcrboloïde).
On sait <|ue les développantes planes sont de trois espèces :
Développante parfaite, développante raccourcie, développante rallongée.
Les développantes hyperboloïdiques vont nous fournir les mêmes variétés.
Des développantes hyperboloïdiques.
Le cercle C peut être le cercle de gorge de l'hyperboloïde H, ou être un parallèle de cette surface.
L’hyperboloïde étant doublement réglé, par un point m du cercle C passent deux génératrices X et Y de systèmes differents.
On peut donc supposer que le fil F passé dans l'anneau fixe et étant plié au point m , soit dirigé à partir de ce point ou suivant X ou suivant Y.
Dès lors on voit que l'on doit obtenir des courbes différentes suivant le cas que l’on examine.
PftKXÏKR CSS.
Le cercle C étant le cercle de gorge de l’hyperboloïde .
Prenant le plan P du cercle C pour plan horizontal de projection, on voit que dans le cas on ce cercle C est le cercle de gorge de l hyperboloïde H, les deux génératrices droites X et Y, qui se croisent au point m, se projettent sur ce plan P, suivant une seule et même droite qui est tangente en m au cercle C.
Ainsi X* et Y * ne sont qu'une seule et même droite tangente en m au cercle G.
Cela posé, concevons deux fils F et F' enroulés sur le cercle C, ruais en sens inverse, de telle façon que lorsque le cercle C tourne autour de l'axe A, le fil F s'enroulant sur le cercle C, le fil F' se déroule de dessus ce cercle, et vire versa.
Supposons que le point x du fil F ne soit autre que le point m du ecrdc C, et que le fil F en se déroulant soit dirigé suivant la portion de la droite X située au-dessous <lu plan P, et que le point x' du fil F' étant encore le point m, lorsque ce fil F' se déroulera, il se trouve dirigé suivant la partie de la droite X située au-dessus du plan P.
Cela posé , en déroulant le fil F, le point m de ce fil décrira sur la surface II, et au-dessous du plan P, une courbe d partant du point ni et infinie à partir de ce point. En déroulant le fil F', le point m de ce fil décrira sur la surface H et au-dessus du plan P, une courbe d, partant du point m et infinie à partir de ce point.
l/es deux courbes d et d, seront réunies l’une à l’autre nu point m et ne formeront qu’une seule et même courbe.
d et d, se projetteront sur le plan P suivant deux branches d* et dj ayant le point m pour origine sur le cercle C.
Si au lieu de diriger les fils F et F' suivant la droite X , on les avait dirigés suivant la droite Y, on aurait obtenu deux branches d' et d' dont les projections d' 1 et di* se seraient confondues avec d* et dj, car tout est évidemment symétrique par rapport au plan P et par rapport au plan méridien passant par le point m.
Maintenant examinons la nature géométrique de la courbe d*d'\
Je dis que la courbe d*dj n'est autre qu’une développante raccourcie du cercle C.
Et en effet, la droite X faisant avec l’axe A un angle a, fait avec le plan P un angle complémentaire de a.
Dès lors,' si un point x du fil F parcourt sur la droite X une longueur I, c'est que ce fil se sera déroulé ou enroulé sur le cercle G d’un arc y dont la longueur rectifiée est égale à I.
Et comme la droite I se projette sur le plan P suivant une longueur I* = I siua, I* sera plus petit que I, par conséquent la courbe d*dj sera une développante raccourcie du cercle G, puisqu'elle en serait une développante parfaite, si I* égalait 1, en d'autres termes si l’angle a était droit. Proposons-nous maintenant la solution du problème suivant :
PREMIER PROBLEME
Construction de la tangente en un point de la développante fijperholoidique dont la projection horizontale est une développante raccourcie du cercle de gorge.
En admettant que I on sache construire la tangente en un point d’une développante raccourcie d'un cercle, le problème propose sera facile à résoudre.
En effet, on construira au point x de la courbe d, le plan T tancent à l'hyperboloide H; puis au point x h de d* on construira la tangente S* à cette courbe d* ; enfin par la droite S* on mènera un plan R perpendiculaire au plan P, lequel coupera le plan T suivant la droite Q qui sera la tangente demandée.
Ce qui précède étant compris, passons au deuxième cas.
DFI XIÈMK CAS.
Le cercle C étant un parallèle de l'hyperboloide.
Prenons toujours le plan P du cercle C pour plan horizontal de projection 22).
L’axe A percera le plan P en un point o centre du cercle C du rayon js. Le cercle de gorge B du rayon r aura son centre en b sur l’axe A. Ce cercle B se projettera sur le plan P en un cercle B* du rayon r et ayant son centre au point o.
Concevons un fil F enroulé sur le cercle C et passé dans un anneau fixe daus l'espace et situé au point u du cercle C.
Imaginons par ce point p du cercle C une droite X génératrice de I hypcrboloide 11 ayant le cercle 11 pour cercle de gorge et le cercle C pour parallèle.
Désignons par a l'angle que l'axe A et la droite X font eutre eux.
Cela posé, si nous enroulons le fil F sur le cercle C, et si nous le plions eu p pour le diriger le long de X en prenant sur X une longueur i /> = arc mp, le point x sera un point de la courbe d tracée sur l'hvperboloide H.
Le point m sera aussi un point de la courbe d.
Cette courbe d se projettera sur lé plan P suivant d*, courbe qui coupera en m le cercle C.
Maintenant examinons la nature géométrique de la courbe d*.
La droite X se projettera sur le plan P en X* qui sera tangente au cercle B* au point 7* projection du point 7 en lequel le cercle dégorgé B est rencontré par la génératrice X; et cette même droite X* coupera le cercle C au point p.
Le point .r de d se projettera en .t* sur d*, et l'on aura x *7* = x*p -t- p7*.
Or, quel que soit le point r * de d* que l'on considère, la portion de droite pq* sera constante , et égale à
De plus
On a donc (0
y op — oq* ou & vf* — r*.
.7 *p = xp . sin a et xp — arc mp.
x * 7 * = arcmp.sina ■+- — r*.
Cela posé, si du point ni on mène une tangente au cercle B A , le point
de contact étant en n, les angles noq * et mop seront égaux.
Od aura donc
arc nq k arc mp
d’où l’on tire
(a) arc mp = £ . arc nq*.
et, en vertu des équations (i) et (a), l’on aura
(3) j*q* = f sin a (arc nq A ) -t- — r 1 .
Remarquons maintenant que la courbe d viendra couper le cercle de gorge B en un point y dont la projection y* sera l’origine de d* sur le cercle B*. Nous pourrons donc, dans l’équation (3), remplacer
arc nq* par (arc j*q* — an: > , n).
Or il est évident que quel que soit le point jr* de la courbe d* que l’on considère, on aura
arcy*n = constante.
Cherchons la valeur de cet arc y* n :
La courbe à passe du point m situé sur le cercle C , au point y situé sur le cercle B; l'axe A a donc dû décrire, en tourn&ut sur lui-même, un angle mesuré sur le cercle C par un arc y égal en longueur à la partie de la génératrice X, comprise entre les plans des deux cercles C et B.
Or, cette portion de X est égale à ' — 1 et l’on a
7 arrr A « ou
vV — r* arr r k n
p.sina r
I. équation (3) se réduit dès lors à
(4) r A q A — ?.siua (arcy"*tj*).
Nous pouvons donc énoncer ce qui suit :
i°. Si £ sina = i , la courbe o' A sera la développante parfaite du cercle B*;
2 °. Si ° sin a > i, la courbe d A sera une développante rallongée du cercle B A ;
3°. Si ■- sin a < î , la courbe o' A sera une développante raccourcie dn cercle B A .
Proposons-nous maintenant la solution du problème suivant, qui nous conduira plus tard à celle du problème fondamental.
DEUXIÈME PltOBLÈME.
Étant donné un axe A tournant uniformément sur lui-ménic avec mu- vitesse v , et un point x dans / espace , se mouvant uniformément avec une vitesse u sur une droite K faisant avec A un angle a, déterminer ta nature géométrique de ta courbe d parcourue par le point r.
♦ - * 'fé s
D’après cet énoncé ou a
•- = constante,
et I on peut supposer que l’axe A fait un tour entier de révolution sur lui-même, pendant que le point x parcourt sur la droite K une longueur égale à I.
Gela posé, si l'on imagine un cercle C du rayon inconnu g, ayant son centre sur l’axe A et son plan P perpendiculaire à cet axe, ce cercle coupant la droite K eu un point p; et si l’on suppose en p un anneau fixe dans l'espace, et un fil K enroulé sur le corde C et passé dans l’anneau fixe, et plié le long de la droite K à partir du point p; le point x situé sur la droite R à une distance I du point p, cette distance étant mesurée sur la droite K , arrivera en p, lorsque l’axe A aura fait un tour entier de révolution sur lui-même.
Dès lors on a
atr.p = I,
g sera donc connu.
Et par suite on a
V ïwp'
Maintenant, la droite R a pour plus courte distance avec l’axe A une droite d'une longueur égale à r.
La courbe t? parcourue par le point x aura donc pour projection sur le plan Q, perpendiculaire à l’axe A et passant par la plus courte distance r, une courbe d* qui sera une développante parfaite, ou rallongée,
ou raccourcie d'uu cercle B tracé sur le plan Q, avec le rayon r et du point l> en lequel le plan Q coupe l’axe A, comme centre, suivant que l’on aura
'sina = i, ou >i, où < i.
, ’ m Vf» ^ i v «
Proposons-nous maintenant la solution du problème suivant:
TROISIÈME PROBLÈME
Comtr iu lion de la tangente en un jioint ,r d'une hyjHibotoidiqùe rirrulaire.
Av
développante
Kn admettant que l’on sache construire la tangente à une développante plane parfaite ou imparfaite d'un cercle, la solution du problème proposé sera la suivante :
Au point a de la courbe à double courbure d (développante hyperboloïdique), on construira le plan T tangent à l’byperboloïde de révolution H sur lequel celte courbe J est tracée.
Au point .r* de d 4 , projection de la courbe à sur le plan Q du cercle de gorge de l’hyperboloide II , on construira la tangente 5* de d 4 , et menant par 5 4 un plan V perpendiculaire au plan Q ou parallèle à 1 axe A de l'hyperboloïde H, les plaus V et T se couperont suivaut une
droite 5, qui sera la tangente demandée.
Propriété remarquable de la développante hyperboloidique parfaite.
Lorsque la courbe 22 ) est une développante hyperboloidique
parfaite, et que dès lors sa projection d 4 sur le plan du cercle fï est une développante parfaite du cercle B*, projection sur le plan du cercle C du cercle de gorge B de rhyperboloide II, cette courbe jouit d’une propriété remarquable, et qui sera utile lorsque nous nous occuperons de la théorie générale des engrenages pour lesquels le frottement est de roulement.
Si au point .r* de d 4 on construit le cercle osculaleur y, le centre tic ce cercle sera en q*, puisque d 4 est la développante parfaite du cercle B 4 . Des lors le cylindre O qui aura ses génératrices parallèles à l’axe A cl pour section droite le cercle 7 , dont nous représenterons le rayon a 4 </ 4
par R, sera oscillateur en a* à la courbe d A et, par suite, osculatcur en jc à la courbe d; par conséquent pour le point .r, l'élément curviligne c/d de la courbe d se projette suivant un élément curviligne c/y du cercle y; et connue le point x doit être considéré comme animé de deux vitesses, l'une de translation et parallèle à l’axe A, et I autre de rotation autour de eet axe A , et que le point x décrit des angles égaux autour de l'axe A, pendant qu’il s'élève parallèlement a cet axe A de quantités égales, on doit en conclure que l'élément curviligne c/d de la courbe d se confond avec l’élément curviligne c/E dune hélice E tracée sur le cylindre O.
Pour construire cette hélice E, il nous suffira de connaître son pas, car nous connaissons déjà sou rayon, ou, en d'autres termes, le cylindre O de révolution sur lequel elle est tracée.
Remarquons que les arcs élémentaires c/C du cercle Ci et c/y du cercle y, mesurent des angles égaux ayant l'un son sommet au centre du cercle C, et l'autre son sommet au centre du cercle y. On pourra donc rem-
placer dans les calculs par
rirc.C rire. 7 ‘
Or on a
et l’on a ( fuj. 22)
cire, y : cire. C : : R : p ;
'xx* — xp.cosa; xp = cire. C ,.
t.r* = (circ.C) cosa,
et comme ou aura
(circ.C) = £-. (cire, y),
xx* = cosa . (cire. 7) = in.p cosa; et si Ion représente x.» par /1, et jr cosa par rotang ti, on aura
h — (cire. y)cotnngjuL.
De sorte <|ue 1 hélice E, tracée sur le cylindre O, aura son pas égal à h, et coupera les génératrices de ce cylindre O sous l’angle tt; et comme on a
h — 2K.jS.COS*,
et cotaug fL = cos *,
on en conclut que , quel que soit R ou le cercle y, le pas /» sera constant et que l'inclinaison jx changera avec U ou avec le cercle y.
Ainsi l’on peut conclure de ce qui précède, qu’en chaque point .v de la courbe d, l’are élémentaire de cette courbe pourra être remplacé par l’arc élémentaire d’une hélice cylindrique E, dont le pas h sera constant quel que soit le point .r considéré' sur la courbe d, mais dont l'inclinaison u. sur les génératrices de son cylindre O, variera avec le rayon R de ce cylindre, ou, en d'autres termes, avec le rayon de courbure R de la courbe d*.
Du rayon de courbure de la développante hyperbotoidique parfaite.
La courbe e?*, projection de la courbe d , est une développante parfaite du cercle B*; tous les rayons de courbure de la courbe à seront parallèles au plan du cercle de gorge B de l’hypcrboloide 11 ; car le rayon de courbure X de la courbe d pour le point x sera celui de l’hélice E osculatrice au point x à la courbe à. Or, le cercle y du rayon R étant la projection de l’hélice E, on aura
X — R cos’p,^
et comme
B-cusa cotp = ,
on aura
p. cos a
et par suite
^ VV cos\a + R* ’
yjÊËùî*
} R.p*co^«
A — c'en»** ■+• R’’
Et comme le pas h de l'hélice E est constant pour tous les points de la
courbe <7 et égal à f > . cos a . , on aura
Il sera donc facile pour chaque point x de la courbe çf de construire le ravon de courbure)., puisque l’expression de ce rayon X ne renferme plus que la quantité constante h et la quantité variable R qui est le rayon du cercle oscillateur de d* au point x*.
En vertu de tout ce qui précède, il est facile maintenant de parvenir à déterminer la surface 4', enveloppe de l’espace parcouru par une surface. 2, se mouvant parallèlement à elle-même et uniformément, avec une vitesse u , le long d une droite R , laquelle fait avec un axe A un angle a, cet axe A tournant uniformément sur lui-même et avec une vitesse u, et par conséquent de résoudre le problème fondamental dont nous reproduisons, en partie, l’énoncé, ainsi qu’il suit :
Construction des caraclérislujues de la surface <I> enveloppe de l'espace parcouru par la surface 2.
Imaginons dans l'espace un axe A tournant uniformément sur lui— même avec une vitesse v; une droite K faisant avec l’axe A un angle a et ayant avec cet axe une plus courte distance représentée par r.
Concevons ensuite une surface 2 se motivant parallèlement à ellemême et le long de K, avec une vitesse constante u.
Cela posé, désignons par k le point de la surface 2 par lequel passe la droite R- Ce point k parcourant sur R une longueur I pendant que 1 axe A fait un tour entier de révolution sur lui-même.
On aura
27T .p = I , d’ofl
TT
Menons par les divers points x', x", x", .. . de la surface 2 des droites R', R'', R ‘Y parallèles à R.
Désiguous par r', r", r", les plus courtes distances de l’axe A à ces diverses droites R', R", KY
Les points x', a”, x' décriront des développantes hyperboloidiqucs <?', à", à", qui se projetteront sur les plans Q\ Q", Q”, perpendiculaires
à l'axe A, et passant respectivement par les plus courtes distances r', r', r", suivant des développantes planes parfaites ou imparfaites des cercles B', B", B', tracées respectivement sur ces plans Q', Q", Q", avec les rayons respectifs r\ r ", r*; les centres de ces cercles B', B", B" étant , d’ailleurs, tous situés sur l’axe A.
Or les projections des courbes <?', tf ”, i" seront des développantes planes et parfaites circulaires lorsque l'on aura
p sin St = r',, ou = r", ou = r";
elles seront des développantes plaucs et imparfaites circulaires et rallongées lorsque l’on aura
psinst < r 1 , ou < r*, ou < r";
et elles seront des développantes planes et imparfaites circulaires et raccourcies lorsque l’on aura
p sin a > r', ou > r", ou > r".
Nous pouvons donc énoucer ce qui suit : ,
Si l’ou coupe la surface 2 par un plan 'L parallèle aux droites A et K suivant une courbe Ç, et si la distance du plan Z à l’axe A est représentée par r.
Tous les points de la courbe £ décriront des développantes hyperboloidiques qui se projetteront sur un plan Q perpendiculaire à l’axe A, suivant des développantes planes parfaites du cercle B tracées sur le plan Q avec le rayon r, le centre du cercle étant sur l’axe A , si l’on a
o sin a = r;
tous les poiuts de la courbe ç décriront des développantes byperboloidiques qui se projetteront sur le plan Q suivant desédéveloppantes planes imparfaites et rallongées du cercle B, si l’on a -,
S ; V ’ 41 fc
p sma < r; ” * . i . »
et tous les points de la courbe Ç décriront des développantes liyprr-
bolmdiqucs qui se projetteront sur le plan Q suivant des développantes planes imparfaites et raccourcies du cercle B, si l’on a
p sin a > r.
Ainsi il n'existera qu’un plan Z pour lequel tous les points situés sur ce plan et la surface 2 décriront des courbe^ dont la projection sur le plan Q sera une développante parfaite circulaire;
Et tous les points de la surface 2 situés au-delà de ce plan Z par rapport à l’axe A, décriront des courbes dont la projection sur le plan Q sera une développante imparfaite circulaire et raccourcie.
Et tous les points de la surface 2, situés en deçà de ce plan Z et ainsi entre le plan Z et le plan Z, mené par l’axe A et parallèlement au plau Z, décriront des courbes dont la projection sur le plan Q sera une développante imparfaite circulaire et rallongée.
Tout ce qui précède étant bien compris, il nous sera facile d’arriver à la détermination des caractéristiques de la surface <t> enveloppe de l'espace parcouru par la surface 2.
Et en effet, concevons l'axe A, la droite K et la surface 2; menons un plan Z parallèle à la fois aux droites A et K et coupant la surface 2 suivant une courbe g.
Désignons par r la plus courte distance existant entre Taxe A et le plan Z
Chaque point de la surface 2 parcourant une longueur I parallèlement à la droite K pendant que l’axe A fait un tour entier de révolution sur lui-même, on a
Concevons donc un cylindre U ayant l'axe A pour axe de révolution , et pour section droite un cercle du rayon p; ce cylindre U coupera les droites K', K", K*, menées par les divers points .r', x", .v* de la courbe g et parallèlement à la droite K en des points //, p ", p
Menons par ces points />', /)", p’ des plans Q', Q", Q", parallèles entre eux et perpendiculaires à l’axe A, et coupant cet axe en les points I/, b", b“; traçons sur ces plans Q', Q", Q', les cercles C ' , C* , C ' , ayant leur centre placé respectivement en les points b', b ", b“, et ayant tous même rayon p.
Supposons que l’on place en //,//’, p ' des anneaux et que l’on enroule
des fils F' sur G', F" sur C", F* sur C”, et que chacun de ces fils soit passé dans l'anneau qui lui correspond et tendu à partir des points p', />", p”, le long des droites K', K", K".
Concevons que chaque droite K', K", R', tourne autour de Taxe A, chacune engendrera un hyperhûjoide à une nappe et de révolution , dont l'axe commun sera A.
Désignons ces hypcrbolotdes par IJ', H*, H*.
Lorsque l’on supposera que Vanneau pf glisse shr le cercle C', entraînant avec lui la droite K', le point .r' du fil F', lequel point a' appartient à la courbe f, décrira sur l’hypcrboloïde II' une développante byperboloidique à'.
Et si l'on suppose que tous les anneaux p\ p", p” se meuvent uniformément cl en même temps, tous les points x\ x ", .r' décriront des courbes à', <f", d"; et l’enveloppe de toutes ces courbes ne sera autre que la surface <I>. Or, comme l’enveloppée £ doit être tangente en chacune de scs positions à l’enveloppe (|>, on voit que les points des courbes (?', d", d' qui appartiendront à la fois aux surfaces £ et <l> seront ceux pour lesquels chaque courbe d', d", d~ sera tangente à la surface 2.
Par conséquent, si l’on conçoit un plan tangent T mené à la surface £ eu chacun des divers points de la courbe ij, et si I on conçoit une tangente 5 menée en chacun des points .r' de d’, x“ de d”, x " de d", le point y de £ qui appartiendra en même temps à la surface £ et à la surface <1> sera celui pour lequel l’un des plans T passera par l’unp des tangentes 0, ou contiendra l’une de ces droites 5.
Ainsi pour déterminer le point y on devra construire la courbe t intersection de la surface développable A engendrée par le plan T roulant sur la courbe £ et tangentiellement à la surface £ et de la surface réglée n donnée par les diverses tangentes fl menées aux courbes d, d', & etc. aux points eu lesquels ces courbes coupent respectivement la courbe £. (Il est évident que les deux surfaces A et ri ayant pour directrice commune la courbe £, doivent se couper suivant une autre courbe qui sera celle désignée ci-dessus par e.)
Les deux courbes | et c se couperont eu un point y qui sera le point demandé, car il est évident que pour ce point les deux surfaces A et n seront tangentes l’une à Vautre.
Il sera toujours facile, par les méthodes graphiques de la géométrie descriptive, de trouver ce point y, en d’autres termes, de construire ses projections.
Maintenant, si l’on imagine une suite de plans Z', Z”, Z" parallèles au plan Z et coupant 2 suivant les courbes £', f, en opérant ainsi nue nous l’avons indiqué ci-dessus , on trouvera les divers points » ' sur \',y“ sur f, y" surf, qui appartiendront à la surface 2 et à la surface 4*.
I.a courbe jx, lieu des points y, y', y", y ”, sera dès lors une carar- . téristique de la surface <T>.
Si l’on suppose maintenant que la surface 2, se transporte parallèlement à eHe-même et le long de R en 2', on pourra opérer pour 2' comme on l’a fait pour 2, -et l’on trouvera une nouvelle caractéristique jx’ de 4*.
Ç)n peut doue se procurer autant de caractéristiques p, a', p“ de la suçface 4> que l’on voudra.
Dès lors cette surface <1» est complètement connue, déterminée; on pourra toujours, au moyen d’une épure, construire en relief cette surface 4>.
Passons maintenant à la solution du problème suivant qui sera un problème général, dont, plus tard, nous déduirons, comme cas particuliers, les engrenages qui font le sujet principal de ce chapitre.
PROBLÈME GÉNÉRAI
Etant donnés deux axes A et A, non situés dans un même plan et faisant entre eux tut angle ê, construire deux surfaces <f» et <t>, fixées, la première à l'pxe A et la seconde à l'axe A„ et telles quelles se conduisent l'une l'autre eu imprimant aux axes A et A, des vitesses qui soient dans un rapport constant. Ces surfaces <t> et 4>, étant les enveloppes d'une surface 2 se mouvant parallèlement à elle-même le long d une droite K.
Imaginons les deux axes A et A,, désignons par I leur plus courte distance, et par o et o, les points en lesquels cette plus courte distance 4 >crce les axes A et A,.
Prenons sur / un point m tel que l’on ait = ^, u et u, étant les vitesse* angulaires des axes A et A,.
Par l menons deux plans Q et Q, respectivement perpendiculaires aux axe» A et A, , et traçons dans chacun de ces plaus un cercle, le premier G situé dans le plan Q et ayant son centre au point o et pour rayon om ; le second C, situé dans le plan Q , et ayant sou centre au point o, et pour rayon o,iu.
Imaginons en m nu anneau fixe dans l'espace et deux fils F et F, enroulés , le premier sur le cercle G , le second snr le cercle C, , et tous deux passés dans l'anneau fixe.
A partir de Panneau , dirigeons les deux fils parallèlement à une droite K située dans un plau L parallèle aux deux axes A et A,, et désignons par a l'angle que A et K «font entre eux; dès lors, K fera avec A, un angle a, qui sera égal à (180“ — a — §) [1],
Supposons une surface i liée aux deux fils F et F, et entraînée parallèlement à elle-même et le long de K pendant que les deux fils F et
F, s’euroulent ou se déroulent ensemble sur les cercles C et C,.
Gela posé, si la surface £ parcourt sur la droite K une longueur -I, c’est que le fil F sc sera enroulé sur le cercle G d'un arc qui , rectifié, sera égal à I, et qu’en même temps le fil F, se sera enroulé sur le cercle
G, d’un arc qui, rectifié, sera aussi égal à I.
Par conséquent, désignant par p le rayon om. et par p, le rayon o, m, on aura
et si I on suppose que 27 :p — 1 , on aura
Par conséquent la surface £ parcourra une longueur égale à I sur la droite K pendant que l’axe A fera un tour entier de révolution sur lui-
méme , et cette même surface 5 parcourra une longueur égale à ~ . I
(i) 1x5 trois droites A, A, et K étant parallèles an plan Z, en les projetant sur re plan Z, on aura un triangle , dont les angles seront précisément les angles a, 1 , et C.
ou à I, sur la droite K pendant que l'axe A, tera un tour entier de révolution sur lui-méme.
En vertu de la solution du problème Jimilnmenlal donnée ci-dessus, il uous sera facile de construire la surface <t> enveloppe de l'espace parcouru par la surface 2 autour de l’axe A , et la surface <!>, enveloppe de l’espace parcouru par la même surface 2 autour de l’axe A,.
Nous pourrons donc, pour une positiou 2 de la surface enveloppée, construire la caractéristique jut de 4>, et ft, de <1>, , et si les deux courbes jx et [x, sc coupeut en un point z, les trois surfaces 2, 4> et 4>, seront tangentes l'une à l’autre en ce point z.
Faisant enrouler les fils F et F' sur les cercles C et C, en imprimant aux axes A et A, un mouvement de rotation , la surface 2 passera en la nouvelle position 2'\ nous pourrons construire pour 2' les caractéristiques homologues ji' et u.\ et le point z' en lequel elles se coupeut; et ainsi de suite. Tous les points z, z', z", z" détermineront une courbe ij< qui sera le lieu des points de contact successifs des surfaces <1* et <>,, pendant que les axes A et A, tourneront, sur eux-mêmes, avec les vitesses respectives v et
Or il est évident, d'apres ce qui précède, que le problème propose n aura de solution qu’autant que la courbe ÿ existera.
Mais le mode de solution que nous avons employé ne nous permet pas de reconnaître dans quels cas cette courbe >{; existera ou n'existera pas; en d autres termes , nous ne pouvons pas , par les considérations développées ci-dessus, parvenir à reconnaître les conditions géométriques auxquelles la surface 2 doit satisfaire , quant à son mode de génération , ou , en d’antres termes, quant à sa forme, pour que la courbe tp existe.
Le second mode de solution que nous allons développer ci-après uous permettra de résoudre cette partie importante de la question.
PROBLEME FONDAMENTAL
Etant donné » un axe A tournant uniformément sur lui-même avec une vitesse n et un plan P faisant avee l'axe A un angle y, et une droite K faisant avrr f axe A un angle a et un angle a' avee le plan P, déterminer la surfaee enveloppe de I espace parcouru par le plan P, te mouvant parallèlement à lui-même, un de ses points se mouvant uniformément sur la droite K avec une vitesse u.
Tout cp qui n été dit précédemment par rapport à une surface quelconque 1 , pourra être répété dans le cas où cette surface 2 est un plan P. Mais la surface <I>, enveloppe de l’espace parcouru par la surface 2, est , comme on le sait, une surface développable lorsque l’enveloppée est un plan. Dés lors les diverses caractéristiques p de la surface <I> seront , dans le cas particulier qui nous occupe, des lignes droites.
lin vertu des données du problème, on sait que le plan P décrire une surface héliçoïde développable; dès lors la surface <1> sera complètement déterminée lorsqu’on connaîtra l'hélice cylindrique et circulaire E, qui est son arête de rebroussement.
F.n supposant que le point k en lequel la droite K perce le plan P, parcourt sur cette droite K une longueur égale à 1 pendant que l’axe A fait un tour eutierde révolution sur lui-même, on aura, comme on l'a dit ci-dessus ,
Projetons la droite K sur le plan du cercle C du rayon et désignons rette projection par K*; désignons par H 1 ’ la trace du plan P sur le plan du cercle C. Les deux droites K* et H p feront entre elles un angle que je désisigne par X; je désigne enfin par v le point en lequel K* et II *' se coupent.
Cela posé, pour un tour entier de l'axe A, le point k parcourt une longueur I sur la droite K ; pendant un tour entier de l’axe A , le point v parcourra sur la droite K * une longueur égale à I sina; et la trace H p
se sera mue parallèlement à elle-même , et aura parcouru sur la perpendiculaire abaissée du centre du cercle C sur II P une longueur égale a I sina.sinX.
I/hélice E sera donc tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe l’axe A et pour section droite un cercle dont le rayon R sera tel que l'on aura
asR = I sina.sinX,
d’où
R = p. sina.sinX.
Le pas lt de l’hélice E variera avec l’angle a' que le plan P fera avec l’axe A, puisque l’on doit avoir
h. tanga' = I sina.sinX.
Ainsi l’axe A et la droite K ne variant pas de position, les vitesses u et u restant les mêmes ou dans le meme rapport, et ainsi ayant ^ = constante,
on voit que le rayon R est indépendant de l’angle a' que le plan P fait avec l’axe A, et qu’il ne dépend que de l’angle X que la trace H p de ce plan P fait avec K* ou de l’angle X' complémentaire de X que la trace H p fait avec une droite perpendiculaire à R*. On pourra donc écrire
R = p.sina.cosX'.
Cela posé , ayant construit le cylindre J de révolution , qui a l’axe A pour axe de rotation et R pour rayon de sa section-droite, on mènera un plan L tangent au cylindre J et perpendiculaire au plan P, lequel coupera ce plan P suivant une droite D qui sera la caractéristique de la surface héliçoïde developpable enveloppe de l’espace parcouru par le plan P, et l’enveloppe <1> et l’enveloppée P seront tangentes l’une à l'autre tout le long de la droite D.
Si nous supposons maintenant que le plan P passe en la position P, Pet P étant parallèles en vertu de la loi du mouvement, le plan P' sera coupé par le plan L, suivant la droite D' qui sera une nouvelle caractéristique de la surface <J>. Mais il faut bien remarquer que pendant que le plan P passe en P', l’axe A tourne lui-même d’un certain angle et fait tourner
autour de lui la surface 4> de ce même angle pour l'amener en la position 4*', et c’est alors 4>' et P' qui se trouvent en contact suivant D' Proposons-nous maintenant la solution du problème suivant :
H h ml domuis deux axes A et A,, non situés dans le même plan et faisant entre eur un mufle ê , construire lieux surfaces héliçdides dévelopfMibles telles quelles se conduisent t une l'autre en imprimant aux axes A cl A, îles vitesses qui soient dans im rapport constant.
Désignons par v la vitesse angulaire de l’axe A et par i>, la vitesse angulaire de l’axe A,.
Construisons la plus courte distance l des deux axes A et A,, et sur cette plus courte distance prenons un point m divisant l en deux parties qui soient entre elles dans le rapport inverse de celui des vitesses des axes, imaginons, comme nous l’avons fait précédemment, les deux cercles C et C, dont les plans respectivement perpendiculaires aux axes A et A, se coupent suivant la plus courte distance /; et enroulons sur ces cercles deux fils F et F, qui viennent passer dans un anneau fixe dans l’espace et situé au point m, et, à partir de ce point, dirigeons ces deux fils suivant une droite K perpendiculaire à la pins courte distance / et faisant un angle a avec l’axe A , et par suite un angle égal à (a — f) avec Taxe A,.
Concevons un plan 1’ coupant le plan du cercle C suivant une droite ll p , et le plan du cercle C, suivant une droite Il p .
Désignons par X' l’angle que H r fait avec la plus courte distance l et par X, l’angle que II , fait avec cette même droite l.
Ce point h en lequel la droite K perce le plan P se mouvant sur cette droite K , et y parcourant une longueur I pendant que les axes A et A, tournent sur eux-mêmes avec les vitesses respectives v et i> ( , le plan P engendrera deux surfaces héliçoides développables, l’une 4* fixée à l’axe A, et l’autre 4>, fixée à l’axe A,.
lai surface 4» aura pour arête de rebroussement une hélice E tracée sur un cylindre J avant son rayon H égal à 'a . sin a cos X', et la surface 4>, aura pour arête de rebroussement une hélice E, tracée sur un cylindre J, ayant sou rayou 11, égal à j>, sin (a — ê) . cos).,'.
Eu menant un plan I. perpendiculaire au plan P et tangent au cy-
limite J, on obtiendra la droite I) intersection des plans I, et I 1 ,
Eu menant un plan L, perpendiculaire au plan P et tangent au cylindre J,, on obtiendra la droite I),, intersection des plans I-, et P. Les deux surfaces 4» et 4>, seront tangentes au plan P, la première suivant la droite D, et la seconde suivant la droite I), ; par conséquent ces surfaces «P et <!>, seront tangentes l'une à l’autre au point z, intersection des droites I) et D,.
Si maintenant Ion suppose que les axes A et A, tournent avec leurs vitesses respectives u et u,, le plan P se mouvra parallèlement à luimême, et prendra diverses positions P', P"; les plans L et L, ne changeront pas, et Ion voit de suite que les droites D' et D,’, D" et D“, que Ion obtiendra pour chaque position nouvelle I v , P" du plan P, donneront par leur intersection des points z', z', par lesquels les surfaces •I 1 et 4>,, se mettront successivement en contact, à mesure que ces surfaces <I> et <1>, tourneront autour des axes A et A,, étant animées, la première de la vitesse angulaire v, et la seconde de la vitesse angulaire v,.
Et il est évident que tous ces points de contact z, z', z", seront sur la droite N intersection des plans L et L„ et que cette droite N sera perpendiculaire au plan P et tangente aux cylindres J et J,. Ainsi se trouve complètement déterminé le lieu des points des contacts successifs des deux surfaces enveloppes <i> et <l», lorsque 1 enveloppée est un plan P.
D’après ce qui précède, on voit que le problème proposé a une infinité de solutions, car les rayons Pi et II, varient à mesure que Ion fait varier les angles et X,’ ; et de plus les pas des hélices E et E, varient en faisant varier l’inclinaison du plan P, soit par rapport au plan du cercle C, soit par rapport au plan du cercle G,, ou, en d autres termes, en faisant varier l’angle que le plan P fait, soit avec Taxe A, soit avec l’axe A,.
On voit que l’angle peut rester constant pendant que l’angle X, variera; dès lors le rayon R restera constant pendant que le rayon R, variera. Et vice versa: l angle Xj peut rester constant pendant tpie l’angle X' variera, et dès lors le rayon R, restera constant pendant que le rayon R variera. On voit aussi que le fias de l’hélice E peut rester constant , R variant , etc.
Ce qui précède étant compris, on peut se proposer les questions suivantes :
Parmi tous les systèmes satisfaisant au problème proposé, peut-il en exister un pour lequel les deux surfaces héliçoides 4’ et <!>,, au lieu d'être en contact par un point, seront en contact par une génératrice droite ?
Pour que les deux surfaces <I> et <1>, soient en contact par une génératrice droite, il faudra que les caractéristiques D et D, se confondent ; il faudra donc que les plans L et L, se confondent ; il faudra donc enfin que les deux cylindres J et J, puissent avoir un même plan tangent perpendiculaire au plan P.
Des lors le plan P étant perpendiculaire à la fois aux plans L et L,, devra être perpendiculaire à un plan Q parallèle à la fois à l’axe A et à l’axe A,.
Dans ce cas la trace H 11 du plan P sur le plan du cercle C, ainsi que la trace H 'J de ce meme plan sur le plan du cercle C,, seront parallèles entre elles et à la plus courte distance l existant entre les axes A et A,. Dès lofs les angles P et X,' seront tous deux nuis.
On aura donc
cos X* = cos X,' = i , et
R, = p, sin (a - ê); et
R = p.sina,
or comme
on voit que les deux cylindres J et J, ne seront pas tangents l’un à l autrc, à moins qu’on ne rapproche les axes A et A, jusqu a ce que leur plus courte distance devienne égale à (R -t- R,).
On retombe ainsi sur l’engrenage de force dont j’ai exposé la théorie dans le chapitre précédent, et ceci nous démontre que cet engrenage n'est qu'un cas particulier du problème général dont la solution nous occupe en ce moment.
Parmi tous les sy stèmes satisfaisant au problème proposé, peut-il en exister un pour lequel les deux surfaces héliço'ides développables <J> et <I>, seront deux cylindres ayant leurs génératrices respectivement parallèles aux axes A et A,?
Pour que la surface 4< devienne un cylindre, il faut que la droite D soit parallèle à l’axe A; et pour qu'en même temps la surface <1>, devienne aussi un cylindre, il faut que la droite D, soit parallèle à l’axe A,.
Or l’enveloppée P contenant les deux caractéristiques D et D,, devra dès lors être parallèle aux deux axes A et A, ; ce plan P pourra affecter deux positions :
i°. Il pourra passer par la droite K et être perpendiculaire à la plus courte distance l existant entre les axes A et A,, par conséquent chacun des angles X' et X,' sera égal à un angle droit ; et dès lors on a
cos X' ss cosX,’ = o,
et aussi
Les deux cylindres J et J, se réduisent aux axes A et A,, et il est évident que dans ce cas l’engrenage ne peut exister, car les surfaces <l> et <I>, se réduisent aux deux cylindres qui auraient pour bases les cercles 0 et C, et pour axes les axes A et A,.
Le plan P pourra être parallèle aux deux axes A et A,, en supposant que les deux droites D et D, sont respectivement parallèles aux axes A et A,, et l’on aura dès lors la droite N intersection des plans L et L,, perpendiculaire au plan P, et faisant un angle droit avec chacun des axes A et A,.
, Puisque la droite D est parallèle à l’axe A , l’héliçoide <I> deviendra un cylindre ayant pour section droite une développante du cercle ayant K pour rayon.
Puisque la droite D, est parallèle à l’axe A,, l héliçoïdc <J>, deviendra un cylindre ayant pour section droite une développante du cercle ayant R, pour rayon.
Et l'on doit avoir
et dés lors
sin « ros '/ sin(« — C)co»)g
Et la solution, dans cc cas tout particulier, consiste à construire un engrenage cylindrique à développantes de cercle et à faire tourner l’un des axes, A, par exemple, d'un angle arbitraire autour de la droite Y, lieu des contacts des dents de l’engrenage cylindrique. Par ce moyen ou pourra donner à l’axe A, toutes les positions que l'on voudra et lui faire faire, avec l’axe fixe A, un angle variant depuis zéro jusqu’à 90".
Dans ce cas particulier les surfaces cylindriques «P et <1>, ne seront en contact par une droite que lorsque les axes A et A, seront parallèles; aussitôt que l'axe A, aura tourne autour de la droite Y d'un angle aussi petit qu'on voudra, le contact n’aura plus lieu que par un point (1).
Résolvons maintenant le problème fondamental dont nous reproduisons l’énoncé :
Etnnl donnés une surface 2 , un axe A et une droite K perçant la surface 2 en un point k et faisant avec taxe A un mujle a; construire les caractéristiques de la surface 5>, enveloppe de f espace parcouru par la suiface 2, en supposant que taxe A tourne uniformément sur lui-même avec une vitesse v, et que la surface 2 se meuve parallèlement à elle-même et uniformément, le point k de celle surface 2 parcourant la droite K avec une vitesse u.
Chaque facette élémentaire de la surface 2 étant supposée prolongée daus tous les sens, donne naissance à un plan P qui est tangent à la surface 2 en cette facette élémentaire ou point de la surface.
Si donc en un point x de la surface 2 nous concevons le plan tangent P, ce plan se mouvant dans l’espace avec la surface 2, se mouvra paral-
(i) Cet engrenage particulier a été publié dans le Bulletin de la Société d' Encouragement pour r indus trie nationale. (Planche {o 5 , année 1829.}
! élément à lui-raème, et donnera pour surface enveloppe de l'espace qu’il parcourra une surface héliqoidc développable ayant pour arête de rebroussement une hélice E tracée sur un cylindre .) ayant B pour rayon.
F,a surface 2 n’étant qa enveloppée, sera tangente à son enveloppe <I> suivant une courbe p caractéristique de la surface <t>, et il est évident que pour chacun des points x de p la caractéristique ou génératrice droite de l’héliçoidc développable enveloppe de l’espace parcouru par le plan P tangent au point x de 2, passera par ce point x.
Dés lors la normale N de la surface 2 pour le point x sera tangente au cylindre J;
Dès lors B sera la plus courte distance existant entre l'axe A et la normale N.
Cela posé, pour construire la courbe p caractéristique de la surface 4>, courbe suivant laquelle les surfaces 4> et 2 sont tangentes, en supposant que la surface 2 soit en une position particulière , on devra employer les constructions suivantes :
Tracer sur un plan C perpendiculaire à l'axe A une droite H faisant avec la projection K* de K sur ce plan C un angle X'}
Calculer le rayon B du cylindre J au moyen de l'équation
se rappelant que
B = p . sin a cos V, 2it. p = I,
I étant la longueur parcourue sur la droite K par le point A de la surface 2 avec la vitesse u, pendant que l'axe A fait un tour entier de révolution sur lui-même avec la vitesse v;
Mener un plan L tangent au cylindre J et perpendiculaire à la droite H: ce plan L coupera la surface 2 suivant une courbe S; puis concevoir un cylindre tangent à la surface 2 et dont les génératrices soient parallèles à la droite H : ce cylindre aura pour contact avec la surface 2 une courbe f.
l/es deux courbes S et 9 se couperont en un point x pour lequel la normale N à la surface 2 sera évidemment tangente au cylindre .1. I,e point .r sera donc un point de la caractéristique p cherchée.
En faisant varier sur le plan C la direction de la droite H , et exécutant les constructions précédentes pour chacune des positions attribuées à H, on obtiendra sur la surface 2 une suite de points x, et par suite autant de points que l’on voudra de la caractéristique p. de la surface <1> enveveloppc de l'espace parcouru par la surface 2.
Ayant pour la position 2 construit la courbe fi, on fera mouvoir la surface 2 le long de la droite K , et ou la transportera en 2'.
Remarquons que toutes les courbes <p n’auront pas changé de formes, seulement elles auront été transportées parallèlement à elles-mêmes, par le transport de la surface 2 en la position 2'.
I -e plan L ne coupera plus 2' suivant une courbe identique à la courbe S suivant laquelle 2 était coupée par ce plan ; le plan L coupera la surface 2' suivant une nouvelle courbe S' qui coupera la courbe g en sa nouvelle position, en un point x' qui appartiendra à la courbe fi' suivant laquelle la surface 2' touche la surface 'P en supposant que cette surface <1> ait tourné autour de l’axe A d’une quantité angulaire déterminée par le chemin parcouru le long de K par la surface 2, pour passer de 2 en 2'.
On pourra donc très-facilement faire une épure au moyen de laquelle on puisse construire en relief la surface <1‘, puisque l’on aura les projections des diverses caractéristiques de cette surface.
Et en supposant que l’on donne deux axes A et A, non situés dans un même plan, et faisaut entre eux un angle c , ayant construit leur plus courte distance / et les deux cercles C et C, dont les rayons sont f et p„ on pourra, par rapport au plan C,, faire les constructions que nous venons de décrire pour le plan C, et il sera facile au moyen d’une épure d avoir les projections de la courbe lieu des contacts successifs des deux surfaces <I> et <!>,.
Ainsi le problème proposé peut toujours être résolu complètement au moyen des procédés graphiques de la Géométrie descriptive.
III
Nous allons maintenant donner la solution du problème relatif à la courbe lieu des contacts successifs des deux surfaces <P et <t> , au moyen de i’ analyse , ou plutôt , nous allons employer la langue algébrique pour
faciliter la corélation de nos raisonnements géométriques et arriver plus facilement aux faits géométriques qui eu sont la conséquence. Car dans ■tout ce qui va suivre, nous ne ferons qu’écrire au moyen de l 'analyse des déductions géométriques; nous comparerons entre elles des formula, mais sans faire réellement de calculs analytiques.
Étant donnés les deux axes A et A, faisant entre eux 1 angle S, nous prendrons l'axe A pour axe des z, la plus courte distance l existant entre ces deux axes pour axe des y, le pied o de la droite I sur l'axe A pour origine des coordonnées.
Les équations de l'axe A, seront
z = x.cotë,
Concevons maintenant un plan P dont l'équation sera y — mx -H nz + d;
la trace H** de ce plan sur le plan xy aura pour équations
y mx + p , z = o.
Le plan C, qui , passant par la plus courte distance /, est perpendiculaire à l’axe A, , aura pour équation
z = x. tang é ;
la trace H p du plan P sur le plan C, aura donc pour équations
z = x . tang ê , y = x(m 4- n tang S) 4- p-,
l’angle X' est égal à l’angle que H p fait avec l'axe des y.
Par conséquent on aura
tangX' = i
lo
cos X' =
l'angle X; est égal à I angle que H’’ tait avec l'axe des y. On aura donc
cosx: = _ - - . " 1 . ^ nl3n « e ;
VUing’C -+- m* ■+■ »■ lang‘8 -4- 2 mn tangê -+- I
dés lors
R = f> sin a
(6) H, h si 1 ) (fie - g)
Si l'on mène une droite N perpendiculaire au plan P, la projection N* de N sur le plan des a y fera un angle droit avec H p , dés lors N* fera avec 1’âxc des v, lin angle X complémentaire de l’angle X', et I on aura dès lors
' T • A' «' nX = C0SV -
La projection N* de N sur le plau C, fera aussi un angle droit avec Il *’» dès lors N ‘•fera avec l’axe des y un angle X, qui sera le complément de l'angle X|, et l’on aura dès lors
W*’- . y ÿjj "<kf,
'' sin> ( = cosX;.
liela posé, l'équation de la surface 2 étant z — /(.v, y), les équations de la normale N en un point x', y', z' seront
( -’ ~ x>) ZP - *'> = °’
* i'JÙW* (y — r') -+ ÿ-, (* - 2') = O.
y'rjfefcV c * . ;?
L équation de N \ ou de la projection de N sur le plan des xy, sera
I«i perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur N* sera égale à R , ou à la plus courte distance existant entre l’axe A (ou axe des i) et la normale N.
On anra donc
*• ’ . // (m-V . ’ •■Vi-'
l'angle que la droite N* fait avec l’axe des y sera l'angle désigné par } ; on aura donc
d où
,an «> = -yjr < 1?
• '• >, . tf '
df
si n ). = —
Tira*
Ainsi l'équation II = p.sina.sinX s'écrira comme il suit
rf/
- V = p.sma.
T(?FW
Eu combinant celle équation (7) avec l'équation (8) z' ~ f on aura les équations de la caractéristique p. de la surface enveloppe de l’espace parcouru par la surface X, cette caractéristique p étant celle suivant laquelle la surface 4> est touchée par la surface X, X étant en la position particulière pour laquelle son équation est z =/(*■> y) « les coordonnées courantes de la caractéristique p seront représentées par z'. 5 V- -
Si maintenant on suppose que la surface X passe en la position X',, le point k de cette surface s’étant mû le long de la droite K dont les équations sont
z — .r.cota.
L'équation de la surface 2' sera
équation que l'on obtient en remplaçant dans l'équation de 2, : par : — b et x par x — u , li et a étant les coordonnées du point k' en lequel le point A vient se placer, lorsque 2 est passé en la position 2'. Et comme le point A ' est sur la droite K , on a
l> = a. cota.
L'équation delà surface 2' sera donc en définitive i - «.cota = /[(x - «).jJ,
et nous pourrons, pour abréger l'écriture, représenter /[(x — «), j| par /„ (x, y).
Pour la position S', l'équation R — p .sin a. sin ). devra donc s’écrire ainsi qu'il suit
, df m , df, i W
x HP -y dT = p.sm«
et cette équation (9), combinée avec l’équation (10) z'—a cot a=f a (x', y’), donnera les équations de la caractéristique p/ de la surface 4> suivant laquelle cette surface <l> est touchée par la surface 2' ; les coordonnées courantes étant toujours représentées para', y', z'.
tii donc on élimine a entre les équations précédentes (9) et (to), on aura une équation (1 1) /(x' t y’, z') = o, qui sera celle du lieu tjéomé- Iriijue de toutes les caractéristiques de la surface '!• suivant lesquelles cette surface <1> se trouve successivement touchée par la sur face 2, à mesure que <[> tourne unilorméincnt autour de l'axe A avec une vitesse v, et «pic 2 se meut parallèlement à elle-même et uniformément le long de la droite K avec une vitesse u.
Prenons maintenant l'équation
¥ HJ* .
fi,
R, - f>, siu (a — 6) sin?,;
pour l’écrire sous une forme analogue à celle sous laquelle nous venons d'écrire l’équation
R, sera la plus courte distance entre l’axe A, et la normale N me-
née à la surface 2 par le point de cette surface dont les coordonnées sont X\ y', \ ,'-4
L’équation de la surface X étant ^
l’équation de son plan tangent au point 7, y 1 , sera
Comparant cette équation à celle du plan P posée ci-dessus et qui est
7 = mx + m + p r s >+ •
on voit que »fc ™ V*
dx' I * £' dx'
df
'•x v -UÊr ’ W **
Remplaçant donc m et n par les valeurs précédentes, dans l’équation 1 5), on trouve
cos).. = sin ). , =
langC
cLx'
v/(H-tsng + (““B* - ÿrj
l’expression «luihtiffue de R,, comme pins courte distance entre l’axe A, et la normale N, sera
I /équation K, — p, $in(a — 6) sinX, devra donc s'écrire ainsi qu*il suit
p, sin'a — 6)
v/(.+un S -e)(^yT^7r^
El cette équation ( 12 ), combinée avec l'équation (t3)z' = f(x',y') de la -uirface 2, donnera les équations de la caractéristique jj. , de la surface <I>, enveloppe de l’espace parcouru par la surface 2 par rapporl à l'axe A,; et cette caractéristique ft, est celle suivant laquelle la surface <t>, est tangente à son envelopfiée 2, en la position particulière de cette rnvetopjwe , déterminée par léquation
Si maintenant 011 suppose que la surface 2 passe en la position 2‘, l'équation de 2' sera, ainsi qu'on l’a vu ci-dessus,
t — a. cota =/«(*, y);
et dès lors léquation ( 12 / devra s écrire ainsi qu'il suit
(*■' — *' cote )jp + (.r' —
= p.sin(a — ë)
„ rf/.
,an s *-jp
^/( , + tang*S) ($)’- (unge _ g)'
et cette équation ( 1 4 ), combinée avec léquation (iô) s' — «cet a=f u {x',y').
nous donnera les équations de la caractéristique [ i suivant laquelle la surface enveloppe <!', est touchée par son enveloppée 2'.
Si donc on élimine a entre les équations (i4) cl ( 1 5) , on aura une équation
(iC) +• (*'»/'. z ') = °
qui sera celle du lieu jéométrique de toutes les caractéristiques de la surface ‘I», , suivant lesquelles cette surface enveloppe <!', se trouve successivement touchée par son enveloppée 2, à mesure que <I>, tourne uniformément autour de l’axe A, avec une vitesse v n et que 2 se meut parallèlement à elle-même et uniformément le long’ de la droite K , avec une vitesse u.
Ët enfin les équations
(«O <K*'> y '* *') = ° et ( ,6 ) <M r '> *') — »-
seront celles de la courbe lieu géométrique des points des contacts successifs des deux surfaces <I> et se conduisant uniformément, en tournant la première autour de l’axe A avec une vitesse u, et la seconde autour de l’axe A, avec une vitesse .
Il est évident que ces équations (t i) et (16) peuvent être remplacéespar les équations (9) et (13).
Appliquons les calculs précédents à un exemple particulier, et supposons que la surface 2 est un plan P dont l’équntiou est
on aura
puisque
z — Ax -t- By -t- G ,
df
SS
f( x \ y') — Ax' B y* -f- C.
Par conséquent 1 équation (7) deviendra
Ax' — Av' = 6. sin = M ;
r vA' + n*
comme ~ sera toujours égal à A, et que —, sera aussi toujours égal
à B, ou doit en conclure que le lieu géométrique des caractéristiques p., suivant lesquels les surfaces 4 > et £ se mettent successivement en contact.
sera un plan représenté par l’équation (17);
Et il est évident que les caractéristiques \i, de la surface 2 seront des lignes droites.
L équation (13) deviendra
(-' — x'cotC iB -f- {y' — !){ 1 — colt. A)
V; 1 - 4 - cot‘f. ) B‘ ”-i- ( 1 -t- cot i..\ )■
langÇ — a
| = (i, sin (a - ë)
y'( 1 •+- wng’ejB* -t- (ung 6 — A ) 1
.. rir df <//. ... ,
ht comme ~ T = , et que ~p — -jp , on voit que le heu géomé-
trique des contacts successifs des surfaces < 1 > et 4 », sera une droite représentée par les équations (17) et ( 1 8); ou, en d’autres termes, on voit que la ligne S est une droite intersection des deux plans représentés l’un par l'équation (13) et l'autre par l'équation (18).
Lorsqu’une droite M est perpendiculaire à un plan P, sa projection oir un plan Q est perpendiculaire à la trace du plan P sur le plan Q.
Or l’équation (17) l)t — A v = M est celle de la projection de la droite - sur le plan des jrj; la trace du plan P sur ce même plan des j ) a pour équation
Ar -j- B ) + 0 — o.
ht il est évident, a la seule inspection des équations de ces deux droites, que ces deux droites sont perpendiculaires entre elles.
La projection de la droite f sur le plan des zy aura pour équation
(19) B: — (M -4- Ayjcotë -+-(/ — /)(H-cotë.A) = N,
en posant
N — sin [a — ci (tang ê — A)
|/(I -t- col*?) B‘ -t-(i + coi S. A)’ y'’ 1 ung‘6) B’ -t-f tang? — A;’
et cette équation (tg) peut s’écrire ainsi
( 20 ) Bi 4 - y = N,, en posant
N, = N 4 M cotë 4- /( I 4- Cotf.A); et l'équation de la trace du plan 2 sur ce même plan des zy sera
( 21 ) z = By 4 - C.
Or, à l’inspection seule des équations ( 20 ) et ( 21 ), on voit que les deux droites sont perpendiculaires entre elles.
Ainsi la droite £ est perpendiculaire au plan P ou enveloppée 2.
Les divers résultats auxquels nous venons d'être couduits en employant l’ analyse, sont conformes à ceux auxquels nous étions parvenus précédemment par des considérations purement géométriques.
IV
Résolvons maintenant la question la plus importante, lorsque l'on veut déduire de la théorie précédente la construction d’un engrenage.
Les deux axes A et A, ayant leur plus courte distance égale à l et faisant entre eux un angle ê, ta surface enveloppe de l'espace parcouru par ta surface 2 se mouvant autour de l'axe A, se mettra-t-elle toujours en contact avec la surface <J>, enveloppe de l’espace jmreouru par la même surface 2 se mouvant autour de l'axe A,, quelle que soit cette surface 2 et quelle que soit la longueur de la plus courte distance l, par des points 2 , z', z "formant dès lors la courbe
L’équation ( 9 ) est celle d’une surface A lieu des diverses caractéristiques p. de la surface suivant lesquelles les surfaces <P et 2 se mettent successivement en contact à mesure que $ tourne uniformément autour de Taxe A avec une vitesse v, et que 2 se meut parallèlement à ellemême et uniformément le long de 1 a droite K et avec une vitesse u.
Quelle que soit la valeur attribuée à l, la surface A reste invariable puisque l’équation (g) est indépendante de la quantité I.
I /(•quation - — f (> , y) de la surface 2 est aussi indépendante de cette quantité /.
Mais lequatiou (ta), qui est celle d’une surface A,, lieu des diverses caractéristiques a, de la surface <1*, suivant lesquelles les surfaces <I>, et 2 se mettent successivement en contact à mesure que <£, tourne uniformément autour de Taxe A, avec une vitesse u,, et que 2 se meut parallèlement à elle-méine et uniformément le long de la droite K et avec une vitesse u; mais, dis-je, léqualion (ta) n’est point indépendante de la quantité /. Et comme le facteur dans lequel l entre est ( y' — l), on voit qu'en faisant varier /, on fera mouvoir la surface A, parallèlement à elle-même le long de l’axe des y, ou, en d’autres termes, le long de la plus courte distance / existant entre les axes A et A, , et qu’en même temps A, entraînera avec elle l’axe A ( , de sorte que les axes A et A, se rapprocheront en faisaut entre eux le même angle o, et leur plus courte distance étant toujours comptée sur l'axe des y. Dès lors, puisque la surface A reste invariable en sa position, quelque valeur que l’on attribue à I, et que A, se meut parallèlement à ellc-mémc le long de l’axe des y à mesure que l'on change la valeur de /, et de telle sorte évidemment que A, s'éloigne de l’axe A lorsque l’on augmente / et se rapproche de l’axe A lorsque l'on diminue i, et que la courbe |, lieu des contacts successifs des surfaces <I> et <!>, , n’est autre que l'intersection des surfaces A et A,; on voit que cette courbe § changera de forme et de position dans l'espace à mesure que l’on fera varier la quantité l.
Or, en faisant varier /, on ne change en rien les surfaces 4> et 4>, ; par conséquent en supposant la surface <1> fixe, si l'on rapproche l'axe A, de l’axe A , et qu'en même temps que ce rapprochement a lieu , I on fasse tourner la surface <!>, autour de l’axe A,, on conçoit qu'on doit pouvoir arriver à mettre les deux surfaces <l> et 4>, en contact.
Cela dit, concevons l’axe A et l'axe A,; leur plus courte distance I coupe l’axe A an point o et l’axe A, au point o,. Prenons sur l deux points n et n„ menons par ;i un plan Y et par n, un plan Y„ ces deux plans étant parallèles à la fois aux axes A et A, et dès lors parallèles à la droite K le long de laquelle la surface 2 se ment. Menons maintenant deux autres plans X et X, parallèles à la fois à la droite K et à la plus courte distance / et équidistants du plan passant par l et K , et placés l'un
en-dessas et l’autre au-dessous de K. Ces quatre plans intercepteront sur la surface 2 une aire finie que je désigne par 2,.
Cela posé :
■ °. Si la surface A coupe l'aire 2, successivement et pendant le trajet de 2 le long de la droite K, alors cette aire 2, engendrera une aire enveloppe Ç>' qui sera une portion de la surface indéfinie 4>;
a”. Si de même la surface A, coupe l’aire 2, successivement et pendant le trajet de 2 le long de la droite R, alors cette aire i, engendrera une aire enveloppe <&,' qui sera une portion de la surface indéfinie <!>,;
3°. Et si A et A, se coupent suivant une courbe £ qui perce elle-même l’aire 2, successivement et pendant le trajet de 2, le long de la droite K, alors il est évident que les deux aires 4>' et se conduiront, en se mettant successivement en contact par les divers points z', z",i” situés sur la ligne f.
Or il peut arriver que les conditions exprimées dans les articles i° et 2 ° se trouvent satisfaites, sans que la condition exprimée dans l’article 3” le soit; alors les aires et , ne pourront se mettre en contact, et partant ne pourront se conduire.
Mais si la surface A coupe l’aire 2, suivant des courbes qui se rapprochent de l’axe A à mesure que 2, se mouvant sur la droite K se rapproche de la plus courte distance /; et si la surface A, coupe l’aire 2, suivant des courbes qui se rapprochent de l’axe A, à mesure que 2, se mouvant sur la droite K se rapproche de cette même plus courte distance l, alors la condition exprimée dans l’article 3® sera toujours satisfaite, la courbe § coupera l’aire 2, pendant un trajet i plus ou moins long de cette aire 2, se mouvant sur la droite K , et dés lors les aires <t>' et pourront se toucher, et par conséquent se conduire pendant ce trajet i; et l’on pourra augmenter ou diminuer la longueur du trajet i en rapprochant les axes A et A„ ou en les éloignant l’un de l’autre.
Pour mieux faire comprendre ce qui précède, prenons un cas particulier, celui pour lequel la surface 2 est un plan P.
Les quatre plans X, X,, Y, Y, intercepteront sur le plan P un parallélogramme P,.
Désignons on par p et o,n, par p , , et supposons que l’on a
v et v, étant les vitesses angulaires des axes A et A,.
Désignons par X' l'angle que Il p fait avec la plus courte distance / des axes A et A„ et par X[ l’angle que H p fait avec cette même droite l ; on sait, i* que la surface <1> est un héliçoïde développable ayant pour arête de rebroussement une hélice E tracée sur un cylindre J ayant A pour axe et son rayon R égal à (p. siu a . cos X');
Et 2 ° que la surface <I>, est aussi un héliçoïde développable, ayant pour arête de rebroussement une hélice E, tracée sur un cylindre J, ayant A, pour axe et son rayon R, égal à [p, sin(a — ë) cosXj]. '
I^s plans L et I () , perpendiculaires au plan P et tangents , le premier nu cylindre J et le second au cylindre J,, ne sont autres, dans le cas qui nous occupe, que les formes particulières que prennent les surfaces A et A, en vertu de ce que l’enveloppée générale 2 est une surface particulière P.
Ces plans L et L, se coupent suivant une droite Ç qui sera le lieu des contacts successifs des surfaces iudéfinies 4> et <!>,.
Or il peut évidemment arriver que cette droite £, ne passe pas au travers du prisme indéfini compris entre les quatre plans X, X„ Y, Y, ; et toutefois le plan Ii coupera toujours ce prisme indéfini suivant un parallélogramme O, et l’enveloppée P le coupera suivant un parallélogramme P,.
Ce contact entre les portions 'V et 4>j des surfaces indéfinies <I> et <!>, qui seront les enveloppées finies du parallélogramme P,, ne pourra doue exister tant que la droite % , qui est située dans le plan L, ne passera pas à travers du parallélogramme O.
Or la droite § peut varier de position dans l’espace, tout en restant perpendiculaire au plan P, et se rapprocher de l’axe A, en supposant que l’on rapproche l’axe A, de l’axe A , eu le portant parallèlement à lui-même de A, eu A’ : tout en faisant ce transport de l’axe A,, on peut faire tourner la portion de surface autour de cet axe A, ; et même, si cela est nécessaire, faire glisser en même temps cette surface <l» j le long de l’axe A, en imprimant ainsi deux mouvements à la surface 4>i, l’un de rotation, l’autre de translation , et de telle sorte qu’en la nouvelle position du système il n’y ait rien de changé que la longueur l de la plus courte distance; dès lors la droite ç étant passée en f aura une longueur O interceptée par le parallélogramme O, et cette longueur G sera plus ou moins grande suivant la nouvelle position A' en laquelle l’axe A, aura été transporté; et les deux surfaces finies et 4>’ se mettront, en tour-
liant respectivement autour de l'axe A et de l'axe A,, successivement en contact par des points i', i", a", qui seront successivement placés sur la portion de droite G, et la longueur de cette droite G pourra être considérée comme la mesure du trajet pendant lequel les surfaces finies <l>' et <l>' pourront se conduire uniformément.
De l'exécution mécanique de l'engrenage extérieur et intérieur.
Etant donnes l’axe A et l'axe A,, leur plus courte distance /, et la droite R, concevons que la surface 2 s'étant mue parallèlement à elle-même le long de la droite K, ait pris les positions 2, 2', 2", 2', équidistantes entre elles; la distance entre deux positions étant égale à A, et cette distance h étant mesurée parallèlement à la droite K.
Le cercle G du rayon p aura sa circonférence art p égale à mh, et nous supposerons que h soit tel que m se trouve un nombre entier.
Cela posé, chaque surface 2, 2', 2", 2", engendrera une surface enveloppe <P, <!>', <P", <P", et l’on aura ainsi m surfaces enveloppes <î> placées sur le pourtour du cercle C, et toutes ces surfaces seront augulairement équidistantes.
Le cercle C, du rayon p, aura sa circonférence 2 rts, égale à m,h, et m, sera un nombre entier, eu admettant que £- = et que ce rapport
— est un nombre commcnsurable.
Cela posé, chaque surface 2, 2', 2", 2* engendrera une surface enveloppe 'P, , 4>“, <P*, et l’on aura ainsi m, surfaces enveloppes 'P, pla-
cées sur le pourtour du cercle C,, et toutes ces surfaces «P, seront angulaircment équidistantes.
Et si nous admettons que le système étant en repos, les couples de surfaces <P et 4, , <P' et <Pj, <P" et 4>“ se trouvent eu contact, il s'ensuivra qu'eu faisant mouvoir les axes A et A, avec les vitesses respectives v et v, les surfaces <P et <P t , <P' et <P', <P" et <P, se conduiront uniformément eu l'estant en contact pendant un trajet plus ou moins long , et que lorsque <P et «P, se quitteront (immédiatement après, ou un peu après, ou un peq avant, suivant la longueur du trajet pendant lequel «P et <P, peuvent être
en contact), les surfaces <l>" et 4»* se mettront en contact , et ainsi de suite.
On voit donc, évidemment, que nous venons de construire un véritable engrenage composé de deux roues dentées, et dans lequel les axes ne sont pas situés dans un même plan.
Il s’agit maintenant de réaliser, de matérialiser en un mot, ces diverses conceptions théoriques.
La surface ‘P étant l'enveloppé de la surface 2 , il faut transformer la surface 2 en un outil qui puisse découper sur lç pourtour d'un troue cylindrique tin creux terminé par cette surface 4>.
Or, lorsque la matière est terminée par une surface 2, on ne considère qu’une seule face de cette surface ; pour considérer l’autre face, il faut prendre Yempreinte (le la matière façonnée suivant la formel. Dans nos conceptions géométriques nous ne nous inquiétons pas des deux faces d’une surface, mais lorsqu’on veut matérialiseriez idées lhéoriques,i\ faut y avoir égard .
Ainsi la surface 1 étant fixée en une position particulière sur la droite K , si nous menons deux plans parallèles entre eux , l’un U passant par l’axe A, et l’autre (I, passant par l’axe A,, ces deux plans étant dès lors parallèles à la droite K, la surface 4» sera l’enveloppe de la surface 2 tournée vers le plan O, et la surface <1>, sera l'enveloppe de la surface de 2 tournée vers le plan U,.
Dès lors si nous engendrons la surface 4> au moyen d’un outil V terminé par la face convexe de 2, nous devrons engendrer la surface 4>, au moyen d’un outil V, terminé par la face concave de 2 ; eu d’autres termes, l’outil V sera l 'épreuve dont l'outil V, sera la contre-épreuve, ou l'outil V sera le relief dont l’outil V, sera le creux.
Cela dit, pour nous procurer les diverses surfaces 2, 2', 2*, 2", parallèles entre elles et échelonnées à des distances égales sur la droite K , nous prendrons pour Y outil V une vis triangulaire, et pour l’outil V, l’écrou de cette vis.
Nous placerons l'axe de la vis V dans la direction de la droite K , ou , en d’autres termes, parallèle à la droite K, et cette vis V taillera sur le pourtour de la rondelle cylindrique C, les diverses surfaces <t>, <t>', 4'", <t | ". Ensuite nous placerons l’axe de l’écrou dans la direction de la droite K, et cet écrou V, taillera sur le pourtour de la rondelle cylindrique C, les diverses surfaces <[>,, 4>’, <I>j, «J)).
Et en effet, une vis se trouve composée d’un certain nombre de spires
équidistantes entre elles , la distance h entre deux spires consécutives étant mesurée parallèlement à l'axe de la vis; de plus nous savons par la pratique des arts qu’une vis triangulaire étant transformée en taraud, ou outil propre à tailler au moyen d’entailles faites sur les surfaces inférieure et supérieure de chaque filet, taille parfaitement une rondelle cylindrique, et que c’est par ce moyen que l’on construit l'engrenage connu sous le nom à' engrenage à vis sans fin.
De plus, en remarquant le travail de la vis pendant quelle taille la rondelle, on s’assure facilement que lorsque la vis a été enfoncée dans la rondelle à denter de toute la hauteur ii du triangle générateur du filet devis, la surface 4> obtenue sur la rondelle est touchée par la surface 2, qui termine le blet de vis, suivant des conrbcs qui vont en se rapprochant de l'axe A de la rondelle, à mesure que la vis tournant sur son axe, la spire 1 se rapproche de la droite l qui est la plus courte distance existant entre l’axe A de la rondelle et l'axe de la vis.
De plus, on sait que pour que la vis puisse tailler la rondelle, il n’est pas nécessaire que l’axe A de la rondelle et l’axe de la vis soient à angle droit; ces deux axes peuvent faire entre eux un angle aigu. Seulement il faudrait, par l’expérience, déterminer la limite de langle aigu sous lequel la vis pourrait encore tailler avec facilité, car on sait très-bien que lorsque l’axe de la vis est parallèle à l’axe A de la rondelle, cette rondelle ne peut plus être taillée par la vis.
Remarquons encore qu’un filet de vis est terminé par deux surfaces, l'une dite supérieure et l'autre inférieure.
Si nous désignons la nappe supérieure par £ et la nappe inférieure par 2, les diverses spires J, j', j " donneront naissance sur la rondelle C aux surfaces enveloppes <1>, 4>', <l>”, et les diverses spires 1, 2', Z" donneront naissance sur la même rondelle C aux surfaces enveloppes n , n ', n ".
De sorte que la vis étant enfoncée dans la rondelle C de toute la hauteur 2 i de son triangle générateur, ou, en d’autres termes, de la saillie ai du filet, suivant que Ion fera tourner la vis de droite à gauche ou de gauche à droite, la rondelle dentée C sera toujours conduite uniformément ; seulement elle tournera dans un sens, ou en sens contraire, suivant le sens de la rotation imprimée à la vis.
Ainsi la rondelle C se trouve, par un moyen mécanique simple, transformée en roue dentée; et l’on sait qu’il faut , pour que la roue C porte ni
dénis, que le rayon de la rondelle, avant quelle soit attaquée par la vis, soit égal à f + i, it.q étant égal à mh ; m étant le nombre des dents et li le pas du filet de la vis et ai la profondeur de ce filet.
Ainsi, tailler et denter une roue au moyen d’une vis n’offre aucune difficulté; depuis longtemps les mécaniciens savent résoudre ce problème.
Voyons maintenant comment nous devrons nous servir de l’écrou de la vis, pour tailler et denter la rondelle C,.
L'axe de l’écrou devra faire un angle droit, ou un angle plus ou moins aigu, avec l'axe A, de la rondelle G,.
Si le diamètre de C, est plus petit que le diamètre de l’écrou, on pourra loger la rondelle C, dans l’intérieur de l'écrou, et en la pressant successivement contre les filets de l’écrou à mesure que, par le travail, ces filets auront entaillé la surface extérieure de la rondelle et auront pénétré dans lintérieur de cette rondelle, on arrivera facilement à tailler et à denter la roue C,.
Mais si le diamètre de la rondelle G, est plus grand que le diamètre de l'écrou , alors il faudra évider la rondelle C, et lui donner la forme d’un anneau ; ensuite envelopper cet anueau par l'écrou , et en pressant l’écrou contre la surface extérieure de cet anneau, on parviendra i tailler et à denter cette surface extérieure.
il faudra ensuite monter l’anneau sur un axe A, pour former la roue dentée C,.
Le rayon de la rondelle C, devra être égal à p, -+■ i, a no, étant égal ni, étant le nombre de dents que la roue C, doit porter, h le pas du filet de l’écrou et ai la profondeur de ce filet.
Chaque dent de la roue C, sera terminée à droite par une surface 4>,, et à gauche par une surface n,. I>a surface 4», sera l’enveloppe de la surface x terminant supérieurement le filet de l’écrou, et la surface n, sera l’enveloppe de la surface 1 terminant inférieurement le même filet de l’écrou. Il en sera de même pour les dents obtenues par la rondelle C lorsqu’on taille cette rondelle au moyen de la vis triangulaire, ainsi qu'il a été dit ci-dessus.
L’exécution mécanique de l’idée que je viens de développer, constituera une machine nouvelle et destinée à tailler un engrenage ; l’une des roues étant dentée au moyen d’une vis triangulaire, l'autre roue étant dentée au moyen de l'écrou de cette vis.
Evidemment l’exécution d’une semblable machine est possible.
Examinons maintenant comment on devra mettre en présence les roues C et C„ taillées et dentées au moyen de cette machine, pour former un engrenage (i);
L’axe de la vis pourra faire avec l'axe A de la rondelle à denter C un angle arbitraire a. Cet angle une fois choisi, l’axe de l'écrou devra faire avec l’axe A, de la rondelle à denter C, un angle égal à (a — é), ë étant l’angle que les deux axes A et A, devront faire entre eux.
Ainsi les deux axes devant être parallèles, l’angle ë sera nul, et l axe de l’écrou devra faire avec l’axe A, le même angle a que l’axe de la vis fait avec l'axe A.
Il sera donc facile de mettre en présence les roues C et C, , car il suffira de les monter l’une à côté de l’autre, de manière à ce que les axes A et A, fassent entre eux l’angle voulu ê, et puis de rapprocher les axes jusqu a cfc que les dents des deux roues se mettent en contact, et ce contact devra nécessairement avoir lieu, puisque les conditions exprimées à la fin du § I sont remplies , savoir, que les courbes des contacts successifs de la vis avec chacune des dents de la roue Cse rapprochent de l'axe A à mesure que la vis tourne, et que la même chose a lieu évidemment pour l’écrou, puisque cela a lieu pour la vis.
On pourra donc construire un engrenage extérieur composé de deux roues dentées et aptes à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes parallèles, ou entre deux axes faisant entre eux un angle ë, lequel poura varier, depuis l'angle nul jusqu a l’angle droit.
On voit aussi qu’ayant construit une roue dentée C, on pourra disposer autour de cette roue une suite de pignons C,, C a , C,, de rayons différents, ou, en d’autres termes, portant un nombre différent de dents, et ainsi G, un nombre m,, C, un nombre m„ C, un nombre fti 3 , et telles que leurs axes A,, A„ A, ne soient pas situés dans un même plan avec l’axe A de la ioue centrale C, et telles encore que
les axes A et A, fassent entre eux un angle ë,
A et A, ë 3
A et A, ë.
ces angles ë,, ë,, ë, étant égaux ou inégaux entre eux.
(i) Et remarquons que les cercles des ravonsp et p, seront les cercles primitif* de l'engrenai».
Si l'on considère la roue centrale C et deux pignons C, et Cj, il pourra arriver que les axes A, et A 2 se coupent, mais l'axe A ne coupera . ni l'axe A, ni Taxe A a .
Dans ce cas, on transmettrait le mouvement entre deux axes A, et A, qui se coupent, au moyen d une troisième roue C dont l’axe A ne serait point situé dans un même plan , soit avec Taxe A,, soit avec l’axe A,.
Dans le système particulier d’engrenage qui nous occupe, on voit donc que le mouvement de rotation entre deux axes parallèles, ou non situés dans un même plan, peut être obtenu au moyen de deux roues dentées; que le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent peut être obtenu au moyen de trois roues dentées, l’une d’elles faisant l’office de roue intermédiaire.
Nous allons démontrer maintenant que l’on peut obtenir la transmission du mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent au moyen de deux roues dentées seulement.
Les engrenages construits au moyen d’une vis triangulaire et de son écrou, jouissent d’une propriété remarquable et qui n’appartient • qu’à eux. Cette propriété consiste, en ce que, si l’on a denté extérieurement une roue M au moyen de l’écrou (l’axe de l’écrou étant dirigé perpendiculairement A l’axe A de la roue M) on peut, an moven de la vis triangulaire, denter extérieurement , une roue M, (l’axe de la vis étant perpendiculaire à l’axe A, de la roue M,) et que les roues M et M,, mises en présence, pourront être placées l’une par rapport à l’autre de telle manière que les axes A et A, soient parallèles, ou que ees axes A et A, fassent entre eux un angle que l’on peut faire varier de grandeur, ces axes A et A, étant d'ailleurs , toujours, situés dans un meme plan.
El en effet {fig. 24), désignons par B l’axe de la vis, et par V cette vis; si l’on fait tourner la vis V autour de son axe B, dans le sens indiqué par la flècbe les spires de la vis pénétreront dans la rondelle M fixée à l’axe A, et forceront cette rondelle M à tourner autour de son axe A et dans le sens indiqué par la flècbe a.
Or une spire 1 de la vis V étant considérée comme surface eitvelnp/iée, donnera sur la rondelle M une surface enveloppe <l>, et les deux surfaces •J* et S seront à chaque instant du mouvement en contact par une caractéristique ix, et cette caractéristique /x changera de forme et de position à chaque instant du mouvement.
Mais si on laisse la vis V fixe et que l'on fasse tourner I axe A dans un plan Z perpendiculaire à l'axe B de la vis, et que l’on suppose que 1 axe A tourne dans un sens inverse de celui de la vis (et ainsi, comme l'iudique la flèche a t ) le point o pied sur l’axe A de la plus courte distance u b existant entre les axes A et B, décrira dans le plan Z un cercle J ayant pour rayon la plus courte distance ob , et ayaut pour centre le point b pied sur l'axe B tic cette plus courte distance. Dés lors on voit que si , en même temps que l'axe A est transporté en A', on fait tourner l’axe A' sur lui-mème dans le sens indiqué par la flèche a, la surface ‘l> prendra dans l’espace une position'!»' en laquelle elle se mettra en contact avec la spire X restée immobile par une caractéristique u.', qui 11e sera autre que celle que l’on aurait obtenue si, ramenant l’axe A' en A, on faisait tourner
la vis V autour de son axe B de l’angle o'bo et dans le sens indiqué par la flèche a,.
Par conséquent, en supposant que la rondelle M soit complètement taillée par la vis V (les axes de la vis et de la rondelle étant pendant le travail de la taille en la position A et B) on pourra, la taille achevée, faire tourner l’axe A de la rondelle M dans le plan L et autour de la droite B comme axe, et en même temps faire tourner la rondelle autour ' de son axe A , et l'axe A étant arrivé en A’, la vis V conduira la roue de la même manière qu’avant. Il en sera de même pour la rondelle taillée par l'écrou.
Gela dit, quand on a une vis triangulaire, on peut concevoir deux cylindres concentriques et ayant pour base, l'un le cercle G, et l’autre le cercle C, {ji'J- a 5 et 26); le cylindre à base G contient l’hélice tranchante, et le cylindre à base C, contieut l’hélice en creux.
Lorsque l'on emploie la vis comme outil taraudeur, le travail de la taille de la roue dentée est terminé lorsque la vis est enfoncée ci fond dans la rondelle M, et alors les dents de la rondelle M sont terminées intérieurement par une courbe en creux et extérieurement par une courbe tranchante.
La courbe en creux de la rondelle M est produite par l’hélice saillante de la vis, et la courbe tranchante de la rondelle M est produite par l’hélice en creux de la vis.
Lorsque l’ou taille extérieurement une rondelle M„ au moyen de l’écrou, ou trouve des résultats analogues ; seulement il faut remarquer
que I hélice en creux dans l'écrou n'esl autre que l'hélice saillante dans la vis et réciproquement que l’hélice saillante de l’écrou n'est autre que Ihélice en creux de la vis.
De sorte que (fig. a 5) pour la rondelle M taillée par la vis, la courbe en creux C a un rayon plus grand qucla courbe saillante C,, et (fit]. 26) pour la rondelle M, taillée par l'écrou, la courbe en creux C,' a un rayon plus petit que la courbe saillante C'.
Cela posé, si (fig. 27) on suppose les deux rondelles M et M, en présence, la vis ayant taillé la rondelle M sur une étendue mnm', et l'écrou ayant taillé la rondelle M, sur une étendue nrnn', on pourra incliner les axes A et A, sous l’angle ë, puisque les rondelles pourront se mettre en contact par un des points situés sur l'étcDduc représentée par uni.
Ainsi, la vis V sera en contact avec la surface $ de la rondelle M suivant une courbe jj. qui sera située sur l'éteudue mm' de la spire 2 convexe; l’écrou sera en contact avec la surface 4», de la rondelle M, , suivant une courbe j t, qui sera située sur l étendue nn ' de la spire 2 concave; par conséquent les deux courbes p. et a, auront un point commun : situé sur l'étendue tint' de la spire 2 ; et comme on a vu ci-dessus qu'il pouvait arriver que la courbe Ç, lieu des points des contacts successifs : , s', 1", 11e rencontrât pas la portion de surface 4» enveloppe de la portion de surface 2 qui remplit l'office d 'enveloppée, on voit que l'angle § ne peot varier qu'entre certaines limites que la pratique indiquera toujours.
Ainsi il est bien démontré que deux roues dentées, l'une par une vis triangulaire et l’autre par l’écrou de cette vis, qui sont l’outil taraudeur étant placé de manière à ce que sou axe soit perpendiculaire à celui de la rondelle à tailler, peuvent former â volonté un engrenage cylindrique ou un engrenage conique, et que le point s, en lequel les axes A et A, se coupent dans ce dernier cas (fig. 27), peut varier de position, car il suffit de faire tourner l’une des roues autour de la position qu'occupait l'axe H de l’outil taraudeur; mais l’axe A, ne pourra jamais tourner autour de l'axe H que d'un angle assez petit , car si cet angle était un peu grand, les surfaces <t> et «t 1 , des dents en présence ne pourraient plus se mettre en contact.
Ainsi, lorsque les axes (fig. 28) A cl A, sont parallèles, la vis dont
I axe U est perpendiculaire à l’axe A taille la rondelle cylindrique M eu s’enfonçant successivement dans le sens indiqué parla flèche a, c’est-àdire perpendiculairement à l’axe A, ou normalement à la surface cylindrique qui termine la rondelle M ; de même l’écrou , dont l’axe U est perpendiculaire à l’axe A,, taille la rondelle cylindrique M, en s’enfonçant successivement dans le sens indiqué par la flèche a,, c’est-à-dire perpendiculairement à l’axe A, ou normalement à la surface cylindrique qui termine la roudelle M,.
Mais lorsqu’on voudra exécuter un engrenage conique dont les axes A et A, seront tels qu'ils comprennent entre eux un angle Ê assez grand , on devra prendre une rondelle conique M , , et enfoncer la vis contre cette rondelle, non perpendiculairement à l’axe Aj, mais dans le sens indiqué par la flèche a , c’est-à-dire normalement à la surface conique qui termine la rondelle M , ; et alors on voit , par la fig. 28 , que les surfaces et <!>,, obtenues pour les dents des roues M et M,, se conduiront, les axes A et A, étant parallèles, et que les surfaces <1* et *P,, obtenues pour les dents des roues M et M, , se conduiront aussi, les axes A et A, se coupant sous uu angle donné ë qui pourra être plus ou moins aigu , qui pourra même être égal à un angle droit.
Évidemment il en sera de même pour l’engrenage destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes A et A, non situés dans un même plan. Et dès lors on voit que les deux roues dentées, destinées à former ce dernier engrenage, étant mises en présence, on peut , l’une restant fixe, faire tourner l'autre autour de la position qu’occupait l’axe B de son outil taraudeur et faire varier ainsi (entre certaines limités toutefois) l'angle que les axes A et A, font entre eux et de plus la grandeur de leur plus courte distance.
Ces propriétés remarquables, dont jouissent seuls les engrenages que je viens de décrire et dont ils peuvent seuls jouir, puisque ces propriétés dépendent essentiellement de la forme toute spéciale de l’enveloppée 1, doivent, il me semble, rendre ces nouveaux engrenages de précision très-utiles dans la pratique des arts mécaniques et les faire préférer aux engrenages de fVithe.
L’engrenage extérieur étant suffisamment décrit par ce qui précède, occupons-nous de la construction de l’engrenage intérieur.
A la première vue , on serait porté à croire que l’engrenage intérieur
doit être construit par les mêmes procédés mécaniques que ceux au moyen desquels l'engrenage extérieur a été obtenu , et qu'ainsi il suffira de denter la surface intérieure de l anncau au moyen de l'écrou, ainsi qu'on avait denté sa surface extérieure, lorsqu'on voulait obtenir l'engrenage extérieur.
Mais avec un peu de réflexion , on est promptement amené à reconnaître que l’écrou , dans ce cas, ne pourrait tailler des dents, car à mesure qu'il travaillerait et qu’on l'enfoncerait dans l’anneau, il détruirait le travail précédent, et, eu définitive, on n'obtiendrait qu'une surface cylindrique concave et non une suite de dents.
Un exemple très-simple peut faire concevoir qu’il doit, en effet, en être ainsi.
•Supposons que l’on veuille construire en relief deux surfaces cylindriques, l’une convexe et l’autre concave. On pourra toujours considérer la surface convexe comme l’enveloppe d’un outil plan d'une largeur arbitraire ; mais la surface concave ne pourra être considérée que comme l'enveloppe d’un outil plan d’une largeur infiniment petite, en d'autres termes, que comine étant eugeudrée par une ligne droite. De sorte que si par hasard la surface concave ne peut pas être engendrée mécaniquement par une ligne droite, et que l’on ne puisse employer comme outil qu'un plan d une largeur donnée , il faudra, pour obtenir cette surface concave . construire la surface convexe et prendre la contre-épreuve de cette surface convexe pour obtenir la surface concave demandée.
Tel est, en effet, le moyen qu'il faudra employer pour obtenir l'engrenage intérieur destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes uou situés dans un même plan, du momeut que vous vouiez employer comme outils une vis triangulaire et son écrou.
(1 est évident que si l’écrou ou la vis, en travaillant la surface intérieure d’un anneau, pouvait denter cette surface, la forme de la surface de la dent obtenue serait la face concave de la surface <1>, ou 4>, dont on obtient la surface convexe en dentant la surface extérieure du même anneau au moyen de l’écrou ou de la vis.
On devra donc, pour construire l’engrenage intérieur, employer le procédé suivant :
i°. Denter la surface extérieure de la petite roue intérieure C au moyen de la vis; puis denter la surface extérieure de la roue C, au
moyen tic l’écrou, tout comme si l'on voulait exécuter un engrenage extérieur; et enfin prendre la contre- épreuve C., de la roueC,; retourner sens dessus dessous la roue Cj et la présenter à la roue C;
2 ". Ou douter la surface extérieure de la petite roue intérieure C au moyen de l'écrou; puis douter la surface extérieure de la roue C, au moyen de la vis; prendre la contre-épreuve C, de la roue C, ; retourner sens dessus dessous la roue C, et la présenter à la rôtie C.
Expliquons maintenant , de peur de quelque confusion , ce que nous entendons par retourner sens dessus dessous In roue C,, et pourquoi il faut faire cette opération du retournement pour que les roues Cj et C puissent être mises en présence, ou, en d’autres termes, pour que ces deux roues puissent se mettre en contact.
Plaçons (fig. a 3) la vis V dans l'intérieur du cercle C,, son axe Z faisant avec l’axe A, du cercle C| un angle quelconque *. La vis V exécutera idéalement une surface ‘1>, , fixée au cercle C,. Menons un plan Y tangent au cercle C, et parallèle aux axes A, et Z, et traçons dans ce plan Y tangent en a au cercle C, une droite xy taugente en a ù ce cercle C, ; puis faisons tourner le cercle C, autour de la droite xy comme axe de rotation pour le placer en C,; le cercle C, ayant tourné d'un angle égal à deux angles droits pour prendre la position C 2 . La vis V exécutera idéalement une surface <1>j fixée au cercle C,, et il est évident que les deux surfaces 4>, et <l>, seront telles que la surface «1», viendra sc superposer sur la surface >l>„ lorsqu'on la fera tourner autour de l’axe xy, en même temps que l’on retourne le cercle G,, pour le superposer sur le cercle C,. Or la surface î> 2 peut s’exécuter réellement au moyen de la vis V, tandis que la surface 4> n quoique existant idéalement, ne peut pas être obtenue en relief par le travail de la vis V.
La surface <1> 2 est convexe ; si la surface <1', pouvait être obtenue réellement, elle serait concave; il faut donc évidemment prendre la contreépreuve de la roue G, dentée extérieurement, et la retourner pour mettre cette contre-épreuve en la position C,, et obtenir ainsi, en relief, le travail idéal de la vis V.
Dans tous les engrenages il faut que les dents de chaque roue soient circulai rement équidistantes. On est donc obligé d'avoir recours à une machine à diviser, machine qui sert à partager un cercle en un nombre donné de parties égales.
Dans l'engrenage décrit dans ce chapitre, on n’a pas besoin d’avoir recours à une machine à diviser, parce que la vis et son écrou servent en même temps et de machine à diviser, espaçant également les dents entre clics, et de hache donnant à chaque dent la forme convenable.
Des engrenages à crémaillère.
Si après avoir denté une roue C au moyeu d'une vis V, on suppose que la vis V tourne sur son axe B, elle entraînera la roue dentée C et la forcera à tourner autour de son axe A; alors on aura l’engrenage dit
à vis sans Jin.
Mais si l'on suppose que c'est la roue C qui tourne autour de son axe A, elle entraînera la vis V et la fera marcher le long de son axe B, sans pouvoir la faire tourner autour de cet axe B. On aura dès lors un engrenage qui devra prendre le nom d'engrenage à crémaillère.
La crémaillère sera droite ou oblique suivant que l’axe B de la vis V fera un angle droit ou un angle aigu avec l'axe A de la roue C.
Ce qui vient d'être dit par rapport à la vis V pourra, évidemment, cire dit par rapport à son écrou V'.
On voit donc que l'on pourra construire deux espèces d’engrenages à crémaillère, soit droite, soit oblique : dans l’une la crémaillère sera une portion longitudinale de vis, dans l’autre elle sera une portion longitudinale d'écrou.
En résumé, on voit que l'on peut au moyen d'une vis et d'un écrou tailler deux roues qui, mises en présence, donneront :
i“. Un engrenage cylindrique (les deux axes étant parallèles);
2 °. Un engrenage conique (les deux axes se coupant sous un angle aigu ou sous un angle droit);
3°. Un engrenage hypcrboloidique (les deux axes n'étant pas situés dans un même plan, et faisant entre eux un angle aigu plus ou moins grand, et même faisant entre eux un angle droit);
4°. Un engrenage à crémaillère droite ou oblique;
5°. Un engrenage à vis sans lin ou à écrou sans fin.
On voit encore qu’une roue C taillée par l écrou, pourra conduire en même temps ■
i°. Une roue C, dont l'axe A, sera parallèle à l’axe A de la roue U ;
2 °. Une roue C, dont l'axe A a coupera l’axe sous uu angle aigu plus ou moins grand et même sous un angle droit.
3°. Une roue C a dont l’axe A, ne sera pas situé dans un même plan avec Taxe A , et fera avec lui un angle aigu plus ou moins grand, et meme un angle droit.
Ainsi par ce système on peut transmettre le mouvement de rotation d’un axe A à autant d’axes A,, A a , A, , A,,..., que l'on voudra, et quelle que soit la direction (dans l’espace) de chacun d'eux par rapport à cet axe central A.
VI
De la nature géométrique du frottement.
Dans l'engrenage que nous venons de décrire, les dents sont deux à deux en contact par un seul point. Aussi cet engrenage ne peut-il être considéré que comme un engrenage de précision et non de force.
Le frottement développé parie travail de l’engrenage sera un frottement de glissement angulaire, lorsque les axes A et A, ne seront pas situés dans un même plan, et feront entre eux un angle c plus ou moins aigu, et un frottement de glissement direct lorsque les axes A et A, seront parallèles ou se couperont sous un angle ë aigu ou droit ; en d’autres termes, lorsque ces deux axes seront situés dans un même plan.
Et, en effet, nous avons vu précédemment que les deux surfaces <I> et <t>, qui terminent, la première la dent de la roue C fixée à l’axe A, et la seconde la dent de la roue C, fixée à l’axe A,, se mettaient successivement en contact par des points z, z' t i", i" situés sur une courbe |.
Nous avons vu que ces contacts successifs arrivaient pendant que les surfaces <1> et <1>, tournaient respectivement autour des axes A et A,, la première avec la vitesse angulaire v, et la seconde avec la vitesse angulaire u,. On voit donc que pendant que la surface «P se mouvra, la courbe t la percera en des points «, n", n", qui détermineront sur
cette surface <1> une courbe ç, et que de même pendant que la surface <1>, se mouvra , la même courbe Ç la percera en des points n,, n,', n", n qui détermineront sur cette surface «I», une courbe f,.
Or il est évident que les courbes ç et g , , en tournant respectivement
iî
avec les vitesses auxiliaires respectives v et v, autour des axes A et A,, se mettront en contact par les divers points ;, z\ s', s', situés sur la courbe B. Par conséquent, si l’on suppose que les surfaces 4> et <J>, n’existent plus, ou mieux, se réduisent à ces courbes y et y,, la transmission de mouvement entre les axes A et A, s’opérera par ces courbes y et y, de la même manière quelle s’opérait par les surfaces <1> et <!>,, et le frottement ne sera autre que celui qui se développera pendant que les courbes y et y, se conduiront uniformément.
Cela posé , lorsque deux courbes y et y, se meuvent dans l’espace en tournant respectivement autour de deux axes A et A, et avec des vitesses respectives v et v, et en se mettant successivement en contact , le frottement peut être de roulement ou de glissement.
Le frottement sera de roulement, si de chaque point z de contact abaissant des perpendiculaires r sur l’axe A et r, sur l’axe A,, on a
et, par conséquent, si tous les points des contacts successifs x, x', x", ou, en d’autres termes, si la courbe £, lieu géométrique des contacts, est située sur 1 hypcrboloïde à une nappe dont tous les points sont distants des deux axes A et A, dans un rapport inverse de celui des vitesses de ces axes (t). Or la courbe § ne sera pas située sur cet hypcrboloïde, et cela sera évident si nous démontrons que cela n’a pas lieu lorsque la surface 2 est un plan P.
Et en effet, il est évident que la droite N, perpendiculaire à l’enveloppée plane P, et que nous avons trouvée être le lieu des points des contacts successifs des surfaces béliqoïdes développables <1* et <!>,, n’a pas scs points satisfaisant à la condition posée ci-dessus, savoir:
jT _ *1
(i j Voir les Mémoires sur les engrenages de fVithc , que j’ai publie» dan» le Journal tir Mathématiques pures et appliquées y rédigé par M. Lion vu. le t tome IV, p. ? 8 1 cl 3o$, et tome V, p. i:j6.
Le frottement de notre engrenage sera donc de glissement.
De plus ce frottement sera angulaire ou direct, suivant que les axes A et A, ne seront pas situés ou seront situés dans un même plan.
Et, en effet, les deux courbes ç et y, pourront, à chaque point de contact, avoir en ce point de contact même tangente, ou des tangentes qui se croisent en ce point: dans le premier cas, le frottement est dit direct, dans le deuxième cas, le frottement est dit angulaire (t).
Or il est évident (en vertu de ce qui a été dit sur l'héliqoïde développable enveloppe de la surface parcourue par un plan se mouvant autour d’un axe) que les courbes y et y, se croiseront à chaque point de contact, ou, eu d’autres termes, que le croisement de leurs éléments rectilignes aura lieu dans le cas où la surface £ sera un plan P, les axes A et A, faisant entre eux un angle S. 11 est aussi évident que le croisement des éléments rectilignes de ces courbes aura encore lieu lorsque les axes A et A, seront situés dans un même plan, parce que les héliçoïdes développables, enveloppes de l'espace parcouru parle plan P tournant, soit autour de l'axe A, soit autour de l’axe A,, ne seront eu contact que par un seul point, que les axes A et A, soient situés ou non dans un même plan; à moins que le plan P ne soit dirigé perpendiculairement à un plan parallèle aux deux axes A et A,, auquel cas les héliçoïdes développables sont en contact par une portion de droite.
Ce qui a lieu lorsque X enveloppée £ est un plan , aura aussi nécessairement lieu lorsque cette enveloppée sera une surface héliçoïde gauche, surface de filet de vis ou d’écrou , triangulaire.
(Dans le chapitre suivant, § IV, nous reviendrons sur ce sujet, et nous entrerons dans tous les développements nécessaires.)
( 1 ) Voir U Noie publiée par M. Hachette à la fin du chapitre sur les engrenages , dans la dernière édition de son Traité sur tes Machines. Cette Note est extraite d'un Mémoire que j'ai publié en 1 8x7, et qui avait pour litre : De la nature géométrique du frottement qui peut exister entre deux courbes et deux surfaces en contact.
CHAPITRE IY
Théorie géométrique des engrenages h frottement de roulement.
Pendant longtemps on a cru que l’on ne pouvait pas construire un engrenage dans lequel le frottement fût de roulement, en même temps que le rapport des vitesses des axes était constant. Le Mémoire publié par Euler, dans lequel il avait démontre que, pour les engrenages cylindriques, le frottement est toujours de glissement lorsque le rapport des vitesses des axes est constant , avait contribué à maintenir cette erreur; et cela parce qu’on n'avait pas vu qu’Euler établissait, par le fait, la condition que le point de contact des deux courbes qui se conduisaient ne sortait pas du plan de ces courbes; et qu'il pouvait bien arriver qu’en prenant deux courbes à double courbure, leur point de contact se mouvant dès lors dans l’espace, le frottement de glissement se trouvât transformé en frottement de roulement, en assujettissant le point de contact â parcourir dans l'espace une certaine ligne courbe ou droite.
Les engrenages cylindriques et coniques à frottement de roulement ont été exécutés pour la première fois par Withe; ces engrenages sont des engrenages de précision , parce que deux dents en prise ne se touchent que par un point.
On ne peut pas construire d’engrenages de force pour lesquels le frottement soit de roulement.
Nous allons développer les principes sur lesquels repose la théorie des engrenages de cette espèce.
Concevons deux axes A et A, ayant dans l’espace et l’un par rapport à l’autre une position arbitraire ; ainsi :
i “. Ces deux axes pourront être parallèles ;
a". Ils pourront se couper en comprenant entre eux un angle aigu ou droit ;
3°. Ils pourront netrc point situés dans un même plan, et faire entre eux un angle variant depuis l'angle nul jusqu'à l'angle droit.
Concevons une surface <!> fixée à l’axe A et une surface «I>, fixée à l’axe A,.
Désignons par v la vitesse angulaire de l’axe A, et par v, la vitesse angulaire de l’axe A, ;
Et supposons que '!> et <t>, tournent autour de leur axe respectif, de telle sorte que l’on ait
— = constante,
Plaçons sur la surface «J> une courbe ë, et sur la surface '!>, une courbe ë,; les deux courbes ë et S, tourneront respectivement autour des axes A et A, pendant que les surfaces <P et 4>, tourneront autour de ces mêmes axes.
Chaque point x de la courbe ë décrira un cercle C dont le plan P sera perpendiculaire à l’axe A , dont le rayon sera la perpendiculaire p abaissée du point x sur l’axe A, et dont le centre sera le ppint o en lequel le plan P coupe l’axe A.
De même , chaque point .v, de la courbe ê, décrira un cercle C, dont le rayon p , sera la perpendiculaire abaissée du point x, sur l’axe A, et dont le centre sera le point o, en lequel l'axe A, est coupé par le plan P, sur lequel se trouve tracé le cercle C,.
Si les deux cercles C et C, ont un point commun y, les deux points o: et x, passeront par le point y, pendant leur mouvement de rotation ; et ces deux points x et x, passeront en même temps par ce point y,
si les arcs qui sur les cercles C et G, mesurent les angles yox et yo,x, sont égaux en longueur.
Or chacun des points x de la courbe ë arrivant ainsi à se superposer avec son homologue x, situé sur la courbe ë,, le lieu des points y de superposition sera une certaine courbe 7 .
Concevons sur la surface $ une suite de courbes ë, é', ë",... , et sur la surface 4>, une suite de courbes ë,, ë,', ë‘ , . . . , telles que les courbes ê et ë,, ë' et ë] , ë". et ë" soient homologues, et qu ainsi, en tournant autour des axes A et A,, en même temps que les surfaces < 1 > et <!>,, les points homologues de ë et ë,' viennent se superposer sur les points d une courbe 7 > 9 UR ceux <le 1 ° courbe ë" et ê“ viennent se superposer sur une courbe ■f, et ainsi de suite.
Alors on pourra dire que les deux surfaces *1» et 4», roulent l'une sur l'autre.
Ht en effet, si deux courbes ë et ë, ont leurs points homologues x et jr, qui ne se superposent pendant le mouvement de rotation que sur le point y de la courbe y, et que ces points se quittent aussitôt après leur superposition , le mouvement de rotation continuant, il est évident qu'un point de la courbe ë ne se superposera pendant le mouvement de rotation qu’avec un seul point de la courbe ë,. C'est cette manière de se comporter des deux courbes é et ë, que nous désignons par roulement; mais si un point de la courbe é se met en contact avec plusieurs points successifs de la courbe ë,, pendant le mouvement de rotation, alors nous désignons cette manière de se comporter des deux courbes ê et ë,, par glissement.
Ainsi, dans le premier cas, nous dirons que les deux courbes roulent l’une sur l’autre et qu’il se développe (pendant le mouvement de rotation autour des axes) entre les deux courbes, un frottement de roulement.
Ainsi, dans le secoud cas, nous dirons que les deux courbes glissent l’une Sur l’autre, et qu’il se développe (pendant le mouvement de rotation autour des axes), entre les deux courbes, un frottement de glissement.
On voit que dans le premier cas le lieu des superpositions des points homologues x et ac, qui appartiennent aux courbes homologues ë et ê, sera une courbe y, et ne pourra être qu’une courbe; mais que, dans le second cas, le point x de la courbe ë glissant sur un élément de la courbe ë,, le lieu des superpositions sera un élément superficiel G,, et non plus une courbe y.
D'après ce qui précède, on devra dire que les deux surfaces et <1>, roulent l’une sur l’autre lorsque, pour chaque couple de courbes ë et ë,, ë' et ë), ë" et ë), il y aura roulement; et on devra dire que les deux surfaces <!> et <!', glissent l’une sur l’autre lorsque pour chaque couple de courbes ë et ë, , ë' et 6j, ê" et ë) , il y aura glissement.
Dos deux surfaces <1> et 4>, tournent respectivement autour des axes A et A, , la première avec une vitesse angulaire t>, la seconde avec une vitesse angulaire u,. Il faudra donc, le pointa: se mouvant sur le cereleC, et le point
homologue ar, se mouvant sur le cercle C,, que l’on ait ~ = ^ lorsque les courbes é et ë, roulent l’une sur l’autre. Et cela devra avoir lieu pour
les rayons des cercles homologues décrits par tous les points homologues de chaque couple de courbes £ et £,, ë' et ë|, S" et ë"; dès lors les courbes y, y', y*, lieux des superpositions des points homologues des couples ë et o' et £’,, ë" et ë*,. formeront une surface 2 telle que si de chacun de ses points y on abaisse des perpendiculaires p sur l'axe A et p, sur l’axe A,, on aura
Si maintenant on fait tourner la surface 2 autour de l'axe A, elle engendrera la surface enveloppe <1>, et en faisant tourner la même surface autour de l’axe A,, elle engendrera la surfaces enveloppe <!>,.
Les deux surfaces 0 et f>, seront deux surface de révolution ayant pour axe de rotation, la première l’axe A et la seconde l’axe A,.
Ceci nous démontre que l’on ne peut pas construire un engrenage à frottement de roulement dont les dents soient terminées par des surfaces se mettant en contact par une ligne, puisque l’on ne trouve qu’une seule dent 4> fixée à l'axe A, et une seule dent <!>, fixée à l’axe A,.
On doit donc , pour les engrenages à frottement de roulement, ne pas considérer une dent comme étant terminée par une surface enveloppe, mais comme étant seulement une courbe.
I .t en effet , si sur la surface 1 nous prenons une courbe y, que nous fassions tourner y autour de l'axe A, nous aurons uue surface de révolution A; en faisant tourner y autour de l’axe A,, nous aurons une surface de révolution A, : ces deux surfaces A et A, se toucheront ou se couperont suivant la courbe y.
Si sur la surface A nous traçons une suite de courbes ë, ë', ë", en faisaut tourner A et A,, les courbes ê, ë', ë" laisseront sur A, pour empreintes des courbes ë, , ë j , ë” , et telles que ê et ë, , ë' et ë’ , ë" et ë” se conduiront respectivement avec un frottement de roulement, leurs points homologues venant se superposer sur la courbe y.
De sorte que les courbes ë, ê', ê" formeront les dents de la roue A, et que les courbes ë,, ë’, ê" formeront les dents de la roue A, , et le lieu des points de contacts successifs sera la courbe y. Mais ces courbes ë et ë ( échapperaient l’une à 1 autre, A la façon de deux courbes en contact, si la résistance fixée A l’axe A excédait la valeur du frottement île route-
ment; il faut donc habiller les courbes ë et ê,, et pour cela on fera glisser le long de f une courbe <? cpii engendrera une surface canal B; on fera glisser une courbe J, le long de ë,, et l’on engendrera une surface canal B,, cl l’on placera les courbes <?. et tf , par rapport aux courbes ë et ë,, de manière à ce que les surfaces B et B, puissent avoir un plan tangcul commun au point y situé sur la courbe y, les courbes 6 et ë, passant par ce point y; et de manière aussi qu’en faisant tourner B et B, autour des axes A et A,, ces surfaces aient même plan tangent aux divers points y', y", y " de la courbe y, points en lesquels viennent successivement passer, et en même temps, les courbes é et ë,, en vertu du mouvement de rotation.
Les surfaces B, B', B" formeront les dents de la roue A, et les surfaces B,, B', B' formeront les dents de la roue A,. Chaque couple de dents en présence B et B, rouleront l’un sur l’autre, en se mettant successivement en contact par un seul point, et le poiut de contact parcourra la courbe y, pendant le mouvement de rotation.
D’après ce qui précède, ou voit que théoriquement on peut construire une infinité dengrcuages, soit cylindriques, soit coniques, soit hyper holoidiques.
Kl en effet, A et A, étant donnés de position dans l’espace, on construira la surface 2, lieu des points dont le rapport des distances aux axes est inverse de celui des vitesses de ces axes.
Cela fait, on pourra prendre sur £ une courbe quelconque y, et cette courbe engendrera par son mouvement de rotation, l° autour de l’axe A la surface A; 2 0 autour de l’axe A, la surface A,.
Sur la surface A ou pourra tracer une courbe quelconque ë qui donnera pour homologue sur la surface A, une courbe ê,. On pourra ensuite engendrer les surfaces-canaux B et B, au moyen des courbes à et o\ qui peuvent être arbitraires l’une et l’autre; seulement ces courbes à et â, devront satisfaire à la condition suivante ;
Pour chaque point y de y, en lequel les courbes ë et ê, se croisent, on construira les tangentes 0 à é et 5, à ë, , et au point y on mènera une droite N perpendiculaire au plan T déterminé par les droites 0 et 6,.
Les courbes o' et à, devront avoir au point y la droite N pour normale commune . les courbes J et d , étant placées l'une à droite et l'autre à gauche du plau T.
Et cette condition se trouvant satisfaite pour chacun des points y', y", y ", de la courbe y, à mesure qu’en vertu du mouvement de rotation les deux courbes ê et 6, viendront successivement se croiser en ces points y', y", y”, onsera assuré que les surfaces-canaux U et B, se mettront successivement en contact en ces divers points j, y', y ", y ", et sans se pénétrer; ces surfaces-canaux seront en contact, parce que, en ces divers points y, y\ y”, y ", elles auront, par construction, même plan tangent; et ces surfaces ne se pénétreront pas, car si par le point y ou mène un plan sécant Q, et de direction arbitraire, il coupera la surface B suivant une courbe D, la surface B, suivant une courbe D, , le plan tangent T suivant une droite /, et qu’il est évident que les courbes 1) et D, auront même tangente / au point y, et seront placées l’une à droite et l'autre à gauche de cette tangente L
En pratique on devra choisir pour y une ligne simple, et comme ainsi que nous le démontrerons ci-après, § U : t° La surface 2 est un cylindre lorsque les axes A et A, sont parallèles, ce cylindre 2 ayant ses génératrices parallèles aux axes A et A, ; a° cette surface 2 est un cône lorsque ces axes A et A, se coupent, et ce cône 2 a son sommet au point de rencontre des axes; et 3° cette surface 2 est une hyperbolotde à une nappe et à trois axes inégaux lorsque les axes A et A, ne sont pas situés dans un même plan et que leurs vitesses v et v, sont inégales, et cette surface 2 devient un paraboloïde hyperbolique lorsque les axes netant pas situés dans un même plan , leurs vitesses sont égales, on voit que l’on pourra toujours prendre pour y une ligne droite.
On aura donc pour A et A, des surfaces de révolution qui seront :
t". Deux cylindres, lorsque les axes A et A, seront parallèles;
2 °. Deux cônes, lorsque les axes A et A, se couperont;
3*. Deux hyperboloïdes à une nappe, lorsque les axes A et A, ne seront pas situés dans un même plan.
Dans la pratique on devra prendre pour la courbe ë une ligne simple, et qui donne aussi une ligne simple pour la courbe homologue ê,.
Or, sur un cylindre, un cône et un hypcrboloide à une nappe (ces surfaces étant de révolution), il est facile de tracer mécaniquement la courbe à laquelle nous avons donné le nom de développante cylindrique, ou co-
nique, ou hyperboloidique , suivant qu’elle est tracée sur un cylindre, ou un cône, ou un hy/terboloide à une nappe ( 1 ).
Toute la difficulté mécanique consistera à donner à Y outil-burin, dont un point décrira la développante, la forme d; et de faire marcher ce burin en l'inclinant plus ou moins, de manière à ce que la condition à laquelle les deux surfaces B et B, doivent satisfaire se trouve en effet satisfaite, et que les dents B et B,, étant mises en présence, puissent dès lors se toucher par un point et continuer à se toucher par un point pendant le mouvement de rotation des axes ( 2 ).
Il sera nécessaire d'employer une machine à diviser pour l’exécution de ces sortes d’engrenages, car les courbes 6, §', ê" tracées sur la surface A devront , dans la pratique, être des développantes à double courbure, angulaircment équidistantes. Une roue cylindrique ne pourra conduire qu’une roue cylindrique. 11 en sera de même pour les roues coniques et les roues hyperbolôidiques; ainsi , une roue conique ne pourra conduire qu’une roue conique, et une roue hyperboloidique ne pourra aussi conduire qu’une roue hyperboloidique.
Dans ces sortes d’engrenages , une roue qui portera n dents pourra conduire une roue portant n, dents, le rapport étant égal au rapport inverse ~ des vitesses des axes, et cela quoique la surface 1 change de
forme et de position en même temps que l’on fait varier le rapport des vitesses des axes.
Comparons entre eux les engrenages de précision à frottement de roulement avec les engrenages de précision à frottement de glissement, nous aurons le tableau suivant :
( 1 ) Voir ce que nous avons dit sur ces courbes, page 47, Chapitre IU.
(a) Voir tes trois Mémoires que j’ai publiés dans les tonies IV et V du Journal de Mathématiques pures et appliquées, sur les engrenages de Witlie.
ENGRENAGES DE PRECISION
Deux dents en présence n étant en contact (pie par un seul point .
ENGRENAGES A FROTTEMENT DE ROULEMENT. ENGRENAGES A FROTTEMENT DF. CLIS5EM FM .
Engrenages cylindriques et coniques inventes par Withe ; engrenage hyperba loidique inventé par Th. Olivier .
i®. L'emploi d’une machine à diviser est 1 indispensable;
a°. Une roue cylindrique ne peut con- I duirc (prune roue cylindrique ; il en est de 1 même pour les roues coniques et hyperba- \ toidiques ; I
3°. Une roue portant n dents peut conduire une roue portant n t ou », ou « 3 dents;
1 ('quation — = — devant être satisfaite.
si l’on suppose que v reste constant , la surface 2 changera de forme , il est vrai , lorsque l'on fera varier v,.
4°- La position des axes est invariable, i car il faut pour que les deux dents B et B, : (en présence) puissent se conduire, que les j courbes *5 et 6, par lesquelles ces dents rou- | lent l'une sur l’autre, puissent à chaque instant du mouvement de rotation avoir un point commun
5°. L’engrenage est à retour, c'est-à-dire I que la roue qui conduit peut tourner à I droite ou b gauche.
Nouveaux engrenages inventés par Th. Olivier.
(L'une des roues étant taillée par une vis triangulaire, l'autre roue étant taillée patl’écrou de la vis.)
I e . L’outil donne la forme à la dent et en même temps divise la roue ;
a®. Une roue cylindrique j>eut conduire indistinctement une roue cylindrique, une rone conique et une roue hyperbalaidiquv;
3°. Une roue portant n dents peut conduire une roue portant », on », ou » j dents; en un mot un axe A se mouvant avec la vitesse i> peut transmettre le mouvement de rotation à une suite d'axes A „
A„ A j, sc mouvant avec des vitesses différentes v„ v,, v J.
4°. La position des axes n’est invariable que pour l’engrenage cylindrique , parce qu'il faut impérieusement que les roues en presence soient placées h fond; mais, tout en restant à fond, on peut faire varier l'angle que font entre eux les axes dans l'en- • grenage conique , ainsi que pour l’engre nage hyperboloidique ;
5°. L’engrenage est à retour ; l’axe A peut tourner indistinctement à droite ou à gauche et transmettre son mouvement de rotation h l’axe A, au moyen des roues dentées.
Le Tableau précédent nous donne, je crois, le droit de penser que, dans beaucoup de cas, les engrenages de précision à frottement de glissement devront être préférés à ceux à frottement de roulement ; et d’ailleurs il est évident que la solution de certains problèmes qui se présenteront dans la pratique des arts mécaniques, ne pourra être obtenue que par nos engrenages, puisque, au moyen des engrenages à frottement de roulement, on ne peut pas transmettre le mouvement de rotation d'un axe A à une série d'axes A,, A„ A, ayant, dans l'espace, des positions quelconques par rapport à cet axe A (i).
De la surface lieu des points de l'espace dont les distances à deux axes fixes sont dans lui rapport constant.
Supposons que l’un des axes A soit pris pour celui des z, et que le second axe A, soit parallèle au plan des .rz; dès lors la plus courte distance existant entre les axes A et A, sera située sur l'axe des y. Désignons par b celte plus courte distance , et par a la tangente trigonométrique de l’angle que les deux axes A et A, font entre eux.
Cela posé, les équations de l'axe A, seront
(i) y = b et x = az.
Soit m un point de l'espace qui jouit de la propriété énoncée; représentons les coordonnées de ce point par x', y’, z'; désignons par p la longueur de la perpendiculaire abaissée du point m sur l'axe A ou l'axe des z, et parp, la perpendiculaire abaissée de ce même point m sur l’axe A, ; ou trouvera que
(i) Le caractère distinctif des deux espèces d’engrenages de précision peut s’énoncer comme il suit :
Les engrenages de Withe permettent d’obtenir pour un axe des vitesses de aooo et 3ooo tours par seconde, Ainsi rpir vient de rexpérimenter M. Breguet fils.
Mes nouveaux engrenages permettent à une roue centrale de transmettre le mouvement de rotation de son axe à une suite d’axes dirigés d’une manière arbitraire dans l’espace les uns par rapport aux autres.
et
et comme l'on doit avoir
(T' — at'y a * - 4-i ’
l'équation
n = constante,
sera celle de la surface cherchée, et que nous avons désignée par 2, ci-dessus, § I.
En discutant cette équation, on reconnaît sans peine quelle représente un hypcrboloïdc à une nappe et à trois axes inégaux.
Voyons maintenant ce que devient la surface 2, en faisant diverses hypothèses pour n, a et b.
I. Si n = i , c'est-à dire si p = p i , l'équation ( 2 ) devient
Cette équation (3) représente un paraboloïde hyperbolique.
Si par le milieu de la plus courte distance b on mène un plan Y perpendiculaire à l’axe des/, l’équation de ce plan sera
en combinant l'équation (4) avec l’équation (3), on trouve les équations
b (, ■+- dm' + ,)
y = et z = x — ' ,
qui appartiennent à deux droites rectangulaires entre elles, et faisant l'une et I autre des angles égaux avec les axes A et A , .
Le plan Y sera donc un plan tangent à la surface 2 et en son sommet, et les plans directeurs de la surface paraboloïde 2 se couperont à angle droit, en étant respectivement perpendiculaires aux deux droites situées dans le plan Y.
II. Si dans l’équation (a) on fait a infini , c’est-à-dire si l’on suppose que les deux axes A et A, sont rectangulaires entre eux, on trouve
Cette équation représente un hyperboloïde à une nappe et à trois axes inégaux, mais l’axe de son cône asymptote est situé dans le plan des zy et se trouve parallèle à l’axe des z.
Son ellipse de gorge sera située dans le plan des xy et aura pour équation
je* -+- jr*(t — n’) -t- ibn 3 y — n 3 b 3 .
III. Si dans l'équation (a) ou suppose que n = i et que a est infini, on trouve
(6) x* = b 3 — a by -t- z*.
Cette équation représente un paraboloïde hyperbolique ayant son sommet au milieu de la plus courte distance b et ayant ses plans directeurs perpendiculaires entre eux.
IV. Si dans l’équation (a) on fait b = o, c’est-à-dire si l’on suppose que les deux axes A et A, se coupent, alors on trouve
(?) ■+■ y* = n '? 2 •+• jï^irr (* - «)’•
Cette équation étant homogène, représente un cône du second degré , ayant son sommet placé à l’origine des coordonnées, en d’autres termes ayant pour sommet le point en lequel les deux axes A et A, se coupent Ce cône n’est pas de révolution et son axe est dans le plan des axes A et A,.
V, Si dans l'équation (a) on suppose que ri = i et b = o, alors on trouve
( 8 ) az = x (i -+- \/ a' -+- i),
Chacune de ces équations représente un plan perpendiculaire au plan des axes A et A, et passant par l’origine des coordonnées, ou, en d’autres termes, le point en lequel se coupent les deux axes A et A, ; et, de plus, les traces de ces deux plans sur le plan des axes sont deux droites rectangulaires entre elles et divisant en deux parties égales les angles que font entre eux les deux axes A et A,. Ainsi, dans ce cas, la surface 2 n’est autre que deux plans.
VI. Si dans l'équation (3) on fait a = o, c’est-à-dire si I on suppose que les deux axes A et A, sont parallèles, 011 trouve
Cette équation représente un cylindre non de révolution , dont les génératrices sont parallèles aux axes A et A,, et dont la base sur le plan des xy est une ellipse dont le centre est situé dans l’axe des y. Ainsi l’axe de ce cylindre est dans le plan des axes A et A,.
VU. Si dans l'équation (3) on fait n = 1 et a = o, alors on trouve
cette équation représente un plan perpendiculaire à l'axe des y, parallèle aux deux axes A et A, et équidistant de ces deux axes.
S III
Lorsque l’on a deux axes A et A, non situés dans un même plan, et une courbe y qui, en tournant autour de l’axe A, engendre une surface de révolution A, et qui en tournant autour de l’axe A, engendre une
seconde surface de révolution A, , un point x de la courbe y engendre sur la surlace A uu cercle C, et sur la surface A, un second cercle C,. Or ces deux cercles C et G, sc croisent au point x, soit que les deux surfaces A et A, se touchent l’une l'autre, suivant la courbe y, soit que ces deux surfaces A et A, se coupent suivant cette courbe y.
Si Ion trace sur lu surface A une courbe 6, en faisant tourner les deux surfaces A et A, respectivement autour des axes A et A, , on sait que si la courbe y appartient à la surface 2, lieu des points de l’espace dont les distances aux axes A et A, sont dans un rapport constant ; on sait (t), dis-je, que la courbe S laissera pour empreinte sur la surface A, une courbe Ê, telle que les deux courbes ë et S, rouleront l’une sur I autre pendant le mouvement de rotation : mais ces deux courbes 6 et ë, auront en chacun des points successifs par lesquels elles se mettent en contact, des tangentes distinctes; et cela aura lieu, que la courbe y soit une ligne de coutact, ou une ligne d’intersection par rapport aux surfaces A et A, ; cela aura lieu parce que les cercles C et C, se croisent. Mais si les cercles C et C, se touchaient et avaient une tangente commune au lieu d’avoir deux tangentes distinctes, les courbes ê et ë, auraient aussi en chacun de leurs points successifs de contact une tangente commune.
Si pour chacun des points de la courbe y les cercles C et C, ont une tangente commune, la courbe y sera évidemment une ligne de eontact entre les surfaces A et A,, mais alors il faudra que la courbe y soit telle que si l’on fait mouvoir une droite G sur les axes A et A, et sur cette courbe y, chacune des génératrices G soit normale à cette même courbe y.
Et comme, lorsque les axes A et A, ne sont pas situés dans un meme plan , les cercles C et G, se croisent toujours ; ce ne sera, donc , que pour des positions spéciales des axes A et A, que ces cercles G et C, pourront être tangents l’un à l’autre. Or, lorsque les axes A et A, sont situés dans un même plan Y, et que la courbe y est tracée dans ce plan Y, toutes les normales de y s'appuient sur les deux droites A et A, , et la condition énoncée ci-dessus se trouve remplie.
(i) Voir mes Mémoires sur les Engrenages de Withe publies dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées , t* IV et V.
Il suffit donc de prendre pour y une courbe telle que les distances de chacun de ses points aux axes A et A, soient dans un rapport constant, pour que les courbes ë et ë, roulent l’une sur l'autre : or, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la surface 2 étant un cylindre elliptique dans le cas des axes parallèles, et un cône non de révolution dans le cas où les axes se coupent ; la ligne y sera une droite parallèle aux axes A et A, dans le premier cas, et une droite passant par le point en lequel se coupent les axes A et A, dans le second cas; et dès lors dans le premier cas les surfaces A et A, seront deux cylindres de révolution tangents l'un à l’autre suivant la droite y, et dans le second cas les surfaces A et A, seront deux cônes de révolution tangents l’un à l’autre suivant la droite y.
Ainsi les courbes ë et ê, ne pourront avoir même tangente en leurs points successifs de contact que;, t° lorsque les axes A et A, seront dans un même plan Y ; et 2 “ lorsque les surfaces A et A, seront engendrées par la droite y, intersection du plan Y et de la surface 2.
Ainsi le frottement de roulement ilircct n’existera que dans ces deux cas, et dans tous les autres le frottement sera de roulement nnjulnirc.
Lorsque les courbes é et ë, ont même tangente 0 en chacun de leurs pointsdes contacts successifs, la construction des surfaces-canaux R et B, peut varier à l'infini, parce que l’on peut mener par la droite 6 un plan quelconque T, et par le point x, contact des courbes ë et ê,, mener une droite N perpendiculaire au plan T, et construire deux courbes <J et ayant le point x pour point commun et la droite N pour normale commune; dès lors d et d, engendreront deux surfaces B et B, qui auront bien an point .r le plan T pour plan tangent commun. Mai* lorsque les courbes ë et ë, ont des tangentes différentes 5 et 5, en ce point jr, alors le plan T est invariablement déterminé, car il doit passer par les tangentes 5 et 0 , , et dès lors la droite N est aussi invariablement déterminée.
Mais si l’on peut donner au plan T une infinité de positions (forsque les courbes ë et ë, ont même tangente 6), on doit faire remarquer, cependant, qu'il existe une position que l'on ne peut attribuer au plan T, parce que l’engrenage ne pourrait exister.
Cette position est celle où le plan T serait perpendiculaire à la droite G„ qui , passant par le point .r et s’appuyant sur les deux axes A cl A, ,
serait normale à la limite de contact y; car il est évident que dans ce cas les surfaces-canaux B et B, échapperaient l'une à l’autre, pendant le mouvement de rotation des axes A et A,, et à la façon de deux cercles tangents l'un à l'autre.
C’est par cette même raison que, lorsque les axes A et A, ne sont pas situés dans un même plan, ou ne doit pas prendre pour la ligne y une ligne telle que les deux surfaces A et A, soient tangentes l'une à l'autre suivant cette ligne y,, car alors le plan T, déterminé par les tangentes 0 et 0, des courbes ë et 6,, serait tangent en même temps aux deux surfaces A et A,, et serait dès lors perpendiculaire à la droite G qui est normale à la ligne y et s'appuie sur les axes A et A, ; et alors l'engrenage ne pourrait subsister, en ce sens que les surfaces-canaux B et B, échapperaient l’une à l'autre pendant le mouvement de rotation.
Cette flücussion nous démontre donc que, pour la théorie des engrenages à frottement de roulement , la solution du problème suivant est sans intérêt.
Déterminer Li courbe y qui , tracée sur la surface 2 lieu des points de I espace dont les distances à deux axes A et A, sont dans un rapftort constant , engendrera deux surfaces de révolution A et A, ayant respectivement futur axes les droites A et A,, et telles quelles soient en contact parcelle courbe génératrice y.
Puisqu'on ne devra jamais employer cette courbe y toute particulière de la surface 2, lorsqu'il s'agira de construire un engrenage destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situés dans un même plan.
Il y a longtemps, eu iNiij, lorsque jetais a l'iieole d Application de Metz, j’ai résolu le problème que je viens d'énoncer, pour les sept cas que nous avons examinés ci-dessus, § 11. Dans ces sept cas, j'ai pu intégrer 1 équation différentielle à laquelle ou arrive et qui est du premier ordre et du quatrième degré, mais dans le cas où l’on suppose que les quantités n, a et b sont quelconques, je n'ai pu parvenir à intégrer cette équation.
( n5 ) § IV.
A la fin du chapitre III j'ai dit que j'examinerais en détail, dans le chapitre IV, § IV, ce qui était relatif au frottement de mes uouveaux engrenages (obtenus en taillant l’une des roues par une vis, et I autre roue par l’écrou de cette vis), et que je compléterais, alors, ce que je venais d’exposer sur ce sujet.
Et en effet, je ne pouvais complètement traiter la question du frottement pour ces nouveaux engrenages, qn après avoir établi les différences géométriques qui existent entre les frottements de roulement et de gtis.-rment, soit direct, soit angulaire.
Lorsque Y enveloppée est un plan P, les deux surfaces enveloppes 'è et 4\ qui forment les surfaces de deux dents en contact, viennent se mettre successivement en contact par des points qui déterminent une droite §, telle, ai-je dit, quelle n’était point située sur l’hyperholoïde lieu des poiuts de l’espace dont les distances aux deux axes A et A, de l’engrenage, sont dans un rapport constant et inverse de celui des vitesses décès axes.
Nous pouvons maintenant résoudre complètement cette question.
Les équations de la droite | sont fonction des coefficients A et II qui déterminent la direction de l 'enveloppée P dans l’espace, puisque l’équation de cette enveloppée est
z — A.» + Rv •+• C;
I équation de l’hyperboloide est du second degré.
Si donc la droite | peut être située sur l’hypcrboloïde, il faudra qu en éliminant x et y entre les équations de f et l’équation de l’hyperbololde , on trouve une équation en 2 qui soit satisfaite quel que soit i.
Or cette équation finale sera du second degré en z et de la forme
K , , K , , K 0 étant des fonctions des coefficients A et B.
On devra donc poser les trois équations de condition
On a donc trois équations de condition pour déterminer les coefficients A et B; ces coefficients ne pourraient donc avoir que des valeurs particulières. Et dés lors le plan P ne pourrait avoir dans l’espace que certaines directions P„ P a ,P., -., et en nombre fini.
Si donc ou suppose que Yenueloppée, au lieu d'être un plan, est une surface (comine la surface d’un filet de vis ou d'écrou), on devra mener à cette surface des plans tangents parallèles aux directions P,, P, , P„... Mais on sait que l’on ne peut mener à une surface qu'un certain nombre de plan tangents parallèles à un plan donné de direction dans l’espace. Dès lors on aura
Les plans tangents
et ainsi de suite.
T), ...(en nombre fini) parallèles au plan P lt
Les points de contact de ces plans tangents et de la surface enveloppée devront, pendant le mouvement de cette enveloppée en ligne droite, venir passer sur la courbe | , lieu des points des contacts successifs des surfaces enveloppes ‘1> et <l>, ; et comme ces points sont eu nombre fini , on voit qu'il n’y aura qu'un certain nombre de points de la courbe é, qui se trouveront situés sur l'hyperboloïdc, lieu des points de l’espace dont les distances aux axes A et A, sont dans nu rapport constant.
Ainsi , il est bien démontré que le frottement est de i/lissement dans mes •nouveaux engrenages, et qu’il ne peut y avoir tendance au frottement de roulement que pour certaines positions des dents en contact.
Nous pouvons donc affirmer que si l’on a construit la courbe |, lieu des contacts successifs de deux dents en prise, la tendance au frottement de roulement n’existera que pour les points en lesquels cette courbe | percera l'hypcrboloïde, lieu des points de l’espace dont les distances aux axes A et A, sont daus un rapport constant Et alors il arrivera que si avant un de ces points les surfaces <P et <I>, sont telles que 't> glisse sur <J> ( , apres ce point, ce sera 4', qui glissera sur 4>.
J’ai dit, ci- dessus, que, eu vertu des équations K, = o, K, =o, K„ =o, on aurait un nombre fini de directions F,, P,, P,, pour l'enveloppée P, et je u ai point cherché le nombre des directions possibles. Pour obtenir
ce nombre, il aurait fallu résoudre les équations; mais il est facile de démontrer, par des considérations géométriques, que jamais la droite £ ne pourra être située sur l'Iiyperboloïde, lieu des points de l'espace dont les distances aux axes A et A, sont dans un rapport constant.
Et en effet, supposons que la droite £ est située sur l byperboloïde; on sait que l 'enveloppée plane P sera perpendiculaire à la droite £. En faisant tourner la droite £ autour de l'axe A, ou aura un byperboloide tle révolution A, et la courbe S qui, tracée sur A, viendra successivement passer par les divers points de £, sera une développante hyperboloïdique.
Or, l’enveloppe du plan P est une héliçoide développable <l>, dont l'arête de rebroussement est tracée sur un cylindre de révolution H ayant pour axe l’axe A; il faudra donc, si en effet la droite £ peut être située sur l’hyperboloïde, que la surface <t> contienne la courbe ê, et c’est ce qui ne peut avoir lieu.
Et en effet, pour que cela fût, il faudrait que l’on pût mener par des points équidistants et situés sur la droite £ des plans tangents au cylindre H comprenant entre eux des angles égaux, et il est évident que cela est impossible.
Ainsi, il est bien démontré que le frottement est de glissement dans mes nouveaux engrenages, dont la théorie a été exposée dans le chapitre 111 , et que le frottement ne peut avoir une tendance au roulement qu'en les points où la courbe £ perce l'hyperboloide , lieu des points de l'espace dont les distances aux axes A et A, de l'engrenage sont dans un rapport constant et inverse de celui des vitesses de ces axes.
DESCRIPTION DE LA PLANCHE IV
Cette planche reprétente l'épure, en grandeur naturelle, qui a servi a construire le modèle de l’engrenage de force destiné à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes, non situés dans un même plan, et comprenant entre eux un angle de 3o°.
Un modèle de cet engrenage existe dans les collections de l’Ecole Polytechnique, et a été exécuté, en 1 83 1 , par feu Dhocciii, conservateur des modèles à cette Ecole.
Un second modèle du même engrenage a été exécuté, en i8ji, par M. Médab, pour les galeries du Conservatoire royal des Arts et Métiers.
Explication tic l'épure.
La ligne LT représente la ligne de terre;
Laxe A de la roue, portant vingt-quatre dents cylindriques à développantes de cercle, est vertical; ses projections sont A* et A”;
L’axe A, de la roue, portant dix-huit dents hélicoïdales, est situé dans le plan vertical de projection; ses projcctious sont A, et A‘ ou LT;
Les lignes milieu M et M, sont, sur le plan vertical de projection, le* traces verticales de deux plans partageant en parties égales les rondelles à denter.
Ces lignes M et 31, se coupent en un point X 1 ' qui sera la projection verticale de la droite X intersection des deux plans partageant les rondelles en parties égales.
On a fait tourner la roue fixée à l’axe incliné A, autour de la droite X , pour amener cette roue eu une position horizontale.
C’est en cette position horizontale que la roue portant dix-huit dents se trouve représentée par l’épure.
En lisant la théorie de cet engrenage, exposée dans le chapitre II, on pourra suivre sur cette épure les diverses constructions graphiques.
FIN
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