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THÉORIE
La Pjrométrie de Lambert contient les premières applications qae l’on a faites du calcul à la théorie de la chaleur; elles ont pour objet la distribution de la chaleur dans une barre^ et la comparaison des quantités de chaleur rayonnante que le sofcil envoie à la terre et au* planètes pendant leurs révolutions entières ou des parties de chaque révolution. L’auteur fait voir que ces quantités sont liées à la première loi de Képler, suivant laquelle les aires décrites autour du soleil, par le rayon vecteur de chaque planète, sont proportionnelles au temps employé à les décrire. Relativement aux températures des points d'une barre soumise à des sources constantes de chalenr, il montre comment elles peuvent être exprimées par des formules qui satisfont aux expériences. Mais Lambert n’a pas cherché à déduire ces formules de l’équation différentielle d’où dépend la température d’un point quelconque, quand la barre est parvenue à un état permanent. La forme de cette équation , et celle de l’équation aux différences partielles qui a lieu pendant que la barre s’échauffe ou se refroidit, ont été indiquées par M. Biot , en 1804 , dans l’extrait d’un mémoire sur la propagation de la chaleur '*). M. Biot les a déduites du principe de Newton, sur la communication de la chaleur entre des corps juxtaposés, qu’il a étendn aux tranches contiguës et infiniment minces de la barre. Il intègre l’équation relative à l’état permanent, puis il véri-
(•) Bibliothèque britannique , tome XXVII.
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fie, sur ses propres expériences et sur celles de Kumford, la loi des
températures qui résulte de celte intégrale.
Ces premiers essais, et l'ingénieuse théorie des échanges de chaleur rayonnante qu’on doit à M. Pierre Prévost , de Genève , constituaient toute la théorie mathématique de la chaleur, lorsque Fourier s’en est occupé dans un mémoire envoyé à l’Institut en 1807, et, ensuite, dans la pièce couronnée par ce corps savant au commencement de 181a. (*). Parle nombre et la variété des questions que l’auteur a considérées, celte théorie est devenue alors une branche nouvelle de la Physique mathématique. Fourier a traité de uouveau une partie de ces questions dans sa Théorie analytique de la Chaleur. Les volumes de l’Académie des Sciences et ceux des Annales de Physique et de Chimie , qui ont paru depuis cet ouvrage , contiennent aussi d’autres recherches de l'auteur 'sur le même sujet, relatives principalement à la chaleur rayonnante et à la chaleur de la terre. •
Laplace s’est occupé de la théorie de la chaleur peu de temps après Fourier. Dans une note imprimée en 1810 (**) , il considère la propagation de la chaleur dans l’intérieur des corps comme le résultat d’un rayonnement moléculaire qui s’étend au-delà des molécules les plus voisines, h des distances finies, mais insensibles; et il montre comment cette manière nouvelle d’envisager la question peut conduire à l'équation aux différences partielles d’où dépend la loi des températures dans l’intérieur des corps. Il indique aussi , mais fort incomplètement , un moyen de former l'équation générale relative à leur surface, que Fourier avait précédemment donnée sans démonstration. Dans la Connaissance des Tcms de j8a3, et ensuite dans le livre XI de la Mécanique céleste , Laplace s’est occupé de la résolution de ces deux équations, appliquées au cas d’une sphère homogène et dont la superficie est partout la même , qui a été primitivement échauffée d’une manière quelconque. La solution générale qu'il a donnée de ce problème comprend celle de Fourier, qui se rapporte au cas particulier où la température des points de la
(*) Mémoires de C Académie des Sciences, tomes IV cl V.
(**) Mémoires de la première classe de rinstitul, année 1809, page 33a
sphère ne dépend que de leur dislance à son centre ; elle est fondée sur l’analyse que l’auteur avait employée autrefois dans la question du flux et du reflux de la mer, et présente une nouvelle application de cette analyse, dont le caractère spécial est d’exprimer la valeur générale del’iDCOnnuedc chaque problème, par la somme d’un nombre indéfi ni de valeurs particulières. Je suis parvenu au même résultat , dans mon second mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les corps solides (*) , par une analyse différente et moins simple , mais qui avait cependant quelque avantage, et que Laplace a regardée comme une confirmation de la sienne. En appliquant celte solution générale au globe terrestre , il a été conduit à partager l’opinion de Fourier, qui attribue à la chaleur primitive de la terre l’accroissement de température que l’on observe à partir de sa superficie, et dont la grandeur n’est pas la même dans toutes les localités. Cette hypothèse d’une température provenant de la chaleur d’origine et qui devrait s’élever à des millions de degrés dans les couches centrales du globe, a été généralement adoptée ; mais les difficultés quelle présente m’ont paru la rendre invraisemblable; et j’ai proposé une autre manière d’expliquer la température croissante que l'on a reconnue, depuis long-temps, à toutes les profondeurs où l’on a pu attciudre.
Dans cette nouvelle explication, le phénomène dépend de l'inégalité de température des régions de l’espace que la terre traverse successivement par suite du mouvement de translation commun au soleil et à toutes les planètes. Il serait, en effet, hors de toute vraisemblance que la température de l’espace fût partout la meme; les variations qu’elle éprouve, d’un point à un autre, séparés par de très grandes distances, peuvent être fort considérables ; et elles doivent produire des variations correspondantes dans la température de la terrt: , qui s’étendent jusqu’à des profondeurs dépendantes de leurs * durées et de leurs amplitudes. Si l’on suppose, par exemple, qu’un bloc de pierre soit transporté de l'équateur à notre latitude, son refroidissement aura commencé à la surface, et se sera propagé dans son intérieur; et s’il ne s’est pas étendu à la masse entière, parce que le
(*) Journal de T École Polytechnique , ig* cahier.
temps du transport aura été trop court, ce corps, parvenu dans nos climats, présentera le phénomène d’une température croissante à partir de sa superficie. La terre est dans Je cas de ce bloc de pierre ; c’est un corps qui vient d’une région dont la température était plus élevée que celle du lieu où il se trouve actuellement; ou, si l’on veut, c’est un thermomètre mobile dans l’espace, qui n’a pas le temps, à cause de ses grandes dimensions et d’après son degré de conductibilité, de prendre, dans toute sa masse, les températures des diverses régions qu’il traverse. Aujourd’hui la température du globe est croissante audessous de sa superficie; le contraire a eu et aura lieu dans d’autres temps; en outre, à des épo'ques séparées par de longues suites de siècles, cette température a dû être, et sera par la suite, beaucoup plus haute ou beaucoup plus basse qu’elle ne l’est maintenant; ce qui empêche que la te ire soit toujours habitable par l’espèce humaine, et a^ieut-être contribué aux révolutions successives dont sa couche extérieure conserve les traces. Il faut remarquer que ces alternatives de la température de l’espace , sont des causes certaines , qui influent sans cesse sur la chaleur du globe , du moins près de sa surface ; tandis que la chaleur d’origine de la terre, quelque lente quelle soit à se dissiper , n’est cependant qu’une circonstance transitoire dont on ne pourrait démontrer l’existence à l’époque actuelle, et à laquelle on ne serait forcé de recourir, comme une hypothèse, que si les causes permanentes et nécessaires ne suffisaient pas à l’explication des phénomènes.
Dans cette indication succincte des principales recherches des géomètres sur la théorie de la chaleur, je ne dois pas oublier de faire mention d'un mémoire présenté récemment à l’Institut par M. Lamé, professeur de physique à l’École Polytechnique. L’auteur a déterminé, dans ce mémoire (*), la loi des températures de tous les points d’un ellipsoïde homogène parvenu à un état permanent; et il a trouvé que l’expression de celte loi dépend des fonctions elliptiques; ce qui ne s’était présenté jusque là dans aucun problème relatif à la distribution de la chaleur dans un corps de forme donnée.
Je me bornerai, dans ce préambule, à ces citations; elles suffiront
(*) Toiyc V des Mémoires présentés à I Académie des Science*.
pour qu’on puisse connaître la première origine de la partie de la science que je vais traiter, l'extension et l’importance quelle a acquises dans ces derniers temps, et son état actuel. Je laisserai au lecteur à comparer les principes d’où l'on était parti jusqu’à présent et les résultats qu’on avait obtenus, aux principes et aux résultats qui seront exposés dans cet ouvrage. En lui donnant le titre de Théorie mathématique de la chaleur , j’ai voulu indiquer qu’il s’agira de déduire, par un calcul rigoureux, toutes les conséquences d’une hypothèse générale sur la communication de la chaleur, fondée sur l’expérience et l’analogie. Ces conséquences seront alors une transformation de l’hypothèse même, à laquelle le calcul n’ôle et n’ajoute rien ; et leur parfaite conformité avec les phénomènes observés ne pourra laisser aucun doute sur la vérité de la théorie. Toutefois, pour que cette théorie fût complète, il faudrait qu’elle comprit la détermination des mouvemens produits par la chaleu» dans les fluides aériformes, dans les liquides, et même dans les corps solides; mais les géomètres n’ont point encore abordé cet ordre de questions, d’une grande difficulté, auquel se rattacheut le phénomène des vents alises , celui de certains courans qu’on observe dans la mer, et les variatious diurnes du baromètre. Dans l’état actuel de la science , la théorie mathématique de la chaleur a seulement pour objet la communication de la chaleur, de proche en proche dans l’intérieur des corps solides et des liquides, et à distance entre des corps différera : sous ce double rapport, je n’ai rien négligé pour que cet ouvrage fût aussi complet qu’on pourra le désirer.
Les données nécessaires pour réduire, dans chaque cas, les formules en nombre , sont la chaleur spécifique, la mesure de la conductibilité dans l'intérieur des corps, et celle du pouvoir rayonnant à leur surface. La chaleur spécifique a été déterminée pour un grand nombre de corps solides, liqnides ou gazeux, par diflërens procédés qui sont exposés dans les traités de Physique ; les notions qu’on a jusqu'à présent sur la conductibilité et sur le pouvoir rayonnant sont beaucoup moins précises. Indépendamment de ces données physiques, relatives à chaque corps en particulier, la théorie emprunte encore à l’expérience la loi de l’émission de la chaleur à travers les surfaces des
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corps. Sur ce point, j’ai adopté la loi générale en fonction des températures, que MM. Dulong et Petit ont donnée dans le mémoire qui a remporté le prix de l’Académie des Sciences en 1818 (*); ouvrage que l’on regarde, à juste titre, comme un des plus remarquables de la Physique expérimentale, soit h raison de l’importance et de l'ensemble des résultats, soit à cause de la précision des observations et des difficultés que les auteurs out surmontées. En vertu de cette loi, la communication de la chaleur entre deux corps ne dépend pas simplement de leur température relative, comme on l'avait admis pendant long-temps, d'apres le principe de Newton, suffisamment exact dans le cas des températures ordinaires, mais qui s’écarte de plus en plus de l’observation à mesure que les températures sont plus élevées. L’analogie porte à Croire, et j'ai supposé, en effet, qu’il en est de même dans l'intérieur des corps ; et quoique la communication de la chaleur n’ait lieu qu’entre des molécules très voisines, dont les températures sont très peu différentes, la considération des .carrés de leurs différences donne naissance, néanmoins, à des termes que j’ai déterminés, et dont l'omission rendait incomplète l’équation des températures intérieures , telle qu’on l'avait donnée jusqu’ici pour les corps homogènes. ,
Cette Théorie mathématique de la Chaleur formera la seconde partie d’un Traité de Physique mathématique , où je me propose de considérer successivement, sans m'astreindre à aucun ordre arrêté d’avance , les diverses questions de la Physique auxquelles je pourrai appliquer l’analyse. La première partie de ce Traité est la Nouvelle théorie de l’Action capillaire , publiée en 1 83 1 .
(*) Journal de l'École Polytechnique , 1 8* cahier.
CHAPITRE PREMIER
Notions préliminaires.
(i). L’hypothèse qui fait dépendre les phénomènes de la chaleur, des ondulations d’un fluide stagnant, n’a conduit, jusqu’à présent, à aucun résultat précis et conforme à l’expérience; c’est pourquoi j’adopterai dans cet ouvrage la théorie beaucoup plus féconde , qui attribue ces phénomènes à une matière impondérable, contenue dans les parties de tous les corps aussi petites que l’on voudra, et pouvant s’en détacher et passer d’une partie à une autre, ce qui fait varier avec le temps la quantité de cette substance renfermée dans chaque partie.
Cette matière s’appelle calorique; on la nomme aussi matière de la chaleur, ou simplement chaleur.
On regarde comme inépuisable la chaleur renfermée dans un corps, en sorte qu’il en contient toujours la quantité nécessaire pour balancer l’attraction mutuelle de ses molécules , et les maintenir à distance les unes des autres. Nous ne pouvons donc pas connaître la quantité totale de chaleur contenue dans un corps ou dans une de ses parties; mais il est possible de comparer entre elles, d’après les effets qu’elles produisent, les quantités de chaleur qu’un corps perd ou acquiert pendant un temps donné ; et en prenant pour unité la quantité de chaleur correspondante à un effet constant et déterminé, ces quantités variables se mesurent et s’expriment en nombres rapportés à cette unité de leur espèce, comme les quantités de toute autre nature que l’on soumet au calcul.
(a). L’effet le plus général de la chaleur et le plus indépendant de nos sensations, est la dilatation des corps où elle est introduite.
Si deux corps sont en contact, ou seulement assez rapprochés, une partie de la chaleur de l’un passe dans l’autre, et réciproquement.
Celui de ces deux corps qui reçoit plus de chaleur qu’il n’en émet éprouvé une dilatation, en même temps l’autre se contracte; au bout d’un certain temps ce double effet cesse, et les deux volumes demeurent constans. L’un de ces deux corps étant un thermomètre , c’est-àdirc un instrument formé en général d"un fluide, afin que les dilatations ou condensations soient plus sensibles, les parties de son volume, à l’époque où il est devenu constant, marquent ce qu’on appelle la température de l’autre corps au même instant. Ainsi la température est un effet de la chaleur indiqué par les parties du volume ou les degrés d’un thermomètre formé d’un fluide déterminé.
Les indications de plusieurs thermomètres formés de fluides différons peuvent être différentes; et cela arrivera, en effet, si ces fluides ne se dilatent pas suivant la même loi, pour des accroisscmens égaux de chaleur. Dans les températures ordinaires, depuis zéro jusqu'à cent degrés, par exemple, la marche du thermomètre à mercure est la même que celle du thermomètre à air; mais ces deux instrumens s’écartent notablement l’un de l’autre dans les hautes températures; et l’expérience ayant fait voir que les lois du refroidissement des corps, et généralement celles des phénomènes de la chaleur, sont plus simples quand on les rapporte au thermomètre à air, nous supposerons, pour fixer les idées, que toutes les températures sont exprimées en degrés de ce thermomètre centigrade ; en sorte que l’unité de température sera le centième de l’accroissement d’un volume d’air ou d’un gaz quelconque, qui a lieu en passant du terme de la glace fondante à celui de l’ébullition de l’eau sous la pression barométrique ordinaire de oro,76; lequel accroissement est, comme on sait, o,5y5 du volume à zéro pour tous les gaz. Au-dessus du zéro de l’échelle thermométrique les températures seront positives, et au-dessous elles seront des quantités négatives.
Au reste, quelle que soit la matière dont un thermomètre est formé, s’il indique des températures égales pour deux ou plusieurs corps, un autre thermomètre marquera encore pour ces mêmes corps des températures égales entre elles ; et si ces corps sont mis en contact ou en présence les uns des autres, leurs volumes ne varieront pas; car alors chacun d’eux pourra être considéré comme un thermomètre, par rapport à tous les autres.
DE LA CHALEUR. g
(3) . Pour faire passer un corps de l'état solide à letat liquide, ou de letat liquide à l'état de vapeur, saus que sa température soit changée, il y faut introduire une certaine quantité de chaleur, variable d’un corps à un autre, et que l'on appelle chaleur latente. Cette chaleur insensible au thermomètre n’est cependant pas détruite: clic réside dans les molécules du corps quelle maintient aux distances mutuelles où elles doivent être dans le nouvel état, liquide ou gazeux; elle reparaît intégralement lorsque le corps revient de letat de vapeur à l’état liquide, ou de l’état liquide à letat solide.
Ainsi , lorsqu’un poids donné de glace, amené d’nbord à la température zéro, est réduit en eau à la même température, il absorbe , comme on sait, la quantité de chaleur nécessaire pour élever de zéro à 7 5° la température d’un même poids d’eau ; et pour réduire en vapeur à la température de ioo° un poids d'eau déjà parvenu à cette température, on sait aussi qu’il y faut introduire la quantité de chaleur qui serait nécessaire pour élever de zéro à ioo* la température d’un poids d'eau à peu près sextuple. Des pertes de chaleur égales à ccs augmentations ont lieu quand la vapeur d’eau revient à letat liquide, et quand l'eau revient à l’état de glace , sans changement de température, dans l'un et l’autre cas. Les changemens d’état de tous les corps présentent des effets semblables, mais eu proportions plus ou moins considérables.
Je prendrai pour unité de chaleur la quantité de cette substance impondérable , nécessaire pour réduire en eau à la température zéro un gramme de glace à la môme température.
(4) . Depuis long temps les physiciens ont aussi reconnu que les corps différons acquièrent ou perdent des quantités inégalesde chaleur, lorsqu’ils éprouvent , sans changer d’état , des variations égales de température. Cela étant, nous appellerons chaleur spécifique d’un corps le nombre d’unités de chaleur qui sera nécessaire pour élever d’un degré la température d'une unité de volume, remplie de la matière de ce corps, dans son état solide, liquide ou gazeux.
Nous rapportons ai usi la chaleur spccilique à l'unité de volume, parce que cela nous sera plus commode dans nos calculs; mais on peut aussi la rapporter à 1 unité de poids. Si l’on prend pour ces unités le centimètre cube et le gramme, et que l’on désigne par c et y les quantités de chaleur nécessaires pour élever d’un degré leur température,
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c et y seront les chaleurs spécifiques rapportées à l’unité de volume et à l’unité de masse; et pour un même corps , dopt je représenterai par p la densité, il est aisé de voir que ces quantités seront liées entre elles par l’équation
c = ry.
Dans les corps solides la quantité y est sensiblement constante, tant que la .température est peu élevée; elle devient croissante à de très hautes températures; en sorte qu’il faut a très peu près une égale quantité de chaleur pour élever la température d’un même corps solide, soit de zéro à un degré, soit de 100° à ioi°, mais une quantité un peu plus grande pour l’élever, par exemple, de 5oo" à 3oi". Si l’on considère que les liquides changent d état pour des variations de température qui ne sont pas très grandes, il y a lieu de croire que les variations de la quantité y y sont bien plus rapides que dans les solides, et quelles existent meme dans les basses températures; on peut aussi présumer que cette quantité y demeure constante à toutes les températures, dans les gaz qui sont loin de la liquéfaction ; mais l'expérience ne nous a encore rien appris de certain à cet égard.
(5). U est important, pour la suite de cet ouvrage, de se former une idée précise de la température et de la chaleur spécifique dans lescorps où ces démens varient d’un point à un autre et avec le temps.
Dans un corps homogène où la chaleur est distribuée uniformément entre toutes les parties, la température est aussi partout la même. Pour que le thermomètre marque exactement celte température, il faut que pendant toute la durée de son contact avec le corps, la quantité de chaleur qu’il lui communique ou qu’il lui enlève, soit insensible; ce qui exigerait que cet instrument fût un thermomètre idéal , dont la masse serait infiniment petite, eu égard à celle du corps : hypothèse que l’on pourrait faire , puisqu'il s’agit de définir et non de mesurer la température. Mais on peut aussi imaginer que pendant toute la durée du contact, la chaleur de toutes les parties du corps soit entretenue, par un moyen quelconque, dans un état permanent; et aloix la température sera celle qu’indiquera le thermomètre, quelles que soient la masse de cet instrument et la durée de l'expérience.
Gela posé, soit M un point d’un corps A homogène ou bétérogitiie ;
concevons autour de M une partie m de A , dout les dimensions soient insensibles, et qui comprenne néanmoins un nombre immense de molécules (*); au bout d’un temps quelconque t , imaginons un autre corps B, homogène , dont toutes les parties soient de la même matière que m, et qui aient aussi toutes la même chaleur que m à cet instant : cet état calorifique de B étant supposé invariable , si l’on appelle u sa température, u sera aussi la température de A au point M et au bout du temps t. Quelle que soit la disposition régulière ou irrégulière des molécules dans chaque partie m de A, k cause de leur nombre immense, on pourra considérer u comme une fonction connue ou inconnue, de t seulement, si la température est La même dans toute l’étendue de A, ou de t et des trois coordonnées de M, si la température varie d'uu point à un autre de ce corps.
La chaleur spécifique de A, qui répond au point M, sera aussi celle du corps B, tel qu’on vient de le définir. En la désignant par c, cette quantité sera une fonction de la température correspondante u et des coordonnées de M, lorsque A Sera un corps hétérogène, et simplement une fonction de «, dans le cas de l'homogénéité de A. Si l’on représente par v le volume de m, le produit cvdu sera alors Laugmeutatiou de chaleur de cette petite masse, pendant l’instant dt auquel répond l’accroissement du de la température.
C’est de cette manière que nous exprimerons dans la suite la variai tion instantanée de la chaleur d'une partie materielle de grandeur insensible ; mais elle est aussi égale à p) du , en désignant par p le poids de cette partie m, et par y la chaleur spécifique rapportée à l’unité de poids. Si A est un corps homogène partout également échauffé, et si
l'on appelle P son poids entier, P f y du exprimera l'augmentation
totale de la quantité de chaleur, pendant que la température u, commune à tousses points, s’élèvera de a à S. Pour la calculer, il faudrait connaître y en fonction de u ; mais lorsque les températures a et C ne sont ni très hautes, ni très abaissées au-dessous de zéro, on considère y comme une quantité constante , et l’on prend P}. (C — a) pour la variation de chaleur de A qui répond h la variation Ç — c de sa tempora-
(*) Traité de Mécanique, tome I", page 1 76.
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turc, pourvu que son état solide, liquide ou gazeux n'ait pas changé.
L’hypothèse du n* i , suivant laquelle la quantité inconnue de chaleur renfermée dans un corps est inépuisable, exige que la quantité^ décroisse avec la température, du moins quand u a de très grandes
valeurs négatives, et que ce décroissement soit tel que Ç' y du ait une
valeur finie à la limite G = — x , de telle sorte que le produit de cette intégrale et de P soit moindre, abstraction faite du signe, que la quantité de chaleur qui fait partie de A , quand u — a..
(6). Une observation que l'on a souvent l’occasion de répéter, fait voir que les corps incandescens, et même ceux dont la température est très élevée, sans qu’ils soient cependant devenus lumineux, émettent continuellement de la chaleur qui se propage en ligne droite dans l’air environnant. On s'est aussi assuré que quand cette chaleur émise par un corps vient tomber sur un autre, elle est en partie absorbée par celui-ci, et en partie réfléchie à sa surface sous un angle égal à celui de l'incidence, comme dans la réflexion de la lumière.
Cette chaleur en mouvement est proprement ce qu’on appelle la chaleur rayonnante . La vitesse de sa propagation nous est inconnue ; nous savons seulement qu’elle est extrêmement grande, et peut être comparée à celle des rayons lumineux. Dans le vide, son intensité varierait, comme celle de toutes les émanations, en raison inverse du carré de la distance au point de départ; dans l'air et dans les gaz, elle décroît un peu plus rapidement, à cause de la petite absorption qu'elle éprouve, et qui est d'autant plus faible, pour un même fluide, qu’il a été plus raréfié.
Le corps qui absorbe la chaleur rayonnante s’échauffe de plus en plus ; celui qui l'émet se refroidit graduellement ; et ces effets subsistent jusqu a ce que les températures de ces deux corps soient devenues égales. Mais l’émission de la chaleur par un corps ne peut être attribuée qu’à un mode quelconque d’action de ce corps sur lui-même, et nullement à l’action d’un autre corps éloigné, sur lequel cette chaleur peut ensuite aller tomber. Pour un même corps, et pour un même état de sa surface , la production de la chaleur rayonnante ne doit donc dépendre que de sa propre température. Ainsi , il y a lieu de croire que le rayonnement de la chaleur existe, avec une
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intensité plus ou moins grande , à toutes les températures ; qu’il est réciproque entre les diflërens corps; et qu'il subsiste encore lorsque les températures sont égales, quoiqu’il n’y ait alors ni échauffement , ni refroidissement.
Si l’on considère, en outre, que les plus petits corps émettent et absorbent de la chaleur rayonnante, on sera conduit à penser que cette double faculté appartient à leurs molécules mêmes, et que le rayonnement a lieu dans l’intérieur des solides et des liquides, où il ne diflère de celui que l’on observe à travers l’air et les gaz , qu’à raison d’une absorption beaucoup plus rapide.
De plus , l’air et les gaz absorbant la chaleur rayonnante , à la vérité en très petite proportion, soit à cause de leur nature, soit à raison de leur petite densité, l’analogie porte à supposer que leurs molécules émettent la chaleur rayonnante, aussi bien que celles des corps solides et des liquides.
C’est ainsi que l’on a été conduit à considérer les molécules de tous les corps comme des foyers de chaleur rayonnante. Cette chaleur émise en tons sens par chaque molécule, se propage à travers les pores ou espaces vides de matière pondérable , jusqu’à ce qulelle ait été absorbée en entier par d’autres molécules quelle vient à rencontrer ; cc qui a lieu à des distances généralement très petites, dans les corps solides et dans les liquides, et, au contraire, à de très grandes distances dans les dill'érens gaz.
(7). La théorie mathématique de la chaleur est fondée sur cette hypothèse générale d’un rayonnement moléculaire, considéré, quelle qu’en soit la cause , comme une déduction de l’expérience et de l’analogie.
Nous admettrons donc, dans la suite de cet ouvrage, que toutes les parties matérielles des corps, aussi petites que l’on voudra, émettent et absorbent continuellement de la chaleur. Nous supposerons aussi que l’émission a lieu également et sans interruption, dans tous les sens autour de chaque partie prise dans l’intérieur d’un corps, ou située à sa surface. Il en résultera des échanges continuels de chaleur eutre les parties très voisines d’un même corps solide ou liquide , ou bien entre les parties de deux corps différens, très rapprochées de leurs surfaces. Le problème consistera à déterminer les variations de
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température produites par ces échanges, et à en conclure les lois de la communication de la chaleur, à distance entre des corps diffërcns, et de proche en proche dans l’intérieur d’un même corps.
Les parties des corps dont il s’agit dans cet énoncé sont des portions de matière , telles que la partie m du corps A , dont toutes les dimensions sont insensibles, et qui contiennent néanmoins des nombres immenses de molécules. C’est toujours là ce que nous entendrons dorénavant par des parties matérielles de grandeur insensible. L’échange de chaleur entre m et une autre partie semblable m', résultera de l’émission et de l’absorption par toutes leurs molécules. Mais si l’on considérait isolément une molécule de m et une molécule de m', cet échange ne présenterait rien de régulier que l’on pût soumettre au calcul: à certains intervalles de temps, la molécule de m pourrait ne pas émettre de chaleur vers la molécule de m', ou celleci ne rien envoyer à la première ; le contraire aurait lieu à d’autres époques. A un même instant, les échanges de chaleur pourraient être très difTérens entre la molécule qui répond nu point M et les molécules situées, dans diverses directions, à égales distances du point M ; et enfin ces échanges varieraient aussi sans aucune régularité, en passant de ce point M à un autre point situé à une distance insensible de M. Les nombres extrêmement grands de molécules dônt sont Composées les parties matérielles , telles que m et m', produisent, sous tous ces rapports, la régularité indispensable dans les échanges de chaleur, pour que l’on puisse calculer les -variations de température qui en résultent, et exprimer la température correspondante à un point quelconque M, en fonction de scs trois coordonnées et du temps t ; ce qui est l’objet général du problème que nous aurons à résoudre. ,
(8). D’après cette considération , la nature de m et sa température étant données, nous pourrons regarder la quantité totale de chaleur émise en tous sens par cette partie matérielle, dans un temps aussi donné , comme proportionnelle à sa masse m et à ce temps. En désignant donc par n la quantité de chaleur qui serait émise , pendant l’unité de temps, par nne masse prise pour unité, de la même matière que m, et ayant une température constante, égale à la température u de m au bout du temps t , nous pourrons représenter par
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rimât, la quantité de chaleur cmise par m pendant l’instant rit La quantité II dépendra de u et de la matière de m ; elle décroîtra avec la température; et quoique nous ayons supposé inépuisable la chaleur contenue dans chaque partie matérielle , il ne s’ensuit pas que la faculté d'émettre la chaleur soit indéfinie, et qu’il n'y ait point une valeur négative de a assez grande pour rendre la quantité FI nulle ou tout-à-fait insensible. A cette température, si elle existe, la chaleur qui l'estera encore dans l’intérieur d’un corps ne sera plus employée , comme la chaleur latente , qu a balancer l’attraction mutuelle de ses molécules , et à les maintenir aux distances où elles seront alors les unes des autres. Une compression suffisante, exercée à la surface, pourra encore faire sortir une partie de cette chaleur sous forme rayonnante.
La chaleur émise par rn pendant un temps r quelconque, aura pour expression ni Ç fie// ; mais cette quantité absolue de chaleur restera
toujours inconnue; aucun phénomène ne pourrait la faire connaître, soit pour une partie m de A , soit pour ce corps entier : l’expérience et le calcul ne déterminent jamais que des différences entre les quantités de chaleur émises et absorbées par uu corps pendant un même temps. Ainsi, lorsque toute la chaleur émise par A, pendant un certain temps, tombe sur une masse de glace, et est employée à en fondre une partie , la quantité de glace fondue est seulement la mesure de l’excès de la chaleur émanée de A sur celle qui est absorbée par ce corps pendant le même temps, et qui lui est envoyée par la glace fondante.
(g). C’est encore à raison du nombre extrêmement grand de molécules dont la partie m est formée, que nous pourrons supposer, comme nous l’avons dit plus haut, l’émission égale en tous sens autour de M , et la même que si cette partie m était isolée. Cela étant , si nous décrivons du point M comme centre et d’un rayon quelconque r, une surface sphérique, et si nous n’avons point égard à l'absorption qui aura lieu autour de M, cette surface recevra en entier la chaleur ri/nd< émise par m, qui se partagera entre ses parties, proportionnellement à leur étendue. Dans cet ouvrage, le rapport de la circonférence au diamètre sera toujours représenté par
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la lettre nt ; la surface sphérique entière sera donc égale à l\irr* , et la portion de n mdt qui atteindra et traversera une partie s de
, . snmdt
cette surface, aura pour expression —~yr •
Cette partie s pourra être aussi petite que l’on voudra; mais si elle est de grandeur insensible, il faudra toujours que ses dimensions répondent, comme celles de ni, à des nombres extrêmement grands de molécules. Pour abréger, nous appellerons alors s ou généralement une semblable partie insensible d’une surface quelconque, un élément de cette surface. Si s et un élément tu d'une autre surface ont un point commun O (fig. i”), que la normale ON à cette seconde surface et le rayon O.M de la surface sphérique fassent un angle aigu 6, et que ces deux élémens $ et ai soient compris dans un même cône ayant sou sommet au point M, on aura sensiblement
ai cos 6 = x,
comme si ces élémens étaient infiniment petits, pourvu toutefois que les rayons de courbure des deux surfaces au point O ne soient pas de grandeur insensible, comme les dimensions de a> et de s. De plus, ce sera la même portion Ue chaleur émanée de m , qui traversera les deux élémens; par conséquent, la quantité de chaleur émise par m pendant l'instant dt , et qui atteindra, à la distance r,Télément ai d’une surface quelconque, abstraction faite de l'absorption intermédiaire, s’exprimera généralement par
m cos 0
fl mdt.
Ayant décrit deux surfaces sphériques et concentriques, qui ont pour rayons r et l’unité , si l’on représente par f et \ira les portions de ces surfaces, interceptées par un même cône qui a son sommet à leur Centre commun , on aura
Ce rapport est une fonction indépendante de l'unité linéaire que l'on appellera l 'ouverture du cône. S’il s'agit du cône extrêmement aigu, circonscrit à l’élément ai, et qui a son sommet au point M, la fraction
<r aura uni* grandeur finie, mais insensible. On aura alors
m cos 3
et la quantité de chaleur précédente pourra s’exprimer par otlmdt, dans toute la longueur du cône.
(to) Maintenant, si nous avons égard à l’absorption de la chaleur dans l’intérieur du corps A , cette portion de chaleur aïlrndt émanée de m pendant l'instant dt , suivant une direction donnée, sera réduite, à la distance r de m, dans un rapport de p à 1 unité, et deviendra pjTlmdt ; le coefficient p étant une fonction de r qu’il s’agira de déterminer et qui sera égale à l’unité pour r= o.
Pour cela, du point M de ce corps, je décris deux surfaces sphériques dont les rayons seront r et r-f- x. Soient s et s' lesélémens de ces surfaces , interceptés par le cône extrêmement aigu qui a son sommet au point M et <r pour ouverture ; nous aurons
-jw (r -+-»)* 4ir* 35 er"
Supposons que p devienne p' quand on y met r + »i à la place de r; la fraction de la quantité de chaleur uU mdt qui tombe sur l’élément s étant patl/ndt, celle qui atteindra l’élément s' sera de même p'aUrndt , et conséquemment la chaleur absorbée en allant de r à r' aura pour valeur (p — p') erUrndt. Or, si nous supposons que x soit d’une grandeur insensible , mais qui réponde néanmoins, comme chacune des dimensions de s , à un nombre extrêmement grand de molécules , nous pourrons admettre que cette chaleur absorbée est proportionnelle à la chaleur incidente pjïlnult sur l’élément s, à l’épaisseur » de la matière absorbante, et à sa densité, que nous représenterons par f' . Dans ces hypothèses, les plus simples et les plus naturelles que l’on puisse foire sur l’absorption de la chaleur, la portion de chaleur absorbée en allant de s à s', aura donc aussi pour expression le produit q'f'tip7T\mdt , dans lequel o' est un coefficient qui pourra varier avec la matière absorbante et avec la température. En égalant cette seconde valeur à la première, et supprimant le facteur commun oï\rruh , il en résultera .
p — p' = q'r'np i
mais on a , par le théorème de Taylor,
et quoique les coefliciens de cette série soient très divergens, puisque p est une fonction qui varie très rapidement avec r, on peut cependant prendre l’accroissement « de r assez petit pour que I3 série soit toujours très convergente , et qu’il suffise de conserver son premier terme ; ce qui changera l’équation précédente en celle-ci :
Ce sera cetle équation différentielle qu’il faudra intégrer pour obtenir la valeur demandée de p ; on déterminera la constante arbitraire qui sera contenue dans l’intégrale , de manière qu’on ait p = t quand r = o.
(11). Afin de rapporter toutes les quantités au point M du corps A que l’on considère, je désignerai par f et q ce que deviennent et q' en ce point , ou quand r = o. La quantité q sera alors la mesure du pouvoir absorbant de la matière de m, à la température u ; la quantité FI est déjà la mesure de son pouvoir émissif à la même température, rapportée aussi à l’unité de masse. La densité de A qui répond au point M sera la quantité f , c’est-à-dire que f exprimera, quelle que soit la distribution régulière ou irrégulière des molécules dont m se compose , la somme de ces molécules, ou la masse m, divisée par le volume de cette même partie matérielle (*). Pour l'homogénéité des quantités, il faut observer que si l’on fait
« sera une ligne; ce qui résulte de ce qu’à la distance r de m, le produit de q'p' et de la ligne s devait être un nombre abstrait.
Si A est un corps homogène, de nature quelconque, solide, li-
[*) Traité de Mécanique , tome 1", page 176.
quide, aériforme , et que sa température soit partout la même, les quantités q' et p‘ seront constantes et égales à q et p ; on aura
qp' = - , et l’on tirera de l’équation (1),
e étant la base des logarithmes népériens.
La portion de chaleur émanée de m, qui atteindra à chaque instant l’élément s perpendiculaire au rayon r, sera alors
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Si donc la grandeur de cet élément est constante , il recevra la même quantité de chaleur à distance égale de M , dans toutes les directions autour de ce point; et à distances inégales, cette quantité variera en raison inverse du carré de r et en raison directe de
l’exponentielle e ‘.Le produit ^-,e * exprimera donc le décroissement d'intensité de la chaleur rayonnante, autour de chaque point M de A. Cette loi comprend le cas du vide , en supposant nulle la densité p, et faisant « = oo ; ce qui donne, à cette limite, une variation d’intensité en raison inverse du carré de la distance au point d'où la chaleur est partie. Dans l’air ou daus un gaz quelconque , le produit qp sera très petit , et la ligne i très grande , soit à raison de la densité p , soit à raison du pouvoir absorbant , ou de la quantité q, dont la valeur devrait être déterminée par l'expérience pour chaque gaz en particulier et pour chaque degré de température. Le décroissement d’intensité qui en résultera sera un peu plus rapide que dans le vide. L’observation a fait voir que la chaleur solaire traverse l’air avec plus de facilité que celle qui émane d’un corps non lumineux ; par conséquent, toutes choses d’ailleurs égales, c'està-dire, pour la même densité et la même température de l’air, la valeur de s sera différente dans le cas de la chaleur solaire et dans celui de la chaleur obscure , et plus grande dans le premier cas que dans le second.
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Pour que le décroissement d’intensité, ou seulement l’absorption , de la chaleur, soit très rapide dans les solides et dans les liquides, il faudra que • y soit une ligne très petite; ce qui rendra aussi très petite la distance à laquelle le rayonnement intérieur sera sensible autour de chaque point. Mais il ne faut pas confondre cette distance avec le rayon d’activité des forces moléculaires, répulsives et attractives, provenant du calorique propre à chaque molécule et de sa matière pondérable ; les fonctions inconnues qui expriment les lois de leurs intensités à différentes distances, décroissent sans doute plus rapidement qu’une exponentielle : on suppose leur rayon d’activité tout-à-fait insensible, tandis que l'étendue du rayonnement intérieur est seulement très petite, et a quelquefois une influence sur les phénomènes, qui la rend sensible et mesurable, ainsi qu’on le verra par la suite.
(ia). Lorsque la température variera d’un point à un autre de A, et sa matière, si ce corps est hétérogène, le produit q'p' sera une fonction de r qui ne nous est pas donnée, de sorte que l’on ne pourra plus tirer de l'équation (i) la valeur de p ; mais on pourra toujours vérifier que la quantité de chaleur oïïmdt , émanée de ni, et qui se propage, suivant chaque direction, dans un cône dont j est l’ouverture, sera entièrement al>sorbée à la distance de m où s’étend le rayonnement intérieur. En efTct, la portion de cette chaleur absorbée par la tranche normale et extrêmement mince du cône, située à la distance r dem, et qui a s pour épaisseur, est q'f.'yp-Urruh ; la totalité de la chaleur absorbée dans une longueur quelconque / de ce cône, sera donc égale au produit de psXAmdl et de la somme des valeurs de q'f,'*. relatives à toutes les tranches de cette partie du cône; laquelle somme
pourra être remplacée par l'intégrale f q'f'pdr, si la longueur / est
comptée à partir du sommet. Or, en vertu de l’équation (i), et en observant que l’on a p = i quand r — o, cette intégrale a pour valeur i — A , en désignant par A la valeur de p qui répond à r=/. Si donc l est l’étendue sensible du rayonnement intérieur, et que l'on ait , en conséquence , A = o , la chaleur absorbée dans cette longueur totale / sera égale à toute la chaleur émise aUmdt ; ce qu’il s’agissait de vérifier.
On peut aussi démontrer que la chaleur absorbée par toutes les tranches d'une partie quelconque du cône que nous considérons , est indépendante de l’ordre daus lequel elles se succèdent ; l'absorption étant toujours supposée , pour chaque tranche, proportionnelle à la quantité de chaleur incidente. Eu effet, soit n le nombre de ces tranches normales; appelons la quantité de chaleur émanée de m, en un temps donné, qui tombe sur la tranche la plus voisine de cette partie de A , et désignons par <a k, la portion de qui sera absorbée par cette première tranche : la chaleur incidente sur la seconde sera réduite à <ar{\ — k,). En désignant par k, ce que k, devient relativement à celle-ci , la chaleur qu'elle absorbe , et par suite la chaleur incidente sur la troisième tranche, auront pour valeurs ^(i — k,)kt et >w(i — A-,) ( i — ■ k,). En continuant ainsi, et désignant par k)t kit...km, ce que devient À", relativement à la troisième , à la quatrième , . . . à la nlim' tranche , la quantité de chaleur qui sortira de celte dernière aura pour expression
en sorte que la chaleur sera diminuée par l’absorption à travers ces n tranches successives , dans le rapport du produit des n facteurs
t — k, , i — k. , i — k, J — k,, à l’unité. Or, dans l’hypothèse que
l’on vient de rappeler , chacune des fractions k, , k%, ka,. ... km , est indépendante de toutes les autres, aussi bien que de la quantité «r : la diminution totale de chaleur sera donc aussi indépendante de l’ordre des n tranches, dont le changement ne ferait qu’intervertir l’ordre des facteurs précédens, sans en changer les valeurs.
(t3). Il suit de là que dans l'échange de chaleur entre deux parties m et m' de À, si la chaleur envoyée par m a m' est diminuée par l’absorption intermédiaire, dans le rapport de p à l’unité, la chaleur envoyée par m' a m sera aussi diminuée dans le même rapport.
Dans le cône dont le sommet est M et l’ouverture «r, je prends pour la partie m' la tranche normale et extrêmement mince, située à la distance r de ce sommet , et qui a » pour épaisseur. La
section dn cône étant s à cette distance, le volume de cette tranche sera à très peu près v.s ; et si l’on représente toujours par f' sa densité , on aura m' = p'rs. La quantité de chaleur émanée de m pendant l’instant dt , et absorbée par cette même tranche m', qui a
pour expression donc
pj
fl mdt , d’après ce qui précède, deviendra
pq’mrr!
O fit.
Réciproquement, la quantité de chaleur émanée de m1, et absorbée par m , sera
t jsrr*
nv* ,
en désignant par ïl'm'dl la quantité de chaleur émise eu tous sens par m' pendant l’instant dt, et q étant, comme plus haut, la mesure du pouvoir absorbant de m. Par conséquent, si l’on représente par la diminution de chaleur de m provenant de l’échange entre m et m’, on aura , en retranchant la dernière quantité de la précédente,
Quelles que soient les matières des parties m et m', de grandeur insensible, si leurs températures sont égales, il faudra que J' soit zéro , afin que cette égalité ne soit point troublée, de même qu’elle ne l’est pas entre des corps de grandeur quelconque (n“ 6). Il faudra donc qu’on ait, dans ce cas.
q' n = <?rr,
c’est-à-dire qu’à égalité de température les quantités de chaleur n et n', qui mesurent les pouvoirs émissifs de m et m', rapportées à l’unité de masse, doivent être entre elles comme les quantités q et q' , qui mesurent leurs pouvoirs absorbans. Il en résulte aussi que, pour chaque partie matérielle, le rapport de l’une de ces mesures à l'autre est indépendant de la matière et de la densité ; en
aS
sorte que pour la* partie m on aura
Vu étant une fonction de la température u , qui sera toujours la même , quel que soit le corps A , solide , liquide ou gazeux , au • quel m appartient. Nous donnerons dans le chapitre suivant la forme de cette fonction, déduite de l’observation.
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CHAPITRE II
Lois de la chaleur rayonnante.
(14). Soit 0 (fig. a) un point de la surface d’un corps solide ou liquide que j’appellerai toujours A. Par le point 0, menons en dehors de A une normale ON, une première droite 01, puis une seconde droite OP comprise dans le plan de ON et 01. Supposons les angles NOI et N01' égaux , cl dèsignons-)es par i, de sorte qu’on ait
NOI = NOI
Désignons aussi par fx une partie d’un autre corps, de grandeur insensible, selon la définition du n* 7. Soit ai un élément de la surface de A, tel qu’il a aussi été défini dans le n” 9, et comprenant le point 0. Représentons par <s r la quantité de chaleur émanée de /x et tombée sur a> pendant un temps quelconque. Cette chaleur se composera d’un nombre immense de séries de molécules calorifiques ^ partant de toutes les molécules de >x et aboutissant à m ; mais elles seront toutes contenues dans un filet extrêmement mince ; et si 10 est la direction de l’une de ces séries incidentes, les directions de toutes les autres ne s'écarteront pas sensiblement de 10, en supposant, toutefois, fx à une distance sensible de> a> , c’est-à-dire, à une distance extrêmement grande par rapport aux dimensions de fx et de eu. Une portion de la série incidente suivant 10 sera réfléchie suivant OP; les directions des autres séries réfléchies s’écarteront très peu de OP. Deux séries incidentes parallèles seront encore parallèles après la réflexion, si la surface de ai est plane; elles convergeront ou divergeront , si cette surface est concave ou convexe ; mais , dans tous les cas, le filet de chaleur réfléchi sera extrêmement mince , du moins à une distance de a qui ne sera pas deveuue
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extrêmement grande. Nous ne nous occuperons pas de la forme de ce filet, mais seulement de la quantité de chaleur dont il sera composé.
Les séries de molécules calorifiques dont <w est la somme ne sont sans doute pas toutes égales, et il est possible qu’elles ne se réfléchissent pas toutes exactement dans la même proportion; mais, à cause de leur nombre immense, on peut supposer que la quantité totale de chaleur réfléchie est proportionnelle, toutes choses d'ailleurs égales, a la quantité totale de chaleur incidente. On désignera donc par J<er la première de ces deux quantités; f étant une fraction indépendante de rar , qui pourra varier sur un même clément de surface avec l’angle d'incidence ».
(i5). La chaleur rayonnante qui émane d’un corps incandescent, ou seulement d’un corps dont la température est très élevée, a des propriétés qui la distinguent de la chaleur émanée d'un autre corps et qui sont peut-être dues à la vitesse dont elle est animée. Nous avons déjà dit (n° 10) que la chaleur solaire et celle qui provient d’un corps obscur traversent l’air en des proportions différentes. En général, deux quantités de chaleur rayonnante qui produisent sur nous la même sensation, qui fondraient la même quantité de glace, ou élèveraient la température d’un corps d’uu même nombre de degrés, et que nous appelons égales, ne sont cependant pas identiques, lorsque l’une a été émise par un corps très chaud et l’autre par un corps dont la température n’est pas très-élevée. La première traverse le verre dans de grandes épaisseurs, sous la forme rayonnante. De Laroche a trouvé que quand elle a déjà traversé une première lame de verre, elle en traverse plus facilement une seconde. Elle peut aussi traverser d’autres corps, diaphanes ou non diaphanes; et sur ce point de physique, on peut consulter un excellent mémoire de M. Melloni (*).
Cette chaleur rayonnante provenant d’un corps dont la température est très élevée, peut être polarisée comme la lumière, par la réflexion sous un angle convenable. Par conséquent, si la partie matérielle p. qui a émis la quantité œ de chaleur, appartient à un corps dont la température soit très élevée, et si cette chaleur, avant de tomber sur l’élé-
(*) Annales de Chjrsique et de Chimie, tome LUI , année i833.
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ment a de la surface de A, a été polarisée par sa réflexion sur une autre surface, elle se réfléchira sur en et sous un même angle d’incidence /, en des proportions inégales dans différons plans, passant par la normale ON. Sa réflexion pourra être nulle dans un de ces plans, et totale dans un autre; et, dans ce cas, la fraction J sera une fonction de l'angle i, et de celui que fait le plan des droites ON et OL avec un plan fixe mené par la première.
On n'aura point égard, dans cet ouvrage, à ces propriétés exceptionnelles de la chaleur, qui la rapprochent de la lumière à quelques égards, et qui l’en éloignent sous le rapport de la transmission à travers .des corps non diaphanes. En considérant la réflexion de la chaleur sur un élément de surface, nous supposerons toujours que tout est semblable autour de la normale, et que la proportion de chaleur réfléchie est simplement une fonction de l’angle d’incidence, dont la forme devra être déterminée par l’expérience.
( 16). Lorsqu’un corps est soumis à une température extérieure plus basse que la sienne d’un certain nombre de degrés, et ensuite i une température supérieure à la sienne du même nombre de degrés, l’expérience montre qu'il emploie le même temps , soit à s’abaisser, soit à s’éluver à cette tempéïïturê extérieure , et que la loi de son refroidissement dans le premier cas, est la même que celle de son échnuffcmcnt daus le second. Or, on conclut de là que la surface de ce corps est également perméable, toutes choses d’ailleurs égales, à la chaleur extérieure qui la traversedu dehors en dedans, et à la chaleur intérieure qui la traverse en sens contraire, ou du dedans au dehors. De plus, si l’effet du passage d’un milieu dans un autre est le même en deux sens opposés, quant à la proportion de la chaleur que la surface de séparation laisse passer, il est naturel de croire qu’il est aussi le même quant à sa direction. On peut donc supposer que la chaleur qui traverse la surface d’un corps n’éprouve aucun changement dans sa direction; car, si elle subissait une sorte de réfraction analogue à celle de la lumière, et que, par exemple, elle se rapprochât de la normale ON en passant du debors en dedans du corps A, elle s’eu .éloiguerait en passant du dedans en dehors; eu sorte que la chaleur éprouverait, dans les deux cas, des effets contraires, eu égard à sa direction.
Cela étant, soient M un point de A, situé sur le prolongement de
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10 à une très petite distance du point O, et m une partie de A, de grandeur insensible et comprenant le point M. Soit aussi ON' le prolongement de ON, de sorte qu’on ait
MON' = ION = i.
Si m envoie à l’élément et, dans un temps quelconque, une quantité p de chaleur , la portion de p que m réfléchira dans l’intérieur de A , sera fp ; le coefficient f étant le même que pour la réflexion de la chaleur tombée du dehors sur et et sous l’incidence i. En outre, l’autre portion ( i — f)p de la chaleur intérieure , qui traversera et , conservera au dehors la direction indiquée par le prolongement 01 de MO; la même chose aura lieu pour la portion (i — f) m de chaleur émanée de f*, et qui pénétrera dans l’intérieur de A à travers et: l’échange de chaleur entre ces deux parties matérielles m et ,u se fera en ligne droite à travers cet clément et.
L’hypothèse de l’égale proportion de la chaleur qui traverse les surfaces en deux sens opposés, établit entre cette substance impondérable et la lumière une différence essentielle. Elle ne serait point admissible à l’égard de la chaleur polarisée , dont nous ne devons pas nous occuper. Ce sera une des données de la question , qui serviront de base à nos calculs. Nous admettrons aussi l’hypothèse de la non réfrangibilité de la chaleur, qui parait liée i la première, et qui sera propre à simplifier les raisonnemens; mais on pourra toujours s’assurer que les résultats auxquels nous parviendrons seront indépendans de cette seconde supposition.
(17). Plaçons actuellement le corps A dans une enceinte fermée de toutes parts (fig. 3), vide d’air, et dont tous les points ont une même température, rendue invariable par un moyen quelconque. Représentons par Ç cette température constante. Si A a d’abord, dans toute son étendue, la température Ç, il la conservera aussi constamment; dans le cas contraire, la température variera d’un point à un autre, et avec le temps, jusqu’à ce quelle soit devenue partout égale à Ç . Dans le premier cas, chaque élément de la surface de A sera traversé en un temps quelconque par des quantités égales de chaleur, de dehors en dedans et de dedans en dehors; dans le second cas, les quantités de chaleur extérieure et intérieure qui traverseront un même élément
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seront inégalés et variables d’un instant à l’autre. Nous appellerons flux de chaleur l’excès de la chaleur intérieure sur la chaleur exté-' rieurc, qui traverse à chaque instant un même élément de surface, et qui pourra être positif ou négatif. Au bout d’un temps t quelconque , le flux de chaleur, pendant l’instant dl et à travers l’élément a> de la surface de A qui répond au point 0, pourra être représenté par Taidt ; le coefficient T étant le flux de chaleur qui aurait lieu pendant l’unité de temps, à travers une portion de la surface de A, aussi égale à l’unité, si la température de ce corps demeurait la même qu’au bout du temps Z, et que la perméabilité calorifique de cette unité de surface fut partout la même que pour l’élément a.
Pour l’homogénéité des quantités dans les formules où T entrera, on remarquera qu’abstraction faite du signe, T est une quantité de chaleur divisée par un temps et par une surface.
(18). Soient toujours M un point de A voisin de la surface, et m une partie matérielle, de grandeur insensible , comprenant le point M; abaissons de ce point une perpendiculaire ME sur la surface de A, et qui la rencontre en E; faisons ME = x, et indiquons, au bout du temps t, par Ç la température de m. Pour que toute la chaleur émise par cette partie matérielle ire soit pas absorbée par les parties environnantes de A, il faudra que la profondeur x de m au-dessus de la surface , soit très petite. Il en sera de même pour que la partie m puisse être atteinte par une portion de la chaleur venuedu dehors, et qui pénétrera dans A. Par conséquent , si l’on prolonge ME, d’une quantité convenable jusqu’en F, on aura l’épaisseur EF d’une couche superficielle extrêmement mince, d’où émanera toute la chaleur qui traversera la surface de A, da dedans en dehors, et où sera absorbée toute celle qui traversera la même surface, du dehors en dedans. Je désignerai par e cette petite épaisseur EF, qui sera toujours incomparablement plus grande que les dimensions des parties matérielles, telles que m, et des élémens de surface, tels que u. Observons aussi que la couche superficielle dont nous parlons est distincte de celle qui termine tous les corps , et dans laquelle la densité varie très rapidement de la face interne à la face externe (*). L’épaisseur de celle-ci est tout-à-fait in-
(*) Nouvelle théorie de l'Action capillaire, page 6.
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sensible, comme le rayon d’activité des forces moléculaires, et négligeable par rapport à l’épaisseur e. C’est vraisemblablement dans cette partie extrême de la couche superficielle que se passe le phénomène de la réflexion d’une partie de la chaleur incidente, extérieure ou intérieure.
Dans l’intérieur de A , à une profondeur plus grande que e, la température est indépendante, comme on le verra par la suite, de la loi de l'absorption de la chaleur , et varie très peu entre des points très rapprochés l’un de l’autre. Il n’en est pas de même dans l’épaisseur e delà couche superficielle; la température £ de m varie très rapidement avec la profondeur x, et a généralement des valeurs très différentes aux deux limites de cette couche , c’est-à-dire, pour x = o et pour X = e ; son expression dépend de la loi de l’absorption , renfermée dans l’équation (i) du a° io, et dépendante elle-même de la loi des températures. Ce serait un problème, au moins très difficile à résoudre, que de déterminer ces deux lois de l’absorption et des températures, ainsi liées l’une à l’autre. Sur une même normale EF, nous regarderons Ç compie une fonction de x et t, qui restera inconnue, mais qui se changera, à la profondeur x = e et au delà, en une autre quantité que nous désignerons par u, dont les variations ne seront plus très rapides, et que l’on déterminera dans la suite.
Le point M, appartenant à la matière 'de l’enceinte et étant très voisin de sa surface interne, on mènera une perpendiculaire à cette surface qui la rencontre en E, , puis on prolongera E,M, jusqu’en F,, de sorte que E,F, soit l'épaisseur de la couche superficielle de l’enceinte, dans laquelle auront aussi lieu l’émission et l’absorption de la chaleur rayonnante; mais dans toute l’épaisseur de cette couche , comme à une plus grande profondeur , la température sera constante , par hypothèse, et égale à Ç. Dans ce qui va suivre, je désignerai par e, cette petite épaisseur E,F, , j’appellerai x, la distance M,E, du point M, à la surface iuteme de l’enceinte, et m, représentera une partie de b matière de l’enceinte, de grandeur insensible et comprenant le point M,.
(19). Ayant tiré la droite MM, qui coupe en 0 et O, les surfaces de A et de l’enceinte, j’éleverai, dans l’espace vide compris entre elles, et par les points 0 et 0, , les normales ON et 0,N, à ces surfaces.
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Les angles EMO et O, ON seront sensiblement égaux , ainsi que les angles E,M,0, et 00,N, ; je les désignerai par 8 et 8, , de sorte qu’on ait
EMO = O.ON = 8, E,M,0, = OO.N
Je ferai , en outre ,
MO = r, M.O, = r, , 00, = h ; et l’on aura aussi, à très peu près,
x — rcos 8 , x, = r, cos 6,.
Les distances r et r, devront être respectivement moindres que ce te,, pour qu’un échange de chaleur puisse avoir lieu entre m et m,. Je supposerai que la distance k soit, au contraire, très grande relativement aux épaisseurs e et e,, et je négligerai, dans les calculs suivans, r et r, par rapport à h ; j’exclurai , par conséquent , le cas où l'élément « de la surface de A serait en contact avec l’enceinte, ou en serait très peu éloigné.
Cela posé, concevons deux cônes, dont l’un soit circonscrit à m, et ait son sommet au point M , et dont l’autre ait M, pour sommet et soit circonscrit à m. Appelons 'a», l’élément de la surface de l’enceinte qui sera intercepté par le premier cône, et qui comprendra le point 0, ; et supposons que l’élément » comprenant le point 0 soit celui qui sera intercepté par le second cône sur la surface de A. Vu la grandeur de h par rapport à r et r, , on pourra prendre u cos 6 et », cos 8, pour les projections de « et », , sur les plans passant par 0 et O,, et perpendiculaires à 00,. Si l’on prolonge les deux cônes à partir de a> et », jusqu'aux limites des couches superficielles de A et de l’enceinte, et que l’on appelle T et T, ces prolongemens , on pourra aussi considérer, sans erreur sensible, T et T, comme des cylindres qui auront pour bases » cos 6 et », cos 8,. Le* échanges de chaleur entre chacune des parties de T, , telles que m, , et chacune des parties de T, telles que w», auront lieu à travers les élémens » et Je représenterai par D dt ta diminution de chaleur, positive ou négative, qui en résultera pour T pendant l’instant dt, et qui sera
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une partie du flux de chaleur Tuât, dont nous allons d’abord nous occuper.
. (30). Je désignerai par Xmdt la quantité de chaleur émise eu tous
sens par m pendant l’instant dt ; le coefficient X étant une fonction de la température j- de m au bout du temps t. Abstraction faite de l’absorption dans la couche superficielle de A , et de la réflexion intérieure qui aura lieu à sa surface , la portion de Xmdt qui at-
teindrait a, serait
» , COS 9, M* + rj
- Xmdt , d’après le n* 9, ou simplement
», cos t.
Xmdt, en négligeant r par rapport à h. En vertu de l’ab-
sorption qui aura lieu dans le trajet de mit», cette portion de cha-
leur se changera en une autre
CO
'imdt , dans laquelle Y est un
coeflicient moindre que X. Cette quantité Y sera une fonctiou de r qui deviendra nulle ou insensible pour toute valeur de r plus grande que l’épaisseur e de la couche superficielle; mais elle dépendra aussi de l’angle fl , parce que X était fonction de x ou de r cos 9, à cause de la température Ç , dont la variation par rapport à x est très rapide et ne peut pas être négligée. En prenant pour m une tranche de T extrêmement mince, perpendiculaire à la longueur de ce cylindre, et ayant, conséquemment, ai cos 0 pour base, on pourra représenter par Qai cos fl la somme des valeurs de Y m, étendue au cylindre entier, c’est-à-dire, prise depuis r — o jusqu’à r—e, ou si l’on veut jusqu’à r = w , puisqu’au-delà de r — e, Y est zéro. Le coefficient Q dépendra encore de 8; et la chaleur envoyée par T à evaura
pour valeur
»», cos I cos I,
Q dl, en faisant toujours abstraction de la
réflexion intérieure qui a lieu sur l’élément co. Pour y avoir égard, je suppose que la chaleur qui traverse cet élément sous l’angle d’incidence 6 soit une fraction et de la chaleur incidente. En multipliant la quantité précédente par <*, on aura la portion de chaleur qui atteindra l’élément ai, sous l’angle d’incidence 0, ; et si l’on représente enfin par *, la fraction de cette chaleur incidente qui traversera ce, , on aura définitivement
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**, mm, COS * COS #, A
pF — O*»
pour la quantité de chaleur émanée de T pendant l’instant dt , à Ira- ' vers l’élément tu, qui pénétrera la matière de l'enceinte, à travers l’élément », , et sera absorbée en entier par T,.
On aura de même
««, mm, cos ê cos ê, 4 vh*
Z dt,
pour la chaleur émise par T, pendant le même instant dt, k travers w, , qui pénétrera dans A à travers tu , et sera totalement absorbée par T. Mais ici le coefficient Z ne dépendra pas, comme Q, de l’angle d’incidence, parce que, par hypothèse, la température ne varie pas dans l’épaisseur de la couche superficielle de l’enceinte , de laquelle cette quantité de chaleur est émanée.
En retranchant cette dernière quantité de la précédente, on aura la valeur de D dt; et en supprimant le facteur commun dt , il en résultera
ict. M| cou 4 COS I, /r. r,. , .
A cause que l’on a négligé les distances r et r, par rapporta h, cette valeur de D est la même que si les quantités de chaleur qui ont traversé » et eu, fussent parties des points même de ces élémens ; et, pour cette raison , la valeur de D serait encore la même si la chaleur éprouvait ^es changemens de direction en traversant w ou tu,. En général , deux séries de molécules calorifiques, parties du point M, et qui s’écartent très peu l'une de l’autre à une distance de tu, très grande par rapport à r, pourront diverger au-delà de cette distance, comme si elles fussent parties d’un autre point M' de A , ou même d’un autre point extérieur M', mais toujours situé à une distance /•' de O, très petite , comme la distance r ou MO ; de manière que si l’on néglige r' comme on a négligé r, cette divergence sera la même que si O eut été le point de départ.
Nous ferons remarquer, pour l’homogénéité des quantités, que Xtndt, et par suite Y mdt , exprimant des quantités de chaleur,
Qw cos §dt en sera une aussi , et , conséquemment , Q sera une quantité de chaleur divisée par un temps et par une surface. U en sera de même à l'égard de Z.
(ai). Lorsque les élémcns o> et tu, sont entièrement perméables à la chaleur, ou dépouivusde toute réflexibilité, sous tous les angles d’incidence, ou a a = i et a, = i , quels que soient les aDgles S et 6,. Dans ce cas, on admet, comme un résultat de l’expériencç, que les quantités de chaleur émises à travers un même élément de surface, sous differentes directions, diminuent à mesure que ces directions s’écartent de la normale , et sont entre elles comme les cosinus des angles d’incidence. Cela résulte, en effet, de la formule (i), à l’égard de l’élément «, appartenant à la surface interne de l’enceiute, puisque, daus le cas de a, = i , cette formule ne contient plus que le facteur cos 6, qui dépende de l’angle d’incidence 9, ; mais il n’en est pas de même relativement à a, à cause que, dans le cas de a=i, la formule (i) renferme encore, outre le facteur cos 8, la quantité Q qui peut dépendre de l’angle d’incidence 6. Cette loi du cosinus u’est donc démontrée, à priori , que pour un corps dont la température est supposée invariable $ pour un corps A qui s'échauffe ou se refroidit, elle ne me parait pas entièrement hors de doute. 11 serait à désirer que les expériences qui ont paru l'indiquer, fussent répétées avec soin, comme aussi il faudrait que la valeur de a en fonction de 0 fût déterminée par l’observation, dans le cas général où la réflexibilité n’est pas nulle.
Relativement à un corps dont la température ne varie pas, et à l’enceinte en particulier, la loi dont il s’agit ne tient pas à- ce que la chaleur émise par Je cylindre T, à travers a>,, a parcouru une distance plus ou moins grande et éprouvé une absorption plus ou moins considérable, avant d’atteindre cet élément. Cette distance et cette absorption sont les mêmes pour toutes les directions; mais le cylindre T, , circonscrit à un élément donné a, , s’amincit de plus en plus à mesure qu’il s'éloigne de la normale ; sa base u, cos 9, , ou la section perpendiculaire à sa longueur, diminue proportionnellement au cosinus de l’angle d’incidence , et conséquemment aussi la quantité de chaleur qu’il émet au dehors, quand elle traverse en entier l’élément a»,. Mais, outre ce résultat évident, on peut encore prouver,
d’après le rapport entre les pouvoirs absorbans et émissifs, trouvé dans le n' i3, que la quantité de chaleur émanée de T, est toujours indépendante de la matière dont ce cylindre est formé, et ne peut changer qu'avec sa température.
En effet, désignons par n ,m,dt la quantité de chaleur émise en tous sens par la partie matérielle m, pendant l’instant dt ; soient />, la densité de m,, et. q, la mesure de son pouvoir absorbant. En appelant p, ce que devient la quantité /)dun‘ 10, relativement à la matière de l’enceinte, à sa température £ et à la distance r,, on. aura, en vertu de l’équation (i) de ce numéro et de l’équation (3) du n“ i3,
dp, = — p.q.f.dr, , n, = q, Ff.
De plus, Zs>, cos 6, dt sera la somme des valeurs de p,n,m,di relatives à toutes les parties de T, ; si donc on prend pour m, la tranche très mince de ce cylindre, perpendiculaire à sa longueur, qui répond au point M, , et dont l’épaisseur sera représentée par », , on aura m, = cos 0, , et Z sera la somme des valeurs de dans
toute la longueur de T, , ou prise depuis r, = o jusqu a r, = e,. En remplaçant », par dr,, et la somme par une intégrale, on aura, par conséquent,
Z = pj n ,p,r,dr,;
et en vertu îles équations précédentes , cette valeur de Z sera la même chose que
Z = — F K'dp,-
Donc, puisque le facteur F£ ne dépend que de la température £, qui est constante par hypothèse, et en observant que l’on a p,= i et P, = o aux limites r,= o et r,—e,, il s’ensuit que l’on aura Z=F£, lors meme que la matière et la densité varieraient sensiblement dans l’épaisseur de la couche superficielle de l’enceinte.
Ainsi , la quantité Z ne dépend que de la température de l’enceinte , comme il s’agissait de le prouver; et l’on voit, de plus, qu’elle exprime le rapport du pouvoir émissif au pouvoir absorbant, qui est le même pour tous les corps, et qu’on a représenté ( n* i3) par la fonctioii F de leur température.
Cette conclusion ne convient pas au corps A , dont la température varie dans l’épaisseur e de sa couche superficielle. Si cette température £ était constante , c’est-à-dire égale à celle qui a lien à la limite de cette couche, et qu’on a représentée par u, on aurait Q = Fu; d’un autre côté , on aurait effectivement jf = u, si u ne différait pas de la température Ç de l’enceinte. D’après cela , nous ferons
Q = F« + <p(Ff — Fh); (a)
® étant une nouvelle inconnue, qui sera un nombre abstrait dont on ne pourrait calculer la valeur à moins de connaître les lois de l’absorption et de la température près de la surface de A. En supposant que des expériences ultérieures confirment la loi de l’émission proportionnelle au cosinus de l'angle d’incidence , relativement à un corps qui s’échauffe ou se refroidit, cette quantité <p sera indépendante de l’angle d’incidence ; mais il faudra encore recourir à l’observation, pour savoir si elle varie avec la matière de ce corps. On verra dans la suite quelle ne dépend pas des températures.
(aa). O11 ne doit pas confondre la quantité Ddl avec le flux de chaleur qui a lieu, pendant l’instant dt , de l’élément u vers et, , et que je représenterai par Csdt La diminution D dt de la chaleur de T est le résultat de l’échange entre T et T,. Le flux Adt est l’excès de toute la chaleur émise par T vers et, et à travers co , sur celle qui traverse ai en sens contraire, et qui résulte, soit de l’émission de T, à travers ai,, soit de la réflexion qui a lieu sur a>, quand a, n’est pas l’unité; la chaleur réfléchie provenant alors de celle qui tombe sur a>, sous l’angle d’incidence 8,. Les deux quantités D et A ne coïncident que quand la réflexibilité de et, est nulle , ou la perméabilité complète, sous cette incidence, c’est-à-dire, dans le cas de et, = r, pour la valeur donnée de 8,. Mais je vais démontrer qu’en général la valeur complète de A est indépendante de et se déduit, en conséquence de celle de D en y faisant a, = 1 ; ce qui donne, d’après la formule (1),
A « JW, COS » COS I,
La quantité de chaleur émise par T à travers et, et qui va tom-
ber sur eo, pendant l'instant dt , est le premier terme de cette formule, multiplié par dt , c’est-à-dire,
««#, COS 9 COS f,
Si l’on désigne par *,P dt la quantité de chaleur émise de même par T, à travers «, et qui va tomber sur cd pendant le môme instant dt , on aura aussi
P = Z dt.
4* nr
J’appelle kVdt ce que devient cette quantité de chaleur lorsqu’on y ajoute la chaleur réfléchie par a, vers a». Une partie akl'dt de cette chaleur totale, émise et réfléchie, pénétrera dans A à travers u ; et d’après les deux quantités précédentes, on en conclura
A = — pp — (Q — kZ)> (4)
où il ne reste plus qu’à déterminer la quantité k. Pour cela , il est indispensable d’avoir égard, comme je vais le faire, au nombre inlini de réflexions successives qu’éprouve chaque série de molécules calorifiques, en se mouvant dans un espace fermé de toutes parts.
(a3). La température Ç étant constante, il s’ensuit que la quantité a, P est la chaleur émise par T, de u, vers o, pendant l’unité de temps. Elle se composera d’un nombre extrêmement grand de séries de molécules calorifiques, qui vont des points de ®, à ceux de u ; je désigne par <*,s la somme des molécules qui suivent la direction 0,0; la quantité z sera, ainsi que Z, indépendante du degré de perméabilité de a», , de la matière de T, et de l’angle #, , et ne pourra changer qu’avec la température Ç de l’enceinte.
Par le point 0, (fig, 4)> jc m®ne dans 1® plan de la droite 0,0 et de la normale 0,N,, une droite 0,0,, qui aboutit au point O, de la surface de l’enceinte, et soit telle que l’on ait
Nj = 040,N
et qui se termine au point 0, de cette même surface. Je continue indéfiniment ces constructions , et je suppose que la ligne brisée 00,0.0,0, elc-» qui en résultera, ne rencontre la surface de A en aucun autre point que 0 qui est son origine, ni une seconde fois en ce point O.
De même que nous avons fait
faisons aussi
0,Q.N. == 0., 0.0, N, = 0„ OAN, = S4, etc.
et désignous par cl,, a,, etc., ce que devient relativement au» points 0,, O,, 0,, etc., et aux angles 0., 0,, 0„ etc. , la quantité a, qui se rapporte au point 0, et à l’angle 0,. Les séries de molécules calorifiques qui traverseront la surface de l’enceinte aux points 0,, 0„ 0„ etc. , suivant les directions 0,0, , 0,0., 040,> e*C- > auront pour sommes, pendant l’nnité de temps, les produits at.z, a,z , a4z, etc.; le facteur z étant le même que précédemment, puisqu’il nedépend que de la température £ commune à tous les points de l’enceinte. Une portion (1 — a.,)a,z de la chaleur et,z incidente au point 0,, suivant la direction 0,0,, sera réfléchie suivant La direction 0,0, et s’ajoutera à la chaleur a, 1 ; ce qui donnera une quantité de chaleur [a, -(-( 1 -a, )œ,Jz suivant cette dernière direction. Une portion (1 — «,)«., z de la chaleur a, z incidente au point 0. suivant la direction 0,0,, se réfléchira de même suivant la direction 0,0,; une portion (1 — <*,)( 1 — <*.)«,* de cette chaleur (1 — a.) a,z déjà réfléchie, se réfléchira une seconde fois suivant la direction 0,0 , et s'ajoutera à la quantité précédente
[a,-4-(i — a,} «J2! ce qui donnera, suivant cette dernière direction , une quantité de chaleur [a, + (i — «.)«.+ (> — a,)(i — et.) aj] *• En continuant ainsi indéfiniment, et faisant
+ (»—'*>) (>— i — a,)a4 + etc. = f ,
on aura 62 pour la somme totale, pendant l'unité de temps, de la série de molécules calorifiques qui suivent la droite 0,0; en sorte que la partie a,z de cette série, qui est émise directement par T,, se trouvera augmentée par la réflexion, dans le rapport de S à a,. Il en sera de même à l’égard de toutes les séries de molécules calorifiques dont se compose la quantité de chaleur a, P; et comme on a représenté par ÀP ce que cette chaleur devient quand on a égard à la réflexion, il s’ensuit que l’on aura A = £.
Or, d’après la valeur de S , on a évidemment
1 — 6 = (1 — «.) (» — «f.) (1 — *1) (1 — *4) etc.,
ou l’on voit d’abord que cette différence 1 — S ne peut être négative, puisque aucune des quantités et, , a,, a3, u4, etc., ne peut surpasser l’unité, ce qui rend tousses facteurs positifs. De plus, si l’on désigne par J' la plus petite de toutes les fractions a,, a,, a3, «4, etc. , qui ne sont pas zéro, et par n leur nombre, on aura
d’où l’on conclut généralement 1 — €—0, puisque 1 — «Test une fraction et que n estinfini. Il n’y aurait exception que si toutes les fractions a, , a,, alt a4, etc. , moins un nombre fini d’entre elles, étaient zéro, ou bien si elles décroissaient continuellement, à partir de l’une d’elles, et finissaient par devenir infiniment petites; car alors la limite J' 11’existerait pas; et l’on sait d’ailleurs qu’un produit d’un nombre infini de facteurs convergens vers l’unité peut avoir une valeur finie et déterminée. Mais ce serait un cas mathématique, qui n’a pas lieu dans la nature, cl dont nous pouvons faire abstraction. Nous aurons donc k = € — 1 ; ce qui fait coïncider avec la formule (3) la valeur de A exprimée par la formule (4).
La valeur de k devra être modifiée, et ne sera plus égale à l’unité.
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dans le cas que nous examinerons plus bris , où l’un dus points de la ligne brisée 00,0,0, etc., outre le premier, appartiendra à la surface de A.
(a4). Il sera facile de déduire, maintenant, de l’expression de A dt, celle du flux total de chaleur qui a lieu pendant l’instant dt, suivant toutes les directions, à travers l'élément ai, et qui a été représenté par Tudt (n° 17).
Pour que la formule (3) convienne à toutes les directions de la droite 00, , autour du point 0, il faut que la surface de A soit convexe en ce point; car si elle était concave, il y aurait des directions dans lesquelles la droite 00, rencontrerait la surface de A en un second point; et la température correspondante étant variable et différente def, la formule (3) n’aurait plus lieu pour les angles 8 relatifs à ces directions.
Supposons donc le corps A convexe au point 0; par ce point, menons un plan tangent h sa surface, qui laisse le corps entier d’un même côté; la valeur de r® sera la somme de celles de A, étendue à tous les élémens u, de la partie de l’enceinte située de l’autre côté, et terminée au plan tangent ; d’ailleurs, cette somme s’obtiendra par une intégrale, dans laquelle on remplacera ai, par l’élément dilférentiel de la surface do l’enceinte, qui répond au point 0, , et a, cos 8, , par la projection de cet élément différentiel sur un plan perpendicu laire à la droite 00,. Donc, si l’on décrit du point 0 comme centre, et d’un rayon égal à l’unité, une surface hémisphérique terminée au plan tangent en 0 à la surface de A, et que l’on appelle ds son élément différentiel perpendiculaire à 00, , il faudra , à cause de 00, ssh, mettre h‘ds à la place du facteur ee, cos 8, de la formule (3), puis étendre l’intégrale de cette formule à tous les élémens ds de la surface hémisphérique. Or, 6 étant l’angle compris entre la droite 00, et la normale ON , si l’on désigne par 4 l’angle que fait le plan de ON et de 00, , avec un plan fixe mené par ON , on aura
ds = sin 8 r/QiAf, ;
et pour étendre l’intégrale à toute la surface hémisphérique, il faudra la prendre depuis 4 = o et 8 = o, jusqu'à 4 = aw et 8 = îw.
De cette manière, eu supprimant le facteur m commun à A et Tu,
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et observant que la formule (5) ne contient rien qui dépende de l’angle on aura d’abord
T = «e (Q — Z) cos 6 sin 6c/0.
Donc, en vertu de la formule (a) et de Z = F£, et en faisant, pour abréger ,
r a (i — <p ) cos 6 sin 6W8 = n,
il en résultera finalement
T = n (F« — Ff). (5)
(25). En vertu de cette formule, lorsque la température u sera devenue la même et égale à Ç dans toute l’étendue de A, on aura r = o, quel que soit le coefficient n; le flux de chaleur sera donc nul en tous les points de la surface de A; et conséquemment, la température Ç continuera de subsister. La fonction Ff étant indépendante des dimensions et de la matière de l'enceinte, de sa figure et de l’état de sa surface, il s’ensuit que si l’une de ces quatre choses vient à changer sans que Ç varie, le corps A conservera aussi cette température. II en sera de même si l’on transporte A d’un endroit dans un autre de l’espace vide que l’enceinte termine, ou si ou le place dans un autre espace terminé par une enceinte qui ait la température Ç de la première. Si donc A est un thermomètre, et qu’il ait atteint la température invariable de l’enceinte, il continuera de l’indiquer, quel que soit l’endroit de l’espace vide où il sera placé; ce qui aura encore lieu lorsque cet espace sera rempli d’air ou d-’un gav, quelconque, qui a pris la température de l’enceinte. Cela est conforme à l’observation , et peut être journellement vérifié. L'expérience montre aussi qùe si l’on augmente ou si l’on diminue subitement l’espace vide, le thermomètre intérieur ne s’élève ni ne s'abaisse ; mais quand cet espace renferme un gaz, celui-ci, en se comprimant ou se dilatant par le changement subit de son volume, abandonne ou absorbe de la chaleur, et le thermomètre monte ou descend d’un nombrfdc degrés différent, selon la nature du fluide, sa densité et sa température primitives, et la variation de son pdurne. Lors même que
l’enceinte s’éloigne à une distance immense de A, comme la distance des étoiles à la Terre, par exemple, son influence sur la température de A ne diminue pas; ce qui tient à ce que l'étendue à la superficie et l’intensité de la chaleur rayonnante émanée de chacun de ses points varient en raison inverse l’une de l’autre, c’est-à-dire, l’une en raison inverse et l’autre en raison directe du carré de la distance.
La formule (5) montre aussi que la loi du flux de chaleur qui a lieu à la surface de A, avant qu’il ait atteint la température Gnale, et par suite la loi de réchauffement ou du refroidissement de A , sont indépendantes en général de l'endroit que ce corps occupe dans- l’espace vide, aussi bien que de la matière, des dimensions, de la figure de l’enceinte, et du degré de réflexibililé de sa surface. Je dis en général, car cela n’a plus lieu , non plus que la formule (5), lorsque la ligne OU ,0,0 j etc. des réflexions successives rencontre une seconde fois la surface de A: dans ce cas, un même corps, que l’on place dans une enceinte fermée de toutes parts, s’échauffe ou se refroidit pins ou moins vite, et suivant des lois différentes, selon le lieu qu’il occupe dans cet espace, et quoique la température de l’enceinte soit partout la même. .m
(a6). Cette formule (5), à laquelle nous avons été conduits par la théorie, s’accorde avec l’expression du flux de chaleur qui résulte des lois expérimentales du refroidissement des corps dans le vide, trouvées par MM. Dulong et Petit; et en comparant l'une à l’autre, on en conclura la forme de la fonction Fu ou FÇ de la température variable ou constante.
D après les lois que nous citons, on a
r = Mf* — f*()- (6)
La température u est celle du corps A qui se refroidit ou s'échauffe, observée aussi près qu’il est possible de la surface, et pour laquelle on peut prendre la température qui a lieu à la limite intérieure de la couche superficielle d’où émane la chaleur rayonnante. On désigne, comme plus haut, par £ la température invariable de l’enceinte qui termine l'espace vide où le corps est placé. La quantité est un nombre peu différent de l’unité, qui est le même pour tous les corps
4a THÉORIE MATHÉMATIQUE
et pour tous les états de leur surface, et dont la valeur est
fi = 1,0077.
Enfin, le facteur A dépend de l’état de la surface de A, c’est-à-dire de sa coloration et de son degré de poli, et peut varier, par conséquent , avec le point O de cette surface , auquel l’expression de T se rapporte.
Ce facteur A ne change pas avec les températures u et £ ; mais son expression numérique dépend du zéro de l’échelle thermométrique, de telle sorte que le produit de A et de la différence pu — pt , ou la valeur de T, ne varie pas avec ce zéro qui est tout-à-fait arbitraire. C’est ce facteur qui donne la mesure du pouwir rayonnant de la surface de A, ou plus exactement de l’élément co de cette surface. Il atteint sa plus grande valeur relativement à l'état de cette surface , lorsqu’elle est entièrement dépourvue de reflexibilité; on ignore si cette valeur inaxima du pouvoir rayonnant varie avec la matière du corps A; la valeur de A est zéro, dans l'autre cas extrême où la surface est imperméable et réfléchit toute la chaleur sous tous les angles d’incidence.
Si nous faisons
A = ng,
il faudra, pour que les formules (5) et (6) coïncident, que l’on ait
F« = gf + C, Ff = g S + C;
C et g étant des quantités inconnues de chaleur, indépendantes de la matière des corps, de leur température et de l’état de leur surface: C serait la mesure du pouvoir e'missif, correspondante à u = — 00 , si la formule (6), donnée par l’expérience, s’étendait à des températures aussi basses que l’on voudra; et pour que ce pouvoir devint nul ou insensible à de très basses températures (n° 8), il faudrait alors que l’on eût C = o. Mais toutes les expériences que l’on peut faire étant relatives à des échanges de chaleur dans lesquels cette constante C disparait , aucune observation n’en pourra jamais déterminer la valeur.
C’est seulement à raison du coefficient n que le pouvoir rayonnant A pourra varier d’une surface à une autre : si des expériences
ultérieures montrent que la valeur maxima Je A varie avec la matière du corps, il en faudra conclure qu’il eu est de même à l’égard delà valeur de n, relative au cas de- la non réflexibilité ou de a = i } d’où l’on conclura alors que la quantité p devra aussi dépendre de la matière du corps A qui s’échauffe ou se refroidit ; mais , dans tous les cas, ces quantités a et Q seront indépendantes, aussi bien que A et g, des températures u et
(37). Maintenant, supposons qu’un second corps A' soit contenu dans l’enceinte vide d’air où est placé le corps A, et dont la température sera toujours regardée comme invariable et représentée par ?.
Considérons la série de réflexions successives qui aura lieu suivant la ligne brisée, partant du point 0 de la surface de A, et dont le premier côté 00, fait l’angle 8 avec la normale ON. Supposons, pour fixer les idées, que cette ligne ne rencontre la surface de A' qu’en un seul point , el que la rencontre a lieu au point 0'(fig. 5) de cette surface, entre la première et la troisième réflexion, qui sc feront, comme précédemment, aux points 0, et 0, de la surfape de l’enceiute; en sorte que la deuxième réflexion, qui avait lieu en un point 0. appartenant à cette enceinte, se fera maintenant au point 0' de la surface de A'. Parce point, j’élève la normale O'N'; les angles 0,0'N' et OjO'N' seront compris dans un même plan , et égaux : je les représenterai par 8', de sorte qu’on ait
J'appellerai aussi u' la température de A' au bout du temps t , près du point O* et à la limite intérieure de la couche superficielle, qjii émet et absorbe la chaleur rayonnante. La fraction a et la quantité de chaleur Q répondant, comme plus haut, an point 0 de la surface de A et à l’angle 8 , je désignerai par a' et (V ce qu’elles deviennent relativement au point 0' de la surface de A' et à l’angle 8'; je représenterai toujours la quantité Q par la formule (a), et je ferai de même
Q'= fW + *'(F Ç - Fié) ;
étant une quantité inconnue qui ne pourra dépendre que de la matière de A' et de l’angle 6'.
Cela posé, en conservant toutes les autres notations précédentes, on trouvera sans difficulté, par le raisonnement du n* a3 , que la quantité ArZ, comprise dans la formule (4), a pour valeur
<fZ = a,Z-f-(i — et,) a'Q' + («—*.)(«—*') <*>Z -f- ( i — a,) ( i — «OC' — <*j) a*z + etc. ;
laquelle ne diffère de celle du numéro cité qu’en ce que les quantités a, et a,Z y sont remplacées par a! et a Q1 . On aura toujours, comme dans ce numéro,
*,-+•( i — « , )®'-h( i — “,)( « — «Oa»”K » — a . )( 1 — *’X 1 — H* e*c-= * ;
d’où il résultera
kZ = Z -+• (i — *,)«'(Q' — Z);
et au moyen de cette valeur, jointe à celles de Q, Q', Z, la formule (4) deviendra
- «'(i - «,) (, - <p') (Fa'- FO].;
Cette formule s’appliquera au cas où la ligne des réflexions successives vient rencontrer la surface du ebrps A , après une première réflexion à la surface de l’enceinte : on prendra alors pour A' le corps A lui-même, et O' sera un point de la surface de A, distinct du point 0. A raison de la quantité a, contenue dans la valeur de A, on voit comment l’état de la surface de l’enceinte influera sur le flux de chaleur à la surface de A , et par suite sur la vitesse de son refroidissement. On voit aussi que la rencontre en un second point 0' de la surface de A , pouvant avoir lieu ou ne pas exister, selon la place que ce corps occupe dans l’enceinte , il en résulte que l’enceinte restant la même, le déplacement de A peut influer sur la loi de son refroidissement ou de son échauffement , jusqu’à ce que la température soit devenue partout égale à £, et que l’on ait, par conséquent, u = u, u = Ç , A=o.
On formera de même l’expression de kZ que l'on devra employer
dans la formule (4), lorsque la ligue des reflexions successives qui part du point 0 rencontrera une ou plusieurs fois la surface de A , de A' et d’autres corps contenus dans l’enceinte , après ou avant un nombre quelconque de réflexions à la surface de cette enceinte. Si , par exemple, ces rencontres n’ont lieu qu’une seule fois au point 0' de la surface de A', et avant toutes les réflexions à la surface de l’enceinte, la valeur de A sera
A = ..*.'co.W [(I _ 9) (Fm_FO _ a,(l _ ^ (FV_ F0]>
w' désignant l’élément de la surface de A qui répond au point 0', h la longueur de la droite 00', fl' l’angle aigu que fait celte droite avec la normale en 0' à la surface de A', et les autres notations étant les mêmes que précédemment. Ou voit que, dans ce cas, la valeur de A dépendra encore de l’état des surfaces de A et A', à raison des fractions a. et a', mais qu’elle ne dépend plus , comme la précédente, de l’état de la surface de l’enceinte. Ce cas comprend celui que nous n’avons pas considéré dans le n" a4 » c’est-à-dire, le cas où la surface de A, étant normale au point 0, la ligue 00' vient la rencontrer en un second point 0', avant toutes les réflexions à la surface de l’enceinte.
(a8). Pour comprendre tous les cas en un seul, je suppose que les réflexions successives aient lieu en des points 0', 0", 0'", etc. (lig. G), appartenant à la surface de l’enceinte ou à des corps différemment échauffés, au nombre desquels le corps A peut être compris, et que, pour cette suite de réflexions, les quantités désignées par a et Q relativement an point 0 de la surface de A et à l’angle d’incidence 0, deviennent <*' et Q', a'' et Q", a'" et Q'", etc. La valeur de kZ relative à ce cas général sera
kZ = a'Q' + (i — *'K'Q" + (i — «') (i — *" ) a"'Q'"+ etc. ; mais comme on a toujours
a'-Hi — *0*"+ (' — *') O — «")*"' + etc. = i , on pourra écrire cette valeur de kZ sous la forme *Z==Z+a'(Q'— Z)-f-(i— *')ct"(Q"— Z)-f-(t_«')(i-<x">"'(Q'"-ZH-etc.;
au moyen de quoi la formule (4) deviendra
A = ffi.- — [Q — Z — «'(g — Z) — «" (i - «') ( Q" — Z )
— a'"(i — — a") (Q'" — Z) — etc.],
et ue contiendra que des différences de quantités de chaleur. Les élémens de surface ai et ai' sont toujours ceux qui répondent au point 0 de la surface de A , d’où part la ligne des réflexions successives, et au point 0', où a lieu la première réflexion; h est la distance 00' de ces deux élémens; 0 et 8' sont les angles O'ON et OO'iV que cette droite 00' fait avec les normales extérieures ON et O'N'.
11 pourra arriver que les corps réfléchissans interceptent toute communication entre A et l’enceinte que nous avions d’abord considérée, et forment autour de A une autre enceinte fermée de toutes parts, dont la température variera d’un point à un autre et avec le temps. Mais si l’enceinte dont la température £ est (invariable, existe réellement derrière ces corps, ils finiront toujours par prendre tous cette température Ç après un temps plus ou moins considérable. Cela aurait encore lieu lor* même que cette enceinte s’éloignerait à une distance immense ; ce qui tient, ainsi qu’on l’a dit plus haut, à ce que l’étendue de l’enceinte croissant comme le carré de la distance, et l’intensité de la chaleur qui en émane décroissant suivant le même rapport, l’action échauffante ou refroidissante de l’enceinte demeure toujours la même, sa température étant supposée invariable.
D’après cela, on exprimera toujours la quantité Q par la formule ( a) ; on fera pareillement
Q' = Vu' + *'(F{ - F*'),
Q'" = F «"'+ <p'"(F£ — F«'n ) , etc. ;
u', u", li" , etc. , désignant, au bout du temps t , les températures intérieures des corps réfléchissans , très près des points 0', 0”, 0'”, etc., de leurs surfaces, et ç>", <p"', etc., étant des inconnues qui pourront dépendre de la matière de ces corps et des angles d’incidence.
De cette manière, et à cause de Z = F£, la valeur précédente de A prendra la forme :
A = ' [(i — <P)(F«— FÇ) - - <p') (F,/ -Fr)
— a“(i -«')(!— <p") (F«"— FO (7)
— «"'(! — «') (1 — *')(, — <p'") (F»/"'— FO— etc.].
(a<)). Si les températures de tous les corps réfléchissans , excepté une seule, sont invariables et égales à celles de l’enceinte, ou autrement dit, si toutes les réflexions ont lieu à la surface de l’enceinte, excepté une seule , qui sera la n f*"’ et se fera à la surface d’un corps dont la température varie, toutes les températures u', u", etc., excepté uw, seront égales à £ , et la formule (7) se réduira à
A — — jïh' — K* — (F“ ” F£)
— a<*>(i — a') (1 — «") (1 — >) (1 —«**>) (Fié*)— FO];
ce qui comprend les valeurs de a données dans le n° 27.
Il y a un autre cas particulier que l’on peut encore remarquer. 11 a lieu lorsque les élémens u et »' sont tous les deux perpendiculaires à la ligne 00' qui va de l’un à l’autre. Dans ce cas, il est évident que les points 0'', O”, etc., de rang pair, coïncideront tous avec O, et les points 0'", 0T, etc., avec 0'. On aura alors
u = u" = un = ..., a = a" ss «" =..., ?> = $>"= u! = um — u' — *' =3 ttm = a* =..., <p' = <pm — ip*... ;
la quantité comprise entre les crochets dans la formule (7) deviendra donc ,
(<— ?)(*'«— F0{'—« 0 — «X 1 — *')■+< 1 — *)\' 1 — «'/-t-etc.] } — «'( 1 -*')(Fi/-FO[ • -H « -*)( . —«')+( - -*)*( t-»')*+etc.] ;
et comme on a
« ■+•('— *)(t— a)*(i— : *')*+ etc.=[_(|_j)(i_j,) ,
, —a(i— »')[,+(,— «)(i— »')+(>— «)•(,— a')‘+etc-3=, *
il en résultera
A = (F«-FO - (.-*') (Frf-FOJ.
(5o). Cette formule (7) servira à résoudre tous les problèmes relatifs à la Catoptriqiie de la chaleur. l‘ar des intégrations, on déduira, comme dans le n° a j, de la valeur de A celle du flux total de chaleur ro> à travers l'élément e» de la surface de A; je me bornerai à former l'expression générale de T dans le cas où la température intérieure de chacun des corps rclléchissans est la même en tous ses points : il sera alors facile de l’obtenir; mais les quantités a, a', a!', etc., <p, <p', p'', etc. , n’étant pas connues en fonctions des angles d’incidence, cette expression de T renfermera des coefliciens dépendans de l’état- des surfaces de A, de l’enceinte et des corps réfléchissans, qui ne pourront être déterminés que par l’expérience.
Je suppose d’abord que tous les corps réfléchissans aient une même température, variable avec le temps, et convergente vers la température constante £ de l’enceinte extérieure où ils sont placés; je suppose aussi qu’aucun des points O', U", O”, etc. , où se font les réflexions successives, n’appartlenu» à la surface de cette enceinte, ni à celle de A; et ces suppositions ayant lieu pour tous les points O de la surface de A, et pour toutes les directions de la droite 00', ce corps sera compris dans une autre enceinte, fermée de toutes parts, et ayant partout une même température, comme la première enceinte. Si l’on désigne par il cette température, qui sera la valeur commune de u, u", il", etc. , et qu’on fasse
*'( « —*')+*"( 1 — *‘) ( « —?")+*'"( 1 — «') ( » — *") ( 1 — ?'")+ etc . — y, la formule (7) deviendra simplement
a = -y - [(!-¥) (F« -FO - > (Fn' - FO].
Par une intégration semblable à celle du n° 34 , on eu dédqira immédiatement
r = n (F« — FO — n’ (F«' — FÇ) ,
en faisant pour abréger,
- f*'w a (i — f) cos 9 sin (M8 = n,
~ f " J y cos 8 sin 9d6d^ =ri;
et si l'on a égard à l’expression de la fonction F, trouvée dans le n° a6, et qu’on fasse aussi
ng = X, rig — X',
il en résultera
Le flux de chaleur à la surface de A dépendra donc eu général, non-seulement de la température variable ri de l’enceinte intérieure , mais de la température constante Ç de l’enceinte extérieure qui pourra être aussi éloignée qu’on voudra de la première. Son expression renferme, comme on voit, deux coefficiens X et X' qui devront être déterminés par l’expérience. Le premier est la mesure du pouvoir rayonnant de la surface de A au point O (n° a6); le second dépend en outre de l’état de la surface de l’enceinte intérieure, à raison des fractions ri, a", ri", etc., qui sont contenues généralement dans la quantité y. Pour quelles en disparaissent, il faut que toutes les inconnues <p' , <p", <p'n, etc., soient égales; auquel cas y se réduit à l’une des quantités égales i — <p', i — <p", i — p'", etc., multipliée par une série infinie dont la somme est l’unité. L’égalité de ces inconnues, relatives à une température variable de l’enceinte, exige quelles soient indépendantes des angles d’incidence, et qu’elles ne dépendent pas non plus de la matière des corps dont l’enceinte est formée, à moins qu’ils ne soient tous de la même matière. En supposant que ces conditions soient remplies, ce que l’expérience seule pourrait nous apprendre, et en outre, que la valeur commune de P’> $'"> etc. , est celle de <p qui a lieu pour le corps A, nous
aurons
y — i — <P, n1 =2 n, A' = A, et la formule précédente se réduira h
résultat semblable à la formule (6), qui répond au cas d’une température invariable de l’enceinte. '
(3i). Je suppose actuellement que les températures communes à tous les points de chaque corps réfléchissant, varient d’un corps à un autre et avec le temps. Les réflexions successives auront lieu à leurs surfaces, à celle de l’enceinte dont la température est Ç, et à la surface du corps A dont la température u sera aussi supposée la même en tous ses points.
Cela étant, du point 0 comme centre, et d’un rayon pris pour unité, je décris une surface sphérique, et je désigne par ds son élément différentiel perpendiculaire à la ligne 00' qui va de ce point 0, d’où part la ligne des réflexions successives, au point 0' où a.
lieu la première réflexion; je mets ds à la place du facteur - ^ de
la formule ("}; j’intègre ensuite cette formule par rapporta ds pour avoir la valeur de Ta»; et en supprimant le facteur o , il en résulte
r = -r- (F « — F£) /*«( i — $) cos 8r/j • \
)— (F m' — FÇ) / a«'( i — <p') cos S ds I
— (F u" — F() fa*!' (x — «')(, — <p") cos 8* / (8)
_ _L (Fn"'— F£) / <»<»"' ( i—«/) (i— a") (i— <p"') cos 8^ ]
— etc» /
Si l’on mène par le point 0 un plan tangent à la surface de A , l’intégrale contenue dans le premier terme de cette formule devra toujours s’étendre à tous les élémens ds de la surface hémisphérique, terminée à ce plan, et à laquelle aboutissent les lignes 00' qui fout des angles aigus 8 avec la normale extérieure ON. Ce premier terme exprimera la valeur de T qui aurait lieu si le corps A était convexe au point 0, et qu’aucun autre corps ne fût renfermé dans l’enceinte avec A. En ayant égard à l’expression de la fonction F, et désignant
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toujours par x la mesure du pouvoir rayonnant de A au point 0 , ce premier terme sera donc A (ji** — [*/•). En mèraetems, la valeur entière de T deviendra
r=A(^“— //)— ta\^— j»{} — ta"{ fjLu’—f/) — /a1) — etc. (9) en faisant, pour abréger,
^ f *»'( 1 — ç')cos 0<A — <sr',
~ y" txjc* ( 1 — a') ( 1 — <p'0 cos âf/j = ta",
/cux"'(i — a!) (1 — a") (1 — <p'n) cos Bds = ta"1, etc.
Dans chaque cas, on fixera les limites des intégrales contenues dans les coefiiciens ta', ta", ta'", etc. , d'après les formes et les positions respectives de A et des corps réfléchissans renfermés dans l’intérieur de l’enceinte. Mais les valeurs même de ces coefiiciens, à raison des quantités inconnues dont elles dépendent, ne pourront être déterminées que par l’expérience. Elles varieront, en général , avec la position du point O à la surface de A. Lorsqu’on aura formé l’expression de T relative à un point 0 quelconque, on la multipliera par dt-e t par l’élément différentiel de cette surface; l’intégrale du produit étendue à cette surface entière exprimera la diminution totale de chaleur de A pendant l’instant dt. Tous les coefiiciens tir’ , ta" , ta1", etc., étant positifs, on voit que la vitesse du refroidissement de A sera augmentée ou diminuée par l’influence de chacun des corps réflécfaissans, scion que la température de celui-ci sera plus petite ou plus grande que celle de l’enceinte ; et pour comparer entre elles les influences de l’émission directe et des réflexioos successives de chaleur, il suffira généralement de considérer les limites des intégrales d’où dépendent les valeurs de--®1', ta', ta"’, etc. , ainsi qu’on le verra par les exemples suivaus, dans chacun desquels nous supposerons, pour ne pas compliquer la question, qu’il n’y ait qu’un seul des points qu’on a désignés par 0', 0", O"1, etc. , qni n’appartienne pas à la surface de l’encemte, ce qui réduira chacune des formules (8) et (9) à deux termes seulement.
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(3a). Si À est concave au point 0 , le premier point O' appartiendra, suivant certaines directions de la ligne 00', à la surface de ce corps. On aura u = u en ce point 0' ; et tous les autres points 0* , O"', etc. , appartenant par hypothèse à la surface de l’enceinte, la formule (8) se réduira à ses deux premiers termes, savoir,
T = -t— (F u — F£) [/a(i — $) cos 8 ds — /««'( i — <p') cos 8 ds].
La première intégrale s’e'tendra toujours à toute la surface hémisphérique, terminée au plan tangent en 0 , et comprenant la normale ‘ extérieure ON; et la seconde, à la partie de cette surface comprise entre ce plan tangent et le cône tangent à la surface de A, qui a sonsommet au point 0. Eu admettant que la quantité soit indépendante de l’angle d’incidence et de la matière de A , ou seulement de l'angle d’incidence, et supposant alors que A est un corps homogène, » on aura <p' — Si l’on a de plus a! = i , les deux intégrales se réduiront à une seule, laquelle s'étendra à la portion de surface hémisphérique, comprise dans l'intérieur du cône que l’on vient d’indiquer, de sorte qu’en ayant égard à l’expression de la fonction F, et faisant
-r^/a (i — <P ) cos 6r is = <w , nous aurous simplement
Si A était convexe au point 0, il faudrait étendre jusqu’au plan langent en 0, c’est-à-dire à la surface hémisphérique entière, l’intégrale contenue dans la quantité qui coïnciderait alors avec le coeflicient A de la formule (G). Le flux de chaleur que nous considérons ne diffère donc de celui qui aurait lieu dans le cas de la convexité de A, que par le coefficient ©■ qui remplace A; et comme ces deux coefticiens dépendent d'une même intégrale, prise entre des limites différentes, qui sont moins étendues pour ur que pour A, il s’ensuit qu'on a 'ar < A , et que l’effet de la concavité de A est de ralentir , toutes choses d’ailleurs égales, la vitesse de son refroidissement.
Pour second exemple, supposons qu’il y ait avec A un autre corps
A' contenu dans l’enceinte fermée, que le premier point (y appartienne à la surface de A', et que tous les autres points 0*, O'", etc. , soient situés à la surface de l’enceinte. La formule (9) se réduira à celle-ci :
r = À (u“ — — m> (<*“'— At{) ,
dans laquelle on aura
nr' — ? -f ï«'(i — <p') cos Ms.
Pour fixer les limites de cette dernière intégrale, je mène par le point O un plan tangent et une normale extérieure ON à la surface de A 5 je conçois un cône ayant son sommet en O et circonscrit à la surface de A' ; et je désigne par s' la portion de la surface hémisphérique , comprise dans l’intérieur du cône , et située du même côté du plan tangent que la normale ON. C’est à cette portion* / de surface , dont le centre est en 0 et le rayon égal à l’unité, que l’on devra étendre l’intégrale contenue dans la valeur de •w'. Si les dimensions de A' sont très petites par rapport à sa distance de A , la surface / sera aussi très petite; ce qui rendra également très petite la valeur de <&' , et , par suite , l’influence directe de A' sur la température de A , à moins que la température u! de A' ne soit extrêmement différente de £. Mais quoique A' soit un corps d’un très petit volume, son influence sur le refroidissement de A , par la réflexion de la chaleur à la surface de l’enceinte , sera quelquefois très considérable.
En effet , prenons pour troisième exemple Je cas où c’est le second point O" qui se trouve à la surface d’un corps A", compris avec A dans l’intérieur de l’enceinte , et où tous les autres points 0', O'", etc. , appartiennent* à la surface de l’enceinte. La formule (9) se réduira alors à celle-ci :
T = A (F « — F Ç) — «r"(F«” — FÇ) ,
où l’on aura
•a r" = i/W(i — <*') (1 — <p") cos Ms.
Pour fixer les limites de cette dernière intégrale, je mène par le
point O, comme précédemment, nn plan tangent et une normale exté* rieüre ON à la surface de A ; d’après la position du point O , la figure de l’enceinte, la forme et la position de A', je détermine, dans chaque exemple, une portion S de la surface de l’enceinte qui comprenne tous les points O' pour lesquels la condition du cas que nous considérons est remplie ; et je conçois un cône circonscrit à S et ayant son sommet au point O. En appelant j" la portion de surface hémisphérique, comprise dans l’intérieur de ce- cône et située du côté du plan tangent où se trouve la normale ON, l’iutégrale contenue dans ’Sr" devra s’étendre à tous les élémens ds de a". Or, si la surface de l’enceinte est, par exemple, ccfle d’un ellipsoïde de révolution, et que A et A' soient deux corps d’un très petit volume, placés à ses deux foyers, S sera alors la surface entière de l’enceinte; par conséquent, f" sera aussi la surface hémisphérique entière ; ce qui rendra* très grande l’influence de A" sur la température de A . Eu supposant a.' =. o dans toute l’étendue de la surface de l’enceinte, et , au contraire , a''s=s i en tous les points de la surface de A"; en admettant aussi que l’inconnue <p" soit indépendante de l’angle d’incidence , et égale à 0, il en résultera <or''= A, et conséquemment
T A (P u — Fu") ;
en sorte que le flux de chaleur à la surface de A et son refroidissement seront les mêmes, dans ces hypothèses particulières, que si l’enceinte avait dans toute son étendue la température u'du très petit corps A", et un degré quelconque de réflexibilité
Pour dernier exemple, je suppose que le troisième point 0'" soit situé à la surface d’un corps A'" compris dans l’enceinte avec A , et que tous les autres points 0', 0", 0”, etc., sont situés à la surface de l’enceinte. Je réduis, en couséqucnce, la formule (9) à
r = A (Pu — KC) — — F<) ,
le coefficient «•"' ayant pour valeur
^"= — a') (1 — «")(« — $')cos6 ds.
Pour fixer les limites de cette intégrale, je mène toujours par le
point 0 une normale extérieure ON et un plan tangent à la surface de A; je détermine, dans chaque exemple, la portion S de la surface de l'enceinte où se trouvent tous les points O'.qui remplissent, avec un autre point 0" do cette même surface , la condition relative à l'expression de T que je considère ; cela fait, je circonscris à S un cùne qui ait son sommet au point 0, et j’appelle s'" la porliou de la surface hémisphérique comprise dans l’intérieur de ce cône et située du même côté que la normale ON par rapport au pian langent. L’intégrale contenue dans <w"' devra s’étendre à tous les élémens ds de s"'. Maintenant, si A et A'" sont deux très petits corps, placés aux foyers F et F' ( lig. 7 ) de deux miroirs conjugués M et M', dont les surfaces sont censées faire partie de celle de l’enceinte, S sera la surface de M , et s"' aura pour valeur cette même surface divisée par le carré du rayon de ce miroir, ou du double de sa distance focale. Elle sera donc indépendante de la distance de A'" à A ; par conséquent, le coefficient /&'" et l’influence de A"' sur la température de A, n’en dépendront pas non plus. En comparant la valeur de s à celle de s' qui avait lieu dans le second exemple de ce numéro, on voit que, malgré les deux réflexions que la chaleur subit sur la surface de l’enceinte, et qui donnent lieu aux facteurs 1 — a' et 1— .a'',par lesquels la valeur de ■or'" est affaiblie, cette influence de A'" sur le refroidissement de A , est généralement beaucoup plus grande que celle qui est exercée directement par ce même corps A"'. Ce corps étant donné, son influence par réflexion atteindra son maxinuun lorsque les miroirs M et M' n’auront qu’un pouvoir absorbant mil ou insensible , et qu’on aura , en conséquence , a! — o et al' = o. On supposera aussi a'" — 1 , afin de n’avoir pas à considérer dans la valeur complète de T, une série infinie de réflexions, semblable à celle du second exemple du u* ag. C’esf de cette manière que l’oq explique en Physique, d’après M. Pierre Prévost, la réflexion apparente du froid. Si la température de A est égale à celle de l’enceinte, et qu’on ait «"'<£, ce corps est en effet refroidi par l’action de A"' transmise par réflexion j il est au contraire échauffé quand on 1 et «®> Ç.
(33). Dans tout ce qui précède , le corps A a été placé dans une enceinte vide d’air; on va maintenant supposer celte enceinte rem-
plie d’air ou d’un gaz quejconquc ; et il s’agira de déterminer , rn ayant égard à l’absorption et à l’émission de chaleur dues à ce fluide, la valeur de la quantité A du n° âa.
Pour cela, considérons de nouveau le cône dont le sommet est un point de A très voisin du point O de sa surface, ou., si l’on veut, ce point 0 lui-même ( n“ 20) , et qui est circonscrit à l’élément a, de la surface de l’enceinte, correspondant au point 0,. Menons par ces points 0 et 0, les normales ON et 0,N, (fig. 8) aux deux surfaces , et faisons toujours
Soit M' un point quelconque de la droite 00, , situé à une distance r' de 0, , de sorte qu’on ait
Appelons m' une portion d’air de grandeur insensible et correspondante au point M', et désignons par ïi'm'dt la quantité de chaleur émise en tous sens par m' pendant l’instant di ; on aura
Tl°* 6 jr^Wm'dt (n° 9) pour la partie de cette chaleur qui attein-
kpt (h — r )
drait dans le vide l’élément « de la surface de A correspondant au point 0.
Cela posé , je prends pour m‘ la tranche très mince du cône dont il s'agit, perpendiculaire en M’ à la droite 00,. En appelant b’ sa base, r! son épaisseur, et p’ la densité de l’air au point M', on aura
m’ == fbW.
Si l’on compare cette section b' du cône à la section parallèle , faite par le point 0„ et qui est égale à u, cos 8,, on aura aussi
b' — (J— j—) «, cos 6,.
Soient, de plus, §' la température de m' au bout du temps l, et q' la mesure de son pouvoir absorbant. D’après l’équation (5) du u° i3, nous aurons
n' = ?TS';
et au moyen de cette valeur jointe à celles de wl et b', la quantité de chaleur précédente deviendra
», co» 3 co» 6,
q'f'FÇ.x'dt.
Je représente actuellement par
», CO» 9 COS 6, rfl J.
la quantité de chaleur, émise ou réfléchie, qui part de ai, pendant l’instant dt , et qui viendrait tomber tout entière sur a , s’il n’y avait pas d’air interposé entre ces deux élémens; quantité dans laquelle Je facteur Z' serait égal, dans le vide, à la fonction Ff de la température Ç de l’enceinte, d’après ce qu’on a vu précédemment. Je suppose que cette quantité de chaleur soit augmentée , à la distance r de co,, dans le rapport de p' à l’unité; en négligeant le carré de elle sera augmentée , à la distance r' -f- dans le rapport de do
p' -f- -far »' à l’unité; par conséquent, l’accroissement positif ou négatif qu’elle éprouvera en traversant ml , aura pour valeur
■>, cosScosO,
Z' % n’dt.
dr
Or, cet accroissement résulte de la chaleur envoyée par m‘ à a> pendant l’instant dt, dont on vient de former l’expression, et dont il faudra retrancher la portion de chaleur absorbée parcette même partie matérielle m1; d’ailleurs, cette portion de chaleur est égale à la chaleur incidente sur m', multipliée par l’épaisseur la densité f' et le pouvoir absorbant c[ (n* io), c’est-à-dire au produit
», cosl co»t,
4 wh*
Z'p'q'fWdt ;
en supprimant les facteurs et *'dt, communs aux
trois quantités que l’on considère, on aura donc
J’intègre celte équation, et je détermine la constante arbitraire, de sorte qu’on ait p' = i quand r' = o ; il en résulte
p'Z' = Z'e~f^ -4- .q'f’dk,
où l’on suppose que les intégrales indiquées commencent avec r ' , et l’on représente par e la base des logarithmes népériens.
Je désigne par k' la valeur de p' qui répond au point 0, c’est-àdire , à r' = h. En faisant
- f. _ h‘t fV** F? yp w = tn •
nous aurons
k Z' = Th! + fr'g'FÇ.
Ce sera cette valeur de kZ1 qu’il faudra mettre à la place de kZ dans la formule (4), après que la valeur de Z' aura été déterminée : h! et g1 sont des nombres abstraits, dont le premier dépendra de la distance h et de la nature du fluide dans lequel le corps A est plongé, et dont le second dépendra, en outre, des températures du fluide et de l’enceinte.
(54). Le facteur Z' de la quantité de chaleur envoyée par a», k ot, se trouve donc augmenté dans le rapport de A' à l’unité, par l’air interposé entre ces deu* élémens. En désignant par Z' ce que devient cette inconnue Z' relativement au point 0, (fig. 4) de la surface de l’enceinte et à la direction 0.0,, l ipconnue Z" sera aussi augmentée par iair dans uri rapport de k' h l’unité, déterminé par une équation semblable à la précédente ; en sorte que l’on aura
k"Z" = h" Z" + //'g"F£ , en appelant h, la distance1 0. 0,, faisant ensuite
'•V^Fg' . q'r'dr' = g"FÇ;
et supposant que q1, f', % f se rapportent, dçjus ces intégrales, à un point quelconque de la ligne 0.0,, situé à la distance r' de 0.. Si
ri
l’on désigne de même pour Z'", ce que devient l’incounue Z' relativement au point O, et à la direction 0j0„ que l’on suppose l’inconnue Z'" augmentée par l’air dans un rapport de k"' à l’unité , et que l’on fasse
JW*'
F Ç.q'r'dr' = g"TÇ ,
on aura également
h"‘Z'" -+■ h'"g"' Ff ;
et ainsi de suite.
D’un autre côté, on verra, par un raisonnement semblable à celui du n° a3, que la quantité Z' se composera d’une partie a,F£ provenant de l’émission à travers l’élément co, , et d’une partie kZ' (i — »,) provenant de la réflexion sur ce même élément : la quantité Z* se composera aussi de deux parties ei.FÇ et k"'Z"'(i — «,), qui résulteront de l’émission et de la réflexion ; et de même pour chacune des inconnues suivantes Z'", Z”, etc. On aura donc cette série infinie d’équations :
z" = «.Fr + k'"zw(i — *.) , Z'n = «jFf -4- *”Z,T(i — «j), etc. ,
à laquelle il faudra joindre la série précédente , savoir :
k'Z' — h' Z' 4- h' g Tf, k"Z" = h"Z" -h tf'g'TÇ, k"’7J" = hmZm + hy FC , etc. ;
et ces deux systèmes d’équations serviront à déterminer les deux suites d’inconnues Z', Z", Z'", etc., k, k\ k", etc.
(35). Les quantités g1, g", g'", etc. , que ces dernières équations renferment, supposent connue la température en tous les points de l’air ou du gaz contenu dans l’enceinte où le corps A est placé. Près de la surface de A, cette température sera modifiée par celle de ce corps et variera avec le temps; mais quand la surface de A
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a peu detendue relativement à celle de l’enceinte, le fluide prend, à peu près dans toute sa masse, la température invariable de l’enceinte , et l’on peut supposer, sans erreur sensible dans les intégrations d’où dépendent g', g", g'", etc., que l’on a partout £' = £•
Cela étant, on aura
fe^,dr Fg' Vf>W = {efq'(dH — i)FÇ,
à cause que les intégrales indiquées doivent s’évanouir avec ri. En étendant successivement l’intégrale fq'f'dr' jusqu’à ri = A, = A,, = A. , etc., et ayant égard aux valeurs de A', A', A*, etc., on en conclura
A'g' = i — A', hy = I — A", A'V" = I — A™, etc. ; au moyen de quoi les équations (i i) deviendront
k'Z' = (Z' — Ff) A' + Ff,
k'7" = (Z" — FC) A" + FC,
A"'Z'" = (Z'" — FC) A'" + FC,
etc.
Or, on satisfait, quelles que soient les quantités A', A", A'", etc., aux équations (io) et à ces dernières équations, en prenant l’unité pour chacune des inconnues k' , k' , A*, etc., et faisant chacune des inconnues Z', Z", Z'", etc., égale à FC; ce qui est la seule solution de toutes ces équations, puisqu’elles sont linéaires, en y regardant Z', Z', Z*, etc., k'Z', k’7’ , k07“, etc. , comme les inconnues.
Dans ce cas, la valeur de k‘ Z', qu’il faudra mettre à la place de kZ dans la formule (4), sera donc FC, comme dans le cas du vide. Lors donc que le fluide, homogène ou hétérogène, dans lequel le corps A est plongé, a pris la température invariable de l’enceinte, il n’influe plus sur la valeur de A , ni sur celle du flux de chaleur Toi à travers chaque élément de la surface de A ; ce qui tient à ce que chaque partie du fluide envoie alors à cet élément une quantité de chaleur rayonnante, égale à celle qu’elle intercepte, et qui serait envoyée par l’enceinte à ce même élément. U ne s’ensuit pas que le fluide n’ait aucune influence sur le refroidissement du corps A : il
enlève on communique, comme on sait, directement par le contact, de la chaleur à cc corps; mais cet effet n étant pas relatif à la chaleur rayonnante, c’est dans un autre chapitre qu’il en sera question.
(36). Voici, en terminant celui-ci, le résultat général de l’échange de chaleur entre deux parties matérielles m et m', de grandeur insensible, appartenant à un même corps ou à des coips différens, et pouvant avoir lieu dans le second cas, après une ou plusieurs réflexions intermédiaires sur les surfaces d’autres corps.
Supposons que m réponde au point M du corps A , très voisin du point 0 de la surface (fig. 6). Soit Umdt la quantité de chaleur émise en tous sens par m pendant l’instant dt. Désignons par u l'ouverture d’un cône extrêmement aigu, ayant son sommet au point M, et comprenant la droite MO. Dans le cas du vide, la portion de Thridl qui se propagerait suivant ce cône, serait aYlmdt; supposons qu’elle soit diminuée par l’absorption due à la matière de A, en allant de M à 0, dans le rapport de p à l’unité, et ensuite par la réflexion intérieure, dans le rapport de et à l’unité, en traversant la surface de A au point 0; la portion apaUmdt de la chaleur émanée de m, se propagera alors en dehors de A, et formera un filet extrêmement mince dont j’indiquerai la direction par la droite 00'. Pour plus de généralité, je supposerai que cette ligne ne soit pas le prolongement de MO; ce qui aura lieu effectivement si la chaleur éprouve une réfraction analogue à celle de la lumière, en passaut d’un milieu dans un autre.
Soit 0' le point où la droite 00' rencontrera la surface d’un second corps A'; faisons 00'= h, et supposons qu’en parcourant cette distance h, la chaleur soit diminuée dans le rapport de II à l’unité par l'absorption dans l’air. Désignons par et' la fraction de la chaleur incidente llapjnnidt qui pénétrera dans l’intérieur de A'; le surplus (i — *' jWapiUmdt sera réfléchi, et formera encore un filet très mince dont je représenterai la direction par la ligne O’O', de sorte que les deux droites O'O et O'O" feront, avec la normale O'IN' à la surface de A', des angles OO'N' et 0"0'N' égaux et compris dans un même plan.
Soient de même 0* le point où la droite O'O' rencontre la surface d’un troisième corps A*, et h! la distance O'O'; supposons qu’en par-
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courant cette distance, la chaleur soit diminuée dans le rapport de H' à l’unité par l’absorption dans l’air; appelons a" la fraction de la chaleur incidente sur la surface de A*, qui pénétrera dans l’intérieur de ce corps; la portion de chaleur réfléchie au point 0" sera (i — a")H'(i — z'ftlctp-nmdt , et sa direction, que j’indiquerai par la droite 0"0"', fera , avec la normale 0"N’' à la surface de A”, un angle égal à 0'0,'N", et compris dans le même plan.
Soient encore O'" le point où la droite 0"0'" rencontrera la surface d’un quatrième corps A'", et h" la distance 0*0"'. Supposons que la chaleur soit diminuée dans le rapport de H" à l’unité, en parcourant dans l’air cette distance ff; la chaleur incidente au point O'" de la surface de A*, savoir, H"( i — at*)H'( i — a.'Wa.pal'lmdt , se divisera en deux parties, dont l’une pénétrera dans l’intérieur de A'w, et l’autre sera réfléchie. 11 sera facile de voir ce que deviendra la seconde partie, après un nombre quelconque d’autres réflexions subséquentes; mais, pour fixer les idées, je ne prolongerai pas plus loin cette série de réflexions, et je vais considérer la portion de chaleur qui pénétrera dans l’intérieur de A'".
Je suppose que cette portion soit la fraction a.'" de la chaleur incidente ; elle formera dans l’intérieur de A"' un filet très mince dont j’indiquerai la direction par la droite 0"'M', distincte du prolongement de 0"0"', s’il y a réfraction au point 0'". Soit / la section de ce filet, perpendiculaire à sa longueur, et faite par le point M'. Je prendrai pour m' la partie de A"' qui a s' pour hase, et une très petite épaisseur x'j de sorte qu’en appelant p' la densité de A'" au point M', on aura
Je supposerai aussi que la chaleur, en parcourant la distance O^M', soit diminuée dans le rapport de p' à l’unité , par l’absorption duc à la matière de A"'. En désignant par q' la mesure du pouvoir absorbant de ni', la chaleur absorbée par cette partie matérielle se déduira de la chaleur incidente sur sa base s', en la multipliant par le produit rt'f'q’ (n* :o); si donc on la désigne par G, elle aura pour expression, d’après ce qui précède,
G = HH'H''(i — a) (i — «") aa.'" pp'n' onmdt ,
où l’on voit clairement l’origine de chacun des facteurs, et l'effet auquel il répond.
Cette portion de chaleur, émanée de m et absorbée par m’, a suivi la route indiquée par la ligne brisée M00'0"0"'M ', en formant un filet dont la section normale varie dans toute sa longueur, mais qui est toujours extrêmement petite et proportionnelle à l’ouverture conique que l’on a désignée par <j. Réciproquement, une portion de chaleur émanée de m' suivra la route indiquée par M'0"'0,'0'0M , et sera absorbée par m. Elle formera aussi uu filet très mince dont la section normale, variable d’un pointa un autre, sera proportionnelle, dans toute sa longueur, à une ouverture conique extrêmement petite que je désignerai par a' , et qui appartiendra à un cône ayant son sommet en tel point M' que l’on voudra de m' . Or, je désigne aussi par s la section normale de ce filet correspondante au point M; je prends pour m la partie de A qui a s pour base, et une très petite épaisseur a, de sorte qu’on ait
m = snf,
en appelant p la densité de A au point M : si l’on représente en outre par q la mesure du pouvoir absorbant de m, par TŸm'dt la quantité de chaleur émise en tous sens par m' pendant l’instant lit, et par G' la portion de cette chaleur qui atteindra m et sera absorbée par cette partie matérielle, nous aurons
G' = HH'Il" (i — a!) (i — <t‘) aal"pp'«fq<T'n'm'dt.
Dans ces valeurs de G et G', les neuf premiers facteurs sont les mêmes, savoir : H, H', H", p, p' , parce que l’absorption que la chaleur éprouve est égale, soit en allant d’un point à un autre’, soit en allant de ce second point au premier (n* ia); a et a.'”, parce que la chaleur est aussi diminuée dans la même proportion, en traversant sous un angle donné une même surface, de dedans en dehors ou de dehors en dedans; i — a! et r — a", parce qu’ils répondent, dans ces deux formules, à des réflexions sur les mêmes surfaces et sous des angles d’incidence qui sont égaux.
Les ouvertures coniques a et a' étant arbitraires, pourvu qu’elles soient l’une et l’autre extrêmement petites, on peut supposer quelle»
sont entre elles comme les sections normales s' et s des deux ülets de
chaleur que nous venons de considérer, et faire, en conséquence,
l étant une ligne dont la longueur demeurera arbitraire. On aura alors
— jzn-
Je substitue ces valeurs dans celles de G et G' que je retranche ensuite l’une de l’autre; en désignant par / l’excès positif ou négatif de G sur G', il vient
/ = HHH" (i — *') {i~a.’r)aa."’pp'(q’n—qU')dt;
ce qui exprimera, pendant l’instant dt, la diminution de chaleur de in, ou l’augmentation de chaleur de mi', provenant de l’échange entre ces deux parties matérielles.
Si ces parties appartiennent au même corps A , on supprimera dans cette formule les facteurs H, H', II’, ceux qui dépendent des fractions a, a', a", a'n, et le facteur p' ; et si l’on suppose la ligne l égale à la distance r ou MM' qui sépare ces deux parties, cette formule coïncidera , comme cela doit être dans cette hypothèse, avec la formule (a) du n° i3. Elle s’appliquera aussi sans difficulté à l’échange de chaleur entre une partie m de A et une partie rri de l’air environnant, aussi bien qu’entre deux parties m et m' de ce fluide.
En admettant, comme dans le n* i3, que les pouvoirs émissifs de deux matières différentes soient entre eux comme leurs pouvoirs absorbans, ou aura
n = qFu, n' = çTV;
« et ti' étant les températures de m et m' au bout du temps t, et F désignant une fonction indépendante de la nature des corps auxquels ces parties matérielles appartiennent; la formule précédente deviendra alors
jT == îj HH'H" («—«') (i— *") ajt!"pp'qq' (F«— Fu'>ir;
et dans le cas de u'=u, on aura A = ot quelles que soient les matières de m et m', et les absorptions et «flexions intermédiaires. On conclut de là que quand les températures seront primitivement égales, ou quelles le deviendront après un certain temps, entre tous les points d’un système de corps, de forme et de nature quelconques, solides, liquides ou gazeux, cet équilibre de température subsistera indéfiniment entre les parties de ce système, prises deux à deux et aussi petites que l’on voudra , pourvu qu’elles contiennent toujours, comme m et m', des nombres extrêmement grands de molécules.
Les formules générales que l’on a réunies dans ce numéro mettent eü évidence toutes les hypothèses que nous avons faites précédemment sur l’émission, l’absorption et la réflexion de la chaleur. Elles renferment l’expression analytique de ces hypothèses, et montrent comment ces suppositions satisfont, de la manière la plus générale, à la condition de l’équilibre de température. Les lois de la chaleur rayonnante exposées dans ce chapitre en sont le développement et Iss conséquences.
CHAPITRE III
Lois du refroidissement des corps qui ont la même température en tous
leurs points.
(37). Le* lois du refroidissement ou de réchauffement d’un corps dépendent, en général , d’une équation aux différences partielles, commune à tous ses points , et d’une équation relative à sa surface , que nous donnerons dans la suite , mais qu’on ne parvient à résoudre simultanément que dans des cas très peu nombreux. La question devient beaucoup plus simple, et ne conduit plus qu’à des équations différentiellesHlu premier ordre, en nombre égal à celui des corps soumis à leur influence mutuelle, lorsque la température de chacun d’eux est la même en tous ses points et seulement variable avec le temps. C’est de ce cas le plus simple que nous allons d'abord nous occuper.
Pour qu’il ait lieu, il faut que le corps A, qui se refroidit ou s’échauffe, ait de petites dimensions. Les températures initiales de ses différens points seront égales ou inégales ; la chaleur sera d’abord distribuée arbitrairement dans toute sa masse ; mais apres un temps peu considérable , les températures de tous ses points seront devenues égales , excepté près de la surface , dans l’épaisseur de la couche d’où émane la chaleur rayonnante, et où la température varie toujours très rapidement suivant chaque normale ( u° 18). Toutefois, quelque peu étendu que soit le corps A , l’égalité de température en tous ses points exige qu’il n’y ait pas de causes qui entretiennent certaines parties de ce corps , ses extrémités par exemple , à des températures données : dans ce chapitre, nous supposerons donc que A ne soit pas soumis à l'action constante de semblables causes.
Ce corps A pourra être un solide, homogène ou hétérogène, d’un petit volume; il pourra aussi consister en un fluide contenu dans
une enveloppe très mince; et, dans ce dernier cas, l’égalité de température s’établira plus promptement ou dans une plus grande étendue, à raison des mouvemens qui seront produits dans le fluide par la différence des températures et des densités initiales, et qui la feront bientôt disparaître, en mêlant les parties inégalement échauffées. Un thermomètre, ou dn moins la boule de cet instrument, qui en forme la partie principale, est un corps de cette espèce, que l’on suppose égalerqent échauffé à chaque instant dans toute son étendue.
(38). Au bout du temps quelconque t, désignons par u la température intérieure de A , au-delà de sa couche superficielle d’où émane la chaleur rayonnante, et après les premiers momens de son refroidissement; par hypothèse, « sera simplement une fonction de t, qu’il s’agira de déterminer. La vitesse du refroidissement de A à cette époque sera la diminution de sa température pendant l’instant dt , divisée par dt ; en la désignant par V, on aura donc
et selon que cette quantité V sera positive ou négative , il y aura , en effet, refroidissement ou échauffement de A. Dans la pratique, on prendra pour V la diminution de température pendant un temps très court, donnée par l’observation et divisée par cet intervalle de temps.
Soient a le volume de A et c sa chaleur spécifique , s’il est homogène , ou la moyenne des chaleurs spécifiques de ses différentes parties , s'il est hétérogène. La diminution de sa quantité de chaleur pendant l’instant dt sera — acdu (n* 5) ou acXdt, en supposant que les dimensions de ce corps, quoique très petites, sont néanmoins fort grandes eu égard à l’épaisseur de sa couche superficielle où la température n'est pas la même que dans son intérieur, et négligeant, en conséquence , la variation de la quantité de chaleur qui appartient à cette petite portion de A.
D’un autre côté, cette diminution de chaleur acXdt proviendra du flux de chaleur Tadt (n* 17), qui aura lieu à travers chaque élément a> de la surface de A pendant l’instant dt, et de la chaleur enlevée directement à ce corps, pendant ce même instant, par l’air en
contact avec toute sa surface. En ajoutant cette dernière quantité de chaleur à la somme des valeurs de Tuât, relatives à tous les élémens ai, on aura donc une quantité' équivalente à acXdt ; ce qui servira à déterminer la valeur de V, et fournira lcquation différentielle d’où dépendra la valeur de u.
Or, quelque petit que soit A, si ce corps est soumis à l’influence d’un ou de plusieurs autres corps dont la température varie avec le temps, le coefficient T ne sera pas le même en tous les points de sa surface, et son expression sera différente selon les différons cas qui pourront se présenter. Je supposerai, en premier lieu, que A soit contenu seul dans une enceinte fermée de toutes parts, dont la température est invariable et partout la même; en la désignant par Ç, par fi le nombre conslant 1,0077, et par A le pouvoir rayonnant qui répond à l’élément ai , on aura alors (n° 26)
Si l’état de la surface de A n’est pas le même dans toute son étendue, A variera d’un point à un autre; mais on pourra toujours le regarder comme constant, en prenant pour ce coeflicient la moyenne des valeurs du pouvoir rayonnant en tous les points de cette surface; et de cette manière, si l’on appelle b la surface entière, la partie d c acXdt qui provient du flux de chaleur dans toute son étendue, sera bTdt.
Quant à l’autre partie de la valeur de acXdt , l’observation montre que la chaleur enlevée à un corps par le contact de l’air est indépendante de la matière de ce corps et de l’état de sa surface , de sorte qu’en désignant par T, un coefficient qui ne dépend ni de cet état, ni de cette matière, la quantité de chaleur enlevée à A pendant l’instant dt, par l’air en contact avec sa surface entière, pourra être représentée par bT.dt. La perte totale de la chaleur de A pendant cet instant sera donc 6(r+r,)rf/; et en l'égalant à son autre expression acXdt , il en résultera
ce-qui fait voir que, toutes choses d’ailleurs égales, la vitesse du refroidissement du corps A que nous considérons est en raison directe
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de l'étendue de sa surface et en raison inverse du produit de son volume et de sa chaleur spécifique.
Ce résultat est conforme il l’expérience; niais pour qu’il ait réellement lieu, il faut que le corps A soit convexe en tous scs points; car si sa surface présentait une ou plusieurs concavités, la valeur de T ne serait pas la même dans toute sou étendue; et d’après la remarque du n* 3a, les vitesses du refroidissement de deux corps de même volume et de même matière, ne sont pas entre elles comme leurs surfaces, quand l’un d’eux a une partie concave. 11 faut aussi qu’aucune portion de la chaleur émanée de A ne soit réfléchie vers ce corps par l'enceinte, sans quoi la valeur de T ne serait pas non plus la meme pour tous les élémens de la surface.
(3g). Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de se former une idée précise de la chaleur enlevée à un corps par le contact immédiat de. l’air, et distincte de celle qu’il perd en même temps par le rayonnement.
Cette perte de chaleur par le contact résulte de l’échange entre les molécules du corps comprises dans la même couche superficielle d’où émane la chaleur rayonnante, et les molécules d’air appartenant à une couche de ce fluide dont l’épaisseur est aussi très petite. Elle est nulle quand la température du corps est égale à celle de l'air; elle se change en une augmentation de chaleur, lorsque la seconde température surpasse la première; et généralement si l’on appelle n la température de l’air, la diminution de chaleur positive ou négative du corps A pendant l’instant dt, due au contact de l’air dans toute l’étendue b de la surface, que l’on a désignée par bT,dt, devra être représentée par l*vr(u — de sorte que l’on aura
T, = <sr (u — s);
<n r étant un coefficient positif qui pourra encore dépendre des températures u et a.
Le corps A étant placé dans une enceinte fermée ou exposé à l’air libre, je suppose qu’il se trouve dans un courant d’air ou d’un gaz quelconque, dont la température et la vitesse sont constantes. La couche d’air en contact avec A se renouvelant sans cesse, on prendra pour a la température donnée du fluide en mouvement; et, pour un
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même gaz, le coefficient «• sera proportionnel à sa densité, et croîtra, en outre, avec la vitesse du courant. A la vérité, l’air en mouvement et en contact avec A se comprime et s’échauffe d’un côté de ce corp, tandis qu’il se dilate et se refroidit de l’autre côté; mais en prenant x et '»• comme nous l’indiquons, on suppose implicitement que ces deux effets contraires se compensent sur la surface entière de A. La même chose aura lieu si l’air est en repos et A en mouvement ; sa vitesse, dans ce second cas, ou celle de l’air dans le premier cas , pourra être assez grande pour que cette cause de refroidissement ou d’échauffement de A soit prépondérante , et l’emporte de beaucoup sur d’autres causes qui agissent en même temps , c’est-à-dire , sur le rayonnement de A et sur l’influence calorifique d’autres corps voisins. Cela étant , lorsque la température de A sera devenue stationnaire , elle sera celle de l’air dans lequel il se trouve. C’est sur cette considération qu’est fondé le procédé qu’on emploie pour connaître la température de l’air, et qui consiste à agiter fortement un thermomètre dans ce fluide, jusqu’à ce que la température indiquée par l’instrument ait cessé de s’élever ou de s’abaisser. On prend pour la température de l’air environnant celle que le thermomètre marque a cet instant; on peut aussi la déterminer, mais moins promptement, au moyen d’un thermomètre dont la surface est sensiblement imperméable à la chaleur, ou douée d’une réflexibilité aussi parfaite qu’il est possible; en sorte que l’instrument ne puisse s’échauffer ou se refroidir que par la contact immédiat de l’air, dont l’effet est indépendant de l’état de sa superficie.
Lorsque l’air est calme et le corps A en repos , la couche d’air en contact avec sa surface s’échauffe ou se refroidit; sa densité et sa force élastique changent : elle se déplace, en conséquence, et est sans cesse renouvelée. H se produit alors près de la surface de A un mouvement de l’air qui peut s’étendre à la masse entière de ce fluide , quand elle est peu considérable , et dont la vitesse dépend de la différence entre les températures de A et du fluide. La détermination de ce mouvement particulier de l’air, et par suite de la variation de température de A à laquelle il donne lieu , est un problème que l’on est loin de savoir résoudre. La loi de cette variation doit donc être empruntée de l’expérience; or, on conçoit qu’elle sera diffé-
rente, selon que le corps A, d’un petit volume, est place dans un vaisseau clos, comme dans les expériences de MM. Dulong et Petit, on qu’il est exposé à l’air libre, ou, du moins, suspendu dans un grand appartement.
Dans le premier cas, la température de la masse d’air est inconnue; elle n’est sans doute pas partout la même; et à chaque instant elle doit dépendre de la température du vaisseau où elle est renfermée , que l’on peut rendre invariable , et de la température variable de A. Il en résulte qu’en définitive le coefficient T, doit aussi dépendre de ces deux températures , dont il est une fonction qui ne peut être déterminée que par l’observation. Sur ce point, je renverrai au mémoire de MM. Dulong et Petit, où sont consignés les résultats de leurs nombreuses expériences sur le pouvoir refroidissant de différens gaz , pris à différentes températures et sous différentes pressions.
Si , au contraire , A est placé dans un grand appartement ou tout-à-fait exposé à l’air libre , on peut admettre que la couche d’air en contact à chaque instant avec la surface de ce corps , a une température propre et donnée dans chaque exemple ; ce qui revient à dire qu’une couche d’air, après avoir enlevé ou communiqué à A une petite quantité de chaleur , et s’ctre détachée de sa surface , est remplacée par une autre couche dont la température est celle que la première avait d’abord ; que celte deuxième couche est de même remplacée par une troisième, celle-ci par une quatrième, et ainsi de suite. Ces couches successives vont perdre ou reprendre dans la masse d’air environnante la chaleur qu’elles ont enlevée ou perdue, sans que le fluide soit sensiblement échauffé ou refroidi par cette cause , non plus que par l’absorption d’une petite partie de la chaleur rayonnante émanée de A ; ce qui fait rentrer le cas que l’on examine actuellement dans celui d’un courant d’air d’une température donnée, dont on a parlé tout à l’heure.
Pour un corps A exposé à l’air libre ou suspendu dans un grand appartement, l'expérience n'a pas encore fait connaître, en fonction de sa température et de celle de l’air, la loi de la perte de chaleur que ce corps éprouve par le contact immédiat de l’air; généralement, on suppose cette perte proportionnelle à l’excès de la température de A
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sur celle de l’air environnant; ce qui revient à représenter, comme plus haut, le coefficient T, par un produit <zr{u — tr), et à regarder le facteur <tr comme une quantité indépendante des températures * et u de l'air et de A; hypothèse qui doit peu s’écarter de la vérité, dans le cas des températures ordinaires. Mais, pour plus de commodité dans les calculs , nous supposerons à F, la même forme qu’au coefficient T qui répond à la perte de chaleur par le rayonnement et qui est exprimé par la formule (i); nous ferons donc
A, désignant une quantité de chaleur indépendante des températures u et h. Le nombre /i différant peu de l’unité, cette valeur de T, sera, en effet , à très peu près proportionnelle à la différence u — », quand ces températures ne seront pas très-élevées. Le' coefficient A, ne dépendra pas non plus de la nature de A ni de l’état et de l'étendue de sa surface qu’ou suppose très petite; il sera proportionnel à la densité de l’air; et si ce fluide est en mouvement, ou si A se meut dans ce fluide, ce coefficient devra être augmenté en raison de la vitesse relative de A et de l’air; ce qui pourra, quand cette vitesse sera très-grande, rendre A, beaucoup plus grand que le coefficient A delà formule (1). Enfin, si A est exposé à l’air libre, on prendra pour a la température de l’air environnant , donnée dans chaque cas, et déterminée par le moyen qu’on a indiqué plus haut, on autrement : si A est suspendu dans un grand appartement , dont les parois ont partout la même température , on la prendra pour la valeur de a.
(4o). Je reviens actuellement à l’équation (a) , qui suppose le corps A contenu seul dans une enceinte fermée de toutes parts, et dont la température constante est Ç. Cette enceinte étant aussi supposée très grande, on fera, d’après ce qu’on vient de dire, »== £ dans la formule (3); en la substituant à la place de T, et la formule (1)
au lieu de T dans l’équation (2), mettant — ~ à la place de V, et faisant , pour abréger,
Æ(a -4- tog^ ,
On tirera de cette équation
kdt =
J'iutègre, et je suppose qu’on ait u = y, quand t = o; il vient
kt = iog.
d'où l’on déduit, en désignant par e la base des logarithmes népériens.
fx =
résultat qui montre que quand la température initiale y est égale à Ç-, on a constamment u= y, comme cela doit être , et que si celte température y est plus grande ou plus petite que £ , la température u diminue ou augmente sans cesse, jusqu’à ce qu’elle ne diffère plus sensiblement de Ç.
Si les températures £ et y sont peu élevées, u le sera aussi ; en développant alors les exponentielles pt , fxy , fxu , suivant les puissances de £ log fi., y log fi , u log fx, on pourra négliger les carrés et les produits de ces quantités, qui seront de petites fractions à cause du facteur log fx, moindre que 0,0077; ^e cette manière, la formule précédente devient, en réduisant,
et, en même temps, la valeur de k se change en celle-ci : .< j
ac
Par conséquent, le temps croissant par des intervalles égaux, la température de A variera suivant une progression géométrique dont la raison est indépendante de la température £ de l’enceinte ; ce qui est , en effet, conforme à l’expérience dans le cas des températures ordinaires.
Cette loi du refroidissement des corps d’un petit volume est celle
qui résulte du principe de Newton, d'après lequel la chaleur communiquée par un corps à un autre est simplement proportionnelle à la différence de leurs températures; principe que l’on a admis pendant long-temps , mais dont les conséquences s’écartent de plus en plus de l’observation , à mesure que les températures sont plus élevées. En adoptant celte loi, à cause de sa simplicité, lorsqu’il s’agit de températures ordinaires, et désignant par 9 le temps pendant lequel la température de A s’abaisse de sa valeur initiale y, à une valeur donnée €, nous aurons
+ A,) log ^ == logHirf >
en vertu des expressions précédentes de u et de k. Pour un autre corps placé dans la même enceinte, dont la surface est dans le même état que celle de A , et dont la température emploiera un temps 9, à s’abaisser de y à £ , nous aurons de même
(A 4- A,) log ,u =
b„ a„ c„ désignant la surface, le volume et la chaleur spécifique de* ce second corps. En divisant ces deux dernières équations l’une par l’autre , on aura donc
b,aS, c,
ba ,9 c *
équation très simple, sur laquelle est fondé le procédé dont les physiciens ont fait usage pour comparer les chaleurs spécifiques de deux corps d’un petit volume , d’après les temps de leurs abaisseipens égaux de température.
(40- Ces deux corps étant de matières différentes, pour que leurs surfaces soieut dans le même état , comme le suppose cette dernière équation, on les recouvre l’un et l'autre d'une couche très mince formée d’une même matière. Or, relativement à l'épaisseur de cette couche, l’expérience a fait connaître un résultat propre a nous éclairer sur l'étendue du rayonnement de la chaleur dans la matière des corps solides.
Si l’on recouvre ainsi la surface entière de A, d’une couche dont l'é-
paisseur soit très petite, eu égard aux dimensions de ce corps, et qui soit formée d’une matière telle que le noir de fumée , par exemple, dont le pouvoir rayonnant est très grand, À augmentera, A, ne changera pas, et les autres quantités b , a, c, contenues dans k, ne varieront pas sensiblement. La variation de température de A deviendra donc plus rapide; mais l’expérience prouve qu’il faut que la couche addilivc ait atteint une certaine épaisseur, pour que la vitesse de réchauffement ou du refroidissement parvienne à son maximum et devienne stationnaire. Ainsi , en faisant croître graduellement l’épaisseur de cette couche, sans qu’elle cesse néanmoins d’étre fort petite, on observe que la température de A varie de plus en plus vite, jusqu’à ce que cette épaisseur ait atteint une limite que l’expérience fait connaître, et que je désignerai par f. Parvenue à cette grandeur t, si l'épaisseur de la couche additive augmente encore, en demeurant toujours très petite, la vitesse du refroidissement ou de réchauffement ne varie plus. Dans le cas des températures ordinaires, 1 expérience montre aussi que pour une épaisseur donnée, plus petite ou plus grande que «, la température de A s’abaisse ou s’élève en progression géométrique, le temps croissant par des intervalles égaux .
Quand la couche de noir de fumée que j’ai citée pour exemple a atteint ou dépassé l’épaisseur s , elle absorbe à pieu près toute la chaleur qui tombe du dehors sur sa surface extérieure, et son degré de réflexihilité est sensiblement nul. Au contraire, pour une épaisseur moindre que », elle réfléchit une partie de la chaleur incidente , dans une proportion qui diminue à mesure que cette épaisseur approche de ». Lorsque la couche additive est formée d’une autre matière, la limite « a une autre grandeur; à cette limite, la vitesse du refroidissement, devenue stationnaire , est généralement moindre que celle qui a lieu dans le cas du noir de fumée, et la couche conserve encore un degré de réflexibilité relatif à l’état de sa surface. L’expérience n’a pas fait connaître si cette vitesse est ou n’est point toujours la même pour deux couches additives de matière différente, parvenues à leur limite d’épaisseur, pour lesquelles cette limite f serait égale, et qui absorberaient, à cette limite, toute la chaleur incidente, ou qui la réfléchiraient eu égale proporliou.
En admettant ces résultats comme des données de l’observation , il s'ensuit que le pouvoir rayonnant A de la couche additi ve dépend, en général, de son épaisseur, de l'état de sa surface, et peut-être aussi de la matière dortt elle est formée. Or, d’après les n“ a4 et a6, l’expression de cette quantité est
A = -g f’’ *(i — p) cos 9 sin 0rf0;
g désignant une quantité invariable de chaleur, a étant une fraction qui exprime, sous l’angle d'incidence 6, la proportion suivant laquelle la chaleur extérieure pénètre à travers la' surface du corps auquel A se rapporte, et <p représentant une inconnue dont la valeur peut varier, non-seulement avec l’angle 0, comme celle de a, mais aussi avec la matière de ce corps. On peut supposer, ainsi que nous l’avons déjà dit (n° i7), que le phénomène de la division de la chaleur incidente en deux parties, dont l’une est réfléchie au dehors et l’autre pénètre dans l’intérieur, se passe dans l’épaisseur tout-à-fait insensible de la couche qui termine tous les corps et dont la densité varie très rapidement, de sorte qu’il n'y ait plus aucune réflexion de chaleur à la profondeur à laquelle la densité est regardée comme constante , ou ne varie plus qu’à raison de la température. Dans cette hypothèse, qui parait la plus naturelle, la fraction a, relative à un angle donné 0, se rapporte uniquement à la surface même de la couche ndditivc, et ne saurait varier avec son épaisseur, de grandeur sensible. C’est donc l’inconnue qui doit changer de valeur avec cette épaisseur: et, pour cela, il est nécessaire que les points de la couche additive, qui émettent au dehors la chaleur rayonnante, et qui absorbent, en échange, la chaleur extérieure après qu’elle a traversé la surface, s’étendent à une profondeur dont la limite est ».
A la vérité , si la fraction a ne varie qu’avec l’étal de la surface extérieure, et que le degré de réflexibilité de cette surface soit insensible , comme dans l’exemple du noir de fumée , lorsque l'épaisseur de la couche a atteint la limite », il semble qu'il devrait aussi disparaître, et qu'il n’y aurait plus de chaleur réfléchie , contrairement à l’observation, des que cette épaisseur aurait une grandeur sensible. Mais il faut observer que la fraction a de la chaleur in-
cidcnte, qui a traverse la surface extérieure de la couche additive, n’est pas absorbée en entier par la matière de cette couche, lorsque son épaisseur est moindre que f : une portion de cette chaleur atteint donc la surface du corps A recouvert par cette couche ; et si cette surface a un degré quelconque de réflexibilité, cette portion de chaleur sera eu partie réfléchie : elle traversera uue seconde fois la couche additive, sans être entièrement absorbée. La portion qui atteindra la surface extérieure de cette couche se divisera de nouveau en deux parties, dont l’une sera émise au dehors, et l’autre renvoyée vers la surface de A ; et ainsi de suite. De cette manière, la totalité de la chaleur réfléchie au dehors de la couche additive se compose de deux parties distinctes : l'une ne dépend que de l’état de sa surface, et nullement de son épaisseur; l’autre diminue à mesure que l’épaisseur augmente , et s’évanouit quand l’épaisseur a atteint la limite t. La première n’a éprouvé qu’une seule réflexion, qui a eu lieu à la surface extérieure de la coucliç ; la seconde en a éprouvé une ou plusieurs à la surface du corps A.
Ces considérations montrent la nécessité de la quantité <f , que nous avons introduite dans l’expression du pouvoir rayonnait, et dont l’existence tient à ce que la température varie très rapidement prés de la surface d'un corps qui .s’échauffe ou >e refroidit (n° 21). En général , toutes les circonstances que présentent l'émission et la réflexion de la chaleur rayonnante s’expliqueront au moyen des deux quantités a et 1 p, d’où dépend la valeur de A, et dont la première est uniquement relative à l’état de sa surface, c’cst à-dire, à sa coloration et à son degré de poli, tandis que la seconde eu est indépendante, et varie, au contraire, avec la matière des corps, ou du moins avec la limite t qui répond à chaque matière.
La conclusion générale de ce qui précède est que l’épaisseur de la couche superficielle, d’où émane la chaleur rayonnante émise au dehors par les diffère ns corps, et où la chaleur extérieure qui les pénètre est absorbée, n’a point une grandeur insensible, et qu’elle a, au contraire, une grandeur sensible, quoique très petite, qui peut changer d’un corps à un autre. On peut supposer que le rayonnement moléculaire s’étend à des distances sensibles dans l’intérieur des corps solides et liquides, aussi bien que dans leurs couches su-
perfi ciel Les , et que cette étendue sensible peut influer sur les lois de la communication de la chaleur qui se fait de proche eu proche dans chacun de ces corps. Toutefois, à cause de la variation rapide de température, qui a lieu près de la surface et n’existe pas dans l’intérieur, il est possible que, pour une même matière, la limite du rayonnement iutérieur diffère de celle que nous avons désignée plus haut par t.
(4a). Supposons actuellement qu’un second corps A', d’un petit volume, est contenu avec A dans l’enceinte fermée , dont la température invariable sera toujours représentée par£. Au bout du temps t , la température de A sera- désignée par « , comme plus haut , et celle de A' par u' . Cela étant, concevons une surface développable, tangente aux surfaces de ces deux corps, qui sera, par exemple, un cylindre à base circulaire, lorsque A et A' seront des sphères égales. Soient EH F et E'H'F' (fig. 9) les parties de leurs surfaces, comprises entre ces corps et terminées à la surface développable. 11 y aura un échange de chaleur entre À et A', à travers deux élémens quelconques, appartenant l’un a EHF, l’autre à E'H'F'. Je désigne par Ac/< la perte de chaleur de A pendant l’instant dt, résultant de l’échange à travers les deux élémens eu et tu qui répondent aux points 0 et 0' de ces portions de surface. En conservant les notations du n* 37, la valeur de A sera donnée par la dernière formule de ce numéro, ou par la formule (7) du n* a8 , réduite à ses deux premiers termes, savoir :
A = — ' [(« — <P) (F« - H) -«'(«- <P') ( Fié - FC)].
Son premier terme est la valeur de A qui aurait lieu si A' n’existait pas; le flux de chaleur qui en résultera, pendant l’instant dt, a travers la surface entière b de A, sera donc, comme plus haut, égal à bTdt ; le coefficient T étant donné par la formule (1). Si donc on remplace co et eu, dans le second terme de A, par les élémens différentiels ds et ds' des surfaces de A et A' qui répondent aux points 0 et 0', le flux total de chaleur à travers cette même surface b sera '
bTdt — jJj- (Tu1 — FC)//xa'(i — <p'j cos 0 cos 6' dsds' ; l’intégrale double s’étendant aux deux portions de surface EHF et E'H'F'.
DE l\ CHALEUR. 7f)
Si les quantités * et a! ne sont pas toutes (feux égales à l'imité , il y aura, en outre, entre les élémens de EHF et E'II'P des séries de réflexions de chaleur qui changeront , sous le signe ff , le facteur cta' (i — p') en un autre que je désignerai par et,. En ayant égard à l’expression de la fouction F ( n° 26 ), on pourra faire
(*“' — FÇ)//a, cœ 8 cos Ô'ds cU = bÇ( — ftf) ;
fi étant une quantité de chaleur dépendante de l'état des surfaces EHF et E'H'F, de la quantité <p', et de la distance qui sépare les deux corps A et A'. Si cette distance est très grande par rapport à leurs dimensions, la quantité S sera très petite relativement à la quantité A de meme nature, qui entre dans la formule (1), et elle variera, à très peu près , en raison inverse du carre de cette distance. Pour tenir compte de la série de réflexions qui a changé aa'(i — <p ') en il faudra aussi changer le facteur A de cette formule (1) en un autre factenr A(i 4- /), dans lequel / est une fraction très petite, comme
dans le cas où la distance de A' à A sera très grande. On supposera que leurs surfaces ne présentent aucune concavité , et qu’aucune portion de chaleur émise par ces corps ne leur est renvoyée par l’enceinte. L’expression précédente du flux de chaleur à travers la surface b sera complète ; en sorte qu’en y ajoutant la perte de chaleur bT,dt, produite par le contact de l’air, on aura la valeur totale de la quantité caXdt du n°4a.
Cela posé , d’après lequation précédente et les valeurs de T et T, , nous aurons
acX = b [A(i -f- /) 4- A,] — u ') — bÇ — j*f)-
Si l’on désigne par /', .V, ce que deviennent les quantités /,
S , A, relativement au corps A'; si l’on représente par a', b', c1, V', son volume, sa surface, sa chaleur spécifique, la vitesse de son refroidissement ; et si l’on observe que A, ne change pas en passant de A à A', puisque ces deux corps sont placés dans un même fluide, on aura de même
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En mettant , dans ces équations , — ~ et — ^ à la place des vitesses V et V', et faisant , pour abréger ,
— OC1 +/) -h *] = P> £ *= ? *
on aura ces deux équations différentielles du premier ordre, mais non linéaires,
75 + />'(«“' — ^) — q'(nu — M{)=°, ‘
dans lesquelles on ne pourra pas , en général , effectuer la séparation des variables. On y parviendra seulement dans le cas particulier où l’on a pp' = qq , en supposant que cette égalité soit possible. Si l’on ajoute alors la seconde de ces équations, multipliée par y, à la première multipliée par p', on aura
d’où l’on tire
p'du -f- qdu’ = o;
y étant une constante arbitraire. En substituant cette valeur de u' dans la première équation , on en déduira ensuite une valeur de dt de la forme Ud-u; le coefficient U étant une fonction de u, de sorte que les variables seront maintenant séparées. Pour que U du soit inté-
sous forme finie , il faudra que ^ puisse s’exprimer par le rapport de deux nombres entiers; ce qui sera toujours possible, exactement ou a tel degré d’approximation que l’on voudra. Lorsque la distance comprise entre A et A' sera très grande , les quantités q et q seront très petites par rapport à p et p' , et l’on intégrera les équations précédentes par la méthode des approximations successives.
(43). Si les températures u et u ne sont pas très élevées, on réduira ces deux équations à la forme linéaire, en développant les exponentielles p." et pP suivant les puissances de u et jusqu’à la seconde exclusivement. En développant aussi fit , faisant
et comprenant le facteur log p. dans les coefliciens p, p', q, q' , on aura alors
ùx
+ px — qx’ = o ,
dx - 1 f f
S-+Px — qx = O ; ■
équations dont les intégrales sont
x = qye— -f- qy'e~m'‘,
x' — (p — m)ye~“‘ -f- ( p — tn')y'e~m'‘.
On désigne ici par e la hase des logarithmes népériens , par m et rri les deux racines d’une équation du second degré, dont les valeurs sont
m = t(P 4- p’) 4- ï Vip — p'Y + 4 qj, m'~ LAp + P') — îVip — p'Y + 4??'»
et par y et y' les deux constantes arbitraires que l’on déterminera d’après les valeurs de x et x' qui répondent à t = o.
Les valeurs de m et m! sont évidemment réelles. De plus , les quatre quantités p, p', q , q\ étant positivas, et la quantité contenue sous le radical étant la même chose que
(p + p'Y — 4(pp‘ — qq')t
on voit que les valeurs de m et m' seront aussi toutes deux positives, si pp surpasse q<f , ce qui a effectivement lieu. En effet, si l’on compare les intégrales d’où dépendent les valeurs de bx( 1 -f- f ) et £>'£', et celles de 5'A'(i -f- /’) et b€ , il sera facile de s’assurer, en ayant égard à leurs limites , que l’on a toujours
+f)> W, b'\'(x +/') > bS;
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d’où l’on conclut pp' > 97', en observant que la quantité A contenue dans p et p' est positive. .11 s’ensuit qu’après un certain temps les exponentielles e~m et a"”'' sont sensiblement nulle»; les valeurs de x et x' le sout donc aussi, et les températures u et u' des deux corps A et A' ne diffèrent plus sensiblement de la température Ç de l’enceinte, quelles qu’aient été leurs valeurs initiales; ce qui est conforme à l’expérience. L’exponentielle qui répond à la plus grande des deux quantités m et m' s'évanouira la première; et quand clic aura disparu, les températures de A et A' varieront toutes deux suivant une même progression géométrique, le tcriips croissant par des intervalles égaux. Si le cas particulier de ,ppf =? qq' m 'était pas impossible, l'une des quantités m et m' serait zéro quand il aurait lieu, et alors
les variables x et x’ convergeraient vers des valeurs constantes, qui . ,, J/lUc ai i. .TT. Su» V
ne seraient pas nulles; au bout d un certain temps, les températures
de A et A' deviendraient donc constantes, mais inégales et différentes de la température de l’enceinte; ce qui ne saurait arriver; et, effectivement, le cas de pp' — q<( est impossible, comme celui de pp‘3 ‘d’après l’origine des quantités p , p', y
Uetl e analyse pourra s’étendre au cas dé trois où d’un plus grand nombre de cjjfps contenus dans une même epecinle. fermée , dont la température est invariable. On formera toujours, des équations différentielles du premier ordre, en nombre égal à celui de ces corps , qui seront non linéaires et non intégrables;/*» forme, finjej Dans le cas des températures ordinaires, un réduira cés équations, comme .les précédentes, 1 la forme linéaire ;, on le» intégrera ensuite sans difficulté;' et Ton conclura île la forme de le tu -s intégrales, qu’au bout d’un certain temps les températuirs de tous les corps varieront, à très peu près, suivant une même progression géométrique, pour des temps éqoi-difféietis , et qu’après ui» temps encore plus long, elles cesseront de varier, et seront alors taules égales entre elles et à la température donnée dp l'enceinte. , ,a#e$t
CHAPITRE IV
.Mouvement de la chaleur dans l'intérieur des corps solides ou
liquides.
(44). Il y a toujours de la chaleur, en mouvement dans tous les corps, lors même que les températures de tous leurs points sont invariables, soit que chaque point ait une température particulière , soit qu'ils aient tous une même température. Mais l’expressiou mouvement de la chaleur est prise ici dans un autre sens; elle signifie la variation de température qui a lien d’un instant à l'autre dans un corps qui s’échauffe ou se refroidit; et la vitesse de ce mouvement, en chaque point du corps, est le premier coefficient différentiel de • la température par rapport au temps.
J’appellerai A le corps solide ou liquide, homogène ou hétérogène, dans lequel nous allons considérer le mouvement de la chaleur. Soient M un point quelconque de A, et m une partie de ce corps, de grandeur insensible (n° q), et comprenant le point M. Au bout d’un temps quelconque t, désignons par x, y , z, les trois coordonnées rectangulaires de' M, par v le volume de m, et par f sa densité , de sorte qu’on ait
m Vf.
Soient aussi , au même instant , « la température et 8 la vitesse du mouvement de la chaleur qui répondent au point M.
La quantité u sera une fonction de t, x, y, r , dépendante d’une équation aux différences partielles par rapport à ces quatre variables , qu’il s’agira de former. Si A est un corps solide , et qu’on fasse abstraction de ses petites dilatations, positives ou négatives, produites par les variations de u relatives au temps, les coordonnées x, y, z,
seront indépendantes d et, et l’on aura simplement
Si au contraire on a égard aux petits déplaccmens du point M provenant de ces dilatations, ou bien, si A est un fluide dans lequel l’inégalité des températures, ou toute autre cause, donne lieu à des mouvemens de ses molécules, les coordonnées x, y, s, seront des fonctions de t ; et l’on aura alors, par les règles connues de la différentiation des fonctions de fonctions.
du dx du
dt dl dx
dy du dz du di dx ' dl dx *
expression dans laquelle ~ , ^ , seront les composantes de
la vitesse du point M, parallèles aux axes des x, y, z.
L’inconnue « ne sera pas la seule qu’il faudra déterminer, pour connaître complètement l’état calorifique du corps A à un instant quelconque. Supposons que l’on divise ce corps en deux parties B et B', par une surface quelconque, tracée dans son intérieur. Soit eu un élément de cette surface (n* 9) comprenant le point M, il y aura continuellement, à travers eu , un flux de chaleur semblable à celui de la chaleur rayonnante qui a lieu à travers un élément de la surface de A , et que je représenterai par Teedt pendant l’instant dl , de manière que ce produit, positif ou négatif, soit l’excès de la chaleur qui traverse eu en passant de B en B’, pendant cet instant , sur celle qui le traverse en meme temps , en passant de B' dans B. Le coefficient T, ou le flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface, dépendra de la matière et de la température de.A au point M, et de la direction de eu ; il s’agira aussi de le déterminer , en fonction de / , x , y, z , pour chaque direction donnée de eu. Ainsi, u et T seront les deux inconnues du problème dont nous aurons à nous occuper dans ce chapitre. Quand le corps A est soumis à l’influence de foyers constans de chaleur, toutes ses parties parviennent généralement , après un certain temps, à des températures variables d’un point à un autre, mais indépendantes du temps. Dans cet état permanent de A , la vitesse d est nulle en tous ses points ; mais le flux de cha-
leur T existe encore, et seulement sa valeur est indépendante de t, comme celle de u.
(45). Soient M' un second point de A très voisin de M , et m' une partie de A de grandeur insensible, comme m, qui comprendra M'. Au bout du temps t , appelons x', y, z', les coordonnées de M' rapportées aux mêmes axes que x, y, z, et désignons par u' la température de m' ; soit aussi r la distance MM'.
D’après l'hypothèse générale sur laquelle est fondée la théorie mathématique de la chaleur (n° 7), il y aura un échange continuel de chaleur entre m et m1. Je représenterai par S l’augmentation de chaleur qui en résultera pour m pendant l'instant (il , c’est-à-dire, l’excès positif ou négatif, pendant cet instant, de la chaleur émanée de m'et absorbée par m , sur la chaleur émanée de m et absorbée par m'. On pourra supposer cet excès proportionnel au produit mm'dt , ou à w'pp ’At , en appelant A et p' le volume et la densité de ni', de sorte qu’on ait m' — vp‘, comme on a déjà m — vp. Il sera nul dans le cas de «'=«, el de même signe que la différence «' — «, quand elle ne sera pas zéro; dans le vide, il varierait en raison inverse du carré de r; et généralement sa valeur sera de la forme
en désignant par R un coefficient positif, dans lequel nous comprenons le facteur pp', qui décroîtra très rapidement pour des valeurs croissantes de r, qui pourra aussi dépendre des matières et des températures de m et ni, et variera avec la direction de MM', lorsque l’absorption de la chaleur ne sera pas la même en tous senS autour de M.
Dans la supposition la plus générale, R sera donc une fonction de r, u, u' , et des coordonnées de M et M'; en sorte que l’on aura
Mais si l’on appelle A' la diminution de chaleur de m' pendant l’instant dt . provenant de l’échange entre m et m', on aura évidemment J' = — J' : d’ailleurs, la valeur de «T' devra se déduire de celle de d par- la permutation des quantités relatives à l’un des points M
et M', et des quantités analogues qui répondent à l'autre; par conséquent, il faudra que la fonction <I> soit symétrique par rapport à u et u!, x et x' , jr et f, z et z'.
Le corps A étant un solide ou un liquide, cette fonction <t> variera très rapidement avec r et sera insensible ou nulle, dès que r aura atteint une très petite grandeur. Je désignerai celte limite par l, de sorte que cette fonction <t> soit zéro, dès qu’on aura r > l ou seulement r = Z. Cette ligne l sera donc très petite, mais de grandeur sensible et mesurable (n* 40# ct» P3*" conséquent, extrêmement grande par rapport aux dimensions de m et m'.
(46). L’augmentation totale de chaleur de m pendant l’instant dt sera la somme des valeurs de «f, étendue à tous les points M’ dont la distance au point M est moindre que l. J'indiquerai une telle somme par la caractéristique 2. Le facteur vdt étant commun à toutes les valeurs de /, leur somme sera
vdtl ? [u! — uV.
Mais pendant l’instant dt, la température de m augmente de tidt; si donc on appelle c sa chaleur spécifique, cvtjdt sera aussi son augmentation de chaleur pendaut cet instant ; donc en supprimant le facteur commun vdt, on aura
pour l’équation du mouvement de la chaleur, également applicable à on corps solide et à un liquide, en y substituant l’expression convenable de H.
La somme 2, contenue dans cette équation, ne dépend en efTet que de l’état calorifique de m et des parties circonvoisines de A, qui existe au bout du temps t, et en aucune manière du changement qui pourrait avoir lieu l’instant d’après; en sorte qu’il n’était pas nécessaire de chercher, comme des géomètres l’ont pensé, une équation particulière pour le mouvement de la chaleur dans les liquides, distincte de celle qui répond aux corps solides hétérogènes, et qui avait été donnée depuis long-temps.
La valeur d’une somme 2 relative à des parties de grandeur insen-
si Lie , telle que la precedente, peut s’exprimer par une série dont le premier terme est une intégrale prise entre les mêmes limites que cette somme, et dont les autres termes procèdent suivant les dimensions de ces parties, élevées à des puissances croissantes. Ces dimensions étant insensibles par hypothèse, il s’ensuit que la série est, en général , extrêmement convergente , et peut être réduite à son premier terme. Ainsi, en désignant par dv' l’élément différentiel du volume de A, qui répond au point M', on aura, sans erreur appréciable,
2 *(„-_«)✓ = fî(u'-u)dd}
l’intégrale s’étendant à tous les élémens dd , dout la distance r au point M est moindre que l.
A la vérité, j’ai remarqué dans d’autres occasions que la réduction d’une somme à une intégrale n’est plus permise dans un certain cas qui se présente, par exemple, dans le calcul des forces moléculaires; mais pour que cette exception ait lieu, il faut que la fonction dont cm veut sommer les valeurs, varie très rapidement et change de signe entre les limites de cette sommation; or, ici le coefficient R varie bien en effet très rapidement avec la variable r, mais sans jamais changer de signe; et, pour cette raison, l’exception dont il s’agit n’est pas à craindre. Dans tous les calculs de quantités de chaleur qui résulteront d’échanges entre les parties d’un corps, de grandeur insensible, on pourra décomposer immédiatement son volume en élémens infiniment petits, et remplacer les sommes par des intégrales, comme si ce corps était formé d’une matière continue et non pas de molécules disjointes, séparées par des porcs ou especes vides.
(47). Du point M comme centre et d’un rayon égal h l’unité linéaire, décrivons une surface sphérique ; soit ds l’élément différentiel de cette surface, auquel aboutit le rayon dont la direction est celle de MM', nous aurons
dv' = fdrds ; ‘
et d’après la valeur de la somme ï, l’équation (3) deviendra
c Ti =//R "** u)i,rds- (4)
On y a mis, pour abréger au lieu de 8; mais on se souviendra que ce coefficient différentiel doit être pris par rapport à t et à tout ce qui en dépend; en sorte qu’il faudra remplacer — parla formule (i), lorsque les coordonnées x, y, z, du point M varieront avec le temps.
La limite relative à r de l’intégrale contenue dans cette équation (4) ne sera pas la même , selon que la distance du point M à la surface de A surpassera l ou sera moindre que cette petite ligne. Dans ce cba-, pitre on supposera que ce soit le premier cas qui ait lieu; l’intégrale relative à r devra alors être prise depuis r=o jusqu’à r—l, dans toutes les directions autour de M ; on pourra donc écrire l'équation (4) sous la forme
=f‘[m^-u)ds]dr; (5)
l’intégrale relative à ds devra s’étendre à tous les élémens ds de la surface sphérique, et par la réduction en série, on en obtiendra facilement la valeur approchée.
(48). Pour cela, je désigne par a, S, y, les angles que (adroite MM' fait avec des parallèles aux axes des oc, y, z, menées par le point M. A cause de MM'= r, il en résultera
x' — x = r cos a , y — J' = r cos € , d — z= rcos y ;
et, d’après le théorème de Taylor, on aura
, du , du p . du
u — n — —, — r cos a -f- -r- r cos G -) — r cos y dx 1 djr ' dt •
- r* cos* a-1 — -r—, r* cos'fc + - -j- r* cos’> 2 </** 1 2 dr‘ 'a dt' •
dy'
r‘C05£tC05^-i- r* cos a cos y + r* cos 6 cos y
etc
Si l’on développe de même R suivant les puissances et les produits de u' — u, oc’ — x,y — y, d — 2, on aura aussi
+ ©(s'~ I) + elc-i .
les parenthèses indiquant ici qne l’on doit faire m' = u, x' — x, y —J, z' = z, après les différentiations qui supposent r invariable, et V désignant ce que devient en môme temps la fonction # du n° 4$» de sorte que l’on a
Au moyen de ces développemens de R et de u' — >u, celui du produit R («'—«) se composera de termes de cette forme
llr* cos' et cos*' 6 cos1* y ;
If désignant nn coefficient indépendant de et, S, y, et les exposans i, i', i" , étant des nombres entiers et positifs qui ne seront pas nuis tous les trois à la fois, et dont l’exposant n est la somme i Or, en ayant égard aux limites de l’intégrale relative à ds , on aura
f cos' a cos*' S cos" yds =0,
toutes les fois que l’un des trois nombres i, f, F , sera impair; car alors cette intégrale se composera d ’élémens qui seront deux à deux égaux et de signes contraires. Quand aucun des nombres 1, t, F, ne sera impair, l’intégrale ne sera pas zéro; les règles ordinaires en donneront les valeurs exactes , quels que soient ces trois nombres; et de cette manière on aura > !*• »•■
R (a* — u) = H, /* -f- H4 r* + H, r* + etc. ; (6)
les quantités H., H4, Ii(, etc., étant des fonctions différentielles de forme connue, dans chacune desquelles les différences partielles de u seront prises par rapport à x, y, z, et s’élèveront à Tordre marqué par son indice inférieur. ■ — >
Pour une température u qui varierait très rapidement, de sorte qu’elle ait des valeurs très différentes dans l'étendue du rayonnement
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intérieur, les coefficiens H,, II4 , H,, etc., formeraient une série très rapidement croissante, àeause des différences partielles de u dont ils dépendent. La série (6) cesserait alors d’être convergente, malgré la petitesse de r* ; mais ce cas n’a pas lieu en un point M suffisamment éloigné, comme on le suppose, de la surface de A; et nous pourrons, en conséquence, regarder la série (6) comme extrêmement convergente. " ' r
En s’arrêtant à son nlim terme, l’éqnation aux différences partielles du mouvement de la chaleur sera de l’ordre an; mais son intégrale complète renfermera certaines parties qui varieront très rapidement, et que l’on devra supprimer pour cette raison, dans la valeur de u, comme étrangères à la question; ce qui réduira toujours cette valeur au même degré de généralité, quel que soit son degré d’approximation , dépendant des termes de la série (6) que l’on aura conservés. C’est ce qne nous ferons Voir par la suite, sur un exemple particulier, dans- lequel nous montrerons aussi l'influence que peut avoir l’étendue sensible du rayonnement intérieur sur Ifi valeur de u. Mais pour réduirle l'équation générale du mouvement do la chaleur à la forme la plus simple, c’cst-à-dme , à la forme d’une équation aux différences partielles du second ordre, ainsi qu’on le fait ordinairement, uous bornerons l’approximation au premier terme de la série (6); ce qui
revient à considérer comme insensible, l’étendue du rayonnement dans l'intérieur des corps solides et des liquides.
(4q)- Dans ;œtte, hypothèse, ou arrêtera le développement de R aux termes dépendais du carré de r exclusivement. A cause de la symétrie de R par rapport à « et u', x et x‘, y et y, z et z', et de ce que V représente, on a évidemment
i tfV / rfV i '/dRv _ i <fV /dK\ i rfV
\du ) " î du * a dx ’ \dyj ~~ a djr ’ \dz) a dz ’
‘ib i..»lf lil-OMlil* -i • : il Cib îi.t. ' . ” , ,c . ,
il en résultera dope l
R=v+ï^ «h- ÿcy- ■£-
dX
dX
i dV
*• >• i , le • ■ Ve ni , - |. , .
et de cette valeur jointe à celle de u' — u, on conclura
ne LA CHALEUR. !
IT i rv d‘u (ttX du dV\ du~\ - . .
»• = ï LV 3? + U; d* + S-) Trjf ^ "*
dx% \du dx ~ dx } (d\ du
+îDr$+Æ5'+î)g^-é*
'</V rfa
dj ■ /Pu
i |~ v /Pu f </Y du dX \ du~\ - ,
+ à |_v-2? + (*;*•♦' æ) Si. :_KCÜS>^>
ou plus simplement
dz%
rfV rfu dfjr
yv
dt ds
^ /" cos* yds ;
les différences partielles de V par rapport à x, y, z, étant prises en considérant u comme une fonction de ces trois coordonnées, et sans faire varier r.
On a d’ailleurs .y. \>
f cos* ads — f cos* Çds s= / cos* yds.
De plus, si l’on appelle 4 l’angle que fait le plan do la droite MM’ et d’une parallèle à l’axe des x menée par le point M, avec un plan fixe mené par cette parallèle, on aura
ds = sin ada.d\ ;
et l’intégrale relative à ds devant s’étendre à toute fa surface sphérique à laquelle cet élément appartient, il en résultera
f cos* ads = J '* cos* a sia « ^f" ^4
Donc en réduisant la valeur de R (u1 — u) au premier terme U*r* de la série (6) , l’équation (5) deviendra
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La fonction V étant nulle pour toutes les valeurs de r plus grandes que l , on pourra maintenant étendre les intégrales relatives à r audelà de cette limite, et si l’on veut jusqu’à r = » . Si l’on fait alors
ï rnVr‘dr=zk,
z, et l’on
aura
Qtr
/"®dV
dk
Tj
In dx
rdr =
■ir
rmdS
r'dr —
dk
Tj
' 0 dy
dj*
rx dV
dk
tj
1 0 dt
r'dr =
par conséquent, l’équation générale du mouvement de la chaleur deviendra finalement
du
cSi =
du
d.tp.
du
dt
dx ' dy ' dz
Quand tous les points de A seront parvenus à un état stationnaire , on aura ~ as o , et il en résultera
d.kiL d.k p. d.k £
dx , djr , dt
' Av ‘
dx
dt
pour l’équation relative à cet état permanent.
(5o). L’équation (7) coïncide avec celle1 que j’ai trouvée autrefois pour le cas d’un corps hétérogène (*), mais en ne supposant point alors que la quantité k dépendit de la température u.
Si A est un corps homogène, k ne dépendra que de u, et l’équation (7) se changera en celle-ci :
du , / d'u d'u . d’u\
cn = Ksr* + Ir +
dk /du' du' <Zu*V
du\fo' df> *♦* ~dt'j
(*) Journal de I École Polytechnique , ig* cahier, page 87.
En supposant que cette quantité A; soit indépendante de u, on aurait l'équation
que l'on donne ordinairement, et qui se réduit, dans le cas de l’état permanent, h une équation indépendante des deux quantités c et k, savoir : •
ar- + ip + jï = °-
Après avoir obtenu l'équation (9), en considérant c et A: comme des quantités constantes, on supposait quelle conservera la même forme lorsque ces quantités seront variables, qu’il suffira d’y mettre
pour * une fonction donnée de u, et que l’équation relative à l’état
permanent n’éprouve aucun changement. Mais on voit que ces suppositions ne sont point admissibles : l’équation (g) et celle qui s’en déduit dans le cas de ^ = o, ne sont point, dans le cas même d’un
corps homogène, l’équation exacte du mouvement de la chaleur et celle de l’état permanent; et la formule (8) montre qu 'indépendamment des différences partielles de u, du second ordre par rapport à x, y, z, les véritables équations doivent aussi contenir les carrés de ses différences partielles du premier ordre.
Pour avoir égard aux déplacemcns des points de A, produits par les dilatations et condensations dues aux variations de température, ou par d’autres causes, on remplacera , comme on l’a dit plus haut ,
d£ par la formule (1), et l'équation (7) deviendra
/du du dx du dy du dz\
\jü dxdi dr dt dïdî)
du dx
du
dx
dx
dudy
du
d.k “ dr
dz
dz
C’est celte équation (10) que l’on devra joindre, par exemple, aux équations ordinaires du mouvement des liquides, pour les compléter.
ainsi que je l’ai déjà proposé dans mon Traité de Mécanique et dans
un mémoire précédcut.
(5i). Occupons-nous maintenant de la détermination du flux de chaleur T (n* 4f)» correspondant à lelément a d’une surface qui divise A eu deux parties Ë et B'.
Supposons que le point de la surface auquel répond l’élément co soit le point M de A, que nous avons considéré précédemment, qui est situé à une distance de la surface de ce corps plus grande que /, et dont la température et les coordonnées sont u , x, y, z, au bout du temps t\ prenons dans B un point M, et dans B' un point M', très voisins l’un et l’autre de M, et appartenant avec M à une ligne droite INI.MM' (lig. 10); soient m, et m' des parties de B et B', de grandeur insensible, et qui comprennent les points M, et M'; appelons u, et u' leurs températures au bout du temps t; soient aussi u, et v' leurs volumes ; x,, y,, z, les coordonnées de M,, et x',y', z' celles de M'; faisons
et désignons par J' la diminution de chaleur de m,, provenant de l'échange entre m , et m' pendant l’instant dt. D’apres la formule (a), nous aurons
R, (m, — u!) dt;
R, étant ce que devicut la fonction <t> du n° 45 , quaud on y met les quantités qui répondent aux points M, ctM', de sorte que l’on ait
R. = * ( r ,, u,, u\ x,, y,, z,, xf, /, d).
Cela posé, si nous concevons un cône circonscrit à l'élément u et ayant son sommet au point M, , et si nous appelons A la somme des valeurs de J' relatives à toutes les parties de B' comprises dans ce cène, nous aurons
A t \dt ff R, («, — lé) dr,ds,
en remplaçant la somme par une intégrale (n° 46), et d par l’élément ditléreptiel r,‘dr,ds, du volume de B' qui répond au point M';
dans lequel élément, ds est ceint d’une surface sphérique décrite du point M, comme centre avec un rayon égal à l’unité. La distahce du point M, à la surface de A étant plus grande que l, nous prendrons eu conséquence l’intégrale relative à r,, depuis r, = r jusqu’à r, = /. Quant à l’intégrale relative a ds, elle devra s’étendre à la portion de surface sphérique interceptée par le cône , et que nous représenterons par <r.
Maintenant on obtiendra la somme des valeurs de A relatives à toutes les parties de B, telles que m,, au moyen d’une nouvel hj intégrale triple, dans laquelle on prendra pour v, l’élément différentiel du volume de B correspondant au point M,. Si l’on mène f>ar le point M , une normale N,MN'à la surface de séparation de B et B', dont MN, soit la partie comprise dans B ; que l’on fasse
M.MN
et 'que l’on désigne par 4 l’angle que fait le plan de MN, et MM,, avec un plan fixe passant par MN, , ectte expression différentielle de v, sera r* sin Ddrd&d-\,. L’intégrale relative à r s'étendra depuis r = o jusqu’à r — l; on intégrera depuis 4 = ° jusqu’à 4 = stt, et seulement depuis 0 = o jusqu’à la valeur de 0 qui a lieu à la surface de B, et que je représenterai par 0 — / , de sorte que i$oit un très petit angle dépendant de la courbure de cette surface au point M.
Or, cette somme des valeurs de A sera évidemment la valeur du' flux de chaleur Veedt à travers l’élément ai; car, d’après l’éloignement du point M, de la surface de A , toute la chaleur émise par chacune des deux parties B et B' est absorbée par l’autre; par conséquent, nous aurons ./•
Ta> = /R, («, — «') t* sin 0 drdr,dscÊd-\. , T
L’intégrale relative à ds étant une intégrale double, il s’ensuit que la valeur rigoureuse de T dépend d’une intégrale sextuple ; ce qui devait être, puisque ce flux de chaleur dépend de l’action réciproque des parties de B et de B’ ; mais sa valeur approchée se réduira, comme on va le voir, à une intégrale simple.
(5a). D’abord, à cause de la petitesse des dimensions de a> , qué l’on suppose insensibles par rapport à l, nous pouvons considérer u'
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et R, comme étant sensiblement invariables dans l’intégration relative à ds , qui se réduira alors à changer ds en tr. Par la même raison , et en observant que u cos 6 est la projection de « sur un plan mené par le point M perpendiculairement à la droite MM, , on pourra aussi prendre
r*tr = a cos 8 ,
même pour les valeurs de r comparables aux dimensions de ai, sans qu’il en puisse résulter aucune erreur sensible dans la valeur totale de IV».
A raison de ce facteur cos 8, qui sera introduit sous le signe/, la partie deT dépendante de l’augle », ou de la forme de B, aura pour coefficient le carré de la fonction des rayons de courbure qui entre dans l’expression de l’action capillaire ; en sorte que la courbure des surfaces influe beaucoup jnoins sur le flux de chaleur que sur les phénomènes de la capillarité. Son influence sera tout à-fait nulle au degré d'approximation où nous allons nous arrêter.
Après avoir développé le. produit R, («, — «') en série, nous bornerons l’approximation comme dans le n° 4f), au premier terme de ce développement. Cela étant, nous pourrons négliger i , et étendre l’intégrale relative à 8, depuis 8 = o jusqu’à 8 = £ tt. Il n’y aurait d’exception que si les rayons de courbure de la surface de B au point
M, étaient très petits et comparables à /; mais nous supposerons que ce cas n’ait pas lieu. De cette manière, en supprimant le facteur commun o, nous aurons
u!) cos 8 si n tydrdr,d!id-\ . ( 1 1 )
Pour simplifier le.calcul , je prends l’axe des x parallèle à la normale
N, MPC; je le suppose aussi dirigé dans le sens de la partie MN' comprise en dehors de B , et le plan d’où l’on compte l’angle 4 , parallèle à celui des x eij ; en sorte que cos 8, siu 8 cos 4 » sin 8 sin 4» soient les cosinus des angles que fait la ligne MM' avec les prolongemens des coordonnées x , jr, z, du point M, ou ceux des supplémens des angles compris entre MM, et ces mêmes prolongemens. On aura alors x,=x — rcos6, J, =x — rsin0cos4» z, = z — rsinflsin4> x ipx + r'cos 8, jr' ==y + r'sin 8 cos 4 f z' = z+r' sin 8 sin 4»
pour les coordonnées de M, et M'. En négligeant les carrés de r et r1, il en résultera
u, =u — cos 8 — d^r sin 8 cos 4 — ^ r sin 0sin 4 , u' = u d cos 0+^V sin 0 cos 4 + ^ d sin 8 sin 4 » et , par conséquent ,
u, — m'= — ^ r, cos 8 — ÿ r, sin 0 cos 4 — ^ r, sin 8 sin 4 *
à cause de r, = r-f- r/. En même temps, on réduira dans R, les températures et les coordonnées de M, et M' à leurs premiers termes , c’està-dire, à la température « et aux coordonnées x, jr , z, de M; ce qui donnera R, = V,, en désignant par V, ce que devient la quantité V du n* 48, quand on y met r, au lieu der. Cela étant, les intégrations relatives à 6 et 4 s’effectueront immédiatement dans l’expression de
du
T; les termes dépendans de ÿ et ^disparaîtront, et l’on aura simplement
r = “ T ^fXf! V>rJrt)dr.
Je fais, pour un moment,
=fr ;
de sorte que fr soit une fonction qui s’évanouira pour r — l, et telle qu’en la différentiant par rapport à r, on aura
En intégrant par partie, on a généralement,
f/nir = rfr — fd£rdr-t
donc, puisque le produit- r/r s’évanouit aux deux limites r=o et r=l,
on aura
fifrdr=-f!>trrdr’
et eu remettant pour/r et ^ leurs valeurs précédentes, il en résultera
fXf'r V,r<dr')dr=f‘Vr*dr i
par conséquent, en ayant égard à l’expression de la quantité A: du n“ 49» on aura finalement
quantité qui sera négative ou positive, comme cela doit être, selon que la température croîtra ou décroîtra près du point M, dans le sens de la normale MN' extérieure à B.
(53). Abstraction faite du signe, celle formule fait voir que les flux de chaleur rapportés aux unités de surface et de temps , et relatifs à un même point M, qui ont lieu à travers différons élémens de surfaces passant par ce point, sont entre eux comme les décroissemens de tem- . pérature suivant les directions perpendiculaires à ces élémens et relatifs à une même épaisseur infiniment petite. Pour une même valeur du rapport du décroissement de température à l’épaisseur correspondante, le flux de chaleur est proportionnel à la quantité k. La communication de la chaleur entre deux parties contiguës d’un corps a donc lieu, toutes choses d’ailleurs égales, avec plus ou moins de facilité, selon que cette quantité est plus ou moins grande ; c’est pourquoi l’on prend la quantité k pour la mesure de la conductibilité de la chaleur dans l’intérieur d’un corps dont les différentes parties sont inégalement échauffées.
La valeur de k est très différente dans les diverses matières, et ne peut être déterminée que par l’expérience pour chaque matière en particulier. Elle dépend aussi de la température; sous ce rapport, il y a lieu de croire que sa variation est plus grande , dans les corps solides , que celle de la chaleur spécifique, qui n’est sensible qu’à des tempéra- . • turcs très élevées. C’est, en général, dans les métaux que la conduc-
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tibilité k est la plus grande. Dans les liquides, elle est presque nulle; ainsi , lorsqu’un liquide en repos est échauffé à sa partie supérieure, ses couches inférieures s’échauffent très lentement; en sorte qu’il faut un temps très grand pour que sa température s’élève d’une manière sensible, à une profondeur peu considérable. Si, au contraire, le liquide est échauffé par en bas , ses parties inférieures se dilatent et s’élèvent , en conséquence, à raison de leur diminution de densité; en même temps, ses parties supérieures descendent; puis elles s’échauffent quand elles sont parvenues au bas du liquide, et remontent ensuite vers la surface. lise produit ainsi, dans tout le liquide, un mouvement très compliqué et qu’il serait très difficile de soumettre au calcul, mais dont l’effet, quant à la chaleur, est de suppléer au défaut de conductibilité et de produire assez promptement une température égaie dans la masse entière. Les mêmes choses ont lieu à l’égard des fluides aériformes la conductibilité de la chaleur de proche en proche est à peu près nulle dans les différens gaz. Quand un gaz est en contact avec un corps chaud, il n’y a guère qu’une couche extrêmement mince du fluide qui s’échauffe directement; au-delà de cette couche, la chaleur se transmet dans le fluide, non-seulement par le déplacement de ses parties, mais aussi par l’absorption, en petite proportion , de la chaleur rayonnante émanée du corps chaud. Peut-être réchauffement direct de la couche fluide, en contact avec ce corps , n’est-il que l’effet de cette absorption augmentée dans un très grand rapport par la condensation que produit l’attraction du corps , et qui rend la densité de cette couche beaucoup plus grande que la densité naturelle du fluide.
Dans l’intérieur des corps solides, comme le verre par exemple, qui sont traversés dans de grandes épaisseurs par la chaleur rayonnante émanée d’une source dont la température est très élevée , la chaleur se propage à la fois, de proche en proche en vertu de la conductibilité propre à chacun de ces corps, et par l’absorption plus ou moins grande de cette chaleur rayonnante.
(54). U est possible que dans certains corps la conductibilité de la chaleur ne soit pas la même suivant toutes les directions autour de chaque point. Cela peut avoir lieu dans le bois, composé de fibres juxtaposées, et où la propagation de la chaleur est peut-être plus
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facile dans le sens de ces fibres que dans le sens perpendiculaire à leurs directions. De même, dans l’intérieur des cristaux, il n’est pas impossible que la conductibilité de la chaleur soit différente dans le sens du clivage et suivant d’autres directions.
Pour que cette anomalie ait lieu dans le corps A, il faut que sa nature intime varie sensiblement dans l’étendue du rayonnement intérieur, c’est-à-dire dans une épaisseur égale à l. En calculant la valeur approchée de la formule (i i), on ne pourra plus alors,' comme on l’a fait tout à l'heure, réduire les coordonnées des points M, et M' à celles du point M, dans l’expression de R,. Mais si la température n’éprouve pas de changement brusque, et qu’elle soit au contraire sensiblemeut la même tout autour de chaque point M, dans l’étendue du rayonnement intérieur, on pourra encore mettre « à la place de u, et u' dans R,, et développer l’autre facteur u, — compris sous le signe f, suivant les puissances de r et r'. De cette mauière, R, sera une fonction de u, r, r', 0, 4» forme inconnue, non-seulement par rapport à r et r, mais aussi par rapport à 0 et 4 ; les intégrations relatives à ces angles ne pourront donc plus s’effectuer comme dans le cas général j et la valeur approchée de T, déduite de l’équation (i i), prendra la forme
du
dx
du dz 9
en arrêtant toujours le développement de u, — u' aux premières puissances de r et r', et désignant par h, h', h", trois quantités positives, dépendantes de la température u et de la constitution intime de A autour du point M.
Cette expression du flux de chaleur à travers lclément u est moins simple que la formule (la), et ne dépend plus seulement de l’accroissement de température dans le sens perpendiculaire à cet élément. L’équation du mouvement de la chaleur serait aussi plus compliquée que l’équation (7). Mais dans cet ouvrage je ferai abstraction de l’inégalité de conductibilité en différens sens, qui peut quelquefois exister; et sur ce point, je reuverrai à un mémoire de M. Duhamel, inséré dans le ai* cahier du Journal de l’Ecole polytechnique.
{55). Je vais maintenant faire voir le rapport qui existe entre la conductibilité k et le pouvoir absorbant, dont on a représenté la me-
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DE LA CHALEUR, sure par q dans le n* 1 1 ; je comparerai ensuite les flux de chaleur qui ont lieu dans l'intérieur et à la surface des corps.
La quantité contenue dans l'équation (a) de ce chapitre, est égale et de signe contraire à la quantité désignée par la même lettre dans l’équation (a) du n" i3. De ces deux équations, ou conclura, en conséquence,
i’/R («' — u) — ^ pmnt' (qlï' — /n).
On a d’ailleurs
tn — fv, m! = fV ,
et, en vertu de la formule (3) du numéro cité, n = q?u, H' = q'Yt/;.
la valeur de R, déterminée par l’équation précédente, sera donc
i ii /F“' — Fu\
R = 47 Ptftf (
Pour en déduire la quantité V qui entre dans l’expression de k, il y faut faire (n* 48) u' = u, et les coordonnées du point M' égales à celles de M, sans changer la distance r où MM' d’où dépend le facteur p. On aura donc ,
dFu ,
~dû • r
et en même temps on devra prendre pour p la valeur de cette quantité qui a lieu dans un corps homogène dont la matière et la température sont partout les mêmes qu’au point M de A ; laquelle valeur est (n* n)
en désignant par e la base des logarithmes népériens, et faisant
Par conséquent, la valeur de V sera
\r i , , dVu "
La valeur correspondante de k pourra s’écrire sous cette forme :
, i dfu pi _ L r*dr
6 tq du J a e ' «* ’
celle de l’intégrale qu’elle contient est le double de i — e * ; mais la quantité p devant être insensible à la limite rsstl, on peut négli-
ger l’exponentielle e • ; et l’on aura simplement
OU
La fonction F« étant la même pour tous les corps, ce ne sera donc qu’à raison du facteur ou c, que la conductibilité k pourra
varier d’un corps à un autre pour une même température. Si f ,, q„ k„ sont la densité, le pouvoir absorbant et la conductibilité d’un second corps, différent de A, on ajira , à égalité de température,
équation qui fera connaître le rapport ^ des pouvoirs absorbans ,
lorsque celui des conductibilités aura été déterminé par l’expérience , et que le rapport des densités sera donné.
(56). D’après la valeur de F« qu’on a trouvée dans le n° a6,
on a
f/F u d.fiu
du & du *
g étant une quantité de chaleur inconnue et commune à tous les corps, et p le nombre constant 1,0077. Éa valeur précédente de k deviendra donc
io3
au moyeu de quoi celle de T qui est donnée par l'équation ( i a) , prendra la forme :
Dans un corps solide ou liquide , la ligne t est très petite (n° il); en désignant par v la température qui a lieu sur la normale MiN', à la distance ^ c de M , on pourra donc remplacer, avec une approximation suffisante , cette valeur de T par celle-ci :
afin de la rendre plus facilement comparable à celle du flux de chaleur qui a lieu à la surface de A. Pour des températures u et £ du corps et de l’enceinte où il est place, l’expression de cet autre flux de chaleur est, en effet (n° 26),
r = ng(nu -
n étant un nombre abstrait déterminé par la formule n = - I ' st (1 — <p) cos 0 sin 0t/0.
Ol J a
Si donc on représente par X Ie rapport de la première valeur de T à la seconde, on aura
Or, la température t> différant extrêmement peu de u, tandis que u peut différer beaucoup de Ç, il faut donc que n soit une fraction extrêmement petite, sans quoi le flux intérieur serait toujours incomparablement moindre que le flux extérieur, ce qui n’a certainement pas lieu.
Pour satisfaire à cette condition, il est nécessaire et il suffit que l’inconnue p, contenue dans la valeur de n, et qui tient à la variation rapide de la température dans la couche superficielle de A (n* 2 1 ), soit très peu différente de l'unité ; ce qui montre de nouveau la nécessité d’avoir égard à cette variation rapide de température, près de la surface des corps qui s’échauffent ou se refroidissent. Dans la très
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petite épaisseur de la couche superficielle qui émet et absorbe la chaleur rayonnante, si la température variait très peu, comme à l'intérieur dans une égale épaisseur, on aurait <p — o; la surface étant supposée entièrement perméable à la chaleur ou dépourvue de réflexibilitc, le facteur a serait l’unité; la plus grande valeur de.n serait donc
« = -/** cos 0 sin bit — ; a / o 4’
ce qui rendrait celle de X tout-à-fait inadmissible.
La quantité n étant donc une très petite fraction, à cause du facteur i — <p très peu différent de l’unité, il faut cependant que le (Jux extérieur dont n est un facteur, ne devienne pas aussi extrêmement petit; et pour cela, il est nécessaire et il suffit que son autre facteur constant g soit une très grande quantité de chaleur. Ainsi, la considération des deux quantités <p et g est indispensable pour accorder entre elles les expressions des deux flux de chaleur qui ont lieu dans l’intérieur et à la surface d’un corps, dont l’un résulte d’une très petite différence « — v de température, l’autre d’une différence u — Ç, incomparablement plu* grande en général, et qui doivent avoir néanmoins des valeurs du même ordre de grandeur.
L’expérience ne détermine pas séparément les deux facteurs n et g du pouvoir rayonnant ng ou A (n° ad): n est très petit et variable, g est constant et tris grand, et leur produit peut être en conséquence tout ce que l’expérience donnera dans chaque cas pour la valeur de A.
( 57 ). Nous pouvons encore considérer sous un point de vue différent de celui qui nous a conduit à l’équation (13), la communication de la chaleur entres les deux parties contiguës B et B' du corps A.
Pour cela , élevons en dehors de B un cylindre perpendiculaire à la surface commune de ces deux parties, et ayant pour base l’élément co de cette sjirface, qui répond au point M situé, comme précédemment, à une distance de la surface de A plus grande que l. On pou na représenter, pendant l’instant dt, par Ornât l’excès de b chaleur émanée de B et absorbée parce cylindre, sur la chaleur émanée de ce même cylindre et absorbée par B. La question qu’il s'agit maintenant de résoudre consiste à déterminer le coefficient £1, dont la va?
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leur coïncidera, comme on va le voir, avec celle de T qu’ou a trouvée plus haut. '
Désignons toujours au bout du temps t, par u, et u! , les températures des parties ni, et /n.' qui répondent au point M, et M' de B et B', et par u celle qui répond au point M de la surface de séparation ; supposons actuellement que M' (lig. 1 1) soit situé sur la normale MN', et que la partie m' appartienne au cylindre que nous considérons; du point M, abaissons une perpendiculaire M,P sur le plan tangent en M à la surface de B; et cela étaut, faisous
M.Y1' = r' , MP = r, M.P = 0, MM, = r,;
nous, aurons
Les coordonnées de M étant x, y, a, et l’axe des x étant dirigé, comme plus haut, dans le sens de la normale MN', les coordonnées du point M' seront x d , y , s, et celles du point M, pourront être représentées par x — Ç , j — r cos a — r sin 4 , en désignant par •\f. un angle susceptible de croître depuis 4 = o jusqu’à 4 = xjr. En vertu du théorème de Taylor, ou aura donc
L’expression de $■ du n* 5i sera l’augmentation de chaleur de m', provenant de l’échange entre ni et m, pendant l’instant dt. On en déduira la valeur de Clmilt par l’application immédiate des règles du calcul intégral (n* 46). Ainsi, en mettant dans celte expression de«f, à la place de v' , le volume udd d’une tranche infiniment mince du cylindre normal, et intégrant ensuite depuis r' — o jusqu’à d z=s l, on obtiendra d’abord l'augmentation de chaleur du cylindre entier provenant de l’échange avec une seule partie m, de B. Cela fait, on en déduira la valeur totale de Cloidt par une intégrale triple, relative aux variables r, 4» dans laquelle on prendra pour le facteur v, de S', l’élément différentiel du volume de B, exprimé au
au y. au , au . ,
= u~tA — ÿrcos4 — s r sin 4 + etc. , = « •+■ ^ r1 -f- etc.
moyen des différentielles de ces trois variables, lequel est rdrd%d-\i. L’intégrale relative à 0 devra s’étendre depuis la valeur de cette variable en fonction de r et 4> qu> a lieu à la surface de B, jusqu'à 0 = l ; on intégrera ensuite depuis 4 — ° jusqu’à 4 = , et de-
puis r=o jusqu’à r=f.
De cette manière on obtiendrait la valeur rigoureuse de Clctdt; mais si l’on néglige dans ces calculs les puissances de 0, r, r1, supérieures à la première, on pourra étendre l’intégrale relative à 0. depuis 0 = o jusqu'à 0 = f; on aura simplement
1 du , « du , du . ,
U,— U =-^(0-f-/O— ^rcos4 — Srsm4,
et l’on réduira l’autre facteur R, de J' à une fonction de r,, u, x , gr,z, qui sera la fonction V, du n° 5a, que nous désignerons par frx, attendu que nous aurons seulement besoin d’y considérer la variable r,. L’intégrale relative à 4 s'effectuera immédiatement : elle fera dis-
paraître ^ et et en supprimant le facteur commun udl , il
du
eu résultera
n = - fr^dldr.
Il ne reste plus maintenant qu'à réduire cette intégrale triple à une intégrale simple; ce que nous ferons dans le numéro suivant.
(58). La fonction fr,, facteur de la quantité soumise à l’intégration, est nulle pour toute valeur de r, , plus grande que l , et l’on a r, > f, dès que l’une des trois variables r , 0, iJ , surpasse /; il s'ensuit donc que l’on peut étendre l’intégrale relative à chacune de ces variables au-delà de la limite l, et, si l’on veut, jusqu’à l’infini. Alors, si l’on met r0 et rd , à la place des variables 0 et d , et conséquemment, nrf0 et rdr' au lieu de leurs différentielles, les limites des intégrales relatives à r, 0 , r’, seront encore zéro et l’infini ; la valeur de r, deviendra
d, = r \ i +'(0 +>)•; et celle de fl prendra la forme
fl
Changeons actuellement la variable r et sa différentielle, et remplaçons-les par
r dr
les limites des intégrales demeureront encore les mêmes; on aura r, = r, et, par conséquent,
r\ du
il = — a ir -r dx
q + r') djdr' [1 + ({+/)■]'
i/r frrAdr-
Dans l’expression île k du n° 49 , on peut aussi étendre l’intégrale jusqu’à r =00 ; la quantité V quelle renferme est la même que /r; on a donc
En effectuant les intégrations, on a aussi S + i-Vi
rx q+o«g _ 1
/’» dd
et , par conséquent ,
;S 4- r') dfrfr'
On aura donc finalement,
en sorte que la valeur de fl coïncide , comme on l’a dit pins haut , avec celle de T qui est donnée pour la formule (ia).
(5g). Cette expression commune de fl et T suppose les coordonnées du point M rapportées à des axes parallèles à la normale et au plan tangent en ce point à la surface de B ; ce qui était propre , en effet, à simplifier les calculs; mais maintenant il est bon de transformer la formule (1 a) en une autre , dans laquelle les axes des coordonnées soient indépendans de la direction de l’élément a». Si x,jr, z,
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représentent les coordonnées du point M , rapportées à des axes rectangulaires quelconques, et que a, £, y, soient les angles que la normale MN', extérieure à B, fait avec des parallèles à ces axes menées par ce point, on aura alors
T = — cos* + ÿCOsC+^ cos , (i3)
formule qui sera aussi l’expression générale de fl.
En effet, soient x,, yt, s(, les trois coordonnées de M, ayant même origine que x ,y, z, et rapportées, la première x, à un axe qui a la même direction que MN', les deux antres_y; et -, à des axes perpendiculaires entre eux et à l’axe des x, , nous aurons
x = x, cos a -J- yt cos a! -f- z, cos a", y = x, cos C+7. cos (T -f- Z, cos S",
z = x, cos y + y, cos y' -f- z, cos y";
a', £', y', et a", 6", y", étant les angles que font les axes des j", et z, • avec ceux des x, y, z. Or, si l’on considère u comme une fonction de x,, y,, a,, on aura, en vertu de la formule (12),
Si, au contraire, on regarde 11 comme une fonction de x,y, z, on aura, d’aprçs les équations précédentes ,
du
Jx,
du .du * . du
^ ^ COS e + Ti cos J- ;
et de ces deux dernières équations, on conclut immédiatement la formule.(1 3) qu’il s’agissait «l’obtenir.
(60). En prenant pour u> l’élément différentiel de la surface de séparation de B et B' qui répond au point M, l’intégrale de IV«j étendue k une portion quelconque de cette surface et multipliée par dt , exprimera le flux instantané de chaleur à travers cette même portion de surface. Si B entoure B' de toutes parts (fig. 12), et que l’on étende l’intégrale à la surface entière de B', ce flux de chaleur sera l'augmentation totale de la chaleur de B' pendant l'instant dt; ce qui sup-
pose, toutefois, qu'aucun point de la surface de B' ne soit à une distance de celle de A, moindre que l, et que les dimensions de B', aussi petites que l’on voudra d’ailleurs, surpassent toujours cette limite / du rayonnement intérieur : la première condition est nécessaire pour que * l’on puisse Lire usage de la formule ^i3) dans toute l’étendue de la surface de B'; la seconde doit être remplie pour que la chaleur émise par B a travers cette surface soit absorbée en entier par B'.
On trouvera encore l’augmentation instantanée de la chaleur de B', en prenant la somme des augmentations qui résultent des échanges entre B et les cylindres élevés dans l’intérieur de B', perpendiculairement sur tous les éléinens de sa surface ; laquelle somme sera donnée par. l’intégrale de Aa> étendue à la surface entière et multipliée par dt ; ce qui coïncidera avec le résultat déduit de la considération du flux de chaleur T, cii exprimant les valeurs de T et fl par la même formule (1 3). A la vérité, les cylindres normaux, pour remplir entièrement et sans double emploi le volume de B', devraient être remplacés par des filets qui se rétrécissent ou s'élargissent à raison de la convexité ou de la concavité de cette partie de A ; mais il faut observer qu’en déterminant la valeur de fl, on a déjà négligé l’influence de la courbure de B', et que l’on doit , conséquemment , en faire encore abstraction dans les usages que l’on fera de cette valeur.
La considération de l’accroissement instantané de chaleur de B* peut aussi conduire à l’équation générale du mouvement de la chaleur dans l’intérieur de A , par une méthode qu’il est bon de connaître,- et qui diffère essentiellement de celle que nous avons suivie d’abord , en ce que la partie m dé A dont on considérait l'augmentation instantanée de chaleur devait avoir des dimensions de grandeur insensible par rapport à l , tandis que maintenant les dimensions de B' devront encore être très petites , mais plus grandes que l.
(6t)- Les intégrales des trois termes de la formule (i3) multipliée par u, pourront se déduire de l’une d’elles par des changemens de lettres: il suffira, par exemple, de considérer l’intégrale correspondante au premier termé’. Je supposerai , pour fixer les idées , l’axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et la partie B' de A situéè en entier au-dessous du plan des y et s. Si l’on conçoit un.
no THÉORIE MATHÉMATIQUE
cylindre vertical , tangent à la surface du B*, la ligne de contact divisera celte surface on deux parties qui auront une même projection horizontale : j’appellerai S' la partie supérieure. S, la partie inférieure, et S leur projection commune; d’après la direction de l’axe des a: et la position de B', l’angle a sera aigu dans toute l’étendue de S', et ' obtus en tous les points de Sr Or, l’élément eo et sa projection horizontale djrdz étant des quantités positives, liées entre elles par l’équation
(tydz = =fc eo cos *,
oii devra donc prendre le signe supérieur ou inférieur selon que « appartiendra à S' ou à S, , afin que zfc cos a soit toujours positif ; par
conséquent, l’intégrale de — k « cos a , étendue à la surface -entière de B', sera la différence de deux autres intégrales doubles, savoir :
qui s’étendront l’une et l’autre à tous les élémens dydz de S, mais dans lesquelles (k sc rapporte à un point quelconque de S,, et
à un point quelconque de S'.
Cela posé, soient M, M', M,, trois points situés sur une même verticale, dont le premier appartient à l’intérieur de B', le second à S' et le troisième à S,. Ces trois points auront les mêmes coordonnées horizontales y et s ; et si x est l’ordonnée verticale de M, on pourra représenter celles de M' et M, par x — Ç' et x -f- g,. En développant suivant les puissances de et on aura alors
.v . d.kÿ (*£)-*£+-*-* + • *■’ . d.kt
[*a-*S--sr'F + «*=-
Or, si l’on suppose que les dimensions de B', toujours pins grandes que l, soient néanmoins très petites, les variables et le seront aussi; et si l’on néglige, en conséquence, leurs puissances supérieures à la
première , on aura
du
dx
dx
en désignant par £ la longueur de la droite M'M, , de sorte qu’on ait Ç'4-Ç, = Ç. De cette manière, la différence des deux intégrales précédentes deviendra
A raison de la petitesse des dimensions de la surface S à laquelle cette
intégrale double doit s’étendre, on y pourra considérer — — — _
comme une constante. De plus, si l’on appelle H le volume de B', on aura
f f%dydz = H
L’intégrale précédente , on la valeur approchée de — fk^ u cos a,
j du M. ^
sera donc enfin H — j--. On trouvera de même dx
pour l’intégrale des trois termes de la formule (i3>), multipliés par a>; en sorte que cette expression multipliée par dt sera l’accroissement de chaleur de B' pendant cet instant. D’un autre côté , si l’on appelle ç la chaleur spécifique de A, qui répond au point M , on pourra, à cause des petites dimensions de B', regarder c, aussi bien que la température u relative au même point, comme des quantités constantes dans toute l’étendue de cette partie B' de A. Son accroissement de chaleur correspondant à la variation du de sa température, sera doue aussi H edu; et en l’égalant à la quantité précédente, multipliée par dt, nous aurons
Hcdtt —
, , du d.k -r dx
dx
dr
dz
1 Mi,
pour l'équation générale du mouvement de la chaleur dans l’intérieur de A, qui coïncide, en effet, avec l’équation (7), qu’011 a trouvée d’une autre manière.
A raison des différentes quantités que l’on a négligées, cette équation fi 4) n’est qu’approchée; mais il est bon d’observer que l’approximation ne porte que sur la valeur de T dont on a fait usage ; cette valeur étant donnée, les deux membres de l’équation (i4; peuvent être regardés comme les première termes de deux dévcloppcmens d’une même quantité de chaleur, ordonnés suivant les puissances et les produits des dimensions de B'; et les deux dévcloppcmens devant être égaux, quelles que soient ces dimensions, pourvu qu’elles surpassent l , il faut que le premier terme de l’un soit rigoureusement égal au premier terme de l’autre.
. (62). On parvient encore à l’équation (14), en prenant pour B', un parallélépipède rectangle dont les côtés sont très petits et néanmoins plus grands que l.
Pour simplifier le calcul , je prendrai les axes des coordonnées parallèles aux côtés de ce parallélépipède, adjaceus à un même sommet qui sera le point M. Ces coordonnées de M étant ar, y, 2, les trois côtés adjacens seront leurs prolongctnens , et j'en représenterai les longueurs par h , h', h". Je supposerai, comme plus haut , l’axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et la partie B' de A située en entier au-dessous du plan des/ et 2 ; la hauteur de ce parallélépipède sera h , chacune de scs deux bases horizontales aura h' h" pour valeur, et H étant sou volume , on aura
H = hh'h".
La normale à sa base supérieure, comprise dans son intérieur, fera un angle zéro avec l’axe des .r,et des anglt-s droits avec ceux des / et ij par conséquent, en vertu de l’équation (i3), le flux
de chaleur correspondant au point M aura pour expression — k
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et , à raison de la petitesse de h et h", on pourra regarder cette quantité comme constante dans toute l’étendue h' h" de cette base. Mais une portion de la chaleur qui traverse les élémens de ce rectangle , dont les distances à ses côtés sont moindres que / , n est pas absorbée par le parallélépipède B', et sort par ses faces latérales. Pour que le produit de — k et de h'h'dt puisse exprimer
l’augmentation de chaleur de B' pendant l’instant dt , due au flux de chaleur à travers sa base supérieure, il faudra donc que l’on néglige la partie de ce flux correspondante aux élcmens dont il s’agit, par rapport au flux entier; ce qui exige que les côtés b! et h", quoique très petits , soient néanmoins de très grands multiples de /.
Dans cette hypothèse , l’augmentation instantanée de chaleur de B', provenant du flux à travers sa base supérieure , étaut
— k ~ h'h’dt,
dx
on en déduira évidemment son augmentation de chaleur provenant du flux à travers sa base inférieure, en y mettant x-f- h au lieu de x, et changeant ensuite le signe du résultat, parce que la normale intérieure à laquelle répondent les angles a, S, y, dans la formule (i3), change de direction en passant d’une base à l’autre. Si l’on néglige le carré de h, cette seconde augmentation de chaleur sera donc
kÿxhh"dt +
d.kd4
— hhh'dl.
Donc aussi , en l’ajoutant hh'h", on aura
à la première, et mettant H au lieu de
djd£
dx
Udt,
pour l’augmentation de chaleur de B' pendant l’instant dt , due aux flux qui ont lieu à travers ses deux bases horizontales.
En changeant, dans ce résultat, x en y et en z successivement, on aura les augmentations de chaleur de ce parallélépipède, dues aux
•, THÉORIE MATHÉMATIQUE flnx qui ont lieu à travers ses autres faces parallèles; par conséquent, son accroissement total de chaleur pendant l’instant dt sera , comme plus haut,
H dt.
Mais maintenant, si l’on considère comme constantes, dans toute l’étendue de B', la température et la chaleur spécilique, et celle-ci étant c au point M, ce même accroissement de chaleur devra être égal à Wcdu ; ce qui donne de nouveau l’équation (14).
Cette manière de parvenir à l’équation générale du mouvement de la chaleur laisse quelque obscurité sur son degré d’approximation, à raison des quantités qu’on a été obligé de négliger près des côtés du parallélépipède. Elle n’aurait aucun sens, si l’on supposait cette partie B' de A inlitiiment petite; et même on a vu qu’il faut que ses trois dimensions A* h'. A", soient très grandes par rapport à l.
Les quantités désignées précédemment par T et fl étant égales, cette même méthode peut aussi être présentée d’une autre manière. En décomposant le parallélépipède B' en prismes verticaux qui auront pour bases les élémeus du rectangle h'h" , le produit
k — h’U'dt exprimera , pendant l’instant dt, le résultat des échanges
dx
de chaleur entre tous ces priâmes et la partie de A située au-dessus du plan de la base s/ipérioure de B' : , pour cela, il suffira que l’on
regarde A ^ comme invariable daus toute l’étendue de cette base ,
•11® i. 11 d*ll ,1 i.-, 1:5 . 1, . . .t -U ■ ■ - 1 t - -1 ■
et l’on n’aura pas besoin de rien négliger près de ses côtés. En né-
gligeant le carré de h, on en côdèhit que ■ H dt exprimera de
même raçwoiwtllKWf instantané d«, la, chaleur dp R', provenu ut des échanges entre ce parallélépipède et les parties de A situées , soit au- dessous, du pjlan .de la, Ijase iufcrieure dp, B', soit au-dessus du p|pn dtf, sa twii -Supçrieure. Lee quantités analogues qui répondent
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d * J? 1 " df:* ÿ
aux faces verticales de B' seront aussi — , J H dt et - — -7 — - Hf lt Mais
ir ... *
il taut observer que près des eûtes du parallélépipède, une portion des parties environnantes de A influe à la fois sur deux de ces trois quantités de chaleur, et même sur toutes les trois près des sommets. 11 y a donc double ou triple emploi à l’égard de ces portions extérieures ; et pour que la somme des trois quantités précédentes exprime l’augmentation totale de la chaleur de B7 pendant l’instant dt , il faut qu’on puisse négliger l'effet des portions extérieures dont il s’agit par rapport à l’effet total; ce qui exige encore, comme tout à l’heure, que les dimensions du parallélépipède soient de très grands multiples de l'étendue l dans laquelle s’exerce l’influence de ces mêmes portions extérieures sur B'.
On retrouve également la nécessité de celte même condition, lorsque l’on applique l'analyse du numéro précédent à la surface entière de ce parallélépipède, en considérant les arêtes vives comme des por1 rions de surfaces cylindriques, tangentes aux faces adjacentes, et d’un rayon extrêmement petit. A cause de la petitesse de ce rayon de courbure ,• l’analyse du n* 5a et l’expression de T qu’on en a déduite ne sont point applicables, dans l’étendue /, de part et 'd’autre de chaque arête ; et pour pouvoir se servir de la formule (1 3), comme on l’a1 fait dans le n* 61 , il faut encore qu'on puisse négliger cette étendue par rapport aux dimensions h , h', h", de B'.
((35). Si le corps A est une barre homogène , cylindrique ou prismatique, qui ne rayonne pas au dehors à travers sa surface latérale, et dans laquelle les points de chaque section perpendiculaire à sa longueur aient une même température, variable d’un instant à un autre, cette température u ne sera fonction que de t et de x, en prenant l’axe des x dans le sens de la longueur de A; par conséquent, les équations (7) et (i3) se réduiront à
du
dx
cos a.
Les flux de chaleur à travers différentes sections planes de la trai re , faites par un meme point, seront donc entre eux , d’après la dernière
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de ces équations, comme les cosinus des angles compris entre la direction de la barre et les normales à ces sectious. Relativement à la section perpendiculaire à cette section , on aura
d'où l'on conclut, ce qui est d’ailleurs évident, que le flux de chaleur aura lieu dans le sens où la température est décroissante.
Si , de plus, les deux extrémités de cette barre sont entretenues à des températures constantes, tous ses points parviendront aussi , après un temps plus ou moins long, à des températures permanentes. A cette époque, l'inconnue u ne dépendant plus que de x, on aura
dkT /
C étant une constante arbitraire. Dans cet état , le flux de chaleur à travers chaque section normale de la barre sera donc constant, le même dans toute sa longueur, et égal à bC , en appelant b l’aire constante de la section normale.
La température permanente, déterminée par la seconde équation (i5) , sera une fonction de x qui dépendra de la valeur de k en fonction de u. Ce n’est que dans le cas particulier où la conductibilité est indépendante de la température, que celle-ci croîtra ou décroîtra uniformément suivant la longueur de la barre. Dans ce cas, on aura
ku -1- Gr -f- C' = o,
C' étant une seconde constante arbitraire. Supposons que la variable x soit comptée à partir de l'une des extrémités de la barre ; appelons J' la température donnée qui répond à x = o; prenons pour le zéro de l'échelle thermométrique la température, aussi donnée, qui a lieu à l’autre extrémité, *et qui répondra à x=h, en désignant par A la longueur de la barre. Nous aurons, d’après l’équation précédente,
pour déterminer les valeurs de C et C'; et il en résultera, en un
point quelconque de la barre parvenue à l’état permanent,
««(, -jy. hC = ir (,6)
Ainsi, dans le cas particulier où l’on suppose la conductibilité indépendante de la température, et dépendante seulement de la matière de la barre, cette matière, la Sfection normale de la barre et la différence des températures extrêmes restant les mêmes, le flux constant de chaleur, d’après la dernière équation (16), est en raison inverse des longueurs dans deux barres differentes.
En partant des équations (16), et en étendant la seconde, c’est-àdire, la loi du flux de chaleur en raison inverse de l'épaisseur de chaque tranche d’un corps, au cas où cette épaisseur est infiniment petite, ainsi que la différence des températures relatives aux deux faces de la tranche, on en déduit lcquation du mouvemeut de la chaleur dans l’intérieur d’un corps échauffé d’une manière quelconque. D’après cette considération, on a cru pouvoir présenter cette équation générale comme indépendante d’aucune hypothèse sur le mode de communication de la chaleur entre les molécules voisines, et l’égalité de ses deux membres comme une proposition rigoureuse que l’on a comparée aux théorèmes de la Statique et de la Dynamique. Mais on voit , par ce qui précède, que les équations (16), quelque simples quelles paraissent , n’ont réellement lieu que dans deux suppositions particulières : l’une qui consiste à regarder l’échange de chaleur entre deux molécules comme indépendant de la température absolue, et simplement proportionnel à leur température relative; l’autre concernant l’étendue du rayonnement intérieur, que l’on suppose de grandeur finie , mais tout-à-fait insensible. En admettant la première hypothèse, on pourrait démontrer, à priori , que dans une barre parvenue à l’état permanent, la température varie uniformément suivant sa longueur, et que le flux constant de chaleur qui en résulte est en raison directe de la différence des températures extrêmes et en raison inverse de la longueur totale, quelles que sdient la loi et l'étendue du rayonnement intérieur; mais le flux de chaleur étant ainsi proportionnel au premier coefficient différentiel de la température , lorsque celui-ci ne varie pas, on n'en peut pas conclure que cela
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ait encore lieu quand ce coefficient varie d’un point à un autre; et , au contraire , le flux de chaleur suit une autre loi , bien plus compliquée, si l’on a égard à l’étendue sensible du rayonnement.
. I,es méthodes que j’ai suivies dans ce chapitre, pour parvenir à l’équation générale du mouvement de la chaleur, étant, sans aucun doute , moins simples que celles dont on avait d’abord fait usage , et qui semblaient donner à cette équation plus d’étendue quelle n’en a réellement, j’ai dû présenter ici quelques observations pour montrer la nécessité de mes calculs, et pour fixer les idées sur la nature véritable de cette équation fondamentale.
CHAPITRE Y
Mouvement de la chaleur à la surface iCun corps de forme quelconque.
(64). Indépendamment de l’équation (7) du n° 49 , commune à tous les points du corps A, solide ou liquide, homogène ou hétérogène, il en existe une autre qui 11’a lieu que pour les points de sa surface, ou, plus exactement, pour les points situés à une profondeur très petite, mais néanmoins plus grande que l’étendue l du rayonnement intérieur, augmentée de l’épaisseur de la couche superficielle d’où émane et où est absorbée la chaleur rayonnante proprement dite (n* »8). On doit distinguer cette épaisseur et cette étendue l’une de l’autre, ainsi qu'on l’a dit à la fin du n“ 4*> parce que la loi des températures, et, par suite, celle de l’absorption de la chaleur, ne sont pas les mêmes dans l’intérieur et pi ès de la surface d'un corps qui s’échauffe ou sc refroidit.
A une distance de la surface moindre que l’épaisseur de la couche superficielle, les variations de chaleur d’une partie matérielle de grandeur insensible, provenant des échanges, soit avec les parties environnantes du même corps, soit avec celles des corps voisins et de l’air environnant , ne sont plus exprimées par des intégrales entières , c’est-à-dire , par des intégrales relatives aux distances , que l’on puisse étendre depuis zéro jusqu’à l’infini, comme dans l’intérieur. Pour cette raison, la température varie très rapidement près de la surface dans le sens normal , et peut être très différente à la surface même et à une très petite profondeur. La loi de cette variation n’est pas déterminée; l’expérience ne nous la fait pas connaître; mais elle confirme la différence indiquée par la théorie, entre cette variation et celle qui a lieu en dehors de la couche superficielle (n* 4 >)* Heureuse-
ment l’équation qu’il s'agit d’obtenir est indépendante des lois inconnues de l'absorption de la chaleur et de la température dans l'épaisseur de cette couche.
. (65). Soit M un point de A 1res voisin de sa surface ; appelons .r , y, z, les trois coordonnées rectangulaires de M; et désignons par u la température de A qui répond à ce point au bout du temps quelconque t. Du point M , abaissons sur la surface de A une perpendiculaire qui la rencontre au point 0 ( fig. 1 3 ) ; et soit h la longueur de MO, que nous supposerons extrêmement petite, mais de grandeur sensible, et dont nous fixerons plus bas la limite. Par le point O , menons un plan tangent à la surface de A , et par le point M, un plan parallèle au premier. Ce plan divisera A en deux parties que nous appellerons B et B'; et la partie B', qui comprend la perpendiculaire MO, sera un très petit segment, ayant pour flèche cette droite MO. Soit en l’élément de ce même plan, de grandeur insensible et qui comprend le point M. Appelons C le .cylindre perpendiculaire à B, contenu dans B', dont la base, la hauteur, le volume, sont a, h, ah, et qui interceptera sur la surface de" A un élément comprenant le point 0, que l’on pourra regarder comme appartenant aussi à ce plan tangent et comme égal à a.
Je représenterai par il adt l’augmentation de chaleur de C pendant l’instant dt , provenant des échanges entre C et les parties de B, et par Aaw* celle qui provient des échanges entre C et les parties de B'. Je désignerai de meme par Tadt, la diminution instantanée de chaleur de C , due au rayonnement extérieur, c’est-à-dire , l’excès de la chaleur que tous les points de C émettent pendant l’instant dt , et qui atteint et traverse la surface de A, sur la chaleur venue du dehors, qui traverse cette surface, atteint ensuite C , et est absorbée par cette partie de B'. L’augmentation de chaleur de C pendant le même instant dt , sera alors
Cladt -f- ùkCùdt — F:, dt .
D’un autre côté, si l’on appelle c la chaleur spécifique moyenne deC, et jet la plus grande valeur de la vitesse B (n’ 44) <lu‘ aura Hea , au bout du temps t, dans toute l’étendue de ce cylindre, son augmentation de chaleur sera moindre que c/jumhdt ; par conséquent, la quan-
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tité fl -J- A — T, abstraction faite du signe, devra être plus petite que c/J-h. Or, quelles que soient les températures inconnues des points de C , nous admettrons que les vitesses de leurs variations ne sont pas extrêmement grandes, sauf un cas d’exception dont il sera question plus bas. Nous pourrons donc négliger le produit CfJ.li , à cause de l’extrême petitesse de son facteur h ; et nous aurons , en conséquence ,
fl -f A = r; (.)
équation d'où l’on déduira celle qu'il s’agit d’obtenir, en y substituant les valeurs de fl, A, T.
(66). La première de ces trois quantités a déjà été déterminée ; on prouvera que la deuxième peut être négligée; et quant à la troisième , elle est équivalente , comme on va aussi le démontrer , au flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface , qui a lieu du dedans au dehors de A , et qui répond au point 0 de sa surface.
t“. D’après ce qu’on a vu dans le n* 57, et en vertu de la formule (i3) du n* 5g, on a
k désignant la conductibilité de la matière de A qui répond au point M , et a, S , y , étant les angles que fait le prolongement extérieur ON de b normale MO avec des parallèles aux axes des x , y , z, menées par le point O. Mais cette formule suppose que dans toute l’étendue des échanges de chaleur entre les parties de C et celles de U , on a pu développer l’expression de la température en série convergente , ordonnée suivant les puissances des coordonnées dont l’origine est au poiut M ; ce qui exige que dans toute cette étendue la température ne varie pas très rapidement ; et pour satisfaire à cette condition, il faudra que la hauteur h de C surpasse la ligne L du u° 45, de toute l’épaisseur de la couche superficielle dans laquelle la température varie très rapidement, et qui a été désignée par e dans le n° 18. Nous admettrons que cela puisse avoir lieu, sans que la distance h ou MO do point M à la surface de A , cesse d’être extrêmement petite, comme nous l’avons supposée.
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a*. Soient M' et M, des points de B' très voisins l’un de l'autre, et dont le premier appartient à la normale MO. Abaissons de M, la perpendiculaire M(0, sur le plan tangent en O , et faisons
Menons aussi par les points M( et M' des parallèles M,M" et M'M,( à ce plan tangent, qui coupent en M"et M(J les perpendiculaires MO et M(0#. Soient ni, m", mt , mn, des parties matérielles de grandeur insensible, qui répondent à ces quatre points M', M", M, , M/( ; soient u', u", ,
leurs températures au bout du temps t. Les points M' et M() étant très rapprochés l’un de l’autre, et pouvant être considérés comme également éloignés de la surface de A , on aura, à très peu près, u' — w j il en sera de même à l'égard des points M" et M, , pour lesquels on aura aussi u" — u,. Si donc on suppose , de plus , les masses m' et m,( égales, ainsi que m" et mt, tout sera semblable dans le couple m( et ni, et dans le couple mh et m" ; par conséquent, l’échange de chaleur entre ml et ni sera le même qu’entre nt" et mu, soit qu’il ait lieu directement, soit qu’il se fasse par une réflexion intérieure sur la surface de A. Il suit de là que si la chaleur de ni est augmentée par l’écbange avec m,, la chaleur de m/( sera augmentée de la même quantité par l’échange avec m", et t conséquemment, celle de ni' éprouvera en même temps une diminution égale à cette augmentation. Ainsi, les variations de chaleur de ni et ni', provenant des échanges avec m, et mh, étant toujours égales et de signes contraires, la chaleur de C n’en sera point altérée; et comme cette conclusion convient également à tous les couples de parties matérielles de C et R', il en résulte que la quantité A , provenant de tous les échanges entre C et B', sera égale à zéro.
3*. Après avoir tiré la droite Mn0; menons par le point M' une parallèle M'O' à cette ligne, qui rencontre au point 0' la surface de A , et soit ai' l'élément de cette surface qui répond à 0’. La chaleur émise au dehors par la partie m, à travers l'élément ta, correspondant au point 0, sera égale à celle qui émane de ni à travers le second élément u! ; car il est évident que tout est semblable dans les deux cas ; les parties mn et m' étant celles que l’on a considérées tout à l’heure ,
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qui sont égales et également éloignées de la surface , et les distances M'O' et M(J0 pouvant être regardées comme égales , vu que le point O' ne s’écarte pas sensiblement du plan tangent en O. La même chose ayant lieu pour toutes les parties de C et dcB', prises deux à deux, ou en conclut que la chaleur émise au dehors par toutes les parties de B', à travers un seul élément te de la surface de A , est équivalente à la chaleur émise à travers tous les élémens de cette surface , par une seule portion C de B'; et comme cette conclusion convient aussi aux quantités de chaleur qui traversent la surface de A , de dehors en dedans , il s’ensuit que le flux total de chaleur qui a lieu à chaque instant à travers l’élément ou , est égal à celui que l’on a désigné plus haut par Tudt\ égalité pareille à celle de deux semblables quantités , à laquelle le calcul nous a conduits dans les n°‘ S-j et 58.
(67). Dans ce flux de chaleur à travers en, on comprend ici, nonseulement la chaleur rayonnante proprement dite , qui traverse cet élément suivant toutes les directions du dedans au dehors et du dehors eu dedans , mais encore la chaleur communiquée ou enlevée à A à travers ce même élément, par la couche <l’air très mince en contact avec ce corps (n* 3g). La valeur complète de T dépendra de diverses circonstances qui auront lieu autour de A, ainsi qu’on l’a vu dans les chapitres II et 111 ; mais on pourra toujours la représenter par
p étant un coefficient positif, et Ç une température positive ou négative, qui sera la valeur de u pour laquelle le flux de chaleur serait nul. Sans la définir autrement , nous l’appellerons, en général , la température extérieure. Elle pourra varier avec la position du point 0 auquel T se rapporte ; elle pourra aussi varier avec le temps; en sorte que Ç sera une fonction de t et des trois coordonnées de ce point 0, qui devra être donnée dans chaque exemple. Il en sera de même à l’égard du coefficient p, qui variera d’un point à un autre avec l’état de la surface, et qui pourra aussi dépendre des températures «et Ç : dans chaque cas, ce coefficient devra être donné en fonction de u, de Ç et des trois coordonnées du point 0 ; mais si les températures u et Ç ne sont pas très élevées, on pourra supposer que la valeur p en est indépendante.
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Cela posé , si l’on substitue cette valeur de T et celle de Cl du numéro précédent, dans l’équation ( i ) , et qu’on y fasse à = o, nous aurons
cos“+ÿ co*e+^ cas>)-t-A>(« — Ç) = o, (a)
pour l’équation relative à la surface qu’il s’agissait d’obtenir.
Rigoureusement , elle appartient, d’après la manière dont elle a été formée, au point M de A et non au point 0 de sa surface même ; mais après que l’on aura déterminé la valeur de u en fonction des coordonnées .r, jr, z, et du temps t, qui satisfait à l’équation (7) du n“ 49 > relative aux points intérieurs de A , on pourra en employant cette valeur dans lcquation (a), y mettre pour x, y , z, les coordonnées de O au lieu de celles de M, à cause de l'extrême proximité de ces deux points.
(68). Il faut aussi remarquer que quand on place le corps A dans un milieu dont la température est plus grande ou plus petite que celle des points voisins de sa surface, l'équation (a) n’a pas lieu dans les premiers montons de réchauffement ou du refroidissement de ce corps; car à cette époque, les températures de tous les points sont données tout-à-fait arbitrairement, et par conséquent , la valeur initiale de u, en fonction de x, y, z, ne satisfait pas, en général, à l'équation (a). Cependant la quantité Â est toujours nulle, d'après la démonstration du n*66; ce sont donc les flux de chaleur T et fl, relatifs aux deux extrémités de C.qui 11e sont pas égaux pendant un certain intervalle de temps ; ce qui exige que la vitesse des variations de température soit d’abord extrêmement grande, dans l’étendue de ce cylindre, dont on a supposé la longueur extrêmement petite. Or, on peut admettre qu’en vertu de cette grande vitesse, le cylindre C parvient bientôt h un état où les deux flux extrêmes de chaleur sont égaux et où l’équation (*) commence , par conséquent , à exister. On peut aussi supposer que pendant l'intervalle de temps, sans doute très court, mais nécessaire pour que cette égalité s’établisse , les températures des points intérieurs de A ne changent pas sensiblement; d’où il résulte que si l’on compte le temps t k partir de la fin de cet intervalle , on pourra, sans erreur sensible, prendre pour la valeur de u qui répond
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à / = o, l’expression initiale et donnée de u en fonction de1,*, y, z. C’est sur cette supposition qu’est fondée, dans chaque question particulière , la détermination au moyen de l’état initial de A , des constantes ou des fonctions arbitraires contenues dans la valeur de n en fonction de t,x,y,z, qui satisfait à l'équation (7) du n° 4g et à l’équation (2), quoique celle-ci n’ait pas lieu pour cet état même.
Cette équation (2) est encore susceptible d’une autre restriction. A quelque époque que ce soit, elle n’est point applicable à un point U, pour lequel ou près duquel la courbure de la surface de A est extrêmement grande, de sorte qu’entre les points 0 et 0', par exemple, les rayons de courbure soient extrêmement petits, et comparables à la distance MO ; car alors les distances M'O' et M"0 ne seraient plus sensiblement égales, elles points M' etM/(, M( etM", également éloignés du plan tangent en 0 , ne pourraient plus être regardés comme également éloignés de la surface ; ce qui met en défaut la démonstration du n* 66 et ne permet plus d’admettre l’équation (2) qui en était la conséquence. 11 en résulte que si A est un polyèdre, un cylindre, ou un cùne, on ne pourra pas supposer que l’équation (a) ait lieu près de ses arêtes, du contour de sa base, ou de son sommet, et l’on ne devra l’employer qu a des distances de ces parties saillantes , plus grandes que la ligne désiguée précédemment par h.
(69). L’équation générale relative à la surface d’un corps de forme quelconque, c’est-à-dire l’équation (a), sous les restrictions qu’on vient d’expliquer, a été démontrée , pour la première fois , dans mes Mémoires sur la Distribution de la Cbcdeur dans les corps solides. Auparavant, on l’avait donnée pour l’extrémité d’une barre, et pour une surface sphérique dans le cas particulier où la température de la sphère est la même en tout sens, à égale distance du centre ; puis ou l’avait étendue, par induction, à un corps de forme quelconque, échauffé aussi d’une manière quelconque. Les géomètres qui ont ensuite cherché à la démontrer généralement, ont pris pour l’expression du flux de chaleur à travers chaque élément de la surface extérieure, celle que l’on a trouvée pour l’élément d’une surface située dans l’intérieur, et qui dépend de l’accroissement de la température dans le sens normal à celte surface et dans une épaisseur infiniment petite, divisé par cette épaisseur (n* 5a); expression qu’ils ont égalée immc-
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diatement au flux de chaleur donné par l’expérience et supposé proportionnel à la différence des températures extérieure et intérieure; ce qui les a dispensés d'avoir égard au cylindre normal que j’ai désigné par C. Mais l'expression du flux de chaleur qui dépend du coefficient différentiel de la température ne convient qu’à un élément de surface intérieure, et nullement à la surface extérieure; car elle suppose que ce flux provient des échanges entre deux parties contiguës du corps A, dans une étendue où sa matière et sa température sont très peu variables, tandis que le flux de chaleur à travers un clément de la surface extérieure , résulte des échanges entre les molécules de ce corps et celles du milieu dans lequel il est placé, ou même celles d'autres corps plus ou moins éloignes. Le flux extérieur n'a pas d’autre expression que celle qui dépend de la différence de grandeur finie, entre les deux températures, l’une extérieure et l’autre intérieure ; et pour former l'équation du mouvement de la chaleur à la surface d’un corps de forme quelconque , il faut prouver, comme je l’ai fait par l’intermédiaire du cylindre uormal C, que ce flnx est constamment égal à celui qui a lieu à l’extrémité intérieure de cecylindre, sauf l’exception relative aux températures initiales et aux premiers momens du refroidissement.
(70). Si le corps A est formé de deux parties juxtaposées, solides ou liquides, le flux de chaleur à travers chaque élément de leur surface de séparation, proviendra des échanges entre leurs molécules très voisines de cet élément ; et il en résultera , pour le mouvement de la chaleur, de chaque partie dans l’autre, une équation analogue à la précédente; ce qui fournira deux équations relatives à cette surface, que l’on obtiendra de la manière suivante.
Appelons B et B' ces deux parties de A ; appelons aussi M un point de B, M' un point de B', 0 un point de la surface de séparation, situés, tous les trois, sur une normale en 0 à cette surface. Supposons chacune des distances MO et M'O plus grande que l'étendue du rayonnement intérieur dans la partie de A à laquelle elle appartient, augmentée de l’épaisseur de la couche superficielle de la même partie , ou la température peut varier très rapidement. Au bout du temps l , soient u et u' les températures qui répondent aux points M et M'. Nous pourrons représenter le flux de chaleur qui a lieu pendant l’ins-
tant dl, à travers 1 clément a> de la surface de séparation de B et B', correspondant au point 0, par q(u — u') adt, de B dans B', et conséquemment, par — q(u — u')t»dt, de B' dans B; le coefficient q étant une quantité positive, dépendante de la matière de B et de celle de B', qui pourra aussi être une fonction symétrique de u et u'.
Cela posé, l’équation (1) et les démonstrations du n° (56 s’appliqueront, d’une part, à B et au cylindre normal dont la base est ai et la hauteur MO, et d’une autre part, à B' et an cylindre normal, qui a la même base a > et M'O pour hauteur; et l’on en conclura ces deux équations :
* (Êcosa + tc°S Ç + S cos >) ' + « = °'j. 3)
*'(ècos“ +Scos & + ms y) +<}(.“— «0=°* j
qui sont celles qu’il s'agissait d'obtenir. Les quantités k et k' sont ici les mesures de la conductibilité des matières de B et de B' aux points M et M'; les angles ci, 6, y, sont ceux que fait la partie M'O de la normale MOM', avec des parallèles aux axes des-r,^-, z, menées par le point 0 : les valeurs de « et u! en fonctions de t et des coordonnées d’un point quelconque, se déduiront de l’équation (7) du n* 4g, appliquée successivement à B et à B', et l’on y mettra ensuite pour ces coordonnées x, y, z, celles du point 0 de la surface de séparation.
Ces équations (3)se déduisent l’une de l’autre, comme cela doitétre, par la permutation des lettres u et u', k et k1 , et en changeant les angles a. S, y, dans leurs supplémens. Quand les parties B et B' auxquelles elles se rapportent, sont de la même matière, on aura k ’ — k; on fera aussi u’ — u, dans la partie multipliée par k ou k1 ; et l’on prendra toujours, pour la partie q (u — u'), le flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface, à travers l’élément ut de la surface de B; ce qui réduira ces deux équations à une seule, qui coïncidera, comme cela devait aussi arriver, avec l’équation (i3) du n* 5g, relative à un point intérieur de A. Si ce corps se réduit à sa partie B, et qu’on remplace B' parle milieu extérieur dans lequel A est placé, on Supprimera la seconde équation (3), et l’on mettra dans la première p et J à la place de q et u’ , ce qui
la fera coïncider avec l’équation (2) qui répond à la surface extérieure.
Dans tous les cas, on se souviendra que ces équations (3) n’ont pas lieu pour les températures initiales et données arbitrairement, de R et B' ; elles n’existent qu’après un intervalle de temps qu’on suppose très court, et dont 011 pourra faire abstraction dans les usages auxquels on les emploiera. On n’oubliera pas non plus quelles ne sont point applicables aux points de la surface de séparation de B et W , s’il en existe, pour lesquels ou près desquels la courbure est extrêmement petite, de sorte que les rayons de courbure y soient très petits et comparables à l’étendue du rayonnement intérieur; elles n’ont lieu qu’à des distances de ces points particuliers, plus grandes que cette même étendue.
CHAPITRE VI
Digression sur les intégrales des équations aux différences partielles.
(71). Les équations du mouvement de la chaleur dans l'intérieur et à la surface des corps étant maintenant démontrées dans toute leur généralité, il convient, avant de les appliquera des problèmes particuliers, d’exposer les principes communs aux solutions de tous ces problèmes, et généralement de toutes les questions de Physique et de Mécanique, qui conduisent à des équations aux différences partielles. Ces principes essentiels sont relatifs aux intégrales de ces équations, aux diverses formes dont elles sont susceptibles, et à la manière d’exprimer les fonctions arbitraires qu’elles renferment; ils se trouvent déjà dans plusieurs de mes mémoires, et dans mon Traité de Mécanique ; je vais les réunir avec quelques développemens dans ce chapitre et dans les deux suivans.
L’intégrale d’une équation différentielle d’un ordre quelconque n • doit contenir, pour être complète, un nombre n de constantes arbitraires.
En effet, soient t la variable indépendante et « la fonction de t , qui doit être déterminée par une semblable équation. Représentons cette équation par L = o, de sorte que L soit une fonction donnée
de t, u, ‘^Tf- • • •> Si l’on désigne par h une valeur particulière de t, et que l’on fasse
dF
= HW, etc.,
pour cette valeur t s= h, le développement de u suivant les puis-
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sances de t — h sera, d’après le théorème de Taylor,
u = H -4- H' (t - h) + ± H" (t — h )* + ^3 H"'(< — A)3+etc. (i)
Or, si l’on fait tz=.h dans la suite infinie d’équations
IF
d> h °» ~dt>
o, etc. ,
on en tirera les valeurs de tous les coefliciens de la série (i), à partir de H^*5 inclusivement, en fonctions des n premiers II, H', H'',...HC*_0, qui resteront indéterminés : la première L = o donnera la valeur de
Hw; on substituera cette valeur dans la seconde équation ~ ’ = o ,
d’Oii l’on tirera ensuite la valeur de IR"'*'0; on mettra ces valeurs de Hw et Ib'^dans Ja troisième équation ‘^=o , puis on eu déduira la valeur de Ht*+,); et ainsi de suite. La valeur de u exprimée par la série (i) renfermer? donc finalement n constantes indéterminées et indépendantes entre elles; par conséquent, l’intégrale complète de l’équation L = q, sous quelque forme qu’on l’obtienne, devra contenir, pour répondre à la généralité de cette quantité u, un pareil nombrd n de constantes arbitraires. Réciproquement, si 1 = o est une équation donnée entre t et u, contenant eu outre un nombre n de constantes arbitraires, on pourra toujours éliminer ces n constantes entre l’équation I =o et les n premières équations différentielles qui s’en déduisent ; ce qui conduira à une équation différentielle de l’ordre n dont I = o sera l’intégrale complète.
Non-seulement la série (t) fait connaître, comme on voit, le degré de généralité de la quantité u déterminée par l’équation L =o, mais elle peut aussi, par un procédé semblable à la méthode des quadratures, servir à déterminer les valeurs numériques de u qui répondent à toutes celles de t, lorsque les valeurs de u et de ses n — i premiers coefliciens différentiels sont données pour une valeur particulière tz= h. On prendra d’abord pour i une fraction très petite, positive ou négative, et telle que la série (î) soit convergente pour t — h -f- J1', cette série et se* différentielles feront connaître les valeurs
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de u, etc. , qui répondent à t = h -f- J' ; au moyen de ces
valeurs, la même série fera connaître celles de u et de ses coefliciens différentiels qui répondent à f = /r + cP + e f', en y mettant h j' et A — f— «T —J— Ji' au lieu de h et t, et supposant J” une très petite fraction qui rende encore cette série'convergente; et ainsi de de suite. En définitive les valeurs numériques de u dépendront de celles de H, II', H",. . . 1 Ie* “3 , qui seront arbitraires; et l’usage de la série (i) ne peut laisser aucun doute sur le théorème qu’il s’agissait de démontrer, puisque cette série sera toujours rendue convergente, en donnant des valeurs assez petites à la différence t — h.
Lorsqu’on passe aux cquatoins aux différences partielles, les constantes arbitraires sont remplacées par des fonctions arbitraires; mais le théorème précédent n’a plus lieu , et leur nombre ne peut plus être déterminé À priori. Au-delà du premier ordre, l’intégrale complète d’une équation aux différences partielles peut renfermer un nombre de fonctions arbitraires moindre que celui qui marque l’ordre de l’équation donnée, c’est-à-dire, moindre que a, 5, quoique
cette équation contienne des différences partielles du a*, 3*, 4*. . . . . ordre. Dans le petit nombre de cas où l’intégrale complète peut s’obtenir sous forme finie, sans le secours des intégrales définies, je ne connais aucun exemple de l’abaissement du nombre des fonctions arbitraires et indépendantes entre elles, au-dessous du nombre qui marque l’ordre de l’équation donnée; toutefois, il serait difficile de démontrer qu’un tel abaissement ne puisse jamais avoir lieu. Mais quand l’intégrale complète d’une équation aux différences partielles de l’ordre n est exprimée par des séries, et lors même que l’on parvient à réduire ces séries à des intégrales définies, le nombre des fonctions arbitraires' peut s'abaisser ao-dessous de n, et il peut être différent selon la forme des séries ou des intégrales définies par lesquelles on exprime son intégrale.
En général , soit u une fonction d’un nombre quelconque de variables indépendantes t, x,y, s, etc., qui doit satisfaire à une équation aux différences partielles de l’ordre n, représentée par L — o. Quelle que soit la valeur inconnue de u, on peut la concevoir développée suivant les puissances ascendantes de l’une de ces variables, dimiuuée
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d’une valeur particulière de cette même variable ; car si l’on appelle h une valeur particulière de t, par exemple, et que l’on mette h-\-t — h au lieu de t daus la fonction u, on pourra toujours la développer par le théorème de Taylor, ou autrement, en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de t — h. Plus généralement, si l’on prend pour (I une quantité dépendante d’une ou de plusieurs des variables t, x,jr, z,etc.', on pourra supposer la valeur de u développée suivant les puissances ascendantes de fl. Soit donc
* u = PS*-f-Q8c4-Rfl>-+.etc. ; (2) *
les coefliciens P, Q, R, etc., étantdes fonctions inconnues dont chacune dépend d’une variable indépendante de moins que u, et les exposaus et, C , y, etc., formant une suite croissante de quantités constantes. Cela posé, si l'on substitue cette valeur de u dans l'équation U = o, que l’on ordonne son premier membre suivant les puissances de fl, et que l’on égale ensuite séparément à zéro le coefficient de chacun des termes de la série qui en résultera, on aura ainsi une suite infinie d'équations différentielles ou aux différences partielles, dont chacune renfermera une variable indépendante de moins que Ii = 0; et si l’on parvient à obtenir les valeurs les plus générales de a, f»» y> etc., P, Q, R, etc. , qui satisfont à cette suite dequations, la série (2) sera aussi la valeur la plus générale de u qui satisfera à l’équation douuée L =0. Selon la quantité 8 que l’on choisira, on aura ainsi différentes expressions de u en séries qui seront, sous des formes équivalentes, l’intégrale complète de L=o, de telle sorte que si celte intégrale était connue sous forme finie, chacune de ces séries en serait un développement qui pourrait la remplacer.
Or , l’équation L = o restant la même, les coefliciens P, Q, R, etc. , déterminés de la manière la plus générale, pourront néanmoins contenir des nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon que la série(a) sera ordonnée suivant les puissances de telle ou telle variable fl. Généralement, il y aura telle valeur de 6 pour laquelle le nombre de ces fonctions sera égal à n, et telle autre pour laquelle il sera moindre d’une ou de plusieurs unités; et si l’équation L = o est linéaire, il ppurra même arriver que toutes les fonctious arbitraires disparais-
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sent de la série (a), qui ne renfermera plus alors que des constantes arbitraires, et n’en sera pas moins l’intégrale complète de cette équation L = o. Cette forme singulière de l’intcgrale complète, sans aucune fonction arbitraire , d’une équation linéaire aux différences partielles, mérite une attention toute particulière, à cause des nombreux usages qu’on en pourra faire pour la résolution des problèmes; son caractère distinctif consiste en ce que tous les termes de la série (3) se déterminent, dans ce cas, indépendamment les uns des autres, et satisfont séparément à l’équation L = o, de manière que la valeur générale de l’inconnue u est la somme d’un nombre infini de valeurs particulières.
Nous allons maintenant appliquer ces considérations générales à des exemples propres à montrer les diverses circonstances que peut présenter la série (a), et 'comment on peut la réduire à des intégrales définies, dans beaucoup de cas où l’intégrale de l'équation L = o ne peut pas s’exprimer sons forme finie sans leur secours. Toutefois, relativement à cette réduction, je renverrai, pour de plus grands détails, à deux mémoires que j’ai publiés sur ce sujet, l’un sur l’intégration des équations linéaires à coefliciens constans (*), l’autre sur celle des équations linéaires à coefliciens variables (**).
(72). Je prends poué premier exemple l’équation linéaire et du second ordre
du
dt
dans laquelle a est une constante donnée.
Soit A une constante à laquelle on n’attribue aucune valeur déterminée; faisons d’abord fl = < — A, et considérons les coefliciens de la série (a) comme des fonctions de x. En la substituant dans les deux membres de l’équation (3), nous aurons
*P(t— A)’—' + 6Q (f — hf~l -f- y R (t — A)»-' -f- etc. =
— W + (* — A)f + ctc.
(*) Mémoires de V Académie des Sciences , tome III.
(**) Journal de F École Polytechnique , 19* cahier.
Les exposans a., G, y, etc., formant par hypothèse une suite croissante, il faut, pour que ces deux séries puissent être identiques, que l'ou ait d'abord
a — o, G =i,y = 3, etc. ,
. et pour quelles le soient effectivement, il faut que l’on ait ensuite
.. rf’P n d' Q
y = n dï> aR = adï’
_c rf* R
o a = a -y— , etc.
dx’
Le premier coefficient P demeurera indéterminé; tous les autres s'exprimeront au moyen de celui-là; et cif mettant une fonction arbitraire Qx à la place de P, la série (a) deviendra
u = <px + a (t — h) 4-
dx t
résultat que l’on peut aussi déduire de la série (i), combinée avec l’équation (a), et que l’on peut regarder comme la valeur la plus générale de u tant que l’on n’y détermine pas la constante h, puisque alors la valeur quelconque de u est certainement développable, en vertu du théorème de Taylor, suivant les puissances entières et positives de la différence t — h.
11 est bon d’observer qu’il n’en serait plus de même si l’on donnait à h une valeur déterminée, si l’on faisait h = o, par exemple, c’est-à-dire, si l’on supposait la valeur de u développée suivant les puissances croissantes de t. En effet, toute fonction d’une variable t n’est pas développable suivant ses puissances ascendantes: il y a des fonctions qui ne peuvent se développer que suivant les puissances descendantes de la variable; et la fonction u étant 'inconnue, elle peut être de cette espèce. Par conséquent, si l’on faisait h — o dans l’équation résultant de la substitution de la série (a) dans l'équation (5f, il faudrait supposer successivement croissante et décroissante la suite des exposans et, G, y, etc.; on en conclurait deux systèmes différons de valeurs de ces exposans et des coefTiciens P , Q, R, etc. ; et pour avoir la valeur la plus générale de u, on devrait prendre la somme des deux expressions correspondantes de la série (a). La même remarque s'applique à teus les cas semblables, et en parti-
culter, ii la valeur suivante de u, dans laquelle on devra aussi laisser la constante h indéterminée pour que cette valeur conserve toute sa généralité.
Soit actuellement 6 = a: — A. Les cocfficiens de la série (i) étant alors des fonctions de x, si on les substitue dans l'équation (3), on aura
~ (x — h,' -t- ÿ (x — h): + ^ (x — A)»4-etc. —
aaia. — i )P(x — A)‘_,+a£(£ — i )Q(x-A)c— ’-f-a }(y-i )R(x-A)>~:‘+etc.
Puisque les exposans a, S, y, £ , etc., forment une suite croissante, il faut, pour que ces deux séries puissent être identiques, que le premier terme de la seconde disparaisse, ce qui exige que l’on ait a = o ou *= i. Dans le cas de a. = o, il faudra que les autres exposans S, y, J', etc., soient les nombres pairs a, 4, 6, etc., et dans le cas de a — i , qu’ils soient les nombres impairs 3,5, 7, etc. Ensuite on aura, dans le premier cas.
i.j.aQ = jj-, 3.4-hR
dt ’
JR
dt
etc. ,
et , dans le second ,
x r» dp a.3.«Q = -j-.
< . 5 . nR = — .
La formule (1) donnera donc pour u deux séries, dont l’une procédera suivant les puissances paires de x — h, et l’autre suivant les puissances impaires. Dans chacune d’elles le premier coefficient P restera indéterminé; tous les autres s’exprimeront au moyen de P; et en désignant celui-ci par 4* dans la première série, par 'Pt dans la seconde, et prenant pour u la somme des deux séries , nous aurons
(x — hy d j 1 1.2 .a dt (x—hÿ d+t
a dt
dt'
d'irt
de
• etc.
— |— etc. ; I
ce qui sera la valeur la plus générale de u, que l’on pourrait aussi déduire de la série (1).
Désignons par e la base des logarithmes népériens , et1 faisons enfin
Ô = e*. En considérant les coelîiciens de la série (a) comme des fonctions de /, et la substituant dans l’équation (3), on aura
dQ Cx.dR dt e dt
etc. =
rt<t’Pe*x + aG‘ Qefx -J- ny' Re71 + e!c*
Or, pour que les deux membres de cette équation soient identiques, il est nécessaire et il suffit qu’on ait
Tt = a<t'Ÿ, § = «e*Q, ÿ=«y’R, etc.;
en sorte que tous les termes de la série (a) se détermineront indépendamment les uns des autres et formeront autant de valeurs particulières de u, qui satisferont isolément à l'e'quation (3), ainsi qu’on l’a dit plus haut. Les exposans a , G, y , etc., resteront indéterminés; en désignant par A, B, C, etc., des constantes arbitraires, on aura
P = Ae0*’' , Qt=BeoC’‘ , R = Ce"7’' , etc.; et la valeur générale de u sera
u = Aea *” -+• Ben c" eCx + Ce"7’'e71 + etc. (6)
On obtiendrait la même expression de u en prenant 6 = e< dans la série (a), considérant alors ses coelîiciens comme des fonctions de JC, et changeant dans le résultat les constantes arbitraires a, G, y , etc., en aa.%, aG‘, ay‘, etc. Ces constantes pourront être réelles ou imaginaires, aussi bien que les coelîiciens A, B, C, etc., de sorte que la formule (6) est une série d’exponentielles, de sinus et de cosinus. Si l’on veut, on peut aussi écrire la valeur de u sous cette forme :
u = Ae~a"t cos ax 4- sin a'x
-f- Be-oC*' cos Gx -f- B'e— °e'‘ sin G’x 4- etc.,
dans laquelle les coelîiciens A, A', B, B', etc., et les exposans «,
G, G', etc., sont des constantes réelles ou imaginaires, ce qui fait que
cette expression de u ne diffère pas essentiellement de la précédente. Dans tous les cas, chaque terme de la valeur de u est une intégrale particulière de l'équation (3) , et son intégrale complète est la somme d’un nombre infini de ces intégrales particulières.
(73) Voilà donc les trois séries (4), (5), (6), qui expriment également, mais sous des formes différentes, l'intégrale complète de l’équation (3). La première contient une seule fonction arbitraire (par, la seconde en contient deux et 'i't , et la troisième ne renferme que des constautes arbitraires en nombre infini et formant deux suites différentes A, B, C, etc., et et, €, y, etc. Puisque ces valeurs de u ont toutes trois le même degré de généralité, il s’ensuit quelles doivent être équivalentes, et que chacune d'elles doit pouvoir se transformer dans les deux autres ; ce qu’on peut en effet vérifier de la manière suivante.
Quelle que soit la fonction arbitraire $x, on peut la développer suivant les puissances entières et positives de x — h. Soit donc
<px = A + B (x — fi)
c (x — ky D ;.r — h)
■ etc. ;
A, B, C, D, etc., désignant des constantes arbitraires. Nous aurons
îg=c+ D(^-J) + Üf=s + «.C.,
g = E + + elc, , .
etc.;
au moyen de quoi la série (4) deviendra
u = A + C a (t — A) -f- ^ °*[^2 f>i -+- etc.
C -f- E a{t — A) -f- etc. ss ~dT
D -f- Fa(î — A) "f- etc. s» , etc. j
et la valeur précédente de u coïncidera avec la série (5). Réciproquement on transformera de meme cette série (5) dans la série (4)- En développant la série (6) suivant les puissances de t — A, et remplaçant, pour abréger, \en"h , BedC’A, Ce"*'*, etc., par d’autres constantes arbitraires A7, B1, C’, etc. , on a
u = A'e“ ^ Wé* -f- C'«»' ri- etc.
ri- (A'<x*e*x + B' €•■ eCx 4- C y' e>T -f etc.) a (t — A)
ri- (A'a* é“ ri- B' S4 eCl 4- C' -f etc.) ri- etc.; et si nous faisons
A' -f- B' efc 4- C'e>r 4- etc. = px,
px sera une fonction arbitraire de x : il en résultera A'a*e“ ri- B* 6* e& ri -Çy e>* 4- etc. =p
-f 4- C'^e»' 4. etc. = ^ ,
etc. ;
ce qui fera coïncider la valeur précédente de u avec la série (4). On
fera coïncider semblablement la sérié (6) avec la série (5), en développant la première suivant les paissances de x — h.
11 n’y a pas de doute que l’expression précédente de <px en séries d’exponentielles réelles ou imaginaires ne puisse représenter une fonction quelconque de x. Elle peut représenter, par exemple, la puissance quelconque x"; car, en désignant par e une constante infiniment petite, on a
quantité développable par la formule du binôme en une série d’exponentielles.
(74). Maintenant il s’agit de réduire à des intégrales définies la série (6), et ensuite les séries (4) et (5); transformations qu’on effectuera au moyen de formules connues dont je rappellerai cependant les démonstrations.
e “ de». En changeant successivement a eux et jr , nous aurons
J' dx = k, j' é“r* dy = k,
et, par conséquent,
/JV%x /.le"''"'’ = **•
Or, si l’on considère la surface de révolution dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires.
l’intégrale double qui exprime la valeur de A* sera évidemment le volume compris entre cette surface et le plan des x et y prolongé à l’infini en tou» sens. Mais on peut aussi décomposer ce même volume en tranches cylindriques et infiniment minces, dont l’axe commun est celui des z; le rayon d’upe tranche quelconque étant r, son volume sera le produit de sa base V> rrdr et de sa hauteur e-"* ; le
volume total sera donc l'intégrale de ce produit prise depuis r = o
jusqu’à r — co ; en l’égalant à k‘, on aura donc
et il en résultera
k%-=-Y7rÇ e rdr — 7T-,
f~e da> — yV,
pour la valeur de k ou de l’intégrale donnée.
Quelle que soit la constante a, réelle ou imaginaire, les limites de cette intégrale ne changeront pas, si l’on y met a — et \/'at à la place de ai ; on aura donc aussi
d’où l’on tire
Cé~a' + wVa,-"a,dtü^ \Z*~; e''at — yf f" e~"' e^^do. .
On exprimera de même les autres exponentielles relatives à t, qui sont comprises dans l'équation (6); laquelle deviendra, en conséquence,
u — -U= f [Ae‘:(*+”V/°Î5 4- Bef{jr+,*v/‘r,) y/rJ — » *-
+ Cey(r + ~\/«)+ etc ] e—
Mais si l’on désigne par < px une fonction arbitraire de x, et que l’on fasse
Ae“ + Be^ -f- Ceyj -f- etc. = (px, on aura , en même temps ,
Ae*(x-t-i«y/âî) _j_ gec(x + ^«v/Jî)
+ Ce>tr+,*lA’') +etc. = <p (x 4- aa> V Jt),
et il en résultera
u — f r p(x 4- a» V at)e~m' do. (7)
Cette équation est, sous forme finie et la plus simple, l'intégrale complète de l'équation (3). Elle ne renferme, tomme on voit , qu’une seule fonction arbitraire , qui se déterminera immédiatement d’après la valeur de u relative 1 i = o, Toutefois cette forme de l’intégrale complète suppose que cette valeur de u, qui sera celle de ç.r , croisse avec la variable x dans un moindre rapport que e1*, ®t que le produit e~*‘tpx s’évanouisse pour x — dz 00 , sans quoi la quantité comprise sous le signe f croîtrait indéfiniment avec a» pour toutes les valeurs de t différentes de zéro, et l’intégrale définie, dont les limites sont e» = =fc oo , aurait généralement une valeur infinie, ce qui serait inadmissible. Avec cette restriction, il est facile de vérifier que l’équation (7) satisfait à l’équation (3).
En effet, si nous faisons, pour un moment,
tîf —m"x
nous déduirons de leqaation (7)
du a r® // . y — \ — otdm
* = + ™Vat)e Vât’
a <f"(x + 2a»v/ôi) e m du ;
en intégrant par partie, et supposant que le produit de e-*’ et (x -f- su V at ) s’évanouisse aux deux limites, on a
<P’(X + 2" VS) e~m’ -~= = /%''(* + aai \rât) e— ' du ;
ce qui fait coïncider la valeur de ^ avec celle de a—, et satis-
ut dx* 9
fait par conséquent à l’équation (3).
(73). Si l’on désigne par g une constante positive, et que l’on mette Vga et V g du à la place de a et do dans l’intégrale
/aO —
ses limites ne seront pas changées; et en divisant par
Vg» on aura
En différentiant n fois de suite par rapport a g, et faisant ensuite g — j , dn en déduit
dco ==
an — i >— 7* ' V " i
d’ailleurs on a évidemment
/*«° — »* afl + l
J e ù> net) = o;
et au moyen de ces deux dernières équations, la formule (4) peut s’écrire ainsi :
i /•* { . / — t. — h)]‘ d’çx
■ U =1 ITT-*** ~3p
[»V/»(/-ft)]Vggr [a«V/n;i--A_)]*^r+ ^ I e ^
Or, en vertu du théorème de Taylor, cette expression est, sous forme finie,
u = —7= f $\pc -f- a u\/a(t — A)]e 1 lu.
Si l’on veut que la fonction arbitraire <p.r soit la valeur de u qui répond à t = o , on fera )i == o , et Cette formule coïncidera avec l’équation (7), déduite dè la série (B).
On peut mettre ce résultat sous une autre forme, en désignant par u’ une nouvelle variable, et faisaht
on aura alors
da ==
dm'
et, par conséquent,
u = — , * — . / <pV 1
ay^»â(i— I) J
Iæs limites de cette intégrale seront indéterminées; chacun de ses
élémeus, divisé par \Jt — h, satisfera séparément à i équation (3); et l’on pourra aussi remplacer cette valeur de u par la série
Ae
A'e PC»—*')
+ etc. ,
dans laquelle A , A', etc., a, a’, etc., h, h', etc., sont des constantes arbitraires, et qui représente en série d’une forme particulière l’intégrale complète de l’équation (3).
La série (5) conduit aussi à une intégrale de l’équation (5) sous forme finie, mais beaucoup moins simple que la précédente.
Cette série se compose de deux parties dont l’une dépend de la fonction 4,/ , et l’autre de la fonction Vt. Le terme général de la première partie peut être mis sous la forme
an
L ja J , tfjt;
i,a.3...n df
par une suite d’intégrations par partie, on a
1 ,3.5. . .an-
(c+.ÿ—ty+i ’
en désignant par c une constante réelle, qui ne soit pas nulle, et faisant pour abréger
e* du
S/c + sÿ 1
ce terme général deviendra donc
i.a.3.. :nL
J df J
et d’après le théorème de Taylor, on en conclura, pour la première partie de la série (1),
Ea seconde partie de celte .même série se déduit de la première, ci\
dilTérentiant celle-ci par rapport à x, multipliant para, et mettant
T7 au lieu de cn ajoutant donc l’une h l'autre ces deux parties de la série (5), on aura
pour l’intégrale complète et sous forme finie de l’équation (3), à laquelle on peut en effet vérifier que cette valeur de u satisfait. Les deux fonctions arbitraires 4* et qu’elle renferme sont les valeurs de u et — qui répondent à x = h.
(76). Le procédé qui nous a conduit à la série (6) et ensuite à l’intégrale de l’équation (3) donnée par la formule (7), peut s’étendre sans difficulté à lcquation
du
dt
dx
+ c dF
etc. ,
qui contient un nombre quelconque de variables indépendantes t, x, y, z, etc., et dans laquelle a, b, c, etc., sont des coefliciens constans.
En développant d’abord, comme précédemment, la valeur de u suivant les puissances de e1 , développant ensuite le coefficient de chaque terme suivant les puissances de e7. puis le coefficient de chaque terme de ce second développement suivant les puissances de e*, etc. , l’inconnue u se trouvera développée suivant les puissances et les produits des exponentielles .«*, 0, e*, etc., et l’on pourra représenter par
Te*r ec-r eyt etc.,
un terme quelconque de cette série; T étant une fonction de i, et a, S, y, etc., des quantités constantes. Si l’on substitue cette série à la place de u dans les deux membres de l’équation donnée, on
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trouvera que Chacun de scs termes doit satisfaire séparément à cette équation, que les constantes a, S, y, etc., resteront indéterminées, et que l’on aura
~ = T («a* + b& ■+■ cy‘ + etc.),
pour déterminer le coefficient T d’un terme quelconque. En désignant par A une constante arbitraire, la valeur de T tirée de cette équation sera
rp __ a*» -f. fcC» -J-
par conséquent la valeur de u en série aura pour expression
« = 2Ae‘",,'e4fV>'t etc. e"ef-re>£ etc.;
2 indiquant une somme qui s’étend à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de A, «, S , y, etc.
Si l’on représente par h, h', h", etc., des constantes quelconques, on pourra, si l’on veut, sans augmenter la généralité de la valeur de u y remplacer le coefficient A par \e~‘,m'he~be’l‘ é~cy'h , etc. Alors en faisant subir la transformation du n° 74 à chacune des exponentielles ' — **>, etc., et comprenant dans A les
diviseurs yV, il en résultera
U=-J'al j ’* . . . 1 2 Ae* [*+*• V «(<-*)] -W[* +’*■' V «1*. | etc . Or, si nous faisons
2Ac“efre>! etc. = <p(x, y, z, etc.),
<p sera une fonction arbitraire; par le changement des variables, on en conclura
= + — fi) y J' 4- i»V b (« — A') , Z -f 3»y/c(t— A'), etc.);
on aura donc finalement
*~J' J' •••pCr+24,W/fl(( — A), — A'), etc.) e * " "*u:d*d»'e te.,
pour l’intégrale complète sous forme finie de l’équation donnée. Elle ne contient, comme on voit qu’une seule fonction arbitraire; laquelle est relative à autant de variables indépendantes, moins une, qu’il s’en trouve dans l’équation donnée. Pour que cette fonction puisse se déterminer d’après la valeur de u qui répond à une valeur donnée de t , il faudra prendre toutes les constantes h , h', h", etc., égales entre elles et à cette valeur de t ; la fonction <p(x,y, s, etc.), sera la valeur correspondante de n, divisée par une certaine puissance de \ v.
Si l’on considère, du moins dans une première approximation, la chaleur spécifique c et la conductibilité A comme des quantités constantes, et qu’on fasse * = a*, l’équation (7) du u° 49 deviendra
du ./'<**“ I d'u . d'u\
dt — a (.5? df* 3F/
Son intégrale complète sous forme finie sera donc comprise dans la formule précédente. Pour que la fonction arbitraire qu’elle renferme s’exprime immédiatement au moyeu de la température initiale, on y supprimera les constantes A, A', A'; cette intégrale sera alors
a=a_L_ rm r r
irp' rJ -•J —X.J — JO
,j,z) désignant la valeur de u qui répond à < = o.
(77). Prenons encore pour exemple l’équation
f ïam l/r , jr+xtuS 1, s-f-aao* ÿ t) e" ’* ’ dmdm dm'-,
dtdx
— au.
du second ordre comme l'équation (3), mais d’une forme différente, et dans laquelle a est toujours une constante donnée.
Je désigne, comme précédemment, par A une constante à laquelle je n’attribue aucune valeur particulière; je fais 6 — t — A dans la série (a) dont les coefiiciens seront alors des fonctions de en la
DE LA CHALEUR, substituant dans 1 équation (8), on aura
• s + 6 g (< _ A/- + >g(<- h?-' + etc.
= oP(<— Aj- 4- aQ {t — h)c + flR(< — A)> + etc.
Les exposans a, S, y, etc., formant par hjpothèse une suite croissante, il faut, pour que ces deux séries puissent être identiques, que * soit séro et que 6, y , J' , etc., soient la suite des nombres naturels i, a, 5, etc. Cela étant, il faut qu’on ait, en outre.
dx
JR - rfS u .
a — = aQ, 5 — — aR, etc.
dx
Le premier coefficient P restera une fonction arbitraire de arque je représenterai par fx. Tous les autres coefiiciens Q, R, S, etc., se déduiront de P par des intégrations successives, et il en résultera
u—fx+a(t—h) ffxdx+ f f/xdx3-^- etc.,
pour l'intégrale complète de l'équation (8) , en série ordonnée suivant les paissances de t — A.
Elle ne contient explicitement qu’une seule fonction arbitraire fx ;
mais la suite des intégrales jfxdx, j'j'fxdx* , J'j'jjxdx3, etc., ren-
ferme des constantes arbitraires en nombre infini, qui équivalent à une seconde fonction arbitraire.
En effet, désignons par k une constante quelconque, comme la constante A; par A, B, C, D, etc. , des constantes arbitraires, et par <px une fonction arbitraire ; faisons
fpxdx = <p,x, f<p,xdx = ç.x, f<pjccbc == ftx, etc. ;
et supposons que toutes ces intégrales <p,x, çtx, <p,x, etc., s’évanouissent pour x — k. Sans restreindre la généralité de la valeur précédente de u, nous pourrons faire
fx — A <p,x,
J' fxdx = B -f- A (x — k) + <pjc ,
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ff/xdx' = C + B(x — k) + 4- M>
= D + C(x - k) + 4- *£=*>’ + ÇiX,
etc. ;
au moyen de quoi cette valeur de « pourra s’écrire ainsi :
“ = a [<+«(*_*) (t-h) + aY.7mrï^ -»-f.(ax7*)1(S
etc
de sorte que 4* soit une fonction arbitraire de t. Je fais aussi
f -\,tdt == 4,t,, — 4.< , = 4*t 1 etc. ;
et je suppose que ces intégrales successives 4i* » 4»*> 4a* > etc»» soient toutes nulles pour t=h. Il en résultera
- Ba(t — A)’ , Ca’(l -A)* , , ,
,.2~.t~' + Trir + elc- +** »
Ba(l — h)* .
..2.3.4 +Ct ’
etc. ;
et la valeur de u deviendra , en conséquence ,
u— A £ i +rt(jr — k\t — A)-f
+ etc.^J
+<p,x-\-a(t — h) \<p<x + —{—■ <P»* ■ •4-4/,<-f-rt(x — Æ)4,t h — - -4it-
y-<P4x + etc.
44t -+- etc.
Cette intégrale complète de l’équation (8) est semblable par rapport à t et x; ce qui devait être, puisque l’équation donnée contient semblablement ces deux variables indépendantes. Elle procède suivant les intégrales successives des fonctions arbitraires, tandis que l’intégrale complète de l’équation (3) procédait suivant leurs diflérentielles. Indépendamment des deux fonctions arbitraires <p.r et 4*, contenues sous les signes /, elle renferme la constante arbitraire A, qui représente, d’après cette équation (9), la valeur de u correspondante k t = h et x = k , et qu’il faut conserver, pour que les constantes h et k puissent être choisies à volonté. En supposant qu’on a u = <t>x quand t = h, et u = "Pt quand x — k, on aura, en vertu de cette même équation ,
A = <t>A = 'PA , <p,x = Qx — A, — A,
et, par conséquent.
d&x t (Hrt
ce qui fera connaître toutes les quantités arbitraires que renferme’ le second membre de l’équation (9).
On peut aussi exprimer en série d’exponentielles l’intégrale complète de l’équation (8) , pour laquelle on trouve, sans difficulté,
ï. = Æ. % — .V1 (, î. -bs-B
u = Ae e ‘ + Be°e c -f- Ce>‘e> + etc. ;
44 1 ta , k tu. -, ;i!.: ! 'la 'jùtftCJ y^igan «ur tn*8è ié» , lO
A, B, C, etc. fra, C, y , etc., étant deux séries de constantes arbitraires, réelles ou imaginaires.
(78). Pour obtenir sous forme finie l’intégrale de cette même équa-
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tion (8), j'observe que l’on a généralement
= ..a.a.'c-o fl (*-•**“*» -
En effet, n étant un nombre entier et positif, on a, en intégrant n fois de suite par partie ,
/(x — a>)m~‘<padc* =r(x — ûi)*- — i) (x — £»)*~*ip,® + (n — i)(n— a).(x — +. . — «)(” — 2)« • «2- 1 ;
à la limite « = À-, tous les termes du second membre de cette équation s'évanouissent par hypothèse ; à la limite u—x, tous ces termes, moins le dernier , s’évanouissent également ; d’où l'on conclut la valeur précédente de r ; et l’on aura de même celle de 4»*-
De cette manière, l’équation (g) deviendra
kxtr-hy
u= a£i-Hz(.
a'(x — <)'(/ — h)' , a\x— kf(t— h)'
etc.^j
a'fx-W-*)*
f-etc.j?a*cf»,
■f-etC.^j4al<^i'' »
et si l’on fait
i — fl ■
■ etc. — y ,
il ne restera plus qu’à exprimer la valeur de jr sous forme finie en fonction de 9 : les valeurs des trois séries contenues dans l’expression de u se déduiront de ceBe àe y , en y faisant successivement
0= rt(x — k)(h — t), fi = (x — w) {h — t), 8 = (t — a>)(A — x).
Or, i étant un nombre entier et positif, on a, en intégrant par partie, '
sin*‘ cula. = (ai —
* * cos* ada ;
d’où l’on conclut
a ij~' * sin*' «ni* = (a i — i) J''” sin*'-* *d* ,
et par suite
On aura donc
f ’ sin*1 aulx —
_ 1 .3. ..(ai — 1) »
I.2.3.. . <.1.2.3. ..i 1.2.3.4...2JJ
et , par conséquent ,
S=-JX1- 77?™'*+ 7^T49in4g- T ~3~4~:5T6f,'n''rt etc) *
ou , ce qui est la même chose ,
j — - J cos (2 \/8 sin'ct)6Ùt.
D’après celte valeur de y et celle de u qui en resuite, l’intégrale complète sous forme finie de l’équation (8) sera
h== * k. ^cos [2 vt* — k) {h — t) sin* <t]dx
+irAfr cos [2 \^{pc — cii) ( h — t) sin**] detj f aidai
+î/i f/r cos [î V(* — “) (A — *•) sin* *] r/a J -^cudai.
Elle dépend, comme on voit, d’intégrales définies doubles, au lieu que celle de l’équation (3) ne dépendait que d’intégrales définies simples.
(79). Je prends pour dernier exemple l’équation linéaire et à coefficiens variables
du fd'u mu \ . v
5T = aW*-^-)' 0°)
dans laquelle a et m sont des constautes données, et que je choisis parce qu’elle se présente dans les problèmes relatifs à là distribution
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de la chaleur dans l'intérieur des corps, ainsi qu’on le yerra par la
suite.
Si l’on fait 0 = ea‘‘ dans la série (a), et qu’on la substitue ensnite dans les deux membres de cette équation (io), on trouve que tous les termes de cette série doivent satisfaire séparément à cette équation, que tous les exposaus et, 6, y, etc., restent arbitraires, et que le coefficient P du terme quelconque correspondant à l’exposant ce, est déterminé par l’équation
dx‘ **
Son intégrale complète renfermera deux constantes arbitraires; et quand on l’aura obtenue, celle de l’équation (10) sera
= 2Pc“
la somme s’étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de ces deux constantes et de a
Quelle que soit la valeur de P, on peut la représenter par
P = Axf -+■ A.jc'' •+- A.af’ -f- etc. ;
en désignant par A, A,, A,, etc., p, p’, p", etc , des coefficiens et des exposans indépendans de x, et sans décider d'avance si p , p’, p", etc. , forment une suite croissante ou décroissante. En substituant cette valeur de u dans les deux membres de l’équation (io), il vient
+ A.[p"(p" — 0 — »»]*'*— -h etc.,
— *Ax? -4- uAjc? -H a.A,x? + etc.
Or, il est aisé de voir que ces deux séries ne peuvent être identiques, à moins que le premier terme de la première ne disparaisse , ce qui exige que l’on ait
et que les exposans p, p', p", etc., ne forment une suite croissante par
des différences constantes et égales à a; de sorte qu’on ait aussi
. p'=p+2, /j"=/>+4» pm = p + 6, etc.
Cela étant, le premier coefficient A restera indéterminé, et tous les autres se déduiront de celui-là , au moyen de cette suite d’équations
A,[(p + a) (p -4- i) — m] = Aa,
. . A,[(p -f- 4) (.P -+* 3) — ni] = A,*,
Aj[(f -H 6) (p + 5) — ni] — A.a, etc.
L'équation (la) donnera deux valeurs de p que je représenterai par p et q ; en -les employant successivement, on aura deux valeurs de P, dont chacuuc renfermera une constante arbitraire ; et eti faisant la somme de ces deux valeurs, on aura l'intégrale complète de l’équation (il), savoir :
P = a/ (A -f- A,x* -+- A .jt* -f A»r‘ -f- etc.)
■b r* (B -f- B,x* -f- B,x* — f- Bjr* -j" etc.).
On désigne ici par A et B les detfx constantes arbitraires; A, , A,,
Aj, etc., sont les quantités déterminées par les équations précé-
dentes-, et B,, B., Bj, etc. , ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y met B et q à la place de A et p ; les premières auront A et les secondes B pour facteur commun.
Cette valeur de P, et par suite celle de u, s’expriment par des intégrales définies, de la manière suivante.
(8o). Je mets p(p — i) à la placé de m dans l’équation qui a lieu entre deux coefficiens consécutifs A, et A._,, c'est-à-dire, dans la «"■' équation de la série précédente ; il en résulte
En intégrant par partie, on a
/rcos“®sinv_,®<foi = •— cos”_,ii> sin^a-f- — — - f cos“~* o> sin,,+* oedot.
' a p ip J
Si p est une quantité positive, ou-bien si cette quantité est composée
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d’une partie réelle et d’une partie imaginaire et que sa partie réelle soit positive, le terme compris hors du signe f s’évanouira pour u = o et pour ca —ir ; on aura donc
/' cos“ a> sin*>_ 1 aida) = a‘~' / cos“-*« sin*'*" ctdo>;
a ap J o
d’où l’on tire
/r cos** a sinv^‘ ctd'd = — f cos’*-* o> sin**’~‘ ùtdet. o .an 4- ip — t J „
Par conséquent , A étant une constante arbitraire , on pourra prendre
i .2.3. . .an-
f cos“ù)sinu~’ wcUd,
-i.inj 0
pour l’intégrale complète de l’équation (i3) aux différences finies; car , en vertu des deux équations précédentes , on aura
anfan-f- a p — i) A. = = 5 7 cos*,_*a» sin*'-1 udu>\
v ' r / • i.a.3...2n — 3. an — j J „
et en mettant n — i au lieu de n dans l’expression de A, , et multipliant par < », on aura aussi
*A._, = 3 5 / cos**-*« sin^'air/oi ;
i.a.3. ..an— 3.2n — i J „ ’ .
ce qui rend identique l’équation (i3).
On conclut delà
A A, or' -f- AfX*.-.. -f- A,x“ -f- etc. =
A j o\l — COS* û> -f- COS^ (à) -f- etc. J sib*',-,aff<a.
Comme on a évidemment
y'J cos**“’ u sin*'~' mda> = o,
on peut, si l’on veut, changer cette deruière série eu celle-ci :
A f"( i x y/ a cos » + — cos*ûi -f- — — cos* »
+ - ^ ^ cos* « -J- etc. ) sin*'-' udco,
dont la valeur est
A rv sm'r-'uda.
Par le changement de A et p en B et q, cette valeur deviendra celle de la seconde série contenue dans l’expression de P. Nous aurons donc .
P = Ax* f' co. . sinV_, Rr, J'y ÔH-Wa, (,4)
pour l’intégrale complète et sous forme finie de l’équation (11), dans le cas où les deux racines p et q de l’équation (12) sont positives, ou, plus généralement, de la forme p‘ =b q' V — 1, en désignant par p' et q' des quantités réelles dont la première est positive.
Dans le cas particulier où l’on a m s — J, les deux racines p et q sont égales ; on a p = 7 et <7 = 7; mais pour éviter que les deux termes de la formule (14) se réduisent à un seul, on désignera par J' une quantité infiniment petite, et l’on fera d'abord p = et q En développant suivant les puissances dé J', on aura
x* sin = x* [1 H- eT log (xsin*&>) etc.];
si donc on fait
A + B = A', BcT = B',
et qu’on supprime ensuite tous les termes multipliés par J1, on aura
P=A'x • /V^-Va.+B'x* /V'/7cm* log (xsin* »)</»,
pour l’intégrale complète de l’équation
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Ea mettant, pour plus de commodité,»* à la place de at, la valeur de u correspondante à l’expression générale de P, sera
« = x*> 2Aefl’‘,'/V‘tM'sin*'-'a*/a>
+ x» 2Be" **’ 1 f *e“ eo* ' sin**- 1 ’mdm .
En faisant subir à l’exponentielle e""’' ‘ la même transformation que dans le n* 74 , cette valeur de u deviendra
u=z ~ x" ’ + W ^ e~*’ sin*'-1 »rf«V£»
_L ^ BeG co‘" + ' '■ sin„_
Or, en désignant par tpx et -v|.x des fonctions arbitraires de x , on peut supposer qu’on ait
-^•2Ae" = <px, 2Re*r = dx;
on aura en même temps
2Ae('c“* + ”*V0*a= <p(xcos® -f- aa»'
2Bc(x co*' + '/r)‘ = .4 (x cos « + W \/t) ;
par conséquent , l’intégrale complète et sous forme finie de l’équation (to), sera
u — oc* J J <p (x cos a -f- a aa>'\/ 1) e sin md'Jdv
+*cr. 4( x cos ai -t- laœ's/ 1) e sin1"7 mdu'dùt.
Dans le cas de p = <7= J , cette intégrale deviendra
u = x*/ f ® (x cos ai ■+• iau> (x cos ai -J- %aca
S/ï) e “ dm' dm
\yt) e log (x sin*») dm' dut ,
iSj
et sera celle de l’équation
du
dt
\dz‘
Ces intégrales complètes renferment deux fonctions arbitraires, p et dans la première, <I> et 'P dans la seconde; mais si on les développe suivant les puissances de \/t, on trouvera que tous les coefliciens des puissances impaires sont zéro, et que les deux fonctions arbitraires se réduisent à une seule et même fonction dans tous les cocfficiens des puissances paires. L’intégrale de l’équation (10), semblable sous ce rapport à celle de l'équation (3), ne doit effectivement contenir qu’une seule fonction arbitraire, lorsqu’on la développe suivant les puissances d« la variable t.
(81). La somme des deux racines p et q de l’équatiou (ia) étant égale à l’unité, -une racine au moins, ou sa partie réelle, est toujours positive. Si l’autre racine est négative, la partie correspondante de la formule (14) n’aura plus lieu, et l’intégrale complète de l'équation (1 1) prendra une forme différente et plus compliquée. Ce cas se présentera, comme on le verra par la suite, dans les usages que nous ferons de la valeur de P; mais nous aurons seulement besoin de connaître la partie de cette valeur qui répond à la racine positive de l’équation (12). En effet, q étant sa racine négative, le premier terme et quelques-uns des termes suivans auront pour facteur une puissance négative de x dans la seconde série que contient la valeur de P du n° 79; et comme cette série est ordonnée suivant les puis- , sances ascendantes de x , il s’ensuit que sa véritable valeur sera infinie pour or = o, a moins que ces termes no soient supprimés. Or, dans les problèmes où nous ferons usage de la valeur de P, il faudra qu’elle ne devienne pas infinie pour x = o; il faudra donc que le premier terme de cette seconde série disparaisse; ce qui exige que la coustanle arbitraire B soit égale à zéro, et ce qui fait disparaître, la
serte enliere.
.''la
Ainsi, dans ces problèmes, la valeur de P se féduira à la partie correspondante à la racine positive p de lequation (ia), et_sera simplement
De plus, la constante a. contenue dans l’ëquation (i i) sera une quantité négative; en remplaçant donc a par — a*, cette équation deviendra
d’où il suit
et en mettant aussi — a* au lieu de a dans l’expression des coefficiens A,, A., A„ . . . A., etc. , on aura
P = XfXl — + 7X34 - etc-) sm mdm ’
ou , ce qui est la même chose ,
P = kxrJ'w. cos(a.rcdla))sin*r-,ai<iûi* («6)
Cette valeur de P résulte également de la première partie de la formule (i J), en y mettant — a* à la place de a, et observant qu’on a
«co.«t/— os(ax cos oij-f-sin (ajc cos ai) V/ — ij
P = A x? J" cos (ax cos ai) sin*'’-1 aidai + Av'=T *fl sin(axsina>)sin*'l— 1 aidai;
■ quantité qui se réduit à la formule (16), parce que cette dernière intégrale est nulle, comme étant composée d’élémens qui sont deux à deux égaux et de signes contraires.
La formule (16) est une intégrale particulière de lcquation (i5), assujettie à la condition spéciale de ne pas devenir infinie pourx = o, èt qui suffira pour résoudre les problèmes auxquels nous l’appliquerons par la suite. On vérifie aisément qu’elle satisfait à l’équation (i5). En effet, à cause de p (p — i) = m, on en déduit
— P P + P = hct'x’J' col (ax COs ai) sinv*' aidai — ip\a.xf~' I sin (ax COS ai) siu,,,— ' a cos aidai;
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or, en intégrant par partie et observant que *par hypothèse l'exposant ap c st positif, on a
/sin («x cos a>) sin*'’-' a cos aida = — / cos (eue cos a) sin*'’"1' 1 ada ;
ce qui réduit à zéro le second membre 3e l’équation précédente.
(8a). Si i désigne un nombre entier et positif, et que l’on ait m = «'(»+ i), les deux racines de l’équation (la) seront p=/-f- i et ÿ = — i. La formule (16), relative à la racine positive, sera donc
P = Aa—/ cos (a. jc cos a) sin*,+l aida; ( i~ )
or , la valeur de cette dernière intégrale s’obtient sous forme finie ; en sorte que, dans ce cas, la quantité P s'exprime sous cette forme, sans le secours des intégrales définies.
En intégrant deux fois dç suite par partie, et observant que les termes compris hors du signe f s’évanouissent aux deux limites cd—o et a = 7r, tant que i surpasse l’unité on a effectivement,
/cos (eue cos ai ) sin’1*' aida — f cos (œxcos ai) sin*'~‘ ada
— r T cos (ttJf cos a,j sin*1-’ a cos *uda,
ou, ce qui est la même chose,
/T cos (ax cos u) sin,w-' ada — f* cos (otx cos ai) sin*1— Wai
/0 COS (ax cos *) aidai;
équation d’après laquelle on déterminera successivement les valeurs de l’intégrale doutüs’agit, qui répondent à i= a, =3, =4, etc., au moyen de celles qui ont lieu pour i = o et i = i . Quant à celles-ci, on a immédiatement
J" cos(«xcos ai) sin aida ~ ^ sin ax ;
et par le procédé de l'intégration par partie, on trouve
f * coslaxcos aÿsin'adto — ^ (sin ax — ax cos ax).
Fdur j 2 , on aura ensuite
f’ c°8 (<w cos ci) sin4 wd(j)= 4p( âsiti ax — 3our cos ax — <x*x* sin*.r);
et de même pour i = 3,.= 4» e^c> Ues expressions se présentent sous la forme f quand x = o ; par la règle ordinaire, leurs véritables valeurs sont •
1^ sin ada>=2 , J'* sin* aidai = |, sin5 ndu — , etc.
Mais de cette manière on parviendrait difficilement à l’expression de la formule (17) relative à un nombre quelconque i. Pour l’obtenir je fais . ,
P=e"P'-’(Cx-‘+C1x_‘*,+C,x_<+*+. . •+Cirr_,+,,+C,<.1x_w"*'*"+etc.);
C, C, , C,, etc., étant des coefliciens iudépendans de x, je substitue cette valeur de P dans le premier membre de l'équation
dx *
af*
et après avoir supprimé le facteur e" V—<t commun à tous les termes, j'égale séparément à zéro le coefficient de chaque puissance de x. Il en résulte, entre les deux coefBeiens consécutifs C, et C,+I , l’équation
(n -4- 1) (ai — n) C.+i -f- att \/ — 1 (* — n) C, = o;
d’où l'on conclut que le coefficient C restera indéterminé, et que l’on aura, pour un autre coefficient quelconque,
" 1 .a. 3. . . .n. 21(21 — i)(at — 2). . .(ai — ,14 1) ’
ce qui montre que pour n= /■+• 1 et au-delà, tous les coefliciens
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0+,, etc., seront zéro; en sorte que la valeur précédente de P sera composée d’un nombre de termes fini et égal à i-f- i.
En prenant successivement \/ — i avec le signe + et avec tfe signe — , on aura deux valeurs différentes de P, contenant chacune une constante arbitraire. Leur somme satisfera encore à l’équation (i 8), et en sera l’intégrale complète, savoir :
^ i. a. 3. ai. ai— i. ai — a X ^ 61 J
+ e-»/- Cfx-' + X--- 4-
+ etc,
C et C' étant les deux constantes arbitraires. Ainsi, non-seulement la formule (17), qui n’est qu’une intégrale particulière de ) équation (18), mais aussi son intégrale complète, s’exprime sous .forme finie, sans le secours des intégrales définies.
En faisant disparaître les imaginaires, remplaçant C et C' par deux autres constantes arbitraires D et D', et posant, pour abréger,
t aVi (1 — i)i* — 1) (1 — a) (i — 3; j* çtc
ai. ai
2 a ix a Vi(t — 1 — a)x! a Vi(t — 1 ) (i — 2) (1 — 3, (i — 4)x^ ^
on aura, pour cette même intégrale complète,
P = Dx~' (X sin ax — X' cos ox)
+ D'x~'(X cos «x + X' sin eue).
Pour en déduire la formule (17), il y faudra supprimer la partie qui devient infinie pour x = o. Or, quand la variable x est infiniment petite, cette dernière valeur de P se réduit à D'x-1, en négligeant toutes les quantités infinies d’un ordre inférieur à x~'; pour que P ne soit pas une quantité infinie quand x = o, il faut donc qu’on aif D' = 0; par conséquent, la formule (17) doit cornai
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cider avec la première partie de cette dernière formule; et si l’on
fait D = AE, et qu'on divise par arw"‘, il fautlra qu’on ait
J o cos(«jrcos®)sin*l+,ûi(/» = Er-*'-,(Xsin«x — X' cos ax), (19)
en déterminant convenablement la constante E.
Dans le cas de x = o, le second membre de cette équation se présente sous la forme f ; par la règle ordinaire , on a
1 01 du-.
EF
en désignant par F la valeur de
rf,‘+,(X sin a.x — X' cos ax) dx“+‘
qui répond à x z= o. En intégrant par partie, on a
j' sin*''*"1 codai — zij'* sin**-1 ai cos* codai; d’où l’on tire
f’’ sin*1*’ coda = f" sin ‘‘-‘coda,
et , par conséquent ,
fW sin*i+l codai = • 3 ' 1,1,3 f* sin codai; J o 1. 3. 5.. .ii + i J o ’
de là on conclut
(i.2.3....i)* = EF ;
ce qui fera connaître la valeur de E d’après celle de F.
(85). Les problèmes relatifs aux petites vibrations des corps élastiques et des fluides, conduisent à des équations aux différences partielles linéaires, en même nombre que les inconnues qu'il s’agit de déterminer. Il en est de même à l'égard des équations relatives à la distribution de la chaleur dans l’intérieur des corps, lorsqu'on néglige, dans une première approximation, ,1e carré de 11 température.
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Chaque inconnue est une fonction du temps t et des trois coordonnées x, y, z, du point M, auquel elle répond dans le système que l’on considère ; et les équations de ces problèmes sont , en général , à quatre variables indépendantes. Si l’on excepte le terme indépendant des inconnues dans ces équations, c’est-à-dire, celui qu'on appelle le dernier terme dans les équations linéaires , et ■qu’on peut toujours faire disparaître, les coefficiens des autres termes ne renferment que les coordonnées x, y, z, et sont indépendans du temps /. Mais il y a entre les équations relatives aux petites vibrations et celles qui répondent à la distribution dè la chaleur, une différence essentielle : les premières sont du second ordre par rapport au temps, et les dernières seulement du premier ordre. Il en résulte que les intégrales des premières équations doivent renfermer deux sortes de quantités relatives à l’état initial du système, savoir, les distances primitives de ses différens points à leurs positions d’équilibre, et leurs vitesses primitives; tandis que les intégrales complètes des équations relatives à la distribution de la chaleur ne doivent renfermer qu’une seule espèce de quantités arbitraires, qui sont les températures initiales des points du corps. En général, cette différence .de forme entre ces deux sortes d’équations, en produit une très grande entre les lois de la communication de la chaleur et celles des petites vibrations; et, pour cette raison , il parait au moins très difficile que les phénomènes qui peuvent résulter d’qn rayonnement moléculaire soient également explicables en les attribuant aux oscillations d'un fluide stagnant. Néanmoins, les remarques suivantes sont commnnes aux problèmes de Mécanique et à ceux de Physique, qui dépendent des équations aux différences partielles.
(84). Appelons u une inconnue qui doit être déterminée en fonction de t, x, y, z, par l’équation donnée L=o, aux différences partielles, linéaire, délivrée de son dernier terme, qui ne contient pas le temps t explicitement, et que nous supposerons, pour fixer les idées , du premier ordre par rapport à cette variable. En faisant 8 = e~‘ dans la série (2), et y mettant des constantes >*, ju.' , ►*, etc., à la place de <*, G, y, etc., on aura
« s= Pc~*‘' -f- Qe~ -|- Re-*'’' -f- etc. (20)
Si I’oq substitue dans L cette sc'rie au lieu de u , il en résultera
L = (NÀ*+0>-x,'-f- (N>* + (N"»* + 0")<T + etc. ;
N et O étant des quantités qui ne contiendront que l’inconnue P, d’où se déduiront N' et 0' en y mettant Q au lieu de P, puis N" et 0" par la substitution de R à -la place de Q, et ainsi de suite. Toutes les quantités contenues dans les cocfficiens de cette série étant indépendantes de t , elle ne pourra être égale à zéro à moins que tous ces coefficiens ne soient séparément nuis ; par conséquent , l’équation donnée L = o se décomposera en cette série d'équation»
Na* 0 = o, NV + 6' = o, NV + 0'' = o, etc. (at)
Les exposans A*, p.‘, »*, etc., resteront donc des constantes arbitraires; les coefficiens P, Q, R, etc., se détermineront indépendamment tes uns des autres, au moyen de ces 'équations (ai ), qui sont toutes semblables ; et tous les termes de la série (ao) , c’est-à-dire , de l’intégrale complète de l'équation L = o, en série ordonnée suivant les puissances de e~‘, seront des intégrales particulières de cette même équation.
. Les équations (ai) seront linéaires, comme L = o, par rapport à l’inconnue que chacune d’elles renfermera. Elles seront simplement des équations différentielles , si L ne contient qu’une seule des trois variables x, y, s; et alors la série (ao) ne renfermera que des constantes arbitraires, savoir, A, u , r, etc., et les constantes qui seront introduites par l’intégration des équations (ai). Quand elles seront aux différences partielles, on pourra souvent les traiter comme l’équation L = o , et exprimer leurs intégrales complètes en séries d’intégrales particulières.
Ce dernier cas aura lieu, par exemple, quand L = o sera une équation à cocfficiens constans. Si cette équation est de l'ordre quelconque n par rapport à /, et contient un nombre quelconque d’autres variables indépendantes x , y , z, etc. , on verra, comme dans le n* 76 , que son intégrale complète pourra être représentée par
u = 2 Ae*' +“+* + «'• 4. ZA'e*'' + " + + etc. ;
A, A', etc., a, S, etc., désignant des constantes arbitraires;
DE LA CHALEUR. i65
w, <w' , etc., les n racines d’une équation algébrique dans laquelle entreront les constantes a, G, etc. ; et les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de A, A', etc., a, G, etc. En regardant A, A', etc., comme des fonctions arbitraires de a, G , etc., et faisant croître a, G , etc. , par des degrés insensibles, on peut, si l’on veut, remplacer ces sommes par des intégrales dont les limites resteront indéterminées, et écrire, en conséquence ,
u =//.. ./(* , G , etc.) e®' + “ +* + CK dctdG etc.
+//.../'(«, G, etc .)em', + “x + Cy + wdxdG etc.
-f etc. ;
mais cette autre expression de u ne diffère pas réellement de la précédente. En effet, les fonctions y, f, etc., étant arbitraires, et pouvant être discontinues , on peut partager les intégrales relatives h a , G , etc., en des portions de grandeur finie, dont l’étendue soit cependant aussi resserrée qu’on voudra, de sorte que pour chaque portion d’intégrale, l’exponentielle comprise sous le signe f ne varie pas sensiblement; ce qui fera coïncider ces diverses portions de la dernière valeur de u avec les termes des sommes 2 contenues dans la précédente.
(85). Indépendamment des équations aux différences partielles qui conviennent à tous les points du système, il y a toujours, dans les divers problèmes de Physique et de Mécanique , d’autres équations qui n’ont lieu que pour les points extrêmes; par exemple, dans les questions relatives à la distribution de la chaleur, lcquation (a) du n* 67 , relative à la surface du corps que l’on considère. Ces équations particulières serviront, dans chaque cas, à déterminer les valeurs d’une partie des quantités arbitraires que renfermera la série (20) ; les valeurs dHine autre partie se détermineront quelquefois par la condition que l’inconnue u ne devienne iufinie en aucun point du système , ainsi qu’on l’a vu précédemment (n° 8i). Après ces diverses déterminations, les quantités arbitraires qui resteront encore dans l’expression de u, dépendront de l’état initial du système. Pour en obtenir les valeurs, j’ai suivi, dans un grand nombre de problèmes, de
natures très differentes, un procédé uniforme que je crois applicable à tous les cas, soit que la question ne présente qu’une seule inconnue, et ne conduise qu’à une seule équation L = 0, soit qu’on ait à déterminer plusieurs inconnues dépendantes d’un pareil nombre d'équations aux différences partielles, linéaires et simultanées. Je donnerai tout à l’heure une application de cette méthode générale à l’équation (7) du n* 49, combinée avec l’équation (a) du n* 67.
Cette même méthode a aussi l’avantage de servir, en même temps, à démontrer que dans les questions relatives à la distribution de la chaleur, les constantes A*, ft‘, etc. , contenues dans la série (at) , sont toutes réelles et positives. Une d’elles, la première par exemple , peut être égale à zéro; et si cela est, la température « s’approche indéfiniment d'une valeur invariable u — P. Chacun des termes de cette série, excepté le premier, décroît en progression géométrique; le temps croissant par des intervalles égaux. Si n est la plus petite des constantes fi , > , etc. , le second terme décroît moins rapidement que tous les autres ; en sorte qu’après un certain intervalle de temps, ceux-ci ont sensiblement disparu et la valeur de u est réduite à
u = P + Qe-"".
Il s’ensuit donc que quand un corps doit parvenir à un état permanent dans lequel les températures de tous ses points sont invariables, il y a un autre état qui précède celui-là , où ces températures varient suivant une progression géométrique, dont la raison esY la même dans toute l'étendue de ce corps ; le temps croissant toujours par des intervalles égaux. Telle est, en effet, la loi finale de la variation de température des corps qui s’échauffent ou se refroidissent, que l’on observe généralement.
Au contraire, dans les questions relatives aux petites oscillations, les exponentielles de la série (20) se changent en sinus et cosinus d’arcs proportionnels au temps, et la méthode générale que nous venons de citer sert encore à prouver que les coefficiens de cette variable sous les signes trigonométriques, sont aussi des quantités réelles. CeS démonstrations générales de la réalité des coefficiens du temps, soit dans les exponentielles, soit sous les sinus et cosinus, sont d’au-
tant plus importantes que ces coeflicicns dépendent d’équations transcendantes, quelquefois très compliquées, et dont la forme , relative à chaque problème, ne permettrait pas toujours qu’on pût déterminer autrement la nature de leurs racines.
Après avoir déterminé toutes les quantités arbitraires que renferme la série (ao), elle représentera, s'il s’agit d’un .problème relatif à la distribution de la chaleur, la température à un instant quelconque et en un point quelconque du corps que l’on aura considéré. Chaque terme de celte série exprimera une valeur de la température à un instant quelconque qui répondrait à un état particulier du corps à l’cpoque d’où l’on compte le temps t. La somme de tous ses termes représentera cette même température correspondante à un état initial du corps donné arbitrairement ; en sorte que la valeur de l’inconnue , dans le cas général , se trouvera décomposée en une somme de valeurs relatives à des cas particuliers; ce qui a lieu dans toutes les questions dépendantes d’un système d'équations linéaires, et tient à la forme de ces équations.
(86). Dans le problème de la distribution de la chaleur dans un corps de ligure donnée , si l’on compte le temps t à partir de l’état initial du corps, et que l’on représente, dans cet état, par F(r , y, ;) la température d’un point quelconque, il faudra que la série (ao) coïncide avec cette fonction quand r = 9 ; il faudra donc qu’ou ait
7» *) = p + Q + 11 + S + etc. ; (aa)
équation qui ne sera pas identique, et qui aura lieu seulement pour toulcs les valeurs de x ,y , 2, relatives à des points du corps.
La fonction F ( x , y , z), tout-à-fait arbitraire, et qui peut être continue ou discontinue, se trouve donc ainsi développée en une série de quantités qui sont toutes de la même forme; et comme cette forme dépendra de la ligure du corps et des conditions relatives à sa surface , il en résultera une infinité de développemens différens d’une même fonction, propres à en exprimer les valeurs dans une étendue déterminée par celle de chaque corps. Parmi ces développemens, il y en aura qui procéderont suivant les sinus ou cosinus des multiples des variables, d’autres suivant les sinus ou cosinus de ces variables multipliées par les racines d’une équation transcen-
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dante , d’autres suivant des fonctions transcendantes d'un ordre plus élevé, qui ne pourront même s’exprimer, sous forme finie, que par des intégrales définies. Chaque développement devra être considéré comme une formule d’interpolation , applicable à une étendue limitée des valeurs de la fonction donnée F(.r, y , 2); et quoiqu’on ne puisse pas toujours démontrer directement ces diverses formules, il ne pourra cependant rester aucun doute sur leur exactitude. En effet, la formule (ao) représente certainement, d’après les considérations précédentes, la valeur la plus générale de u qui puisse satisfaire à l’équation L = o; par hypothèse, on a déterminé les quantités arbitraires que cette série renferme, au moyeu des autres conditions du problème qui a conduit à l'équation L = o , et d’après l’état initial du système : si ces conditions ne sont point incompatibles, et que le problème soit susceptible d'une solution, il faut donc qu’après cette détermination la série (ao) exprime la valeur de u à un instant quelconque et en un point quelconque du système ; par conséquent, en faisant < = o dans cette série, elle devra représenter les valeurs initiales de u dans l'étendue où elles auront concouru à la former; ou, autrement dit, l’équation (aa) devra être regardée comme une conséquence rigoureuse de la solution complète du problème. On verra par la suite que cette équation se vérifie, effectivement, toutes les fois que l’on peut obtenir, à priori , la valeur de la série qui forme sou second membre.
(87). La manière de résoudre, par des séries d’exponentielles réelles ou imaginaires , les questions qui dépendent des équations aux différences partielles, a d’abord été employée par D. Beniouilli, dans la solution du problème des cordes vibrantes , à laquelle il a été conduit par son principe de la coexistence des petites oscillations, dont ce mode de solution était , en effet, la conséquence. Cette même méthode a ensuite été employée par D. Beniouilli et par Euler pour déterminer les vibrations transversales des verges élastiques. Mais si les solutions de ces deux problèmes étaient suffisantes pour faire connaître et comparer entre eux les différons sons que les verges et les cordes peuvent faire entendre, elles étaient incomplètes sous le rapport de l’analyse; il y manquait la détermination des coefficiens des séries d’après letat initial de la ligue vibrante ; ce qui pouvait aussi laisser quelque
doute sur la généralité du résultat. Lagrange , en considérant sous le même point de vue la question des cordes vibrantes, a montré le premier comment on peut exprimer ces coefficiens par des intégrales définies, quel que soit l’état initial de la corde que l'on suppose donné arbitrairement , et comment cette solution du problème coïncide alors avec celle que l’on déduit de l’intégrale ordinaire, c’està-dire, de l’intégrale complète que D’Alembert avait précédemment donnée, et dans laquelle l’inconnue est exprimée, sous forme finie, au moyen de deux fonctions arbitraires. Le mouvement longitudinal d’une ligne d’air et le mouvement transversal d’une corde tendue, dépendant l’un et l’autre d’une même* équation aux différences partielles , l’analyse de Lagrange s'appliquait également à ces deux questions ; et c'est de cette manière qu’il a déterminé les différens sons des instrumens à vent , quel que soit l’ébranlement primitif de la colonne d’air, ainsi que les lois de la propagation et de la réflexion du son sur une ligne donnée (*); ce qui l’a conduit à trouver que la vitesse du son ne dépend ni de l'ébranlement primitif, ni du mode de vibrations des molécules d’air qui résulte de cet ébranlement, de sorte qu’elle est effectivement égale à celle que Newton avait déduite , long-temps auparavant, d’une hypothèse particulière sur les lois de ces vibrations. Dix ans avant que les premières recherches de Lagrange sur la théorie du son aient été publiées, Euler s’était aussi océupé de la propagation du mouvement dans une série de points matériels rangés en ligne droite (**). Son analyse présente une grande analogie avec celle de Lagrange; mais il s’est borné à considérer un nombre fini de points matériels; et, faute d'avoir appliqué ses formules au cas où ce nombre indéterminé devient infini , ce qu’il regardait comme une très grande difficulté, il n’a pas déterminé, comme Lagrange, la valeur numérique de la vitesse du son, et a seulement fait voir qu’elle devait être constante et proportionnelle à la racine carrée du rapport de l’élasticité à la densité.
• Cette méthode, dont le caractère spécial est d’exprimer la valeur
{*) Mémoires de Turin, années 1759 et 1760.
(**) Mémoires de Pélersl/ourg, année 1750.
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générale de l’inconnue par une somme de ses valeurs particulières, a aussi été employée par Laplace dans la théorie du flux et du reflux ; et, comme on l’a dit dans le préambule de cet ouvrage, c’est la même analyse dont il avait fait usage anciennement dans cette théorie , qu’il a appliquée depuis au problème de la distribution de la chaleur dans une sphère primitivement échauffée d’une manière quelconque. Fourier s’est servi de la même méthode pour déterminer la distribution de la chaleur dans une armille, dans une sphère dont tous les points, également éloignés du centre, ont la même température, dans un cylindre à base circulaire, iudéliniment prolongé et dont tous les points, situés à la même distance de l’axe, ont une égale température, dans un prisme rectangulaire parvenu à un état permanent, et enfin dans un cube dont les six faces rayonnent également.
On est conduit naturellement à la méthode dont il s’agit, en considérant d’abord, dans chaque problème, un système composé d’un nombre fini et indéterminé de points matériels, et supposant ensuite que ce nombre devient inCni. Dans le cas d’un nombre fini, la solution du problème dépend d’un pareil nombre d’équations différentielles simultanées ; l’inconnue relative à un point quelconque s'exprime alors par un nombre de valeurs particulières dépendant du nombre et de l’ordre de ces équations. On détermine toutes les constantes arbitraires que ces valeurs renferment, d’après l’état initial de tous les points du système; et il ne reste plus qu’à supposer infini le nombre de ces points. L’expression générale de l’inconnue se modifie dans le passage du fini indéterminé à l’infini; mais il ne peut s’élever aucun doute sur l'exactitude et la généralité du résultat définitif auquel on parvient par ce procédé : on en trouve l’exposition complète et des applications diverses dans le chapitre de la Mécanique analytique , relatif aux petites oscillations d’un système de corps.
Mais si ce procédé a pu jeter un grand jour, à l’origine du calcul aux différences partielles, sur les solutions des problèmes qui dépendent de ce calcul, on ne peut pas nier qu'il ne donne lieu à de très longs calculs, et qu’il n’exige, le plus souvent, que l’on résolve un problème pins compliqué que celui qui est
proposé; car il est, en général, plus long et plus pénible de résoudre complètement une question relative à un nombre indéterminé de poiuls matériels, que la même question dans laquelle on suppose immédiatement ce nombre infini. Dans l’état actuel de la science, ce sera donc l'équation aux différences partielles à laquelle on est conduit par un problème de Physique ou de Mécanique, que l’on devra considérer directement. Pour intégrer celte équation, et satisfaire aux autres conditions de chaque problème relatif à la distribution de la chaleur, je suivrai, dans cet ouvrage, la méthode dont je viens d’exposer les principes, et que j'ai appliquée à diverses questions de Mécanique, qu’il eût été au moins très difficile de résoudre sans y recourir. Je me suis aussi servi de cette méthode avec avantage dans une question relative à la surface dout l’aire est un minimum, c’est-à-dire dans un problème de Géométrie dépendant d une équation aux différences partielles; et je l'ai également employée dans une autre question dépendante d’une équation aux différences mêlées; ce qui m’a conduit à la démonstration que je crois la plus directe, du théorème de Jean Bcrnouilli sur les développées successives des courbes planes (*).
(88). J’ajouterai encore quelques mots sur la méthode d’intégration dont nous parlons. Pour qu’on puisse l’employer avec confiance, il suffit d’avoir prouvé préalablement, comme nous l’avons fait, que l’inconnue u du problème, qui est la température dans chaque question relative à la distribution de la chaleur, peut être exprimée, quelle qu’elle soit, par la série (ao); l’équation (aa) est alors une conséquence nécessaire de la solution complète du problème. Mais, réciproquement, si l’on a démontré à priori que la série (23) peut représenter dans toute l’étendue du corps que l'on considère, la fonction F (x, y, z) donnée arbitrairement. In série (ao) satisfera alors à l’état initial de ce corps et à toutes les conditions du problème; patconséquent, si l'on admet qu’il ne soit susceptible, par sa nature, que d’une seule solution , elle sera donnée dans toute sa généralité par la série (ao). Ainsi, les solutions de Fourier, que je viens de citer,
(*) Journal de l'iïcolc Polytechnique , 18' collier, page 43 t.
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peuvent être regarde'cs comme complètes dans les cas où il a été démontré que la valeur de l’inconnue qui répond à t=o peut représenter une fonction quelconque; mais elles ne sont pas entièrement satisfaisantes, lorsque cette démonstration n’a pas eu lieu; et, par exemple, si on lit attentivement la solution relative à la sphère, on verra sans peine que rien ne prouve, dans cette solution, que la série d’une forme particulière qui exprime la valeur de l’inconnue correspondante à < = o, puisse exprimer une fonction arbitraire delà distance au centre.
Non -seulement l’intégration en série de valeurs particulières de l’inconnue est indispensable lorsque l’équation du problème n’est point intégrable sous forme finie, mais même dans le petit nombre de cas où cette forme est possible , et où les quantités contenues sous les fonctions arbitraires ne sont pas réelles pour toutes les valeurs des variables. Si, par exemple, l’équation d’un problème est
W + dF‘ ~ °»
son intégrale complète sera
y et F désignant deux fonctions arbitraires, dont on déterminera les valeurs d’après celles de u et — qui répondent à t = o. Les fonctions fx et Fx seront alors des quantités réelles pour toutes les valeurs de x qui répondent à des points du système. Si elles sont continues et qu’on en ait l’expression analytique, les imaginaires disparaîtront de la formule précédente; mais si elles sont discontinues, ce qui a lieu dans la plupart des problèmes, on n’en pourra pas conclure les valeurs de f {x -f- t\f — i) et F (x +t — i), et la solution précédente deviendra illusoire. Au contraire, l’intégrale en série d’exponentielles, savoir,
« = 2 (A cos ax 4- B si n ttx) e‘‘‘,
dans laquelle la somme 2 s’étend à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, des constantes a, À, B; cette intégrale, disons-nous,
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est toujours applicable , sans que les valeurs de u et ~ qui répondent à l = o, soient assujetties à la loi de continuité.
Une fonction discontinue est, comme on sait, une fonction dont la forme ou l’expression analytique change dans l’étendue des valeurs de la variable, de sorte que si l’on prend cette variable et celte fonction pour l'abscisse et l’ordonnée courantes d’une courbe, cette ligue brisée sera un assemblage de portions de droites qui ne sont pas dans une même direction, ou de portions de courbes de natures différentes. Dans la suite de cet ouvrage, les fonctions arbitraires que nous considérerons, pourront être des fonctions discontinues; mais aux points où elles changeront de forme, il faudra toujours quelles n’aient qu’une seule valeur : la ligne brisée qui représente une telle fonction aura une seule ordonnée en chacun des points de jonction de deux parties contiguës; elle pourra avoir deux tangentes différentes et deux rayons de courbure différeus, appartenant à ces deux parties.
(89). Appliquons maintenant, comme nous l’avons dit plus haut, les considérations générales qu’on vient d’exposer, aux équations (y) et (a) des n“ 49 e* 67 » c’est-à-dire à l’équation
itu
C dt — dx
dz ’
commune à tous les points du corps A que l’on considère, et à l’équation
k cos œ + ^ cos £ 4- ~ cos y) + pu = o, (34)
qui n’appartient qu’aux points de sa surface. On suppose nulle la température extérieure Ç; on verra par la suite comment on la ferait disparaître de l’équation relative à la surface, si elle nctait pas zéro. Pour que ces équations soient toutes deux linéaires par rapport à la température u, nous regarderons comme indépendantes de cette inconnue, la chaleur spécifique c, la conductibilité k et le coefficient p ; en sorte que c, k , p, seront des quantités constantes, ou plus généralement, des fonctions données de x, y, s.
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En substituant la sérié (20) à la place de 11 dans ces deux équations ,' on voit que le coefficient P d'un terme quelconque devra satisfaire à l’équation
dP r 5
dx
d.kf
àj
àj
dP
dz
dz
pour toutes les valeurs de x , y , z, et à l'équation
. (dP , dV V* m‘dP \ , n , r\
k\diCOSa + ^COsf + -dzC0SV+PV — °* (aG)
pour toutes les valeurs de ces coordonnées qui répondent aux points de la surface de A.
Cela posé, je multiplie les deux membres de l'équation (a3) par P dxdydz , puis je les intègre , et j'étends les intégrales à tous les points de A ; il en résulte
en faisant, pour abréger,
dxdydz -f*
fff
fff
-jf- dxdydz
P —jT dxdydz,
fff P cudxdydz — v,
et observant que les quantités P et c étant indépendantes de t, on a
fff Vcd-£ dxdydz = Tr
Pour fixer les idées, je suppose l’axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur , et le corps A situé au-dessous du plan horizontal des y et s. Je conçois un cylindre vertical tangent à la surface de A; la ligne de contact divisera cette surface en deux parties, l’une inférieure que j’appellerai S,, l’autre supérieure que je désignerai par S'. En intégrant deux fois de suite par rapport à x, on aura alors
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f? '4^=(p*s - oa -/*î =*•
/* . . £P “-inr^
les quantités comprises entre des parenthèses appartenant aux points de S,, et celles qui sont renfermées entre des crochets, aux points de S'. De plus, on aura, comme dans le n° 61,
djdz = rt cos *ds ;
ds étant l’élément différentiel de la surface de A, et en prenant le signe + pour tous les points de Sy et le signe — pour tous ceux de S'. Comme dans ce même numéro, chaque couple d'intégrales doubles relatiresà S' età S, se réduira à une seule intégrale qui devra s’étendre à tous les élémcns dt de la surface de A; et de cette manière on aura
, , dV d.k ydx
P — dxdydz — /PA:^ cos ads — J'uk ^ cos ttds
On trouvera de même
dff-4
dxdydz.
J — dxdydz = JPk^J cos Gds — J'uk -J cos Sds J*JjV —dT tbcdfdz = f?kTz cos >ds ~~f lk ,7F cos 7ds
dxdydz ;
... , dv
et la quantité ^ devant être égale à la somme des premiers membres
de ces trois équations, il en résultera
Or, en vertu des équations (24) , (a5), (26), cette dernière valeur de ^ se réduit à
~ = — fVpuds 4- f upVds — fffK'Ycudxdydz;
et puisque les deux intégrales relatives à ds s’étendent l’une et l’autre à la surface entière de A, et que A* est une quantité constante, cette dernière équation sera simplement
En intégrant , on aura donc
v = Ce“ *’* ; ,
C étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose, comme plus haut, qu’on ait
quand t — o ; d'où l’on conclut
C = fffFcF (x, y, z) dxdydz.
En remettant pour v l’intégrale triple que cette lettre représente, on aura donc, à un instant quelcouque,
fff Fciulxdydz = e~y'‘ fff?cT (x,y, z) dxdydz. (28)
Nous verrons tout à l’heure l’usage que l’on peut faire de celle équation remarquable. Observons auparavant que si nous faisons
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F = 1 dans l'équation (37), qui a lieu pour une quantité P quelconque que l’on n’a point encore assujettie aux équations (a5) et (26), nous aurons
Tt fJTcudxdydz = / *(sjcosa + ~ cos € + ^ cos y ) *.
Or, en ne supposant pas zéro la température extérieure Ç, on a, à cause de 1 équation relative à la surface (n° 67),
A(ÊC0S* + J005 e+ !Êrcos >) = — p(u—Oi
si donc on différence par rapport à t, dans le premier membre de l’équation précédente, avant d’intégrer par rapport à x, y, z, ce qui est permis, et que l’on multiplie par dt, il en résultera
fff dtdxdydz = f p(Ç — u)dtds;
équation évidente, puisque son premier membre est la somme des augmentations de chaleur de tous les points de A pendant l’instant dt, et que le second exprime la somme des quantités de chaleur qui viennent du dehors et traversent tous les élémens de sa surface pendant cet instant, moins la somme des quantités de chaleur émises au dehors à travers tous ces élémens et pendant ce même instant. Cette équation est celle qu’il a suffi d’employer dans le chapitre III, pour déterminer les lois du refroidissement des corps qui ont la même température dans toute leur étendue. Il était bon de montrer comment elle se déduit des équations générales du mouvement de la chaleur.
(90). Actuellement substituons, dans le premier membre de l’équation (28), la série (20) à la place de u. 11 en résultera une série ordonnée par rapport aux exponentielles relatives à t; et pour que cette série soit identique avec le second membre de cette équation, il faudra quelle se réduise au terme correspondant à l’exponentielle e~ K‘‘. Les coefficiens de tous les autres termes devront donc être égaux à zéro, et celui de cette exponentielle devra être égal au coefficient de e~ K'1 dans ce second membre: par conséquent, si A,* est une cons-
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tante différente de X*, et que P, soit le coefficient de e'**'** dans la série (ao), il faudra qu’on ait généralement
JffT? ,cdxdydz = o; (a9)
mais dans le cas de A,* ss X*, on aura, en particulier,
ffff'cdxdydz = fff PcF (x , y, z) dxtfydz ; (3o)
les intégrales s’étendant toujours au volume entrer du corps A.
Cette équation (3o) est celle dont on fera usage dans chaque cas, pour déterminer, d’après l’état initial de A , les constantes arbitraires qui resteront encore dans les coefficiens de la série (ao) , après qu’elle aura été astreinte à satisfaire à toutes les autres conditions du problème. L’équation (39) va servir à démontrer que les constantes X, fi, v , etc., contenues dans les exponentielles suivant lesquelles cette même série (ao) est ordonnée, sont toujours des quantités réelles.
En effet, dans chaque problème, ces constantes seront les racines d’une équation transcendante que je désignerai par a=o, et dans laquelle a ne renfermera explicitement aucune quantité imaginaire. Supposons qu’une des racines de cette équation puisse être imaginaire; prenons-la pour la constante X, et soit
g et g' étant des quantités réelles. Cette équation A=o admettra une seconde racine imaginaire qui ne différera de la première que par le signe de V* — i ; je la prends pour A, , de sorte qu’on ait
Les coefficiens P et P; qui répondent à ces deux racines, se déduiront aussi l’un de l’autre par le changement du signe de \/ — « » en sorte que si l’on fait
p = g + gV^t,
on aura, en même temps,
P, = G — GV-Tl
G et G' étant des quantités réelles. En substituant ces valeurs de P et P/ dans l’équation (29), il en résultera
fff ( G* + G'*) cdxdjrdz sa o.
Or, la chaleur spécifique c, et par suite tous les élémens de cette intégrale étadtdes quantités positives, leur somme ne peut être nulle, à moins que chaque élément ne soit zéro isolément ; on aura donc
équatiou qui se partage nécessairement en deux autres, savoir:
Par conséquent, l’équation A b= o n’a pas de racines imaginaires , ou, ce qui revient au même, si elle en a, elles n’entreront pas dans la série (20), et les constantes A, fi, y, etc.,, contenues dans cette série, seront toutes réelles; ce qu’il s’agissait de démontrer Dans quelques cas, la réalité des racines de l’équation A=bo peut se déduire de sa forme particulière; mais le plus souvent cela serait impossible.
(91). Si le corps A est formé, comme dans le n* 70, de deux parties juxtaposées B et B', et que les notations précédentes se rapportent à la partie B, l’intégrale triple que renfermera le second membre de l’équation (27), aura toujours — fff A* Ycudxdydz pour valeur; chacune des . intégrales doubles contenues dans ce second membre sc composera de deux parties, l’une relative à la surface extérieure de B, l’autre correspondante à sa surface contiguë à B'; les premières parties des deux intégrales doubles se détruiront comme précédemment, et l’équation (27) deviendra
— fff Pcudxdjrdz b= cos a -f- ^ cos S -f-^-cos y^ds
— A* fffVcudxdjrds ;
l’intégrale relative à ds s’étendant à tous les élémens de la surface commune à B et B', et les intégrales triples à tous les points de B. Relativement à B', je désignerai, comme dans le n* cité, par
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A', c', u', ce que deviennent les quantités k, c, u; je représenterai
aussi par
«' = P'e- *’* -f- Q'e-"*' BV**' 4- etc.,
la valeur de u' en série d'exponentielles; P', Q', R', etc., étant des coefficiens indépendans de t, et A, ft, », etc., désignant, comme dans la série (20), toutes les constantes possibles. Par rapport à cette partie B' de A , on aura de môme
%ffffcfu!dxdydz — —f k'(~ cos <* + cos É 4- cos > ) ds
— AV7/P' c'u'dxdjrdz ;
l’intégrale relative à ds s’étendant à tous les élémens de la portion de surface de B' contiguë à B , et les intégrales triples , à tous les points de B\ Dans cette équation et dans celle qui répond à B, les angles a, S, y, contenus sous les intégrales relatives à ds, se rapportent à la même partie de la normale à cet élément, c’est-à-dire à la partie comprise dans l’intérieur de B'; et c’est pour cela que ces intégrales ont des signes contraires dans les deux équations.
Eu vertu des équations (3) du n* 70, on a
cos * + % cos e + £ cos y ) = ?(“' — *»)?
k' (È cos® + Tj cos e È cos > ) = ?(“' — “)»
Si donc on ajoute les deux équations qu’on vient de former, on aura
~ ff/Vcudxd/dz 4- fffYc'u'dxdydz—fq{u' — u) ds
— fq{u' — u) ds — A* JJf Vcudxdjdz — X'fftYdtidxdydz-,
et comme les deux intégrales relatives à ds ont les mêmes limites et se détruisent, cette équation se réduit à
( f/ffcudxdydz 4- / Çf Y' c'u'dxdjrdz) =
— A* {fffV'cudxdydz 4* fffVc'u'dxdydz );
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d'où l’on tire, en intégrant,
/ ff Pcudxdydz -4- fff P'c'u! dxdydz = Ce-*1'; (3i)
C étant une constante arbitraire. On la déterminera en supposant qu’on ait
quand t — o; F et F' désignant des fonctions données arbitrairement dans tonte l’étendue de B et B'. Il en résultera
C = fff?cT(x,y, z) dxdjrdz -f- fffV'c'Y (x , y , z)dxdydz.
Par la substitution de cette valeur de C et des valeurs de u et u' en série d’exponentielles, dans l’équation (3i), on en déduira deux autres: l’une
f ff Ycdxdydz -|- J/f Y‘c dxdydz
= /7/PcF (x, y, z) dxdydz + fffY'c'Y(x,y, z)dxdydz,
qui servira à déterminer, d’après l’état initial de B et B', une partie des constantes arbitraires que renferment les coelliciens de ces séries; l’autre
fffPV ydxdydz -f- fJ/VV/c' dxdydz = o,
dans laquelle P, et P/ sont ce que deviennent les coefliciens P et P, relativement à l’exponentielle e~K’t , distincte de e— à laquelle P et P' se rapportent. Cette dernière équation servira, comme dans le numéro précédent, à démontrer la réalité de toutes les constantes A, /u, r, etc.
En prenant, comme dans le n* 89, l’unité pour P, et supposant que Ç soit la température extérieure, on aura aussi
J'JJ'^didxdydz — f p (£ — u)dtds — fqÇu — u')dtds;
la première intégrale relative à ds s’étendant à tous les élémens de la surface extérieure de B, la seconde à tous les élémens de sa surface contiguë à B', et l’intégrale triple à son volume entier. Il en résulte que l’augmentation de chaleur de B, pendant l’instant dt, est égale
à l’excès de la chaleur extérieure sur la chaleur intérieure qui Ira- . verse pendant cet instant la portion extérieure de la surface de B, moins l’excès de la chaleur qui passe de B en B' sur celle qui va de B' en B pendant ce même instant dt , à travers la portion de surface commune à B et B'. Relativement à B', on aura de même
fff ~di ~ dtdxdjrdz = / p'(£ — u') dtds — fq (u! — u) dtdi ;
et en ajoutant ces deux équations, il vient
f f dtdxdydz + fff d-^- dtdxdydz
= fp(Ç—u)dtds 4- fp {K — u')dtds,
équation évidente en elle-même, comme l’équation semblable que l’on a trouvée dans le n* 89.
Si le corps A était formé de trois ou d’un plus grand nombre de parties différentes, on obtiendrait sans difficulté des équations semblables aux précédentes, qui sont communes à tous les corps de forme et de nature quelconques, et dont 011 fera le même usage dans tous les problèmes.
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CHAPITRE VII
Digression sur la manière d'exprimer les fonctions arbitraires par des séries de quantités périodiques.
(9a). D’aprcs la forme d’une fonction donnée X, si l’on voit quelle peut se développer en une série de sinus des multiples de la variable x, on fera
X==A, sinx-f.A,sin aa>4-Ajsin . . ■+• A, sin nx H- etc; (1)
A,, A,, As, etc., étant des coefliciens indépendans de x. En diflerentiant cette équation par rapport à x, une ou plusieurs fois, et combinant entre elles les équations qui en résulteront, on parviendra quelquefois à éliminer la fonction X ; on obtiendra de cette manière une équation dont les deux membres seront ordonnés suivant les sinus ou les cosinus des multiples de x ; et en égalant de part et d'autre les coefliciens des termes semblables, on formera une série d’équations qui serviront à déterminer successivement tous les coefliciens A,, A,, A,, etc., à l'exception de la première ou de plusieurs des premières de ces inconnues qui resteront indéterminées, et dont il faudra trouver les valeurs par le développement direct de X. Mais on pourra aussi exprimer immédiatement le coefficient général A, en fonction de l’indice n et au moyen d’une intégrale définie.
Pour cela, j’observe que l’on a
tant que les nombres entiers n et n' sont inégaux , et J' sin* nx
dans le cas de n' — n. C’est, en effet, ce qu’il est facile de vérifier. Cela étant, je multiplie les deux membres de l’éqaation (1) par sin nxdx, puis je les intègre depuis x = o jusqu’à x = tt; tous les termes du second membre disparaissent, excepté celui qui répond au coefficient A.; et l’on en conclut
A. = - / Xsin nxdx.
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De même, si l’on sait, d'après la forme de cette fonction donnée X, qu’elle est développable en une série de cosinus des multiples de x, on fera
X = B. + B. cos x + B, cos 2x -}-. . .-f-B. cos nx + etc. ; (2)
B., B,, B,, etc., étant des coefficiens indépendans de x, que l’on pourra quelquefois déterminer par l’élimination de la fonction X, ainsi qu’il a été dit plus haut. Mais n et n' étant des nombres entiers diflërens, on a aussi
cos nx cos n'x dx ss o;
dans le cas de n' — n , on a
y* cos* nx dx = î 7r,
excepté si n=o, auquel cas la- valeur de cette dernière intégrale est double et égale à w; de là on conclut
B. = - f X cos nxdx , B0 = - f Xr/x.
En employant x' et X' au lieu de x et X, daus les valeurs de A,, B,, B„, les séries (1) et (2) pourront s’écrire sous cette forme
X = ^ 2 X' sin nx'^x'^sin nx ,
X = ^ y' X'c/x' + ^ 2 ( p X' cos nx'dx1 ) cos nx;
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les sommes 2. s’étendant à toutes les valeurs du nombre n, depuis n = i jusqu'à n = oo.
Ces séries (i) et (2) ont l’avantage d’être toujours convergentes.
En effet, en intégrant deux fois de suite par partie, on a
/«Y * J * Y 1 ® *fX . i d*X . j
/ a. sin nxdx = X cos nx -f sin nx / - un nxdx ;
J n n- dx n' J dx' ’
fX cos nxdx = - X sin nx -f- -■ ^ cos /cr — — f cos nxdx.
■’ n ' n' dx n' J dx *
Or, l’équation (1) suppose que X est zéro aux deux limites ar=o et
x = en différentiant l’équation (2), on voit quelle suppose que
dX *
^ s’évanouit pour ces mêmes valeurs de x: à ces deux limites les
termes compris hors du signe f seront donc nuis, et l’on aura sim- . plemetit
f ''X sin nxdx = — - sin nxdx
J o n' J o dr%
f’X cos nxdx =. — i /; ^ cos nxdx.
Mais si l’on appelle H la plus grande valeur de depuis x=o jusqu'à x=7r, y compris ces limites, on aura évidemment
y* gp sin nxdx < ^rll , / cos nxdx < ttH ,
abstraction faite du signe. D’après les expressions de A» et B., on aura donc aussi, en grandeur absolue,
en sorte que les coefficiens des termes successifs des séries (i)et(a) décroîtront plus rapidement que ; ce qui suffit pour que ces séries soient convergentes; car on sait que la série
converge continuellement vers une valeur Unie et égale à [ tt’ ; donc
toute série dont les termes décroissent plus rapidement que suivant la raison inverse des carrés des nombres naturels, couverge aussi , à plus forte raison, vers une valeur finie. Par le procédé de l’intégration par partie, on peut aussi montrer que la première équation (3) résulte de la seconde; en diffiérentiant celle-ci par rapport à x, on a d’abord
2 ^ f X' cos nx'dx'^ sin tir; en intégrant par partie, on a aussi
n J'” X' cos nx! dx' = — Ç smnr’rix':
au moyen de quoi , et eu mettant Xet X' au lieu de ^ et ‘-jpt l 'équation précédente se change dans la première équation (3).
Maintenant, si fx est une fouction arbitraire, elle pourra encore être exprimée, comme on le verra tout à l'heure, par les formules (3) dans lesquelles on mettra J’x' au lieu de X', et par beaucoup d’autres formules de la même nature, mais seulement dans une étendue limitée des valeurs de x; tandis que les équations (3) ont lieu pour toutes les valeurs de x , relativement à certaines fonctions X. De plus, il est important d’observer que ces diverses expressions de jx dépendent d’une analyse différente de celle qui nous a conduits aux équations (3); car la détermination des coelficicns des séries (i) et (a) indépendamment les uns des autres, suppose essentiellement que l’on sache, d’après la forme des fonctions X, quelles sont développables suivant les sinus ou les cosinus des multiples de x; en sorte que le procédé de l’intégration ne soit plus qu’un moyen abrégé pour trouver directement un coefficient quelconque. D’Alembert a employé le premier ce procédé pour déterminer les coelficicns du développement d’une fonction donnée; et c’est Lagrauge qui a donné le
premier une formule propre à exprimer; dans une étendue limitée, une fonction arbitraire par une série de quantités périodiques; deux choses distinctes l’une de l'autre, comme nous venons de le dire, et dont la seconde va nous occuper exclusivement.
(go). En désignant par e la base des logarithmes népériens, par a. et p un angle et une quantité quelconques, ou a
1 1 1(1 — p cos a)
I — pe“V — ' 1 — i,e— “U— 1 , — 2^)cos«
comme on le voit en réduisant au même dénominateur, et ayant égard à l’expression de cos a. eu exponentielles imaginaires. Si p est moindre que l’unité, abstraction faite du signe, ou a aussi, en série convergente,
= »+/> + p* + ? + etc.
En mettant successivement pe**~' et pe~ à la place de p, et faisant la somme des résultats, on aura donc, d’après l’équation précédente,
— ? T P c.°l!! — . — i-l - p cos a. -1- p* cos a* -f- p5 cos 3a -f- etc. ,
■ — ip co» • + p ' ’ ‘
et , par conséquent ,.
1~ P — = 1 -f. an cos a -+- a p* cos a* -f- a p* cos 3* etc.
1 — ip co» * -t- p* r r r
L'angle a étant réel, il sera nécessaire et il suffira pour que cette série soit convergente, et que l’on puisse en faire usage, que l’on ait p < 1 , abstraction faite du signe, ainsi qu'on l’a supposé.
Cela posé, soit fx la fonction arbitraire que l’on veut exprimer par une série de quantités périodiques, dans l’étendue des valeurs de x, comprises depuis x — — l jusqu’à x = /, en désignant par l
une quantité positive et donnée. Je mets — j — ■ • la place de a dans l’équation précédente; je multiplie ses deux membres par fx’ , et j’intègre depuis x’ = — l jusqu’à 3? — l; il en résulte
(i—p')fxrdx'
fl ' çl fx'dx'
+ j 2 pm cos "* T*V^] ; w)
n étant un nombre entier et positif, et la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs de n, depuis « = i jusqu’à n = co. Or, si l’on désigne par g une quantité positive et infiniment petite, on pourra prendre p= î — g; et alors J'x sera la valeur de l'intégrale indiquée dans le premier membre, comme on va le prouver tout à l'heure. De plus, pour toutes les valeurs finies de n, on aura
pour des valeurs infinies de l’exposant n, la quantité p" pourra différer de l’unité; mais en intégrant par partie, comme dans le n* précédent, on verra que l’intégrale qui multiplie p " sous le signe 2 , s'évanouit quand n — oo ; en sorte que l’on pourra remplacer p * par l’unité, dan» tous les termes de cette somme 2. Par conséquent, nous aurons
Jx = 3 f^fx'dx' + )ï [_]Lt cos X~ fx'dx' ~\, (5)
pour l’expression demandée de fx.
Pour faire voir que dans le cas du p = i — g, l’intégrale qui forme le premier membre de l'équation (4) est égale à Jx , tant que la <juantité x est comprise entre — / et -f-/, j’observe que 'le coefficient de dx' sous le signe f deviendra infiniment petit en même temps que g, excepté pour les valeurs de x' qui rendent son dénominateur infiniment petit, c’est-à-dire pour les valeurs de x' qui rendent cos * ^ / x * infiniment peu différent de l’unité; mais la variable
x' étant comprise aussi bien que xentre — l et -f-/, ces valeursdex' se réduiscnl à celles qui diffèrent infiniment peu dex, en plus ou en moins; si donc on fait x'=x-|-2, il faudra considérer cette nouvelle variable 2 comme infiniment petite, ainsi que la constante g; ce qui réduira le dé-
Dominateur du coefficient de dx' à g*-j- -p , et - l’intégrale en ques-
tion à
JxJï?
gUz
Or, cette intégrale relative a z étant infiniment petite à cause de g, pour toute valeur de z qui ne l’est pas, il s’ensuit qu’on peut, sans crainte d'erreur, l'étendre maintenant depuis z = — 00. jusqu’à s=oo : ce qui donnera l’uuité pour sa valeur, et fx pour la valeur qu'il s’agissait d’obtenir.
(94). D’après cette démonstration de l’équation (5), elle subsistera pour toutes les valeurs de x > — Z et <Z; mais elle n’aura lieu pour les valeurs extrêmes x = dzl, que quand on aura /( — l'j=fl ;
et, en général, sou second membre sera égal à [fl+ /(—/)] quaud on y fera x — dezl.
En effet, si nous faisons x = Z dans le premier membre de l'équation (4), la quantité cos sera infiniment peu différente
de l’unité, pour x’=l — i et pour x’ = — /-(-a; la variable z étant infiniment petite et positive, afin que x1 ne sorte pas des limites =±=Z de l’intégration; d’où l'on conclut que dans le cas de P — 1 — g, ce premier membre se composera de deux parties qui répondront à ces valeurs de x1, et dont la somme sera
[/' + /(- 03 fj.
gitit
On pourra étendre cette intégrale depuis s = o jusqu’à s = 00 ; elle
sera alors égale à ^ ; et comme ou serait parvenu au même résultat,
si l’on eût fait x= — Z, au lieu de x=l, il s’ensuit qua la limite p—t, et pour les valeurs particulières x = =fcZ, l’équation (4) deviendra
en observant qu’on a cos nrt=( — i)* etsin/rîTr^o. Donc, en comparant l’équation (5) à cette dernière , 011 voit que l’équation (5)
n'aura pas Heu pour ces valeurs extrêmes de x, à moins que l’on
n’ait //=/(-/). '
Ou reconnaîtra immédiatement la nécessité de celte restriction que l’on doit apporter à l’équation. (5) , en prenant pour exemple fx= x'1*"' , et supposant que i soit un nombre entier et positif: tous les termes du second membre de l’équation (5) seront nuis pour x—zizl, tandis que son premier membre sera égal à (et / )•*■*" , ce qui mettra cette équation, en défaut; mais au contraire, l’équation (6) se vérifiera d’elle-méme, puisque son premier membre /**■*■ 1 -f-( — l) ,u'h, sera zéro comme le second.
Si l’on donnait à x, dans lcqualion (4), une valeur qui tombât en dehors des limites rb /, son premier membre serait zéro dans le cas de p = i — g; d’où il résulterait, h la limite p — i, une formule distincte des équations (5) et (6), et qui sera comprise parmi celles que nous allons écrire. Observons aussi que l’angle a devant être réel pour que la série dont nous sommes partis soit convergente et qu’on
en puisse faire usage, et cet angle ayant été remplacé par { ,
on ne devra donner que des valeurs réelles à x, dans l’équation (5) et dans celles que nous allons en déduire.
(ç)5). La fonction Jx est entièrement arbitraire; elle n’est point assujettie a la loi de continuité, et l’on pourra toujours calculer par les quadratures les intégrales indiquées dans les termes successifs des séries (5) et (6); ces séries seront toujours convergentes, comme on l’a vu plus haut, et comme on peut aussi s’en assurer en considérant les aires des courbes dont le- ordonnées correspondantes à une abscisse quelconque x', sont slnnx'Jx' ou cos nx'fx'.
On pourra , par exemple, supposer que fx ait des valeurs quelconques dans une portion de l’étendue comprise depuis x = — l jusqu’à x—l, et que cette fonction soit nulle dans le reste de cet intervalle. Ainsi A' étant > A, et ces deux quantités étant < l, abstraction faite du signe, cette fonction aura, si l’on veut, des valeurs données arbitrairement depuis x = A jusqu a x— A', et sera nulle, soit depuis x = — / jusqu’à x = A , soit depuis x — A' jusqu’à x = l. Alors, il sullira de prendre les intégrales relatives à x1 , depuis x1 =.A jusqu'à jr’=A'; la formule (5) reproduira, dans cet iuter-
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valle, les valeursquelconquesde Jx; et ou la trouvera égale à zéro poulies valeurs tle x comprises, soit entre X' et /, soit entre — l et A. Mais il est important d’observer que pour les valeurs mêmes x— X et x — X', celte formule ne donnera que la moitié des valeurs correspondantes de fx.
En effet, lorsque dans la démonstration du n"()3, on fait x'=.r-f-z, et que l’on considère z comme une variable infiniment petite, positive ou négative, si Ton donne à x la valeur particulière x=zX, la fonction Jx' sera nulle pour les valeurs négatives de z, et de même, si l’on fait x — A', cette fonction sera égale à zéro pour les valeurs positives de z; dans l'un et l’autre cas, la valeur de l’intégrale relative à s sera donc réduite à moitié; par conséquent, le second membre de
l'équation (5) sera égal à ^ fX pour x — X , et à ^ fX' pour x=X'-, ce qu’il s'agissait de prouver.
En partant de ce principe, la formule (5) va nous en fournir plusieurs autres de la même nature, et qu’on pourrait aussi obtenir directement par l'analyse qui nous a conduits à cette équation (5).
(y<3). Supposons que la fouclion Jx soit nulle pour les valeurs négatives de x, y compris x — — l; et réduisons , en conséquence, à zéro et-f-/ les limites des intégrales relatives à x' ; l'équation (5) deviendra
fx = h fjx'dx' + t 2 [/„<cos — r12 ii)
De plus, si lions mettons dans cette équation (7), — x à la place de x , et que nous regardions ensuite x comme une quantité positive, son second membre aura zéro pour valeur; en sorte que Ton aura aussi
Les deux équations auroat lieu seulement pour les valeurs <de x positives et moindres que /; pour x = 0, leurs seconds membres seront égaux, l’un et Tautre, à la moitié de la valeur correspondante de fx-, pour ils coïncideront également, et leur valeur corn-
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mune sera fl; car pour j: = dt /, le second membre de l’équation (5) était égal à ^ \_fl -f- f ( — /)]; quantité qui se réduit à
i fl, puisqu'on a f { — l) — o par hypothèse. L’inspection seule
des formules (7) et (8) suffit pour montrer qu’elles doivent coïncider, soit quand .r = o, soit quand x — l ; mais leurs valeurs communes et relatives à ces deux limites ne peuvent se déduire que des considérations qui précèdent.
Si l’on ajoute ces deux équations (7) et (8), on aura
fx — f f,!Jx'dx' + 1 2 [ f!cos ~r fx'dx'~\ cos ~r : (9)
et cette nouvelle équation subsistera depuis x—o jusqu a x = /, y compris les valeurs extrêmes zéro et l, puisque pour chacune de ces valeurs les deux formules que l’on a ajoutées étaient, l’une et l'autre, égales à la moitié de la valeur correspondante d c fx. Par la même raison , si l’on retranche l’équation (8) de l’équation (7) , on aura une équation qui subsistera depuis x — o jusqu a .r=r /, mais dont le second membre sera nul à ces deux limites: cette équation sera
fx — j 1 [/'sin fx'dx'^ J sin n^. (io)
En prenant l—ir, ces deux dernières formules coïncident, comme on voit, avec les équations (3); et elles auront lieu, comme ces équations , pour toutes les valeurs de x , lorsque la fonction fx sera périodique, c’est-à-dire, lorsqu’elle reprendra la même valeur toutes les fois que la variable augmentera ou diminuera dune quantité égale à a ir.
On peut encore varier ces formules de beaucoup d’autres manières. Par exemple, dans celles qui n’ont lieu que pour des valeurs positives de x , on peut transporter l’origine des x au milieu de l’intervalle pour lequel ces équations subsistent, et il en naîtra d’autres qui s’étendront également dans les deux sens des x positifs ou négatifs. Ainsi, mettons dans l’équation (7), 2I, x+l, x1 à la place de
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l, x, x! , et conservons Jx et fx' au lieu de f{x -K) et f(x' -f* l); nous aurons
f* = hfl/x,dx' + ïÆfï™ n-L^ri—fx'dx'~] ; (">
formule qui subsistera, comme l’équation (5), depuis x — — l jusqu’à x = -\~ l, mais qui en différera en ce qu’elle aura pour valeur
-f(drl) pour x = rfc /, tandis que pour ces valeurs extrêmes de x . s
la formule (5) est égale à - [fl + f( — 0]-
Si l’on divise la somme 2 contenue dans cette formule (it), en deux parties, l’une relative aux nombres n pairs, et l’autre relative aux nombres n impairs, cette équation prendra la forme
fx = ifll/x'dx,+ î/ 2 C/^008^— fi**]
+ i2[/-/cos
(in — ])*•(*— x')
- fx'dx'~~ j;
les sommes 2 s’étendant toujours à toutes les valeurs paires ou impaires de n, depuis »= i jusqu’à n == oo . Je multiplie cette dernière équation par a, puis j’en retranche l’équation (5) ; il vient
(an — i) w (g — x') a /
fx'dx‘~]-,
(ia)
équation qui subsistera toujours depuis x— — 1 jusqu'à x=-\-l, mais dont le second membre sera égal, d’après les formules dont il résulte,
à A— 0] P°ur x=lt et à i [/(— 1)~ /Z]pourx= — l;
en sorte que cette équation (i a) n’aura lieu pour ces valeurs extrêmes de x, que quand on aura f(—l) = — fl.
Nous n'indiquerons pas ici d’autres combinaisons des formules précédentes, dont chacune, comme on l’a déjà dit, pourrait être démontrée directement par un moyen semblable à celui du n° q3.
(97)- Quoique ces diverses équations ne soient pas identiques relativement à x, on pourra néanmoins les différentier par rapport à cette variable. Si X = o est une de ces équations, il est évident que 1 equa-
lion = o devra subsister dans toute l’étendue des valeurs de x
dx
pour lesquelles X = o avait lieu. Mais lors même que cette équation
\ — o avait lieu aux limites de cet intervalle, l’équation = o
n'aura aussi lieu à ces mêmes limites , qu’autant que de nouvelles conditions seront remplies; et dans le cas où X = o ne s’appliquera
dfx
pas aux valeurs extrêmes de a:, la valeur de que l’on déduira
de — o sera toujours infinie pour ces valeurs particulières de la variable. C’est ce que l’on vérifiera de la manière suivante.
En différentiant l’équation (5) et faisant “ = fx , on a
et si l’on intègre par partie sous le signe 2, cette formule devient f'x — — 7 [fl -/(- 0] 2 (- J)* cos ^
Pour toutes les valeurs de x > — l et <7, on a, comme on sait,
2(— i)*cos-r=—
pour ces mêmes valeurs, on aura donc
f* = h l/l -/(- 0] + j 2 [ /^ cos n^^fx'dx'~] ;
ce qui est effectivement vrai, puisque cette formule coïncide avec l’équation (5) quand on met dans celle-ci fx au lieu de fx. Pour que l’équation (5) ait lieu aux limites x = =fc/, il est nécessaire que l’on ait /( — l) = fl ; mais en supposant cette condition remplie, et comparant toujours cette dernière formule à l’équation (5) , on voit qu’il faudra qu’on ait, en outre, f ( — /) =fl pour que cette formule convienne aux valeurs extrêmes x=±/. De plus, si la condi-
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tion /( — l )=fl n’est pas satisfaite, l'équation (5) n’aura pas lieu pour x=dal} et comme pour ces valeurs particulières de x , on a évidemment
2 ( — ij" cos -j- = oo ,
il s’ensuit que les valeurs correspondantes de f'x, c’est-à-dire les valeurs de f (rfc l)\ déduites de la formule (5) par la différentiation , seront infinies, ainsi qu’on l’a dit plus haut.
Si l’on différentie de même l’équation (g ), qui subsiste sans condition, depuis x=o jusqu’à x—l inclusivement, on aura
quelles que soient les valeurs extrêmes fl et f{ — l); on a aussi, en intégrant par partie,
f'^cos fx'dx' = — f sm ~7~ f'^dx' !
nous aurons donc i ..
f x =s j 2 j j sm —j- f x dx J sm -p ; •
résultat exact en vertu de l’équation (io), dont il se déduit par la substitution de f'x à la place de fx, mais qui n’aura lieu pour x = o et x — l, qu'autant que f'x s’évanouit à ces limites.
Toutes les autres formules du numéro précédent donneraient lieu à de semblables observations, que je crois superflu de développer davantage.
(98). On peu taussi-intégror par rapport à x ces différentes formules, et représenter, de cette manière, les valeurs deffxdx, dans l’étendue des valeurs de x .pour lesquelles chacune de ces équations subsiste. En général , si la formule d’où l’on part a lieu seulement depuis x = A jusqu’à x = A7, mais quelle ne subsiste pas pour les limites même A et A', on pourra néanmoins comprendre ces valeurs extrêmes de x dans l’intégrale ff xdx, pourvu seulement que les vraies valeurs de _/A et _/ A', non plus que les valeurs fautives qui résulteraient de
la formule donnée, ne soient point infinies; car alors on peut, sans aucune erreur, faire abstraction ou tenir compte, à volonté, desélémens de cette intégrale qui répondent à ar=A et x = A'. C’est aussi pour cette raison que les valeurs de f'x, relatives à ces limites, deviennent toujours infinies, quand elles sont déduites d’une formule qui n’a pas lieu pour ar = A et x = X"; car si les valeurs de f A et J'y que Ion en déduit par la différentiation étaient des quantités finies, les valeurs de f A et f\' seraient comprises dans la formule, contre la supposition.
Vérifions, sur des exemples, ce qui est relatif à l’intégration des formules précédentes, et dans ce qui va suivre, désignons par fpc l’intégral ejfxdx prise de manière qu’elle s’évanouisse quand x—o. D’après l’équation (10), nous aurons
f/x = - f 2 [// ~ sin n^-fx'dx'~\ ( cos ^ - i);
et comme on a, en intégrant par partie,
fli sin = — J‘ cos ~ f,x'dx>t
il en résultera ,
/■*■= / 2 [/> cos ~ —jl f‘ cos ~ f'X'dx’.
Or, en mettant fpc à la place de fx dans l’équation (9), on a J,x = \ f^fdx' + ° cos //tW J cos ™ ,
depuis x — o jusqu’à x=l inclusivement; en faisant x = o et observant qu’on a alors J\x = o , on aura donc
et si l’on retranche cette équation de la précédente, on obtiendra l’expression de ftx qu’il s’agissait de vérifier. Cette expression devra convenir, comme l’équation (9), aux limites même x=o et x—l.
quoique l’équation (10) d’où l’on est parti, n’y soit pas toujours applicable. Pour x= o, cela est évident. Pour x = l, il en résultera, comme il est aisé de le voir,
la somme 2 s’étendant toujours à tous les nombres n depuis n — 1 jusqu’à n— co . Si donc on fait
l = a/,, x’ — xt l„ f(x, -f- K) = F*,»
et que l'on mette, eu conséquence, Fl, au lieu de ou fl, on
aura
F'/ = } 2 [Acos(—y
mais on a aussi F ( — /J =0, en observant que F (— /() est la valeur de fpc qui répond à x — 0, et qui est nulle par hypothèse; on aura donc enfin
F (-*,)]=£* [/^ cos
(in —
comme il résulte, en effet, de l’équation (ia), en y mettant xir F, au lieu de x', l , /, et y faisant x = lt.
L’équation (9) donne, par l’intégration.
A = il1 + 7 2 [/Z s cos nr-A'^'] siQ ~7" *’
en intégrant par partie, on a
fl à - =rJ** = *■
à cause de cos mt = ( — r)*, on aura donc
Cx , 2 ( — i)* . n*-x~l . ,
7 + ;2hr-,m -J//
■4- | 2 ( J'1 sin fx'dx'') sin
Cette équation est identique, soit pour x = o, soit pour x = l. Elle est également Traie quand on suppose x > o et < l; car, d’après une formule connue, on a alors
2 „ ( — l)* • ni rx
ce qui fait coïncider cette équation avec la formule (10), dans laquelle on mettra fx au lieu de fx.
(99). Nous ne pousserons pas plus loin ces vérifications; mais nous ferons remarquer comment, dans ce dernier cjs, la valeur extrême et tout-à-fait arbitraire fl, s’est trouvée comprise dans l’expression générale de f/X à l’aide d’un terme complémentaire , égal à cette valeur fl pour x — l, et nul pour toutes les valeurs de x comprises entre zéro et l. Il en sera de même dans tous les cas ; et généralement, si l’on veut représenter une fonction quelconque fx depuis x = A jusqu’à x — K', y compris les limites A et A', par une formule qui 11e convienne pas d’abord aces valeurs extrêmes, on y parviendra toujours en ajoutant à cette formule certains termes qui ont des valeurs convenables pour x=A et pour x= A', et qui sont nuis pour toutes les valeurs intermédiaires. de la variable. Il est important, dans les usages qu’on fait des séries de cette nature, d’avoir égard à ces termes complémentaires, auxquels on peut d’ailleurs donner une infinité de formes différentes.
Relativement à la formule (5), par exemple, on pourra prendre
pour cette partie complémentaire; et en l’ajoutant au second membre de. l’équation (5),. qui se réduit à -j [fl -f- f{ — /)] pourx=±/, cette équation ainsi modifiée conviendra à ces valeurs extrêmes de x, aussi bien qu'aux valeurs intermédiaires.
Quelles que soient les valeurs de fx qui répondent à x = o et x = /, l’équation (ro) conviendra pareillement à ces valeurs extrêmes de x et aux valeurs intermédiaires, en ajoutant à son second membre la quantité
El — X 2 _. I . nirx-! r • , J~x , 2 _.
dont les deux parties sont nulles pour x > o et < /, mais dont la première s’évanouit seulement à la limite x—l, et est égale à Jo pour ,r = o, tandis que la seconde s’évanouit quand x = of et est égale à fl lorsque x = l.
(ioo). Si la fonction fx est telle, que les intégrales contenues sous les signes 2 dans les fovmules précédentes puissent s’obtenir sous forme finie, il en résultera des séries dont la valeur exacte sera exprimée, dans chaque cas, par cette fonction. Cela aura lieu toutes les fois que l'on prendra pour fx une exponentielle, un sinus, un cosinus, une puissance entière et positive; mais quoique ce moyen paraisse devoir être très fécond, il ne fait connaître cependant que des sommes de séries déjà déterminées, soit par Euler, soit par D. Bernouilli, en suivant d’autres méthodes, et que j’ai réunies et considérées sous différens points de vue dans mes mémoires sur le calcul intégral (*). Ces mêmes formules peuvent aussi servir à la transformation des séries, ainsi qu’on peut le voir dans ces mémoires.
Quant à la série 2 ( — i)" cas que nous avonssupposée plus haut
égale à — , elle est de l’espèce des séries périodiques qui ne sont ni
convergentes ni divergentes, mais qu’on peut néanmoins employer eu les considérant comme les limites de séries convergentes, c’est-àdire en multipliant leurs termes par les puissances ascendantes d’une quantité infiniment peu différente de l’unité. Cette supposition revient donc à'dire qu’à la limite où q diffère infiniment peu de l’unité, ou a
2 (—!)■</• cos -y- = — - »
tant que x diffère de:± 1. Cela résulte, en effet, de l’équation dont nous sommes partis, dans le n° 93, en y faisant p= — q et et = ;
(*) Journal de J École Poly technique , 18* et 19* cahiers.
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ce qui donne
wX , . 2wX
1 — q COS -j J- q' COS-j-
équation qui coïncide avec la précédente, quand q différé infiniment peu de l’unité, et que l’on n’a pas a: = dh /, puisque alors on peut regarder son second membre comme égal à j. Si l’on a .t = dfc /,
ce second membre devient quelle que soit la quantité q, et,
conséquemment, infini lorsque q= i. Pour ces valeurs extrêmes de jc et à cette limite, la somme 2 est donc aussi infinie; ce qui est évident.
En multipliant cette somme par dx, puis intégrant, et prenant l’intégrale de manière qu’elle soit zéro quand x — o , il vient
- 2 1 — -i-2- sin
nwx
à la limite où q diffère infiniment peu de l’unité et quand la variable x est comprise entre d= l. Mais à cette limite et pour les valeurs extrêmes de x, la différentielle que l’on a intégrée n'étant point égale à — jdx, et le coefficient de dx étant au contraire égal à l’infini, on ne peut pas comprendre dans l’intégrale les élémens qui répondent àx = ±/; et c'est pour cela que cette dernière équation n'a pas lieu pour ces valeurs particulières de la variable. En remplaçant q par l’unité, on aura ces deux équations
je
nwx
- sin
nwx
dont la seconde se déduit de la première par le changement de x en l — x , et qui sont celles que nous venons de supposer dans le uuméro précédent.
(ioi). La formule (io) est celle que l'on doit à Lagrange, et de laquelle on peut facilement déduire toutes les autres, de même que nous les avons toutes déduites de la formule (5). On pourrait aussi
aoi
DE Là CHALEUR, appliquer directement la démonstration de Lagrange à toutes les formules précédentes. Voici cette démonstration , a peu près telle que l’auteur l’a donnée (*).
Soit m un nombre entier et positif, et désignons par y cette fonction périodique
y = Y, sin 7rx+ Y, sin nnx -f- Y,sin 3 w\r +. . .-f-Y.sin rmrx , (i3)
dans laquelle Y,, Y,, Y,,... Y., sont des coefficiens indépcndans de la variable x. Soit fx une autre fonction donnée arbitrairement, continue ou discontinue, assujettie à la seule condition de devenir nulle, comme la précédente, pour x = o et pour x= i . On propose d’abord de déterminer les m coefïiciens Y,, Y,, Y,, . . . Y*, de telle sorte que l’on ait_^ = fx pour ces m valeurs particulières de la variable
m-f-i 9 m + \f m-fj '
outre les valeurs extrêmes x — o et x = i .
Pour cela, représentons par y,, y,,ySf. . .ym, les m valeurs correspondantes de fx ; nous aurons, pour déterminer les coefficiens inconnus, ces m équations :
r, = Y,sin — h Y, sin — — ■ — (- Y, sin -f-Y. sin ■
%/ • | V * 4*" l V * ^ I V * O.TTtW
^• = Y-s,n^TT + Y*sjn ™4pT + Y,su>^ + Y-“
. -f-Y.sin
r, = Y,sin — Y, sin — f-Y, sin-2^—
m-f-i ’ 3 TV Vffî m -f-i 9
ym= Y, sin +Y,sin
jiTftW . mj • 3 TTVtr
, . Y, sin
Or, si l’on en veut déduire l’expression d’un coefficient quelconque Y,, il faudra en prendre la somme, après les avoir multipliées respec-
(*) Tome III des anciens Mémoires de Turin, page a6i.
tivement par
i sin
fin
i sin
xnr
3 sin
3nr
. mnw 3 sm — - ; m +i
il arrivera que tous les autres coefliciens disparaîtront de cette somme, qui ne contiendra que lecoefficient V. qu’on se propose de déterminer.
En effet, ri étant un indice différent de n, le coefficient Y,, se trouvera multiplié par la somme
a sin
sm
m-pi
• a sin
m -pi
■+■ a sin
3 rix
ra +
sin
+ . mn ir
a sm — — sin
3n* m 4- 1 mmr m 4-1 ’
laquelle est la différence de ces deux autres sommes:
(ri — n)x , î(n' — n)x 3(n' — «)*■
1 4-co«i — -feos ■ — 4- cos . .4-
' m 4- 1 1 m- pi * m-pi
a(n'4-n)ir 3(n'+n)»
■ COS ; -- -+- COS ... -j- COS
m-pi
m-pi
m (ri — n}x
m (ri + n)ir
dont les valeurs sont faciles à déterminer, comme on le verra tout-arheure. Tant qu’on n’a pas ri— n , la valeur de la première somme est 7 — 4 cos(nf — h)tt ; celle de la seconde est toujours j — 4 cos(/i'+«)ir ; eu retranchant l’une de l’autre, et observant que n et n' sont des nombres entiers , on a zéro pour la différence; par conséquent, le coefficient quelconque Y.,, différent de Y„ n'entrera pas dans la somme des équations qu’011 aura faite. Mais si l’on a n'=n, la première des deux sommes précédentes sera évidemment égale à m + 1 ; la seconde aura pour valeur j — j cos arwr ou zéro ; le coefficient Y. aura donc m 4- 1 pour facteur dans cette somme d’équations; et en la divisant par m-f- 1 , il en résultera
Y-==^Cr. sin^T+^.sin
• 3nw •^Sln
■+fm si"
m- pi
Les cœfficiens Y, , Y, , Yj,... Y., étant ainsi déterminés, la formule (i3) coincidera avec la fonction jx, pour toutes les valeurs
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de x contenues depuis x=?o jusqu'à x=s i , et qui sont des multiples exacts de la fraction '• et P°ur l®8 a«tre9 valeurs de x
comprises dans le même intervalle, on devra la regarder comme une formule d’interpolation' d’une espèce particulière, qui pourra servir à calculer les valeurs approchées de Jx, quand la forme de celte fonction ne sera pas donnée. Si l’on construit deux courbes qui aient x et y pour leurs coordonnées courantes, dont l’une ait J —Jx pour équation, et l’autre l’équation (i5), ces deux courbes couperont l’axe des abscisses x aux points correspondans à x= o et i , et dans l’intervalle compris entre ces deux points, elles auront un nombre m de points communs, dont les projections sur l’axe des x seront équidistantes. Ce résultat subsistera , quelque grand qu’on suppose le nombre m ; à mesure que ce nombre augmentera, les points communs aux deux courbes se rapprocheront; et à la limite m = oo , ces deux courbes coïncideront parfaitement dans toute la portion comprise depuis x—o jusqu’à x= i. Or, à cette lraiite, la somme qui exprime la valeur de Y» se changera en une intégrale définie ; et ri étant un nombre entier et positif quelconque, si l’on fait
~ = x', = dxf,
il en résultera
y„ = jx' , Y. = ay'1 sin mtxf .j'x'dx' ;
en même temps la série (i5) se prolongera depuis »=» i jusqu’à n = co ; et en remettant jx à la place de y, on aura
jx — 22 (y'* sin nvrx? .fxfdxf^ sin nxx ;
résultat qui coïncide avec la formule (10), en prenant, dans celle-ci, l pour unité.
Les valeurs des deux sommes que nous avons supposées connues s’obtiennent, en effet , sans difficulté. Je désigne par i un nombre entier moindre que a (m -fri), pour lequel ou pourra prendre succes-
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Giverueut ri — n et ri -H n , et qui ne sera pas zéro. Soit alors
i -f- cos
~j~ cos
+ cos-
. rmV
-f*. . . + COS = f.
En multipliant par a cos — ^ - , on aura
a s cos
I* . iltr 3it
cos— - — +• cos — ■ — 1- cas-
rn 1 t * ti
mi 9
— I -f-cos— - — — COS— - 4- cos nr ;
et, à cause de
miw iw
COS — = COS m COS r~
71 lW \
on en conclut
2 (• - cos ^rds = (* - cos ^V.) (■ - cos '*>•
Donc, en supprimant le facteur commun i — cos , qui n’est pas nul, par hypothèse, on aura
s = } — ^ cos tar ; ce qu’il s’agissait de trouver.
Au reste, la formule precedente et toutes celles que nous avons trouvées dans ce chapitre, sont comprises dans l'équation (aa) du n° 86 ; mais cette équation comprend un grand nombre d’autres formules de la même nature, que l’on doit admettre comme la conséquence certaine de la solution générale de chaque problème, et qu’il serait à désirer que l’on parvint à démontrer d'une manière plus directe. Malheureusement le mode de démonstratiou de Lagrange et celui du n” g3 ne paraissent pas pouvoir s’appliquer à ces autres formules , dans lesquelles la fonction arbitraire n’est point exprimée en série de sinus ou de cosinus des multiples i, a, 3, 4, etc., ou i, 3, 5, 7, etc., de la variable, comme dans toutes les formules précédentes.
(10a). Dans ces différentes formules, on peut supposer la quan-
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tité / aussi grande que l’on veut, et même infinie. Dans le cas de / = oo , la formule (5) représentera la fonction Jx pour toutes les valeurs réelles de x, depuis x = — ao jusqu’à x=co; son premier terme s’évanouira ; et si l’on fait
la somme Z quelle renferme se changera en une intégrale relative a. Il en résultera cette autre formule
fx — ' J' f cos a ( jt — x')fx'dctdx', (14)
dont Fouricr a enrichi l’Analyse, ou , du moins, qu’il a donnée le premier pour les cas où»l’on a jx — j\ — x) ou fx — —J\ — x) , et dont il était aisé de déduire la formule générale.
Tout ce que l’on a dit relativement à la formule (5) conviendra également b celle-ci. Ainsi, on pourra la diflërenticr par rapport à x, ou l’intégrer après l’avoir multipliée par dx ; on y pourra prendre poav Jx une fonction discontinue, qui ait des valeurs quelconques depuis x = A jusqu’à x — A', et qui soit nulle pour toutes les valeurs de x non comprises entre ces limites. Dans ce cas , il suffira d'intégrer par rapport à x', depuis x' = A jusqu’à = mais il ne faudra pas oublier que celte formule (ij) ne donnera que la moitié des valeurs de Jx, correspondantes à x= A et x = A', et que sa différentielle relative à x et divisée par dx , deviendra infinie pour ces mêmes valeurs de la variable , à moins que l’on n’ait f A = o et /A' = o.
Pour appliquer cette formule à une lonclion donnée Jx qui croit indéfiniment avec la variable, on changera jx en une fonction discontinue qui soit nulle cn-deçà et au-delà de limites arbitraires , pourvu quelles comprennent les valeurs de x pour lesquelles on voudra représenter celles de Jx. Si l’on a, par exemple , Jx=x, on ne pourra pas intégrer depuis x'= — 00 jusqu’à x' = ao , puisque ces limites rendraient l’intégrale indéterminée. On supposera donc que la fonction Jx' soit nulle pour x‘ < A et pour x > A' ; et l’on aura d’abord
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x'cos et (x — x')dx' — — — sin<t(x — A') -f- ^sin et (x — + ? T005 « (x — A') — i] — ^ [cos <*(x — A) — i ].
Or, d’après une formule connue , on a
sin het
da =z{7T, = — ±7r, =o ,
selon que la constante A est positive, négative ou zéro ; en multipliant par dh, intégrant ensuite et prenant l’intégrale de manière qu’elle s’évanouisse avec h, on en conclut
J' (cos het — ii) ^r= — firA , = -f- -jw/i , = o.
Si donc on prend successivement x — A' et x — A pour la constante h, et que l’on suppose x > A et < A', il en résultera
ï/rur x' cos a(x — x')dxQ <fst
ce qui vérifie la formule ( t4)> appliquée , de la manière que l’on a dite , à l’exemple donné. Dans le cas de x < A et < A', on aura de même
I flf x' cos et (x — x'Jdj/Jtfa = x A' — $A -f- x( x — A')
et dans le cas de x = A et < A', on aura aussi
[ p x' cos * (A — x') dxQ da. = -j A' -f- \ (A — A') = (■ A.
On trouvera pareillement que la formule (14) se réduit à zéro dans le cas de x > A et > A', et à a a' dans le cas de x > A et =r A'. On sera de même obligé de changer les limites rib oo en d’antres limites A et A' de grandeur finie , lorsque la fonction donnée fx1 sera une quantité périodique ; et , généralement , on ne pourra employer les limites =fc <x> dans l’intégration relative à x', que quand cette fonction s’évanouira pour ces deux valeurs extrêmes de la variable.
Quoique l’équation (14) ait lieu pour toutes les valeurs réelles de
DE LA CHALEUR. ao7
la variable, depuis x = — * jusqu’à x = oo , elle n’est cependant pas identique, et ne subsiste pas, en general , pour des valeurs imaginaires de x. La série dont nous sommes partis dans le n* g3 , n'était convergente et ne pouvait être employée que pour des valeurs réelles de l’angle a ; il s’ensuit que les formules qui en ont été déduites, et, conséquemment, la formule (i4)> ne sont aussi démontrées que pour des valeurs réelles de x; mais le cas des valeurs imaginaires ne devant pas se présenter dans la théorie de la chaleur, je renverrai sur ce point, relatif au degré de généralité et à la nature de la formule (i.j), à l’examen que j'en ai fait dans un mémoire .déjà cité [*).
(mi). Lorsque la fonction fx' sera donnée, et que l’intégrale relative à x' pourra s’obtenir sous forme finie, la formule (14) se trouvera réduite à une intégrale simple, relative à « et dont fx sera la valeur; mais ce moyen ne fait connaître la valeur d’aucune intégrale qui n’ait pas déjà été déterminée par d’autres procédés. Si, au contraire, la fonction fx est arbitraire, et qu’on veuille vérifier l'équation (14) dans toute sa généralité, il faudra d’abord effectuer l’intégration relative à a. ; ce qui exige une attention particulière, attendu que les limites zéro et l’infini 11e peuvent pas être changées comme celles de l’intégration par rapport à x'.
L’intcgrale d'une quantité périodique qui s’étend à l'infini, doit toujours être considérée comme la limite d’une autre intégrale dont les élémens décroissent à mesure que la variable augmente , et sont nttls quand la variable est infinie ; observation semblable à celle que rious avons déjà faite relativement aux séries infimes de quantités
périodiques. Cela étant , on pourra considérer / cos a (x — x') da
e cos a ( x — • x1) da , c’est-à-dire , comme
la valeur de cette dernière intégrale qui a lieu quand on y suppose la constante g infiniment petite et positive , et dans laquelle intégrale e représente la base des logarithmes népériens. On parviendra , de cette manière, à une démonstration de la formule (14), tout -à -fait pareille à celle de la formule (5) qui a été donnée dans le n* g3.
‘ f) Jounidl de f École Polytechnique , igj* cahier, page 456
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Nous pouvons aussi prendre pour J cos et(x — x') dx' , la valeur de
/„ cos & (x — x’)da correspondante à la constaute g infiniment
petite et toujours positive ; car d’après une formule connue , et qui se déduit de celle que l’on a déjà employée dans le n° 74 , nous avons
cos a (x — x') da =
quelle que soit la constante positive g; en appelant P le second membre de l’équation (*4)» nous aurons donc
Or
fe fx'
dx' g ’
à la limite où la constante g est infiniment petite; et il s’agira de faire voir qu’à cette limite on a P =_/x. Or, la quantité comprise sous le signe f s’évanouit avec g pour toutes les valeurs de x', excepté celles qui different infiniment peu de x. Si donc on fait x'= x-f • z-, on pourra regarder z comme une variable infiniment petite , positive ou négative ; par conséquent , on aura
dt
Ws ’
mais, à cause que la quantité soumise à l’intégration s’évanouit avec g pour toute valeur finie de s, il sera permis d’étendre maintenant cette intégrale depuis z = — 00 jusqu’à z = 00 ; et comme on
il en résultera effectivement P = fx.
Au lieu de substituer * f* cos a (x — x') da. une autre intégrale
dont la première soit la limite, on peut encore intégrer d’abord depuis * = 0 jusqu’à une valeur indéterminée de a, qu’on traitera
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comme infinie dans l'intégration relative à af. De cette manière , on aura
J cos <t (x — x ) da. = — — — — p — ; le second membre P de l’équation (14) sera donc
p ='- r tiaa(x Z
et si l’on y fait
x> — x , dxf = — ,
il deviendra
Or, la constante « étant infinie, la fonction f (x -j- ^ se réduit à
fx, excepté pour les valeurs de z qui sont elles-mêmes infinies, et auxquelles on peut ne pas avoir égard , parce que le facteur
rend aussi infiniment petite la partie de l’intégrale qui leur
correspond. Donc en observant que l’intégrale J’ dz est,
comme on sait, égale à 7r, on aura P = fx ; ce qui fournit encore une vérification de la formule (i.f). C’est ainsi qu’elle a été démontrée par Deflers, élève de l’École normale, mort il y a quelques années.
(io4). Cette formule (14) s’étendra, sans aucuue difficulté, aux fonctions de deux ou de plusieurs variables. Pour exprimer , de cette manière, la fonction f(x, y) pour toutes les valeurs réelles de x et j, on la mettra d'abord dans l’équation (14) à la place de fx; d’où il résultera
/(•*> J) — \ fa COS * (x — x')/(x', y) dxfda..
D’après la même équation , on aura également
/(*'» r) — cos 6(7 — /)/(*'» /Wté ;
et, de ces deux formules, on conclut
f f f cos*(ar— x')cos Z{jr—y')f{x',j,)dxdSda.dZ.
H J — <Bj O J O
Une fonction de trois variables s’exprimera de même pour une intégrale sextuple ; et ainsi de suite.
La même chose aura lieu à l’égard des fonctions de plusieurs variables que j’on voudra seulement représenter dans une étendue • limitée des valeurs de ces variables. D’après la formule (9), par exemple, nous aurons
/(■*, ÿ>—\ fl /(*'» 3) ** + j * Q fl c°* ^/(*\ J)dx' co«
* p flf{x',f) & + j x\_ fl' cos SW~^ <=<>» ;
d’où l’on conclura
f(r, r) = if. fl fl f (*'. ywdy
+ tf 2 [/T/; cos nr/< ^ ^ cos
+f2 [/!/: C0‘ njr-w,y)
+ ^ 22 C fl fl COT "rc05 “F" 004 TT 004 •
Les quantités l et 1' sont des constantes données; n et ri sont des nombres entiers et positifs, auxquels se rapportent les sommes 2 qui s’étendent depuis l’unité jusqu’à l’infini. L’équation a lieu pour toutes les valeurs de x et y depuis jc = o ety = o jusqu’à x = l et y ss V, en y comprenant les valeurs extrêmes. Si l’on fût parti d’une équation qui n’ait pas lieu, comme l’équation (9), pour les valeurs extrêmes, il faudrait ajouter à la formule définitive une partie complémentaire , facile à déterminer d’après ce qu’on a vu dans le n“ 99. On pourrait aussi obtenir des formules qui exprimeraient une fonction ÿ"(x, y) entre des limites relatives à l’une des variables , données en fonctions de l’autre variable , et entre des valeurs de cette seconde variable qui seraient des constantes
DE LA CHALEUR, aussi données; en sorte que /(x, y) étant l’ordonnée d’une surface dont x et y sont les deux autres coordonnées courantes, cette fonction /{x, y) se trouverait représentée pour tous les points d’une portion de la surface dont la projection sur le plan des x et y serait terminée par une courbe donnée. Mais quand il s’agit de représenter par une série de quantités périodiques une fonction arbitraire de deux variables , dans une étendue limitée des valeurs de ces variables , il vaut mieux exprimer cette fonction par une série de certaines fonctions de deux angles , qui est plus appropriée aux questions où l’on en fait usage , et qui nous reste actuellement à considérer.
CHAPITRE VIII
Suite de là digression sur la manière de représenter les Jonctions arbitraires par des séries de quantités périodiques.
(io5). Supposons qu’on ait décrit une surface sphérique dont le rayon soit égal à l’unité, et menons par le centre trois axes rectangulaires. Soit 8 l’angle compris entre le rayon d’un point quelconque de cette surface et l’un de ces trois axes ; projetons ce rayon sur le plan des deux autres axes, et soit 4 l'angle que fait sa projection avec l’une de ces deiix droites : les coordonnées de ce point, rapportées aux trois axes fixes , seront
cos 0 , sin 6 sin 4 > sin 0 cos 4 ;
l’élément correspondant de la surface sphérique aura sin 6<f8rf4 pour expression ; et pour étendre les angles 8 et 4 à tous les points de cette surface, il faudra leur donner toutes les valeurs comprises depuis 6 = 0 et 4 — ° jusqu’à 8 = tc et 4 = aw*
Désignons par Y. une fonction rationnelle, entière et du degré n, des trois coordonnées précédentes, qui satisfasse, en outre, à l’é- * quation
sin idê
sin* ê J4/*
oj (1)
en sorte que l’expression la plus générale de Y. soit une intégrale particulière de cette équation aux différences partielles, qui contiendra , comme on peut s’en assurer (*) , un nombre an -f- 1 de constantes arbitraires.
(*) Mécanique céleste, tome II , pages 3g —
DE LA CHALEUR. a, 3
Cela posé, toute fonction f( 0 , 4) des deux variables 0 et 4 peut être représentée par une série de cette forme :
/( fl, 4)==Y0 + Y1+Y.-f-YJ+....+ Y.+ clc., 00
pour toutes les valeurs de S et 4 renfermées entre les limites 6=0 et 0 = -jr , 4=oet 4= air, pourvu que cette fonction ne devienne point infinie entre ces mêmes limites.
Ce théorème est d’une grande importance par les nombreuses applications qu’on en a faites dans la mécanique céleste, dans la théorie de la chaleur et dans d’autres questions de Physique et de Mécanique. La démonstration que j’en ai donnée dans plusieurs mémoires, et que je vais reproduire ici, me -semble propre à dissiper tous les doutes que l’on avait élevés sur sa généralité.
(106). Cette démonstration est fondée sur un autre théorème dont voici l’énoncé. —
Soit, pour abréger,
cos 0 cos 0' -f- sin 0 siu 0' cos (4 — 40 = P >' soit ensuite
= ±. rr
» {1 — •’')_/* {#', 4»') sin b'Ht'ii J.'
a désignant une constante positive qui peut différer aussi peu qu’on voudra de l’unité , et le radical \/ 1 — -jap -H a‘, qui se trouve au dénominateur, étant aussi regardé comme une quantité positive dans toute l'étendue des intégrations : la limite de X relative à a, c’està-dire, la valeur de X qui a lieu quand la différence 1 — a. devient infiniment petite, sera
x = =fc/(9, 4),.
pour toutes les valeurs de 0 et 4 comprises entre les limites des intégrations; le signe supérieur ou le signe inférieur ayant lieu selon que l’on a * ■< 1 ou a > 1 . La démonstration de ce second théorème repose sur les mêmes principes que celle du n* g5.
En effet, le coefficient de d^d\'t sous le double signe ff , de-
vient infiniment petit en même temps que i — et, excepté lorsque P diffère infiniment peu de l'unité , ce qui rend aussi infiniment petit le dénominateur de ce coefficient. Or, d’après les limites où sont renfermées 6' et 4', et entre lesquelles on suppose comprises les valeurs de 9 et 4 j on ne peut avoir p = », à moins qu'on n’ait 9' = 8, 4' — 4 » donc, en faisant fl' = 6 4* ==4-f"s» H suffira détendre les
intégrations à des valeurs infiniment petites , positives ou négatives, de y et z, pour obtenir la partie de l’intégrale double qui peut ne pas devenir infiniment petite en même temps que la différence i — et. Mais en traitant ces nouvelles variables jr et s comme des quantités infiniment petites, nous aurons
i — p = + ; z* sin* 8-
De plus , si l’on suppose a. < i , que l’on désigne par g une quantité infiniment petite et positive, et que l’on fasse t — a=sg, on aura aussi
i — aap -f- «* = g* -f- jr* -f- s* sin* 9 ,
(i — a.') 4') sin 9' = 2g f( 8 , 4) ®*n ®-
Au moyen de ces valeurs, nous aurons donc
X = -^<* Cf p sin ^dt .
et maintenant les intégrations s’effectueront sans difficulté.
L’intégrale relative à z étant infiniment petite pour toutes les valeurs finies de la variable, nous pourrons l’étendre, sans altérer sa valeur, depuis z = — oo jusqn’à z = oo ; alors, si l’on fait
z sin 8 = z' \/g‘ -j-y‘ , sin 8 <iz = Vg' >
les limites relatives à z' seront toujours =1= oo , et l’on aura
X f g*» * — /fL 4) Ç rir
ar J g'+J*J -m 1 »■
D’après ce que la constante g représente, l’intégrale relative à y est
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aussi indépendante des limites qu'on lui attribuera; car, en désignant par h une quantité positive et d'uhc grandeur tinie, et intégrant depuis y — — h jusqu’à j = h , on aura
quantité égale à tr , puisque g est un infiniment petit, et, conséquemment, - = 00.
Nous aurons donc finalement
x = /(fl, 4)>
pour la limite de X relative à la différence î — ot infiniment petite, quand on suppose a, < i ; et l’on trouverait de même — /(Ô , 4) pour celte limite, dans le cas de « > i ; ce qu’il s’agissait de démontrer.
Le principe essentiel de celte démonstration consiste en ce que l’on considère la fonction ftft, 40 comme constante dans l’étendue des valeurs de 0' et 40 infiniment peu différentes de 0 et 4» et pour lesquelles l’intégrale représentée par X ne s’évanouit pas avec la différence 1 — a. Cela résulte effectivement de ce que, par hypothèse, la fonction /'(fl', 40 ne devient pas infinie entre les limites de l’intégrale double; en sorte que si l’on fait
/lô', 4') = /(fl, 4) 4- K,
£ sera une quantité qui deviendra infiniment petite, quand les différences ô' — 0 et 4' — 4 le seront l’une et l’autre. De cette manière , on aura
^ ^ *‘l> | — ^ sin
n /•»/'»(! — «') j sin frltd-l
Lorsque a différera infiniment peu de l’unité, il suffira , comme on l’a dit plus haut, détendre les intégrations à des valeurs infiniment petites de 8' — 8 et 4' — 4- La plus grande valeur de Ç, dans cette étendue, sera elle-même infiniment petite; et si nous la désignons
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par S, la seconde intégrale double sera moindre que
(i — «•) sin b'dtfd^,'
par conséquent, on pourra la négliger comme infiniment petite par rapport à la première ; ce qui revient à regarder f(W, 4’) comme une constante égale à f{ 0, 4)i ainsi que nous l’avons pratiqué ici et dans tous les cas semblables. Nous faisons cette observation pour répondre à une objection que l’on avait élevée contre l’exactitude de notre analyse.
(107). Avant de conclure de ce théorème celui du n* 104, il est bon de remarquer que la limite de la quantité X n’est plus égale à à= /(0, 4), lorsqu’on donne à 6 ou à 4 l’une de ses valeurs extrêmes , et de chercher ce que devient cette limite pour chacune de ces valeurs.
Si l'on a4=o, il y aura deux valeurs 4* = o et 4 ' = aw, telles qu’en les prenant avec fl'= 0, la quantité p sera égale à l’unité. Pour avoir alors la valeur complète de X, qui a lieu quand la différence 1 — a. est infiniment petite, 011 devra donc faire successivement 4,= z et 4'=: + 2Tf; mais comme la variable 4’ doit toujours être positive et ne pas dépasser 2it , il faudra, dans le premier cas, n’attribuer à z que des valeurs positives, et, dans le second, ne lui donner que des valeurs négatives. Il en résulte que dans le calcul du numéro précédent, on devra seulement intégrer depuis z = o jusqu’à s = » dans le cas de 4/ — - > et depuis z = — «jusqu’à z = o dans le cas de 4* = s -f- aar ; ce qui réduira, dans ces deux cas, à la moitié de sa valeur précédente l’intégrale relative à z; et de là on conclut que pour la valeur particulière 4 — 0 la limite de la valeur de X sera
On verra pareillement que cette limite sera encore la meme pour l’autre valeur extrême 4 — aw.
Dans le cas de 0 = o, on a p — cos 0', et, conséquemment ,
x = - rv (i~*') 8*° vdh’ 1 d 4 '
4*- y» [_J o (,_i« cos 6'+«r J
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Mais, lorsque et diffère infiniment peu de l’unité, l'intcgrale relative à 6' n’a de valeur que quand la variable est infiniment petite ; ce qui permet de faire 0'=o dans f[f$' , et de conserver, néanmoins, les li-
mites 0'= o et 6' = -îf de cette intégrale. La formule précédente se changera donc en celle-ci :
J o (i — a» cos8'-f- «*)*
Or, quelle que soit la constante * , on a
/’(i — «*) sînS'rfS' > — «* , q _
fî— a^coiy-f •*)* -t/|-«co.6'+7‘
C étant la constante arbitraire. Aux deux limites 8* = o et fl' = 7r, le radical a pour valeur ±(i — a)et±(i-f-a); et comme il doit toujours être une quantité positive , il faudra prendre i -f- a à la limite 6' == 7r , et , selon qu’on aura a < i ou a > î , on prendra i — « ou a — i k la limite 6'=o; d’où l’on conclut, en passant à l’intégrale définie,
y'» (l — «•) »in (ÏM a
o (i — mco»*'4V)‘
selon que la différence quelconque i — a sera positive ou négative. Par conséquent, la valeur de X, qui a lieu quand cette différence devient infiniment petite, sera
On trouvera de même
pour cette limite de X , dans le cas de 8 = k.
Ainsi, abstraction faite du signe, la limite de X qui répond aux valeurs extrêmes 4 = o et 4 = 3», est la demi-somme des valeurs correspondantes de f(Q, 4)> ct la limite de la même quantité, qui a lieu pour chacune des valeurs extrêmes 0 = o ou 0 = tt , est la moyenne des valeurs de f(o, 40 ou de f{yr , 4')» depuis 4'= 0 jusqu’à 4'= J7T. Pour que la limite X = f{b, 4)» ou le théorème du numéro précédent , convienne à ces valeurs extrêmes de
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4 et 9, ii faudra donc qu’on ait f( 9, o) = f{9 , aw), et que la fonction f{9, 4) soit indépendante de 4 > pour 8 = o et pour 8 = tt.‘ Dans l’étendue des valeurs de 8 et 4 où ce théorème subsiste, la fonction f(9, 4) pourra être continue ou discontinue ; mais si elle a , par exemple, une certaine forme depuis 8 = 0 jusqu’à 8 = 8(, et une autre depuis 8 = 8, jusqu a 8 = vr , et si les deux valeurs de f(f), 4) qui répondent à 8 = 8,, ne sont point égales, on s’assurera aisément, par l’analyse précédente, que pour cette valeur particulière de 9 la limite de X sera la demi-somme de ces deux valeurs ine'gales de /(8, 4)- U en sera de même relativement à l’autre variable 4- (108). Maintenant, soit
Supposons a > o et < i , et développons suivant les puissances de sx ; nous aurons
f = 1 + <*P, + «‘P, -f* <*5Pj + + «*P. + etc. ;
P, étaut une fonction de p , rationnelle , entière et du degré « , qui a pour expression
„ i .3.5. . .an— i / . n.n — i , n.n — t.n — a.n — 3 . , P* = 1.2.3"..» \P ~ 2-^=i P MT2^-..2B- 3 P
- 2 . 4 vc. 2» -T^nrr, -g p'~' + e,c0 »
comme il est facile de s’en assurer, en développant d’abord la quantité f par la formule du binôme, suivant les puissances de a p* — a’, et ensuite les termes de ce premier développement suivant les puissances de a.
D’après ce que p représente (n* 106), on peut regarder cette quaulité comme le cosinus d’un certain angle, de sorte que p ne peut jamais surpasser =fc 1. Dans le cas de p = =fc 1 , on a
or, je dis que pour tonte autre valeur de p, le coefficient P, est moindre que l’unité, abstraction feite du signe (*).
(*) Exercice! de Calcul intégral, toiue II, page 248.
Faisons, en effet ,
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p = cos a , c = 6 , e — >>
e étant la base des logarithmes népériens, et a> un angle réel. Nous anrons alors
En développant ces deux facteurs de p par la formule du binôme, on voit que / sera le produit des deux séries
•> + r(‘> + îTë “ > + ïto* ^+etc- »
qui sont convergentes, puisqu’on suppose a < i ; et si l’on multiplie ces deux séries l’une par l’autre, que l’on prenne la somme des termes du produit qui auront «.* pour facteur, et que l’on fasse disparaître les imaginaires, le coefficient de *" ou P. sera évidemment de la forme :
P. = A cos ru* -f- B eos (n — a) «*+- Ccos (n — 4)<“ + elc- >
A , B, C, etc., étant des quantités positives et indépendantes de ai. Par conséquent, la plus grande valeur de P. répondra à u = o ou p — i , et ne surpassera pas l’unité.
Il résulte de là que le développement de p sera une série convergente, quelle que petite que soit la différence i — a; condition indispensable pour qu’on puisse employer cette série à la place de p dans les calculs suivans.
Observons aussi que la quantité P. est un cas particulier de celle que nous avons désignée généralement par Y, dans le n* io5. En effet, après avoir mis cos ai à la place de p, si l’on différentie le produit cep par rapport à ai et à a , on en conclura , sans difficulté ,
~XF ■*"" «* sin mdu
et si l’on substitue dans le premier membre de cette équation , à la
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place de />, son développement, et que l’on égale ensnite à zéro le
coefficient de a"-' dans ce premier membre, on aura
&iu mdm
Or, en comparant ce résultat à l’cquation (i) , on voit que P. devra se déduire de la quantité Y,, en supposant cette fonction indépendante de l’angle 4» et y mettant ai à la place de 0.
(109). 11 est facile de démontrer actuellement le théorème du n* io5.
En effet, on a identiquement
' de t
au moyen de quoi la quantité X peut s’écrire sous cette forme :
*- if.T.'X' + “ a ».«»+'.
En y substituant pour p son développement, on aura donc
’ X = £ /;/” [. + 3 «P, + 5«‘P. -h 7*jPj + • . . .
. , . (an + 1) a’P. -f- etc •1/(0', 40s*n WdH'd-\' ;
et cette quantité X se trouvera ainsi développée suivant les puissances de a. Or, dans ce développement, le coefficient de a* est, aussi bien que P, , une quantité de la même nature que Y. ; en prenant donc
y. = p./(0r, 40 «a wtKdv, (4)
et supposant que a diffère infiuiment peu de l’unité, nous aurons
X = Y. + Y. + Y, + Y, H- . . . . +Y. -f- etc. ;
mais, à cette limite, la valeur de X est f( 6, 4)> d’après le théorème du n° 106; cette dernière équation n’est donc autre chose que l’équation (a) qu’il s'agissait de démontrer.
Pour que l'équation (a) s’applique aux limites mêmes des valeurs de 9 et 4 , pour lesquelles elle a lieu , il faudra qu’on ait /(fl , o) = /(fl, 27r), et que les valeurs de /(o, 4) et /(* » 4) soient indépendantes de 4- Quand ces conditions ne seront pas remplies, on devra modifier l’équation (a), relativement aux valeurs extrêmes de Ô et 4 < d’après ce qu’on a trouvé dans le n° 107. Lorsque /(fl, 4) sera une fonction continue et d'une forme donnée, si l’on veut étendre l’équation (2) au-delà de ces limites de 8 et 4 » on fera
9 == im -h u, 4 —
m et m ! étant deux nombres entiers et positifs , et en désignant par u et v des variables positives, telles que l’on ait u et v < 271 En substituant ces quantités à la place de fl et 4 dans l'expression donnée de /(fl, 4 ) > elle sc changera en une fonction de « et v, et des deux nombres m et m', à laquelle on pourra appliquer l’équation (2).
Si l’on difl’érentie cette équation, soit par rappottà 6, soit par rapport à 4, on en déduira deux autres formules qui auront lieu dans la même étendue des valeurs de 4 et fl» et qui subsisteront aux limites mêmes de ces valeurs , lorsque certaines conditions seront remplies, outre celles qui sont nécessaires pour que l’équation (2) convienne à ces limites. Je me borne ici à indiquer ces deux autres formules , que l’on trouvera dans mon mémoire sur Y Attraction des Sphéroïdes (*).
(no). Toutes les fois que /(fl, 4) scra u,ie fonction rationnelle et entière de cos fl,. sinflcos4» sin 6 sin 4 , comme les quantités de la nature de A. , son développement en série de quantités de cette espèce ne renfermera qu’un nombre fini de. termes, et il sera facile à former dans chaque cas particulier. Au contraire , quand /(fl, 4) sera d’une autre forme, on bien quand elle sera une fonction discontinue, la série (3) se prolongera à l’infini; et, pour en calculer les termes successifs, il faudra recourir à la formule (4)- Or, à cause du facteur an-f- 1 de cette formule, on pourrait craindre que les termes de k série (3) n’allassent en croissant, et que la sé-
(*) Connaissante des Tems, anuée 1829, paye 3 39
rie ne fut divergente, auquel cas on ne pourrait plus s’en servir pour représenter la fonction /(8, 4) ; mais, par une transformation convenable, on peut prouver que les termes très éloignés des premiers décroissent de plus en plus à mesure que l’iDdicc n augmente, et deviennent nuis quand ce nombre est inüni.
En effet, pour plus de généralité, considérons l’intégrale double
flf: Y './(«'» 40
dans laquelle Y', représente ce que devient la fonction Y. du n* io5, lorsqu’on y met 9' et 4' au beu de 8 et 4 » et peut , en outre , renfermer, d’une manière quelconque, ces angles 6 et 4 > qui seront regardés comme des constantes données. Cette fonction Y'., et, par suite, cette intégrale, comprendront, comme cas particulier, la quantité P. et l’intégrale contenue dans la formule (4). En vertu de l’équation (1), on aura
Y', sin 0' = -J — - (*"* ^ ! £1;
n(rt + 0 àt n (n •+• 1) sin 6' '
L’intégration par partie donne
'-(-.rÿ)
w 40 = ÿ sin •'/(«', 40
aux limites 0' = o et 0' == w, les quantités comprises hors du signe f s’évanouissent ; on aura donc simplement
L’intégration par partie donne également
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chacune des quantités Y', et a des valeurs égalés, aux limites 4 — o et 4* =2^; nous supposerons qu’il en soit de même à 1 egard de la fonction /( 8', 4') et tie 500 coefficient différentiel ; cela
étant, les termes compris hors des signes /seront égaux , à leurs deux limites, et disparaîtront conséquemment en passant à l’intégrale définie; en sorte que l’on aura simplement
/Tv /<-v’ 4')'‘+'
D’après cela, si l’on fait, pour abréger, on conclura de toutes ces valeurs
transformation remarquable qui s’applique i l’équation (4) et qui nous servira aussi tout à l’heure à un autre usage.
Maintenant, si l’on met dans cette équation (5) P« à la place de Y'., on pourra changer l’équation (4) en celle-ci :
v- — f^FTî/r/.” p-
Or, la plus grande valeur de P, est l’unité en plus on en moins; généralement, la fonction F (8', 4') ne deviendra pas infinie entre les limites de l’intégration , si ce n’est aux limites même 0'seso et &'=’», à raison du dénominateur de son second terme; mais je supposerai qu’à ces limites la fonction est indépendante de l’angle 4'> ce qui fera disparaître les valeurs correspondantes de ce second terme. En désignant donc par k la plus grande valeur de F (8', 4’}» abstraction faite du signe, k sera une quantité finie, et nous aurons, aussi 'en grandeur absolue,
d’où l’on conclut que quand le nombre n sera très grand, les valeurs
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de Y. diminueront de plus en plus, à mesure que leurs indices augmenteront encore davantage, et qu’elles seront nulles pour n = x> ; ce qu’il s’agissait de faire voir.
(m). Mettons, dans l'équation (5), fl et 4 au lieu de 0' et 4*. et prenons pour la fonction arbitraire f (0, 4)» une fonction Z., de la même nature que Y,, mais correspondante à un indice n' différent de n; nous aurons d’abord
et , par conséquent.
d' Z„ sln 8 éfy* *
F (0,4) = — »'(«' ■+■ «) Z„ sin 0,
en vertu de l’équation (i) appliquée à cette fonction Z„. L’équation (5) deviendra donc
w * ««+ = vSïÿ/.X" v-z-
elle sera identique dans le cas de n' — n; mais ces deux nombres étant supposés inégaux , il faudra qu’on ait
/X’ Y. Z„ sin 0rf0rf4 =0; (6)
propriété très importante des quantités de la nature de Y, ou Z„ , qui se démontre, comme on voit, indépendamment de la forme de ces fonctions, et d’après la seule considération de l’équation (1) qui sert à les définir.
Lorsque les nombres n et n' sont égaux,- l’intégrale double que nous considérons pourra toujours s'obtenir sous forme finie par les règles ordinaires; mais sa valeur est très simple et peut s’exprimer d’une manière générale, dans le cas où l’une des deux fonctions comprises sous k signe ff est la fonction particulière P,.
Pour cela , je change , dans l’équation {4) , 0 et 4 en 6' et 4% et réciproquement; pétant symétrique par rapport à 0 et 0', aiusi qu a 4 et 4*> he changera pas, non plus que P„ ; en désignant par Y', ce que Y, deviendra , on aura donc
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Je substitue la série (a) à la place de /'(S, 4)î puisque la quantité P. est de la raètue nature que Y., on aura, en vertu dei’équa- . tion (6), •
rjr sin SrfdtLJ, = o ,
tant que les indices n et n! seront inégaux ; tous les termes du premier membre de l’équation précédente s’évanouiront donc, excepté celui qui répondra à n' — n; par conséquent, on aura
• ; r/rp-,-“Mw+=Æi'- (7>
(lia). C’est sur les propriétés des termes de la série (a), exprimées par eps équations (6) et (y), que sont fondés les nombreux usages que l’on fait de cette série. La première conséquence que l’on en déduit consiste en ce qu’une même fonction y(0, 4) ne peut être représentée que d’une seule manière par une série de cette nature, pour toutes les valeurs de S et 4 comprises entée fl = o et 8 = tt,
4 = o -et 4 — aw. E*n effet, supposons que par des moyens quelconques on ait trouvé ces detix expressions
f (8» 4) = “b* U, -4- U; + Uj 4~* • • •+ U. -+• etc.,
/(8,4) = V. + V. + V. 4- vs + ....+ V.-f- etc. ,
en séries convergentes, dont les termes généraux U. et V, sont des fonctions delà nature de Y,; entre' les limites des valeurs de 6 et 4, il faudra que ces deux séries soient égales; or, si on les multiplie par P, sin 0ri8r/4) «t que l’on intègre ensuite depuis 6= o et 4— o jusqu’à 0 = -7r et 4 = 3-7r» on aura, en vertu de l’équation (6),
. f’f" P. U„ sin W4 = o , P. V. sin md-\ = o ,
tant que Tes indices n et n' seront différens ; il en résultera donc • •
/;/;• p. u. sin ôrfw4 = p. v. sin »4 ;
et d’après l’éqtiation (7), on en conclura U. = V.; en sorte que les . deux séries seront identiques.
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Il n’en serait pas de même si la fonction donnée était représentée, comme dans le chapitre précédent, par une 'série de sinus et de cosinus des nfultiples de 8 et 4 : une même fonction, pour une étendue donnée des valeurs de chaque variable , peut être exprimée sous cette forme de beaucoup dê manières différentes; et quand on est parvenu à une équation dont les deux membres sont de telles séries , on n’en peut pas conduit, en général , que les termes semblables soient égaux de part et d’autre; égalité qui a toujours lieu , au contraire, pour les séries ordonnées suivant les quantités de la nature de Y..
(n3). Au moyen des équations (6) et (7), On peut aussi obtenir immédiatement sous forme finie, la valeur de toute Intégrale double Q, de là forme : *
r*n f* in Y» sin l did'y
a étant une constante donnée , p désignant la. même quantité que dans le 11’ 106, et le radical étant supposé positif dans toute l'étendue de l’intégration. Selon qu’on aura a < t ou a> 1, abstraction faite du signe, on* développera (1 — 3 ap + a‘)~‘ en série convergente , ordonnée suivant Ici puissances positives ou négatives de a; le coefficient de a* dans le premier cas, ou de a~‘~‘ dans lé second, sera toujours la quantité P. du n* 198; d’où l’on conclut, en vertu des équations (6) et (7), • r • •
^ an ■+■ 1 * '
dans le cas de a. < 1 , et
(an
dans le cas de a. > 1.
Si l’indice «est zéro, Y', sera une constante; et en la désignant par a , il eu résultera
Q = 4 7ra, ou Q = —,
selon qu’on aura a. < 1 ou a > 1 ; résultat qu’on peut vérifier au ■
mojen d’un théorème sur la réduction des intégrales doubles à des intégrales simples , auquel je suis parvenu par des considérations géométriques.
D'agrès ce théorème , on a . • •
J'" J' • sin = w f+ Ppdp ,
quelle que soit la fonction <pp. Relativement à l'intégrale Q, ou aura donc * .
Q = vra C+' . \ .
dans le cas de Y. = a. En effectuant l’intégration relative à p , il vient
Le radicqj devant toujours être positif, si l’on suppose, pour fixer les idées, que la constante a. soit aussi po^tive, il faudra toujours . prendre 1 ■+- a. pour la valeur de *V/(i ■+• tt)*> et selon qu’on aura a < 1 ou a > t , il faudra prendre 1 — a ou a. — 1 pour celle de V/(i— «)*> d’où il résultera
. ’ Q = 4™, ou Q =
valeurs qui .coïncident avec celles' que l’on obtient par le développement en série.
La différence des deux valeurs de Q provient, comme on voit, de la. nécessité d’une série convergente, quand on développe le radical ; ou bien, lorsqu’on intègre directement sous forme finie, .elle résulte de ce que le radical doit conserver le même signe dans toute l’étendue de l’intégratio'n , y compris les limites p — dzi.
Si la constante <t diffère infiniment peu de l’unité, les deux valeurs de Q diffèrent aussi infiniment peu l’une de l’autre ; mais il n’en est
pas de même à l’égard des valeurs de En différentiant par rapport
à a les valeurs de Q ; on en de'duit
(« — p) dp _
ou ss -,
selon qu'on suppose a. < i ou a. >» i ; et ces deux valeurs sont , comme on voit, très différentes l'une d$ l’autre, à la limite où la différence i — « devient infiniment petite. Ce paradoxe tient à ce qu’à cette limite une variation infiniment petite dans la valeur de <z suffit pour produire un changement brusque , c’est-à-dire , une variation de grandeur finie dans la valeur de l’intégrale. Dans le cas où Ton aurait rigoureusement a. = i , la valeur de cette intégrale serait la moyenne des deux valeurs précédentes, bu de xéro et a; et, en effet, -on a alors
dP_ —
/"•-H (s t — p) dp i Z1 M*i dp
Au reste, il existe beaucoup d’aurres intégrales définies renfermant une constante sous le signe f, qui ont des valeurs très différentes , selon que cette constante, comme ici la différence 1 — a, est positive ou négative, quoiqu’elle soit infiniment petite, et qui prennent une valeur moyenne, quand cette constante est rigoureusement nùlle. C’est ainsi que l’on par exemple
i bx
— O, ±= — -yr,
selon que la constante b est <o, =o, , >o, et quelque valeur qu’elle ait, finie ou infiniment petite, dans le premier et le dernier cas. •
(114). Si u est une quantité relative aux différens points d’un corps A , .leur température par exemple , cette quantité pourra être considérée comme une fonction des trois coordonnées polaires d'un point quelconque, c’est-à-dire, de son rayon vecteur, que j’appellerai r, et des deux anglés G et 4, du n° io5 , qui déterminent la direction de r, de sorte que l’on aura
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De plos, si l’origine de ces coordonnées polaires est un point pris dans l’intérieur de A, il suffira, pour appliquer cette fonction à tous les points de ce corps , d’étendre les valeurs de r depuis r = o jusqu'au rayon d’ufi point quelconque de la surface, qui serj donné, pour chaque corps, en fonction de 0 et ^ , et les' valeurs de ces angles depuis 0 = o et 4- = 0 jusqu’à 0 == it et 4 = Or, pn combinant la série (a) avec l'une des formules du chapitre précédent, on pourra toujours exprimer cette quantité u en une série de* quantités périodiques, applicable à tous les points de A.
Ainsi, en supposant que l soit la valeur de r qui répond à la surfaite de ce corps, on aura, d'après la formule (g) du 0° Ç)6,
«= 7 f‘ F(ri, 0, 4)dr'+ } 2 [ f‘ cos^F (ri, 0, 4)rf/] cos ^ ,
depuis r — o jusqu a r = l inclusivement, et pour toutes les valeurs de 0 et 4 j 1° somme 2’ s’étendant à toutes les valeurs du nombre entiôr ri, depuis ri =2 1 jusqu’à ri — =00. En mettant 6' et 4' à la place de 0 et 4 dans cette série , et la substituant ensuite à la place de / ( 0', 4' ) dans la formulé (4), on aura le terme général de la série (a). Si A est une sphère , et que l’origine dçs coordonnées soit placée à son centre , le rayon l sera une constante; et* dans ce cas, la série (a) donnera, après cette substitution , •
« = ^2 F (r',‘ 0', 4') sin Ô'dr'dïd-j.'J (a n + 1) P.
Ô',40sm8W^4'](an+* )p.cos "-fr
. la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs entières et positives de n, y compris zéro.
Lorsqu’on supposera le rayon l infini', la première partie de cette expression disparaîtra, la seconde changera de forme, et la formulé. conviendra à tous les points de l’espace. En faisant alors
lâ somme 2' se changera en une intégrale relative à a, qui s’éten-
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dra depuis <* = o jusqu'à a = oo , et l’on aura
m = 2 J' 4,)cos“rcos*rs*n
•La’ fonction «'ou F (r, 0, 4) *« trouve ainsi exprimée pour tons les points de l’espace par une série de quantités périodiques, dont tous les termes sont des intégrales quadruples. Par le théorème de Fourier (n” 102) i étendu à une fonction /(x, y, a) des trois coordonnées rectangulaires x , y, z, d’un point quelconque, cette quantité u ou f(x , y , z) se trouverait exprimée par une intégrale sextuple, savoir : • • . *
=hSo JT f » f t rf
On emploiera l’une ou l’autre de ces deux expressions d’une même quantité , selon les différentes questions où l’on %n devra faire
iu«ge-
. ( i t5 )'. Le théorème du n° 106 a suffi pour démontrer celui du
n» io5; mais la première de ces deux propositions est comprise dans’ une autre plus générale, qu’il est bon de connaître.
Soient c une constante positive quelconque, et p la même, quantité que dans le n° 106, savoir : ••
p = cos 0 cos 9' 4- sin 0 sin 0' cos (4 — 40 >
si nous fai son*
x _ C f*w r-" (i — »■)•/(»’, 40 sin Vdïd\’
K * ' '* J nJ o (i— »«/> + «•) ,+ÎC
et que nous supposions a < i , pour fixer les idées , nous aurons .
à la limite où la différence i — a deviendra infiniment petite; fhéorèrfte qui aura lieu, comme celui dn n° to6, pour toutes les valeurs de 6 et 4 comprises depuis 0 =o et 4 = 0 jusqu’à 0 = ir et 6 == xr , et qui se démontrera absolument de la même manière’.
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•Toutes les fois que la fonction J (0', 4 ) sera telle, que les intégrations relatives à 0' et 4’ pourront s’effectuer sous forme finie par les régies ordinaires, sans attribuer à la constante a aucune valeur particulière, il sera possible de vérifier la valeur de X quiVépond à la (imite a. — i . Pour en donner un exemple , prenons J\ 0', 4*) = p • Eu faisant 0'== 0 et 4' = 4 dans lîcxpression de p qu’on vient de rappeler, on aura _/ (0, 4) — * ! quantité X sera
p sin V dh'd\'
1+ je »
(l — a mp + «*)
d’après le théorème général, il faudra donc que cette quantité se réduise à 4’imitc pour la valeur particulière et = 1. C’est ce qu’on vérifiera de la manière suivante.
Au lieu de l’intégrale double contenue dans X, considérons, pour plus de généralité, l’intégrale
/'/ m <Pp • sip 0V/0V/4',
dans laquelle <pp est une’ fonction quelconque de p. Décrivons une surface sphérique d’un rayon égal à l’unité, par son centre menons arbitrairement. un axe fixe, et par cet axe un plan fixe. Soient .0' l’angle compris entre un rayon quelconque et cet axe, 4# l’angle que fait le plan de ces deux droites avec le plan fixe , et ds l’élément différentiel de la surface sphérique auquel aboutit le rayon quelconque. Les constantes 0 et 4 seront les valeurs de 0' et 4’ qui répondent à un rayon déterminé, et p exprimera le cosinus de l’angle compris entre ce rayon et celui qui répond à 0' et 4 - On "aura
ds = sin
l'intégrale précédente se changera en celle-ci fftppds , %t elle s’étendra à tous les points de la surface sphérique. Or, l’angle dont p est le cosinus et l’a fonction ç p ne dépendant aucunement de la.direction arbitraire de l’axe fixe à partir duquel l’angle G' est -compté, il est évident que cette dernière intégrale double en sera aussi indépendante ; on peut donc , si l’on veut, faire coïncider cet axe avec le rayon ^qui répond aux angles 0 et 4 > et si l’on représente alors par 0/ et 4, ce Vjue
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deviennent les angles variables 0' et 4-', il eu résultera
■ p — cos0(, ds = sin = — dpd-\r
L’intégrale fftypds, étendue à la surface sphérique entière, deviendra , de cette manière ,
. f/Qpds = flPJtP • sinÔ/i0,<H, = fT,f7 *P ‘ip d^> !
. d’où l’on conclut *
• . pp* Qp.sïntydtfd-l,' = 2irJ'+' <ppdp ;
ce qui est le théorème cité plus haut (n° 1 i5), au ‘moyen duquel on réduit une fiasse très étendue d’intégrales doubles à des intégrales simples. •
En l’appliquant à l’intégrale contenue dans l’expression de X, elle se réduira à celle-ci :
(l— 3mp -+■ «’)
qui s’obtient par les réglés ordinaires; quelle que soit la constante De cette manière , on trouve > • *
x= (è -,)«■ - *)' Ktf - a)‘ + 04- *)•] ‘
ri- (» + *)* [fc — a) * — (i •— <*)•]} ; quantité qui se réduit effectivement à l’unité, dans le cas de et = i.
CHAPITRE IX
Distribution de la chaleur dans une barre dont les dimensions transversales sont très petites.
(116). Considérons, généralement, one barre homogène ou hétérogène, dont la section perpendiculaire à sa longueur peut varier d'un point à un autre , pourvu qu’elle soit toujours très petite ; supposons-Ia d’abord échauffée d’une manière quelconque suivant toute sa longueur; et proposons-nous de déterminer, à un instant donné, la température qui re’pond à une section normale aussi donnée.
Soit EE' (fig. i3) l’axe de la barre, compris dans son intérieur, et perpendiculaire en E et E' aux deux sections planes qui la terminent. Sur le prolongement de EE', prenons un point fixe C. Soit aussi M un point quelconque de EE'; et faisons.
CM = x, CE = h, CE ’ — h',
de sorte que h! — h, x — h , A' — x, expriment la longueur de la barre et les distances du point M à ses deux extrémités. Appelons en l’aire de la section normale faite par le point M, et « le contour de cette section. Les dimensions de eu seront supposées très petites par rapport à sa longueur EE'; et, dans cette hypothèse, on pourra regarder la densité, la chaleur spécifique et la température comme étant sensiblement les mêmes en tous les points de chaque section normale. Nous désignerons par p et c la densité et la chaleur spécifique de la matière de la barre qui répondent au point M ou à la section ce-, et, au bout d’un temps quelconque t, nous représenterons par u la température relative à cette même section normale.
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Les quantités eu , < , p , c , seront des constantes données , si la barre est homogène et partout également épaisse; et, en général, ces quantités seront des fonctions données de x. La quantité u sera une fonction inconnue de x et t qu’il s’agira de déterminer. A la rigueur, a>, e, p, c, varieront aussi avec la température; mais, daus les applications qu’on fera des formules suivantes, on pourra faire abstraction de cette variation, et regarder ces quatre quantités comme indépendantes de t.
Cela posé, je divise la barre en tranches normales d’une épaisseur insensible. En appelant » l’épaisseur de la tranche qui répond au point M, son volume, sa masse et sa surface latérale seront eur, paru , cm. Soit M' un point de la droite ME' très voisin de M ; faisons
CM' = cd, MM' = s;
désignons par eu', p', u', ce que deviennent eu, p, u , quand on y change x en x' ou x + s; et appelons m' l’épaisseur de la couche normale qui répondra au point M', et dont la' masse sera p'tu'n'. Si l’on considère l’échange de chaleur entre chaque partie de grandeur insensible, appartenant à la masse par, et toutes les parties semblables comprises dans sa sphère d'activité et appartenant à la masse p'û>Y, il est évident que cet échange sera le même dans toute l’étendue des deux sections eu et eu' , excepté à des distances de leurs contours, moindres que l’étendue sensible du rayonnement moléculaire. En supposant donc que les dimensions de eu, quoique très petites, soient néanmoins extrêmement grandes par rapport à cette étendue, et négligeant, en conséquence, les échanges de chaleur qui ont Heu près de la surface latérale de la barre, on pourra supposer la totalité de la chaleur émanée de la tranche peur et absorbée par la tranche p’eu'r', proportionnelle à l’aire eu de la première ; et comme elle est aussi proportionnelle à leurs épaisseurs et à leurs densités (n* 10), et qu’elle s’évanouit en même temps que la différence de leurs températures, on pourra la représenter, pendant l’instant dt, par un produit
- cupp'rrT (u — u')dt ,
dans lequel P est un coefficient positif, qui n’a de valeurs sensibles
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que pour des valeurs insensibles de la distance MM'. En même temps, la chaleur émanée de la masse p'mV et absorbée par pem pendant cet instant dt, pourra être représentée par
ai'p'px'xP' (u" — u)dt;
mais cette quantité devant résulter de la précédente, par la simple permutation des lettres relatives au point M et de celles qui répondent au point M', il faudra qu’on ait
Nous exprimerons chacune de ces deux quantités égales par le produit
p étant une fonction de s très rapidement décroissante, et sensiblement nulle à une très petite distance que nous représenterons toujours par l, comme dans le chapitre IV. Cette quantité sera, en outre, une fonction symétrique par rapport à u et u’, ainsi qu’à x et x1 ; elle ne dépendra pas de x et x‘ , lorsqu’il s’agira d’une barre homogène.
Il résulte de là, que si le point M est situé à une distance ME de E' qui surpasse I , la quantité de chaleur communiquée par la tranche fa» i pendant l’instant dt , à la partie ME' de la barre, sera la somme des valeurs de
t(» 4* «*') »»>(*, u, u', x, x) (u ~ u')dt,
étendue à toutes les valeurs sensibles de la fonction <p , daus laquelle fonction on a compris le facteur pp', ce qui n’en change pas la nature. De même, si l’on considère un autre point M(, appartenant à la partie ME de la barre et situé à la distance j de M ; que l’on désigne par x t la distance CM, , de sorte qu’on ait xt = x — - s ; et que l’on représente par , ot, , ce que deviennent », a> , u, relativement à ce point M,, la somme de toutes les valeurs sensibles de
"H <“,)’'»',*(•*! «» u,f *,) (« — u,)dt,
exprimera la quantité de chaleur communiquée pendant l’instant dt ,
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par la tranche pati, à la partie EM de la barre. En réunissant cette somme à la precedente , nous aurons donc la perte totale de chaleur de cette tranche , provenant de la communication de la chaleur ; et comme ces deux sommes pourront être remplacées par des intégrales dans lesquelles on mettra ds au lieu des épaisseurs a' et a, (n* 46), il s’ensuit que cette perte de chaleur de pun, pendant l'instant dl, aura pour expression
ï[/o *('>“> “,,x’ *')(•+•')(“-“')* "b fl ?('>">",! x> ' “JA J 1 <*• ■
Mais, en outre, la même tranche éprouve pendant cet instant une autre perte de chaleur provenant du rayonnement extérieur et du contact de l’air, qui sera proportionnelle à la surface latérale at de la tranche, et que l’on pourra représenter par
a tp(u — Ç)dt ;
Ç désignant la température extérieure (n* 67) qui pourra être une fonction donnée de t, ou simplement une constante donnée; et p représentant un coefficient positif, qui pourra dépendre de « et Ç, et varier d’un point à un autre de la barre, quand l’état de sa surface ne sera pas partout le même. U faudra donc ajouter cette dernière quantité à la précédente , pour avoir toute la diminution de chaleur de la tranche (ton correspondante à la variation du de sa température; laquelle diminution a aussi pour valeur — cmndu ( n" 5 ). Donc , en égalant ces deux expressions d’une même quantité, et réunissant en une seule les deux intégrales relatives à s, nous aurons
ca> 3T = ifl l>('» “» u'> x> *0 (» + »') («' — «) ,ts
résultat d’où l’on déduira facilement l’équation aux différences partielles relatives au mouvement de la chaleur , suivant la longueur de la barre.
Le flux de chaleur qui a lieu à travers la section t» correspondante au point M, proviendra des échanges entre toutes les tranches de la partie EM de la barre et toutes celles de la partie ME'; sa valeur
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sera donnée par une intégrale double, étendue depuis zéro jusqu'à l , de part et d’antre de cette section; et si on le désigne par Tudt pendant l’instant dt, en le considérant de la partie EM dans la partie ME', il est aisé de voir, d’après ce qui précède , que l’on aura
= u<> *'»*») (*'+*•) (ul — u')ds’ds„ (a)
en faisant
MM' = s', MM, = s„ MM' = ,,
et conservant d’ailleurs toutes les autres notations.
(1 17). Dans la formule (1), si l’on développe suivant les puissances de s les quantités comprises sous le signe f , excepté celles qui varient très rapidement avec cette variable , les termes indépendans de s et ceux qui dépendent de sa première puissance se détruiront. Si l’on veut traiter comme on la fait dans le n“ /,g , l’étendue du rayonnement moléculaire comme insensible, il faudra donc borner l’approximation aux termes dépendans du carré de s. On aura alors
, «fu , I
ax a
f^U dx' ’
du , 1 d'u ““ ' Tx + ï J &
11 suffira de conserver la première puissance de s dans les développeniens de »' et et dans celui de la fonction <p; ou aura , en conséquence,
, , du
dm
et en observant que la fonction 1 p est symétrique, soit par rapport aux températures, soit par rapport aux distances auxquelles elles répondent , nous aurons aussi
= Q -iOSz + S)'
où l'on a fait, pour abréger,
Au moyen de ces differentes valeurs, et en remplaçant ^
par la différence partielle de Q prise par rapport à x et à tout ce qui en dépend, c’est-à-dire, à x et à la température u considérée comme une fonction de x, la première partie de la formule (i) deviendra
s*ds
dx
Donc en étendant jusqu’à l’infini l'intégrale relative à s , ce qui est permis, et faisant
il en résultera
du dX M yx f-
cudi=—^ — v(“— O» (3;
pour l’équation demandée du mouvement de la chaleur.
Au degré d’approximation où nous nous arrêtons, il suffira de conserver la première puissance de s sous le double signe ff dans la formule (a), et de cette manière, on aura immédiatement
résultat d’où l’on peut aussi déduire l'équation précédente. Il s’ensuit, en effet, que l’excès de chaleur qui va de la partie EM dans la
partie ME’ de la barre pendant l'instant Al , est exprimé par— k^udt; celui qui va pendant le même instant, de la partie EM' dans la partie
iu d.t±.
M'E', aura donc pour expression — k otdt — — sdt , en né-
gligeant le carré de s; par conséquent l’augmentation de chaleur qui en résultera pour la partie correspondante à MM ou s, sera égale à
— -j~— sdt\ en en retranchant la perle de chaleur sep (u — Cjdt ,
qui a lieu pendant l’instant dt, à travers la surface latérale se de cette partie de la harre, on aura donc son augmentation de chaleur caisdu correspondante à la variation du de sa température; et en supprimant le facteur commun sdt, il en résultera l’équation (3).
(i 18). Si l’on désigne par <& et ce que devient la quantité p relativement aux surfaces planes qui terminent la barre en E et E', par e et e' les aires de ces sections normales, et par v et v’ les températures qui répondent à des points p. et p' situés à une distance très petite, mais un peu plus grande que /, de E et E*, les quantités ta- {y — Ç)edt et ea'(y — £) c'dt seront les flux de chaleur qui auront lieu pendant l’instant dt, de dedans en dehors, à travers les surfaces e et e . Appelons aussi y et y' les valeurs de T relatives aux points p et p'. Les flux de chaleur pendant l’instant dt , de E/* dans pE' et de E'p' dans p' E, aurout pour expressions y edt et — yedt. D’ailleurs, si les dimensions de e et e', quoique très petites , sont cependant supposées très grandes par rapport aux longueurs Ep et p' E' des parties extrêmes, on pourra négliger les perles de chaleur résultant du rayonnement à travers leurs surfaces latérales, par rapport aux flux de chaleur à travers leurs sections normales. Les ae- «roissemens de chaleur de ces parties, pendaut l’instanl dt , seroul donc simplement
[>' — «■' (/ — £)] e'dt , — [> -f- ta (v — f)] edt ;
par conséquent, les coefficiens de e'dt et edt, dans ces expressions , devront être des quantités extrêmement petites, comme leslongueuis E p et p' E1, sans quoi la température varierait avec une extrême rapidité , d’un instant à l’autre, dans les parties extrêmes de la barre. Nous admettrons qu’une telle variation de température n’a plus Ken dans aucune partie de la barre , après les premiers momens de son échauffem.ent ou de son refroidissement (n* 68). Nous continuerons aussi de regarder comme insensible l’étendue l du rayonnement moléculaire; les longueurs Ep et p' E' des parties de la barre que nous considérons seront également insensibles; et, par suite, les coeffi-
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riens de edt et e'dt seront sensiblement nuis; en sorte que l’on
aura
On pourra aussi , sans erreur sensible, faire successivement x = h et x — h', dans les expressions de T et u, pour en déduire les valeurs des quantités y et v, y' et d, que ces éqnations renferment. Donc, abstraction faite des premiers momens qui suivent l’état initial de la barre, et en supposant insensible l’étendue du rayonnement intérieur, nous aurons
k ^ — «t(m — Ç) = o, pour x = h ,
k jjg H- <a,(u — Ç) = o, pour x = h'}
équations qui se déduisent aussi immédiatement de l’équation (3) du n* 67, relative à la surface d’un corps de forme quelconque.
Lorsque les sections extrêmes e et e' de la barre seront dans le même état que sa surface latérale , ce qui suppose que cette surface soit aussi partout la même , on fera <w = <sr' = p. Si la barre est placée dans le vide et que l’une de ses extrémités soit imperméable à la
chaleur, on aura <ar = o ou ar'=o; ce qui réduira à ^ = o l’équation relative à cette extrémité. Si la température qui répond à l’une des extrémités est entretenue, par un moyen quelconque, dans un état constant ou variable suivant une loi donnée, on remplacera par u = U celle des deux équations (4) qui s’y rapporte ; U étant la température constante ou donnée en fonction du temps.
Observons aussi que les sections normales de la barre étant supposées très petites, les équations (3) et (4) subsisteront encore lorsque l’axe EE', auquel ces sections sont toutes perpendiculaires, sera une ligne courbe quelconque, pourvu que les distances x soient comptées sur cette courbe, à partir d’un point fixe C choisi arbitrairement. Il pourra arriver que cet axe soit une courbe rentrante sur elle-même, et que la barre se change en un anneau. Les points E et E' étant alors un seul point, il faudra que les températures désignées par v et / soient égales , et que les flux de chaleur y et
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y' soient aussi égaux ; ou , autrement dit , il faudra que les valeurs de u qui répondent à x — h et x = h', soient égales, ainsi que les valeurs
de T, ou celles de ~ ; et les deux équations qui en résulteront devront remplacer les équations (4). Dans le cas dune barre changée en un auneau, on pourra prendre tel point que l’on voudra sur l’axe curviligne, pour le point où se réunissent les deux extrémités E *et E'; d’où il résulte que la fonction «et son coefficient différentiel
l~ devront avoir cette propriété de ne pas changer de valeurs, lors-
qu’on y augmentera la variable a: d'une quantité égale à la longueur entière de l’axe curviligne : c’est, en effet, ce que l’on vérifiera par la suite.
Ces diverses équations particulières, relatives aux différens cas qui pourront se présenter, jointes à l’équation (3) commune à tous les points de la barre, et à la loi de ses températures initiales, suffiront toujours pour déterminer complètement la valeur de u en fonction de x et t.
Quand la température extérieure Ç sera constante, et que les températures des extrémités de la barre seront entretenues à un degré constant, la barre parviendra, après un temps plus ou moins long, à un état permanent dans lequel u ne sera plus qu’une fonction de x. D’après l’équation (3), on aura donc, pour déterminer cette inconnue ,
dx
dx
équation différentielle du second ordre dont l’intégrale contiendra deux constantes arbitraires , que l’on déterminera an moyen des valeurs données de « qui répondent à x — h et x = h'. Comme elle ne contient pas la chaleur spécifique c, la loi des températures permanentes de la barre sera aussi indépendante de cet élément , qui influera seulement sur la loi du refroidissement de la barre avant de parvenir à son état final.
(119). Si l’on fait abstraction du rayonnement latéral, et que l’on suppose constante la section normale ai , l’équation (3) se ré-
duira à
du _ dx C dt dx'
Pour qu’elle coïncide avec celle que nous avons déduite , dans le n* 65, de 1 équation (7) du n° 49» relative à un corps de forme quelconque, il faut que l’intégrale désignée par k dans le n° 117 t
soit la même que celle qui avait été représentée par cette lettre dans le n“ 49- Ces intégrales sont, d’après les notations employées dans ces deux numéros ,
k — J' Qs'd.s , k — y J'1 Xr’dr ;
et, par la nature des quantités Q et V, ou peut inditréremment les étendre à la limite /, comme nous le faisons ici , ou jusqu’à l'infini , comme dans les numéros cités. Ce sont donc ces deux valeurs de k dont il s’agit de vérifier l’identité.
Puisque, dans le calcul des échanges de chaleur, on peut décomposer les corps immédiatement en éléniens différentiels', et remplacer les sommes par des intégrales ( n* 46 ) > je prends dx pour l'épaisseur de la tranche normale qui répond au point M , et ds pour celle de la tranche correspondante au point M’; je désigne aussi par dx un élément quelconque de la section eo, et par dt1 un élément aussi quelconque de la section et' ; en sorte que les élémens différentiels des volumes de ces deux tranches soient exprimés par d.rdr et ds<h' .
Soit r la distance de l’un à l’autre. L’échange de chaleur, pendant l’instant dt , entre les parties matérielles qui leur correspondent , aura pour expression , d’après le n° 45 ,
R(« — lé) dt;
R étant une fonction de r et d’autres variables, qui 11’a de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs de r. Par conséquent , la quantité de chaleur émanée de la tranche correspondante au point M, et absorbée par celle qui répond an point M', pendant le même instant , sera l'intégrale de cette quantité , étendue à tous les élémens
de et do' des deux sections normales e» et et', relatives à ces points M et M'; laquelle quantité a été représentée plus haut (n* 1 16) par
j (et et') dxds . $ (r , u, u‘, x, x') ( u — u^dt ,
en remplaçant par dx et ds les épaisseurs a et a' des deux tranches. Si donc on supprime le facteur ( u — u! )dx dsdt , constant dans cette intégration et commun à ces deux dernières formules ; que l’on réduise R et <p(s, u, u ', x, x ') aux premiers termes V et Q de leurs développemens (n“ 49 et 117), et que l’on mette a» à la place du facteur f (a> + et') , nous aurons
équation dans laquelle V est une fonction de r, u, x , et Q une fonction de r, u, x , qui s’évanouissent dès que r ou s surpasse l.
Maintenant, pour effectuer l’intégration relative à la section et’, j’abaisse de l’élément des de la section et une perpendiculaire sur et1, qui rencontre cette section et' en un point O ; j’appelle s' la distance de l’élément da' de et1 au pied O de cette perpendiculaire , et 4- l’angle que fait cette droite d avec une ligne fixe menée par le point 0 dans le plan de et' ; de cette manière, on aura
r* = r* -f- y*, ded — s'ds'dy J,;
et si le point O est situé à une distance sensible du contour de a, c’est-à-dire, à une distance pins grande que l, on devra étendre l’intégrale dont il s’agit depuis 4 = 0 jusqu’à 4 = avr, et depuis d = o jusqu’à d = l, ou, si l’on veut , jusqu’à d = co • En observant d’ailleurs que la quantité V est indépendante de l’angle 4 > on aura alors
rvdd rx r ™ vsdJity r™ vt ds'
Dans cette dernière intégrale, je remplace s' par la variable r; on aura s'ds’ = rdr, et les limites relatives à r seront r—s et r= « ; on aura donc 1 n
Les dimensions de a étant extrêmement grandes par rapport à l, on peut, dans l’intégration relative à 01, négliger lesélérnens pour lesquels le point O est situé à une distance de la surface latérale de la barre, moindre que l, et prendre, en conséquence, cette dernière
valeur de pour celle de cette quantité dans toute l’étendue
de cette intégration; et comme cette valeur est la même dans toute cette étendue, il s’ensuit que l’on aura alors
\drdr'
d’où l’on conclut
.Cela posé, en intégrant par partie, on a
r<yj, = jqe- ifÿM,
le terme compris hors du signe / s’évanouit aux deux limites s = o et s = l; de plus , en différentiant la valeur précédente de Q par rapport à s, il vient
ds t ’
en désignant par V' ce que devient V quand on y met s au lieu de r ; on aura donc
ou bien, en employant la variable r au lieu de s dans la dernière intégrale,
fl ^ds = T J! Wddr;
ce qu’il s'agissait de vérifier.
(120). La quantité À' qui entre dans l’équation (3) étant* ainsi la même que celle qui est désignée par la même lettre dans l’équation (7) du n* 49 , on peut encore vérifier que ces deux équations
coïncident, non-seulement dans le cas d’une barre cylindrique ou prismatique, comme dans le n° précédent, mais aussi dans le cas d’une barre conique, en supposant toujours que l’on fasse abstraction du rayonnement latéral de la barre.
En effet, prenons le sommet du cône pour le point C; appelons r la distance CM qni était précédemment désignée par x; la section correspondante ea se déduira de la section e qui répond au point E ou à la distance CE = h, de sorte que l'on aura
er*
En supprimant le terme de l’équation (3) qui dépend du rayonnement extérieur, on aura donc
cr*
du
dt
du
dr
dr #
Mais, si le point C est le centre d’une splicre, et si, dans ce corps, la conductibilité k et la température u sont les mêmes en tous les points également éloignés de C, de manière que ces deux quantités ne soient fonctions que de r et t, il est évident que la distribution de la chaleur dans chaque cône appartenant à cette sphère, et qui a son sommet au point C, sera la même que dans le cône isolé auquel se rapporte l’équation précédente; par conséquent, cette équation devra coïncider avec l’équation (7) du «*49, appliquée à la sphère dont il s’agit.
Or, en plaçant au point C l’origine des coordonnées rectangulaires x, y , z, du point quelconque M, on aura
la température u n’étant fonction que de t et du rayon vecteur r, on en conclura
du du x du du jr du du %
dx ~~~ dr r 9 djr ~~~ dr r * dz dr r 5
et parce qu’il en est de même à l’égard de k, il en résultera
, , du du
' dx _ dr , du / +
dx «Ir * r* ' dr r* *
d?* dr jr> du x* -f x*
djr dr r° ' dr * r3 *
. , du du
dz _ dr ** , du x'+j'
dz “ dr ’ r* ' </r " r* 1
au moyen de quoi l’équation (7) se changera en celle-ci :
rfu _ ~di ~
du
dr
dr
ik du T dr *
qui coïncide avec la précédente, après qu’on a multiplié ses deux membres par r*.
(rai). Examinons actuellement le cas où l'étendue du rayonnement intérieur n'est pas regardée comme insensible; et pour simplifier la question, supposons la barre cylindrique et homogène, et la conductibilité indépendante de la température ; en sorte que la section a soit constante, et que la fonction <p comprise dans l’équation (1) ne soit fonction que de la variable s-, ce qui réduira cette équation à
c ^ ^ (u' + u, — a u) <p sds — ^(u — f). (6)
En observant que li et u, sont ce que devient w, lorsqu’on y change x successivement en x-f-r et x — r, on aura, d’après le théorème de Taylor,
s3 d'u l.t 3 dx'
-+• etc.,
du
dx
— -jn — s tt 4- etc.
a dx‘ 1 . a . 3 dx
et, par conséquent,
— au = ** 4- 37^ -t- 3^0 d? + etc.
Si donc on fait d'abord
J'1 s'ipsds = k,
suite
T^fl^ds = ka‘, f‘*'**d* = *«**» etc.',
ation (6) se changera en celle-ci :
mais pour qu’on en puisse faire usage, il faudra que la sérié contenue dans sou second membre soit convergente.
Or, la ligne l étant supposée de grandeur sensible, mais très petite, a, S, etc., seront aussi des lignes très petites; si donc la fonction u ne varie pas très rapidement avec x , la série dont il s’agit sera effectivement très convergente; au contraire, si u varie très ra-
pidement , les coefiiciens différentiels
d*u dx^ 9
etc., formeront une
suite très rapidement croissante, et la série que nous considérons cessera d’être convergente et pourra même devenir très divergente. Mais, en excluant le cas où la température initiale et arbitraire varierait très rapidement dans quelques parties de la barre, la variation de « à un instant quelconque ne peut être très rapide par rapport à x , que dans les parties extrêmes Et* et ft’ E' de la barre auxquelles l’équation (1) ou l’équation (7) que l’on en a déduite ne doit pas s'appliquer. Ainsi , d’une part, la série contenue dans le second membre de cette équation (7) sera toujours très convergente, de sorte qu’on pourra la réduire à un certain nombre de ses premiers termes; et d’un autre côté, dans la valeur de u en fonction de t et de x, qui proviendra de l’intégrale complète de cette équation, on devra supprimer, comme étrangers à la question, les termes de cette expression qui varieraient très rapidement avec x.
C’est d'après cette considération, comme nous l’avons déjà dit (n° 48), que l’on ramènera toujours au même degré de généralité la valeur de u tirée de l’équation (7), quel que soit l'ordre de cette
équation , résultant du nombre de termes que l'on aura conservés dans son second membre. Si la barre est parvenue à un état permanent, de sorte qu’o'n ait ^ = o, l'équation (7) se réduira à une
équation différentielle du 2*, du 4*» du 6"..... ordre, selon que l’on poussera l’approximation jusqu’au i", au 2', au 3e... terme de son second membre; mais, dans tous les cas, après que l'on aura supprimé les parties de sou intégrale étrangères à la question, la valeur de u ne renfermera plus que deux constantes arbitraires, suffisantes pour satisfaire aux conditions relatives aux deux extrémités de la barre: il serait absurde, en effet, qu’un problème fût déterminé ou indéterminé, à volonté, selon le degré d’approximation auquel il nous conviendrait de le résoudre.
(12a). Pour vérifier cette assertion sur un exemple très simple, supposons que la température extérieure Ç soit constante, que les températures des deux extrémités de la baiTe soient aussi invariables, que la barre soit arrivée à son état permanent, et que l’on conserve seulement les deux premiers termes du second membre de l’équation (7). Prenons la température f pour le zéro de l’échelle thermométrique, et faisons, pour abréger,
en faisant aussi = o dans l’équation (7), on aura
dx' ^
pour l’équation différentielle du 4* ordre qu’il s’agira de considérer.
Si la surface latérale de la barre est partout dans le même état, et que la quantité p soit supposée indépendante de la température, aussi bien que la conductibilité k, la quantité g sera une constante; et a. en étant aussi une, on satisfera à cette équation (8) en prenant
e désignant la base des logarithmes népériens, et m une constante
telle que l’on ait d’où l’on tire
a.’ ni1 -f- m' = g*;
m' = ~ dr* (' — v/‘ ■+■ 4*v)-
La ligne que * représente est très petite et comparable à l’étendue / du rayonnement intérieur; elle est donc très petite eu égard aux
dimensions de. la section normale de la barre (n* 116), et — est une petite fraction numérique ; en sera une aussi, en général ; par conséquent, — j- ou a*g* sera une fraction extrêmement petite. Ou aura donc, en série très convergente,
\/i + 4 a* g* = 1 -f- aa*g* — 2 a. ‘g4 + /fa6g5 — etc.;
d où il résulte que si 1 on prend le signe inférieur dans la valeur de m‘> c* *lue 1 °n néglige la quatrième puissance de «g, nous aurons
"i* = 8‘ (« — **#*)» "» = ± gr(t — i «‘g*)»
et , au contraire, si l’on prend le signe supérieur, et que l’on réduise la valeur de rn‘ à son premier terme , ce qui suffira pour l’objet que nous nous proposons, il en résultera
m = — m = =fc ^ V — t-
Donc, en employant ces quatre valeurs de m, et remplaçant les exponentielles imaginaires par des sinus et cosinus d’arcs réels, nous aurons
u = Ae—*' -f- Be*" -f- C sin - -f- D cos -,
pour l’intégrale complète de l’équation (8); A, B, C, D, étant les quatre constantes arbitraires, et n désignant un nombre positif et très peu différent de l’unité, savoir :
Or, la ligne * étant très petite, on voit que les deux derniers termes de cette valeur de n varieront très rapidement avec or; d’après ce qu’on
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vient de dire, il faudra donc les supprimer comme étrangers à la
question, et l’on aura simplement
u = Àe— ** Be"»' ; (9)
expression qui ne contient plus que deux constantes arbitraires, ainsi qu’il s'agissait de le vérifier. Quoique celte valeur de u ait la même forme que si l’on eût considéré l’étendue du rayonnement moléculaire comme insensible, on voit néanmoins que cette étendue, quand elle a une grandeur sensible, influe sur la loi des températures permanentes de la barre, à raison du nombre n qui contient la constante a.
(ia5). On déterminera les constantes arbitraires A et B en désignant par 6 et 9' les valeurs constantes et données des températures qui ont lieu aux points E et E', c'est-à-dire, les valeurs de u qui répondront à x= h et x= h'. On aura alors
d’où l’on tire
ô = Ae— -J- Be"»', 9'= Ae~ ■**' + Be**‘';
benSk' — fiV*'1 e"S>- - e-"*» '
en désignant par A la longueur donnée de la barre, de sorte qu'on ait h! — h z= A.-
Si l’axe de la barre est une courbe fermée, les deux points E et E' n’en formant plus qu’un seul, on aura 9' = 9. En prenant ce point pour celui d’où l’on compte les distances x , c’est-à-dire pour le point fixe C, on aura aussi A=o et A' = A; et si l’on substitue les valeurs de A et B dans la formule (9), il en résultera
pour la loi des températures permanentes dans un anneau dont une
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.section normale est entretenue, par un moyen quelconque, à une température invariable.
Le cas le plus simple a lieu lorsque la barre se prolonge indéfiniment à partir de l’un des deux points E et E*, à partir du premier, par exemple. En prenant E pour le point fixe C, de sorte qu’on ait A = o et A' = A, et faisant la longueur A infinie, ou du moins très grande, les valeurs de A et B se réduiront à A = 6 et B = o, et l’on aura simplement
u — de-"*1;
ce qui montre que les températures permanentes de la barre décroissent en progression géométrique, lorsque les distances croissent par des différences égales; résultat conforme à l’expérience, dans les limites des erreurs dont ce genre d’observations est susceptible (*). En ayant égard à la valeur de n, on voit que, toutes choses d’ailleurs égales, l’influence de l’étendue sensible du rayonnement intérieur a pour effet de rendre un peu moins rapide le décroissement des températures, sans en changer la loi.
Si l’on désigne par y une longueur déterminée , prise quelque part que ce soit sur la longueur de la barre , et que l’on appelle p le rapport de la plus petite à la plus grande température qui ont lieu aux extrémités de f, on aura
P = log p — — g/,
en négligeant le second terme de la valeur de n. Pour une autre barre, parvenue également à son état permanent, si les quantités p et g deviennent p' et g', ou aura de même
p1 = e-*, log f' = — g’/;
d’où l’on -conclut
lt»B f _ £
En supposant que la section normale u et son contour « soient les
<*) Traité de Physique de M. Biot , lonic IV, payes fi66 el suÎTauie;
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mêmes dans les deux barres; en supposant, de plus, que leurs surfaces soient dans un même état, où elles ont été amenées, si cela est nécessaire, au moyen d’une couche additive (n* 4')> SOI"te que quantité p soit aussi la même pour les deux barres; enfin, en désignant par k' la conductibilité de la matière de la seconde barre, qui est k pour la première, le rapport de g‘‘ à g‘ sera celui de A à k', et l'on aura, en conséquence,
f — v io6 , ; »
équation très simple dont les physiciens se sont servis pour comparer les conductibilités de deux matières différentes, mais qui exige une très grande précision dans les valeurs de p et p' que l’on y substitue.
(124). Pour donner un exemple de la distribution de la chaleur dans une barre hétérogène, supposons que l’on juxtapose exactement l’une à la suite de l’autre deux barres homogènes qui ont la même section normale, et qui peuvent différer parleurs conductibilités et par l’état de leurs surfaces, qu’on suppose le même dans toute l’étendue de chaque surface.
Les points E et E' étant toujours les deux extrémités de la barre totale, appelons E, le point de jonction de ses deux parties. Soient A et A' leurs longueurs EEt et E(E'; prenons l’extrémité E pour le point d’où l’on compte les distances x ; supposons la barre entière parvenue à son état permanent; et, dans cet état, désignons, relativement à la distance quelconque x, par u la température qui a lieu dans la partie EE, , et par u' celle qui a lieu dans l’autre partie E,E'. Eri considérant l’étendue du rayonnement comme insensible , nous aurons, d’après l’équation (9), appliquée successivement à ces deux parties,
u — \e~‘* -f- Be*' , u' = A'e-*'* + B'e*'* ;
g et g' désignant les mêmes constantes que dans le numéro précédent, et A, B, A', B', étant quatre constantes arbitraires que l'on déterminera de la manière suivante.
La valeur de u subsistera depuis x = o jusqu’à x = A, cl celle de
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#' depuis x = A jusqu'à x = A A'. Pour x = o, la première devra coïncider avec la température du point E, que nous représenterons par 8, et pour x = A-f- A', la seconde devra être égale a la température aussi donnée du point E', qui sera représentée par 8'j on aura donc, en premier lieu ,
De plus, en vertu des équations (5) du n° 70, ou aura au point de jonction E, les deux autres équations
dans lesquelles q est une quantité positive, dépendante des matières dont les deux parties de la barre sont formées. En y substituant les expressions précédentes de u et u, et donnant ensuite à x la valeur particulière x = A, qui répond au point E(, on aura
iq— gA)Aé-*‘+(<?+ gk)B^ = q\'e-*' 4- fB'e*\ 1 ((? + g'A-')A'e-«'‘+(î — S'k)VÜe*x=z qAe~^ + ; j
et ces deux équations, jointes aux valeurs précédentes de 8 et 6', feront connaître les valeurs demandées de A, B, A', B'.
Si la partie EyE' de la barre se prolonge indéfiniment , de sorte qu’on ait A' = ce , la valeur de B' sera nulle , sans quoi la valeur précédente de 8' serait infinie; on aura donc simplement
ce qui montre que la température «' de cette partie E,E' décroîtra en progression géométrique pour des valeurs de x croissantes par des différences égales ; et cela doit être , en effet , puisque E(E' est alors une barre dont l’extrémité E, est entretenue à une température invariable, et qui se prolonge indéfiniment à partir de ce
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point E,. En désignant par p' le rapport des températures qui répondent aux deux extrémités d’une partie f prise quelque part que ce soit sur E,E', nous Burons, comme plus haut,
r' = e-f,/, logj.
On ne doit pas perdre de vue que les formules précédentes n’ont pas lieu au point même E/; elles ne subsistent qu’à une distance un peu plus grande que l’étendue du rayonnement moléculaire, de part et d’autre de ce point de jonction : à des distances moindres la température varie très rapidement; en sorte qu’à cette distance même, quoiqu’elle soit très petite et que nous l’ayons supposée insensible , la température peut avoir des valeurs très différentes pour les deux parties de la barre. Je désignerai pary' et y' les températures de ces deux parties, qui ont lieu à cette distance de E, un p>eu plus grande que l ; les valeurs de y et y’ se déduiront de celles de u et u', en y mettant pour x des quantités très peu différentes de A, ou bien, avec une approximation suffisante , en y faisant x = A ; par conséquent , dans le cas où la partie est infinie, nous aurons
Le second membre de la seconde équation (i i) sera la valeur de qy ; et en faisant B' = o dans son premier membre , nous aurons aussi
On conclut de là
et comme la quantité g’k1 est toujours piositive, il s’ensuit qu’on a aussi toujours y >y .
Je représente par pt le rapport de y' ky; en substituant dans cette dernière équation, à la place de g', sa valeur précédente, elle deviendra
■»/=(»/ + *' log J) ff
Lors donc que la conductibilité kt relative à la matière de la par-
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lie E,E' de la barre sera connue , que l’on aura pris pour J une longueur déterminée, et que l’on aura déterminé, par l’expérience, les deux fractions f' et f(, cette dernière équation fera connaître la valeur de la quantité q relative au passage de la chaleur d’une matière dans une autre.. Nous n’avons aucune donnée sur sa grandeur, qui peut varier avec la matière de chacun des deux corps ; il serait à désirer que les physiciens l’eussent déterminée : ce serait un quatrième élément à ajouter à la chaleur spécifique, à la conductibilité et au pouvoir rayonnant des corps, dont l’expérience seule peut nous faire connaître les valeurs numériques.
(ia5). Lorsque l’on considérera les quantités k et p comme variables avec la température, l’équation du mouvement de la chaleur ne sera plus linéaire par rapport à a, et dans le cas même d’une barre cylindrique et homogène parvenue à un état permanent , ‘on ne pourra plus intégrer cette équation sous forme finie; mais si les températures de ses différons points ne sont pas très élevées, on obtiendra sans peine la valeur de u par la méthode des approximations successives.
Pour le faire voir, je suppose que les valeurs de k et p soient développées suivant les puissances de u, seulement jusqu’à la seconde puissance exclusivement ; je mets , en conséquence , k -f- krnu et P ri" PVU ® placc de A et p dans l’équation (5); j’y fais aussi Ç = o, et j’y regarde a comme une quantité constante ; il vient
dx'
— g'u =g‘ yu'
La constante g* est, comme précédemment, égale à Dans le vide,
la constante y serait le logarithme népérien du nombre constant 1,0077 ( n° 26) ; dans l’air, sa valeur est modifiée par le contact du fluide, et n’a pas été déterminée par l’expérience (n° 39). Quant à la constante m, elle dépend de la manière dont la conductibilité varie avec la température, et sa valeur n’est pas non plus connue. Je supposerai la barre indéfiniment prolongée au-delà du point E , à partir duquel je compterai les distances x , et dont la température donnée sera 8, comme plus haut.
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Cela posé, en négligeant d’abord le second membre de l’équation (12), on aura
D'après la méthode des approximations successives, on fera donc u — ôe-*' -I- v;
et en substituant cette valeur de u dans l’équation (ta), on négligera la nouvelle inconnue v dans son second membre; en sorte que l’on aura
^ — gV = g'6‘ (y — a m)e— ".
De plus, cette inconnue v devra s’évanouir pour A = o et pour x =.» , puisque déjà le premier terme de la valeur de u est égal à 6 et à zéro pour ces deux valeurs extrêmes de x. D’après cela, nous aurons
v — j {y — i m) (e-*" — e“") , et, par conséquent,
k = [j — | — Jffi)] Se"" + ^ (> — am) e~*
ce qui montre que, dans le cas que nous examinons, la température ne décroît plus exactement en progression géométrique pour des distances croissantes par des différences égales.
Par des expériences précises , faites sur des barres de différentes matières, si l’on parvenait à mesurer les quantités dont la loi des températures s’écarte delà progression géométrique, on en pourrait conclure la valeur de la quantité m, en supposant connue celle de y, ou du moins, on en conclurait les différences des valeurs de m relatives à des barres dont la surface est dans le même état.
(126). Dans le cas où l’étendue du rayonnement intérieur n’est pas supposée insensible, et auquel se rapporte la valeur de u déterminée par l’équation (7), il est bon de donner aussi l’expression correspondante du flux de chaleur T.
Je suppose, comme dans l’équation (7), la barre cylindrique et
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homogène, ce qui réduit la formule (a) à celle-ci :
T = J'1 ^ (M, — «') Qsds'ds, j
dans laquelle «' et ut sont les valeurs de u qui répondent à x-\~s' et x — s,, et où l’on a
Par le théorème de Taylor, on aura donc
- -'--èk + o + iEcv-'*).
- nh Ê (V + O + 7X31 S W - ^ «‘c.
Or, quel que soit le nombre n, on a évidemment,
/x v *sds><h' = /:/: (,5>
ce qui .fera d’abord disparaître les différentielles paires de u dans la valeur de T. De plus, en étendant l’intégrale relative à s' depuis s' — o jusqu’à s' — co, ce qui est permis, et remplaçant ensuite f par la variable s, les limites relatives à s seront s=s, et r = oo, et l’on aura
/ <psd/ = Ç * Qtds.
Cette dernière intégrale sera une fonction de s, qui s’évanouira pour r,= /, et au-delà; je la désignerai par et en la difTérentiant par rapport à st, nous aurons
d'il,
par la règle de la différentiation sous le signe f. En intégrant par partie, on aura donc
/v4'A = 4^ ^ fsr'v,ds.
Le terme compris hors du signe f s’évanouit aux deux limites sl — o
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et $, = / ; si donc on remet dans le premier membre de cette équation f tpsds' à la place de 4-*,» et que l’on emploie la lettre s au lieu de sé dans l’intégrale que renferme le second membre, on en con-
clura
SX s; *sds>ds> = W'f° s~' *sds’
et , par conséquent ,
• SX k" + s'm) ÏT, SX1 vsds- ('4)
Au moyen du développement de «, — «' et des équations (i3) et ( 1 4) » nous aurons, pour la valeur de T en série.
k, «, £, etc., étant les mêmes constantes que dans le n° lai.
(137). Cette expression de T montre qu’en général le flux de chaleur n’est pas proportionnel à l’accroissement de température daus une épaisseur infiniment petite de la barre, divisé par cette épaisseur. Cette proportionnalité, qu’on avait admise pour démontrer les équations du mouvement de la chaleur, d’une manière indépendante d’aucune hypothèse sur le mode de sa propagation (n°63), n’a réellement lieu que dans deux cas particuliers : lorsque l’étendue du rayonnement moléculaire est insensible, ce qui réduit la valeur précédente de T à son premier terme, en rendant les termes suivant insensibles par rapport à. celui-là; et quand la température varie uniformément, quelle que soit alorss. l’étendue de ce rayonnement. Dans ce dernier cas, le flux de chaleur est proportionnel, comme on va le voir, au rapport constant de l’augmentation de température dans une épaisseur quelconque à cette épaisseur.
En effet, pour appliquer cette formule au cas des températures permanentes de la^ barre, il suffira d'y substituer à la place de u sa valeur donnée par la formule (9). Dans le cas où le rayonnement latéral esi.ppl, .on: 3. ÿ ;=*,?; uipis eyi supposant d’abord cette cons-
tante infiniment petite, la formule (g) devient
« = A + B -f (B — A )ngx.
En vertu des équations (io), on a, en général,
ç'ig* . - — tie\ 9
quantités qui se réduisent à
Ou aura donc alors
- ty — L'h . (LziiLî.
A "* ng’A ’
eu sorte que la température croîtra uniformément dans toute la longueur de la barre. Or, en substituant cette valeur de u dans celle de T, il vient
c'est-à-dire, une quantité proportionnelle à la différence 0 — 0', des températures extrêmes de la barre, divisée par sa longueur A; ce qu’il s’agissait de vérifier. On voit que dans ce cas d’une température croissante uniformément, le flux de chaleur est indépendant de la grandeur sensible du rayonnement moléculaire, et ne dépend,
outre le rapport — ^ — , que de la conductibilité k, qui aurait lieu si cette grandeur était insensible.
(128). Occupons-nous maintenant du mouvement de la chaleur daus l’état variable de la barre, ou de la valeur de u en fonction de t et de x. Mais supposons, pour simplifier la question, l’étendue du rayonnement moléculaire insensible, ce qui permettra d’employer l’équation (3); les quantités k dp indépendantes de u, ce qui rendra
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cette équation linéaire; et enGn la température Ç constante et égale à zéro. Les quantités co, k, p, seront des constantes ou des fonctions quelconques de x, données dans chaque exemple.
Quelle que soit h» valeur inconnue de u, on pourra la représenter (n* 84) par
u = 2 Re“>‘;
f étant une constante quelconque, R une fonction inconnue de a-, qui pourra contenir p et d’autres constantes indéterminées, et la somme 2. s’étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires,-de p et de ces autres constantes.
Je substitue celte valeur de u dans l’équation (5); en égalant le coelGcieut de la même exponentielle e~r‘ dans scs deux membres, il vient
-.di"
De cette équation différentielle du second ordre, on tirera pour R une valeur de cette forme :
R = BY 4- B' Y
B et B' étant les deux constantes arbitraires, et en désignaut par Y et Y' des fonctions déterminées de x et f. Si l’on représente par
H et^G , H/ et G(, les valeurs de Y et , Y' et , correspondantes à x = s A , et par H' et G', H/ et G/, celles des mêmes quantités qui répoudentà x = h' , on aura, en vertu des équations (4),
B (GA — Hv j = — B' (G, A — H,®-),
d’où l’on conclut d’abord
GA — H®) (G, 'A + H',®') = (G'A + H'®') (G, A — II
équation qui servira à déterminer les valeurs de c. En ajoutant les deux équations précédentes, on aura, en outre, sous une forme
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symétrique par rapport aux deux extrémités de la barre,
B = A (G Je + G ,'k — 11,® + H >'),
B'= A (H-sr — I1V — GA — G'k) ;
A étant une constante qui restera indéterminée.
D’aprcs cela, si nous faisons
X = (G/4-G,'*— Il/sr Y — (GA + G’k — ( 1 7)
nous aurons
u = 2AXe^';
et la somme 2 ne devra plus s’étendre qu’aux valeurs de f tirées de lcquation (i 6). Si cette- équation admet plusieurs racines .égales, on n’en emploiera qu’une seule, de sorte que tous les termes de la somme 2 répondent à des valeurs inégales de p, et renferment des exponentielles distinctes. C’est ce que suppose essentiellement le procédé que l’on va suivre pour déterminer le coefficient A en fonction de f d’après l’état initial de la barre.
Pour cela , j’ai recours à la méthode indiquée dans le n* 85. Je multiplie, en conséquence, les deux membres de l’équation (3) par \dx , puis j’intègre dans toute la longueur de la barre, c’est-à-dire depuis x— h jusqu’à x= h'. En faisant, pour abréger,
^ cuXudx a v,
et observant que ct»\ ne dépend pas dè t , de sorte qu’on aura en même temps,
/•*' v du , dv
J h c**7idx=Â>
il en résultera
£=/ -^±\dx-rh(l
dl J t, dx J h 1
pXudx.
Eu intégrant deux fois de suite par partie, il vient
f il*!
dx y / v ; du » dX ■
\(fx = X (DK v* — ueek — r
dx
dx
Cd.uk f
J-^udx.
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Mais en vertu de l’équation (i5), qui détermine R dont X est une valeur particulière, on a
d..yf
ipX = fCuX ;
la valeur précédente de g deviendra donc
les quantités comprises entre les parenthèses répondant à ,r — h', et celles qui sont renfermées entre des crochets à x = h. Or, en vertu des équations (4), auxquelles on doit satisfaire en y mettant Xe~t‘, ou simplement X au lieu de «, on a aussi
A' g = «X, quand x = h,
A g = — <w'X, quand j: = h' ;
et de ces équations particulières, jointes aux équations (4), on conclut
ce qui fait disparaître le second membre de l’équation relative à v , et la réduit à
dv
En intégrant et remettant pour v l’intégrale définie que cette lettre représente , on aura donc
Çh ccaXudx = De- '' i
P étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , je suppose
qu’on ait
« = Fx, ' •
quand t = o, de sorte que Fx soit une fonction de x, donnée dans toute la longueur de la barre, c’est-à-dire, depuis x = h jusqu’à x = h'. Cette fonction représente la loi des températures initiales de la barre, abstraction faite de l’intervalle de temps pendant lequel cette valeur arbitraire de u ne satisfait pas, en général, aux équations (4) relatives aux extrémités de la barre ; intervalle de temps que l’on suppose assez court pour que les températures de tous les points de la barre, situés à une distance sensible de ses extrémités, ne changent pas sensiblemcut pendant sa dorée. De cette manière , on aura
D=/a ceoXFxdx ,
et , par conséquent ,
f h cuXudx == e~fi rvXFxdx.
Maintenant, si l’on substitue dans le premier membre de cette équation , à la place de a, sa valeur en série d’exponentielles, il faudra que les coefficiens de toutes les exponentielles différentes de e~fl soient zéro dans ce premier membre, et que celui de e~ft soit égal au coefficient de la même exponentielle dans le second membre. Si donc f‘ est une racine de l'équation (i6), distincte delà racine f, et si l’on désigne par X' la valeur de X correspondante à cette racine f' , il faudra qu’on ait
fh cuXX'dx = o ;
équation au moyen de laquelle on démontrera , comme dans le n* go, la réalité des racines de l’équation (16). De plus, dans le cas de f' ss f , il faudra que l’ou ait aussi
A Çh caX'dx = Ç h cuXFxdx ;
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ce qui détermine la valeur du coefficient A correspondant à une racine quelconque f de cette équation (»6).
Au moyen de cette valeur de A en fonction de /> , celle de u deviendra
ctiXFrdx
~FK' ~
J ^ Cm\*dx
formule qui renferme la solution générale et complète du problème , en supposant, du moins, l’intégration de l’équation (i5), qui ne pourra s’effectuer, exactement ou par approximation , que quand les valeurs de k, p, c , a> , e , en fonctions de x, seront données dans chaque exemple. Nous allons l’appliquer spécialement au cas particulier de la barre cylindrique ou prismatique, homogène, et dont la surface est partout dans le même état, c’est-à-dire , au cas où ces cinq quantités sont des constantes données.
(129). Dans ce cas, je fais, pour abréger,
l’équation (3) devient et en y mettant ué~kt au lieu de u, elle se réduit à
du
dî
d*u dï1 ’
en sorte que l’on pourra supposer la constante p ou b nulle, sauf à multiplier par e~u la valeur de u que l’on obtiendra dans cette hypothèse.
En faisant donc p= o dans l’équation (1 5) , et y mettant, pour plus de commodité , <z*p* au lieu de f , elle deviendra
Des deux valeurs particulières de R que l'on a désignées par Y et Y',
pourront être
Y = sin fx, Y' = cos fx.
Si l’on place le point C, origine des distances x, au milieu de la barre, et que l’on représente sa longueur par il, on aura
h=z — l, H= — sin fl, G = p cosp/ , H(=cospZ, G, = psinpZ, //'=/, H'=sin fl, G'=pcosp/, H',= cospZ, G'( = — psinp/;
au moyen de quoi l’équation (16) deviendra
(«W'sr' — p*)sin2 fl + (<®-' + •&) p cos ifl = o, (20)
toutes réductions faites, et en mettant, pour plus de simplicité, k<ar et kur' au lieu de «r et m' . En même temps , on aura , d’après l’équation (17),
X = (<&' — tr)k cosp / si n fx — [( apcos p / -f-i/sr -f- «•') sinpZ] k cos par, (21)
pour la valeur de X qu’il faudra substituer dans la formule (18 ’.
On y mettra aussi , sous le signe 2 , l’exponentielle au lieu
de e~ ** ; on supprimera au numérateur et au dénomiuateur le facteur constant xet ; puis ou multipliera la somme 2 par e~h.
Toutes les racines de l’équation (16) étant réelles, il en sera de même à lcgard des valeurs de fl que l’on tirera de 1 équation (20). L’une de ses racines sera zéro. De plus, si l’on développe sin 2 p/ et cos a fl dans le premier membre de cette équation (20), et que l’on supprime le facteur p , tous ses termes ne renfermeront que des puissances paires de p , alternativement précédées du signe -fct du signe — ; d’où l’on conclut que les valeurs de p* qui s’en déduiront seront toutes positives. La somme 2 s’étendra à la racine p = o et seulement à toutes "les valeurs positives de p, parce que l’analyse du numéro précédent supposait que les différens termes qui répondent à des valeurs égales de p sont réunis en un seul , et que l’on a ensuite remplacé p par a‘p*. Si l’une de ces valeurs était encore zéro, ce qui aura lieu effectivement dans le cas de nr — o et ■■?' = o , on en ferait abstraction par la même raison ; la racine p = o étant déjà employée.
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Il résulte de là qu’à moins que b ne soit zéro, tous les termes de la valeur de u décroîtront indéfiniment à mesure que le temps augmentera, et qu’après un temps plus ou moins long, la valeur entière de u ue différera plus sensiblement de la température extérieure qui a été prise pour le zéro de l’échelle thermométrique. Avant de se réduire à zéro , la température de tous les points variera suivant une même progression géométrique ; le temps croissant par des différences égales.
Après avoir formé la valeur de u en fonction de t et x , et en y faisant / = o, on aura une expression en série de la fonction arbitraire F.r (n* 86), qui subsistera pour toutes les valeurs de x > — l et < /, et qui aura lieu aux limites mêmes x — =b /, lorsque cette, fonction satisfera aux équations (4) pour ces valeurs extrêmes de la variable.
(i3o). L’expression de u devient plus simple lorsque la barre ne rayonne que par une seule de ses deux extrémités.
Supposons que la température de l’extrémité E' de la barre soit constamment entretenue à zéro. Il faudra alors que la seconde équation (4) , qui s’y rapporte , se réduise à u = o; ce qui exige que l’on ait tb' — 00 , puisqu’on a f = o. L’équation (ao), d’où dépendent les valeurs de p , se réduira donc à
■tb sin a fl -f- p cos af/ = o ,
en la divisant par <©■', et supprimant ensuite les termes qui ont cette quantité pour dénominateur. D’après la formule (ai), on aura, en même temps,
X = k<ar' sin p (x — Z) ,
f_t ^ (4 fl — 4t>l) ,
en négligeant les termes de X indépendans de tb'-, par rapport à ceux qui out tb' pour facteur. La valeur de u, formée comme on vient de le dire, sera , par conséquent.
4f siu r (1
sin /{x' — l) F T^dx
4 il — wu 4 fi
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ou l’on a emploie, pour plus de clarté , la lettre x' au lieu de x sous les intégrales définies.
On pourra présenter cette valeur sous une autre forme, en transportant l’origine des distances x au point E. Pour cela, il faudra mettre x — l et x' — la la place de x et x' ; les intégrales relatives à x’ s’étendront alors depuis x' = o jusqu’à x' = il; on aura
sin p (x — a/) = sin px cos a pl — cos px sin ipl ;
et comme l’équation d’où l’on doit tirer les valeurs de p donne
cos ici = — , sin a pl — — — ■ ■ — ,
il en résultera
sin p (x - a/) = tfgg
4 pi - -n 4p' =
Par conséquent, en mettant aussi j / au lieu de l, dans la valeur précédente de « , et faisant F (a:' — jl) = jx , nous aurons
(» sin fX + f cos fX ) f (w sin fX + f cos fX ) Jx! dx tt=ac-,.2 ~ + c“oV'. (»)
pour la loi des températures dans une barre dont la longueur est l, qui rayonne par son extrémité E d’où l’on compte les distances x, et qui a une température constamment nulle à son autre extrémité E’ correspondante à x = l.
Le terme de la somme 2 qui répond à p = o s’évanouit, comme on voit, excepté dans le cas de «■ = o. Dans ce cas, ce terme est zéro ou ne l’est pas, selon qu’on fait d’abord p = o et ensuite æ = o, ou d’abord <w = o et ensuite p == o ; mais la valeur de sin a pl dont on a fait nsage, et qui doit s’évanouir en même temps que p, exige que l’on fasse p = o avant de donner à la constante '& la valeur particulière 'B- = o ; en sorte qu’il faudra toujours faire abstraction du terme de la somme 2 qui répondrait à p — o. Cette somme s’éten-
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dra à toutes les autres valeurs positives de p, tirées de l’équation
-arsinpZ + p cos pl = o. (a3)
Il est évident , d’après cette équation , que chaque terme de la somme 2 sera séparément nul au point E' qui répond à x = /. En mettant \l — xk et 'ar au lieu de x et <w dans la première équation (4) relative au point E , elle devient
du
— 4. <tru = o;
condition évidemment remplie, pour jc = o , par chacun des termes de la somme 2.
En faisant t = o dans l’équation (aa), il vient
(nin [X -f- , cos fX) C («in fx' +fcaifx')f x'dx
TT
résultat qui subsistera, quelle que soit la fonction arbitraire fx , pour toutes les valeurs de x > o et < l, mais qui n’aura lieu pour x = l, que quand on aura/7 = o, et pour x=o, que si l’on a
r~ -f- mrjx — o pour eette seconde valeur de x.
(î 3i). Lorsque la longueur l de la barre sera très grande, on résoudra facilement l’équation (a3) par la méthode des approximations successives. En lecrivaut ainsi :
sin pl —
fl COJ fl
wl •
on déterminera d’abord la valeur de fl, en négligeant le second membre ; en sorte que l’on aura, dans cette première approximation ,
fl = rnr;
n étant un nombre entier quelconque. On fera ensuite pl = mr + J'-,
et en négligeant J' dans le secoud membre de l’équation donnée, et
son carré dans le premier membre , on en déduira
En continuant ainsi , on obtiendra une valeur de fl en série très convergente, ordonnée suivant les puissances négatives de /, et la somme 2 s’étendra à toutes les valeurs positives du nombre n, depuis n= 1 jusqu’à n=ao.
Si cette longueur l devient infinie, la valeur de / se réduira à Y", elle croîtra donc avec n par des degrés infiniment petits; et si nous faisons
P = T = *. 7 = da>
la somme relative à p se changera en une intégrale relative à a, qui devra s'étendre depuis «t=o jusqu’à a.— ao . La formule (22) deviendra alors
u = Ze JJ„ 7^ c
en réduisant à l (<or,-f-«.*) le dénominateur <a r + / (<sr* + f*) et remplaçant ^ par Si l’on fait t = o dans cette dernière formule, on
obtiendra une expression de fx qui subsistera pour toutes les valeurs positives de la variable, et qui aura aussi lieu pour x=o, quand
cette valeur particulière fera évanouir la quantité
(i3a). L’expression de u se simplifie encore davantage, et la formule (a4) peut être vérifiée , dans les deux cas particuliers où l’on a <r = oon n s- = 00 .
Le premier cas est celui où le rayonnement est nul à l’extrémité E. L’équation (a3) se réduit à f cos fl = o; en faisant abstraction de sa racine zéro et de ses racines négatives, et désignant par n un nombre entier et positif, on aura donc
, — fo"— 'V.
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et la formule (aa) se changera en celle-ci :
(an— ijix («-OT-aw
dans laquelle la somme 2 s’étendra depuis n= i jusqu’à «= oo . La formule
^ a—/ rl C»" — • )»■*' /_/j A (an— i)*r
/* = i 2 {J o cos -ïf-Jxdx) cos ^T— .
qu’on en déduit en y faisant <=o, coïncide avec la formule (la) du n° 96, quand on suppose dans celle-ci Elle a évidemment
lieu à la limite x = l, quand on a fl=o, et à l’autre limite x = o,
lorsque l’on a ^ = o pour cçtte seconde valeur de x.
Dans le cas de nsr—oo, la température de la barre est entretenue constamment à zéro, à la seconde extrémité E, comme à la première E'. En vertu de l’équation (a3), on a sin f>l = o; d’où l’on tire
nr
et la formule (aa) devient
. / rl n WX r , , A . nwx -
; sin — Jx dx j sin -j- e
la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs du nombre entier et positif n, depuis n — 1 jusqu'à n=oo. En y faisant < = o, on en déduit
fx = j 2 Ç Ç siu Jx'dx sin n—* ;
résultat qui coïncide avec la formule (10) du n°g6, et qui n’a lieu pour x = o et pour .r = /, que quand fx s’évauouit à ces deux limites.
Observons que si, dans le second cas, les températures des points extrêmes E et E' de la barre, au lieu d’être zéro comme la température extérieure f, étaient des températures invariables et données ô et G", il serait facile détendre la formule (a5) à cette hypothèse.
Pour cela, je partage la valeur de u en deux parties px et u ,
ilout la première soit une fonction de x seulement, et la seconde une fonction de x et de t. Je suppose cette première partie (par déterminée par l’équation
d'çx . ,
(l ^ — — - utyjC ■ — O y
et telle que l’on ait px=6 pour x=o, çx = Ô' pour x = /. En intégrant cette équation, et déterminant les deux constantes arbitraires, d’après ces valeurs particulières de 1 px, on trouvera, sans difficulté,
<px = A t*’ -+- Be-*1, où l’on a fait, pour abréger,
V/ b * ir~t‘ D «<■*'— 1'
& — T ’ A — ctt—e-H’ D — et'—e-f
La valeur complète çx-f-u' de « devant satisfaire à l’équation (19) du mouvement de la chaleur, et la partie Çx remplissant déjà cette condition, il faudra qu’on ait
du'
~dï
de plus, il faudra que l’inconnue u' s’évanouisse pour x = o et pour x—l, puisque déjà, à ces deux limites, ipx a pour valeurs 0 et (f, qui doivent être celles de u; par conséquent, l’expression de u' sera donnée par la formule (a5), en y mettant à la place de fx la valeur initiale et inconnue de u , que je représenterai par fx , et qui sera nulle comme u! aux deux limites x = o et x — l. De cette manière, nous aurons d’abord
M=Ae*r+Be— **+ je_*'2^y' sin-^^ fx'dx'^siu"^ e T< .
Cela posé, désignons toujours par fx la valeur initiale de u; en sorte que fx soit une fonction de x donnée arbitrairement, depuis x = o jusqu’à x—l, mais dont les valeurs doivent être fletô' pour les deux valeurs extrêmes zéro et l de x. En faisant t — o dans l’équation précédente, et observant que la somme 2 comprise dans le
second membre a alors
fx pour râleur, il en résultera
fx = fx — A — Be-'*.
D’ailleurs, en effectuant les intégrations, on a
e1*' sin -w~ dx' = e—,x's\n—* dx' —
nxl ( i — c*1 cos nw)
n*7(i— cos ht)
nv* +gTr* ;
et, d’après ces valeurs et celles de A et B, nous aurons finalement
*' (e*' — <r* *) + # (ertf~*> — ç-tV-*))
TC
,, _ n(ôy cos /hr— t) . mrx _
■" 2 ■ — — t — nr- sin — e /»
2 _ / f 1 . n*x’ j- ij i\ ■ nwX.—^UH?—
7 e 2as,nT>'ir)smTe •
On appliquera cette formule au cas d’un anneau dont un point a une température invariable et égale à 6, en y faisant 6* = 9 : ce point est l’origine des distances x, comptées sur l’axe curviligne de l’anneau, dont l est la longueur.
(i33). Si le rayonnement est nul aux deux extrémités de la barre, il faudra faire à la fois *■ = o et rs' = o dans les équations (4) , et, conséquemment, dans l’équation (20), ce qui la réduit à c* siri api — o. Elle aura donc une racine triple p=o; mais, d’après ce qu’on a dit plus haut, 011 ne devra employer qu’une seule fois cette valeur de p. Le terme correspondant de la formule (18) se présentera sous la forme 5 ; on en obtiendra la véritable valeur en supposant cette quantité p infiniment petite; la valeur de X donnée par la formule (21) se réduira alors à X = — 2 pk, dans le cas que nous considérons où <rs et <&' sont zéro ; et le terme correspondant de la formule (18), multiplié par e~ *' , sera
Vx'dx'.
Les autres valeurs de p tirées de l’équation sin api = o , serout
DE LA CHALEUR. a75
tous les multiples de mais il importera de distinguer les uns des
autres les multiples pairs et les multiples impairs. Eu désignant par « un nombre entier et positif, on fera donc successivement
n- t (an — i)ar
Pour la première de ces deux valeurs, la formule (ai) donnera , dans le cas dont il s’agit ,
v “iunk cos nw mrx
\ = — | • — cos -j- ;
d’où l’on .tire
au moyen de quoi la partie correspondante de la valeur de u, déduite de la formule (18), ainsi qu’on l’a expliqué plus haut, sera
** 2 ^ Ç ^ cos —j— F x'tlx' ^ cos n^y- e
La seconde des deux valeurs précédentes de f rendra nulle la valeur de X tirée de l'équation (ai), et qui répond à asr = o et zr’ = o. Tous les termes de la partie correspondante de u se présenteront sous la forme £ ; et , pour en déterminer les vraies valeurs, il faudra supposer que les constantes nsr et «■' ne soient qu’infîniment petites. Pour une valeur de f infiniment peu différente de — , la formule (ai) se réduira à
X, « . (an — i ) *x
== aW sin — ;
en désignant par J' une constante infiniment petite, et négligeant les infiniment petits du second ordre. On en conclut
Xv/x = /{lk‘<S" ;
et, d’après ces valeurs, la partie correspondante de u sera
(a/l — ij’f'n1.
sin F a'dx' ) sin ^n~p— e~ 4^
* Cela pose, nous aurons
u= ^ e~' 11 Ç Fx'dx'-+- |c_*'2j^ Ç t cos '——Tx'dx' ^ cos —y e
+(/_> fitÿ=ÎF^)«
pour la valeur complète de u dans le cas d’une l>arrc terminée par deux sections normales qui sont imperméables à la chaleur; la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs de n, depuis n = i jusqu’à n = oo , et l’origine des distances x étant au milieu de la barre dont la longueur est a/.
Quand la constante b n’est pas nulle, cette température u devient zéro après un certain temps, à cause du rayonnement latéral de la barre ; mais si b= o, la surface de la barre est partout imperméable à la chaleur; et alors la température finale, au lieu d’être zéro, est égale, en tous ses points, à la moyenne de ses valeurs initiales. On voit, en effet, qu’au bout d’un certain temps la somme 2 s’évanouit toujours , et la valeur de u relative à b = o , se réduit à cette moyenne
hf-i™- . .
On peut mettre l’expression de u en fonction de t et x, sous une forme un peu plus simple, en transportant l’origine des distances x à l’une des extrémités de la barre , et changeant , en conséquence , x et x1 en xdizl et x'dbf. Les deux parties comprises sous la somme 2 se réunissent alors en une seule; les limites des intégrales définies deviennent zéro et l; et si l’on change, en outre, l eu et qu’on fasse F(r ± J /) = Jx, il vient
u=j e~* § t fx'cbc'-^- - cos fx'dx^ cos l' ;
la somme 2 s’étendant toujours à toutes les valeurs de n, depuis n = i jusqu'à /» = « . Au lien de déduire, comme nous l’avons fait , cette expression de u, ou la précédente, du cas général où les quantités «• et ir ont. des valeurs quelconques, ce qui a exigé une attention particulière, on aurait pu aussi considérer immédiatement le cas
particulier où l’on a<sr = oet <sr'=o, et déterminer directement; par l’analyse «lu n° 128, la valeur de u qui s’y rapporte.
Si l’on fait t = oetu= fx dans la formule précédente , ou aura
f x = i ^ fx'dxJ 4- j 2 ( cos fx'dx cos ;
ce qui est effectivement vrai, en vertu de l’«îquation (g) du n° 96, pour toutes les valeurs comprises depuis x=zo jusqu’à x = l, inclusivement. La différentielle de cette équation ne subsiste, comme cela doit être, aux deux limites ic=o et x = l que quand la valeur de ^ s’évanouit pour ces deux valeurs de x.
(i3ij). Lorsque l’axe de la barre formera une courbe fermée, on comptera les distances x sur cette courbe, à partir d’un point fixe , choisi arbitrairement ; et si / est la longueur de la courbe entière , il
faudra que les valeurs de u et qui répondent à x = o, soient les
mêmes que cellesqni ont lieu pour x—l; d’où il résultera deux équations particulières qui remplaceront les équations (4), ainsi qu’on l’a dit précédemment (n* 118). Il serait facile, d’après cela, de déterminer, par l’analyse du n° 128, la loi des températures dans un anneau hétérogène , d’une épaisseur variable , et dont la surface varie aussi d’un point à nn autre ; mais nous nous bornerons à considérer le cas d’un anneau homogène, dans lequel l’état de la surface et la section normale seront partout les mêmes. Cet anneau se refroidira librement, c’est-à-dire, que 1> température d’aucun de ses points ne sera entretenue forcément à un degré constant; on fera abstraction dn rayonnement de l’anneau sur lui-même, et la température extérieure sera toujours supposée égale à zéro; en sorte que l’équation (i g) sera celle du mouvement de la chaleur suivant la Jongueur de l’anneau que nous allons considérer.
Nous aurons .
u — 2 (A sin fx -f- B cos f>x)é~4‘‘*“ ,
pour l’intégrale complète de cette équation en série d’exponentielles ; la somme 2 s’ctendaut à tontes les valeurs possibles, réelles
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ou imaginaires des trois constantes f , A , B. Pour que les valeurs de.«
qui répondent à 1 = 0 et x = Z soient égales, et qu'il en soit de
même à l’égard des valeurs de quelle que soit la valeur de f , il faudra qu’on ait
B = A sin f l -f- B cos fl ,
A = A cos fl — B sin fl.
En éliminant A ou B, l’équation qui en résulte se réduit à cos fl=^. Si l’on désigne par n un nombre entier ou zéro , on aura donc fl = itn r; pour cette valeur de fl, celles de A et B resteront indéterminées, et la valeur de u deviendra
u = e~ h2 ^A sir
amrx
„ aiwi\
• B cos -j- J e
La somme 2 devra s’étendre à toutes les valeurs positives ou négatives de n ; mais on peut supposer réunis en un seul les deux termes de cette somme qui répondent à chaque couple de valeurs de n égales et de signes contraires, et ne plus étendre la somme 2 qu'aux valeurs de n positives, y compris zéro; au moyen de quoi les exponentielles qu’elle contient seront toutes distinctes les unes des autres.
Le cas qui nous occupe diffère des précédens en ce qu’il reste deux cocfliciens A et B, au lieu d’un seul, à déterminer d’après l'état initial de l'anneau ; ce qui n’empêche pas que la méthode générale indiquée dans le n* 85, ne s’applique également à cette détermination.
En effet, désignons par et et £ deux constantes quelconques, et faisons, pour abréger.
tt sin
an n
+ £ COS
•xnwx
Multiplions, conformément à cette méthode, l’équation (19) par Xdx, puis intégrons depuis x = o jusqu’à x = l ; nous aurons
d. f Xurfx ..
-ÂJL —a* — Xdx —b f Xudx.
dt J o J o
Si l’on intègre deux fois de suite par partie, et si l’on observe que chacune des quantités u, X, a la même valeur pour ,r = o
et pour x—l, on aura
en ayant égard. à la valeur de X. On aura donc • d. f Xudx , , ,
équation dont l’intégrale est
J'1 \ut!x — De- "e l’ ;
D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose qu'on ait u = fx quand t — o, de sorte que jx soit une fonction donnée arbitrairement depuis x = o jusqu’à x = l, mais assujettie à la condition d’avoir la même valeur à ces deux limites. Il en résultera
D = J'1 XJxdx.
A un instant quelconque, on aura donc
fïXud* = fl (a?)
Cela posé, si n et n' sont deux nombres entiers ou zéro, différen*
l’un de l'autre , on aura
2/iw; r
. a nVx ,
J 0 Sm
sm — dx
2TITTX
anVx »
cos — j— dx
ri .
■xrixx
Jo S,n
cos — j — dx
ri
Ja cos
COS —y— dx
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dans le cas de n' = n , on aura aussit>
en observant que si n=o, la dernière intégrale sera toujours zéro, mais les deux précédentes ne seront plus égales : W première sera zéro , et la seconde égale à Z. On conclut de là que si l’on substitue dans l'équation (27), à la place de u et de X, leurs valeurs, on aura
= sin^p? fxdx-\-£ J ‘ cos *n*x. Jxdx ,
pour une valeur quelconque de n, ot en particulier
ZB = f[ Jxdx , '
pour ns o. Les équations précédentes devant subsister pour toutes les valeurs des constantes a et £ , elle sedécomposera en deux autres, savoir :
i ZA = fl sin Jxdx ,
ï ~fl C0S ~T~ fedx-
Par conséquent , les coefliciens A et B seront déterminés pour toutes les valeurs de », excepté le coefficient A relatif à n — o, qui demeure indéterminé, mais qui disparaît de l’expression de u.
An moyen de ces valeurs de A et B, et en changeant x en x1 sous les intégrales définies, l'expression de u sera finalement
u — je~*' f fx'dx' cos ^•nr^f~x'^fx'dxf'^ e 7 : ; (28)
la somme 2 s’étendant à tontes les valeurs de n, depuis n= 1 jusqu’à TJ =1 00 .
Si l’on y fait t = o et «= fx, on- a
> = 7 fl 7 2 (/, «» ^^r^fx’dx') ;
résultat qui s’accorde avec la formule (5) du n° g3 , et qui a lieu depuis x=o jusqu’à x=.l, y compris les valeurs extrêmes zéro et l, puisqu’on a par hypothèse jo — fl.
L’expression de u est, comme on voit, une fonction de x qui demeure la même, ainsi qu’on l’a dit plus haut (n° 1 18), lorsqu’on y augmente ou diminue la variable x d’un multiple quelconque de / Au bout d’un certain temps, qui n’est pas très long en général, la somme 2 se réduit sensiblement au terme correspondant à n=i. A cette époque si l’on appelle v la valeur de u relative à x-j-±l, ce terme disparaît dans la somme u + v, et l’on a simplement
u + v = je-*' f fx'dx' ;
d’où il résulte que l'anneau parvient toujours à un état dans lequel la somme des températures qui répondent aux extrémités d’un même diamètre, est la même pour tous les diamètres, et décroît en progression géométrique, lorsque le temps, à partir de cette époque, croit par des différences égales. Au bout d’un temps encore plus long la somme 2 disparaît en entier, et les températures de tous les points de l’anneau décroissent suivant cette même progression géométrique. Enfin, ces températures deviennent toutes égales à zéro, comme la température extérieure, excepté dans le cas de l’imperméabilité calorifique de la surface, où l’on a b=o, et où elles convergent toutes vers
une température constante et égale à la moyenne -J' fx'dx’ des températures initiales.
(i 35). La valeur de u que l’on déduit de la formule (36) en y faisant 6' = 8, et qui se rapporte à un anneau dont une section normale est entretenu» à une température invariable et égale à 9, diffère essentiellement de la valeur de u donnée par la formule (28) et relative à un anneau qui se refroidit librement. Au bout d’un certain temps , la somme 2 disparaît de la première valeur de u , et l’anneau parvient à un état stationnaire, daus lequel la température d’un point quelconque se réduit à
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Maintenant, si l’on supprime la cause gui entretenait la température 6 de l’un des points de l'anneau , et qu’on laisse ce corps refroidir librement, il faudra, pour déterminer la loi de ses températures au bout d’un temps t à partir de cette suppression, substituer cette valeur de u à la place de fx dans la formule (28). Or, on a
MTX . 2H3 r-V
CO» — sin — J- J
, .. / , 20! TX . 2 n*x\
, , (1 — e~*‘) ( el cos — s (-271T sin — — 1
4 e-^cos ïn<x-x> ,{X'— V 1 L J .
o cos 7 ax
au moyen de quoi la formule (28) deviendra
2 TXTfX
“ — cW + t-is' +
En y faisant t = o, on devra retrouver la valeur particulière fx de u, d’où l’on est parti; et si l’on met pour plus de simplicité 2 1 au lieu de /, puis x — /au lieu de x , il en résultera
et1 4- e~t‘ 1
gl (et'—e-t1) g‘f
cos ni cos
mrx
pour toutes les valeurs de x, depuis x = — / jusqu’à ij ce qui est effectivement une formule connue, qui subsiste également lorsqu'on y met g \/ — i au lieu de g (*).
Nous ferons aussi remarquer qu’en mettant / — x au lieu de x dans cette dernière équation , de sorte que cos mr cos se change
en cos ; multipliant ses deux membres par Z, supposant ensuite
/ — ce , et faisant
(*) Journal de V École Polytechnique , 18* cahier, page 3n.
la somme S se changera en une intégrale relative à z, qui s'étendra depuis z = o jusqu'à z — 00 ; le terme compris en dehors de cette somme s'évanouira ; et si g est une quantité positive et x une quantité finie , on aura *
Par conséquent, l’équation précédcntp deviendra
eu» txdt *• _
ce qui est encore une formule connue, qui nous sera utile dans la suite, ainsi que sa différentielle relative à x, sayoir:
s sia txdz
•js
(i36). il oous reste encore à considérer la propagation de la chaleur dans une barre droite ou courbe, qui se prolonge indéfiniment de part et d’autre du point C, d’où l’on compte les distances x. Je supposerai celte barre homogène, sa section normale constante, et sa surface partout dans le même état; et pour déterminer dans ce cas la valeur de u en fonction de t et x, je ferai usage de l’intégrale sous forme finie de l'équation (19) du mouvement de la chaleur.' D'après ce qu'on a vu dans le n* 74, cette intégrale sera
A ~ ^f-»e~*f(x+2*ay'»)d*i (29)
fx étant la fonction arbitraire qui exprimera la valeur de ù correspondante à (=so, et sera donnée par conséquent, d'après l’état initial de la barre, depuis x — — 00 jusqu’à xs=soo. Au moyen de cette formule, on pourra donc toujours calculer par les quadratures, la température d’un point quelconque à un instant donné; ce qui est la solution complète du problème.
Supposons que la barre n’a été échauffée primitivement que dans une portion limitée qui s’étendait depuis x = — < jusqu’à x — 1, de sorte qu’en dehors de ces limites sa température initiale fx était zéro,
comme la température extérieure. Si nous faisons
x -J- 2 <ta \/l = x' ,
il en résultera
x — x j dx'
a. = — da = — —,
lay t 2a y t
et la fonction fxf étant zéro pgur toutes les valeurs de x1 > c ou < — t , il suffira d’intégrer par rapport à x', depuis x' = — t jusqu’à x' = «; en sorte que l’on aura
u = -=■ / e 4«’‘ fx'dx'-.
Cette expression -de « nous montre que la chaleur communiquée à une portion de la barre se répand instantanément dans toute sa longueur; car, quelque grande que soit la distance x, et quelque petit que soit le temps t, il y aura toujours une valeur de u qui ne sera pas rigoureusement nulle. Ce résultat tient à ce qu’en formant l’équation du mouvement de la chaleur, nous avons supposé instantanés les échanges de chaleur entre les tranches de la barre comprises dans l’étendue du rayonnement intérieur. Or, quelque rapides que soient ces échanges, ils ne peuvent avoir lieu dans la nature qu’en des intervalles de temps de grandeur finie; et si nous avions eu égard à cette circonstance, la conductibilité k et par suite la quantité ii ne seraient plus rigoureusement constantes : a serait une fonction du temps qui varierait d’abord très rapidement, et atteindrait bientôt une valeur constante ; Ce qui suffirait pour étnpècber que la communication de la Chaleur ne fût instantanée à toute distance du lieu de TëchautFement primitif. Mais on voit aussi, en ayant égard à l’exponentielle contenue sous le signe /, que la valeur précédente de «sera tout-à-fait imperceptible, hors de l’étendue t}® l’échauffement primitif, tant que la quantité a a\/t sera très petite par rapport à la distance xy ou plus exactement xrfc é. Si l’on considère des points de la barre très éloignés du lieu de cet échauffement, et si l’on attend que l’élévation de température y soit devenue sensible , on pourra la calculer avec une très grande approximation, en négligeant x' dans l’exponentielle dont il s'agit. De cette manière, oo aura
simplement
e—bt ~ 4 a't
20 \/ xt
- J'' fx'dx'.
Eu appelant A la quantité totale de chaleur communiquée primiti-
\emenl à la barre, on aura aussi • 9
A = ca> j' ’ fx'dx’ -,
et en éliminant entre ces deux équations l’intégrale qu’elles contiennent, il en résulte
2 cma \/ wt
où l’on voit que la température des points très éloignés de réchauffement primitif ne dépendra que de la quantité de chaleur A , et nullement de la loi de sa distribution initiale, ou de la forme de la fonction fx.
Pour comparer deux barres de matières différentes, sous le rapport des plus ou moins longs temps qu’elles emploient à transmettre des quantités égales de chaleur à la même distance, nous ferons abstraction du rayonnement de leurs surfaces. Soit donc b=o, nous aurons
Ar 4**‘
CaU =
2ta y rt
Ce produit eau est la quantité de chaleur transmise dans le temps t à la distance x; en déterminant son maximum par rapport à t, ou
trouve qu’il répond à < = ^, e t qu’il est égal à —~=. Il ne dépend
donc pas de la quantité a , ni de rien qui soit relatif à la matière de la barre ; en sorte que deux barres de matières différentes transmettent néanmoins le même maximum de chaleur à une distance donnée; mais cette transmission a lipu dans des temps différens; et d’après la valeur de t qui répond à ce maximum, elle est la plus rapide dans la barre pour laquelle la quantité a est la plus grahde.
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Or, nous avons fait * = a' (n° 129); il s’ensuit donc que ce n’est
pas toujours la matière qui a la plus grande conductibilité k, qui conduit le plus promptement la chaleur à une distance donnée; cette propriété dépend à la fois de la grandeur de k et de celle de la chaleur spécifique c de cette matière.
Dans mon premier mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides, j’ai apjdiqué la formule (29), non-seulement au cas d’une barre indéfiniment prolongée, mais aussi au cas d’une barre dont la longueur est limitée, et j'ai fait voir comment, dans ce dernier cas , cette formule se transforme toujours en une série d’exponentielles. Dans les numéros qui précèdent , j’ai suivi une marche inverse : ayant préalablement établi que la valeur inconnue de u peut être représentée, quelle qu’elle soit, par une série d’exponentielles, j’ai employé une série de cette forme pour satisfaire simultanément à toutes les conditions de chaque problème.. Cette méthode est plus simple que la première, et c’est celle que je suivrai constamment dans cet ouvrage; mais, sous le rapport de l'analyse, la réduction de l’intégrale definie que contient la formule (29), en des séries différentes d’exponentielles, selon les diverses conditions relatives aux extrémités de la barre, est néanmoins une transformation délicate et importante, pour laquelle je renverrai au mémoire cité (*).
(*) Journal de V École Polytechnique , 19* cahier, page 27.
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CHAPITRE X
Distribution de la chaleur dans les corps spherù/ues.
(137). 'Dans ce chapitre, nous supposerons que tons les points egalement éloignés du centre de la sphère ou de la couche sphérique que nous voudrons considérer, ont à chaque iustaiit une même température; en sorte qu’en désignant .par r la distance d’un point quelconque de cettç couche à son centre, la température u de ce point, au bout du temps *,sera une fonction de r et r, qu’il s'agita de déterminer; et l’inconnue ne dépendant ainsi que de deux variables, le problème sera semblable à celui du chapitre précédent.
Afin de rendre linéaire l’équation du mouvement de la chaleur, c’est-à-dire l’équation (7) du n* 4q > nous supposerons la chaleur spécifique c et la conductibilité k indépendantes delà température u. Si la couche sphérique est hétérogène, les quantités k et c seront supposées des fonctions de r. Nous supposerons, de plus, que chacune de ses deux surfaces soit partout dans le môme état, et que la température extérieure ne dépende que de t. Ces conditions sont nécessaires pour que la température « puisse être, comme on vient de le dire, une fonction de r et t seulement; ce qui aura effectivement lieu au bojat d’un temps quelconque, lorsqu’eu outre la température initiale ne sera fonction que de r.
Cela étant , cette équation générale du mouvement de ta chaleur' se'réduira à
rf.r**- . du * dr
T, = dr ’
ainsi qu’on l’a vu dans le n* lao. En appelant h' et h les rayons
des surfaces concentriques, extérieure et intérieure, de la couche sphérique, nous aurons d’abord, en vertu de l'équation (a) du n* 67 , •
j-r + /»(« — 0 = o, quand r = A'; (a)
Ç étant la température extérieure, qui pourra être une fonction donnée de t, et p désignant un coefficient constant et positif, dépendant de l’état de la surface extérieure et de la conductibilité k qui a lieu »
Près de cette surface, c’est-à-dire, pour abréger-, le coefficient p de équation citée, divisé par cette quantité k. Pour fixer les idées, nous supposerons qu’on ait fait le vide dans l’espace terminé par- la surface intérieure; les échanges de chaleur entre les points voisins de cette surface répondant, par hypothèse, à des températures égales, il s’ensuit que le flux de chaleur sera nul à travers chaque élément de cette même surface; par conséquent, on aura
du ,
' gr = o, quand r = h. (3) * •
Telles sont donc les trois équations du mouvement de la chaleur
dans la couche sphérique, d’une épaisseur constante et égale à h' h,
que nous considérons. En les comparant aux équations (3) et (4) des n" 1 17 et 118, on voit quelles coïncident avec celles-ci, en faisant
x = r, <* = r‘, <m =s o, *&' = pk,
et supprimant dans l’équation (3) le terme relatif au rayonnement la- .teral de la barre. 11 s’ensuit que la loi des températures dans l’épaisseur de la couche sphérique se déterminera au moyen des formules du n* 1 a8 , que nous appliquerons tout à l’heure ay cas d’une couche homogène. Auparavant, nous ferons remarquer que-si les quantités £ et k variaient en raison inverse du carré de la distance r, la dis- • tribution de la chaleur dans la couche sphérique serait la même , d’après les équations précédentes , que dans une barre cylindrique pour laquelle le rayonnement latéral et celui de l’une de ses deux extrémités seraient zéro; si l’on avait, en outre, p= o, cette distribution serait celle que nous avons déterminée dans le n° i33, en faisant A = o, dans les formules de ce numéro.
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(i38). Daus le cas de l’homogénéité, où les quantités k et c-sont
constantes , je fais * = rt*, et j’écris l’éqnation (i) sous la forme
.d'.ru
d, ru dl
dr%
En supprimant le terme qui dépend du rayonnement latéral dans l’équation (i5) du n° 128, faisant x—r et <a = r*, et y mettant,' pour plus de commodité, «*p* au lieu de p, elle deviendra
rf’.rR
dr‘
p*rR =s
On pourra prendre
. rY = sin pr, rY' = cos pr,
pour déterminer les valeurs particulières de R désignées par Y et Y' dans ce numéro. 11 en résultera
AH = sin pA , A*G = pA cos pA — sin pA ,
AH( = cos pA, A*G, = — pA sin pA — cos pA ,
AU' = sin pA', A'*G' = pA' 00s pA' — sin pA',
A'H'y= cos pA', A'*G'(= — pA' sin pA' — cos pA' ;
au moyen de quoi et de -tr ’ — pk et <sr = o, l’équation (16) de ce même numéro, d’où dépendent les valeurs de p, deviendra
(p*AA' -4- i — ph!) sin fl — (l •+■ phh') p cos fl, (4)
en désignant par l l’épaisseur A' — A de la couche sphérique. L’équation (17) sera, en même temps,
A*A'*rX = k ( i — ph!) A* sin p(A' — r) — AA'* sin p (r — A)
— AAA'p[A' cos p(r — A)-4- A cos p(A' — r)] ; (5)
et si l’on fait, dans la formule (i8).#du numéro cité, x = r et a> =r‘, que l’on y supprime le facteur c constant et commun au numérateur et au dénominateur, et que l’on y remplace p par rt*p*.
on aura
r'XFrdr
Xe-av';
r’X\ir
Ja fonction Fr étant la valeur initiale de u, et la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs positives de f, tirées de l'équation (4), y compris f = o.
Pour faire usage de cette formule , on formera l’intégrale J'h r‘H.‘dr , dont la valeur exacte s'obtiendra immédiatement d’après celle de X ; on éliminera ensuite de celte intégrale sin fl et cos fl, au moyen de l'équation (4); puis on substituera sa valeur, ainsi préparée, dans la formule (6). Cela fait, on mettra successivement dans cette formule la racine f = o et les autres racines de l’équation (4), calculées par approximation, quand les valeurs numériques de p, h , h1, l, seront données. Le terme de cette formule qui répondra h f — o s’évanouira toujours; mais quand la quantité p sera nulle , on la supposera d’abord infiniment petite, et l'équation (4) aura aussi une racine infiniment petite, indépendamment de f = o , à laquelle il faudra avoir égard.
On déterminera cette racine en substituant à la place de sin fl et cos fl leurs développemcns, supprimant ensuite le facteur f commun aux deux membres de l’équation (4) > et négligeant , après cela , les termes qui ont f* ou f’p pour facteur. De cette manière , on trouve
d’où l’on déduirait la valeur infiniment petite de f, correspondante à celle de p*. En même temps, l'équation (5) se réduit à
h‘h'*r\ r k(h‘ -f- h’*) rf ,
en négligeant le cube de f et le produit fp. Si l'on appelle L le volume de la couche sphérique, de sorte qu’on ait
il en résultera
4 wh*h'* fh r*\*dr—k‘f\h‘ -f- A'*)*L;
et au moyen de ces différentes valeurs, le terme de u qui répond aux valeurs infiniment petites de p cl f , sera
“ = T fl ^rdr ’
ce qui est évidemment la moyenne des températures initiales de la couche entière. Les autres termes de la valeur complète de u seront insensibles au bout d’un certain temps, et celte température ne différera plus sensiblement de la moyenne de scs valeurs initiales, ainsi que cela doit être, en effet, dans le cas que nous examinons, où le flux de chaleur est nul aux surfaces intérieure et extérieure de la couche , en sorte qu’elle ne peut perdre aucune partie de sa chaleur initiale, qui finit par s’y distribuer uniformément.
(i3g). Si la couche sphérique se change en une sphère entière, dont le rayon soit /, on aura A = o et h' — l; l’équation (4) deviendra
(1 — pl) sin ft = fl cos fl ; (7)
et en considérant A comme un infiniment petit dans le second membre de l’équation (5) , elle se réduira à
A*rX = — A sin fr.
On aura donc
dr = - — a
k‘sinfUos/1
et comme l’équation (7) donne
cos fl =
1 ~Pl
y/pl' + (< -Fl)''
sin fl r=
tl
il en résultera
Au moyen de cette valeur et de celle de h'rX, il est facile de voir
que l'équation (6) prendra la forme :
ru
Pb' l* f'I'— pl (l—pl
Çf sin fr .frdr^ sin fre "','t ,
en désignant par fr le produit rFr ou la valeur initiale de ru, et la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs de p tirées de l'équation (7).
Le terme de cette somme qui répond h p = o s'évanouit, comme on l’a dit plus haut. Si la quantité p a une valeur finie, toutes les autres racines de l'équation (7) serout aussi des quantités finies, et tous les termes de la formule (8) s’évanouiront sensiblement après un certain temps. Mais ces termes décroîtront avec des vitesses très inégales, parce que les racines de l'équation (7^ seront généralement très différentes; avant que la valeur de u soit réduite à zéro, ou devienne égale à la température intérieure, il y aura donc une époque où la somme 2 se réduira , à très peu près , au terme correspondant à la plus petite racine de l'équation (7); en sorte qu’en désignant par t cette plus petite racine, on aura
- 2 [»**’ -h C» — pl)‘] sin >r
— pl (1— pl)]rl
(/ sin tr.frdr ) 1
ce qui montre qu'à partir de cette époque les températures de tous les points de la sphère décroîtront suivant une même progression géométrique ; le temps croissant par des différences égales. Dans cet état de la sphère , si l’on désigne par v la température de son centre , on 4 valeur de « qui répond à r=o, et que l’on compare la température en un point quelconque, à cette température centrale, on aura simplement
v >in 1 r
où l’on voit que la température u décroît continuellement en allant du centre à la surface, puisque l’arc tr croit toujours plus rapidement que son sinus.
Si l’on fait l — o et ru = fr dans l’équation (8), nous aurons
. 4-(i— ;»/)*] (in^r/ r> . , \
ri--pi\Jpi) Uo
pour toutes les valeurs de r > o ef< /, quelle que soit la fonction
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arbitraire fr. Pour que celle formule subsiste pour r — o , il faudra que fr s’évanouisse à cette limite; et pour qu’elle ait aussi lieu à l’autre limite r = l, il sera nécessaire qu’on satisfasse à l'équation (a), en y faisant u — -fr et supprimant la quantité Ç, c’est-à-dire, qu'il faudra qu’on ait
Yfr —pl)jr = o,
pour r—l\ ce qui résulte, en effet , de la formule précédente et de l’équation (7). Puisque nous avons prouvé préalablement (il0 84) que la série d’exponentielles dont nous sommes partis peut toujours représenter l'inconnue u en fonction de t et de r, et comme on peut admettre que les conditions du problème 11e sont point incompatibles, de sorte qu'il est susceptible d'une solution , quel que soit l’état initial de la sphère, il s'ensuit que la formule précédente est une conséquence nécessaire de cette solution générale, sur laquelle il ne peut rester aucun doute; mais il serait à désirer que l’on put parvenir plus directement à cette formule. Elle se vérifie dans le cas particulier où l’on a pl = 1 : abstraction faite du facteur p Z , l’équation (~)
se réduit à cos f/ = u; elle donne p = — j— , en désignant par
n un nombre entier et positif; et l’expression de fr dont il s’agit devient
Jr = l 2 ( /! sin •~"V/I)rr frdr) sin
(lu — i)tït
ce qui coïncide avec la formule (1 1) du u <16, quand on suppose dans celle-ci f( — x) = — f x t et que l’on y fait x = r.
(140). Au lieu de déduire- la valeur de u relative à une sphère entière, de celle qui répond à une couche sphérique, ainsi que nous venons de le faire, on peut aussi la déterminer directement. Dans ce cas, il serait difficile d’établir, à priori , la nécessité de l’équation (5) relative à r ^ o on au centre de la sphère ; mais en
prenant ru pour l’inconnue du problème, et faisant ~ = a,f comme plus haut, on remplacera l'équation (1) par celle-ci :
d. ru ,d'.ru
-dT~a -dï~
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en faisant £ = 0 dans l’équation (a) qui a lieu pour r=/, on pourra
aussi l’ccrire sous cette forme :
. tF + (P“ j)m = °; <,0>
et, enfin, on remplacera lcquation (3), relative à r = o, par la condition m = o, nécessaire pour que la température u ne devienne pas infinie au centre de la sphère.
Cela posé, la valeur de ru en série d’exponentielles qui satisfait, de la manière la plus générale, à l’équation (9) et à la condition ru — o quand r= o, sera évidemment
ru — 2A sin fr . ;
la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs possibles , réelles ou imaginaires, des deux constantes A et f. Afin qu’elle satisfasse également à l’équation (10) pour r = / et pour toutes les valeurs de t, il faudra que les valeurs de f soient déterminées par l’équation (7). En supposant donc que l’on n'emploie que des valeurs de />* tirées de cette équation et différentes entre elles, de sorte que les exponentielles contenues dans la somme 2 soient toutes distinctes les unes des autrcs.il ne s’agira plus que de déterminer, en fonction de f , le coefficient A d’un terme quelconque, d’après l’état initial de la sphère.
Pour cela, conformément au procédé général, indiqué dans le n° 85, je multiplie par sin frdr les deux membres de l’équation (9), et je les intègre ensuite depuis r= o jusqu’à r= f; ce qui donne
En intégrant deux fois de suite par partie, et ayant égard à l’équation (10) qui a lieu à la limite r=l, il vient
f sin dr— — £Y/> — sin fl-+- pcos m s'° frdr'>
A désignant la valeur de ru qui répond à r = /. En vertu de l'équation (7), le terme compris hors du signe f s'évanouit; par consé-
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i] neat , on aura simplement
d. f ru sin /rdr .
J ; = a' p* / ru sin erdr ;
dt J a
et en intégrant , on en conclura
J ru sin ftdr — De-
D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose que l’on ait, comme plus haut, ru = fr quand t =o; il en résultera
D — f‘ sin fr.frdr;
et nous aurons, à un instant quelconque ,
y ru sin frclr = e~ a’,‘‘ J sin p r.frdr.
En substituant dans cette équation la valeur de ru en série , et comparant les termes semblables dans ses deux membres , j'en conclus
sin fr sin f'rdr
tant que f et f' sont dés racines de l’équation (7) , qui ont des carrés diflférens, et, en particulier,
A y' sin*fi nrfr = f sin fr.frdr,
dans le cas de f'*= f*. De cette dernière éqnation, on déduit
2f C sin fr.frdr
et il en resuite
fl — sin fl cos fl9
/ f ûafr.Jrdr
-2-7 — : — j >sin pr.e
r fl—* sin fl cos fl '
pour la valeur de ru complètement déterminée.
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Cette expression de la température dans une sphère entière dont tous les points, également éloignés du centre, sont également échauffés, et que l’on suppose placée dans un milieu qui a une température invariable, est celle que Fourier a donnée le premier, sans démontrer, toutefois, quelle convienne à une valeur initiale de la température représentée par une Fonction de la distance r entièrement arbitraire, ou, autrement dit, sans avoir prouvé, directement ou indirectement, que la valeur de ru qui en sera déduite pour l = o puisse représenter une fonction quelconque jr. Au moyen de l’équation f-), il est facile de faire coïncider cette formule de Fourier avec l’équation (8j.
Au moyen de cette même équation (7), on peut aussi vérifier l'équation (1 1). Eu effet, en effectuant l'intégration, on a
rl • • . , «iofi — •')/
2 / sin fr stn f rdr= — _ ■;
J n PP
ou , ce qui est la même chose,
/'l • -ij f' «in fl cos fl — i sin il coi il
sin prsm p'rdr = ' 4- — ;
mais’, d’après lequation (7) dont p et p' sont des racines , on a
sin pl = { cos pl ,
sin p'I = — ; cos p'I ;
pl — r* * ”"r
ce qui réduit à zéro le numérateur de la fraction précédente, et, par conséquent, la fraction elle -même, quand son dénominateur n’est pas nul. Dans le cas de p'* = p*, ta fraction n’est plus zéro j elle
se présente sous la forme f ; et sa véritable valeur est ’-t — ^sinp/cosp/,
comme cela doit être. Lequation (11), ainsi vérifiée, sert à prouver (n* 90) que toutes les racines de lequation (7) sont réelles. 11 s’ensuit que toutes les valeurs de f* sont positives; ce que l’on reconnaît, d'ailleurs , en remplaçant dans l'équation (7) sin pl et cos fl par leurs développemens : apres avoir supprimé le facteur pl, commun à tons les termes , il en résulte effectivement
P1 - fo (a + i*0 + txÏüs (4 + pl) — «te- = o ;
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et en observant que la quantité p est essentiellement positive, on voit que cette équation ne peut être satisfaite par aucune valeur négative de f%.
(«4«). Lorsque le rayon l est très petit, le produit pl l’est aussi, en général, et la valeur de fl, qui répond à la plus petite racine < de l'équation (7), est également très petite. D’après l’équation précédente, cette plus petite racine est, à très peu près.
Les autres valeurs de fl tirées de l'équation (7) n’étant pas très petites, il s’ensuit que la somme 2 contenue dans la formule (8) se réduira très promptement au terme correspondant à f = e ; d’ailleurs , la variable r étant aussi très petite , la valeur de tr ou \/^y~ Ie sera éga-
lement ; en prenant donc er au lieu de sinfr, on aura, après un temps très court ,
— »[«'*' -Mi 1 /[.*/•— pi(i — pi y
ou , à très peu près ,
u = p(f!r^dr)e ‘ •
d'après la valeur de t.
La température initiale à la distance r étant Fr, si l'on appelle y la moyenne de ses valeurs dans le volume entier de la sphère , on aura évidemment
4 ■*J‘r'¥rrlr = *fyi
et comme fr est le produit rFr, il s'ensuit que le coefficient de l’exponentielle dans la formule précédente est égal à y. D’un autre côté , le flux de chaleur à travers la surface sphérique dont le rayon est r, dans le sens du prolongement de son rayon et rapporté à l’unité de
temps, a pour expression — /p7rr*k ~ (n°53); d’après l’équation (10)
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relative à la surface de la sphère, ce flux est donc égal à /t7rl‘pku à
cette surface ; donc en appelant € le rapport de son coefficient 4 irt'pk
au produit du volume de la sphère et de sa chaleur spécifique , nous aurons
Or, nous avons fait *=a‘; par conséquent, la valeur de la température u, à un instant quelconque, est la même chose que
et il est facile de voir qu’elle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans le n° 40, pour le cas d’un très petit corps de forme quelconque, en supposant, comme ici, le flux extérieur de chaleur proportionnel à l’excès de la température de ce corps sur la température du dehors, et faisant celle-ci égale à zéro.
(142). En général, si l’on désigne par n un nombre entier et positif, et par une quantité positive ou négative, dépendante de n et moindre que T, abstraction faite du signe, on pourra représenter par
fl = nir ■+■ J'm ,
toute valeur positive de fl qui satisfait à l’équation (7). En la substituant dans cette équation , on aura
(1 — pl) sin sf, = (mr -f- J',) cos tf„ ;
et si l’on fait successivement n = i, = a, = 3, etc., il sera facile de déterminer, par des essais, les valeurs approchées de J',, tf,, «Tj» etc., quand là valeur numérique de 1 — pl sera donnée. Lorsque n sera devenu un très grand nombre , on pourra négliger cf„ par rapport à rm , dans le second membre de cette équation ; de cette manière, on aura
tang J. = 7^j[ ;
ce qui fera connaître immédiatement la valeur de cf, correspondante a chaque valeur très grande de n.
Si le rayon l est très grand, et que le produit pl le soit aussi , on aura , à très peu près ,
dm — — r t >
pour les valeurs de n qui ne seront pas très grandes ; d’où il suit que pour ces valeurs, celles de pl croîtront par des différences à très peu
près égales à« — ou simplement à tr. Pour de très grands nombres n, deux valeurs consécutives de cT, étant déterminées par les équations
tang J1. — — ~ , tang «f,+, =
il en résultera .
tang (/. /.+.) _ — ;
et celte quantité étant très petite, la différence <f. — J'.+, le sera également; d’où il suit que les valeurs de pl relatives à de très grands nombres « , croîtront aussi par des différences égales à -n. On conclut de là que si le rayon Z devient infini , toutes les valeurs de p croîtront par des différences infiniment petites, et rigoureusement égales
a J ; en sorte que si nous faisons, dans ce cas,
nar
la somme 2 relative au» valeurs positives de p, se changera en une intégrale relative à a, qui s’étendra depuis a = o jusqu’à a = 00 . Eu
-f (l— fii)1
même temps , la fraction -J7- — — , contenue dans la for-
mule (8), sera égale à l’unité; par conséquent, cette formule pourra s’écrire ainsi :
rU ~ f, s't1 ar' s'n <*-r-e~a'*'tfr'dr'd<i ;
et elle fera connaître la température en un point quelconque d’un corps homogène et infini en tous sens, lorsqu’on la suppose égale en
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tous les points également éloignés de celui d'où l’on compte les
distances r.
Si l’on fait t = o et ru=.fr, il faûdra qu'on ait
fr — - J Ç sin ar' sin ar.fr'dr'da ,
pour toutes les valeurs positives de r, depuis r = o jusqu’à r=eo ; ce qu’il est aisé de vérifier. En effet, d’après la formule (i4) du n° 102, on a
f r — - I / _* s'n ar' s'n ar •/ r "r ,
~w J I cos ar cos ar .f r'dr'da ,
depuis r — — oc jusqu’à r = ce , et quelle que soit la fonction fr. Or , si l’on suppose que cette fonction soit telle que l’on ait f( — r' ) = — fr> , tous les élémens de l’intcgralc relative à r' seront deux à deux, égaux et de même signe dans la première intégrale douille , égaux et de signes contraires dans la seconde ; par conséquent, on pourra supprimer la seconde intégrale double, et doubler la première, en y étendant l’intégrale relative à r', seulement depuis r' = o jusqu’à r' = ao ; ce qui fera coïncider cette dernière expression de f r avec la précédente, qu’il s’agissait de vérilier.
(i45). On peut aussi effectuer l’intégration relative à a, et réduire à une intégrale simple l’expression de m. D’après une formule connue, qui se déduit facilement de celle que nous avons employée dans le n" 74 , on a
y *’ cos iÇttda = - — e
-ŸJL e r
S et y étant des constantes dont la première peut être réelle ou imaginaire. Si donc on fait y = a \'t , que l’on prenne successivement £ = £('■ — r) et € = J (/•-+- r'), et que l’on retranche l’une de l’autre les deux équations qui en résulteront, on aura
1 f sin «r'sin ar. dar- ^ \ '
et , par conséquent ,
r'Ÿr'.dr',
en remettant rTr' au lieu de J r'. On parviendrait également à ce résultat au moyen de l’intégrale, sous forme finie , de l’équation générale du mouvement de la chaleur, que l’on a trouvée dans le n* 76, et dans laquelle on- prendrait pour la fonction arbitraire F(:r, y, z) , qui exprime la température initiale du point dont x, y, z, sont les trois coordonnées orthogonales, une fonction Fr de la seule va-
riable r ou Y' x* + y* Hb z*-
Si réchauffement primitif a été renfermé daus un espace limité autour du point d’où l’on compte la distance r, de sorte que Fr' soit zéro pour toute valeur de r' plus grande qu’une ligne donnée i , il suffira d’étendre l’intégrale relative à r' depuis r' = o jusqu’à r'=f. En dehors de cet échauffement primitif, et quand la quantité a\/t sera devenue très grande par rapport à r, on pourra développer les exponentielles contenues sous le signe f , en séries
très convergentes, ordonnées suivant les puissances de — — ; et si l’on
ay 1
néglige ensuite le carré de cette fraction , on aura
1‘' f o r"Fr'dr'-
Mais , eu appelant A la totalité de la chaleur communiquée primitivement au corps que nous considérons, et observant que c est la chaleur spécifique, on a
A = 4 TTC y* r'^r'dr' ;
nous aurons donc
pour la température qui aura lieu au bout du temps t et à la distance r du centre de réchauffement primitif.
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Si ul est le maximum de cette température, et t, le temps correspondant, c’est-à-dire , les valeurs de t et u qui répondent à ^ =o , ou aura
en remettant pour a * sa valeur *. On peut comparer ces valeurs de u(
et t, aux résultats analogues que nous avons trouvés dans le n* i36, pour la propagation de la chaleur dans une barre cylindrique et homogène, qui se prolonge indéfiniment de part et d'autre du lieu de réchauffement initial.
(144). Déterminons actuellement la distribution de la chaleur dans une sphère composée d’un noyau sphérique et homogène , recouvert par une couche sphérique d’une épaisseur constante, également homogène, mais d’une matière différente de celle du noyau. Nous supposerons toujours la température égale à chaque instant, en tous les points également éloignés du centre de la sphère ; de sorte qu’en appelant r le rayon mené de ce centre à un point quelconque, soit du noyau, soit de la couche extérieure, la température de ce point au bout du temps t sera, comme précédemment, une fonction de r et t.
Nous représenterons cette inconnue par u pour tous les points du noyau, et par u' pour tous ceux de la couche extérieure. Soient, de plus, c et Aria chaleur spécifique et la conductibilité de la matière du noyau, c1 et k1 les mêmes quantités relativement à la matière de l’autre partie de la sphère , h le rayon du noyau , l l’epaisscur de cette autre partie, et, conséquemment, A+Z le rayon
de la sphère entière. Faisons ensuite - = a‘ et —, — a’*. Les équations
du mouvement de la chaleur dans les deux parties de cette sphère, pourront être mises sous cette forme :
d .ru ru d.ru' _,%d' .ru
dt a dr' ’ dt ~~ a dr' ’
(ta)
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la première ayant lieu depuis r= o jusqu’à r — h, et la seconde depuis r = h jusqu’à r = fi ■+■ /.
Si la sphère est placée, comme précédemment, dans un milieu dont la température est zéro, et que l’état de sa surface soit partout le même , l’équation relative à cette surface sera
dr
p' étant un coefficient constant et positif, qui dépendra de la densité de l’air dans lequel la sphère sera placée , et de l’état de sa surface. Cette équation n’aura lieu que pour la valeur particulière r= h -f- / ; et en faisant p' = k'Q , on pourra l’écrire sous la forme :
d.ru
dr
+ (e—7^fl)ru' = °- (l3)
Nous aurons encore les équations du n* 90, relatives à la surface de séparatiou des deux parties de la sphère, savoir :
q étant une constante positive , dépendante des matières de ces deux parties , et dont la valeur numérique sera aussi donnée dans chaque exemple. Ces deux équations ne subsisteront que pour la valeur particulière r = h ; et si l’on fait | = b et ~ s= b', on pourra les remplacer par celles-ci :
~Sr + bru — (^b + ru = o. J
Enfin, il faudra joindre à ces différentes équations la condition ru— o quand r=o, nécessaire pour que la température ne devienne pas infiuie au centre de la sphère, et, de plus, les équations relatives à l’état initial de chacune des deux parties de la sphère , qui auront lieu pour t — o, et que nous représenterons par
ru = fr, ru! = f'r;
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fr et f'r étant deux fonctions données arbitrairement, la première depuis r = o jusqu’à r = A, la seconde depuis r = h jusqu'à r = A-f-/. Si l'on désigne par Fr et F'r les valeurs initiales de u et u, on aura f r = r¥r et f'r = rF’r.
Tel est donc le système d’équations qu’il faudra résoudre simultanément, pour déterminer les deux inconnues u et «' en fonctions de r et t. Mais auparavant nous ferons remarquer que si l’on a q — -r. , il faudra, d'après les équations relatives à la surface de séparation des deux parties de la spbère , qu’on ait u — u pour r=h i en sorte qu’il n’y aura alors aucun changement brusque de température dans le passage de l’une de ces parties à l’autre, quoiqu'elles puissent être de matières différentes. Si l'on a, au contraire,
g — o, ces équations se réduiront à * = o et = o; le flux de
chaleur sera nul en tous les points de la surface de séparation; et, dans ce cas , la distribution de la chaleur dans chaque partie de la sphère sera indépendante de celle qui aura lieu dans l’autre partie. Elle sera la même, dans la couche extérieure, que si le noyau était remplacé par un espace vide, comme dans le n* 137; et, en même temps, la loi des températures dans le noyau intérieur sera celle qui a lieu dans une sphère homogène dont la surface est imperméable à la chaleur; laquelle loi se déduit de l'équation (8), en y faisant la quantité p infiniment petite.
(145). Les valeurs de ru et ru' en séries d'exponentielles qui satisfont aux équations (ia), et dont la première remplit, en outre, la condition ru = o quand r—o, peuvent être représentées par
_ 4 • mr — in*t
ru = ZA sîn — e , a
f f a / • tnr . r» 1 mr\ —m * i
ru’ = Si A sm -f- B cos gp-J e ;
les sommes 2 s’étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, des constantes m, A, A', B'. Pour que cette valeur de ru' satisfasse, quelle que soit la variable t, à l’équation (i3) relative à r =h + 1, il faudra qu'on ait
,,rm mlh+l) 1 _a a
-7 Sin -■
•+• (S ~ TT~l) sm
- (g-rii)cos
d’où l’on tire • »
A,_ |m(A + 0 sin + + /)_ i ] cos B ,
B' = |=i£+2 C0S =^2 + [<J( A + /) _ ,] sin =»+$) B ;
B étant uue constante qui demeure indéterminée.
En ayant égard à ces valeurs de A' et B', et substituant celles de ru et ru' dans les équations (i4)> H11' ont beu pour r = h et pour toutes les valeurs de r, on en conclut
= B bh {2^C0«ÿ+Ce(A +1)- il sin ÿj , ■
B {[ÿ [C(A + /)-.]+ ( 6'A ,)]co8 ÿ
_| -j£W±ü —(b1 h -+■ .) [C(A + 0— ■]] sin J j = A b1 h sin
On satisfait à l’une de ces deux équations, à la seconde, par exemple, en prenant
A = MQ , B = M sin ^ ,
où l’on désigne par M une coustaute indéterminée, et l’on fait, pour abréger ,
-{aS£i-Ai*’*
Jbh
En substituant ensuite ces valeurs de A et H dans la première de ces mêmes équations, et ayant égard à cette valeur de Q, on trouve
- |ÿ[fi(A+0 - I] + (*'A + 0} y cos y cos y (l5)
+ { — ff;*--0 (M + ,)[tf(*+fl-«])«in ÿin ÿ
- J ? [^(*+0- .j(*A— .)— n^±i\b‘h-bh+ , ) { sin cos^ = o;
équation qui servira à déterminer les valeurs de m.
Maintenant, si nous faisons
r\ • mr
H = Q sin — ,
| m(h+l) m(h+l — r) , r/*, 1 , t • r)» . mh
R' — .J -A-XJ cos — + [6(h + t) — 1 1 ] sin J sin — ,
les valeurs de ru et ni seront
m = 2MRe— , ni — 2MR'e~"v. (16)
Dans chaque somme 2 , on pourra supposer réunis en un seul les termes correspondais à des valeurs égales de m, ou à des valeurs égales et de signes contraires: et cela étant, on n’étendra plus les sommes 2 qu’aux racines de l’équation (i5) dont les carrés st>nt des quantités inégales, de telle sorte que toutes les exponentielles comprises dans chaque somme seront distinctes l’une de l’autre. C’est dans cette supposition que nous allons déterminer M en fonction de m., au moyen du procédé général indiqué dans le n° 85, et d’après l’état initial des deux parties de la sphère.
(■46). Chaque ternie des valeurs de m et ru' satisfaisant séparément aux memes équations que les valeurs entières , il s’ensuit que l’on aura, comme on peut d’ailleurs le vérifier.
rf*R ___ mB J* d*W
~drr
pour toutes les valeurs de r, et, en particulier,
R = o, quand r = o,
(G — jj-£-^R'=o, quand r = k+l,j
■jr •+• (b — {)R — 6R' = o, quand r = h, (b'+ ^ R' = o , quand r = h.
d R' dr
Cela posé, je multiplie la première équation (la) par Rdr , la seconde par RWr; puis j’intègre leurs deux membres dans les limites où chacune de ces équations a lieu ; ce qui donne
R rudr
dt
*+/"'ru'</r
‘ fr *
dt
h+t d'.ru' dr *
R'dr.
En intégrant deux fois de suite par partie, .et mettapt pour ~ et
leurs valeurs données par les équations (17), il vient
/^Rtfr-R'i^-n/f -f.fK'n/Jr.
Les termes compris hors du signe f dans la première de ces formules, disparaissent à la limite r = o, puisque R et ru s’évanouissent avec r. Ces termes disparaissent aussi dans la seconde formule à la limite r = h+l; car, en combinant ensemble la seconde équation (18) et l’équation (i3), qui ont lieu l’une et l’autre pour cette valeur de r, on en déduit
«'TT—* £ = (r ir, - 0 1»'™- - KW) = O.
Eufin, à la limite r = h, les équations (14) et les deux dernières équations (18), qui ont lieu toutes les quatre pour rzstl, donnent
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R^-ru§^b[Rru'-R'ru],
les quantités comprises entre les crochets se rapportant à cette valeur particulière r=h. D’après ces différentes valeurs, nous aurons
Rrudr
dt
R'ru'rfr
dt
a‘b [Rit/ — R'ra] — m'f Rrudr,
— a"b'{Rru'—R'ru]—m‘ ff‘ R'n/dr.
Or , si la quantité q relative à la surface de séparation des deux parties de la sphère est zéro, b et b' le seront aussi; les variables u et u' seront séparées dans ces deux équations, qui s’intégreront toutes deux immédiatement; et ces inconnues se détermineront indépendamment l’une de l’autre. Nous supposerons que ce cas particulier n’ait pas lieu ; les quantités b et b' n’étant donc pas zéro, on pourra diviser la première équation par a‘b, et la seconde par a'%b' •, et en les ajoutant ensuite, les quantités comprises hors du signe f se détruiront. De cette manière , nous aurons
+ (ff! f. R™* + TV f* Vniir ) = “•
d’où l’on tirera, en intégrant,
~ fl Rrudr + ^ ff*4 R'nt'dr x= De“"**‘ ; (19)
D étant la constante arbitraire, que l’on déterminera en faisant tso et mettant pour ru et ru' leurs valeurs initiales fr et f'r; ce qui donne
Kfrdr.
Je substitue maintenant, dans cette équation (19), les formules (t(r)
à la place de ru et ru! . Le coefficient d’une exponentielle distincte de e m ' dans le premier membre de cette équation , devra être égal à aéro ; en sorte que m, étant une racine de l’équation ( 1 5 ) , dont le carré est différent de m‘, et en désignant par R, et R', ce que deviennent R et R' quand on y met mt au lieu de m, il faudra qu’on ait
ïhfo R Vr + àW fk+‘ R<R^ = 0 ;
et comme a%b et a!'b' sont des quantités positives, cette équation servira à démontrer, par le raisonnement du n* go, la réalité de toutes les racines de l’équation (i5) qui entrent dans les formules (16). Dans le cas de m' = m*, le coefficient de l’exponentielle contenue dans le premier membre de l’équation (19) devant être égal à D, comme dans le second membre, on en conclura
(w/>* + jV/T'1'-*) m =
ce qui détermine la valeur de M en fonction de m. D’après les valeurs de R et R', on a
fh+!R'‘dr— iPsin* J h a
a . mh mh\
— sia — cos — 1 , m a a J ’
mh
en faisant, pour abréger,
p= "**/(^4 -M[ff(A + Ô— - .]* + (A -M) [6(A+ 1) - il
et en mettant aussi pour D sa valeur, celle de M sera
2a' ‘A' f R frdr -f- la' b R ’frdr
J'à'Q' (h — — sin — cos —— -f- a'àP tiii*
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Au moyen de cette valeur de M, les formules (16) ne contiendront pins rien d’inconnu, et elles donneront, à un instant quelconque, la température de tel point qu’on voudra, appartenant à l'une ou h l’autre des deux parties de la sphère que nous considérons. La même analyse s’étendra, sans autre difficulté que la longueur des calculs, au cas d’une sphère composée de trois ou d’un plus grand nombre de parties de matières différentes.
(147)- On peut voir, à priori, que le terme de chaque somme 2 qui répond à la racine m =0 de l’équation (i5), doit s’évanouir; car, s’il n’était pas nul, les températures des points de la sphère convergeraient, dans tous les cas, vers une valeur constante qui ne serait pas zéro, et quelles atteindraient après un certain temps; en sorte que la température finale et permanente de la sphère serait toujours différente de la température extérieure ; ce qui ne peut avoir lieu, pour la sphère entière, ou seulement pour le noyau intérieur, que quand le flux de chaleur est nul à leurs surfaces respectives. On fera donc abstraction de la racine zéro de l’équation (i5), et l’on étendra les sommes 2 à toutes les valeurs positives de m, tirées de cette équation.
Dans le cas du flux de chaleur nul à la surface extérieure , on regardera le coefficient p' relatif à cette surface , comme une quantité infiniment petite; la quantité £ le sera également; et l'équation (i5) admettra une racine qui sera aussi infiniment petite. Pour la déterminer, je développe suivant les puissances de m les sinus et les cosinus contenus dans cette équation, puis je supprime le facteur m* commun à tous scs termes, et je néglige ensuite les termes qui ont m* ou m’S pour facteur; il en résulte
d’où l’on tirerait la valeur infiniment petite de m, s’il était nécessaire de la connaître. On aura , en même temps,
aa C »
m'hr
Ces valeurs de R et R' étant égales et proportiOTRrelles à r, on voit déjà que les termes correspondans des formules Ç"iè) Avisées par r, seront
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indépendans de r et auront la même valeur pour les deux parties de la sphère; et les autres termes de ces formules disparaissant au bout d’un certain temps, à cause des exponentielles qu’ils contiennent, il s'ensuit que la température finale et permanente de la sphère entière sera la môme en tous ses points. De plus, on aurït aussi
, mh
. a . mh mh a m‘h'
h sin — cos — = -, ,
■o a m'hlQi + l) , a m‘li
* r -jjr î
et au moyen de ces valeurs et des précédentes, la valeur correspondante de £ MR ou ^ MR', c’est-à-dire la température finale dont il s’agit, aura pour expression
ab'b' J' r* Frrfr + a'^J'k + r*F 'rdr \h'J‘b' + hl (h + l)cFh~+ J l ^a'b '
en mettant rFr et rF'r dans M an lieu de fr et f'r. Comme on a (n* *44)
on voit que cette température sera indépendante des conductibilités k et k' des deux parties de la sphère; elle ne dépendra pas non plus de la quantité q relative à leur surface de séparation; mais elle variera avec le rapport de leurs chaleurs spécifiques.
En désignant par V et V' les volumes de ces deux parties, par C et G' les quantités de chaleur qui leur ont été primitivement communiquées, on aura
V=Ça>, V' = 4*M(A-W)+ ±P,
C = 4wc f h r*F rdr , C' = 4 -*c' f*+‘ r*F Wr ;
la valeur précédente de la température finale deviendra donc
cV + c'V' »
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résultat évident, qui peut servir de confirmation à notre analyse , et qui aurait également lieu dans un corps hétérogène de forme quelconque, dont la surface extérieure serait imperméable à la chaleur, comme celle de la sphère dans le cas que nous considérons, ti (.48). Toutefois, ce résultat suppose perméables à la chaleur les surfaces de séparation des différentes parties du corps : si elles étaient imperméables, comme sa surface extérieure, chaque partie conserverait toute sa chaleur primitive; et la température finale changerait, en général, d’une partie à une autre. Dans le calcul du n° 146, nous avons exclu ce cas particulier relativement à la surface de séparation du noyau et de la couche extérieure. S’il avait lieu, on aurait 4 = oet b' = o; l'équation (19) serait remplacée
par deux autres équations, savoir :
y* R/Wr = De-""' , yi+i K'ru'dr = D'c-""1 ;
D et D' étant deux constantes arbitraires, dont la première se déterminerait d’après l’état initial du noyau , et la seconde d’après celui de la couche extérieure. La valeur du coefficient M en fonction de m se déduirait ensuite de celle de D, pour la première formule (16), et de celle de D', pour être employée dans la seconde. Enfin, en faisant b = o et b' — o dans l’équation (i5), elle devient
+ + Z)]sin ÿ
— [I + Ch (A + /)] cos ^ } («in ^ — y cos r) = 0 •
elle se décomposera donc aussi en deux autres, qui seront
mh mh mh Sin — — — COS — .
[^+ 1 - C(A + O] v + Ch (A + 01 > ?= o
La première déterminera les valeurs de m que l’on devta employer dans la première formule (16), et la seconde celles que l’on devra substituer dans la seconde de ces deux formules. -
On voit par là que dans le cas particulier de l'imperméabilité de la surface de séparation des deux parties de la sphère, les lois des températures, à un instant quelconque, se détermineront indépendamment l’une de l’autre dans ces deux parties, ainsi que nous l'avons dit plus haut. En mettant à la place de m, fa dans les formules relatives au noyau , et fa' dans, celles qui répondent à la couche extérieure , il sera facile de voir quelles coïncident avec ceUes que nous avons trouvées précédemment» sait pour le cas. d’une sphère entière, en y supposant agio le Aux de chaleur à la surface extérieure, soit pour le cas d’une couche sphérique qui termine un espaco vide. . -i- y . « ■> > hoquin .1 miah
(149). La surface de séparation des deux parties de la sphère étant supposée perméable à la chaleur, nous allons actuellement considérer, en particulier, le cas où l’épaisseur l de la couche extérieure est très petite. Cependant nous supposerons toujours cette épaisseur beaucoup plus grande que celle de la couche superficielle d’où émaue et où est absorbée la chaleur rayonnante ; ce qui n’empêchera pas que cette autre couche ne puisse avoir une épaisseur appréciable , dont la grandeur, jusqu'à ce quelle ait atteint un certain maximum, influe sur l’intensité du rayonnement extérieur (n° 41).
Si la constante ai n’a pas une valeur très petite, les tenues des formules (16) qui répondent à des valeurs de m pour lesquelles
n’est pas une très petite quantité en même temps que /, s’évanouiront très promptement, et l’on en pourra faire abstraction au bout d’un temps très court. Il suffira donc d’avoir égard aux très petites
valeurs de Alors , en négligeant les termes multipliés par
sin ^ dans l’équation (i5j, remplaçant cos ^ par l’unité et h-+-l
par h, et supprimant le facteur ~ qui sera commun à tous les termes, on aura simplement •
(S + b') côs ^ -f- ( €bh — 6 — b')tin~ = o.
En remettant pour G, b, b", leurs valeurs (n* 144) > «* faisant
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m Cb qri _
cette équation deviendra
(i — Ch) 8in fh — fh cos fh ;
et en la comparant à l’équation (7), on voit qu'elle sera la même que celle qui aurait lieu dans le cas d’une sphère homogène, d’un rayon A égal à celui du noyau , qui aurait aussi la même conductibilité k, et pour laquelle le coefficient p' relatif à sa surface extérieure serait diminué dans le rapport de q à q -J- p1.
On aura aussi , à très peu près,
„ a{b'+Q)fh p_ „ .
on tire de l’équation précédente , comme dans le n* i3g,
, 1 . , , h[,‘h.' + Ch{Ch— 01
A - «n fh cos fh = 1?A-
et en négligeant , dans l’expression de M , l’intégrale dont les limites sont A et A4- 1, la première formule (16) devient
ï*tt*** + (^- 0*]«n,r m — TV ,'h' + Ch(Ch
rn/r)«— V«.
Dans toute l’épaisseur de la couche extérieure, la distance r est à peu près constante et égale à A 4- /; la valeur de R' se réduit donc à
R' = — fh sin fh ;
et à cause de y 'a seconde équation (16) devient
, a? « D’A’-f- (Ch — 1)*1 sin»A / ph , . ,\
“ = (7+7)* 2 rh>+cbicti=ir ( Je fr sin ' •
L’expression de ru , comparée à la formule (8) , montre que la distribution de la chaleur dans une sphère recouverte par une couche très
mince et d’une matière differente de la sienne, est la même, après un temps très court et jusqu’à son refroidissement total, que si la sphère émettait directement sa chaleur au-dehors, mais que le coefficient p du flux de chaleur à travers la surface extérieure de la couche , fut diminué dans le rapport de q à q-\-p' } la quantité q étant relative au passage de la chaleur à travers la surface intérieure de la couche, et dépendant de la matière de cette couche cl de celle de la sphère.
La valeur de u! nous fait aussi voir que la couche extérieure , quelle que mince qu’on la suppose, ne prend pas, en général, la température de la sphère près de leur surface de séparation ; car si l’on appelle U la valeur de u qui répond à r=A, on aura, à un instant quelconque,
en sorte qu’il faudrait que la quantité q fût extrêmement grande et comme infinie par rapport à p', pour que l’on eut m'=U. Nous avons indiqué dans le n° ia4» un moyen de déterminer la valeur de q qui a lieu dans le contact de deux matières données ; en la comparant à celle de p', on en conclura le rapport des températures u' et U qu’il serait difficile d’observer directement.
(i5o J. Nous appliquerons encore les formules précédentes au cas où l’épaisseur de la couche extérieure et le rayon A du noyau seront des lignes très petites, sans que les constantes a et a' soient aussi très petites. Parmi les racines de l’équation (.5), il y en aura deux pour mh ml
lesquelles les quantités — et -- seront, dans ce cas, de très petites
fractions, et qu’il suffira d’employer, après un temps très court, dans les formules (16), ainsi qu’on va le voir.
Pour déterminer leurs valeurs approchées , je développe le premier membre de l’équation (i5) en une série ordonnée suivant les puissances de m‘; je supprime le facteur m* commun à tous ses termes , puis je néglige le cube et les puissances supérieures de m* ; et dans les coefficiens de chacun des termes restans, je conserve seulement les parties de la moindre dimension par rapport à A et /. En remettant pour a*, a'*, A, b', leurs valeurs, il vient
qp'(h + /)* — ^m'iqch1 + qc'P + Zqc'hl(h + C) + p'ch(h+iy]
+ i m*cc'hl [1‘ + 3A ( h + l) = o.
On tirera de cette équation deux valeurs de m*, que nous représenterons par m'* et m"*, et qui seront de la dimension — i par rapport à h et l; d’où l’on peut aisément conclure que tous les termes du développement de l’équation («5), que nous avons négligés, seraient d’une dimension plus élevée que ceux qui ont été conservés, et qn’ainsi les racines m1’ et m"* sont deux valeurs d’autant plus approchées de m*, que ces lignes h et l seront plus petites. Quant aux autres valeurs de m* que l’on déduirait de l’équation (t5), elles seraient toutes de la dimension — a par rapport à h et l , et, conséquemment, très grandes relativement à m'‘ et m"‘ ; les termes qui leur répondent dans les formules (16) s’évanouiront donc les premiers , et très promptement ; en sorte qu’après un très court intervalle de temps, dont nous ferons abstraction, ces formules se réduiront sensiblement aux termes correspondans à m' et m".
En conservant la lettre m pour représenter l’une ou l’autre des quantités m' et m", les valeurs approchées de P, Q , R , R', seront
Q = â rH — w 3
mVf, . (h+l)'S m'lP+3M(h + l)] R =£7r — bb- 3 ’ïü/h
on aura, en même temps,
mh
. mh sin — :
, a . mh mh
h — — sm — cos — ma a
am'h1 _
d’où il résultera, en remettant toujours pour a*, a'\ b, b\ S, leurs valeurs
m-AM
ad
fc{riJiÿ»f-sa£sga±aj [/>**£*w
où l’on a aussi substitué rïr et r¥'r à J'r et f'r. Doue, en désignant par l*',et p." ce que devient cette dernière quantité quand on y .met successivement m' et ni' à la place de m, et réduisant les seconds membres des équations (16) aux termes corresponds us à ces racines de l'équation (>5), nous aurons , , it .
u g- __ my.[p | «-’»■«
i ..ni . (A +l)'p m’'c [/3 -f- 3A/ (A -+- /j] )
-ff* l1 -1 ÿtf 3^/7 J e >
u’= fJL,e-m'“ + ft"e-n'“ ,
où l’on voit que la température sera la même dans toute 1 etendoe de chaque partie de la sphère, et indépendante des conductibilité* k et k', mais différente, en général, pour ses deux parties, quelle que petites qu’elles soient. Four quelle fut la même pour la sphère entière , il faudrait que la quantité q relative à la surface de séparation des deux parties , fut infinie.
(i5i). L’hypothèse du n° S7, relative aux corps d'un très petit volume, ne convient donc au cas de la non homogénéité que quand la matière varie par degrés insensibles dans leur intérieur; et pour pouvoir l’étendre, comme le font généralement les physiciens, à des corps composés de denx ou d'un plus grand nombre de parties contiguës, de matières différentes , il serait nécessaire que le coefficient de la différence des températures, dans le flux de chaleur qui a lieu au passage d’une partie à une antre, eut une valeur infinie, ou extrêmement grande, ce que l’expérience pourrait seule nous apprendre.
Au reste , on peut aussi parvenir d’une manière directe au résultat que nous venons d’obtenir, en admettant seulement que la température est la même dans toute l’étendue de chacune des deux parties de la sphère, du moins après un intervalle de temps assez court pour qu’on en puisse foire abstraction.
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Pour le faire voir, je conserverai tontes les notations précédentes, de manière que «' et u soient , au bout du temps t , les températures de la couche extérieure et de la sphère quelle recouvre; c' et c leurs chaleurs spécifiques; Z l’épaisseur de la couche, et h le rayon de l’autre partie; p'u' et q[u — «') les flux de chaleur rapportés aux unités de surface et de temps , qui ont lieu , de dedans en dehors, à la surface de la sphère entière et à celle de la sphère intérieure. Cette dernière surface étant égale à ^xh', la perte de chaleur de la sphère intérieure, pendant l’instant dt, sera 4 Trh'q(u — u!) ; prise avec un signe contraire , cette quantité exprimera donc l’augmentation de chaleur correspondante à l’accroissement du de la température ; et cette augmentation étant aussi égale au produit de edu et du volume -j— de cette sphère, il s’ensuit qu’on aura
cà ^ -f- 5ç — u') — o.
De même, l’augmentation de chaleur de la couche extérieure pendant le même instant, sera égale à l’excès de la quantité de chaleur tpnh'q(u — u')dt qui lui est communiquée par la sphère intérieure sur celle que la couche émet au dehors, et qui est exprimée par 4 w(è-f- Z Yp'u'dt ; par conséquent, cet excès devra être égal à l’augmentation de chaleur correspondante à l’accroissement di/ de la température , c’est - à - dire , au produit de c'di/ et du volume
y [Z3 -f- 3 hl(h Z)] de la couche extérieure; nous aurons donc aussi
[Z 3 -f- 3hl(h +■ Z)] c'^+3(A + l)‘pu ■+■ 5qh‘ («' — «)= o.
On intégrera ces deux équations, en prenant
u — , «' = p!e~mUi
fi, p.1, m, étant des constantes indéterminées. En y substituant ces
valeurs de u et u!, il vient • .1 i.. .
(3? — chm‘)p = 3 qp’, • , =
{ 3 p' ( h -f Z)* ri- 3çè* — c' [Z3 + 3 hl (h -f- Z)] m') p! =
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et si l’on multiplie celles-ci membre à membre , et que ,1’on supprime ensuite le facteur commun fxf*', on aura
(3 q — chm') {Zj}’ (h -{- /)* — f- 3 qh'-— c‘ [l* + Zhl(h -j- =z çyph' ;
équation qui servira à déterminer m , et qui coïncide avec l’équation (20) que l’on a trouvée d’une autre manière. Il s’ensuit que l'on pourra désigner, comme plus haut, par m‘ et m"' les deux valeurs de m* que l’on en déduit; et il est visible que ces quantités seront réelles et positives : l’une d’elles sera comprise entre zéro et la plus
petite des deux quantités ^ et 3^ + > et lautre Surpas-
sera la plus grande de ces deux quantités ; lesquelles sont les valeurs de m* qui rendraient nul le premier membre de l’équation précédente.
L’une des deux équations d’où elle a été déduite, la seconde, par exemple, déterminera le coefficient /jl au moyeu de f/ ; et en employant les deux valeurs m’‘ et m1'* de m*, les formules (21) seront les deux intégrales complètes qu’il s’agissait d’obtenir; f*' et (a." désignant les deux constantes arbitraires.
Il ne restera donc plus qu’à déterminer ces constantes; ce que l’on fera en représentant par /fnc£ et ^itc' S' les quantités de chaleur initiales de la sphère intérieure et de la couche qui la recouvre , c’est-à-
dire, les valeurs de c“ et ^ [/’ -j- Zhl{h -f- /)] c'u , qui répondent à t = o, de sorte que l’on ait , en vertu des équations (ai),
'5/ = {1 + - mV[/HW(HJ)1}Ay
. f. , (M-QV mV[I’+3W(t+D])i,.„
3<r = [Z«+ Zhi(h-hi)] (y +n").
Pour comparer les valeurs de ^ et ft” qui en résulteront à celles du numéro précédent , il est nécessaire que la valeur de /*' soit exprimée au moyen de la seule racine m\ et que celle de f*" contienne seulement m"; or, d’après l’équation (20), on a
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cc'A/[/’+3(A-W)*] (m'*+/n"‘) ssSppQ +
+ 3îc7[Z‘ + 3A(A + /)], cc'hl[l'+ 5 (A 4- /)*] = gqp\h + /)•;
d’où l’on conclut
au moyen de quoi la valeur de jjf pourra être exprimée ainsi :
et celle de ju" s’en déduira par le changement de m' en m".
Ces expressions de fi! et ju" coïncident, comme on voit , avec celles du numéro précédent , en observant que les intégrales
J'h r*Frrfr et +i r’F'rdr sont les valeurs de et J1'. Il s'ensuit
donc que les expressions de « et m* en fonctions de t, que l’on obtient directement pour le cas où les lignes h et l sont supposées très petites, ne diffèrent pas de celles que nous avions d’abord déduites des formules générales ; ce qui fournit une confirmation remarquable de ces formules.
Si le£ deux parties de la petite sphère sont de la même matière et forment un corps homogène, il faudra qne les valeurs de u et u! soient égales pour r = h , ce qui exige que l’on ait q = oo . L’une des deux racines de l'équation (ao) sera infinie; et l’on devra, en conséquence, supprimer le terme contenant l’exponentielle qui lui correspond dans les formules (ai). Nous supposerons que m"* soit cette racine; les deux quantités c etc' étant égales, l’équation (ao) donnera, pour la valeur de l’autre racine ,
on aura donc
et comme la valeur précédente de (à! se réduira à
c'est-à-dire, à la moyenne des températures, il s’ensuit que la valeur commune de u et u' coïncidera avec le résultat du n° 141 .
(i5a). Les lignes h et l étant toujours très petites, supposons de plus que l 'épaisseur l de la couche extérieure soit très petite , même par rapport au rayon h de la sphère qu’elle recouvre, de sorte que le
rapport ^ soit une très petite fraction. L’une des deux racines de
l’équation (ao) , par exemple m"‘, sera très grande et en raison inverse de Z ; par conséquent , après un très court intervalle de temps , il faudra supprimer le terme qui contient l’exponentielle correspondante à cette racine dans chacune des formules (31).. La valeur approchée de l’autre racine m'* s’obtiendra en négligeant l dans l’équation (ao) ; et l’on aura , de cette manière ,
(7 + /OcS*
La valeur correspondante de fi' sera aussi , à très peu près ,
-3? fh r‘Frdr —
+7TSVo r trar —
en désignant par y la moyenne des températures de la sphère intérieure.
Cela posé , les expressions de u et xi données par les formules (ai), se réduiront à
u — ye
_ îw'ï
,/ — gy „ + .
ce qui montre que les températures u et vl des deux parties de la sphère conserveront constamment entre elles le rapport que nous
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avons déjà trouvé entre ces quantités ( n° 149 ) » en sorte que ce rapport constant subsistera encore malgré la petitesse de l’une des parties relativement à l’autre.
Quelle que mince que soit l’enveloppe de la boule d’un thermomètre, il n’est donc pas certain quelle prenne la température du fluide intérieur, pendant que l’instrument s'échauffe ou se refroidit, avant de parvenir, dans toute sa masse, à la température extérieure. Pour que l’enveloppe et le fluide aient , à chaque instant , des températures égales , ainsi qu’on le suppose ordinairement , il faut que la quantité p' relative au flux de chaleur à travers la surface extérieure de l’enveloppe, soit très petite et puisse être négligée par rapport à la quantité q correspondante à son autre surface en contact avec le fluide intérieur. Sur ce point, l’extension que nous avons donnée à l’hypothèse du n° doit être restreinte à ce cas particulier. La quantité q peut dépendre de la nature du fluide intérieur et de celle de l’enveloppe, et variera, par exemple , selon que ce liquide sera le mercure ou l’alcool ; mais il y a lieu de croire quelle ne dépendra pas de l’état de la surface intérieure de l’enveloppe, c’est-àdire, de son degré de poli et de sa coloration; car on peut comparer la chaleur qui passe de l’enveloppe dans le liquide, à celle qui est enlevée à un corps solide par l’air en contact avec sa surface, et qui ne varie pas, comme on sait (n° 5g) , avec l’état de sa superficie. Toutefois, cette conjecture aurait besoin d’être vérifiée par l’expérience; et, pour cela, il faudrait observer, avec une grande précision , les vitesses du refroidissement d’un même liquide, contenu dans une même enveloppe, dont la surface intérieure serait successivement dans différens états de coloration et de poli. Si l’on trouvait des valeurs inégales pour ces vitesses, on en conclurait que la quantité q varie avec l’état de cette surface ; si, au contraire, ces valeurs étaient égales, cela prouverait que la quantité q est indépendante de l’état de la surface en contact avpc le liquide , à moins quelle ne soit très grande par rapport à la quantité p' relative à la surface extérieure
de l’enveloppe, de telle sorte que la fraction — +~p toujours sensiblement égale à l'unité.
L’expression que nous venons de trouver pour la température u à
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un instant quelconque, montre aussi que le procédé suivi par les physiciens pour comparer les chaleurs spécifiques des corps d'après les temps de leur refroidissement, n’est pas aussi propre qu’on l’a pensé à cette comparaison. En effet , ce procédé exige que l’on amène les surfaces des deux corps à un même état , en les recouvrant l’une et l’autre d’une couche formée de la même matière, d’une très petite épaisseur, mais assez grande pour que le flux de chaleur extérieure atteigne son maximum ( n* 4')- O*-» dans cet état, supposons que la sphère du rayon h que nous venons de considérer, emploie un temps 6 à passer de sa température initiale y à une autre température y'; d’après la valeur précédente de u\ nous aurons
3 qp'i , y
(î + p7 )ch~ *7*
Pour une autre sphère d’un rayon h comme la première, enduite d’une couche très mince de la même matière que celle qui recouvrait cette première sphère , si l’on appelle 6, le temps que la température emploie aussi à passer de y à y', on aura de même
(7+fe og7!
c, étant la chaleur spécifique de cette seconde sphère, et qt la quantité relative au passage de la chaleur de cette sphère dans la couche extérieure qui la recouvre. De ces deux équations, on déduit
(9, 4- p')qi _ ç_ .
équation qui ne peut s’accorder avec celle du n* 4«, et servir à déterminer le rapport des chaleurs spécifiques c et ct, d’après celui des temps ô ct 0,, qu’autant que les quantités q et qt sont très -grandes , l’une et l’autre, par rapport à p', ou quelles sont indépendantes des matières des deux sphères, et par conséquent égales.
Réciproquement, si le rapport ~ est connu, cette dernière équation fera connaître celui des deux quantités et % , d’après les temps 6 et 6, observés. L’intensité du flux de chaleur à travers la surface de
contact de deux matières différentes , sur laquelle nous n’avons jusqu'à présent aucune notiou, est cependant indispensable à connaître dans un grand nombre de questions ; et il serait à désirer qu’on s'occupât d’en déterminer la grandeur, comparée à celle qui a lieu à la surface extérieure des corps , soit au moyen de l'équation précédente, soit autrement (n° 124).
( 1 53). Revenons maintenant au cas de la sphère homogène d’un rayon quelconque l, auquel se rapporte la formule (8). Mettons dans cette équation L — x au lieu de r, puis x‘ à la place de x sous le signe f ; l’intégrale relative à x'' devra s'étendre depuis x1 — l jusqu’à x' = o; mais en intervertissant l’ordre de ces limites, et changeant le signe du résultat, nous aurons
U ~ l{l-x)X,'r+plP{pl -\) {./0 fcos x )
— cos p(a/ — x — x')] (/ — — x')dx'J e * '
D’après les valeurs de sin pl et cos pi, que l’on tire de l’équation (7), on aura aussi
cospÇaf — x — x') = Ot™"****').
La quantité u sera la température qui a lieu , au bout du temps t , a la distance x de la surface ; en appelant fx sa valeur initiale, il faudra mettre fx' au lieu de F(/ — x'); et cela étant, la valeur de « prendra la forme :
ipas^Z
Supposons actuellement que le rayon l devienne infini , on verra, comme dans le n° 142 , que les valeurs de p crottront par degrés infiniment petits , de telle sorte qu’en désignant par n un nombre entier et positif, et faisant
la somme 2 se changera eu une intégrale relative à a, qui seteu-
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tira depuis z = o jusqu’à a = oo . De plus, on pourra réduire le facteur ^ ^ à l'unité, et la quantité pl — i à pl. Il en résultera donc
(z coj zx -f- p sin zx) (» co» %x 4-p tin zx') z' + p-
e-a's"fSdx'dz.{ aa)
Cette formule représentera la loi des températures dans un corps homogène, terminé par un plan indéfini , rayonnant à travers cette surface dans un milieu dont la température est zéro, et s’étendant indéfiniment de l’autre côté de ce plan, qui est partout dans le même état. On suppose la température égale, à chaque instant, en tous les points de chaque section parallèle au plan ; et, pour cela, il suffit que cette condition 'ait été remplie à l’époque d’où l'on compte le temps t. A cette époque, la température à la profondeur x étant fx , il faut qu’on ait , quelle que soit cette fonction ,
• A-l/IT2- cos zx -H p sin zx) (s cos zx? -f» p sin zx') ^
pour toutes les valeurs de x plus grandes que zéro.
Pour vérifier cette équation, j’observe que d’après la formule (14) du n’ 10a, on a
fx = - / / cos zx cos zx'Jx'dx'dz ,
• J — xJ O
sin zx sin zx'Jx'dx'dz ;
je suppose que dans cette formule la fonction arbitraire fx' soit telle que l’on ait f{ — x’) = fx' ; la seçoude intégrale double s'évanouira, et dans la première on pourra intégrer seulement depuis x'—o -jusqu’à x’ = oo , en doublant le résultat ; de sorte que l’on aura
a cos zx cos zx'Jx'dx'dz.
Ejp retranchant cette équation de celle qu’il s’agit de vérifier, il en résultera
— (-+ x‘X^0'- {X ■+— cb]jx?dx>=z o.
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Or, x et g étant des quantités positives quelconques, on a (n* 1 35)
/'x x *in xzdz a cosxzdt w
— . p — t* / _______ p — ta •
si donc on remplace dans ces équations g et a: par p et x-f-x7, on en conclura
* lin x (x •+•
p COS X (X -p y ) J
ce qui rend effectivement nulle l’intégrale double précédente.
On peut remarquer que l’équation (aa) coïncide, comme cela devrait être, avec celle que nous avons trouvée dans le n* i5i, pour le cas d’une barre dont la longueur est infinie, quand on n’a point égard au rayonnement latéral, et que l’on fait, en conséquence, b = o dans cette autre formule. Au moyen de la formule employée dans le n° 74, l’intégration relative à z s’effectue sous forme finie dans les deux cas particuliers de p = o et p — co , et la valeur de u s’exprime alors par une intégrale simple, relative à x'.
(1 54)- Lorsque le temps t est devenu très grand, on peut développer la formule (aa) en une série convergente, ordonnée suivant les puissances descendantes de t.
En effet, en développant suivant les puissances croissantes de z, on a *
(x cotzx+p »in tx) (x co» tx’+p sin xx') _ p,, _|_ p.4 p„je _j_ elc .
P, P', P", etc. , étant des coefficiens indépendans de z , dont il sera facile de former les valeurs , et dont le premier, par exemple , sera
P=7*(,4-/JX) 0 +p*')-
D’ailleurs , en désignant par n un nombre entier et positif, on aura ( n* ^5 )
zndz =
an — 1 ÎVV
3aÿ I *
noos aurons donc
/• * (z co« tx ■+• p »in tx) (z cos é p ain zx)dt o *'+p'
- yi rJL ■•3-y . ■-3.S.P» , \ .
ia\/~t \la'< 4 **<* 5»*? /’
et si nous faisons généralement
Fi-y/a/dx1 =(?-<>,
la formule (aa) deviendra
Or, si l’on excepte le cas où les quantités Q , Q', Q", etc. , deviendraient infinies par la nature de la fonction fx\ ou bien parce qu’on aurait p = o, on voit que le temps t pourra toujours devenir assez grand pour que cette série soit aussi convergente que l’on voudra ; mais comme les numérateurs de ses termes successifs renfermeront les puissances croissantes de la variable x , on voit aussi qu’il faudra, pour cette convergence, que le produit a\/t soit d’autant plus grand que cette distance x sera plus considérable.
Avant de devenir tout-à-fait zéro , comme la température extérieure, par l’effet du rayonnement à la surface, la température u se réduira sensiblement au premier terme de la série précédente ; et en y mettant pour Q sa valeur, on aura
i +px_ ra
'a?lÿ wl J «
(i + ptf)fx'dx'i
ce qui montre que dans cet état final du corps , les températures de sesdifférens points croîtront proportionnellement à leurs distances à la surface, et varieront, en général , en raison inverse de la puissance £ du temps. Je dis en général; car la série précédente et celte loi finale n’auraient plus lieu si l’intégrale relative à x' était infinie.
Supposons, p3r exemple, que la température initiale soit la même
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et égale à une constante y dans tous les points du corps. Au lieu de
prendre jx — y, faisons d’abord
Jx =» ye~<* ;
g étant une constante positive et infiniment petite. Nous aurons, par les règles ordinaires ,
J' e~tÆ> (2 cos zx1 -+- p sin zx’)dx' = ~~~ ,
et, par conséquent,
»V(P-t-K) r* (* COSIX psinxxjz ,
“= — r— J0 fr+ï-r&+P-) e dz-
Ou pourra réduire à 2' le facteur 2*-)- g* du dénominateur, excepté pour les valeurs infiniment petites de 2; mais, pour ces valeurs, le numérateur étant aussi infiniment petit, et le coefficient de dz sous le signe f ne devenant point infini, on pourra, sans aucune erreur, négliger la partie correspondante de l’intégrale ; en sorte que Ton aura exactement
^ iyp r “ (1 cos zx -p p sin zx) —a’i1! ,
Maintenant, en développant, comme plus haut, suivant les puissances croissantes de 2, le coefficient de l’exponentielle sous le signe /, et intégrant ensuite , on en conclura
a [/ vi
jr
etc
Y, Y', Y", etc., étant des quantités indépendantes de t et faciles à déterminer. La température u sera donc sensiblement nulle, comme précédemment, au bout d’un temps très grand; mais avant d'être égale à zéro , elle se réduira au premier terme de cette série, et. variera seulement en raison inverse de la puissance j de t, au lieu de la puissance | ; ce qui montre que la loi des variations finales de la température u, par rapport au temps, dépendra de la loi des températures initiales. La série précédente, réduite à sou premier
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terme, donnera
PX
paÿ wt ’
en sorte que la température finale croîtra toujours proportionnellement à la distance x, comme dans le cas général.
(i55). Dans ce chapitre et dans celui qtli précède, nous avons toujours supposé la température extérieure constante et égale à zéro; mais quand on a déterminé la distribution de la chaleur dans uti corps, soumis à une température extérieure égale à zéro, il est facile, en général , d'étendre la solution du problème au cas où la température est une fonction quelconque du temps. Le procédé le plus direct pour y parvenir est celui que j’ai suivi dans mon premier mémoire sur la Distribution de la Chaleur , et auquel on a cherché depuis à substituer d’autres méthodes dont les principes et les résultats ne sont pas exempts de difficulté. Un exemple suffira pour expliquer ce procédé. Nous choisirons, à cet effet, la question précédente; relative à une sphère extrêmement grande , que l’on considère comme un corps terminé par un plan, et qui rayonne à travers cette surface dans un milieu dont la température C sera maintenant une' fonction donnée du temps.
En mettant l — x à la place de r dans l’équation (a), qui doit avoir lieu à la surface, on aura
pour ar = o; en même temps, l’éqnation commune k tous les points du corps, ou relative à toutes les valeurs de x, sera
du . d'u »
di a dx' >
et, comme précédemment, on aura enfin u = fx pour t =3 o. Dans chaque cas, cette température iuitiale et la température extérieure seront données, la première depuis x=o jusqu’à x = °o, et la seconde, en fonction de t, depuis t = o jusqu’à t = co .
Or, pour satisfaire à ces trois équations du problème, je ferai
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u, étant une nouvelle inconnue, et U une quantité dont je disposerai à volonté. Je la supposerai telle que l’on ait
pour x = o seulement, et
dü
SI = a
.Ar1
pour toutes les valeurs de x. Il faudra alors que l’on ait
du
d? — Pui’
dl a dx'
la première équation ayant lieu pour x = o, et la seconde pour toutes les valeurs de x. De plus , si l’on appelle 4X la valeur de U qui répond à t = o , il faudra que l’on ait aussi «, = fx — 4X Pour cette valeur particulière t — o. On conclut de là que l’expression de ut en fonction de t et x sera donnée par la formule (22), dans laquelle on mettra fx — 4X ® 1® place de fx. Par conséquent , nous aurons
(zcos»x4-/J8iiixx)(rcos2x'-f-/J8iiÉrj:')
~a“'‘dJdx+V, (î3)
pour l’expression de u, dans laquelle il ne l'estera plus qu’à déterminer la quantité U, dont la valeur dépendra de celle de £.
Représentons par a., A , t, des constantes quelconques, dont la première est une quantité réelle et positive, et supposons que l’on ait d’abord
£ = A cos (a/ t).
Si la valeur de £ se compose de plusieurs termes semblables à celui-là, il résulte de la forme linéaire des équations auxquelles U doit satisfaire , que sa valeur se composera aussi d’autant de termes correspondans à ceux de £ , qui se détermineront tous de la même manière. De plus, en supposant les termes de £ infiniment petits et
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en nombre infini , on pourra représenter par une intégrale double une valeur quelconque de Ç en fonction de t; l’expression correspondante de U se changera aussi en une pareille intégrale; et, de cette manière, la détermiualion générale de cette partie de la température se trouvera ramenée au cas particulier de la valeur précédente de Ç.
Dans ce cas, je fais
U = X sin (ect-f- *) ■+• X' cos (ut- f- e) ;
X et X' étant des fonctions de x. En substituant cette valeur de U dans l’équation à laquelle elle doit satisfaire pour toutes les valeurs de x, et égalant les coefüciens des termes semblables dans les deux membres, on aura
dx'
v/ . .rf'x aX' + a‘^ = o.
D’après l'équation relative à x= o, on aura de même
rfX y <ZX' / AS
dx ^X —°t -^—p(X'—A)=zo,
pour cette valeur particulière de x. Les intégrales complètes des deux premières équations sont
X = (C sin ^ \/\+ C'cos^/î)e
+(C*coaj sj\ + C'"sin ly/f) e&ï .
C, C', C, C'", étant les quatre constantes arbitraires. Il suffira de deux de ces constantes pour satisfaire aux deux autres équations; celtes qui resteraient indéterminées entreraient dans U et dans et devraient disparaître dans u. On pourra donc déterminer comme on voudra deux de ces quatre quantités; et nous ferons C* = o
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et*C'rt= o, afin que les exponentielles qui ont des exposans positifs disparaissent des valeurs de X et X', et que la valeur de U ne croisse pas indéfiniment avec x , pour une valeur quelconque de ». En déterminant ensuite C et Cf, au moyen des deux équations relatives t iso, et faisant, pour abréger,
'Wl ~ ? sin,M’
P + Wî~<icosa’’
nous aurons
X =| Ae"iV/;si«i(ï \J\ + *),
X'-J A.-ïV':eo.g^ + «),
et, par conséquent,
U = ^ Ae a y ' * cos (at + — " )• (*4)
Maintenant, soit Qt une fonction quelconque de t, continue ou discontinue, et supposons qu'on ait Ç = çt. D’après ce qu’on a vu dans le n° 1 43 . on aura
<pt = - / / cos at cos at'çt'dt'da., (a5)
pour toutes les valeurs positives dé t, y compris t = o. Si donc on fait
*=o, A = * ca&at'ilt'da-,
que l'on donne successivement à a et <t! toutes les valeurs comprises depuis a csa o et P = o jusqu’à a = » et t' = », et qu’on prenne pour £ la somme -des valeurs correspondantes de A cos (ett-f- f), et, par conséquent, pour lîla somme des valeurs de la formule (24), on aura
pour l’expression générale de U qu’il s'agissait de déterminer.
(i56). CeUe valeur de U étant exprimée par une intégrale double, il en sera de même à l’égard de la valeur de » qui s’en déduit ou faisant t = o; par conséquent , la partie de la formule (a5) qui dépend de 4.^ aura d'abord pour expression une intégrale quadruple, relative à s, x', a, t', et prise depuis zéro jusqu a l’infini pour chacune de ces quatre variables; niais l’intégration relative à x' s’effectuera, sous forme finie, parles règles ordinaires; et cette partie de la formule (a3) se trouvera réduite à une intégrale triple. La valeur complète de u sera donc exprimée par cette intégrale triple, et par deux intégrales doubles , l’une relative à 3 et .r'* l’autre à « et /'. Au bout d’un temps suffisamment grand, l’intégrale triple sera insensible, aussi bien que la première intégrale doublet dépendante de J'x ou des températures initiales; à cette époque, la valeur de u sera donc sensiblement égale à U, de sorte qu’elle ne dépendra plus que de la fonction <p t , ou de la loi des températures extérieures.
Désignons par r une valeur particulière de t assez grande pour que cette réduction de u à U ait eu lieu à l’époque qui répond à tes- r ; supposons qu’à cet instant la loi des températures extérieures vienne à changer par une cause quelconque; on pourra consKfci'ér Ç comme une fonction discontinue de t, et représenter cette quantité pour toutes les valeurs de/, depuis / = o jusqu’à / = a: , par
ft étant la même fonction que précédemment , et ç't une autre fonction dont les valeurs seront aussi données arbitrairement pour / > r, mais qui sera zéro pour / < r et pour /= t. De cette manière, la valeur de u, réduite à sa partie dépendante de £ après un. temps r extrêmement grand, se composera de deux termes, l’un relatif à Çir qui sera toujours exprimé par la formule (a6), l’autre correspondant à ç't , qui se déduira de cette formule en y mettant <f>t au lieu de 0/ ,
a^dl'dn , (26)
• . cl s
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et que nous désignerons par U'. A cette époque, on aura donc
pour la valeur complète de la température u.
L’expression de p't se déduira de la formule (a5) par la substitution de q'f au lieu de <p t'; mais la fonction q'i étant supposée nulle depuis t! — o jusqu’à t = r inclusivement , il sufiira d’étendre l’intégrale relative à t', depuis t1 = r jusqu’à ^ = s o ; et l’on aura alors
<p’t — îj' f cos at cos at'ft'dt'da.
D’après la formule (a6) , on aura , de la même manière ,
« =if" f^—
J J o V Ï+PJ^+P'
Soit ô le temps écoulé depuis l’époque qui répond à t = r, de sorte qu’on ait
faisons aussi
t1 = r ■+■ t„ <p'f — <pf;
les limites de l’intégrale relative à t , seront zéro et l’infini , et la valeur de U' prendra la forme
/ce r*>
fa cos ararf* -f- I fa sin a roda ;
fa et fa désignant, pour abréger, desintégrales relatives à tt , dont nous n’aurons pas besoin d’écrire les valeurs. Il nous suffira de remarquer que ces fonctions de a ne varieront pas très rapidement avec la variable a, et quelles s’évanouiront à la limite a = co ; or, la constante t étant, par hypothèse, extrêmement grande et comme infinie,
il s’ensuit que les deux dernières intégrales relatives à a, seront tout-à-fait insensibles. C’est ce que l’on voit en les réduisant par l’intégration par partie en séries ordonnées suivant les puissances négatives de r. Cela résulte aussi de ce qu’elles expriment les aires de courbes dont les ordonnées passent très rapidement du positif au négatif, ce qui rend insensiblès les sommes des élémeus de ces intégrales. En les supprimant donc , on aura simplement
' -cos (37)
expression qui ne dépendra plus que du temps Ô écoulé depuis l’époque où la loi des températures extérieures a changé , et qui fera connaître l’accroissement positif ou négatif des températures intérieures résultant de ce changement.
Maintenant, je suppose que la fonction Q't redevienne égale à zéro, après un intervalle de temps donné , que je désignerai par , de sorte quelle soit nulle, non-sculenient depuis t = o jusqu’à t — T , mais aussi depuis t = jusqu’à * = » ; il suffira alors d’étendre
depuis <' = r jusqu’à t' = t J* , l’intégrale relative à t' dans l’expression de i p't , qui deviendra , en conséquence ,
* <p't = - J'+‘f cos at cos a.t'<p't' dt'da ; (a8)
et pour toutes les valeurs de t qui tombent hors des limites t et T_j_ ou qui leur sont égales, cette formule devra être égale à zéro ; pour les valeurs de t comprises entre ces limites, elle représentera les valeurs correspondantes de <p't. 1-a fonction <p/tl sera zéro pour *, = tf et pour par conséquent, l’intégrale relative à t, dans la formule (37), ne s’étendra plus que depuis <,=o jusqu’à mais
au-delà de t = J‘, cette formule ne se réduira pas à zéro, parce que le changement survenu dans la loi des températures extérieures, et qui n’a duré qu’un temps égal à j' , influe encore sur les températures extérieures, après qu’il a cessé.
(157). Voici un exemple propre à vérifier l’exactitude de la formule (a8).
Désignons par A, c, J1, trois constantes données, dont la première est une température et chacune des deux antres un intervalle de temps. Prenons
<p’t s= Acos
entre les limites t = c ± ^ WeT ; et supposons que <p't soit nulle en dehors de ces limites: la formule (38) deviendra
<p't= — J' ( J* * cosar' cos- j cos aida.
On aura immédiatement
al cos tti cos —jt
co» (c { wï)* -t- cos(c —
CO»(ç -f- 1 «rJ)« + C05 (c — 1 wt)m
d'ailleurs on peut évidemment étendre l’intégrale relative à a, depuis a=s— 00 jusqu’à a = -f-co, pourvu que l’on réduise le* résultat à moitié ; nous aurons donc
* [cos (c -t- i 4- co» (c — co» «t 1
“ [cos ( c -f- '«•/)* -f- cos'c — ; w/W cos xt ■- ■■■ - ■■■ — ■ ■ ■ ■ ■ fl CL.
Sans chauger les limites de ces dernières intégrales, on peut mettre à la place de a, dans la première «-{- et dans la seconde a — Tontes réductions faites , il en résultera
A COT (c -f 0 i /
A cos (c— l) j J
À cos (c — i) ^
«sin (c + Ix/+*>*
sin (c + ^ -ni — t)*-— sin ( c — Ttf + *
sin ^ c — ^ yrj' — r^ct ^ .
On pourra maintenant réduire les limites de chacune de ces quatre intégrales a zéro et 1 infini, en doublant le résultat; mais d’après une formule connue, on a
selon que la constante n est positive ou négative; chacune des quantités t, c - f- j TTtf , c —A •nS' , étant positive, on aura donc
sin (c tfc ~ TT / + t) * ^ = ST;
ce qui réduira d’abord l’expression de <p’t à
A cos (c — 0 T _ •
-yr*c—
Déplus, si l’on at>c-fi kJ1, on aura aussi t > c — a vJ'; les
deux dernières intégrales seront l’une et l’autre égales à i **■; et
il en résultera <p't s= o. Si l’on a t < c ~ { nf, et conséquemment * < c + î Wef , ces deux intégrales seront l’une et l’autre égales à H- ; W» en sorte que l’on aura encore <p’t = o. Enfin, si l’on a 1 >c — t ’rJ' et t < c -f- t 'ffJ' , on en conclura
ce qui réduit à A cos —y- la valeur précédente de <p't , et complète la
vérification de la formule (28).
(i58). Appliquons aussi la formule (27) à un exemple; et pour cela , prenons
== Ae— *'sin a'fl;
e désignant la base des logarithmes népériens, et A, g, des coustantes données, dont les deux dernières seront supposées positives. Par les règles ordinaires, on trouve
/T e~St‘ Si“ + b> dt- = "?*a- + ^8ln*; (a9)
a et b étant des constantes quelconques. On conclut de là
a/7 e_S,'sin *'*/ cos [_a (® — O— l\f\ — a^\dt.=
(«'— *)cos(aô — \ yjt—.o'} -f- gsin ^a0 * \J\ — <u)
(*' + *) cos («ô — i y/ ï ~ ")~ ffsin(«8— 2 H (? + «)* + «•* ’
d’après la formule (27) , nous aurons donc
jj, /*“ (■' — •} cos («J — A) IIdl« rr g sin («8 — A) H dm
. /’• U' 4- «) cos («9 — A) Hrf« r® g sin («9 — A) Bd«
+ (•'+«)* + «•* Jo (.'•+..)■ + g" '
en faisant pour abréger,
= î \fî+ "• »-
K fie
-xWt
Si l’on fait g = o, l’accroissement de température deviendra une variation périodique de la température extérieure ,
commençant à l’époque d’où l’on compte le temps 0, et qui se prolongera indéfiniment. Quand 0 sera devenu extrêmement grand , il est évident que l’expression de U' devra être la même que si cette partie çte de la valeur Ç eût toujours existé; elle se déduira donc alors de la formule (34) , qui répond au terme A cos (a< + «) de £, en y faisant
f 1— ■ — '-ir , et — a', t = 0.
Par conséquent, si l’on désigne par a>' ce que devient a> quand on y change a en on aura
= kF' (*'• - ; /r - *■) - <3 ')
au bout d’un temps 0 supposé extrêmement grand. Mais jusque là, la valeur exacte de V sera donnée par la formule (3o), en y considérant g comme un infiniment petit.
La quatrième intégrale contenue dans cette formule sera aussi infiniment petite ou nulle; car a' et a étant des quantités positives, dont la première n’est pas nulle, le dénominateur (a’-f- ne devien-
dra jamais infiniment petit. Par la même raison , on réduira ce dénominateur à (a'-}- 4)* dans la troisième intégrale. Le dénominateur (et — <*)• -f- g* étant infiniment petit pour les valeurs de et infiniment peu différentes de u, la seconde intégrale ne sera pas nulle comme la quatrième. Mais il sera permis de ne l’étendre qu’à ces valeurs de a; en y faisant donc a=ct'-+-y, on pourra considérer la variable^, positive ou négative, comme un infiniment petit, et réduire en conséquence, celte intégrale à
H' et h ' étant ce que deviennent H et h quand on y met et au lieu de a. La première limite de l’intégrale relative à y sera négative, et la seconde positive; elles pourront être aussi grandes que l’on voudra ; car l’intégrale s’évanouit, dès que la variable n’est plus infiniment petite. Elle aura 7 r pour valeur, quelles que soient ses li-
niitcs de grandeur finie. Par conséquent , -itH' sin (*'6 — h!) sera la v.ileur de la seconde intégrale contenue dans la formule (3o). Quant à la première, on voit qu’elle se compose d’élémens qui sont égaux et de signes contraires dans une étendue infiniment petite de part et d’autre de « = «'; on pourra donc négliger cette partie de l’intégrale, et y réduire, en conséquence, à ( *' — u )* le dénominateur ( a ' — a)‘ + g*. D’après ces diverses considérations, la valeur complète de U' relative à g=o , et déduite de la formule (3o) sera
U' = wH' sin (a'fl — A') -f- /”C°S(*i~.A)— * ’+f'
5cosf«f — h)\U.
pour une valeur quelconque de 9.
Pour quelle coïncide avec la formule (3i), lorsque le temps 0 est devenu extrêmement grand, il faudra, pour toute valeur très grande de 6, que l’on ait, en remettant ponr H' et h1 leurs valeurs,
Vâ-
A" ° ^ - sin («'ô -fl «' . V l/s? . . A aV a >
_ r«>cas («« — A)H<k /,teco»(^ — A)IW«
C’est ce que l’on peut effectivement vérifier de la manière suivante.
La dernière intégrale que renferme le second membre de cette équation est de la forme J' cos (afi — h) fada, où l’on désigne par J*
une fonction qui ne varie pas très rapidement avec a, et qui s’évanouit à la limite a =03 ; d’où l’on conclut, comme dans le n° i5G, que cette intégrale est zéro ponr 8 = 00 , et peut être négligée quand 8 est un très grand nombre. La première intégrale contenue dans ce second membre, est aussi de la même forme; mais pour celle-là , le facteur fa varie très rapidement pour les valeurs de a très peu différentes de par conséquent, si l’on désigne par une quantité aussi petite qne l’on voudra, et si l’on divise cette intégrale en deux parties dont l'une soit prise depuis <x=s= a' — J' jusqu’à a=a'-f- J', on pourra seulement négliger l’autre partie, mais il faudra conserver
celle dont lés limites seront afdoj'. En faisant, dans cette partie , a= -f-/ et du— dj, elle deviendra d’abord
f*t H sin (*'S — ««os (ct*8 - h)
De pins, sil’on développe les facteurs H sin (o,'0 — A) et Hcos(œ'8 — h) suivant les puissances de y , il suffira de conserveries termes indépendans àc jr\ caries termes des intégrales relatives à y , correspondans à ceux qui dépendent de cette variable , auraient des puissances de 6 pour diviseurs et pourraient cire négliges. En mettant H' et K au lieu de II et h dans la quantité précédente , on aura donc
H' sin («t'fl- h’) djr - H' cos ( «'6 - A') f^~r- dy.
La dernière intégrale relative à y , qui est ici à la place de
/* y «o» tjyifr
-* jr'+er ’
sera égale à zéro, comme étant composée d’élémens qui sont deux à deux égaux et de signes contraires. Je ferai 8y = z et &dy=dz, dans la première ; les limites relatives à s seront extrêmement grandes, et comme infinies ; il en résultera
d’après la formule connue dont nous avons fait usage dans le numéro précédent. Cela posé, le second membre de l’équation précédente se réduira à vrïl' sin («'8 — h ') ; et d’après ce que H' et h1 représentent , il sera identique avec le premier ; ce qu’il s’agissait de vérifier.
On peut remarquer que la valeur de l’intégrale J" ÎÜLf? dz , dans
laquelle ci est une constante quelconque , ou celle de Ç dz ,
égale évidemment à la moitié de la première, se déduit de la formule (ap). En y faisant b = { w, et mettant z au lieu de t,, on a
je multiplie cette équation par da, puis j’intègre ses deux membres
par rapport à a, et je fais commencer leurs intégrales à n=o; il vient
f er‘‘—^dz = arc(^ tang = ^;
et si la constante positive g est supposée infiniment petite, il en résultera
selon que la constante a sera positive , négative, ou zéro ; ce qui est le résultat que nous avons déjà cité dans le n“ 1 13.
( 1 5g). La température intérieure U' provenant de l’accroissement <p,8 de la température extérieure, qui commence à l’époque d’où l’on compte le temps 8 et est nul quand 8 = o, il est évident qu’on, doit aussi avoir U' = o à cet instant. Cela étant, si l’on fait 8 = o etU'= o dans l’équation (3a), et que l’on y mette pour H , h, H', h' leurs valeurs, ou en conclura
-'vT
pour toutes les valeurs de x positives ou zéro ; ce qui nous fait connaître la valeur d’une intégrale définie que l’on n’obtiendrait paraucun procédé direct, mais qui n’en est pas moins certaine, puisqu'elle est une conséquence nécessaire de notre analyse.
Si l’on a égard à ce que représente en et en1, et que l’on mette «a* et «'a* au lieu de <t et ce qui fait disparaître la constante a, cette équatiou devient
+ V/r)»in*y/f + \/icosx\/f] _
(a — «•)(« +pt/aa -H />*)
Dans le cas de o, elle se réduit à
r fr * V /> .
■x\ZÎ2{*' + pV ■*• + P') J O («* — «*)(« + pVi* + /»•)’
et l'intégrale qu’elle renferme peut être rendue rationnelle, et déterminée par les règles ordinaires.
Je partage cette intégrale en deux parties, dont l’une s’étendra depuis a — o jusqu'à a = a', et l’autre depuis « = a1 jusqu'à a = 00 j je fais a = a! z et d» = a!dz ; les limites relatives à z seront 3 = 0 et 3 ss 1 dans la première partie , z — 1 et z= 00 dans la seconde ; je mets aussi p\ / a' au lieu de p; la constante a1 disparaît; et l’on a
av/i 4- pÿx+p
>’) J 0 (1 — *’) (* 4- pV Z* -4- p')
J ' (i — **> z 4- pySiz+p')
Je fais, dans la seconde intégrale, z ='- et dz = — les limites
relatives à / seront 1 et y s= o; en les intervertissant, et changeant le signe du résultat, il vient
Z f (r + Vl)dt
a,/â( ' +/»l/â 4-/>0 J 0 (1 -*') 0 4- pV™ 4- p’)
— f + \/0^dJ
• ~ 0 (* — J*) (« ■+ pVv’+p'r)’
ou bien, en employant la lettre z au lieu de .y dans la seconde intégrale, et réduisant ensuite les deux intégrales à une seule.
at/a (1 + pV* + p
’’ ) J 0 (1 4" *) (* -hpi/zz -f-p')(t -j- pÿ xz +p'z)*
ou bien encore
4 (> +pV
[(» +y)pV* + (■ +p')y\r<tr •
+j') ts'-hj'pv'* + />*)(• +j'pv'*+rp')’
en faisant z—jr' et dz = zydj , et divisant par Va. Or, on vérifie sans difficulté cette dernière équation, en effectuant l’intégration indiquée par Ja règle relative aux fractions rationnelles.
Par des différentiations ou des intégrations relatives aux quantités p et x, on déduira de l'équation (55) d'autres résultats concernant les intégrales définies, qucl’on n'avait pas encore obtenus. Par exemple, si l'on y remplace les sinus et cosinus par des exponentielles imaginaires, que l’on diflfércntie ensuite cette équation quatre fois par rapport à x, que l’on remette pour les exponentielles leurs valeurs en sinus et cosinus, et que l'on ajoute l’équation ainsi obtenue à l'équation (33) multipliée par a'*, son premier membre disparait , ainsi que le dénominateur a'* — *• compris sous le signe intégral dans le second, et il vient
e-rNA[(p+^)cos* y/f-v/SA»xy -
»+p\Zz»-\-pï
Dans le cas de p = o , et en mettant xa% et i\ada au lieu de « et da , on en déduit
cos
xada = J' i
sin xada;
résultat que l’on vérifie immédiatement au moyen de l’équation (39). Dans le cas de p = 00 , et en mettant toujours 2** et 4<*<f* à la place de a et da, on a
a cos xada
ou , ce qui est la même chose ,
ada + f* e—(,-y=5 a(ia = 0.
DE LA CHALEUR. 3.f3
Or, en mettant au lieu de*, dans la première intégrale j a ( t — \/ — 1), et dans la seconde 7 a (x+v/ — ’i), il vient
? K'— v'—ïy* •+• (i-f >/=rn fo <r'z <uu=. o?
ce qui est une équation identique.
Ces diverses vérifications et beaucoup d’autres que l’on pourra facilement imaginer, serviraient, s'il en était besoin , à confirmer notre analyse.
(160). On peut considérer l’influence de l'accroissement 8 de la température extérieure sons un autre point de vue qui nous conduira à l’expression 1* plus simple et la plus générale de la température intérieure.
Fixons pour un moment l'époque de l'état initial du corps à l’instant d’où l’on compte le temps 8 et où commence cet accroissement <p(0. Supposons qu’à cet instant la température de tous les points du corps soit zéro, et qu’au bout du temps 8 la température extérieure tout entière soit exprimée par <pfl. Au bout du même temps la température u en un point quelconque se déduira des formules (a3) et (26) dans lesquelles on supprimera la fonction f, et l’on remplacera par <pl la fonction © , en sorte que l’on aura
"SJJ.
s(*G — — y/î — a>)dt’da
1 (s cos zx +jj sin zx ) (* eo» *.r' ■+• p sia zx’)
■^x e dxdz.
où l’on désigne par 4/c’ ce que devient la première partie de cette valeur de u , quand on y fait 8 = o et que l’on y met x' au lieu de x.
Or, dans le cas auquel cette formule répond, il est évident que la valeur de u doit coïncider avec la température U' déterminée par la formule (27); et comme la fonction <p, est arbitraire, il s’ensuit que cette coïncidence aura encore lieu lorsque l’on remplacera par la fonction p contenue dans la formule (a3), et 4;Par fonction corrcs-
pondante 4» d°nc en mettant aussi t au lieu du temps quelconque 6,
et remplaçant tt par t' dans la formule (27), il en résultera
( t coj zx + p sin * x ) (z co* zx' -f- p si o *x') **+/»•
dx'dz =
cos Q*(* +•<') — | *_„~j
Ainsi, la partie de la formule (a3), dépendante de la fonction 4 > qui se trouve d’abord exprimée par une intégrale quadruple, réductible par les règles ordinaires à une intégrale triple (n° i5G), est équivalente, comme on voit, à une intégrale double. On peut observer que le temps t se trouve en exposant dans la première intégrale , et sous un cosinus dans la seconde; circonstance semblable à celle que j’ai déjà remarquée dans un autre cas (*), où une quantité indéterminée, contenue dans une intégrale, se trouvait dans la valeur de cette intégrale, soit en exposant, soit sous des sinus ou cosinus , tandis que sous le signe f, elle était au contraire sous des sinus ou cosinus, ou en exposant.
Maintenant, d’après cette dernière équation, et en vertu de la formule (26) où l’on mettra pour sin u> et cos ce, leurs valeurs (n* i55), la formule (22) deviendra
2 Z'® rx (z cos zx +p sin zx) ( z cos zx' -f p sin zx') , r
wJ o J o **+/>’
sin Q*(<— 1 O— l \J\Yt,da-
Telle est donc l’expression complète et sous la forme la plus simple,
(*) Journal de l'École Polytechnique, 18* cahier, page 298.
de la température qui a lieu au bout dn temps t et à la distance x de la surface, lorsque la température initiale et la température extérieure sont exprimées par des fonctions fx et <pt , entièrement arbitraires.
Cette formule se rapporte à un corps terminé par un plan indéfini, et qui s'étend indéfiniment d’un côté de ce plan; par des considérations semblables à celles qui nous y ont conduits, on obtiendra sans difficulté une formule applicable à un corps compris entre denx plans parallèles, dont l’épaisseur sera donnée : on pourra, si l’on veut supposer que la température de l’un de ces plans soit constamment entretenue à zéro; et alors en remplaçant la température initiale et la température à un instant quelconque par les produits de ces quantités et de la distance à ce plan, du point auquel elles répondent, n* (ujo), on obtiendra une formule qui conviendra à une sphère d’un rayon donné , placée dans un milieu dont la température varie suivant une fonction du temps aussi donnée. Mais ces formules générales n’ont pas d’applications utiles; et d’après l’exemple que nous venons de donner, leur formation ne présentera plus actuellement d’autre difficulté que la complication des expressions analytiques qu’il faudrait écrire.
(t6i). En général, les formules précédentes deviennent beaucoup plus simples lorsqu’on y fait p = 00 quoiqu’elles soient toujours exprimées par des intégrales doubles dans le cas d’une loi quelconque de la température extérieure. La dernière formule du numéro précédent se réduit alors à
uz=
sin zx sin zx' dx'dz
nB
e ’çfcos t1) — ïy/ it'dtt.
Ce sera la température en un point et à un instant quelconques.
Lorsque le temps t est devenu extrêmement grand, la température finale U, déterminée par l’équation (26), devient
V=ÎJ o J o e ° V cos af COB (at — -J î) dt'da,
en observant que p = co rend zéro l’angle o du n* (i55).
Pour cette valeur de p, l’équation relative h la surface se réduit à u = £ (n* 1 37) ; et ce cas est celui où le corps que l’on considère, au lieu de rayonner à travers le plau qui le termine , a une température donnée en tous les points de ce plan, et exprimée par £ ou 1 pt. Le problème a alors pour objet de comparer les températures qui ont lieu à différentes distances de la surface, à celle qui répond k la surface même , et non plus à la température extérieure.
Dans le même cas de p = ao , la formule (24) se réduit è
En supposant que la température £ de la surface soit une fonction périodique qui reprenne la même valeur toutes les fois que t augmente d’un temps donné 8 , et représentant , en conséquence, celte température par une série de sinus et de cosinus des
multiples de ^ , on pourra appliquer successivement cette dernière
formule à tous les termes de cette série ; en prenant ensuite pour U la somme des valeurs qui en résulteront, on aura l’expression de la température finale dans l’intérieur du corps, qui répondra à la valeur entière de Ç , et sera périodique comme la température du plan qui le termine. Cette expression de U est celle que Fourier a donnée le premier pour ce cas particulier.
kV»V»V
CHAPITRE XI
Distribution de la chaleur dans quelques corps, et spécial :ment flans une sphère homogène primitivement échauffée dune manière quelconque.
fi 62). J’appellerai A le corps que nous allons considérer. Soient M un point quelconque de ce corps; x, y z, les trois coordonnées rectangulaires de M ; et u la température qui a lieu en ce point au bout du temps quelconque t, et qui sera une fonction inconnue de t, x , y , s. On comptera le temps t k partir de l’état initial de A, de sorte que la valeur de u qui répond kt — o, sera donnée en fonction de x,j, z. Le corps A sera homogène ; on représentera par c et k, la chaleur spécifique et la conductibilité de la matière dont il est formé; on supposera d’abord que la température u n’est pas assez élevée pour influer sensiblement sur les deux élémens c et A; et l’on négligera également dans toute l’étendue de A, les variations de densité dues à l'inégalité des températures ; variations qui sont en effet très petites dans les corps solides, et dans le cas des températures ordinaires. De cette manière, A etc seront deux quantités constantes, dont les valeurs numériques devront être données. Enfin, on regardera comme insensible l’étendue du rayonnement moléculaire dans l’intérieur de A.
L’équation du mouvement intérieur de la chaleur, que nous avons obtenue dans le n° 49, sera alors
en faisant, pour abréger,
île sorte que a soit uue constante donnée, que nous regarderons comme
positive.
Indépendamment de cette équation , commune à tous les points de A , qui ne font pas partie de la couche superficielle où la température varie très rapidement , il y a une autre équation qui n’a lieu que pour les points situés à la limite intérieure de cette couche, dout nous considérerons l’épaisseur comme insensible. Supposons que M soit un de ces points; abaissons de M une perpendiculaire sur la surface de A , qui la rencontre en un point 0 ; menons par ce point 0 , en dehors de A, une normale à sa surface; et soient «, S, y, les angles • que cette droite fait avec des parallèles aux axes des x , y, 2, menés aussi par le point 0. Représentons par f la température extérieure qui répond à ce point , et par p une quantité positive dépendante de l’état de la surface en ce même point, qui varierait, en outre, avec les températures u et f, si elles étaient très élevées. Si nous faisons, pour abréger.
nous aurons pour la seconde équation dont il s’agit
— Cûsa-f-;^cosÉ + ^ oos>-f-£(« — Ç) = o. (a)
La température u appartient au point M et non au point 0; mais dans son expression relative aux points intérieurs, on pourra, sans erreur sensible, mettre à la place de x , f, z, les coordonnées du point 0, pour en déduire la valeur de u à laquelle convient cette équation (a).
Soit L = o, l’équation dounéc de la surface de A; en faisant, pour abréger,
on aura , d’après les formules connues ,
i dL ^ p î dL i dL
cosa = A^' cose==Â,-F> cos> = â^’ V)
où l’on prendra le sigue du radical que A représente, de manière
que ces cosinus répondent à la partie de la normale compiïsc en dehors de A.
Telles "sont donc les équations différentielles du problème; mais avant de nous occuper de les résoudre, il faut entrer dans quelques détails sur ce qu’on entend par la température extérieure , et sur sa détermination.
(1 65). D’après la manière dont nous avons obtenu l’équation (3), n* (67), si Cii représente l’élément de la surface de A qui comprend le point O, le produit p (u — Ç) exprime la quantité de chaleur perdue par le corps A , à travers l’élément u et pendant l’instant dt. Là température f est la valeur de u qui devrait avoir lieu pour qu’il n’y eût ni perte ni gain de chaleur au point 0; et lorsqu’elle surpassera la température u qui existe réellement au point M, ou qu’elle sera moindre, il y aura gain ou perte de chaleur à travers ce. Si A était renfermé dans une enceinte vide, fermée de toutes parts, et dont la température fût partout la même, £ serait cette température, et p la mesure du pouvoir rayonuant de A au point O; mais en général, il faudra déterminer p et £ par la considération des diverses sources de la chaleur extérieure.
Or, la perte de chaleur p(u — Ç)eedt, positive ou négative, pourra provenir de trois causes distinctes : i°. de l’échange de chaleur rayonnante, soit entre A et d’autres corps voisins ou éloignés, soit entre A et les molécules de l'air ou du gaz dans lequel ce corps est placé; a0, de la chaleur enlevée k A par la couche très mince de ce fluide, en contact avec sa surface ; 5°. de la chaleur rayonnante émanée d’un ou de plusieurs foyers in~ candescens, qui vient tomber sur la surface de A , et est absorbée par ce corps suivant une proportion déterminée. Je représenterai par A (u — Ç) cvdt la partie de p (u — Ç) wdt due à la première cause; v désignant une température qui se déduira de celle des corps rayonnans, y compris l’air dans lequel A est placé, et en ayant égard à l'absorption qui aura lieu dans ce fluide; et le coefficient A étant la mesure du pouvoir rayonnant de À au point 0. La partie due à la seconde cause sera représentée par A,(m— a) udt , en désignant par >1 la température de la couche d’air contiguë à la surface de A eu ce même point 0, et par A, la mesure du pouvoir refroidissant de ce fluide.
que noos regarderons comme indépendant de net de a, et qui ne variera pas non pins avec 1 état de cette surface, en sorte que a sera une fonction donnée de t,x,y, s, et A, une constante donnée. Enfin pour exprimer la partie due à la troisième cause , je supposerai qu’il n’existe qu'un seul foyer qui envoie de la chaleur au corps A , et que ce foyer soit le soleil , par exemple , si A est exposé à l’air libre. Soit alors <r la quantité de chaleur solaire qui vient tomber pendant l’unité de temps, sur une surface prise aussi pour unité, perpendiculaire à la direction de cette chaleur, et passant par le point 0; celle qui tombera sur l’élément cj pendant l’instant dt, aura pour valeur ff«cos8rf/, où l’on désigne par 8 l’angle aigu que fait cette direction avec la normale menée par le point 0 à la surface de A, c'est-à-dire avec la droite déterminée par les angles a, S, y, par conséquent , la portion de cette chaleur qui traverse a>, pourra être représentée par trot cos 6di; le facteur « étant une fraction qui dépendra de l’état de la surface au pointO, et qui pourra, en outre, varier avec l’angle d'incidence 9. Nous regarderons s comme une fonction donnée de 0, et cet angle 0 sera aussi une fonction connue de t, x, y, a, ainsi que la quantité a.
Cela posé, si l’on fait la somme des deux premières quantités de chaleur A(«— et A, (u — *)««&, et si l’on en retranche la troisième i<ra> cos Wt, on aura la valeur complète de p{u—Ç)adt, et en supprimant le facteur commun udt, il en résultera
p(u — 0 = A(« — 0 + A,(n — > t) — «x cos 0; (4)
équation dans laquelle il ne restera plus qu’à substituer l’expression du flux de chaleur rayonnante A(n — 0.
Si le corps A était placé dans une enceinte vide, fermée de toutes parts, et dont la température fût partout la même, ce flux de chaleur, rapporté aux unités de temps et de surface , aurait pour valeur (n° a4)
A(«— 0 = n(Fu— F0;
c étant alors la température de l'enceinte , F indiquant une fonction qui est la même pour tous les corps , et n un coefficient dépendant de leur matière et de l’état de leur surface. Mais soit que la quantité déterminée de chaleur, qui traverse la surface de dehors en dedans, provienne d’une enceinte fermée, ou qu’elle ait toute autre origine,
le flux de chaleur devra évidemment avoir la même expression, sauf à déterminer convenablement la température Ç, d’après la quantité de chaleur incidente et l’état de la surface. Or, si l’on met dans l’équation précédente, à la place de n sa valeur trouvée dans le n* a/(, on aura
A(u — g) = iF«/,T*cos8sin(W6+ j(F£ — Fn) f"' a<p cos 8 siu 6cf8
— j Fjj- - f* a cos 8 sin (jdQ ;
a étant une fraction qui mesure le pouvoir absorbant à travers l'élément co et sous l’angle d’incidence 8 ; et <p désignant une quantité qui provient de la variation rapide de température dans la couche superficielle de A. De plus, le dernier terme de cette expression du flux de chaleur, pris avec le signe -f- et multiplié par codt exprimera la quantité de chaleur rayonnante venue du dehors, et qui traverse l'élément co suivant toutes les directions pendant l’instant dt; si donc on détermine dans chaque cas cette quantité , et qu’on la représente par Qcodt, il en résultera
Q= a cos ôsin 0rf6,
pour l'équation qui servira à déterminer la valeur de £. Les deux premiers termes de la valeur de — g), multipliés aussi par codt, exprimeront la quantité de chaleur qui traversera de dedans en dehors et suivant toutes les directions, l’élément co pendant l’instant dt; en sorte que cette quantité dépend à la fois des températures intérieure et extérieure u et On ne doit pas perdre de vue, en effet, que Je corps A s’échauffant ou se refroidissant , il s’établit dans sa couche superficielle, d’où émane cette quantité de chaleur, une loi de température inconnue, mais qui résulte de la chaleur que cette couche reçoit du dedans , et de celle qui lui vient du dehors ; et c’est cette circonstance qui donne lieu à une émission de chaleur dépendante en même temps de u et de
D’après l’expérience , on a (n° 26)
F« = g(* + C, FÇs=g«{ + C;
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g et Ç étant des quantités de chaleur qui sont les mêmes pour tous les corps, et /a désignant le nombre 1,0077, P®0 différent de l’unité.
Il n'y aurait aucun moyen de connaître ces constantes g et C; mais dans les applications que nous ferons de l'équation précédente, on verra qu’elles entrent aussi dans la valeur de Q, et qu’elles disparaissent toujours de cette équation ; de sorte que la température £ sera, dans tous les cas, complètement déterminée. En développant ces valeurs de Ftt et F£ suivant les puissances de u et de £ , celle de A(u — £) deviendra
ng log ix. («—?)£ î -h ~ («+Ç)l°K^'+-i73(“‘+M?+?,)Iog>+etc; J
Si les températures « et Ç ne sont pas très élevées, on pourra, à raison de la petitesse de log ai, réduire à l’unité le dernier facteur de ceite formule; on aura alors
A = gn log fx,
en sorte que la quantité A sera constante par rapport aux températures, et ne variera qu’à raison de l’état de la surface. Après avoir calculé la valeur de u dans celte hypothèse , on pourra , si l’on veut , dans une seconde approximation, augmenter A dans le rapport de 1 -4- ‘ (u-f* £) log fx. à l’unité, en négligeant seulement le carré de log fx. Dans tous les cas la première valeur de A devra être donnée en fonction d ex,/, 2, si l’état de la surface de A varie d’un point à nu autre.
Maintenant on déduit de l’équation (4)
P = A + A„ Ç — ^ +x‘VVrCO** ; (5J
ce qui fera connaître la quantité p et la température £, au moyen de quantités qui seront toutes données dans chaque cas, ou qui auront été préalablement déterminées d’après d’autres quantités données.
(164). Ce sera principalement dans le chapitre suivant que nous aurons recours à cette manière de déterminer la température extérieure,
au moyen des diverses données de la question. Dans celui-ci , nous supposerons que la valeur de £ soit donnée immédiatement en fonction de JCf y y z ; nous supposerons aussi que l'état de la surface de A soit partout le même; et nous négligerons, en général, l’influence des températures sur la valeur de A, qui sera alors une quantité constante, ainsi que A,. La quantité p sera donc aussi une constante donnée; et il en sera de même à l’égard du coefficient b de l’équation (a). Toutefois, lorsque A sera un polyèdre, on pourra, pour plus de généralité, supposer que ce coefficient ail des valeurs inégales pour les différentes faces de A , mais dont chacune sera toujours la même dans toute l’ctendue de la face à laquelle elle répond.
On résout toujours aisément l’équation (i) relative aux corps homogènes ; la difficulté du problème est de tenir compte de la forme du corps, et de satisfaire à l’équation (a), abstraction faite de la température extérieure Ç, à laquelle il est facile ensuite d’avoir égard. Il n’y a qu’un petit nombre de corps dans lesquels on soit parvenu jusqu’à présenta déterminer la distribution de la chaleur; c’est-à-dire la valeur de u en fonction de t, x,y, z; cependant leur nombre est encore trop grand , et les solutions des problèmes qui s’y rapportent exigent trop de développement, pour que nous puissions les exposer toutes, sans donner beaucoup trop d’étendue à ce chapitre ; c’est pourquoi nous nous bornerons à énoncer les différens cas que l’on a considérés jusqu’ici, en renvoyant aux Mémoires où ces questions particulières ont été résolues.
Ces cas sont ceux de la sphère primitivement échauffée d'une manière quelconque, qui sera l’objet principal de ce chapitre ; du cylindre à base circulaire, pour lequel je renverrai à mon premier Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les corps solides (*) , où l’on trouve la solution du problème, soit que le cylindre se prolonge indéfiniment, soit qu’il ait une longueur déterminée , et quelle que soit la loi des températures initiales; du parallélépipède rectangle, que nous allons considérer tout à l'heure dans toute sa généralité; de différens prismes triangulaires; de l’ellipsoïde parvenu à son état perma-
(*) Journal de f École Polytechnique , ig* cahier.
lient, qui a déjà été indiqué dans le préambule de cet Ouvrage ; et pour ces deux derniers cas, je renverrai aux Mémoires de M. Lamé, qui les a considérés (*).
(i6j)- Supposons que A soit un parallélépipède rectangle, et que la température extérieure soit constante et égale à zéro; prenons l'un de ses sommets pour origine des coordonnées x, y, a; et faisons coïncider leur direction avec celles des côtés adjacens. Désignons par l, V, f, les longueurs des trois côtés qui tombentrespectivementsurles axes des x, y, z. La constante b appartiendra à la face Vf, perpendiculaire à / et passant par l’origine des coordonnées; elle deviendra b' et b" pour les faces If et IV, passant par le même point et respectivement perpendiculaires à V et f ; les trois quantités b, b', b', se changeront en b„ b', b', pour les trois autres faces de A. En vertu de l’équation (a) et à cause de Ç = o, on aura , d’après ces notations ,
— = bu, quand x = o, dx
y = — bju, quand x = l,
du = b'u, quand y — o,
dd“ = — b'u, quand y = V,
y s b'u, quand z = s o,
y ~ — b'\u, quand a = V'.
Si l’on désigne par A, A', trois constantes arbitraires , et que l’on fasse, pour abréger,
l’intégrale complète de l’équation (i) que l’on a trouvée dans le n° 76, pourra être représentée par
(*) Mémoires présentés à l’Académie des Sciences, tome V; Journal de C École Polytechnique , aa* cahier.
cos Ax cos A ’y cos A*s
sin Ax cos Ay cos A “t
+ ZCe-
cos Ax sin A'y cos A's
-1- ZDe~‘,,,‘‘
sin Ax sin A 'y cos A 'z
+ ZEe-0*'*'
cos Ax cosA'y sin A "z
ZFe- °v
sin Ax cos Ay sin A ’z
+ ZGe-11"'’'
cos Ax sin A> sin A"a
+ ZHe"“v<
sin Ax sin A y sin A'z;
A , B} C, D,E, F, G, II, étant aussi des constantes arbitraires, et les sommes Z s’étendant à toutes leurs valeurs possibles, et à toutes celles de A , A', A*.
Les deux premières équations (5) ayant lieu pour toutes les valeurs de t , yt z, si l’on y substitue cette expression de u , la comparaison des termes semblables, par rapport à ces variables, fournira ces huit équations
BA — bX = o, (B cos A J — Asin A/)A -f- (B sin A/-)- A cos A/) b,— o, Da — èC=o, (DcosÀ/ — C sin A/)A -f-(DsinAL CcosA l)btz=o, FA — = o, (FcosA/ — E sin A/yA -f- (F sin A/ -j- EcosA/)A(=o,
Hx — bGz= o, (HcosA/ — G sinA/)A -f-(Il sin A/ -+• G cos A/) b=z o;
d’où l’on tire d’abord
B = ; A* D=îc> F = h = ;gî
et ensuite une seule équation , pour déterminer les valeurs de A, savoir :
(b -f- bf) A cos A/ -f- ( ’bb , — A*) sin A/ = o.
L<es troisième et quatrième équations (5) donneront de même
et en outre
( b ' + b',)W cosA'P ■+■ ib'b] — A'*) sin x't = o,
pour déterminer les valeurs de A'.
Enfin , ou déduira des deux dernières équations (5) ,
et de plus
(i* 4- O A'cosA'r + (£>"6" — A"*) sin A"f' = o,
pour déterminer les valeurs de A".
Les douze dernières équations, déduction faite des trois qui doiveut servira déterminer A, A', A", se réduisent à sept ; elles laissent donc indéterminée l’une des huit quantités A, B, C, D, E, F, G, H, la première, par exemple; les valeurs qu’on en déduit pour les sept autres sont
Par conséquent, si nous faisons, pour abréger,
P = cos Ax cos A 'y cos A'z
+ - sm Ax cos xy cos A a
cos Ax sin A'^sin A''z
, bb'b' . .
■ ”** ü? s,n Sln *7 sm A
DE LA CHALEUR, l’expression de u deviendra
u — 2APe_a,'*‘,
et la somme 2 ne s’étendra plus qu’aux valeurs de A, A', A", déterminées par les équations précédentes. Oh poutra employer seulement pour chacune de ces trois quantités , les valeurs dont les carres sont différens; et il ne restera plus qu’à déterminer le coefficient A en fonction de A, A', A", par la méthode générale du n° (85).
Pour cela , je désigne par P; et p, , ce que P et p deviennent quand on y met pour A, A', A", des valeurs de ces quantités représentées par A,, A', A'\ La quantité P(é“ ’ a'K'' sera une valeur particulière de u; le coefficient P( satisfera donc à l’équation
^ dx‘
+ ££dy ~ d i*
pour toutes les valeurs de x, y, z ; et, en outre, aux équations (5) pour les valeurs particulières de ces variables, auxquelles ces équations répondent. Cela étant, je multiplie l’équation (i) par P jdxdydz, puis j’intègre ses deux membres daus toute l’étendue du parallélépipède. En faisant pour abréger
Lfofo?'UdX<ijrdZ=Vr
il en résulte
Par le procédé de l’intégration par partie , et en ayant égard aux équations (5), on a
fl Hf f‘d-
d’où l’on conclut
i ce qui est la môme chose, d’après les équations précédentes.
dv
Tl
Eu intégrant et désignant par K la constante arbitraire, on aura donc
v = Ke~‘a,'t.
Pour déterminer cette constante, je suppose qu’on ait u = F(x, jr, z),
quand i = o, de sorte que la fonction F soit donnée pour tous les points du parallélépipède, et représente sou état initial. En faisant r=o dans l’équation qui précède, ou aura
K = fl fl P, F(*> y, z)dxdjdx.
D’après cette valeur de K et celle de v , on aura donc
foflfl P' e • -flflfl P-F(* >y> *Y*dydz,
pour toutes les valeurs de t. Je substitue dans cette dernière équation, à la place de u, sa valeur en série d’exponentielles; en égalant les coefliciens des termes semblables dans les deux membres, on en conclut
pour toutes les valeurs de /»* et p * qui ne sont point égales ; et dans le cas de p’ = p*, on aura, en particulier.
A fl fl fl P ‘djufydz = /;/X PF(x,./, z) dxdydz ;
ce qui fait connaître la valeur de A qu’il s’agissait d'obtenir.
DE LA CHALEUR. S5t,
L équation précédente servira, comme dans le n* 90, à prouver la réalité de tontes les valeurs de A, A', A". Par les règles ordinaires, on obtiendra sons forme finie, la valeur de l’intégrale triple , par laquelle la quantité A est multipliée ; en la représentant par A , nous aurons
“ = 2 [e-T -*fl f! fl PF r* 2> dxdjrdz~],
pour l’expression générale de la température, à une époque quelconque et en tel point qu’on voudra du parallélépipède ; ce qui est la solution complète du problème. En y faisant t= o, il en résultera une expression de la fonction arbitraire F (x , y, z) en série de quantités périodiques, qui ne subsistera que pour les valeurs de x , y, 2, comprises entre les limites x = o et x = /, y = o et y = l, z = o et 2 = C, et qui n’aura Heu aux limites mêmes que quand la fonction F (x , y, 2) et ses coefiiciens différentiels satisferont aux équations (5), relatives & ces limites.
(166). Lorsque le corps A sera une sphère ou un sphéroïde quelconque, au lieu de déterminer ses différens points par leurs coordon nées rectangulaires , il sera mieux de faire usage de leurs coordonnées polaires et de transformer, en conséquence, les équations (i)et (3).
Soit donc rie rayon vecteur du point quelconque M de A, qui répond aux coordonnées rectangulaires x, y, z; soient aussi fl l’angle que fait ce rayon avec l’axe de s, et 4 l’angle compris entre le plan de ces deux droites et celui des x et z ; nous aurons
! = rcosfl, y = rsirrfl sin4» x — rsinfleos-^. (6)
L’origine de ces coordonnées r, 8, 4» sera un point de l’intérieur de A , pour lequel on prendra le centre de ce corps, lorsqu’il en aura un. Le rayon r sera une quantité positive, qui s’étendra depuis r = o jusqua une valeur de r en fonction de 6 et 4, donnée par l’équation L = o de la surface de A , après qu’on aura mis dans L les valeurs précédentes de x,y, z; les angles 6 et 4 pourront s’étendre depuis 9=o et 4 = o jusqu’à 8= k et 4 — 2W.
Il s'agira donc, par les règles connues de la transformation des différences partielles, de changer celles qui sont contenues dans les
36o THÉORIE MATHÉMATIQUE
équations (i),(a), (3), et qui se rapportent aux variables x , », z, en d'autres qui soient relatives à r, 6, 4 > mais pour effectuer cette transformation de la manière la plus simple, j'appellerai / la projection du rayon vecteur r sur le plan des x et y, de sorte que l’on ait
/ — V-r* •+• JT\ tang^ =
On en déduit
du
dx
du
àj
du dr dr' dx du dd dr dy
du dldj, dx du^di.
d^ify
du x dr r
du y d\T’'
du y du x
~ dd d ‘ d^,r*‘
En différentiant la seconde valeur de — par rapport à x et celle de ^
par rapport ky, on aura donc
T. I# — 'jLjj j i
du d ?
æu àjr
d’u x dxdd ?
d’u y dydr d
d’u y dxdÇ' i d’u x
dfdld"
du y' dr r * du x' dd d*
, i" xs
dûï>
du jrx du , du
En mettant successivement dans ces mêmes valeurs, ^ et ~ à la place de u , ou aura aussi
dxdd dd’ d
dxd^ ~ 171$ d
dydd — dd’d
dyd-l ' 1711 d
d’où il résultera
d’u y ddd\ d’ ’
_ <£«_ y_ dp d’*
d’u x dddïdï’ d’u x
+■ dÿ7-’}
d’u d'u x’ d’u xy , d’u y * , du y’ ,< _ du xy
dx‘ — dr" d‘ 3 ddd^ d’ dp d* dd7~s "** 2 d^d1 '
d’u d’u y’ d’u yx d’u x ’ , du x’ duyx
dp ~ dPd’~^~ ^dddjd’^' dpdi d? d> “ 3 d$ d~’ ’
et par conséquent
d'u | d'u du , J_d’ u , | du
dx' djp dp’ ' p'd-f.’ *■* pd?'
Si l’on observe que l’on a de même
r = \Jz' P', tangS =
ou en conclut que l’équation précédente devra encore subsister, lorsqu’on y changera x, y, P, 4 , en s, P, r, 8 ; ce qui donne
d'u du du , l^d'u . > du
d *• dp' dr* "T” r* ÔÜ* + r dr »
et en ajoutant ces deux équations, il en résultera
. d'u d'u d u I du 1 du' . 1 du . 1 du
dz- tfy' d*' dr* p'dlr' ^Pdi' TdP'^'rTr' Mais d’après les valeurs de r et tang 8 , on aura aussi
du du z du P
. dz~ dr r M r* ’
du du P du z
dp dr r ' dï r'
Donc, en substituant cette valeur de ^ dans l’équation précédente,
et mettant aussi rsin 8etrcos8 au lieu de Pet s, la transformation du second membre de l’équation (1) se trouvera effectuée; et si l’on multiplie cette équation par r, on verra qu elle peut s’écrire ainsi :
An. _ . p-™ , , <si°9 W) , d' n,!
d» a L dp ‘ r'sin# M ' r*sin*8 rfJ* J ‘
En substituant aussi cette valeur de ^ dans celles de ^ et ^ , joi-
gnant celles-ci à la valeur de et ayant égard aux équations (6),
nous aurons
du du . I.
- = -rsm8 cos^ +
dr
du
du . du ^ , du sin 0
-y =3 — COS 0 + -jr ;
dx dr - di r
du cos ê co* di r
du . A cos I sin 4-
~ == dr S'I* ® S,n4 + 39—7“
du sin Jd.£ rsin 87 du coj^ dj. r sin 6 ’
au cos* V + Xi ^râ» / W
au moyen de quoi , J’e'qualion (a) deviendra
~ (cos « sin 6 cos 4 + cos G sin 6 sin 4 + cos y cos 8^
*f- ~r^~ (cos a cos 0 cos 4 + cos G cos 8 sin 4 — cos y sin 0^ (9)
+ «b^.(cose cos4 “ cos<t sin-*0 + *(■— 0 =°-
Les équations (8) ayant lieu pour une fonction quelconque u de x, y, z, on y pourra mettre I- à la place de u, et elles donneront les valeurs de— , <jj>d'Zz’ <lue 1°H devra employer dans les équations (3) ,
d’où il résultera les valeurs de coset, cosê, cos^, qui devront être substituées dans l'équation (9).
Outre les équations (7) et (9), auxquelles la valeur de u devra satisfaire, il faudra encore qu'elle soit telle que l'on ait rte = o quand r — o, afin que la température u 11e soit point infinie au point du sphéroïde que l’on aura pris pour origine des coordonnées. Cela étant, si l’on désigne par f{r, 0, 4)> une fonction donnée pour tous les points du sphéroïde, d’après son état primitif, il faudra joindre à l’équation (7), commune à tous ces points, et à l’équation (9) relative à ceux de la surface , les deux équations
ni = o, m=/(r, 0,4), (10)
dont la première aura lieu pour /•= o, et la seconde pour l = o: la fonction f{r, 0, 4) exprimera, dans chaque cas, la température initiale du point M qui répond aux coordonnées r, 0, 4» multipliée par son rayon vecteur r.
Le problème qui va nous occuper dans la Suite de ce chapitre, consistera donc à résoudre simultanément les équations (7), (9), (10),
lorsque le corps A sera une sphère «l'un rayon quelconque , qui aura son centre à l’origine des coordonnées.
(167). Quelle que soit la valeur inconnue de ru, on peut toujours, d’après le théorème du n° (io5), l’exprimer par une série de cette forme :
ru = V„ V« + . V. -f- V, + •••• -f- V. -1- etc., (11) •
dont le terme général V. est une fonction des trois quantités cos 6, sinôsin^, sin 8 cos 4- , rationnelle, entière et du degré n, qui satisfait à l’équation
SP
Sa ûdà
et qui dépend, en outre, des variables r et t. En substituant cette série dans l’équation (7), ayant égard à l’équation relative à V,, et faisant, pour un moment,
<*V. Pf‘V- — "(n+,'v “I — V'
~37 ~~a L~dF F~v* J — v ■»
nous aurons
• V'. -f- V', -f- V', -f- V', <+• .... V'« etc. = o.
Or, V'. sera une fonction de la même nature que V„; d’après les propriétés de ce* genre de quantités, il faudra donc que chaque terme du premier membre de cette dernière équation soit séparément nul (n’ 111); on aura donc V'« = 0, c’est-à-dire,
rfV. _ rJ'V. "("+>) v~l /
lu=a LdF — M (,a)
L’in
par
complète de cette équation peut être représentée (n° 84) V. = 2Qe— 0’f‘< ;
e étant la base des logarithmes népériens , f une constante arbitraire, Q une fonction de r et />, qui peut contenir encore d’autres constantes arbitraires’, et la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs
possibles, réelles ou imaginaires, de p et des autres constantes: on
aura pour déterminer Q, l'équation
dr‘
dont nous avons donné, dans le n* 8a , l’intégrale complète et sons forme finie. Mais la valeur de ru ne pouvant devenir infinie pour r = o, et étant, au contraire, nulle à l'origine des coordonnées, il en sera de même à l'égard de chaque terme de la série ( n); on devra donc réduire la valeur de Q, à la partie qui ne devient point infinie pour r=o, et qui sera,, d'après la formule (17) du numéro cité,
Q = A. r**' f" cos (pr cos et) sin“+' cadet ;
A. étant un coefficient indépendant de r.
La formule (19) du même numéro donnera, si l’on veut, sous forme finie et en fonction de r et n, la valeur de l’intégrale contenue dans cette expression de Q. Relativement aux variables fl et 4> Ie coefficient A. sera une fonction de la meme nature que V„, c’est-àdire que A, sera aussi une fonction de cos 0 , sin 6 sin 4-, sin 6 cos 4 > rationnelle, entière et du degré n, qui satisfera à l'équation
sim bd)
Ht) , I d'Kn . , . \ .
et dont l'expression la plus générale pourra contenir un nombre a«-f- 1 de constantes arbitraires (n° io5). Les valeurs de Q et V., et par suite tous les termes de la série (1 1) s’évanouiront pour r= o; en sorte que la conditioa exprimée par la première équation (10) sera remplie.
Cela étant, si nous faisons, pour abréger,
<p(r,p) = (A.+ A.rsinVa + A. r»sin<»-t-. ...
. . .+ A.r* sin **» -f- etc.) cos (pr cos et) sin otdet,
nous aurons, en vertu de la série (11) et, de l’expression de V. en
série,
* u — 2<p(r,js) e~a’,ui 04)
la somme S s’étendant h toutes les valeurs possibles de p et des constantes contenues dans A,, A,, A,, A3, etc. Ce sera l’intégrale de l’équation (7), indépendante de la forme du corps A , mais assujettie à la condition particulière ru — o quand rr=o. Son intégrale complète, dont nous n’avons pas besoin, renfermerait une autre série ordonnée suivant les puissances négatives de r.
(168). Dans le cas de la sphère dont le centre est à l’origine des coordonnées, on aura
cos a s= -, cosf =^, cos v= - :
par conséquent, en vertu des formules (6), l’équation (9) se réduira à
Si l’on représente par l le rayon de la sphère, cette équation relative à la surface , aura lieu pour r s= l, et pourra s’écrire ainsi :
D’ailleurs, quelle que soit la valeur de £ en fonction de 9 et 4 , on peut la représenter par une série de cette forme (n° io5) :
£ = Z, + Z, + Z, -f- Z, -f- ... + Z, -f- etc. ;
Z, étant une fonction de cos8, sin 6 sin^, sin 9 cos -J. , rationnelle entière et du degré h, qui pourra, en outre, contenir le temps <, et qui satisfera à l'équation
d(sio9^)
sin tcft
Or, en substituant cette série à la place de £ et la série (11) au lieu de ru dans l’équation précédente, relative à la surface, et égalant ensuite dans les deux membres, les quantités qui répondent à un même in-
dice quelconque n (n° 1 1 i), il en résultera
~+{bl-i)\' = bl Z., (,5)
’ toujours pour la valeur particulière r — l.
Nous supposerons d’abord que la température extérieure Ç soit égale à zéro ; ce qui rendra nul le second membre de cette dernière équation. En substituant alors dans son premier membre, la valeur de V, enséried’exponentielles, et égalant à zéro le coeflicient d’uneexponentielie quelconque c “ 1 1, on aura
donc en ayant égard à la valeur de Q, cette équation relative à r = l, deviendra
' [((,1 _j_ n ) cos [pl cos ai') — fl cos » sin(pZ cos ar)]sin**+ =o ; ( 16)
et ce sera celle qui devra servir h déterminer la quantité f.
Pour chaque valeur de n , cette équation transcendante donnera une infinité de valeurs de f‘ qui seront toutes réelles, comme on le verra tout à l'heure. De plus , si l’on développe suivant les puissances de p , le premier membre de cette équation (16), on obtiendra une série qui ne contiendra que des puissances paires , et dont les coefficiens seront alternativement positifs et négatifs; d’où il résulte qu’aucune des valeurs de f‘ ne pourra être négative.
Pour obtenir, sous forme finie, l’intégrale indiquée dans cette équation, j'observe qu’en vertu de l’équation (tg) du n° (8a), on a
xM+l f" cos(f“c cos“) sin**+' CàidcD — E (X sin fx — X' cos px);
X et X' désignant des fonctions rationnelles et entières de x, et E étant un. coeflicient indépendant de cette variable. En diflérentiant par rapport h x, nous aurons
x" f [(an -f- 1 ) cos ( fx cos ai) — pxcos» sin(pxcos »)] sin**+*Wai
= E \JM + f X) sia fX ~ (rfx~ ” fX) 006 /*] ï
de cette équation et de la précédente, on déduit
x,t+'J " fx cos«sin(/>x cos») sin“+l udc*
= E j^(an + ») X — fxX' — x si n [x
— ^(an ■+• l) X'+ f x X — x cos px | ;
et si l’on met dans ces formules les valeurs de X et X' du numéro cité, dans lesquelles on fera * = p, i = n, x = l, on eu déduira ensuite la valeur demandée de l’intégrale qui forme le premier membre de l’équation (16).
En supprimant le facteur E de cette intégrale égalée à zéro, on trouvera que l’cquation (16) prend la forme
h sin pl — k fl cos fl — o;
h et k étant des fonctions rationnelles et entières de p'I*, dont chacune est la somme de deux polynômes d’un degré dépendant de n , savoir :
h = bl — « — , f./.
x .2. an. 2/i — 1
. a1" (n — 1) (n — 2) (n —3) (bl — n + 3) ^
‘ 1.2. 3. 4 .jn.jit— MB — 2. an — 3 *"
an aJnCn-.)(n-a)_ ^ + ^
, an (bl — n) a1» (n — 1) (n — a) (il — n -f- 3) ^
K an 1 .a. 3. a n — 2 n. i .2 n — 2 ”
asn (n — 1) (n — a) (n — 3) (n — folpl — n 4~ 4)
.a. 3. 4. 5. an. an — i.2n — a. an — 3. an — 4
p4 1* — etc.
On doit remarquer que la valeur de E du n° (82) ayant f pour diviseur.
la suppression de ce facteur E a introduit dans l’équation (17) une racine p=oquinetait pas dans l’équation (16), et dont il faudra toujours faire abstraction.
Pour les valeurs particulières n = o, — 1 , = a, etc. , l’équation ( 1 7) sera
( bl — 1) sinff -f- fl cos fl — o,
• (bl — 2 -f- f'I' ) sin fi — (bl — 2) fl cos fl = o,
[bl — 3 — j( bl — 4)p*/*] sinp/ — (bl — 3+5p‘/*)pf cos fl =0 , etc. ;
où l’on voit que pour n = o , cette équation (17) coïncide avec l’équation (7) du n° 139, relative au cas d'une sphère dont tous les points également éloignés du centre , sont également échauffés. Dans tous les cas, on tire de l'équation (17)
sin fl = -
COS fl =
ÿkyi' + h‘
Quand la valeur numérique de bl sera donnée, on déduira de ces équations, sous cette forme ou développées en séries , les valeurs numériques de fl qui ne seront pas très grandes. Quant à celles qui seront très grandes , on les obtiendra en conservant seulement dans une première approximation, la plus haute puissance de fl en dehors de sin pi et cos fl. Alors si n est pair, l’équation (17) se réduira a (fl)“ sin pl=o , et si n est impair, à cosp/ = o;
on aura donc fl = nr dans le premier cas, et fl = î(af-f- 1}* dans le second; i étant un nombre entier très grand, afin ne les valeurs de fl soient aussi très grandes, comme on le suppose. Si l'on veut ensuite obtenir une valqur plus approchée de fl, on fera fl = ix z ou = i)ir-f-s, selon que n sera pair
ou impair ; on substituera l'une ou l’autre de ces valeurs de fl daus l'équation (17); et en négligeant les puissances de 2 supérieures à la première, on déterminera facilement la valeur approchée de cette nouvelle inconnue qui devra être nue très petite quantité.
(16g). Les valeurs de f étant donc censées connues, il ne reste plus qu’à déterminer en fonction de f , le coefficient A. d’un terme quel-
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conque de la valeur de V. en série d’exponentielles, en suivant le procédé général indiqué dans le n° 85.
Soit donc, pour abréger,
r‘+,J'r cos(frcosu) sin”4" »</**= R;
la valeur de V., dont il s’agit, sera
V. = 2A.Re-«V
la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs inégales de p*, tirées de l’équation (16). Chacun des termes de cette série devant satisfaire séparément à l’équation (ta), il faudra que l’on ait
ft'R (~n(n -pi)
dr * """ L ***
pour toutes les valeurs de r ; ce qui a été effectivement vérifié dans le n* 81. Chaque terme de cette même série devra aussi satisfaire isolément à l’équation (i5), abstraction faite de son second membre; il faudra donc qu’on ait
dR
dr
pour la valeur particulière r= l; ce qui résulte, en effet , de l’équation (16).
Cela posé, je multiplie l’équation (ia) par Rdr; puis j’intègre ses deux membres depuis r= o jusqu’à rs= l; d'où il résulte.
'fl
RV«dr
dt
‘ rf“V,
. . R dr — a' f o dr* J o
V.Rrfr
en vertu de la première équation (10), chaque terme V, de la série (xi) doit être zéro en même temps que r; on a aussi R = o pour r=o; et si l’on a égard aux équations auxquelles R et V. doivent également satisfaire h l’autre limite r=l, on en conclura, en intégrant deux fois de suite par partie,
Par conséquent, d'après la valeur précédente de ^ , on aura d. R V.rfr
=-«r/>VA;
et en intégrant cette équation, il en résultera
f* KVjirss(f~a‘>H}
C étant la constante arbitraire.
Pour la déterminer, je suppose que l’on applique le théorème du n° io5 à la fonction f(r, 8, 4)» de sorte que l'on ait
f(r, 8, 4) = Y, + Y, -j-Y, + + Y. -f- etc. ;
Y. désignant une fonction de cos 8 , sin 8 sin 4» sin 8 cos 4» rationnelle, entière et du degré n, qui satisfera à l’équation
sin Bd!)
et qui dépend, en outre, de la variable r d’une manière quelconque.. En vertu de la seconde équation (10) et de la série (11), Y. sera la valeur de V. qui répond àt = o; on aura donc
C = f‘ MJr,
pour la valeur de C; et il en résultera
fl RV.dr = RY.rfr ,
pour une valeur quelconque de t.
Je substitue dans cette dernière équation, à la place de V, sa valeur eu série d'exponentielles. Si f et f' sont deux racines de l’équation (16) dont les carrés sont diflërens, et que l’on désigne par R' ce que R devient quand on y met f' au lieu de f, la comparaison des termes semblables dans les deux membres de l’équation précédente, donnera
d’abord
f‘m'dr=o;
et dans le cas de = p‘, on en conclura , en outre ,
A.f‘R‘dr= f ' RY«rfr.
Par un raisonnement semblable à celui du n* go , on déduira de la première de ces deux équations , la réalité de toutes les valeurs de f%, tirées de Icquation (16). La seconde équation fera connaître la valeur de A. qu’il s’agissait de déterminer. Pour exprimer au moyen de la fonction arbitraire f{r, 8, 4)» la quantité Y. contenue dans cette équation, soit
cos 8 cos 0' V sin 8 sin 8' cos (4- — 4 ') == P >
supposons que l’on ait développé (1—2 pa+ , comme
dans le n° 108, suivant les puissances de a ; et représentons le coefficient de a* dans cette série par P. dont nous avons donné, dans ce numéro, la valeur en fonction de p et de n; d’après la formule (4) du n° 109, nous aurons
y. = ^ /(r, s-, 4op. «n may. ‘
L’intégrale J R*dr par laquelle la quantité A. est multipliée, s’obtiendra sous forme finie; et si l’on substitue dans son expression, à la place de sin fl et cos fl, leurs valeurs que l’on a déduites de l’équation (17), elle se changera en une fonction rationnelle de/:. Nous ferons , pour abréger ,
et nous aurons alors
A. = 0', 4') RP. sin VdniWd 4'. (18)
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Au moyen de cette expression de A, , la valeur de <p(r, f) donnée par l’équation (i3) sera entièrement déterminée; la formule (14) ne contiendra donc plus rien d’inconnu ; et elle renfermera, par conséquent, la solution complète du problème, dans le cas d’une sphère homogène, primitivement échauffée d’une manière quelconque, soumise à une température extérieure constante et égale à *éro , et dont la surface est partout la même.
Dans ce cas général , la température u en un point quelconque M de la sphère et à un instant quelconque , se trouvera exprimée , comme on voit, par une série infinie d’exponentielles dont les exposans seront négatifs, proportionnels au temps et aux racines d’une équation transcendante; et dans cette série, le coefficient de chaque terme sera une fonction des coordonnées r, 0 , 4 > de M , exprimée elle-même par une autre série dont les termes seront donnés par des intégrales triples ; en sorte que ce sera, en définitive, une double série d'intégrales triples, relative soit au nombre n , soit aux valeurs de p*I* tirées de l’équation (16). En y faisant t=o et multipliant par r, on en déduira une expression de la même nature pour la fonction arbitraire /(r, 0, 4)» subsistera pour toutes les valeurs des trois variables , comprises entre r=o et r=/, 8 = 0 et 8 = ir, 4 = 0 et 4 = 3*.
(170). La partie de la formule (14) qui répond à n = o, mérite une attention plrticulière. Je la désignerai par v. Pour l’obtenir, il faudra réduire la formule ( 1 3) à son premier terme , savoir :
<p (r, p) = A.y"r cos (pr cos 0») sin a>dot a= ;
d’où il résultera
v = aï — — - e * f ‘.
tr
On aura, en même temps,
Po = ,, r — liin/f n =
9 f 9 2fl — 810 2fl
la valeur de A0 donnée par la formule (18) pourra donc s’écrire ainsi :
et si l’on appelle /r la moyenne de toutes les valeurs de fr dans toute l’étendue de la surface sphérique dont le rayon est r, de sorte qu’on ait
la valeur de v deviendra
v = - 2 -2 — -“‘-y- ( J / sin ft'dr’ \
r fl — siDftcon fl\J o ' /
On pourra aussi écrire cette valeur sous cette autre forme :
en observant que pour n = o , les valeurs de siu fl et cos fl, tirées de l'équation (17), sont
sin fl =
cos fl =
■ — bl
Vf* + (W - ■)-'
En comparant la valeur de v à la formule (8) du n° 1 3g, et observant que les valeurs de f sont tirées de la même équation pour ces deux formules , on voit que cette partie v de n est la température qni aurait Heu dans la sphère entière, si les points également éloignés dn centre eussent eu primitivement des températures égales , et que la température initiale, commune à tous les points qui ont un même rayon vecteur r, eût été la moyenne des températures différentes qu’ils ont eues réellement. De là, on déduit plusieurs conséquences que nous allons successivement énoncer.
1*. Dans le cas où les températures initiales des points également éloignés du centre sont égales, la fonction f(r, 8, 4) est indépendante des angles 8 et •>{,, et se réduit à une simple fonction Jr dn rayon r. I/équation (18) devient donc
mais par la nature de la quantité P., on a (a" 1 1 1) f'J” P. sin flWAJ/ = o.
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excepté pour « = o ; donc aussi U quantité A. sera nulle , excepté A0 ; ce qui réduira la formule (i4J à sa partie v relative à n = o. Far conséquent, cette formule coïncidera, comme cela devait être, avec la formule (8) du n* 1 3g.
a". Pour r = o, la formule (1 3) se réduit à son premier terme, et, conséquemment, la formule (»4) à sa partie v. 11 s’ensuit doue qu’au centre de la sphère, la température est constamment indépendante de S et de •«}/; ce qui devait être effectivement, puisque ces deux angles ont leur sommet en ce point. La température centrale sera égale à la valeur de v qui répond à r = o; laquelle valeur est, d'après l’équation (19),
,*/• + bl {bl — 1)
(/> sin rrW/^e—V'.
Elle sera donc indépendante de l’inégalité des températures initiales à égale distance du centre, et dépendra seulement de leur variation du centre à la surface.
5°. Lorsque le produit bl est très petit, soit à cause du facteur b relatif à la perte de chaleur à travers la surface, soit à cause du rayon l de la sphère, l’équation (16) donnera aussi pour fl, une très petite valeur qui répondra à n = o et sera égale à \/3b/; toutes les autres valeurs de fl tirées de cette équation seront très grandes par rapport à celle-là; par conséquent, au bout d’un certain temps, la valeur de u se réduira sensiblement à la partie de v qui répond à cette très petite valeur de fl. Quand c’est le rayon l qui est très petit, on conclut de là , comme dans le n° 1 4 1 > qu’après un temps très court la chaleur est uniformément distribuée dans la sphère entière. Quand la constante b est infiniment petite ou nulle, on en conclut aussi qu’après un intervalle de temps plus ou moins considérable , la sphère entière parvient à un état permanent dans lequel la température de tous ses points est égale à la moyenne de toutes les températures initiales.
4". Si la constante b n’est pas infiniment petite ou nulle, c’est-àdire, si l’on exclut le cas où il n’y aurait aucune perte de chaleur à travers la surface, toutes les racines de réquation (16) auront des grandeurs finies; par conséquent, tous les termes de la série (i4)dé-
croîtront indéfiniment; et la température de tous les points de la sphère finira par être égale à zéro , comme la température extérieure. Mais avant de devenir tout-à-fait nulle, la valeur de a se réduira sensiblement au terme de la série (14), correspondant à la plus petite valeur de /; or, on verra dans le numéro suivant que cette plus petite racine positive de l’équation (16) est toujours une des racines de cette équation qui répondent à n = o ; si donc on la désigne par f et qu'on représente par v1 la valeur finale de u qui précède le refroidissement total de la sphère entière, v1 sera le terme de la formule (19) qui répond à f = />', de sorte qu’on aura
if =
(M — l)’]sinp'r
(////sinpVW)
Ainsi , quelle qu’ait été la distribution primitive de la chaleur dans une sphère homogène, placée dans nn milieu dont la température est constante, on voit que quand ce corps est parvenu à l’étal fiual qui pré-' cède son refroidissement total, les surfaces isothermes sont sphériques et excentriques, et l’on voit aussi que le temps croissant par dés intervalles égaux, les températures de tous les points de la sphère décroissent suivant une même progression géométrique.
(171). Lesélémensde l’intégrale qui forme le premier membre de l'équation (16) étant égaux deux h deux, c’est-à-dire, pour met pour tt — ca,
on peut réduire ses limites à 0=0 etm= -9T, et continuer de l’égaler à zéro. Si donc on fait
fl = j> rl cos<" = s>
les limites relatives à z seront^ et zéro , et en en changeant l’ordre, l’éqnation (16) se changera en celle-ci :
fi [(W -f- n) cos z — z sinz] ^1 — dz = o, (21)
dans laquelle on fera abstraction de la racine y = o, qui n’appartient pas à l’équation (16).
Au moyen d’un théorème auquel il est parvenu et qui concerne
une classe très étendue d’équations transcendantes, M. Sturm a démontré que la plus petite valeur positive de y qui satisfait à cette équation (ai), répond à n = o, quelle que soit la constante donnée bl ; mais cette démonstration exigerait trop de développemens pour trouver place dans ce chapitre ; et je me bornerai à celle que j’ai donnée dans mon second Mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides , pour le cas particulier où bl est un très grand nombre, le seul que nous aurons à considérer par la suite.
Dans ce cas, l'équation (ai) se réduira à
fo 0 -?)'«»*** = O- •
Si l’on prenait y < tous les élémens de cette intégrale seraient positifs, et l’intégrale ne pourrait pas être nulle; si la valeur de_y était comprise entre i nr et -ar, ces élémens seraient positifs depuis s=o jusqu’à s= ^ tc , et négatifs depuis z — ^ ir jusqu’à s =y, mais^' étant une quantité positive et moindre que y— ^ir, l’élément négatif qui répond à z = ^ tt -\-y' serait plus petit, en
grandeur absolue, que l’élément positif qui répond à — ÿ ; donc
une valeur dey comprise dans le second quart de la circonférence, ne pourrait pas non plus rendre nulle l’intégrale précédente; et si l’exposant n n’est pas zéro , il en sera de même à l’égard de la valeur particulière yz=. tt. Mais quand n =o , cette intégrale a pour pour valeur.sin^; elle est donc nulle pour j — tt; par conséquent, le produit bl étant un très grand nombre, la plus petite racine f'I de l’é- • quation (16), répond à » = o, et sa valeur approchée est f'issbl.
Pour en avoir, dans le même cas, une valeur plus approchée, j’observe que pour n = o, l’équation (ai) se réduit à
(bl — i) sin^- -f- y cos y = o ;
je fais ensuite
puis je substitue cette valeur à la place dey dans cette équation; et en négligeant les termes qui ont bl pour diviseur, il vient
« -4- TT = o;
d’où il résulte
En employant cette valeur dans la formule (20), on aura
, . «rr wr wr
sin fr=s\n-l ^ cos -ji
à la surface où l’on a r=Z, le premier, terme de cette expression s’évanouit ; c’est pourquoi il est nécessaire de conserver le second ; mais dans le coefficient de sin p'r, on pourra se contenter de faire f'I — ir. Si l’on y met aussi bl au lieu de bl — 1 , il en résultera
* = ÿjlfï sin 7 <*'Xsin7 W cos T) e 7r» (a3)
pour l’expression de la température finale , dans une sphère d’un très grand rayon, ou plutôt, dans une sphère pour laquelle le produit bl est un très grand nombre.
Au centre où r=o , on aura
en mettant l’unité au lieu du facteur 1 — Si l’on fait r~l x,
et que l’on regarde x comme une ligne très petite par rapport à l, on aura, en négligeant son carré,
/=ît ( /07v: sin t dr>y 1 + **)« “ • ca3)
pour la température finale à une petite distance x de la surface. Elle est, comme on voit, très petite par rapport à la température cen-
traie;* laquelle est à celle qui répond à la surface même, comme bl est à l'unité. On voit aussi qua mesure que l’on s’éloigne de la surface, pourvu que la distance x soit toujours une très petite partie du rayon /, la température v', positive ou négative, augmente dans le rapport de i + bx à l’unité.
(17a). Il y a une remarque importante à faire sur l'époque où la formule (aa) peut être employée. L’équation (16) donne pour le produit fl une infinité de valeurs qui sont toutes des nombres abstraits; parmi ces nombres, il en existe qui sont très grands en même temps que le nombre bl; les exponentielles qui leur répondent dans la formule (i4)> disparaissent très promptement; et si l’on désigne par g, g', g', etc , les autres valeurs de fl comprenant la plus petite f'I et qui ne sont pas de très grands nombres, l’équation (14) deviendra, après tu» temps très court ,
u=<p(r, f)e '■ “ -f-î> 1‘ + etc.
Mais en supposant que les nombres g, g', g'1, etc., forment une suite croissante, il faudra dans le cas où le rayon l est très grand , que la ligne a \ 't soit aussi très grande et comprenne un certain multiple de /, pour qu’on puisse réduire cette expression de u à son premier terme, comme nous l’avons fait dans le numéro précédent. Jusque là , on devra employer l'expression de « en série , au lieu de la formule (aa) , pour calculer les températures des différens points de la sphère. Il s’ensuit donc que si le rayon l est considéré comme infini, cette formule abrégée ne sera jamais applicable ; et c’est pour cela que la loi des températures finales, qui a lieu près de la surface , et que nous avons trouvée pour le cas extrême de l — 00 (n* 1 54), n’est pas la même que celle qui résulte de la formule (a5). Dans ctdle-ei les températures décroissent en progression géométrique pour des accroissemens égaux du temps i; dans l’autre, elles varient seulement en raison inverse de la puissance j ou } de cette variable.
(»73). Supposons actuellement que la température extérieure Ç varie avec le temps et d’un point à un autre de la surface de la sphère , de sotie que sa valeur soit une fonction donnée de S et des deux angles •4- et 6.
Pour étendre à ce cas d’une température quelconque, la solution précédente, relative à une température extérieure égale à zéro, je suivrai le procédé général du n" i55. Je partagerai donc u en deux parties que je désignerai par ut et u', de sorte qu’on ait
Je supposerai que u = u, satisfasse ; à Jetât initial de la sphère, à l'équation commune à tousses points, et à l’équation relative à la surface, quand on fait dans celle-ci Ç = o. La valeur de u, sera alors donnée parla formule (14) » où l’on remplacera J (r, 0, 4-) par la valeur initiale de ru,, qui sera f(r, 8, 4) — _/’(r> 6, 4)» en désignant toujours par /{r, 8 , 4) celle de ru , et supposant qu’on ait
quand < = o. D’après cela, si l’on représente par A'., ce que devient la valeur de A, donnée par la formule (18), lorsqu’on y met J\r, 0, 4) au lieu de f{r, 0, 4)> et si l’on désigne par ^'(r, f), ce que devient la formule ( 1 3) par le changement de A, en A'„ il en résultera
pour la valeur complète de u, dans laquelle il ne restera plus qu’à déterminer u' en fonction des quatre variables t, r, 8, 4 : la somme 2 s’étend, comme dans la formule (14), à toutes les valeurs positives de p tirées de l’équàliou (16).
Quelle que soit la valeur de ru', on pourra la représenter par la série
ru U, «4 U , -f- U. -4 • • • • *4 U, *4 etc. ,
semblable à la série ( 1 1) par laquelle on a représenté la valeur de ru , de sorte que son terme général U, soit, par rapport à 8 et 4, de la même nature que V». Cette quantité U, devra aussi, comme V., s’évanouir pour r=o, satisfaire à l’équation (13) pour toutes les valeurs de r, et à l'équation (i5) pour r=zzl. Ainsi, quel que soit
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pour toutes les valeurs de r, et, en particulier,
U. = o , quand r = o ,
■+• (W— i) ^ = bIZ,, quand r=l.
Ces équations ne suffiraient pas pour déterminer complètement U.; mais les quantités arbitraires qui resteraient dans U, et par suite dans u', se retrouveraient aussi dans là partie de la formule (a4) qui dépend de <p'(r, f), et disparaîtraient toujours de la valeur complète de u. Il est évident que la partie u, de u satisfaisant déjà, par hypothèse, à l'état initial et arbitraire de la sphère, il suffit de trouver pour u' une valeur particulière qui satisfasse à toutes les autres conditions du problème.
Or, je suppose d’abord que le terme général Z. du développement de £ (n“ 168) soit de la forme
z. désignant une quantité indépendante de t, et de la même nature que Z, par rapport à ô et ■]> ', m étant une quantité réelle ou imaginaire, indépendante de ces trois variables t, 6, >(/, mais qui pourra changer avec le nombre n ; et e représentant la base des logarithmes népériens. Dans cette hypothèse, je satisferai aux trois équations relatives à U., en prenant
U.= Rr. e~m‘, '
R étant une fonction de la seule variable r, qui devra s’évanouir pour r == o. En substituant cette valeur de U, dans la première de ces équations, il vient
rf’R rn(n+ 0
l’intégrale particulière de cette équation, qui remplit la condition R = o quand r = o, est (n* 8a)
R = Mr"*" J’* cos ( r-~^ cos sin**+,a)(/«,
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où l'on désigne par M une constante arbitraire; mais en substituant cette valeur de R dans celle de U., et celle-ci avec celle de Z. dans l’équation relative à r = l, il en résulte
M J" njcos^ ~~~~ cos»^ — — ^cos»sin^^— eos«^Tsin'"+W«=:M,"*;(a5j
ce qui fera connaître la valeur de M.
La valeur de U, correspondante à celle que l’on a prise pour Z. sera donc aussi connue. D’ailleurs, en donnant à m des valeurs imaginaires, changeant l’exponentielle C~ml en sinus et cosinus d’arcs réels, et prenant ensuite pour Z. la somme d’une infinité de valeurs infiniment petites, de la forme dez. sinrnt et z, cos mt, on pourra représenter la valeur la plus générale de Z, en fonction de t. Donc, en prenant aussi pour U, la somme des valeurs infiniment petites qui en résulteront , on aura, dans tous les cas possibles, l’expres sion de U,, ainsi qu’on l’a expliqué dans le n* >55, à l’égard de la quantité U. Cette valeur générale de U. sera donnée par une intégrale triple, qui se réduira à une intégrale double en effectuant, par les règles ordinaires, les intégrations relatives à ai; ce qui sera possible pour toutes les valeurs du nombre entier et positif n. On en conclura , par une sommation relative à n , la valeur de ru', et par conséquent, celle de u' que l’on devra substituer dans la formule (24), qui renfermera alors la solution générale et complète du problème.
(174). En conservant, pour abréger, M à la place de sa valeur donnée par l’équation (a5), nous aurons, en même temps,
C = 2a.*-’, u' — ZMr* z„e~m Ç cos
les sommes 2 s’étendant à toutes les valeurs de n, depuis « = o inclusivement, jusqu’à n = oo .
Ces équations montrent comment la température extérieure £ et la partie u' de la température intérieure sont liées l’une à l’autre. Ces deux quantités varient de la même manière par rapport au temps. Pour des valeurs imaginaires de m, elles sont composées de ternies pério-
-cosa>
^ sin“+,Wo>;
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cliques, et chaque inégalité périodique de Ç en produit une semblable dans u', qui a la même période , mais une amplitude différente. Pour une valeur positive ou négative de m, ces deux quantités r et «' décroîtront ou croîtront indéfiniment, suivant une même progression géométrique; le temps croissant par des intervalles égaux. Enfin , pour m = o , ces quantités «' et Ç seront invariables en chaque point de la sphère et de sa surface.
Lorsque la sphère sera placée dans le vide et sa surface imperméable à la chaleur rayonnante, il n’y aura plus aucune communication entre l’intérieur et l’extérieur, et les températures des points de la sphère seront indépendantes de la quantité Ç, quelle quelle soit. C’est ce qu’on vérifie, effectivement, en observant qu’on aura dans ce cas h = o, ce qui réduira à zéro la valeur de M tirée de l’équation (a5) et relative à un nombre quelconque n : en vertu de la seconde équation (26), on aura donc aussi «'= oàune époque quelconque ; il en résultera J'(r, 0, 4)=° e* <P'(r> f) = °> e*> P31- conséquent, la formule (24) ne contiendra plus rieu qui dépende des températures extérieures.
Daus le cas général où la constante b n’est pas nulle , aucune des racines de l'équalion (i6)ne sera zéro. La partie de la formule (a4) qui dépend de <p (r, p ) et $' (r, p), décroîtra donc indéfiniment, et se réduira sensiblement à zéro au bout d’un certain temps. A cette époque, on aura u = u' -, la loi des températures intérieures ne dépendra plus des températures extérieures qui avaient lieu primitivement» non plus que de la distribution initiale de la chaleur dans l’intérieur de la sphère, c’est-àdire delà fonction f (r, 0, 4)» aussi bien que de f(r, 0, 4); elle ne dépendra alors, en chaque point de la sphère et à chaque instant, que des températures extérieures qui auront lieu à ce même instant, dans toute l’étendue de la surface. Avant l’époque de cette température finale , la valeur de u sera égale à la température u' augmentée de la formule (20) , dans laquelle on remplacera ft ri, par la valeur moyenne de y (r, 0 4) — /'(r, 0, 4)» à la distance ri du centre de la sphère.
( 1 75). Pour donner un exemple du calcul de la valeur de u! correspondante à une valeur périodique et donnée de f, je prendrai d’abord
£ = (A Bcos*0) e~"';
A , B, m, étant des constantes que je remplacerai tout à l’heure par des quantités imaginaires.
En comparant cette valeur de Ç à la première formule (26), on voit que 2. sera zéro pour tout nombre n supérieur à 2; de plus, pour n = o, = 1 , n = 2, on aura
2,= A + jB, 2, = o, 2, = B (cos*0 — j),
d’après l’expression connus de 2,, et relafive au cas où cette quantité est indépendante de l’angle 4; par conséquent les seuls termes qui entreront dans la seconde formule (26) seront ceux qui répondent à n= o et n — 2 ; et il suffira de former les intégrales relatives à a>, pour ces deux valeurs particulières de n.
Afin de simplifier le résultat, je supposerai que la sphère ait un très grand rayon, et que le point dont on considère la température soit très éloigné de son centre, de sorte que les lignes l et raient de très grandes longueurs. Cela étant après avoir effectué les intégrations relatives à co , je réduis la valeurde chacune des deux intégrales , au terme divisé par la plus petite puissance de r ou de /, en dehors des sinus ou cosinus; on trouve de cette manière
u'=[(A+jB);+B(c«-8-l)£].
/ rV m
/Mr. - - — erm
iVm
V m IV m
COS
Pour appliquer ce résultat au cas d’une inégalité périodique de températnre, je mets successivement rfc m \/— ^,7 ',-i
au lieu dem. A, B, dans l’expression deÇ; puis je fais la somme des deux valeurs qui en résultent; ce qui donne
Ç = (A -+- B cos'S) cos(m< *) ,
où l’on regardera maintenant A, B, m, c, comme des constantes réelles et données. En opérant de la même manière sur la formule précédente, on obtiendra la valeur de ul correspondante à cette valeur périodique de £.
Or, si l’on fait d'abord >n s= de a y — 1 , on aura
G™ = (i dfc \/ — 1) Vj«-
Dans notre hypothèse, les exponentielles e »“ et e «Vï*f qUj out des exposans négatifs, seront tout-à-fait insensibles, et devront être négligées. Alors, on aura
sin nr = ; caV/l‘(sin * =*= v/-* «•: y/F») »
cosl-^-=[ {(b ~4v/ ; *)sin sv/ î* +ï\ZFc« '1 / î°
=*= [(*■ + 5 v/ï *)' 008 Wî ‘ - 5/3 * sin s l/R] ^ I J
et en remettant m au lieu de a , on en conclura
n' = ii[(A+s ®)z +b(cos,6 - imco{_mt~\/ *•+ -4],
où l’on a fait, pour abréger,
b sin
et en outre ,
b -f- =Dcos s', I i/i m = D sin s*.
Cette valeur de «' suppose seulement que le point auquel elle répond soit très éloigné du centre de la sphère d’un très grand rayon; ce qui n’enipêche pas que le rapport de rà / ne puisse être très différent de l’unité. Mais si ce point est, de plus, très rapproché de la superficie, de sorte qu’en faisant l — r = x , sa distance x à la surface soit une très petite partie du rayon l, on pourra faire 1
dans le facteur compris entre les crochets. A cette petite distance x , la température u! deviendra donc
1/= ^(A+B cos* 0)e a 1 cos^m*— — • «'). (37)
A la surface même, où l’on az = o, elle se réduira à
«' = g ( A -f- B cos* 0) cos (mt -J- — 'J ,
et différera, conséquemment, de la température extérieure, qui répond à l’extrémité du même rayon.
On parviendrait à un résultat semblable, en prenant q cos (ntf+t) pour l’expression de la température extérieure ; m et t étant toujours des coustantes données, et q désignant une fonction rationnelle et entière de cos 0, sin 0 sin 4 , sin 0 cos 4, aussi donnée. Si la valeur de £ se composait de plusieurs termes de cette forme , chaque terme introduirait daus celle de u' un terme semblable à la formule^). Nous examinerons dans le chapitre suivant, l’expression de la température permanente, ainsi composée de la superposition de plusieurs inégalités périodiques, correspondantes à celles de la température extérieure ; nous allons actuellement considérer la partie de u' qui répond à la partie invariable de Ç, c’est-à-dire à la partie indépendante dé t et donnée en fonction des angles 0 et 4-
(176). Dans ce cas , je fais m=zo dans la première équation (a6), qui devient
Z — s» ■+■ Si ri- + zi ri-- •••+*■ + etc.
Pour former l’expression du terme général de cette série, d’après la valeur donnée de £, soit, comme dans le n° 108,
(1 — aap4- «*)" ' P. + aP, + a*P. -f- «3Pj + ....+ a*P, + etc. ,
de sorte que P. exprime une fonction de p, rationnelle, entière et du degré n. Si l’on prend
p — cos 0 cos 0* -f- sin 0 sin (f cos (4 — 40 >
et que l’on désigne par £' ce que Z devient quand on y met 0' et 4% au lien de 0 et 4* on aura, en vertu de la formule (4) du n* 109,
Faisons aussi m — o dans l’équation (a5) et dans la seconde équation (26) , il en résultera
(bl -f- n) M J' sin“',,■, adu > — bl'~m , u — x(blj'ws\n'‘*’ci>cla'y,tm,
et, par conséquent ,
«' = blS.
r"tn _
de manière que la -valeur de u' qu’il s'agissait d’obtenir se trouvera représentée par une série dont tous les termes seront exprimés par des intégrales doubles.
Si Ç est une Fonction rationnelle et entière , de cos 8, sin8$in4» sin 0 cos 4 » et si l'on représente son degré par i, on aura z» = o pour toutes les valeurs de n plus grandes que/ ; pour i—n et i<ji, les intégrations relatives & 0' et s'effectueront immédiatement, elles valeurs de z. seront aussi des fonctions rationnelles et entières de ces trois quantités cos8, sin 6 sin 4 , sin6 cos 4 ; dans ce cas particulier, la série qui représente la valeur de «' se bornera donc à un nombre de termes égal à /, et cette valeur s’exprimera pour tous les points de la sphère , sous la même forme que celle de De plus , si le rayon / est très grand et qu’il s’agisse d’un point très voisin de la surface, on
pourra faire j=i, dans la formule précédente, et y remplacer bl-\-n par bl; ce qui la réduira à
11 s'ensuit donc que , dans ce cas, la température permanente des points de la sphère , très voisins de sa surface, est égale à sa température extérieure qui répond à l’extrémité du rayon auquel ils appartiennent ; ce qu’on vérifie, par exemple, sur la formule (27), en y faisant m=o. Mais lorsque Ç sera une fonction quelconque des angles 6 et 4> son développement en série de quantités z0, z,, z,, etc., se composera d’une infinité de termes; la série (28) se prolongera donc également à l’infini , et le nombre n croissant ainsi indéfiniment, il ne sera plus permis de remplacer dans le terme général.
( 'j ) par l’unité, à moins que l'on n’ait rigoureusement rssl, ni de
réduire à é/ le diviseur bl-\-n, quelque grand que soit ce nombre bl. C’est pourquoi , nous allons transformer la série (a8) en une intégrale définie qui ne laissera jamais aucun doute sur la véritable valeur de li.
(177). Le rayon vecteur r ne pouvant pas surpasser l, si l’on prend pour a une variable qui ne surpasse pas l’unité, on aura, en série convergente*
En difTérentiant par rapport à et, on en déduit
(7-t)(—T+'f-T:=P' /+*¥+'■ +'*.Cï:+«'-
et de ces deux équations, on conclut celle-ci :
(. - tO (—*? + T?)'= p.+ sr.f + 5p.^' +■■■
. • ■+ (a'W-i) P, ^ 4- etc.
Je la multiplie par et j’intègre ensuite ses deux membres
depuis ctzzz o jusqu’à a = 1 ; il en résulte
(/'— iplr* -f-r* «•) *
2 ^+JtLpmi
la somme TL s’étendant à toutes les valeurs du nombre entier n, depuis n—o jusqu’à n= 00, comme dans la formule (a8). Or, si l’on substitue dans cette formule la valeur de s», elle devient
on aura donc
, r/*i »in b'db’d.j'd.
pour ta valeur u qu'il s'agissait d’obtenir, et qui se trouve ainsi exprimée par une intégrale triple.
Si l’on représente par de l’élément différentiel d’une surface sphérique, concentrique à la sphère que nous considérons et dont le rayon soit égal à l’unité , on aura
de = sin b'dl'd-^'.
Soit encore, pour abréger
~ (/* — iplr* -p
et supposons l’intégrale étendue à tous les élémens de de cette surface sphérique ; la valeur précédente de u' pourra s’écrire sous cette forme plus simple :
u' — j' Qa.*1- ‘if*. (3o)
Il en résulte qu’au centre la valeur de u! est la moyenne des températures extérieures qui répondent à tous les points de la surface; car si l’on appelle fi cette moyenne , et qu’on fesse rs= o dans la valeur de Q, on aura ,
47T/t = fÇde , Q = 4?r^,
et par conséquent ,
u! = fxbl J' a“~lda. = fi.
(178). On facilitera l’intégration d’où dépend la quantité Q en changeant l’origine des angles variables qui répondent à l’élément quelconque de, et la transportant au rayon relatif aux angles donnés 0 et 4-
Pour cela, je. considère sur la sphère décrite du rayon égal à l’unité, le triangle dont les trois sommets aboutissent au rayon d’ou l’on compte l’angle 0 , au rayon correspondant aux angles 8 et 4 • au rayon aboutissant à l’élément de et relatif aux angles variables 0' et 4'. Je désigne par 0, l’arc de grand cercle ou le côté com-
pris entre les deux derniers sommets; l’angle dièdre opposé à ce côté est la différence 4' — 4' > d’après la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique , on aura donc
cos 0( = cos 0 cos 6' sin 0 sin 8' cos (4' — 4) = P
Soit aussi 4/ l’angle dièdre opposé au côté compris entre le premier et le troisième sommet ; nous aurons en même temps ,
cos (f = cosS cos 8, -J- sin 8 sin0, co*4,-
Ces deux équations, ou les formules connues qui s’en déduisent, détermineront les deux angles 8' et 4' en fonction des angles donnés 8 et 4 » et des nouveaux angles variables 8. et 4,; par conséquent, la quantité donnée en fonction de 0' et 4’» « changera aussi en une fonction donnée des quatre angles 8, 4 . 0,) 4c d® désignerai cette fonction par £, ; et l’on peut remarquer que pour la valeur particulière 9 = o, elle deviendra indépendante de 4 et égale à Ç. De plus , si l’on exprime l’élément du au moyen des différentielles de 0, et 4,» on aura
dtr = sin 8(<f8/f4/>
l’intégrale relative à tous les élémens de la surface sphérique, et représentée par Q, devra s’étendre depuis 9, = o et 4, = o jusqu’à 8=ir et 4, = 27t; et cette quantité Q deviendra, en conséquence,
Si, par exemple, la température extérieure £ est indépendante des angles 8 et 4» et égale à une constante y, on aura Ç = y; l’intégration relative à 4, s’effectuera immédiatement; et il en résultera d’abord
On a d’ailleurs
* l(l‘ — r*»’) sin 9 dh
(P— làltCOl)^ r*»*) ’
sin
(/• — a Ir* co» 1,-f- r*«*) *
Irtÿr—zlr. C08Ô/
U étant la constante arbitraire. Le radical devant toujours être une quantité positive, ses valeurs aux deux limites S( = o et 6 = 7T , seront l — rj. et l + ra; en passant à l’intégrale définie , on en conclut Q ~ 4 » au moyen de quoi la valeur de u' sera ut —y, comme cela devait être.
(17g). Appliquons maintenant la formule (3o), au cas d’nne sphère d’un très grand rayon, et aux points très voisins de sa superficie , de sorte qo’en faisant l — r =tsc, la distance x à cette surface soit une très petite partie du rayon l.
Si la surface n’est point imperméable oq presque imperméable à la chaleur , le produit bt sera un très grand nombre j à cause du facteur «“•" compris sous le signe f , l’intégrale contenue dans la formule (3o) ne s’étendra donc qu’à des valeurs de a, extrêmement peu différentes de l’unité } mais, d’un autre côté, pour ces valeurs de et, le coefficient de dans l’intégrale double que Q repré-
sente, est extrêmement petit à raison de son facteur Z — m, si ce n’est pour les valeurs de 0, qui rendent son dénominateur également très petit, c’est-à-dire pour les valeurs de 6, qui sont elles-mêmes très petites; U suffira donc détendre à ce» valeurs de fi,, dans la formule (3i), l’intégrale relative à eette variable, et l’on y pourra mettre, en conséquence, 8, et 1 — i 6/ à la place de sin 6, et cos 6,. On pourra, en même temps, réduire le facteur Ç, à sa valeur f relative à 0, = o, en excluant toutefois le cas que nous considérerons tout-à-l’heure en particulier, où la température extérieure varie très rapidement autour du point auquel répondent les angles fi et 4* De «tte manière, et en effectuant l’intégration relative à 4,» 1* formule (3i) deviendra
~ v r /(/•— rV)8(<rt,
Q = a / — l~Js >
J 1(1— r*y 4- In», ‘Y
l'intégrale s’étendant seulement depuis 9, = o jusqu’à une très petite valeur de cette variable. Or, le facteur l — ra rendant le
3gx
coefficient de cfl, sous le signe f, négligeable dès que la valeur de 8, n’est plus très petite, il sera permis actuellement d'éteudre l’intégrale au-delà de sa seconde limite, et si l’on veut, jusqu’à 8( = * . On aura alors
„ yr f(f — y fl , \
Q=a wf / "^r — **C (— + •*)}
J o [(/-«)• + fart/]* vn< J
d’où il résultera, en vertu de la formule (3o),
ou sensiblement u' — Ç. -, ,
Dans le cas d’une sphère d’un très grand rayon , et pour des points très voisins de sa surface, l’expressiou de u' en intégrale définie , nous conduit donc au même résultat que sa valeur en série. Mais l’analyse précédente suppose la réduction de £, à £ sous le signe f, qui n’est plus permise lorsque la température f varie très rapidement autour du point que l’on considère; et, dans ce cas, l’équation iS z=Ç n’a plus lieu, comme on le verra tout à l'heure. Au reste, quand elle existe, cette équation n’a lieu rigoureusement qu’à la limite / = « , et à la surface même; pour uu très grand rayon /, ou très près de la surface, cette équation n’est qu’approchée, et la différence u.' — £ a une très petite valeur que l’on pourra calculer par approximation dans chaque exemple, d’après la valeur donnée de £ en fonction de fl et 4.
(180). Le rayon l étant toujours très grand et considéré Comme infini, faisons, dans la formule (39)10 > >■ 1
j dh
en désignant par e la base des logarithmes népériens, oa aura j 1
a*' = e““, bl aï'-'da. = — *r ’'
et l’intégrale relative à h devra s'étendre depuis h=al=±x> qui répond à « = o, jusqu’à A = o qui répond à a= 1, ou bien, depuis
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h —o jusqu’à h = so , en changeant le signe du résultat. Faisons aussi
' ' r= l — x, f8 = r, $'==/, IdH’ = ds'.
En supposant que x conserve une valeur finie, ou infiniment petite par rapport à l ; développant suivant les puissances et les produits de s et •r'j et supprimant ensuite les termes qui auront une puissance de / pour diviseur, il vient
1(1' — r’et') sin fiV/8' = a (A •+■ x) s’ds’,
I' — iplra+ T'a.' = (h + x)' -+- s' -f- s'* — iss1 cos (4 — 40-
L’intégrale relative à s' devra ensuite être prise depuis s1 — o jusqu’à s' =s oo . Par conséquent l’équation (29) deviendra
4 ✓.«> r%m (à + x) e~hhÇ s' dhd)' dÿ
1/1 m J a J o J o + j' + i'* — ist cos (4< — 4’)]’’
En même temps, la sphère du rayon l se sera changée en un corps terminé par un plan indéfini en tous sens ; lequel corps se prolonge aussi indéfiniment d’un côté de ce plan. Cette valeur de 11 sera la température devenue invariable, qui répond au point situé à la distance x du plan, et dont la projection sur ce plan a r et 4 pour coordonnées polaires , savoir : le rayon vecteur s ayant son origine à un point fixe du plan, choisi arbitrairement, et l’angle 4 que fait ce rayon avec une droite fixe, meuce parce point dans ce même plan. Les variables / et 4? sont ce que deviennent s et 4 relativement à un élément quelconque de ce plan ; Ç' est la température extérieure correspondante à cet élément , et donnée en fonction de r' et 4/- Si l’on veut transformer les coordonnées polaires en coordonnées rectangulaires, ayant la même origine, on fera
s cos 4 y , •»sin4=z, ^'cos4,=7,» /sin4' = s';
il en résultera ■
. s‘ + /* 31/ cos (4 — 4') — (y •—./)* -I- (2 — 2'JC*
On devra changer.ien djddz' , l’élément différentiel s'ds'd-\f de lasmv face plane; L’intégrale étendue à cette surface entière aura pour
limites jr1 = dcz ce et z' = =fc oo ; nous aurons donc '—Lf* ^ C°° cr^'dhfyldz'
ou , ce qui est la même chose ,
rfm-iff r
er* Çdhd/dt ,
en faisant, pour abréger,
p = \/[h+xy + (y —y )% + (s— z* y.
En intégrant par partie relativement à A, et désignant par p' ce que p devient à la limite h = o , il vient
quantité que l’on peut remplacer par celle-ci :
u = b-rr ra
e~HÇ dhdy dz' -,
et sous cette forme on vérifie sans difficulté que cette température invariable u' correspondante au point dont x , j, z, sont les trois coordonnées rectangulaires , satisfait 4 l’équation (n‘ 5o)
(Pu . d'n (Pii
3F + d? + dF = °‘
En etfet, tant que p et f' ne sont pas zéro, ou les quantités - et j, infinies, on a identiquement
dit"
<ir*
dr
et, par conséquent, chaque élément de l’intégrale triple satisfait sé-
parement à l’équation précédente. D’ailleurs, p et p' ne deviennent zéro qu’à la surface où' l'on a x = o, et pour les valeurs particu-
lières h =o, y'-=y, z' — z; mais à cause du facteur j, — -, la
partie de l’intégrale triple qui répond à des valeurs de h ,y , iofi
aiment peu différentes de celles-là, demeure toujours une quantité infiniment petite ; on peut donc en faire abstraction , et l’intégrale entière satisfera encore à l’éqnation donnée dans le cas de x = o, comme pour toute autre valeur de x.
(181). On simplifiera l’expression de u! en transportant l’origine des coordonnées polaires à la projection du point auquel se rapporte cette température sur le plan qui termine le corps. On aura alors s= o; et si l’on fait
Çd-\.’ — 27T>l',
il en résultera
b{h -4-*) c^i't'dj'dk
Si l’on décrit de cette projection comme centre, et d’un rayon égal à / , une circonférence de cercle sur la surface du corps , »' sera la moyenne des températures extérieures qui répondent à tous les points de cette circonférence; or, on voit par cette dernière formule que la température fixe u' variera sur chaque perpendiculaire à la surface, avec la distance x à cette surface, suivant une loi qui ne dépendra , pour une valeur donnée de la constante b , que de cette température moyenne et nullement de la variation des valeurs de Ç# à distance égale autour du pied de cette perpendiculaire. On voit aussi que la valeur de u' qui a lieu à la surface même ou qui répond à x = o, différera, en général, de la température extérieure f, c’est-à-dire de la valeur de Ç' relative à / = o, ou ce qui est la meme chose, de celle de V qui répond aussi à s'= o. Mais si les variations de x' ne sont sensibles que pour de très grandes valeurs de s', elles n’influeront pas sensiblement sur la loi des températures «' dans le sens de la profondeur x, ainsi que l’on peut s’en assurer en considérant la fraction qui multiplie z' sous les signes d’intégration , et dont les valeurs sont très petites et peuvent être
• négligées quand la variable s' est devenue très grande. Dans ce cas , on pourra donc regarder la température fixe u , comme égale en tous les points de chaque perpendiculaire à la surface; ce qui s’accorde avec le résultat du n° 179.
Lorsque f sera une température tout-à-fait constante que je représenterai par y, on aura aussi Ç'=y et — y; en vertu de la formule (3a), on aura donc
u’ = yf™ be~"dh r CA+-j)',Vj' , ;
et à cause que chacune de ces deux intégrales simples est égale à l’unité, il eu résultera u! =y, comme cela devait être.
En mettant l — x et u' à la place de r et u dans l’équation relative à la surface (n° 168), on aura
pour x = o; il est bon de vérifier que la formule ( 3a) satisfait à cette équation.
En intégrant par partie relativement à h, cette formule devient
nids (*• +*'•)’
d’où l’on déduit
e ** 11's'ds'dh [{*+*)*+ ✓«)!
dx
xn's'ds'
Or, le coefficient de ds' sous cette intégrale est nul pour ,r=o , excepté lorsqu’on a aussi s?— o, ce qui rend, au contraire, ce coefficient infini. Nous déterminerons donc la valeur de l’intégrale, ainsi que nous l’avons pratiqué dans tous les cas semblables, en considérant x et / comme des infiniment petits. On pourra alors prendre pour a' la valeur £ de cette fonction de s', qui répond à s1 = 0; en sorte que l’on aura d’abord
dii
dx
- bu' =
xs'ds' .
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mais cette dernière intégrale étant infiniment petite en même temps que x, pour toute valeur finie de s', il sera permis de l’étendre depuis f =o jusqu’à s' = oo ; et pour ces limites, l’intégrale étant égale à l’unité , il en résultera
ce qu’il s’agissait de vérifier.
(182). Au lieu de déterminer la température u! des points du corps que nous considérons d’après la température extérieure , si l’on veut la déduire de celle du plan qui le termine, et si l'on suppose que celle-ci soit représentée par Ç' au point dont les coordonnées polaires sont s‘ et 4', et par £ à leur origine; l’équation relative à cette surface sera «' = Ç. Pour qu’elle coïncide avec celle du numéro précédent , il faudra que la constante b soit infinie ; en faisant toujours
il s’agira donc d’appliquer la formule (3a) au cas particulier de 2>=so .
Si l’on y fait
bh —y , bdh—dy,
cette formule devient
+ xje~r n's'dtdjr
Lorsque la distance x n est pas nulle ou infiniment petite, on peut réduire 'j+ x à x, parce que la fraction ^ n’a de valeurs finies que
pour des valeurs infinies de^, pour lesquelles l’intégrale s’évanouit à raison du facteur e~ r. En effectuant ensuite l’intégration relative à y, on aura donc
xn’s'ds
expression beaucoup plus simple que la formule (5a) , mais qui suppose connue la température de la surface.
Quand la distance x est infiniment petite, et à la surface même où l’on a x—o, l'intégrale relative à s' n’a de valeurs finies que pour des valeurs infiniment petites de /; pour celles-ci, on peut remplacer »' par sa valeur f relative à i' = o; on a donc d’abord
'-/If,
Cette dernière intégrale relative à s1 s’évanouissant dès que l’on donne à la variable une valeur finie, on peut actuellement letendre depuis s' — o jusqu’à la valeur finie de s' que l’on voudra, ou même jusqu’à s’= 00 ; et comme on a
il en résulte «’=£, comme cela devait être.
Quelle que soit la loi des températures de la surface, la valeur de u' h une profondeur quelconque x sera toujours comprise entre la plus haute et la plus basse température de la superficie; car si l’on appelle m la plus grande valeur de Ç', on aura évidemment,
(ï+x)sd/
T < ni,
puisque cette intégrale relative à s1 est égale à l’unité. On aura de même «' > /«', si m1 est la plus petite valeur de (i83). Pour appliquer la formule (33) à un exemple, supposons qu’on ait
e désignant toujours la base des logarithmes népériens; y et c étant des constantes données, dont la première exprime la température
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du point de la surface qui répond à / = o. Puisque cette valeur de Ç' est indépendante de l’angle «R® sera aussi la valeur de a'. En faisant
JC* -H r'* = z*, ddd sa zdz ;
les valeurs de z qui répondent aux limites s' = o et s* = oo , seront 2 = x et z = oo , et il en résultera
xdt
On a d'ailleurs, en intégrant par partie,
— acx J' e C'l‘cdz ;
on aura donc
«' = y — a cxec’x' J' e- c'1' cdHy
Sous cette forme, on voit immédiatement que la valeur de ti se réduit à y pour x — o. Quand le nombre ex sera très grand , on aura, par une série d'intégrations par partie,
/■ c* irfr _ i r . I
, e es sex e L1 (ac*x*)* _r~ (ac’**)1 '
d’où il résultera cette valeur de «' en série convergente ,’
-etc
“ ae’x* (* ic‘.
■ etc
qui fait voir qu’à de grandes profondeurs la température dans l’exemple que nous considérons, est de signe contraire à celle de la surface, et continuellement décroissante à mesure que la distance x augmente de plus en plus. Pour calculer la valeur de u! près de la surface , on remarquera que l'on a
J' e c'‘' cdz =f cdz — f*e ***" C(*z*
la première de ces deux dernières intégrales a , comme on sait , 1 S/vr
DE LA CHALEUR, pour valeur ( n° 74); nous aurons donc
u' = y (1 — ex VV ec‘*‘ + aex ec'x 'J~ e- *’*' cdz);
et dans cette formule on aura , en série convergente ,
£‘’’ cdz = ex — V— +
cV , C1!1 t’ï’
Enfin , on déterminera le minimum, abstraction faite du signe, de
la température u! , en égalant ^ à zéro. A cause de
dx
E /7e~'"“fe =
on aura, de celte manière,
«*’**(» + ac*x*) e~c'*' cdz — ex = o;
d'où l’on tirera la valeur approchée de x; la valeur correspondante de u' sera
c’est-à-dire , moindre que y dans le rapport de l’unité à la quantité
(184). Je placerai ici quelques remarques générales sur l’équation du mouvement de la hauteur à la surface d’un corps de forme quelconque, mais de très grandes dimensions, comme la terre par exemple, et sur les températures qui ont lieu près de cette surface.
Soit AO B (fig i4) la surface de ce corps. Par le point quelconque O, menons dans son intérieur la normale Ox à cette surface. Si l’on prend cette droite pour l’axe des x , et conséquemment les axes des y et des z dans le plan tangent en O, on aura , dans l’équation (a),
cos a = — 1 , cos S = o , cos y — o ;
ce qui réduira cette équation à celle-ci :
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qui aura lieu pour x = o.
Si la surface AOB ne s’écarte pas très rapidement du plan tangent en 0, en s’éloignant de ce point, c’est-à-dire, si le point 0, dans le cas de la terre, n’appartient pas au sommet ou au penchant d’une montagne très rapide, et généralement à un terrain qui présente de grandes sinuosités; si, de plus, la température extérieure Ç ne varie pas d’une manière très rapide autour du point 0, et qu’en ce point, elle ne varie pas non plus avec le temps, on conçoit que la température u variera aussi très lentement le long de la normale 0* , soit avec le temps t, soit avec la distance x, tant que cette distance sera très petite eu égard aux dimensions du corps. Cela étant, soit M un point de Ox, situé à une distance OM ou x du point 0, très petite par rapport au rayon de la terre, ou, en général, par rapport aux dimensions du corps que l'on considère; appelons X la température du corps en ce point et au bout du temps t ; on pourra développer X en série très convergente, ordonnée suivant les puissances de x; et par le théorème de Taylor, on aura
X = “ + * Tx +
X ’ d'il 1 . a dx'
etc. ,
en faisant x=o dans u et dans ses coefhciens différentiels. Je négligerai, dans cette série, le carré de x et ses puissances supérieures; on aura alors
du
dx’
et par conséquent,
eu vertu de l’équation relative à la surface. L’accroissement positif ou négatif de la température X sera donc proportionnel à la distance x; en le désignant par g pour chaque unité de longueur, et en appelant f l’excès, aussi positif ou négatif, de la température u au point U de la surface, sur la température extérieure Ç qui répond au même point, on aura
x — U = gx, U — £ = f; d’après l’équation précédente, on aura donc
g = Vi
ce qui fera connaître l’excès /quand l'accroissement g sera donné par l’observation , et que l’on connaîtra aussi la valeur de b relative à l’état de la surface au point 0 et à la conductibilité k de la matière du corps (n” 162). Fourier a remarqué le premier cette relation fort simple entre les deux quantités g et /, et l’usage que l’on en peut faire dans la question des températures de la terre près de la surface et à la surface même.
Dans le cas d’une sphère d’un très grand rayon , parvenue à l’état qui précède son refroidissement total , on a
d’après l’expression de la température près de la surface, donnée par la formule (a3) où l'on a supposé nulle la température extérieure. Or, on voit que la relation g = bf a lieu entre ces valeurs de /'et g. On vérifierait également cette équation à toute autre époque du refroidissement de la sphère d’un très grand diamètre, comme aussi dans le cas d’un corps terminé par un plan indéfini, auquel se rapportent les formules du n’ i54- Mais si l’on veut appliquer l’équation gz=f>f aux températures permanentes qui ont lieu près de la surface d’un corps de grandes dimensions, et aux températures extérieures dont celles-là proviennent, il faudra faire abstraction des inégalités à courtes périodes qui affectent les valeurs de g et de f, pour ne tenir compte que de celles dont les périodes sont très lougues, et qu’on peut appeler des inégalités séculaires.
Ainsi, l’équation g~bf n’a pas lieu pour la valeur de u' donnée par la formule (37) et pour celle de f que cette formule suppose, à moins que le coefficient ni -de t sous les sinus et cosinus ne soit très
petit, et tel qu’il rende les variations de u! et de ( extrêmement lentes. Pour vérifier que cette relation entre g et f subsiste lorsque
^exprime un temps très long, je mets en général, dans la valeur
de f et dans cette formule (27), comme il a été dit dans le n° 175, une fonction rationnelle et entière q, des trois quantités cos 9, sin 8sin -nJ., si 11 8 cos 4., ® la place du facteur A R cos'fi ; en ayant égard aux valeurs de D, cosé', sine', on aura alors
£ = q cos (mt -f- e),
-Vî.
é,+ê|Am+m
[(* + m) cos m)
+ 'a \/Ym ““O"* + • “ J V/T»]>-
et en développant les coefficiens de sin(mt-J-t) et cos (mt -f- s ) , dans cette expression de u' , suivant les puissances de \ 'm\ jusqu’à la seconde exclusivement, on trouve
u! = <j cos (mt -4- « ) H ^ — [sin (mt + t ) — cos (mt + é ) ]
qx\/ïm .
_| [sin(mt -+•.<) — cos (mt -j- e)].
Or, si l’on prend pour g le coefficient de x dans cette valeur approchée de «*, et pour f l’excès de -cette même valeur relative à x = o, sur la valeur q cos (mt-\-i) de f , on aura à la fois,
9\/im
[sin (mt -f- e) -
- cos (mt -f- «)] ,
? \/'-m J — ab
[sin (mt -j- 1) -
- cos(mt -f- *)];
valeurs qui satisfont effectivement à la condition g= fb.
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(i85). En general, près de la surface d'un corps de très grandes dimensions qui ne présente pas cependant de grandes sinuosités, la température permanente u est indépendante de la forme du corps; elle est la même que si ce corps était terminé par un plan indéfini, et qu’il s'étendit indéfiniment d’un coté de ce plan; et pour chaque terme périodique de la température extérieure, elle est exprimée par la formule (27). Mais son expression change, comme on va le voir, lorsque l’on a égard à l’influence de la chaleur sur le coefficient b de l'équation relative à la surface.
A cause de b = ^ (n‘ 16a) , le second membre de cette équation est
Or, en vertu de l'équation (4), son numérateur renferme
une partie A(m — jjf) qui augmente, à très peu près, dans le rapport de 1 -+- J (u + £) log (1,0077) à l’unité, par l’influence des températures u et Ç sur la quantité A. Si donc on suppose que la valeur de Ç contienne un terme périodique ç,cos (ml «,), dans lequel
qt, *,» sont une température, un angle, et un intervalle de temps donnés, ce second membre devra d’abord être augmenté de
bSy [«• — q; cos* ( mt •+- *,)] ,
en observant que p ou bk est la somme des deux quantités A et A, du n* i65, et faisant, pour abréger,
La température u influera aussi sur le dénominateur À-; et si l’on prend pour k l’expression que l’on a obtenue dans le nc 55 , d’après une loi déterminée de l’absorption delà chaleur dans l’intérieur des corps, cette quantité k, en passant de uso à la valeur de «, augmentera daos le rapport de 1 -f- a yuk l’unité, en négligeant le carré de y. Ce même second membre variera en raison inverse, et diminuera, en conséquence, de
ibyu Ç).
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Ainsi, 1 équation relative à la surface deviendra
%= b(u — 0 (i — + l>h [«* — cos* (mt -f- «J |. (34)
A raison du terme q, cos (ml -f- «,) provenant de Ç, et en vertu de la seconde équation (5), la température extérieure Ç comprendra un terme £ÿ,cos(na<-t-«,); mais elle peut aussi renfermer un autre terme périodique dépendant du même angle variable mt, provenant d’une autre source, et que je représenterai par q cos (mt -J- «) ; q et s étant une température et un angle qui différeront généralement d e.y, et tr Cela posé, si l'on veut déterminer la partie de la température permanente u, qui répond à toute la partie de la température extérieure dépendante des sinus et cosinus de mt, ou prendra, dans l’équation précédente,
X,—q cos (mt — #) — 1~ Gq, cos (mt + it) ,
et l'on y mettra u' au lieu de u. En négligeant, dans une première approximation, les termes qui ont y pour facteur, et mettant successivement q et £q, au lieu de A + B cos* 6 dans la formule (27), elle fera connaître les valeurs de u qui répondent à ces deux termes de celle de £. De cette manière , on aura, dans une seconde approximation,
5 e"‘,v/’'"[?cos(mr— î v/î"l + ‘— e')
+ Gq, cos (mi — l s/l m ■+• C — *')]] + yv ;
*’ étant une nouvelle inconnue qui restera à déterminer en fonction de x et t.
Je substitue cette valeur de u! à la place de u, et pour £ sa valeur précédente dans lequatiou (34) qui a lieu pour x=o; les termes indépendans de y se détruisent, comme cela doit être; en négligeant toujours le carré de y, et supprimant ensuite le facteur y commun à tous les termes, cette équation prend la forme
«■étant une fonction périodique ,. dépendante des sinus et cosinus du
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double de mt et dont la valeur est facile à former; et >„ désignant une quantité constante également connue, savoir :
X =D-( 1 d7 [7,+g,î/+3e9î,cos(£-«,)]+i^(* »
en ayant égard à la valeur de cos 175).
Indépendamment de l’équation relative à x—o, la valeur de u' doit encore satisfaire pour toutes les valeurs de x , à l’équation du mouvement de la chaleur dans l’intérieur du corps que l’on considère; mais attendu que l’on a égard à la variation do k, il faut prendre pour celle-ci, l’équation (8) du n* 5o, dans laquelle on mettra A(i
à la place de k, et u' au lieu de u. On fera ensuite* —a‘, comme dans
le n* 16a ; on supposera le corps terminé par un plan indéfini qui sera celui des coordonnées y et z, et s’étendant indéfiniment dans le sens des x positives; enfin , on regardera la température «'comme indépendante dey et z, du moins dans une grande étendue autour de l’axe des x. On aura alors
du'
Tt
et. u1' dx
En substituant, dans cette équation, pour «' sa valeur précédente, les termes indépendans de y se détruisent , comme cela devait arriver; en négligeant le carré de y, et supprimant ensuite le facteur y commun aux deux membres , il vient
dv
dt
dx' ' dx' _J’
n étant une fonction périodique dépendante de x et des sinus et cosinus de a mt, et V une quantité qui ne dépend que de x, dont la valeur sera
aO’
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U ne s’agira plus maintenant que de former une valeur particulière de y qui satisfasse à la fois aux équations (35) et (30); et Pon pourra en outre assujettir cette valeur à ne pas croître indéfiniment avec x (n* 1 55) ; condition qui est ici nécessaire pour qu’on ait pu négliger, dans 1 équation (36), des termes dépendans de v à cause de leur fecteur y'. Cette valeur de v renfermera une partie périodique,
correspondante aux quantités <w et ^ qui sont renfermées dans ces deux équations, et une partie indépendante de t que uous nous bornerons à considérer. En supprimant donc ces quantités et —,
la valeur de v indépendante de t et la plus générale qui satisfasse à l'équation (36), est évidemment
C et C' étant deux constantes arbitraires. Afin que v ne croisse ps. indéfiniment avec x , On fera C' = o. Au moyen de l’équation (35), relative à x = o , on aura ensuite
%-Kÿ,) V ,m r b'^+c9.y
ce qui fait connaître la valeur de C d’après celle de %.■ Pour une valeur quelconque de x, et en ayant égard à la valeur de V, il en résultera
b J^i(3— C)+^V/ w" ] ' aD*
[?* + £'7,* ■+■ a^77/ to*(* — '/)]
x y/am h
ai)*
Ainsi, lorsque les températures u et Ç ne sont pas très élevées, leur influence sur la conductibilité k et sur la quantité p put néanmoins produire un effet sensible sur les températures intérieures. Pour chaque partie périodique de la température extérieure, dépendante des sinus et cosinus d’un angle mt, ou dont la période comprend un
intervalle de temps donné et représenté par ^ , cette influence produit dans la température qui a lieu à la distance x de la surface, une augmentation invariable et égale à la valeur précédente de v, multipliée par y qui est une fraction un peu moindre que quatre millièmes. Il s’ensuit qu’à la surface, la partie invariable delà température surpasse celle de la température extérieure, d’une quantité égale à la
valeur de yv qui répond à x = o. La valeur de ^ étant positive ,
l’augmentation yv de température est croissante avec la distance x, mais non pas indéfiniment : quand cette distance est devenue un mul-
tiplc un peu considérable de ~=- , l’exponentielle contenue dans la
formule précédente est insensible; en sorte qu’à cette distance et audelà, la valeur de y est sensiblement constante, et la température invariable surpasse celle qui a lieu à la surface, d’une quantité
yb'iq+Cq)'
/ bÿ -xm , am a 1 b' d T
en mettant pour D* sa valeur (n° 175).
Dans les usages de l’équation g = bf du numéro précédent, pour déterminer l’une des deux quantités g et f au moyen de l’autre, 011 fera attention quelles ne doivent pas contenir les parties de leurs valeurs dépendantes du terme yv de l’expression de u; on prendra donc pour g l’accroissement de température rapporté à l’unité de longueur, qui a lieu sur la normale O.r, à une distance de la surface assez grande pour que l’exponentielle contenue dans la valeur de yv soit devenue insensible ; et f sera l’excès de la température moyenne du point 0 sur la température moyenne extérieure qui répond au même point, diminué de la valeur de yv relative à x =0; en sorte que si la valeur de g est donnée par l’observation, et que l’on prenne
^ pour celle de j, il faudra ajouter à cette quantité | la valeur de yv
qui répond à x=o, pour en déduire l’excès entier de la première température moyenne sur la seconde.
CHAPITRE XII
Mouvement de la chaleur dans rintérieur et à la surface de la terre.
(186). La densité de la terre est croissante de la surface au centre; l’état de sa superficie n’est pas non plus partout le même; et elle est recouverte , dans sa plus grande partie , par les eaux de la mer. Mais cette densité ne varie pas sensiblement jusqu’à des profondeurs considérables, pourvu qu’elles soient toujours très petites par rapport au rayon du globe ; la nature du terrein et l’état de la superficie demeurent aussi à très peu près les mêmes, en général, dans une grande étendue autour de la verticale d’un lieu déterminé; et si ce lieu n’est pas voisin d’une montagne, on peut aussi regarder la surface de la terre, dans toute cette étendue, comme étant celle d’une sphère d’un très grand rayon. C.’est de cette manière que les formules du chapitre précédent pourront servir à déterminer les températures de la terre sur chaque verticale, jusqu’à des distances de la surface qui dépasseront de beaucoup les profondeurs les plus grandes où l'on a pu atteindre. On pourra, par exemple, étendre ces formules jusqu’à des distances égales au centième du rayon de la terre, c’est-à-dire jusqu’à une profondeur d’environ Goooo mètres, tandis que les profondeurs où l’on a pénétré jusqu’ici, et où l’on a observé la température, sont au plus de quelques centaines de mètres
Supposons donc que le point 0 (fig. <4) appartienne à la surface de la terre, et que Ox soit une verticale indéfinie, menée par ce point dans l’intérieur du globe. Soit M un point de cette droite, situé à une distance OM de la surface que l’on représentera par x et qui sera ,
pour fixer les idées, moindre qu’un centième du rayon de la terre, de sorte que la densité ne -varie pas sensiblement du point O au point M. On supposera aussi q'ue la nature du terrein et l’ctat de la surface, sont sensiblement les mêmes, dans une étendue de plusieurs myriamètres , par exemple, tout autour de la droite Ox. Le point 0 pourra être plus ou moins élevé au-dessus du niveau des mers; mais son horizon ne doit être borné d’aucun côté; près de ce point, les sinuosités du terrein ne doivent pas être considérables, et la surface doit s’écarter très peu du plan mené par ce même point, perpendiculairement à la droite Ox. Ces conditions ne seront pas remplies, lorsque le point 0 sera situé sur le penchant ou au sommet d’une montagne rapide; c’est pourquoi nous supposerons que ce cas n’a pas lieu. Enfin, on supposera encore que le point 0 appartient à la surface de la terre ferme et non à la surface de la mer. Quoique les équations générales du mouvement de la chaleur conviennent également aux solides et aux liquides ( n* /fi ) , cependant les conséquences qui s’en déduisent ne sont pas les mêmes pour ces deux sortes de corps à cause de la graude mobilité des molécules flnides : par cette raison , la loi des températures est très différente au-dessous de la surface de la mer et au-dessous de la superficie de la partie solide de la terre. Les voyageurs ont fait un grand nombre d’observations en différens points du globe, et à diverses époques du jour et de l’année , sur les températures de la mer h des profondeurs plus ou moins grandes; mais cette question, qui présentera de grandes difficultés aux géomètres, n’a point encore été soumise à l’analyse, et nous ne nous en occuperons pas dans cet ouvrage (*).
Ainsi, le point M de la verticale Ox, pour lequel il s'agira de déterminer la température à un instant quelconque , sera censé appartc-
(*)M. de Freycinet a bien voulu me communiquer le programme des observation* de ce genre qu’il a faites dans son voyage de l 'Uranie ; l’objet que je me suis proposé dans ce Traite ne in’a pas fourni l’occasion de faire usage de ces données de l’expérience ; mais il serait bien & désirer, pour le progrès de la Géographie physique et pour les applications futures de l’analyse, que ces observatioDS et les conséquences que l’auteur en a déduites , fussent incessamment publiées.
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nir à une sphère d’un très grand rayon, homogène et dont la superficie sera partout dans le même état. La matière de cette sphère et la nature de cette surface seront celles de la terre autour de la verticale Ox. Elles détermineront deux constantes positives, que nous désignerons par « et 6 , comme dans les formules du chapitre précédent , qui entreront dans l'expression de la température du point M, et dont les valeurs numériques devront être données par hypothèse, ou déduites de l’observation. En désignant par c la chaleur spécifique du terrein autour de Ox, rapportée à l’unité de volume, par k la mesure de la conductibilité calorifique de la même matière, par p une quantité relative à l’état de la surface et croissante avec son pouvoir rayonnant, on aura
Pour un autre point 0, de la surface du globe, situé dans une région différente , ou seulement éloigné du point 0, de plusieurs myriamètres, les valeurs de c, k, p, et par suite celles de a et b changeront généralement; et dans un même lieu O, la quantité b pourra nôtre pas la même quelle était autrefois , si l’état de la surface a varié par des défrichemens, des déboisemens ou d’autres causes. La terre s’écartant peu de la forme sphériqne , les verticales, pour tous les points de sa surface , passeront à très peu près par son centre C;-oo prendra le rayon CO du globe pour celui de la sphère homogène que l’on substituera à la terre entière dans le calcul de la température du point M ; et l'on désign era par l la longueur de ce rayon, qui sera à très peu près la même pour le point O et pour tout autre point 0,.
Cela posé, au bout d’un temps quelconque t , dont on fixera arbitrairement l’origine, je représenterai par Ç la température extérieure correspondante au point 0. Cette température variera avec le temps; elle variera aussi en passant du point 0 au point 0,, ainsi qu’on l’a expliqué précédemment (n*i63); on en formera par la suite l’expression complète, en fonction de la longitude et de 1a latitude du point quelconque 0 , et du temps t, d'après les diverses Sources de chaleur dont elle provient. Par des circonstances locales, cette température Ç pourrait aussi varier très rapidement
autour du point 0; ce qui donnerait lieu d’après ce qu’on a trouvé dans le n° 181, à des lois particulières de la température intérieure sur la verticale 0.r; mais nous ferons abstraction de ces variations accidentelles de température , pour ne considérer que celles qui sont dues à des causes générales. Enfin, on représentera par nia température du point Mau bout du temps t. Cette inconnue se composera, comme' on l’a vu dans le chapitre précédent, de deux parties que nousexamineronssuccessivement: l'une dépendante delà chaleur propre et initiale du globe , s'il en reste encore quelques traces près de ia surface; l’autre relative à l’état permanent de la terre, et qui se déduira immédiatement de la température extérieure, quand l’expression de cette température '( sera connue.
(187). Une expérience que nous pouvons répéter tous les jours montre que la température des lieux profonds est à peu près constante; en sorte que si la distance x est d’environ ao mètres et au-delà , la température u du point M, varie très peu. Mais à cette même distance de la surface, sa valeur change dune verticale Ox à une autre; et généralement elle augmente ou diminue, selon que le point 0 se rapproche ou s’éloigne de l’équateur. A une profondeur moindre, la température du point M est soumise à des variations diurnes et annuelles, dont les amplitudes décroissent à mesure que ia distance à la surface augmente, et qui disparaissent entièrement, quand cette distance a atteint une vingtaine de mètres.
' Ainsi, le thermomètre construit par M. Gay-Lussac, et placé dans les caves de l’Observatoire, à une profondeur de a8 mètres an-dessous de la surface du sol, n’a indiqué que de petites variations de température, depuis le 1" juillet 1817, époque où il a été établi, jusqu'au 18 janvier i835. Pendant cet intervalle de dix-sept ans et demi, il a été observé trois cent cinquante-deux fois ; et voici le tableau de ces observations, qui m’a été communiqué par M. Bouvard. Je les ai partagées en quatre séries, afin que l’on vit mieux les petites variations que la température a éprouvées; et en tête de chaque série, j’ai placé le □ombre de températures dont elle se compose, et leur somme divisée par ce nombre , c’est-à-dire leur grandeur moyenne.
Températures des caves de l’Observatoire.
DATES
Température
DATES
Température
DATES-
Température
Du i*r juillet 1817 au 16 juin 10*20.
-) ohv/T'aiions ; moyenne , i i°,-3o.
1817. i" juillet..
17 id. . . .
1" août. .
16 id. . .
1" septemb 16 id. . .
1" octobre
21 id. . .
1” noveinb 16 id. . .
1” décetub 16 id. . .
1818. 1" janvier.
1" mars. .
16 id. . .
I*' avril. .
21 id. . .
1 " mai . . .
17 id. . . .
1" juin. . .
16 id. . . .
1" juillet .
■6 id. . . .
i*’ août...
16 id....
1" septemb 16 id. . . .
1” octobre 16 id ...
1" uovemb 16 id. . . .
1818. i,r décctnb 16 id. ..
1810. 1" janvier 16 td...
1" février.
16 id. . .
1" mars..
16 id . .
1" avril.. .
16 id ...
i<r mai. . .
16 id....
t"juin ..
16 id. . .
1" juillet
1 7 id. . .
i"août. .
16 id. . .
I" sep terni
16 id. . .
2 octobre, 16 id. . .
1" novctnl 16 id, .
x ” déccuib t6 id. . .
1820. 1" janvier.
1" mars . .
16 id. . .
1" avril. .
16 id. . .
i,r mai. . .
16 id. . .
i"juin. . .
16 id. . .
Du i*r juillet 1820 au 16 février 1820.
1 34 obacrrstioiu * mcrjconc,
1820. 1" juillet.
2 août. . .
16 id....
1" septem!
t6 id. . .
1" octobre 16 id. . .
1" uovemb 16 id. . .
1" decemb
1 6 id. . .
1821. 1" janvier.
16 id...
1" février.
16 id . . .
1" mars . .
16 id. . .
■ "avril. . .
16 id...
1" mai . .
16 id....
■ "juin...
16 id. .
1" juillet .
16 id...
1" août. . .
16 id. . .
■ "septemb
1 " octobre 1" novemb 16 id. . .
t" décetub 16 id....
1822. t"janvier 16 id. . .
1" février.
16 id...
1" mars.
i“,8oi.
Suite.
dates.
Tempe rature
DATES
Tempëraturel
DATES
Température jl
1(122. il, mars.. .
i" avril. .
■ ” mai . . .
itj id. . .
■ " juin. . .
|6 id...
■ "juillet.
16 id...
i" août . .
16 id. . .
■ "seplemb.
■ 6 id. . .
i" octobre
16 id...
i" noveuib
16 id . .
■ " décemb iti id. . .
11123. ■ " janvier 16 id. . .
1” février.
■6 id. . .
i " mars . .
16 id. . .
te' avril. . .
■ 6 id. .
1824. i"iuara..
|6 id...
î" avril. .
16 id. . .
I" mai. . .
16 id. . .
i" juin...
t6 id . .
■ "juillet.
■ 6 id. .,
I" août. .
■6 id. . .
i"septem] 16 id. .
î" octobre 16 i«fs..
■ " noveml
16 id...
i" décemb 16 id. . .
1828. t" janvier 16 id. .
i ,r février.
t6 id. . .
i" mars. , 16 id. . .
t" avril. .
“.779 h»8i4 ii ,8ü4 11,884 il, 84g i t ,884 i i ,84g
i i ,84g 1 1 ,8<jg
. ■"mai....
■ 6 id....
16 id. ,..
1" mai. .. .
■ "juin. . . .
■ 6 id....
16 id. . . .
■ "juin. . .-.
■ " juillet. .
16 id. . . .
■ 6 id
■ "juillet. .
j" août.. ..
■ 5 id....
■ ü id. . . .
1" août. . ..
1 " seplemb.
■5 id. . . .
• 16 id. . ..
■ "septeuib.
■ " octobre.
■6 octobre .
16 id. . . .
1" novemb.
1" novemb.
16 id. . . .
■ "décemb.
b décemb. .
16 id....
16 id. i . .
1020. ■" janvier..
1824. 8 janvier. .
16 id....
■ 6 id . . ..
1 ■' février. .
1" février..
■ b id....
16 id....
Su Ie' mars 1828 au
16 octobre 1828.
55 observations . moyenne, i i",85y
1828. i” mars. ..
■ 6 id....
l" avril. . .
■6 id. , . .
l" mai.
■ 6 id ...
i* août. ...
17 id. ...
■ "septemb.
. i5 id . .
t" octobre.
|6 id.,,.
1" notemb.
16 id...-.
1" décemb.
16 id. . . .
1897. 2 janvier. .
16 id....
1" février..
16 id . , . .
1" mars . .
1 5 id ... .
1" avril. . .
1 7 id. . . .
3 mai....
1" juin. ...
16 id ... .
■ "juillet..
16 id. . . .
t" août. . .
■ " octobre .
16 id . . . .
1" novemb.
1828. ■" janvier.
■6 id....
1 " février. .
16 id....'
t" mars. . .
t6 id. ...
1 1 ,8.jg
■J, 84g “,8jg “,84g
Suite.
DATES
Température
DATES
Température
DATES
Température
1888 1" avril...
1899. 1" juillet. .
1852. 3 septemb.
16 id ...
ib août. . . .
a octobre..
1 " mai ....
1 1 , 8io 1 1 ,881
i,rse|iteiiib.
1" novemb.
16 id ... .
16 id....
4 décemb...
1" juin ....
ti, 884 •i,88l
1" octobre.
1833. a janvier. .
16 id....
1" juillet. .
t6 id. .m, 16 novemb.
3 mars . • .
16 id ... .
1" de'cemb.
l” avril. . .
1" août . . .
1830. 11 février..
8 mai
16 id. . . .
6 mars. . . .
2 juin
i" septemb
ii,884
6 avril....
1” juillet. .
16 id ... -
Ier mai
1" août . . .
i*r octobre
1" juin. . . .
8 octobre..
1 G id ... .
♦ 16 id ... .
i*r novemb.
a juillet...
6 décemb. .
a4 id . ...
Du i*r novembre 1828 au !
18 janvier 1858.
i,r septemb 5 octobre .
i*T novemb.
1834. 4 janvier..
4 février . .
a mars ... .
91 obaerrationj ; moyenne, 1 iu,95o.
3 décemb.
6 avril . . .
1831. 3 janvier.
1 " ma i ....
a juin
1888. 1" novemb.
a avril ....
20 id. . . .
16 id ... .
2 inai. . . .
1" juillet. .
irf décemb .
* r,gig
1" juin. . . .
1 5 id ....
16 id....
1" juillet. .
I'r août. . .
1899. 1" janvier..
a août. . . .
16 id. ...
17 id ... »
2 septum b.
a septemb.
t" février..
t" octobre.
17 id. . . .
16 id . . . .
1" noveuib.
b octobre..
i" mars . . .
1" déceiub.
16 id ...
16 id ... .
1852. 3 janvier. .
3 Dovemb .
1" avril . ..
3 février. .
16 id....
1" mars. . .
b décemb..
1" mai. . . .
nnn
a avril ....
16 id. . . .
16 id ... .
1" mai... .
1833. a janvier. . .
1" juin. . . .
1" juin. ...
16 id....
4 août. . . .
On voit que dans chaque série, les températures s’écartent très peu de leur valeur moyenne. Toutefois , les quatre moyennes ît®, 73o, ii*, 801, ii°, 867, ii*, 950, sont croissantes ; la différence de
la dernière à la première est o',aao; et si cct effet n’est pas dù à un déplacement du zéro de l'échelle thermométrique, il indiquerait une inégalité sensible dans la température des caves de l’Observatoire, pendant les 1 7 dernières années. Cette petite inégalité est confirmée par les indications d’un second thermomètre, placé dans le même lieu et construit autrefois par Lavoisier. On a reconnu que cet instrument marque des températures un peu trop élevées; mais l’excès de ses indications sur celles du thermomètre de M. Gay-Lussac , a très peu varié depuis que l’on observe en même temps ces deux instrumens : sa grandeur moyenne a été de o*,3i6, dont il s’est à peine écarté de o*, 01 en plus ou en moins.
Les deux instrumens indiquant des variations de tempe-rature dans le même sens et sensiblement égales, on est porté à en conclure quelles sont réelles, sans les confondre néanmoins avec les inégalités annuelles qui sont lout-à-fait insensibles à la profondeur des caves de l’Observatoire, comme on le voit par chacune des quatre séries précédentes d’observations. Les variations dont il s’agit peuvent être attribuées à des causes irrégulières qui influent sur la température extérieure. La quantité totale de chaleur solaire qui parvient à la surface de la terre dépend, eu effet, de l'état de l’atmosphère quelle a traversée, et varie en conséquence d’une année à l’autre; la valeur moyenne de la température extérieure résulte en grande partie de cette quantité totale de chaleur solaire ; et les inégalités irrégulières quelle éprouve pendant plusieurs années consécutives peuvent en produire dans la température intérieure, qui soient encore sensibles à des profondeurs où les inégalités diurnes et annuelles ont tout-à-fait disparu. Cela étant, pour obtenir une température des lieux profonds, indépendante de ces variations irrégulières, et qu’on puisse regarder comme constante , abstraction faite des inégalités séculaires auxquelles elle peut être soumise, il faut prendre la moyenne des températures observées pendant un assez grand nombre d'années. Or, en faisant la somme de toutes les températures comprises dans le tableau ci-dessus, et la divisant par leur nombre 352, on trouve 1 1°,834 pour la température des caves de l’Observatoire à l'époque actuelle,
(188). L'observation nous a aussi appris depuis long-temps qu’à 1a profondeur où les inégalités diurnes et annuelles ne sont plus sensi-
blés, la température de la terre augmente sur chaque verticale arec la distance à la surface. Les températures observées avec soin dans un grand nombre de mines de diflérens pays, ne laissent aucun doute sur ce phénomène (*); il a lieu près de l’équateur, comme à notre latitude et plus près du pôle; on l’observe également dans des mines dont l'ouverture est à une très grande hauteur au-dessus du niveau des mers, ainsi que M. de Humboldt l’a constaté, et pins récemment M. Boussingault; mais à raison des circonstances locales, du travail de l'exploitation, et de la communication avec l’air extérieur, les températures de ces cavités sont quelquefois très inégales à la même profondeur et dans des lieux très voisins; et sans doute elles sont très différentes de celles de la masse même de la terre , à cette profondeur et dans ces mêmes lieux. L'augmentation de profondeur qui répond à un accroissement d’un degré de température dans les mines, varie de 10 à 100 mètres, sans qu’on puisse décider si cette inégalité provient de la différence des climats, de celle des terreins, ou de quelque circonstance locale.
Le moyen le plus direct de connaître la loi plus ou moins rapide de l’accroissement de température de la terre , et de savoir si cet accroissement dépend, toutes choses d’ailleurs égales, de la latitude et de l’élévation des lieux au-dessus du niveau des mers, est de déterminer par le sondage les températures qui ont lieu le long de chaque verticale dans diverses parties du globe, à des distances de la surface où les inégalités diurnes et annuelles aient disparu. A ces mêmes distances, l’accroissement de la température fixe dont il a été question dans le n° i85, aura aussi disparu ; et quelle que soit la cause de celui que l’on observe à des distances plus grandes, on pourra le supposer, à toutes celles où l’on peut atteindre et beaucoup audelà, proportionnel à la profondeur. La distance OM ou x du point M à la surface étant donc plus grande qu’une vingtaine de mètres, on représentera la température u par la formule
u = f + gx, (i)
(*) Annales de Physique et de Chimie , tome XIII , page i83. Essai sur U température de la Terre, par M. Cordier, dans le tome VU des Mémoires de T Académie.
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dans laquelle /et g sont des quantités indépendantes de x que l’on déterminera par l’expérience pour chaque verticale Oa\ D’après cette expression de u, on formera autant d’équations de condition que l’on aura mesuré de températures le long de cette verticale, correspondantes à des valeurs connues de x; et si le nombre de ces équations est assez considérable, on en déduira les valeurs de f et g par la méthode des moindres carrés des erreurs.
Ces deux quantités pourront changer de valeurs par l'effet des variations séculaires de la température; et leur détermination exacte dans le même lieu et à des époques séparées par de très grands intervalles de temps , offrira le moyen de reconnaître par la suite si ces variations ont lieu réellement, et quelle en est l’étendue. Ces mêmes quantités éprouveront aussi de petites variations d'une année à une autre, ainsi qu’on l’a expliqué plus haut. Elles varieront encore sur la verticale Ox , lorsque la nature de la surface aura changé dans une assez grande étendue autour du point O.
Le coefficient g exprimera l’accroissement de température pour chaque mètre de profondeur, en prenant le mètre pour unité de longueur. D'après ce qu’on a vu dans le n* i85, la quantité _/ surpassera an peu la température moyenne du point 0, c'est-à-dire la partie de la température de ce point, indépendante des inégalités diurnes et annuelles. Par la même raison , si la distance x est moindre qu’environ vingt mètres, j -\-gx surpassera aussi d’une petite quantité la température moyenne du point M. Nous verrons dans la suite comment on peut évaluer ces petites différences, et les comparer aux observations.
(189). Pour exemple de la détermination des deux inconnues f et g, je prendrai les observations que M. A. De La Rive a faites dans une campagne près de Genève, à une hauteur de 100 mètres au-dessus du lac, et de près de 5oo mètres au-dessus du niveau des mers (*). Les températures ont été observées à des profondeurs qui s’étendaient jusqu’à aa5 mètres. Le trou de sonde était rempli, dans sa plus grande partie, parune eau stagnante, sauf lemouvement déterminé dans ce liquide par
{*) Mémoire» de la Société (C Histoire naturelle de Genlve , tome VI.
sa diminution de densité , qui avait lieu de haut en 1)85 , en vertu de l'accroissement de température. Ou conçoit que l'effet de ce mouvement, s’il était un peu rapide , serait de mélanger les parties du liquide, et de rendre leurs températures moins inégales ; mais M. A. De La Rive observe que cette eau étant très bourbeuse, on peut supposer • le déplacement de scs molécules assez lent pour que l’eau ait eu le temps de prendre les températures de la terre, aux différentes profondeurs on il les a mesurées au moyen d’un thermomètre plongé dans ce liquide imparfait. Le plus grand nombre de ces températures ont été mesurées deux fois; j’ai pris alors pour la valeur de u, la demisomme des deux valeurs observées, et qui étaient peu différentes l'une de i’autre ; il en est résulté dix-huit équations de condition en employant seulement les températures mesurées à des profondeurs d’environ ao mitres et au-delà. On a déduit de ces équations, par la méthode des moindres carrés (*) , •
d’où il résulte qu’aux environs de Genève la température de la terre augmente de o°,o5o7 pour chaque mètre de profondeur, ou d’un degré pour 5a", 55. 11 s’ensuit aussi que la température moyenne de la surface doit être un peu au-dessous de io°,i4<>-
En comparant la formule
aux dix-huit observations qui ont servi à l’établir , on trouve que les différences sont comprises entre rfc o”,3a , et quelles n’atteignent qu’une seule fois chacune de ces limites; leur valeur moyenne est au-dessous d’un millième de degré.
(190). M. Arago a proposé un autre moyen de déterminer les températures de la terre à diverses profondeurs, qui consiste à les déduire de celles de l’eau des fontaines jaillissantes, connues sous la dénomination de puits artésiens.
(*) Tous les calculs numériques dont les résultats sont donnés dans ce chapitre) ont été faits par le neveu de M. Bouvard , actuellement élève de l'Observatoire.
Dans beaucoup de pays, et particulièrement dans les départemens du nord delà France, il existe des fontaines provenant de grandes nappes d’eau souterraines, alimentées par des sources que l’on suppose très élevccs, de manière qne. cette eau remplit exactement les cavités qui la contiennent, et exerce mèraesur leurs parois supérieures des pressions très considérables. C’est en- vertu do ces pressions que l’eau jaillit et vient surgir h la surface de la terre, lorsque l’on a percé le sol jusqu’à l’une de ces nappes souterraines. Quelquefois ces fontaines se produisent dans des pays plats; pour qué les sdttrctss alimentaires partent de points très élevés au-dessus des nappes souterraines, et puissent donner naissance à une pression hydrostatique très considérable, on suppose alors qu’elles ont leur origine dans des montagnes très éloignées du lieu où les fontaines sont produites ; ce qui n'est pas toujours vraisemblable. Mais on pourrait aussi admettre que le terrein qui recouvre une nappe d'eau intérieure, n’est pas absolument inflexible, auquel cas il exercerait sur la surface de ce liquide une pression qui le> ferait jaillir par le trou pratiqué jusqu’à son gissement; et dans cette hypothèse, le lac souterrain pourrait être alimenté par des sources peu élevccs ou môme inférieures. Quoi qu’il en soit, chaque nappe d’eau, avant le percement, a pris la température de la terre dans le lieu qu’elle occupe; après le percement , si la quantité d’eau jaillissante et celle qui la. remplace sont très petites par rapport au volume de la nappe entière, elle conservera cette . température pendant le jaillissement; en ontre, on peut supposer la vitesse de l’eau jaillissante assez grande pour que le liquide n’ait pas le temps de se refroidir en traversant le terrein supérieur pour arriver à la surface du sol ; on peut donc admettre qne la température de l’eau parvenue à cette surface, et avant qu’elle se soit mêlée à l’air extérieur, n’est pas sensiblement moindre que celle de la terre à la profondeur d’où cette eau est partie.
Ainsi, à Saint-Ouen , près de Paris (*), la température d'une fontaine jaillissante dont l’eau provient de 66 mètres au-dcss*oüs du sol, est de la*, 9. Si on la compare à la température des caves de l’Ôbser-
(*) Annuaire du Bureau des Longitudes „ année (835 , page a35.
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vatoire, qui est u*,834 à la profondeur de a8 mètres, il en résulte qu a Paris l’accroissement de température est de j°,o66 pour une différence de 38 mètres dans les profondeurs; ce qui donne un degré pour 35", 65, et o6,038i pour la valeur de g.
Voici quatorze autres observations de températures correspondantes à des profondeurs connues, qne M. Arago m’a communiquées.
Températures de Veau des puits artésiens percés dans les environs de Lille à différentes profondeurs.
Lieu do Percement. Profondeur Température
do p*riu.
de Peau.
Moulin du Pont
ai»,4...
Liiler»
Béthune
La Vacherie
Sain t- André-Sou»- Ai rc. . .
Béthune ( faubourg ) . .
Marchiennea ,
Goucbem
Béthune (esplanade)..
Entre Lille et Marquette.
Marquette (abbaye)...
ia,5
Aire
Marquette
Aire (fort St. -François)
fa, 4-..
Saint-Venant
too, 5. . .
En prenant ces profondeurs, qui sont toutes plus grandes que ao mètres, et ces températures , pour les valeurs correspondantes de x et de u dans l’équation (i), et déterminant les valeurs de J et g par la méthode des moindres carrés, comme dans l’exemple précédent, on trouve
/= io*,4o5, g = o”, 0395 ;
ce qui donne a5“,45g de profondeur pour chaque degré d’accroissement de température de la terre , au Heu de l’observation , c’est-àdire dans les environs de Lille. Si l’on compare la formule
u == io°,4°5 -f- (o*,o3g3)x,
aux quatorze températures observées , on trouve que les plus grandes différences s’élèvent à — o%444 et -f-o*,3o7, et que la différence moyenne n’est pas de o*,oo».
En comparant les accroissemens de température pour chaque mètre de profondeur, o*,o393 près de Lille, o*,o3o7 près de Genève et o",oa8i à Paris, on voit que le premier est plus rapide que le second dans le rapport de 4 à 3 , et presque moitié en sus du dernier ; ce qui doit tenir à la différence des terreins dans ces trois localités. Si la latitude influe sur les accroissemens de la température de la terre, au-delà de la profondeur où ont lieu les inégalités diurnes et annuelles, les latitudes de Genève, de Paris et de Lille, 46’> 48°»5o'et 5o*,39',
ue diffèrent point assez pour qu’il' en puisse résulter la différence entre les valeurs de g qui ont lieu dans ces trois villes,- différences que l’on ne peut pas non plus attribuer à celle de leurs élévations au-dessus du niveau des mers.
La température moyenne de l'eau dans les fossés de la citadelle de Lille est de io°,7; on peut la prendre pour celle de la surface de la terre , aux environs de cette ville; et l’on voit qu'elle excède un peu la valeur io*,4o5 de /, tandis qu’elle devrait être, au contraire, un peu moindre. Si l’on supposait j— 1 1% et que l'on déterminât la valeur de g d'après la température i4°ji du puits de Saint-Venant, le plus profond des environs de Lille, on aurait o°,o3og pour cette valeur, à très peu près comme à Genève.
(191). L’aceroissement de la température de la terre, à mesure que l’on s’enfonce au-dessous de sa surface , après qu’on a dépassé une certaine profondeur, étant bien constaté, on a essayé d’en trouver la cause. Fourier et ensuite Laplace ont attribué ce phénomène à la chaleur d’origine que la terre conserve encore à l’époque actuelle , et qui décroît du centre à la surface, de telle sorte qu’elle soit excessivement élevée vers le centre, mais très peu considérable près de la surface. Les idées de Fourier sur ce sujet important sont expo-
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sées dans les extraits de deux Mémoires qu’il a insérés, il y a déjà plusieurs années, dans le tome XIII des Annales de Physique et de Chimie, et dans le tome VII des Mémoires de l’Académie; mais il parait quaprès sa mort, on n’a pas trouvé dans ses papiers les mémoires mêmes où il aurait sans doute développé quelques assertions qu’il a énoncées, sans preuves à l’appui, dans ces deux extraits. Laplace a émis son opinion sur le même sujet, en traitant de la question d'astronomie relative à l’invariabilité du jour sidérai, dans la Connaissance des Tems pour l’année i8a3 , et dans le livre XI de la Mécanique céleste.
C’est Laplace qui a fait voir que l’inégalité des températures moyennes extérieures, correspondantes à des points très éloigoés sur la surface de la terre , c’est-à-dire , la partie de la température Ç , indépendante du temps, mais qui peut être une fonction quelconque de la longitude et de la latitude du point 0, ne saurait jamais produire aucun accroissement ou décroissement sensible de la température de la terre, le long de la verticale Oar, à des distances de la surface qui soient très petites par rapport au rayon du globe, et par conséquent, à toutes les profondeurs accessibles; ce qui n’empécbe pas qu’à des profondeurs encore plus considérables, l’inégalité dont il s’agit ne donne lieu à de grandes augmentations ou diminutions de température, sur chaque rayon de la terre et jusqu'à son centre. On fait ici abstraction des variations locales dont il a été question dans le u“ tdi, comme aussi de la petite augmentation de la température moyenne indiquée dans le n° 1 85 ; et il suit alors de ce théorème, tel qu’il a été démontré dans n° 176, que l’accroissement général des températures de la terre, observé près de la surlace, ne peut dépendre que de la chaleur propre et initiale du globe, ou de causes qui fout varier très lentement la température intérieure. L’explication fondée sur la chaleur d’origine, a été généralement adoptée; toutefois, il ne me semble pas qu’on ait eu suffisamment égard aux difficultés quelle présente, et que j’exposerai tout à l’heure, après avoir déduit les conséquences principales de cette hypothèse.
(192). En admettant doue l’existence d’une chaleur d’origine , encore sensible à l’époque actuelle près de la surface du globe , nous supposerons néanmoins le temps écoulé depuis cette origine , assez
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grand .pour que la température de chaque point de la terre , provenant de sa chaleur initiale, soit réduite au premier terme de son expression en série d’exponentielles, et représentée par la formule (a3) du n* 171 ; de manière qu’en désignant par v cette partie de la température du point M, on ait
a , b, l, x , ayant les mêmes significations que précédemment (n* 186); le temps t étant compté à parlir d'une époque extrêmement éloignée que rien ne pourrait servir à déterminer ; et S désignant
une constante par rapport à x et t , telle que exprime l’intégrale
J'1// sin *-j- dr1 contenue dans la formule citée. Cette valeur de v est de la forme
f et g étant des quantités indépendantes de x , savoir •.
Dans l'hypothèse que nous examinons, cette quantité g doit être la même que dans la formule (1), c’est-à-dire l’accroissement observé de la température moyenne le long de la verticale Ox, rapporté à l’unité de longueur. La quantité f est celle dont la chaleur initiale de la terre, augmente 'encore à l'époque actuelle, la température de la surface au point 0. Le temps croissant par des différences égales, ces deux quantités y et g décroîtront suivant une même progression géométrique, et extrêmement lente de siècle en siècle , à cause de la grandeur de l. Ainsi qu’on l’a remarqué plus haut (n* 184) , elles sont liées entre elles par l’équation g = bf, qui servira à déterminer J quand les valeurs de b et g seront connues. Ou a déjà vu comment la valeur de g peut cire déterminée par l'observation ; on verra par la suite comment on peut aussi obtenir celle de b par la comparaison des inégalités annuelles des températures extérieures et intérieures; la va-
leur de f qui en résultera ne sera qu’une fraction de degré, qui variera avec la position du point 0, ou dans le même lieu quand un changement dans l’état de la surface aura fait changer la quantité b. En prenant le mètre et l'année pour unités de longueur et de temps , on a h Paris, comme on le verra par la suite,
b = 1,05719; on aura aussi, comme on l’a vu plus haut,
d’où l’on déduit
de sorte qu’à Paris la chaleur d’origine de la terre augmenterait la température de la surface, à l’époque actuelle, d’un peu plus d’un quarantième de degré.
La chaleur peut avoir été distribuée primitivement d'une manière quelconque, dans la sphère homogène à laquelle appartient la normale Ox; la valeur de G, d’après l’intégrale quelle représente, ne dépend que de la température moyenne de tous les points de cette sphère, à l’époque d’où l’on compte le temps f; mais cela suffit pour qu’elle puisse être différente, en passant du point 0 à un autre point 0#. L’accroissement de température g pourra donc changer aussi , en passant d’une verticale à une autre , non-seulement à cause de la valeur de a, qui dépend de la nature du sol, mais aussi à raison du facteur G de l’expression de g. Par conséquent, il n’est pas impossible que cet accroissement de température g soit différent, en des lieux où le terrein est delà même nature.* Toutefois, s’il y a eu une époque où la température moyenne d’où dépend la valeur de G , a été la même pour tous les points du globe, ou du moins pour tous les points d’une même région de la terre, ce qui parait une supposition assez naturelle, et si l’on compte le temps t à partir de cette époque, il en résultera que l'accroissement de la température dans le sens de la profondeur, sera plus ou moins rapide en des lieux différens, selon que la valeur de a y sera moins ou plus grande, et conséquemment, comme on le verra dans la suite, selon que l’amplitude de l'inégalité annuelle de température, y décroîtra plus ou
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moins rapidement , à mesure que l’on s'abaisse au-dessous de la surface. C’est un point que l'on pourra facilement vérifier par la comparaison des observations contemporaines.
Dans un même lieu, si la valeur de g devient g, , lorsque le temps t augmente de*,, on aura, à la fois.
Ig = Se
= Se z* ,
et, par conséquent.
Lorsque l’on aura détorminé la valeur de a, d’après l'affaiblissement de l’inégalité annuelle de la température de la terre à mesure que la profondeur augmente, on pourra donc assigner l’époque où l’accroissement de la température moyenne sera réduit à moitié, ou à toute autre partie aliquote de sa valeur actuelle. Ce sera la vérification la plus décisive de l’hypothèse que nous examinons; mais malheureusement elle exige un grand nombre de siècles d’observations , vu la lenteur du décroissement de l'exponentielle qui exprime le rapport de g, à g. Ainsi, l’on a à Paris, comme on le verra dans la suite.
en prenant toujours le mètre et l’année pour unités de longueur et de temps; on a aussi
il en résultera donc
o,63?fi. t4
too. îooo.ioooooo s
d’où l’on conclut qu’il devrait s’écouler plus de mille millions de siècles pour que la valeur de g fut réduite à moitié.
Lorsqu’il s’agit d’un corps de grandeur infinie et terminé par un plan dont la température initiale était partout la même , l’excès f de la température de la surface sur celle du dehors, et l’accroissement g de la température intérieure, qui ont lieu au bout d’un très long intervalle de temps écoulé depuis l'époque de
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l’état initial, sont en raison inverse de la racine carrée de ce temps t (n° i54)- U s'ensuit que la diminution de g pendant un autre temps t , , très petit par rapport à t, sera égale à la valeur
actuelle de g, multipliée p3r le rapport ainsi que Fourier l’a
énoncé, à l'égard du refroidissement séculaire de la terre, dans un des deux extraits cités plus haut (*). On ne peut donc pas alors calculer la diminution de g pendant un temps donné t,, sans faire une hypothèse purement gratuite sur la longueur du temps t primitivement écoulé, et sur l’époque d’où ce temps est compté, comme on en a fait une sur la distribution uniforme de la chaleur à cette époque. Mais la terre ne doit pas être assimilée à un corps dont les dimensions soient infinies; on doit seulement la considérer comme une sphère d’on très grand rayon; et c’est la formule dont nous avons fait usage, qu’il convient d’employer pour exprimer les lois de son refroidissement; ce qui permet de calculer, sur chaque vertical Ox , le rapport des valeurs de g à deux époques différentes, d’après l’intervalle de temps qui les sépare , et d’après la valeur de la constante a relative à cette droite. En ce qui concerne les inégalités périodiques dé ht température qui ont lieu près de la surface, on peut bien , sans en changer les lois, supposer infini le rayon de la terre (n° 1 85) ; mais il n’en est pas de même, comme on voit, relativement à la partie de la température moyenne qui provient, par hypothèse, de la chaleur initiale du globe.
D’après ce qu’on a vu dans le n° 66, la portion de cette chaleur d’origine que la terre doit perdre à travers chaque unité de surface et pendant une unité de temps, est égale, relativement au
point 0, au produit k ou a kg, en vertu des expressions de v
et de g. Cette perte de chaleur variera généralement avec la position du point 0. Pour la calculer, lorsque l'accroissement g de la température intérieure sera connu, il faudra, en outre, faire une hypothèse sur la conductibilité k, ou bien sur l’une des quan-
V) Annales de Physique et de Chimie, tome XIII , page 42^.
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tités c et p; d’où l’on déduirait la valeur de k d’après celle de l’une des constantes a ou b. Mais on n’a pas d'expériences directes qui fassent connaître lachalenr spécifique c et la conductibilité k pour les matières dont la terre est formée près de sa surface, non plus que la quantité p relative à l’état de cette superficie; quant aux observations des températures près de la surface, comparées aux températures extérieures , elles déterminent seulement les valeurs de a et de b, et laissent inconnue l’une des trois quantités c, k, p, du n# 186.
(ig3). Aucune de ces conséquences de la supposition d’une chaleur d’origine encore sensible à l'époque actuelle près de la surface du globe, n’est une objection contre cette opinion, ni une raison en sa faveur, du moins jusqu’à ce que les rapports numériques qui en résultent, aient été vérifiés ou contredits par les observations de plusieurs siècles. Mais voici les difficultés que cette hypothèse présente, et qui la rendent, ce me semble, peu vraisemblable.
Dans l’hypothèse dont il s’agit, l’accroissement de température que l’on observe à toutes les profondeurs accessibles, aura lieu encore au-delà et jusqu’au centre de la ferre; de sorte qu’il en résultera, à de plus grandes distances de la surface, des températures excessivement élevées. Cet accroissement de température étant supposé, par exemple, d’un degré par 3o mètres de profondeur, la température de la terre surpasserait aooo degrés à une distance de la surface égale au centième du rayon. Il est vrai qu’à de si hautes températures, la chaleur spécifique c et la conductibilité k ne sont plus constantes; il est aussi possible que le rayonnement intérieur ne s’étende plus seulement à des distances insensibles, ni même très petites; et l’équation aux différences partielles du mouvement de la chalenr, n’étant pins linéaire et du second ordre, il pent en résulter que la température de la tèrre croisse , sur chaque verticale, dans uu plus grand on dans nn plus petit rapport que la distance à la surface, quoique cette distance soit toujours une petite partie du rayon. Mais il ne s’agit point ici de calculer la grandeur précise de la température intérieure; il s’agit uniquement de montrer quelle serait excessive à moins de
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60000 mètres de profondeur. Pour se former une idée de ce quelle deviendrait au centre de la terre, on pourra aussi considérer le globe comme un corps homogène, et faire abstraction de l'accroissement de densitédes couches terrestres en allant de la surface au centre, qui pourrait rendre plus rapide ou moins rapide l’augmentation de température; or, dans ce cas, l'excès de la température centrale
sur celle de la surface, serait égal, d'après le n* 171, à Se ‘‘ ou Ig, en désignant par G, l, g, les mêmes quantités que précédemment; par conséquent, si l'on prend toujours le mètre pour unité, et un trentième de degré pour la valeur de g, la température centrale surpasserait deux millions de degrés. Au centre et dans la plus grande partie de sa masse, les matières dont la terre est formée, se trouveraient donc à l'état de gaz incandescens, tellement condensés, néanmoins, que leur densité moyenne surpasserait cinq fois celle de l’eau. Pour les contenir à ce degré de compression et de chaleur, il faudrait une force extraordinaire, dont on ne saurait se former aucune idée; et l’on peut douter si la couche solidifiée du globe aurait une épaisseur et une cohésion suffisantes pour résister à l'effort des couches fluides intérieures pour se dilater.
La forme à peu près sphérique de la terre et des planètes, et leur aplatissement aux pôles de rotation, montrent avec évidence que ces corps ont été primitivement fluides, et peut-être à l’état aériforme. En partant de cet état initial, la terre n’a pu se solidifier en tout ou en partie, que par une perte de chaleur provenant de ce que sa température excédait celle du milieu où elle était placée. Mais il n'est pas démontré que la solidification a dû commencer à la surface pour se propager vers le centre, comme le supposerait un état du globe encore fluide dans la plus grande partie de son intérieur. Le contraire irie parait plus vraisemblable. En effet, les parties extrêmes ou les plus voisines de la surface, en se refroidissant les premières, ont dû descendre à l’intérieur, et être remplacées par des parties internes qui sont venues se refroidir à la superficie, pour redescendre ensuite à leur tour. Ce double courant aura entretenu dans la masse une égalité de température, ou du moins, il aura empêché que l’inégalité ne fût, à beaucoup près, aussi grande que dans un corps solide qui se
refroidit par sa surface; et l’on peut ajouter que ce mélange des parties du fluide et le nivellement de leurs températures, auront été favorisés par les oscillations de la masse entière, qui ont eu lieu jusqu’à ce qu’elle soit parvenue à une figure et une rotation permanente. D’un autre côté, la pression excessivement grande, supportée par les couches centrales , a pu déterminer leur solidification beaucoup avant celles des couches plus voisines de la surface, c’est-à-dire que les premières ont pu devenir solides par l’efTet de cette extrême compression, aune température égale ou même supérieure à celle des couches moins rapprochées du centre, et soumises en conséquence à uue pression beaucoup moindre. L’expérience a fait voir, par exemple, que l'eau à la température ordinaire, étant soumise à une pression de 1000 atmosphères, éprouve une condensation d’environ un vingtième de son volume primitif. Or, concevons une colonne d’eau d’une hauteur égale au rayon du globe, et réduisons sa pesantcbrà la moitié de celle que l’on observe à la surface de la terre , afin de la rendre égale à la gravité moyenne qui aurait lieu le long de chaque rayon de la terre dans l'hypothèse de son homogénéité; les couches inférieures de cette colonne liquide éprouveront une pression de plus de trente millions d’atmosphères, ou égale à plus de trente mille fois celle qui réduit l’eau aux de son volume ; mais sans connaître la loi de la compression de ce liquide, et quoique nous ignorions comment cette loi peut dépendre de la température, on peut croire néanmoins qu'une si énorme pression réduirait les couches inférieures de la masse d’eau à l’état solide, lors meme que leur température serait très élevée. Il semble donc plus naturel de supposer que la solidification de la terre a commencé par le centre et s’est propagée successivement vers la surface : à une certaine température, qui pouvait être extrêmement élevée, les couches les plus voisines du centre se sont d’abord solidifiées, à raison de l’excessive pression qu’elles éprouvaient; les couches suivantes se sont solidifiées ensuite à une température et sous une pression moindres; et ainsi de suite, de proche en proche, jusqu’à la superficie.
En se solidifiant ainsi du centre à la surface, et, si l’on veut, en continuant à se refroidir après être devenue entièrement solide, la terre a pu perdre , depuis long-temps, toute sa chaleur d’origine ; de
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sorte que l’accroissement de température que l’on observe actuellement près de sa surface soit dû à une autre cause , et ne s’étende pas dans l'intérieur à des profondeurs très considérables ; ce qui est effectivement possible, comme on le verra plus loin. Mais je présente ces considérations avec toute la réserve que l’on doit apporter dans des conjectures qui ne peuvent être vérifiées ni par des calculs précis , ni par des expériences directes.
(194). Nous allons actuellement nous occuper de la partie de 1a température u du point M qui dépend de la température extérieure f.
Pour la déterminer d’après les formules générales du n° 175 , il faudra que l’expression de Ç soit réduite en une série de sinus ou cosinus d’arcs proportionnels au temps. Supposons donc que l’on ait
£ = B -f- A cas (mt 4- «) + A' cos (w'r-f-t') 4- etc. ; (3)
B, A, A', etc. , m, m.', etc., r, etc., étant des constantes réelles et données. La première B représentera la constante de la température extérieure qui répond au point O de la surface de la terre, et qui pourra être une fonction donnée de la longitude et de la latitude de 0. Chacun des autres termes de cette valeur de Ç exprimera une inégalité périodique de la température extérieure correspondante à ce même point O. Les coefficiens A, A', etc., seront les amplitudes de ces diverses inégalités; leurs valeurs changeront généralement avec la position du point 0; on pourra les supposer positives, en prenant convenablement les angles «, *', etc. Les coefficiens du temps m, m', etc., seront aussi supposés positifs. L'inégalité exprimée par A cos(mr-l-t) passera deux fois par toutes scs différentes valeurs, positives ou négatives, et reviendra à une même valeur,
dans un intervalle de temps égal à qui sera, en conséquence,
la durée de sa période entière; et de même pour les autres inégalités.
Nous prendrons toujours l’année julienne pour l’unité de temps ; si A cos (ml -f- <) est une inégalité annuelle, on aura alors m= lit ; et s’il s’agit d’une inégalité diurne, la valeur de m sera m=a?r( 365, a5). Mais en général , nous appellerons inégalités annuelles , toutes celles
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dont la période est d’nn an on d’un sous-multiple de l’année, et qui répondent, conséquemment, à m-air, — 4'*, =6w, etc.; et nous nommerons inégalités diurnes, celles dont la période est d’un jour ou d’un sous-multiple du jour, et pour lesquelles m sera 37t (365,25), ou le double, le triple, etc. , de ce nombre. A l'égard des inégalités séculaires , les valeurs de m , m', etc. , seront extrêmement petites , et égales au nombre a7r divisé par les nombres d'années compris dans leurs périodes.
Cela posé, la valeur permanente de u, correspondante à celle de Ç sera , d’après le n* cité ,
e cos(mt + t— -a\JX-m —
+bA. e-;V^cos^m'ï+('__ïy/v_.<p J
+ etc.;
En faisant, pour abréger,
— cos<P , i = D sin J* ,
et par conséquent,
relativement à la première ioégalité, et en désignant par D, et J D„ et <£,,, etc., ce que deviennent D et /, par rapport aux inégalités suivantes : e représente ici, comme à l’ordinaire, la base des logarithmes népériens.
Ces formules (3) et (4) montrent que la constante B de la température est la même en dehors et à l’intérieur. Elles font aussi voir qu’à chaque inégalité du dehors, il répond à l’intérieur une inégalité qui a la même période, mais une amplitude differente et toujours moindre.
A la surface où l’on a x = o, l’amplitude de l’inégalité dont la période est se déduit de l’inégalité correspondante de la température extérieure, en multipliant celle-ci par le rapport de A à
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D, c’est-à-dire, par une fraction dont la valeur diminue à mesure que l’inégalité est plus rapide, ou que la valeur de m est plus grande. L’instant de chaque maximum , positif ou négatif, d’une inégalité, arrive, lorsque pour l’inégalité extérieure ou m<-|-« — J'
pour l’inégalité de la surface , est un multiple de K ; d’où il résulte que chaque maximum de l'inégalité à la surface suit le maximum
de l'inégalité extérieure , d’un intervalle de temps égal à en prenant pour J' l'angle aigu qui a pour tangente le rapport de ~ s/î m
à é + i vT«-
Le long de la verticale Ox; l’amplitude de chaque inégalité diminue en progression géométrique, quand la profondeur x augmente par des différences constantes. Pour une augmentation d’une unité dans
la profondeur, l'amplitude de l'inégalité dont la période est ^ , di-
— 'l/ïin
minue dans le rapport de « 1 à l’unité; en sorte que c’est
l’inégalité dont la période est la plus courte , qui décroît le plus rapidement; et ce décroissement sera d'autant plus rapide, comme on l’a dit plus haut, que la constante a aura une moindre valeur. Les maxima positifs ou négatifs de cette inégalité ont lieu
à la profondeur x, quand mt - j- « — — J'est un mul-
tiple de TT ; chaque maximum se propage donc uniformément suivant la verticale Ox, avec une vitesse égale à a Vawt qui est aussi la plus grande pour l’inégalité dont la période est la plus courte.
En considérant toujours l’inégalité dont la période est ~ , si Ton
appelle X et X' les grandeurs de son amplitude aux distances x et x' de la surface , on aura
v bK -Wl'
: v,_iA -fVi’
et, par conséquent,
-tl=lSx/L„ X' = X e • V 3
Si l’en sappose x' > x , et que l’on désigne par Ale retard du maximum de cette inégalité à la profondeur x' Sur celui qui arrive immédiatement auparavant à la profondeur x, on aura aussi
ay ans
en supprimant dans cette quantité le multiple de xx qu’elle pourra contenir. De ces deux dernières équations, ou déduit celle-ci :
X' = Xe-"'\
qui ne renferme plus que des quantités mesurables directement pour chaque inégalité, et pourra servir à vérifier la théorie.
Au dehors ou à l’intérieur, la température moyenne sera la partie de £ ou de u , indépendante -des inégalités diurnes et annuelles. A l’extérieur, elle se composera de la constante B et des inégalités séculaires de toute espèce dont la valeur de £ pourra être affectée. A l’intérieur, elle sera la constante B augmentée de toutes les inégalités séculaires correspondantes à celles de la température extérieure ; on y ajoutera, cri outre, la valeur de v donnée par la formule (a), pour avoir égard à la chaleur initiale du globe, si l’on suppose qu’elle soit encore sensible à l’époque actuelle près de la surface ; on y comprendra aussi la partie de grandeur invariable, qui provient de chaque inégalité périodique de la température extérieure , d’après ce qu’on a vu dans le n* 1 85. Relativement à l’inégalité A cos (mt ■+• s), j’appellerai w cette partie invariable de u; je supposerai que l’inégalité A cos 1) de £ ne provienne pas de la température £, comprise
dans la seconde équation (5) du n° i63 ; la valeur de w se déduira alors de celle de yv du n* i85, en y faisant q, — o et q = A; et comme on a , à très peu près ~y — 0,001935 , il en résultera
pour la quantité constante dont l’inégalité A cos (mt + e) de la tem-
pérature extérieure augmentera la température moyenne du point M
situé à la distant* x de la surface.
(ig5). Quelle que soit la valeur de Ç en fonction de t, on pourra toujours lui donner la forme du second membre de l'équation (5), en la transformant , si cela était nécessaire , en une intégrale définie double, djnt on prendrait ensuite, les élémens pour les termés de ce second membre. Mais dans les applications que nous ferons des formules (3) et (4), l’expression de Ç se composera de parties dont chacune reprendra la même valeur à des époques équidistantes ; et cela étant, 1a réduction de chacune de ces parties en une série de sinus ou de cosinus d’arcs proportionnels au temps, s'effectuera beaucoup plus simplement au moyen de la formule suivante.
Soit çt une fonction donnée ; désignons par 9 un intervalle de temps déterminé; et supposons que cette fonction reprenne la même valeur toutes les fois que t augmente de 6, de sorte qu’on ait
pour toutes les valeurs de t; la fonction <pt étant d’ailleurs tout-à-fait arbitraire, continue ou discontinue, entre deux valeurs de t, dont la différence est 6. D’après ce qu’on a vu dans le n° 1 34, on aura
. Jf1. , a»/ jj a ml , a /'’• j . a*/ , . . a ut
<p/ cos— de .cos— - -}- - / <pr sm ~—dt'. sm — -
“J o * * fl J o 9 6
■f‘ï/o*^C0,T-<*'*CO8Ti + i f *&***£&.* inTT (6)
+ ï/o'^c“t*'-C087L*' \fjeûa ■
-+* etc. ;
expression de la même forme que le second membre de l’équation (3).
On fera coïncider ces deux formules en prenant
— etc -g-, etc.,
•/* tpt'dé,
A cos»
T-dï,
A sin » = -
A’cosi'
“ï/y®0 8Tijr'.
A'sin<==-
- j C* (pt'sin
aaY
dt,
A'cose"
A"siue"=—
- S fl
forf'
de.
etc.;
d’où l’on conclut, en vertu de la formule (4), qu'une partie çt de la température extérieure dont le temps périodique est 8, donnera naissance dans l’intérieur, à une partie constante égale à cette valeur de 6 , et à une série d’inégalités dont les périodes seront 6 , afl, 30, etc. Leurs amplitudes, décroîtront, puisque ces périodes sont croissantes, et, en outre, parce que les intégrales relatives h't' forment deux séries décroissantes à raison des sinus et cosinus des multiples croissans de la variable qui sont contenus sous les signes f. il faut aussi ajouter que si la fonction <pt, quoiqu’elle ne reprenne les mêmes valeurs qu’au bout de chaque intervalle de temps égal à 6, passe .néanmoins plusieurs fois, dans cet intervalle, par des valeurs positives et négatives, cette circonstance affaiblira les valeurs de toutes les intégrales précédentes; en sorte qu’il pourra arriver qu’une semblable partie <pt de 0, ne donne lieu qu'à de très petites inégalités périodiques dans l’expression de la température intérieure.
La question qui doit nous occuper dans ce qui va suivre, c’està-dire la détermination de la température du point M au moyen de la formule (4), se réduira donc maintenant à former, d’après la seconde équation (5) du n° t63, l’expression complète de Ç en fonction de t , résultante de toutes les sources de chaleur d’-où dépend la température extérieure. Ces sources diverses sont la chaleur stellaire, la chaleur atmosphérique agissant par le rayonnement ou par le contact immédiat, et la chaleur solaire. Nous allons les considérer successivement, en entrant dans tous les détails nécessaires sur la nature et l’influence de chacune d’elles. *
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(196). Si Ion mène par le point 0 de la surface de la terre, une droite OE, suivant une direction quelconque et indéfiniment prolongée, cette droite finira toujours par rencontrer une étoile visible ou invisible; la terre est donc placée dans un espace terminé par une enceinte fermée de toutes parts, et qu’on suppose rempli d’un éther excessivement rare ; et quoique les dimensions de cette enceinte formée d’étoiles, soient immenses, cela n'eropéchcrait ni ne diminuerait soq action calorifique sur le globe terrestre, si l’éther n’absorbait nullement la chaleur qui le traverse; car dans le vide ou dans un milieu non absorbant, l’intensité de la chaleur rayonnante décroissant suivant la raison inverse du carré de la distance, il s’ensuit que l’action totale d’une enceinte fermée sur tous les corps contenus dans l’espace qu’elle termine, est indépendante de sa grandeur absolue. Si donc on fait d’abord abstraction du pouvoir absorbant de l’éther, il y aura un échange continuel de chaleur entre la terre e‘t la première étoile que va rencontrer la droite OE, et il en résultera, à chaque instant, une augmentation ou une diminution de la température du point 0 , selon quelle sera plus petite ou plus grande que celle de l’étoile. Mais si 0 et OE sont le sommet et l’axe d’un cône extrêmement aigu , la portion de l’enceinte stellaire interceptée par ce cône comprendra, vu la distance excessivement grande des étoiles à fa terre, un nombre immense d’étoiles ; elles n’auront sans doute pas toutes une même température; il y a lieu de croire que celles qui sont lumineuses, ont, comme le soleil, une très haute température, et que celles qui ne le sont pas, s'il en existe, ont une température beaucoup moins élevée; cela étant, nous prendrons la moyenne des températures de toutes ces étoiles pour la température de cette portion de l’enceinte correspondante à la direction OE, et nous la représenterons par t.
Si la valeur de s est supposée la même suivant toutes les directions etpourtous les points de la surface du globe, l’enceinte stellaire devra être considérée comme ayant partout la même température ; quelles que soient sa figure et les différentes matières des étoiles dont elle est formée, si l’on fait toujours abstraction du pouyoir absorbant de l’éther, un thermomètre placé en un lieu quelconque de l’espace borné par culte enceinte, marquera partout la température s, d’après ce
qu'on a vu dans le chapitre II; et quel que soit aussi l'état calorifique de la terre à une époque déterminée, elle prendra, au bout d'un temps convenable, cette même température qui s’ajoutera , dans toute sa masse, à celle que produit la chaleur solaire, et dont nous déterminerons les lois par la suite. Mais l'hypothèse d'une valeur de s qui soit égale pour toutes les régions du ciel, paraîtra hors de toute vraisemblance, si l’on observe que les étoiles doivent avoir une chaleur propre, entretenue par des causes particulières, comme celle du soleil, et qui ne tend pas à l’égalité par l’effet de leur rayonnement mutuel. 11 ne semble pas non plus qu’on puisse supposer l'éther cutièrcmeut dénué de la faculté d'absorber la chaleur; car si cela était, la température en chaque point de l’espace, provenant delà chaleur stellaire, serait extrêmement élevée et comparable à celle du soleil , à moins que le nombre des étoiles incandescentes ne fut extrêmement petit par rapport a celui des étoiles opaques. Or, soit à cause de l'inégalité probable des valeurs de s qui répondent à deux directions différentes OE et OE', soit parce que la chaleur stellaire sera venue, suivant ces deux directions, d’étoiles inégalement éloignées de la terre, et aura, par conséquent, éprouvé des absorptions différentes en traversant l'éther, on est conduit à supposer que la quantité de chaleur stellaire qui parvient à la terre dans une direction déterminée, varie avec cette direction, suivant une loi qui est, à la vérité, tout-à-fait inconnue. O11 expliquera plus loin comment cette variation pourrait être vérifiée par des expériences directes.
En admettant donc cette hypothèse, il en résultera qu’un thermomètre transporté successivement en différens lieux de l’espace, marquera des températures qui pourront être très inégales. La température qu’il indiquera en chaque point sera celle de l’espace en ce point. Pour quelle change sensiblement d’un point à un autre, il faudra, vu les excessives dimensions de l’enceinte stellaire, qu’ils soient séparés l’un de l’autre par une immense distance. Ainsi, les distances des étoiles à la terre étant extrêmement grandes, eu égard même au diamètre de l’orbite de la terre, il s'ensuit que pendant sa révolution autour du soleil , la terre se meut dans un espace dont la température est partout la même, ou sans aucune différence appréciable; en sorte que la chaleur stellaire ne peut donner lieu à aucune inégalité annuelle dans la tein-
pérature du globe. Mais il n’en est plus de même lorsque l’on considère le mouvement de notre système planétaire dans l’espace : pendant ce mouvement , la terre s’approche de certaines étoiles , s’éloigne des autres, et se trouve en communication calorifique avec de nouveaux astres , soit à cause de leurs propres déplacemens , soit à raison du mouvement de notre système; sur la route que suit la terre, la température de l’espace peut être très différente en des points séparés par de grandes distances, et auxquels la terre ne parvient qu’après de longs intervalles de temps.
Cela posé, concevons que la terre, dans ce mouvement, soit restée assez long-temps dans une partie de l'espace pour quelle eu ait pris la température dans toute sa masse. Si elle passe ensuite dans une autre région dont la température soit moins élevée, elle se refroidira, et jusqu’à ce que sa masse entière ait atteint cette nouvelle température, la sienne croîtra de la surface au centre. Le contraire aura lieu lors • qu’elle passera dans une région dont la température sera plus élevée que celle quelle avait prise d’abord; mais si des températures de l'espace, alternativement plus basses et plus hautes, se succèdent à des intervalles de temps qui ne soient pas assez grands pour que la masse entière du globe puisse prendre chaque nouvelle température, il en résultera des accroissemens ou des décroissemens plus ou moins rapides de la température, et qui ne s’étendront que jusqu'à une certaine distance de la surface. Or, ces considérations fournissent une explication très naturelle et très simple de l’accroissement de température que l’on observe actuellement à toutes les profondeurs accessibles : il résulterait donc de ce que la terre , par suite du mouvement de notre système planétaire, se trouve maintenant dans une partie de l’espace dont la température est moins élevée que celle de la région où elle se trouvait à une époque antérieure; le globe terrestre pourrait alors être comparé à un corps d’un très grand volume, que l’on aurait transporté de l’équateur vers le pôle , dans un temps trop court pour qu’il eût pu se refroidir entièrement, et qui présenterait , en conséquence, un accroissement de température en s’éloignant de sa surface , qui ne s'étendrait pas jusqu’à srs couches centrales. Ainsi , l’augmentation de la température moyenne sur chaque verticale, à mesure que l'on s'éloigne de la surface, peut s’expliquer,
comme nous lavons dit plus haut, sans recourir à l’Hypothèse d’une chaleur propre du globe, provenant de son état initial, et encore sensible près de sa superficie; hypothèse qui entraînerait la couséquence d’une température intérieure tout-à-fait invraisemblable, par son excessive élévation, et à laquelle on ne serait forcé d’avoir recours que s’il était impossible de rendre compte du phénomène d’aucune autre manière.
(197). Les variations de la température de l’espace sur la route de la terre dans le mouvement du système planétaire, nous sont absolument inconnues ; elles peuvent s’élever à de grands nombres de degrés, en plus ou en moins; et nous savons seulement que la température de la partie de l’espace où la terre se trouve par suite de ce mouvement, ne peut augmenter ou diminuer sensiblement qu’àprès de longues suites de siècles. Néanmoins, afin de montrer, avec plus de précision, leur influence sur la température de la terre, je prendrai un exemple tout-à-fait arbitraire, et je supposerai qu’en vertu de ces variations de la température de l’espace-, la valeur de £ renferme un terme périodique, pour lequel je prendrai le second terme Acos(m<-f-e) de la formule (3).
Pour fixer les idées , supposons qu’à raison de ce terme la température extérieure Ç diminue depuis -f-ioo* jusqu’à — roo*, et augmente ensuite depuis — roo° jusqu’à +1000, en un million d’années; en sorte que son oscillation totale, provenant d’une pareille variation dans la température de l’espace, soit de aoo°dans cet intervalle de temps. En désignant par t la valeur de t qui répond à l’époque du maximum positif de cette inégalité séculaire , on fera donc
A=ioo°, t — — wjt, -ro = — — — ;
et si l’on représente par ut , la partie de la température u du point M, relative à cette inégalité, c’est-à-dire, la valeur correspondante du second terme de la formule (4) , nous aurons
u,= ioo\e
cos fWl-r) 1
1000. ah J Li 000000 1000. a _}
+ — ^sinp*^--^!},
1000.00 L.IOOOOOO 1000.0— IJ
en observant que l’on a , à très peu près,
b coi t D =
looo .ab r
b sin t y/ ’«•
_ 1000 .ab'
Tant que la profondeur x sera très petite par rapport à la constante dont la valeur est d’environ 5ooo mètres, d’après celle
de a que l’on a citée précédemment , savoir
on pourra développer l’exponentielle et les sinus et cosinus que ren-
ferme la formule (7) , suivant les puissances de la fraction — ■ w ;
d’où il résultera , à très peu près,
U, — 100“ cos -
COS
[JC+->É-
en sorte qu’il y aura, près de la surface de la terre, un accroissement ou un décroissement de température proportionnel à la profondeur x, selon que la quantité comprise entre les crochets dans cette expression de k, sera positive ou négative. Si, par exemple, l'inégalité de la température extérieure est parvenue maintenant à son maximum négatif, c’est-à-dire , si l’on suppose que l’on ait actuellement
il en résultera
tt,= -100°+ i*(J +•»)“,
et, par conséquent , un accroissement de température d’un degré pour
un nombre de mètres égal à ou de o*,oa75 par chaque mètre de
profondeur; ce qui serait peu différent de l’accroissement que l’on observe à Paris. Mais quand la distance x aura cessé d’étre très petite
par rapport à l’accroissement de température cessera aussi d'être
proportionnel à x, et la valeur de u, devra être calculée au moyeu de la formule (7).
En y mettant pour t sa valeur précédente , elle se réduira à
,0“- cos^A
h, = — ioo°.e Le maximum de cette quantité répoudra à
et aura pour valeur
de sorte qu’il'excédera da peu près.1070 la valeur m,= — 100' qui répond à la surface. La profondeur à laquelle il aura lieu , sera
x — j5o.a s/ïr — 680a j
au-delà d’une distance à la surface d’à peu près 7000 mètres, la valeur de u, décroîtra donc continuellement; et à une profondeur d’environ 60000 mètres, par exemple , elle se réduira à moins d’un centième de degré ; ce qui fait voir qu a cette profondeur, qui n’est pas encore un centième du rayon de la terre, l’inégalité de la température de l’espace que nous avons supposée, n’influerait plus sensiblement sur la température intérieure. ' ,
Sri'on fait x = o dans la formule (7) , on aura la valeur de u, relative à la surface et à une époque quelconque de cette inégalité. Faisons ensuite, successivement,
t = t, (=r + Sooooo ;
les valeurs correspondantes de h, seront
ab
U, — — IOO°
I». t/*la, ab ’
par conséquent, si l’on suppose, comme plus haut, que la seconde valeur de t réponde à l’époque actuelle, il en résultera que 5ooooo ans
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auparavant, la température de la surface surpassait de 200“ — * ^ * ,
ou d’à peu près aoo*, celle qui a lieu maintenant ; ce qui rendait la terre inhabitable. Mais en prenant
l= r+ 5ooooo rfc 50000,
et en conservant seulement, pour abréger, le premier terme de la valeur de «, , on aura
ut — — l oo* . cos 18» ss — 95° ;
d’où il résulte que 5oooo ans avant et 5oooo ans après l'époque actuelle, la température de la surface n'excéderait celle qui a lieu aujourd’hui que d’environ 5’; différence qui n’erapécherait pas l’espèce humaine de pouvoir exister sur la terre.
En général, pour que l’inégalité de la température de l’espace sur la route de la terre puisse produire à une époque déterminée, comme celle où nous vivons, tin accroissement ou un décroissement sensible de la température moyenne du globe , près de la surface , il est nécessaire qu’à des époques séparées de celles-là par des milliers de siècles, la température de la surface ait été très supérieure ou très inférieure à celle que l’on observe à cette même époque.
(198). L'inégalité des quantités de chaleur stellaire que la terre reçoit à chaque iustaot des différentes parties du ciel, pourra être rendue sensible par l’expérience que nous allons indiquer.
Pendant une belle nuit, où l’air est calme, le ciel serein et l’atmosphère sans nuages, supposons qu’un miroir concave POQ ( fig. i3) soit placé un peu au-dessus de la surface de la terre. Soient F son foyer , et OFE son axe indéfiniment prolongé. Le point 0 est fixe ; le miroir peut tourner en tous sens autour de ce point, de sorte que son axe puisse être dirigé successivement vers toutes les régions du ciel au-dessus de l’horizon ; uu thermomètre très sensible est placé au foyer F. Afin de simplifier la question, nous supposerons les bords du miroir assez élevés pour interrompre la communication calorifique du thermomètre avec la surface de la terre ; nous supposerons aussi qu'on ait placé à une petite distance du foyer, un corps concave G qui interrompe également la communication directe de l’instrument avec les
étoilés et avec l’atmosphère, mais dont l'étendue soit assez petite pour diminuer le moins possible, la quantité de chaleur stellaire et atmosphérique qui viendra tomber .sur la. surface du miroir ; on supposera enfin le pouvoir émissif du miroir à peu près nul, et conséquemment , sa réflexibilité parfaite.
Le miroir renverra donc au thermomètre, sans y rien ajouter, toute la chaleur rayonnante qui viendra tomber sur une partie de sa surface, parallèlement à son axeOFE ; or, si l’on conçoit un cône qui ait son sommet au point F et la circonférence de sa base sur la surface du miroir, et qui comprenne tous les rayons réfléchis vers ce point; puis un cylindre indéfiniment prolongé vers le ciel, ayant meme base que le cône et ponr axe la droite OFE, il est évident que toute la cha-' leur réfléchie proviendra de la colonne atmosphérique et de la portiou du ciel comprise dans ce cylindre ; en sorte qu’il y aura , par l’intermédiaire du miroir, échange continuel de chaleur, soit entre le thermomètre et toutes les molécules qui font partie de cette colonne , soit entre cet instrument etles étoiles qui appartiennentà cette petite portion du ciel. En vertu de cet échange de chaleur, la température marquée par le thermomètre focal variera avec le temps; je la désignerai par v au bout du temps quelconque t ; et pendant l’instant dt, l’augmentation de chaleur de ce corps d’un très petit volume, qui résultera de l’échange dont il s’agit , pourra être exprimé par
* (<7 — v)dt -4- S (s — v)dt ,
d'après ce qu’on a vu dans le n° 36. On représente ici par q une certaine température dépendante de celles de toutes les molécules d’air comprises dans la colonne atmosphérique, et qu’on peut regarder comme une moyenne de ces températures inégales; par a une quantité qui dépendra du nombre de ces molécules, de leurs densités, de' leurs .pouvoirs émissifs, et de l'absorption que la chaleur aura éprouvée eu allant de chaque molécule au thermomètre; par s la température stellaire, correspondante à la direction OE (n° 196); par S une quantité dépendante de l'absorption de la chaleur, soit dans l’éther, soit dans toute la longueur de la colonne atmosphérique; les deux cocfliciens a et £ sont, en outre, proportionnels au ppuvoir absorbant du thermomètre d'après l’état de sa superficie , et à l’étendue de la surface ré-
fléchissante ou au carré de la distance focale OF ; on les regardera
comme indépendans des températures.
Si l’on désigne par n la température de l'air en contact avec le thermomètre , ce corps éprouvera aussi pendant l’instant dt , une diminution de chaleur exprimée par le produit y(v — r\)dt , dont le facteur y est proportionnel à l'étendue de sa surface et au pouvoir refroidissant du fluide. L’augmentation de chaleur , positive ou ucgative, qu’éprouvera le thermomètre pendant cet instant dt , sera donc
a (q — v)dt- f- £(f — v)dt — .y (y — » )dt\ *
quantité qu’il faudra égaler à zéro, pour déterminer la température finale à laquelle l’instrument parviendra plus ou moins rapidement , et que nous désignerons par u ; par conséquent, nous aurons
Les deux quantités y et x ne changeront pas avec la direction de l’axe OE. Si l’on fait tourner cette droite autour de la verticale Oa, sans que l'angle EOz varie, la longueur et la constitution de la colonne atmosphérique dont cette droite OE est l'axe, resteront les mêmes; et, conséquemment, les trois quantités*, S, q, ne varieront pas non plus. Mais si la température s varie sensiblemeut avec la direction de la droite OE a laquelle elle répond, la température u variera également; de sorte que si l’on représente par u' et s' ce que u et ^deviennent pour une seconde direction de OE, qui faille mêmeangle que la première avec la verticale, on aura
. “1 +£t' + rv.
et de. cette équation, jointe à la précédente, on déduira
sf— s= f (« -f-€ + >)(«'— «)•
Toutes choses d’ailleurs égales, les différences / — s et m' — « seront donc proportionnelles l’une à l’autre; la première surpassera toujours la seconde; et si la seconde est sensible, on en conclura, avec certitude, que la température stellaire f n’est pas égale dans toutes les régions du ciel. Telle est donc l’expérience que je propose pour
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décider cette question dont on a vu toute l'importance dans la théorie des températures de la terre. C’est aux physiciens à juger si elle est praticable, et quel succès on en peut espérer. On pourrait remplacer le thermomètre placé au foyer du miroir par l’instrument beaucoup plus sensible, dont M. Melloni a fait usage dans ses belles expériences sur la transmission de la chaleur rayonnante à travers différentes matières, diaphanes ou opaques (*).
( 199). Cette expérience est, au reste, tout-à-fait analogue à celle que l’on a déjà tentée pour rendre sensible l’échange de chaleur rayonnante entre la terre et l’atmosphère, et l’inégalité du rayonnement des diverses colonnes atmosphériques, à raison de leur différence de longueur.
Supposons, en effet, que l’on change l'angle EO2 que fait l'axe OE du miroir avec la verticale Oa; les températures u, q, s, et les coefliciens « et € changeront aussi; et si l’on désigne par K> a<> ce qoe deviennent ces cinq quantités, on aura
Dans l’expérience que nous rappelons, on emploie un très fort miroir concave, dont la distance focale OF est fort grande par rapport au rayon du thermomètre ; ce qui permet de négliger y dans u et ut, relativement à a. et £, ou à et, et £,; on suppose aussi implicitement que le rapport de £, à a, reste le même que celui de £ à a; au moyen de quoi l’on a plus simplement
u = J'q -j- (1 — <f)r, u 1, = Sç, -h (1 — en faisant, pour abréger,
Mais nous ignorons si cette fraction J' diffère peu de l’unité ; nous
(*) Depuis l’impression du n° i5 de cet ouvrage , où «ont mentionnées les premières recherches de M. Melloni, l’auteur les a continuées et a été conduit à de nouveaux résultats, non moins intéressons .que ceux qu'il avait d’aboid obtenus. I, 'ensemble desea travaux a été l’objet d'un excellent rapport qucM. Piot a Tait à l'Académie , et que l’on trouvera en note à la fin de cet ouvrage.
ne savons pas non plus si les températures J et dont les grandeurs absolues nous sont inconnues, peuvent être négligées par rapport à 7 et q/, par conséquent, les équations précédentes ne sauraient faire connaître les valeurs de 7 et 7,, d'après les températures observées u et ur Toutefois, en ne négligeant pas s et st, mais eu faisant seulement abstraction de la différence r, — s , 011 aura
ce qui montre que les deux quantités 7, — 7 et u, — u seront de même signe et proportionnelles l’une à l’autre.
D’après les températures moyennes que 7 et 7, représentent , il est aisé de concevoir que la différence 7, — 7 sera positive et atteindra son maximum relativement à toutes les directions de la droite OE, lorsque la direction à laquelle répond ql sera horizontale , et qu’au contraire 7 répondra à la direction verticale. Dans ce cas, la différence u,—~u donnée par l'observation, doit donc être aussi positive et la plus grande possible. L’expérience fait voir, effectivement, que la température marquée par le thermomètre focal s’élève quand l’axe du miroir passe de la verticale à une direction horizontale; et il parait qu’alors la différence, w, — u des deux températures est assez grande pour être facilement mesurée. On attribue à Wollaston cette observation intéressante, qui mériterait bien d'être répétée.
L'expérience fait aussi voir que la température u , correspondante à la direction verticale de l’axe du miroir, est notablement inférieure à celle qui est marquée dans le même lieu et au même instant par un autre thermomètre exposé au rayonnement de la terre et de l’atmosphère entière; de sorte que la température u s'élève quelquefois de plusieurs degrés , dès qu’on supprime le miroir POQ et le corps G ; ce qui tient à ce que la température de la terre, même pendant la nuit, et la température moyenne de toute l’atmosphère, sont l’une et l’autre supérieure, à la température moyenne de la colonne d’air verticale.
200). En admettant l'inégalité de température des différentes régions du ciel , il en résulte que la quantité de chaleur stellaire qui tombe à chaque instant, suivant toutes les directions, sur un élément de la surface du globe, change avec cet élément, et qu’en un même lieu elle change aussi avec l’heure de la journée.
Ainsi, en menant par le point 0 (fig. 14)» un plan tangent à la surface de la terre, on voit que l’élément qui répond à ce point ne recevra de chaleur stellaire que des étoiles situées d’un seul côté de ce plan indéfiniment prolongé. La partie du ciel avec laquelle cet élément sera en communication calorifique et la quantité de chaleur qu’il en recevra, changeront donc aux différentes heures du jour sidéral, pour redevenir les mêmes au bout de chaque intervalle de temps égal à un jour entier ; par conséquent , il en résultera une inégalité diurne dans la température de la terre près de sa surface; son amplitude, comme celle de toute autre inégalité diurne, décroîtra très rapidement à partir du point 0 sur la verticale Ojt; mais, de plus, si la température stellaire passe un assez grand nombre de fois, ce qui parait vraisemblable, au dessus et au-dessous de sa valeur moyenne pendant la durée du jour entier, l'amplitude des inégalités diurnes à la surface même sera très, affaiblie par ces alternatives (n* ig5); par conséquent, la différence de température des diverses régions du ciel, qui ne peut déjà donuer lieu à aucune inégalité annuelle dans les températures de la terre, u’y produira non plus que de très faibles inégalités diurnes, dont on pourra faire abstraction.
Deux élémens de la surface du globe, situés sur un même parallèle, recevront des quantités égales de chaleur stellaire pendant la durée entière d’un jour sidéral; mais il n’en sera plus de même pour deux élémens qui répondront à des latitudes differentes, et, particulièrement , quand l’uue sera australe et l'autre boréale. Une partie des étoiles qui enverront de la chaleur à l'un des deux élémens, n'en enverront jamais à l'autre; ce qui aura lieu, par exemple, pour toutes les étoiles à l’égard des élémens situés aux deux pôles. Il suit de là que les quantités de chaleur stellaire reçues pendant chaque jour sidéral, par les surfaces entières des deux hémisphères, pourront être différentes l'une de l'autre ; le cas de leur égalité serait même tout- à -fait invraisemblable; et de leur différence , il résultera que les températures moyennes des deux hémisphères devront être inégales, toutes choses d'ailleurs égales.
On suppose, en général, la température moyenne de l’hémis-
phère austral inferieure à celle de notre hémisphère ; la différence pourrait donc provenir, en partie, de ce que le premier hémisphère recevrait moins de chaleur stellaire que le second. Ces deux parties du globe reçoivent pendant chaque année des quantités à peu près équivalentes de chaleur solaire; mais elles n’absorbent pas cette chaleur en même proportion , à cause de la nature différente de leurs surfaces, résultant de ce que la partie recouverte des eaux de la mer est plus grande au-delà de l’équateur que de notre côté; et par la même raison , le pouvoir rayonnant n’est pas non plus le même pour les deux hémisphères. Cette différence de l'état de leurs superficies, peut aussi contribuer à l’inégalité de leurs températures moyennes; caron sait qu’en général, les corps exposés aux rayons du soleil s’échauffent inégalement , quand leurs surfaces ne sont pas de la même nature. Nous reviendrons sur ce point dans- la suite.
(aoij. Après tous ces détails sur la chaleur stellaire, nous devrions maintenant nous occuper de la seconde source de chaleur d’où dépend la température extérieure , c’est-à-dire, de la chaleur atmosphérique (n" xg5); mais auparavant , il est nécessaire de considérer la température marquée par un thermomètre exposé à l’air libre et situé dans l’atmosphère, à une hauteur quelconque audessus de la surface de la terre.
On supposera que la boule du thermomètre soit une sphère d’un très petit rayon , que l’on représentera par i. Ce petit corps preudra à chaque instant la même température dans toute sa masse ; au bout du temps t, on désignera par v cette température variable. On supposera aussi que sa surface soit partout dans le même état. La couche d’air en contact avec cette surface, conservera,' en se renouvelant sans cesse, une température constante qui sera désignée par r, comme plus haut. La quantité de chaleur enlevée par cet air au thermomètre pendant l'instant dt, aura alors 4 »<*>(** — >i )dt pour expression ; y étant la mesure du pouvoir refroidissant de ce fluide.
Soit T (fig. 16) le centre de cette boule; de ce point T, abaissons uue perpendiculaire sur la surface AOB de la terre, qui la rencontre en 0; et faisons TO = h. Appelons l le rayon CO de la terre, La hauteur h sera toujours très petite par rapport à /; mais
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on supposera que cette élévation du thermomètre soit aussi toujours très grande par rapport à son rayon « ; en sorte que l’instrument ne sera ni en contact avec la surface de la terre, ni même à une hauteur h de quelques millimètres, si le rayon «est, par exemple, d’un millimètre.
Concevons un cône tangent à la fois à la surface de la terre et à celle du thermomètre, qui aura son sommet D au-dessus du point T sur le prolongement de la verticale OT, et qui sera représenté par ADB dans la figure. Soit K un point de l’atmosphère, situé en dehors de ADB, à une distance du point T assez grande par rapport à e pour que l'on puisse regarder à très peu près comme un cylindre, le cône tangent à la surface du thermomètre et qui aurait sou sommet au point K. On pourra en même temps considérer la portion de cette surface comprise dans ce cône, comme étant aussi à très peu près égale à la moitié de la surface entière, on à a tté*. Il y aura échange continuel de chaleur entre cet hémisphère et la portion d’atmosphère , de grandeur insensible, qui répond au point K; et de cet échange, il résultera pour le thermomètre une augmentation de chaleur pendant l’instant dt, que l’on pourra représenter par le produit vnt'Za P(p — II) dt, en désignant par <r le volume de la petite portion d’air que l’on considère, par n sa température, par P une quantité dépendante de sa densité, de son pouvoir cmissif et de l’absorption que la chaleur épronve dans le trajet de K à cet instrument, enfin par € une constante donnée, dont la valeur est proportionnelle au pouvoir absorbant de sa surface. Donc en représentant par ivrt'ÇEth, l’augmentation totale de chaleur du thermomètre, provenant de l’échange avec toutes les molécules de l’atmosphère, la valeur de E sera donnée par l’intégrale de la quantité a P (v — n), où l’on remplacera a par l’élément différentiel du volume, et que l’on étendra à tous les points K situés en dehors du cône ADB, en négligeant pour plus de simplicité, la portion d’air comprise entre AOB et l’instrument, qui est toujours très petite par rapport à la partie supérieure à ADB.
Si l’on désigne par r le rayon vecteur TK du point K, par S l'angle zTK qu’il fait avec la verticale T z, et par 4 l’angle compris entre le
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plan, de ces deux droites et un plan fixe mené par la seconde , on aura
cr= r*sin8<fr<f3<f4*
Les deux quantités P et n seront des fonctions de r e 10, qui dépendront aussi de l’angle 4» lorsque le soleil étant sur l’borizon ou très peu au-dessous , échauffera et dilatera inégalement les parties de l’atmosphère autour de Tz. Soient encore X une fonction de 9 qui représentera la longueur de l’atmosphère suivant la direction TK, et j 7T -f- cf l’angle constant zTA ou zTB. Los limites de l'intégrale triple de — n) seront rs=oetr=X, 6 = oet 9 =±7f -{-<?, 4 = 0 et 4 = par conséquent, si l’on fait, pour abréger,
fi* ’ * 7TC/I* pr,<fr)8in = p*
y'1*+ fo (/‘Pnr-rfr)sinG^4=/^,
la valeur de E sera
et dans celte valeur, is exprimera une température moyenne de toutes les molécules atmosphériques situées au-dessus du cône ADB. L’angle S sera toujours très petit; quand la hauteur £ ne sera pas très considérable, on pourra négliger tout-à-fait cet angle, et considérer ADB comme un plan horizontal. A la rigneur, les intégrales relatives à r ne devraient pas s’étendre aux points K dont les distances au thermomètre ne sont pas très grandes relativement à son rayon «, et pour ces points l’échange de chaleur devrait être calculé différemment ; mais, vu la petitesse supposée de t, il n’est pas nécessaire d’avoir égard à cette différence.
Pour tenir compte de l’échange de chaleur entre le thermomètre et les étoiles, il est évident qu’il faudra ajouter au produit xrt‘GEch, une autre quantité semblable. Je la désignerai par 3 7re*£EWt; et la valeur de E' pourra être représentée par
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ta? étant nne température moyenne de la partie de l’enceinte stellaire, située au-dessus du cône ADB, et p un coefficient qui dépendra de l’absorption que la chaleur émanée des étoiles aura éprouvée successivement dans l'éther et dans l’atmosphère.
Maintenant , soient M un point de la portion AOB de la surface de la terre , et co l’élément de cette surface qui répond au point M. Si l’on conçoit un cône qui ait son sommet en ce point et qui soit tangent à la surface du thermomètre, la portion de cette surface comprise dans ce cône sera à très peu près celle d’un hémisphère et égale à airt*, à cause de la petitesse du rayon t, par rapport à la distance MT. 11 y aura échange de chaleur entre tous les élémens de cette demi-surface du thermomètre et l’élément a»; l’augmentation de chaleur qui en résultera pour l’instrument pendant l'instant dl, aura d’abord pour facteur air t‘Sdt, comme dans les échanges que l’on vient de considérer, et la quantité 6 sera la même que précédemment, puisque, par hypothèse, l'état de la surface du thermomètre ne change pas dans toute son étendue. Quant au second facteur de cette augmentation de chaleur, il se composera de trois parties distinctes, dont l’nne proviendra de la chaleur émise par la terre à travers u et les deux autres résulteront de la chaleur atmosphérique et de la chaleur stellaire réfléchies par cet élément. Pour former la somme de ces trois parties ou l’expression totale de ce second facteur, soient C le centre de la terre , et MN le prolongement de CM, ou la normale extérieure en M; menons dans le plan de MN et de MT une troisième droite MH , telle que MN coupe l’angle 1IMT en deux parties égales ; faisons
MT = j, NMT = <p;
et observons que toutes les droites qui vont du point M au thermomètre sont sensiblement égales et parallèles à MT. D’après le chapitre II , le second facteur dont il s'agit anra pour expression
[a (u-o) + (i — «)p (J,— v) .+ (?—«>' {,— »!fl, et l’augmentation de chaleur à laquelle il appartient sera , en
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conséquence
On néglige ici l’absorption de la chaleur par l'air, dans le trajet de a au thermomètre; ce qui est permis lorsque 1 élévation h de l'instrument au-dessus de la surface de la terre n’est pas très considérable. On représente paru la température de cette surface au point M, par et la fraction de la chaleur rayonnante que l’élément a» laisse passer sous l'angle <p d’incidence, et conséquemment par i — -a la fraction qu’il réfléchit sous le même angle; q , est une température moyenne de la colonne d'air qui va , suivant la direction MH, de l'élément t» aux limites de l’atmosphère , et st la température stellaire correspondante à cette direction ; le coefficient p dépend des lois de la densité et du pouvoir émissif de l’air, et f1 de l’absorption qui a lieu dans l'éther et dans l’atmosphère, suivant cette même direction MH.
Pour déduire de la formule précédente l’augmentation de chaleur du thermomètre résultant de l’échange de chaleur entre cet instrument et tous les élémens de la portion de surface AOB , il faudra remplacer o> par l'élément différentiel de cette surface, puis intégrer dans toute son étendue. Soient donc 8 l’angle MCO, et 4/ l’angle que fait le plau de MCO avec un plan fixe passant par CO; on aura
u = Z*sin W8<f4’
Soit aussi fi l’angle ACO ou BCO, c’est-à-dire le complément de l'angle que les arêtes du cêna AD B font avec son axe DC; les limites de l’intégrale seront 4 =0 et 4 = air> ® — 0 et 0 = fi. Si donc on suppose que la température u et la nature de la surface ne changent pas dans l’étendue de AOB, et si l'on considère la fraction « comme indépendante de l'angle f, l’intégrale aura pour valeur
m'Ut [«(m — o) -f-(r — a) />,(«,— e)-4- (i —«)/>,'« — *)]» où l’on a fait, pour abréger.
LT
LT
LT
>> l’ cos ® sio SdS
»» l'f cos 9 sin èrlSdj'
» cosÿ sin (dld<}>
/»/’»»■ /','cos 9 sin IcFld'r
/« p »» cos ç sin tdtd’i’
— nrp'B, , =
= i7rp'<v\
Les quantités «s r( et <ar' seront des températures moyennes distinctes de 'sr et <at’, quoiqu’elles répondent anx mêmes parties de l’atmosphère et de l’enceinte stellaire, c’est-à-dire aux parties situées audessus du cône ADB ; et les coefliciens p, et p] ne seront pas non plus les mêmes que p et p'.
On déterminera les valeurs de y et cos ip en fonctions de 6 , au moyen des équations
y' — p ( l -f- A)* — zl(l + h) cosQ , y cos <p = ( l + h) cos 0 — - / ,
qui sont faciles à former. On en déduit
cos 9 (f + à) cos 9 — l
J [/• 4. (I -f. hp— a/ (/+ S)cos6]’
on a d’ailleurs
(l -f h) cosp = l,
en prenant Z-fAau lieu de Z-f-A + e; et d’après cela on trouve
Tous ces détails étaient nécessaires pour parvenir à l’expression complète de l’augmentation de chaleur du thermomètre à chaque instant. S’il est placé à l’ombre et qu’il ne reçoive aucun rayon solaire, ni directement, ni par réflexion, il résulte de tout ce qui précède que la variation de sa quantité de chaleur pendant l’ins-
tant dt, sera
Tt‘dt[iÇp (<w — v) •+• a Sp' (V — v) — 4>( v — ji)
+ «£=(«— «J +(i — a)gpl («■,— e) -+- (1 — a) &p\ — *»)].
En l’égalant à zéro, on déterminera la température invariable que l’instrument atteindra finalement et que je désignerai par Ü, de sorte que v — U rende nulle la quantité précédente. De celte manière, on aura
Il C [«*» + a y* 4- a/aV' -Mi — ■)(/>.»•, + P !"',)] -4-
C[«* -f 2p + y>' + (I — *) Cp, H- p/jj + l\y\ ’ ' '
pour l’expression générale de la température marquée par un thermomètre exposé à l’air libre et au rayonnement de la terre.
(aoa). Cette formule met en évidence les divers élémens qui peuvent influer sur la valeur de U; et quoique la plupart des quantités qu’elle contient ne nous soient nullement connues, on en peut néanmoins déduire plusieurs conséquences générales.
Les vents et letat de l’atmosphère, plus ou moins chargée de nuages, influent sur la valeur de U : les vents, en amenant un air plus froid ou plus chaud au-dessus de l’horizon , font varier les températures «r, <&,, a, qui entrent dans la formule (8); les nuages augmentent les températures <tr et en interrompant l'échange de chaleur entre le thermomètre et les régions les plus élevées de l’atmosphère, qui sont aussi les plus froides, et le remplaçant par un échange entre les nuages et l’instrument; par la même raison, ils augmentent la température u de la terre pendant la nuit ; mais pendant le jour ils la diminuent en interceptant une partie des rayons du soleil. C’est 4 raison de ces causes variables et irrégulières, que la moyenne annuelle des valeurs de U diffère quelquefois d'un ou deux degrés, d’une année à la suivante, comme on le verra plus loin.
La valeur de U est , comme on l’a vu , indépendante du rayon t de la boule; il influe seulement sur la vitesse avec laquelle l’instrument indique les variations de température , et qui est en raison inverse de la grandeur de i, toutes choses égales d’ailleurs.
On voit aussi que quand la hauteur h du thermomètre au-dessus
de la terre, n'est pas très grande, elle n’influe pas sensiblement sur la valeur de U; car la valeur de s est alors à très peu prés égale à l’unité; chacune des intégrales que pt, p', plsrl , />',<»•/, représentent, est aussi à peu près indépendante de h , comme celle qui est désignée par z; et l’on peut négliger l’angle J', dépendant de h, qui entre dans les limites des intégrales représentées par p et p<®\ Si donc on excepte les cas particuliers où la température » de l’air même, varie sensiblement à de petites distances du sol, comme dans les phénomènes du mirage et de la rosée, un thermomètre élevé d’un décimètre, par exemple, ou de plusieurs mètres au-dessus de la terre, marquera la même température; ce qui est conforme à l’expérience. Toutefois, on ne doit pas oublier que la formule (8) n’a plus lieu quand l’instrument est en contact avec la terre , on seulement élevé à une hauteur qui n’est pas très grande par rapport au rayon i de la boule; en sorte que très près du contact, il n’est pas impossible que la hauteur h influe sensiblement sur la température U.
Lorsque la hauteur h est très grande , elle n’influe pas encore beaucoup sur la valeur de U , parce que celte hauteur est toujours très petite relativement au rayon de la terre. A une hauteur de 5ooo mètres, par exemple, la quantité z, qui est l’unité quand h= o, ne se trouve diminuée que d’environ un quatre-vingtième ; et de même, les autres intégrales contenues dans la formule (8) ne varient aussi que d’une petite partie. Mais la température n décroît considérablement à ces grandes hauteurs, et, par conséquent aussi, la valeur de U. De plus, il n’est plus permis de négliger, comme nous l’avons fait, l’absorption de la chaleur par l’air entre la terre et le thermomètre. L’effet de cette absorption doit être de diminuer l’influence de la chaleur du globe sur la température U, à mesure que l’on s’élève au-dessus de sa surface, et, peut-être, de la faire disparaître entièrement à de très grandes élévations. Il résulte de là que deux thermomètres également élevés au-dessus du niveau des mers, en dos lieux où la température x serait supposée la même, mais l’un isolé, en ballon, par exemple, et l’autre près de la surface du sol ; il s'ensuit, disons-nous, que ces deux thermomètres ne marqueront pas cependant la même température U, à raison de l’iufluence inégale du rayonnement de la terre sur ces deux instrumens. Les ob-
servations très nombreuses que l’on a faites à des hauteurs, au-dessus du niveau des mers, très grandes et très inégales, mais à de petites distances du sol, ne sont donc pas propres à faire connaître la loi du décroissement de U qui a réellement lieu dans l'atmosphère pour un thermomètre isolé. Jusqu’à présent la seule expérience concluante, d’où l’on puisse déduire la grandeur de ce décroissement , est celle que M. Gay-Lussac a faite à Paris en 1804. La hauteur à laquelle il s’est élevé en ballon a été de 6980 mètres. C’était un jour d’été : le thermomètre près de la surface de la terre marquait 3o®,75; à cette hauteur de 6980 mètres, il s’est abaissé à — 9*,5o, c'està-dire, de 4o”*a5 ; ce qui donne un décroissement moyen d’à peu près un degré pour 1 7 1 mètres. Nous ignorons si le décroissement de U sur chaque vertical est uniforme ; nous ne savons pas non plus s’il change avec la latitude et dans les différentes saisons.
A raison de la quantité € contenue dans la formule (8) , la valeur de U dépend de l'état de la surface du thermomètre ; mais elle ne croit pas toujours avec le pouvoir absorbant de cette surface. Si nous faisons , pour abréger,
a.zu + 2 pur -+- ap'-sr' 4- (1 — *) (/>,«■, 4- /»/•/) = 4«> az 4- a/> 4- ap' 4- (1 — *) ( P , + p,') — \b, la formule (8) pourra s’écrire ainsi
jt (a + yi
En la différentiant par rapport à 6, et observant que le coefficient y est indépendant de l’état de la snrface, de sorte qu’il ne varie pas avec £, on aura
dU y (a — A»)
dC — (Zb + ry :
ce qui montre qu’elle croîtra ou décroîtra avec S, selon que la quantité a — but sera positive ou négative; et comme on a aussi
Z(a — in) Cb+r ’
cela revient à dire que U croîtra ou décroîtra avec le pouvoir absor-
bant du thermomètre, selon que cette température sera plus haute ou plus basse que », qui est celle de l'air environnant. Dans le cas
de bn — a = o, ou de » = la valeur de U sera indépendante de G et égale à celle de ».
L’inégalité des températures marquées simultanément par des thermomètres dont les surfaces sont dans des états différens , fournit uu moyen de déterminer la température » de l’air environnant; mais il faut pour cela employer trois thermomètres, et non pas deux seulement, comme on a coutume de le dire. L'expression de U renfermant deux quantités a et b, qui ne nous sont pas connues, il faut d’abord deux observations pour les éliminer, et ensuite une troisième pour obtenir la valeur de ». Soient donc G, G', G1', des quantités proportionnelles aux pouvoirs absorbans des trois thermomètres, et U, U', U", les températures marquées au même instant par ces trois instrumeos. On aura , à la fois,
U ( Gb ■+■ y) = Ga -f- J'»,
U "(Cb + y) = G"a + >»;
et par l’élimination de a et de b , on eu déduit
_ Cf* U' (ü — ü*) 4- C'CÜ* (U' — V) + CT U (U* — ü')
* “ o* (ü — u*) + ce (U' — ü) + c v (U* — V’) K
Pour faire usage de cette formule , il faudra connaître avec précision les rapports numériques des trois constantes G, G', G", et mesurer dans chaque cas, aussi exactement qu’il sera possible, les trois températures U , U', U". Si le pouvoir absorbant de l’un des trois thermomètres est nul ou très faible , et que ce soit celui dont U est la température, on aura simplement » = U , comme il résulte immédiatement de la formule (8). 11 en sera de meme, quand on aura rendu très grand le pouvoir refroidissant de l’air, en agitant fortement le thermomètre (n* 3g); ce qui permettra de négliger, dans cette formule, G par rapport à y. Dans un grand nombre de questions, comme le calcul des réfractions et celui des quantités de vapeur contenues dans
l’air, c’est la température même de l’air, c’est-à-dire la valeur
de a et non pas celle de U, qu’il est nécessaire de connaître.
Cette formule (8) suppose le thermomètre placé à l’ombre. Mais il est facile de l’étendre au cas où les rayons du soleil tombent sur l'instrument directement ou par réflexion. Le rayon de la boule étant toujours très petit , la quantité de chaleur solaire qu’elle reçoit pendant l’instant dt pourra être représentée par un produit 4 ars\f g dt, dans lequel est la mesure du pouvoir absorbant du thermomètre, relativement a la chaleur solaire, et g la mesure de l’intensité de cette chaleur direote et réfléchie, au lieu où l’instrument est placé. Il faudra donc ajouter ce produit à l’augmentation de chaleur du thermomètre, que l'on a déterminée dans le numéro précédent*, et, par suite, il faudra ajouter 4 J’g au numérateur de la formule (8). Donc, si l’on appelle _/ l’élévation de la température marquée par cet instrument, en passant de l’ombre au soleil, on aura toutes choses d’ailleurs égales ,
Pour un second thermomètre, observé dans le même lieu, mais dont la surface-sera dans un état différent, si l’on représente par f , S' , Ç , ce que deviennent les trois quantités f,S', 6, relatives au premier, on aura de même
J —Cb + y
De ces deux équations, on déduit
_ r (r-*)yç+(i-C-K)bg J J— (Cb+y)(Cb + V)
Or, si les pouvoirs absorbans d’une même surface sont égaux, pour la chaleur solaire et pour toute autre chaleur rayonnante , ou bien s’ils sont diflërens , mais qu’ils croissent dans un même rapport en passant
d’une surface à une autre, on aura = ^ , ou — (fê'sœo, et, par
conséquent ,
f' — f— (<r — ^ yg .
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ce qui montre que dans cette hypothèse, c’est le thermomètre qui a le plus grand pouvoir absorbant, qui s’élève aussi le plus dans le passage de l’ombre au soleil. 11 en sera de même, à plus forte raison,
si l’on a gr > g ;maisie contraire pourrait arriver, si l’on avait gr < g.
On peut remarquer que dans le vide où l’on a y — o, les températures marquées par tous les thermomètres , s’élèveraient également par l’effet de la chaleur solaire, quel que fût l’état de leurs surfaces, dans le cas où leurs pouvoirs absorbans varient suivant un même rapport pour les deux sortes de chaleur rayonnante.
(ao3). La détermination de la température propre de l’air en un point et à un instant quelconque est liée à celle des mouvemens que l’inégalité de cette même température , en passant d’un point à un autre, produit dans l’atmosphère , soit dans le sens vertical, soit parallèlement à la surface du globe. Cette double détermination est un problème de la plus grande difficulté, dont les géomètres ne se sont point encore occupés. Dans l’état d’équilibre, on déduit aisément les lois des densités et des pressions , le long de chaque colonne verticale , de l’hypothèse que l’on fait sur la loi des températures. On peut ensuite vérifier cette hypothèse par la comparaison des formules, soit aux hauteurs barométriques mesurées à différentes distances de la terre , soit aux réfractions astronomiques observées à quelques degrés audessus de l’horizon. Mais il y a deux conditions auxquelles les températures de l’air doivent toujours satisfaire, et qui sont relatives aux deux extrémités de chaque colonne atmosphérique.
A l’extrémité inférieure, l’air en contact avec la surface de la terre, doit prendre une température moyenue égale à celle de cette surface, c’est-à-dire, à la moyenne des températures marquées pendant un long intervalle de temps, par un thermomètre très peu enfoncé dans la terre. A mesure que l’on s’élève , la densité et la pression diminuent ; mais pour que l’atmosphère se termine, il faut que sa force élastique décroisse dans un plus grand rapport que sa densité, afin que cette force soit tout- à-fait nulle à l’extrémité supérieure où la densité, quelque faible qu’on la suppose , doit encore exister. De là vient la nécessité d’un décroissement de la température qui s’ajoute à celui de la densité. Par suite de ce décroissement, la température, à l’extrémité
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supérieure , doil être telle que l’air n’ait plus aucune tendance à se dilater, et soit réellement à lelat liquide. Or, une pareille température doit être extrêmement basse et beaucoup plus encore que celle qui serait nécessaire pour liquéfier l’air à la surface de la terre; car il y a lieu de croire que la température à laquelle un gaz devient liquide, est d’autaut plus basse que sa densité est moins grande. Ainsi, pour fixer les idées, on peut se représenter une colonne atmosphérique qui s’appuie sur la mer, par exemple, comme un fluide élastique terminé par deux liquides, dont l’un a une densité et une température ordinaires, et l’autre une température etune densité excessivement faibles.
L’égalité des températures de la terre à sa surface et de la couche d’air inférieure, n’a lieu qu'entre leurs valeurs moyennes et non pas entre leurs valeurs variables. Pendant le jour, la terre s’échauffe plus rapidement que l’air , parce quelle absorbe la chaleur solaire en grande quantité et l’air très faiblement, de sorteque la température de ce fluide ncselèvcsensiblemeut que par son contact avec la terre déjà échauffée. Au contraire, pendant la nuit la faculté de rayonner étant très faible pour l’air par rapporta celle de la terre, l’échange de chaleur avec les couches supérieures de l’atmosphère , refroidit la terre plus rapidement que la couche d’air inférieure dont la température ne s’abaisse principalement que par le contact de la terre. Cëst, comme on sait , sur cette inégalité de rayonnement qu'est fondée l'explication du phénomène de la rosée que M. Ch. Wels a donnée, et que nous placerons ici en peu de mots , comme un complément de ce qui vient d’être dit.
Le soleil étant au-dessous de l’horizon , et le ciel sans nuages, supposons que la terre et les corps posés sur sa surface aient d’abord la même température que l’air jusqu'à une hauteur de dix mètres, par exemple. Par le rayonnement, ces corps se refroidiront plus ou moins rapidement ; et bientôt , ils auront des températures inférieures à celles de la couche d’air, et d'autant plus basses que leurs surfaces seront plus rayonnantes. Par le contact avec ces corps, et aussi par le rayonnement , la couche d’air inférieure se refroidira , de manière que sa température sera croissante de bas en haut, dans cette hauteur d’une dixaine de mètres; en même temps, sa densité sera décroissante dans le même sens, de telle sorte que sa force élastique ne varie pas sensiblement et qu’elle puisse demeurer en repos. Or, on sait que la quantité de va-
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peur qui peut être contenue dans l’air ne dépend pas de sa densité, et diminue avec sa température ; celle que renfermait d’abord cette couche d’air, si elle approchait beaucoup de son maximum, se précipitera donc à l’état liquide, et formera la rosée qui se déposera en plus grande abondancesurles corps les plus rayonnans. La portion de vapeur qui restera dans cette même couche augmentera de bas en haut, à raison de l’accroissement de température ; par conséquent , si l’on élève un de ces corps refroidis, ou bien si l’on suspend dans la couche d’air dont il s’agit, d’autres corps qui se refroidissent par le rayonnement, il s’y déposera une nouvelle rosée, d'autant plus considérable que ces corps seront plus élevés.
Le phénomène de la rosée n’aura plus lieu , ou sera beaucoup diminué , lorsque l’atmosphère sera chargée de nuages qui interrompent l’échange de chaleur rayonnante avec les couches les plus élevées. Il ne se produira pas non plus , ou se produira faiblement sur les corps, comme les métaux polis, dont le rayonnement est très faible ; mais si une plaque métallique est posée sur la terre refroidie par le rayonnement nocturne, celte plaque se refroidira par le contact avec la terre, et la rosée pourra se déposer sur sa face supérieure.
(ao4). La température U marquée par un thermomètre exposé à l’air libre près de la surface de la terre, est l’élément le plus important de la Météorologie. C’est à cette température qne nous vivons , et que la végétation se développe en dehors de la terre ; sa valeur moyenne , pour chaque mois de l’année, nous sert à comparer les saisons sous le rapport calorifique. La moyenuc de l’année entière, que je représenterai par V, déterminera la différence des climats, par l’inégalité de ses valeurs dans les différentes régions du globe.
En un même lieu , cette température U varie à toutes les heures du jour et de la nuit. Une longue expérience a fait voir que c’est, en général, à l'instant du lever du soleil , quelle est la plus basse, et quelle atteint sa plus grande élévatiou vers trois heures après midi. Pour connaître la moyenne de la journée entière, il faudrait observer la valeur de U un grand nombre de fois, par exemple d’heure en heure, et diviser par a4 la somme des températures observées; mais on a aussi reconnu que la moyenne obtenue de cette manière diffère peu, en général, de celle que l’on trouve bien plus facile-
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nient en prenant la demi-somme des valeurs maxima et minima. En formant ainsi les moyennes de tous les jours de chaque mois, et divisant leur somme par le nombre de ces jours, on a les températures moyennes des douze mois de l’année, puis en divisant leur somme par la, on a la température moyenne V de l’année entière. Mais comme la température U est soumise à une foule de variations accidentelles, dues à l'état du ciel et à d’autres causes , il est nécessaire, pour avoir la véritable température de l’année ou d’un mois déterminé , de prendre encore la moyenne de leurs valeurs obtenues pendant plusieurs années consécutives. Cest ce qu’a fait M. Bouvard , en employant d’abord à la détermination de ces moyennes les températures observées à Paris, depuis 1806 jusqu’à 1826 inclusivement. La moyenne annuelle déduite de ces vingt-une années d’observations, a été de io°,8i4- Depuis la publication de son Mémoire (*) , M. Bouvard a étendu ses calculs aux huit années écoulées depuis 1826 jusqu’à i854; il a trouvé alors io°,8a2 pour la moyenne annuelle, conclue des observations des vingt-neuf dernières années. I<e peu de différence qui existe entre ce résultat et le précédent , montre que cette moyenne est maintenant bien déterminée; eu sorte qu’à Paris , la température climatérique V a pour valeur
V = io*,8aa.
Voici les résultats de ses derniers calculs, que M. Bouvard a bien voulu me communiquer , et qui n’ont point encore été publiés.
(*) Mémoire) de l Académie dei Science), tome VII.
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Les nombres placés à la suite de chaque année sont les moyennes de l’année et de chaque mois de cette année; les nombres écrits au bas des colonnes sont les moyennes pendant les vingt-neuf années.
Le thermomètre de l’Observatoire est placé à la face nord du bâtiment, abrité des rayons du soleil et élevé, comme le baromètre, à cinq mètres et demi au-dessus du sol , ou à 66 mètres au-dessus du niveau des mers. On l’observe tous les jours plusieurs fois; les températures observées pendant chaque mois sont publiées dans les Annales de Physique et de Chimie.
En jetant les yeux sur ce tableau, on voit que les températures des années se sont écartées de leur valeur moyenne, d’un peu plus d’un degré, en plus et en moins, et que celles des mois homonymes se sont encore écartées davantage de leurs moyennes respectives. Les températures moyennes des mois croissent sans interruption depuis janvier jusqu'à juillet, et décroissent aussi continuellement depuis juillet jusqu’à janvier ; la demi-somme de leurs valeurs maxima et minima , ou relatives à janvier et juillet , est io°,355 , et conséquemment moindres que la moyenne io*,823 de l’année entière; la demisomme des moyennes qui répondent aux mois d’avril et d’octobre a pour valeur j o°,745 , qui diffère beaucoup moins de la moyenne annuelle.
(ao5). Quoique la demi-somme des températures maxima et minima de chaque jour diffère peu , en général , de la moyenne des vingt-quatre heures, cependant M. de Freycinet a reconnu qu’on approche encore bien davantage de cette moyenne en prenant celle des températures observées à deux heures et à huit heures du matin et du soir, et que cette combinaison est la plus avantageuse, quand on emploie seulement quatre observations de chaque journée. Il a conclu ce résultat d’un grand nombre d’observations faites pendant le voyage de l 'Uranie, à l’ombre et à l’air libre, à terre, au mouillage et en pleine mer. Parmi ces observations, que l’auteur a bien voulu me communiquer, je citerai les suivantes, qui ont été faites à terre.
TEMPÉRATURES
Ttmpét*-
tur«»
Latitude*.
Longitude*
k l’Eat d« Paru.
d'obacrv*.
ta ou».
/Êîmlmmm
Maximum
moyen.
Dtnt-
tomme.
nvojenaea
de* 14
cibarrTatîoai-
1 Ile-de-France
2o”.io' Sud.
18 jours.
+ ai*i4"
Coupang(ilcTimor)
io. 9 Sud.
lie Rawak
o. a Sud.
Agagna (île Cuara),
i3 . 26 Nord.
Port Jactson
335 1 Sud.
4> jours.
Différence moyenne. . .
Excès de la température conclue de deux paires d heures homonymes, à six heures d intervalle , matin et soir , sur la moyenne des vingtquatre heures.
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Ce tableau suffit pour mettre hors de doute le résultat que M. de Freycinet a conclu de ses propres observations; mais l’auteur a vérifié qu’il se déduit aussi des observations faites au fort de Leith , en Écosse, pendant tout le cours de deux années, et que M. Bretoster a publiées (*).
(206). On connaît la valeur de V dans un grand nombre de lieux , mais sans doute moins exactement qu’à Paris. Elle décroît généralement à mesure que l’on s’éloigne de l’équateur, et quand on s’élève au-dessus du niveau des mers. A ce niveau et à l’équateur, M. de Humboldt l’a trouvée égale à aj‘,5; d'après les observations de M. Scoresbi , elle est de — 8*, 53 à la latitude boréale de 78*, la plus haute à laquelle la valeur de V ait été déterminée. Entre ces limites 27*, 5 et — 8*, 35, cette température climatérique V varie en outre avec la longitude; en sorte que les lignes d’égale chaleur à la surface du globe ne sont pas parallèles à l’équateur (**). Sa valeur décroît aussi daus les deux hémisphères, et avec moins de rapidité daus le nôtre que de l’autre côté de l’équateur.
T. Mayer a essayé le premier d’exprimer la valeur de V par une formule empirique; eu désignant par 6 la latitude, et exprimant la température en degrés du thermomètre de Farenheit, cette formule est
V ss= 58* ■+• 26* cos 28.
A l’équateur, on aurait V = 84°, ou à très peu près 29* centigrades ; ce qui excède d’nn degré et demi la température équatoriale qu’on vient de citer. Au pôle, on aurait V = 3a*; ce qui répond au zéro de notre thermomètre. Partout ailleurs la température V serait au-dessus de ce zéro, ou de celle de la glace fondante; conséquence qui suffit pour rendre la formule de Mayer inadmissible.
M. Brewster a donné, pour' exprimer la valeur de V , plusieurs formules qui se rapportent à différentes régions du globe (***), et dont
("J Transactions philosophiques d' Edimbourg , tome X, 2' partie.
(**) O11 peut consulter sur ce point les ouvrages de M, de Uumboldt , et particulièrement son Mémoire sur les lignes isothermes, insère dan* le tome III de la Société d’Arcueil.
(***) Transactions philosophiques if Édimbourg , tome IX , 2' partie.
chacune contient seulement la latitude 8. L'une de ces formules est
V=(8i°,5o) cosfi,
en employant toujours les degrés du thermomètre de Farenheit. A la latitude 6 = 48'5o'i3* de l’Obseryatoire de Paris, elle donne V = i2*,oaa en degrés centigrades ; ce qui excède de plus d’un degré la véritable valeur io“,833 de V. Néanmoins celte formule s’accorde généralement beaucoup mieux que la précédente avec l’observation, surtout dans les hautes latitudes: pour 8œ 78°, elle ne diffère pas sensiblement de l’observation; si elle s’étendait jusqu’au pôle, on aurait en ce point V =0, et il serait singulier que Farenheit eut pris pour le zéro de l’échelle de son thermomètre, précisément la température la plus basse de notre hémisphère : en degrés de notre thermomètre , la température au pôle boréal serait — 17**78.
(307). 11 parait qu’en chaque lieu, la valeur de V diffère peu de la température moyenne de la surface de la terre. Ainsi , à Genève on a , d’après une longue suite d’observations, Y =* g*, 75; et nous avons trouvé que la température moyenne de la surface du sol devait être un peu moindre que 10*, >4 (n* 189). A Lille, cette température est de 10% 70 (n* 190); la valeur de V en cette ville ne m’est pas connue ; mais sa latitude étant 5o°37', si l’on prend pour cette valeur, celle que donne la formule de M. Brewster, on a V = 1 1\ A Paris , la température des caves de l’Observatoire, à une profondeur de 38 mètres, est de 1 1°,834; l’accroissement de température parait être de o*,oa8( par mètre (n* 187); si donc on retranche 38(0», 0281) de n*,834, le reste ne devra excéder que d’une très petite quantité la température moyenne de la surface (n#i 85); et l’on voit que ce reste ii*,o47 diffère effectivement très peu de V = io°,823.
Ce peu de différence qui existe entre les valeurs moyennes 'de la température marquée par un thermomètre suspendu dans l’air libre et celle de la surface dn sol , est d’autant plus remarquable , que souvent la température variable de la terre, observée aussi près qu’il est possible de sa surface et qu’on peut prendre pour celle de cette surface même, excède de beaucoup la température marquée au même instant par un thermomètre très peu éleyé au-dessus de cette surface , et à
plus forte raison la température que l’oo observe à une hauteur de
quelques mètres, dont V est la valeur moyenne.
Voici des observations qui m’ont été communiquées par M. Arago , qui mettent en évidence cet excès de l’une des températures variables sur l’autre.
Le 10 août 1826, & trois heures et demie de l'après-midi, ciel serein.
Thermomètre légèrement couvert de sable de rivière 4®°
Thermomètre légèrement couvert de terre vége'tale 54
Thermomètre exposé au soleil , à o”,5 de hauteur 3^,5
Le a septembre 1817 , à deux heures de l’après-midi, ciel serein.
Thermomètre enterré de o",ooi 45%3
Thermomètre à l'ombre, è o“,r>4 de hauteur.. 3o
(ao8). Ce qui précède renferme tout ce que nous pouvons dire de général sur la température m , qui est celle de l’air , sur la température U distincte de v et que marque un thermomètre exposé à l’air , et sur la moyenne annuelle V des valeurs de U ; nous allons actuellement considérer l’échange de chaleur rayonnante entre la terre et l’atmosphère, y compris l’enceinte stellaire fermée de toutes parts , où la terre est contenue et dont nous avons déjà examiné l’effet. Le résultat de cet échange de chaleur pourrait se déduire des formules générales du chapitre II ; mais il sera bon de le déterminer spécialement pour le cas dont il s’agit.
Appelons a l’élément de la surface de la terre qui répond au point O (fig. 14). Sur la droite OE menée par ce point et à la distance quelconque rde ce même point, désignons par /> la densité de l’air, par y sa température et par q la mesure de son pouvoir absorbant, qui ont lieu au bout du temps t ; la mesure de son pouvoir émissif sera <yFy, en indiquant par F la même fonction que dans le n* 1 3 ; par conséquent si l’on représente par v le volume d’une partie de l’atmosphère d’une grandeur insensible , située sur cette droite OE et à cette distance r du point O, sa masse sera vp, et la quantité de chaleur quelle émet en tous sens pendant l’instant dt aura pour expression vpqYjdt. Concevons un cône ayant son sommet en un point de v, et qui soit
circonscrit à l'élément u. Son ouverture sera f en désignant par 9
l’angle aigu EOz, compris entre la droite OE et la verticale extérieure Oz; abstraction faite de l’absorption de la chaleur qui a lieu dans l’atmosphère, la portion de la chaleur vpqYjdt qui parviendrait à l’élé—
i cos S
ment a serait donc le produit ~^pr- fydt. Imaginons un second
cône extrêmement aigu comme le premier, qui ait son sommet au point O, pour axe la droite OE, et dont l’ouverture soit représentée par ir; en prenant pour v une tranche extrêmement mince de ce second cône, perpendiculaire à son axe, et désignant par «son épaisseur, on aura f = 45rr*17‘J au moyen de quoi la quantité précédente deviendra
ait* cos Q.fqYydt.
Je représente par le produit tu? cosô.IWt, la quantité de chaleur provenant de l’enceinte stellaire, de la partie du second cône située au-delà de la tranche fv, et de cette tranche même, qui traverserait pendant l’instant dt sa face la plus voisine du point O, et qui atteindrait ensuite l’élément co , si l’on n’avait point égard à l’absorption atmosphérique entre cette même face et a*; de manière que si l’on n’avait pas non plus égard à l'absorption qui a lieu dans l’autre partie du cône, le facteur inconnuR serait égalàla somme des valeurs de ifqYj, étendue à toute cette même partie du cône , et augmentée de la quantité de chaleur stellaire, rapportée aux unités de temps et de surface, qui parvient à l’extrémité de l’atmosphère suivant la directiçu EO. Pour déterminer la vraie valeur de R , je désignerai par R' ce que devient R à la face de la tranche fv la plus éloignée de O. L’excès de R'aiff cos §dt sur Rûxrcosfirfe se composera évidemment de la portion de chaleur absorbée par fv, dont on retranchera la chaleur provenant de cette tranche; mais d’après le n* i3, cette portion de chaleur absorbée sera égale au produit de ptq et de R'ocrcosüdt, on aura donc
RWcosSrft— - RucrcosBdt = Wftqai7co$6dt — pique co&Q.Yjrdt.
Or, en observant que R' est ce que devient R quand on y met r + « au lien de r, développant suivant la puissance de « et négligeant son
carré, on a
si donc on supprime les facteurs communs, l’équation précédente se
réduira à
~ = fqK — fqFy.
Son intégrale complète est
R = e /w*(D —fe-f”* fqFjdr)-,
D étant la constante arbitraire, e la base des logarithmes népériens, et les deux intégrales /fqdr commençant à une -râleur de r que l’on peut choisir à volonté. Je désignerai par h la longueur de la colonne atmosphérique suivant la direction OE, et je fais commencer ces deux intégrales à r = h; je suppose en outre que la troisième intégrale contenue dans R soit aussi nulle pour r = h, ce qui est permis à cause de la constante arbitraire D. Cette constante sera alors la valeur de R relative à r—h-, or, si l'on représente par s la température de la partie du ciel qui répond à la direction OE , ou plutôt cette température modifiée par l’absorption de la chaleur qui peut avoir eu lieu dans l’éther, la quantité de chaleur stellaire qui parvient^suivant cette direction à l’extrémité de l’atmosphère , et qui atteindrait l’élément ai pen* dant l’instant dt sans l'absorption atmosphérique, aura pour expression le produit macosfo.F sdt ; la fonction Fs sera donc cette valeur de R qui doit être celle de D; et il en résultera
R = ef,qdr (Tï—fe-'^rqFydr) ,
pour une valeur quelconque de r; ce qui s’accorde avec les formules du n* 35.
Maintenant, soit H la valeur de R qui répond àre=o, on aura
H = e^h (f s—J'°e~f*drfqVjrdr),
et le produit tua cos 6.11 dt exprimera la somme des quantités de chaleur atmosphérique et stellaire qui tombent pendant l'instant dt sur l’élément », suivant la direction EO. On peut remplacer l’intégrale
f fqdr, qui commence à r—h, par la différence f fqdr — fqdr,
en supposant que /fqdr commence actuellement à r=o; pourvu que
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l'on change les signes des deux autres intégrales, on peut aussi intervertir l’ordre de leurs limites; et de celte manière, la valeur de H prendra la forme
H = F s.e ^ -f- J'y~f>qJriqVjdr. (9)
Cela pose, je désigne, comme dans le n* i63, par a la fraction de la chaleur incidente, suivant la direction EO, qui traverse l’élément o>, et par QoiWt la qaantité totale de chaleur incidente qui traverse cet élément suivant toutes les directions. Pour déterminer Q, je décris du point O comme centre, et d’uu rayon égal à l’unité, une surface hémisphérique au-dessus du plan tangent en O ; sonélément différentiel aura pour expression sin6tftr/4> en appelant 4 l’angle que fait le plan de OE et de Os avec un plan fixe mené par Os; si l’on considère comme infiniment petite l’ouverture conique 17, on aura donc
lin 6dSd<l
et en substituant cette valeur de a dans l’expression aaffcosfi.IIfÙ de la chaleur incidente et absorbée suivant la direction quelconque OE, intégrant ensuite par rapport à 6 et 4 > et étendant l'intégrale à tous les élémens de la surface hémisphérique , c’est-à-dire depuis 8 = 0 et 4 — 0 jusqu’à 8 = ~7r et 4 — 37r > °a aura la valeur de QoirA; d’où il résultera
ali cos 9 sin 8f/8f/4-
Soit aussi, comme dans le numéro cité, jjj la température égale eu tous les points d’une enceinte fermée, et telle que cette enceinte enverrait dans le vide à l’élément o> une quantité de chaleur équivalente à celle qu’il reçoit effectivement; l’équation de ce numéro, qui devra servir à déterminer J- , sera alors
«H cos 8 sin 8<fW4
a cos 6 sin (W6;
et si l’on y substitue la formule (9) au lieu de H, elle deviendra
Fi-/*’ acos8sin8d8 = jjA** Ç** e ' 0 «FfCos6sin8<f6rf4/
-f- iXJffl'e “WÉ/cosflsinÔrfnrÆrf-^.
(aog). La fonction F renferme une quantité C indépendante de la température et que rien ne pourrait déterminer (n° 26) ; mais cette constante disparaît de l'équation (10). En effet, si l’on y met C à la place de chacune des trois quantités FÇ, Fj , Tj, on aura
a. cos 6 sin
— ftqdr
a ?q cosfl sin ÜdrdkI-4
or , en intégrant par partie et observant que / fqdr s’évanouit par hypothèse à la limite r = o , on a
/«A —fqtdr
„ c Mdr = 1
ce qui rend identique l’équation précédente. La partie de cette fonction F, qui varie avec la température, a aussi pour facteur une constante g, que l’on ne pourrait pas non plus déterminer, mais qui disparaît également de l’équation (10), comme étant un facteqr commun à tous les termes, après la suppression de ceux qui dépendent de C. L’équation (10) ne contient donc que l’inconnue Ç, et les quantités p, q, jr, h, s , a, qui sont des fonctions déterminées des trois variables r, 8, •<{,, ou de deux, ou d’une seulement d’entre elles; mais ces fonctions, dont plusieurs, et particulièrement la température^ et la densité p, dépendent aussi de la variable r, ne nous sont aucunement connues; en sorte que l’équation (10), quoiqu’elle renferme la solution complète de la question relative à l’échange de chaleur entre la terre d’une part, et d’une autre part l'atmos-
phère et les étoiles, ne peut pas servir, dans l’état actuel de nos connaissances, à déterminer l’inconnue jjj du problème.
Toutefois, cette équation donne lieu à une remarque qui nous sera utile dans la suite; elle nous fait voir que l’influence sur la valeur de £ , des inégalités diurnes et annuelles de la température^ de l’air en chaque point de l'atmosphère, est beaucoup affaiblie par cette circonstance que la fonction Fy est multipliée sous le ‘signe f par cosfl; lequel facteur est très petit pour les colonnes atmosphériques qui s’écartent le moins de l’horizon, c’cst-à-dire pour celles qui sont les plus longues, et dont la densité décroît avec le moins de rapidité. Cette influence sera beaucoup moindre, par exemple, que sur la température désignée par U dans le n° 201, et déterminée par la formule (8); car, dans les intégrales que cette formule renferme, les quantités qui dépendent de la chaleur atmosphérique ne sont pas multipliées par cosô, comme dans l’équation (10); d’où l’on peut conclure que les inégalités de température, dues à celles de cette chaleur, seront bien plus sensibles dans U que dans la valeur de Ç. Si l’on suppose, en conséquence, les variations de £ très petites par rapport à celles de la température >1 de la couche d’air en contact avec la terre, et surtout par rapport à celles de la chaleur solaire , on pourra , dans le calcul des inégalités diurnes et annuelles de la température extérieure f, au moyen de la seconde formule (5) du numéro i65, considérer la température £ comme invariable; ce qui permettra de déterminer les inégalités diurnes et annuelles de £, et par suite celles de la terre près de sa surface, indépendamment des inégalités semblables qui peuvent avoir lieu en tous les points de l’atmosphère. Les lois de celles-ci nous étant inconnues, on sera obligé de recourir à cette hypothèse de la température Ç à très peu près constante; hypothèse que la comparaison des résultats du calcul à l’observation pourra seule justifier complètement.
(310). Maintenant nous allons considérer la partie de la température extérieure f , dont la chaleur solaire est la source ; et , à cette occasion , nous comparerons entre elles les quantités de cette chaleur qui tombent sur la surface de la terre, soit pendant les différentes parties d’une même année, soit pendant des années entières, séparées par un très long intervalle de temps.
Soient O un point de la surface de la terre, et O' un point de celle du soleil (fig. 17), C et C' les centres de ces deux corps , ON et O'N' les normales extérieures à leurs surfaces , ou les prolongetnens de leurs rayons CO et C'O' ; appelons et et et' les élémens de ces surfaces qui comprennent les points 0 et O'; et désignons, au bout d’un temps quelconque t, par r la distance 00', et par 0 et 0' les angles O'ON et OO'N'. Supposons le soleil au-dessus de l’horizon du point 0 , et le point 0' appartenant à sa partie visible ; de sorte que ces deux angles 0 et 0' soient aigus, et qu’il y ait échange de chaleur entre et et et. Par un raisonnement semblable à celui du n* ao, on verra que la quantité de chaleur émise peudant l'instant dt par le soleil , à travers l’élément et de sa surface , et qui viendrait tomber sur l’élément et de la surface de la terre, abstraction faite de l’absorption atmosphérique, aura pour expression
»«' cos f cos l'
S 'dt ;
S' étant une quantité de chaleur rapportée aux unités de surface et de temps, qui pourra varier avec la position du point 0', et pour un même point 0' avec l’angle 0'. Pour conclure de cette expression la quantité totale de chaleur solaire qui tombe à chaque instant sur ai, il faudra remplacer et par l’élément différentiel de la surface du soleil, puis intégrer et étendre l’intégrale à la portion de surface terminée par le cône tangent qui a son sommet au point 0. A cause de la grande distance du soleil à la terre, ce cône sera sensiblement un cylindre, la portion de surface sera la moitié de celle du soleil, et dans l’intégration, on pourra négliger les variations de r et 0. Ensuite, pour avoir égard h l’absorption de la chaleur solaire dans l’atmosphère, il faudra multiplier le résultat de cette intégration par une fraction qui variera avec la longueur et l’état de la colonne atmosphérique suivant la direction de la ligne OCf. Enfin, pour en déduire la portion de chaleur qui pénétrera dans l’intérieur de la terre à travers et, on multipliera encore la chaleur incidente par une autre fraction qui pourra aussi dépendre de la direction de OCf, ou du moins de l’angle 0, et que nous désignerons par e. De cette manière, en représentant par!l»rft cette portion de chaleur solaire, on aura
S étant le produit d’une surface et d'une quantité de chaleur. Si Tou compare ce produit S à la quantité de chaleur désignée par a dans la formule (4) du n° i63, on aura.
La fraction t est la même que dans cette formule. Elle différera de la fraction qu’on a représentée par a dans le n* 208, si la terre absorbe en différentes proportions, sous un même angle d'incidence, la chaleur solaire et la chaleur atmosphérique.
■ La quantité S ne pourrait être déterminée directement que par des expériences très nombreuses et très délicates; on verra par la suite comment sa valeur moyenne, ou plutôt celle d’une température qui lui est proportionnelle, peut se déduire de l’observation des inégalités annuelles de température de la terre, à uue petite profondeur. Cette quantité est indépendante de la distance du soleil à la terre; elle peut varier avec les taches du disque solaire; elle varie aussi dans de très grands rapports avec l’état plus ou, moins serein de l’atmosphcre, qui influe sur l’absorption des rayons du soleil. La chaleur solaire éprouve dans l’air parfaitement pur une absorption que l’on suppose beaucoup moindre que celle qui a lieu pour la chaleur rayonnante, émanée de la terre ou des corps non incandescens; toutefois elle n’est pas nulle; et conséquemment, elle doit augmenter ou diminuer avec la longueur du trajet dans l’air suivant la direction 00'. 11 s’ensuit que quand le soleil est à l’horizon de 0, la quantité S doit être moindre, toutes choses d’ailleurs égales, que quand il atteint le méridien; et il en résulte aussi que dans l’année, cette même quantité doit augmenter ou diminuer avec la déclinaison du soleil dans l’hémisphère auquel le point O appartient. Les lois de l’absorption de la chaleur.solaireà travers l’atmosphère netantpas connues, ces variations diurnes et annuelles de la quantités sont également inconnues, et l’on peut seulement supposer qu’elles sont peu considérables. Quant à la loi suivant laquelle la fraction t peut dépendre de l’angle 8, elle est également inconnue. Dans cet
état de choses, on sera donc obligé d’avoir seulement égard aux variations de ret de 0 , en calculant au moyen de la seconde formule (5) du n* i63, la partie de la température extérieure f qui provient de la chaleur solaire. A cause de la grande distance du soleil à la terre, par rapport au" rayon du globe, on pourra prendre pour r le rayon vecteur du soleil dans son mouvement apparent autour du centre de la terre, et pour 9 l’angle que fait ce rayon vecteur avec le rayon CO de la terre aboutissant au point 0 que l'on considère sur sa surface.
Ayant ainsi égard à l’échange de chaleur entre le disque du soleil et l’élément œ, il faudrait, à la rigueur, retrancher de la première intégrale contenue dans le second membre de l’équation (to), sa partie relative à la portion de l’enceinte stellaire, cachée par ce disque; mais cette partie étant très petite par rapport à l’intégrale entière, on peut conserver cette intégrale comme elle est indiquée.
(ai i). Le produit acosG exprime exactement la projection de l’élément ai sur le plan perpendiculaire à la droite 00', ou, à très peu près, sur le plan mené par le point C et perpendiculaire à la droite CC' qui va du centre de la terre à celui du soleil. D’après cela, si l’on appelles" l’aire de la section faite par ce plan dans le sphéroïde terrestre, on
aura ^ S dt pour la quantité de chaleur solaire qui tombe , pendant l’instant dt , sur la terre entière, et qui se déduit de nWt après avoir omis son facteur e. On prendra ici pour S la moyenne des valeurs de cette quantité du numéro précédent, qui onj lieu, au même instant, pour tous les points 0 d’une moitié de la surface du globe, et qui varient d’un point à un autre, quand on a égard à l’absorption atmosphérique. Il est aisé de voir que cette moyenne est indépendante de t; par conséquent, si l’on appelle P la quantité de chaleur reçue par la terre pendant un temps donné, on aura
eu étendant l’intégrale à cetintcrvalie de" temps. D’ailleurs, si l’on représente par v la longitude vraie du soleil , par n et a le demi-grand axe et l’excentricité de son orbite, et que l’on prenne pour unité la somme des masses du soleil et de la terre, ainsi que le pouvoir attractif de la matière, on a, comme on sait.
r*dv = \/a ( i — «*) dt.
Il en résultera donc
P = - ! f tdv.
Pour obtenir la valeur de cette intégrale, en tenant compte de la non sphéricité de la terre, je supposerai que l’intervalle auquel répond la quantité P soit un nombre exact de jours sidéraux; ce qui rendra la valeur de P indépendante de l’inégalité des méridiens et de la rotation de la terre. Je regarderai donc la terre comme un solide de révolution; et alors en désignant par_y le rayon du sphéroïde qui aboutit au parallèle dont la latitude sera représentée par y , on aura
jr = / ( + A Y. + A' Y, + A" Y4 + etc.) ;
I désignant le rayon d’une sphère équivalente en volume à la terre ; Y,, Ys, Y4) etc., représentant des fonctions connues de y, savoir :
Y, = sin*/* — i,
Y, = sinV — f sin/tt, etc.
et A, A', A", étant 'des constantes données. Si la terre était un ellipsoïde, toutes ces constantes seraient nulles, excepté la première qui exprimerait son aplatissement ; les observations du pendule montrent que les constantes A', A*, etc., sont très petites par rapport à A; mais pour savoir si la dissimilitude des deux hémisphères , boréal et austral , influerait sur la valeur de P, je conserverai A' avec A, et je négligerai toutes les autres constantes.
Cela étant , supposons que le rayon j appartienne à la section s\ soient S l’inclinaison du plan de cette section sur celui de l’équateur, et a: l’angle que fait le rayon y avec l’intersection de ces deux plans ; nous aurons
sin y = sin € sin a? , ds = \y'dx ;
et en négligeant les carrés et le produit de A et A', il en résultera-
f = i f™jr'dx = W’ [i -f- A( sin* S — §)J;
en sorte que cette valeur de s étant indépendante de h', celle de P ne dépendra pas non plus de la différence d'aplatissement des deux hémisphères.
I/angle G est évidemment le complément de la déclinaison du soleil correspondante à la longitude i>; en appelant y l’obliquité de l’écliptique , on aura donc
cos G — sin y sin v ,
et, par conséquent,
s = 7r/*[ i +A(5 — sin* y sin* v)].
Donc, en substituant cette valeur de s dans celle de P, et effectuant l’intégration , nous aurons finalement
p — + Kl sin‘>)]t,+4 hsia’y »
pour la quantité de chaleur envoyée à la terre par le soleil, pendant que son rayon vecteur décrit un angle quelconque v.
On voit par là qu’à raison de l’aplatissement de la terre, cette quantité de chaleur n’est pas exactement proportionnelle à l’angle v; mais comme sin au est nul pour toutes les valeurs de v multiples de yir, il s’ensuit que la valeur de P est la même pour la durée totale de chacune des quatre saisons. On voit aussi que la quantité de chaleur solaire reçue par la terre pendant chaque année variera de siècle en siècle , avec l’excentricité * de. l’orbite du soleil et l’obliquité y de l’écliptique; mais les variations de a et de y étant très limitées, celles de P seront toujours très petites; et il ne parait pas qu’on puisse leur attribuer aucun effet sensible sur la température moyenne du globe. .
Si l’on considérait la quantité de chaleur solaire absorbée par la terre , et non pas seulement celle qui tombe sur sa surface et qui est en partie réfléchie, il faudrait avoir égard à la variation du facteur s de la quantité [1 du numéro précédent, soit avec l’angle d’incidence 8, soit aussi avec la position du point 0, à raison de l’état de la surface en chaque point; et comme le pouvoir absorbant est différent, surtout dans les parties couvertes d’eau et dans les parties de terre ferme , il en résulterait que la portion de chaleur solaire reçue et ab-
sorbée par la terre , ne serait plus la même dans les différentes saisons. Nous avons déjà remarqué (a° aoo) que les hémisphères, boréal et austral, absorbent en proportion différente, la chaleur solaire qui tombe pendant l’année entière sur leurs surfaces.
Dans le calcul de la quantité P relative à la terre , ou à une autre planète , si l’on ne tient pas compte de l’absorption atmosphérique, la quantité S sera la même pour toutes les planètes. D’ailleurs , en négligeant l’aplatissement h, on aura
pour v=37r; il s’ensuit donc que les quantités de chaleur solaire qui parviennent aux limites des atmosphères des différentes planètes , pendant les durées entières de leurs révolutions, ne dépendent pas de ces durées, et que pour deux planètes quelconques, elles sont entre elles en raison directe des carrés de leurs rayons l , et en raison inverse des racines carrées des paramètres a(i — a.') de leurs orbites elliptiques; ce qui est un théorème dû à Lambert. Mais on n’en fient rien conclure relativement à leurs températures respectives , faute de connaître la partie de la chaleur solaire qui est absorbée par l'atmosphère de chaque planète , et ensuite la portion de la chaleur non absorbée, qui pénétrera dans l'intérieur de la planète même, d’après l'état de sa surface.
(ata). Au bout du temps t , désignons par tp la déclinaison du soleil, et par l’angle que fait le méridien où il se trouve, avec le méridien du point O; soit toujours fi la latitude de ce point; 6 étant, ainsi qu'on l’a dit plus haut, la distance angulaire C'CN du soleil au zénith de ce même point 0, on aura
cos 9 — sin^sinp -j- cos p cos p cos 4 ,
où l’on regardera la latitude n et la déclinaison tp comme positives ou négatives , selon qu’elles seront boréales ou australes. En désignant, comme dans le numéro précédent, par y et v l’obliquité de l’écliptique et la longitude vraie du soleil , on aura aussi
sin ® = sin y sia v ,
48o ' THÉORIE MATHÉMATIQUE
et, par conséquent,
cos S = sin^4 sin y sin v -f- cos fi cos 4 >/ 1 — sin*}. sin V ,
où l’on devra considérer le radical comme une quantité positive.
Le rayon vecteur r du soleil a pour valeur
I 4- «cos (y — >r) '
fl et a étant toujours le demi-grand axe et l’excentricité de son orbite, et <nr désignant la longitude du périgée. Si donc on appelle T le dernier terme de la seconde formule (5) du n° i63, de sorte • que l’on ait
fp ____ ircosO
et si l’on a égard à la valeur de o- du n" aïo, il en résultera
T=A[r +aacos(v— ®-)](sin/tsinysint'-fcosftcos>\/ 1 — sin'ysinV), (i i)
en négligeant le carré de a et faisant, pour abréger,
Ainsi qu’on l’a expliqué plus haut, on regardera cette quantité h comme indépendante de l’angle 8; ce sera donc une température constante, proportionnelle à l’intensité de la chaleur solaire, telle quelle est à la distance moyenne a de la terre au soleil , et après avoir traversé l’atmosphère pour arriver au point O.
De cette manière, la valeur de T se trouve exprimée en fonction de deux angles variables ^et r, dont l’un est relatif au mouvement apparent du soleil parallèlement à l’équateur, et l’autre à son mouvement apparent sur l’écliptique. L’angle 41 ne s’étendra jamais à plus d’un jour entier; pendant cette durée, on peut le supposer proportionnel au temps; on aura , en conséquence ,
r étant la valeur de t qui répond au midi du point O, et « désignant la valeur angulaire du mouvement diurne du soleil; de
sorte qu'on ait
n — ait (365, a5),
en prenant l’année julienne pour unité de temps. De pins, si l'on compte le temps t à partir de l’cquinoxe du printemps boréal, le plus rapproché de l’époque à laquelle ce temps correspond , on aura aussi
v = a itt -f- sin (a wt — <w) ,
en négligeant toujours le carré de (ai 3). Cette valeur de T n’a lieu que quand le soleil est au-dessus de l’horizon du point 0, c’est-à-dire, lorsque l’angle fl n’excède pas ±90*; quand le soleil sera au-dessous de l’horizon, on aura T sa o; si donc on désigne par ±4/» les valeurs de 4 qui répondent à cos fl = o, et qui sont données par l’équation
sin>* sin y sin v -f- cos/U. cos 4, \/ 1 — sin* y sin‘p =0, (13)
la quantité T sera une fonction discontinue de 4 > dont les valeurs seront données par la formule (11), depuis 4=° jusqu’à 4— ~^4/» et nulles depuis 4 = 4/ jusqu’à 4 = dfc w. D'ailleurs , en con-
sidérant cette fonction de 4 et de v par rapport à la seule variable 4» il est évident, par sa nature, quelle redevient la même, zéro ou non, toutes les fois que cet angle 4 augmente de 36o*; par conséquent , son expression en série de sinus et de cosinus des multiples de 4 s®*13 donnée par la formule (6), en y prenant air pour l’intervalle S des valeurs égales de la fonction.
Cette formule devient alors
q>t = jJ’Vw + '-Z [/0Wcosi(* — tjffdrji (i3)
i étant un nombre entier et positif, et la somme 2 s’étendant à toutes les valeurs de f , depuis i — O jusqu’à / = 00 . Si l’on y fait
elle prendra la forme
/+ = rJL,f W+ ; 2 [ fL** i (4 — 4' )/4,<#4'] ;
mais T «tant zéro depuis 4 = 4; jusqu’à 4—-^:w‘> si l’on prend
T pour la fonction f-\, , les intégrales ne devront plus s’étendre que
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depuis 4,= — 4/ juscIu’® 4' = 4<; en sorte que l’on aura
/4 +î[/4,00,<w" +VW}
Or, si l’on met dans cette formule, à la place de f-\' la formule (i i), dans laquelle on fera 4 = 4*» on trouve que Ie* intégrations relatives à 4' s’effectuent immédiatement , et il en résulte
_/4 = -[ 1 -f- aa cos(i1-'»)] 1 4 ,s' nH- s' n> 81 n v~i~ sin4,cos/i \/j— siu'ysin'i'
-f* asin fi gin y sin v 2 4 sin i‘4, cos i'4
-+-C0SfVi— -sin»> sin* v 2 -f- ~ 7 Z.'^Qcos^ j.
Cette expression de f-\> sera donc celle de T , en série de cosinus des multiples de 4> que l’on pourra écrire de cette autre manière :
T = à[i -t-aacosfv — iw)](V + V,cœ44-V,,cosa4-{-etc.), (t4)
en comprenant le diviseur t dans la constante k, et faisant, pour abréger,
V = 4, sin>t s'n> s'n ‘"f-sin 4, cos/x y/ 1 — sin* 5. sin'e,
V, = asin4/sin^s'n5's*n‘’
+ (4/ + s*n 4/ cos4#) cobpVi — sin* y sin* v,
V„ss= a sin 4, cos 4, sin sin y sin v
-f-î(acos*4, 4- 1 ) si n 4, cos/* V^T-—wn*> si n* v, etc.
(ai4-) Ayant fait usage de la double valeur =t=4< pour parvenir à cette expression de T, on y devra actuellement considérer 4, comme une quantité positive. Cet angle ne devra pas non plus excéder i8o\ Pour v = o , =1 80°, = 36o*, il sera égal à 90“, quelle que soit la latitude /x. Depuis v = o jusqu’à v= 180*, il surpassera 90“ ou sera moindre, selon que cette latitude sera boréale ou australe ; le contraire aura lieu depuis t> = i8o* jusqu’à v 3=360°.
En faisant successivement, dans l’équation (13), 4,= 0 et 4Z— ,8°% • c’est-à-dire, cos 4, asi 1 , on en déduit
. . COS u
smvsszb -r~, 9în y
pour les valeurs de sin v qui répondent à ces deux valeurs extrêmes de 4,* H s’ensuit que si l’on a cos,u.>siay, ou ju<go* — y, abstraction faite du signe, ces valeurs de sin v surpasseront l’unité, et celles de v seront imaginaires. Dans ce cas , l’angle 4, n’atteindra donc pas les limites zéro et t8o*. D’après l’éqnation (î a), ses plus grandes valeurs répondront à i» = go“ et v= 5. go*, et elles seront déterminées par l’équation
cos 4, =q= tang y tang
qui donnera effectivement, dans le cas dont il s’agit, deux valeurs de 4„ l’une plus grande et l’antre plus petite que go*. Quand on aura jt=rfc(go* — y), l’angle 4, atteindra les limites zéro et i8o*; et ce sera pour t> = go° et v = 5. go*. Enfin dans les hautes latitudes boréales ou australes, où l’on aura /A>±(go“ — y), l’angle 4, atteindra aussi ces mêmes limites, mais pour des valeurs de v moindres que go* et 3 .go*; et de plus, il y aura alors un intervalle dans oes valeurs de la longitude du soleil, pour lequel cet astre sera constamment au-dessus ou au-dessous de l'horizon du point 0.
A raison de cet intervalle, l'angle 4, sera , daus ce dernier cas , une fonction discontinue de la variable v. Four fixer les idées, supposons que la latitude n soit boréale, de sorte qu’on ait fi > go* — y. Soit v, le plus petit angle positif, déterminé par cette équation
cos v(
sin y '
depuis vz=o jusqu'à ufc=go*«— la valeur de 4, en fonction de v sera donnée par l’équation (i a), et pour v*=go*— v, , elle atteindra 180*; depuis v=go* — v, jusqu’à v = go*+<'/, le soleil sera constamment au-dessus de l’horizon du point 0 , et l’on aura 4, = 180° ; depuis v=go*-j-t>y jusqu’à u=3\go° — 1>(, cet angle 4, sera de nouveau déterminé par l’équation (la), et en particulier pour*'=3.go‘— - »>,, sa valeur sera zéro; depuis v>=3.go° — vt jusqu’à v= 3.go”-f- v„ le soleil sera toujours au-dessous de Thorizoa du point 0, et l’angle 4, aura constamment zéro pour valeur; enfin, depuis v s= 3 . go" -f- i>y jusqu'à ve=36o% l’ongle 4, sera déterminé par l’équation (la).
En substituant l’expression de 4, en fonction de v dans les valeurs de V, V„ V„, etc. , on voit que chacune de ces quantités sera en
même lenips que 4,> une fonction continue ou discontinue de v ; mais dans tous les cas, chacune de ces quantités reprendra la même valeur toutes les fois que l’angle v augmentera de 36o°; par conséquent, ces fonctions de v pourront s’exprimer en séries de sinus et de cosinus de ses multiples, au moyen de la formule dont on vient de faire usage. Nous allons effectuer cette transformation sur la première de ces quantités; on opérerait de même sur toutes les autres V/f V<(, etc.; mais dans la suite nous aurons seulement besoin de l’expression de V en série.
(a 1 5.) Soit •'{/, ce que 4-, devient quand on y change v en une autre variable / ; en appliquant la formule (i3) à la fonction V, nous aurons , d’après la valeur précédente de cette quantité ,
v= “£“2 pTj,;8in vw
air J o T'
-f- (**’ \A — sin‘y sin V sin 'l'dv'
aw Jo (i5)
-h *‘n^Sln- 2 [/" 4/ COsi(y — v ') sinv'rft'Q
V 1 — sin*> sin*/ cos j (y — v*) sin \'d\f ^J
Supposons que la latitude y. du point 0 soit boréale; et considérons d’abord le cas où l’on a ft < go* — y, de sorte que 4* soit une fonction continue de </.
En intégrant par partie, et observant que les valeurs de 4, qui répondent aux deux limites v1 = o et s/ = aw, sont égales, on aura
on aura de même
r'+; cos/(*-V) sin ^ ° 7 V « L * -f- * * — i J <1/ *
pour toutes les valeurs de i différentes de l’unité ; et pour i = i , on trouve, aussi
J' **4'eo*(M' — u')sinv'</p'==Sr’siuv-f-j J' **£^cos(v- ai/)-v'sin (W\
le terme compris hors ëu signe f provenant ëe ce que l’on a 4', = f ir à la limite sf = sur, D’ailleurs, on, tire de l'équation ( t a)
bid^m sin y cos /
sin 4,' -g? >
sin4,':
cof^t (i— ■ •in’^sinV')* Ÿ cos> — sin^sinV'
cos f* ( i — sin’y sinV)* sinp sin y cos/
et, par conséquent,
^ (l— -jitt’y 5inV) Ÿ eoa> — ain’j- sin i'- ’
au moyen de quoi, nous aurons
/** ■ / • jj , . . /•» COtfv'dv
q/, smvw sa sin>t siny J — ,
/~4; cos(y — /)sin^«iu'= ^7r*sin ç>+ ^sin^sinyjf cçsfw — a*'')
— ✓ Sin «’«"»'■
77 4/cos»(v — /) sin i/rfv' = 1 sin^t sin yj'tr^0s v ^ t
cot(iv — «/ 4- /)“1 cosv’dv
où l’on a fait, pour abréger,
A = (i — &in*y sin*/) \Zcos‘/i — sin*y- sinV.
Je substitue ces valeurs et celle sin 4' dans la formule (i5). Les intégrales relatives à v’ des quantité* qui ont poor facteur le sinus d’un multiple pair ou impair, ou le cosinus d’un multiple impair de cet angle, se détruisent comme étant composées, entre les limites p's=o et v‘ sa jT, d’élémens égaux deux à deux et de signes contraires. Relativement à l’intégrale qui renferme v* sous le signe /, en dehors des sinus et cosinus, on a
/•»» /co»/<i/ _ /■*
» /cos v dv f' »(/+») cos v dv
* cosv'dv'
à cause de coa(ié + w) := — cos v1 ; et cette dernière intégrale est nulle, comme étant aussi composée d élément qui se détruisent deux à
deux. Quant aux intégrales des quantités qui ont pour facteur le cosinus d’un multiple pair de J , oa pourra réduire leurs limites à v’= o et v'=z A 7r, en quadruplant leurs valeur». Cela posé, on trouve
V= 4 ir sinwsin j-sin c-f-Q+Q,co$ af-J-Q^ C6$ 4‘H-Q,,, coS&>-f- etc.) ( i G)
Q, Q/> Q„» Q«/« *tc-> étant des quantités indépendantes de v. On a en particulier
Q = ? /V(vW — siti*j/ sin'T^-f- *ilp'C0!> dv',
et pour un indice quelconque i, différent de zéro,
Q, = - /»'[ V7cosVs — sin*^ si nV cosatV
— (cosaiv cost/ -f- a/ «aai/sinr) ■ ^ ^ Jdv •
(ai6). Toutes ce» intégrales Q, Q,> Q*. etc., s’exprimeront en fonctions elliptiques ; de qoi permettra ensuiie d’en calculer facilement les valeurs numériques.
Pour la première , on a
1 / r 1 w J | r ‘ & r -rr mil (t a\>
Q=;(/; Vw p*- w'ïmR m +f;
J o (i — sin.*y »inV) V co»> — sin‘y sinVV’
■.’ni. — .. v. > 1 , J ’* — * , • - t-
ce qui montre que Q dépendra d’une fonction elliptique complète, de chacune des trois espèces, ayant un mène module ; quantité moindre qûe Vunïté par hypothèsé. Eh faisant
î> ."- il.' non a i i c -u* 8in**ess »> ’ti ,v
. '■ ■ »•<•*. ’i l'irii o •; i
et employant les notations de Legendre , on aura
Q = *E*(e)-cos/a. — rT(e, n) cos* >]sifc ptang^t.
Mais do «ht qne les fonctions complètes de troisième espèce -s’expriment au moyen de fonctions complètes et incomplètes de pre-
mière espèce et de même module; eu faisant . 1
n = — (* sin* p ,
d’où l’on tire __ . _ ; ; ■
l’angle <p sera l’amplitude des fonctions incomplètes , et l’on aura (*) n-(c, n)= F» (c) + U°8/. , \?‘(c)E(c, y)-E«(c)g(c, »)] ; (,7)
par conséquent, la valeur de Q deviendra finalement ' Q afc î {E'(c)cosp-f- F*(c)sin*j/ sin/x tangju.
— [F‘(f)E(Pi $).“ E‘(c)F(e , <J>)]cf)sysin/*}.
Si l’on fait i = 1 dans la valeur de Q, , il vient . r
Q, = - / a Y cos* f* — -sin* y sin* v cos iv'dv'
WJ O
_ lîiuVHVv yr(t
En intégrant par partie, on •
/*’ \/coe*>i — sin'ysin* ^eo*a^d»/as Z*1 -3' - .Xiffiiffi..
*’ 0 J 0 y cm’ ft — sw’ysin*!''
■ ; C ” as? — f * \Zcos‘fj. — 'sm* y sin*i>’ cos' ddv
! . .iut li min
1,1 •' iin r - 1 j r~ 1
, (sin* y — cos* J») cos*/, /* J"
siu'y
Ÿ cos’u — lin’ysinV
■+■ * Vcos'p — sin* *k sin* ddv1 ;
et h cause de cas* v' =s i cws/ -f- j , «n ea conclut
P' N/^ô^^iÿ’coego^
Jo r T~TVir 5 aa'y y/* Jco^ — si
(*) Traité ’l/es Font nom eUiptiquet, taillé I, page i4< -
D'ailleurs on a identiquement , d'après ce que A représente ,
(i -+- 1 sin’ v') cos*i'' _ A
(a -f~ y) cos’ y a^/co»’^» — suj’y6in’/ A sip.4 y - ■ - ain4 y
i + cos’ y + acos ’/«
oî n * it
ain4yV^cos> — sin*y sin’ v
M ' la. 7
Cela étant, on aura ,
O 3= - — ^ T ( a+sin'yJcos'Asin V ( 1 _JL, . —
^ Sw-sm'yL , J» (r— sip’y»in*> ) V/cos’«— sin’ysinV
-f- (a — sin ty)f* * \/ cos*/x— — si sinV dsf
t: * . .O t i. ii. i * !* , i
(l -i-COS*> — Sin*>COS*It)/ » , ::: h
# V ° V COS> — sin’y ainV
ou , ce qui la même chose , • ^ . ’• .
Q, = 3^4^- [ja -f- sin» cos*> sinwtang»l‘ (c»
-4- (a — sin» cos/*E‘ (c) — (i -f- cos*> — sin*} cos» — , ’
et en éliminant FI* (c,n) au moyen de l'équation (17), il en résulte
II
Q, = 37^7- {[F'(c)E(c,<p)— E’{c) F(p,«p)] (a 4- sin» cos> sin^
4- (a — sin»cos^E’(c) — (a ços*} cos*/»4-sin<} sin/t tangw) F'(c)}.
A l’égard des quantités Q,,, Qu/, etc., il nous suffira de connaître une limite de leurs valeurs. Or, en intégrant par partie, on a
*. * * . *.n— v* ai * t. , 1 » .. ' .
• — If\i I), ( || I r
l’expression générale de Q, peut donc se changer en celle-ci :
^ y. L Tp . s ) n*y tin aie* i ’w v' ' "
Q 1 o L*V co»> — sin’j-.inV
(cOs SiV* cos v 4- afsin 21V ï\tiv) «in> sin’y' — . (41« — «a •
Q cos vdv j
mais si l’on met dans cette formule l’unité au lien de sin aiV et cosaiV , et qu’on y change le signe du terme divisé par A , il est évident quelle sera augmentée en grandeur absolue; on aura donc, abstraction faite du signe.
pi n’y sin v cos v dv l/ co»> — sin’ysinV
as sin*/» /* sin'y sin v cos v dv
sin’y oosVdv"
Les deux premières intégrales s’obtiennent par les règles ordinaires, et ont pour valeurs
— «■ sin*^ sin ^ co&v'dv
M _ " >iu / biu r vus r u y + \ IIP - t _
7/ TTJT7 = cosft — Va»*/* — sm*>
0 y cos 'fi — stn*j. sinV r r- t
/•; » sin*y sinf' cos vdd i i t / sin«\~l
0 a »in^ L» \ cos yJJ
En fonctions elliptiques la valeur de la troisième est
*sin*y cos*/ dv
COS ft \ • J COS A*
ou bien , en vertu de la formule (17),
//'■“> = fgr t»)- :s? [F'W E(C,,) - E'FM)].
Pour tous les indices < differens de zéro, on aura donc fo <£ (cosf*- \Zcos>— sin>)+|^^V-/*-arC(COs=^)] + 47Îr7{tang^ sia‘>F' (c)— cos>[F'(cJE(c,î>)— E’(c)F(c,(p)]}. A l’équateur , où l’on a /& = o , on aura Q — “ E* (c) ,
Qc = [(> -t-cos*^^) — acos^F'(c)],
et généralement
Si l’on avait y = o , cette limite de Q, serait zéro; il faudrait doue que Q, le fût aussi ; ce qui résulte, eu effet , de la valeur de Q, du numéro précédent, quand on y fait /a=o et y = o. Le module c est tiny dans le cas de fx, = o ; en développant les fonctions elliptiques contenues dans la valeur précédente de Q(, suivant les puissances de c* ou de sin’y, on a
E*(c) = ’- — g sin 'y + etc. , F'(c) = \ + g sin*> + etc. ;
ce qui réduit aussi à zéro cette valeur de Q, dans le cas de y = o , et celle de Q à l’unité. Mais on a réellement
c s= sin j. = sina3°a8';
les tables de Legendre donnent , en logarithmes ordinaires , logE'(c) = 0,1779800, logF'(c) = o, a i4663g, et l’on en déduit
Q =r 0,95910, Q, = o,o4i3a, Qi < 7 (o,o5a65).
Si l’on prend pour p la latitude de Paris , on aura
H sb 48° 5o', y = a3* a8', <p=4i‘,io', c= ^ = «n37° 14';
et, d’a'près les mêmes tables,
d’oùj'on conclut
Q =r o, 6666a , Q( = o,ooa53.
DE LA CHALEUR; On aura, en même temps,
J(0,2ll45)+ 0,14720 _ 4«* - I »
d’où l’on déduit
Q„ < 0,08070 , Q,„ < o,o5o8o , etc. ;
mais les valeurs de ces quantités sont encore beaucoup au-dessous de ces limites.
(217). L’expression de V changera de forme dans le cas des latitudes circompolaires , pour lesquelles on a > go° — y, la latitude fi étant toujours supposée boréale. D’après ce qu’on a dit dans le n“ 214» chacune des intégrales que contient la formule (i5) devra être divisée en cinq parties; <7 désignant, comme dans ce
numéro, l’angle aigu dont le. cosinus est , ces cinq parties auront pour limites zéro et ±yr — vt , — vt et jvr+u,, \yr~ \-v,
et Jvr — *>,, Î7r-^-^ et JttH-i», et jt; dans la pre-
mière , la troisième et la cinquième, l’angle 4, sera déterminé par l'équation ((2); dans la seconde, on aura 4, — 7r, et dans la quatrième , 4, = o. Ces intégrales se transformeront , comme dans le cas précédent, en fonctions elliptiques; mais l’expression de V qui en résultera étant très compliquée et sans applications utiles, je me dispenserai d’effectuer ces transformations en général, et je me bornerai à considérer les deux cas extrêmes qui répondent à c( = o et i>t =b [ yr.
Le premier cas a lieu quand on a pi = 90* — y , c’est-à-dire lorsque le point O appartient au cercle arctique , dont la distance au pôle nord est égale à l’obliquité de l’écliptique. La seconde et la quatrième partie de chaque intégrale s’évanouiront, puisque la différence au, des limites de chacune d’elles sera zéro ; les trois autres parties se réuniront eu une seule intégrale qui s’étendra depuis v' = o jusqu’à v = itt ; et dans toute cette étendue , la quantité 4, sera déterminée par l’équation (12), en y faisant jt= 90° — y, par conséquent, dans ce premier cas, la valeur de V s’exprimera encore par la formule (16) appliquée à cette valeur de u.
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On aura, pour cette valeur particulière.
Qi *in y /■; / . eos'y \ ...
= I ( I H r— r-r~, } CO S V dv ,
r J a \ i — sin’ y sinv / ’
Q4»iny/'â'f~ . , , ( i + asin’ v')co»’ y~l ...
. = - — - i — a sin* v — V,- - . , ' cosvWj
' * J o L. 3(i — wn,ysm*i/)-J
ou bien, en effectuant les intégrations indiquées,
Q = l ( sin y + cos ■> log ,
3» sin j.
^a — si n*^ •
(a 4- *>"’>) eos’y sin y
C’est aussi ce que l’on trouve, au moyen des expressions générales de Q et de Q, en fonctions elliptiques , qu’on a obtenues dans le numéro précédent ; car, dans le cas de /i = 90* — y-, on a
c= si, <P=?, E'(c) = i, E(c,<p)=sin>, F(c,<p)=log
ce qui fait disparaître de ces expressions de Q et Q(, la fonction F‘(c) qui deviendrait infinie, et les réduit aux valeurs précédentes de ces deux quantités.
L’autre valeur extrême jv de l'angle v, a lieu au pôle où l’on a fi = goa ; ce qui donne cosv, = o et v, = £ •*. Ce sont les première , troisième et cinquième parties de chacune des intégrales contenues dans la formule (i5) qui s’évanouissent, parce que les deux limites de chacune de ces parties sont égales. Dans la quatrième partie, on a 4/ =0, ce qui la fait également disparaître; dans la seconde, on a 4^ = 7r; et les limites étant 90° ±4 1 r, c’est-à-dire, zéro et^, il en résulte
V = ^ siny £ Ç’ sin v'dv' -f- cos i(v — v') sin
pour ce que devient la formule (i5) dans le cas de ju = 90°. On peut remarquer que cette valeur de rend nulles toutes les quantités V(, V„, etc., que renferme la formule («4), et n’y laisse subsister que V;
de sorte qu’en y substituant la valeur de V et effectuant les intégrations relatives à v1, on trouve pour l'expression complète de T, en série de quantités périodiques,
T= Asinyfi -+■ aacos(f — tt sint» -+- i — a X J ; (^)
la somme 2 s’étendant toujours à toutes les valeurs du nombre entier/, depuis i= i jusqu’à i — oo .
En faisant ftz=go° dans la formule (1 1), et y mettant, comme dans la formule (t4)> wà au lieu de h , on a
T= 7rh siny sin v[i *+- set cos(i> — er)]r
depuis t>=ojusqu’à v=r> r. Pour les valeurs de v comprises depuis v—7r jusqu’à c== sit , on doit avoir T= o; pour que ces valeurs de T coïncident avec la formule (18), il faut donc qu’on ait
_ C09 2IV
sX y-^ =
- arsinrv
selon que l’on a v < fr ou v > w. C’est effectivement ce qui résulte d’une formule connue, qui s’est déjà présentée dans le n* i35.
Cet exemple particulier est très propre à montrer comment la quantité V qui est une fonction périodique de v, mais discontinue, peut être réduite , néanmoins , en série de sinus et de cosinus des multiples de la variable ; réduction indispensable pour l’usage que nous allons faire des formules (3) et (4).
(218). Si l’on substitue maintenant la quantité T du n° 212, à In place de la partie de la seconde formule (5) du n° i63 qui provient de la chaleur solaire, et si l’on met ensuite au lieu de T sa valeur donnée par la formule (14)» il en résultera
£=> +a,-| a+V,+Atl + a«cos(^— ' «fltV+V, cos 4
V# cas 24 + etc.), . C*9)
pour l’expression complète de la température extérieure.
Dans le calcul des inégalités diurnes et annuelles de la terre, qui résulteront de celles de cette valeur de £, on sera obligé, ainsi qu’on l’a
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expliqué dans le n° 209, de négliger les inégalités semblables, dont peut être affectée la température £, et de la considérer comme une quantité constante. S’il s’agit des inégalités diurnes , celles de la température v de la couche d’air en contact avec la surface de la terre seront distinctes, d’après ce qu'on a dit précédemment (n° ao3), des inégalités diurnes de cette surface meme, et tout-à-fait inconnues. On eu pourrait faire abstraction, si l’on supposait le pouvoir refroidissant de l’air très petit par rapport au pouvoir rayonnant de la terre, de sorte que A, fût une très petite fraction de A , ce qui permettrait de négliger le terme dépendant de n dans la formule (19). Mais si l'on admet que la moyenne des températures qui ont lieu pendant chaque journée entière, soit la meme pour la surface de la terre et pour la couche d’air qui la touche, on pourra dans le calcul des inégalités annuelles , considérer n comme la température de cette surface même ; et alors, quel que fut le rapport de A, à A,il serait possible d’avoir égard à l’influence du pouvoir refroidissant de l’air, sur la température de la terre à la profondeur où les inégalités diurnes ont disparu. Toutefois, comme il n’y a aucune expérience directe gui nous fasse connaître la valeur de ce rapport, et qu’elle ne peut pas non plus se déduire avec assez d’exactitude, des températures observées à différentes profondeurs , on sera obligé de supposer ce rapport très petit et de négliger les termes qui en dépendent , dans le calcul des inégalités diurnes, aussi bien que dans celui des inégalités annuelles. Cette hypothèse paraîtra d’ailleurs très admissible , si l’on observé que le pouvoir rayonnant A doit approcher beaucoup du maximum à là surface de la terre, labourée ou couverte de végétaux et dénuée de poli, tandis que le pouvoir refroidissant A, de l’airpst, au contraire, peu considérable à raison du peu de densité de ce fluide.
Cela posé, je partagerai en trois parties la valeur de£ donnée par la formule (19), dans laquelle on fera A, = o : l’une sera la partie de cette formule, indépendante des inégalités diurnes et annuelles, ou la température moyenne extérieure; l’autre comprendra toutes les inégalités annuelles, et la troisième les inégalités diurnes.
Si l’on substitue pour V la formule (16), et pour usa valeur (n* 213); que l’on néglige le carré de a, et que l’on désigne parf, la première partie de £, on trouve simplement
quantité indépendante de l’excentricité de l’orhite solaire et de la position du périgée, de sorte qu’elle ne peut varier, de siècle en siècle, qu’à raison de ta température £, déterminée par l’équation (10), et de l’obliquité de l’écliptique contenue dans l’expression de Q.
Soit Ç' la seconde partie de f ; par la substitution des valeurs de v et de V dans la formule (19), on obtient
C = A^irsin^sin}. — axQ)sin a 7ft -\-h{prcL sin/t sinj. -f- Q,) cos4vrr -H AQ,( cos&rt -f- AQ,„ cos 1 27rt -f- etc. ;
en conservant l’excentricité a dans les deux premiers tcrmessculement, et observant qu’à l’époque actuelle la longitude <5 r du périgée diffère très peu de trois angles droits.
Désignons aussi par £" la troisième partie deÇj; en négligeant toutà-fait l’excentricité «, et conservant 4 * la place de sa valeur air (565,a5) (< — t) (n’ata) , on aura immédiatement
Ç" = A V, cos 4 + AV„ cos a4 4- AVW cos 54 4- etc.
La longitude t> du soleil variant très peu pendant un jour, on pourra considérer cel angle comme constant dansles coefficiens V,, Vw, V(W, etc. ,. de cette formule.
(a 19). Pour faire coïncider la formule (3) avec cette valeur de£', il faudra prendre
m == 27r, m => !\tt, m' == 8 yr, m'" = 12 tr, etc., t — — 90% t' =g.. o, e" = o, >m= o, etc.,
A" = AQ,,, A'n = AQW, etc.,
et en particulier
A = A(i?rsinfi sin^ — aaQ),
A' = A (ira gin/usin^ -f- QJ.
St l’on appelle u‘ la partie correspondante de u, c’est-à-dire, la partie de la température de la terre à la profondeur x, qui renferme les inégalités annuelles. On aura, d’après la formule (4),
r ré-
ré = ^(^TTsin^tsin} — 2*Q)e “ sin^air/ «— x — J')
TT
= D, sin «f, ;
d’où il résulte
Je ferai remarquer que si l’on eût conservé dans la valeur de f' la partie de la température n relative aux inégalités annuelles , et qu’on l’eût supposée, comme on l’a dit plus haut, égale à la valeur de ré, qui a lieu à la surface , ou qui répond à x = o , orf aurait été conduit à une expression de ré en fonction de x, de la même forme que la précédente et qui s’en déduit en y remplaçant généralement ef, et D„ par des quantités <f, 4- JY et D, 4- D'„ dans lesquelles JY et D/ se déduisent aussi de J1, et D, au moyen des équations
IV cos JY =
bx, cos J, (x + XJDi*
D/ sin <t l
bx, sinJi (x+a,)d;
(ai)
Comme nous ferons seulement usage de la formule (19), je sup-
prime , pour abréger, le calcul de l’expression plus générale de u', qûe je me borne à citer.
A la profondeur où les inégalités diurnes ont disparu , ce sera une quantité constante, abstraction faite des variations séculaires, qu’il faudra ajouter à la formule (ao) pour obtenir la valeur complète de la température u de la terre. II s’ensuit donc que le maximum de cette température, pendant la durée de l’année entière, répondra à la plus grande valeur positive de u , et le minimum à sa plus grande valeur négative. Par conséquent, les époques de ces
températures extrêmes seront déterminées par l’équation d~ = o.
Mais indépendamment de la convergence de la série (ao), qui provient, à cette profondeur, des exponentielles contenues dans ses termes successifs, tous ces termes, à partir du second, sont très petits par rapport au premier, à raison des valeurs numériques de a, Q(, Q((, Q//(, etc., et en excluant d'abord le cas où la latitude /jl serait aussi très petite. D’après cela, si l’ou suppose cette latitude positive, et qu'on désigne par 0 la valeur de t correspondante au maximum de température , et par 6, celle qui répond au minimum , on satisfera à
l'équation ^ = o, en faisant
Mt/r 2w
ia\/w a*-
(aa)
a et z, étant des quantités très petites, dont on conservera seulement les premières puissances dans le premier terme de cette équation et qu’on négligera entièrement dans tous les autres.
A ce degré d’approximation, ces inconnues disparaîtront aussi dans le premier terme de la série (ao); et si l’on représente par H l’excès du maximum sur le minimum de température, la valeur de H ne dépendra que de ce premier terme ; en sorte qu’à la distance x, on aura
* _ïfcÜ
H = TT G *■ “ • (a5)
La valeur de S' étant indépendante de l’angle les valeurs de 6 et 0,
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Varieront très peu avec la latitude , et seulement à raison des quantités i et z( ; leur différence , ou l’intervalle de temps compris entre la plus grande et la plus petite température de chaque année, différera fort peu d'une demi-année ; dans tous les lieux où les quantités a et b, dépendantes de la nature du terrein , seront les memes, les époques de ce maximum ou de ce minimum seront aussi très peu différentes. Toutefois les temps 0 et 0, étant comptés dans les deux hémisphères à partir d’un même jour de. l’année, s’ils répondent dans l’un au maximum et au minimum, ils répondront dans l’autre au minimum et au maxinuun , à raison du changement de signe de^t , en passant d'un hémisphère à l’autre.
Dans le calcul des valeurs de a et s, , j’aurai seulement égard aux deux premiers termes de la série (ao) et de lcquation ~ = o ; on trouvera alors z, = — z, et eu outre
i)s/xx + if — (a4)
en faisant, pour abréger,
(iTrsin^. siny — a«Q)ç = irasin^t sin^- H-Q,j de sorte que q soit une petite fraction , puisque l'on a supposé que sinf« ne letait pas.
Après avoir substitué ces valeurs de z et z( dans les équations (aa), et supprimé dans leurs seconds membres les nombres entiers qu’ils pourront contenir, ils exprimeront en fractions de l’année, les temps 0et 0, écoulés depuis l’équinoxe du printemps, jusqu’aux époques de la plus grande et de la moindre température. En multipliant ces valeurs de 0 et 0, par 365,a5, on aura les mêmes intervalles de temps exprimés en jours. Si l’on substitue ces mêmes valeurs successivement à la place de t, dans la formule (ao), et- que l’on prenne la demisomme des résultats , on aura l’excès de la demi-somme des températures extrêmes sur la température moyenne de l’année. En désignant cet excès par G, sa valeur sera, au degré d’approximation où nous tîRus sommes arretés,
— * Kü
G=- ^j-(7rasin/4 siny-j-Q,)e ” C0SQ;(v'2— 'Vâw+acT— J*,j (a5)
(aao). Ces diverses formules renferment trois constantes a, b, h, dont on déterminera les valeurs de la manière suivante.
Soit H' ce que devient H à une profondeur x' différente de x. En vertu de l'équation (a3), on aura
II
a bh / 1
tt sin u sin y — a*Q) e
et, par couséquent.
H' = Ile
équation qui fera connaître la valeur de a, d’après les valeurs de H' et H données par l’observation.
J’ajoute membre à membre les deux équations (aa); les quantités z et z, se détruisent à cause de z + zt = o, et l’on en conclut, pour la valeur de J' en degrés,
»- 2 2 a y flr-J
Mais d’après les valeurs de D sin «T et D cos «f , on a
(b + tang <f =
il en résultera donc
b = ^'{cot[I(Ô+8()— — ij , (37)
pour la valeur de b déduite de celle a , et des valeurs de 8 et 6 données par l’observation à une même profondeur connue x.
Les valeurs numériques de a et de b étant ainsi déterminées, on calculera celle de h au moyen de l’équation (a3) et de la valeur de H donnée par l’observation à la profondeur z ou a toute autre distance de la surface. Mais cette température h provenant de la chaleur qui a traversé 1 atmosphère, elle pourra varier d’une année à une autre, selon que le ciel aura été plus ou moins chargé de
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nuages; et pour avoir sa ve'ritable valeur en un lieu déterminé, il faudra prendre la moyenne "de plusieurs années consécutives, ou, ce qui est la même chose, il faudra employer dans l’équation (a5) la moyenne des valeurs de II qui auront eu lieu pendant ces années. Cette valeur de h devra augmenter quand la latitude m diminuera , parce que le ciel est plus pur , en général , quand on s'approche de l’équateur, et aussi parce que les rayons du soleil traversent l’atmosphère dans une moindre épaisseur. Par la même raison , cette température h augmentera, toutes choses d'ailleurs égales, avec la hauteur des lieux au-dessus du niveau des mers; elle ne dépendrait pas de la nature du terrein en chaque lieu, si le pouvoir rayonnant de la surface du sol et la faculté d’absorber la chaleur solaire, qui entrent dans l’expression de h (n* 213), augmentaient ou diminuaient dans un même rapport.
(221). M. Aragoa fait placer à l'Ohservatoire plusieurs thermomètres, enterrés dans le jardin, à des profondeurs différentes où les inégalités annuelles de température sont encore très sensibles. La tige de chaque instrument s’élève jusqu’à la surface du sol et un peu au-dessus ; et c’est sur la division adaptée à la partie extérieure de cette tige , que l’on mesure les variations de température , ce qui dispense de retirer le thermomètre de la terre, à chaque observation que l’on veut faire. Mais il en résulte que la température ainsi mesurée sur cette échelle extérieure dépendra de la température de la boule, qui est celle de la terre à la profondeur où l’instrument est enfoncé, et des températures différentes des points de la tige , dans toute sa longneur égale à cette profondeur. La température de la boule est celle que nous avons désignée par u à la profondeur jc ; pour la comparer à la température observée, il faudra donc faire subir à celle-ci une certaine correction dépendante du rapport des volumes de liquide que renferment la tige et la boule de chaque thermomètre. On s’occupe actuellement du calcul de cette correction. Afin de pouvoir faire usage des observations non corrigées que M. Arago m’a communiquées, je supposerai que leurs corrections soient peu considérables ; quand elles auront été faites, il faudra en effectuer de semblables sur les valeurs suivantes des constantes a, b, h , ou les calculer de nouveau. Il n’est pas non plus
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impossible que les aéros des échelles tbermométriques aient un peu changé, soit quand les instrumens ont été enterrés, soit graduellement pendant la durée des observa lions. C’est pourquoi je n’emploierai dans les calculs suivans que des différences de température observées, et je ne ferai point usage des températures absolues.
A des profondeurs qui varient depuis deux jusqu’à huit mètres, le maximum et ‘le minimum se sont succédés à un intervalle d’à peu près six mois, et leurs époques ont peu varié d’une année à une autre, pour chaque profondeur. Pendant quatre années d’observations, l’excès du maximum sur le minimum s’est un peu écarté de sa valeur moyenne ; cet écart s’est élevé à un degré en plus et en moins, à la moindre profondeur, et seulement à un dixième de degré, à la plus grande; on doit l’attribuer, en grande partie , aux variations que la température h, provenant de la chaleur solaire , éprouve d’une année à une autre ; et c’est pour cela qu’il diminue à mesure que la profondeur augmente.
D’après la moyenne de ces quatre années , l’excès du maximum sur le minimum annuels a été de i*,4(4> à la profondeur de 8“, i a i , et de a°, 48a, à celle de 6”,497- En prenant le mètre pour unité, on fera donc
x= 6,497, a-'sS.iai, H = a0)48a, H'=i%4i4, dans l’équation (a6) , qui deviendra alors
i.faj. y6r
d’où l’on tire
Terme moyen, le maximum et le minimum ont eu lien vers le . 18 décembre et le i3 juin à la plus grande profondeur, et vers le i5 novembre et le io mai à la plus petite; ou autrement dit, les maxima sont arrivés à peu près 373 et 33g jours après le a 1 mars que l’on peut prendre pour le jour de l’équinoxe, et les minima, à peu près 84 et 5o jours après la même époque. Les temps fl et fl, étant comptés à partir de cette époque, et exprimés en fractions de l’année ,
5oa
oii aura donc
et si l’on désigne par V et ô',, ce que ces temps deviennent à la profondeur x1 , on aura aussi
I — fl- _ 84
En substituant successivement ces premières et ces dernières valeurs dans l’équation (27), et prenant toujours le mètre pour unité, on eu déduit
Ces deux résultats s’accordent d’une manière satisfaisante; en en prenant la moyenne , on a
pour la valeur numérique de b qui a lieu à Paris, et qui est rapportée, comme celle de a, à Tannée et au mètre pour unités de temps et de longueur.
Si nous faisons
H = 48*5o', Q = 0,66662, Q( = o,oo253,
dans l’équation d’où dépend la valeur de q , on en déduira
pour cette valeur à la latitude de Paris. D’après les valeurs de a et b on trouve aussi
er=i3“52', D= 1,44573, <^=17*34', D, = 1,62282.
Je substitue ces différentes valeurs dans la formule (24); je désigne par z' ce que z devient quand on change Jt en x'; on en déduit ensuite
2 = o,oo456, pour .r = 6**,497, z'=o,oo55t, pour a/ = 8", 121.
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Ayant ainsi désigné par 6' et 0,' ce que deviennent les temps 0 et 0, par ce changement de a: en x' , les équations (aa) donneront les valeurs de ces quatre quantités exprimées en fractions de l’année, ou bien en jours après les avoir multipliées par 365, a5. Cela étant, si l’on représente les nombres de jours écoulés depuis le ai mars jusqu’aux époques du maximum et du minimum , par y et y, à la profondeur x, et paryv et y ' à la profondeur x?, on aura
Or, d’après les observations citées plus haut , ces nombres sont
ce qui s’accorde d’une manière remarquable avec les résultats du calcul, puisque les différences entre les nombres calculés et observés, n’excèdent pas un ou deux jours en plus ou en moins, malgré la difficulté d’assigner d’une manière précise par l’observation, le jour du maximum ou du minimum. S’il était possible de déterminer ce jour avec exactitude, la moyenne de ces différences, divisée par 365,a5, serait la valeur de la quantité J1', déduite des équations (ai), en y faisant i=fO, ou, à très peu près, la valeur de
*Vln£; mais les différences dont il s’agit étant de très petites parties
du nombre 365, a5, on en peut conclure que la quantité A, doit être une très petite fraction de X , comme nous l’avons supposé. En général, les comparaisons que j’ai pu faire des résultats du calcul à ceux de l’observation, montrent que l’échange de chaleur rayonnante entre l’atmosphère et la terre , et le pouvoir refroidissant de l’air en contact avec le sol, que nous avons négligés, ont effectivement très peu d’influence sur les inégalités annuelles de la température de la terre.
Je mets actuellement dans l’équation (a3) les valeurs connues des constantes qu’elle renferme; puis j’y substitue successivement 6", 497 et a°,482, 8“,iai et i°,4i4> à k place de x et H; il en résulte deux équations , d’où l’on tire
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valeurs qui ne diffèrent pas sensiblement l’une de l’autre, et dont je
prends la moyenne
pour la température provenant de la chaleur solaire , en partie absorbée par la terre à Paris, après avoir traversé l'atmosphère.
Je substitue dans la formule (a5) cette dernière valeur de h , et les valeurs de toutes les autres constantes que cette formule renferme; en désignant par G' ce que la quantité G devient par le changement dex en x , on en déduit
G = ■ — o°,ooi33, pour x =6", 497,
G'= o°,ooa02, pour xf=8m, lai;
d’où il résulte qu’à chacune de ces deux profondeurs, la demi-somme des températures extrêmes de l’année ne diffère pas sensiblement de la température moyenne.
Il résulte aussi des observations de M. Arago, que l’excès du maximum sur le minimum annuel de température a été de 7", 800 à la profondeur de 3", 348, et qu’il s’est élevé à i3*,oi7 à celle de i",6a4; or, si l’on fait successivement, dans la formule (a3),
on en déduit
II = 7°, 649, H = i3“,4a5;
ce qui diffère peu des valeurs observées. Cet accord de ces deux observations avec la formule est une confirmation des valeurs numériques dea, b, h, qu’elles n’ont pas servi à déterminer.
(222). On fera coïncider l’expression de £” avec la formule (3), en prenant d’abord les multiples 1 , 2, 3, etc., de 4» pour les angles mt -f- «, m't -f- e', etc., c’est-à-dire, les multiples du nombre aw(565,a5), pourm, m ', etc., et ceux de aw(365,25)r, pour — t, t— etc. On fera, en outre
A = AV„ A' = AV„, A" = h\HI, etc.
Si l’on désigne ensuite par u" la partie de la température « à la profondeur x, qui renferme les inégalite'sdiurnes, et quel’on fasse, pour
abréger,
on aura, en vertu de la formule (4),
w" = ~ ” cos (4- — xea — F)
' + ’Ç* e ~ ” cos(a4 — ara* — «T) ^
+ -gy* e ~’xm ^ coe (34 — xo. v/5 —J'"’)
H- etc. ;
où l’on a fait
* + «\/î=D« cos JW, » v/î' = D«> sin/w, et, par conséquent,
D® as y/ b‘ -f- aèa> %/*+ ai'»*, pour un indice quelconque i.
D'après la valeur de d trouvée dans le numéro précédent, on a ai as 6,6ao5 1 ;
la valeur de l’exponentielle e~ ” est donc peu différente de o,ooi ; d’où il résulte qu’à un mètre de profondèur, la valeur de «" est déjà . très petite, et les inégalités diurnes peuvent être regardées comme insensibles, ou à très peu près.
A la surface où l’on a x 3= o , fa série (28) sera peu convergente ; il en faudra prendre un grand nombre de termes pour calculer les valeurs numériques de u"; et la loi des variations diurnes sera très compliquée. Mais à une distance peu considérable de la surface , ce calcul et cette loi seront beaucoup plus simples ; si l’on prend , par exemple, un demi-mètre au moins pour la profondeur x, on aura une expression de «/" suffisamment approchée en réduisant la série (28) à son premier terme; ce qui donne
u"=~-'e- ftfao*0' cos [4- — (3790 20') x — F],
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en observant qu'exprimée en degrés , la valeur de ta est
ta = (6,6ao5i) = 3-q»2o'.
Il résulte de là qu’à cette profondeur d’un demi-mètre et au-delà, le maximum de température de chaque journée aura lieu quand l’angle 4 — (379*30') x — J1' sera égal à zéro ou à 180% selon que la quantité V, sera positive ou négative. Le maximum et le minimum arriveront toujours à douze heures l’un de l’autre. Leurs époques seront les mêmes dans tous les lieux où les quantités a et b , et par suite l’angle S4 ont les mêmes valeurs; elles ne dépendront ni du jour de l'année, ni de la latitude du lieu de l'observation ; ou du moins, cette latitude et ce jour, en déterminant le signe de V,, ne pourront que changer l’heure du maximum dans celle du minimum, et réciproquement. A cause de
tang =
on a , d’après la valeur de ta en nombre et celle de b du numéro précédent ,
le maximum de température à la profondeur d’un demi-mètre , par exemple , arrivera donc lorsque l’angle horaire 4 aora P°ur valeur 23o*a6', ou 5o0a6', selon que la quantité V, sera positive ou négative, c’est-à-dire à environ huit heures et demi après-midi, ou trois heures et demie auparavant.
Si l’on appelle E l’excès du maximum sur le minimum , on aura, à cette même profondeur ,
MiS, — 3,3im6 I y e •
en employant toujours les valeurs précédentes de b et et, on aura d’ailleurs
et ensuite
D' = io,i38ot ;
E = ± (0,00761) AV
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On mettra dans cette valeur de E , à la place de V, , son expression , savoir (n* ai 3) :
V, = a sin 4, sin f* s*n y sin v
(4, -f- sin 4, cos 4,) cos f/, %/• — sin* y sin* v,
dans laquelle 4/ es1 un angle positif et aigu , ou qui ne surpasse pas 90”, et qui est déterminé par l’équation (1a). Il en résulte que cette différence E des températures extrêmes d’une même journée varie avec la latitude fx du lieu de l’observation et avec la longitude v du soleil.
Aux équinoxes, on a
sin y = o, 4/ — ?*> V, = {-rcosfx, et par conséquent,
E as (■■jr,(o,oo76i)Aças^.
La valeur de E est donc la même à ces deux époques. A Paris, on a
A l’équateur cette valeur est moins petite, à cause de cos/*= 1, et parce que la valeur de h doit surpasser celle qui a lieu partout ailleurs (n* aao).
La différence E n’est pas la même àux deux solstices, excepté à l’équateur. A ces époques , on a
sin v = dfc 1 , cos 4, = =T= tang u tang y ;
les signes supérieurs ayant lieu dans lë cas du solstice d’été boréal , et les signes inferieurs quand il s’agit du solstice d’hiver. Si l’on fait
y = a3«a8', fi = 48’5°', h = 35*, 924, on en déduira
au solstice d'été et à Paris; et
i,5aa4, E = o*,4>6,
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au solstice d’hiver et dans le même lieu.
Quelle que soit la longitude v du soleil , on a , à l’équateur,
/jl = o, 4/ — i7r> V, — i7r V*1 — sin* > sm**^ ;
il en résulte donc ,
E = j il (0,00761) h \/ 1 — sin* y sin* v ;
par conséquent, la plus grande valeur de E a lieu aux équinoxes et la plus petite aux solstices, où elle est diminuée dans le rapport de cos y à l’unité.
(aa3). Dans son voyage aux Cordillières, M. Boussingault a observé (*) qu’à l’équateur et à diverses hauteurs au-dessus du niveau des mers, la température de la terre, à de très petites distances de la surface, telles qu’à un quart on un tiers de mètre, est sensiblement la même , aux différentes heures du jour et aux différens jours de l’année. 11 a reconnu , en outre, que cette température constante diffère très peu de la moyenne des températures marquées, pendant l’année, par un thermomètre exposé à l’ombre et à l’air libre, au-dessus de la surface du sol ; et cette remarque lui a fourni un moyen très simple de déterminer la température climatérique des différens lieux qu’il a parcourus. Toutes ses observations de la chaleur de la terre , près de sa surface , ont été faites dans des lieux abrités du soleil ; circonstance à laquelle il faut attribuer la disparition complète des petites inégalités de la température ; car d’après la valeur précédente de E, qui lépond à une profondeur d’un demi-mètre et à des lieux découverts, les inégalités diurnes ne doivent pas être tout-à-fait insensibles à des profondeurs encore moindres. Quant aux inégalités annuelles, leurs amplitudes sont beaucoup moindres à l'équateur qu’en des lieux dont la latitude n’est pas très petite.
En effet, pour ju — o comme pour toute autre valeur de fi, tous
(*) Annales de Phjrsique el de Chimie, tome LUT.
les termes de la série (io), à partir du second, sont toujours très petits, à cause des coelïiciens Q, , Q,,, Q,<( , etc.; mais, de plus, pour ft. = o , le premier terme de cette série est aussi très petit , et ce n’est qu'à raison de l’excentricité a de l’orbite du soleil que ce terme conserve une petite valeur, beaucoup inférieure à celle qui répond, par exemple, à la latitude de Paris.
Pour comparer à cette latitude et à l’équateur, les différences de la plus grande à la plus petite température de l’année , qui ont lieu à uue même profondeur x et dans un même terrain , et qui proviennent du terme principal de la série (20) , je fais, dans l’équation (a5), • ' ■
et successivement
fx = 48* 5o' et Q = 0,6666a ,
ft. = o et Q sa o,g5gio.
En désignant par A, et par — H, ce que deviennent , dans le second cas, h et H qui répondront au premier, on trouve
II = (o,655gi)Ae “ , II, = (0,047 16) Ae “ »
ce qui montre qu’abstraction faite de la différence qui peutexister eutre les températures h et A, , la valeur de H serait à celle de H, à peu près dans le rapport de 14 à 1.
En prenant pour h sa valeur précédemment trouvée A= 35°,ga4, et faisant x = o, on a H = a5°,563 pour l’excès de la plus grande température de l’année sur la plus petite , à Paris et à la surface même de la terre. On peut remarquer que cet excès Surpasse de près de moitié la différence i8*,7g — i*,ga, des températures des mois de juillet et janvier, marquées par le thermomètre suspendu dans l’air (n* 204) ; ce qui n’empêche pas que la moyenne des températures qu’il indique pendant l'année entière, ne diffère très peu de celle de la surface.
Si l’on prend aussi A, = 35°, 924, et que l’on fasse de même x =0, on aura H,= >°.6g 4; mais il faut observer que cette quantité, déjà peu considérable, peut être rendue encore beaucoup moindre, par
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la diminution de la température ht , dans les lieux abrités du soleil
pendant toute l'année.
(aa4). J’appelle maintenant «, la température moyenne de la terre à la distance x de sa surface , c’est-à-dire la partie de la valeur de u indépendante de inégalités diurnes et annuelles, et qui ne peut éprouver, sur une verticale et à une profondeur déterminées, que des variations extrêmement lentes. Cela suppose, toutefois, quand on détermine ut par l’observation, que l'on prend pour. sa valeur la moyenne des températures de plusieurs années consécutives, afin de la rendre aussi indépendante des variations irrégulières de la chaleur solaire, qui ont lieu d’une année à une autre (n® 187).
La valeur complète de se compose de la température moyenne extérieure d'une partie proportionnelle à x, provenant des inégalités séculaires de Ç, (n* 184), et que je désignerai par g,x; d’une autre partie également proportionnelle à x, que l’on a désignée par gx dans la formule (j), et qui proviendra , soit des variations de la température de l’espace , soit de la chaleur initiale de la terre , si l'on suppose cette chaleur d'origine encore sensible à l’époque actuelle près de la surface du globe ; du premier terme de cette même formule qui doit toujours être équivalent à £g; enfin delà fonction dex
que l’on a représentée par w dans le n° 194. La quantité Ç, se composant aussi de deux parties , £ et AQ (n° a 1 8) , on aura donc
u, = ? -+• g,x + gx + -+- w.
Le coefficient Q du second terme variera uniquement , à raison de l'obliquité de l’écliptique y, qui entre dans son expression. Pour en calculer la valeur, on pourra, pendant plusieurs siècles , avant ou après l’époque actuelle, supposer l'augmentation ou la diminution de y proportionnelle au temps, ou prendre pour l’angle y sa valeur actuelle, augmentée ou diminuée du produit (0", 4-5 69)* , dans lequel le temps t est toujours exprimé en années. Mais celte valeur approchée de y ne suffirait pas pour déduire de Q la valeur de g,. En effet, le terme g(x de u, ne dépend pas seulement des variations de l'obliquité de l’écliptique qui ont eu lieu depuis quelques siècles ; elle dépend de la grandeur et de la loi de scs variations pendant toute la durée de leur période; pour déterminer la valeur
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de g(, il faudrait donc employer dans celle de Q, l'expression de y en sinus et cosinus d’angles qui varient très lentement ; expression qui n’est pas connue dans l’état actuel de la science , et dont l’obliquité qui a lieu maintenant, augmentée et diminuée de (o",456g)f, n’est qu’une valeur approchée. Nous ne pouvons donc pas calculer la quantité g,; dans la formule précédente, cette quantité s’ajoutera S g et formera une petite partie du coefficient de x, que l’on détermine en chaque lieu par l’observation.
La quantité £ que contient la valeur de w donnée par la formule (5)
étant égale à — (n° i85) , elle se réduira à l’unité, en négli-
géant, comme plus haut, A, par rapport à A. Je mets, en outre, dans cette formule (5) , pour le nombre m et pour le coefficient A., ceux qui répondent à la principale inégalité de la température extérieure, et qui sont (n* a 19)
m = 27r , A == A(;flrsin/t*siny. — a*Q) ;
puis je substitue l’expression de w qui en résulte dans la valeur de u, : en supprimant de cette valeur la quantité g,, désignant par D la même quantité que dans la formule (ao), et faisant, pour abréger,
n = & — f -irsin^siny — a*Qj ,
nous aurons
= ? + fiQ. 4- \g (1 + bx) — nfte ‘ • (39)
Dans cette valeur de ut , la quantité h est une température qui pourrait être exprimée en degrés d’un thermomètre quelconque , pourvu que ce fût le même que pour les températures h, g, % ; mais dans la valeur de n, la quantité h exprime on nombre abstrait, égal au nombre des degrés du thermomètre centigrade, compris dans la température h. Il suit des valeurs trouvées pour a, b, h, qu’à une profondeur de 7 à 8 mètres , le dernier terme de la formule précédente ne s’élève plus à o°,oi; de sorte qu’à cette distance de la surface, et au-delà, la température de la terre est sensiblement la même que si la conductibilité de la matière en était indépendante.
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La température £ , 'provenant de la chaleur atmosphérique et de la chaleur stellaire , devrait être déterminée au moyen de l'équation (io); mais les données physiques nous manquant pour cette détermination, j’éliminerai g de la dernière formule, au moyen d’une valeur de la température observée à la profondeur d’une vingtaine de mètres, on au-delà. Soit donc R la température de la terre, à une distance r de sa surface, pour laquelle les inégalités diurnes et annuelles, et par conséquent aussi le dernier terme de l'expression de u,, sont insensibles; nous aurons
R = 0 -f- AQ + £g(i ■+■ br ), (3o)
puisqu’à une telle distance la température observée ne diffère pas de la température moyenne ur Par l'élimination de g entre cette équation et la précédente , il en résultera
«, = R — g(r—*x) — nhe “ , (Si)
pour l’expression de la température moyenne à une profondeur quelconque x.
En faisant x — o dans cette dernière formule , on aura «, = R — gr — nh ,
pour la température moyenne de la surface de la terre, en un lieu dont la latitude « n’excède pas 90” — y ; laquelle température parait être , d’après la remarque du n* 307 , très peu différente de la température climatérique dans le même lien.
A Paris, on a
g = o*,oa8i , h = 55*,ga4 ; ’
en faisant aussi
y s= 33*28', = 48°5o', * sa 0,01681, Q =s 0,6666a,
et prenant pour r et R la profondeur et la température des caves de l’Observatoire, savoir :
r ss 38", R = 11 *,854,
on trouve '
nh = o°,a67a ;
puis il en résulte
u( = io°,78o;
ce qui ne diffère effectivement que de o*,o4a de la moyenne des températures marquées par le thermomètre de l’Observatoire exposé à Pair libre etâ l'ombre pendant près de vingt années (n" 187).
(aa5). Si l'on réunit actuellement les valeurs de u', u", on aura l’expression complète de la température u de la terre, sur une verticale déterminée, à une profondeur donnée a:, et au bout d’un temps t aussi donné. A une profondeur d’environ un mètre ou au-delà, {es inégalités diurnes auront disparu , et la valeur de u sera réduite à
à une distance de la surface encore plus grande, et d’environ une vingtaine de mètres ou au-delà ,1e terme «' disparaîtra également; en sorte que la température moyenne ut , ne différera plus sensiblement de u. Toutefois, on ne doit pas oublier que dans la formule (29), qui exprime la valeur de ul , la profondeur x est toujours une très petite partie du rayon de la terre, moindre qu’un centième de ce rayon par exemple ; à de plus grandes distances de sa surface, au-delà, par conséquent, des profondeurs accessibles, le troisième terme de cette formule ne croîtrait plus proportionnellement à x ; le second terme h Q variant d’un point à un autre de la surface, soit à raison de h, soit à cause de Q, il devrait être remplacé par nn terme dépendant de or et de la loi de cette variation (n° 175); et il en serait de même à l’égard du premier terme £, s’il varie également d’un point de la surface à un autre.
Je prends la formule (3i) pour la valeur de et la formule (20), réduite à sesdeux premiers termes, pour celle de u; je fais, pour abréger,
R — gr = N,
wsin^sin* — 2aQ) = P, ,
g- (va sin u sin> + Q() = P,;
il en résultera
irj/g
u — N -f- gx — nhe "
-+- P he a sin(27r/ — — /)
rVri —
-f-P,Ae “ cos(47T« — X~~~ — <?,)>
pour la température de la terre au bout d'un temps t exprimé en fraction de l’année et compté du jour de l’équinoxe du printemps, et à une profondeur x exprimée en mètres et plus grande que l’unité ; relativenient à une distance de la surface moindre qu'un mètre, cette formule exprimera seulement la température moyenne de la journée qui répond au temps t.
(326). Si l’on veut connaître la température distincte de u, correspondante aussi à la profondeur x et au temps t, et marquée , comme on l’a dit plus haut (ta* 221), sur la partie extérieure de la tige d’un thermomètre dont la boule est enfoncée à cette profondeur, on la déterminera de la manière suivante.
A la température zéro, soient B le volume du liquide contenu dans la boule, et B<? celui de la portion du même liquide renfermée dans chaque portion d'un mètre de longueur, de la tige supposée cylindrique. Soit aussi A, la petite dilatation du liquide pour chaque degré de température. Le premier "volume B deviendra (1 -f- Am) B à la température n , et aura ainsi augmenté de la quantité BAh. A l’époque où la température de la boule sera devenue u, c’est-à-dire au bout du temps t,' appelons Z la température de la tige à une profondeur s; le volume de la portion du liquide, située à celle profondeur, dont la longueur inGuimcnt petite est dz , deviendra aussi (1 ■+■ XZ)B£dz à cette même époque , et aura donc augmenté de BSxZds; par conséquent , le volume de tout le liquide qui était contenu dans la tige à la température zéro, se trouvera augmenté d’une quantité égale à
R£à y°0 Zdz, en même temps que celui de la boule aura éprouvé l’augmentation B Am ; et si l’on fait abstraction de la dilatation de l’enveloppe ou de la partie solide du thermomètre, la somme de ces deux quanti-
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lés exprimera le volume du liquide qui passera dans la partie extérieure de la tige, pendant que les températures de tous les points de l'instrument s’élèveront de zéro à celles qu’ils ont au bout du temps t. Cette somme divisée par B ( i —J— <?.r) qui est le volume total du liquide à la température zéro, et aussi par la dilatation A , sera donc , au même instant, la mesure de la température roàrquée sur l’échelle extérieure; de sorte qu’en désignant par i’ cette température variable , on aura
u Z f Zdt
! + Zx
Si l’on suppose maintenant que v soit la température moyenne de la, journée , il faudra prendre pour u la formule (3a), et pour Z ce que cette formule devient quand on y met z au lieu de x. En y changeant les sinus et cosinus en exponentielles imaginaires, on a
Z s= N 4- gz — nhe “
« f -^(.+V=i)+{irw)
+iP(ALe * ■ +• - \ J*
d’où l’on déduit
en faisant, pour abréger,
-L=pr(, _ (• +
iy—i
-j=j\ (.-V-V “ -<nv=î> a ; c
^7- r, r(, _ v-— ,)en«-«v-+(,+v/^) 'jv-j
_;_pr
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oui ce qui est la même chose, '
X = P [sin (a irt — J') — cos(a7rt — & )]
— P^sin^airt — ^ ) — cos^airï — e “
•+■ p= P, [sin (4^ — J',) + cos (4^ — /,)]
“v^PCsi0( ^/)+c°s(4^«— — <P,]e
Cela étant, nous aurons finalement
K.+£r)=«+NC*+iS«*--f^(> -«■)+£*, X,
pour l’équation qui fera connaître la valeur de v d’après celle de u que donne la formule (5a). r ».
A la profondeur x , où les exponentielles contenues dans le second membre de cette équation ont des valeurs très petites que l’on peut négliger, on aura simplement
w I ffi1' nhc^
+ [sin (aTrt — J') — cos (a vrt— <f)]
+ ~(~ZT^77Z= [®in(4^ — /,)+ cos(47rt — J1)];
en sorte que pour cette distance à la surface, la température v mesurée sur l’échelle extérieure du thermomètre, éprouvera encore des inégalités annuelles, quoique la température u n’en éprouve plus aucune. A une profondeur encore plus considérable, où le produit Sx sera devenu un très grand nombre , cette dernière valeur de v pourra être réduite à ^
v = N + gx -,
ce qui montre que l’accroissement uniforme de température , qui a
lieu à de grandes distances de la surface , ne paraîtrait être que moitié de ce qu’il est réellement, si on le déterminait d’après les indications qui auraient lieu sur les éehellesde plusieurs thermomètres enfoncés à différentes profondeurs.
(337). Il ne me reste plus qu a exposer quelques notions sur les températures moyennes des différentes parties. du globe, sur celles des diverses régions du ciel, et sur la température de l’espace, dans le lieu où la terre se trouve actuellement, par suite du mouvement de notre système planétaire.
D’après l’équation (39), la température moyenne en chaque point de la surface de la terre, c’est-à-dire, la valeur de qui répond à x = o, est
«, = £ + AQ + i g — nh. (33)
Le coefficient n du dernier terme est une fonction différente de la latitude fi, selon que n surpasse le complément de y, ou est moindre. Ce terme provient de ce que la conductibilité de la matière du terrein près de la surface, varie suivant une loi qui est liée à celle du rayonnement extérieur (n* 55). A Paris, on a
' nh = o°,26y2 ,
de sorte que la température moyenne est moins élevée d’à peu près un quart de degré, quelle ne serait, toute chose d ailleurs égale, dans l’hypothèse d’uneconductibüité constante. A l’équateur. Cette différence* est beaucoup moindre, et presque insensible; en faisant «■» — 0 dans 1 expression de n du n° 334 , il en résulte
quantité qui ne s’élèverait pas à un centième de degré, lors même que la température h serait double de cfe qu’elle est à Paris.
Le terme 'g peut varier d’un point à un autre; sa valeur numérique doit être déterminée en particulier pour chaque localité ; a Pans, elle est de o*,03Ô6 (n* 193); et il. n’y. a pas lien "de pen-
5iS- THÉORIE MATHÉMATIQUE
ser qu’elle soit- beaucoup plus grande en d'autres points du globe. Ce terme provient de l’accroissement de température dans le sens de la profoudeur, résultent, soit de la température initiale de la terre, s’il en reste, encore quelque trace près de sa surface, soit des inégalités séculaires de la température extérieure produite par la variation de l’écliptique, soit enfin des variations de la température de l’espace, sur la route de notre système planétaire.
Les deux facteurs h et Q dù second terme de la formule (33) varient d’un point à un autre de la surface; en sorte que les températures moyennes de ses différentes parties sont inégalement augmentées par la chaleur solaire. A Taris, on a
Q = o,G66Ga, h = 35%g24, AQ = 23', 948,
c’est-à-dire que la chaleur solaire y augmente, la température moyenne de près de 24* , ou d’une quantité un peu plus grande que l’excès de la plus haute sur la plus basse température de l’année (n* 223). La valeur de Q à l’équateur est
et puisque , pour un même terrein , la température h doit être plus grande qu’à notre latitude, il s’ensuit qu’à l’équateur la chaleur solaire élève la température moyenne de plus de 35*. Le terme de la formule (18), indépendant de la longitude du soleil , étant égal à h siu y , il s’ensuit qu’au pôle le terme de la température moyenne provenant de la chaleur solaire a /rainy- pour valeur; pour un même terrein , et à raison seulement de ce que les rayons solaires, pour arriver au pôle, éprouvent une plus- grande absorption dans l’atmosphère, la température h doit y être moindre que partout ailleurs; à cause de siny = o,3g8, l’augmentation de la température moyenne qu’ils y produisent doit donc être moindre qu’environ 14*.
A des latitudes égales, de part et d’autre de l’équatenr, la quantité Q a la même valeur; -la valeur de h serait aussi la même pour des terreins de même nature ; mais elle peut être différente , à raison du facteur ^-j-, ou simplement - , qui entre dans son expression et qui représente, pour une surface donnée, le rapport de la faculté d’ab-
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sorber la chaleur solaire à la faculté d émettre la chaleur rayonnante en général. Or, l’expérience montre que si deux corps ont des pouvoirs rayonnans inégaux, c’est celui pour lequel il est le plus grand, qui s’échauffe le plus, lorsqu'on les expose tous les deux aux rayons du soleil ; d’où l’on peut conclure que c’est aussi pour ce corps
que le rapport j a la plus grande valeur, du moins quand on fait abstraction , comme dans l’expression de k , du pouvoir refroidissant de l’air en contact avec la surface (n* 20a).
Cela étant, la quantité \ qui mesure le pouvoir rayonnant, est généralement moindre de l’autre côté de l’équateur que de notre côté, parce que l’étendue des mers est plus grande dans 1 hémisphère austral, et que le pouvoir rayonnant de. la mer est moindre que celui de la terre ferme. C’est donc aussi dans l’hcmisphèrc austral que le rapport
*• et par suite la température h ont les plus petites valeurs moyennes;
par conséquent, sur des parallèles egalement éloignés de l’équateur dans les deux hémisphères, le terme AQ de la formule (35) a la plus petite valeur moyenne dans l’hémisphère austral ; ce qui est une cause de décroissement plus rapide de chaleur eu allant de l’équateur au pôle dans cet hémisphère, conformément aux observations, et de. sa température moyenne moindre que celle de l'hémisphère. boréal. Une inégalité dans les quantités de chaleur rayonnante que les étoiles envoient dans un même temps aux deux hémisphères peut aussi contribuer, ainsi que nous lavons dit précédemment (n° 200), à la différence de leurs températures moyennes; mais nous ignorons si cette inégalité de chaleur stellaire est sensible, et à .laquellc des deux parties du globe , elle est favorable ou côntraire.
Quant au premier terme £ de la formule (33), qui provient de la chaleur stellaire et de la chaleur atmosphérique, sa valeur devrait être déterminée au moyen de l’équation (5o) ; mais nous avons déjà remarqué que l’on manque des données sur la constitution de l’atmosphère et sur les températures des diverses régious du eiel, nécessaires à cette détermination. Au lieu d’employer la valeur de pour calculer la température moyenne ut , il faudra donc, au contraire, déduire cette valeur de celle de u,, qui est donnée par l’observation, ou bien, de la température invariable quia lieu à une distance connue de la surface,
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diminuée de l'accroissement correspondant à cette profondeur. Si l’on substitue, par exemple, dans l’équation (3o), les valeurs que l’on a trouvées pour Paris, et que l’on prenne, comme plus haut, pour R et r la température et la profondeur des caves de l’Observatoire, c'est-à-dire, si l’on fait, dans cette équation,
AQ= a3*,ç)48, gg = o\026G, gr = o‘, 7868r R=n*,834, on eu déduira
de sorte qu’à Paris la température Ç est, à très peu près, de 1 5* au-dessous de zéro. Elle résulte de l’échange de chaleur, soit entre la terre et la portion de l’atmosphère située au-dessus de l’horizon de cette ville, soit entre la terre et toutes les étoiles qui passent en un jour sidéral au-dessus de cet horizon. I,a partie provenant de l’atmosphère ne nous est pas connue; nous pouvons seulement présumer quelle est négative, comme la valeur entière de £ ; car, dans la plus grande portion de l’atmosphère , la température de l’air est négative ; et quoique cette portion soit celle où la densité est la plus faible, on peut croire cependant , que cette portion la plus froide et la moins dense, est prépondérante, à cause de sa plus grande étendue, dans l’écbange de chaleur avec la terre. Cela étant , l’autre partie de Ç, qui provient de la chaleur stellaire, après qu’elle a traversé successivement l’éther et l’atmosphère, doit être une température plus élevée que — i3* j et elle serait même positive, si la partie de £ provenant de l’atmosphère était plus basse que — i3°; ce qui n’est pas probable.
La quantité a relative à la nature du terrein entrant semblablement dans les deux membres de l’équation (10), il s’ensuit que si elle varie dans un rapport quelconque, en passant d’un point à un autre de la surface, la valeur de Ç ne changera pas. Cette température sera généralement la même pour tous les points d’un même parallèle; mais elle pourra varier avec la latitude, soit à cause de la constitution différente de l’atmosphère au-dessus de l’horizon, soit à raison de l’inégalité de température des diverses régions du ciel. Pour en déterminer la valeur à l’équateur, je suppose qu’en ce lieu , comme en d’autres points du globe (n°207), la température moyenne de la surface
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diffère peu de la température climatérique ; et celle-ci étant de 27*, 5 à l’équateur, je prends 27*, 5 pour la valeur de w(, ou plus simplement, pour l’excès de sa- valeur sur celle des deux derniers termes de la formule (33); en y mettant aussi pour Q sa valeur relative à l’équateur, on en déduit
en sorte que cette température £ sera plus ou moins élevée que celle qui répond à notre latitude, selon qu’à l'équateur la température h sera plus haute ou plus basse qu’environ 42'. Au pôle , si l’on suppose toujours que la température moyenne de la surface s’écarte peu de la température climatérique, que l’on prenne pour celle-ci environ — 180 que donne la formule de M. Brcwslcr, et, comme plus haut, h si 11 y pour le terme AQ de la formule (33), on aura, abstraction faite de ses deux derniers termes ,
Ç = — 18“ — Asiu^;
température évidemment plus basse que celle qui a lieu sur le parallèle de Paris. * ,
(228). La température de l’espace, que nous avons encore à considérer, résulte de la chaleur rayonnante, émanée des étoiles et modifiée par l’absorption qu’élle éprouve eu traversant l’éther. Quelle que soit la variation d’intensité de la chaleur stellaire, en passant d’une direction à une autre autour d'un point douné, la température de l'espace en ce point est donc celle que marquerait un thermomètre d’un très petit volume, qui y serait placé et qu'on supposerait abrité du soleil. Si une sphère solide et eu repos, d’un très grand diamètre, comme celui de la terre, par exemple, a son ccutre C au point donné, et si l’on suppose d’abord l'intensité de la chaleur stellaire qui tombe sur chaque élément de la surface, égale dans toute son. étendue, cette sphère, que j’appellerai A, preudra, après an temps convenable, une température égale dans toute sa masse , qui sera encore la température dé l’espace au point C. Au' contraire, si l’intensité de la chaleur incidente varie d’un point à un autre de la surface de -A , la sphère se trouvera dans le même cas que si elle était soumise à une température extérieure constante par rapport au
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temps, mais variable à sa superficie. Les températures finales des points de cette surface seront donc égales aux températures extérieures qui leur correspondent , et la température centrale sera la moyenne de toutes ces températures finales (n° 177), ou, autrement dit, elle sera la même que si la quantité donnée de chaleur rayonnante, venue des étoiles, était distribuée uniformément sur toute la surface de A ; par conséquent, ce sera toujours la température de son ccutrc C qui marquera la température de l’espace. On pourra preudre la terre, pour cette sphère A, pourvu que, dans l'évaluation des températures moyennes de sa surface, ou n’ait point égard à l'action calorifique du soleil, ni à l’influence de l’atmosphère.
Cela posé, pour calculer la température de l'espace d’après les observations faites à la surface de la terre ou à de petites profondeurs, il faudrait donc déterminer d’abord la valeur de la température £, pour chaque point de cette surface, ou du moins pour chaque parallèle, comme nous venons de le faire pour le parallèle de Paris; on retrancherait ensuite, de cette valeur, la partie de £ qui provient de la chaleur atmosphérique , et qui ne nous est pas connue; p.uis de la température restante, et qui se rapporterait à la surface de la terre, il resterait à conclure ce qu’elle serait à la limite de l’atmosphère; ce qui exigerait que l’on connut la loi de l'absorption de la chaleur dans cette masse fluide. Ces opérations successives étant effectuées, si elles étaient praticables , je désigne par X ta température qui en résulterait, et .qui varierait dùm point à un autre delà surface; je représente par dff l'élément différentiel de cette surface, et par l son rayon moyen; enfin, j’appelle E la température de l'espace au lieu que la terre occupe actuellement. Nous aurons
l’intégrale s’étendant à la surface entière du globe.
On voit par là que nous manquons des données nécessaires pour évaluer la température de l'espace avec quelque précision. Cependant, pour nousen former une idée, et savoir si elle est beaucoup au-dessous de zéro , ou si , au contraire , elle ne serait pas au-dessus , je ferai abstraction de l’absorption que la chaleur stellaire éprouve dans
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l'atmosphère, je supposerai qu’elle tombe en égale quantité sur tous les élémens-de la surface du globe, et je négligerai la partie de la température £ qui provient delà chaleur atmosphérique, c’est-à-dire que je supposerai cette partie nulle ou très petite, par une sorte de compensation entre la portion de l’atmosphère la plus dense, où la température est positive, et la portion la moins dense etla plus étendue, où la température est négative. De cette manière , X sera une température constante, et l’on pourra prendre, pour sa valeur, celle de £quc nous avons calculée pour Paris d’après des données exactes; on aura alors X = — 1 5*, et par conséquent aussi E= — 1 5*. L'influence de la chaleur atmosphérique, que nous négligeons, augmenterait sans doute la valeur de X, et rapprocherait de zéro celle de E; toutefois, il ne me semble pasquecette augmentation puisse être telle que la température de l’espace soit positive.
Au reste, quelle que soit la valeur de E,on ne doit pas oublier que cette température varie sur la route que suit notre système planétaire dans l’espace, et que si elle diffère peu de zéro au lieu où il se trouve actuellement, il y a eu et il y aura d’autres époques pour lesquelles elle peut être d’un grand nombre de degrés, en plus ou en moins. C’est à ces grandes variations de la température E que j’ai attribué l’accroissement de chaleur de la terre observé sur chaque verticale, dans le sens de la profondeur (n* ig6). Quoique ces variations soient extrêmement lentes, elles ne le sont sans doute point assez pour que leur influence s’étende à de très grandes distances de la surface et jusqu'au centre du globe; elles ne produisent que des inégalités insensibles à ces grandes profondeur S, dont les périodes comprennent de très grands nombres de siècles, ainsi qu’on l’a vu dans l’exemple du n* 197.
Pour déterminer l’influence de la température de l'espace sur celle du centre de la terre , il faudrait connaître les valeurs successives de E sur une immense longueur de la route de notre système planétaire avant l’époque actuelle, c’est-à-dire, pendaut un temps encore beaucoup plus long que les intervalles des maocima et miflima alternatifsde cette température, et qui en comprit un très- grand nombre : la moyenne de ces valeurs de E serait la température actuelle du centre de la terre, en supposant qu’elle eût perdu toute sa chaleur d'origine, et abstraction faite de la partie de cette température qui- peut être due
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à l’action calorifique du soleil. Quant à cette dernière partie, si l’on suppose que la chaleur solaire ait toujours été la même , ou, du moins, quelle n’ait pas varié, pendant le temps immense qui est nécessaire pour que cette chaleur ait pénétré dans toute la masse de la terre etjusqu a son centre, on la déterminera en remplaçant dans l'intégrale précédente la quantité X Par 1® partie AQ de la température moyenne extérieure. Pour effectuer l’intégration , il faudrait connaître la valeur de h pour tous les points de la surface du globe , et employer deux expressions différentes de Q en fonctions de la latitude u» l’une depuis U = o jusqu’à ft=go° — y , l’autre depuis ju=go°— y jusqu’à /*= 90' (n* 317). Dans le cas ou l'obliquité y de l'écliptique est nulle, on a simplement Q = cosu pour toutes les valeurs de u; et si l’on suppose, en outre, la température A constante et égale à 55°, 934 1 comme à Paris, il en résulte t(55”,ga4), ou à peu près 18°, ponr la quantité dont la chaleur solaire augmente la température centrale de la terre.
NOTE I", relative à F équation du mouvement de Ut chaleur dans F intérieur des corps.
Suit m une partie matérielle, de grandeur insensible, appartenant à un corps, homogène ou hétérogène, solide ou liquide , en repos ou en mouvement. Au bout du temps quelconque t, représentons par x,y, s, les trois coordonnées rectangulaires d’un point M de m , par u la température qui répond à ce point , par k la conductibilité de la matière de A en ce même point M, par v et f le volume et la densité de m , de sorte qu’on ait ni = pu. Si l’ou désigne par hvdl l’augmentation de chaleur de m pendant l’instant dl , qui résulte des échanges entre m et 1rs parties environnantes de A , on aura , d’après ce quo j’ai trouvé dans le n" 49 ,
d.kÿ d.kp h = jl + j-JL
dx + dx
d.iÿ
di dz ’
en supposant insensible l’étendue du rayonnement intérieur , mais néanmoins ex* trément grande , eu égard aux dimensions de m, et le point M situé à une distance sensible de la surface de A.
Cette augmentation instantanée de chaleur hvdl, provenant de l’action mutuelle de m et des parties circonvoisines de A , ne dépend que de leur disposition respective à la fin du temps t, et nullement des positions qu'elles pourront occuper l’instant d’après, par suite des mouvemens produits dans A , soit par l’inégalité de température de ses différens points, soit par toute autre cause. Son expression est donc esscnliellemrnt la même pour un corps en repos et pour un corps en mouvement , pour un liquidée! pour un solide. Cest ainsi, par exemple, que dans le problème du flux et du reflux , on calcule il un instant quelconque , l’attraction de la mer sur chacun de ses points, comme si la masse entière était solide à cet instant, et indépendamment des mouvemens que cette attraction et d’autres causes pourront produire.
Pour former l'équation du mouveipent général de chaleur , il ne s’agit donc que d’égaler cette expression de hvdl à l’augmentation de chaleur de m , qui répond effectivement, d'après sa chaleur spécifique , à l’accroissement du de sa température pendant l’instant dl. Mais pour la même matière, la chaleur spécilique a des valeurs différentes .selon qu’en augmentant la température d’un degré, par exemple, on laisse cette matière sc dilater librement en tous sens, ou qu’on empêche, en tout ou en partie, son extension d’avoir lieu. Dans les gax, la dilatation et la
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pression étant égales en tous sens autour (!e chaque point, il s'ensuit qu’il n'y a que iléus chaleurs spécifiques à déterminer , l’une £ volume constpnl, l’autre à pression constante; leurs valeurs étant connues par l’expérience, on en déduit aisément l’augmentation de chaleur qui a iieu lorsque le volume et la pression varient en même temps On peut admettre qn’il en est de même, et pour la même raison, dans les liquides, mais non pas dans les corps solides. Supposons, pour fixer les idées, que A soit un cylindre homogène qui ait partout la même température , et dont le poids sera pris pour unité. Supposons aussi qu’on y introduise une quantité de chaleur, qui s’y distribue uniformément , et qui augmente d’un degré la températeure de tous scs points. Si ce corps est placé dans l’air, dont la pression est constante et la même suV toute sa surface, il se dilatera également dans toutes scs dimensions; et en désignant par y la quantité de chaleur introduite, V sera la chaleur spécifique à pression constante. Si au contraire, ce même corps est contenu de toutes parts dans une enveloppe inflexible, il conservera sa forme et son volume; et y/ étant alors la quantité de chaleur introduite, elle exprimera la chaleur Spécifique de A à volume constant. Le rapport de yi y surpassera toujours l’unité. Mais quand le cylindre A sera renfermé dans un autre cylindre inflexible et de même diamètre, il s'allongera sans s'étendre transversalement; il exercera une forte pression contre l’enveloppe latérale; scs molécules situées sur une parallèle à son axe seront plus écartées les unes des autres, que celles qui appartiennent à upc section perpendiculaire à cette droite; pour les maintenir à une distance inégale, la quantité de chaleur introduite devra être différente de y et de y’; on ne voit pas non plus comment on pourrait la déduire de ces deux quantités ; et il faudra encore recourir à l'expérience pour la déterminer. Si A était un liquide contenu dans un vase cylindrique, il a'allongerailcncore par l’effet de l’addition de chaleur; l'intervalle moyeu des molécules deviendrait plus grand; mais il serait égal en tous sens autour de chaque poiut, et la pression, aussi égale en tous sens, serait la même qu’avant l’addition de chaleur; par conséquent, la quantité de chaleur introduite strail alors la chaleur spécifique à pression constante. A cet égard, la différence entre les solides cl les liquides provieut de ce que , dans les liquides parfaits, comme dans les gax, la forme de leurs molécules aux distances où elles sont les unes des autres, n’influe pas sur leur action mutuelle, en sorte qu’il n’existe aucune force qui puisse les maintenir dans un état où elles seraient plus resserrées dans un sens que dans un autre autour d’un même point ; tandis que dans les solides et dans les liquides Tisqucux , la force qui produit cet effet est celle qui provient de l'influence de la forme snr l’action réciproque des molécules.
Pendant qu’un corps solide s'échauffe on se refroidit, chacuue de ses parties, telles que m , éprouve généralement des pressions inégales en des sens différens, et sus dimensions varient inégalement durant l'instant <f<; il se peut que m se dilate dans un sens, et se contracte, en même temps, suivant une autre direction; nous ne pourrions donc pas former l'expression générale de l’accroissement de chaleur
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de m correspondant à l’augmcntalion du de sa température, et qui devra être égaléeà hvdf, toutefois , il ne sera pas inutile de donner ici cette expression pour le cas particulier où la partie m se dilate également en tous sens, et où, en même temps, la pression qu’elle éprouve varie aussi également suivant toutes les directions. Ce cas aura lieu rarement dans les solides; mais ce sera toujours celui des fluides sans viscosité sensible.
Soit p la pression égale en tous sens que m“éprouve au bout du temps (, lorsque son volume et sa température sont e et u. 11 s’agira de déterminer la quantité de chaleur qu’on doit introduire dans m , pour que cétte' pression , ce volume et celte densité deviennent simultanément/; -f- dp, o-J-s/v , u -f- du , au bout du temps t -f- dt. Supposons d’abord que la pression p ne changé pas; et soit alors idt l’augmentation de température qui répondra à l’accroissement dv du volume; l’accroissemcot de chaleur necessaire pour produire cet effet , sera myidt , eudésignant par y la chaleur spécifique de la matière de m , à pression constante et rapportée à l’unité de poids. Supposons aussi qu’un volume quelconque de cette matière augmente sous une pression constante dans le rapport de i + A à l'unité, pour chaque degré d’accroissement de sa température; de sorte que a soit une petite fraction donnée par l’expérience, et qu’on peut regarder comme indépendante de, b grandeur de p, à moins que cette pression ne soit excessive. Où aura alors
dv — vx&dl.
Le volume de m étant aussi devenu v 4- dv, et la température s’étant changée en u -f- 8tü sous la pression p, supposons actuellement que la pression devienne p -f- dp sans que le volume change ; la température deviendra u + du , puisque c’est celle qui a lieu à l’époque où la pression et le volume sont p -f- et v -4- dv , c’est-àdire, au bout du temps l -f- dl ; et 1a quantité de chaleur qu’il aura fallu introduire dans ni pour faire passer la température de u -f- Ml à u -f- du , ou pour l’augmenter de du — Bdl, sanafaîrevarier son ÿolame , sera mj /(du — t dl) , en représentant par y' la chaleur spécifique de la matière de m, à volume constant et rapportées; l’unité de poids. Pqr conséquent, if l’on ajoute cette quantité de chaleur à la précédente , on aura
my(dt -j- my' (du — ldi)
pour la totalité de la chaleur qu’il faut introduire dars m pendant l’instant dt, à l’effet d'augmenter à la fois son volnme'de dv et sa température de du.
Maintenant, je désigne par c et c les chaleurs spécifiques de b matière de m, à pression constante et à volume constant , rapportées l’une et l’autre à l’unité de volume , de sorte qu'on ait ( n° 4 )
dx
c = yt.
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S! l’on met aussi pour m et Ml leurs valeurs ,v et j dv, la quantité de cluleur qui doit être égalée à hvdl deviendra
d’où il résultera
- (c — <f) dv -f- c'vdu ;
pour l'équation du mouvement de la chaleur, lorsque l’on tient compte de la différence des deux chaleurs spécifiques ; laquelle équation, d'après ce qu’on vient d’expliquer , conviendra toujours aux liquides , et dans des cas très rares , aux corps solides.
Si les points de A sont en mouvement, et qu’on désigne , au bout dutempst, par U, V, W, les trois composantes de la vitesse du point M suivant les prolongcmens de ses coordonnées x,j, z, on aura (”)
do /rfü , dV , dW\ dl V \dx djr dz )'
En même temps, il faudra remplacer — par l’expression (n* 44)
dl dx djr dz
dans laquelle ~ est le coefficient différentiel de u , par rapport au temps l qui entre dt •
explicitement dans cette fonction de / , xyjry Z, 11 faudra aussi remarquer que la quantité k , comprise dans la râleur de /», varie en raison inverse delà densité ç fn® 55) ,ou en raison directe du volume v. Quand on n'a point égard à cette variation , l'équation (a) est celle que M. Duhamel a considérée dans un mémoire présenté récemment à l'Acadcmie.
Lorsque le mouvement de A sera uniquement dû aux dilatations ou conlrAclious de ses parties, provenant de leurs variations de température, il sera très lent, en général, et l’on pourra négliger les vitesses U , V, W ; ce qui réduira l'équation du
mouvement de la chaleur à celle du n® 49» en observant que le coefficient de ~ ,
dans son premier membre, devra être la chaleur spécifique à volume constant et rapportée à l'unité de volume, de la maticreile A au point M.
Au reste, dans les corps solides, le rapport des deux chaleurs spécifiques^ Ct>',
{*) Traité de Mécanique, lonae II, p. 67 3.
abstraction faite de t’iuégalilé d'extension en différent sens, paraît être peu différent de l'unité. D’après des expériences deM. Weber, il serait i ,o883 dans le cuivre, 1,0731 dans le fer , et 1 , 0609 dans l’argent. M. Dulong a déduit des expériences de Berthollet stir la compression du cuivre, qu’il serait plus élevé dans ce métal, où il aurait 1 , t3 pour valeur ; de sorte que la différence y — y’ surpasserait de moitié celle queM. Weber a trouvée. MM. Sturm’et Colladon n’ayant observé aucun dégagement de chaleur dans fa compression de l’eau , il en résulterait que pour ce liquide les deux quantités y et y sont sensiblement égales.
NOTE II", sur le rayonnement moléculaire.
Les corps sont formés de molécules, d’une grandeur insensible, et séparées les uni» des autres par des porti ou espaces vides de matière pondérable. Les dimensions des pores sont aussi insensibles, mais on les suppose incomparablement plus grandes que celles des molécules; et elles augmentent ou diminuent, quand les corps soqt dilatés ou comprimés.
Chaque molécule se compose d’une portion de matière pondérable, et de diverses substances impondérables auxquelles 011 attribue les phénomènes de l’électricité, du magnétisme , de la chaleur. Dèsquc le calorique est considéré comme une substance matérielle, que l’on appelle impondérable parce que son poids ne saurait être rendu sensible à cause de son extrême ténuité, il s’ensuit que cette matière ne peut jamais être ni créée, ni détruite; ce qui n’empêche pas que la quantité de chaleur contenue dans les corps ne soit supposée inépuisable, pourvu que la chaleur spécifique satisfasse à une condition qui a été énoncée dans le n° 5. Le pouvoir répulsif dont est douée chaque particule de calorique ne peut pas non plus être annulé ou suspendu ; il est invariable pour deux particules transportées successivement dans différées corps, engagées dans leurs molécules, ou en mouvement dans leurs pores, et séparées l’une de l'autre. par une distance qui demeure constante.
lui partie pondérable de chaque molécule retient sa quantité dechalcnr par une force d’attraction réciproque qui peut s'étendre en dehors de la molécule, et s'exercer entre les matières pondérables et le calorique des molécules voisines ; leurs parties pondérables s’sttirent mutuellement, et leurs quantités de chaleur sc repoussent; ces forces d’attraction et de répulsion, décroissent avec une extrême rapidité, quand la distance augmente, et deviennent tout-à-fait insensibles, dès que la distances une grandeur sensible-, toutefois leur action sensible s’étend à des distances qui sont extrêmement grandes , par rapport à celles qui séparent les molécules , de sorte que la sphère d’activité attractive ou répulsive de chaque molécule comprend, dans tout les corps , un nombre immense d’aufres molécules. Dans les corps solides et dans les liquides , l’excès de la répulsion mutuelle de deux molécules sur leur attraction, varia dans de très grands rapports pour de très petites variations de leur distance ; ce qui tient, comme je l'ai expliqué dans d'autres occasions, a ce que la différence de ces
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deux forces est toujours extrêmement petite eu égard à la grandeur de chacune d’elles; et d’où il résulte que .dans cea corps, la pression intérieure Tarie aussi dans de très grands rapports pour de très petites variations de leur densité.
Cela posé , quand les parties d'un corps ne font aucune vibration sensible , ses molécules ne sont pas néanmoins dans un repos absolu : on doit supposer qu’elles font continuellement desviUrations très rapides, irrégulières et d’une étendue insensible, dans les espaces vides qui les séparent ; la résultante des répulsions et attractions exercées à chaque instant sur chaque molécule, par toutes celles qui l'environnent, n’est donc pas rigoureusement nulle , lors méinc que l’on n’a point égard à la pesanteur. L’équilibre de ces forces est un état danslequel leur résultante varie incessamment, en grandeur et en direction autour d'une valeur moyenne , égale cl contraire au poids de la molécule sur laquelle elles agissent. On conçoit aussi qu’il y a des moniens où l’action de cette résultante variable sur une partie du calorique de la molécule, est supérieure à l’action propre de la matière pondérable , et en détache, en conséquence , des particules de chaleur, le nombre immense des molécules agissantes , et la grande rapidité de leurs vibrations intestines, rendent cet effet régulier et uniforme dans des intervalles de temps anssi petits qn’on voudra, pourvu qu’ils aient une grandeur sensible. Les particules de chaleur ainsi détachées des molécules «ont lancées dans les pores avec une très grande vitesse; elles s’yr meuvent jusqu’à ce qu’elles soient absorbées par d’autres molécules qu’elles viennent à rencontrer.
Tel est le principe du rayonnement moléculaire de la chaleur dans tons les corps, sur lequel est fondé la théorie mathématique de la chaleur. On ne pourrait pas, en effet, attribuer ce phénomène à l’action isolée de chaque molécule sur elle-même; car celle action tend, au contraire, à retenir la chaleur propre de la molécule. C’est parce qu’il est produit par Ica actions simultanées d’un nombre immense de molécules voisines , que la densité de la chaleur rayonnante qui se meut dans les pores d’un corps homogène, plus ou moins comprimé, augmente ou diminue avec le nombre de molécules contenues sous un volume donné, mais, comme ta pression intérieure, dans un rapport qui peut être beaucoup plus grand que pour la densité de ce corps, par la nature des forces auxquelles nous attribuons le rayonnement.
La température en un point quelconque M d’un corps A solide ou liquide, est l’effet immédiat de la chaleur rayonnante près de ce point, et, pour ainsi dire, la mesure de sa densité, comme il résulte de la définition de la température qui a été donnée dans le premier chapitre de cet ouvrage. Supposons, en effet, le point M situé à une distance de la surface de K , plus grande que l'étendue insensible ou du moins très petitedu rayonnement intérieur dans la raatièrede A. Appelons B une sphère qui ait cette étendue pour rayon et son centre au point M. Concevons, en ce même point, un thermomètre d’une grandeur insensible par rap|iort à B , de sorte qu’il n’influe • pas sensiblement sur la chaleur et le rayonnement de cette partie de A. Il y aura , néanmoins, échange de chaleur entre ce thermomètre et toutes les molécules de A contenues dans B; le volume de l’instrument augmentera ou diminuera ; et quand il sera devenu fixe, la température que marquera ce thermomètre idéal , sera celle du
corps A su point M. Si A était un gai, le rayonnement s’étendrait à de grande» distances autour de M , et la température marquée par le thermomètre placé en oc point, différerait de celle de la couche d'air environnante, à moins que ce (laide n’eût , dans toute sa niasse , un égal degré de chaleur.
Si A est un corps homogène, dont la température soit partout la même, et qu’ou y introduise une quantité Dde chaleur, elle s’y distribuera unifor moment entre toutes les parties de ce corps telles que B ; la quantité moyenne de chaleur des molécules deB, augmentera d’une quautité / proportionnelle à D. Si l'on empêche A desedi— later, ta force répulsive et le rayonnement moléculaire qui en est la suite, augmenteront aussi ; ce qui fera croître la température de A. Désignons par < cet accroissement; s’il est peu considérable, d’un degré, par exemple, on pourra le supposer proportionnel à t ou à D; et en prenant le poids de A pour unité, le rapport
— sera la chaleur spécifique de A a volume constant. L’intensité du rayonnement
ne dépendant pas seulement de celle de la force répulsive du calorique des molécules voisines, mais dépendant aussi de la force avec laquelle chaque molécule retient sa chaleur propre, qui est sans doute différentedans les différentes matières,
il s’ensuit que ce rapport — doit varier d’un corps à un antre. Pour un même corps,
il peut aussi varier avec la quantité de chaleur qu’il renferme, et dépendre conséquemment de sa température ; car l’augmentation du rayonnement provient de l’action de la chaleur additive sur la chaleur totale des molécules; ot , d’ailleurs , il est possible que la force avec laquelle la matière pondérable de chaque molécule retient la chaleur dépende de la quantité qu’elle en contient. Dans les corps solides, la chaleur spécifique ne varie notablement que pour de très grandes différences de température. On la suppose constante dans les gaz, quoique l’expérience n’ait encore rien fait connaître à cet égard.
On conçoit que l’accroissement de température de A doit être moindre, lorsqu’on laisse le corps se dilater , en même temps qu’on y introduit la quantité donnée D de chaleur; car alors le pouvoir répulsif des molécules augmente à raison de la chaleur additive et diminue à cause de l'augmentation de leurs distances mutuelles. Dans certains cas, il y a compensation exacte entre ces deux effets contraires, de sorte que l’on n’observe aucune variation de température, malgré l’addition de chaleur qui peut être fort considérable. C'est ce qui a lieu dans lepassage d'un liquide à l’état de vapeur. Les molécules, dans l’état de vapeur naissante , sont à des distances beaucoup plus grandes que dans l’état d’ébullition; elles renferment en même temps une plus grande quantité de chaleur ; de telle sorte que la force qui produit te rayonnement moléculaire est la même dans les deux états , et par conséquent aussi , la température. Dans d’autres cas, il arrive même qu’il y a 4 la fois addition de chaleur et diminution de distance entre les molécules, sans changement dans la température. Ainsi , quand la glace, à la température xéro, passe à l’état liquide saus élévation de température, il y a absorption d'une quantité de chaleur , déterminée
rv
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et toujours la même, et l’observation montre cependant que la densité de Peau surpasse celle de la glace. Cela provient de ce que la forme et la disposition respectives des molécules de l’eau ne sont pas les mêmes à l’état solide et à l’état liquide; on conçoit que l'une et l’autre peuvent influer sur l’action mutuelle des quantités de chaleur îles molécules ; on conçoit aussi que la puissance avec laquelle chaque molécule retient sa propre chaleur, peut dépenifre de sa forme; et de lé, il résulte que la force répulsive qui produit le rayonnement moléculaire peut se trouver égale dans la glace et dans l'eau à l’état liquide, quoique dans le premier état , les molécules aient de moindres quantités de chaleur , et soient séparées par de plus grandes distances.
NOTE III*, 'relative au n* 55a.
Une expérience récente de M. Mclloni a démontré ce qui avait été présenté dans ce numéro, comme une simple conjecture. Ayant fait refroidir un même liquide dans un vase métallique, d’une petite épaisseur, et dont la surface intérieure a été d'abord parfaitement polie, puis rayée plus ou moins , M. Melloni a reconnu que la vitesse du refroidissement , à partir d’une même température, demeurait invariable, tandis qu’elle changeait , au contraire, dans de très grands rapports, lorsqu’on faisait subir les mêmes variations à la surface extérieure. Ce résultat permet d'assimiler la communication de la chaleur entre un corps solide et un liquide , à celle qui a lieu eulre un corps solide et la couche d’air ou de gax en contact avec sa surface, et qui ne dépend pas non plus de l’état de cette surface, d’après les expériences de MM. Dulong et Petit. On peut même supposer que ces deux communications de chaleur à petites distances , sont un même phénomène, produit, dans le second cas, par ^augmentation de densité de l'air adhérent à la surface du solide, et qui est , pour ainsi dire, liquéfié par l’attraction de ce corps-
On avait annoncé, à la page 445 , t]ue l'on trouverait , i la fin de l’ouvrage , le rapport de M. Biol sur les travaux de M. Melloni ; mais F étendue que M. Biol a donnée à ce rapport, et qui était commandée par F importance et la variété des matières, ne permet plus de F insérer ici sous la forme dC fine simple note ; et d'ailleurs T Académie vient d arrêter qu'il serait imprimé dans le tome XIF de ses Mé- tp moires , actuellement sous presse.
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