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THÉORIE
La Pjrométrie de Lambert confient les premières applications que l'on a faites du calcul à la théorie de la chaleur; elles ont pour objet la distribution Je la chaleur dans une barre, et la comparaison des quantités de chaleur rayonnante que le so«jil envoie à la terre et aux planètes pendant leurs révolutions entières ou des parties de chaque révolution. L'auteur fait voir que ces quantités sont liées à la première loi de Kepler, suivant laquelle les aires décrites autour du soleil, par le rayon vecteur de chaque planète, sont proportionnelles au temps employé à les décrire. Relativement aux températures des points d'une barre soumise à des sources constantes de chaleur, il montre comment elles peuvent être exprimées par des formules qui satisfont aux expériences. Mais Lambert n'a pas cherché à déduire ces formules de l'équation différentielle d'où dépend la température d'un point quelconque, quand la barre est parvenue à un état permanent. La forme de cette équation, et celle de l'équation aux différences partielles qui a lieu pendant que la barre s'échauffe ou se refroidit, ont été indiquées par M. Biot , en 1804 , dans l'extrait d'un mémoire sur la propagation de la chaleur (^*). M. Biot les a déduites du principe de Newton, sur la communication de la chaleur entre des corps juxtaposés, qu'il a étendu aux tranches contigucs et infiniment minces de la barre. Il intègre l'équation relative à l'élat permanent, puis il véri-
(*) Bibliothèque britannique , tome XXVII.
fie, sur ses propres expériences et sur celles de Uumford, la loi des
températures qui résulte de cette intégrale.
Ces premiers essais, et l'ingénieuse théorie des échanges de chaleur rayonnante qu'on doit à M. Pierre Prévost, de Genève, constituaient toute la théorie mathématique de la chaleur, lorsque Fourier s'en est occupé dans un mémoire envoyé à l'Institut en 1807, et, ensuite, dans la pièce coui'onnée par ce corps savant au commencement de 1S12 C*^). Par le nombre et la variété des questions que l'auteur a considérées, cette théorie est devenue alors une branche nouvelle de la Physique mathématique. Fourier a traité de nouveau une partie de ces questions dans sa Théorie analytique de la Chaleur. Les volumes de l'Académie des Sciences et ceux des Annales de Physique et de Chimie, qui ont paru depuis cet ouvrage, contiennent aussi d'autres recherches de l'auteur sur le même sujet, relatives principalement à la chaleur rayonnante et à la chaleur de la terre.
Laplace s'est occupé de la théorie de la chaleur peu de temps après Fourier. Dans une note imprimée en i8io(*'*"}, il considère la propagation de la chaleur dans l'intérieur des corps comme le résultat d'un rayonnement moléculaire qui s'étend au-delà des molécules les plus voisines, h des distances finies, mais insensibles; et il montre comment celle manière nouvelle d'envisager la question peut conduire à l'équation aux difierences partielles d'où dépend la loi des températures dans l'intérieur des corps. Il indique aussi, mais fort incomplétcnient , un moyen de former le'quation générale relative à leur surface, que Fourier avait précédemment donnée sans démonstration. Dans la Connaissaiice des Tems de iSaB, et ensuite dans le livre XI de la Mécanique céleste , Laplace s'est occupé de la résolution de ces deux équations, appliquées au cas d'une sphère homogène et dont la superficie est partout la même , qui a été primitivement échauffée d'une manière quelconque. La solution générale qu'il a donnée de ce problème comprend celle de Fourier, qui se rapporte au cas particulier oîi la température des points de la
(*) Mémoires de l'Académie des Sciences, tomes IV et V.
(**) Mémoires de la première classe de l'Instilul , anne'e i8of) , page 332.
spbère ne dépend que de leur distance à son centre; elle est fondée sur l'analyse que l'auteur avait employée autrefois dans la question du flux et du reflux de la mer, et présente une nouvelle application de cette analyse, dont le caractère spécial est d'exprimer la valeur générale de l'inconnue de chaque problème, parla somme d'un nombre indéfini de valeurs particulières. Je suis parvenu au même résultat , dans mon second mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les corps solides (*) , par une analyse différente et moins simple , mais qui avait cependant quelque avantage, et que Laplace a regardée comme une confirmation de la sienne. En appliquant celte solution générale au globe terrestre, il a été conduit à partager l'opiniou de Fourier, qui attribue à la chaleur primitive de la terre l'accroissement de température que l'on observe à partir de sa superficie, et dont la grandeur n'est pas la même dans toutes les localités. Celle hypolbèse d'une température provenant de la chaleur d'origine et qui devrait s'élever à des millions de degrés dans les couches centrales du globe, a été généralement adoptée; mais les difficultés qu'elle présente m'ont paru la rendre invraisemblable; et j'ai proposé une autre manière d'expliquer la température croissante que l'on a reconnue, depuis long-temps, à toutes les profondeurs cii l'on a pu atteindre.
Dans cette nouvelle explication , le phénomène dépend de l'inégalité de température des régions de l'espace que la terre traverse successivement par suite du mouvement de translation commun au soleil et à toutes les planètes. Il serait, eneflét, hors de toute vraisemblance que la température de l'espace fût partout la même; les variations qu'elle éprouve, d'un point à un autre, séparés par de très grandes distances, peuvent être fort considérables; et elles doiy&ai produire des variations correspondantes dans la température de la terre, qui s'étendent jusqu'à des profondeurs dépendantes de leurs durées et de leurs amplitudes. Si l'on suppose, par exemple, qu'un bloc de pierre soit transporté de l'équateur à notre latitude, son refroidissement aura commencé à la surface, et se sera propagé dans son intérieur; et s'il ne s'est pas étendu à la masse entière, parce que le
(*) Journal de l'École P olj technique , 19' cahier.
temps du transport aura été trop court, ce corps, parvenu dans nos climats, présentera le phénomène d'une température croissante à partir de sa superficie. La terre est dans le cas de ce bloc de pierre ; c'est un corps qui vient d'une région dont la température était plus élevée que celle du lieu où il se trouve actuellement; ou, si l'on veut, c'est un thermomètre mobile dans l'espace, qui n'a pas le temps, à cause de ses grandes dimensions et d'après son degré de conductibilité, de prendre, dans toute sa masse, les températures des diverses régions qu'il traverse. Aujourd'hui la température du globe est croissante audessous de sa superficie; le contraire a eu et aura lieu dans d'autres temps; en outre, à des époques séparées par de longues suites de siècles, cette température a dû être, et sera par la suite, beaucoup plus haute ou beaucoup plus basse qu'elle ne l'est maintenant; ce qui empêche que la terre soit toujours habitable par l'espèce humaine , et a peut-être contribué aux révolutions successives dont sa couche extérieure conserve les traces. Il faut remarquer que ces alternatives de la température del'espace, sont des causes cei'taines, qui influent sans cesse sur la chaleur du globe, du moins près de sa surface; tandis que la chaleur d'origine de la terre, quelque lente qu'elle soit à se dissiper, n'est cependant qu'une circonstance transitoire dont on ne pourrait démontrer l'existence à l'époque actuelle, et à laquelle on ne serait forcé de recourir, comme une hypothèse, que si les causes permanentes et nécessaires ne suffisaient pas à l'explication des phénomènes.
Dans cette indication succincte des principales recherches des géomètres sur la théorie de la chaleur, je ne dois pas oublier de faire mention d'un mémoire présenté récemment à l'Institut par M. Lamé, professeur de physique à l'École Polytechnique. L'auteur a déterminé, dans ce mémoire (*) , la loi des températures de tous les points d'un ellipsoïde homogène parvenu à un état permanent; et il a trouvé que l'expression de cette loi dépend des fonctions elliptiques; ce qui ne s'était présenté jusque là dans aucun problème relatif à la distribution de la chaleur dans un corps de forme donnée.
Je me boi'nerai, dans ce préambule, à ces citations; elles suffiront
(*) Tome V des Mémoires présentés à l' Académie des Sciences.
pour qu'on puisse connaître la première origine de la partie de la science que je vais traiter, lextension et l'importance qu'elle a acquises dans ces derniers temps, et son état actuel. Je laisserai au lecteur à comparer les principes d'oîi l'on était parti jusqu'à présent et les résultats qu'on avait obtenus, aux principes et aux l'ésultats qui seront exposés dans cet ouvrage. En lui donnant le titre de Théorie mathématique de la chaleur , j'ai voulu indiquer qu'il s'agira de déduire, par un calcul rigoureux, toutes les conséquences d'une hypothèse générale sur la communication de la chaleur, fondée sur l'expérience et l'analogie. Ces conséquences seront alors une transformation de l'hypothèse même, à laquelle le calcul n'ôle et n'ajoute rien; et leur parfaite conformité avec les phénomènes observés ne pourra laisser aucun doute sur la vérité de la théorie. Toutefois, pour que celte théorie fût complète, il faudrait qu'elle comprît la détermination des mouvemens produits par la chaleur dans les fluides aériformes, dans les liquides, et même dans les corps solides; mais les géomètres n'ont point encore abordé cet ordre de questions, d'une grande difficulté, auquel se rattachent le phénomène des vents alises, celui de certains courans qu'on observe dans la mer, et les variations diurnes du baromètre. Dans l'état actuel de la science , la théorie mathématique de la chaleur a seulement pour objet la commiinication de la chaleur, de proche en proche dans l'intérieur des corps solides et des liquides , et h. distance entre des corps différens : sous ce double rapport, je n'ai rien négligé pour que cet ouvrage fût aussi complet qu'on pourra le désirer.
Les données nécessaires pour réduire, dans chaque cas, les formules en nombre, sont la chaleur spécifique, la mesure de la conductibilité dans l'intérieur des corps, et celle du pouvoir rajonnajit .i leur surface. La chaleur spécifique a été déterminée pour un grand nombre de corps solides, liquides on gazeux, par diflërens procédés qui sont exposés dans les traités de Physique ; les notions qu'on a jusqu'à présent sur la conductibilité et sur le pouvoir rayonnant sont beaucoup moins précises. Indépendamment de ces données physiques, relatives à chaque corps en particulier, la théorie emprunte encore à l'expérience la loi de l'émission de la chaleur à travers les surfaces des
corps. Sur ce point, j'ai adopté la loi générale en fonction des températures, que MM. Dulong et Petit ont donnée dans le mémoire qui a remporté le prix de l'Académie des Sciences en 1818 {*); ouvrage que l'on regarde, à juste titre, comme un des plus remarquables de la Physique expérimentale, soit h raison de l'importance et de Tensemble des résultats, soit à cause de la précision des observations et des difïicultés que les auteurs ont surmontées. En vertu de cette loi , la communication de la chaleur entre deux corps ne dépend pas simplement de leur température relative, comme on l'avait admis pendant long-temps, d'après le principe de Newton, suffisamment exact dans le cas des températures ordinaires, mais qui s'écarte de plus en plus de l'observation à mesure que les températures sont plus élevées. L'analogie porte à croire, et j'ai supposé, en effet, qu'il en est de même dans l'intérieur des corps; et quoique la communication de la chaleur n'ait lieu qu'entre des molécules très voisines, dont les températui-es sont très peu différentes, la considération des carrés de leurs différences donne naissance, néanmoins, à des termes que j'ai déterminés, et dont l'omission rendait incomplète l'équation des températures in térieui'es , telle qu'on lavait donnée jusqu'ici pour les corps homogènes.
Cette Théorie mathématique de la Chaleur formera la seconde partie d'un Traite' de Phjsique mathématique , où je me propose de considérer successivement, sans m'aslreindre à aucun ordre arrêté d'avance, les diverses questions de la Phjsique auxquelles je pourrai appliquer l'analjse. I^a première partie de ce Traité est la Noui>elle théorie de l'y^lction capillaire , publiée en i83i.
(♦) Journal de l'École Polytechnique , 18' cahier.
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CHAPITRE PREMIER
Notions préliini flaires.
(i). L'hypothèse qui fait dépendre les phénomènes de la chaleur, des ondulations d'un fluide stagnant, n'a conduit, jusqu'à présent, à aucun résultat précis et conforme à l'expérience; c'est pourquoi j'adopterai dans cet ouvrage la théorie beaucoup plus féconde , qui attribue ces phénomènes à une matière impondérable, contenue dans les parties de tous les corps aussi petites que l'on voudra , et pouvant s'en détacher et passer d'une partie à une autre, ce qui fait varier avec le temps la quantité de cette substance renfermée dans chaque partie.
Cette matièi'e s'appelle calorique; on la nomme aussi matière de la chnlein., ou simplement chaleur. '
On regarde comme inépuisable la chaleur renfermée dans un corps, en sorte qu'il en contient toujours la quantité nécessaire pour balancer l'attraction mutuelle de ses molécules, et les maintenir à distance les unes des autres. Nous ne pouvons donc pas connaître la quantité totale de chaleur contenue dans un coi'ps ou dans une de ses parties; mais il est possible de comparer entre elles, d'après les effets qu'elles produiseut, les quantités de clialeur qu'un corps perd ou acquiert pendant un temps donné; et en prenant pouT unité la quantité de chaleur correspondante à un effet constant et déterminé, ces quantités variables se mesurent et s'expriment en nombres rapportés à cette unité de leur espèce, comme les quantités de toute autre nature que l'on soumet au calcul.
(2). L'effet le plus général de la chaleur et le plus indépenilant de nos sensations, est la dilatation des corps où elle est introduite.
Si deux corps sont en contact, ou seulement assez rapprochés, \me partie de la chaleur de l'un passe dans l'autre, et réciproquement.
Celui de ces deux corps qui reçoit plus de chaleur qu'il n'en émet éprouve une dilatation, en même temps l'autre se contracte; au bout d'un certain temps ce double effet cesse, et les deux volumes demeurent constans. L'un de ces deux corps étant un thermomètre , c'est-àdire un instrument formé en général d'un fluide, afin que les dilatations ou condensations soient plus sensibles, les parties de son volume, à l'époque où il est devenu constant , marquent ce qu'on appelle la température de l'autre corps au même instant. Ainsi la température est un effet de la chaleur indiqué par les parties du volume ou les degrés d'un thermomètre formé d'un fluide déterminé.
Les indications de plusieurs thermomètres formés de fluides différens peuvent être différentes ; et cela arrivera, en effet, si ces fluides ne se dilatent pas suivant la même loi, pour des accroissemens égaux de chaleur. Dans les températures ordinaires, depuis zéro jusqu'à cent degrés, par exemple, la marche du thermomètre à mercure est la même que celle du thermomètre à air; mais ces deux instrumens s'écartent notablement l'un de l'autre dans les hautes températures; et l'expérience ayant fait voir que les lois du refroidissement des corps, et généralement celles des phénomènes de la chaleur, sont plus simples quand on les rapporte au thermomètre à air, nous supposerons, pour fixer les idées, que toutes les températures sont exprimées en degrés de ce thermomètre centigrade ; en sorte que l'unité de température sera le centième de l'accroissement d'un volume d'air ou d'un gaz quelconque, qui a lieu en passant du terme de la glace fondante à celui de l'ébullition de l'eau sous la pression barométrique ordinaire de o'",76; lequel accroissement est, comme on sait, OjSyS du volume à zéro pour tous les gaz. Au-dessus du zéro de l'échelle thermométrique les températures seront positives, et au-dessous elles seront des quantités négatives.
Au reste , quelle que soit la matière dont un thermomètre est formé, s'il indique destempératvu'es égales pour deux ou plusieurs corps, un autre thermomètre marquera encore pour ces mêmes corps des températures égales entre elles ; et si ces corps sont mis en contact ou en présence les uns des autres, leurs volumes ne varieront pas; car alore chacun d'eux pourra être considéré comme un thermomètre, par rapport à tous les autres.
DE LA CHALEUR. M- g,
(5). Pour faire passer un corps de l'état solide à l'état liquide, ou de l'état liquide à l'état de vapeur, sans que sa température soit changée, il y faut introduire une certaine quantité de chaleur, variable d'un corps à un autre, cl que l'on appelle chaleur latente. Cette chakur insensible au thermomètre n'est cependant pas détruite : elle réside dans les molécules du corps qu'elle maintient aux distances mutuelles où elles doivent être dans le nouvel état, liquide ou gazeux; elle reparaît intégralement lorsque le corps revient de l'état de vapeur, à l'état liquide, ou de l'état liquide à l'état solide.
Ainsi, lorsqu'un poids donné de glace, amené d'abord à la température zéro, est réduit en eau à la même température, il absorbe, comme ■ on sait, la quantité de chaleur nécessaire pour élever de zéro à yS" la température d'un même poids d'eau; et pour réduire en vapeur à la température de loo^ un poids d'eau déjàparvenu à cette température, on sait aussi qu'il y faut introduire la quantité de chaleur qui serait nécessaire pour élever de zéro à ioo° la température d'un poids d'eau à peu près sextuple. Des pertes de chaleur égales à ces augmentations ontilieu quand la vapeur d'eau revient à l'état liquide, et quand l'eau revient à l'état de glace , sans changement de température dans l'un et l'autre cas. Les changemens d'état de tous les corps présentent des effets semblables, mais eu proportions plus ou moins considérables. ; , , ,f,;
Je prendrai pour unité de chaleur la quantité de cette substanoe impondérable , nécessaire pour réduire en eau à la température zéro un gramme de glace à la même température.
(4). Depuis long- temps les physiciens ont aussi reconnu que les corps différens acquièrent ou perdent des quantités inégales de chalei^r, lorsqu'ils éprouvent , sans changer d'état , des variations égales de température. Cela étant, nous appellerons chaleur spe'cifique d'un corps le nombre d'unités de chaleur qui sera nécessaire pour élever d'un degré la température d'une unité de volume, remplie de la matière de ce corps, dans son état solide, liquide ou gazeux»! no r;ii:I/I aat
Nous rapportons ainsi la chaleur spécifique à l'unité de volume, parce que cela nous sera plus commoJe dans nos calculs; mais ou peut aussi la rapporter à lunilé de poids. Si l'on preud pour ces unités le centimètre cube et le gramme, et que l'on désigne par c eXy les quantités de chaleur nécessaires pour élever d'^in degré leur .température,
lo THÉORIE MATHÉMATIQUE
c et y seront les chaleurs spécifiques rapportées à l'unité de volume et à l'unité de niasse; et pour tin même corps, dont je représenterai par p la densité, il est aisé de voir que ces quantités seront liées entre elles par l'équation
c = fy.
Dans les corps solides la quantité y est sensiblement constante, tant que la température est peu élevée; elle devient croissante à de très hautes températures; en sorte qu'il faut à très peu près une égale quantité de chaleur pour élever la température d'un même corps solide, soit de zéro à un degré, soit de too° à loi", mais une quantité un peu plus grande pour l'élever, par exemple, de 3oo° à 3oi". Si l'on considère que les liquides changent d'état pour des variations de température qui ne sont pas très grandes, il J a lieu de croire que les variations de la quantité y y sont bien plus rapides que dans les solides, et qu'elles existent même dans les basses températures; on peut aussi présumer que Cette quantité ^demeure constante à toutes les températures, dans les gaz qui sont loin de la liquéfaction ; mais l'expérience ne nous a encore rien appris de certain à cet égard.
(5). Il est important, pour la suite de cet ouvrage, de se former une idée précise de la température et de la chaleur spécifique dans les corps où ces élémens varient d'un point à un autre et avec le temps.
Dans un' corps homogène où la chaleur est distribuée uniformément entre toutes les parties, la température est aussi partout la même. Pour que le thermomètre marque exactement celte température, il faut que pendant toute' la durée de son contact avec le corps, la quantité de chaleur qu'il lui' communique ou qu'il lui enlève, soit insensible; ce qui exigerait que cet instrument fût un thermomètre idéal, dont la iliasse serait infiniment petite, eu égard à celle du corps : hypothèse que l'on pourrait faire , puisqu'il s'agit de définir et non de mesurer la température. Mais on peut aussi imaginer que pendant toute la durée du contact, la chaleur Axs toutes les parties du corps soit entretenue, par un moyen quelconque, dans un état permanent; et alors la température sera celle qu'indiquera le thermomètre, quelles que soient la liasse de oèt instrument et la durée de l'expérience.
tlelaposê, soit M ua point d'un corps A homogène ou hétérogène;
DE LA CHALEUR. ii
concevons autour de M une partie m de A , dont les dimensions soient insensibles, et qui comprenne néanmoins un nombre immense de molécules (*); au bout d'un temps quelconque t, imaginons un autre corps B , homof;;ène , dont toutes les parties soient de la même matière que m, et qui aient aussi toutes la même chaleur que ma cet instant : cet état calorifique de B étant supposé invariable, si l'on appelle u sa température, u sera aussi la température de A au point M et au bout du temps t. Quelle que soit la disposition régulière ou irrégulière des molécules dans chaque partie /« de A , à cause de leur nombre immense, on pourra considérer u comme une fonction connue ou inconnue, de t seulement, si la température est la même dans toute l'étendue de A, ou de t et des trois coordonnées de M, si la température varie d'un point à un autre de ce corps.
La chaleur spécifique de A , qui répond au point M , sera aussi celle du corps B, tel qu'on vient de le définir. En la désignant par c, cette quantité sera une fonction de la température correspondante u et des coordonnées de M, lorsque A sera un corps hétérogène, et simplement une fonction de u, dans le cas de l'homogénéité de A. Si l'on représente par V le volume de m, le produit cvduserai alors l'augmentation de chaleur de cette petite masse, pendant l'instant dt auquel répond l'accroissement du de la température.
C'est de cette manière que nous exprimerons dans la suite la variation instantanée de la chaleur d'une partie matérielle de grandeur insensible ; mais elle est aussi égale à pydu , en désignant par p le poids de cette partie m , et par y la chaleur spécifique rapportée à l'unité de poids. Si A est uu corps homogène partout également échauflfé, et si
l'on appelle P son poids entier, P / y du exprimera l'augmentation
totale de la quantité de chaleur, pendant que la température u, commune à tous ses points, s'élèvera de et à Q. Pour la calculer, il faudrait connaître y en fonction de u; mais lorsque les températures a et ^ ne sont ni très hautes, ni très abaissées au-dessous de zéro, on considère y comme une quantité constante , et l'on prend Vy (C — a) pour lavariationde chaleur de A qui répond à la variation ë — a. desatempéra-
(*) Traité de Mécanique , tome I", page 176. ,
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ture, pourvu que sou état solide, liquide ou gazeux n'ait pas changé.
L'hypothèse du n° i, suivant laquelle la quantité inconnue de cha-
lelir renfermée dans un corps est inépuisable^ exige que la quantité ^
décroisse avec la température, du moins quand u a de très grandes
valeurs négatives,, et que ce décroissement soit tel que/ ydu ait une
valeur finie à la-limite ^ = — x> , de telle sorte que le produit de cette intégrale et de P soit moindre, abstraction faite du signe, que la quantité de chaleur qui fait partie de A, quand n= a.
(6). Une obsei'vation que l'on a souvent l'occasion de répéter, fait voir que les corps incandescens, et mênïc ceux dont la température ë&t très élevée , sans qu'ils soient cependant devenus lumineux, émettent continuellement de la chaleur qui se propage en ligne droite dans l'air environnant. On s'est aussi assuré que quand cette chaleur émise par un corps vient tomber sur un autre, elle est en partie absorbée par celui-ci, et en partie réfléchie à sa surface sous un angle égal à celui de l'incidence, comme dans la réflexion de la lumière.
Cette chaleur en mouvement est proprement ce qu'on appelle la chdlètir rajonnante. La vitesse de sa propagation nous est inconnue; nous savons 'Seulement qu'elle est' extrêmement grande, et peut être comparée à celle des j'ajons lumineux. Dans le vide, son intensité varierait, comme celle de toutes les émanations, en raison inverse du carré de la distance au point de départ; dans l'air et dans les gaz, elle décroît un peu plus rapidement, à , cause de la petite absorption qu'elle éprouve, et qui est d'autant plus faible, pour un, même fluide, qu'il a été plus raréfié. f i .
.^ Lp çoips qui absorbe la chaleur rayonnante s'échauffe de plus en plus; celui qui l'émet se refroidit graduellement; et ces effets subsistent jusqu'à ce que les températures de ces deux corps • soient devenues égales. Mais l'émission de la chaleur par un coips ne peut être attribuée qu'à un mode quelconque d'action de ce corps sur lui-même, et nullement à l'action d'un autre corps éloigné, sur lequel cette chaleur peut ensuite aller tomber. Pour un même corps, fct pour un même état de sa surface, la production de la chaleur rayonnante ne doit donc dépendre que de sa propre tempéj-ature. Ainsi, \\ y a lieu de croire que le rayonnement de la chaleur existe, avec une
intensité plus ou moins grande , à toutes les températures ; qu'il est réciproque entre les cliiTéreiis corps; et qu'il subsiste encore lorsque les températures sout égales, quoiqu'il n'y ait alors ni échauffement, ni refroidissement.
Si l'on considère, en outre, que les plus petits corps émettent et absorbent de la clialeur rayonnante, on sera conduit à penser que cette double faculté appartient à leurs molécules mêmes, et que le rayonnement a lieu dans l'intérieur des solides et des liquides, où il ne diffère de celui que l'on observe à travers l'air et les gaz, qu'à raison d'une absorption beaucoup plus rapide.
De plus , l'air et les gaz absorbant la chaleur rayonnante, à la vérité en très petite proportion , soit à cause de leur nature, soit à raison de leur petite densité, l'analogie porte à supposer que leurs molécules émettent la chaleur rayonnante, aussi bien que celles des corps solides et des liquides.
C'est ainsi que l'on a été conduit à considérer les molécules de tous les corps comme des foyers de chaleur rayonnante. Cette chaleur émise en tous sens par chaque molécule, se propage à travers les pores ou espaces vides de matière pondérable , jusqu'à ce qu'elle ait été absorbée en entier par d'autres molécules qu'elle vient à rencontrer ; ce qui a lieu .1 des distances généralement très petites dans les corps solides et dans les liquides, et, au contraire, à de très grandes distances dans les différens gaz.
(7). La théorie mathématique de la chaleur est fondée sur cette hypothèse générale d'un rajonnement moléculaire , considéré, qu'elle qu'en soit la cause , conmie une déduction de l'expérience et de l'analogie.
Nous admettrons donc, dans la suite de cet ouvrage, que toutes les parties matérielles des corps, aussi petites que l'on voudra, émettent et absorbent continuellement de la chaleur. Nous supposerons aussi que l'émission a lieu également et sans interruption, dans tous les sens autour de chaque partie prise dans l'intérieur d'un corps, ou située à sa surface. Il en résultera des échanges continuels de chaleur entre les parties très voisines d'un même corps solide ou liquide ou bien entre les parties de deux coi-ps différens, très rapprochées de leurs surfaces. Le problème consistera à déterminer les variations de
température produites par ces échanges, et à en conclure les lois de la communication de la chaleur, à distance entre des corps différens, et de proche en proche dans l'intérieur d'un même corps.
Les parties des corps dont il s'agit dans cet énoncé sont des portions de matière , telles que la partie m du corps A , dont toutes les dimensions sont insensibles, et qui contiennent néanmoins des nombres immenses de molécules. C'est toujours là ce que nous entendrons dorénavant par des parties matérielles de grandeur insensible. L'échange de chaleur entre m et une autre partie semblable m', résultei'a de l'émission et de l'absorption par toutes leurs molécules. Mais si l'on considérait isolément une molécule de m et une molécule de m', cet échange ne présenterait rien de régulier que l'on pût soumettre au calcul : à certains intervalles de temps, la molécule de m pourrait ne pas émettre de chaleur vers la molécule de m', ou celleci ne rien envoyer à la première ; le contraire aurait lieu à d'autres époques. A un même instant, les échanges de chaleur pourraient être très diflérens entre la molécule qui répond au point M et les molécules situées, dans diverses directions, à égales distances du point M; et enfin ces échanges varieraient aussi sans aucune régularité, en passant de ce point M à un autre point situé à une distance insensible de M. Les nombres extrêmement grands de molécules dont sont composées les parties matérielles , telles que tn et m', produisent, sous tous ces rapports, la régularité indispensable dans les échanges de chaleur, pour que l'on puisse calculer les variations de températui-e qui en résultent, et exprimer la température correspondante à un point quelconque M , en fonction de ses trois coordonnées et du temps t ; ce qui est l'objet général du problème que nous aurons à résoudre.
(8). D'après cette considération , la nature de m et sa température étant données, nous pounons regarder la quantité totale de chaleur émise en tous sens par cette partie matérielle, dans un temps aussi donné , comme proportionnelle à sa masse m et à ce temps. En désignant donc par FI la quantité de chaleur qui serait émise , pendant l'unité de temps, par une masse prise pour unité, de la même matièi-e que m, et ayant une température constante, égale à la température M de m au bout du temps t , nous pourrons représenter par
lÏTndt , la quantité de chaleur émise par m pendant l'instant dt. La quantité II dépendra de ii et de la matière de m; elle décroîtra avec la température; et quoique nous ayons supposé inépuisable la chaleur contenue dans chaque partie matérielle, il ne s'ensuit pas que la faculté d'émettre la chaleur sott indéfinie, et qu'il n'y ait point une valeur négative de ii assez grande pour rendre la quantité 0 nulle ou tout-à-fait insensible. A celte température, si elle existe, la chaleur qui restera encore dans l'intérieur d'un corps ne sera plus employée, comme la chaleur latente, qu'à balancer l'attraction mutuelle de ses molécules, et à les maintenir aux distances où elles seront alors les unes des autres. Une compression suffisante , exercée à la surface , pourra encore faire sortir une partie de cette chaleur sous forme rayonnante.
La chaleur émise par m pendant un temps r quelconque, aura pour expression ml Yldt ; mais cette quantité absolue de chaleur restera
toujours inconnue; aucun phénomène ne pourrait la faire connaître, soit pour une partie ;w de A , soit pour ce corps entier : l'expérience et le calcul ne déterminent jamais que des différences entre les quantités de chaleur émises et absorbées par un corps pendant un même temps. Ainsi, lorsque toute la chaleur émise par A, pendant un certain temps, tombe sur une masse de glace, et est employée à en fondre une partie , la quantité de glace fondue est seulement la mesure de l'excès de la chaleur émanée de A sur celle qui est absorbée par ce corps pendant le même temps, et qui lui est envoyée par la glace fondante.
(g). C'est encore à raison du nombre extrêmement grand de molécules dont la partie m est formée, que nous pourrons supposer, comme nous l'avons dit plus haut, l'émission égale en tous sens autour de M, et la même que si cette partie m était isolée. Cela étant si nous décrivons du point M comme centre et d'uti rayon quelconque r, une surface sphérique, et si nous n'avons point égard à l'absoi-ption qui aura lieu autour de M, cette surface recevra en entier la chaleur Umdt émise par m, qui se partagera entie ses parties, proportionnellement à leur étendue. Dans cet ouvrage, le rapport de la circonférence au diamètre sera toujours représenté par
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la lettre •tt ; la surface sphérique entière sera doue e'gale à Içrr^,
et la portion de Wmdt qui atteindra et traversera une partie s de
. . sUmdl
cette surlace , aura pour expression —-. — — .
Celte partie s pourra être aussi petite que l'on voudra; mais si elle est de grandeur insensible, il faudra toujours que ses dimensions répondent, comme celles de m, à des nombres extrêmement grands de molécules. Pour abréger, nous appellerons alors s ou généralement une semblable partie insensible d'une surface quelconque, un élémenl de cette surface. Si s et un élément w d'une autre surface ont un point commun 0 (fig. i"), que la normale ON à cette seconde surface et le rayon OM de la surface sphérique fassent un angle aigu 6, et que ces deux élémens s ei a soient compris dans un même cône ayant son sommet ùu point M, on aura sensiblement
&) cos
comme si ces élémens étaient infiniment petits, pourvu toutefois que les rayons de courbure des deux surfaces au point 0 ne soient pas de grandeur insensible, comme les dimensions de a) et de s. De plus, ce sera la même portion de chaleur émanée de m, qui traversera les deux élémens; par conséquent, la quantité de chaleur émise par m pendant l'instant dt, et qui atteindra, à la distance r, l'élément o) d'une surface quelconque, abstraction faite de l'absorption intermédiaire, s'exprimera généralement par
« cos 9
4'îT'
Umdt.
Ayant décrit deux surfaces sphériques et concentriques, qui ont pour rayons r et l'unité , si l'on représente par s et /^Tra les portions de ces surfaces, interceptées par un même cône qui a son sommet à leur centre commun , on aura
Ce rapport est une fonction indépendante de l'unité linéaire que l'on appellera Youverture du cône. S'il s'agit du cône extrêmement aigu, pirconscrit à l'élément oo, et qui a son sommet au point M, la fraction
«r aura une grandeur finie, mais insensible. On aura alors
a cos 6
et la quantité de chaleur précédente pourra s'exprimer par aUnuit, dans toute la longueur du cùne.
(10) Maintenant, si nous avons égard à l'absorption de la chaleur dans l'intérieur du corps A , celte portion de chaleur ^Uindt émanée de m pendant liustant dt , suivant une direction donnce, sera réduite, à la distance r de m, dans un rapport de p à l'unité, et deviendra pjUindt; le coclTicient p étant une fonction de /■ qu'il s'agira de déterminer et qui sera égale à l'unité pour rz= o.
Pour cela, du point M de ce corps, je décris deux surfaces sphériquesdont les rayons seront r et /■+ n. Soient^ et s' les élémens de ces surfaces, interceptés par le cône extrêmement aigu qui a son sommet au point M et a- pour ouverture ; nous aurons
Supposons que p devienne y?' quand ou y met r -}- « à la place de r; la fraction de la quantité de chaleur aUmdt qui tombe sur l'élément s étant pyUmdt, celle qui atteindra l'élément s' sera de même p'ijnindt , et conséquemment la chaleur absorbée en allant de j à / aura pour valeur (p —p') aUindt. Or, si nous supposons que » soit d'une grandeur insensible , mais qui réponde néanmoins, comme chacune des dimensions de i', à un nombre extrêmement grand de molécules , nous pourrons admettre que cette chaleur absorbée est proportionnelle à la chaleur incidente p7U.mdt sur l'élément s, à l'épaisseur n de la matière absorbante, et à sa densité, que nous représenterons par p'. Dans ces hypothèses, les plus simples et les plus naturelles que l'on puisse faire sur l'absorption de la chaleur, la portion de chaleur absorbée en allant de J à s', aura donc aussi pour expression le produit q' p'ripjUmdt , dans lequel a' est un coefficient qui pourra varier avec la matière absorbante et avec la température. En égalant cette seconde valeur à la première, et supprimant le facteur commun aUmdt , il en résultera
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mais on a, par le théorème de Tayloi',
et quoique les coefficiens de cette série soient très divergens, puisque p est une fonction qui varie très rapidement avec r, on peut cependant prendre l'accroissement vi de r assez petit pour que la série soit toujours très convergente, et qu'il suffise de conserver son premier terme; ce qui changera l'équation précédente en celle-ci :
t=-,yp- (.)
Ce sera cette équation différentielle qu'il faudra intégrer pour obtenir la valeur demandée de p ; ou déterminera la constante arbitraire qui sera contenue dans l'intégrale, de manière qu'on ait/j = i quand i== o.
(il). Afin de rapporter toutes les quantités au point M du corps A que l'on considère, je désignerai par f et q ce que deviennent p' et q' en ce point , ou quand /■ = o. La quantité q sera alors la mesure du pouvoir absorbant de la matière de ni, à la température n; la quantité n est déjà la mesure de son poiu'oir émissif a. là même température, rapportée aussi à l'unité de masse. La densité de A qui répond au point M sera la quantité f> , c'est-à-dire que f exprimera , quelle que soit la distribution régulière ou irrégulière des molécules dont m se compose , la somme de ces molécules, ou la niasse m, divisée par le volume de cette même partie matérielle (*). Pour l'homogénéité des quantités, il faut observer que si l'on fait
s sera une ligne; ce qui résulte de ce qu'à la distance /• de )n, le produit de q'fi' et de la ligne >i devait être un nombre abstrait.
Si A est un corps homogène, de nature quelconque, solide, li-
(*) Traité de Mécanique , tome 1", page 176.
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quide, aërifortue, et que sa température soit partout la rnûme , les quantile's q et p' seront constantes et égales à 9 et p ; ou aura
q^' = -, et l'on tirera de l'équation (i),
e étant la base des logarithmes népériens.
La portion de chaleur émanée de m, qui atteindra à chaque instant l'élément s perpendiculaire au rayon r, sera alors
sWmdl 7
Si donc la grandeur de cet élément est constante , il recevra la même quantité de chaleur à distance éi^ale de M , dans toutes les directions autour de ce point j et à distances inégales, cette quantité variei-a en raison inverse du carré de ;• et en raison directe de
l'exponentielle e ' . Le produit — ^e ' exprimera donc le décroisse-
ment d'intensité de la chaleur rayonnante, autour de chaque point M de A. Cette loi comprend le cas du vide , en supposant nulle la densité p, et faisant ê = oo ; ce qui donne, à cette limite, uiiC variation d'intensité en raison inverse du carré de la distance au point d'où la chaleur est partie. Dans l'air ou dans un gaz quelconque , le produit qt sera très petit , et la ligne s très grande , soit à raison de la densité p , soit à raison du pouvoir absorbant , ou de la quantité q , dont la valeur devrait être déterminée par l'expérience pour chaque gaz en particulier et pour chaque degré de température. Le décroissement d'intensité qui en résultera sera un peu plus rapide que dans le vide. L'observation a fait voir que la chaleur solaire traverse l'air avec plus de facilité que celle qui émane d'un corps non lumineux; par conséquent, toutes choses d'ailleurs égales, c'està-dire, pour la même densité et la même température de l'air, la valeur de € sera différente dans le cas de la chaleur solaire et dans celui de la chaleur obscure, et plus grande dans le premier cas que dans le second.
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Pour que le décroissement d'intensile, ou seulement l'absorption de la chaleur, soit très rapide dans les solides et dans les liquides, il faudra que ? y soit une ligne très petite; ce qui rendra aussi très petite la distance à laquelle le rayonnement intérieur sera sensible autour de chaque point. Mais il ne faut pas confondre cette distance avec le rayon d'activité des forces moléculaires, répulsives et attractives, provenant du calorique propre à chaque molécule et de sa matière pondérable; les fonctions inconnues qui expriment les lois de leuj's intensités à difle'rentes dislances, décroissent sans doute plus rapidement qu'une exponentielle : on suppose leur rayon d'activité tout-à-fait insensible, tandis que l'étendue du rayonnement intérieur est seulement très petite, et a quelquefois une influence sur les phénomènes, qui la rend sensible et mesurable, ainsi qu'on le verra par la suite.
(12). Lorsque la température variera d'un point à un autre de A, et sa matière, si ce corps est hétérogène, le produit q'p' sera ime fonction de /■ qui ne nous est pas donnée, de sorte que l'on ne pourra plus tirer de léquation (i) la valeur de p ; mais on pourra toujours vérifier que la quantité do chaleur aUmdt, émanée de m, et qui se propage, suivant chaque direction, dans un cône dont o" est l'ouverture, sera entièrement absorbée à la distance de m où s'étend le rayonnement intérieur. En effet, la portion de cette chaleur absorbée par la tranche normale et extrêmement mince du cône, située à la distance r de m, et qui a n pour épaisseur, est q'ç,'Yp7Ï\indt; la totalité de la chaleur absorbée dans une longueur quelconque /de ce cône, sera donc égale au produit de pjYlindt et de la somme des valeurs de q'ç^'v] relatives à toutes les tranches de cette partie du cône ; laquelle somme
pourra être remplacée par l'intégrale j q'p'pdr, si la longueur l est
comptée à partir du sommet. Or, en vertu de l'équation (i), et en observant que l'on a p = \ quand /■ = o , cette intégrale a pour valeur i — A , en désignant par A la valeur de p qui répond à r = l. Si donc / est l'étendue sensible du rayonnement intérieur, et que l'on ait, en conséquence, A = o, la chaleur absorbée dans cette longueur totale / sera égale à toute la chaleur émise ffïlmdt ; ce qu'il s'agissait de vérifier.
On peut aussi démontrer que la clialeur absorbée par toutes les tranches d'une partie quelconque du cône que nous considérons , est indépendante de Tordre dans lequel elles se succèdent; l'absorption étant toujours supposée, pour chaque tranche, proportionnelle à la quantité de chaleur incidente. En effet, soit n le nombre de ces tranches normales; appelons <zïr la quantité de chaleur émanée de m, en un temps domié, qui tombe sur la tranche la plus voisine de cette partie de A , et désignons par (srA, la portion de ^ur qui sera absorbée par cette première tranche : la chaleur incidente sur la seconde sera réduite à 'Ztr(i — A,). En désignant par k^ ce que ^, devient relativement à celle-ci, la chaleur qu'elle absorbe, et par suite la chaleur incidente sur la troisième tranche, auront pour valeurs '2sr(i — A',) Xa et 'Zîr(i — A,)(i — AJ. En continuant ainsi, et désignant par A3, A4,... A„, ce que devient A, relativement à la troisième, à la quatrième,... à la n""" tranche, la quantité de chaleur qui sortira de cette dernière aura pour expression
^(i — A,) (■ — AO (1 - A3) (i — K);
en sorte que la chaleur sera diminuée par l'absorption à travers ces n tranches successives , dans le rapport du produit des n facteurs
I — A,, I — A„, 1 — A3, I — A„, à l'unité. Or, dans l'hypothèse que
l'on vient de rappeler, chacune des fractions A,, A,,, A3,.... A,, est indépendante de toutes les autres , aussi bien que de la quantité fur : la diminution totale de chaleur sera donc aussi indépendante de l'ordre des n tranches, dont le changement ne ferait qu'intervertir l'ordre des facteurs précèdent, sans en changer les valeurs.
Ct5). 11 suit de là que dans l'échange de chaleur entre deux parties m et m' de A, si la chaleur envoyée par m à ?«' est diminuée par l'absorption intermédiaire, dans le rapport de p à l'unité, la chaleur envoyée par vi' à m sera aussi diminuée dans le même rapport.
Dans le .cône dont le sommet est M et l'ouverture c, je prends pour la partie m' la tranche normale et extrêmement mince , située à la distance r de ce sommet , et qui a » pour épaisseur. La
section du cône étant s à cette distance, le volume de cette tranche sera à très peu près ht; et si l'on représente toujours par f sa densité, on aura /«' = f'rs. La quantité de chaleur émanée de m pendant l'instant dt , et absorbée par cette même tranche iiï , qui a
pour expression ^J ^ \ Umdt , d'après ce qui précède , deviendra donc
pq mm
Udt.
Réciproquement, la quantité de chaleur émanée de m', et absorbée par m , sera
pqm i
Wdt,
en désignant par Yl'ni'dt la quantité de chaleur émise en tous sens par ??i' pendant l'instant dt, et q étant, comme plus haut, la mesure du pouvoir absoi'bant de m. Par conséquent, si l'on représente par (^ la diminution de chaleur de m provenant de l'échange entre m et m' , on aura , en retranchant la dernière quantité de la précédente ,
Quelles que soient les matières des parties m et m' , de grandeur insensible, si leurs températures sont égales, il faudra que J soit zéro, afin que cette égalité ne soit point troublée, de même qu'elle ne l'est pas entre des corps de grandeur quelconque (n" 6). Il faudra donc qu'on ait, dans ce cas,
q'U = ryn',
c'est-à-dire qu'à égalité de température les quantités de chaleur II et n', qui mesurent les pouvoirs émissifs de m et m', rapportées à l'unité de masse, doivent être entre elles comme les quantités q et q' , qui mesurent leurs pouvoirs absorbans. II en résulte aussi que, pour chaque partie matéritUe, le rapport de l'une de ces mesvn-es à l'autre est indépendant de la matière et de la densité ; en
sorte que pour la partie m on aura
Vu étant une fonction de la température ii , qui sera toujours la même , quel que soit le corps A , solide , liquide ou gazeux , au quel m appartient. Nous donnerons dans le chapitre suivant la forme de cette fonction, déduite de l'observation.
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CHAPITRE II
Lois de la chaleur rajojinante.
(]4)- Soit 0 (fig. 2) un point de la surface d'un corps solide ou liquide que j'appcllei'ai toujours A. Par le point 0, menons en dehors de A une norniiile ON, une première droite 01, puis une seconde droite 01' comprise dans le plan de ON et 01. Supposons les angles NOI et NOl' égaux , et de'signons-les par /, de sorte qu'on ait
NOI = NOr = i.
Désignons aussi par jx une partie d'un autre corps, de grandeur insensible, selon la définition du n" 7. Soit (e un élément de la surface de A, tel qu'il a aussi été défini dans le n" g, et comprenant le point 0. Représentons par nxr la quantité de chaleur émanée de ;* et tombée sur w pendant un temps quelconque. Cette chaleur se composera d'un nombre immense de séries de molécules calorifiques, partant de toutes les molécules de //. et aboutissant à a ; mais elles seront toutes contenues dans un filet extrêmement mince ; et si 10 est la direction de l'une de ces séries incidentes, les directions de toutes le8 autres ne s'écarteront pas sensiblement de 10, en supposant, toutefois, f/. à une distance sensible de o> , c'est-à-dire, à une distance extrêmement grande par rapport aux dimensions de /jl et de «. Une portion de la série incidente suivant 10 sera réfléchie suivant 01'; les directions des autres séries réfléchies s'écarteront très peu de 01'. Deux séries incidentes parallèles seront encore parallèles après la réflexion, si la surface de « est plane j elles convergeront ou divergeront, si cette surface est concave ou convexe; mais, dans tous les cas , le filet de chaleur réfléchi sera extrêmement jnince , du moins à une distance de « qui ne sera pas devenue
extrêmement grande. Nous ne nous occuperons pas de la forme de ce filet, mais seulement de la quantité de chaleur dont il sera composé.
Les séries de molécules calorifiques dont «sr est la somme ne sont sans doute pas toutes égales, et il est possible qu'elles ne se réfléchissent pas toutes exactement dans la même pi'oportion ; mais, à cause de leur nombre immense, on peut supposer que la quantité totale de chaleur réfléchie est proportionnelle, toutes choses d.iilleurs égales, à la quantité totale de chaleur incidente. On désignera donc par J<zir la première de ces deux quantités ; f étant une fraction indépendante de tzir , qui pourra varier sur un même élément de surface avec l'angle d'incidence /.
(i5). La chaleur rayonnante qui émane d'un corps incandescent, ou seulement d'un corps dont la température est très élevée, a des propriétés qui la distinguent de la chaleur émanée d'un autre corps et qui sont peut-être dues à la vitesse dont elle est animée. Nous avons déjà dit (n° lo) que la chaleur solaire et celle qui provient d'un corps obscur traversent l'air en des proportions différentes. En général, deux quantités de chaleur rayonnante qui produisent sur nous la même sensation, qui fondraient la même quantité de glace, ou élèveraient la température d'un corps d'un même nombre de degrés, et que nous appelons egrtfe, ne sont cependant pas identiques, lorsque l'une a été émise par un corps très chaud et l'autre par un corps dont la température n'est pas très-élevée. La première traverse le verre dans de grandes épaisseurs , sous la forme rayonnante. De Laroche a trouvé que quand elle a déjà traversé une première lame de verre, elle en traverse plus facilement une seconde. Elle peut aussi traverser d'autres corps, diaphanes ou non diaphanes; et sur ce point de physique, on peut consulter un excellent mémoire de M. Melloni (*).
Cette chaleur rayonnante provenant d'un corps dont la température est très élevée, peut être polarisée comme la lumière, par la réflexion sous un angle convenable. Par conséquent, si la partie matérielle ,t>t qui a émis la quantité nr de chaleur, appartient à un corps dont la température soit très élevée, et si cette chaleur, avant de tomber sur l'élé-
(") Annales de Phjsique el de Chimie, tome LUI, année i833.
ment c» de la surface de A, a été polarisée par sa réflexion sur une autre surface, elle se réfléchira sur u> et sous un même angle d'incidence i, en des proportions inégales dans difTérens plans, passant par la normale ON. Sa réflexion pouiTa être nulle dans un de ces plans, et totale dans un autre; et, dans ce cas, la fraction y sera une fonction de l'angle /, et de celui que fait le plan des droites ON et 01 avec un plan fixe mené par la première.
On n'aura point égard, d;ins cet ouvrage, à ces propriétés exceptionnelles de la chaleur, qui la rapprochent de la lumière à quelques égards, et qui l'en éloignent sous le rappoit de la transmission à travers des corps non diaphanes. En considérant la réflexion de la chaleur sur un élément de surface, nous supposerons toujours que tout est semblable autour de la normale , et que la proportion de chaleur réfléchie est simplement une fonction de l'angle d'incidence, dont la forme devra être déterminée par l'expérience.
(i6). Lorsqu'un corps est soumis à une température extérieure plus basse que la sienne d'un certain nombre de degrés, et ensuite à une température supérieure à la sienne du même nombre de degrés, l'expérience montre quil emploie le même temps, soit à s'abaisser, soit à s'élever à celte température extérieure, et que la loi de son refioidissement dans le premier cas, est la même que celle de son échauffcment dans le second. Or, on conclut de là que la surface de ce corps est également perméable, toutes choses d'ailleurs égales, à la chaleur extérieure qui la traverse du dehors en dedans, et à la chaleur intérieure qui la traverse en sens contraire, ou du dedans au dehors. De plus, si l'elfet du passage d'un milieu dans un autre est le mémeen deux sens opposés, quant à la proportion de la chaleur que la surface de séparation laisse passer, il est naturel de croire qu'il est aussi le même quant à sa direction. On peut donc supposer que la chaleur qui traverse la surface d'un corps n'éprouve aucun changement dans sa direction; car, si elle subissait une sorte de réfraction analogue à celle de la lumière, et que, par exemple, elle se rapprochât de la normale ON en passant du dehors en dedans du corps A, elle s'en éloignerait en passant du dedans en dehors; en sorte que la chaleur éprouverait, dans les deux cas, des effets contraires, eu égard à sa direction.
Cela étant, soient M un point de A, situé sur le prolongement île
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10 à une très petite distance du point (), et m une partie de A, de grandeur insensible et comprenant le point M. Soit aussi ON' le prolongement de ON, de sorte qu'on ait
MON' = ION
Si m envoie à l'élément co , dans un temps quelconque, une quantité p de chaleur, la portion de p que ut réfléchira dans l'intérieur de A, aerajp; le coefficient y" étant le même que pour la réflexion de la chaleur tombée du dehors sur j-' et sous l'incidence /'. Eu outre , l'autre portion i — f)p de la chaleur intérieure, qui traversera « , conservera au dehors la direction indiquée par le prolongement 01 de MO; la même chose aura lieu pour la portion (i — y") 'Zjr de chaleur émanée de jw, et qui pénétrera dans l'intérieur de A à travers m : l'échange de chaleur entre ces deux parties matérielles m et fjt, se fera en ligne droite à travei-s cet élément co.
L'hypothèse de l'égale proportion de la chaleur qui traverse les surfaces en deux sens opposés, établit entre cette substance impondérable et la lumière une dififérence essentielle. Elle ne serait point admissible à l'égard de la chaleur polarisée , dont nous ne devons pas nous occuper. Ce sera une des données de la question , qui serviront de base à nos calculs. Nous admettrons aussi l'hypothèse de la non réfrangibilité de la chaleur, qui paraît liée à la première, et qui sera propre à simplifier les raisonnemens; mais on pourra toujours s'assurer que les résultats auxquels nous parviendrons seront indépendans de cette seconde supposition.
(17). Plaçons actuellement le corps A dans une enceinte fermée de toutes parts (fig. 3), vide d'air, et dont tous les points ont une même température, rendue invariable par un moyen quelconque. Représentons par Ç cette température constante. Si A a d'abord, dans toute son étendue, la température ^, il la conservera aussi constamment; dans le cas contraire, la température variera d'un point à un autre, et avec le temps, jusqu'à ce qu'elle soit devenue partout égale à Ç. Dans le premier cas, chaque élément de la surface de A sera traversé en un temps quelconque par des quantités égales de chaleur, de dehors en dedans et de dedans en dehors; dans le second cas, les quantités de chaleur extérieure et intérieure qui traverseront \m même élément
seront inégales et variables d'un instant à l'autre. Nous appellerons flux de chaleur l'excès de la chaleur intérieure sur la chaleur extérieure, qui traverse à chaque instant un même élément de surface, et qui pourra être positif ou négatif. Au bout d'un temps t quelconque, le flux de chaleur, pendant l'instant cil et à travers l'élément m de la surface de A qui répond au point 0, pourra être représenté par Tœdt; le coefficient T étant le flux de chaleur qui aurait lieu pendant l'unité de temps, à travers une portion de la surface de A, aussi égale à l'unité, si la température de ce corps demeurait la même qu'au bout du temps t, et que la perméabilité calorifique de cette unité de surface fût partout la même que pour l'élément eo.
Pour l'homogénéité des quantités dans les formules où rentrera, on remarquera qu'abstraction faite du signe, T est une quantité de chaleur divisée par un temps et par une surface.
(i8). Soient toujours M un point de A voisin de la surface, et in une partie matérielle , de grandeur insensible , comprenant le point M ; abaissons de ce point une perpendiculaire ME sur la surface de A, et qui la rencontre en E; faisons ME = x, et indiquons, au bout du temps t, par ? la lempérature de m. Pour que toute la chaleur émise par cette partie matéiielle ne soit pas absorbée par les parties environnantes de A, il faudra que la profondeur jr de m au-dessus de la surface, soit très petite. Il en sera de même pour que la partie tn puisse être atteinte par une portion de la chaleur venue du dehors, et qui pénétrera dans A. Par conséquent, si l'on prolonge ME, d'une quantité convenable jusqu'en F, on aura l'épaisseur EF d'une couche superficielle extrêmement mince, d'ovi émanera toute la chaleur qui traversera la surface de A, du dedans en dehors, et où sera absorbée toute celle qui traversera la même surface, du dehors en dedans. Je désignerai par e cette petite épaisseur EF, qui sera toujours incomparablement plus grande que les dimensions des parties matérielles , telles que m, et des élémens de surface, tels que w. Observons aussi que la couche superficielle dont nous parlons est distincte de celle qui termine tous les corps, et dans laquelle la densité varie très rapidement de la face interne à la face externe (*). L'épaisseur de celle-ci est tout-à-fait in-
(*) Nouvelle théorie de l'action capillaire, page 6.
sensible, comme le rayon d'activité des forces moléculaires, et négligeable par rapport à l'épaisseur e. C'est vraisemblablement dans celte partie extrême de la couche superficielle que se passe le phénomène de la réflexion d'une partie de la chaleur incidente, extérieure on intérieure.
Dans l'intérieur de A, à une profondeur plus grande que e, la température est indépendante, comme on le v^erra par la suite, de la loi de l'absorption de la chaleur, et varie très peu entre des points très rapprochés l'un de l'autre. Il n'en est pas de même dans l'épaisseur e delà couche superficielle j la température ^ de m varie très rapidement avec la profondeur .r, et a généralement des valeurs très ditïérentes aux deux limites de cette couche, c'est-à-dire, pour jc = o et pour a: = e ; son expression dépend de la loi de l'absorption, renfermée dans l'équation (i) du n" lo, et dépendante elle-même de la loi des températures. Ce serait un problème, au moins très diiTicile à résoudre, que de déterminer ces deux lois de l'absorption et des températures, ainsi liées l'une à l'autre. Sur une même normale EF, nous regarderons Ç comme une fonction àe x et t, qui restera inconnue, mais qui se changera, à la profondeur x = e et au delà, en une autre quantité que nous désignerons par u , dont les variations ne seront plus très rapides _, et que l'on déterminera dans la .suite.
Le point M, appartenant à la matière de l'enceinte et étant très voisin de sa surface interne, on mènera une perpendiculaire à cette surface qui la rencontre en E, , puis on prolongera E,M, jusqu'en F,, de sorte que E,F, soit l'épaisseur de la couche superficielle de l'enceinte, dans laquelle auront aussi lieu l'émission et l'absorption de la chaleur rayonnante; mais dans toute l'épaisseur de cette couche, comme à une plus grande profondeur, la température sera constante , par hypothèse, et égale à Ç. Dans ce qui va suivre, je désignerai par e, cette petite épaisseur E,F, , j'appellerai x, la distance M,E, du point M, à la surface interne de l'enceinte, et m, représentera une partie de la matière de l'enceinte, de grandeur insensible et comprenant le point M,.
(19). Ayant tiré la droite MM, qui coupe en 0 et 0, les surfaces de A et de l'enceinte, j'élèverai, dans l'espace vide compris entre elles, et par les points 0 et 0, , les normales ON et 0,N, à ces surfaces.
3o THÉORIE MATHÉMATIQUE
Les angles EMO et 0,0N seront sensiblement égaux, ainsi que les angles E,M,0, et 00, N, ; je les désignerai par G et 6, , de sorte qu'on ait
EMO = O.ON = 6, E.M.O, = OO.N
Je ferai , en outre ,
MO = r, M.O, = r,, 00, = h ;
et l'on aura aussi , à très peu près ,
X = rcosô, X, = r, cosô,.
Les distances r et ;■, devront être respectivement moindres que e et e, , pour qu'un échange de chaleur puisse avoir lieu entre m et m,. Je supposerai que la distance h soit , au contraire , très grande relativement aux épaisseurs e et e,, et je négligerai, dans les calculs suivans, r et r, par rappoit à h ; j'exclurai , par conséquent , le cas où l'élément w (le la surface de A serait en contact avec l'enceinte , ou en serait très peu éloigné.
Cela posé, concevons deux cônes, dont l'un soit circonscrit à m, et ait son sommet au point M, et dont l'autre ait M, pour sommet et soit circonscrit à m. Appelons & , l'élément de la surface de l'enceinte qui sera intercepté par le premier cône, et qui comprendra le point 0, ; et supposons que l'élément co comprenant le point 0 soit celui qui sera intercepté par le second cône sur la surface de A. Vu la orandeur de h par rapport à /■ et r, , on pourra prendre «y cos 6 et &', cos 6, pour les projections de w et a>, , sur les plans passant par 0 et 0,, et perpendiculaires à 00,. Si l'on prolonge les deux cônes à partir de a et «, jusqu'aux limites des couches superficielles de A et de l'enceinte, et que l'on appelle T et T, ces prolongemens , on pourra aussi considérer, sans erreur sensible , T et T, comme des cylindres qui auront pour bases o cas 6 et o), cos 6,. Les échanges de chaleur entre chacune des parties de T, , telles que m,, et chacune des parties de T, telles que m, auront lieu à travers les élémens m et w,. Je représenterai par Bdt la diminution de chaleur, positive ou négative, qui en résultera pour T pendant l'instant dt, et qui sera
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une partie du flux de chaleur Tadt, dont nous allons d'abord nous occuper.
(20). Je désignerai par \mclt la quantité de chaleur émise en tous sens par m pendant l'instant dt ; le coetFicient X étant une fonction de la température Ç de m au bout du temps t. Abstraction faite de l'absorption dans la couche superficielle de A , et de la réflexion intérieure qui aura lieu à sa surface, la portion de ILmcIt qui at-
teindrait a<, serait ^ -'ç—~—^mdt. , d'après lo n" 9, ou simplement
', , , - \nidt , en négligeant /■ par rapport à h. En vertu de l'absorption qui aura lieu dans le trajet de ma», cette portion de chaleur se changera en une autre "'. ,^ ' Yt?^^^ , dans laquelle Y est un
coeflicient moindre que X. Cette quantité Y sera une fonction de r qui deviendra nulle ou insensible pour toute valeur de r plus grande que l'épaisseur e de la couche supeiHcielle ; mais elle dépendra aussi de l'angle ô , parce que X était fonction de jc ou de /• cos ô , à cause de la température ^ , dont la variation par rapport à jc est très rapide et ne peut pas être négligée. En prenant pour m une tranche de T extrêmement mince, perpendiculaire à la longueur de ce cylindre, et ayant, conséquemnient, io cos G pour base, on pourra représenter par Q&) cos â la somme des valeurs de Ym, étendue au cylindre entier, c'est-à-dire, prise depuis r = o jusqu'à r = e, ou si l'on veut jusqu'à r= co , puisqu'au-delà de r = e, Y est zéro. Le coefficient Q dépendra encore de P j et la chaleur envoyée par T à <y, aura
pour valeur — '.,,"' Qdt , en faisant toujours abstraction de la
réflexion intérieui'e qui a lieu sur l'élément a. Pour y avoir égard, je suppose que la chaleur qui traverse cet élément sous l'angle d'incidence G soit une fraction a de la chaleur incidente. En multipliant la quantité précédente par a, on aura la portion de chaleur qui atteindra l'élément «, sous l'angle d'incidence S, ; et si l'on représente enfin par a, la fraction de cette cbaleur incidente qui traversera w, , on aura définitivement
Aa, aaii cos 6 cos é,
pour la quantité de chaleur émanée de T pendant l'instant dt , à travers l'élément œ, qui pénétrera la matière de 1 enceinte, à travers l'élément w, , et sera absorbée en entier par T,. On aura de même
«a, au, cos i cos 6, „ j ; — ; Lat,
pour la chaleur émise par T, pendant le même instant dt , a travers OD, , qui pénétrera dans À à travers at , et sera totalement absorbée par T. Mais ici le coefficient Z ne dépendra pas, comme Q, de l'angle d'incidence, parce que, par hypothèse, la température ne varie pas dans l'épaisseur de la couche superficielle de l'enceinte , de laquelle cette quantité de chaleur est émanée.
En retranchant cette dernière quantité de la précédente, on aura la valeur de Ddt; et en supprimant le facteur commun dt , il en résultera
„ etA, aa, COS ê COS 6, ,p. rw\ / \
A cause que l'on a négligé les dislances r et r, par rapport à h, cette valeur de D est la même que si les quantités de chaleur qui ont traversé a> et «, fussent parties des points même de ces élémens ; et, pour cette raison, la valeur de D serait encore la même si la chaleur éprouvait des changemens de direction en traversant eo ou a,. En général , deux séries de molécules calorifiques, parties du point M, et qui s'écartent très peu l'une de l'autre à une distance de a>, très grande par rapport à r, pourront diverger au-delà de cette distance, comme si elles fussent parties d'un autre point M' de A , ou même d'un autre point extérieur M', mais toujours situé à une distance r' de 0, très petite, comme la distance /' ou MO; de manière que si l'on néglige r' comme on a négligé r, cette divergence sera la même que si 0 eût été le point de départ.
Nous ferons remarquer, pour l'homogénéité des quantités, que Xmdt, et par suite Ymdt , exprimant des quantités de chaleur,
Qoj cos â^^ eu sera uoe aussi, et, coasëquemnient , Q sera une quantité de chaleur divisée par un temps et par une surface. Il eu sera de même à l'égard de Z.
(21). Lorsque les élémens o) et o), sont entièrement perméables à la chaleur, ou dépourvus de toute réflexibilité, sous tous les angles d'incidence, on a a= I et a, = i , quels que soient les angles 6 et 6,. Dans ce cas, on admet, comme un résultat de l'expérience, que les quantités de chaleur émises à travers un même élément de surface, sous diftërentes directions , diminuent à mesure que ces directions s'écartent de la normale , et sont entre elles comme les cosinus des angles d'incidence. Cela résulte , en effet, de la formule (i), à l'égard de l'élément a, appartenant à la surface interne de l'enceinte, puisque , dans ie cas de a, = i , cette formule ne contient plus que le facteur cos ô, qui dépende de l'angle d'incidence 6, ; mais il n'en est pas de même relativement à &>, à cause que, dans le cas de a = i, la formule (i) renferme encore, outre le facteur cos 8, la quantité Q qui peut dépendre de l'angle d'incidence 6. Cette loi du cosinus n'est donc démontrée, à priori , que pour un corps dont la température est supposée invariable ; pour un corps A qui s'échauffe ou se refroidit, elle ne me paraît pas entièrement hors de doute. Il serait à désirer que les expériences qui ont paru l'indiquer, fussent répétées avec soin , comme aussi il faudrait que la valeur de a. en fonction de G fût déterminée par l'observation , dans le cas général où la réflexibilité n'est pas nulle.
Relativement à un corps dont la température ne varie pas, et à l'enceinte en particulier, la loi dont il s'agit ne tient pas à ce que la chaleur émise par le cylindre T, à travers a,, a parcouru une distance plus ou moins grande et éprouvé une absorption plus ou moins considérable, avant d'atteindre cet élément. Cette distance et celte absorption sont les mêmes pour toutes les directions ; mais le cylindre T,, circonscrit à un élément donné û), , s'amincit de plus en plus à mesure qu'il s'éloigne de la normale ; sa base &>, cos 9, , ou la section perpendiculaire à sa longueur, diminue proportionnellement au cosinus de l'angle d'incidence , et conséquemment aussi la quantité de chaleur qu'il émet au dehors, quand elle traverse en entier l'élément &),. Mais, outre ce résultat évident, on peut encore prouver,
d'après le rapport entre les pouvoirs absorbans el emissifs, trouvé dans le n° i3, que la quantité de chaleur émanée de T, est toujours indépendante de la matière dont ce cylindre est formé, et ne peut changer qu'avec sa température.
En effet, désignons par U.m^dt la quantité de chaleur émise en tous sens par la partie matérielle w, pendant l'instant dt; soient f, la densité de m,, et cj, la mesure de son pouvoir absorbant. En appelant /), ce que devient la quantité p du n° lo, relativement à la matière de l'enceinte , à sa température ^ et à la distance r, , on aura , en vertu de l'équation (i) de ce numéro et de l'équation (3) du n° i3,
dp,=^^p,q,f,di\, n, =<y,FC.
De plus, Zv,cos ^,dt sera la somme des valeurs de p,n,m,dt relatives à toutes les parties de T, ; si donc on prend pour m, la tranche très mince de ce cylindre, perpendiculaire à sa longueur, qui répond au point M,, et dont l'épaisseur sera jeprésentée par »,, on aura m, = fiHift), cos G, , et Z sera la somme des valeurs de p,U, f>,yi, dans toute la longueur de T, , ou prise depuis r, = o jusqu'à r, = e,. En remplaçant n, par dr,, et la somme par une intégrale, on aura , par conséquent ,
Z^ J^^' U,p,f,dr,;
et en vertu des équations précédentes , cette valeur de Z sera la même chose que
z=.-fyç.dp,.
Donc, puisque le facteur ¥Ç ne dépend que de la température ^ , qui est constante par hypothèse, et en observant que l'on a yo, = i et p, = o aux limites r,= o et r,=e,, il s'ensuit que l'on aura Z=F(, lors même que la matière et la densité varieraient sensiblement dans l'épaisseur de la couche superficielle de l'enceinte.
Ainsi, la quantité Z ne dépend que de la température de l'enceinte, comme il s'agissait de le prouver; et l'on voit, de plus, qu'elle exprime le rapport du pouvoir émissif au pouvoir absorbant, qui est le même pour tous les corps, et qu'on a représenté ( n* i5) par la fonction F de leur température.
Cet le conclusion ne convient pas au corps A , dont la température varie dans l'épaisseur e de sa couche superficielle. Si cette température ^ était constante , c'est-à-dire égale à celle qui a lieu à la limite de cette couclie, et qu'on a représentée par u, on aurait Q = Fw; d'un autre côté , on aurait efTectivement ^ ^u, si u ne différait pas de la température Ç de l'enceinte. D'après cela, nous ferons
Q = F^.-|-?»(FC — F«); (2)
<p étant une nouvelle inconnue, qui sera uu nombre abstrait dont on ne pourrait calculer la valeur à moins de connaître les lois de l'absorption et de la température près de la surface de A. En supposant que des expériences ultérieures confirment la loi de l'émission propoitionnelle au cosinus de l'angle d'incidence, x'elativement à un corps qui s'échauflt" ou se refroidit, cette quantité (p sera indépendante de l'angle d'incidence; mais il faudra encore recourir à l'observation, pour savoir si elle varie avec la matière de ce corps. On verra dans la suite qu'elle ne dépend pas des températures.
(22). On ne doit pas confondre la quantité Ddt avec le flux de chaleur qui a lieu, pendant l'instant dt, de l'élément o) vers w, , et que je représenterai par ù^dt. La diminution Ddt de la chaleur de T est le résultat de l'échange entre T et T,. Le flux i^dt est l'excès de toute la chaleur émise par T vers «, et à travers co , sur celle qui traverse ù) en sens contraire , et qui résulte , soit de l'émission de T, à travers «, , soit de la réflexion qui a lieu sur «, quand a, n'est pas l'unité; la chaleur réfléchie provenant alors de celle qui tombe sur û), sous l'angle d'incidence ô,. Les deux quantités D et A ne coïncident que quand la réilexibilité de «, est nulle, ou la perméabilité complète, sous cette incidence, c'est-à-dire, dans le cas de a, = j, pour la valeur donnée de 6,. Mais je vais démontrer qu'en général la valeur complète de A est indépendante de a,, et se déduit, en conséquence de celle de D en y faisant a, ^ i ; ce qui donne, d'après la formule (1) ,
La quantité de chaleur émise par T à travers &> , et qui va tom-
ber sur &>, pendant l'instant dt, est le premier terme de cette formule, multiplié par dt , c'est-à-dire,
tcaut cos i cos 6, c\jf
Si l'on désigne par a^Ydt la quantité de chaleur émise de même par T, à travers &>, et qui va tomber sur a pendant le même instant dt , on aura aussi
^ «a, COS 6 COS ô, rfi.
J'appelle A'Pts?^ ce que devient cette quantité de chaleur lorsqu'on y ajoute la chaleur réfléchie par &>, vers et). Une partie akPdt de cette chaleur totale, émise et réfléchie, pénétrera dans A à travers cd ; et d'après les deux quantités précédentes, on en conclui'a
A «aa, COS^COS^, ^^ ,„
où il ne reste plus qu'à déterminer la quantité k. Pour cela , il est indispensable d'avoir égard, comme je vais le faire, au nombre infini de réflexions successives qu'éprouve chaque série de molécules calorifiques, en se mouvant dans un espace fermé de toutes parts.
(aS). La température Ç étant constante, il s'ensuit que la quantité a,P est la chaleur émise par T, de a, vers co , pendant l'unité de temps. Elle se composera d'un nombre extrêmement grand de séries de molécules calorifiques, qui vont des points de &), à ceux de w; je désigne par a,s la somme des molécules qui suivent la direction 0,0; la quantité z sera, ainsi que Z, indépendante du degré de perméabilité de 0), , de la matière de T, et de l'angle 9, , et ne pourra changer qu'avec la température ^ de l'enceinte.
Par le point 0, (fig. 4)> j^ mène dans le plan de la droite 0,0 et do la normale 0,N,, une droite 0,0», qui aboutit au point 0^ de la surface de l'enceinte , et soit telle que l'on ait
OO.N. =: O.O.N
Au point ()», j'élève la normale intérieure 0,Nj à la surface de l'en-
ceinte j puis, daos le plan de l'angle O.OsNa , je mène la droite O.Oj, telle que l'on ait
et qui aboutit au point O3 de la surface de l'enceinte. Par ce point O3, je mène encore une normale intérieure O3N3 à cette surface, puis droite O3O4 dans le plan de l'angle 0»03N3 , telle que l'on ait
une
O.OaNj = 0,03N3,
et qui se termine au point O4 de cette même surface. Je continue indéfiniment ces constructions , et je suppose que la ligne brisée OO.OjOsO^ etc., qui en résultera, ne rencontre la surface de A. en aucun autre point que O qui est son origine, ni une seconde fois en ce point 0.
De même que nous avons fait
oo.N, = e. ,
faisons aussi
0,0,N. = e., 0,03^3 = 63, OjO.N, = e,, etc.
et désignons par a,, «3, a^, etc., ce que devient relativement aux points 0,, O3, O4, etc., et aux angles 6,, 63, 64, etc. , la quantité a, qui se rapporte au point 0, et à l'angle G,. Les séries de molécules calorifiques qui traverseront la surface de l'enceinte aux points 0^, O3, O4, etc. , suivant les directions 0^0, , OjOj, O4O3, etc., auront pour sommes, pendant l'unité de temps, les produits a^z, etjZ , a.^z, etc.; le facteur z étant le même que précédemment, puisqu'il ne dépend que de la température Ç commune à tous les points de l'enceinte. Une portion (i — a,)a,z de la chaleur a^z incidente au point 0,, suivant la direction O^O, , sera réfléchie suivant la direction 0,0, et s'ajoutera à la chaleur a,z ; ce qui donnera une quantité de chaleur [«,-!-( i -a,)ajz suivant cette dernière direction. Une portion (i — ajass de la chaleur cCjZ incidente au point 0, suivant la direction O3O3, se réfléchira de même suivant la direction 0,0, ; une portion (1 — a,)(i — a,)a3S de cette chaleur (i — a,) a^z déjà réfléchie, se réfléchira une seconde fois suivant la direction 0,0 , et s'ajoutera à la quantité précédente
[«, + (i — a,) ajs; ce qui donnera, suivant cette dernière direction , une quantité de chaleur [a, + (i — ^,)<^^-\- (i — "^O (i — «t») «^s] z. En continuant ainsi indéfiniment , et faisant
+ (i ~ a,) (i — «0 (' — ='3) «4 + etc. = ^ ,
on aura Cz pour la somme totale, pendant l'unité de temps, de la série de molécules calorifiques qui suivent la dioite 0,0; en sorte que la pai'tie a,,z de cette série, qui est émise directement par T,, se trouvera augmentée par la réflexion, dans le rapport de ^ à a,. Il en sera de même à l'égard de toutes les séries de molécules calorifiques dont se compose la quantité de chaleur a,P ; et comme on a représenté par AP ce que cette chaleur devient quand on a égard à la réflexion, il s'ensuit que l'on aura k=zQ. Or, d'après la valeur de ^, on a évidemment
1 — ê = (i — a,) (1 — a^) (( — aj) (1 — ct^) etc.,
où l'on voit d'abord que cette différence i — ê ne peut être négative, puisque aucune des quantités a,, a^, a.^, a.^, etc., ne peut surpasser l'unité, ce qui rend tous ses facteurs positifs. De plus, si l'on désigne par «T la plus petite de toutes les fractions a,, a^, «3, o.^, etc. , qui ne sont pas zéro, et par n leur nombre, on aura
d'où l'on conclut généralement 1 — ê=o, puisque i — «Test une fraction et que n est infini. Il n'y aurait exception que si foutes les fractions a,, «a, «3, «4, etc., moins un nombre fini d'entre elles, étaient zéro, ou bien si elles décroissaient continuellement, à partir île l'une d'elles, et finissaient par devenir infiniment petites; car alors la limite S n'existerait pas; et l'on sait d'ailleurs qu'un produit d'un nombre infini de facteurs convergeas vers l'unité peut avoir une valeur finie et déterminée. Mais ce serait un cas mathématique, qui n'a pas lieu dans la nature, et dont nous pouvons faire abstraction. Nous aurons donc A == ^ = I ; ce qui fait coïncider avec la formule (3) la valeur de A exprimée par la formule ( j).
La valeur de k devra être modifiée, et ne sera plus égale à l'unité,
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dans le cas que nous examinerons plus bas , où l'un des points de la ligne brisée OO.OjOa etc., outre le premier, appartiendra à la surface de A .
(24). 11 sera facile de déduire, maintenant, de l'expression de à.dt, celle du flux total de chaleur qui a lieu pendant l'instant dt, suivant toutes les directions, à travers 1 élément ce),et qui a été représenté par Ycùdt (n° 17).
Pour f|ue la formule (3) convienne à toutes les directions de la droite 00, , autour du point 0, il faut que la surface de A soit convexe en ce point; car si elle était concave, il y aurait des directions dans lesquelles la droite 00, rencontrerait la surface de A en un second point; et la température correspondante étant variable et différente dei^, la formule (3) n'aurait plus lieu pour les angles 9 relatifs à ces directions.
Supposons donc le corps A convexe au point O; par ce point, menons un plan tangent à sa surface, qui laisse le corps entier d'un même côté; la valeur de Yc» sera la somme de celles de A , étendue à tous les élémens a, de la partie de l'enceinte située de l'autre côté, et terminée au plan tangent; d'ailleurs, cette somme s'obtiendra par une intégrale, dans laquelle on remplacera o), par l'élément diflërentiel de la surface de l'enceinte, qui répond au point 0, , et co, cos â, , par la projection de cet élément différentiel sur un plan perpendicu laire à la droite 00,. Donc, si l'on décrit du point 0 comme centre, et d'un rayon égal à l'unité , une surface hémisphérique terminée au plan tangent en 0 à la surface de A, et que l'on appelle ds son élément différentiel perpendiculaire à 00,, il faudra, à cause de 00, = A, mettre h^ds à la place du facteur &>, cos 6, de la formule (3), puis étendre l'intégrale de cette formule à tous les élémens ds de la surface hémisphérique. Or, ô étant l'angle compris entre la droite 00, et la normale OjN, si l'on désigne par 4 l'angle que fait le plan de ON et de 00,, avec un plan fixe mené par ON, on aura
ds = sin 6 r/âf/4 ;
et pour étendre l'intégrale à toute la surface hémisphérique, il faudra la prendre depuis 4 = o et Ô = o, jusqu'à 4 = 27r et 6 =^97. De cette manière, en supprimant le facteur co commun à A et Feu,
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et observant que la formule (3) ne contient rien qui dépende de l'angle
•4/_, on aura d'abord
r = - T'" a ( Q — Z ) cos e sin QrfG.
Donc, en vertu de la formule (2) et de Z := FÇ, et en faisant, pour abréger ,
- I '"^ st (1 — (p) cos 9 sin 9 <YÔ = n,
il en résultera finalement
T = ,1 (Fm — FO- (5)
(25). En vertu de cette formule, lorsque la température u sera devenue la même et égale à ^ dans toute l'étendue de A, on aura r = 0, quel que soit le coefficient n; le flux de chaleur sera donc nul en tous les points de la surface de A; et conséquemment, la température 'Ç continuera de subsister. La fonction FÇ étant indépendante des dimensions et de la matière de l'enceinte, de sa figure et de l'état de sa surface, il s'ensuit que si l'une de ces quatre choses vient à changer sans que ^ varie, le corps A conservera aussi cette tempéi'ature. Il en sera de même si l'on transporte A d'un endroit dans un autre de l'espace vide que l'enceinte termine, ou si on le place dans un autre espace terminé par une enceinte qui ait la température ( de la première. Si donc A est un thermomètre, et qu'il ait atteint la température invariable de l'enceinte, il continuera de l'indiquer, quel que soit l'endroit de l'espace vide où il sera placé; ce qui aura encore lieu lorsque cet espace sera rempli d'air ou d'un gaz quelconque, qui a pris la température de l'enceinte. Cela est conforme à l'observation, et peut être journellement vérifié. L'expérience montre aussi que si l'on augmente ou si l'on diminue subitement l'espace vide, le thermomètre intérieur ne s'élève ni ne s'abaisse ; mais quand cet espace renferme un gaz, celui-ci, en se comprimant ou se dilatant par le changement subit de son volume, abandonne ou absorbe de la chaleur, et le thermomètre monte ou descend d'un nombre de degrés diflërent, selon la nature du fluide, sa densité et sa température primitives, et la variation de son volume. Lors même que
l'enceinte s'éloigne à une distance immense de A, comme la distance des étoiles à la Terre, par exemple, son influence sur la température de A ne diminue pas; ce qui tient à ce que l'étendue à la superficie et l'intensité de la chaleur rayonnante émanée de chacun de ses points varient en raison inverse l'une de l'autre, c'est-à-dire, lune en raison inverse et l'autre en raison directe du carré de la distance.
La formule (5) montre aussi que la loi du flux de chaleur qui a heu à la surface de A, avant qu'il ait atteint la température finale, et par suite la loi de l'échauflement ou du refroidissement de A, sont mdépendantes en général de l'endroit que ce corps occupe dans l'espace vide, aussi bien que de la matière, des dimensions, de la figure de l'enceinte, et du deijré de réflexibilllé de sa surface. Je dis en général, car cela n'a plus lieu, non plus que la formule (5), lorsque la ligne OO.OjOj etc. des réflexions successives rencoutre une seconde fois la surface de A: dans ce cas, un même corps, que l'on place dans une enceinte fermée de toutes parts, s'échaufle ou se refroidit plus ou moins vite, et suivant des lois dlflërentes, selon le lieu qu il occupe dans cet espace, et quoique la température de l'enceinte soit partout la même.
(26}. Cette formule (5), à laquelle nous avons été conduits par la théorie, s'accorde avec l'expression du flux de chaleur qui résulte des lois expérimentales du refroidissement des corps dans le vide, trouvées par MM. Dulong et Petit; et en comparant l'une à l'autre, on en conclura la forme de la fonction Yu ou F^ de la température variable ou constante.
D'après les lois que nous citons, on a
r := À (jU — IJ.^). (6)
La température u est celle du corps A qui se refroidit ou s'échauffe, observée aussi près qu'il est possible de la surface, et pour laquelle on peut prendre la température qui a lieu à la limite intérieure de la couche superficielle d'où émane la chaleur rayonnante. On désigne, comme plus haut, par ( la température invariable de l'enceinte qui termine l'espace vide où le corps est placé. La quantité /W. est un nombre peu différent de l'unité, qui est le même pour tous les corps
et pour tous les états de leur surface, et dont la valeur est
Enfin, le facteur A dépend de l'état de la surface de A, c'est-à-dire de sa coloration et de son defjré de poli , et peut varier, par conséquent , avec le point 0 de cette surface, auquel l'expression de T se rapporte.
Ce facteur A ne change pas avec les températures 11 et ^; mais son expression numérique dépend du zéro de l'échelle thermométrique, de telle sorte que le produit de A et de la différence ^" — /xJ' , ou la valeur de F, ne varie pas avec ce zéro qui est tout-à-fait arbitraire. C'est ce facteur qui donne la mesure à\x pouvoir rajonnaiit de la surface de A, ou plus exactement de l'élément co de cette surface. Il atteint sa plus grande valeur relativement à l'état de cette surface, lorsqu'elle est entièrement dépourvue de réflexibilité; on ignore si cette valeur maocima du pouvoir rayonnant varie avec la matière du corps A; la valeur de A est zéro, dans l'autre cas extrême où la surface est imperméable et réfléchit toute la chaleur sous tous les angles d'incidence.
Si nous faisons
A = ng,
il faudra, pour que les formules (5) et (6) coïncident, que l'on ait
F« = g^" + G, FC = s^^S 4- C;
C et g étant des quantités inconnues de chaleur, indépendantes de la matière des corps, de leur température et de l'état de leur surface : C serait la mesure du pouvoir émissif, correspondante à uz=: — 00 , si la formule (6), donnée par l'expérience, s'étendait à des températures aussi basses que l'on voudra; et pour que ce pouvoir devînt nul ou insensible à de très basses températures (n° 8) , il faudrait alors que l'on eût C = o. Mais toutes les expériences que l'on peut faire étant relatives à des échanges de chaleur dans lesquels cette constante C disparaît, aucune observation n'en pourra jamais déterminer la valeur.
C'est seulement à raison du coeflicient n que le pouvoir rayonnant A pourra varier d'une surface à une autre : si des expériences
ultérieures montrent que la valeur maxima de A varie avec la matière du corps, il en faudra conclure qu'il en est de même à l'égard de la valeur de n, relative au cas de la non réflexibilité ou de a =: i ; d'où l'on conclura alors que la quantité (fi devra aussi dépendre de la matière du corps A qui s'échauffe ou se refroidit; mais, dans tous les cas, ces quantités a et (? seront indépendantes, aussi bien que A et g , des températures u et Ç'.
(27), Maintenant, supposons qu'un second corps A' soit contenu dans l'enceinte vide d'air où est placé le corps A , et dont la température sera toujours regardée comme invariable et représentée par l.
Considérons la série de réflexions successives qui aura lieu suivant la ligne brisée, partant du point 0 de la surface de A, et dont le premier côté 00, fait l'angle 6 avec la normale ON. Supposons, pour fixer les idées, que cette ligne ne rencontre la surface de A' qu'en un seul point , el que la rencontre a lieu au point 0'(fig. 5) de cette surface, entre la première et la troisième réflexion, qui se feront, comme précédemment, aux points 0, et O3 de la surface de l'enceinte ; en sorte que la deuxième réflexion, qui avait lieu en un point 0, appartenant à cette enceinte , se fera maintenant au point 0' de la surface de A'. Par ce point, j'élève la normale O'N'; les angles 0,0'N' et OjO'lN' seront compris dans un même plan , et égaux : je les représenterai par G', de sorte qu'on ait
N' = OjO'N
J'appellerai aussi u' la température de A' au bout du temps t , près du point 0' et à la limite intérieure de la couche superficielle, qui émet et absorbe la chaleur rayonnante. La fraction a et la quantité de chaleur Q répondant, comme plus haut, au point 0 de la surface de A et à l'angle G , je désignerai par et' et Q' ce qu'elles deviennent relativement au point 0' de la surface de A' et à l'angle G'; je représenterai toujours la quantité Q par la formule (2), et je ferai de même
Q' = F«' -f- (p' (FC — ¥u) ;
(p' étant une quantité inconnue qui ne pourra dépendre que de la matière de A' et de l'angle G'.
Cela posé, en conservant toutes les autres nolations précédentes, on trouvera sans difiicullé, par le raisonnement du n° 25, que la quantité kZ, comprise dans la formule (4), a pour valeur
/■Z = a,Z + (i — a,) a'Q' + ( i — a,) (' — ^') «sZ + (i — a,)(i — a'j(i — a3)a4Z + etc. ;
laquelle ne diffère de celle du numéro cité qu'en ce que les quantités a, et a.Z y sont remplacées par a! et a'Q'. On aura toujours , comme dans ce numéro,
a,+(T_a,)a'+(i—a,Xi—a')a3+^i— a. )(i — «•')('— «'3)a4+<^*^-='' d'où il résultera
AZ = Z + (i - «,)'^'(Q' — Z);
et au moyen de cette valeur, jointe à celles de Q, Q', Z, la formule (4) deviendra
A = tîîi^^l^ [(x _ ^) (F« _ FÇ)
_ a'(i - a,) (i - cp') (F«'- FOJ.
Cette formule s'appliquera au cas où la ligne des réflexions successives vient l'encontrer la surface du corps A , après une première réflexion à la surface de l'enceinte : on prendra alors pour A' le coips A lui-même, et 0' sera un point de la surface de A, distinct du point 0. A raison de la quantité a, contenue dans la valeur de A, on voit comment l'état de la surface de l'enceinte influera sur le flux de chaleur à la surface de A , et par suite sur la vitesse de son refroidissement. On voit aussi que la rencontre en un second point 0' de la surface de A , pouvant avoir lieu ou ne pas exister, selon la place que ce corps occupe dans l'enceinte , il en résulte que l'enceinte restant la même , le déplacement de A peut influer sur la loi de son refroidissement ou de son échauffement, jusqu'à ce que la température soit devenue partout égale à ^, et que l'on ait, par conséquent, u =u , u = ^ , A = o.
On formera de même l'expression de kZ que l'on devra employer
dans la formule (4), lorsque la ligne des réflexions successives qui part du point 0 rencontrera une ou plusieurs fois la surface de A , de A' et d'autres corps contenus dans l'enceinte , après ou avant un nombre quelconque de réflexions à la surface de cette enceinte. Si , par exemple, ces rencontres n'ont lieu qu'une seule fois au point 0' de la surface de A', et avant toutes les réflexions à la surface de l'enceinte, la valeur de A sera
A = '"""'^°;;^"ii' [(!-<?) (F«-FÇ) - a'(i - <?') (F«'- FÇ)] ,
cû désignant l'élément de la surface de A qui répond au point 0', h la longueur de la droite 00', G' l'angle aigu que fait celte droite avec la normale en 0' à la surface de A', et les autres notations étant les mêmes que précédemment. Ou voit que , dans ce cas , la valeur de A dépendra encore do l'état des surfaces de A et A', à raison des fractions a, et a' , mais qu'elle ne dépend plus , comme la précédente, de l'élat de la surface de l'enceinte. Ce cas comprend celui que nous n'avons pas considéré dans le n" 24, c'est-à-dire, le cas où la surface de A, étant nomnalc au point 0, la ligue 00' vient la rencontrer en un second point 0', avant toutes les réflexions à la surface de l'enceinte.
(28). Pour comprendre tous les cas en un seul , je suppose que les réflexions successives aient lieu en des points 0', 0", 0'", etc. (fig. tij, appartenant à la surface de l'enceinte ou à des corps difl^éremment échauffés, au nombre desquels le corps A peut être compris, et que, pour celte suite de réflexions, les quantités désignées par a et Q relativement au point 0 de la surface de A et à l'angle d'incidence 6, deviennent a' et Q', a" et Q", a'" et Q'", etc. La valeur de KL relative à ce cas général sera
^Z = «'Q' H- ( I — ajyq' + ( 1 — a') ( , _ a" ) a"'Q"' -f- etc. ; mais comme on a toujours
a'-f-(i_ct')a"+ VI — «0(1 — a")«."' + etc. = i , on pourra écrire cette valeur de AZ sous la forme AZ=Z+a'(Q'— Zj-HCi— ^-')a"(Q"— Z)+(i-a')(i— <i'>"'(Q"'-Z)H-etc.;
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au moyen de quoi la formule (4) deviendra
A=li:fL^ll°iI[Q_Z-«'CQ'-Z)-a"(i-«')(Q"-Z)
— a'"(i _ tt') (i — a") (Q'"— Z) — etc.],
et ne contiendra que des différences de quantités de chaleur. Les élémens de surface co et a' sont toujours ceux qui répondent au point 0 de la surface de A , d'où part la ligne des réflexions successives, et au point 0', où a lieu la première réflexion; h est la distance 00' de ces deux élémens; 6 et 9' sont les angles O'ON et OO'N' que cette droite 00' fait avec les normales extérieures ON et O'IN'.
Il pourra arriver que les corps réfléchissans interceptent toute communication entre A et l'enceinte que nous avions d'abord considérée, et forment autour de A une autre enceinte fermée de toutes parts, dont la température variera d'un point à un autre et avec le temps. Mais si l'enceinte dont la température ^ est jinvariable, existe réellement derrière ces corps, ils finiront toujours par prendre tous cette température Ç après un temps plus ou moins considérable. Cela aurait encore lieu lors même que cette enceinte s'éloignerait à une distance immense ; ce qui tient, ainsi qu'on l'a dit plus haut, à ce que l'étendue de l'enceinte croissant comme le carré de la distance, et l'intensité de la chaleur qui en émane décroissant suivant le même rapport, l'action échauffante ou refroidissante de l'enceinte demeure toujours la même, sa température étant supposée invariable.
D'après cela, on exprimera toujours la quantité Q par la formule (2) ; on fera pareillement
Q' = Fm' + (p'(F^ — Fu'), Q" = Fu" H- ?>"(Fr — Fu") , Q"'= Fu"'-h <P"'(FC— Fu'"), etc. ;
II
", etc. , désignant, au bout du temps t, les températures intérieures des corps réfléchissans , très près des points 0', 0", 0'", etc., de leurs surfaces, et tp', <p", (p'", etc., étant des inconnues qui pourront dépendre de la matière de ces corps et des angles d'incidence.
De cette manière, et à cause de Z = F^, la valeur précédente de A prendra la forme :
A = —j- [(i_ç))(F?/ — FO — a'(i — (p) (Fm' — FC)
— a" (i — a') (I — <p") (Fw" — FÇ) (?)
— a'" (i — a') (i _ a") (i — (?'") (Fm'" — FC) — etc. ] .
(39). Si les températures de tous les corps réfléchissans, excepté une seule, sont invariables et égales à celles de l'enceinte, ou autrement dit, si toutes les réflexions ont lieu à la surface de l'enceinte, excepté une seule , qui sera la /i"""" et se fera à la surface d'un corps dont la température varie, toutes les températures u' , u", 11', etc., excepté M^"\ seront égales à ^ , et la formule (7) se réduira à
aaa COS 9 COS V r-, _^ ,„ -,^,,
_aW(i — a')(i —a") (,_ct("-0)(, — (p«) (F«t°J — F^] ;
ce qui comprend les valeurs de A données dans le n° 27.
n y a un autre cas particulier que l'on peut encore remarquer. Il a lieu lorsque les élémens u> et où' sont tous les deux perpendiculaires à la ligue 00' qui va de l'un à l'autre. Dans ce cas, il est évident que les points 0", 0'% etc., de rang pair, coïncideront tous avec 0, et les points G'", 0", etc. , avec 0'. On aura alors
u = u" = u'^ = .,., a = a" = a'" =..., <p = <p" = cp"..., u' = u"'= W = ..,, «.' = a'" = a' =..., <p'= (p'" = ?)'...;
la quantité comprise entre les crochets dans la formule (7) deviendra donc
(i-(p)(F«-FO{i—a(i—a')[i+(^-'*)(i— *')+(!— «)*(i—a')'+etc.]} — «'( I -<p')(Fu'—FO[ I +( 1 — a)( 1 —«')+( ' — «)'( I -a')'+etc.] ;
et comme on a
>+(i-^)(i-*')+(i-«)'(ï-*')'-f-etc.=-^-^^-i^-^, i-a(i-ali+(i-a)(r-aO+(i-a)-(i-«0'H-etc.]=^_^^_';^^^_^,^,
il en résultera
^ = 4^n;H^-^)K^-'P) (F«-FO - (.-<p'j {iu'-FO}.
(3o). Cette formule (7) servira à résoudre tous les problèmes relatifs à la Catoptrlque de la chaleur. Par des intégrations, on déduira, comme dans le n° 2'\, de la valeur de A celle du flux total de chaleur Tcù à travers l'élément « de la surface de A; je me bornerai à former l'expression générale de F dans le cas où la température intérieure de chacun des corps réfléchissans est la même en tous ses points : il sera alors facile de l'obtenir; mais les quantités «,«,', a", etc., (p, <p', cp", etc. , n'étant pas connues en fonctions des angles d'incidence, cette expression de F renfermera des coeiïiciens dépendans de l'état des surfaces de A, de l'enceinte et des corps réfléchissans, qui ne pourront être déterminés que par l'expérience.
Je suppose d'abord que tous les corps réfléchissans aient une même température, variable avec le temps, et convergente vers la température constante ^ de l'enceinte extérieure où ils sont placés; je suppose aussi qu'aucun des points 0', 0", 0", etc. , où se font les réflexions successives, n'appartienne à la surface de cette enceinte, ni à celle de A; et ces suppositions ayant lieu pour tous les points 0 de la surface de A, et pour toutes les directions de la droite 00', ce corps sera compris dans une autre enceinte, fermée de toutes parts , et ayant partout une même température, comme la première enceinte. Si l'on désigne par u cette température, qui sera la valeur commune de u, m", m"', etc., et qu'on fasse
a'( I _(p')-t-a"( I — «■■) ( I -(?>")+*'"( I — a') ( I —«■") ( i -(?'")+ etc . = > ,
la formule (7) deviendra simplement
^ ^ w co^^O^cos r ^^^ _^^ (F,. -FO - y (F«' - FC)].
Par une intégration semblable à celle du n° 24, on en déduira immédiatement
F = « (¥u— FO — n' (Fi/ — FÇ) ,
en faisant pour abréger,
i f'" a (i — ®) cos B sin M = n, iPT^ > cos 9 sin 9rfôJ4 =//;
et si l'on a ëeard à l'expression de la fonction F, trquvée dans le n" 26, et qu on lasse aussi , ,
ng — X, n'g = À', il en résultera
r = A (jt*" — /x') — A' (/*"' — a').
Le flux de chaleur à la surface de A dépendra donc en général, nou-seulemeut de la température variable u de l'enceinte intérieure , mais de la température constante '( de l'enceinte extérieure qui pourra être aussi éloignée qu'on voudra de la première. Son expression renferme, comme on voit, deux coeflicicns A et A' qui devront être déterminés par l'expérience. Le premier est la mesure du pouvoir rayonnant de la surface de A au point 0 (n° 26); le second dépend en outre de l'état de la surface de l'enceinte intérieure, à raison des fractions et.', a", et'", etc., qui sont contenues généralement dans la quantité y. Pour qu'elles en disparaissent, il faut que toutes les inconnues <p', (p", <p"', etc., soient égales; auquel cas y se réduit à l'une des quantités égales i — (?', i — (p", i — p'", etc., multipliée par une série infinie dont la somme est l'unité. L'égalité de ces inconnues, relatives à une température variable de l'enceinte, exige qu'elles soient indépendantes des angles d'incidence, et qu'elles ne dépendent pas non plus de la matière des corps dont l'enceinte est formée, à moins qu'ils ne soient tous de la même matière. En supposant que ces conditions soient remplies, ce que l'expérience seule pourrait nous apprendre, et en outre, que la valeur commune de ç', (p", <p"', etc., est celle de (p qui a Heu pour le corps A, nous aurons
et la formule précédente se réduira à
jji
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t résultat semblable à la formule (6), (jui re'poud au cas d'une température invariable de l'enceinte.
(3i). Je suppose actuellement que les températures communes à tous les points de chaque corps réfléchissant, varient d'un corps à un autre et avec le temps. IjCS réflexions successives auront lieu à leurs surfaces, à celle de l'enceinte dont la température est ^ , et à la surface du corps A dont la température u sera aussi supposée la même en tous ses points.
Cela étant, du point 0 comme centre et d'un rayon pris pour unité, je décris une surface sphérique, et je désigne par ds son élément différentiel perpendiculaire à la ligne 00' qui va de ce point 0, d'où part la ligne des réflexions successives, au point 0' où a
ïksu la première réflexion; je mets ds à la place du facteur ^^—r^ — de
la formule (7); j'intègre ensuite cette formule par rapporta (^^.ç pour avoir la valeur de Tct>; et en supprimant le facteur co , il en résulte
r = -7Î- (Fm — Ff) /a(i — <p) cos ^s
_ ■ (Fu' — FO /aa'(i — (p') cos ys
^, JL (Yu" — FO fctoL"(i — a') (i — cp") cos GA } (8)
_ ' (F«"' — FÇ)/aa'"(i— et') (1— a") {1 ~(p"') cos Us — etc.
Si l'on mèue par le point 0 un plan tangent à la surface de A , l'intégrale contenue dans le premier terme de cette formule devra toujours s'étendre à tous les élémens ds delà surface hémisphérique, terminée à ce plan , et à laquelle aboutissent les lignes 00' qui font des angles aigus 9 avec la normale extérieure ON. Ce premier terme exprimera la valeur de T qui aurait lieu si le corps A était convexe au point 0, et qu'aucun autre corps ne fût renfermé dans l'enceinte avec A. En ayant égard à l'expression de la fonction F, et désignant
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toujours par ?. la mesure du pouvoir rayonnant de A au point O, ce premier terme sera donc A (|M." — fi^). En mêmetems, la valeur entière de r deviendra
r=A(/A"— /-t^)— .«r'(;t"'— /*^)--zjr"(;^""— f^')— ^"'(/*"'*- f«^) — etc. (9)
en faisant, pour abréger,
^ /»:'.'( I — (P')COS Ms = 'Zr',
-f- /aa*(i — a') (i — (p") cos 9* = <sr",
-^ /aa"'(i — «') (i — a") (i — <P"') cos 9r/^ = 'sr'" , etc.
Dans chaque cas , on fixera les limites des intégrales contenues dans les coefficiens ût', <z3-", tv'", etc., d'après les formes et les positions respectives de A et des corps réfléchissans renfermés dans l'intérieur de l'enceinte. Mais les valeurs même de ces coefficiens, à raison des quantités inconnues dont elles dépendent , ne pourront être déterminées que par l'expérience. Elles varieront, en général, avec la position du point 0 à la surface de A. Lorsqu'on aura formé l'expression de r relative à un point 0 quelconque, on la multipliera par dt et par l'élément différentiel de cette surface; l'intégrale du produit étendue à cette surface entière exprimera la diminution totale de chaleur de A pendant l'instant ^f. Tous les coefficiens 'sr', ^"^tw"', etc., étant positifs, on voit que la vitesse du refroidissement de A sera augmentée ou diminuée par l'influence de chacun des corps réfléchissans , selon que la température de celui-ci sera plus petite ou plus grande que celle de l'enceinte ; et pour comparer entre elles les influences de l'émission directe et des réflexions successives de chaleur, il sufTn-a généralement de considérer les limites des intégrales d'où dépendent les valeurs de nsr' , rsr" , fsr'", etc. , ainsi qu'on le verra par les exemples suivans, dans chacun desquels nous supposerons, pour ne pas compliquer la question, qu'il n'y ait qu'un seul des points qu'on a désignés parO', 0", 0'", etc., qui n'appartienne pas à la surface de l'enceinte, ce qui réduira chacune des formules (8) et (()) à deux termes seulement.
(32). Si A est concave au point 0 , le premier point 0' appartiendra, suivant certaines directions de la ligne 00', à la surface de ce corps. On aura n' = u en ce point 0'; et tous les autres points 0", 0'", etc. , appartenant par hypothèse à la surface de l'enceinte, la formule (8) se réduira à ses deux premiers termes, savoir,
r = y^ ÇEu—YO [/a{i—<p) cos G^^ _/aa'(i— <p') cos ys\.
La première inte'grale s'étendra toujours à toute la surface hémisphérique, teiininée au plan tangent en 0, et comprenant la normale extérieure ON; et la seconde, à la partie de cette surface comprise entre ce plan tangent et le cône tangent à la surface de A, qui a son sommet au point 0. En admettant que la quantité <p' soit indépendante de l'angle d'incidence et de la matière de A, ou seulement de l'angle d'incidence, et supposant alors que A est un corps homogène, on aura (p' = (p. Si l'on a de plus a' = i , les deux intégrales se réduiront à une seule, laquelle s'étendra à la portion de surface hémisphérique, comprise dans l'intérieur du cône que l'on vient d'indiquer, de sorte qu'en ayant égard à l'expression de la fonction F, et faisant
y- /à (i — cp) cos ^ds = ijsr, nous aurons simplement
. 'Si A était convexe au point 0, il faudrait étendre jusqu'au plan tangent en 0, c'est-à-dire à la surface hémisphérique entière, l'intégrale contenue dans la quantité 'zzr qui coïnciderait alors avec le coefficient A de la formule (G). Le flux de chaleur que nous considérons ne diffère donc de celui qui aurait lieu dans le cas de la convexité de A, que par le coefficient «zër qui remplace A; et comme ces deux eoefficiens dépendent d'une même intégrale, prise entre des limites différentes, qui sont moins étendues pour ct que pour A, il s'ensuit qu'on a '(ZP < A, et que l'effet de la concavité de A est de ralentir, toutes choses d'ailleurs égales, la vitesse de son refroidissement. Pour second exemple, supposons qu'il y ait avec A un autre corps
A' contenu dans l'enceinte fermée, que le premier point 0' appartienne à la surface de A', et que tous les autres points 0", ()'", etc., soient situes à la surface de l'enceiote. La formule (9) se réduira à celle-ci :
r = À (^" - /*^') — <ar' (;*" — /*«) ,
dans laquelle on aura
^' = Çfaa'ii — <p') CCS ys.
Pour fixer les limites de cette dernière intégrale, je mène par le point 0 un plan tangent et une normale extérieure ON à la surface de A ; je conçois un cône ayant son sommet en 0 et circonscrit k la surface de A' ; et je désigne par s' la portion de la surface hémisphérique , comprise dans l'intérieur du cône, et située du même côté du plan tangent que la normale ON. C'est à cette portion / de surface, dont le centre est en 0 et le rayon égal à l'unité, que l'on devra étendre l'intégrale contenue dans la valeur de ^' . Si les dimensions de A' sont très petites par rapport à sa distance de A , la surface s' sera aussi très petite ; ce qui rendra également très petite la valeur de 'sr' , et , par suite , l'influence directe de A' sur la température de A , à moins que la température n' de A' ne soit extrêmement différente de Ç. Mais quoique A' soit un corps d'un très petit volume, son influence sur le refroidissement de A , par la réflexion de la chaleur à la surfiace de l'enceinte , sera quelquefois très considérable.
En effet, prenons pour troisième exemple le cas où c'est le second point 0" qui se trouve à la surface d'un corps A", compris avec A dans l'intérieur de l'enceinte, et où tous les autres points 0', 0'", etc., appartiennent à la surface de l'enceinte. La formule (9) se réduira alors à celle-ci :
r = A(Fk — F^ — -za-"(F«" — FO, où l'on aura
^" = f /«a"(i — et') (i — <p") cos ys. Pour fixer les limites de cette dernière intégrale, je mène par le
point 0, comme précédemment, un plan tangent et une normale extérieure ON à la surface de A ; d'après la position du point 0 , la figure de l'enceinte, la forme et la position de A', je détermine, dans chaque exemple, une portion S de la surface de l'enceinte qui comprenne tous les points 0' pour lesquels la condition du cas que nous considérons est remplie ; et je conçois un cône circonscrit à S et ayant son sommet au point 0. En appelant s" la portion de surface hémisphérique, comprise dans l'intérieur de ce cône et située du côté du plan tangent où se trouve la normale ON, l'intégrale contenue dans ter" devra s'étendre à tous les élémens ds de s". Or , si la surface de l'enceinte est, par exemple, celle d'un ellipsoïde de révolution, et que A et A' soient deux corps d'un très petit volume, placés à ses deux foyers, S sera alors la surface entière de l'enceinte; par conséquent, s" sera aussi la surface hémisphériqiie entière; ce qui rendra très grande l'influence de A" sur la température de A. En supposant a' = o dans toute l'étendue de la surface de l'enceinte, et, au contraire, a," = I en tous les points de la surface de A"; en admettant aussi que l'inconnue (p" soit indépendante de l'angle d'incidence , et égale à ip, il en résultera fsr" i= A, et conséquemment
r = A (F;^ — Fu") ;
en sorte que le flux de chaleur à la surface de A et son refroidissement seront les mêmes, dans ces hypothèses particulières, que si l'enceinte avait dans toute son étendue la température u" du très petit corps A", et un degré quelconque de réflexibilité.
Pour dernier exemple, je suppose que le troisième point 0'" soit situé à la surface d'un corps A'" compris dans l'enceinte avec A , et que tous les autres points 0', 0", 0'% etc., sont situés à la surface de l'enceinte. Je réduis, en conséquence, la formule (9) à
r = A(F« — FO — 'Z!r"'(Fu"' — Fr),
le coefficient <iir"' ayant pour valeur
<Z5r"'= f /««'"(! — *') (i — a") (i — <p')coBys.
Pour fixer les limites de cette intégrale, je mène toujours pat* le
point 0 une normale extérieure ON et un plan tangent à la surface de A ; je détermine, dans chaque exemple, la portion S de la surface de l'enceinte où se trouvent tous les points O' qui remplissent, avec un autre point 0" de cette même surface, la condition relative à l'expression de F que je considère -, cela fait, je circonscris à S un cône qui ait son sommet au point 0, et j'appelle s'" la portion de la surface hémisphéiique comprise dans l'intérieur de ce cône et située du même côté que la normale ON par rapport au plan langent. L'intégrale contenue dans «zër'" devra s'étendre à tous les élémens ds de s'". Maintenant, si A et A'" sont deux très petits corps, placés aux foyers F et F' ( fig. y ) de deux miroirs conjugues M et M', dont les surfaces sont censées faire partie de celle de l'enceinte , S sera la surface de M, et s'" aura pour valeur cette même surface divisée par le carré du rayon de ce miroir , ou du double de sa distance focale. Elle sera donc indépendante de la distance de A'" à A j par conséquent, le coefficient 'ZJr'" et l'influence de A'" sur la température de A, n'en dépendront pas non plus. En comparant la valeur de s'" à celle de / qui avait lieu dans le second exemple de ce numéro, on voit que, malgré les deux réflexions que la chaleur subit sur la surface de l'enceinte, et qui donnent lieu aux facteurs i — a' et 1 — a", par lesquels l;i valeur de 'sr'" est affaiblie , cette influence de A'" sur le refroidissement de A , est généralement beaucoup plus grande que celle qui est exercée directement par ce même corj>s A'". Ce corps étant donné, son influence par réflexion atteindra son maximum lorsque les miroirs M et M' n'auront qu'un pouvoir absorbant nul ou insensible, et qu'on aura, en conséquence, a' = o et c/' = o. On supposera aussi a"'= i, afin de n'avoir pas à considérer dans la valeur complète de F, une série infinie de réflexions, semblable à celle du second exemple du n° ag. C'est de cette manière que l'on explique en Physique, d'après M. Pierre Prévost, la réflexion apparente du froid. Si la température de A est égale à celle de l'enceinte, et qu'on ait u'" <i(,, ce corps est eu effet refroidi par l'action de A'" transmise par réflexion ; il est au contraire échauffé quand on a u = C et «'"> Ç.
(53). Dans tout ce qui précède , le corps A a été placé dans une enceinte vide d'air; on va maintenant supposer cette enceinte rem-
plie d'air ou d'un gaz quelconque ; et il s'agira de déterminer , en ayant égard à l'absorption et à l'émission de chaleur dues à ce fluide, la valeur de la quantité A du n" 22.
Pour cela, considérons de nouveau le cône dont le sommet est un point de A très voisin du point 0 de sa surface, ou , si l'on veut, ce point 0 lui-même (u" 20), et qui est circonscrit à l'élément m, de la surface de l'enceinte, correspondant au point 0,. Menons par ces points 0 et 0, les normales ON et 0,N, (fig. 8) aux deux surfaces , et faisons toujours
00, = h, o.oN = G, oo,N, = e,.
Soit M' un point quelconque de la droite 00, , situé à une distance t' de 0, , de sorte qu'on ait
Appelons m' une portion d'air de grandeur insensible et correspondante au point M', et désignons par Wm'dt la quantité de chaleur émise en tous sens par m' pendant l'instant dl ; on aura
"^ j-U'm'dt (n° g) pour la partie de cette chaleur qui atteindrait dans le vide l'élément a de la surface de A correspondant au point 0.
Cela posé , je prends pour m' la tranche très mince du cône dont il s'agit, perpendiculaire en M' à la droite 00,. En appelant b' sa base, r son épaisseur, et p' la densité de l'air au point M', on aura
m' = f'h'yi'.
Si l'on compare cette section b' du cône à la section parallèle , faite par le point 0„ et qui est égale à a, cos 6,, on aura aussi
// = (1) <»i cos 6,.
Soient, de plus, ^' la température de m' au bout du temps i, et q' la mesure de son pouvoir absorbant. D'après l'équation (5) du n" i5, nous aurons
et au moyen de cette valeur jointe à celles de m' et b' , la quantité de chaleur précédente deviendra
Je représente actuellement par
aa, COS â COS Ô,
Z'dt,
la quantité de chaleur, émise ou réfléchie, qui part de o), pendant l'instant dt , el qui viendrait tomber tout entière sur a, s'il n'y avait pas d'air interposé entre ces deux éléniens; quantité dans laquelle le facteur Z' serait égal, dans le vide, à la fonction F^ de la température ^ de l'enceinte , d'après ce qu'on a vu précédemment. Je suppose que cette quantité de chaleur soit augmentée , à la distance r de <y,, dans le rapport de p' à l'unité; en négligeant le carré de »', elle sera augmentée , à la dislance r' -f- )i', dans le rapport de
p' -\- -y-v »' à l'unité; par conséquent, l'accroissement positif ou négatif qu'elle éprouvera en traversant m' , aura pour valeur
au, COS Ô COS â, rji dp' , , 4îrA" dr
Or, cet accroissement résulte de la chaleur envoyée par m! 'a. a> pendant l'instant dt, dont on vient de former l'expression, et dont il faudra retrancher la portion de chaleur alisorbée par cette même partie matérielle m'; d'ailleurs, cette portion de chaleur est égale à la chaleur incidente sur m' , multipliée par l'épaisseur >i', la densité p' et le pouvoir absorbant q' (n° 10), c'est-à-dire au produit
*«, COS«COS«, rj, , , I , .
j^, Zpq'f'y^dt;
. , /. ^ aie. COSÔ COS 9, . , ,
en supprimant les facteurs v-rj et r\dt, communs aux
trois quantités que l'on considère, on aura donc
J'intègre cette équation, et je détermine la constante arbitraire, de sorte qu'on ait p' = i quand r' = o; il en résulte
p'Z' = Z'e--^"''''''" -t- e-^''''''ye^''''''''''F^'.q'p'd,',
où l'on suppose que les intégrales indiquées commencent avec /•', et l'on représente par e la base des logarithmes népériens.
Je désigne par k' la valeur de p' qui répond au point 0 , c'est-àdire , h r' = h.En faisant
e J'" ' ^h!, /y''''''''Fr.9'pW=:g'FC,
nous aurons
A-'Z' = Z'A' + A'g'FÇ.
Ce sera cette valeur de A'Z' qu'il faudra mettre à la place de liL dans la formule (4), après que la valeur de Z' aura été déterminée : h' et g' sont des nombres abstraits, dont le premier dépendra de la distance h. et de la nature du fluide dans lequel le corps A est plongé, et dont le second dépendra, en outre, des températures du fluide et de l'enceinte.
(54). Le facteur Z' de la quantité de chaleur envoyée par &;, à u>, se trouve donc augmenté dans le rapport de k' à l'unité, par l'air interposé entre ces deux élémens. En désignant par Z" ce que devient cette inconnue Z' relativement au point 0» (fig. 4) de la surface de l'enceinte et à la direction 0,0,, l'inconnue Z" sera aussi augmentée par l'air dans un rapport de A' à l'unité , déterminé par une équation semblable à la précédente; en sorte que l'on aura
en appelant /t, la distance 0, 0, , faisant ensuite
et supposant que q', f', Ç', se rapportent, dans ces intégrales, à un point quelconque de la ligne 0,0,, situé à la distance r' de 0,. Si
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l'on désigne de même pour Z'", ce que devient l'inconnue Z' relativement au point O3 et à la direction O3O,, que l'on suppose l'inconnue Z'" augmentée par l'air dans un rapport de A'" à l'unité , et que l'on fasse
Ofi^=h,, e ^ "" =h"', f\^'''''"Y^'.q'r'dr' = g"'FC, on aura également
k"'Z"' = h"'Z"' H- A"'g"'FÇ ;
et ainsi de suite.
D'un autre côté, on verra, par un raisonnement semblable à celui du n° 23, que la quantité Z' se composera d'une partie a,F^ provenant de l'émission à Iravei's l'élément co,, et d'une partie /t'Z* (i — a,) provenant de la réflexion sur ce même élément : la quantité Z' se composera aussi de deux parties ci^F^ et A"'Z"'(i — a,), qui résulteront de l'émission et de la réflexion; et de même pour chacune des inconnues suivantes Z'", Z'% etc. On aura donc cette série infinie d'équations :
Z' = a.FC 4- A-"Z" (i~a,), Z" = a,FÇ -h A"'Z'"(i — aj, Z'" = «sFÇ -^ A:-Z"(i— «3), etc..
a laquelle il faudra joindre la série précédente, savoir :
k'Z' = h'Z' + A'g'FÇ, )
A"Z" = h"Z" 4- h"g"Fi:, i ( ^
etc. ; )
et ces deux systèmes d'équations serviront à déterminer les deux suites d'inconnues Z', Z", Z'", etc., k', k", k'", etc.
(55). Les quantités g', g", g'", etc., que ces dernières équations renferment , supposent connue la température 0', en tous les points de l'air ou du gaz contenu dans l'enceinte où le corps A est placé. Près de la surface de A, cette température ç' sera modifiée par celle de ce corps et variera avec le temps ; mais quand la surface de A
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a peu d'étendue l'elativement à celle de l'enceinte, le fluide prend, à peu près dans toute sa masse, la température invariable de l'enceinte , et l'on peut supposer, sans erreur sensible dans les inte'grations d'où dépendent g', g^", g'", etc., que l'on a partout §' = ^. Cela étant, on aura
fef^'f'dr p^/ ^,^'^lj, ^ (^g f'i'f'dr' _ , ) F^ ,
à cause que les intégrales indiquées doivent s'évanouir avec /•'. En étendant successivement l'intégrale fq'f'dr' jusqu'à r =-h, = h,, = h^, etc., et ayant égard aux valeurs de h', h", h", etc., on en conclura
//„' = 1 _ //, h" g" = I _ //', h"'g'" = I — à'", etc. ;
au moyen de quoi les équations (i i) deviendront
k'Z' = (Z' — FÇ)// + FÇ,
rZ" = (Z" — FO h" + FC,
k"'Z"' = (Z'" — FO/i'" + FÇ, etc.
Or, on satisfait, quelles que soient les quantités //, //', h'", etc., aux équations (lo) et à ces dernières équations, en prenant l'unité pour chacune des inconnues k', k", k", etc. , et faisant chacune des inconnues Z', Z", Z'", etc., égale à Fi^; ce qui est la seule solution de toutes ces équations, puisqu'elles sont linéaires, en y regardant Z', Z", Z", etc., k'Z', k"Z", k^Z", etc., comme les inconnues.
Dans ce cas, la valeur de k'Z' ^ qu'il faudra mettre à la place de kZ dans la fonnide (4), sera donc FC, comme dans le cas du vide. Lors donc que le fluide, homogène ou hétérogène, dans lequel le corps A est plongé, a pris la température invaiiable de l'enceinte, il n'influe plus sur la valeur de A, ni sur celle du flux de chaleur Tcc à travers chaque élément de la surface de A; ce qui tient à ce que chaque partie du fluide envoie alors à cet élément une quantité de chaleur rayonnante, égale à celle qu'elle intercepte, et qui serait envoyée par l'enceinte à ce même élément. Il ne s'ensuit pas que le fluide n'ait aucune influence sur le relroidissement du corps A : il
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enlève ou communique, comme on sait, directement par le contact, de la chaleur à ce corps; mais cet efll't n'étant pas relatif à la chaleur rayonnante, c'est dans un autre chapitre qu'il en sera question.
(56). Voici, en terminant celui-ci, le résultat gene'ral de l'échange de chaleur entre deux parties matérielles m et m' , de grandeur insensible, appartenant à un même corps ou à des corps difl'érens et pouvant avoir lieu dans le second cas, après une ou plusieurs réflexions intermédiaires sur les surfaces d'autres corps.
Supposons que m réponde au point M du corps A , très voisin du point 0 de la surface (h'g. G). Soit Umdt la quantité de chaleur émise en tous sens par m pendant l'instant cit. Désignons par s- l'ouverture d'un cône extrêmement aigu, ayant son sommet an point M, et comprenant la droite MO. Dans le cas du vide, la portion de Umdt qui se propagerait suivant ce cône, serait aUnidt; supposons qu'elle soit diminuée par l'absorption due à la matière de A, en allant de M à 0, dans le rapport de p à l'unité, et ensuite par la réflexion intérieure, dans le rapport de a. à l'unité, en traversant la surface de A au point 0; la portion aptiUindt de la chaleur émanée de m se propagera alors en dehors de A, et formera un filet extrêmement mince dont j'indiquerai la direction par la droite 00'. Pour plus de généralité, je supposerai que cette ligne ne soit pas le prolongement de MO; ce qui aura lieu efi'ectivement si la chaleur éprouve ime réfraction analogue à celle de la lumière, en passant d'un milieu dans un autre.
Soit 0' le point où la droite 00' rencontrera la surface d'un second corps A'; faisons 00':= h, et supposons qu'eu parcourant cette distance h, la chaleur soit diminuée dans le rapport de H à l'unité par l'absorption dans l'air. Désignons par et' la fraction de la chaleur incidente \\ap7Ï\mdt qui pénétrera dans l'intérieur de A'; le surplus (i — :t']ï[a.p7Umdt sera réfléchi , et formera encore un filet très mince dont je représenterai la direction par la ligne 00", de sorte que les deux droites O'O et O'O" feront, avec la normale O'N' à la surface de A', des angles OO'N' et O'O'N' égaux et compris dans un même plan.
Soient de même 0" le point où la droite O'O" rencontre la surface d'un troisième corps A", et h' la distance O'O"; supposons qu'en par-
courant cette distance, la chaleur soit diminuée dans le rapport de H' à l'unité par l'absorption dans l'air; appelons a" la fraction de la chaleur incidente sur la surface de A", qui pénétrera dans l'intérieur de ce corps; la portion de chaleur réfléchie au point 0" sera (i — a.")H'(i — a.')ïia.p7nm(it , et sa direction, que j'indiquerai par la droite 0"0"', fera, avec la normale 0"N" à la surface de A", un angle égal à 0'0"N", et compris dans le même plan.
Soient encore 0'" le point où la droite 0"0"' rencontrera la surface d'un qualrième corps A'", et h" la distance O'O'". Supposons que la chaleur soit diminuée dans le rapport de H" à l'unité, en parcourant dans l'air cette distance //; la chaleur incidente au point 0'" de la surface de A", savoir, ïl"(i — ct*)H'(! — et'^UcLptrUmdt, se divisera en deux parties, dont l'une pénétrera dans l'intérieur de A'", et l'autre sera réfléchie. Il sera facile de voir ce que deviendra la seconde partie, après un nombre quelconque d'autres réflexions subséquentes; mais, pour fixer les idées, je ne prolongerai pas plus loin cette série de réflexions, et je vais considérer la portion de chaleur qui pénétrera dans l'intérieur de A'".
Je suppose que cette portion soit la fraction a!" de la chaleur incidente; elle formera dans l'intérieur de A'" un filet très mince dont j'indiquerai la direction par la droite 0"'M', distincte du prolongement de 0"0"', s'il y a réfraction au point 0'". Soit / la section de ce filet, perpendiculaire à sa longueur, et faite par le point M'. Je prendrai pour m' la partie de A'" qui a s' pour base, et une très petite épaisseur y\' ; de sorte qu'en appelant jc' la densité de A'" au point M', on aura
Je supposerai aussi que la chaleur , en parcourant la distance 0"'M', soit diminviée dans le rapport àe. p' à l'unité, par l'absorption due à la matière de A'". En désignant par q' la mesure du pouvoir absorbant de iii! , la chaleur absorbée par cette partie matérielle se déduira de la chaleur incidente sur sa base s' , en la multipliant par le produit vi'pV (n" lo); si donc on la désigne par G, elle aura pour expression, d'après ce qui précède,
G = HH'H"(i —a') (i —a") acc"'ppWf'q'<Tnmdt,
où l'on voit clairement l'oiigine de chacun des facteurs, et l'efl'et auquel il répond.
Cette portion de chaleur, e'manée de m et absorbc'e par m', a suivi la route indiquée par la ligne brisée MOO'0"0"'M', en formant un (ilet dont la section normale varie dans toute sa longueur, mais qui est toujours extrêmement petite et proportionnelle à l'ouverture conique que l'on a désignée par (7. Réciproquement, une portion de chaleur émanée de m' suivra la route indiquée par M'0"'0"0'OjM , et sera absorbée par m. Elle formera aussi un filet très mince dont la section normale, variable d'un pointa un autre, sera proportionnelle, dans toute sa longueur, à une ouverture conique extrêmement petite que je désignerai par o', et qui appartiendi-a à un cône ayant son sommet en tel point M' que l'on voudra de m' . Or, je désigne aussi par s la section normale de ce filet correspondante au point M; je prends pour m la partie de A qui a s pour base, et une très petite épaisseur », de sorte qu'on ait
m = snf>,
en appelant p la densité de A au point M : si l'on représente en outre par cj la mesure du pouvoir absorbant de m, par Wm'dt la quantité de chaleur émise en tous sens par ni' pendant l'instant dt, et par G' la portion de cette chaleur qui atteindra m et sera absorbée par cette partie matérielle, nous aurons
G' = HH'H" (i _ «') (i _ a'j act"'pp'y,fqa'n'?n'dt.
Dans ces valeurs de G et G', les neuf premiers facteurs sont les mêmes, savoir: H, H', H", /j, p' , parce que l'absorption que la chaleur éprouve est égale, soit en allant d'un point à un autre', soit en allant de ce second point au premier (n" 12); et et a'", parce que la chaleur est aussi diminuée dans la même proportion, en traversant sous un angle donné une même surface, de dedans en dehors ou de dehors en dedans; i — a' et i — a", parce qu'ils répondent, dans ces deux formules, à des réflexions sur les mêmes surfaces et sous des angles d'incidence qui sont égaux.
Les ouvertures coniques tr et a' étant arbitraires, pourvu qu'elles soient l'une et l'autre extrêmement petites, on peut supposer qu'elles
sont entre elles comme les sections normales / et s des deux filets de chaleur que nous \enons de considérer, et faire, en conséquence,
/ étant une ligne dont la longueur demeurera arbitraire. On aura alors
Je substitue ces valeurs dans celles de G et G' que je retranche ensuite l'une de l'autrej en désignant par ^ l'excès positif ou négatif de G sur G', il vient
J^ = ^ HH'H"(i— «') (i— a") OLx"'pp'{q'n-qU')dt;
ce qui exprimera, pendant l'instant dt, la diminution de chaleur de m, ou l'augmentation de chaleur de m', provenant de l'échange entre ces deux parties matérielles.
Si ces parties appartiennent au même corps A , ou supprimera dans cette formule les facteurs H, H', H", ceux qui dépendent des fractions a, a.', a", a'", et le facteur p' ; et si l'on suppose la ligne l égale à la distance r ou MM' qui sépare ces deux parties, cette formule coïncidera, comme cela doit être dans cette hypothèse, avec la formule (2) du n° i3. Elle s'appliquera aussi sans difficulté à l'échange de chaleur entre une partie m de A et une partie m' de l'air environnant, aussi bien qu'entre deux parties m et m' de ce fluide.
En admettant, comme dans le n° i5, que les pouvoirs émissifs de deux matières différentes soient entre eux comme leurs pouvoirs absorbans, on aura
n = qVu, W = q'Yi^;
u et II' étant les températures de m et m' au bout du temps t, et F désignant une fonction indépendante de la nature des corps auxquels ces pai'ties matérielles appartiennent; la formule précédente deviendra alors
-> mm
gj: HH'H"(i-a') (i — a"^ ctu"'pp'qq' (Fu—Yu')di;
et dans le cas de u'=zu, on aura a = o, quelles que soient les matières de m et m', et les absorptions et réflexions intermédiaires. On conclut de là que quand les températures seront primitivement égales, ou quelles le deviendront après un certain temps, entre tous les points d'un système de corps, de forme et de nature quelconques, solides, liquides ou gazeux, cet équilibre de température subsistera indéfiniment entre les parties de ce système, prises deux à deux et aussi petites que Ion voudra , pourvu qu'elles contiennent toujours, comme m et m' , des nombres extrêmement grands de molécules.
Les formules générales que l'on a réunies dans ce numéro mettent en évidence toutes les hypothèses que nous avons faites précédemment sur l'émission , l'absorption et la réflexion de la chaleur. Elles renferment l'expression analytique de ces hypothèses, et montrent comment ces suppositions satisfont , de la manière la plus générale, à la condition de l'équilibre de température. Les lois de la chaleur rayonnante exposées dans ce chapitre en sont le développement et las conséquences.
CHAPITRE III
Lois du refroidissement des corps qui ont la même température en tous
leurs points.
(Sy). Les lois du refroidissement ou de réchauffement d'un corps dépendent, en général , d'une équation aux diflërences partielles, commune à tous ses points, et d'une équation relative à sa surface , que nous donnerons dans la suite, mais qu'on ne parvient à résoudre simultanément que dans des cas très peu nombreux. La question devient beaucoup plus simple, et ne conduit plus qu'à des équations différentielles du premier ordre, en nombre égal à celui des corps soumis à leur influence mutuelle , lorsque la température de chacun d'eux est la même en tous ses points et seulement variable avec le temps. C'est de ce cas le plus simple que nous allons d'abord nous occuper.
Pour qu'il ait lieu, il faut que le corps A, qui se refroidit ou s'échauffe, ait de petites dimensions. Les températures initiales de SCS différens points seront égales ou inégales j la chaleur sera d'abord distribuée arbitrairement dans toute sa masse ; mais après un temps peu considérable, les températures de tous ses points seront devenues égales , excepté près de la surface , dans l'épaisseur de la couche d'où émane la chaleur rayonnante, et où la température varie toujours très rapidement suivant chaque normale (n° i8). Toutefois, quelque peu étendu que soit le corps A, l'égalité de température en tous ses points exige qu'il n'y ait pas de causes qui entretienueirt certaines parties de ce corps , ses extrémités par exemple , à des tempéiatures données : dans ce chapitre, nous supposerons donc que A ne soit pas soumis à l'action constante de semblables causes.
Ce corps A pourra être un solide, homogène ou hétérogène, d'un petit volume ; il pourra aussi consister en un fluide contenu dans
une enveloppe très mince; et, dans ce dernier cas, l'égalité de température s'établira plus proraptement ou dans une plus grande étendue, à raison des mouvemens qui seront produits dans le fluide par la diflférence des températures et des densités initiales, et qui la feront bientôt disparaître , en mêlant les parties inégalement échauffées. Un thermomètre , ou du moins la boule de cet instrument , qui en forme la partie principale, est im corps de cette espèce, que l'on suppose également échauffé à chaque instant dans toute son étendue. (38). Au bout du temps quelconque t, désignons par u la température intérieure de A , au-delà de sa couche superficielle d'où émane la chaleur rayonnante , et après les premiers momens de son refroidissement; par hypothèse, u sera simplement une fonction de t, qu'il s'agira de déterminer. La vitesse du refroidissement de A à cette époque sera la diminution de sa température pendant l'instant dt , divisée par dt ; en la désignant par V, on aura donc
V — _ ^• dt'
et selon que cette quantité V sera positive ou négative, il y aura, en effet, refroidissement ou échauffement de A. Dans la pratique, on prendra pour V la diminution de température pendant un temps très court, donnée par l'observation et divisée par cet intervalle de temps.
Soient a le volume de A et c sa chaleur spécifique , s'il est homogène, ou la moyenne des chaleurs spécifiques de ses différentes pallies, s'il est hétérogène. La diminution de sa quantité de chaleur pendant l'instant dt sera — acdu (n" 5) ou acYdt , en supposant que les dimensions de ce corps, quoique très petites, sont néanmoins fort grandes eu égard à l'épaisseur de sa couche superficielle où la température n'est pas la même que dans son intérieur, et négligeant , en conséquence , la variation de la quantité de chaleur qui appartient à cette petite portion de A.
D'un autre côté, cette diminution de chaleur acWdt proviendra du flux de chaleur Tadt (n" 17), qui aura lieu à travers chaque élément CD de la surface de A pendant l'instant dt, et de la chaleur enlevée directement à ce corps, pendant ce même instant, par l'air en
contact avec toute sa surface. En ajoutant cette dernière quantité de chaleur à la somme des valeurs de Tcecït , relatives à tous les élémens co , on aura donc une quantité équivalente à acSdt; ce qui servira à déterminer la valeur de V, et fournira l'équation différentielle d'où dépendra la valeur de u.
Or , quelque petit que soit A , si ce corps est soumis à l'influence d'un ou de plusieurs autres corps dont la température varie avec le temps, le coefficient F ne sera pas le même en tous les points de sa surface, et son expression sera difierente selon les différens cas qui pourront se présenter. Je supposerai, en premier lieu, que A soit contenu seul dans une enceinte fermée de toutes parts, dont la température est invariable et partout la même; en la désignant par f, par fJL le nombre constant 1,0077, et par A le pouvoir rayonnant qui répond à l'élément oo , on aura alors (n" 26)
Si l'état de la surface de A n'est pas le même dans toute son étendue, A variera d'un point à un autre; mais on pourra toujours le regarder comme constant, en prenant pour ce coefficient la moyenne des valeurs du pouvoir rayonnant en tous les points de cette surface; et de cette manière, si l'on appelle b la surface entière, la partie àeacYdt qui provient du flux de chaleur dans toute son étendue, sera bTdl. Quant à l'autre partie de la valeur deacYdt, l'observation montre que la chaleur enlevée à un corps par le contact de l'air est indépendante de la matière de ce corps et de l'état de sa surface, de sorte qu'en désignnnt par F, un coefficient qui ne dépend ni de cet état, ni de cette matière, la quantité de chaleur enlevée à A pendant l'instant dt, par l'air en contact avec sa surface entière, pourra être représentée par bT,dt. La perte totale de la chaleur de A pendant cet instant sera donc b{T-\-T ,)dt ; et en l'égalant à son autre expression acYdt, il en résultera
ce qui fait voir que, toutes choses d'ailleurs égales, la vitesse du refroidissement du corps A que nous considérons est en raison directe
de rétendue de sa surface et en raison inverse du produit de son volume et de sa chaleur spcci/îque.
Ce re'sultat est conforme à rexpérience; mais pour qu'il ait réellement lieu, il faut que le corps A soit convexe en tous ses points; car si sa surface présentait une ou plusieurs concavités, la valeur de r ne serait pas la même dans toute son étendue ; et d'après la remarque du n° 32, les vitesses du refroidissement de deux corps de même volume et de même matière, ne sont pas entre elles comme leurs surfaces, quand l'un d'eux a une partie concave. Il faut aussi qu'aucune portion de la chaleur émanée de A ne soit réfléchie vers ce corps par l'enceinte, sans quoi la valeur de T ne serait pas non plus la même pour tous les élémens de la surface.
(3g). Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de se former une idée précise de la chaleur enlevée à un corps par le contact immédiat de l'air, et distincte de celle qu'il perd en même temps par le rayonnement.
Cette perte de chaleur par le contact résulte de l'échange entre les molécules du corps comprises dans la même couche superficielle d'où émane la chaleur rayonnante, et les molécules d'air appartenant à une couche de ce fluide dont l'épaisseur est aussi très petite. Elle est nulle quand la température du corps est égale à celle de l'air; elle se change en une augmentation de chaleur, lorsque la seconde température surpasse la première ; et généralement si l'on appelle n la température de l'air, la diminution de chaleur positive ou négative du corps A pendant l'instant clt, due au contact de l'air dans toute l'étendue b de la surface, que l'on a désignée par bV.dt, devra être représentée par b':!r{ii — Y[)dt; de sorte que l'on aura
rsr étant un coefficient positif qui pourra encore dépendre des températures u et M.
Le corps A étant placé dans une enceinte fermée ou exposé à l'air libre, je suppose qu'il se trouve dans un courant d'air ou d'un gaz quelconque, dont la température et la vitesse sont constantes. La couche d'air en contact avec A se renouvelant sans cesse, on prendra pour » la température donnée du fluide en mouvement; et, pour un
même gaz, le coefficient (W sera proportionnel à sa densité, et croîtra, en outre, avec la vitesse du courant. A la vérité, l'air en mouvement et en contact avec A se comprime et s'échauflfe d'un côté de ce corps, tandis qu'il se dilate et se refroidit de l'autre côté; mais en prenant y\ et tB- comme nous l'indiquons , on suppose implicitement que ces deux effets contraires se compensent sur la surface entière de A. La même chose aura lieu si l'air est en repos et A en mouvement ; sa vitesse, dans ce second cas, ou celle de l'air dans le premier cas, pourra être assez grande pour que cette cause de refroidissement on d'échaufïement de A soit prépondérante , et l'emporte de beaucoup sur d'autres causes qui agissent en même temps , c'est-à-dire , sur le ravonnement de A et sur l'influence calorifique d'autres corps voisins. Cela étant , lorsque la température de A sera devenue stationnaire , elle sera celle de l'air dans lequel il se trouve. C'est sur cette considération qu'est fondé le procédé qu'on emploie pour connaître la température de l'air, et qui consiste à agiter fortement un thermomètre dans ce fluide, jusqu'à ce que la température indiquée par l'instrument ail cessé de s'élever ou de s'abaisser. On prend pour la température de l'air environnant celle que le thermomètre marque à cet instant; on peut aussi la déterminer, mais moins promptement , au moyen d'un thermomètre dont la surface est sensiblement imperméable à la chaleur , ou douée d'une réflexibilité aussi parfaite qu'il est possible; en sorte que l'instrument ne puisse s'échaufFer ou se refroidir que par le contact immédiat de l'air, dont l'effet est indépendant de l*état de sa superficie.
Lorsque l'air est calme et le corps A en repos , la couche d'air en contact avec sa surface s'échautTe ou se refroidit ; sa densité et sa force élastique changent : elle se déplace, en conséquence, et est sans cesse i-enouvelée. Il se produit alors près de la surface de A un mouvement de l'air qui peut s'étendre à la masse entière de ce fluide , quand elle est peu considérable , et dont la vitesse dépend de la différence entre les températures de A et du fluide. La détermination de ce mouvement particulier de l'air, et par suite de la variation de température de A à laquelle il donne lieu , est un problème que l'on est loin de savoir résoudre. La loi de cette variation doit donc être empruntée de l'expérience; or, on conçoit qu'elle sera diffé-
renie, selon que le coi-ps A, d'un petit volume, est placé dans un vaisseau clos, comme dans les expériences de MM. Dulong et Petit, ou qu'il est expose à l'air libre, ou, du moins, suspendu dans un grand appartement.
Dans le premier cas, la température de la masse d'air est inconnue; elle n'est sans doute pas partout la même; et à chaque instant elle doit dépendre de la température du vaisseau où elle est renfermée , que l'on peut rendre invariable , et de la température variable de A. Il en résulte qu'en définitive le coefficient r, doit aussi dépendre de ces deux températures, dont il est une fonction qui ne peut être déterminée que par l'observation. Sur ce point, je renverrai au mémoire de MM. Dulong et Petit, où sont consignés les résultats de leurs nombreuses expériences sur le pouvoir refroidissant de différens gaz, pris à différentes températures et sous différentes pressions.
Si , au contraire , A est placé dans un grand appartement ou tout-à-fait exposé à l'air libre , on peut admettre que la couche d'air en contact à chaque instant avec la surface de ce corps , a une température propre et donnée dans chaque exemple ; ce qui re-, vient à dire qu'une couche d'air, après avoir enlevé ou communiqué à A une petite quantité de chaleur, et s'être détachée de sa surface est remplacée par une autre couche dont la température est celle que la première avait d'abord; que cette deuxième couche est de même remplacée par une troisième, celle-ci par une quatrième, et ainsi de suite. Ces couches successives vont perdre ou reprendre dans la masse d'air environnante la chaleur qu'elles ont enlevée ou perdue sans que le fluide soit sensiblement échauffé ou refroidi par cette cause , non plus que par l'absorption d'une petite partie de la chaleur rayonnante émanée de A; ce qui fait rentrer le cas que l'on examine actuellement dans celui d'un courant d'air d'une température donnée, dont on a parlé tout à l'heure.
Pour un corps A exposé à l'air libre ou suspendu dans un grand appartement, l'expérience n'a pas encore fait connaître, en fonction de sa température et de celle de l'air, la loi de la perte de chaleur que ce corps éprouve par le contact immédiat de l'air; généralement on suppose cette perte proportionnelle à l'excès de la température de A
sur celle de l'air environnant; ce qui revient à représenter, comme plus haut, le coefficient T, par un produit <ut{u — >i), et à regarder le facteur -î» comme une quantité indépendante des températures « et u de lair et de A; h_)'pothèse qui doit peu s'écarter de la vérité, dans le cas des températures ordinaires. Mais, pour plus de commodité dans les calculs , nous supposerons à F, la même forme qu'au coefficient F qui l'épond à la perte de chaleur par le rayonnement et qui est exprimé par la formule (i); nous ferons donc
/\, désignant une quantité de chaleur indépendante des températures u et -A. Le nombre /* différant peu de l'unité, cette valeur de F, sera, en effet, à 1res peu près proportionnelle à la diflërence u — n, quand ces températures ne seront pas Irès-élevées. Le coefficient A, ne dépendra pas non plus de la nature de A ni de l'état et de l'étendue de sa surface qu'on suppose très petite; il sera proportionnel à la densité de l'air; et si ce fluide est en mouvement, ou si A se meut dans ce fluide, ce coefficient devra être augmenté en raison de la vitesse relative de A et de l'air ; ce qui pourra , quand cette vitesse sera très-grande, rendre A, beaucoup plus grand que le coefficient A de la formule (i). Enfin, si A est exposé à l'air libre, on prendra pour >i la température de l'air environnant , donnée dans chaque cas, et déterminée par le moyen qu'on a indiqué plus haut, ou autrement : si A est suspendu dans un grand appartement , dont les parois ont partout la même température , on la prendra pour la valeur de Y\.
(40). Je reviens actuellement à l'équation (2) , qui suppose le corps A contenu seul dans une enceinte fermée de toutes parts, et dont la température constante est ^. Cette enceinte étant aussi supposée très grande, on fera, d'après ce qu'on vient de dire, »= 1^ dans la formule (3); en la substituant à la place de F, et la formule (i)
au lieu de F dans l'équation (2), mettant — -r- à la place de V, et faisant , pour abréger.
on tirera de cette équation
J'intègre, et je suppose qu'on ait « = >, quand <== o; il vient
kt = log.
d'oii l'on déduit, en désignant par e la base des logarithmes népériens ,
résultat qui montre que quand la température initiale y est égale àÇ, on a constamment u=y, comme cela doit être, et que si cette température y est plus grande ou plus petite que Ç, la température u diminue ou augmente sans cesse, jusqu'à ce qu'elle ne diffère plus sensiblement de ^.
Si les températures ^ at y sont peu élevées, u le sera aussi; en développant alors les exponentielles fi> , jjy , f/^ , suivant les puissances de Ç log jW., y logytt, u log jtt, on pourra négliger les carrés et les produits de ces quantités, qui seront de petites fractions à cause du facteur log yu, , moindre que 0,0077; ^^ cette manière, la formule précédente devient, en réduisant,
et, en même temps, la valeur de k se change en celle-ci: "i
^ __ b{x + A,) lofi f^ ^ ac
Par conséquent, le temps croissant par des intervalles égaux, la température de A variera suivant une progression géométrique dont la raison est indépendante de la température ^ de l'enceinte ; ce qui est , en efi'et, conforme à l'expérience dans le cas des températures ordinaires.
Cette loi du refroidissement des corps d'un petit volume est celle
qui résulte du principe de Newton, d'après lequel la chaleur communiquée par un corps à un autre est simplement proportionnelle à la différence de leurs températures; principe que l'on a admis pendant long-temps , mais dont les conséquences s'écartent de plus en plus de l'observation , à mesure que les températures sont plus élevées. En adoptant cette loi, à cause de sa simplicité, lorsqu'il s'agit de températures ordinaires, et désignant par ô le temps pendant lequel la température de A s'alaisse de sa valeur initiale y, à une valeur donnée ê, nous aurons
^(A ~jr A,)log/* = logf^|,
en vertu des expressions pi'écédentes de u et de k. Pour un autre corps placé dans la même enceinte, dont la surface est dans le même état que celle de A, et dont la température emploiera un temps 6, à s'abaisser de y a ë , nous aurons de même
bfi,
(A -f A,)logAi == log|-zr|;
b,, a,, c,y désignant la surface, le volume et la chaleur spécifique de ce second corps. En divisant ces deux dernières équations l'une par l'autre , on aura donc
bâj ~ c '
équation très simple, sur laquelle est fondé le procédé dont les physiciens ont fait usage pour comparer les chaleurs spécifiques de deux corps d'un petit volume , d'après les temps de leurs abaissemens égaux de température.
(4i). Ces deux corps étant de matières différentes, pour que leurs surfaces soient dans le même état, comme le suppose cette dernière équation, on les recouvre l'un et l'autre d'une couche très mince formée d'une même matière. Or, relativement à l'épaisseur de cette couche, l'expérience a fait connaître un résultat propre à nous éclairer sur l'étendue du rayonnement de la chaleur dans la matière des corps solides.
Si l'on recouvre ainsi la surface entière de A, d'une couche dont le-
paisseur soit très petite , eu égard aux dimensions de ce corps , ot qui soit formée d'une matière telle que le noir de fumée, par exemple, dont le pouvoir rayonnant est très grand, A augmentera,/, ne changera pas, et les autres quantités b, a, c, contenues dans k, ne varieront pas sensiblement. La variation de température de A deviendra donc plus rapide; mais l'expérience prouve qu'il laut que la couche additive ait atteint une certaine épaisseur, pour que la vitesse do réchauffement ou du refroidissement parvienne à sou maximum et devienne stationnaire. Ainsi , en faisant croître graduellement l'épaisseur de celte couche, sans qu'elle cesse néanmoins d'être fort petite, on observe que la température de A varie de plus en plus vite, jusqu'à ce que cette épaisseur ait atteint une limite que l'expérience fait connaître, et que je désignerai par s. Parvenue à cette grandeur s, si l'épaisseur de la couche additive augmente encore, en demeurant toujours très petite, la vitesse du refroidissement ou de réchauflTement ne varie plus. Dans le cas des températures ordinaires, l'expérience montre aussi que pour une épaisseur donnée, plus petite ou plus grande que s, la température de A s'abaisse ou s'élève en progression géométrique, le temps croissant par des intervalles égaux.
Quand la couche de noir de fumée que j'ai citée pour exemple a atteint ou dépassé l'épaisseur i , elle absorbe à peu près toute la chaleur qui tombe du dehors sur sa surface extérieure, et son degré de réflexihilité est sensiblement nul. Au contraire, pour une épaisseur moindre que s, elle réfléchit une partie de la chaleur incidente, dans une proportion qui diminue à mesure que cette épaisseur approche de i. Lorsque la couche additive est formée d'une autre matière, la limite ê a une autre grandeur; à cette limite, la vitesse dn refroidissement, devenue stationnaire, est généralement moindre que celle qui a lieu dans le cas du noir de fumée, et la couche conserve encore un degré de réflexibilité relatif à l'état de sa surface. L'expérience n'a pas fait connaître si cette vitesse est ou n'est point toujoui-s la même pour deux couches additives de matière différente, parvenues à leur limite d'épaisseur, pour lesquelles cette limite i sérail égale, et qui absorberaient, à cette limite , toute la chaleur incidente, ou qui la réfléchiraient en égale proportion.
lO..
En admettant ces résultats comme des données de l'observation , il s'ensuit que le pouvoir rayonnant A de la couche additive dépend, en général, de son épaisseur, de l'état de sa surface, et peut-être aussi de la matière dont elle est formée. Or, d'après les n°' 24 et 26, l'expression de cette quantité est
À = - g I ' a(i — (p) cos9 sin Qd^;
g désignant une quantité invariable de chaleur, a étant une fraction qui exprime, sous l'angle d'incidence â, la proportion suivant laquelle la chaleur extérieure pénètre à travers la surface du corps auquel A se rapporte, et <p représentant une inconnue dont la valeur peut varier, non-seulement avec l'angle 0, comme celle de a, mais aussi avec la matière de ce corps. On peut supposer, ainsi que nous l'avons déjà dit (n° 17), que le phénomène de la division de la chaleur incidente en deux parties, dont l'une est réfléchie au dehors et l'autre pénètre dans l'intérieur, se passe dans l'épaisseur tout-à-fail, insensible de la couche qui termine tous les corps et dont la densité varie très rapidement, de sorte qu'il n'y ait plus aucune réflexion de chaleur à la profondeur à laquelle la densité est regardée comme constante, ou ne varie plus qu'à raison de la température. Dans cette hypothèse, qui paraît la plus naturelle, la fraction a, relative à un angle donné 9, se rapporte uniquement à la surface même de la couche additive, et ne saurait varier avec son épaisseur, de grandeur sensible. C'est donc l'inconnue <p qui doit changer de valeur avec cette épaisseur; et, pour cela, il est nécessaire que les points de la coviche additive, qui émettent au dehors la chaleur rayonnante, et qui absorbent, en échange, la chaleur extérieure après qu'elle a traversé la surface, s'étendent à une profondeur dont la limite est i.
A la vérité , si la fraction a ne varie qu'avec l'état de la surface extérieure, et que le degré de réflexibilité de cette surface soit insensible , comme dans l'exemple du noir de fumée , lorsque l'épaisseur de la couche a atteint la limite ê, il semble qu'il devrait aussi disparaître, et qu'il n'y aurait plus de chaleur réfléchie, contrairement à l'observation, dès que cette épaisseur aurait une grandeur sensible. Mais il faut observer que la fraction a de la chaleur in-
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cidente , qui a traversé la surface extérieure de la couche artiiùive n'est pas absorbée en entier par la matière de cette couclie, lorsque son épaisseur est moindre que s : une portion do cette chaleur atteint donc la surface du corps A recouvert par celte couche j et si cette surface a un degré quelconque de réflexibilité, cette portion de chaleur sera en partie réfléchie : elle traversera une seconde fois la couche additive , sans être entièrement absorbée. La portion c[ui atteindra la surface extérieure de cette couche se divisera de nouveau en deux parties, dont l'une sera émise au dehors, et l'autre renvoyée vers la surface de A j et ainsi de suite. De cette manière , la totalité de la chaleur réfléchie au dehors de la couche additive se compose de deux parties distinctes : l'une ne dépend que de l'état de sa surface, et nullement de son épaisseur; l'autre diminue a mesure que l'épaisseur augmente, et s'évanouit quand l'épaisseur a atteint la limite t. La première n'a éprouvé qu'une seule réflexion, qui a eu lieu à la surface extérieure de la couche ; la seconde en a éprouvé une ou plusieurs à la surface du corps A.
Ces considérations montrent la nécessité de la quantité (p , que nous avons introduite dans l'expression du pouvoir rayonnant, et dont l'existence lient à ce que la température varie très rapidement près de la surface d'un corps qui s'échauffe ou se refroidit (n° 21}. En général, toutes les circonstances que présentent l'émission et la réflexion de la chaleur rayonnante s'expliqueront au moyen des deux quantités a et (p, d'où dépend la valeur de A, et dont la première est uniquement relative à l'état de sa surface, c'est à-dire, à sa coloration et à son degré de poli, tandis que la seconde en est indépendante, et varie, au contraire, avec la matière des corps, ou du moins avec la limite é qui répond à chaque matière.
La conclusion générale de ce qui précède est que l'épaisseur de la couche superficielle, d'où émane la chaleur rayonnante émise au dehors par les diCférens corps, et où la chaleur extérieure qui les pénètre est absorbée, n'a point une grandeur insensible, et qu'elle a, au contraire, une grandeur sensible, quoique très petite, qui peut changer d'un corps à un autre. On peut supposer que le rayonnement moléculaire s'étend à des distances sensibles dans l'intérieur des corps solides et liquides, aussi bien que dans leurs couches su-
pgrf jo^rtilles , et que cette étendue sensible peut influer sur les lois de la communication de la chaleur qui se fait de pi'oche en proche dans chacun de ces corps. Toutefois, à cause de la variation rapide de température, qui a lieu près de la surface et n'existe pas dans l'intérieur, il est possible que, pour une même matière, la limite du rayonnement intérieur diffère de celle que nous avons désignée plus haut par «.
(42). Supposons actuellement qu'un second corps A', d'un petit volume , est contenu avec A dans l'enceinte fermée , dont la température invai-iable sera toujours représentée par ^. Au bout du temps t , la température de A sera désignée par u, comme plus haut, et celle de A' par u'. Cela étant, concevous une surface développable , tangente aux surfaces de ces deux corps, qui sera, par exemple, un cylindre à base circulaire, lorsque A et A' seront des sphères égales. Soient EHF et E'HT' (fig. g) les parties de leurs surfaces, comprises entre ces corps et terminées à la surface développable. Il y aura un échange de chaleur entre A et A', à travers deux élémens quelconques, appartenant l'un à EHF, l'autre à E'H'F'. Je désigne par Aclt la perte de chaleur de A pendant l'instant dt, résultant de l'échange à travers les deux élémens a> et &>' qui répondent aux points 0 et 0' de ces poitions de surface. En conservant les notations du n° 27, la valeur de A sera donnée par la dernière formule de ce numéro, ou par la formule (7) du n" 28 , réduite à ses deux premiers termes, savoir :
A = — -^^^^^^[(i-'P)(F«-FO-«'(i -<!>') {Vu -TOI
Son premier terme est la valeur de A qui aurait lieu si A' n'existait pas; le flux de chaleur qui en résultera, pendant l'instant rlf, à travers la surface entière /; de A, sera donc, comme plus haut, égal H bVdt ; le coefficient T élant donné par la formule (i). Si donc on remplace co et ca', dans le second ferme de A, par les élémens différentiels ds et ds' des surfaces de A et A' qui répondent aux points 0 et 0', le flux total de chaleur à travers cette même surface h sera
bTdt — ~ (Fm' — Yl)ffxa.'{ I — cp'j cos 9 cos G' dsds' ;
l'intégrale double s'étendant aux deux portions de surface EHF et E'H'F'.
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Si les quantités a et a.' ne sont pas toutes deux égales à l'unité , il y aura, en outre, entre les élémens de EHF et E'H'F' des séries de réflexions de chaleur qui cliangeront , sons le signe //, le facteur aa'(i — (p') en un autre que je désignerai par a,. En ajant égard à l'expression de la fonction F ( n" 26 ), on pourra faire
j^^ (Fu — FO/r«. cos ôcos 6'* d/ = bëifi" — fji,^) ;
è étant une quantité de chaleur dépendante de l'état des surfaces EHF et E'H'F', de la quantité <p', et de la distance qai sépare les deux corps A et A'. Si cette distance est très grande par rapport à leurs dimensions, la quantité S sera très petite relatirement à la quantité A de même nature, qui entre dans la formule (i), et elle variera, à très peu près, en raison inverse du carré de cette distance. Pour tenir compte de la série de réflexions qui a changé aix'(i — ip') en a,, il faudra aussi changer le facteur A de cetlje formule (i) en un autre Facteur A(i + f) , dans lequel f est une fraction très petite, comme
-, dans le cas où la distance de A' à A sera très grande. On supi-
posera que leurs surfaces ne présentent aucune concavité , et qu'aucune portion de chaleur émise par ces corps ne leur est renvoyée par l'enceinte. L'expression précédente du flux de chaleur à travers la surface b sera complète; en sorte qu'en y ajoutant la perte de chaleur bT,(it, produite par le contact de l'air, on aura la valeur totale de la quantité caVdt du n° 42.
Cela posé, d'après l'équation précédente et les valeurs de T et T, ,. nous aurons
acV = è [A (i + /) -H A.] (^" _ ^?) _ bQ (^"' - fj,^). ,.; 1. : .
Si l'on désigne par f, è', A', ce que deviennent les quantités /-j Q, \, relativement au coi-ps A'; si l'on représente par a', b', c' , V', son volume , sa sui'face , sa chaleur spécifique , la vitesse de son refroidissement ; et si l'on observe que A, ne change pas en passant de A à A', puisque ces deux corps sont placés dans un même fluide , on aura de même
a'c'y = b'[A\i+f') -f- A,] (/-i"' - ^0 - b'SW - /*')•
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En mettant, dans ces équations, — j~ ^^ T ^ '^ place des vitesses V et V, et faisant , pour abre'ger ,
on aura ces deux équations différentielles du premier ordre, mais non linéaires,
dans lesquelles on ne pourra pas, en général, effectuer la séparation des variables. On y parviendra seulement dans le cas particulier oîi l'on a pp' = qq' , en supposant que cette égalité soit possible. Si l'on ajoute alors la seconde de ces équations, multipliée par ^, à la première multipliée par p' , on aura
p'du -\- qdu' = o; d'où l'on tire
y étant une constante arbitraire. En substituant cette valeur de «' dans la première équation , on en déduira ensuite une valeur de dt de la forme \}du; le coefficient U étant une fonction de u, de sorte que les variables seront maintenant séparées. Pour que \}du soit inté-
grable sous forme finie , il faudra que — puisse s'exprimer par le rapport de deux nonibres entiers; ce qui sera toujours possible, exactement ou à tel degré d'approximation que l'on voudra. Lorsque la distance comprise entre A et A' sera très grande , les quantités q et q' seront très petites par rapport à p et p', et l'on intégrera les équations précédentes par la méthode des approximations successives.
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(43). Si les températures u et u' ne sont pas très élevées, on réduira ces deux équations à la forme linéaire, en développant les exponentielles fJL," et //."' suivant les puissances de u et u' , jusqu'à la seconde exclusivement. En développant aussi fjj^ , faisant
et comprenant le facteur log fx dans les coefficiens p, p' , q, q', on aura alors
— + px — qx = O , -^+px— qxz=o;
équations dont les intégrales sont
X := q-ye-"' + qy'e
x' = (p — m)ye-"" -\- (p — m')y'e-'^''.
On désigne ici par e la base des logarithmes népériens, par m et m' les deux racines d'une équation du second degré, dont les valeurs sont
= UP + p') +1 \\f - P'Y + 477', m' = 1 (p + p') - ï \'\p - P'Y + ^qq',
et par y et y' les deux constantes arbitraires que l'on déterminera d'api'ès les valeurs de x et x' qui répondent à. tz=.o.
Les valeurs de m et m' sont évidemment réelles. De plus , les quatre quantités p, p', q, q', étant positives, et la quantité contenue sous le radical étant la même chose que
ip-^pJ - Aipp' -qq),
on voit que les valeurs de m et m! seront aussi toutes deux positives, si pp' surpasse qq' , ce qui a effectivement lieu. En effet, si l'on compare les intégrales d'où dépendent les valeurs de èA(i -{- f) et b'&\ et celles de b'x'{\ + f) et bQ , il sera facile de s'assurer, en ayant égard à leurs limites, que l'on a toujours
bx{,+f) > bV, b'x'{i+f') > bCi
d'où l'on conclut pp' >• qq' , en observant que la quantité A contenue dans p et p' est positive. Il s'ensuit qu'après un certain temps les exponentielles e""" et e"""'' sont sensiblement nulles; les valeurs de X et x' le sont donc aussi, et les températures u et u! des deux corps A et AJ ne diffèrent plus sensiblement de la température Ç' de l'enceinte, quelles qu'aient été leurs valeurs initiales; ce qui est conforme à l'expérience. L'exponentielle qui répond à la plus grande des deux quantités m et m s'évanouira la première; et quand elle aura disparu, les températures de A et A' varieront toutes deux suivant une même progression géométrique , le temps croissant par des intervalles égaux. Si le cas particulier de pp' = qq' n'était pas impossible , l'une des quantités m et m' serait zéro quand il aurait lieu, et alors les variables x et x' convergeraient vers des valeurs constantes, qui ne seraient pas nulles; au bout d'un certain temps, les températures de A et A' deviendraient donc constantes , mais inégales et différentes de la température de l'enceinte; ce qui ne saurait arriver ; et, effectivement, le cas de pp' = qq' est impossible, comme celui de pp' <.qq'} d'après l'origine des quantités p, p', q, q' .
Cette analyse pourra s'étendre au cas de trois ou d'un pins grand nombre de corps contenus dans une même enceinte fermée , dont la température est invariable. On formera toujours des équations différentielles du premier ordre, en nombre égal à celui de ces corps, qui seront non linéaires et non intégrables sous forme finie. Dans le cas des températures ordinaires, on réduira ces équations, comme les précédentes , à la forme linéaire ; on les intégrera ensuite sans difliiculté; et l'on conclura de la forme de leurs intégrales, qu'au bout d'un certain temps les températures de tous les corps varieront, à très peu près, suivant une même progression géométrique, pour des temps équi-différens , et qu'après un temps encore plus long, elles cesseront de varier, et seront alors toutes égales entre elles et à la température donnée de l'eqceinte.
CHAPITRE IV
Mouvement de la chaleur dans ïintérieur des corps solides ou
liquides.
(44) • Il y a toujours de la chaleur en mouvement dans tous les corps, lors même que les températures de tous leurs points sont invariables, soit que chaque point ait une température particulière , soit qu'ils aient tous une même température. Mais l'expression mouvement de la chaleur est prise ici dans un autre sens; elle signifie la variation de température qui a lieu d'un instant à l'autre dans un corps qui s'échauffe ou se refroidit ; et la vitesse de ce niouvement , en chaque point du corps, est le premier coefficient différentiel de la température par rapport au temps.
J'appellerai A le corps solide ou liquide, homogène ou hétérogène, dans lequel nous allons considérer le mouvement de la chaleur. Soient M un point quelconque de A, et m une partie de ce corps, de grandeur insensible (n° -), et comprenant le point M. Au bout d'un temps quelconque t, désignons par oc , y , z, les trois coordonnées rectangulaires de M, par v le volume de m, et par f sa densité , de sorte qu'on ait
= Vf.
Soient aussi , au même instant , u la température et b la vitesse du mouvement de la chaleur qui répondent au point M-
La quantité u sera une fonction de t, x, y, z, dépendante d'une équation aux différences partielles par rapport à ces quatre variables qu'il s'agira de former. Si A est un corps solide , et qu'on fasse abstraction de ses petites dilatations , positives ou négatives , produites par les variations de u relatives au temps, les coordonnées ce, y, z.
seront indépendantes de i , et l'on aura simplement
dl
Si au contraire on a égard aux petits déplacemens du point M provenant de ces dilatations, ou bien, si A est un fluide dans lequel l'inégalité' des températures, ou toute autre cause, donne lieu à des niouvemcns de ses molécules , les coordoimées x , j, z, seront des fonctions de t ; et l'on aura alors , par les règles connues de la différentiation des fonctions de fonctions,
^ du ^^ dx du dj du dz du , ^
di'^TlTx'^dtd^'^'dtdi' ^^J
expression dans laquelle ~ , -^ , j , seront les composantes de
la vitesse du point M, parallèles aux axes des x, j , z.
L'inconnue u ne sera pas la seule qu'il faudra déterminer, pour connaître complètement l'état calorifique du corps A à un instant quelconque. Supposons que l'on divise ce corps en deux parties B et B', par une surface quelconque , tracée dans son intérieur. Soit (d un élément de cette surface (n° g) comprenant le point M, il y aura continuellement, à travers w , un /lux de chaleur semh\ah\e à celui de la chaleur rayonnante qui a lieu à travers un élément de la surface de A , et que je représenterai par Vadt pendant l'instant dt , de manière que ce produit, positif ou négatif, soit l'excès de la chaleur qui traverse <y en passant de B en B', pendant cet instant , sur celle qui le traverse en même temps, en passant de B' dans B. Le coelTicient F, ou le flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface, dépendra de la matière et de la température de A au point M, et de la direction de Ci) ; il s'agira aussi de le déterminer , en fonction de t , x ^ y, z , pour chaque direction donnée de oo. Ainsi, m et F seront les deux inconnues du problème dont nous aurons à nous occuper dans ce chapitre. Quand le corps A est soumis à l'influence de foyers constans de chaleur, toutes ses parties parviennent généralement , après un certain temps, à des températures variables d'un point à un autre, mais indépendantes du temps. Dans cet état permanent de A , la vitesse y est nulle en tous ses points ; mais le flux de cha-
leur r existe encore, et seulement sa valeur est indépendante de t, comme celle de u.
(45). Soient M' un second point de A très voisin de M, et m' une partie de A de f^raudeur insensible, comme m, qui comprendra M'. Au bout du temps t, appelons x' , y' , z' , les coordonnées de M' rapportées aux mêmes axes que a:, y, z, et désignons par ni la température de m' ; soit aussi r la distance IMM'.
D'après riijpolbèsc générale sur laquelle est fondée la théorie mathématique de la chaleur (n° '7), il j aura un échange continuel de chaleur entre m et n\! . Je représenterai par cT l'augmentation de chaleur qui en résultera pour m pendant l'instant dt , c'est-à-dire, l'excès positif ou négatif, pendant cet instant, de la chaleur émanée de m! et absorbée par m , sur la chaleur émanée de m et absorbée par m!. On pourra supposer cet excès proportionnel au produit mm'clt , ou à vv'fp'dt, en appelant c' et p' le volume et la densité de m', de sorte qu'on ait m' = i''p', comme on a déjà jn=i'p. Il sera nul dans le cas de 11 =u, el de même signe que la diflérence u' — u, quand elle ne sera pas zéro; dans le vide, il varierait en raison inverse du carré de r ; et généralement sa valeur sera de la forme
J" = ^R(u' — u)dt, (2)
en désignant par R un coefficient positif, dans lequel nous comprenons le facteur pp', qui décroîti'a très rapidement pour des valeurs croissantes de /•, qui pourra aussi dépendre des matières et des températures de m et m', et variera avec la direction de MM', lorsque l'absorption de la chaleur ne sera pas la même en tous sens autour de M.
Dans la supposition la plus générale, R sera donc une fonction de r, u, u', et des coordonnées de M et M'; en sorte que l'on aura
Mais si l'on appelle J' la diminution de chaleur de iti' pendant l'instant dt, provenant de l'échange entre m et m', on aura évidemment cl' = — S' ; d'ailleurs, la valeur de eT' devra se déduire de celle de cT par la permutation des quantités relatives à l'un des points M
et M', et des quantités analogues qui répondent à l'autre ; par conséquent , il faudra que la fonction ^ soit symétrique par rapport à u et u', jc et x'j, j et j', z et 2! .
Le corps A étant un solide ou un liquide , cette fonction $ variera très rapidement avec r et sera insensible ou nulle , dès que r aura atteint une très petite grandeur. Je désignerai cette limite par l, de sorte que cette fonction $ soit zéro, dès qu'on aura /■ > Z ou seulement r =il. Cette ligne l sera donc très petite , mais de grandeur sensible et mesurable (n° /^i), et, par conséquent, extrêmement grande par rapport aux dimensions de m et m'.
(46). L'augmentation totale de chaleur de m pendant l'instant dt sera la somme des valeurs de ^, étendue à tous les points M' dont la distance au point M est moindre que /. J'indiquerai une telle somme par la caractéristique 2. Le facteur vdt étant commun à toutes les valeurs de cT, leur somme sera
vdtl ^ {u' — uy.
Mais pendant l'instant dt, la température de m augmente de Hdt; si donc on appelle c sa chaleur spécifique, cvUdt sera aussi son augmentation de chaleur pendant cet instant; donc en supprimant le facteur commun vdt, on aura
pour l'équation du mouvement de la chaleur, également applicable à un corps solide et à un liquide, en y substituant l'expression convenable de y.
La somme 2, contenue dans cette équation, ne dépend en efl'et que de l'état calorifique de m et des parties circonvolsines de A, qui existe au bout du temps t, eten aucune manière du changement qui pourrait avoir lieu l'instant d'après; en sorte qu'il n'était pas nécessaire de chercher, comme des géomètres l'ont pensé, une équation particulière pour le mouvement de la chaleur dans les liquides, distincte de celle qui répond aux corps solides hétérogènes, et qui avait été donnée depuis long-temps.
i La valeur d'une somme 2 relative à des parties de grandeur insen-
sible, telle que la precédenle, peut s'exprimer par une série dont le premier terme est une intégrale prise entre les mêmes limites que cette somme, et dont les autres termes procèdent suivant les dimensions de ces parties, élevées à des puissances croissantes. Ces dimensions étant insensibles par hypothèse, il s'ensuit que la série est, en général , extrêmement convergente, et peut èti'e réduite à son premier ferme. Ainsi, en désignant par ch>' l'élément difi'érentiel du volume de A, qui répond au point M', on aura, sans erreur appréciable,
l'intégrale s'étendanl à tous les élémens ch', dont la distance /• au point M est moindre que /.
A la vérité, j'ai remarqué dans d'autres occasions que la réduction d'une somme à une intégrale n'est plus permise dans un certain cas qui se présente, par exemple, dans le calcul des forces moléculaires; mais pour que cette exception ait lieu, il faut que la fonction dont on veutsommer les valeurs, varie très rapidement et change de signe entre les limites de cette sommation; or, ici le coefficient R varie bien en effet très rapidement avec la variable r, mais sans jamais changer de signe; et, pour cette raison, l'exception dont il s'agit n'est pas à craindre. Dans tous les calculs de quantités de chaleur qui résulteront d'échanges entre les parties d'un corps, de grandeur insensible, on pourra décomposer immédiatement son volume en élémens infiniment petits, et remplacer les sommes par des intégrales , comme si ce coi'ps était formé d'une matière continue et non pas de molécules disjointes, séparées par des pores ou espaces vides.
(47). Du point M comme centre et d'un rayon égal à l'unité linéaire, décrivons une surface sphérique; soit ds l'élément différentiel de cette surface, auquel aboutit le rayon dont la direction est celle de MM', nous aurons
di>' = r*drds;
et d'après la valeur de la somme 2, l'équation (3) deviendra c^=//h{u' —u)drds. (4;
On y a mis, pour abréger — au lieu de 5; mais on se souviendra que ce coefficient différentiel doit être pris par rapport a t et a tout ce qui en dépend ; en sorte qu'il faudra remplacer -j- par la formule ( i ) , lorsque les coordonnées x^j", z, du point M varieront avec le temps.
La limite relative à r de l'intégrale contenue dans cette équation (4) ne sera pas la même , selon que la distance du point M à la surface de A surpassera l ou sera moindre que cette petite ligne. Dans ce chapitre on supposera que ce soit le premier cas qui ait lieu; l'intégrale relative à r devra alors être prise depuis 7'=o jusqu'à /•= l, dans toutes les directions autour de M ; on pourra donc écrire l'équation (4) sous la forme
"IF =Jjf^(i^'-")^s-]dr; (5)
l'intégrale relative à ds devra s'étendre à tous les éiémens ds de la surface sphérique, et par la réduction en série, on en obtiendra facilement la valeur approchée.
(48). Pour cela, je désigne par a, S, y, les angles que la droite MM' fait avec des parallèles aux axes des x, j, z, menées par le point M. A cause de MM' = r, il en résultera
x' — x=^rco?,ct, y — jz=rcosQ, z' — zz=rcosy,
et, d'après le théorème de Tajlor, on aura
, du .au a . du
u — M = -r- r cos a -\- -y~ /' cos » + "^ '' cos y
I d''u . I d''u . . io ■ I d'u ,
+ --3-T r*cos»a-+--Tn.^ cos'& + --^r*cos'>
. d^u . ft , d^u . , d^u p
+-J—T- r*cosacosb+ j-^ r''cosacos^+ j-j r* cos b cos y + etc.
Si l'on développe de même Pi suivant les puissances et les produits de m' — u, x' — 3c,j' — j, z' — z, on aura aussi
les parenthèses indiquant ici que l'on doit faire u' = u, x =-X, y=j, z'=:z, après les diflërentiations qui supposent r invariable, et V désignant ce que devient en même temps la (onction 0 du n" 1^5, de sorte que l'on a
Au moyen de ces développemens de R et de u' — u, celui du produit R («' — u) se composera de termes de cette forme
H/° cos' et cos'' è cos'" y ;
H désignant un coefficient indépendant de a, ê, > , et les exposans /, /', /", étant des nombres entiers et positifs qui ne seront pas nuls tous les trois à la fois, et dont l'exposant n est la somme i + 1' -\-i'. Or, en ayant égard aux limites de l'intégrale relative à rfj', on aura
f cos' a cos'' é' cos'" yds = o ,
toutes les fois que l'un des trois nombres /, /', «", sera impair; car alors cette intégrale se composera d'élémens qui seront deux à deux égaux et de signes contraires. Quand aucun des nombres /, i' , i", ne sera impair, l'intégrale ne sera pas zéro; les règles ordinaires en donneront les valems exactes , quels que soient ces trois nombres; et de CL'lte niniiière on aura
R («'-«) = H,r« + H,r4 + u,r' ■+- etc.: (6)
les quantités Hj, H^, H^, etc., étant des fonctions différentielles de forme connue, dans chacune desquelles les différences partielles de u seront prises par rapport à x, j , z, et s'élèveront à l'ordre marqué par son indice inférieur. --^.;<~ — ) - ^ '/jr^/l
Pour une température u qui varierait très rapidement, de sorte qu'elle ait des valeurs très différentes dans l'étendue du rayonnement
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intérieur, les coefliciens H,, H^, Hg, etc., formeraient une série très rapidement croissante, à cause des différences partielles de u dont ils dépendent. La série (6) cesserait alors d'ê(re convergente, malgré la petitesse de r' ; mais ce cas n'a pas lieu en un point M suiïisanîment éloigné, comme on le suppose, de la surface de A; et nous pourroiis, en conséquence, regarder la série (6) comme extrêmement convergente.
En s'arrétaut à son 71''"" terme , l'équation aux différences partielles du mouvement de la chaleur sera de l'ordre 2?i; mais son intégrale complète renfermera certaines parties qui varieront très rapidement, et que l'on devra supprimer pour cette raison, dans la valeur de m, cbmine étrangères à la question ; ce qui réduira toujours cette valeur au même degré de généralité) quel que soit son degré d'approximation , dépendant des termes de la série (6) que l'on aura conservés. C'est ce que nous ferons voir par la suite, sur un exemple particulier, dans lequel nous montrerons aussi l'inflaence que peut avoir l'étendue sensible du rayonnement intérieur sur la valeur de u. Mais pour réduite l'équation générale du mouvement de la chaleur à la forme la plus simple, c'est-à-dire, à la forme d'une équation aux difféi'ences partielles du second ordre, ainsi qu'on le fait ordinairement, nous bornerons l'approxifnation au premier terme de la série (6); ce qui revient <a considérer comme insensible l'étendue du lajonnement dftDS rint.«pçur des corps solides et des liquides. '"(4t)).^ Dans éette hypothèse, on arrêtera le développement de R aux termes dépendans du carré de /' exclusivement. A cause de la symétrie de R par rapport à u et m', jc et jc\ y et y' , z et z', et de ce que V représente, on a évidemment
\dû') 2 "5ir ' \d^') 2 177 ' \dy) i~d^' \ dz)
I rfV 'i dz
'•'■-> r. ,i ; 'il >' , ;'
i\ idn^tiéàultejta donc
;rj!'ir,riT •j':!"!0.
«=v+iS:(,.'-.)+:^(.w)+if(y_,.;+JÏ(»'-);
ctde'tette Valeur joiritè à celle de m' — u, on conclura
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H.=j[vS+(^è+^)r;]/««;«'^
, I r,j. d'u , / rfV du dV \ du-\ ^ . ,
ou plus simplement
les différences partielles de V par rapport a. oc , y , z, étant prises en considérant u comme une foaction de ces trois coordonnées, et sans faire varier r.
On a d'ailleurs
/cos* ads = fco^*Ç,ds =: /cos* yds.
De plus, si l'on appelle 4 l'angle que fait le plan de la droite MM' et d'une parallèle à l'axe des x menée par le point M, avec un plan fixe mené par cette parallèle, on aura
ds = sin ada.d'^ ;
et l'intégrale relative à ds devant s'étendre à toute la surface sphérique à laquelle cet élément appartient, il en résultera
/cos* ads = j cos* a sin a dxf^''d'\ = ^.
Donc en réduisant la valeur de K{ii' — u) au premier terme H,r* de la série (6), l'équation (5) deviendra
3 Vc
, 1-^ fd'u rl^j^i . du rldV ^j\
La fonction V étant nulle pour toutes les valeurs de r plus grandes que l, on pourra maintenant étendre les intégrales relatives à /• audelà de cette limite, et si l'on veut jusqu'à r = qo . Si l'on fait alors
• f Yr'dr=k,
k sera une fonction de u, x, j, z, et l'on aura
S J n dx dx'
■2,r r'^d.Y , , dk
tJo d^'"^''=dj>
2^ r"" dv , , dk
/ -r- r^dr = -T- ; J o dz az
par conséquent, l'équation générale du mouvement de la chaleur deviendra finalement
, , du , du du
du dx dj dz , ,
'^ ~dt dx ' '^ ' dr~' ^7)
Quand tous les points de A sei'ont parvenus à un état stationnaire,
du_
di
on aura -^^ = o , et il en résultera
f f)9ri
dx j^ dy dz
dx •" ~^ ' dr~ ^'
pour l'équation relative à cet état permanent.
(5o). L'équation (7) coïncide avec celle que j'ai trouvée autrefois pour le cas d'un corps hétérogène (*), mais en ue supposant point alors que la quantité k dépendît de la température u.
Si A est un corps homogène, k ne dépendra que de u, et l'équation (7) se changera en celle-ci :
du , /d^u d'u d-u\
^'dt ^ "^ w "^ 57 "T" 'd^O
dk /du' du' du'-\ (8)
■r" dli \d7^ "^ dj' "^ ~dzO'
(*) Journal de l'École Polytechnique , 19' cahier, page 87.
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En supposant que cette quantité k soit indépendante de «, on aurait 1 équation
du , /d'u , d'u , d'u\ .
"" 71 = ^{dJ' + dr + dFj' ^9)
que l'on donne ordinairement, et qui se réduit, dans le cas de l'état permanent, à une équation indépendante des deux quantités cet A-, savoir :
dF' "^ ip '^ dF ~ '^'
Après avoir obtenu l'équation (9), en considérant c et k comme des quantités constantes, on supposait qu'elle conservera la même forme lorsque ces quantités seront variables, qu'il suffira d'y mettre
pour - une fonction donnée de u, et que l'équation relative à l'état
permanent n'éprouve aucun changement. Mais on voit que ces suppositions ne sont point admissibles : l'équation (9) et celle qui s'en déduit dans le cas de-;- = o, ne sont point, dans le cas même d'un
corps homogène, l'équation exacte du mouvement de la chaleur et celle de l'état permanent; et la formule (S) montre qu'indépendamment des difle'rences partielles de u , du second ordre par rapport à X, y, z, les véritables équations doivent aussi contenir les carrés de ses différences partielles du premier ordre.
Pour avoir égard aux déplacemens des points de A, produits par les dilatations et condensations dues aux variations de température, ou par d'autres causes, on remplacera, comme on Ta dit plus haut,
j- par la formule (1), et l'équation (7) deviendra
(du du dx du dy du dz\
dt'^'dbcdt'^'^-dt'^dl dï)
dx djr dz
C'est cette équation (10) que l'on devra joindre, par exemple, aux équations ordinaires du mouvement des liquides, pour les compléter.
ainsi que je l'ai déjà proposé dans mon Traité de Mécanique et dans
un mémoire précédent.
(5i). Occupons-nous maintenant de la détermination du flux de chaleur F (n° 44) > correspondant à l'élément a d'une surface qui divise A en deux parties B et B'.
Supposons que le point de la surface auquel répond l'élément co soit le point M de A, que nous avons considéré précédemment, qui est situé à une distance de la surface de ce corps plus grande que /, et dont la température et les coordonnées sont z^ , x, j, z, au bout du temps t; prenons dans B un point M, et dans B' un point M', très voisins l'un et l'autre de M, et appartenant avec M à une ligne droite M, MM' (fig. lo); soient m, et m' des parties de B et B', de grandeur insensible, et qui comprennent les points M, et M'; appelons u, et u' leurs températures au bout du temps t; soient aussi v, et v' leurs volumes; jj, , J^, z, les coordonnées de M,, et x' , y', z' celles de M'; faisons
et désignons par cT la diminution de chaleur de m, , provenant de l'échange entre m, et m' pendant l'instant dt. D'après la formule (2), nous aurons
R, étant ce que devient la fonction <& du n° 45 , quand on y met les quantités qui répondent aux points M, et M', de sorte que l'on ait
Cela posé, si nous concevons un cône circonscrit à l'élément co et ayant son sommet au point M, , et si nous appelons A la somme des valeurs de S" x'elatives à toutes les parties de B' comprises dans ce cône , nous aurons
A = v^dt ff R, (lit — "') dr,ds,
en remplaçant la somme par une intégrale (n° 4^^ ^^ v' par l'élément différentiel r,^di,ds, du volume de B' qui répond au point M';
dans lequel clément, ds est celui d'une surface sphërique décrite du point M, comme centre avec un rayon égal à l'unité. La distance du point M, à la surface de A étant plus grande que l, nous prendrons en conséquence l'intégrale relative à r, , depuis /•, = r jusqu'à r, = l. Quant à l'intégrale relative à ch , elle devra s'étendre à la portion de surface sphérique interceptée par le cône , et que nous représenterons par ix.
Maintenant on obtiendra la somme des valeurs de A relatives à toutes les paities de B, telles que m,, au moyen d'une nouvelle intégrale triple, dans laquelle on prendra pour v, l'élément différentiel du volume de B correspondant au point M,. Si l'on mène par le point M , une normale N,MN' à la surface de séparation de B etB', dont MN, soit la partie comprise dans B ; que l'on fasse
M.MN, = e,
et que l'on désigne par -^ l'angle que fait le plan 'de MN, et MM,, avec un plan fixe passant par MN,, cette expression différentielle de v, sera r' sin Bdrdùd^y. L'intégrale relative à r s'étendra depuis ;• = o jusqu'à /■ = l; on intégrera depuis -vf, = o jusqu'à 4 = 27r, et seulement depuis G = o jusqu'à la valeur de ô qui a lieu à la surface de B, et que je représenterai par 6 — i, de sorte que i soit un très petit angle dépendant de la courbure de cette surface au point M. • Or, cette somme des valeurs de A sera évidemment la valeur du flux de chaleur Tcedt à travers l'élément a; car, d'après l'éloignement du point M, de la surface de A , toute la chaleur émise par chacune des deux parties B et B' est absorbée par l'autre ; par conséquent, nous aurons
Tù) = /R, («, — m') /-* sin yrdr.dsdM-^.
'L'intégrale relative à ds étant une intégrale double, il s'ensuit que la valeur rigoureuse de F dépend d'une intégrale sextuple ; ce qui devait être, puisque ce flux de chaleur dépend de l'action réciproque des parties de B et de B' ; mais sa valeur approchée se réduira, comme on va le voir, à une intégrale simple.
(Sa). D'abord, à cause de la petitesse des dimensions de w, que l'on suppose insensibles par rapport à / , nous pouvons considérer u'
et R, comme étant sensiblement invariables dans l'intégration relative
à ds , qui se réduira alors à changer ds en (7. Par la même raison, et
en observant que w cos 6 est la projection de ca sur un plan mené par
le point M perpendiculairement à la droite MM,, on pourra aussi
prendre
r^(7 = a cos G ,
même pour les valeurs de r comparables aux dimensions de a>, sans qu'il en puisse résulter aucune erreur sensible dans la valeur totale de Tco.
A T'aison de ce facteur cos 6, qui sera introduit sous le signe/", la partie de r dépendante de l'angle /, ou de la forme de B, aura pour coefficient le carré de la fonction des rayons de courbure qui entre dans l'expression de l'action capillaire ; en sorte que la courbure des surfaces influe beaucoup moins sur le flux de chalcir que sur les phénomènes de la capillarité. Son influence sera tout-à-fait nulle au degré d'approximation où nous allons nous arrêter.
Après avoir développé le produit R, («, — u') en série, nous bornerons l'approximation comme dans le n° 49> "^u premier terme de ce développement. Cela étant, nous pourrons négliger / , et étendre l'intégrale relative à 9, depuis 0 = o jusqu'à G = i '^. H n'y aurait d'exception que si les rayons de courbure de la surface de B au point M, étaient très petits et comparables à /; mais nous supposerons que ce cas n'ait pas lieu. De cette manière, en supprimant le facteur commun a , nous aurons
T^f'f T'Y'^R. ( ". — "') cos Gsin Mrdr.dfid^. (i i)
I oj O J O i/o
Pour simplifier le calcul , je prends l'axe desx parallèle à la normale N,MN'; je le suppose aussi dirigé dans le sens de la partie MN' comprise en dehors de B , et le plan d'où l'on compte l'angle -^ , parallèle à celui des x ely ; en sorte que cos G, sin G cos ■\|, , sin 6 sin %}/, soient les cosinus des angles que fait la ligne MM' avec les prolongemens des coordonnées x , j, z, du point M, ou ceux des supplémens des angles compris entre MM, et ces mêmes prolongemens. On aura alors
;r, = jr — r cos G , j\=x — /■ si n 9 cos -4/ , z,-=z — rsinSsinv}/, ^•' ;= j: -|- r' cos 9 , y =j-l-r'sin G cos 4 . r' = 2-|-r'sin G sin 4,
pour les coordonnées de M, et M'. En négligeant les carrés de r et r', il en résultera
u.=^u ^ r cos 9 ,r sin â cos 4 — t- r sin 9 sin 4 >
' <f X dj- ' dz •
u' = u +j- r' cos G + ^ r* sin 6 cos 4 "h j^ ''' sin 6 sin 4 ,
et, par conséquent,
u^ — u'z=. — -^ i\ cos 6 — j- r, sin fl cos 4 — -j- fi sin G sin 4 ,
à cause de r, = r-\- r. Eu même temps, on réduira dans R, les températures et les coordonnées de M, et M' à leurs premiers termes , c'està-dire, à la température u et aux coordonnées x, j, z, de M; ce qui donnera R, = V,, en désignant par V, ce que devient la quantité V du n° 48, quand on y met r, au lieu de r. Cela étant, les intégrations relatives à G et 4 s'effectueront immédiatement dans l'expression de
r ; les termes dépendans de -3- et j- disparaîtront, et l'on aura simplement
Je fais, pour un moment,
de sorte que/r soit une fonction qui s'évanouira pour r= Z, et telle qu'en la différentiant par rapport à r, on aura
^ - - Vr dr
En intégrant par partie, on a généralement,
j'frdr = rfr — j^%rdr;
donc, puisque le produit rjr s'évanouit aux deux limites r= o et r= /,
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on aura
dfr et en remettant pour^r et ^ leurs valeurs précédentes, il en résultera
fl (/•' V.'-.rfr,)^/- = y^' \,-dr ;
pur conséquent, en ayant égard à l'expression de la quantité â: du n° 49 > 01 aura finalement
quantité qui sera négative ou positive, comme cela doit être, selon que la température croîtra ou décroîtra près du point M, dans le sens de la normale MN' extérieure à B.
(55). Abstraction faite du signe, cette formule fait voir que les flux de chaleur rapportés aux unités de surface el de temps , et relatifs à un même point IM, qui ont lieu à travers différens élémens de surfaces passant par ce point, sont entre eux comme les décroissemens de température suivant les directions perpendiculaires à ces élémens et relatifs à une même épaisseur infiniment petite. Pour une même valeur dn rapport du décroissement de température à l'épaisseur correspondante, le flux de chaleur est proportionnel à la quantité k. La communication de la chaleur entre deux parties contiguës d'un corps a donc lieu, toutes choses d'ailleurs égales, avec plus ou moins de facilité, selon que cette quantité est plus ou moins grande ; c'est pourquoi l'on prend la quantité k pour la mesure de la conductibilité de la chaleur dans l'intérieur d'un corps dont les différentes parties sont inégalement échauffées.
La valeur de k est très différente dans les diverses matières , et ne peut êlre déterminée que pari-expérience pour chaque matière en particulier. Elle dépend aussi de la température; sous ce rapport, il y a lieu de croire que sa variation est plus grande, dans les corps solides , que celle de la chaleur spécifique, qui n'est sensible qu'à des températures très élevées. C'est , en général , dans les métaux que la conduc-
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tibillté k est la plus grande. Dans les liquides , elle est presque nulle ; ainsi, lorsqu'un liquide en repos est échaufle à sa partie supérieure, ses couches inférieures s'échauffent très lentement; en sorte qu'il faut un temps très grand pour que sa température s'élève d'une manière sensible, à une profondeur peu considérable. Si, au contraire, le liquide est échauffe par en bas, ses parties inférieures se dilatent et s'élèvent, en conséquence, à raison de leur diminution de densité; en même temps, ses parties supérieures descendent; puis elles s'échauffent quand elles sont parvenues au bas du liquide , et remontent ensuite vers la surface. lise produit ainsi, dans tout le liquide, un mouvement très compliqué et qu'il serait très difficile de soumettre au calcul, mais dont l'effet, quant à la chaleur, est de sujjpléer au défaut de conductibilité et de produire assez promptement une température égale dans la masse entière. Les mêmes choses ont lieu à l'égard des fluides aériformes : la conductibilité de la chaleur de proche en proche est à peu près nulle dans les différens gaz. Quand un gaz est en contact avec un corps chaud , il n'y a guère qu'une couche extrêmement mince du fluide qui s'échauffe directement; au-delà de cette couche, la chaleur se transmet dans le fluide, non-seulement par le déplacement de ses parties, mais aussi par l'absorption, en petite proportion , de la chaleur rayonnante émanée du corps chaud. Peut-être réchauffement direct de la couche fluide , en contact avec ce corps , n'est-il que l'effet de cette absorption augmentée dans un très grand rapport par la condensation que produit l'attraction du corps , et qui rend la densité de cette couche beaucoup plus grande que la densité naturelle du fluide.
Dans l'intérieur des corps solides, comme le verre par exemple, qui sont traversés dans de grandes épaisseurs par la clialeur rayonnante émanée d'une source dont la température est très élevée , la chaleur se propage à la fois, de proche en proche en vertu de la conductibilité propre à chacun de ces corps, et par l'absorption plus ou moins grande de cette chaleur rayonnante.
(5/|). Il est possible que dans certains corps la conductibilité de la chaleur ne soit pas la même suivant toutes les directions autour de chaque point. Cela peut avoir lieu dans le bois, composé de fibres juxtaposées, et où la propagation de la chaleur est peut-être plus
loo THÉORIE MATHÉMATIQUE
facile dans le sens de ces fibres que dans le sens perpendiculaire à leurs directions. De même, dans l'intérieur des cristaux, il n'est pas impossible que la conductibilité de la chaleur soit diflerente dans le sens du clivage et suivant d'autres directions.
Pour que cette anomalie ait lieu dans le corps A , il faut que sa nature intime varie sensiblement dans l'étendue du rayonnement intérieur, c'est-à-dire dans une épaisseur égale à /. En calculant la valeur approchée de la formule (i i), on ne poun'a plus alors, comme on l'a fait tout à l'heure, réduire les coordonnées des points M, et M' à celles du point M, dans l'expression de R,. Mais si la température n'éprouve pas de changement brusque, et qu'elle soit au contraire sensiblement la même tout autour de chaque point M, dans l'étendue du rayonnement intérieur, on pourra encore mettre u à la place de M, et u' dans R,, et développer l'autre facteur il, — u' , compris sous le signe f, suivant les puissances de /"et /■'. De cette manière, R, sera une fonction de u, r, r , 6, -^ , àe forme inconnue, non-seulement par rapport à /■ et r', mais aussi par rapport à 6 et -xj, ; les intégrations relatives à ces angles ne pourront donc plus s'effectuer comme dans le cas général; et la valeur approchée de F, déduite de l'équation (i i), prendra la forme
•p 7 fl^ __ // ^ ;» ^
dx dj' dz '
en arrêtant toujours le développement de u, — u' aux premières puissances de r et /', et désignant par h, h', h", trois quantités positives , dépendantes de la tempéi'ature u et de la constitution intime de A autour du point M.
Cette expression du flux de chaleur à travers l'élément « est moins simple que la formule (12), et ne dépend plus seulement de l'accroissement de température dans le sens perpendiculaire à cet élément. L'équation du mouvement de la chaleur serait aussi plus compliquée que l'équation (7). Mais dans cet ouvrage je ferai abstraction de l'inégalité de conductibilité en différens sens, qui peut quelquefois exister; et sur ce point, je renverrai à un mémoire de M. Duhamel, inséré dans le 21' caliier du Journal de l'Ecole polytechnique.
(55). Je vais maintenant faire voir le rapport qui existe entre la conductibilité A et le pouvoir absorbant , dont on a représenté la me-
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sure par q dans le n" 1 1 ; je comparerai ensuite les flux de chaleur qui ont lieu dans l'intérieur et à la surface des corps.
La quantité ^ contenue dans l'équation (2) de ce chapitre, est égale et de signe contraire à la quantité désignée par la même lettre dans l'équation (2) du n" i5. De ces deux équations, on conclura, en conséquence,
i>^'K{u' - u) = -^ pmm' {qW — q'U).
On a d'ailleurs
et, en vertu de la formule (3) du numéro cité,
n = ^Fw, n' = q'Yu; la valeur de R, déterminée par l'équation précédente, sera donc
Pour en déduire la quantité ^ qui entre dans l'expression de ^, il y faut faire (n° 48) «' = u, et les coordonnées du point M' égales à celles de M, sans changer la distance r ou MM' d'où dépend le facteur p. On aura donc
Fu' — Fu dFu I ,
u' — u ~ ~dûl' f — f ' ^ — l'y
et en même temps on devra prendre pour p la valeur de cette quantité qui a lieu dans un corps homogène dont la matière et la température sont partout les mêmes qu'au point M de A ; laquelle va- . leur est (n° ii)
en désignant par e la base des logarithmes népériens, et faisant
fi ~
Par conséquent, la valeur de V sera
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dFu
La valeur correspondante de k pourra s'écrire sous cette forme :
, I dFu
6fq du
ri -•Lr'dr
_ / celle de l'intégrale qu'elle contient est le double de i — e ' ; mais la quantité/» devant être insensible à la limite r = l, on peut négli-
_/_ ger l'exponentielle e '; et l'on aura simplement
, 1 dFu
3fq du'
La fonction Fm étant la même pour tous les corps, ce ne sera donc qu'à raison du facteur — ou ê, que la conductibilité A- pourra
varier d'un corps à un autre pour une même température. Si />,, q,, k,, sont la densité, le pouvoir absorbant et la conductibilité d'un second corps, différent de A, on aura, à égalité de température,
équation qui fera connaître le rapport — des pouvoirs absorbans ,
lorsque celui des conductibilités aura été déterminé par l'expérience ,
et que le rapport des densités sera donné.
(56). D'après la valeur de Fu qu'on a trouvée dans le n° 26,
on a
dFu d./^" ^
'dû S du '
S étant une quantité de chaleur inconnue et commune à tous les corps, et fji le nombre constant 1,0077. La valeur précédente de Adeviendra donc
I d.fc"
^=3 S^^hT-,
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au moyen de quoi celle de Y qui est donnée par 1 équation (12), prendra la forme :
Dans un corps solide ou liquide , la ligne £ est très petite (n" II); en désignant par v la température qui a lieu sur la normale MN', à la distance ^ « de M , on pourra donc remplacer, avec une approximalion suffisante, cette valeur de Y par celle-ci :
Y = giix" — f^'),
afin de la rendre plus facilement comparable à celle du flux de chaleur qui a lieu à la surface de A. Pour des températures w et ^ du corps et de l'enceinte où il est placé, l'expression de cet autre flux de chaleur est , en effet (n" 26) ,
Y = ngifx.^' — ix^),
n étant un nombre abstrait déterminé par la formule
n = - I ' a (i — (p) cos 6 sin ô<^6-
Si donc on représente par % le rapport de la première valeur de Y a la seconde , on aura
fi" — ft'
Or, la température i> différant extrêmement pende u, tandis que u peut différer beaucoup de Ç, il faut donc que 71 soit une fraction extrêmement petite , sans quoi le flux intérieur serait toujours incomparablement moindre que le flux extérieur, ce qui n'a certainement pas lieu.
Pour satisfaire à cette condition, il est nécessaire et il suffit que l'inconnue (p, contenue dans la valeur de n , et qui tient à la variation rapide delà température dans la couche superficielle de A (n° 21), soit très peu différente de l'unité ; ce qui montre de nouveau la nécessité d'avoir égard à cette variation rapide de température , près de la surface des corps qui s'échauffent ou se refroidissent. Dans la très
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petite épaisseur de la couche superficielle qui émet et absorbe la chaleur rayonnante, si la température variait très peu, comme à l'intérieur dans une égale épaisseur, on aurait cp = o; la surface étant supposée entièrement perméable à la chaleur ou dépourvue de réflexibilité, le facteur a. serait l'unité; la plus grande valeur de n serait tlonc
n = - I ' cos 6 sin ùdt z= ^ :
ce qui rendrait celle de x tout-à-fait inadmissible.
La quantité n étant donc une très petite fraction, à cause du facteur I — <p très peu différent de l'unité, il faut cependant que le flux extérieur dont ii est un facteur, ne devienne pas aussi extrêmement petit; et pour cela, il est nécessaire et il suffît que son autre facteur constant g soit une très grande quantité de chaleur. Ainsi , la considération des deux quantités (p et g est indispensable pour accorder entre elles les expressions des deux flux de chaleur qui ont lieu dans l'intérieur et à la surface d'un coi'ps , dont l'un résulte d'une très petite différence 11 — i> de température, l'autre d'une différence u — Ç', incomparablement plus grande en général, et qui doivent avoir néanmoins des valeurs du même ordre de grandeur.
L'expérience ne détermine pas séparément les deux facteurs n et g du pouvoir rayonnant ?ig ou A (n° 26) : Ti est très petit et variable , g est constant et très grand, et leur produit peut être en conséquence tout ce que l'expérience donnera dans chaque cas pour la valeur de À.
( 57 ). Nous pouvons encore considérer sous im point de vue différent de celui qui nous a conduit à l'équation (12), la commimication de la chaleur entres les deux parties contiguës B et B' du corps A.
Pour cela, élevons en dehors de B un cylindre perpendiculaire à la surface commune de ces deux parties, et ayant pour base l'élément co de cette surface, qui répond au point M situé, comme précédemment, à une dislance de la surface de A plus grande que l. On pourra représenter, pendant l'instant dt, par fïadt l'excès de la chaleur émanée de B et absorbée parce cylindre, sur la chaleur émanée de ce même cylindre et absorbée par B. La question qu'il s'agit maintenant de résoudre consiste à déterminer le coefficient fî, dont la va-
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leur coïncidera, comme on va le voir, avec celle de T qu'on a trouvée plus haut. '■' V •
Désignons toujours au bout du temps t, par n, et u', les températures des parties m, et m' qui répondent au point M, et M' de B et B', et par u celle qui répond au point M de la surface de séparation ; supposons actuellement que M' ((ig. 1 1) soit situé sur la normale MN', et que la partie m appartienne au cjlindre que nous considérons; du point M, abaissons une perpendiculaire M,P sur le plan tangent en M à la surface de B; et cela étant, faisons
M\l = r', MP = r, M.P = Ç, MM, = ;,;
nous aurons
Les coordonnées de M étant x, j, z, et l'axe des x étant dirigé, comme plus haut , dans le sens de la normale MN', les coordonnées du point M' seront Jc-\-r', y , z, et colles du point M, pourront être représentées par .r — ^ , j^- — /■ cos %{/ , z — r sin -vj/ , en désignant par ^1- un angle susceptible de ci-oître depuis >{/ = o jusqu'à ■\/ = 2.7r. En vertu du théorème de Tajior, on aura donc
du , du ... ^
^ r cos 4 _ -^- /■ sm 4 -|- etc. ,
du j.
du
du ,
+ etc
L'expression de cT du u' 5i sera l'augmentation de chaleur de m' , provenant de l'échange entre ;«' et m, pendant l'instant dt. On en déduira la valeur de Cladt par l'application immédiate des règles du calcul intégral (n° 46). Ainsi, en mettant dans cette expression de S'y à la place de v , le volume adr' d'une tranche infiniment mince du cylindre normal, et intégrant ensuite depuis r = o jusqu'à r'=l, on obtiendra d'abord l'augmentation de chaleur du cylindre entier provenant de l'échange avec une seule partie m, de B. Cela fait, on en déduira la valeur totale de D.codf par une intégrale triple, relative aux variables/', -^ , ^, dans laquelle on prendra pour le facteur V, de /, l'cléraent différentiel du volume de B, exprimé au
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moyen des différeoti elles de ces trois variables, lequel est rdrd^d'\>'. L'intégrale relative à ^ devra s'étendre depuis la valeur de cette variable en fonction de r et 4» ^^^ ^ ''eu à la surface de B, jusqu'à Ç = Z; on intégrera ensuite depuis ^f. = o jusqu'à -vj, = 27r , et depuis r=o jusqu'à r= l.
De cette manière on obtiendrait la valeur rigoureuse de Çlœdt; mais si l'on néglige dans ces calculs les puissances de ^, /', r', supérieures à la première, on pourra étendre l'intégrale relative à Ç depuis f = o, jusqu'à ^ = Z; on aura simplement
, du ,^ , ,, du , du . .
"V-" ~-^(?-t-0— ^'■cos^^ — ^rsin4,
et l'on réduira l'autre facteur R, de J' à une fonction àe t\, u, oc , j, z, qui sera la fonction V, du n" 52 , que nous désignerons par fi\ , attendu que nous aurons seulement besoin d'y considérer la variable r,. L'intégrale relative à 4 s'eft'ectuera immédiatement : elle fera disparaître j- et — j et en supprimant le facteur commun adt , il en résultera
■■ "^ 'a = ^\^rrr'^^±^/r.dr^d^dr. . ,„ ,
Il ne reste plus maintenant qu'à réduire cette intégrale triple à une intégrale simple ; ce que nous ferons dans le numéro suivant.
(58). [.a fonction y}',, facteur de la quantité soumise à l'intégration , est nulle pour toute valeur de r, , plus grande que l, et l'on a /■, >• /, dès que l'une des trois variables v , ^ , r', surpasse /; il s'ensuit donc que l'on peut étendre l'intégrale relative à chacune de ces variables au-delà de la limite l, et, si l'on veut, jusqu'à l'infini. Alors, si l'on met r^ et rr', à la place des variables ^ et /'', et conséquemment, rd^ et rdr' au lieu de leurs différentielles, les limites des intégrales relatives à 7-, ^ , /■', seront encore zéro et l'infini ; la valeur de r, deviendra
et celle de Cï prendra la forme
dxj o J o J o i + d-J- r'y-^ ' ''
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Changeons actuellement la variable r et sa différentielle, et remplaçons-les par
r dr
les limites des intégrales demeureront encore les mêmes; on aura r, = r , et , par conséquent,
il = — 27r ^ dx
r r- ^±r)3<^jLr Jr.rUlr.
Dans l'expression de A^ du n° 49» on peut aussi étendre l'intégrale jusqu'à r :=co ; la quantité V qu'elle renferme est la même que fr; on a donc
En effectuant les intégrations, on a aussi
r» dr' / 5 = I>
et, par conséquent,
r" r=° {% + r')didr
,9'fif'!«fro3 n». , .'
;uil
On aura donc finalement.
en sorte que la valeur de fï. coïncide , comme on l'a dit plus haut , avec celle de T qui est donnée pour la formule (12).
(5g) Cette expression commune de Q. et T suppose les coordot»^^ nées du point M rapportées à des axes parallèles à la normale et au plan tangent en ce point à la surface de B; ce qui était propre, en effet , à simplifier les calculs ; mais maintenant il est bon de transformer la formule (12) en une autre, dans laquelle les axes des coordonnées soient indépendans de la direction de l'élément u. Si jc,j^, z,
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représentent les coordonnées du point M , rapportées à des axes rectangulaires quelconques, et que a.fë,y, soient les angles que la nor^-, niale MN', extérieure à B, fait avec des parallèles à ces axes menées par ce point, on aura alors
formule qui sera aussi l'expression générale de fl.
En effet, soient x^, y^, z^, les trois coordonnées de M, ayant même origine que>r ^j-, z, et rapportées, la première x/a un axe qui a la même direction que MiN', les deux autres jr, et z^ à des axes perpendiculaires entre eux et à l'axe des x^, nous aurons
X z=: x^ cos a. -\- Ji COS a.' -\- z^ cos a", j = Xi cos ^ -\- Ji cos è' -\- z^ cos Ç," , z = x^ cos -y -f- y, cos y' + ~-, cos y" ;
o.' , C, y, et a", b", y,i étant les angles que font les axes des j-, et z^ avec ceux des x , j, z. Or, si l'on considère u comme une fonction de x^, Ji, z^ , on aura, en vertu de la formule (12),
Si, au contraire, on regarde « Comme; xine fonction de x , y, z, on aura , d'après les équations précédentes., ,
du du du -, . «fei i liiful -jiiof» r/lUB aO
X = T~ cos a -)- — cos b -h -r cos y ; dx^ dx ,\^ <fy dz ' '
et de ces deux dernières équations, on conclut immédiatement la formule (i 3) qu'il s'agissait d'obtenir.
(60). En prenant pour ù) l'élément différentiel de la surface de séparation de B et B' qiïi répond au point M, l'intégrale de Ta étendue à une pot'tioh quelcdnque de cette- surface et multipliée par dt ,ii exprimera îe flux instantané de chaleur à travers cette même portion de surface. Si B"eiitoure IV de toutes parts (fig. 12), et que l'on étende l'intégrale à la suffade entière de B', ce flux de chaleur sera l'augmentation totale We là chaleur de B' pendant l'instant rf«; ce qui sup-^
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pose, toutefois, qu'aucun point de la surface de B' ne soit à une distance de celle de A, moindre que /, et que les dimensions de B', aussi petites que l'on voudra d'ailleurs, surpassent toujours cette limite / du rayonnement intérieur: la première condition est nécessaire pour que Ton puis!?e faire usage de la formule j5) dans toute l'étendue de la surface de B'; la seconde doit être remplie pour que la chaleur émise par B à travers cette surface soit absorbée en entier par B'.
On trouvera encore l'augmentation instantanée de la chaleur de B', en prenant la somme des augmentations qui résultent des échanges entre B et les cylindres élevés dans l'intérieur de B', perpendiculairement sur tous les élémens de sa surface ; laquelle somme sera donnée par l'intégrale de £!&) étendue à la surface entière et multipliée par dt; ce qui coïncidera avec le résultat déduit de la considération du flux de chaleur F, en exprimant les valeurs de F et JQ par la même formule (i 3). A la vérité, les cylindres normaux, pour remplir entièrement et sans double emploi le volume de LV, devraient être remplacés par des filets qui se rétrécissent ou s élargissent à raison de la convexité ou de la concavité de cette partie de A ; mais il faut observer qu'en déterminant la valeur de fl, on a déjà négligé l'influence de la courbure de B', et que Ion doit, conséquemmeut , en faire encore abstraction dans les usages que l'on fera de cette valeur.
La considération de l'accroissement instantané de chaleur de B' peut aussi conduire à léquation générale du mouvement de la chaleur dans l'intérieur de A, par une méthode qu'il est bon de connaître, et qui difîère essentiellement de celle que nous avons suivie d'abord , en ce que la partie m de A dont on considérait l'augmentation instantanée de chaleur devait avoir des dimensions de grandeur insensible par rapport à l, tandis que maintenant les dimensions de B' devront encore être très petites , mais plus grandes que /.
f6i). Les intégrales des trois termes de la formule (j3) multipliée par Cl), pourront se déduire de l'une d'elles par des changemens de lettres : il sufiira, par exemple, de considérer l'intégrale correspondante au premier terme. Je supposerai, pour fixer les idées , l'axe des X vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et la partie B' de A située en entier au-dessous du plan des j et :;. Si l'oa conçoit un
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cylindre vertical , tangent à la surface de B', la ligne de contact divisera cette surface en deux parties qui auront une même projection horizontale : j'appellerai S' la partie supérieure, S^ la partie inférieure, et S leur projection commune; d'après la direction de l'axe desx et la position de B', l'angle a sera aigu dans toute l'étendue de S', et obtus en tous les points de S^. Or, l'élément a et sa projection horizontale dj-dz étant des quantités positives, liées entre elles par l'équation
dydz = zt <w cos a,
on devra donc prendre le signe supérieur ou inférieur selon que w appartiendra à S' ou à S^ , afin que rt cos a. soit toujours positif; par
conséquent , l'intégrale de — ^ 'T ^ ^'^^ * ' étendue à la surface entière de B', sera la différence de deux autres intégrales doubles, savoir :
qui s'étendront l'une et l'autre à tous les élémens dydz de S, mais dans lesquelles [k -J-j se rapporte à un point quelconque de S^, et k ^ , à un point quelconque de S'.
Cela posé, soient M, M', M^, trois points situés sur une même verticale, dont le premier appartient à l'intérieur de B', le second à S' et le troisième h S^. Ces trois points auront les mêmes coordonnées horizontales j^ et z; et si x est l'ordonnée verticale de M, on pourra représenter celles de M' et M^ par x — Ç' et x + t,- En développant suivant les puissances de 0' et Ç, , on aura alors
du
du
Or, si l'on suppose que les dimensions de B', toujours plus grandes que /, soient néanmoins très petites, les variables 0' et 0^ le seront aussi; et si l'on néglige , en conséquence , leurs puissances supérieures à la
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première, on aura
en désignant par ^ la longueur de la droite M'M^, de sorte qu'on ait Ç'-f-Ç, = i- De cette manière, la diflërence des deux intégrales précédentes deviendra
A raison de la petitesse des dimensions de la surface S à laquelle cette
intégrale double doit s'étendre, on y pourra considérer —
comme une constante. De plus, si l'on appelle H le volume de IV, on aura
f/^djdz = H.
L'intégrale précédente , ou la valeur approchée de — 1 k y- a cos a,
. du
^- di sera donc enfin H — r--- On trouvera de même dx
pour l'intégrale des trois termes de la formule (i 3) , nmltipliés par co ; en sorte que cette expression multipliée par dt sera l'accroissement de chaleur de B' pendant cet instant. D'un autre côté, si l'on appelle c la chaleur spécifique de A, qui répond au point M , on pourra, à cause des petites dimensions de B', regarder c, aussi bien que la température u relative au même point, comme des quantités constantes dans toute rétendue de cette partie B' de A. Son accroissement de chaleur correspondant à la variation ffw de sa température, sera donc aussi Ucdu; et en l'égalant à la quantité précédente, multipliée par dt, nous aurons
pour l'équation générale du mouvement de la chaleur dans l'intérieur de A, qui coïncide, en effet, avec l'équation (7), qu'on a trouvée d'une autre manière.
A raison des différentes quantités que l'on a négligées, cette équation (14) n'est qu'approchée ; mais il est bon d'observer que l'approximation ne porte que sur la valeur de T dont on a fait usage : cette valeur étant donnée, les deux membres de l'équation (i4j peuvent être regardés comme les premiers termes de deux développemens d'une même quantité de chaleur, ordonnés suivant les puissances et les produits des dimensions de B'; et les deux développemens devant être égaux, quelles que soient ces dimensions, pourvu qu'elles surpassent / , il faut que le premier terme de l'un soit rigoureusement égal au premier terme de l'autre.
(62). On parvient encore à l'équation (i4)> en prenant pour B', un parallélépipède rectangle dont les côtés sont très petits et néanmoins plus grands que /.
Pour simplifier le calcul , je prendrai les axes des coordonnées parallèles aux côtés de ce parallélépipède, adjacens à un même sommet qui sera le point M. Ces coordonnées de M étant x, y, z, les trois côtés adjacens seront leurs prolongemens , et j'en représenterai les longueurs par h , h', h". Je supposerai , comme plus haut , l'axe des jc vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et la partie B' de A située en entier au-dessous du plan desj^ et z; la hauteur de ce parallélépipède sera h , chacune de ses deux bases horizontales aura h'k' pour valeur, et H étant sou volume, on aura
H = hh'h".
La normale à sa base supérieure, comprise dans son intérieur, fera un angle zéro avec l'axe des x, et des angles droits avec ceux des j^- et z; par conséquent, en vertu de l'équation (i5), le flux
de chaleur correspondant au point M aura pour expression — ^ j~»
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et , à raison de la petitesse de h' et //", on pourra regarder cette quantité comme constante dans toute l'étendue h'h" de cette base. Mais une portion de la chaleur qui traverse les élémens de ce rectangle, dont les distances à ses côtés sont moindres que l, n'est pas absorbée par le parallélépipède B', et sort par ses faces latérales. Pour que le produit de — A: ^ • et de h'fî'dt puisse exprimer
l'aiigmentation de chaleur de B' pendant l'instant dt , due au flux de chaleur à travers sa base supérieure, il faudra donc que l'on néglige la partie de ce flux correspondante aux élémens dont il s agit, par rapport au flux entier ; ce qui exige que les côtés h' et h" , quoique très petits , soient néanmoins de très grands multiples de /.
Dans cette hypothèse, l'augmentation instantanée de chaleur de B', provenant du flux à travers sa base supérieure, étant
— k^h'h"dt, dx
on en déduira évidemijient son augmentation de chaleur provenant du flux à travers sa base inférieure, en y mettant x-f- ^ au lieu de x, et changeant ensuite le signe du résultat, parce que la normale intérieure à laquelle répondent les angles a, €, y, dans la formule (i5), change de direction en passant d'une base à l'autre. Si l'on néglige le carré de h, cette seconde augmentation de chaleur sera donc
k~h'h"dt+—^hh'h"dt.
dx ' dx
Donc aussi, en l'ajoutant à la première, et mettant H au lieu de hh'h", on aura
—^ndt,
dx '
pour l'augmentation de chaleur de B' pendant l'instant dt , due aux flux qui ont lieu à travers ses deux bases horizontales.
En changeant, dans ce résultat, x en ^ et en z successivement, on aura les augmentations de chaleur de ce parallélépipède, dues aux
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flux qui ont lieu à travers ses autres faces parallèles; par conséquent, son accroissement total de chaleur pendant l'instant dt sera , comme plus haut ,
Mais maintenant, si l'on considère comme constantes, dans toute l'étendue de B', la température et la chaleur spécifique, et celle-ci étant c au point M, ce même accroissement de chaleur devra être égal à Hcrf«; ce qui donne de nouveau l'équation (i4)-
Cette manière de parvenir à l'équation générale du mouvement de la chaleur laisse quelque obscurité sur son degré d'approximation, à raison des quantités qu'on a été obligé de négliger près des côtés du parallélépipède. Elle n'aurait aucun sens, si l'on supposait cette partie B' de A infiniment petite; et même on a vu qu'il faut que ses trois dimensions h, /?',' K' , soient très grandes par rapport à l.
Les quantités désignées précédemment par F et Cl étant égales, cette même méthode peut aussi être présentée d'une autre manière. En décomposant le parallélépipède B' en prismes verticaux qui auront pour bases les élémens du rectangle h'h" , le produit
— k — h'ii'dt exprimera , pendant l'instant dt, le résultat des échanges
de chaleur entre tous ces prismes et la partie de A située au dessus du plan de la base supérieure de B' : pour cela, il suflira que l'on
regarde k -j- comme invariable dans toute l'étendue de cette base ,
et l'on n'aura pas besoin de rien négliger près de ses côtés. En né-
gligeant le carré de h, on en conclut que — ^ — Wdt exprimera de
même l'accroissement instantané de la chaleur de B', provenant des échanges entre ce parallélépipède et les parties de A situées , soit au-dessous du plan de la base inférieure de B', soit au-dessus du plan de sa base supérieure. Les quantités analogues qui répondent
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aux faces verticales de B' seront aussi — y^Hdt et — t — Hr// Mais
il faut observer que près des côtés du parallélépipède, une portion des parties environnantes de A influe à la fois sur deux de ces trois quantités de chaleur, et même sur toutes les trois près des sommets. Il y a donc double ou triple emploi à l'égard de ces portions extérieures; et pour que la somme des trois quantités précédentes exprime 1 augmentation totale de la chaleur de B' pendant l'instant dt , il faut qu'on puisse négliger l'eflet des portions extérieures dont il s'agit par rapport à l'effet total; ce qui exige encore, comme tout à l'heure , que les dimensions du parallélépipède soient de très grands multiples de l'étendue / dans laquelle s'exerce l'influence de ces mêmes portions extérieures sur B'.
On retrouve également la nécessité de cette même condition , lorsque l'on applique l'analjse du numéro précédent l\ la surface entière de ce parallélépipède, en considérant les arêtes vives comme des portions de surfaces cylindriques , tangentes aux faces adjacentes , et d un rayon extrêmement petit. A cause de la petitesse de ce rayon de courbure, l'analyse du n" Sa et l'expression de Y qu'on en a déduite ne sont point applicables, dans l'étendue /, de part et d'autre de chaque arête ; et pour pouvoir se servir de la formule (i3), comme on l'a fait dans le n° 6i , il faut encore qu'on puisse négliger cette étendue par rapport aux dimensions h, h', fi', de B'.
(G5). Si le corps A est une barre homogène , cylindrique ou prismatique, qui ne rayonne pns au dehors à travers sa surface latérale, et dans laquelle les points de chaque section perpendiculaire à sa longueur aient une même température, variable d'un instant à un autre, cette température u ne sera fonction que de t et de x, en prenant Taxe des x dans le sens de la longueur de A; par conséquent, les équations (7) et (i3) se réduiront à
d k — du ' dx ^ 1 du
dl dx dx
Les flux de chaleur à travers différentes sections planes de la barre, faites par un même point , seront donc entre eux , d'après la dernière
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de ces équations, comme les cosinus des angles compris entre la direction de la barre et les normales à ces sectious. Relativement à la section perpendiculaire à cette section , on aura
d'où l'on conclut, ce qui est d'ailleurs évident, que le flux de chaleur aura lieu dans le sens oii la température est décroissante.
Si, de plus, les deux extrémités de cette barre sont entretenues à des températures constantes , tous ses points parviendront aussi , après un temps plus ou moins long , à des températures permanentes. A cette époque, l'inconnue u ne dépendant plus que de œ , on aura
C étant une constante arbitraire. Dans cet état, le flux de chaleur à travers chaque section normale de la barre sera donc constant , le même dans toute sa longueur, et égal à bC , en appelant b l'aire constante de la section normale.
La tempéi'ature permanente, déterminée par la seconde équation (i5), sera une fonction de 3C qui dépendra de la valeur de k en fonction de u. Ce n'est que dans le cas particulier où la conductibilité est indépendante de la température, que celle-ci croîtra ou décroîtra uniformément suivant la longueur de la bai-re. Dans ce cas, on aura
ku -)- Cx -f- C = o ,
C étant une seconde constante arbitraire. Supposons que la variable x soit comptée à partir de l'une des extrémités de la barre; appelons jT la température donnée qui répond à j::=o; prenons pour le zéro de l'échelle thjrmométrique la température, aussi donnée, qui a lieu à l'autre extrémité, et qui répondra à x=.h, en désignant par h la longueur de la barre. Nous aurons , d'après l'équation précédente ,
k^ -\- C = o, C/i + C = o , pour déterminer les valeurs de C et C; et il en résultera, en un
point quelconque de la barre parvenue à l'état permanent,
« = (, --^cT, ^C = '-5^. (.6)
Ainsi , dans le cas particulier où l'on suppose la conductibilité indépendante de la température, et dépendante seulement de la matière de la barre, cette matière, la section normale de la barre et la différence des températures extrêmes restant les même?, le flux constant de chaleur, d'après la dernière équation (iG), est en raison inverse des longueurs dans deux barres dilTércntcs.
En partant des équations (16), et en étendant la seconde, c'est-àdire, la loi du flux de chaleur en raison inverse de l'épaisseur de chaque tranche d'un corps, au cas où celte épaisseur est infiniment petite, ainsi que la diflerence des températures relatives aux deux faces de la tranche, on en déduit l'équation du mouvement de la chaleur dans l'intérieur d'un corps échauffé d'une manière quelconque. D'après cette considération, on a cru pouvoir présenter cette équation générale comme indépendante d'aucune hypothèse sur le mode de communication de la chaleur entre les molécules voisines, et l'égalité de ses deux membres comme une proposition rigoureuse que l'on a comparée aux théorèmes de la Statique et de la Dynamique. Mais on voit , par ce qui précède, que les équations (16), quelque simples qu'elles paraissent, n'ont réellement lieu que dans deux suppositions particulières : l'une qui consiste à regarder l'échange de chaleur entre deux molécules comme indépendant de la température absolue, et simplement proportionnel à leur température relative; l'autre concernant l'étendue du rayonnement intérieur, que l'on suppose de grandeur finie, mais tout à-fait insensible. En admettant la première hypothèse, on pourrait démontrer, à priori ^ que dans une barre parvenue à l'état permanent, la température varie uniformément suivant sa longueur, et que le flux constant de chaleur qui en résulte est en raison directe de la différence des températures extrêmes et en raison inverse de la longueur totale, quelles que soient la loi et l'étendue du rayonnement intérieur; mais le flux de chaleur étant ainsi proportionnel au premier coefTicient différentiel de la température , lorsque celui-ci ne varie pas, on n'en peut pas conclure que cela
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ait encore lieu quand ce coefficient varie d'un point à un autre; et , au contraire , le flux de chaleur suit une autre loi , bien plus compliquée , si l'on a égard à l'étendue sensible du rayonnement. Les méthodes que j'ai suivies dans ce chapitre, pour parvenir à l'équation générale du mouvement de la chaleur, étant, sans aucun doute, moins simples que celles dont on avait d'abord fait usage, et qui semblaient donner à cette équation plus d'étendue qu'elle n'en a réellement , j'ai dû présenter ici quelques observations pour montrer la nécessité de mes calculs, et pour fixer les idées sur la nature véritable de cette équation fondamentale.
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CHAPITRE V
Mouvement de la chaleur à la surface d'un corps de forme
quelconque.
(64)- Indépendamment de l'équation (7) du n° 49 > commune à tous les points du corps A , solide ou liquide, homogène ou liétérogène, il en existe une autre qui n'a lieu que pour les points de sa surface, ou, plus exactement, pour les points situés à une profondeur très petite, mais néanmoins plus grande que l'étendue / du rayonnement intérieur, augmentée de l'épaisseur de la couche superficielle d'où émane et oii est absorbée la chaleur rayonnante proprement dite (n° 18). On doit distinguer cette épaisseur et cette étendue l'une de l'autre, ainsi qu'on l'a dit à la fin du n° 4> > parce que la loi des températures, et, par suite, celle de l'absorption de la chaleur, ne sont pas les mêmes dans l'intérieur et pi es de la surface d'uu corps qui s'échauffe ou se refroidit.
A une distance de la surface moindre que l'épaisseur de la couche superficielle , les variations de chaleur d'une partie matérielle de grandeur insensible, provenant des échanges, soit avec les parties environnantes du même corps, soit avec celles des corps voisins et de l'air environnant, ne sont plus exprimées par des intégrales entières, c'est-à-dire , par des intégrales relatives aux distances , que l'on puisse étendre depuis zéro jusqu'à l'infini, comme dans l'intérieur. Pour cette raison, la température varie très rapidement près de la surface dans le sens normal , et peut être très différente à la surface même et à une très petite profondeur. La loi de cette variation n'est pas déterminée; l'expérience ne nous la fait pas connaître; mais elle confirme la différence indiquée par la théorie, entre cette variation et celle qui a lieu en dehors de la couche superficielle (n° 40- Heureuse-
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lîient l'équation qu'il s'agit d'obtenir est indépendante des lois inconnues de l'absorption de la chaleur et de la température dans l'épaisseur de celte couche.
(65). Soit M un point de A très voisin de sa surface ; appelons x , r, z, les trois coordonnées rectangulaires de M; et désignons par u la température de A qui répond à ce point au bout du temps quelconque t. Du point M, abaissons sur la surface de A une perpendiculaire qui la rencontre au point 0 ( fig. i5 ) ; et soit h la longueur de MO, que nous supposerons extrêmement petite, mais de grandeur sensible, et dont nous fixerons plus bas la limite. Par le point 0 , menons un plan tangent à la surface de A , et par le point M , un plan parallèle au pi'emier. Ce plan divisera A en deux parties que nous appellerons B et B'; et la partie B', qui compi-end la perpendiculaire MO , sera un très petit segment , ajant pour flèche cette droite MO. Soit « l'élément de ce même plan , de grandeur insensible et qui comprend le point M. Appelons C le cjlindre perpendiculaire à B , contenu dans B', dont la base, la hauteur, le volume, sont «, /^, coh, et qui interceptera sur la surface de A un élément comprenant le point 0, que l'on pourra regarder comme appartenant aussi à ce plan tangent et comme égal à oj.
Je représenterai par Lladt l'augmentation de chaleur de C pendant l'instant dt, provenant des échanges entre C et les parties de B, et par ù^cadt celle qui provient des échanges entre C et les parties de B'. Je désignerai de même par Tcedt, la diminution instantanée de chaleur de C, due au rayonnement extérieur, c'est-à-dire, l'excès de la chaleur que tous les points de C émettent pendant l'instant dt , et qui atteint et traverse la surface de A, sur la chaleur venue du dehors, qui traverse cette surface, atteint ensuite C , et est absorbée par cette partie de B'. L'augmentation de chaleur de C pendant le même instant dt, sera alors
Clcûdt ■+■ Lcùdt — Yocdt.
D'un autre côté, si l'on appelle c la chaleur spécifique moyenne de C, et jtt la plus grande valeur de la vitesse b (n° 44) *!"' ^m-va lieu , au bout du temps t, dans toute l'étendue de ce cylindre, son augmentation de chaleur sera moindre que ciÀ^aihdt; par conséquent, la quan-
tite n +A — r, abstraction faite du signe, devra être plus petite que cu.h. Or, quelles que soient les températures inconnues des points de C , nous admettrons que les vitesses de leurs variations ne sont pas extrèmemenl grandes , sauf un cas d'exception dont il sera question plus bas. JNous pourrons donc négliger le produit Cfx.h , à cause de l'extrême petitesse de son facteur h ; et nous aurons , en conséquence ,
équation d'où l'on déduira celle qu'il s'agit d'obtenir, en y substituant les valeurs de H, A, T.
(G6). La première de ces trois quantités a déjà été déterminée ; on prouvera que la deuxième peut être négligée; et quant à la troisième, elle est équivalente, comme ou va aussi le démontrer, au flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface , qui a lieu du dedans au dehors de A , et qui répond au point 0 de sa surface.
I . D'après ce qu'on a vu dans le a° 5-, et en vertu de la formule (i3) du n' 59, on a
^ , /du , du f, . du \
fl = — A- (^^cos a H- ^ cos G + ^ cos y y,
k désignant la conductibilité de la matière de A qui répond au point M, et a.,Ç,,y , étant les angles que fait le prolongement extérieur OiN de la normale MO avec des parallèles aux axes des x , y , z, menées par le point 0. Mais cette formule suppose que dans toute l'éte-idue des échanges de chaleur entre les parties de C et celles de B , on a pu développer 1 expression de la température en série convergente , ordonnée suivant les puissances des coordonnées dont lorigine est au point M; ce qui exige que dans toute cette étendue la température ne varie pas très rapidement; et pour satisfaire à cette condition, il faudra que la hauteur A de C surpasse la ligne / du u° 45, de toute 1 épaisseur de la couche superficielle dans laquelle la température varie très rapidement, et qui a été désignée par e dans le n° 18. Nous admettrons que cela puisse avoir lieu, sans que la distance h ou MU du point M à la surface de A, cesse d'être exlrêraement petite, corauie nous l'avons supposée.
2°. Soient M' et M^ des points de W très voisins l'un de l'autre, et dont le premier appartient à la normale MO. Abaissons de M^ la perpendiculaire M^O, sur le plan tangent en 0 , et faisons
Menons aussi par les points M, et M' des parallèles M,M" et M'M^, à ce plan tangent, qui coupent en M" et M^^ les perpendiculaires MO et M,0^. Soient m', m", in^ , m^^ , des parties matérielles de grandeur insensible , qui répondent à ces quatre points M', M", M^ , M^^ ; soient it', u", u^. u^^ , leurs températures au bout du temps t. Les points M' et M^, étant très rapprochés l'un de l'autre , et pouvant être considérés comme également éloignés de la surface de A , on aura, à très peu près, m' = u^^; il en sera de même à l'égard des points M" et M^ , pour lesquels on aura aussi u" = u^. Si donc on suppose, de plus, les masses m' et //i,^ égales, ainsi que ni' et m^, tout sera semblable dans le couple m^ et m', et dans le couple m^^ et 7?/'; par conséquent, l'échange de chaleur entre m^ et m' sera le même qu'entre ni' et ;«,j, soit qu'il ait lieu directement, soit qu'il se fasse par une réflexion intérieure sur la surface de A. Il suit de là que si la chaleur de ni est augmentée par l'échange avec m^, la chaleur de ni^^ sera augmentée de la même quantité par l'échange avec ni' , et , conséquemment, celle de ni' éprouvera en même temps une diminution égale à cette augmentation. Ainsi, les variations de chaleur de ni et ni' , provenant des échanges avec m^ et m,,, étant toujours égales et de signes contraires , la chaleur de C n'en sera point altérée ; et comme cette conclusion convient également à tous les couples de parties matérielles de C et B', il en résulte que la quantité A , provenant de tous les échanges entre C et B', sera égale à z(''ro.
3°. Après avoir tiré la droite M,p, menons par le point M' une parallèle M'O' à cette ligne, qui rencontre au point 0' la surface de A , et soit U)' l'élément de cette surface qui répond à 0'. La chaleur émise au dehors par la partie ni^^ à travers l'élément «, correspondant au point 0, sera égale à celle qui émane de ni à travers le second élément co' ; car il est évident que tout est semblable dans les deux cas ; les parties ni^^ et ni étant celles que l'on a considérées tout à l'heure.
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qui sont égales et également éloignées de la surface, et les distances INl'O' et JM,,0 pouvant être regardées comme égales, vu que le point 0' ne s'écarte pas sensiblement du plan tangent en 0. La même chose ayant lieu pour toutes les parties de C et deB', prises deux à deux, on en conclut que la chaleur émise au dehors par toutes les parties de B', à travers un seul élément co de la surface de A , est équivalente à la chaleur émise à travers tous les élémens de cette surface , par une seule portion C de B' ; et comme cette conclusion convient aussi aux quantités de chaleur qui traversent la surface de A , de dehors en dedans , il s'ensuit que le flux total de chaleur qui a lieu h chaque instant à travers l'élément cù , est égal à celui que l'on a désigné plus haut par Tû)dt; égalité pareille à celle de deux semblables quantités, à laquelle le calcul nous a conduits dans les n"' 5- et 58.
(67). Dans ce flux de chaleur à travers «, on comprend ici, nonseulement la chaleur rayonnante proprement dite, qui traverse cet élément suivant toutes les directions du dedansau dehors et dudchors en dedans , mais encore la chaleur communiquée ou enlevée à A à travers ce même élément, par la couche d'air très mince en contact avec ce corps (n° 5g). La valeur complète de F dépendra de diverses circonstances qui auront lieu autour de A, ainsi qu'on l'a vu dans les chapitres II et III; mais on pourra touj oins la représenter par
p étant un coeflTicient positif, et Ç une température positive ou négative, qui sera la valeur de u pour laquelle le flux de chaleur serait nul. Sans la définir autrement , nous l'appellerons, en général , la température extérieure. Elle pourra varier avec la position du point 0 auquel F se rapporte ; elle pourra aussi varier avec le temps; en sorte que ^ sera une fonction de t et des trois coordonnées de ce point 0, qui devra être donnée dans chaque exemple. Il en sera de même à l'égard du coefllcient p, qui variera d'un point à un autre avec l'état de la surface, et qui pourra aussi dépendre des températures u et Ç' : dans chaque cas, ce coefficient devra être donné en fonction de u, de Ç et des trois coordonnées du point 0 ; mais si les températures u et Ç ne sont pas très élevées, on pourra supposer que la valeur y? en est indépendante.
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Cela posé, si l'on substitue cette valeur de F et celle de D. du numéro précédent, dans l'équation ( i ), et qu'on y fasse A = o, nous aurons
pour l'équation relative à la surface qu'il s'agissait d'obtenir.
Rigoureusement , elle appartient, d'après la manière dont elle a été formée, au point M de A et non au point 0 de sa surface même ; mais après que l'on aura déterminé la valeur de u en fonction des coordonnées jr, j, z, et du temps t , qui satisfait à l'équation (7) du n° 49» relative aux points intérieurs de A, on pourra en employant cette valeur dans l'équation (2), y mettre pour jc, j-, z, les coordonnées de 0 au lieu de celles de M, à cause de l'extrême proximité de ces deux points.
(68). Il faut aussi remarquer que quand on place le corps A dans un milieu dont la température est plus grande ou plus petite que celle des points voisins de sa surface, l'équation (2) n'a pas lieu dans les premiers momens de réchauffement ou du refroidissement de ce corps; car à cette époque, les températures de tous les points sont données tout-à-fait arbitrairement, et par conséquent , la valeur initiale de ?/, en fonction de jc, y, z, ne satisfait pas, en général, à l'équation (2). Cependant la quantité A est toujours nulle, d'après la démonstration du n° 66; ce sont donc les flux de chaleur F et H, relatifs aux deux extrémités de C , qui ne sont pas égaux pendant uti certain intervalle d(,' temps; ce qui exige que la vitesse des variations de température soit d'abord extrêmement grande, dans l'étendue de ce cylindre, dont on a supposé la longueur extrêmement petite. Or, on peut admettre qu'en vertu de cette grande vitesse, le cylindre C parvient bientôt à un état où les deux flux extrêmes de chaleur sont égaux et oîi l'équation (2) commence , par conséquent , à exister. On peut aussi supposer que pendant l'intervalle de temps, sans doute très court, mais nécessaire pour que cette égalité s'établisse , les températures des points intérieurs de A ne changent pas sensiblement; d'où il résulte que si l'on compte le temps t à partir de la fin de cet intervalle, on pourra, sans erreur sensible, prendre pour la valeur de u qui répond
à / = o, l'expression initiale et donnée de u en fonction de a , 7-, z. C'est sur cette supposition qu'est fondée, dans chaque question particulière, la détermination au moyen de l'état initial de A, des constantes ou des fonctions arbitraires contenues dans la valeur de h en fonction de t, x,jr,z, qui satisfait à l'équation (7) du n° 49 et à l'équation (2), quoique celle-ci n'ait pas lieu pour cet état même.
Cette équation (2) est encore susceptible d'une autre restriction. A quelque époque que ce soit, elle n'est point applicable à un point O, pour lequel ou près duquel la courbure de la surface de A est extrêmement grande, de sorte qu'entre les points 0 et 0', par exemple, les raj'ons de courbure soient extrêmement petits, et comparables à la distance MO ; car alors les distances M'O' et M"0 ne seraient plus sensiblement égales, et les points M' etM^^, M^ et M", également éloignés du plan tangent en 0, ne pourraient plus être regardés comme également éloignés de la surface; ce qui met en défaut la démonstration du n° 66 et ne permet plus d'admettre l'équation (2) qui en était la conséquence. Il en résulte que si A est un polyèdre, un cylindre, ou un cône , on ne pourra pas supposer que l'équation (2) ait lieu près de ses arêtes, du contour de sa base, on de son sommet, et l'on ne devra l'employer qu'à des distances de ces parties saillantes , plus grandes que la ligne désignée précédemment par h.
(69). L'équation générale relative à la surface d'un corps de forme quelconque, c'est-à-dire l'équation (2), sous les restrictions qu on vient d'expliquer, a été démontrée , pour la première fois , dans mes Mémoires sur la Distributio?i de la Chaleur dans les corps solides. Auparavant, on l'avait donnée pour l'extrémité d'une barre, et pour une surface sphérique dans le cas particulier où la température de la sphère est la même en tout sens, à égale distance du centre; puis on l'avait étendue, par induction, à un corps de forme quelconque, échauffé aussi d'une manière quelconque. Les géomètres qui ont ensuite cherché à la démontrer généralement , ont pris pour l'expression du flux de chaleur à travers chaque élément de la surface extérieure, celle que l'on a trouvée pour l'élément d'une surface située dans l'intérieur, et qui dépend de l'accroissement de la température dans le sens normal à cette surface et dans une épaisseur infiniment petite ^ divisé par cette épaisseur (n° 62); expression qu'ils ont égalée imnié-
diatement au flux de chaleui- donné par l'expérience et supposé proportionnel à la différence des températures extérieure et intérieure; ce qui les a dispensés d'avoir égard au cjlindre normal que j'ai désigné par C. Mais lexpressiou du flux de chaleur qui dépend du coefficieut différentiel de la température ne convient qu'à un élément de surface intérieure, et nullement à la surface extérieure; car elle suppose que ce flnx provient des échanges entre deux parties contiguëà du corps A, dans une étendue où sa matière et sa température sont très peu variables, tandis que le flux de chaleur à travers un élément de la surface extérieure , résulte des échanges entre les molécules de ce corps et celles du milieu dans lequel il est placé, ou même celles d'autres corps plus ou moins éloignés. Le flux extérieur n'a pas d'autre expression que celle qui dépend de la différence de grandeur flnie, entre les deux températures, l'une extérieure et l'autre intérieure ; et pour former l'équation du mouvement de la chaleur à la surface d'un corps de forme quelconque , il faut prouver, comme je l'ai fait par l'intermédiaire du cylindre normal C, que ce flux est constamment égal à celui qui a lieu à l'extrémité intérieure de ce cylindre, sauf l'exception relative aux températures initiales et aux premiers momens du refroidissement.
(70). Si le corps A est formé de deux parties juxtaposées, solides ou liquides, le flux de chaleur à travei's chaque élément de leur surface de séparation , proviendra des échanges entre leurs molécules ti'ès voisines de cet élément ; et il en résultera, pour le mouvement de la chaleur, de chaque partie dans l'autre , une équation analogue à la précédente; ce qui fournira deux équations relatives à cette surface, que l'on obtiendra de la manière suivante.
Appelons B et B' ces deux parties de A ; appelons aussi M un point de B_, M' un point de B', 0 un point de la surface de séparation, situés, tous les trois, sur une normale en 0 à cette surlace. Supposons chacune des distances MO et M'O plus grande que l'étendue du rayonnement intérieur dans la partie de A à laquelle elle appartient, augmentée de l'épaisseur de la couche superficielle de la même partie , où la température peut varier très rapidement. Au bout du temps t , soient u et u' les températures qui répondent aux points M et M'. Nous pourrons représenter le flux de chaleur qui a lieu pendant Tins-
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tant dl, à travers l'clëment où do la surface de séparation de R et R', correspondant au point 0, par q [u — u) axit, de R dans R', et consëquemment, par — q(ii — u')c»dt, de R' dans R; le coedîcient q étant une quantité positive, dépendante de la matière de R et de celle de R', qui pourra aussi être une fonction symétrique de u et u'.
Cela posé, l'équation (i) et les démonstrations du n° 66 s'appliqueront, d'une part, à R et au cylindre normal dont la base est eo et la hauteur MO, et dune autre part, à R' et au cylindre normal, qui a la même base o) et M'O pour hauteur; et l'on en conclura ces deux équations :
A(^cosa-|-g.cosg + J^cos>) + 9(«-M') = o,]
,, /du' , du' P , du \ , , /N \^
^ Kdi ^"^ "^ + Z7' ^°^ ^ + & ^^^ >; H- y (" — " ) = o » j
qui sont celles qu'il s'agissait d'obtenir. Les quantités k et k' sont ici les mesures de la conductibilité des matières de B et de R' aux points M et M'; les angles a, ë, y, sont ceux que fait la partie M'O de la normale MOM', avec des parallèles aux axes desa',^, s, menées par le point O: les valeurs de m et «'en fonctions de ^ et des coordonnées d'un point quelconque, se déduiront de l'équation (7) du n* 49 > appliquée successivement à R et à B', et l'on y mettra ensuite pour ces coordonnées .r, y, z, celles du point 0 de la surface de séparation.
Ces équations (5)se déduisent l'une de l'autre, comme cela doitétre, par la permutation des lettres u et 11, k et A"', et en changeant les angles a, &,y, dans leurs supplémens. Quand les parties R et R' auxquelles elles se rapportent, sont de la même matière, on aura À' = A,- on fera aussi u' = 11, dans la partie multipliée par k ou k' ; et l'on prendra toujours, pour la partie q{u — u'), le flux de chaleur rapporté aux unités de temps et de surface, à travers l'élément ù) de la surface de R : ce qui réduira ces deux équations à une seule, qui coïncidera, comme cela devait aussi arriver, avec l'équation (i5) du n° 5g, relative à un point intérieur de A. Si ce corps se réduit à sa partie R, et qu'on remplace B' parle milieu extérieur dans lequel A est placé, on supprimera la seconde équation (3), et l'on mettra dans la première p et ^ à la place de q et u' , ce qui
la fera coïncider avec l'équation (2) qui répond à la surface extérieure.
Dans tous les cas, on se souviendra que ces équations (3) n'ont pas lieu pour les températures initiales et données arbitrairement, de B et B' ; elles n'existent qu'après un intervalle de temps qu'on suppose très court, et dont on pourra faire abstraction dans les usages auxquels on les emploiera. On n'oubliera pas non plus qu'elles ne sont point applicables aux points de la surface de séparation de B et B', s'il en existe , pour lesquels ou près desquels la courbure est extrêmement petite, de sorte que les rayons de courbure y soient très petits et comparables à l'étendue du rayonnement intérieur; elles n'ont lieu qu'à des distances de ces points particuliers, plus gi'andes que cette même étendue.
^.v^v\^'^Av^\^t\\^w^/v\^^%\\\%AA/^Avv^lv«x^-A,\\^^^4,\vv\v^A^hV>'Vv\^\v^AA\^vv\vv^\^^^\^,v\^\/v^^v\\\\^AAM.\^^\vv%.^
CHAPITRE YI
Digression sur les intégrales des équations aux différences partielles.
(71). Les équations du mouvement de la chaleur dans Tînlérieur et à la surface des corps étant maintenant démontrées dans toute leur généralité, il convient, avant de les appliquer à des problèmes particuliers, d'exposer les principes communs aux solutions de tous ces problèmes, et généralement de toutes les questions de Physique et de Mécanique, qui conduisent à des équations aux diflérences partielles. Ces principes essentiels sont relatifs aux intégrales de ces équations, aux diverses formes dont elles sont susceptibles, et à la manière d'exprimer les fonctions arbitraires qu'elles renferment; ils se trouvent déjà dans plusieurs de mes mémoires, et dans mon Traité de Mécanique ; ]e vais les réunir avec quelques développemens dans ce chapitre et dans les deux suivans.
L'intégrale d'une équation différentielle d'un ordre quelconque n doit contenir, pour être complète, un Tiombre 7i de constantes arbitraires.
En effet, soient t la variable indépendante et u la fonction de t, qui doit être déterminée par une semblable équation. Représentons cette équation par L = o, de sorte que L soit une fonction donnée
j du d'Ui d^u c- 1' j ' • 7 ,
de ?, u, ^ , —, , -^. î>i 1 on désigne par h une valeur particulière de ^ , et que l'on fasse
«=H'Ê^=H'' |r"=H'V ^ = H'",etc.,
pour cette valeur t=.h, le développement de u suivant les puis-
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sances de t — h sera, d'après le théorème de Taylor,
« = H -j- H' (^- ;i) + tI^ h"(«- a)'+ ^3 n"'{t-hy+etc. (o
Or, si l'on fait t=z:h dans la suite infinie d équations , dL d'h d'L
on en tirera les valeurs de tous les coefficiens de la série (i), à partir de H^"^ inclusivement, en fonctions des n premiers H, H', H",.-H^"~'\ qui resteront indéterminés : la première L = o donnera la valeur de
H'"'; on substituera cette valeur dans la seconde équation — =o, d'où l'on tirera ensuite la valeur de H^""^'^; on mettra ces valeui-s de H^°^ et H^""^'^ dans la troisième équation tt= o > puis on en déduira la valeur de H^""^'^j et ainsi de suite. La valeur de «/ expiimée par la série (i) renfermera donc finalement n constantes indéterminées et indépendantes entre elles; par conséquent, l'intégrale complète de l'équation L=;.0, sous quelque forme qu'on l'obtienne, devra contenir, pour répondre a la généralité de cette quantité u, un pareil nombre /^ de constantes arbitraires. Réciproquement, si I = o est une équation donnée entre t et ii, contenant en outre un nombie Ji de constantes arbitraires, on pourra toujours éliminer ces ?i constantes entre l'équation I = o et les n premières équations différentielles qui s'en déduisent ; ce qui conduira à une équation différentielle de l'ordre n dont I = o sera Tintégrale complète.
' Non-seulement la série (i) fait connaître, comme on voit, le degré de généralité de la quantité u déterminée par l'équation L ==0, mais elle peut aussi, par un procédé semblable à la méthode des quadratures, servir à déterminer les valeurs numériques de u qui répondent à toutes celles de t, lorsque les valeurs de u et de ses ra — 1 premiers coefficiens différentiels sont données pour une valeur particulière tz=h. On prendra d'abord pour S' une fraction trts petite, positive ou négative, et telle que la série (i) soit convergente pour t=zh-\- S'; cette série et ses différentielles feront connaître les valeurs
DE LA CHALEUR. i3i
de « , ^ , ^ , etc. , qui répondent à f = A + cT ; au moyen de ces
valeurs, la même se'rie fera connaître celles de u et de ses coefficiens diflérentiels qui rc'pondent a t = h -\-^ + S' , en y mettant h + ^ et h + S + ^' au lieu de h et /, et supposant S' une très petite fraction qui rende encore cette série convergente; et ainsi de de suite. En définitive les valeurs numériques de u dépendront de celles de II, 11', H",. . . H^"-'^, qui seront arbitraires; et l'usage de la série (i) ne peut laisser aucim doute sur le théorème qu'il s'agissait de démontrer, puisque celte série sera toujours rendue convergente, en donnant des valeurs assez petites à la dinérence t — h.
Lorequ'on passe aux équatoins aux différences partielles, les constantes arbitraires sont remplacées par des fonctions arbitraires; mais le théorème précédent n'a plus lieu , et leur nombre ne peut plus être déterminé à priori. Au-delà du premier ordre, l'intégrale complète d'une équation aux différences partielles peut renfermer un nombre de fonctions arbitraires moindre que celui qui marque l'ordre de l'équation donnée, c'est-à-dire, moindre que 2, 5, /^,.... quoique
cette équation contienne des difterences partielles du 2°, 3', 4^
ordre. Dans le petit nombre de cas où l'intégrale complète peut s'obtenir sous forme finie, sans le secours des intégrales définies, je ne connais aucun exemple de l'abaissement du nombre des fonctions arbitraires et indépendantes entre elles, au-dessous du nombre qui marque l'ordre de l'équation donnée; toutefois, il serait difficile de démontrer qu'un tel abaissement ne puisse jamais avoir lieu. Mais quand l'intégrale complète d'une équation aux différences partielles de l'ordie n est exprimée par des séries, et lors même que l'on parvient à réduire ces séries à des intégrales définies, le nombre des fonctions arbitraires peut s'abaisser au-dessous de n, et il peut être différent selon la forme des séries ou des intégrales définies par lesquelles on exprime son intégrale.
En général, soit u une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes t, x,y, z, etc., qui doit satisfaire à une équation aux différences partielles de l'ordre n, représentée par L = o. Quelle que soit la valeur inconnue de u, on peut la concevoir développée suivant les puissances ascendantes de l'une de ces variables, diminuée
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d'une valeur particulière de cette même variable; car si l'on appelle h une valeur particulière de t, par exemple, et que l'on mette li-\-t — h au lieu de t dans la fonction u, ou pourra toujours la développer par le théorème de Tajlor, ou autrement, en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de < — h. Plus généralement, si l'on prend pour 9 une quantité dépendante d'une ou de plusieurs des variables t, x,j, z,etc. , on pourrasupposer la valeur de e^ développée suivant les puissances ascendantes de 6. Soit donc
« = PG"H-QÔ^+RÔ>-|-etc. ; (2)
les coefBciens F, Q, R, etc., étant des fonctions inconnues dont chacune dépend d'une variable indépendante de moins que u, et les exposans a, Q, , y, etc., formant une suite croissante de quantités constantes. Cela posé, si l'on substitue celte valeur de u dans l'équation L = o, que l'on ordonne son premier membre suivant les puissances de 9, et que l'on égale ensuite séparément à zéro le cotflTicient de chacun des termes de la série qui en résultera, on aura ainsi une suite infinie d'équations différentielles ou aux différences partielles, dont chacune renfermera une variable indépendante de moins que L=o; et si l'on parvient à obtenii- les valeurs les plus générales de a, Ç> , -y, etc., P, Q, R, etc., qui satisfont à cette suite d'équations, la série (2) sera aussi la valeur la plus générale de u qui satisfera à l'équation donnée L = o. Selon la quantité 6 que l'on choisira, on aura ainsi différentes expressions de u en séries qui seront, sous des formes équivalentes, l'intégrale complète de L=o, de telle sorte que si cette intégrale était coiniue sous forme finie, chacune de ces séries en serait un développement qui pourrait la lemplacer.
Or, l'équation L = o restant la même, les coefficiens P, Q, R, etc. , déterminés de la manière la plus générale, pourront néanmoins contenir des nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon que la série (2) ^era ordonnée suivant les puissances de telle ou telle variable 9. Généralement, il y aura telle valeur de 6 pour laquelle le nombre de ces fonctions sera égal à n, et telle autre pour laquelle il sera moindre d'une ou de plusieurs unités; et si 1 équation L = 0 est linéaire, il pourra uièméiarri ver que toutes les fonctions arbitraires disparais-
sent de la série (2), qui ne rcufcrniera plus alors que des constantes arbitraires, et n'en sera pas moins Tintégrale complète de cette équation L=:o. Cette forme singulière de l'intégrale complète, sans aucune fonction arbitraire , d'une équation linéaire aux différences partit-Iles, mérite une attention toute particulière, à cause des nombreux usages qu'on en pourra faire pour la résolution des problèmes; son caractère distinctif consiste en ce que tous les termes de la série (2) se déterminent, dans ce cas, indépendamment les uns des autres, et satisfont séparément à l'équation L = o, de manière que la valeur générale de l'inconnue 11 est la somme d'un nombre infini de valeurs particulières.
iNous allons maintenant appliquer ces considérations générales à des exemples propres à montrer les diverses circonstances que peut présenter la série (2), et comment on peut la réduire à des intégrales définies, dans beaucoup de cas où l'intégrale de l'équalion L^o ne peut pas s'exprimer sous forme finie sans leur secours. Toutefois, relative!i;ent à cette réduction, je renverrai, pour de plus grands détails, à deux mémoires que j'ai publiés sur ce sujet, l'un sur l'intégration des équations linéaires à coefficiens constans (*), l'autre sur celle des équations linéaires à coefficiens variables (**).
(72). Je prends pour premier exemple l'équation linéaire et du second ordre
du d'u ._.
dans laquelle a est une constante donnée.
Soit h une constante à laquelle on n'attribue aucune valeur déterminée; faisons d'abord G = ^ — /i , et considérons les coefliciens de la série (2) comme des fonctions de jc. En la substituant dans les deux membres de l'équation (3), nous aurons
ng{t-hr + a '^it-/^^ + Oie.
{*) Mi'moires de V Académie des Sciences, tome III. (**) Journal de r École Poljlechnique, 19'caliier.
Les exposans a. , € , y , etc., formant par hypothèse une suite croissante, il faut, pour que ces deux séries puissent (tre identiques, que l'on ait d'abord
a = o,C^i,y=2, etc.,
et pour qu'elles le soient efTectivement, il faut que l'on ait ensuite
Le premier coefficient P demeurera indéterminé; tous les autres s'exprimeront au moyen de celui-là; et en mettant une fonction arbitraire <px à la place de P, la série (2) deviendra
u = <pa: + ait -h)-^ ~^-^—-L-^ + etc.; (4)
résultat que l'on peut aussi déduire de la série (i), combinée avec l'équation (2), et que l'on peut regarder comme la valeur la plus générale de u tant que l'on n'y détermine pas la constante /i, puisque alors la valeur quelconque de u est certainement développable, en vertu du théorème de Taylor, suivant les puissances entières et positives de la difTérence t — h.
Il est bon d'observer qu'il n'en serait plus de même si l'on donnait à h une valeur déterminée, si l'on faisait h = o, par exemple, c'est-à-dire, si l'on supposait la valeur de u développée suivant les puissances croissantes de t. En effet, toute fonction dune variable t n'est pas développable suivant ses puissances ascendantes : il y a des fonctions qui ne peuvent se développer que suivant les puissances descendantes de la variable; et la fonction u étant incoimue, elle peut être de cette espèce. Par conséquent, si l'on faisait h = o dans l'équation résultant de la substitution de la série (2) dans l'équation (5) , il faudrait supposer successivement croissante et décroissante la suite des exposans a, ^, y, etc.; on en conclurait deux systèmes difïërens de valeurs de ces exposans et des coefficiens P, Q, R, etc.; et pour avoir la valeur la plus générale de u, on devrait prendre la somme des deux expressions correspondantes de la série (2). La même remarque .s'applique à tous les cas semblables, et en parti-
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culier, à la valeur suivante de u, dans laquelle on devra aussi laisser la constante h indéterminée pour que cette valeur conserve toute sa généralité.
Soit actuellement ^=x — h. Les coefïïciens de la série (i) étant alors des fonctions de x, si on les substitue dans l'équation (3^, on aura
-(x — hf Ji-^ (x-hy + -(jc — hy + etc. =
Puisque les exposans a, S, > , cT, etc., forment une suite croissaute, il faut, pour que ces deux séries puissent être identiques, que le premier terme de la seconde disparaisse, ce qui exige que l'on ait a = o ou a = I. Dans le cas de a = o , il faudra que les autres exposans €, y, ^, etc., soient les nombres pairs 2, 4> 6, etc., et dans le cas de a= i , qu'ils soient les nombres impairs 3,5, 7, etc. Ensuite on aura, dans le premier cas,
i.2.rtQ=:^, 3.4.aR = ^, j.0.aS= ^,efc., et, dans le second,
aQi=:^, 4.5.flR=-^, e.y.aS ^ ^, etc
La formule (i) donnera donc pour u deux séries, dont l'une procédera suivant les puissances paires àe x — h, et l'autre suivant les puissances impaires. Dans chacune d'elles le premier coefficient P restera indéterminé; tous les autres s'exprimeront au moyen deP; et en désignant celui-ci par "\,t dans la première série, par "^t dans la seconde, et prenant pour u la somme des deux séries, nous aurons
, , [X—hy dit , r— /; t d^-ll . ^
" = -^^ + 77^ ^ + T^Ts^:^- -i^ + ^t^- 1 ^^^
ce qui sera la valeur la plus générale de u, que l'on pourrait aussi déduire de la série (i).
Désignons par e la base des logarithmes népériens , et faisons enfin
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G = C". En considérant les coefïïciens de la série (2) comme des fonctions de t, et la substituant dans l'équation (3), on aura
-r e +-^e +-re* + etc. = di dt ^ di '
rta^Pe*" + aÇ'Qe^' _|- a>»Re^^ + etc.
Or, pour que les deux membres de cette équation soient identiques , il est nécessaire et il suflit qu'on ait
-^=ax^?, -^ = aC'Q, -^=ay'K, etc.;
en sorte que tous les termes de la série (2) se détermineront indépendamment les uns des autres et formeront autant de valeurs particulières de II, qui satisferont isolément à l'équation (5), ainsi qu'on l'a dit plus haut. Les exposans a, €,y , etc. , resteront indéterminés; en désignant par A, B, C, etc., des constantes arbitraires, on aura
P = Ae" "'' , Q = ^e" ^'' , R = Ce" >'' , etc. ; et la valeur générale de u sera
u = Ke" ^" e*" + Be" ^" e^' -+- Ce''>"e>" -+- etc. (6)
On obtiendrait la même expression de u en prenant 6 = e' dans la série (2), considérant alors ses coefiîciens comme des fonctions de .r, et changeant dans le résultat les constantes arbitraires a, C, y, etc., en ad", rt^', ay', etc. Ces constantes pourront être réelles ou imaginaires, aussi bien que les coefiîciens A, B, C, etc., de sorte que la formule (6) est une série d'exponentielles, de sinus et de cosinus. Si l'on veut, on peut aussi écrire la valeur de u sous cette forme :
u = Ae-""'' cos ax + A'g-"*'' sin a'x -f. Be-"*^'' cos ëx + B'e-"^"' sin ë'x ■+■ etc.,
dans laquelle les coefficiens A, A', B, B', etc., et les exposans a, a', S, &' , etc., sont des constantes réelles ou imaginaires, ce qui fait que
cette expression de u ne diffère pas essentiellement de la précédente. Dans tous les cas, chaque terme de la valeur de u est une intégrale particulière de l'équation (5), et son intégrale complète est la somme d'un nombre infini de ces intégrales particulières.
(75) Voilà donc les trois séries (4), (5), (G), qui expriment également, mais sous des formes différentes, l'intégrale complète de l'équation (3). La première contient une seule fonction arbitraire poc, la seconde en contient deux '\t et '^t , et la troisième ne renferme que des constantes arbitraires en nombre infini et formant deux suites différentes A, B, C, etc., et a, è, y-, etc. Puisque ces valeurs de u ont toutes trois le même degré de généralité, il s'ensuit qu'elles doivent être équivalentes, et que chacune d'elles doit pouvoir se transformer dans les deux autres; ce qu'on peut en effet vérifier de la manière suivante.
Quelle que soit la fonction arbitraire (px, on peut la développer suivant les puissances entières et positives de x — h. Soit donc
(px = A + B (x — h)-\ !^ ^-j -^ — ^4- etc.;
A, B, C, D, etc., désignant des constantes arbitraires. Nous aurons
^^=CH-D(._^)4:.M + etc.,
^ = E + ^^"-^^ + etc etc.; au moyen de quoi la série (4) deviendra
u = \ + Ca{t—h) + ^^^ + etc.
+ [B-t- l)a{t — h) + ïl^-I^Vetc.^a:
-\-[C+ Ea(t —h) + etc.] ^"^ -\-[D + ¥a{t-h) + etc.]^
etc.
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Or, si l'oQ fait
A + Ca(^ — h) + li!!lf=^ + etc. = 4^
B + Da{t — h) + If^l^^ + etc. = -^t,
■^t et "ift seront deux fonctions arbitraires et indépendantes l'une de l'autre; on en déduira
C -{- Ea(t — h) + etc
D +.Fa(t - h) + etc. = ^, etc.;
et la valeur précédente de u coïncidera avec la série (5). Réciproquement on transformera de même cette série (5) dans la série (4).
En développant la série (6) suivant les puissances de t — h, et remplaçant, pour abréger, Ae""' , Be"^''', Ce"^''', etc., par d'autres constantes arbitraires A', B', C, etc., on a
u = A'e*^ ■+. B'/^ + C'e^'- ■+■ etc.
H- (A'a'e*" + B'ê"/' -+- C>»e>' +etc.)aC^— ^)
+ (A'a^ e" + B' ê^ é' 4- C y'' e>^ + etc.) ^^' + etc.;
et si nous faisons
A'e"^ 4- B'e^' -f- C'e>" + etc. = <px,
(px sera une fonction arbitraire de jt : il en résultera
Ma\f^ -f- R'ë-é' + C'>'e>'' H- etc. = ^,
A'a^e"^ + B'ê^/'^ 4- C'>^e>' + etc. =^, etc.;
ce qui fera coïncider la valeur précédente de u avec la série (4). On
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fera coïncider semblablemeiit la série (G) avec la série (5), en développant la première suivant les puissances de x — h.
Il n'y a pas de doule que l'expression précédente de (pjc en séries dexponeiiliclles réelles ou imaginaires ne puisse représenter une fonction quelconque de x. Elle peut représenter, par exemple, la puissance quelconque x"; car, en désignant par s une constante intiniment petite, on a
JC"
quantité développable par la formule du binôme en une série d'exponentielles.
(74). Maintenant il s'agit dé réduire à des intégrales définies la série (6), et ensuite les séiies (4) et (5); transformations qu'on eflectuera au moyen de formules connues dont je rappellerai cependant les démonstrations.
rœ , e " dco. En changeant successivement a> en jretj-, nous aurons
/ é~'^^ dx = k, I e~^* dj = k,
et, par conséquent,
_^ e—' dx .f_^ e-"" dj = J_^ f_J~''~'^' dxdj = k\
Or, si l'on considère la surface de révolution dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires.
l'intégrale double qui exprime la valeur de k* sera évidemment le volume compris entre cette surface et le plan des x ei j prolongé à l'infini en tous sens. Mais on peut aussi décomposer ce même volume en tranches cylindriques et infiniment minces, dont l'axe commun est celui des z; le rayon d'une tranche quelconque étant r, son volume sera le produit de sa base oTTidr et de sa hauteur e~'^°; le
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volume total sera donc l'intégrale de ce produit prise depuis r = o jusqu'à r=cxD; en l'égalant à k', on aura donc
et il en résultera
e aco = \/7r,
pour la valeur de k ou de l'intégrale donnée.
Quelle que soit la constante a, réelle ou imaginaire, les limites de cette intégrale ne changeront pas, si l'on y met co — a, \/at à la place de o) ; on aura donc aussi
le "^ dû) t^. S/ ■-!(•,
J — ce
d'où l'on tire
On exprimera de même les autres exponentielles relatives à t , qui sont comprises dans l'équation (6); laquelle deviendi'a, en conséquence^
_^(.^v(. + ..V/^)_^ etc.] e-'-^do,.
Mais si l'on désigne par <px une fonction arbitraire de jt, et que l'on fasse
Ae"^ 4- Be*^" + Ce>' + etc. = <px, on aura , en même temps ,
+ Ce> (■' + >-V/^) + etc. = (p{x-i-2cv yât) , et il en résultera
M =: 77= r <p(j:'+ ■2U)\'at)e"'^dco. (7)
Cette équation est, sous forme finie et la plus simple, l'intéerale complète de l'équation (3). Elle ne renferme, comme on voit , qu'une seule fonction arbitraire , qui se déterminera immédiatement d'après la valeur de u relative à ^ =: o. Toutefois cette forme de l'intégrale complète suppose que cette valeur de u, qui sera celle de '^.x , croisse avec la variable x dans un moindre rapport que e^', et que le produit e~^'<px s'évanouisse pour x = ± co , sans quoi la quantité comprise sous le signe f croîtrait indéfiniment avec i) pour toutes les valeurs de t différentes de zéro, et l'intégrale définie, dont les limites =ont û) = zfc 00 , aurait généralement une valeur infinie , ce qui serait inadmissible. Avec cette restriction, il est facile de vérifier que l'équation (7) satisfait à l'équation (5).
En effet, si nous faisons, pour un moment,
nous déduirons de l'équation (7)
du '^ C^' ^'( , /— \ — "• ada
en intégrant par partie, et supposant que le produit de ?~"' et ?' \x H- 24) s/ at) s'évanouisse aux deux limites, on a
ce qui fait coïncider la valeur de ~ avec celle de a -r^ , et satis-
de dx"
fait par conséquent à l'équation (3\
(75). Si l'on désigne par g une constante positive, et que l'on mette S/gco et \/g dco à la place de « et do dans l'intégrale e dûù, ses limites ne seront pas changées ; et en divisant par Vg, on aura
e doù Z=. :r.
Vs
En différentiant n fois de suite par rapport à g^, et faisant ensuite
g = I , on en déduit
/» —a» 2« I 3.5.,2« I ,~ e co dco z= \/7r;
d'ailleurs on a évidemment
/^ —M' 2n + 1 e « aco = o;
et au moyen de ces deux dernières équations, la formule (4) peut s'écrire ainsi :
Or, en vertu du théorème de Tajlor, cette expression est, sous forme finie,
u = —pz I <p[x -^ 20) ya[^t — /i)]e dct).
y TT J — »
Si l'on veut que la fonction arbitraire (p.x soit la valeur de ;/ qui répond à i = o, on fera hz=o, et cette formule coïncidera avec l'équation (7), déduite de la série (6).
On peut mettre ce résultat sous une autre forme, en désignant par eu' une nouvelle variable, et faisant
Y 7sa[l — h) J
Les limites de cette intégrale seront indéterminées; chacun de ses
élémens, divisé par \/t — h, satisfera séparément à l'équation (5); et l'on pourra aussi remplacer cette valeur de u par la série
Ae 4«('-'') A'e i^C-'^') , ^
U = r-^- h T=T=_— + etc. ,
dans laquelle A, A', etc., a, a', etc., h, //, etc., sont des constantes arbitraires, et qui lepréscnte en série d'une forme particulière l'intégrale complète de l'équation (5).
La série (5) conduit aussi à une intégrale de l'équation (3) sous forme finie, mais beaucoup moins simple que la précédente.
Cette série se compose de deux parties dont l'une dépend de la fonclion -^.t , et l'autre de la fonction "^t. Le ternie général de la première partie peut être mis sous la forme
n — I 1 . 2 . 3 . . . n efi
par une suite d'intégrations par partie, on a
en désignant par c une constante réelle, qui ne soit pas nulle, et faisant pour abréger
/•^ e ' aa i
ce terme général deviendra donc
■ .2.3. ..hL 4« J dL- J -.r.{c + ^V-^)"^'''
et d'après le théorème de Tajlor, on en conclura, pour la première partie de la série (i),
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La seconde partie de cette même série se déduit de la première, en
différentiant celle-ci par rapport à x, multipliant para, et mettant
"^t au lieu de ~j-; en ajoutant donc l'une à l'autre ces deux parties
de la série (5), on aura
pour l'intégrale complète et sous forme finie de l'équation (3), à laquelle on peut en effet vérifier que cette valeur de u satisfait. Les deux fonctions arbitraires -vj-f et "^t qu'elle renferme sont les valeurs de m et ^
qui répondent h a: = h.
(76). Le procédé qui nous a conduit h la série (6) et ensuite à l'intégrale de l'équation (5) donnée par la formule (7), peut s'étendre sans difficulté à l'équation
du d'u , 1 d^u , d'ti ,
Il "= "^ d^ + ^ dr + ' 5F + «♦'=•'
qui contient un nombre quelconque de variables indépendantes t, X, y, z, etc., et dans laquelle a, b, c, etc., sont des coefficiens constans.
Eu développant d'abord, comme précédemment, la valeur de u suivant les puissances de e'' , développant ensuite le coefficient de chaque terme suivant les puissances de e^, puis le coeflicient de chaque terme de ce second développement suivant les puissances de e'', etc. , l'inconnue u se trouvera développée suivant les puissances et les produits des exponentielles e% e^, e^, etc., et l'on pourra représenter par
Te^'e'^^e^' etc.,
un terme quelconque de cette série; T étant une fonction de t, et a, Q,y, etc., des quantités constantes. Si l'on substitue cette série à la place de u dans les deux membres de l'équation donnée, on
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trouvera que chacun de ses termes doit satisfaire séparément à cette équation, que les constantes a, Q, y, etc., resteront iodéterramées, et que l'on aura
'^ = T («a* + b&* + f>* + etc.),
pour déterminer le coefficient T d'un terme quelconque. En désignant par A une constante arbitraire, la valeur de T tirée de cette équation sera
rp __ ^ '<!»> + iC' +c>.' + etc.) t .
par conséquent la valeur de u en série aura pour expression Il = 2Ae'"'"e*'^V^'' etc. e^Z-^e^^ etc. ;
2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de A, a, Q , y , etc.
Si l'on représente par h, h', H' , etc., des constantes quelconques, on pourra, si l'on veut, sans augmenter la généralité de la valeur de u, remplacer le coefficient A par Ae~"°''''e-*^''''e-"'^'''", etc. Alors en faisant subir la transformation du n° 74 à chacune des exponentielles e''«'('-A)^gJf(«-A')^ ^cy\t-h")^ g^g_ ^ gj comprenant dans A les
diviseurs s/tt, il en résultera
Or, si nous faisons
2Ae*'^/^e^" etc. = (p(a:, j-, z, etc.),
(p sera une fonction arbitraire; par le changement des variables, on en conclura
a [x+2« \/a (i— A)]+e[ •^+2«V'Â(irp)]-j.^[j+aa \/c(t-A"')]+ etc.
= ip (x + 2« \/a{i — h) ,j-+ 2a \/b{i — N) , z + a« \/c(t — h^, etc.) ;
on aura donc finalement
i46 THÊOME MATHÉMATIQUE
ttîii/ 7 '. ...(p>(a;+2r»V/û'('— 'i)? .y+Sf» J^^('— ^')) elc.)e' "'^ ''' '^' dada etc. ,
pour l'intégrale complète sous forme finie de l'équation donnée. Elle ne contient, comme on voit quNane seule fonction arbitraire; laquelle est relative à autant de variables indépendantes, moins une, 'qft^l'sîen trouve dans l'équation donnée. Pour que cette fonction puisse se déterminer d'après la valeur de u qui répond à une valeur donnée de t, il faudra prendre toutes les constantes h, h' , H' , etc., égales entre elles et à cette valeur de t; la fonction (p(.r , j, z, etc.), sera la valeur correspondante de it , divisée par une certaine puissance de V t^-
Si l'on considère, du moins dans une première approximation, la chaleur spécifique c et la conductibilité /?; comme des quantités constantes, et qu'on fasse - = a°, l'équation (7) du n° 49 deviendra
^fd'u d'u d'u\
Son intégrale complète sous forme finie sera donc cbriiprise dans la formule précédente. Pour que la fonction arbitraire qu'elle renferme s'exprime immédiatement au moyeu de la température initiale, on y supprimera les constantes h, h', h"; cette intégrale sera alors
w=^ — —- \ I I <p{x-\-7.aay' t ,j-\-7.aa'\/ l,z-^iaà"\^t)e'° '" '" dada du";
(p(jx,j, z) désignant la valeur de u qui répond à ^ = 0. (77). Prenons encore pour exemple l'équation
d'il
dtdx
du second ordre comme l'équation (3), mais d'une forme (liifïerente , et dans laquelle «est toujours une constante donnée.
Je désigne, comme précédemment, par h une constante à laquelle je n'attribue aucune valeur particulière; je fais G = ^ — h dans la série (2) dont les coefficiens seront alors des fonctions de a:; en la
substituant dans l'équation (8), on aura
= aP{t — hY + nÇl{t—hf -j- aR(t — hy + etc.
Les exposans a, ^, >, etc., forpiant par hypothèse une suite croissante, il faut, pour que ces deux séries puissent être identiques, que a soit zéro et que ë, y , S' , etc., soient la suite des nombres naturels i, 2, 3, etc. Cpla étant, il faut qu'on ait, en outre,
j^ = aV, 2-7- = aO, 3 -r- = rtl\, etc. dx ' dx ^' </.r
Le premier coefficient P restera une fonction arbitraire de o" que je représenterai paryjr. Tous les autres coefticiens Q, R, S, etc., se déduiront de P par des intégrations successives, et il en résultera
pour l'intégrale complète de l'équation (8) , en série ordonnée suivant les puissances de t — h.
Elle ne contient explicitement qu'une seule fopction arbitraire yir;
mais la suite des intégrales /jxÉir, jjjxdx*, rrjjbcda:^, etc., renferme des constantes arbitraires en nombre infini, qui équivalent à une seconde fonction arbitraire.
En etï'et , désignons par A- une constante quelconque, comme la constante h; par A, B, C, D, etc., des constantes arbitrair,es , et par ^x une fonction arbitraire; faisons
fÇjcdx == Ç^ûc, /(Ptxdjc = (p^JC, f(p^xdx = (PgX, etc.;
et supposons que toutes ces intégrales f^x, (p^x , (PsX, etc., s'évanouissent pour X = k. Sans resti'eindre la généralité de la valeur précédente de u, nous pourrons faire
fx =z k ->r (p,x , Cfxdx = B -f- A(x — A) -h (P.X,
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ff/œdx' = C + B(^ _ A) + ^^^f^ + tp,^,
ffffccdoc^ = D + C(x _ k) + ?(^+é^ + ,,., etc. ;
au moyen de quoi cette valeur de u pourra s'écrire ainsi :
U = A [_i + a(^_ A-) {t -h) + \_^ [\_J- +,;,.3 :..^+etc.J -]r<V,x~{-a{t — h)(p^x + -i— -i(p3ar + -^^^-^(p^xH-etc. + Ba(.-/.) +2i^:^^+^|).+5^V etc.
+ 4^_A0 |_^^ + -l^:7y-4--7;b:/+ etc.]
I.2.3LI.2.3.4 J
+ etc.
Je fais actuellement
Bfl 4- Ca' [_t — h)-\ 77^—^ H ,^3 + etc. = 4< ;
de sorte que ^J,^ soit une fonction arbitraire de t. Je fais aussi /■^tdt=:-^,t, f-\^,dtz=i-\,j., f'^jdt = -^3t, etc. j
et je suppose que ces intégrales successives 4i^ > '4'»'» 4'3^' ^**^'' soient toutes nulles pour t = /î. Il en résultera
Ba(^_70 + -.-L_l + -^3^ + -i-_L +etc. == 4.^
5^'^ + ^-^' + ^i! + etc. = 4.^ :
^^^-H^^ + etc. = 4., etc. ;
et la valeui" de u deviendra , en conséquence ,
Cette intégrale complète de l'équation (8) est semblable par rapport à ^ et x ; ce qui devait être, puisque l'équation donnée contient semblablement ces deux variables indépendantes. Elle procède suivant les intégrales successives des fonctions arbitraires, tandis que l'intégrale complète de l'équalion (3) procédait suivant leurs différentielles. Indépendamment des deux fonctions arbitraires <px et 4^, contenues sons les signes f, elle renferme la constante arbitraire A, qui représente, d'après cette équation (9), la valeur de u coiTcspondante à t=h et x = k, et qu'il faut conserver, pour que les constantes 7i et k puissent être choisies à volonté. En supposant qu'on a 11 = (^jc quand t = h, et ii = '^t quand x = k, on aura,. en vertu de cette même équation,
A=^h = -^k, (p,x=<^x — A, -^^tz^-^t — A, et, par conséquent,
ce qui fera connaître toutes les quantités arbitraires que renferme le second membre de l'équation (9).
On peut aussi exprimer en série d'exponentielles l'intégrale complète de l'équation (8) , pour laquelle on trouve, sans difficulté,
ax ax ax
U = Ae*'e^ -f- Be^'e"^ + Ce^'e^ + etc. ;
A, B, C, etc., a, Q, y , etc., étant deux séries de constantes arbitraires, réelles ou imaginaires.
(78). Pour obtenir sous forme finie l'intégrale de cette même équa-
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tion (8), j'observe que l'on a généralement
•P»^ = TTIXV-^) fk ^"^ - ^^" '^''^^ '
En effet, n étant un nombre entier et positif, on a, en intégrant n fois de suite par partie ,
f(x — ù))'~'(pa>da) = (x — a)''-'(p,co + (« — i) {x — û))"~''(p^a -\-{n — i)(n — 2).(x — û))°~3<P3&) +. . . + {n — i) {n — 2).. .2. 1 .(?„« ;
à la limite cjz=zk, tous les termes du second membre de cette équation s'évanouissent par hypothèse; à la limite cù=.x, tous ces termes, moins le dernier, s'évanouissent également; d'où l'on conclut la valeur précédente de <p,x ; et l'on aura de même celle de -^J^. De cette manière, l'équation (g) deviendra
„=A[.+a(x-.)(^A)r-'-'f'.'-'"- + fï^^;=^'4-e.c.] 4-/1 i+a(t—7iYx—a)-] — ^^ — — '--\ — '-^- — ^4-etc. Uparfa,
. r'r . / 7\f^ \ , a\x-ky{t-ay , a\x-kf{t-i^f , » ~1 r ^
+/;. [i+<^-^)(^-^)+-^f^+, ;, . 3 ; ;. , /3+etc. j4^^^ ;
et si l'on fait
1 — 6 _i + etc. = r ,
il ne restera plus qu'à exprimer la valeur de y sous forme finie en fonction de 6 : les valeurs des trois séries contenues dans l'expression de u se déduiront de celle de j", en y faisant successivement
h=za{x~-k){h — t), ^ = (x — o))(h — t), e = (f — «)(/f — .r).
Or, / étant un nombre entier et positif, on a, en intégrant par partie ,
J' " sin'' ado. = (2/ — i) / " " sin''"" a cos* adu ;
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d'où l'on conclut
ai/ ' sia*''Wa = (2i — i) / '" sin*'"' ada. , et par suite
On aura donc
— , - , ■ = — ï;^— . r-^ sia- «^. ,
et , par conséquent ,
tJ o \ 1.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 ' / '
ou, ce qui est la même chose ,
j = - I cos (2 y/Q sia* «)<i«.
D'après celte valeur de ^ et celle de u qui en résulte, l'intégi'ale complète sous forme finie de l'équation (8) sera
u=- A. I ' cos [2 V{x — k){h — t) sin' x].dot,
-f- - / I / ' cos [2 \/(x — co) {h — t) sin'a] da,\ (pada>
+ - / < I cos [2 \/(« — «) (A — x) sin» a] dal -i^cûdcù.
Elle dépend, comme on voit, d'intégrales définies doubles, au lieu que celle de l'équation (3) ne dépendait que d'intégrales définies simples.
(79). Je prends pour dernier exemple l'équation linéaire et à coefficiens variables
du . /d'u mu \ , ,
dans laquelle a et m sont des constantes données, et que je choisis parce qu'elle se présente dans les problèmes relatifs à la distribution
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de la chaleur dans l'intérieur des corps, ainsi qu'on le verra par la
suite.
Si l'on fait ô = e"'* dans la série ( 2 ) , et qu'on la substitue ensuite dans les deux membres de cette équation (10), on trouve que tous les termes de celte série doivent satisfaire séparément à cette équation, que tous les exposans et, ê, y, etc., restent arbitraires, et que le coefficient P du terme quelconque correspondant à l'exposant a, est déterminé par l'équation
Son intégrale complète renfermera deux constantes arbitraires; et quand on l'aura obtenue, celle de l'équation (10) sera
u = SPe"'"' ;
la somme s'étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de ces deux constantes et de a,
Quelle que soit la valeur de P , on peut la représenter par
P = Ax^" + A^xF' + A^x''" + etc. ;
en désignant par A, A,, Aj, , etc., p, p', p", etc , des coefficiens et des exposans indépendans de x , et sans décider d'avance si p , p', p", etc. , forment une suite croissante ou décroissante. En substituant cette valeur de u dans les deux membres de l'équation (10), il vient
A [/?(/> — i) — m'jx''-' -j- A,[p'{p' — 1) — injxf'-' + A.C/Cp" — 0 — nijxP"-^ + etc., = aAx'' 4- ccA.xP' -)- aA^x''" + etc.
Or, il est aisé de voir que ces deux séries ne peuvent être identiques , à moins que le premier terme de la première ne disparaisse, ce qui exige que l'on ait
et que les exposans p, p', p", etc., ne forment une suite croissante par
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des différences constantes et égales à 2; de sorte qu'on ait aussi
p' = p+2, D" = n + 4, /j"' = >''-4^6, etc. ''
Cela étant, le premier coefficient A restera indéterminé, et tous les autres se déduiront de celui-là , au moyen de cette suite d'équations
A.[(/> H- 2) (p H- i) — m~\ = Aa,,^.,j, „^.j ^j,,,^
A3[(/j 4- 6) (p 4- 5) — m] = A.a, etc.
•I ;j^i!0 , . ,-, ).• ni
L'équation (1 2) donnera deux valeurs de p que je representeraipar p
et q ; en les employant successivement, on aura deux valeurs de P, dont chacune renfermera une constante arbitraire; ej en faisant la somme de ces deux valeurs , on aura l'intégrale complète de l'équation (11), savoir :
P = x''(A -f- A,jc* + A.^^ + AyV^ + etc.)
+ .r'(B + B..r" + B,x^ + B,x' + etc.)._^^^, ,^
On désigne ici par A et B les deux constantes arbitraires; A,, A^,, A3, etc., sont les quantités déterminées par les équations précédentes, et B, , B,, Bs, etc., ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y met B et ç à la place de A et /? ; les premières auront A et les secondes B pour facteur commun. , •— ■<^'••
Cette valeur de P , et par suite celle de «,, s'expriment par des mtégrales définies, de la manière suivante. ' ' '■' ' "• ' '
(80). Je mets p(p — i) à la place de m dans l'équation qui a lieu entre deux coefficiens consécutifs A„ et A„_,, c'est-à-dire, dans la n""" équation de la série précédente; il en résulte
2n[2n -\- 2/j — i) A, = aA,_,. (i3)
En intégrant par partie, on a noD
/cos"«sin°''-'Mrfû) = — cos"~'&)sin*''&i-|-^^^^/"cos"~'(i) sin'''"*'' ado). ■' ip ip ■"
Si p est une quantité positive , ou bien si cette quantité est composée
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d'une partie réelle et d'une partie imaginaire et que sa partie réelle soit positive , le terme compris hors du signe / s'évanouira pour &) = o et pour a = tT ; on aura donc
>(,( Ji/T" cos" a» sin*»"- ' cùdm = "^JlHl Ç" cos"-» m sin'''-^' mdui ;
d'où l'on tire
C cos" ù> sin'f-' eed'i) = —'^^^^^-L- f cos"-" a sin'''"' c^dai.
J o ln-\-7.p —\ J n
Par conséquent , A étant une constante arbitraire , on pourra prendre
ko."
/ ''cos"û)sin'''~' cùdcû.
pour l'intégrale coraplètie de l'équation (i5) aux difterences finies; car , en verlu des deux équations précédentes , on aura
an (ara + 20— i) A. = — r— ^""-"ô ; C cos"— « sin'?- <^do);
^ ' r J ' 1.2.3...2W — 3. an — 1J0
et en mettant n— \ au lieu de n dans l'expression de A„, et multipliant par a, on aura aussi
aA„_, = 5 5 / cos'"-'« sm'''-%rfa ;
an — 3. an — zj o
ce qui rend identique l'équation (i5).
On conclut de là
A ■+- A,x' ■+- Aj.j?"... ■+- A„x" -f- etc. =
( I -4 cos* CD + 5--F cos^ûj + etc. ) sm'*" 'adco.
Comme on a évidemment
/ cos''""''^ sio"''" ' «rfw = o, on peut, si l'on veut, changer cette dernière série*» celle-ci ;
A / f I + ^ V '^ cos û) -\ cos* et) H 5- cos' <»
•+■ 5—; COS* ù) -4- etc. ) gin'''"' adct),
dont la valeur est ■'":-'
A/ ^ a: ; A cos» • «B 1 J / e sin*'' 'coacD.
i, Par le changement de A et p en B et ^, cette valeur deviendra
celle de la seconde série contenue dans l'expression de P. Nous aurons donc
P = AxP r e' '^"'^"^•sin*''-'«^«+Bx^rV^"""%in»'-'.^^a., (14)
pour l'intégrale complète et sous forme finie dç l'équation (.11), dans le cas où les deux racines ^ et ^ de l'équation (1 2) sont positives, ou, plus généralement, de la forme />' =±= ç' \ — 1 , en désignant par p' et q' des quantités réelles dont la première est positive.
Dans le cas particulier où l'on a m^ — ^, les deux racines p et q sont égales; on a p= \ e\. q = ~; mais pour «viier que les deux termes de la formule (14) se réduisent à un seul, on désignera par cT une quantité infiniment petite, et l'on fera d'abord p^\ et ç = ' + <^' En développant suivant les puissances de é' , on aura
X'' sin "-'« =: x~ \_i + cT log (jrsin"«) -|- etc.];
si donc on fait
A + B = A', Bcf = B',
et qu'on supprime ensuite tous les termes multipliés par ^ , on aura
P= A'x ^ f\' ^'^ '"' 'dco + B'x ^ f\^ ^^^^ " log {x sin» cS)dm ,
pour l'intégrale complète de l'équation
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En mettant, pour plus de commodité, a' à la place de a, la valeur de u correspondante à l'expression générale de P, sera
+ X' 2Be"''"'rV"'^'''°'sin«'-W«.
En faisant subir à l'exponentielle e"'*''la même transformation que dans le n? 74, cette valeur de u deviendra
— oC j j \ 2Be ^ *^ • e sm'» ' mdcùdcù.
Or, en désignant par (pj: et '\x des fonctions arbitraires de x, on peut supposer qu'pn ait
Ir-;.
on aura en même temps
^ ft9iii;< ■ t j — •■-
Ae «^ ' == (p[a:cosci> + aao) V V>
par conséquent, l'intégrale complète et sous forme finie de l'équation (10), sera
r^ nv , -, — ai'' '•/) — !
ii = .xP / Ç> [x COS ù> -\- 2a{t)\/ 1) e sin (ndm'do-
-j-j:'/ / Afixcos Où -^ laat's/ 1) e sin udjo'do).
t; ii ' 7 — » ./ o ^
Dans le cas àe p = q=\, cette intégrale deviendra
u = X'' I / o (^ cos^cw + 2acii V ^j fi dce'dcû i
+ j?« / ( "^ i^x cos £e) -f- 2«w' V^) ^ log (j: sin'û)) doù'dui ,
et sera celle de l'équation
du . /d'il , u \
Ces inte'grales complètes renferment deux fonctions arbitraires, (p et 4 dans la première, O et 'i' dans la seconde; mais si on les développe suivant les puissances de \'t, on trouvera que tous les coefliciens des puissances impaires sont ze'ro, et que les deux fonctions arbitraires se réduisent à une seule et même fonction dans tous les coefliciens des puissances paires. L'intégrale de l'équation (lo), semblable sous ce rapport à celle de l'équation (5), ne doit eflectivemeut contenir qu'une seule fonction arbitraire, lorsqu'on la développe suivant les puissances de la variable t.
(8i). La somme des deux racines p et q de l'équation (12) étant égale à l'unité, une racine au moins, ou sa partie réelle, est toujours positive. Si l'autre racine est négative, la partie correspondante de la formule (14) n'aura plus lieu, et l'intégrale complète de l'équation (11) prendra une forme différente et plus compliquée. Ce cas se présentera, comme on le verra par la suite, dans les usages que nous ferons de la valeur de P; mais nous aurons seulement besoin de connaître la partie de cette valeur qui répond à la racine positive de l'équation (12). En effet, q étant sa racine négative, le premier terme et quelqiies-ur.s des termes suivaiis auront pour facteur une puissance négative de x dans la seconde série que contient la valeur de P du n° yg; et comme cette série est ordonnée suivant les puissances ascendantes de jc, il s'ensuit que sa véritable valeur sera infinie pour x = o, à moins que ces termes ne soient supprimés. Or, dans les proljlèmes où nous ferons usage de la valeur de P, il faudra qu'elle ne devienne pas infinie pour j:: = o; il faudra donc que le premier terme de cette seconde série disparaisse j ce qui exige que la constante arbitraire B soit égale à zéro, et ce qui fait disparaître la série entière.
Ainsi, dans ces problèmes, la valeur de P se réduira à la partie correspondante à la racine positive p de l'équation (12), et sera simplement
P = x" (A -f- A. a' H- A. x< + ... -f. A„ .X" -+- etc.}.
De plus, la constante a contenue dans l'équation (ii) sera une quantité négative ; eu remplaçant donc a par —et', cette équation deviendra
f^ _ !!? P+ ci'P = o; (i5)
et en mettant aussi — a^ au lieu de a. dans l'expression des coefficiens A,, A,, A3, ... A„, etc., on aura
P = kCYi - "-^^1^^ + "'""T'; - etc.") sin'^-' a,da> ,
ou , ce qui est la même chose ,
P = Aa:''r"^cos(a.rcos&-)sin*''~'û)<iw- (16)
Cette valeur de P résulte également de la première partie de la formule (i/,), en y mettant — a» à la place de a, et observant qu'on a
^— acosaV/— i__^Qg^j^_^ cos û))-i-sin (ajccosa;) S^ — li
d'où il suit
P = Ax'' / cos (ajT cos oj) sin"'""' œdci)
-|- A \' — 1 x''/ sin (aa:sin de)) sin"''"' &)(/», •
quantité qui se réduit à la formule (iG), parce que cette dernière intégrale est nulle, comme étant composée d'éléraens qui sont deux à deux égaux et de signes contraires.
La formule (16) est une intégrale particulière de l'équation (i5), assujettie à la condition spéciale de ne pas devenir infinie pour j? = o, et qui suffira pour résoudre les problèmes auxquels nous l'appliquerons par la suite. Ou vérifie aisément qu'elle satisfait à l'équation (i5). En effet, à cause de p (p — i) = ra, on en déduit
- — — — ^ P -f- *" ï* = Aa*x^f ci)s(?'.rcos a) si n •''■*"' arf»
dX' X J o
— 2pA.a.x''~' I sin {aa: cos cd) sin'''~' &> cos adùo;
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or, en intégrant par partie et observant que par hypothèse l'exposant 2p est positif, on a
j sin (axcosa))sin*''~' co cos a)dco= — / cos [a.x cos <») sin''''*' ' codu);
ce qui réduit à zéro le second membre de l'équation précédente.
(82). Si / désigne un nombre entier et positif, et que l'on ait m = i(i-\- i), les deux racines de l'équation (12) seront p=/-f- i et qz= — i. La formule (i6), relative à la racine positive, sera donc
P = Ajr'"*"'| cos (aj? cos û)) sin*'"*"' M(^/&); (i^j)
or, la valeur de cette dernière intégrale s'obtient sous forme finie; en sorte que, dans ce cas, la quantité P s'exprime sous cette forme, sans le secours des intégrales définies.
En intégrant deux fois de suite par partie, et observant que les termes compris hors du signe /"s'évanouissent aux deux limites cd = o et o) :^ TT, tant que / surpasse l'unité, on a effectivement,
cos (ctjc cos a) sm""*"' wdcù-= --—^ / cos (ctxcos co) siq*'~' coda
o a X J Cl
— ïfiL-^ / cos (ctjc cos co) sin*'~' co cos'codco,
ou, ce qui est la même chose,
/ cos (ax cos co) sin""*"' codco = — ^^—^— f cos (etxcosoù) sm*^~'(oda
— g»^» / ^^^ ^^^ ^'^^ ®) sin"~^ codco ;
équation d'après laquelle ou déterminera successivement les valeurs de l'intégrale dont il s'agit , qui répondent à i=:2, =3, =4? etc., au moyen de celles qui ont lieu pour /=o et /=i. Quant à celles-ci, on a immédiatement
/cos (ax cos co) sin CDdco = — ■ sin ax ; o ^ . ' ax
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et par le procédé de l'intégration par partie, on trouve
/ cos {a.x cos «) sin' cùdcù = -^3 (sin ctx — a,x cos (toc).
Pour?' = 2, on aura ensuite
/ cos(aa'Cos &))sin^&)r/ft)= ^— ^(Ssinaa: — Sajccosajr — a^j:* sînao;);
et de même pour / = 3, = 4> ^tc. Ces expressions se présentent sous la forme § quand x ■=■0; par la règle ordinaire, leurs véritables valeurs sont
/ sin«c?«=2, / sin^ &)<Y&)= |, / sin^a)rf&)= -7, etc.
Mais de cette manière on parviendrait difficilement à l'expression de la formule (17) relative à un nombre quelconque /. Pour l'obtenir je fais
P=e*^\/^(Cx-'+C,ar--^'+C,x-+' + . . .+C„x-'+"+C„^,^-'^"-^'-f-etc.);
C, C, , Cj,, etc., étant des coefficiens indépendans de ^, je substitue cette valeur de P dans le premier membre de l'équation
et après avoir supprimé le facteur e=" V—^^ commun à tous les termes, j'égale séparément à zéro le coefficient de chaque puissance de x. Il en résulte, entre les deux coefficiens consécutifs C„ et C„^, , l'équation
(n+i) {-xi — n) C„^, 4-2ct\/ — 1 (/ — n) C„ = o,-
d'où l'on conclut que le coefficient C restera indéterminé, et que l'on aura, pour un autre coefficient quelconque,
n.2i{2i — i)(2z' — 2). . .(ai — /i+i
ce qui montre que pour n=i-\- i et au-delà, tous les coefficiens
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Cj+,, Cj^.,, elc, seront zéro; en sorte que la valeur précédente de P sera composée d'un nombre de termes fini et égal à /-f- i-
Eu prenant successivement V^ — i avec le signe + et avec le signe — , on aura deux valeurs différentes de P, contenant chacune une constante arbitraire. Leur somme satisfera encore à l'équation (i 8), et en sera l'intégrale complète, savoir :
(_.^)^(.-.)(/-g) _^_,^3 + etc.1 ;
C et C étant les deux constantes arbitraires. Ainsi, non-seulement la formule (17), qui n'est qu'une intégrale particulière de l'équation (18), mais aussi son intégrale complète, s'exprime sous forme finie, sans le secours des intégrales définies.
En faisant disparaître les imaginaires, remplaçant C et C par deux autres constantes arbiti-aires D et D', et posant, pour abréger,
2Wi (i — i)x^ , 2*a'i{i —1) (i — 2) (i — 3 )x* ^ v
I ^^ , / . -T^ -. — j — etc. = X ,
2a.ix 2Wi(i — 1)(/ — 2)x' , 2^»^i(i — i) (i — 7.) (i — 3 j (i — A)x^ -^ ,
—. 5 — :-^ — -. — .; . , ■ ■ '-^. . , ^ . — etc.=X ,
on aura, pour cette même intégrale complète,
P = ï)a:~' (X sin ctx — X' cos ax) -\- D'j:~'(X cos etjc -f- X' sin etjc).
Pour en déduire la formule (17), il y faudra supprimer la partie qui devient infinie pour ar = o. Or, quand la variable x est infiniment petite , cette dernière valeur de P se réduit à D'x~' , en négligeant toutes les quantités infinies d'un ordre inférieur à x~' ; pour que P ne soit pas une quantité infinie quand 0^ = 0, il faut donc qu'on ait D' = o; par conséquent, la formule (17) doit coin-
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cider avec la première partie de cette dernière formule; et si l'on fait D = AE , et qu'on divise par x'"^', 11 faudra qu'on ait
J cos (ajccos Cù) sin*'"^' coda = Ej:~"~'(X sin ctx — X' cos clx) , (19)
en déterminant convenablement la constante E.
Dans le cas de jr = o, le second membre de cette équation se pi'ésente sous la forme f ; par la règle ordinaire , on a
C ■ .,^. , EF
/ sm""^' cûdù>= :— — ,
en désignant par F la valeur de
rf"'+'(X sin ax — X' cos ax)
qui répond à j: = o. Eu intégrant par partie, on a
/ sin*''*'' cùdcù = 2i f" sia"~' a> cos* cùdcù-^
d'où l'on tire
f %\n"-^' coda z= ^\ I sin"-' coda) , J o 21 +1 J o
et , par conséquent ,
/'^ • ■;^, 7 2'. 1.2. 3... i r^ . , sm""*"' cùdcùz=z — 5-= r-T— / sm cùdco; o i .3.5. . .2i-\-i J o
de là on conclut
EF
ce qui fera connaître la valeur de E d'après celle de F.
(83). Les problèmes relatifs aux petites vibrations des corps élastiques et des fluides, conduisent à des équations aux différences partielles linéaires, en même nombre que les inconnues qu'il s'agit de déterminer. Il en est de même à l'égard des équations relatives à la distribution de la chaleur dans l'intérieur des corps , lorsqu'on néglige, dans une première approximation, le carré de la température^
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Chaque inconnue est une fonction du temps t et des trois coordonnées X, j, z, du point M, auquel elle répond dans le système que l'on considère; et les équations de ces problèmes sont, en général, à quatre variables indépendantes. Si l'on excepte le terme indépendant des inconnues dans ces équations, c'est-à-dire, celui qu'on appelle le dernier terme dans les équations linéaires , et qu'on peut toujours faire disparaîti'e , les coelliciens des autres termes ne renferment que les coordonnées x, y, z, et sont indépendans du temps t. Mais il y a entre les équations relatives aux petites vibrations et celles qui répondent à la distribution de la chaleur, une différence essentielle : les premières sont du second ordre par rapport au temps , et les dernières seulement du premier ordre. Il en résulte que les intégrales des premières équations doivent renfermer deux sortes de quantités relatives à l'état initial du système, savoir, les distances primitives de ses différens points à leurs positions d'équilibre , et leurs vitesses primitives; tandis que les intégrales complètes des équations relatives à la distribution de la chaleur ne doivent renfermer qu'une seule espèce de quantités arbitraires, qui sont les températures niitiales des points du corps. En général, cette différence de forme entre ces deux sortes d'équations , en produit une très grande entre les lois de la communication de la chaleur et celles des petites vibrations; et, pour cette raison , il paraît au moins 1res difficile que les phénomènes qui peuvent résulter d'un rayonnement moléculaire soient également explicables eu les attribuant aux oscillations d'un fluide stagnant. Néanmoins, les remarques suivantes sont communes aux problèmes de Mécanique et à ceux de Physique, qui dépendent des équations aux différences partielles.
(84). Appelons u une inconnue qui doit èti'e déterminée en fonction de t, X, y, z, par l'équation donnée L=:o, aux différences partielles, linéaire, délivrée de son dernier terme, qui ne contient pas le temps t explicitement, et que nous supposerons, pour fixer les idées , du pi'emier ordre par rapport à cette variable. En faisant 6 = e~' dans la série (2), et y mettant des constantes A", u,' , V* , etc., à la place de a, ê, y, etc., on aura
u = Pe-'-'' 4- Qe-^'' -f- Rg-'"' + etc. (20)
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Si l'on subsliluc dans L cette série au lieu de u, il en résultera
L = (Na»+ 0)e- ^"+ (N>' + 0>-''"'+ (N'V" + 0")e- '" + etc. ;
N et 0 étant des quantités qui ne contiendront que l'inconnue P, d'où se déduiront N' et 0' en y mettant Q au lieu de P, puis N" et 0" par la substitution de R à la place de Q, et ainsi de suite. Toutes les quantités contenues dans les coefficiens de cette série étant indépendantes de t, elle ne pourra être égale à zéro à moins que tous ces coefficiens ne soient séparément nuls; par conséquent , l'équation donnée L = o se décomposera en cette série d'équations
N,V + 0 = o, NV + 0' = o, m^' + 0"==o, etc. (21)
Les exposans A% /a", v", etc., resteront donc des constantes arbitraires; les coefficiens P, Q, Fi, etc., se détermineront indépendamment les uns des autres, au. moyen de ces équations (21), qui sont toutes semblables ; et tous les termes de la série (20) , c'est-à-dire , de l'intégrale complète de l'équation L = o , en série ordonnée suivant les puissances de e~', seront des intégrales particulières de cette même équation.
Les équations (21) seront linéaires, comme L = o, par rapport à l'inconnue que chacune d'elles renfermera. Elles seront simplement des équations différentielles, si L ne contient qu'une seule des trois variables oc, y, z; et alors la série (20) ne renfermera que des constantes arbitraires, savoir, A, fJi' -, v , etc., et les constantes qui seront introduites par l'intégration des équations (21). Quand elles seront aux différences partielles, on pourra souvent les traiter comme l'équation L = o, et exprimer leurs intégrales complètes en séries d'intégrales particulières.
Ce dernier cas aura lieu, par exemple, quand L s= o sera une équation à coefficiens constans. Si celte équation est de l'ordre quelconque Il par rapport à /, et contient un nombre quelconque d'autres variables indépendantes x , j , z , etc. , on verra , comme dans le n° 76, que sou intégrale complète pourra être représentée par
u — 2Ae"' + ''^-^^-'^ + "^- + 2A'e'"'' + '"^-^^ + ''"^- + etc. ; A, A', etc., a, é^, etc., désignant des constantes arbitraires;
■V , tff', etc., les n racines d'une équation algébrique dans laquelle entreront les constantes a., S, etc j et les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de A, A', etc , et , € , etc. En regardant A, A', etc., comme des fonctions arbitraires de a, ë , etc. , et faisant croître a, €, etc. , par des degrés insensibles, on peut, si l'on veut, remplacer ces sommes par des intégrales dont les limites resteront indéterminées, et écrire, en conséquence ,
u =Jf. ..f(ci,ë, etc.)e"' + " + ^^ + '''■ daclQ etc. +//• • •/'(«» ^» etc.)e"'' -+■""■ + ^^-^'''-dcLciQ etc. -j- etc. ;
mais cette autre expression de u ne diffère pas réellement de la précédente. En effet, les fonctions f, f, etc., étant arbitraires, et pouvant être discontinues, on peut partager les intégrales relatives à a , C, etc., en des portions de grandeur finie, dont l'étendue soit cependant aussi resserrée qu'on voudra , de sorte que pour chaque portion d'intégrale, l'exponentielle comprise sous le signe/"ne varie pas sensiblement; ce qui fera coïncider ces diverses portions de la dernière valeur de u avec les termes des sommes 2 contenues dans la précédente.
(85). Indépendamment des équations aux différences partielles qui conviennent à tous les points du système, il y a toujours, dans les divers problèmes de Physique et de Mécanique, d'autres équations qui n'ont lieu que pour les points extrêmes; par exemple, dans les questions relatives à la distribution de la chaleur, l'équation (2) du n" 67, relative à la surface du corps que l'on considère. Ces équations particulières serviront, dans chaque cas, à déterminer les valeurs d'une partie des quantités arbitraires que renfermera la série (20) ; les valeurs d'une autre partie se détermineront quelquefois par la condition que l'inconnue u ne devienne infinie en aucun point du système , ainsi qu'on l'a vu précédemment (i\° 81). Après ces diverses déterminations, les quantités arbitraires qui resteront encore dans l'expression de u, dépendront de l'état initial du système. Pour en obtenir les valeurs, j ai suivi , dans un grand nombre de problèmes, de
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natures très diflérentes , un procédé uniforme que je crois applicable à tous les cas, soit que la question ne présente qu'une seule inconnue, et ne conduise qu'à une seule équation L = o, soit qu'on ait à déterminer plusieurs inconnues dépendantes d'un pareil nombre d'équations aux différences partielles, linéaires et simultanées. Je donnerai tout à l'heure une application de cette méthode générale à l'équation (7) du n° 49 > combinée avec l'équation (2) du n" 67.
Cette même méthode a aussi l'avantage de servir, en même temps, à démontrer que dans les questions relatives à la distribution de la chaleur, les constantes A", /«,% c", etc., contenues dans la série (21) , sont toutes réelles et positives. Une d'elles, la première par exemple , peut êlre égale à zéro; et si cela est, la température u s'approche indéfiniment d'une valeur invariable u = P. Chacun des termes de cette série , excepté le premier , décroît en progi'ession géométrique ; le temps croissant par des intervalles égaux. Si /m est la plus petite des constantes f^ , v , etc. , le second terme décroît moins rapidement que tous les autres ; en sorte qu'après un certain intervalle de temps, ceux-ci ont sensiblement disparu et la valeur de u est réduite à
u = ? -{- Qe-'"'.
Il s'ensuit donc que quand un corps doit parvenir à un état permanent dans lequel les températures de tous ses points sont invariables , il y a un autre état qui précède celui-là , où ces températures varient suivant une progression géométrique , dont la raison est la même dans toute l'étendue de ce corps ; le temps croissant toujours par des intervalles égaux. Telle est, en effet, la loi finale de la variation de température des corps qui s'échauffent ou se refroidissent, que l'on observe généralement.
Au contraire, dans les questions relatives aux petites oscillations, les exponentielles de la série (20) se changent en sinus et cosinus d'arcs proportionnels au temps, et la méthode générale que nous venons de citer sert encore à prouver que les coefficiens de cette variable sous les signes trigonométriques, sont aussi des quantités réelles. Ces démonstrations générales de la réalité des coefficiens du temps, soit dans les exponentielles, soit sous les sinus et cosinus, sont d'au-
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tant plus importantes que ces coeiïiciens dépendent d'équations transcendantes, quelquefois très compliquées, et dont la forme , relative à chaque problème, ne permettrait pas toujours qu'on pût déterminer autrement la nature de leurs racines.
Après avoir déterminé toutes les quantités arbitraires que renferme la série (20), elle représentera, s'il s'agit d'un problème relatif à la distribution de la chaleur, la température à un instant quelconque et en un point quelconque du corps que l'on aura considéré. Chaque terme de celte série exprimera une valeur de la température à un instant quelconque qui répondrait à un état particulier du corps à l'époque d'où Ion compte le temps t. La somme de tous ses termes représentera cette même température correspondante à un état initial du corps donné arbitrairement ; en sorte que la valeur de l'inconnue, dans le cas général , se trouvera décomposée en une somme de valeui-s relatives à des cas particuliers ; ce qui a lieu dans toutes les questions dépendantes d'un système d'équations linéaires, et tient à la forme de ces équations.
(86). Dans le problème de la distribution de la chaleur dans un corps de figure donnée , si l'on compte le temps t à partir de l'état initial du corps, et que l'on représente, dans cet état, par Y{.x, jr, z) la température d'un point quelconque, il faudra que la série (20) coïncide avec cette fonction quand t = o; il faudra donc qu'on ait
F(^, j, ^) = P+ Q-+- R + S -1- etc.; (22)
équation qui ne sera pas identique, et qui aura lieu seulement pour toutes les valeurs de JC,j-, z, relatives à des points du corps.
La fonction ¥ Çx , j' , z), tout-à-fait arbitraire, et qui peut être continue ou discontinue, se trouve donc ainsi développée en une série de quantités qui sont toutes de la même forme ; et comme cette forme dépendra de la figure du corps et des conditions relatives à sa surface, il en résultera une infinité de développemens différens d'une même fonction, propres à en exprimer les valeurs dans une étendue déterminée par celle de chaque corps. Parmi ces développemens, il y en aura qni procéderont suivant les sinus ou cosinus des multiples des variables, d'autres suivant les sinus ou cosinus de ces variables multipliées par les racines d'une équation transcen-
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dante , d'autres suivant des fonctions ti'anscendantes d'un ordre plus élevé, qui ne pourront même s'exprimer, sous forme finie, que par des intégrales définies. Chaque développement devra être considéré comme une formule d'interpolation, applicable à une étendue limitée des valeurs de la fonction donnée F(.r, y , z); et quoiqu'on ne puisse pas toujours démontrer directement ces diverses formules, il ne pourra cependant rester aucun doute sur leur exactitude. En effet, la forinule (20) représente certainement, d'après les considérations précédentes, la valeur la plus générale de u qui puisse satisfaire à l'équation L = o; par hypothèse, on a déterminé les quantités arbitraires que cette série renferme, au moyen des autres conditions du problème qui a conduit à l'équation L ^ o , et d'après l'état initial du système : si ces conditions ne sont point incompatibles, et que le problème soit susceptible d'une solution, il faut donc qu'après cette détermination la série (20) exprime la valeur de u à un instant quelconque et en un point quelconque du système ; par conséquent, en faisant i = o dans cette série, elle devra représenter les valeurs initiales de u dans l'étendue oii elles auront concouru à la former; ou, autrement dit, l'équation (22) devra être regardée comme une conséquence rigoureuse de la solution complète du problème. On verra par la suite que cette équation se vérifie, effectivement, toutes les fois que l'on peut obtenir, à priori , la valeur de la série qui forme son second membre.
(87). Ija manière de résoudre, par des séries d'exponentielles réelles ou imaginaires , les questions qui dépendent des équations aux diflerences partielles, a d'abord été employée par D. Bernouilli, dans la solution du problème des cordes vibrantes , à laquelle il a été conduit par son principe de la coexistence des petites oscillations, dont ce mode de solution était, en effet, la conséquence. Cette même méthode a ensuite été employée par D. Bernouilli et par Euler pour déterminer les vibrations transversales des verges élastiques. Mais si les solutions de ces deux problèmes étaient suffisantes pour faire connaître et comparer entre eux les différens sons que les verges et les cordes peuvent faire entendre, elles étaient incomplètes sous le rapport de l'analyse; il y manquait la détermination des coefliciens des séries d'après l'état initial de la ligne vibrante ; ce qui pouvait aussi laisser quelque
doute sur la généralité du résultat. Lagrange , en considérant sous le même point de vue la question des cordes vibrantes, a montré le premier comment on peut exprimer ces coefiiciens par des intégrales définies, quel que soit l'état initial de la corde que l'on suppose donné arbitrairement , et comment cette solution du problème coïncide alors avec celle que 1 on déduit de l'intégrale ordinaire, c'està-dire, de l'intégrale complète que D'Alembert avait précédemment donnée, et dans laquelle l'inconnue est exprimée, sous forme finie, au moyen de deux fonctions arbitraires. Le mouvement longitudinal d'une ligne d'air et le mouvement transversal d'une corde tendue, dépendant l'un et l'autre d'une même équation aux difTérences partielles , l'analyse de Lagrange s'appliquait également à ces deux questions; et c'est de cette manière qu'il a déterminé les différens sons des instrumens à vent, quel que soit l'ébranlement primitif de la colonne d'air, ainsi que les lois de la propagation et de la réflexion du son sur une ligne donnée (*)j ce qui l'a conduit à trouver que la vitesse du son ne dépend ni de l'ébranlement primitif, ni du mode de vibrations des molécules d'air qui résulte de cet ébranlement, de sorte qu'elle est effectivement égale à celle que Newton avait déduite , long- temps auparavant, d'une hypothèse particulière sur les lois de ces vibrations. Dix ans avant que les premières recherches de Lagrange s sur la théorie du son aient été publiées, Euler s'était aussi occupé de la propagation du mouvement dans une série de points matériels rangés en ligne droite (**). Son analyse présente une grande analogie avec celle de Lagrange; mais il s'est borné à considérer un nombre fini de points matériels; et, faute d'avoir appliqué ses formules au cas où ce nombre indéterminé devient infini , ce qu'il regardait comme une très grande difficulté, il n'a pas déterminé, comme Lagrange, la valeur numérique de la vitesse du son, et a seulement fait voir qu'elle devait être constante et proportionnelle à la racine carrée du rapport de l'élasticité à la densité.
Cette méthode, dont le cai-actère spécial est d'exprimer la valeur
(*) Mémoires de Turin, années i^Sg et 1760. (**) Mémoires de Pétersbourg, année l'jSo.
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générale de l'inconnue par une somme de ses valeurs particulières, a aussi été employée par Lapiace dans la théorie du Jlux et du reflux f et, comme on l'a dit dans le préambule de cet ouvrage, c'est la même analyse dont il avait fait usage anciennement dans cette théorie , qu'il a appliquée depuis au problème de la distribution de la chaleur dans une sphère primitivement échauffée d'une manière quelconque. Fourier s'est servi de la même méthode pour déterminer la distribution de la chaleur dans une armille, dans une sphère dont tous les points, également éloignés du centre, ont la même température, dans un cylindre à base circulaire, indéfiniment prolongé et dont tous les points, situés à la même distance de l'axe, ont une égale température, dans un prisme rectangulaire parvenu à un état permanent, et enfin dans un cube dont les six faces rayonnent également.
On est conduit naturellement à la méthode dont il s'agit, en considérant d'abord, dans chaque problème, un système composé d'un nombre fini et indéterminé de points matériels, et supposant ensuite que ce nombre devient infini. Dans le cas d'un nombre fini, la solution du problème dépend d'un pareil nombre d'équations différentielles simidtanées ; l'inconnue relative à un point quelconque s'exprime alors par un nombre de valeurs particulièi'es dépendant du nombre et de l'ordre de ces équations. On détermine toutes les constantes arbiti'aires que ces valeurs renferment, d'après l'état initial de tous les points du système ; et il ne reste plus qu'à supposer infini le nombre de ces points. L'expression générale de l'inconnue se modifie dans le passage du fini indéterminé à l'infini; mais il ne peut s'élever aucun doute sur l'exactitude et la généralité du résultat définitif auquel on parvient par ce procédé : on en trouve l'exposition complète et des applications diverses dans le chapitre de la Mécanique analjtique, relatif aux petites oscillations d'un système de corps.
Mais si ce procédé a pu jeter un grand jour, à l'origine du calcul aux différences partielles, sur les solutions des problèmes qui dépendent de ce calcul, on ne peut pas nier qu'il ne donne lieu à de très longs calculs, et qu'il n'exige, le plus souvent, que l'on résolve un problème plus compliqué que celui qui est
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proposé; car il est, en général, plus long et plus pénible de résoudre complètement une question relative à un nombre indctermme de points matériels, que la même question dans laquelle on suppose immédiatement ce nombre infini. Dans l'état actuel de la science, ce sera donc l'équation aux difTérences partielles à laquelle on est conduit par un problème de Physique ou de Mécanique, que l'on devra considérer directement. Pour intégrer cette équation, et satisfaire aux autres conditions de chaque problème relatif à la distribution de la chaleur, je suivrai, dans cet ouvrage, la méthode dont je viens d'exposer les principes, et que j'ai appliquée à diverses questions de Mécanique, qu'il eût été au moins très diflicile de résoudre sans y recourir. Je me suis aussi servi de cette méthode avec avantage dans une question l'elative à la surface dont l'aire est un minimum, c'est-à-dire dans un problème de Géométrie dépendant d une équation aux ditïérences partielles; et je l'ai également employée dans une autre question dépendante d'une équation aux différences mêlées; ce qui m'a conduit à la démonstration que je crois la plus directe, du théorème de Jean Bernouilli sur les développées successives des courbes planes (*).
(88). J'ajouterai encore quelques mots sur la méthode d'intégration dont nous parlons. Pour qu'on puisse l'employer avec confiance, il suffit d'avoir prouvé préalablement, comme nous l'avons fait, que l'inconnue il du problème, qui est la température dans chaque question relative à la distribution de la chaleur, peut être exprimée, quelle qu'elle soit, par la série (20); l'équation (22) est alors une conséquence nécessaire de la solution complète du problème. Mais, réciproquement, si l'on a démontré à priori que la série (22) peut repi'ésenter dans toute l'étendue du corps que l'on considère, la fonction F {x, y, z) donnée arbitrairement, la série (20) satisfera alors à l'état initial de ce corps et à toutes les conditions du problème; par conséquent, si l'on admet qu'il ne soit susceptible, par sa nature, que d'une seule solution , elle sera donnée dans toute sa généralité par la série (20';. Ainsi, les solutions de Fourier, que je viens de citer,
(*) Journal de l'École Polytechnique , 18' cabier, page 43 1.
peuvent être regardées comme complètes dans les cas où il a été démontre' que la valeur de l'inconnue qui répond à ^=o peut représenter une fonction quelconque; mais elles ne sont pas entièrement satisfaisantes^ lorsque cette démonstration n'a pas eu lieu; et, par exemple, si on lit attentivement la solution relative à la sphère, on verra sans peine que rien ne prouve, dans cette solution, que la série d'une forme particulière qui exprime la valeur de l'inconnue corlespondante à t = o, puisse exprimer une fonction arbitraire de la distance au centre.
Non -seulement l'intégration en série de valeurs particulières de l'inconnue est indispensable lorsque l'équation du problème n'est point intégrable sous forme finie, mais môme dans le petit nombre de cas où cette forme est possible, et où les quantités contenues sous les fonctions arbitraires ne sont pas réelles pour toutes les valeurs des variables. Si, par exemple, l'équation d'un problème est
d'il d^u
rfF "+" 5^ — "' son intégrale complète sera
u ^ f {x + t \/^l) + Y {ce — t \/:=^);
y^ et F désignant deux fonctions arbitraires, dont on déterminera les valeurs d'après celles de u et -3- qui répondent a t = o. Les fonctions Jx et Fx seront alors des quantités réelles pour toutes les valeurs de X qui répondent à des points du système. Si elles sont continues et qu'on en ait l'expression analytique, les imaginaires disparaîtront de la formule précédente; mais si elles sont discontinues, ce qui a lieu dans la plupart des problèmes, on n'en pourra
pas conclure les valeurs de f (.r -f- is/ — i) et F {x -]- t V — i)> et la solution précédente deviendra illusoire. Au contraire, l'intégrale en série d'exponentielles, savoir,
« = 2 (A cos ax -^ 1i sin ax) e"'',
dans laquelle la somme 2 s'étend à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, des constantes a, A, B; cette intégrale, disons-nous.
est toujours applicable, sans que les valeurs de « et — qui répondent k t = o, soient assujetties à la loi de continuité.
Une fonction discontinue est, comme on sait, une fonction dont la forme ou l'expression analytique change dans l'étendue des valeurs de la variable, de soite que si l'on prend cette variable et cette fonction pour l'abscisse et l'ordonnée courantes d'une courbe, celle ligne brisée sera un assemblage de portions de droites qui ne sont pas dans une même direction, ou de portions de courbes de natures différentes. Dans la suite de cet ouvrage, les fonctions arbitraires que nous considérerons, pourront être des fonctions discontinues; mais aux points où elles changeront de forme, il faudra toujours qu'elles n'aient qu'une seule valeur : la ligne brisée qui représente une telle fonction aura une seule ordonnée en chacun des points de jonction de deux parties contiguë^; elle pourra avoir deux tangentes différentes et deux rayons de courbure diflerens, appartenant à ces deux parties.
(89). Appliquons maintenant, comme nous l'avons dit plus haut, les considérations générales qu'on vient d'exposer, aux équations (7) et (2) des n" /^g et 67 , c'est-à-dire à l'équation
dA-^ dA-p d.k^^
^Tt — dx ^ ~lt ^ dz ' '<^^^
commune h tous les points du corps A que l'on considère, et à l'équation
^ (£ ^°^ '=' + ^ ^°^ ^ + tz ^°* >) + F' = o> (24)
qui n'appartient qu'aux points de sa surface. On suppose nulle la température extérieure ^: on verra par la suite comment on la ferait disparaître de l'équation relative à la surface, si elle n'était pas zéro. Pour que ces équations soient tontes deux linéaires par rapport à la température u, nous regarderons comme indépendantes de cette inconnue, la chaleur spécifique c, la conductibilité k et le coefEcient/;; en sorte que c, kj p, seront des quantités constantes, ou plus généralement, des fonctions données de x, y, z.
En substituant la série (20) à la place de u dans ces deux équations; on voit que le coefficient P d'un terme quelconque devra satisfaire à l'équation
rf.tj ^jf a.k^
pour toutes les valeurs de x , j" , z, et à l'équation
pour toutes les valeurs de ces coordonnées qui répondent aux points de la surface de A.
Cela posé, je multiplie les deux membres de l'équation (25) par Vdxdjdz , puis je les intègre, et j'étends les intégrales à tous les points de A; il en résulte
■fff
p — -1— ^ dxdjdz ,
^ ^ ^ dz
en faisant, pour abréger,
fffV cudxdydz = c, et observant que les quantités P et c étant indépendantes de t,
on a
fff^'Tt'^'^^y'^'-^Tr
Pour fixer les idées, je suppose l'axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et le corps A situé au-dessous du plan horizontal des Y et z. Je conçois un cylindre vertical tangent à la surface de A; la ligne de contact divisera cette surface en deux parties, l'une inférieure que j'appellerai S^, l'autre supérieure que je désignerai par S'. En intégrant deux fois de suite par rapport à x, on aura alors
les quantités comprises entre des parenthèses appartenant aux points de S^, et celles qui sont renfermées entre des crochets, aux points de S'. De plus, on aura, comme dans le n° 61,
djdz zr= zt cos ads;
ds étant l'élément différentiel de la surface de A, et en prenant le signe + pour tous les points de S^ et le signe — pour tous ceux deS'. Comme dans ce même numéro, chaque couple d'intégrales doubles relativesà S'età S, se réduira à une seule intégrale qui devra s'étendre à tous les élémens^ de la surface de A; et de cette manière on aura
P , dxdjdz = IVk -^ cos a.ds — luk j- cos ctds
dx On trouvera de même
d.k- "'"///" — ^y — dxdydz.
jïï'
P —y-^ dxdjdz = jFk-^ cos Sds — juk -j- cos Cds
"*"///" ~dV~ dxdjrdz,
rrr ^_^ ^ •/ ^ */ ^
f f fP — Y~ dxdjdz z= IVk-^ C0& y ds — fuk ~ cos yds
d.k§ ~^ f I I ^ ""^ — ■ ^-^dy-dz ;
dv
et la quantité ^^ devant être égale à la somme des premiers membres
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de ces trois e'quations, il en re'sultera
dv C-ni fd^ I '^^ P 1 ^^
dï
'i' /V.7 /«" , du p . du \ ,
/«A(^COS«+ ;^COS^+ - cos y^ds (^^^
-J — H -7-^ y uchcdjdz.
fffi ■ ■
se réduit à
Or, en vertu des équations (24); (26), (26), celte dernière valeur de
dv_
dt
^ = — fVpuds + fupYds — fffK'Ycudxdjrdz;
et puisque les deux intégrales relatives à ds s'étendent l'une et l'autre à la surface entière de A, et que A* est une quantité constante, cette dernière équation sera simplement
-r = — AV.
dl En intégrant, on aura donc
C étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose, comme plus haut, qu'on ait
quand ^ = o j d'où l'on conclut
C = ffffcF (x, y, z) dxdjdz.
En remettant pour v l'intégrale triple que cette lettre représente, on aura donc, à un instant quelconque,
fff Fcudxdjdz = e-""'' fff?cF{x,j, z) dxdydz . (a8)
Nous verrons tout à l'heure l'usage que l'on peut faire de cette équation remarquable. Observons auparavant que si nous faisons
P = 1 dans l'équation (27), qui a lieu pour une quantité P quelconque que l'on n'a point encore assujettie aux équations (25) et (26), nous aurons
^ fffciidxdydz=fk (^ cos a + ^ cos e 4- ^ cos y) rfs.
Or, en ne supposant pas zéro la température extérieure Ç, on a, à cause de l'équation relative à la surface (n° 67),
si donc on difïerentie par rapport à t, dans le premier membre de l'équation pi'écédente, avant d'intégrer par rapport à .v, j, z, ce qui est permis, et que l'on multiplie par dt , il en résultera
-^ dtdxdjdz = J piX, — '0 (^^^^ »■
équation évidente, puisque son premier membre est la somme des augmentations de chaleur de tous les points de A pendant l'instant dt, et que le second exprime la somme des quantités de chaleur qui viennent du dehors et traversent tous les élémens de sa surface pendant cet instant, moins la somme des quantités de chaleur émises au dehors à travers tous ces élémens et pendant ce même instant. Cette équation est celle qu'il a suffi d'employer dans le chapitre III, pour déterminer les lois du refroidissement des corps qui ont la même température dans toute leur étendue. Il était bon de montrer comment elle se déduit des équations générales du mouvement de la chaleur.
(90). Actuellement substituons, dans le premier membre de l'équation (28), la série (20) à la place de u. Il en résultera une série ordonnée par rapport aux exponentielles relatives à t; et pour que cette série soit identique avec le second membre de cette équation , il faudra qu'elle se réduise au terme correspondant à l'exponentielle
e"'''*. Les coefficiens de tous les autres termes devront donc être égaux à zéro, et celui de cette exponentielle devra être égal au coefficient de e~'''' dans ce second membre; par conséquent, si ;^,^' est une cons-
tante différente de X*, el que P^ soit le coeiricient de e~^''' dans la série (20), il faudra qu'on ait généralement
JffPF^cdxdfdz = o; (29)
mais dans le cas de X^^ = À" , on aura, en particulier,
fffV^cdxdjdz = ff/Tcf (x,j, z)dxdjdz', (3o)
les intégrales s'étendant toujours au volume entier du corps A.
Cette équation (3o) est celle dont on fera usage dans chaque cas, pour déterminer, d'après l'état initial de A, les constantes arbitraires qui resteront encore dans les coefïïciens de la série (20) , après qu'elle aura été astreinte à satisfaire à toutes les autres conditions du problème. L'équation (2g) va servir à démontrer que les constantes A, fj', V , etc., contenues dans les exponentielles suivant lesquelles cette même série (20) est ordonnée , sont toujours des quantités réelles.
En eft'et, dans chaque problème, ces constantes seront les racines d'une équation transcendante que je désignerai par a:=:o, et dans laquelle A ne renfermera explicitement aucune quantité imaginaire. Supposons qu'une des racines de cette équation puisse être imaginaire; prenons-la pour la constante A, et soit
g et g' étant des quantités réelles. Cette équation A = o admettra une seconde racine imaginaire qui ne différera de la première que par le signe de \/ — i ; je la prends pour A, , de sorte qu'on ait
Les coefficiens P et P^ qui répondent à ces deux racines, se déduiront aussi l'un de l'autre par le changement du signe de \/ — i ; en sorte que si l'on fait
P ==G + GV^^, on aura, en même temps,
P, = G - GV-T;
G et G' étant des quantités re'elles. En substituant ces valeurs de P et P^ dans l'ëquation (29), il en résultera
yyr/-( G" + G'») ccbcdjdz = o.
Or, la chaleur spécifique c, et par suite tous les élémens de cette intégrale étant des quantités positives, leur somme ne peut être nulle, à moins que chaque élément ne soit zéro isolément; on aura donc
équation qui se partage nécessairement en deux autres, savoir:
Par conséquent, l'équation A = o n'a pas de racines imaginaires, ou, ce qui revient au même, si elle en a, elles n'entreront pas dans la série (20), et les constantes A, ^c, v , etc., contenues dans cette série, seront toutes réelles; ce qu'il s'agissait de démontrer. Dans quelques cas, la réalité des racines de l'équation A = o peut se déduire de sa forme particulière; mais le plus souvent cela serait impossible.
(gi). Si le corps A est formé, comme dans le n° yo, de deux parties juxtaposées B et B', et que les notations précédentes se rapportent à la partie B, l'intégrale triple que renfermera le second membre de l'équation (ay), aura toujours — JJf?\.^Vciuîxdjdz ^ouv valeur; chacune des intcgmles doubles contenues dans ce second membre se composera de deux parties, l'une relative à la surface extérieure de B, l'autre correspondante à sa surface conliguë à B'; les premières parties des deux intégrales doubles se détruiront comme précédemment, et l'équation (27) deviendra
ji^ fff^cudxdydz — j^k (J^ cosa-J- ^cosC -{-£cosy^ds
— ^^ fff^cudxdjdz ;
l'intégrale relative à ds s'étendant à tous les élémens de la surface
commune à B et B', et les intégrales triples à tous les points de B.
Relativement à B', je désignerai, comme dans le n° cité, par
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A', c' , II! , ce que deviennent les quantités k, c, u; je représenterai aussi par
u' = P'e-^" + Q'e-'^" + R'e-'" + etc.,
la valeur de u en série d'exponentielles; P', Q', R', etc. , étant des coefficiens indépendans àe t, e\. h, jj., v , etc., désignant, comme dans la série (20), toutes les constantes possibles. Par rapport à cette partie B' de A, on aura de même
'^^fffVc'u'dxdjdz = —fk'(^^ cos a + ^^cosg + ^ cos >) ds
— X^fffYc'udxdjdz ;
l'intégrale relative à ds s'étendant à tous les élémens de la portion de surface de B' contiguë à B, et les intégrales triples, à tous les points de B'. Dans cette équation et dans celle qui répond à B, les angles et, S , y, contenus sous les intégrales relatives a ds , se rapportent à la même partie de la normale à cet élément, c'est-à-dire à la partie comprise dans l'intérieur de B'; et c'est pour cela que ces intégrales ont des signes contraires dans les deux équations. En vertu des équations (3) du n° 70, on a
Si donc on ajoute les deux équations qu'on vient de former, on aura
~ ffJYcudxdydz + ^ fffYc'u'dxdjdz —fq{v! — u) ds
_ fq[u' — u)ds — X^ fffYcudxdjdz — X^ffjY'c'iidxdydz;
et comme les deux intégrales relatives à ds ont les mêmes limites et se détruisent, cette équation se réduit à
^ {fffVcudxdjdz +Jf/rc'u'dxdjdz)= — >^'{0"Pcudxdjdz + fffV'c'u'dxdfdz)',
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d'où l'on tire, en intégrant,
fff?cudxdjdz -\- fffYc'iédxdjdz = Ce"^*'; (3i)
G étant une constante arl)itraire. On la déterminera eu supposant qu'on ait
u = F(x,x, z), u' = F'(.r,jK, z),
quand t = o; F et F' désignant des fonctions données arbitrairement dans toute l'étendue de B et B'. Il en résultera
C = //7PcF(x, j, z)da:djdz + ///P VF (a- , jr , z)dxdjdz.
Par la substitution de cette valeur de C et des valeurs de u et u' en série d'exponentielles, dans l'équation (5i), on en déduira deux autres : l'une
fffY^cdxdydz + jffV^c'dxdjdz
= rffVcY{x,j, z)dxdjdz 4- fffVc'¥{x,j, z)dxdjdz,
qui servira à déterminer, d'après l'état initial de B et B', une partie des constanles arbitraires que renferment les coefliciens de ces séries; l'autre
fff¥?^cdxdjdz -i- fJ/FT/c'dxdjdz = o,
dans laquelle P^ et P/ sont ce que deviennent les coefficiens P et P^ relativement à l'exponentielle e"'''', distincte de e~'"'' à laquelle Pef P' se rapportent. Cette dernière équation servira , comme dans le numéro précédent, à démontrer la réalité de toutes les constantes 7\, fx, c, etc.
En prenant, comme dans le n" 8g, 1 unité pour P, et supposant que Ç soit la température extérieure , ou aura aussi
-^ dtdxdjdz = fp(X — u)dtds — fq{u — u')dtds;
la première intégrale relative à ds s'étendant à tous les élémens de la surface extérieure de B, la seconde à tous les élémens de sa surface contiguë à B', et l'intégrale triple à son volume entier. Il en résulte que l'augmentation de chaleur de B, pendant l'instant dt, est égale
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à l'excès de la chaleui' extérieure sur la chaleur intérieure qui traverse pendant cet instant la portion extérieure de la surface de B, moins l'excès de la chaleur qui passe de B en B' sur celle qui va de B' en B pendant ce même instant dt,aL travers la portion de surface commune à B et B'. Relativement à B', on aura de même
rrf'L^dtdxdjdz = fp\^ — u')dtds — fq{u'—u)dtdi;
et en ajoutant ces deux équations, il vient
fjj -^ dtdxdydz + fff -^V^ dtdxdydz
= fpi^ — n)dtds + fp'{( — u')dtds,
équation évidente en elle-même, comme l'équation semblable que l'on a trouvée dans le n° 89.
Si le corps A était formé de trois ou d'un plus grand nombre de parties différentes, on obtiendrait sans difficulté des équations semblables aux précédentes, qui sont communes à tous les corps de forme et de nature quelconques, et dont on fera le même usage dans tous les problèmes.
^w^\.\^^^'vvv^VVVVV^^v^^^^\\^'vvv^^^V\^\\''^^^^\v\\\^,^^^^«vv*^v^^^v«l^^^^^\^\^^^A*'\A'*^^^'^^^\^^'V'*^^^*Al\^v\^
CHAPITRE VIL
Digression sur la manière d'exprimer les fonctions arbitraires par des séries de quantités périodiques.
(92). D'après la forme d'une fonction donnée X, si l'on voit qu'elle peut se développer en une série de sinus des multiples de la variable X, on fera
X = A, sinx+AjSinajc-f-Assia 5x-\- . . . + A„ sin nx-i-etc; (t)
A,, A,, A3, etc., étant des coefficiens indépendans de x. En différentiant cette équation par rapporta x, une ou plusieurs fois, et combinant entre elles les équations qui en résulteront , on parviendra quelquefois à éliminer la fonction X ; on obtiendra de cette manière une équation dont les deux membres seront ordonnés suivant les sinus ou les cosinus des multiples de .r ; et en égalant de part et d'autre les coefficiens des termes semblables, on formera une série d'équations qui serviront à déterminer successivement tous les coefficiens A,, A^, A3, etc., à l'exception de la première ou de plusieurs des premières de ces inconnues qui resteront indéterminées, et dont il faudra trouver les valeurs par le développement direct de X. Mais on pourra aussi exprimer immédiatement le coefficient général A„ en fonction de l'indice n et au moyen d'une intégrale définie. Pour cela, j'observe que l'on a
/ sin nx sin n'x dx = o ,
tant que les nombres entiers n et n' sont inégaux, et
/ sin* nx dx=~7r
dans le cas de 71' = ji. C'est, en effet, ce qu'il est facile de vérifier. Cela étant, je multiplie les deux membres de l'équation ( i ) par sinîixdx, puis je les intégre depuis jc z=o jusqu'à jc = 7r; tous les termes du second membre disparaissent, excepté celui qui répond au coefficient A„; et l'on en conclut
A„ = - / IL s'in nxdx.
De même, si l'on sait, d'après la forme de cette fonction donnée X, qu'elle est développable en une série de cosinus des multiples de x, on fera
X = Ba + B, cos X -\-B^ cos a-x- + . . .+B„ cos iix + etc. ; (2)
B„, B,, Bs, etc., étant des coefficiens indépendans de x, que l'on pourra quelquefois détei'miner par l'élimination de la fonction X, ainsi qu'il a été dit plus haut. Mais 71 et «' étant des nombres entiers différens, on a aussi
/ cos Tix cos 7i'x dx = o ;
dans le cas de n' = /i, on a
/ cos* 7ix dx =■ { TT,
excepté si 71=0, auquel cas la valeur de cette dernière intégrale est double et égale h tt; de là on conclut
B„ = - / X cos Tixdx , Bo = f ^dx.
En employant x' et X' au lieu de jf et X, dans les valeurs de A„, B„, Bo, les séries (r) et (2) pourront s'écrire sous cette forme
X = - 2 ( / X' sin 7ix'dx' jsifi nx > I
H = - I X'dx' ■+- -^( f ^' cos 7ix'dx'\co?, nx; \
les sommes 2, sëteadant à toutes les valeurs du nombre n, depuis n= I jusqu'à «=00.
Ces séries (i) et (2) ont l'avantage d'être toujours convergentes. En effet, en intégrant deux fois de suite par partie, on a
J A. sin nxdx = X cos nx -\ 3— sm nx r / -r— sin nxdx ;
■' n n dx n^ J dx" '
/ Xcos nxdx = - X sm nx A — --r- cos nx / -;— r cos nxdx.
■' n * re dx n' J dx"
Or, l'équation (i) suppose que X est zéro aux deux limites a: = o et x = 7r; en différentiant l'équation (2), on voit qu'elle suppose que
— s'évanouit pour ces mêmes valeurs de O"; à ces deux limites les
termes compris hors du signe / seront donc nuls , et l'on aura simplement
/ \s'\nnxdx= — \ f " -r^ sm Tixdx
J o n J o dx"
I Xcos nxdx =■ — \ I -J— cos nxdx.
J o « J o dx"
Mais si l'on appelle H la plus grande valeur de -7-7 depuis ar=o jusqu'à x = 7r, y compris ces limites, on aura évidemment
-j-^ sin nxdx •< ttH,
o dx-' ^
/ -j—^ cos nxdx •< ttH ,
abstraction faite du signe. D'après les expressions de A, et B,, on aura donc aussi, en grandeur absolue,
en sorte que les coefficiens des termes successifs des séries (i)et(2) décroîtront plus rapidement que — ; ce qui suffit pour que ces séries soient convergentes; car on sait que la série
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converge contiauellemeut vers une valeur finie et égale a ^ tt^ ; donc
toute se'rie dont les termes décroissent plus rapidement que suivant Xsl raj^pn inverse dej carrés des nombres naturels, converge aussi, à plus forte raison, vers une valeur finie. Par le procédé de l'intégration par partie, on peut aussi montrer que la première équation (5) résulte de la seconde; en différentiant celle-ci par rapport à X, on a d'abord
dx
— — 2 ( j \' cos nx'dx'j sin nx; en intégrant par partie, on a aussi
n f" X' cos nx'dx' = — f 'd^' siQ«=5j'flfj?';
au moyen de quoi, fit en mettant X et X' au lieu de -;^ et -^,, l'équation précédente se change dans la première équation (5).
Maintenant, si fx est une fonction arbitraire, elle pourra encore être exprimée, comme ou le verra tou,t à l'heure, par les formules (3) dans lesquelles on mettra /r' au lieu deX', et par beaucoup d'autres formules de la même nature, mais seulement dans une étendue limitée des valeurs de x; tandis que les équations (5) ont lieu pour toutes les valeurs de x , relativement à certaines fonctions X. De plus, il est important d'observer que ces divei-ses expressions de Jx dépendent d'une analyse différente de celle qui nous a conduits aux équations (3); car la détermination des coefficiens des séries (i) et (2) indépendamment les uns des autres, suppose essentiellement que l'on sache, d'après la forr\ie de§ fonctions X, qu'elles sont développables suivant les sinus ou les cosinus des multiples de x; en sorte que le procédé de l'intégration ne soit plus qu'un moyen abrégé pour trouver directement un coefficient quelconque. D'Alembert a employé le premier ce procédé pour déterminer les coefTiciens du développement d'une fonction dopnée ; et c'est Lagraiige qui a donné le
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premier une formule propre à exprimer, dans une étendue limitée, une fonction arbitraire par une série de quantités périodiques; deux choses distinctes l'une de l'autre, comme nous venons de le dire, et dont la seconde va nous occuper exclusivement.
(g5). En désignant par e la base des logarithmes népériens, par a, et p un angle et une quantité quelconques , on a
I I 2(1 — p cos a)
I — ■pe'^^ ' I — />e "^ ' I — zjïcosa -f'/''
comme on le voit en réduisant au même dénominateur, et ayant égard à l'expression de cos a en exponentielles imaginaires. Si p est moindre que l'unité, abstraction faite du signe, ou a aussi, en série convergente,
— 1- = I + ^ + /,• + ^3 _|_ etc.
En mettant successivement pe ~' et pe~'' à la place de p, et
faisant la somme des résultats, on aura donc, d'après l'équation précédente,
— — j — - = i -4- p cos a + p* cos 2a H- p' cos 3a + etc.,
I 2.p cos ti + p ' ' '
et, par conséquent.
1 — np cos «-)-/>
= I -{- ap cos a + 2/>* cos 2a + 2/)' cos 3a -f- etc.
L'angle a étant réel, il sera nécessaire et il suflira pour que cette série soit convergente, et que l'on puisse en faire usage, que l'on ait p <^ 1 , abstraction faite du signe, ainsi qu'on l'a supposé.
Cela posé, soit yir la fonction arbitraire que l'on veut exprimer par une série de quantités périodiques, dans l'étendue des valeurs de JC, comprises depuis x = — / jusqu'à o" = /, en désignant par l
une quantité positive et donnée. Je mets '^ — j à la place de a
dans l'équation précédente; je multiplie ses deux membres par
—j-fx', et j'intègre depuis x' = — / jusqu'à x' = Z; il en résulte
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2/ I 2/» COS -. ^ p'
ti étant un nombre entier et positif, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de 7i, depuis n = i jusqu'à n=^co . Or, si l'on désigne par g une quantité positive et infiniment petite, on pourra prendre p= I — g; et alorsyic sera la valeur de l'intégrale indiquée dans le premier membre, comme on va le prouver tout à l'heure. De plus, pour toutes les valeurs finies de n, on aura
pour des valeurs infinies de l'exposant n, la quantité/?" pourra différer de l'unité; mais en intégrant par partie, comme dans le n° précédent, on verra que l'intégrale qui multiplie p" sous le signe 2, s'évanouit quand « = oo j en sorte que Ion pourra remplacer p" par l'unité, dans tous les termes de cette somme 2. Par conséquent, nous aurons
A = ,-/ fl,f^'^^' + 7 2 Ul, cos"-^^^V^'^^'], (5)
pour l'expression demandée de Jhc.
Pour faire voir que dans le cas de/? = i — g, l'intégrale qui forme le premier membre de l'équation (4) est égale a Jhc , tant que la quantité X est comprise entre — / et +/, j'observe que le coefficient àe doc' sous le signe / deviendra infiniment petit en même temps que g, excepté pour les valeurs de x' qui rendent son dénominateur infiniment petit, c'est-à-dire pour: les valeurs de x' qui rendent cos '^ ■ infiniment peu différent de l'unité; mais la variable
x' étant comprise aussi bien que :r entre — l et -f-Z, ces valeurs de or' se réduisent à celles qui difi'èrent infinimentpeudex, en plus ou en moins; si donc on fait x'=x-\-z, il faudra considérer cette nouvelle variable z comme infiniment petite, ainsi que la constante g; ce qui réduira le dé-
nomioateur du coefficient de dx' à g°+-Tr ; et l'intégrale en ques-
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Or, cette intégrale relative à z efaut infiniment petite à cause de g, pour toute valeur de z qui ne l'est pas, il s'ensuit qu'on peut, sans crainte d'erreur, l'ëlendre maintenant depuis z ^ — co jusqu'à r= oo • ce qui donnera l'unité pour sa valeur, et fjc pour la valeur qu'il s'agissait d'obtenir.
(94). D'après cette démonstration de l'équation (5), elle subsistera pour toutes les valeurs de j: > — / et «</; mais elle n'aura lieu pour les valeurs extrêmes jc=dzl, que quand on aui'ay( — l)=Jl-
et, en général , son second membre sera égal à - \_fl-\~f{ — 0] quand
on y fera x = z^l.
En effet, si nous faisons x = l dans le premier membre de l'é-
quatiou (4), la quantité cos sera infiniment peu différente
de l'unité, pour x'=l — z et pour x' z=. — Z + z; la variable z étant infiniment petite et positive, afin que x' ne sorte pas des limites ri= Z de l'intégration j d'où l'on conclut que dans le cas de p = i — g^j ce premier membre se composera de deux parties qui répondront à ces valeurs de x', et dont la somme sera
On pourra étendre cette intégrale depuis z = o jusqu'à s = 00 ; elle
sera alors égale à - ; et comme on serait pai-venu au même résultat,
si l'on eût fait x = — l, au lieu de x= l, il s'ensuit qu'à la limite p= i, et pour les valeurs particulières x^zizl, l'équation (4) deviendra
en observant qu'ona cos 7i7r = ( — i)" et sin zztT :=: o. Donc, en comparant l'équation (5) à cette dernière, on voit que l'équation (5)
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n'aura pas lieu pour ces valeurs extrêmes de x , à moins que l'on
n'ait // = /(-/). ;
On reconnaîtra imme'diatement la nécessité de cette restriction que l'on doit apporter à l'équation (5), en prenant pour exemple fx-=x"^^, et supposant que i soit un nombre entier et positif : tous les termes du second membre de l'équation (5) seront nuls pour x = ri:/, tandis que son premier membre sera égal à (rt: Z)'*"*"' , ce qui mettra cette équation en défaut; mais au contraire, l'équation (6) se vérifiera d'elle-même, puisque son premier membre /•'-+■' -j-( — Z)"'^' sera zéro comme le second.
Si l'on donnait à Jc, dans l'équation (4), une valeur qui tombât en dehors des limites zfc /, son premier membre serait zéro dans le cas de p = I — g ; d'où il résulterait , à la limite p== ï , une formule distincte des équations (5) et (6) , et qui sera comprise parmi celles que nous allons écrire. Obsei'vons aussi que l'angle a devant être réel pour que la série dont nous sommes partis soit convergente et qu'on
en puisse faire usage, et cet angle ayant été remplacé par - " ^ ,
on ne devra donner que des valeurs réelles à x, dans l'équation (5) et dans celles que nous allons en déduire.
ig5). La fonction Jx est entièrement ai'bitraire; elle n'est point assujettie a la loi de continuité, et l'on pourra toujours calculer par les quadratures les intégrales indiquées dans les termes successifs des séries (5) et (6); ces séries seront toujours convergentes, comme on l'a vu plus haut, et comme on peut aussi s'en assurer en considérant les aires des courbes dont le^ ordonnées correspondantes à une abscisse quelconque x' , sont sin nx^jc' ou cos nx'fx'.
On pourra, par exemple, supposer que fx ait des valeurs quelconques dans une portion de l'étendue comprise depuis x = — l jusqu'à x=l, et que cette fonction soit nulle dans le reste de cet intervalle. Ainsi A' étant > A, et ces deux quantités étant << /, abstraction faite du signe, cette fonction aura, si l'on veut, des valeurs données arbitrairement depuis a:=:X jusqu'à j:= A', et sera nulle, soit depuis x = — /jusqu'à j? = A , soit depuis x = A' jusqu'à x=L Alors, il suffira de prendre les intégrales relatives à x' , depuis x'=A jusqu'à x'=à'; la formule (5) reproduira, dans cet inter-
valle, les vaIeursquelconquc'.sdey2r; et on la trouvera égale à zéro pour les valeurs de r comprises, soit entre A' et /, soit entre — /et A. Mais il est important d'observer que pour les valeurs mêmes a: = À et j:' = A', cette formule ne donnera que la moitié des valeurs correspondantes de fx.
En eflet, lorsque dans la démonstration du n" ç)5, on {&\\x'=:x-\-z, et que l'on considère :; comme une variable infiniment petite, positive ou négative, si l'on donne à j: la valeur particulière x-=.X, la fonction yx' sera nulle pour les valeurs négatives de z, et de même si l'on fait x = A', cette fonction sera égale à zéro pour les valeurs positives de z; dans l'un et l'autre cas, la valeur de l'intégrale relative à z sera donc réduite à moitié; par conséquent, le second membre de
l'équation (5) sera égal à - f?^ pour jr = A , et à - fX pour x=?\' ■
ce qu'il s'agissait de prouver.
En partant de ce principe, la formule (5) va nous en fournir plusieurs autres de la même nature, et qu'on pourrait aussi obtenir directement par l'analyse qui nous a conduits à cette équation (5).
(96). Supposons que la ioncûonfx soit nulle pour les valeurs négatives de X, y compris x = — l; et réduisons, en conséquence, à zéro et -f- Z les limites des intégrales relatives k x' ; l'équation (5) deviendra
De plus, si nous mettons dans cette équation {'j), — x à la place de X, et que nous regardions ensuite x comme une quantité positive, son second membre aura zéro pour valeur; en sorte que l'on aura aussi
o = à/.'/^W + 1 2 [//ces 'ilifjt'J A«x']. (8)
Ces deux équations auront lieu seulement pour les valeurs de x positives et moindres que /; pour x=:.o, leurs seconds membres seront égaux, l'un et l'autre, à la moitié de la valeur correspondante de/r; pour x = l, ils coïncideront également, et leur valeur corn-
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mune sera ~ fl; car pour j: = ± Z, le second membre de l'équa-
lioa (5) était égal à - [y/ + f ( — /)]; quantité qui se réduit à
- //, puisqu'on a f ( — Z) = o par hypothèse. L'inspection seule
des formules (7) et (8) suffît pour montrer qu'elles doivent coïncider, soit quand x = o, soit quand a: = l; mais leurs valeurs communes et relatives à ces deux limites ne peuvent se déduire que des considérations qui précèdent.
Si l'on ajoute ces deux équations (-7) et (8), on aura
fx = Y I fx'dx' -H 7 2 f / cos '^^ fx'dx' cos —^ ; (9)
et cette nouvelle équation subsistera depuis x=o jusqu'à x = l, y compris les valeurs extrêmes zéro et l, puisque pour chacune de ces valeurs les deux formules que l'on a ajoutées étaient, l'une et l'autre, égales à la moitié de la valeur correspondante de Jx. Par la même raison , si l'on retranche l'équation (8) de l'équation (7) , on aui'a une équation qui subsistera depuis j:'=o jusqu'à x=l,ïnais dont le second membre sera nul à ces deux limites; cette équation sera
yx = y 2 / sin —j— fx'dx' sin -^. (10)
En prenant l=7r, ces deux dernières formules coïncident, comme on voit, avec les équations (3); et elles auront lieu, comme ces équations, pour toutes les valeurs de x, lorsque la fonction yic sera périodique, c'est-à-dire, lorsqu'elle reprendra la même valeur toutes les fois que la variable augmentera ou diminuera d'une quantité égale à 27r.
On peut encore varier ces formules de beaucoup d'autres manières. Par exemple, dans celles qui n'ont lieu que pour des valeurs positives de X , on peut transporter l'origine des x au milieu de l'intervalle pour lequel ces équations subsistent, et il en naîtra d'autres qui s'étendront également dans les deux sens des x positifs ou négatifs. Ainsi, mettons dans l'équation (7), 2/, x-^-l, x' -\-l, à la place de
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/, X, x' , et conservons jx Qtjx' au lieu def{x +^) ei f(x' + /); nous aurons
formule qui subsistera, comme l'équation (5), depuis x = — / jusqu'à x=-{- l, mais qui en différera en ce qu'elle aura pour valeur
■^f{ =fc: /) pour x = ±l, taudis que pour ces valeurs extrêmes de x
la formule (5) est égale à ^ [// + /(— /)].
Si l'on divise la somme 2 contenue dans cette formule (n), en deux parties, l'une relative aux nombres n pairs, et l'autre relative aux nombres n impairs, cette équation prendra la forme
fie = f,/^/xWx'+ i 2 [/^^co."-l<ip^AWx']
les sommes 2 s'étendant toujours à toutes les valeurs paires ou impaires de II, depuis ?i= i jusqu'à n = x . Je multiplie cette dernière équation par 2, puis j'en retranche l'équation (5); il vient
/x = 1 2 [/;^ cos ^^J^^ZJl^^l^^Jx'dx'-] ; (, .)
équation qui subsistera toujours depuis x= — l jusqu'à x=-{-l, mais dont le second membre sera égal, d'après les formules dont il résulte,
à llf^—A—O] pour ^ = i> et à ^ [/(—/)—//] pour x= — /; en sorte que cette équation (i 2) n'aura lieu pour ces valeurs extrêmes de X , que quand on aura f{ — 1) = — fl-
Nous n'indiquerons pas ici d'autres combinaisons des formules précédentes, dont chacune, comme on l'a déjà dit, pourrait être démontrée directement par un moyen semblable à celui du n° g3.
(97). Quoique ces diverses équations ne soient pas identiques relativement à X , on pourra néanmoins les différentier par rapport à cette variable. Si X = o est une de ces équations, il est évident que l'équa-
tion -^ = o devra subsister dans toute l'étendue des valeurs de x
ax pour lesquelles X = o avait lieu. Mais lors même que cette équation
X = o avait lieu aux limites de cet intervalle, l'équation -3- :^ o
n'aura aussi lieu à ces mêmes limites, qu'autant que de nouvelles conditions sei'ont remplies; et dans le cas où X = o ne s'appliquera
pas aux valeurs extrêmes de x, la valeur de -^ que l'on déduira
de T— ^= o sera toujours infinie pour ces valeurs particulières de la variable. C'est ce que l'on vérifiera de la manière suivante. En différentiant l'équation (5) et faisant -^ ^=.f'x , on a
/'x = - i 2 [/_;^ ^ sin^-^l^-H^V^'^--']' et si l'on intègre par partie sous le signe 2, cette formule devient
/'x= - \ [fl -fi- l)-\ 2 (- 0" cos ^
-f- \ 2 [/_^^ cos '^^fœ'doc'~].
Pour toutes les valeurs de x > — Z et •< /, on a, comme on sait^
2(— i)"cos-^ = — -;
pour ces mêmes valeurs, on aura donc
fa: = 1 [// -/(- /)] + } 2 [ f'_^ cos 11^'lf:,'da:''] ;
ce qui est effectivement vrai, puisque celte formule coïncide avec l'équation (5) quand on met dans celle-ci f'x au lieu àefx. Pour que l'équation (5) ait lieu aux limites x = zk:l, il est nécessaire que l'on ait/'( — /) =fl; mais en supposant cette condition remplie, et comparant toujours cette dernière formule à l'équation (5) , on voit qu'il faudra qu'on ait, en outre, /' ( — /) =-f'l pour que cette formule convienne aux valeurs extrêmes x=±/. De plus, si la condi-
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tion y( — l)=fl n'est pas satisfaite, 1 équation (5) n'aura pas lieu pour jc=zhl; et comme pour ces valeurs particulières de x , ou a évidemment
n^rx
2 ( — i)" cos -j- = 00 ,
il s'ensuit que les valeurs correspondantes de fx, c'est-à-dire les valeurs de y (d= /)', de'duites de la formule (5) par la différentiation , seront infinies, ainsi qu'on l'a dit plus haut.
Si l'on différentie de même l'équation (g), qui subsiste sans condition, depuis x=o jusqu'à x=l inclusivement, on aura
,,, Q. ^ r ri riTT tlirx' /• 1 , ,n • nirx
j'x ■=■ — ^2 / —r COS —j-- jx dx sm —r- ,
quelles que soient les valeurs extrêmes fl ci f{ — • /); on a aussi, en intégrant par partie,
-j cos —j- Jx dx = — / sin —J- f xdx ;
nous aurons donc
f'x ^ J 2, \ I sin —j-J'xdx sm -j- ;
résultat exact en vertu de l'équation (lo), dont il se déduit par la substitution de fx à la place dejx, mais qui n'aura lieu pour x = o et x = l, qu'autant que^^'x s'évanouit à ces limites.
Toutes les autres formules du numéro précédent donneraient lieu à de semblables observations, que je crois superflu de développer davantage.
(g8). On peutaussi intégrer par rapport à x ces différentes formules, et repiésenter, de cette manière, les valeurs deffxdx, dans l'étendue des valeurs de x pour lesquelles chacune de ces équations subsiste. En général , si la formule d'où l'on part a lieu seulement depuis x=.X jusqu'à x = A', mais qu'elle ne subsiste pas pour les limites même A et a', on pourra néanmoins comprendre ces valeurs extrêmes de X dans l'intégrale /y x^, pourvu seulement que les vraies valeurs de /A et fX' , non plus que les valeurs fautives qui résulteraient de
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la formule donuëe. ne soient point infinies; car alors on peut, sans aucune erreur, faire abstraction ou tenir compte, à volonté, desélémens de cette intégrale qui répondent à cT = A et a: = A'. C'est aussi pour cette raison que les valeurs àej'x, relatives à ces limites, deviennent toujours infinies, quand elles sont déduites d'une formule qui n'a pas lieu pour x==\ et x = X'; car si les valeurs de f'X et J'A' que l'on en déduit par la différentiation étaient des quantités finies, les valeurs de /A et fX' seraient comprises dans la formule, contre la supposition.
Vérifions, sur des exemples, ce qui est relatif à l'intégration des formules précédentes, et dans ce qui va suivre, désignons par y^O' Vintégraïe Jfxdjc prise de manière qu'elle s'évanouisse quand a'=o.
D'après l'équation (lo), nous aurons
/^ = - f 2 [/j 1 sin ^/xWx'] ( cos '^ - i); et comme on a, en intégrant par partie,
il en résultera ,
f^x = p 2 1 y /cos ^^/xWx' j cos ^ — T ^ f ^^^ ~T" fi^'^'' Or, en mettant y^ar à la place de fx dans l'équation (g), on a J,x = jf„ /^'^^' + J^[/l cos^/xWj:Qcos ^,
depuis j: = o jusqu'à x = l inclusivement; en faisant .r::=o et observant qu'on a alors f^x = o , on aura donc
et si l'on retranche cette équation de la précédente, on obtiendra l'expression de f^x qu'il s'agissait de vérifier. Cette expression devra convenir, comme l'équation (9), aux limites même x=o etx=l.
quoique l'ëquation (ro) d'où l'on est parti, n'y soit pas toujours applicable. Pour ar=o, cela est évident. Pour x=Z, il en résultera, comme il est aisé de le voir,
// = _ f 2 [/; COS (£2^1^ /X'^.'] ;
la somme S s'étendant toujours à tous les nombres n depuis «= i jusqu'à n= <x> . Si donc on fait
/ = 2I, x' = x^ -\- l^, f,{x, + Z) = Fx,, et que l'on mette, en conséquence, F/^ au lieu àefi(^2l) ou f^l, on
aura
F/, = l 2 [/;; cos ^-"-^j/^---VxA.],-
mais on a aussi F ( — /J =0, en observant que F ( — /J est la valeur àe fiX qui répond à :r = o, et qui est nulle par hypothèse; on aura donc enfin
im - F (- i,)l= 1 2 [£; cos (^n^uMLzi^ FxAj .
comme il résulle, en effet, de l'équation (12), en y mettant x^,l^, F, au lieu de x' , l,J, et y faisant xz=l^.
L'équation (9) donne, par l'intégration,
f.^ = V^ + f 2 [ y^' L cos '^foc'dx'~\ sin '-^^ ; en intégrant par partie, on a
— cos —Y-fxdx = J/-r / sm —y-/x'dx:
à cause de cos rm = ( — i )° , on aura donc
f,x =:|_-^ + -2-^sm— J//
+ j 2 r / sin ^^ J]x'dx'j sin ^.
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Cette e'quation est identique, soit pour jc = o, soit pour œ = l. Elle est e'galement vraie quand on suppose jc- >• o et ■< Z; car, d'après une formule connue, on a alors
j -h - X — -— sm -y- = o;
ce qui fait coïncider celte équation avec la formule (lo), dans laquelle on mettra y^a? au lieu ilefx.
(99). Nous ne pousserons pas plus loin ces vérifications j mais nous ferons remarquer comment, dans ce dernier cas, la valeur extrême et tout-à-fait arbiti'aire J]l, s'est trouvée comprise dans l'expression générale àe j^x à l'aide d'un terme complémentaire, égal à cette valeur fj pour x^=.l, et nul pour toutes les valeurs de x comprises entre zéro et l. Il en sera de même dans tous les cas; et généralement , si l'on veut représenter une fonction quelconque fx depuis x = Â jusqu'à x = X' , y compris les limites A et à', par une formule qui ne convienne pas d'abord à ces valeurs extrêmes, on y parviendra toujours en ajoutant à celte formule certains termes qui ont des valeurs convenables pour x=K et pour x = A' , et qui sont nuls pour toutes les valeurs intermédiaires de la variable. Il est important, dans les usages qu'on fait des séries de cette nature, d'avoir égard à ces termes complémentaires, auxquels on peut d'ailleurs donner une infinité de formes différentes.
Relativement à la formule (5), par exemple, on pourra prendre
pour cette partie complémentaire; et en l'ajoutant au second membre de l'équation (5), qui se réduit à f [fl + /( — l)] pour .r =: ± Z, cette équation ainsi modifiée conviendra à ces valeurs extrêmes de o?, aussi bien qu'aux valeui's intermédiaires.
Quelles que soient les valeurs de Jx qui répondent à x = 0 et x = l, l'équation (10) conviendra pareillement à ces valeurs extrêmes de X et aux valeurs intermédiaires, en ajoutant à son second membre la quantité
El — X 2^1. n7rX—\ ,■ rx 1 { — l)' . ,,_j-~l ri
2 _, I . mix~~\ ,■ , r"r , 2 _. ( — i)"
dont les deux parties sont nulles poui' >r > o et <1 /, mais dont la première s'évanouit seulement à la limite x-=l, et est égale à Jo pour xz=o, tandis que la seconde s'évanouit quand ar = o , et est égale à y/ lorsque xz=zl.
(loo). Si la fonctionner est telle, que les intégrales contenues sous les signes 2 dans les formules précédentes puissent s'obtenir sous forme finie, il en résultera des séries dont la valeur exacte sera exprimée, dans chaque cas, par cette fonction. Cela aura lieu toutes les fois que l'on prendra pour^jr une exponentielle, un sinus, un cosinus, une puissance entière et positive; mais quoique ce moyen paraisse devoir être très fécond, il ne fait connaître cependant que des sommes de séries déjà déterminées, soit par Euler, soit par D. Bernouilli, en suivant d'autres méthodes, et que j'ai réunies et considérées sous différens points de vue dans mes mémoires sur le calcul intégral (*). Ces mêmes formules peuvent aussi servir à la transformation des séries, ainsi qu'on peut le voir dans ces mémoires.
Quant à la série 2 ( — i)° cos -y- que nous avonssupposéeplushaut
égale à • , elle est de l'espèce des séries périodiques qui ne sont ni
convergentes ni divergentes, mais qu'on peut néanmoins employer en les considérant comme les limites de séries convergentes , c'est-àdire en multipliant leurs ternies par les puissances ascendantes d'une quantité infiniment peu différente de l'unité. Cette supposition revient donc à dire qu'à la limite où q dift'èi-e infiniment peu de l'unité, on a
2 (— i)-5»cos — =— -,
tant que x diffère de±Z. Cela résulte, en efl'et, de l'équation dont nous sommes partis, dans le n°g5, en y faisant p = — ^etc<,=:-T- ;
(*) Journal dt l'École Polytechnique , 1 8' et 19' cahiers.
ce qui donne
I — q cos Y + î cos —, q^ cos —j- -j- etc. =
- 1 + y cos -y
I + 2^ COS — 7- + Ç
équation qui coïncide avec la pre'cédente, quand q diffère infiniment peu de l'unité, et que l'on n'a pas j: = ±Z, puisque alors on peut regarder son second membre comme égal à j. Si l'on a .r = d= /,
ce second membre devient , quelle que soit la quantité q , et ,
conséquemment, infini lorsque q = j , Pour ces valeurs extrêmes de jc et à cette limite, la somme 2 est donc aussi infinie; ce qui est évident.
En multipliant cette somme par dx, puis intégrant, et prenant l'intégrale de manière qu'elle soit zéro quand x = o, il vient
— 2 ^- — ^-^~ sin — J- = X,
à la limite où q diffère infiniment peu de l'unité et quand la variable x est comprise entre d= /. Mais à cette limite et pour les valeurs extrêmes de x, la différentielle que Ton a intégrée n'étant point égale à — k^x, et le coefficient de dx étant au contraire égal à l'infini, on ne peut pas comprendre dans l'intégrale les élémens qui répondent à jc = ± /; et c'est pour cela que cette dernière équation n'a pas lieu pour ces valeurs particulières de la variable. En remplaçant q par Tunité, on aura ces deux équations
r H 2 sm -y- = o,
l — .r 2 _, I . mrx
— ; 2 - sm —f- = O ,
dont la seconde se déduit de la première par le changement de x en l — X, et qui sont celles que nous venons de supposer dans le numéro précédent.
(loi). La formule (lo) est celle que l'on doit à Lagrange, et de laquelle on peut facilement déduire toutes les autres, de même que nous les avons toutes déduites de la formule (5). On pourrait aussi
appliquer directement la démonstration de Lagrange à toutes les formules précédentes. Voici cette démonstration, à peu près telle que l'auteur l'a donnée (*).
Soit m un nombre entier et positif, et désignons par / cette fonction périodique
j = Y. sin ttj: + Y, sin 27Tx + Y3 sin S'^tjc + . . . + Y, sin vriTrx , ( 1 5)
dans laquelle Y,, Y,, Y3,... Y„, sont des coefficiens indépendans de la variable ce. Soit Jx une autre fonction donnée arbitrairement, continue ou discontinue, assujettie à la seule condition de devenir nulle, comme la précédente, pour jc = o et pour x=i. On propose d'abord de déterminer les m coelliciens Y,, Y,, Y3, . . . Y_, de telle sorte que l'on a.i[.jz=:fx pour ces m valeurs particulières de la variable
outre les valeurs extrêmes x = o e\. x = i.
Pour cela, représentons par j^, J\, J3,. • ■ Ja> 'es m valeurs correspondantes dejx; nous aurons, pour déterminer les coefficiens inconnus, ces m équations :
, sm — ; \- Y, sm — ; \- I3 sm — ;— + Y, sm — -r— ,
, sm \- I, sin —i \- I3 sin 4- i„ sin — |— ,
■yj . 3x yj . Q^ , \T ■ <*»■ IV- 3m7r
r3=i,sin — ; hijSm --l-ijsin— 2 — -^i„sin — --,
iSin — ; \- Y, Sin — ; ^ Y3 sin — — + X„sm — — -.
Or , si l'on ea veut déduire l'expression d'un coefficient quelconque Y„, il faudra en prendre la somme, après les avoir multipliées respec-
(*) Tome III des anciens Mémoires de Turin, page 261.
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tiyement par
WîT
•xnTr . ZriTT . miiTT
2 sm — : — . 2 sin — : — , 2 sin — ; — , 2 sin
I' OT + i m-f-1 m+1
il arrivera que tous les autres coefficiens disparaîtront de cette somme, qui ne contiendra que le coefficient Y„ qu'on se propose de déterminer. En effet, «' étant un. indice différent de 72, -le coefficient Y„, se trouvera multiplié par la somme
2 sin — -- sm h 2 sin sin — ; \- 2 sin — — - sin
ni-\-\ m-f-i m -\-\ Tn-\-\ m-\-\ m-)-i
+ mn7i . mnw
2 sm — ;— sin — — ; m-\-i m-\-i
laquelle est l'a différence de ces deux autres sommes:
+ (n' — n)n , lin' — wV , 3(«' — n)ir , m (n — n)7r COS ^^ —^ \- COS -^^ 7-^- + COS -^^ r—^ . . . + COS — ^^- , m + A ' m-f- 1 m-\- 1 m-{-i
(n'4-n)7F , 2(«'4-'0'!' ■ 3(n'+n)?r , m(n' + n)Ti- I + COS --^ \- COS -^^ — - + COS -!^ ~- . . . + COS — '^ ; — , ■
dont les valeurs sont faciles à déterminer, comme on le verra tout-àl'heure. Tant qu'on n'a pas nz=n, la valeur de la première somme est •j — ^cos(?2' — ii)'7r; celle de la seconde est toujours \ — \ cos(7i'+^/)7r ; en l'etranchant l'une de l'autre, et obsei'vant que n et «' sont des nombres entiers, on a zéro pour la différence; par conséquent, le coefficient quelconque Y„„ différent de Y^, n'entrera pas dans la somme des équations qu'on aura faite. Mais si l'on a n'=zn, la première des deux sommes précédentes sei-a évidemment égale ain-^\; la seconde aura pour valeur \ — ^- cos 2/i:T ou zéro ; le coefficient Y„ aura donc m + i pour facteur dans cette somme d'équations; et en la divisant par m-\-\ , il en résultera
riTT , . iutc , . ZnTt
Y; = —7— ( r, sm -^— \- r^ sm — ■ \- y^ sin ; \-.
• -{-J.m Sin — — ).
r.)iii30.> . q/.^
Les coefficiens Y, , Yj, , Y,,,.. Y„, étant ainsi déterminés, la formule (i3) coïncider?, avec la fonction foc, pour toutes les valeurs
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de jc contenues depuis x = o jusqu'à a:= i , et qui sont des multiples exacts de la fraction -\- ; et pour les autres valeurs de x
comprises dans le même intervalle, on devra la regarder comme une formule d'interpolation d'une espèce particulière, qui pourra servir à calculer les valeurs approchées dejx, quand la forme de celte fonction ne sera pas donnée. Si l'on construit deux courbes qui aient x et j pour leurs coordonnées courantes, dont l'une ait y=fx pour équation, et l'autre l'équation (i3), ces deux courbes couperont l'axe des abscisses x aux points correspondans a x=o et x= I , et dans l'intervalle compris entre ces deux points, elles auront un nombre m de points communs, dont les projections sur l'axe des x seront équidistantes. Ce résultat subsistera , quelque grand qu'on suppose le nombre m; à mesure que ce nombre augmentera, les points communs aux deux courbes se rapprocheront; et à la limite //i = oo , ces deux courbes coïncideront parfaitement dans toute la portion comprise depuis x=o jusqu'à x:^i. Or, à cette limite , la somme qui exprime la valeur de Y„ se changera en une intégrale définie ; et n étant un nombre entier et positif quelconque, si l'on fait
: dx' ,
il en résultera
j„, = fx' , Y, = 2 / sin JiTTx' .jx'dx ;
en même temps la série (i3) se prolongei'a depuis n=i jusqu'à rt = 00 ; et en remettant ^i" à la place de j", on aura
fx = 2^( j sin nTTx .fx'dx'\ sin rvnx ;
résultat qui coïncide avec la formule (lo), en prenant, dans celle-ci, / pour unité.
Les valeurs des deux sommes que nous avons supposées connues s'obtiennent, en effet, sans difficulté. Je désigne par / un nombre entier moindre que 2 (to -|- i) , pour lequel on pourra prendre succes-
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sivement «' — n et n' -{-n, et qui ne sera pas zéro. Soit alors
ces h ces — — + cos — ; h • • • + cos = s.
En multipliant par 2 cos — ^jr" > ^^ aura
2J COS r- =2(1+ COS ; f- COS ; 1- COS — + COS — 1
, /sr miTT I + COS 1^ COS ; h COS ITT ;
et, à cause de
COS — ;— = COS m cos — 7— , on en conclut
2(1 — cos — ^T—)s = ( I — cos — r-~ ) ( I — cos /':t).
Donc, en supprimant le facteur commun 1 — cos — ^ , qui n'est pas nul, par hypothèse, on aura
s ■=. \ — \ cos vrr ;
ce qu'il s'agissait de trouver.
Au reste, la formule précédente et toutes celles que nous avons trouvées dans ce chapitre, sont comprises dans l'équation (22) du n° 86 ; mais cette équation comprend un grand nombre d'autres foritnules de la même nature, que l'on doit admettre comme la conséquence certaine de la solution générale de chaque problème, et qu'il serait à désirer que l'on parvînt à démontre)" d'une manière plus directe. Malheureusement le mode de démonstration de Lagrange et celui du n° g5 ne paraissent pas pouvoir s'appliquer à ces autres formules , dans lesquelles la fonction arbitraire n'es! point exprimée en série de sinus ou de cosinus des multiples I, 2, 3, 4> etc., ou I, 5, 5, 7, etc., de la variable, comme dans toutes les formules précédentes.
(102). Dans ces différentes formules, on peut supposer la quan-
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tité l aussi grande que l'oQ veut, et même infinie. Dans le cas de / = oo , la formule (5) représentera la fonction J'x pour toutes les valeurs réelles de x, depuis a: = — «o jusqu'à x=co; son premier terme s'évanouira ; el si l'on fait
nx
la somme 2 qu'elle i-enferme se changera en une intégrale relative a. Il en résultera cette autre formule
jx = - / / cosa(x — x')Jx'da.dx', (\A)
dont Fourier a enrichi l'Analyse, ou, du moins, qu'il a donnée le premier pour les cas où l'on a Jx =J( — x) ou Jx = — JÇ — x) , et dont il était aisé de déduire la formule générale.
Tout ce que l'on a dit relativement à la formule (5) convieudr^a également à celle-ci. Ainsi, on pourra la différentier par rapport à x, ou l'intégrer après Tavoir multipliée par dx : on y pourra prendre pouryj: une fonction discontinue, qui ait des valeurs quelconques depuis x=K jusqu'à x = A', et qui soit nulle pour toutes les valeurs de X non comprises entre ces limites. Dans ce cas , il suffira d'intégrer par rapport à x' , depuis o"' = A jusqu'à jr'r=:A'; mais il ne faudra pas oublier que cette formule ( i ( ) ne donnera que la moitié des valeurs de Jx , correspondantes à x= X et a; = A', et que sa diflérentielle relative à a: et divisée par dx , deviendra infinie pour ces mêmes valeurs de la variable , à moins que l'on n'ait /A = o et /a' = o.
Pour appliquer cette formule à une fonction donnée Jx qui croît indéfiniment avec la variable, on changera Jx en une fonction discontinue qui soit nulle en-deçà et au-delà de limites arbitraires , pourvu qu'elles comprennent les valeurs de x pour lesquelles on voudra représenter celles de Jx. Si l'on a, par exemple, Jx=.x, on ne pourra pas intégrer depuis x' =^ — co jusqu'à .r' = ce , puisque ces limites rendraient l'intégrale indéterminée. On supposera donc que la fonction Jx' soit nulle pour x' <^ h. et pour o" >• A'; et Ion aura d'abord
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Y ^'cos a,{x — x') dx' = — - sinct (x — A') -]- - sia a,{x — A)
H- -. [cos a (^ _ X') — i] — - [cos a(a: — A) — i]. Or, d'après une formule coanue , on a
selon que la constante h est positive, négative ou zéro; en multipliant par dh, intégrant ensuite et prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse avec h, on en conclut
fcosha. — i) — = — ^Tth, =-{-^h, =o.
Si donc on prend successivement x — A' et x — A pour la constante h, et que i'pn suppose ;ç > A et < A', il en résultera
l rV^r' x'coscL{x — x')dx''^da = \x' + \K -\- i{x — X')
+ {{cc-~X) = x;
ce qui vérifie la formule ( i4)> appliquée , de la manière que l'on a dite, à l'exemple donné. Dans le cas de j: < A et ■< A', on aura de même
irVr^x'cosa.{x — x')dx'~\dcL^ lA' — |A + i(a:— A')
— |-(a: — X) = o; et dans le cas de a? = X et < A', on aura aussi
On trouvera pareillement que la formule (i4) se réduit à zéi'o dans le cas de ^ > A et > A', et à ^ A' dans le cas de j: > A et = A'. On sera de même obligé de changer les limites rt oo en d'autres limites A et A' de grandeur finie , lorsque la fonction donnée Jx' sera une quantité périodique; et, généralement, on ne pourra employer les limites rfc: oo dans l'intégration relative à x' , que quand cette fonction s'évanouira pour ces deux valeurs extrêmes de la variable. Quoique l'équation (i4) ait lieu pour toutes les valeurs réelles de
la variable, depuis x= — x jusqu'à x =. co , elle n'est cepeudaut pas identique, et ne subsiste pas, en général, pour des valeurs imaginaires de X. La série dont nous sommes partis dans le n° g3 , n'était convergente et ne pouvait être cmplov ée que pour des valeurs réelles de l'angle a ; il s'ensuit que les formules qui en ont été déduites, et, conséquemment , la formule (i4)> "c sont aussi démontrées que pour des valeurs réelles de oc ; mais le cas des valeurs imaginaires ne devant pas se présenter dans la théorie de la chaleur, je renverrai sur ce point, relatif au degré de généralité et à la nature de la formule (i4)> ^ l'examen que j'en ai fait dans un mémoire déjà cité (*).
(io5). Lorsque la fonction yic' sera donnée, et que l'intégrale relative à x' pourra s'obtenir sous forme finie, la formule (14) se trouvera réduite à une intégrale simple, relative à a et dont yi sera la valeur; mais ce moyen ne fait connaître la valeur d'aucune intégrale qui n'ait pas déjà été déterminée par d'autres procédés. Si, au contraire, la fonction Jx est arbitraire, et qu'on veuille vérifier l'équation (14) dans toute sa généralité, il faudra d'abord effectuer l'intégration relative a ce., ce qui exige une attention particulière, attendu que les limites zéro et l'infini ne peuvent pas être changées comme celles de l'intégration par rapport à x'.
L'intégrale d'une quantité périodique qui s'étend à l'infini, doit toujours être considérée comme la limite d'une autre intégrale dont les élémens décroissent à mesure que la A^ariable augmente , et sont mils quand la variable est infinie: observation semblable à celle que nous avons déjà faite relativement aux séries infinies de quantités
périodiques. Cela étant , on pourra considérer / cos a(x — x') do.
comme la limite de / e cos a (a: — x')da, c'est-à-dire , comme
la valeur de cette dernière intégrale qui a lieu quand on y suppose la constante g infiniment petite et positive, et dans laquelle intégrale e représente la base des logarithmes népériens. On parviendra, de cette manière,, à une démonstration de la formule {i^), iowX-k-iaXi pareille à celle de la formule (5) qui a été donnée dans le n° g5.
>''f"^''yoiMdl de i' École Pblytéckntqxiè , 19*' cahier, page 456.
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Nous pouvons aussi prendre pour / ces a.(x — x') dx' , la valeur de
I e coset(x — a'')r/a correspondante a la constante g infiniment
petite et toujours positive ; car d'après une formule connue , et qui se déduit de celle que l'on a déjà employée dans le n° 74, nous avons
/ e cosa(jc — x')da= -y-e
quelle que soit la constante positive g; eu appelant P le second membre de l'équation (i4)j nous aurons donc
à la limite où la constante g est infiniment petite; et il s'agira de faire voir qu'à cette limite on a P=yx. Or, la quantité comprise sous le signe y s'évanouit avec g pour toutes les valeurs de x' , excepté celles qui diffèrent infiniment peu de x. Si donc 011 fait x'-=. x-\- z, on pourra regarder z comme une variable infiniment petite , positive ou négative ; par conséquent , on aura
P = -^ Çe'Ts
f.o dz
mais, à cause que la quantité soumise à l'intégration s'évanouit avec g pour toute valeur finie de z, il sera permis d'étendre maintenant cette intégrale depuis z = — 00 jusqu'à z ^ 00 ; et comme on
il en résultera effectivement Yznjx.
cos a.{x — x') da, une autre intégrale
dont la première soit la limite , on peut encore intégrer d'abord depuis a=:o jusqu'à une valeur indéterminée de a, qu'on traitera
comme infinie dans l'intégration relative à x' . De cette manière , on aura
/cosa(x — x)rfa= — ^-37^^ — * le second membre P de l'ëquation (i4) sera donc
et si l'on y fait il deviendra
.X A — , dx' = — ,
Or, la constante a. étant infinie, la fonction f \x + -\ se réduit à
foc, excepté pour les valeurs de z qui sont elles-mêmes infinies, et auxquelles on peut ne pas avoir égard , paice que le facteur
rend aussi infiniment petite la partie de l'intégrale qui leur
— - dz est ,
comme on sait, égale à tt , on aura P =fx; ce qui fournit encore une vérification de la formule (i4)- C'est ainsi qu'elle a été démontrée par Deflers , élève de l'École normale, mort il y a quelques années.
(io4)- Cette formule (14) s'étendra, sans aucune dilHculté, aux fonctions de deux ou de plusieurs variables. Pour exprimer , de cette manière, la fonction f\x, y) pour toutes les valeurs réelles de X Gi J , on la mettra d'abord dans l'équation (14) à la place àefx; d'où il résultera
/ICO p<Xt
f{x, j) = - j I cos, a{x — x')f{x', y)dx'da..
D'après la même équation , on aura également
fi^'> J) = i/l/r cos e(j,-y)/(x', f)dj'dQ;
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et, de ces deux formules, on conclut
f{x,j)=l-f^ f^ f f cosct{x—3:')cosS{j—y)f{x',y)dx'dydudS. 71 J — xj — -kJ o J o
Une fonction de trois variables s'exprimera de même pour une intégrale sextuple ; et ainsi de suite.
La même chose aura lieu à legard des fonctions de plusieurs variables que l'on voudra seulement représenter dans une étendue limitée des valeurs de ces variables. D'après la formule (9), par exemple, nous aurons
rfirx
COS —-r- ,
J\X. J) = \f^^ f(x', J)dx' + ^^^^ f^ COS ^'/(x', j)dx' ]
d'où l'on conclura
f{x, J) = ^.f'^fl f(^', y)dx'df
II' J o J o
^ ïï'' ^lJoJo "^^^ '^f^'^'' y'> (i^'^fj COS ^
- ^ 2S [^ / y ^ COS -^cos -p^ /(x', yyx' jy J ces -^ atités l et r sont des constantes données: n et n
Les quantités l et l' sont des constantes données; n et n' sont des nombres entiers et positifs , auxquels se rapportent les sommes 2 qui s'étendent depuis l'unité jusqu'à l'infini. L'équation a lieu pour toutes les valeurs de a? et ^ depuis 07 = 0 et j'^o jusqu'à x = l etj=sl', en y comprenant les valeurs extrêmes. Si l'on fût parti d'une équation qui n'ait pas lieu, comme l'équation (9), pour les valeurs extrêmes, il faudrait ajouter à la formule définitive une partie complémentaire, facile à déterminer d'après ce qu'on a vu dans le n° 99. On pourrait aussi obtenir des formules qui exprimeraient une fonction /(x,r) entre des limites relatives à l'une des variables, données en fonctions de l'autre variable, et entre des valeurs de cette seconde variable qui seraient des constantes
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aussi données; en sorte que f{x, f) étant l'ordonnée d'une surface dont X et y sont les deux autres coordonnées courantes, celte fonction f{x, J') se trouverait représentée pour tous les points d'une portion de la surface dont la projection sur le plan des x et j serait terminée par une courbe donnée. Mais quand il s'agit de représenter par une série de quantités périodiques une fonction arbitraire de deux variables, dans une étendue limitée des valeurs de ces variables , il vaut mieux exprimer celte fonction par une série de certaines fonctions de deux angles , qui est plus appropriée aux questions où l'on en fait usage , et qui nous reste actuellemeat à considérer.
vvtAA/«v\Afvv^^lVVVV^^\^AA\\\^'V\vvvvvv^vv%vv^AA^vv^'V\^vv\AA\v\A^wvvvtAA/vvvv\/v\v\vv^ \^\^v^v
CHAPITRE VIII
Suite de la digression sur la manière de représenter les jonctions arbitraires par des séries de quantités périodiques.
(io5). Supposons qu'on ait décrit une surface sphérique dont le rayon soit e'gal à l'unité , et menons par le centre trois axes rectangulaires. Soit ô l'angle compris entre le rajon d'un point quelconque de cette surface et l'un de ces trois axes ; projetons ce rayon sur le plan des deux autres axes, et soit -vj, l'angle que fait sa projection avec l'une de ces deux droites : les coordonnées de ce point, rapportées aux trois axes fixes , seront
cos 9 , sin 6 sin -^ , sin G cos -v}. ;
l'élément correspondant de la surface sphérique aura sin âr/ôc?-^ pour expression ; et pour étendre les angles 6 et -v}/ à tous les points de cette surface, il faudra leur donner toutes les valeurs comprises depuis 9 = o et -vf/ = o jusqu'à 6 = tt et -v^ = 277".
Désignons par Y„ une fonction rationnelle, entière et du degré n, des trois coordonnées précédentes , qui satisfîisse, en outre , à l'équation
d( sin 6 —y— ) ,,,,
sin ^d^ - + sli^. ^ + "(" + 0Y„ = o; (l)
en sorte que l'expression la plus générale de Y„ soit une intégrale particulière de cette équation aux différences partielles, qui contiendra, comme on peut s'en assurer (*), un nombre 2ii + i de constantes arbitraires.
(*) Mécanique céleste, tome II , pages 3g — 4^-
Cela posé, toute fonction y (G, 4) des (Jeux variables ô et 4 peut être représentée par une série de cette forme :
/(G, 4) = Yo + Y, + Y,4-Y3 + .... + Y„+etc., (2)
pour toutes les valeurs de 6 et 4 renfermées entre les limites G = o et 6 = 7f , 4 = o et 4/= 27f, pourvu que cette fonction ne devienne point infinie entre ces mêmes limites.
Ce théorème est d'une grande importance par les nombreuses applications qu'on en a faites dans la mécanique céleste, dans la théorie de la chaleur et dans d'autres questions de Physique et de Mécanique. La démonstration que j'en ai donnée dans plusieurs mémoires, et que je vais reproduire ici, me semble propre à dissiper tous les doutes que l'on avait élevés sur sa généralité.
(106). Celte démonstration est fondée sur un autre théorème dont voici l'énoncé.
Soit, pour abréger,
cos 6 cos G' -f- sin 9 sin 6' cos (4 — 4) = P ' soit ensuite
a désignant une constante positive qui peut différer aussi peu qu'on voudra de l'unité , et le radical V' — 2a.p -\- a*, qui se trouve au dénominateur, étant aussi regardé comme une quantité positive dans toute l'étendue des intégrations : la limite de X relative à a, c'està-dire, la valeur de X qui a lieu quand la différence j^^pj? a,,dgr-. vient infiniment petite, sera
pour toutes les valeurs de 9 et 4 comprises entre les limites des intégrations; le signe supérieur ou le signe inférieur ayant lieu selon que l'on a a ■< 1 ou a >« i . La démonstration de ce second théorème repose sur les mêmes principes que celle du n* q3.
En effet, le coefTjcienl de d^'d^', sous le double signe yy, de-
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vient infiniment petit en même temps que i — a, excepté lorsque p diffère infiniment peu de l'unité , ce qui rend aussi infiniment petit le dénominateur de ce coefficient. Or, d'après les limites oiisont renfermées 6' et 4'» Gt enti'e lesquelles on suppose comprises les valeurs de ô et 4 > on ne peut avoir p = i, à moins qu'on n'ait 6' = 6, 4' = 4 î donc, en faisant 6' =6+^", 4' = 4 + ^» ^^ suffira d'étendre les intégrations à des valeurs infiniment petites, positives ou négatives, de j- et z, pour obtenir la partie de l'intégrale double qui peut ne pas devenir infiniment petite en même temps que la différence I — a. Mais en traitant ces nouvelles variables j et ; comme des quantités infiniment petites, nous aurons
^ — P = ir + ^ '-' sin* 9.
De plus, si l'on suppose a < i , que l'on désigne par g une quantité infiniment petite et positive , et que l'on fasse i — u = g, on aura aussi
I — 2a.p -\- a'' — g" -i- j" -\- z' sin' 0 ,
(i __ a«)/(ô', 4') sin G' = 2g fi^ , 4) sin G. Au moyen de ces valeurs, nous aurons donc
et maintenant les intégrations s'effectueront sans difliculté.
L'intégrale relative à z étant infiniment petite pour toutes les valeurs finies de la variable , nous pourrons l'étendre , sans altérer sa valeur, depuis z-=. — oo jusqu'à :; =r co ; alors, si l'on fait
r; sin 6 = z' s/g" -{-y'' , sin G rfz = X^g" +j'dz' , les limites relatives à z' seront toujours =1= oo , et l'on aura
_/(e, ^) r gdy r^ dz' _ f{i, ^^) r gdj
D'après ce que la constante g représente, l'intégrale relative à y est
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aussi indépendante des limites qu'on lui attribuera; car, eu désignant par h une quantité positive et d'une grandeur finie, et intégrant depuis y= — h jusqu'à y=.h , on aura
/^ = -rc(tangJ);
quantité égale à Tr , puisque g est un infiniment petit, et, consé-
, h quemment , - = oo .
Nous aurons donc finalement
pour la limite de X relative à la diflférence i — a. infiniment petite, quand on suppose a < i ; et l'on trouverait de même — f(Q , 4) pour cette limite, dans le cas de a > i ; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Le principe essentiel de cette démonstration consiste en ce que l'on considère la fonction y(S', 4') comme constante dans l'étendue des valeurs de G' et 4'» infiniment peu différentes de ô et 4? et pour lesquelles l'intégrale représentée par X ne s'évanouit pas avec la différence i — a.. Cela résulte effectivement de ce que, par hypollièse, la fonction f{^, 4) "^ devient pas infinie entre les limites de l'intégrale double; en sorte que si l'on fait
'( sera une quantité qui deviendra infiniment petite , quand les différences 6' — 9 et 4' — 4 ^'^ seront l'une et l'autre. De cette manière , on aura
) sia i'di'dy I /^ /»/->(! — ce') Ç sin 6'd6'd4,'
^"^ JJ (i-2«p+«r jJJ (' —
Lorsque a différera infiniment peu de l'unité, il sufBra, comme on l'a dit plus haut, d'étendre les intégrations à des valeurs infiniment petites de 6' — 9 et 4' — 4' ^^ P^"^ grande valeur de Ç, dans cetle étendue, sera elle-même infiniment petite; et si nous la désignons
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par €, la seconde intégrale double sera moindre que
â /^/* (! — «') sin b'M'd^.'
»J %J (l — 'lap-\-a-Y
par conséquent, on pourra la négliger comme infiniment petite par rapport à la première; ce qui revient à regarder yfô', 4) comme une constante égale à f{^, ■\'), ainsi que nous l'avons pratiqué ici et dans tous les cas semblables. Nous faisons cette observation pour répondre à une objection que l'on avait élevée contre l'exactitude de notre analyse.
(107). Avant de conclure de ce théorème celui du n" 104, il est bon de remarquer que la limite de la quantité X n'est plus égale à d=/'(G, 4)> lorsqu'on donne à G ou à %[/ l'une de ses valeurs extrêmes, et de chercher ce que devient cette limite pour chacune de ces valeurs.
Si l'on a 4 = o j il y ^ura deux valeurs 4' = o et 4' = ^'^r, telles qu'en les prenant avec 6= 6, la quantité p sera égale à l'unité. Pour avoir alors la valeur complète de X , qui a lieu quand la différence \ — a. est infiniment petite, on devra donc faire successivement 4= - ^t 4' = - + 27r; mais comme la variable 4' doit toujours être positive et ne pas dépasser avr, il faudra, dans le premier cas, n'attribuer à z que des valeurs positives, et, dans le second, ne lui donner que des valeurs négatives. Il en résulte que dans le calcul du numéro pi-écédent, on devra seulement intégrer depuis z = o jusqu'à s = =0 dans le cas de 4' = ^ 5 et depuis s= — co jusqu'à 5 = 0 dans le cas de -i^' =■ z -\- 27r ; ce qui réduira, dans ces deux cas, à la moitié de sa valeur précédente l'intégrale relative à z; et de là on conclut que pour la valeur particulière 4 = o la limite de la valeur de X sera
On verra pareillement que cette limite sera encore la même pour l'autre valeur extrême 4 = 277".
Dans le cas de 9 = o, on a /? = cos G', et, conséquemment ,
^ _i_ f'^^r f" f{^\ 4') (i — «') sin ^'dd' '
i^J o (i— 2«cos6'-|-«")'^ .
Mais, lorsque a diffère infiniment peu de l'unité, l'intégrale relative à G' n'a de valeur que quand la variable est infiniment petite ; ce qui permet de faire 6'= o dans /(ô', ^j/'), et de conserver, néanmoins, les limites ô'=o et ^=.'7( de cette intégrale. La formule précédente se changera donc en celle-ci :
J o (i — 2acos5'+a*)' Or, quelle que soit la constante a , on a
(i— .«')sin9W I— «' , ç ,
ri , se a.\/ \ 2i«COs6'+«'
(l — 2«cos6 -f •-)''
C étant la constante arbitraire. Aux deux limites Q' = o et 9' = tt , le radical a pour valeur rh(i — a)et=fc(i+<x); et comme il doit toujours être ime quantité positive , il faudra prendre 1 -\- a. à la limite ^' =. -^ , et, selon qu'on aura a <[ i ou a >■ 1 , ou prendra i — a ou a — i à la limite 6'=o; d'où l'on conclut, en passant à l'intégrale définie ,
» (1 — «=") sin ôVÔ' 2 3 = 2 , ou = — - ,
selon que la différence quelconque i — a sera positive ou négative. Par conséquent, la valeur de X, qui a lieu quand cette différence devient infiniment petite, sera
On trouvera de même
pour cette limite de X, dans le cas de ô = tt.
Ainsi, abstraction faite du signe, la limite de X qui répond aux valeurs extrêmes -xj, =: o et %{/ = 27r , est la demi-somme des valeurs correspondantes dey(ô, 4)> ^t la limite de la même quantité, qui a lieu pour chacune des valeurs extrêmes G = o ou â = 77", est la moyenne des valeurs de f{o, 4') ou de /{tt, ^f/'), depuis -\,'z=o jusqu'à -4/'= 277-. Pour que la limite X = ±y(6, 4)» ou le théorème du numéro précédent , convienne à ces valeurs extrêmes de
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4 et fl, il faudra donc qu'on ait f{^, o) =z f{f) , 27r), et que la tbnctioa y(ô, -vf.) soit indépendante de 4 > pour G = o et pour G = tt. Dans l'étendue des valeurs de G et 4 où ce théorème subsiste , la fonction /"(G, 4) pourra être continue ou discontinue; mais si elle a , par exemple, une certaine forme depuis G ::= o jusqu'à G = 6^, et une autre depuis 6 = G, jusqu'à ^=^7r , et si les deux valeurs de _/(G, 4) qui répondent à G = G^, ne sont point égales, on s'assurera aisément, par l'analyse précédente , que pour cette valeur particulière de 6 la limite de X sera la demi-somme de ces deux valeurs inégales de y(G, 4)- Il sn sera de même relativement à l'autre variable 4-
(io8). Maintenant, soit
Supposons a > o et •< i , et développons suivant les puissances
de a ; nous aurons
P = 1 + aP. + a'P, + a^Ts +....+ a"P„ -f- etc. ;
P„ étant une fonction de p , rationnelle , entière et du degré tt , qui a pour expression
!...n V 2.2n 1' 2.4.2rt I.27I — à'
' I , a . 3 ... '2 V ^ ■ ^" — ' " :i . 4 . -S" — i . y.fi- — J - / rjN
comme il est facile de s'en assurer, en développant d'abord la quantité f par la formule du binôme, suivant les puissances de spa. — a% et ensuite les termes de ce premier développement suivant les puissances de et.
D'après ce que p représente (n" io6), on peut regarder Cette quantité comme le cosinus d'un certain angle, de sorte que p ne peut jamais surpasser =i= i. Dans le cas de /9 = rb i , on a
or, je dis que pour toute autre valeur de p, le coefficient P, est moindre que l'unité, abstraction faite du signe (*).
(*) Exercices de Calcul intégral, tome II, page 248.
Faisons, en effet,
p = cos cù , e =b, e =>>
e étant la base des logaritlimes népériens, et a un angle réel. Nous aurons alors
En développant ces deux facteurs de f par la formule du binôme , on voit que /> sera le produit des deux séries
qui sont convergentes, puisqu'on suppose a •< i ; et si l'on multiplie ces deux séries Vune par l'autre, que l'on prenne la somme des termes du produit qui auront c6' pour facteur, et que Ion fasse disparaître les imaginaires, le coefficient de a" ou P„ sera évidemment de la forme :
P. = A cos nciù 4- B cos (« — 2) « -f- C cos {n — 4) <» + «t<^- j
A, B, C, etc., étant des quantités positives et indépendantes de u>. Par conséquent, la plus grande valeur de P„ répondra à « = o ou /> = I , et ne surpassera pas l'unité.
Il résulte de là que le développement de f sera une série convergente, quelle que petite que soit la différence i — a.; condition indispensable pour qu'on puisse employer cette série à la place de f dans les calculs suivans.
Observons au.ssi que la quantité P, est un cas particulier de celle que nous avons désignée généralement par Y, dans le n° io5. En effet, après avoir mis coso» à la place de p, si l'on différentie le produit ap par rapport à &> et à a , on en conclura, sans difficulté ,
,, a \ sin a— 3 — )
« .«» , \ au /
—rr H — — 1 = o ;
a» « sin ada
et si l'on substitue dans le premier membre de celte équation , à la
place de /», son développement, et que l'on égale ensuite à zéro le
coefficient de a"~' dans ce premier membre, on aura
'^^'""Sr")
dP„'
OP. = O
Or, en comparant ce résultat à l'équation (i) , on voit que P„ devra se déduire de la quantité Y,, en supposant cette fonction indépendante de l'angle 4» et y mettant « à la place de 6.
(109). Il est facile de démontrer actuellement le théorème du n* io5.
En effet, on a identiquement
, df I — a"
au moyen de quoi la quantité X peut s'écrire sous cette forme :
En y substituant pour f son développement , on aura donc
. . . .-h- (271 + 1) a"P, -f- etc.]/(G', 4')sin B'dê'd-^' ;
et cette quantité X se trouvera ainsi développée suivant les puissances de a. Or, dans ce développement, le coefficient de a" est, aussi bien que P„ , une quantité de la même nature que Y„ ; en prenant donc
et supposant que a diffère infiniment peu de l'unité, nous aurons
X = Y. H- Y, 4- Y. 4- Y3 +. . . .4-Y. + etc.;
mais, à cette limite, la valeur de X est /(â, 4)> d'après le théorème du n" 106; cette dernière équation n'est donc autre chose que l'équation, (2) qu'il s'agissait de démontrer.
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Pour que l'ëqualion (2) s'applique aux limites mêmes des valeurs de 6 et 4 > pour lesquelles elle a lieu , il faudra qu'on ait /(ô, o) = /(9, 2.7r), et que les valeurs de /(o, 4) e' /('^ ? 4) soient indépendantes de 4- Quand ces conditions ne seront pas remplies, on devra modifier 1 équation (2), relativement aux valeurs extrêmes de ô et 4> d'après ce qu'on a trouvé dans le n° 107. Lorsque y(ô, 4) sera une fonction continue et d'une forme donnée, si l'on veut étendre l'équation (2) au-delà de ces limites de 6 et 4 > on fera
9 = niTt + M, 4 = im'Tt -\- v;
m et m! étant deux nombres entiers et positifs , et en désignant par u et V des variables positives, telles que l'on ail u <C7r et t» •< 2'7r. En substituant ces quantités à la place de 9 et 4 ^^^us l'expression donnée de /(ô, 4)> ^^^^ se changera en une fonction de u et v, et des deux nombres m et m', à laquelle on pourra appliquer l'équation (2).
Si l'on dift'érentie cette équation, soit par rapport à 0, soit par rapport à 4> on en déduira deux autres formules qui auront lieu dans la même étendue des valeurs de 4 ^t 9, et qui subsisteront aux limites mêmes de ces valeurs , lorsque certaines conditions seront remplies, outre celles qui sont nécessaires pour que l'équation (2) convienne à ces limites. Je me borne ici à indiquer ces deux autres formules , que l'on trouvera dans mon mémoire sur Y Attraction des Sphéroïdes (*).
(i 10). Toutes les fois que _/(â, 4) sera une fonction rationnelle et entière de cosô, sin ô cos 4 > sin â sin 4 > comme les quantités de la nature de Y„ , son développement en série de quantités de cette espèce ne renfermera qu'un nombre fini de termes , et il sera facile à former dans chaque cas particulier. Au contraire , quand f{^, 4) S6''^ d'une autre forme, ou bien quand elle sera une fonction discontinue, la série (2) se prolongera à l'infini; et, pour en calculer les termes successifs, il faudra recourir à la formule (4). Or, à cause du facteur 2«-f- i de cette formule, on pourrait craindre que les termes de la série (2) n'allassent en croissant, et que la sé-
(*) Connaissance des Tems, année 1829, page 829.
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rie ne fût divergente , auquel cas on ne pourrait plus s'en servir pour représenter la fonction /^(G , 4); mais, par une transformation convenable, on peut prouver que les termes très éloignés des premiers décroissent de plus en plus à mesure que l'indice n augmente, et deviennent nuls quand ce nombre est infini.
En effet, pour plus de généralité, considérons l'intégrale double
J oj o
dans laquelle Y'„ représente ce que devient la fonction Y„ du n" io5, lorsqu'on y met G' et -xj,' au lieu de ô et 4 > ^*^ P^"* » ^^ outre , renfermer, d'une manière quelconque, ces angles 6 et ^f,, qui seront regardés comme des constantes données. Cette fonction Y',, et, par suite, cette intégrale, comprendront, comme cas particulier, la quantité P^ et l'intégrale contenue dans la formule (4)- En vertu de l'équation (i), on aura
i„smo_ „(„^,3 ds' n{n + i)sm6' d^'^'
L'intégration par partie donne
/(e',.4.0^ô' = ^sin6'/(â',4')
di,' J K'^ )^ J'^^ jf'
Y', sin 6' iq^ +J Y', A___J^_^ S';
aux limites ô' = o et ô' = ■^r, les quantités comprises hors du signe f s'évanouissent; on aura donc simplement
M' L'intégration par partie donne également
f%^fi^'' 4') ^4' = ^f (6', 4') - Y'» ^^-^
chacune des quantités Y'„ et -.^ a des valeurs égales, aux limites 4'=o et 'l'=2'7C; nous supposerons qu'il en soit de même à l'ëgard de la fonction /(G', 4') ^* ^^ ^^^ coefficient différentiel ^^^— ; cela étant, les termes compris hors des signes/seront égaux , à leurs deux limites, et disparaîtront conséquemment en passant à l'intégrale définie ; en sorte que l'on aura simplement
D'après cela , si l'on fait , pour abréger ,
di' ^^ sin «' d-\'
on conclura de toutes ces valeurs
/;y;^'Y^y(ô^4>in6WÔV/4'=-;^/XY'JX6',4'M^V/4'; (5)
transformation remarquable qui s'applique à l'équation (4) et qui nous servira aussi tout à l'heure à un autre usage.
Maintenant, si l'on met dans cette équation (5) P„ à la place de Y'„, on pourra changer l'équation (4) en celle-ci :
^- = - 4^^ /:/:' r. F («', +') cmi'.
Or, la plus grande valeur de P„ est l'unité en plus ou en moins; généralement, la fonction F (6', 4) ne deviendra pas infinie enti'e les limites de l'intégration , si ce n'est aux limites même 6' = o et Ô'=;5t, à raison du dénominateur de son second terme; mais je supposerai qu'à ces limites la fonction est indépendante de l'angle 4» ce qui fera disparaître les valeurs correspondantes de ce second terme. En désignant donc par k la plus grande valeur de F (6', 4') > abstraction faite du signe, A- sera une quantité finie, et nous aurons, aussi en
gi'andeur absolue,
Y (2ft+iV ,
d'où l'on conclut que quand le nombre n sera très grand, les valeuis
de Y, diminueront de plus en plus, à mesure que leurs indices augmenteront encore davantage , et qu'elles seront nulles pour n = <x> ; ce qu'il s'agissait de faire voir.
(m). Mettons, dans l'équation (5), 9 et -^ au Heu de ô' et 4', et prenons pour la fonction arbitraire y (6, 4)> ""^^ fonction Z„ de la même nature que Y„, mais correspondante à un indice n' différent de n; nous aurons d'abord
d(sm«— j— -) .,„
* («' 4) — — de f" û^m^ '
et , par conséquent,
F (G, 4) = — n'(n'+ i)Z„,sinG, en vertu de l'équation (i) appliquée à cette fonction Z„,. L'équation (5) deviendra donc
fX' Y.Z., si„ «^8^4 = "^^^fX' YA, si. e*4 ;
elle sera identique dans le cas de n' = n; mais ces deux nombres étant supposés inégaux , il faudra qu'on ait
fifo' Y, Z„, sin md^ = o; (6)
propriété très importante des quantités de la nature de Y, ou Z„, , qui se démontre, comme ou voit, indépendamment de la forme de ces fonctions, et d'après la seule considération de l'équation (i) qui sert à les définir.
Lorsque les nombres n et n' sont égaux, l'intégrale double que nous considérons pourra toujours s'obtenir sous forme finie par les règles ordinaires; mais sa valeur est très simple et peut s'exprimer d'une manière générale , dans le cas où l'une des deux fonctions comprises sous le signe /f est la fonction particulière P,.
Pour cela, je change , dans l'équation (4) , ô et ^ en 6' et 4'» et réciproquement; p étant symétrique par rapport à 6 et 6', ainsi qu'à ^ et 4', ne changera pas, non plus que P„ ; en désignant par Y', ce que Y„ deviendra , on aura donc
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Je substitue la série (2) à la place de f{^, 4)» puisque la quantité P„ est de la même nature que Y„, on aura, en vertu de l'équation (6),
pj^" P.Y., sin md-\, = o ,
tant que les indices n et «' seront inégaux; tous les termes du premier membre de l'équation précédente s'évanouiront donc , excepté celui qui répondra à ii' zzz n; par conséquent, on aura
/;/;'p.ï.si„ww4=^ï'.. (7)
(112). C'est sur les propriétés des termes de la série (2), exprimées par ces équations (6) et (7), que sont fondés les nombreux usages que l'on fait de cette série. La première conséquence que l'on en déduit consiste en ce qu'une même fonction y(G, -\,) ne peut être représentée que d'une seule manière par une série de cette nature, pour toutes les valeurs de 6 et ^ comprises entre 6 = o et 9 = tt, ■4/ = o et -vf/ = aTT. En effet, supposons que par des moyens quelconques on ait trouvé ces deux expressions
. / (G, 4) = U, H- U, -I- U. + U3 +. . . .4- U„ + etc., /(G, 4) = V„ -I- V. + V, 4- V3 +....+ V„ -H etc.,
en séries convergentes, dont les termes généraux U,et V„ sont des fonctions de la nature de Y„ ; entre les limites des valeurs de 6 et 4 , il faudra que ces deux séries soient égales; or, si on les multiplie par P, sin G^G^4) ^* *î"6 ^'on intègre ensuite depuis G=o et 4=0 jusqu'à G = 'rr et 4 = 2'îT, on aura, en vertu de léquation (6),
flfo^ P. U^ sin md\ = o , /7//' P. V„ sin md-\ = o ,
tant que les indices n et n' seront différens; il en résultera donc
f'f^' P„ U. sin GrfW4 = f^pj P, V. sin md^ ;
et d'après l'équation (7), on en conclura U„ ^ V„; en sorte que les deux séries seront identiques.
Il n'en serait pas de même si la fonction donnée était représentée, comme dans le chapitre précédent, par une séi'ie de sinus et de cosinus des multiples de 9 et 4 = une même fonction, pour une étendue donnée des valeurs de chaque variable , peut être exprimée sous cette forme de beaucoup de manières différentes; et quand on est pai'venu à une équation dont les deux membres sont de telles séries, on n'en peut pas conclure, en général, que les termes semblables soient égaux de part et d'autre; égalité qui a toujours lieu, au conti-aire, pour les séries ordonnées suivant les quantités de la nature de Y„.
(ii3). Au moyen des équations (6) et (7), on peut aussi obtenir immédiatement sous forme finie , la valeur de toute intégrale double Q , de la forme :
rw ri7t Y„ sin hdld-^
^ J oj o \/l — 2c!p -f .<' '
a étant une constante donnée , p désignant la même quantité que dans le n° 106, et le radical étant supposé positif dans toute l'étendue de l'intégration. Selon qu'on aura a <[ i ou a>- i, abstraction faite du signe, on développera (i — 2 a.p -f- a*)~' en série convergente, ordonnée suivant les puissances positives ou négatives de a; le coefficient de a," dans le premier cas, ou de a~"~' dans le second, sera toujours la quantité P„ du n" 108; d'où Ton conclut, en vertu des équations (6) et (7),
dans le cas de a •< i , et
dans le cas de a >• i.
Si l'indice n est zéro, Y'„ sera une constante j et en la désignant par a, il en résultera
Q = 47Ta, ou Q = 4p, selon qu'on aura «. < i ou a > i ; résultat qu'on peut vérifier au
moyen d'un théorème sur la réduclion des intégrales doubles h des
intégrales simples, auquel je suis parvenu par des considérations
géométriques.
. D'après ce théorème , on a
Il <fp. sin ^ci^d-^ =: 271 1 <Ppdp ,
quelle que soit la fonction (pp. Relativement à l'intégrale Q , ou aura donc
dans le cas de Y„ = a. En effectuant l'intégration relative à p , il vient
Le radical devant toujours être positif, si l'on suppose, pour fixer les idées, que la constante a soit aussi positive, il faudra toujours prendre i + a pour la valeur de \/(i + a)'; et selon qu'on aura a •< I ou a > I , il faudra prendre i — a ou a — i pour celle de \/{i — a)*; d'où il résultera
Q = 47ra, ou Q = ^ ;
valeurs qui coïncident avec celles que l'on obtient par le développement en série.
La différence des deux valeurs de Q provient, comme on voit, de la nécessité d'une série convergente, quand on développe le radical ; ou bien, lorsqu'on intègre directement sous forme finie, elle résulte de ce que le radical doit conserver le même signe dans toute l'étendue de l'intégration , y compris les limites p = dr i.
Si la constante a diffère infiniment peu de l'unité, les deux valeurs de Q diffèrent aussi infiniment peu l'une de l'autre ; mais il n'en est
pas de même à l'égard des valeurs de -3-. En différentiant par rapport
à a les valeurs de Q , on en déduit
^ — i — 3 = O, OU :=
selon qu'on suppose a ■< i ou a > i ; et ces deux valeurs sont , comme on voit, très différentes l'une de l'autre, à la limite où la différence I — a. devient infiniment petite. Ce paradoxe tient à ce qu'à cette limite une variation infiniment petite dans la valeur de a suffit pour produire un changement brusque , c'est-à-dire , une variation de grandeur finie dans la valeur de l'intégrale. Dans le cas oîi l'on aurait rigoureusement a = i , la valeur de cette intégrale serait la moyenne des deux valeurs précédentes, ou de zéro et 2; et, en effet, on a alors
/+i (ci—p)dp I r>+t dp ., (TIIJ^Tô^ ~ ^^J -, ^"^
Au reste, il existe beaucoup d'autres intégrales définies renfermant une constante sous le signe /", qui ont des valeurs très différentes, selon que cette constante, comme ici la différence i — a, est positive ou négative, quoiqu'elle soit infiniment petite, et qui prennent une valeur moyenne , quand cette constante est rigoureusement nulle. C'est ainsi que l'on a, par exemple ,
/** sin bx 1 = -97-,
= 0, = - {yr.
selon que la constante b est < o , = o , > o , et quelque valeur qu'elle ait, finie ou infiniment petite, dans le premier et le dernier cas.
(11 4). Si u est une quantité relative aux différens points d'un corps A, leur température par exemple, cette quantité pourra être considérée comme une fonction des ti'ois coordonnées polaires d'un point quelconque, c'est-à-dire, de son rayon vecteur, que j'appellerai r, et des deux angles Q et 4/ du n" io5 , qui déterminent la direction de r, de sorte que l'on aura
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De plus, si l'origine de ces coordonnées polaires est un point pris darjs l'intérieur de A, il suflira, pour appliquer cette fonction à tous les points de ce corps, d'étendre les valeurs de r depuis r = o jusqu'au rajon dun point quelconque de la surface, qui sera donné, pour chaque corps, en fonction de 6 et -vf. > ^^ ^^s valeurs de ces angles depuis û = o et 4^ = o jusqu'à 6 = tt et 4/ = int. Or, en combinant la série (a) avec l'une des formules du chapitre précédent , on pourra toujours exprimer cette quantité u en une série de quantités périodiques, applicable à tous les points de A.
Ainsi, en supposant que / soit la valeur de ;• qui répond à la surface de ce corps, on aura, d'après la formule (g) du n° ()6,
« = }/jF(r',ô, 4)rfr'+ 2 2'[/^os^'F(y,Ô,4)^/]cos'^,
depuis r = o jusqu'à r = Z inclusivement, et pour toutes les valeurs de Ô et -vl/ ; la somme 2' s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier n' , depuis /?' = i jusqu'à «' = x . En mettant 6' et ■\,' à la place de G et ^^/ dans cette série , et la substituant ensuite à la place de f{^', 4') dans la formule (4)> o^i aura le terme général de la série (2). Si A est une sphère , et que l'origine des coordonnées soit placée à son centre , le rayon / sera une constante; et, dans ce cas, la série (2) donnera, après cette substitution ,
" = 4^/ " Ulflfr ^ ('-'' ^'' -^'^ ^'^ ^'dr'dVd^^ (27.. + I) P. +i^^'LA7oX''°'^'^(''''^''^'>"'^'^''''^^'^^G^""+0P«cos"^^
Trr
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs entières et positives de n, y compris zéro.
Lorsqu'on supposera le rayon / infini, la première partie de cette expression disparaîtra, la seconde changera de forme, et la formule conviendra à tous les points de l'espace. Çn faisant alors
TITT ;r ,
la somme 2' se changera en une intégrale relative à a, qui s'éten-
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dra depuis a= o jusqu'à «= oo , et l'on aura
M = -L 2 [CCrPJ ï'('^' ô'' 4')cosar'cosarsin ^' dadr' S' d-i'~\.
'lu
La fonction u ou F(r, 6, 4) ^^ trouve ainsi exprimée pour tous les points de l'espace par une série de quantités périodiques, dont tous les termes sont des intégrales quadruples. Par le théorème de Fourier (n" 102) , étendu à une fonction f{x, y, z) des trois coordonnées rectangulaires X , y, z, d'un point quelconque, cette quantité u ou f{oc , j , z) se trouverait exprimée par une intégrale sextuple , savoir :
it — — I I I I I I f{x' ,y ,z')cos<t{x-x')coiÇ{y-y')cosy{z-z')diidZdydx' dj dz
On emploiera l'une ou l'autre de ces deux expressions d'une même quantité , selon les différentes questions où l'on en devra faire usage.
(ii5). Le théorème du n° 106 a sufli pour démontrer celui dun" io5; mais la première de ces deux propositions est comprise dans une autre plus générale , qu'il est bon de connaître.
Soient c une constante positive quelconque, et p la même quantité que dans le n" 106, savoir :
p = cos 6 cos G' -I- sin 9 sin 6' cos (4' — 4') ?
si nous faisons
«y o«y o (1 — 2cip + a')
2CLp •
et que nous supposions «< i, pour fixer les idées, nous aurons
à la limite oix la différence i — a deviendra infiniment petite; théorème qui aura lieu, comme celui du n" 106, pour toutes les valeurs de 6 et 4 comprises depuis 6 = o et -vj, =r o jusqu'à è r=: tt et G=:27r, et qui se démontrera absolument de la même manière.
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Toutes les fois que la fonction y (9', 4) sera telle, que les intégrations relatives à G' et 4-' pourront s'effectuer sous forme finie par les règles ordinaires , sans attribuer à la constante a aucune valeur particulière, il sera possible de vériGer la valeur de X qui^^répopd à la limite a = I. Pour en donner un exemple , prenons /(ô', 'l'')=p. En faisant ô'= 6 et 4=4 dans l'expression de p qu'on vient de rappeler, on aura /(â, 4) ^^ ^ > ^^ quantité X sera , ,
c(i — «'f f^ /^2T p sin 6'dyd-l'
II, , ..•+J
( I — 2xp + «')
d'après le théorème général , il faudra donc que cette quantité se réduise à l'unité pour la valeur particulière a = i. C'est ce qu'on vérifiera de la manière suivante.
Au lieu de l'intégrale double contenue dans X, considérons, pour plus de généralité, l'intégrale ;. .i ^^■,:
<p/>.sin 6aoV/4,
dans laquelle (pp est une fonction quelconque de p. Décrivons une surface sphérique d'un rayon égal à l'unité, par son centre menons arbitrairement un axe fixe, et par cet axe un plan fixé. Soient 6' l'angle compris entre un rayon quelconque et cet axé, 4' l'angle que fait le plan de ces deux droites avec le plan fixe , et ds l'élément différentiel de la surface sphérique auquel aboutit le rayon quelconque. Les constantes û et 4 sei-ont les valeurs de 6' et 4' qui répondent à un rayon déterminé, et /> exprimera le cosinus de l'angle compris entre ce rayon et celui qui répond à G' et 4 • On aura
ds = sinGWÔ'^4';
l'intégrale précédente se changera en celle-ci f/<ppds, et elle s'étendra à tous les points de la surface sphérique. Or, l'angle dont p est le cosinus et la fonction Çp ne dépendant aucunement de la direction arbitraire de l'axe fixe à partir duquel l'angle 6' est compté, il est évident que cette dernière intégrale double en sera aussi indépendante ; ou peut donc, si l'on veut, faire coïncider cet axe avec le rayon qui répond aux angles G et 4» et si l'on représente alors par ô^ et 4/ ce que
deviennent les angles variables 6' et 4', il en re'sultera
^ = cos6^, c?J = sin6^c?ô^rf%J>,= — dpd-\^.
Vm\éer&\e ff^pds , étendue à la surface sphérique entière, deviendra , de cette manière ,
ff(ppds = rjyj" <pp . sin 6,^9,^4/ —f_,'f^^ '^P ^P ^4/ > d'où l'on conclut
f" r^' (fip. sin 6 WÔW^' = 2 TT r ' (ppdp ;
ce qui est le théorème cité plus haut (n° 1 13), au moyen duquel on réduit une classe très étendue d'intégrales doubles à des intégrales simples.
En l'appliquant à l'intégrale contenue dans l'expression de X , elle se réduira à celle-ci :
27rpdp
I+jC '
qui s'obtient par les règles ordinaires , quelle que soit la constante et. De cette manière , on trouve
{(' - «y [(c - 2)« + (i -hcLY]
+ (i H- «y [(c _ 2)a - (i — uy]};
quantité qui se réduit effectivement à l'unité, dans le cas de a = i.
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CHAPITRE IX
Distribution de la chaleur dans une barre dont les dimensions transversales sont très petites.
(n6). Considérons, généralement, une barre homogène ou hétérogène, dont la section perpendiculaire à sa longueur peut varier d'un point à un autre, pourvu qu'elle soit toujours très petite; supposons-la d'abord échauftè'e d'une manière quelconque suivant toute sa longueur; et proposons-nous de déterminer, à un instant donné, la température qui répond à une section normale aussi donnée.
Soit EE' (fig. i5) l'axe de la barre, compris dans son intérieur, et perpendiculaire en E et E' aux deux sections planes qui la terminent. Sur le prolongement de EE', prenons un point fixe C. Soit aussi M un point quelconque de EE'; et faisons
CM = X, CE = h, CE' = h' ,
de sorte que h! — h, x — h , h' — x, expriment la longueur de ia barre et les distances du point M à ses deux extrémités. Appelons ca l'aire de la section normale faite par le point M, et £ le contour de cette section. Les dimensions de o) seront supposées très petites par rapport à sa longueur EE' ; et, dans cette hjpothèse , on pourra regarder la densité, la chaleur spécifique et la température comme étant sensiblement les mêmes en tons les points de chaque section normale. Nous désignerons par p et c la densité et la chaleur spécifique de la matière de la barre qui répondent au point M ou à la section &> ; et , au bout d'un temps quelconque t, Hous représenterons par u la température relative à cette même section normale.
Les quantités a , i , p , c , seront des constantes données , si la barre est homogène et partout également épaisse; et, en général, ces quantités seront des fonctions données de x, La quantité u sera une fonction inconnue àc x ei t qu'il s'agira de déterminer. A la rigueur, Cl) , e , p , c , varieront aussi avec la température ; mais , dans les applications qu'on fera des formules suivantes, on pourra faire abstraction de cette variation, et regarder ces quatre quantités comme indépendantes de t.
Cela posé, je divise la barre en tranches normales d'une épaisseur insensible. En appelant » l'épaisseur de la tranche qui répond au point M, son volume, sa masse et sa surface latérale seront ojji, pa», êH. Soit M' un point de la droite ME' très voisin de M; faisons
CM' = x', MM' =r s;
désignons par où , p', u, ce que deviennent ce, p, u , quand on y change x en jr' ou x -\- s; et appelons n' l'épaisseur de la couche normale qui répondra au point M', et dont la masse sera p'a'n'. Si l'on considère l'échange de chaleur entre chaque partie de grandeur insensible, appartenant à la masse pwn, et toutes les parties semblables comprises dans sa sphère d'activité et appartenant à la masse p'ûj'n', il est évident que cet échange sera le même dans toute l'étendue des deux sections o) et ct>' , excepté à des distances de leurs contours, moindres que l'étendue serïsible du rayonnement moléculaire. En supposant donc que les dimensions de «, quoique très petites, soient néanmoins extrêmement grandes par rapport à cette étendue, et négligeant, en conséquence, les échanges de chaleur qui ont lieu près de la surface latérale de la barre, on pourra supposer la totalité de la chaleur émanée de la tranche pci») et absorbée par la tranche p'co'n', proportionnelle à l'aire œ de la première; et comme elle est aussi proportionnelle à leurs épaisseurs et à leurs densités (n* lo), et qu'elle s'évanouit en même temps que la ditTérence de leurs températures, on pourra la représenter, pendant l'instant^/, par un produit
copp'yiy]'F (u — u')clt,
dans lequel P est un coefficient positif, qui n'a de valeiirs sensibles
que pour des valeurs insensibles de la distance MM'. En même temps, la chaleur émanée de la masse pV»' et absorbée par fan pendant cet instant cit, pourra être représentée par
«>'p'>,P'(«' — u)dt;
mais cette quantité devant résulter de la précédente, par la simple permutation des lettres relatives au point M et de celles qui répondent au point M', il faudra qu'on ait
P = co'P'.
Nous exprimerons chacune de ces deux quantités égales par le produit
(p étant une fonction de s très rapidement décroissante, et sensiblement nulle à une très petite distance que nous représenterons toujours par /, comme dans le chapitre IV. Celte quantité sera, en outre, une fonction symétrique par rapport à m et u', ainsi qu'à x et x' ; elle ne dépendra pas de x et x' , lorsqu'il s'agira d'une barre homogène.
Il résulte de là , que si le point M est situé à une distance ME de E' qui surpasse /, la quantité de chaleur communiquée par la tranche f»» pendant l'instant dt , à la partie ME' de la barre, sera la somme des valeurs de
^(û) -|- ù)')m'^{s, u, II', X, x') (u — u')dt,
étendue à toutes les valeurs sensibles de la fonction (p, dans laquelle fonction on a compris le facteur ff,', ce qui n'en change pas la nature. De même, si l'on considère un autre point M^, appartenant à la partie ME de la barre et situé à la distance ^ de M; que l'on désigne par x^ la distance CJNI^ , de sorte qu'on ait o"^ = a? — s ; et que l'on représente par »^, co^, u^, ce que deviennent h, ou, u, relativement à ce point M^, la somme de toutes les valeurs sensibles de
l(^ + «''J>'^<P(-y> ", «,, ^, x) {u — u^)dt,
exprimera la quantité de chaleur communiquée pendant l'instant dt,
par la tranche p&»i , à la partie EM de la barre. En réunissant cette somme à la pre'cédente, nous aurons donc la perte totale de chaleur de cette tranche, provenant de la communication de la chaleur; et comme ces deux sommes pourront être remplacées par des intégrales dans lesquelles on mettra ds au lieu des épaisseurs »' et >i^ (n° 46), il s'ensuit que cette perte de chaleur de fcùy\ , pendant l'instant dt^ aura pour expression
2L/0 '^^^' "' "' ^' ^')(*'+*'')("-"')«'*+/ <P(*, « , ",! a:, ar^)(«+«^)(«— uje/j J y,di.
Mais, en outre, la même tranche éprouve pendant cet instant une autre perte de chaleur provenant du rayonnement extérieur et du contact de l'air , qui sera proportionnelle à la surface latérale nê de la tranche, et que l'on pourra représenter par
Viip {il — K)dt;
'C, désignant la température extérieure (n° 67) qui pourra être une fonction donnée de f, ou simplement une constante donnée; et/) représentant un coefficient positif, qui pourra dépendre de « et ^, et varier d'un point à un autre de la barre, quand l'état de sa surface ne sera pas partout le même. Il faudra donc ajouter cette dernière quantité à la précédente, pour avoir toute la diminution de chaleur de la tranche [coy\ correspondante à la variation du de sa température; laquelle diminution a aussi pour valeur — cccrdu (n°5). Donc, en égalant ces deux expressions d'une même quantité, et réunissant en une seule les deux intégrales relatives à s, nous aurons
ccj^ = ^y^ [<P(-y, ", «', X, x') {u -f- co') {ul — u)
+ <p{s,u,Ui,x^ x^ ) (w H- U)') {u, — «)] ds —ipiu — l);
résultat d'où l'on déduira facilement l'équation aux différences partielles relatives au mouvement de la chaleur, suivant la longueur de la barre.
Le flux de chaleur qui a lieu à ti'avers la section m correspondante au point M, proviendra des échanges entre toutes les tranches de la partie EM de la barre et toutes celles de la partie ME'; sa valeur
sera donnée par une intégrale double, étendue depuis zéro jusqu'à /, de part et d'autre de cette section; et si on le désigne par Yaicit pendant l'instant dt, en le considérant de la partie EM dans la partie ME', il est aisé de voir, d'après ce qui précède , que l'on aura
Tco = - f 1 <p(s,ul, u,x',x) {cû' + cû){iii — u')ds'ds,, (2}
en faisant
MM' = s', MM, = s^, M^M' = s,
et conservant d'ailleurs toutes les autres notations.
(117). Dans la formule (i), si l'on développe suivant les puissances de s les quantités comprises sous le signe f , excepté celles qui varient très rapidement avec cette variable , les termes indépendans de s et ceux qui dépendent de sa première puissance se détruiront. Si l'on veut traiter comme on l'a fait dans le n" 49 > l'étendue du rayonnement moléculaire comme insensible, il faudra donc borner l'approximation aux termes dépendans du cai-ré de s. On aura alor.*;
, du I ^ d'u
dx 2 dx^ '
du ^, i ^ d'u
' """ dx "^ 2 dx^'
11 suffira de conserver la première puissance de s dans les développemens de co' et cù^, et dans celui de la fonction i^; ou aura, en conséquence,
; ■ deô
da
et en observant que la fonction cp est symétrique, soit par rapport aux températures, soit par rapport aux distances auxquelles elles répondent , nous aurons aussi
<p {S, «, u,, X, X,) = Q - i{âr^Yx + d^)'
où l'on a fait, pour abréger,
<p (s, u, u, ce , x) = Q.
Au moyen de ces différentes valeurs, et en remplaçant ^ -j^ -^ -^
par la différence partielle de Q prise par rapport à ^ et à tout ce qui en dépend, c'est-à-dire, à J? et à la température u considérée comme une fonction de jr, la première partie de la formule (i) deviendra
d.a,^ r'qs'ds
dx J o
dx
Donc en étendaut jusqu'à l'infini l'intégrale relative à ^, ce qui est permis, et faisant •
r" Q s^ds = k, il en résultera
d dx
pour l'équation demandée du mouvement de la chaleur.
Au degré d'approximation où nous nous arrêtons, il suffira de conserver la première puissance de s sous le double signe ff dans la formule (2), et de cette manière, on aura immédiatement
résultat d'où l'on peut aussi déduire l'équation précédente. Il s'ensuit, en effet, que l'excès de chaleur qui va de la partie EM dans la
partie ME' de la barre pendant l'instant dt , est exprimé par — k -^ cùdt ;
celui qui va pendant le même instant, de la partie EM' dans la partie
M'E', aura donc pour expression — k -jz ^dt j sdt , en négligeant le carré de s; par conséquent l'augmentation de chaleur qui en résultera pour la partie correspondante à MM' ou s, sera égale à
— -, sdt', en en retranchant la perle de chaleur sip (ic — Ç)dt,
qui a lieu pendant l'instant dt, à travers la surface late'rale si. de cette partie de la barre , on aura donc son augmentation de chaleur casdu correspondante à la variation du de sa température; et en supprimant le facteur commun sdt, il en résultera l'équation (5).
(i 18). Si l'on désigne par ■is' et ■'ût' ce que devient la quantité p relativement aux surfaces planes qui terminent la barre en E et E', par e et e' les aires de ces sections normales, et par v et v' les températures qui répondent à des points /a et fx' situés à une distance très petite, mais un peu plus grande que /, de E et E', les quantités '23- (t- — C)^dt et rar'iy' — Qe'dt seront les flux de chaleur qui auront lieu pendant l'instant dt , de dedans en dehors, à travers les surfaces e et e . Appelons aussi y et y' les valeurs de F relatives aux points [x et /*'. Les flux de chaleur pendant l'inslant dt , de EjiA dans fxEJ et de E'f<' dans yW-'E, auront pour expressions y'c'dt et — yedt. D'ailleurs, si les dimensions de e et e', quoique très petites , sont cependant supposées très grandes par rapport aux longueurs E^ et /a'E' des parties extrêmes, on pourra négliger les pertes de chaleur résultant du rayonnement à travers leurs surfaces latérales, par rapport aux flux de chaleur à travers leurs sections normales. Les accroissemens de chaleur de ces parties, pendant l'instant dt , seront donc simplement
[y'^^'(^^>^Qydt, -\y + <z!r{^ — !:)]edt;
par conséquent, les coefllciens de e'dt et edt, dans ces expressions, devront élre des quantités extrêmement petites, comme les longueurs E^ et /W.'E', sans quoi la température varierait avec une extrême rapidité , d'un instant à l'autre, dans les parties extrêmes de la barre. Nous admettrons qu'une telle variation de température n'a plus lieu dans aucune partie de la barre, après les premiers momens de son échauflement ou de son refroidissement (n° 68). Nous continuerons aussi de regarder comme insensible l'étendue / du rajonnement moléculaire; les longueurs E/a et jx'^' des parties de la barre que nous considérons seront également insensibles; et, par suite, les coe/Tî-
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ciens de edt et e'dt seront sensiblement nuls ; en sorte que l'on
aura
y + <w{v — Ç") = o, y' — 'ar'(p' — Ç) = o.
On pourra aussi , sans erreur sensible , faire successivement x=.h ei x = h', dans les expressions de F et « , pour en déduire les valeurs des quantités y el v , y' et v' , que ces équations renferment. Donc, abstraction faite des premiers momens qui suivent l'état initial de la barre , et en supposant insensible l'étendue du rayonnement intérieur, nous aurons
k -j iff(ii — Ç) = o , pour X = h , \
équations qui se déduisent aussi immédiatement de l'équation (3) du n* 67, relative à la surface d'un corps de forme quelconque.
Lorsque les sections extrêmes e et e' de la barre seront dans le même état que sa surface latérale , ce qui suppose que cette surface soit aussi partout la même , on fera «zs* = «jïp' = p. Si la barre est placée dans le vide et que l'une de ses extrémités soit imperméable à la
chaleur, on aura 'îër=:o ou iz«r'=o; ce qui réduira à ^ := o l'équation relative à cette extrémité. Si la température qui répond à l'une des extrémités est entretenue , par un moyen quelconque , dans un état constant ou variable suivant une loi donnée, on remplacera par u = \] celle des deux équations (4) qui s'y rapporte ; U étant la température constante ou donnée en fonction du temps. Observons aussi que les sections normales de la barre étant supposées très petites, les équations (5) et (4) subsisteront encore lorsque l'axe EE', auquel ces sections sont toutes perpendiculaires, sera une ligne courbe quelconque , pourvu que les distances x soient comptées sur cette courbe, à partir d'un point fixe C choisi arbitrairement. Il pourra arriver que cet axe soit une courbe rentrante sur elle-même, et que la barre se change en un anneau. Les points E et E' étant alors un seul point, il faudra que les températures désignées par v et / soient égales, et que les flux de chaleur ^ et
>' soient aussi égaux ; ou , autrement dit , il faudra que les valeurs de u qui répondent à j: = /i et x = h', soient égales, ainsi que les valeurs
de r, ou celles de -7- ; et les deux équations qui en résulteront devront remplacer les équations (4). Dans le cas d'une barre changée en un anneau, on pourra prendre tel point que l'on voudra sur l'axe curviligne, pour le point où se réunissent les deux extrémités E et E'; d'où il résuite que la fonction u et son coefficient différentiel
j- devront avoir cette propriété de ne pas changer de valeurs , lorsqu'on y augmentera la variable x d'une quantité égale à la longueur entière de l'axe curviligne : c'est , en effet , ce que l'on vérifiera par la suite.
Ces diverses équations particulières , relatives aux différons cas qui pourront se présenter, jointes à l'équation (3) commune à tous les points de la barre, et à la loi de ses températures initiales, suffiront toujours pour déterminer complètement la valeur de u en fonction de X et t.
Quand la température extérieure Ç' sera constante, et que les températures des extrémités de la barre seront entretenues à un dej^ré constant, la barre parviendra, après un temps plus ou moins long, à un état permanent dans lequel u ne sera plus qu'une fonction de x. D'après l'équation (5), on aura donc, pour déterminer cette inconnue ,
d.ùift —
dx
équation différentielle du second ordre dont l'intégrale contiendra deux constantes arbitraires , que l'on déterminera au moyen des valeurs données de u qui répondent a jc = h et x = h'. Comme elle ne contient pas la chaleur spécifique c , la loi des températures permanentes de la barre sera aussi indépendante de cet élément , qui influera seulement sur la loi du refroidissement de la barre avant de parvenir à son état final.
(119). Si l'on fait abstraction du rayonnement latéral, et que l'on suppose constante la section normale co , l'équation (3) se ré-
duira à
du ax
dt dx '
Pour qu'elle coïncide avec celle que nous avons déduite , dans le n° 65, de 1 équation (7) du n° /{g, relative à un corps de forme quelconque , il faut que l'inte'grale de'signe'e par k dans le n° 117 soit la même que celle qui avait été représentée par cette lettre dans le n" 49- Ces intégrales sont, d'après les notations employées dans ces deux numéros ,
k = r'qs'ds, k = -^- f^Yr^dr;
et, par la nature des quantités Q et V, on peut indifféremment les étendre à la limite /, comme nous le faisons ici, ou jusqu'à l'infini , comme dans les numéros cités. Ce sont donc ces deux valeurs de k dont il s'agit de vérifier l'identité.
Puisque, dans le calcul des échanges de chaleur, on peut décomposer les corps immédiatement en élémens différentiels, et remplacer les sommes par des intégrales (n° i6) , je prends djc pour l'épaisseur de la tranche normale qui répond au point M , et <^ pour celle de la tranche correspondante au point M'; je désigne aussi par d<x un élément quelconque de la section a, et par dy' un élément aussi quelconque de la section «' ; en sorte que les élémens différentiels des volumes de ces deux tranches soient exprimés par dxd^ et dsdo' . Soit r la distance de l'un à l'autre. L'échange de chaleur, pendant l'instant dt , entre les parties matérielles qui leur correspondent, aura pour expression , d'après le n° 45 ,
dxdsda-da- rt , /\ 1
R (tt — u) dt ;
R étant une fonction de /• et d'autres variables, qui n'a de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs de r. Par conséquent , la quantité de chaleur émanée de la tranche correspondante au point M, et absorbée par celle qui répond au point M', pendant le même instant, sera l'intégrale de cette quantité, étendue à tous les élémens
dff et d'y' des deux sections uorniales w et a, relatives à ces points M et M'; laquelle quantité a été représentée plus iiaut (n° 1 16) par
i (&) + 0)') dxds . $ (^ , u, lî, X , x') [u — u') dt ,
en remplaçant par dx et ds les épaisseurs >i et «' des deux tranches. Si donc on supprime le facteur {u — u')dxdsdt, constant dans cette intégration et commun à ces deux dernières formules ; que l'on réduise R et (p{s, u, u' , x, x') aux premiers termes V et Q de leurs développeraens (n" 49 ^t n?)» *^^ ^*^^ l'on mette &> à la place du facteur ^ (ûj + a') , nous aurons
équation dans laquelle V est une fonction de r, m, jt, et Q une fonction de s , u, X , qui s'évanouissent dès que /' ou s surpasse /.
Maintenant, pour effectuer l'intégration relative à la section co' , j'abaisse de l'élément da de la section co une perpendiculaire sur a' , qui rencontre cette section a en un point 0 ; j'appelle s' la distance de l'élément da' de «' au pied 0 de cette perpendiculaire, et 4/ l'angle que fait cette droite s' avec une ligne fixe menée par le point 0 dans le plan de cù' ; de cette manière, on aura
r* = s" + s'', do-' = s'ds'd-^;
et si le point 0 est situé à une distance sensible du contour de a, c'est-à-dire, à \ine distance plus grande que l, on devra étendre l'intégrale dont il s'agit depuis -vj/ = o jusqu'à 4 = 2"^, et depuis s' ^=0 jusqu'à s' = l, ou, si l'on veut, jusqu'à / = oo . En observant d'ailleurs que la quantité V est indépendante de l'angle -vf/ , on aura alors
Dans cette dernière intégrale, je remplace / par la variable r; on
aura s'ds' = T'dr, et les limites relatives à r seront r=s et r=<x> ; on
aura donc
rydo-' /•* Ydr
Les dimensions de m étant extrêmement grandes par rapport à l , on peut, dans l'intégration l'elative à a, négliger lesélémens pour lesquels le point 0 est situé à une distance de la surface latérale de la barre, moindre que /, et prendre, en conséquence, cette dernière
valeur de / — -^ , pour celle de cette quantité dans toute l'étendue
de cette intégration ; et comme cette valeur est la même dans toute cette étendue , il s'ensuit que l'on aura alors
d'où l'on conclut
Cela posé, en intégrant par partie, on a
le terme compris hors du signe / s'évanouit aux deux limites s = o et s:= l; de plus, en différentiant la valeur précédente de Q par rapport à^, il vient
ds s '
en désignant par V ce que devient V quand on y met s au lieu de r; on aura donc
f^ Qs^ds = Ç f^ Y's'ds;
ou bien, en employant la variable r au lieu de s dans la dernière intégrale ,
f' Qs'ds = ^J^' Yr'dr;
ce qu'il s'agissait de vérifier.
(i2o). La quantité A- qui entre dans l'équation (3) étant ainsi la même que celle qui est désignée par la même lettre dans l'équation (7) du n" 49» on peut encore vérifier que ces deux équations
coïncident, non-senlement dans le cas d'une barre cylindrique ou prismatique, comme dans le n° précèdent, mais aussi dans le cas d'une barre conique, en supposant toujours que l'on fasse abstraction du rayonnement latéral de la barre.
En eflet, prenons le sommet du cône pour le point C; appelons r la distance CM qui était précédemment désignée para"; la section correspondante co se déduira de la section e qui répond au point E ou à la distance CE = A , de sorte que l'on aura
En supprimant le terme de l'équation (3) qui dépend du rayonnement extérieur, on aura donc
, . du
,du dr
Cr* -y = j .
dt dr
Mais, si le point C est le centre d'une sphère, et si, dans ce corps, la conductibilité k et la température u sont les mêmes en tous les points également éloignés de C, de manière que ces deux quantités ne soient fonctions que de r et t, il est évident que la distribution de la chaleur dans chaque cône appartenant à cette sphère, et qui a son sommet au point C, sera la même que dans le cône isolé auquel se rapporte 1 équation précédente; par conséquent, cette équation devra coïncider avec l'équation (7) du n° /^^, appliquée à la sphère dont il s'agit.
Or, en plaçant au point C l'origine des coordonnées rectangulaires X, jr, z, du point quelconque M, on aura
la température u n'étant fonction que de t et du rayon vecteur r, on en conclura
du du X du du y du du z
dx dr r ' djr dr r ' dz dr r ^
et parce qu'il en est de même à l'égard de k, il en résultera
. , du , ; ^"
dx dr x^ , , du r^ + z^
dx dr r'' ' dr ' r'
dy dr j du x"" + z'
dy dr r"- * dr
dz dr ^ _, 1 du x'+j"
dz dr ' 7^ "^ 1? ' ~P ■'
au moyen de quoi l'équation {j) se changera en celle-ci :
du du ' dr 7.k du
^Tt ~ ~~dF f" T 5? '
qui coïncide avec la précédente, après qu'on a multiplié ses deux membres par r'.
(i2i). Examinons actuellement le cas où l'étendue du rayonnement intérieur n'est pas regardée comme insensible ; et pour simplifier la question, supposons la barre cylindrique et homogène, et la conductibilité indépendante de la température ; en sorte que la section a» soit constante, et que la fonction ç comprise dans l'équation (l) ne soit fonction que de la variable s; ce qui réduira cette équation à
c ^ = f^ («' + ", — 2u) q>sds _ ^(m — Ç). (6)
En observant que u' et m, sont ce que devient u, lorsqu'on y change x successivement en x-{-s et x — s, on aura, d'après le théorème de Taylor,
, , du , s' d'u , s^ d^u ,
" = " + ^ ^ + r^. 5? + rrs ^ + etc.,
du s' d^u s^ d^u
et, par conséquent^ " ' ~ ~ -=
„ du , ji d^u , s^ d^u ,
U 4- u, - 2u = 5»_4.__ + _g-g_ + etc.
Si donc on fait d'abord
I s*(psds
et ensuite
^ f s^ipsiù =: Aa«, =-r^-n C s^^sds = Aa»^% etc.,
l'équation (6) se changera en celle-ci :
^5r+f("-0 = ^(^ + «»^ + «"^'5^H-etc.);(7)
mais pour qu'on en puisse faire usage , il faudra que la série contenue dans sou second membre soit convergente.
Or, la ligne l étant supposée de grandeur sensible, mais très petite, et, ë, etc., seront aussi des lignes très petites; si donc la fonction u ne varie pas très rapidement avec x, la série dont il s'agit sera effectivement très convergente; au contraire, si m varie très rapidement, les coefllciens différentiels j— , -j-^, etc., formeront une
suite très rapidement croissante, et la série que nous considérons cessera d'être convergente et pourra même devenir très divergente. Mais, en excluant le cas où la température initiale et arbitraire varierait très rapidement dans quelques parties de la barre, la variation de u à un instant quelconque ne peut être très rapide par rapport à x, que dans les parties extrêmes Eu. et fj,'E' de la barre auxquelles l'équation (i) ou l'équation (7) que l'on en a déduite ne doit pas s'appliquer. Ainsi, d'une part, la série contenue dans le second membre de cette équation (7) sera toujours très convergente, de sorte qu'on pourra la réduire à un certain nombre de ses premiers termes; et d'un autre côté, dans la valeur de u en fonction de < et de a:, qui proviendra de l'intégrale complète de cette éqiiation, on devra supprimer, comme étrangers à la question, les termes de cette expression qui varieraient très rapidement avec jc.
C'est d'après cette considération, comme nous l'avons déjà dit (n° 48), que l'on ramènera toujoui's au même degré de généralité la valeur de u tirée de l'équation (7) , quel que soit l'ordre de cette
équation , résultant du nombre de termes que l'on aura conservés dans son second membre. Si la barre est parvenue à un état permanent, de sorte qu'on ait — = o, l'équation (7) se réduira à une
équation différentielle du 2°, du [\ , du 6° ordre, selon que
l'on poussera l'approximation jusqu'au i", au 2% au 3'... terme de son second membre; mais, dans tous les cas, après que l'on aura supprimé les parties de son inîégrale étrangères à la question, la valeur de u ne renfermera plus que deux constantes arbitraires, suffisantes pour satisfaire aux conditions relatives aux deux extrémités de la barre : il serait absurde, en effet, qu'un problème fût déterminé ou indéterminé, à volonté, selon le degré d'approximation auquel il nous conviendrait de le résoudre.
(122), Pour vérifier cette assertion sur un exemple très simple, supposons que la température extérieure Ç' soit constante, que les températures des deux extrémités de la barre soient aussi invariables, que la barre soit arrivée à son état permanent, et que l'on conserve seulement les deux pi'emiers termes du second membre de l'équation (■y). Prenons la température 'C, pour le zéro de l'échelle thermométrique, et faisons, pour abréger,
en faisant aussi 27=0 dans l'équation (7), on aura
pour l'équation différentielle dn 4° ordre qu'il s'agira de considérer. Si la surface latérale de la barre est partout dans le même état, et que la quantité p soit supposée indépendante de la température, aussi bien que la conductibilité A, la quantité g sera une constante; et a en étant aussi une, on satisfera à cette équation (8) en prenant
ff désignant la base des logarithmes népériens, et m une constante
telle que l'on ait
d'où l'on tire
- :^^ (i dz Vi + 4^r)-
La ligne que a représente est très petite et comparable à l'étendue / du rayonnement intérieur; elle est donc très petite eu égard aux
dimensions de la section normale de la barre (n" 116), et — est une petite fraction numérique ; ~ en sera une aussi , en général ; par conséquent, "^-^ ou a'g:* sera une fraction extrêmement petite. On aura donc, en série très convergente,
d'où il résulte que si l'on prend le signe inférieur dans la valeur de m*, et que l'on néglige la quatrième puissance de ag , nous aurons
m* = g* (i — a'^*)» m = dz g(i — i a»g');
et, au contraire, si l'on prend le signe supérieur, et que l'on réduise la valeur de m* a son premier terme , ce qui suffira pour l'objet que nous nous proposons, il en résultera
m = — —, /n = db - y — i .
Donc, en employant ces quatre valeurs de m, et remplaçant les exponentielles imaginaires par des sinus et cosinus d'arcs réels, nous aurons
u = Ae"-"^^ ■+- Be"f' + C sin - -\- D cos - ,
pour l'intégrale complète de l'équation (8); A, B, C, D, étant les quatre constantes arbitraires, et n désignant un nombre positif et très peu différent de l'unité, savoir :
Or, la ligne et étant très petite, on voit que les deux derniers termes de cette valeur de u varieront très rapidement avec x ; d'après ce qu'on
25o THÉORIE MATHÉMATIQUE
vient de dire, il faudra donc les supprimer comme étrangers à la question, et l'on aura simplement
u ■=. Ae-"«^ + Bé'"^'; (g)
expression qui ne contient plus que deux constantes arbitraires , ainsi qu'il s'agissait de le vérifier. Quoique cette valeur de u ait la même forme que si l'on eût considéré l'étendue du rayonnement moléculaire comme insensible, on voit néanmoins que cette étendue, quand elle a une grandeur sensible , influe sur la loi des températures permanentes de la barre, à raison du nombre n qui contient la constante a.
(i23). Ou déterminera les constantes arbitraires A et B en désignant par G et 6' les valeurs constantes et données des températures qui ont lieu aux points E et E', c'est-à-dire, les valeurs de u qui répondront à x= A et x = /i'. On aura alors
d'oîi l'on tire
ô = Ae-"«'' -\- Be"^*, 6'= Ae-"^*'-|- Be"^*';
Ôe"^''' — 6'e"§''
(lO)
en désignant par A la longueur donnée de la ban-e, de sorte qu'on ait h' — A = A.
Si l'axe de la barre est une courbe fermée, les deux points E et E' n'en formant plus qu'un seul, on aura 0' = ô. En prenant ce point pour celui d'oii l'on compte les distances x , c'est-à-dire pour le point fixe C, on aura aussi /* = D et A' = A; et si l'on substitue les valeurs de A et B dans la formule (9), il en résultera
pour la loi des températures permanentes dans un anneau dont une
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seclion normale est entretenue, par un moyen quelconque, à une température invariable.
Le cas le plus simple a lieu lorsque la barre se prolonge indéfiniment à partir de l'un des deux points E et E', à partir du premier, par exemple. En prenant E pour le point fixe C, de sorte qu'on ait h = o et h' = X, cf faisant la longueur A infinie , ou du moins très grande , les valeurs de A et B se réduiront à A = ô et pi = o, et l'on aura simplement
ce qui montre que les températures permanentes de la barre décroissent en progression géométrique, lorsque les distances croissent par des différences égales; résultat conforme à l'expérience, dans les limites des erreurs dont ce genre d'observations est susceptible (*). En ayant égard à la valeur de Ji, on voit que, toutes choses d'ailleurs égales, l'influence de l'étendue sensible du rayonnement intérieur a pour effet de rendre un peu moins rapide le décroissement des températures , sans en changer la loi.
Si l'on désigne par f une longueur déterminée, prise quelque part que ce soit sur la longueur de la barre , ot que l'on appelle p le rapport de la plus petite à la plus grande température qui ont lieu aux extrémités de f, on aura
p = e-if, logp = — g/,
en négligeant le second terme de la valeur de n. Pour une autre barre, parvenue également à son état permanent, si les quantités p et g deviennent p' et g' , on aura de même
p' = e-^'f, loglp' = - g'f;
d'où l'on conclut
log p g- '
En supposant que la section normale a et son contour é soient les
(*) Traité de Physique de M. Biot , tome IV, pages 666 et suivantes.
mêmes dans les deux barres; en supposant, de plus, que leurs surfaces soient dans un même état, où elles ont été amenées, si cela est nécessaire, au moyen d'une couche additive (n° 40» ^^ sorte que la quantité p soit aussi la même pour les deux barres ; enfin , en désignant par k' la conductibilité de la matière de la seconde barre, qui est k pour la première, le rapport de g'* à g' sera celui de A à k', et l'on aura, en conséquence,
i _ / log f'x .
k' — K\osfJ '
équation très simple dont les physiciens se sont servis pour comparer les conductibilités de deux matières diflerentes, mais qui exige une très grande précision dans les valeurs de p et p' que l'on y substitue.
(124). Pour donner un exemple de la distribution de la chaleur dans une barre hétérogène, supposons que l'on juxtapose exactement l'une à la suite de l'autre deux barres homogènes qui ont la même section normale, et qui peuvent différer par leurs conductibilités et par l'état de leurs surfaces, qu'on suppose le même dans toute l'étendue de chaque surface.
Les points E et E' étant toujours les deux extrémités de la barre totale, appelons E^ le point de jonction de ses deux parties. Soient A et A' leurs longueurs EE^ et E^E' ; prenons l'extrémité E pour le point d'où l'on compte les distances x ; supposons la barre entière parvenue à son état permanent; et, dans cet état, désignons, relativement à la distance quelconque x, par u la température qui a lieu dans la partie EE^ , et par u' celle qui a lieu dans l'autre partie E^E'. En considérant l'étendue du rayonnement comme insensible , nous aurons , d'après l'équation (9) , appliquée successivement à ces deux parties,
u = Ae-s^ -f- Be^' ,
g et g' désignant les mêmes constantes que dans le numéro pi'écédent, et A, B, A', B', étant quatre constantes arbitraires que Ton déterminera de la manière suivante.
La valeur de u subsistera depuis x = 0 jusqu'à x = A, et celle de
tt' depuis xz=X jusqu'à j: = ^ + A'. Pour j: = o, la première devra coïncider avec la température du point E, que nous représenterons par 6, et pour a7 = A + A', la seconde devra être égale à la température aussi donnée du point E', qui sera représentée par â'; on aura donc, en premier Heu ,
De plus, en vertu des équations (5) du n° 70, on aura au point de jonction E, les deux autres équations
dans lesquelles q est une quantité positive, dépendante des maiières dont les deux parties de la barre sont formées. En y substituant les expressions précédentes de u et u, et donnant ensuite à ^ la valeur particulière a: = A, qui répond au point E^, on aura
{q— gk)ke-^+{q+ gA") Be=^ = yA'e"»"'^ -f- fyB'e^'% (
(^ + g'A-')A'e-"V(î — g'A-')B'e^''= ?Ae-^ + ^Be^^ ) ^"^
et ces deux équations, jointes aux valeurs précédentes de 6 et 6', feront connaître les valeurs demandées de A, B, A', B'.
Si la partie E^E' de la barre se prolonge indéfiniment , de sorte qu'on ait A' :^ ce , la valeur de B' sera nulle , sans quoi la valeur précédente de ô' serait infinie; on aura donc simplement
ce qui montre que la température u' de cette partie E^E' décroîtra en progression géométrique pour des valeurs de x croissantes par des différences égales ; et cela doit être , en effet , puisque E E' est alors une barre dont l'extrémité E^ est entretenue à une température invariable , et qui se prolonge indéfiniment à partir de ce
point E^. Eu désignant par / le rapport des températures qui répondent aux deux extrémités d'une partie f prise quelque part que ce soit sur E^E', nous aurons, comme plus haut,
On ne doit pas perdre de vue que les formules précédentes n'ont pas lieu au point même E^ ; elles ne subsistent qu'à une distance un peu plus grande que l'étendue du rajonnement moléculaire, de part et d'autre de ce point de jonction : à des distances moindres la température varie très rapidement; en sorte qu'à cette distance même, quoiqu'elle soit très petite et que nous l'ayons supposée insensible , la température peut avoir des valeurs très différentes pour les deux parties de la barre. Je désignerai par jk et y' les températures de ces deux parties , qui ont lieu à cette distance de E^ un peu plus grande que l ; les valeurs de / et j' se déduiront de celles de u et u', en y mettant pour X des quantités très peu différentes de A, ou bien, avec une approximation suffisante, en y faisant x= X; par conséquent, dans le cas où la partie E^E' est infinie, nous aurons
Le second membre de la seconde équation (i i) sera la valeur de qj ; et en faisant B' = o dans son premier membre, nous aurons aussi
qr = (q + s'k')k'é-^'\ On conclut de là
et comme la quantité g'k' est toujours positive, il s'ensuit qu'on a aussi toujours j- ^j-'. ,
Je représente par p^ le rapport de ^' à^; en substituant dans cette dernière équation, à la place de g', sa valeur précédente, elle deviendra
?/ = (7/ + ^' log ;>) ?,.
Lors donc que la conductibilité k' relative à la matière de la par-
tie E,E' de la barre sera connue, que l'on aura pris pour f une longueur déterminée, et que l'on aura déterminé, par l'expérience, les deux fractions f' et f^, cette dernière équation fera connaître la valeur de la quantité ^ relative au passage de la chaleur d'une matière dans une autre. Nous n'avons aucune donnée sur sa grandeur, qui peut varier avec la matière de chacun des deux corps; il serait à désirer que les physiciens l'eussent déterminée : ce serait un quatrième élément à ajouter à la chaleur spécifique, à la conductibilité et au pouvoir rayonnant des corps, dont l'expérience seule peut nous faire connaître les valeurs numériques.
(i25). Lorsque l'on considérera les quantités k et p comme variables avec la température, l'équation du mouvement de la chaleur ne sera plus linéaire par rapport à u , et dans le cas même d'une barre cylindrique et homogène parvenue à un état permanent , on ne pourra plus intégrer cette équation sous forme finie; mais si les températures de ses différens points ne sont pas très élevées , on obtiendra sans peine la valeur de u par la méthode des approximations successives.
Pour le faire voir, je suppose que les valeurs de k et p soient développées suivant les puissances de u, seulement jusqu'à la seconde puissance exclusivement; je mets, en conséquence, k-\-kmu et P H" Py^ ^ ^^ place de A' et p dans l'équation (5) ; j'y fais aussi ^■ = 0, et j'y regarde w comme une quantité constante; il vient
d'n dx
La constante g* est, comme précédemment, égale à ^. Dans le vide,
la constante y serait le logarithme népérien du nombre constant 1,0077 i^° 26)» ^•^'•^^^ l'air, sa valeur est modifiée par le contact du fluide, et n'a pas été déterminée par l'expérience (n° 09). Quant à la constante /7i , elle dépend de la manière dont la conductibilité varie avec la température, et sa valeur n'est pas non plus connue. Je supposerai la barre indéfiniment prolongée au-delà du point E, à partir duquel je complei'ai les distances oc, et dont la température donnée sera G , comme plus haut.
Cela posé, en négligeant d'abord le second membre de l'équation (12), on aura
D'après la méthode des approximations successives, on fera donc
et en substituant cette valeur de « dans l'équation (12), on négligera la nouvelle inconnue v dans son second membre ; en sorte que l'on aura
g _ gV = g-S- {y - 2m) e-^'.
De plus, cette inconnue v devra s'évanouir pour A = o et pour X = 00 , puisque déjà le premier terme de la valeur de u est égal à 6 et à zéro pour ces deux valeurs extrêmes de x. D'après cela, nous aurons
et , par conséquent ,
ce qui montre que, dans le cas que nous examinons, la température ne décroît plus exactement en progression géométrique pour des distances croissantes par des différences égales.
Par des expériences précises , faites sur des barres de différentes matières, si l'on parvenait à mesurer les quantités dont la loi des températures s'écarte de la progression géométrique, on en pourrait conclure la valeur de la quantité jn, en supposant connue celle de >, ou du moins, on en conclurait les différences des valeurs de m relatives à des barres dont la surface est dans le même état.
(126). Dans le cas où l'étendue du ra_yonnement intérieur n'est pas supposée insensible , et auquel se rapporte la valeur de u déterminée par l'équation (n), il est bon de donner aussi l'expression cori'espondaute du flux de chaleur T.
Je suppose, comme dans l'équation (7), la barre cylindrique et
homogène, ce qui réduit la formule (a) à celle-ci :
T = f f (u, — u')<psds'ds^;
dans laquelle u' eï u^ sont les valeurs de u qui répondent a x-\-s' et X — s^, et où l'on a
Par le théorème de Taylor, on aura donc
„,-,/ = _* (., + y) + ^ £:(.,.-.-) - rb S (V + /■) + T:^ij, S W - '") etc.
Or, quel que soit le nombre n, on a évidemment,
ce qui fera d'abord disparaître les différentielles paires de ii dans la valeur de F. De plus, en cteiulant l'intégrale relative à s' depuis j' = o jusqu'à s' =^co , ce qui est permis, et remplaçant ensuite / par la variable s, les limites relatives à s seront s=:s^ et i-^oo , et l'on aura
I <psch' = / psds.
Cette dernière intégrale sera une fonction de s^ qui s'évanouira pour s^ = /, et au-delà; je la désignerai par -^s^; et en la différentiant par rapport à s^, nous aurons
par la règle de la différentiation sous le signe /. En intégrant par partie, on aura donc
Le terme compris hors du signe f s'évanouit aux deux limites *, = 0
et J =/; si donc on remet dans le premier membre de cette équation
f (psds' a la place de -^s^, et que l'on emploie la lettre s au lieu
de s dans l'intégrale que renferme le second membre, on en conclui'a
et , par conséquent ,
foC ^•^'° "^ -"'"^ (P^rls'ds, = ^^ f!^"'^' «P-^^- ('4)
Au moyen du développement de u^ — u' et des équations (i3) et (i4), nous aurons, pour la valeur de T en série,
k, a, ê, etc., étant les mêmes constantes que dans le n° 121.
(127). Cette expression de T montre qu'en général le flux de chaleur n'est pas proportionnel à l'accroissement de température dans une épaisseur iuGniment petite de la barre, divisé par cette épaisseur. Cette proportionnalité, qu'on avait admise pour démontrer les équations du mouvement de la chaleur, d'une manière indépendante d'aucune hypothèse sur le mode de sa propagation (u° 65) , n'a réellement lieu que dans deux cas particuliers : lorsque l'étendue du rayonnement moléculaire est insensible , ce qui réduit la valeur précédente de r à son premier terme, en rendant les termes suivans insensibles par rapport à celui-là; et quand la température varie uniformément, quelle que soit alors l'étendue de ce rayonnement. Dans ce dernier cas, le flux de chaleur est proportionnel, comme on va le voir, au rapport constant de l'augmentation de température dans une épaisseur quelconque à cette épaisseur.
En effet, pour appliquer cette formule au cas des températures permanentes de la barre, il sulfira d'y substituer à la place de u sa valeur donnée par la formule (9). Dans le cas où le rayonnement latéral est nul, on a g^ = o; mais en supposant d'abord cette cons-
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tante infiniment petite, la formule (9) devient
,^ = A + lî + (li — A)ngx.
En vertu des e'quations (10), on a, en ge'néral,
quantite's qui se réduisent à
On aura donc alors
A ' ngx '
en sorte que la température croîtra uniformément dans toute la longueur de la barre. Or, en substituant cette valeur de u dans celle de F, il vient
c'est-à-dire, une quantité proportionnelle à la différence 6 — 6' des températures extrêmes de la barre, divisée par sa longueur A; ce qu'il s'agissait de vérifier. On voit que dans ce cas d'une température croissante uniformément, le flux de chaleur est indépendant de la grandeur sensible du rayonnement moléculaire, et ne dépend,
outre le rapport , que de la conductibilité k, qui aurait lieu
si cette grandeur était insensible.
(128). Occupons-nous maintenant du mouvement de la chaleur dans l'état variable de la barre, ou de la valeur de u en fonction de t et de X. Mais supposons, pour simplifier la question, l'étendue du rayonnement moléculaire insensible, ce qui permettra d'employer l'équation (5); les quantités k et p indépendantes de u, ce qui rendra
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cette équation linéaire; et enfin la température Ç constante et égale à zéro. Les quantités cù, k, p, seront des constantes ou des fonctions quelconques de.x, données dans chaque exemple.
Quelle que soit la valeur inconnue de u, on pourra la représenter (n° 84) par
M = 2 Rfi-f;
f étant une constante quelconque, R une fonction inconnue Ae x , qui pourra contenir p et d'autres constantes indéterminées, et la somme 2. s'étendant à toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires, de p et de ces autres constantes.
Je substitue cette valeur de u dans l'équation (3); en égalant le coefficient de la même exponentielle e"'' dans ses deux membres, il vient
d.ak — —
-^~ = (^P — ccef)Vv. (i5)
De cette équation différentielle du second ordre, on tiiera pour R une valeur de cette forme :
R = BY + S'Y
B et B' étant les deux constantes arbitraires, et en désignant par Y et Y' des fonctions déterminées de x et p. Si l'on représente par
H et G , H^ et G^ , les valeurs de Y et ^ , Y' et ^ , correspondantes à x = h, et par H' et G', H/ et G/, celles des mêmes quantités qui répondent à x = ^', on aura , en vertu des équations (4),
B(Gyt _ H^) = — B'(G/- — H^-zr), B{Q'k + HV) = — B'(G/A: + H/^O;
d'où l'on conclut d'abord
(G/t — H^) (G/^ + H>') = (G'/t + HV) (G A- — H,<3r') ; (16)
équation qui servira à déterminer les valeurs de p. En ajoutant les deux équations précédentes, on aura, en outre, sous une forme
symétrique par rapport aux deux extrémités de la barre,
B = A (G^ + G,'A- — ll^-sr + H>')»
B' = A (1 W — H V — GA- — G'k) ;
A étant une constante qui restera indéterminée. D'après cela, si nous faisons
X = (G/-H-G/A-— 11,^ +H;<ar')Y— (GA- + G'/t— H<5r4-HW)Y', (17)
nous aurons
Il = 2AXe-'';
et la somme 2 ne devra plus s'étendre qu'aux valeurs de p tirées de l'équation (16}. Si cette équation admet plusieurs racines égales, ou n'en emploiera qu'une seule, de sorte que tous les termes de la somme 2 répondent à des valeurs inégales de p, et renferment des exponentielles distinctes. C'est ce que suppose essentiellement le procédé que l'on va suivre pour déterminer le coefficient A en fonction de /» d'après l'état initial de la barre.
Pour cela, j'ai recours à la méthode indiquée dans le n° 85. Je multiplie, en conséquence, les deux membres de l'équalion (3) par Hdx, puis j'intègre dans toute la longueur de la barre, c'est-à-dire depuis X z=: h jusqu'à x=.h' . En faisant, pour abréger,
calLudx = f,
et observant que ccoX. ne dépend pas de t, de sorte qu'on aura en même temps.
il en résultera
h' ^ du , dv
cû)X -j- ax = -r,
h dt dl '
En intégrant deux fois de suite par partie, il vient
/^■-'^•^ rfu dX /'^•'"'^
-^Xdx=.Xa>k-J^-uojkj^+J -^
dX
udx.
Mais en vertu de l'équation (i5), qui détermine R dont X est une valeur particulière, on a
d.ak -7-
dX yr V
la valeur précédente de -^ deviendra donc
les quantités comprises entre les parenthèses répondant à x = A', et celles qui sont i-enfermées entre des crochets à x = h. Or, en vertu des équations (4), auxquelles on doit satisfaire en y mettant Xe"'', ou simplement X au lieu de m, on a aussi
k-r- = 'îS'X , quand x = h,
' dx
_dx
' dx
= — -tîr'X, quand j: = h';
et de ces équations particulières, jointes aux équations (4)> on concl ut
ce qui fait disparaître le second membre de l'équation relative à v , et
la réduit à
En intégrant et remettant pour i> l'intégrale définie que cette lettre représente , on aura donc
/ ccolLudx = De" '' ; D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , je suppose
qu'on ait
u = Fx,
quand t=:o , de sorte que Tx soit une fonction de oc, donnée dans toute la longueur de la barre, c'est-à-dire, depuis x = h jusqu'à X = h'. Cette fonction repre'sente la loi des températures initiales de la barre, abstraction faite de l'intervalle de temps pendant lequel cette valeur arbitraire de u ne satisfait pas, en géne'ral, aux équations (4) relatives aux extrémités de la barre; intervalle de temps que l'on suppose assez court pour que les températures de tous les points de la barre, situés à une distance sensible de ses extrémités , ne changent pas sensiblement pendant sa durée. De cette manière , on aura
D = I ccùHFxdx ,
et , par conséquent ,
I c(t)\u(lx = e '' I cco\¥xdx.
Maintenant, si l'on substitue dans le premier membi-e de cette équation , à la place de u, sa valeur en série d'exponentielles, il faudra que les coefficiens de toutes les exponentielles différentes de e~'' soient zéro dans ce premier membre , et que celui de e~ '' soit égal au coefficient de la même exponentielle dans le second membre. Si donc f>' est une racine de l'équation (16), distincte de la racine p, et si l'on désigne par X' la valeur de X correspondante à cette racine f' , il faudra qu'on ait
cco'HX.'dx = o :
équation au moyen de laquelle on démontrera , comme dans le n" 90, la réalité des racines de l'équation (16). De plus, dans le cas de f ' = f , il faudra que l'on ait aussi
A / ccûX.*dx = / ccoX.Fxdx ;
ce qui détermine la valeur du coefficient A correspondant à une racine quelconque f de cette équation (i6).
Au moyen de cette valeur de A en fonction de p , celle de u deviendra
. nh!
I caKFxdx
«=2( ^, )Xe-"; (i8)
formule qui renferme la solution générale et complète du problème , en supposant, du moins, l'intégration de l'équation (i5), qui ne pourra s'effectuer, exactement ou par approximation, que quand les valeurs de k, p, c , o), £ , en fonctions de x, seront données dans chaque exemple. Nous allons l'appliquer spécialement au cas particulier de la barre cylindrique ou prismatique, homogène, et dont la surface est partout dans le même état, c'est-à-dire, au cas où ces cinq quantités sont des constantes données.
- (129). Dans ce cas, je fais, pour abréger,
c ' ac
l'équation (3) devient
dt " dx^
et en y mettant ue' ' au lieu de «, elle se réduit à
du . d'u , , ,
:y7 = «zr.-^«; O9)
du ^ d^u
dt ~" rfx"'
eu sorte que l'on pourra supposer la constante p ou b nulle, sauf à multiplier par e~*' la valeur de u que l'on obtiendra dans cette hypothèse.
En faisant donc p = o dans l'équation (i5), et y mettant, poiir plus de commodité, a'f' au lieu de f , elle deviendra
Les deux valeurs particulières de R que l'on a désignées par Y et Y',
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pourront être
Y = sin fx , Y' = cos fx.
Si l'on place le point C, origine des distances x, au milieu de la barre, et que l'on repré-sente sa longueur par 2I, on aura
h = — /, H= — sin pZ, G=fCosf/, H^ = cospZ, G^ = fsinp/, h'=il, H'=sin f>/, G'=pcosp/, H',= cosf»Z, G', = — psinf/;
au moyen de quoi l'équation (16) deviendra
('ZJT'ZJr' — p*)sin2/'/ + (-sr' + iir) f> cos 2fl = o, (ao)
toutes réductions faites, et en mettant, pour plus de simplicité, k^sr et AW au lieu de <zêr et -ar'. En même temps, on aura, d'après l'équation (17),
X = ('Zêr' — 'Zër)A:cosfZsinf>j: — [(:2f cos fl -{-('W -{-<rir')s\ni>l] kcospx, (ai)
pour la valeur de X qu'il faudra substituer dans la formule (18 1.
On y mettra aussi , sous le signe 2 , l'exponentielle e~"'''' au lieu de e:~'' ; on supprimera au numérateur et au dénominateur le facteur constant cco ; puis ou multipliera la somme Z par e~*'.
Toutes les racines de l'équation (16) étant réelles, il eu sera de même à l'égard des valeurs de f>l que l'on tirera de l'équation (20). L'une de ses racines sera zéro. De plus, si l'on développe sin 2fZ et cos 2fl dans le premier membre de cette équation (20), et que l'on supprime le facteur p, tous ses termes ne renfermeront que des puissances paires de p , alternativement précédées du signe -jet du signe — ; d'où l'on conclut que les valeurs de p' qui s'en déduiront seront toutes positives. La somme 2 s'étendra à la racine p = o et seulement à toutes les valeurs positives de p, parce que l'analyse du numéro précédent supposait que les différens termes qui répondent à des valeurs égales de p sont réunis en un seul , et que l'on a ensuite remplacé p par a'p*. Si l'une de ces valeurs était encore zéro, ce qui aura lieu effectivement dans le cas de <5r = o et or' == o , on en ferait abstraction par la même raison; la racine p = o étant déjà employée.
Il résulte de là qu'à moins que b ne soit zéro, tous les termes de la valeur de u décroîtrout indéfiaiment à mesure que le temps augmentera , et qu'après un temps plus ou moins long , la valeur entière de u ne différera plus sensiblement de la température extérieure qui a été prise pour le zéro de l'échelle thermométrique. Avant de se réduire à zéro, la température de tous les points variera suivant une même progression géométrique ; le temps croissant par des différences égales.
Après avoir formé la valeur de u en fonction de i et a: , et en y faisant f = o, on aura une expression en série de la fonction arbitraii'e Fjt (n° 86) , qui subsistera pour toutes les valeurs de j: >> — / et < /, et qui aura lieu aux limites mêmes a: = zt /, lorsque cette fonction satisfera aux équations (4) pour ces valeurs extrêmes de la variable.
(i3o). L'expression de u devient plus simple lorsque la barre ne rayonne que par une seule de ses deux extrémités.
Supposons que la température de l'extrémité E' de la barre soit constamment entretenue à zéro. Il faudra alors que la seconde équation (4), qui s'y rapporte , se réduise à ^^ = o; ce qui exige que l'on ait tjr' == 00 , puisqu'on a Ç = o. L'équation (20) , d'où dépendent les valeurs de p , se réduira donc à
îT sin 20/ -f- p cos 2p/ = o ,
en la divisant par ta-' , et supprimant ensuite les termes qui ont cette quantité pour dénominateur. D'après la formule (21), on aura, en même temps,
X = k'or' sin p C^r — l) ,
_^ X'^.r = -j^ (4pZ — sin 4pZ) ,
en négligeant les termes de X indépendans de (ïtr', par rapport à ceux qui ont ^' pour facteur. La valeur de u, formée comme on vient de le dire, sera, par conséquent,
4? sin f{x — l) j sin f (x' — l) Fx'dx'
4f/ — sin4f^ '
où l'on a euiplojci, pour plus de clarlé , la lettre x' au lieu de x sons les intégrales définies.
On pourra présenter cette valeur sous une autre forme , en transportant l'origine des distances x au point E. Pour cela, il faudra mettre x — l ci x' — / à la place de x et x' ] les intégrales relatives à x' s'étendront alors depuis x' = o jusqu'à x' = 2I; on aura
sin p (x — 2/) = sin px cos api — cos px sin ap/ ;
et comme l'équation d'où l'on doit tirer les valeurs de p donne
cos 2pl = ^ ^ — : , sin 2ûl = — ■ — -^ ,
il en résultera
sin p(x — 2/) = ^^'"f^ + f^osf^
4pi — sin /,pl = 4ii^^l±f!l±if5.
Par conséquent, en mettant aussi f Z au lieu de /, dans la valeur précédente de « , et faisant F (x' — ^ l) =Jx', nous aurons
(ar sin fX 4- f cos fx) 1 (sr sin fx' -\- f cos (X )jx'dx'
pour la loi des températures dans une barre dont la longueur est l, qui rayonne par son extrémité E d'où l'on compte les distances x, et qui a une température constamment nulle à son autre extrémité E' correspondante a x = l.
Le terme de la somme 2 qui répond à f = o s'évanouit, comme on voit, excepté dans le cas de ^sr =. o. Dans ce cas, ce terme est zéro ou ne l'est pas, selon qu'on fait d'abord f ^o et ensuite i3r = o, ou d'abord «jjp ^ o et ensuite p = o ; mais la valeur de sin 2f / dont on a fait usage, et qui doit s'évanouir en même temps que p, exige que l'on fasse p = o avant de donner à la constante -w la valeur particulière «sr = o ; en sorte qu'il faudra toujours faire abstraction du ternie de la somme 2 qui répondrait a p = o. Cette somme s'éten-
dra à toutes les autres valeurs positives de p, tirées de l'équation
fSf sin pZ + p cos pZ = o. (aS)
Il est évident , d'après cette équation , que chaque terme de la somme 2 sera séparément nul au point E' qui répond à j" :^ /. En mettant \l — .rA: et '3r au lieu de a: et «ar dans la première équation (4) relative au point E , elle devient
du
-j- •+- 'zs-u = o ;
dx
condition évidemment remplie, pour jc = o , par chacun des termes de la somme 2.
En faisant t= o dans l'équation (22), il vient
(srsin fx -ffx = 22
f cos p.r) / {■z3-s\nfx'-i-fC0Sfx')fx'dx'
résultat qui subsistera, quelle que soit la fonction arbitraire foc, pour toutes les valeurs de o: > o et < Z, mais qui n'aura lieu pour a: = l, que quand on auray^Z = o, et pour j:==o, que si l'on a
^ [- '^foc ■=. o pour cette seconde valeur de jc.
(1 3 1). Lorsque la longueur l de la barre sera très grande, on résoudra facilement l'équation (aS) par la méthode des approximations successives. En l'écrivant ainsi :
, fl cos fl sm pi :=: j-^ ,
on déterminera d'abord la valeur de //, en négligeant le second membre; en sorte que l'on aura, dans cette première approximation,
fl r= ?i7r;
n étant un nombre entier quelconque. On fera ensuite
pZ = mt + cT ;
et en négligeant S" dans le second membre de l'équation donnée, et
son can'é clans le premier membre, on en déduira
cT = -., 1:1 = UTT
■a-l ' -al
En continuant ainsi , on obtiendra une valeur de fl en série très convergente, ordonnée suivant les puissances négatives de l, et la somme 2 s'étendra à toutes les valeurs positives du nombre ii, Aepuis 71^ I jusqu'à « = 00.
Si cette longueur l devient infinie, la valeur de /> se réduira à
^; elle croîtra donc avec n par des degrés infiniment petits; et si
nous faisons
P = 7- = a, j = da,
la somme relative h p se changera en une intégrale relative à a, qui devra s'étendre depuis a = o jusqu'à a = 00 . La formule (22) deviendra alors
2 —it r'^ f^ (ar sinïx-f-acos«.r)('wsin«.r'-f «cos«j:')/r' _«>»»<■ . ,
— - e / j - ■ - e clctcix .
en réduisant à / («zst* -|- «■') 'e dénominateur ■ttr -\- IÇ^sr' -f- f") et remplaçant J par — . Si l'on fait t = o dans cette dernière formule, on
obtiendra une expression de J^x qui subsistera pour toutes les valeurs positives de la variable, et qui aura aussi lieu pour x=o, quand
dfx
cette valeur particulière fera évanouir la quantité -^ + <îïr/j:.
(iSa). L'expression de u se simplifie encore davantage, et la formule (24) peut être vérifiée, dans les deux cas particuliers oîi l'on a
'tîT = o ou 'ZS' = ÛO .
Le premier cas est celui où le rayonnement est nul à l'extrémité E. L'équation (aS) se réduit à f cos fZ= o; en faisant abstraction de sa racine zéro et de ses racines négatives, et désignant par « un nombre entier et positif, on aura donc
(in — iW
et la formule (22) se changera en celle-ci ;
M=-e Sf / cos^ ^j^ — Jx'dx \co%^ '
dans laquelle la somme 2 s'étendra depuis n=. i jusqu'à ?* = ce . La formule
fx = yX f 1 cos . Jjc'dx'j cos
(2«— i)îTa:
qu'on en déduit en y faisant t = o, coïncide avec la formule (13) du n° 96, quand on suppose dans celle-ci f{ — x)-^fx. Elle a évidemment lieu à la limite x = l, quand on 3iflz=o, et à l'autre limite x=.o,
lorsque l'on a -7- :^ o pour cette seconde valeur de x.
Dans le cas de '3r= oo , la température de la barre est entretenue constamment à zéro, à la seconde extrémité E, comme à la première E'. En vertu de lequation (aS), on a sin fl = o; d'où l'on ûté
Hfr
et la formule (22) devient
u ■= -, e 2 f / sm —j-jx dx j sin -y- e /> ; (aS) .
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier et positif «, depuis ra=i jusqu'à w = oo . En y faisant ï = o, on en déduit
fx = 7 2 { 7 siu —7— ix dx ) sm — j- :
MOI ui '.'J , ;:;.;^-.i^vnh 4,-; >.y «:.:,, , l- t, .^ -J r. ■■^■.
résTiitat' qui ëiUciAë âVèd ■lâ'''fdi'rriiîlfe-'(ici)*'lîtf h-'^é, et qui n'a liëti pour j; = o et pour x = l, que quand fx s'évanouit à ces deux limites, 'i ! 00 inlso i-
Observons que si, dans k second cas, les températures des points extrêmes E et E' de la barre, au lieil d'être zéro comme la température extérieure Ç, étaient des températures invariables et données 6 et 6', il serait facile d'éte«dre la formule (26) à cette hypothèse.
Pour cela, je partage la valeur de u en deux parties ^x et u ,
dont ia première soit une fonction de x seulement, et la seconde une fonction de x et de t. Je suppose cette première partie (px déterminée par l'equalion
et telle que l'on ait <p:r=6 pour x =i o , <px=(i' pour x = l. En intégrant cette équation, et déterminant les deux constantes arbitraires, d'après ces valeurs particulières de (px , ou trouvera, sans difficulté,
ipx = Aes' + Be-'% . .vj -,1).
où l'on a fait , pour abréger,
l/Z) . il' — f<-~S' „ ie'' — ê'
La valeur complète (px-{-u' de u devant satisfaire à l'équation (19) du mouvement de la chaleur , et la partie ^x remplissant déjà cette condition, il faudra qu'on ait
du' , d^u' . ,
de plus, il faudra que l'inconnue u' s'évanouisse pour x = o et pour x= l, puisque déjà, à ces deux limites, çx a pour valeurs 6 et 6', qui doivent être celles de u; par conséquent, l'expression de u sera donnée par la formule (20), en y mettant à la place de yx la valeur initiale et inconnue de u' , que je représenterai par y'x, et qui sera nulle comme u' aux deux limites a: = o- et x = L De cette manière, nous aurons d'abord
M=Ae^- + Be-^'H- ]e-"l(^fjm^f'x'dx'^&m^ e
Cela posé, désignons toujours par fx la valeur initiale de u; en sorte que fx soit une fonction de x donnée arbitrairement, depuis xz=o jusqu'à x^=l, mais dont les valeurs doivent être 6 et ô' pour les deux valeurs extrêmes zéro et l de x. En faisant t ^= o dans l'équation précédente, et observant que la somme S, comprise dans le
second membre a alors -foc pour valeur, il en résultera
f'x = fx — Ae«^ — he-f.
D'ailleurs, en effectuant les intégrations, on a
l . . nicx j , tittIU — ef' cos nw)
i , . n-xx I / msUv — e-s'cosna-)
et, d'après ces valeurs et celles de A et B, nous aurons finalement
ef' — e-s'
H- |e-»'2 (/^'sin^>W^')sin'-^e-^-
Oq appliquera cette formule au cas d'un anneau dont un point a une température invariable et égale à G, en y faisant G' = â : ce point est l'origine des distances oc, comptées sur l'axe curviligne de l'anneau, dont / est la longueur.
(i35). Si le rayonnement est nul aux deux extrémités de la barre, il faudra faire à la fois '3r = o et 'iîr' = o dans les équations (4) , et, conséquemment , dans l'équation (20), ce qui la réduit à p' sin i\;l = o. Elle aura donc une racine triple p = o ; mais , d'après ce qu'on a dit plus haut, on ne devra employer qu'une seule fois cette valeur de p. Le terme correspondant de la formule (18) se présentera sous la forme 3 ; on en obtiendra la véritable valeur en supposant cette quantité p infiniment petite; la valeur de X donnée par la formule (21) se réduira alors à X = — 2;:k, dans le cas que nous considérons où ^sr et «ar' sont zéro ; et le terme correspondant de la formule (18 ) , multiplié par e~'" , sera
¥a.''Hx'.
Les autres valeuis de p tirées de l'équation sin 2p/ = o , seront
tous les multiples de — . ; mais il importera de distinguer ïéStfns des
autres les multiples pairs et les multiples impairs. En désignant par n un nombre entier et positif, on fera donc successivement
mr [271 — l)îr
Pour la première de ces deux valeurs , la formule (21) donnera , dans le cas dont il s'agit ,
X = — j cos-p;
d'où l'on tire
au moyen de quoi la partie correspondante de la valeur de u, déduite de la formule (18), ainsi qu'on l'a expliqué plus haut, sera
j e '^Xl cos —7— Fxdx jcos-y- e
La seconde des deux valeurs précédentes de f rendra nulle la valeur de X tirée de l'équation (21), et qui répond à îër = o et ■zs-' = o. Tous les termes de la partie correspondante de u se présenteront sous la forme ° ; et , pour en déterminer les vraies valeurs, il faudra supposer que les constantes tB- et ■tzr' ne soient qu'infiniment petites. Pour une valeur de f> infiniment peu difTé-
rente de j~^ > ^^ formule (21) se réduira à
= 2kiy sm j ;
en désignant par cT une constante infiniment petite, et négligeant les infiniment petits du second ordre. On en conclut
f^ X'^==4/A'cr'';
et, d'après ces valeurs, la partie correspondante de u sera
i e-^'2 (f^^ sin ^^"-'^"" Fx'dœ' ) sin (2!L=_!2^ e 4^ •
Cel^ posé, npus aurons
{in — i)'?r*a = «
pour la valeur complète de u dans le cas d'une barre terminée par deux sections normales qui sont imperméables à la chaleur; la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de n, depuis ti = i jusqu'à 7z = co , et l'origine des distances x étant au milieu de la barre dont la longueur est 2/.
Quand la constante b n'est pas nulle, cette température u devient zéro après un certain temps, à cause du rayonnement latéral de la barre; mais si b=:o, la surface de la barre est partout imperméable à la chaleur; et alors la température finale, au lieu d'être zéro, est égale, en tous ses points, à la moyenne de ses valeurs initiales. On voit, en effet, qu'au bout d'un certain temps la somme 2 s'évanouit toujours , et la valeur de u relative à Z> = o , se réduit à cette moyenne
-j f Yx'dx'.
On peut mettre l'expression de u -en fonction de ^ et x , sous une forme un peu plus simple, en transportant l'origine des dislances X à l'une des extrémités de la barre , et changeant , en conséquence , X et x' en j: dzZ et ar'rbZ. Les deux parties comprises sous la somme 2 se réunissent alors en une seule 5 les limites des intégrales définies deviennent zéro et /; et si l'on change, en outre, Z eu ^Z, et qu'on fasse F(ar dh ^/) ■=jx, il vient
u=:je-'-f^fx'dx'-hje-"xÇf^cos '~fx'dx''^cos "-pe~~T^~;
la somme 2 s'étendant toujours à toutes les valeurs de ii, depuis 71 = 7 jusqu'à 71 = X . Au lieu de déduire , comme nous l'avons fait , cette expression de u, ou la précédente, du cas général où les quantités <zêr et (ïîr'ont des valeurs quelconques, ce qui a exigé une attention particulière, on aurait pu aussi considérer immédiatement le cas
particulier où l'on a «zr = o et '3r'=o, et déterminer directement, par l'analyse du ïi° 128, la valeur de u qui s'y rapporte.
Si l'on fait t = o et 11 =Jx dans la formule précédente , ou aura
fx = jr fx'dx' 4- ^ 2 r / cos -^^ fx'dx'j cos -^ ;
ce qui est effectivement vrai, en vertu de l'équation (9) du n" 96 , pour toutes les valeurs comprises depuis x= o jusqu'à xz=:l, inclusivement. La différentielle de cette équation ne subsiste, comme cela doit être, aux deux limites x = o et x = l que quand la va-
dfx leur de -^ s'évanouit pour ces deux valeurs de x.
(iS/j). Lorsque l'axe de la barre formera une courbe fermée, on comptera les distances x sur cette courbe, à partir d'un point lixe , choisi arbitrairement ; et si Z est la longueur de la courbe entière , il
faudra que les valeurs de m et -j- , qui répondent à x r= o, soient les
mêmes que celles qui ont lieu pour x :=: l ; doù il résultera deux équations particulières qui remplaceront les équations (4), ainsi qu'on l'a dit précédemment (n° iiS). Il serait facile, d'après cela, de déterminer, par l'analyse du n° 128, la loi des températures dans un anneau hétérogène, d'une épaisseur variable, et dont la surface varie aussi d'un point à un autre; mais nçus nous bornerons à considérer le cas d'un anneau homogène, dans lequel 1 état de la surface et la section normale seront partout les mêmes. Cet anneau se refioidira librement, c'est-à-dire, que la température d'aucun de ses points ne sera entretenue forcément à un degré constant; on fera abstraction du rayonnement de l'anneau sur lui-même, et la température extérieure sera toujours supposée égale à zéro; en sorte que l'équation (19) sera celle du mouvement de la chaleur suivant la longueur de l'anneau que nous allons considérer.
Nous aurons
u = e~*'2(Asinfx H- B cos pjr) e""'''' ,
pour l'intégrale complète de cette équation en série d'exponentielles; la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs possibles, réelles
ou imaginaires des trois constantes f , A , B. Pour que les valeurs de u
qui répondent àj7 = o et^ = Z soient égales, et qu'il en soit de
même à l'égard des valeurs de -r- , quelle que soit la valeur de ^ , il
faudra qu'on ait
B = A sin f Z + B cos fl ,
A = A cos fl — B sin fl.
En éliminant A ou B, l'équation qui en résulte se réduit à cos pZ:=i. Si l'on désigne par n un nombre entier ou zéro , on aura donc fl == 2«77- ; pour cette valeur de fl, celles de A et B resteront indéterminées, et la valeur de u deviendra
; = e-*'2 f Asm -^ f-Bcos— j-Je '^ .
La somme 2 devra s'étendre à toutes les valeurs positives ou négatives de n ; mais on peut supposer réunis en un seul les deux termes de cette somme qui répondent à chaque couple de valeurs de Ji égales et de signes conlraii-es, et ne plus étendre la somme 2 qu'aux valeurs de n positives, y compris zéro; au moyen de quoi les exponentielles qu'elle contient seront toutes distinctes les unes des autres.
Le cas qui nous occupe dififère des précédens en ce qu'il reste deux coefliciens A et B, au lieu d'un seul, à djéterminer d'après l'état initial de l'anneau; ce qui n'empêche pas que la méthode générale indiquée dans le n° 85 , ne s'applique également à cette détermination.
En effet, désignons par a et ^ deux constantes quelconques, et faisons , pour abréger ,
a sm — -j — + b cos — j — = A..
Multiplions, conformément à cette méthode, l'équation (19) par \c{x, puis intégrons depuis x = 0 jusqu'à a? = Z ; nous aurons
d. j ILudx . .
-:L^ =a» f J^,X^ —b rXuda:.
dt J o dx' J o
Si l'on intègre deux fois de suite par partie, et si l'on observe que
chacune des quantités ;z, -t^, X, j^ , a la même valeur pour x = o
et pour x=l, on aura
en ayant égard à la valeur de X. On aura donc
équation dont l'intégrale est
r Xuda: = De-"e ~~'' ;
D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose qu'on ait n=Jbc quand t^=o, de sorte que yor soit une fonction donnée arbitrairement depuis x = o jusqu'à x = l, mais assujettie à la condition d'avoir la même valeur à ces deux limites. 11 en résultera
D = f^Xfxdx.
A un instant quelconque, on aura donc
J^ Xudx z=z e-"e '• r Xfxdx. (37)
Cela posé , si « et n' sont deux nombres entiers ou zéro , différens l'un de l'autre , on aura
/ sm — j — sm — j — dx = o , / sin —, — cos — j- dx = o ,
ri . in'irx 2.nirX ,
/ sm — J — cos — Y~ dx ^^ o,
ri in%x in'vx ,
/ COS — y — cos — — dx == 0 ;
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dans le cas de n! ■=.n, on aura aussi
sm' — ï— dx = I cos* — j— doc =^ - l ,
sin — J— cos — ^ — dx = o ,
en observant que si «=o, la dernière intégrale sera toujours zéro, mais les deux préce'dentes ne seront plus égales : la première sera zéro , et la seconde égale à L On conclut de là que si l'on substitue dans l'équation (27), à la place de u et de X, leurs valeurs, on aura
- / («A + SB) = 0, I sin ^-^^ fxdx -\-C f cos —7— Jxdx ,
pour une valeur quelconque de n, ©t en particulier
IB = I Jxdx ,
pour n = o. Les équations précédentes devant subsister pour toutes les valeurs des constantes a et ê , elle se décomposera eu deux autres , savoir :
-Ih. = I sin — ^ Jxdx ,
-ÏB z= I cos — J- Jxdx.
Par conséquent , les coefficiens A et B seront déterminés pour toutes les valeurs de n, excepté le coefficient A relatif à « = o, qui demeure indéterminé, mais qui disparaît de l'expression de u.
Au moyen de ces valeurs de A et B, et en changeant x en x' sous les intégrales définies, l'expression de u sera finalement
« =ie-*' f^Jx'dx'+]e-^{ f^cos'JII^^^Jx'dx')e~^^^;(28)
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de n, depuis nz= i jusqu'à « = 00 .
Si l'on y fait «=o et uz=.Jx, on a
Jx = \[l Jx'dx' H- f 2(/;cos"'- ^^-^'^Jx'dx');
résultat qui s'accorde avec la formule (5) du 11° 95, et qui a lieu depuis X = o jusqu'à x^:=l, y compris les valeurs extrêmes zéro et l, puisqu on a par hjpolhèseyb = fl.
L'expression de u est, comme on voit, une fonction de x qui demeure la même, ainsi qu'on l'a dit plus haut (n° ii8), lorsqu'on y augmente ou diminue la variable x d'un multiple quelconque de /. Au bout d'un certain temps, qui n'est pas très long en général, la somme 2 se réduit sensiblement au terme correspondant à n = i. A cette époque si l'on appelle v la valeur de u relative h x-\-^l, ce terme disparaît dans la somme u-\-i' , et l'on a simplement
u + v =je-''f'fx'dx';
d'oii il résulte que l'anneau parvient toujours à un état dans lequel la somme des températures qui répondent aux extrémités d'un même diamètre, est la même pour tous les diamètres, et décroît en progression géométrique, lorsque le temps, à partir de cette époque, croit par des difTérences égales. Au bout d'un temps encore plus long la somme 2 disparaît en entier, et les températures de tous les points de l'anneau décroissent suivant cette même progression géométrique. Enfin, ces températures deviennent toutes égales à zéro, comme la température extérieure, excepté dans le cas de l'imperméabilité calorifique de la surface, où l'on a b=o, et oii elles convergent toutes vers
une température constante et égale à la moyenne jl fx'dx' des températures initiales.
(i35). La valeur de u que l'on déduit de la formule (26) en y faisant 6' = 6, et qui se rapporte à un anneau dont une section normale est entretenue à une température invariable et égale à ô, diffère essentiellement de la valeur de u donnée par la formule (28) et relative à un anneau qui se refroidit librement. Au bout d'un certain temps , la somme 2 disparait de la première valeur de m , et l'anneau parvient à un état stationnaire , dans lequel la température d'un point quelconque se réduit à
It — ■ ■ ■ ï 7 ; ; •
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Maintenant, si l'on supprime la cause qui entretenait la température 6 de l'un des points de l'anneau , et qu'on laisse ce corps refroidir librement, il faudra, pour déterminer la loi de ses températures au bout d'un temps t à partir de cette suppression, substituer cette valeur de M à la place Aq fx dans la formule (28). Or, on a
, , , (eS' — 1)1 ^/cos — , a/îîT sin — =— )
U'e^- cos "'^^"-^r/x-=: ^ ' , --.
l J o l 4nV + g-t
rf: -••
COS —j dx = j ^,-
au moyen de quoi la formule (28) deviendra
2fg-/e-*'(e'»'' — e-î^O
inwx ~\
I '^"^ 1 — Ijn-'n'a-'t I
En y faisant i = o, on devra retrouver la valeur particulière ^3: de u, d'où l'on est parti; et si l'on met pour plus de simplicité il au lieu de l, puis x — la-n lieu de x, il en résultera
nifX
cos TlTt COS — r-
es==4-e-e^ i Z
pour toutes les valeurs de x, depuis x = — l jusqu'à x=.l; ce qui est effectivement une formule connue , qui subsiste également lorsqu'on y met g \/ — 1 au lieu de g (*).
Nous ferons aussi remarquer qu'eu mettant l — x au lieu àe x
dans cette dernière équation , de sorte que cos nw cos -—'- se change
en cos —=-; multipliant ses deux membres par l, supposant ensuite / = co , et faisant
-=z, -i =dz',
(*; Journal de l'Ecole Poljriechnique, 18' cahier, page 3i2.
la somme 2 se changera en une intégrale relative à z, qui s'éleiidra depuis z=o jusqu'à ; = («; le terme compris en dehors de cette somme s'évanouira ; et si g est une quantité positive et x une quantité finie , on aura
ef' — e-s' Par conséquent, l'équation précédente deviendra
^ cos zxdz ic
ce qui est encore une formule connue, qui nous sera utile dans la suite, ainsi que sa différentielle relative à x , savoir:
^ z siu zxdz 11
z'-IrS- 2
("iSô). Il nous reste encore à considérer la propagation de la chaleur dans une barre droite ou courbe, qui se prolonge indéfiniment de part et d'autre du point C, d'où l'on compte les distances x. Je supposerai cette barre homogène, sa section normale constante, et sa surface partout dans le même état; et pour déterminer dans ce cas la valeur de ti en fonction de t et .r, je ferai usage de l'intégrale sous forme finie de l'équation (19) du mouvement de la chaleur.
D'après ce qu'on a vu dans le n° 74, cette intégrale sera
" ~ \7^7 — ^ *'/^'^ + ia.ay/i)d^; (39)
fx étant la fonction arbitraire qui exprimera la valeur de z/ correspondante à <=o, et sera donnée par conséquent, d'après l'état initial de la barre, depuis x = — co jusqu'à j?=co. Au moyen de cette formule, on pourra donc toujours calculer par les quadratures, la température d'un point quelconque à un instant donné; ce qui est la solution complète du problème.
Supposons que la barre n'a été échaulTée primitivement que dans une portion limitée qui s'étendait depuis x = — ê jusqu'à a'= £, de sorte qu'en dehors de ces limites sa température initialeyit était zéro,
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comme la température extérieure. Si nous faisons
il en résultera
x' — X 7 dx
act =
%ay' t •2.a\/ 1
et la fonction Jx' étant zéro pour toutes les valeurs de jr' > g ou < — ê, il suffira d'intégrer par rapport à x' , depuis x' = — «jusqu'à x' ■= a; en sorte que l'on aura
— ■ / e 4«'' fx'dx' .
•2.ay %t J — •
Cette expression de m nous montre que la chaleur communiquée à une portion de la barre se répand instantanément dans toute sa longueur; car, quelque grande que soit la distance x, et quelque petit que soit le temps ^, il y aura toujours une valeur de u qui ne sera pas rigoureusement nulle. Ce résultat tient à ce qu'en formant l'équation du mouvement de la chaleur, nous avons supposé instantanés les échanges de chaleur entre les tranches de la barre comprises dans l'étendue du rayonnement intérieur. Or, quelque rapides que soient ces échanges, ils ne peuvent avoir lieu dans la nature qu'en des intervalles de temps de grandeur finie; et si nous avions eu égard à cette circonslance, la conductibilité k et par suite la quantités ne seraient plus rigoureusement constantes : a serait une fonction du temps qui varierait d'abord très rapidement, et atteindrait bientôt une valeur constante ; ce qui suffirait pour empêcher que la communication de la chaleur ne fût instantanée à toute distance du lieu de réchauffement primitif. Mais on voit aussi, en ayant égard à l'exponentielle conte mie sous le signe /, que la valeur précédente de u sera tout-à-fait imperceptible, hors de l'étendue de réchauffement primitif, tant que la quantité 2a\/^ sera très petite par rapport à la distance x, ou plus exactement jrrt «. Si l'on considère des points de la barre très éloignés du lieu de cet échauffement, et si l'on attend que l'élévation de température y soit devenue sensible, on pourra la calculer avec une très grande approximation, en négligeant x' dans l'exponentielle dont il s'agit. De cette manière , on aura
simplement ^^^ ^^^
En appelant A la quantité totale de chaleur communiquée primitivement à la barre, on aura aussi
\ == Cù) I jx'dx:';
et en éliminant enti'e ces deux équations l'intégrale qu'elles contiennent, il en résulte
Ou l'on voit que la température des points très éloignés de l'écliauffement primitif ne dépendra que de la quantité de chaleur A, et nullement de la loi de sa distribution initiale, ou de la forme de la fonction yx.
Pour comparer deux barres de matières différentes, sous le rapport des plus ou moins longs temps qu'elles emploient à transmettre des quantités égales de chaleur à la même distance, nous ferons abstraction du rayonnement de leurs surfaces. Soit donc 7)= o, nous aurons
eau =
Ce produit cuu est la quantité de chaleur transmise dans le temps t à la distance jc ; en déterminant son maximum par rapport à t, on
trouve qu'il répond h t= — , et qu'il est égal à =. Il ne dépend
donc pas de la quantité a , ni de rien qui soit relatif à la matière de la barre j en sorte que deux barres de matières différentes transmettent néanmoins le même maximum de chaleur à une distance donnée; mais cette transmission a lieu dans des temps différens; et d'après la valeur de t qui répond à ce maximum, elle est la plus rapide dans la barre pour laquelle la quantité a est la plus grande.
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Or, nous avons fait - = a* (n° 12g); il s'ensuit donc que ce n'est
pas toujours la matière qui a la plus grande conductibilité k, qui conduit le plus promptcment la chaleur à une distance donnée; cette propriété dépend à la fois de la grandeur de k et de celle de la chaleur spécifique c de cette matière.
Dans mon premier mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides, j'ai appliqué la formule (29), non-seulement au cas d'une barre indéh'niment prolongée , mais aussi au cas d'une barre dont la longueur est limitée, et j'ai fait voir comment, dans ce dernier cas, cette formule se transforme toujours en une série d'exponentielles. Dans les numéros qui précèdent, j'ai suivi une marche inverse : ayant préalablement établi que la valeur inconnue de u peut être représentée, quelle qu'elle soit, par une série d'exponentielles, j'ai employé une série de cette forme pour satisfaire simultanément à toutes les conditions de chaque problème. Cette méthode est plus simple que la première, et c'est celle que je suivrai constamment dans cet ouvrage; mais, sous le rapport de l'analyse, la réduction de l'intégrale définie que contient la formule (2g), ea des séries différentes d'exponentielles, selon les diverses conditions relatives aux extrémités de la barre, est néanmoins une transformation délicate et importante , pour laquelle je renverrai au mémoire cité (*■).
(*) Journal de l'École Polytechnique , 19" cahier, page H'].
CHAPITRE X
Distribution de In chaleur dans les corps spheriques.
(iSy). Dans ce chapitre, nous supposerons que tous les points également éloignés du centre de la sphère ou de la couche sphérique que nous voudrons considérer, ont à chaque instant une même température; en sorte qu'en désignant par ;■ la distance d'un point quelconque de cette couche à son centre, la température u de ce point, au bout du temps #,sera une fonction de /■ et /, qu'il s'agira de déterminer; et l'inconnue ne dépendant ainsi que de deux variables, le problème sera semblable à celui du chapitre précédent.
Afin de rendre linéaire l'équation du mouvement de la chaleur, c'est-à-dire l'équation (7) du n° 49 > nous supposerons la chaleur spécifique c et la conductibilité k indépendantes de la température u. Si la couche sphérique est hétérogène, les quantités k et c seront supposées des fonctions de r. Nous supposerons, de plus, que chacune de ses deux surfaces soit partout dans le même état, et que la température extérieure ne dépende que de t. Ces conditions sont nécessaires pour que la température u puisse être, comme on vient de le dire, une fonction de r et t seulement ; ce qui aura effectivement lieu au bout d'un temps quelconque, lorsqu'en outre la température initiale ne sera fonction que de r.
Cela étant, cette équation générale du mouvement de la chaleur se réduira à
d . r^k y- . du dr . .
ainsi qu'on l'a vu dans le n* 120. En appelant /*' et h les rajoos
des surfaces concentriques, extérieure et intérieure, de la couche sphérique , nous aurons d'abord , en vertu de l'équation ( 2 ) du n° 67 ,
■£ ■+■ p{u — 0 = o, quand r = h' ; (3)
?f étant la température extérieure, qui pourra être une fonction donnée de ^, et /? désignant un coefficient constant et positif, dépendant de l'état de la surface extérieure et de la conductibilité k qui a lieu près de cette surface , c'est-à-dire , pour abréger , le coefficient p de l'équation citée, divisé par cette quantité k. Pour fixer les idées, nous supposerons qu'on ait fait le vide dans l'espace terminé par la surface intérieure; les échanges de chaleur entre les points voisins de cette surface répondant, par hypothèse, à des températures égales, il s'ensuit que le flux de chaleur sera nul à travers chaque élément de cette même surface; par conséquent, on aura
— - = o, quand r z=i h. (3)
Telles sont donc les trois équations du mouvement de la chaleiu' dans la couche sphérique, d'une épaisseur constante et égale à h' — h, que nous considérons. En les comparant aiix équations (3) et (4) des n°' 1 17 et 1 18, on voit qu'elles coïncident avec celles-ci, en faisant
jc = /■ , (M = r" , <zër = o , fsr' = pk ,
et supprimant dans l'équation (3) le terme relatif au rayonnement latéral de la barre. 11 s'ensuit que la loi des températures dans l'épaisseur de la couche sphérique se déterminera au moyen des formules du n° 128, que nous appliquerons tout à l'heure au cas d'une couche homogène. Auparavant, nous ferons remarquer que si les quantités c et k variaient en raison inverse du carré de la distance r, la distribution de la chaleur dans la couche sphérique serait la même, d'après les équations précédentes , que dans une barre cylindrique pour laquelle le rayonnement latéral et celui de l'une de ses deux extrémités seraient zéro; si l'on avait, en outre, p = o, cette distribution serait celle que nous avons déterminée dans le n° i33, en faisant h =zo, dans les formules de ce numéro.
(i58). Daus le cas de l'homogénéité, où les quantités k et c sont
k constantes, je fais - = «*, et j'écris l'équation (i) sous la forme
d.ru ^d\iu
En supprimant le terme qui dépend du rayonnement latéral dans l'équation (i5) du n" 128, faisant x = r e\. cù=^r*, et y mettant, pour plus de commodité, a'f' au lieu de f , elle deviendra
-rf-r- -4- fVR = o.
On pourra prendre
r\ = sin fr, rY' = cos fr,
pour déterminer les valeurs particulières de R désignées par Y et Y' dans ce numéro. Il en résultera
hH = sin f>h , h*G = fh cos j>/i — sin fh ,
hïl^ = cos fh, h'G^ =. — fh sin fh — cos fh,
h'W= sin fh', h"G'= pA'cos fh' — sin fh',
A'H',= cos fh', h''G\= — fh' sin fh' — cos fh' ;
au moyen de quoi et de fw' ^ pk et <i!rz= o , l'équation ( 1 G ) de ce même numéro, d'où dépendent les valeurs de f , deviendra
{f^hh' + 1 — ph') sin f/ = (Z -f- phh') f cos fl, (4)
en désignant par / Tépaisseur h' — h de la couche sphérique. L'équation (17) sera , en même temps,
^•A'VX =zk{\— ph') /j* sin f{h'— r) — kh'^ sin f {r— h)
— khh'f \h' cos f{r—h) + h cos f{h' — r)'\; (5)
et si l'on fait, dans la formule (18) du numéro cité, a: = r et cû = /', que l'on y supprime le facteur c constant et commun au numérateur et au dénominateur, et que l'on y remplace f par a^f*.
on aura
]a foncliou Fr étant la valeur initiale de u , et la somme 2 setendant à toutes les valeurs positives de f, tirées de l'équation (4), j compris f = o.
Pour faire usage de cette formule , on formera l'intégrale
Ç' {•'''SJ'dr . dont la valeur exacte s'obtiendra immédiatement d'a- J h près celle de X ; on éliminera ensuite de cette intégrale siii f/ et
cos fl , au moyen de l'équation (4) ; puis on substituera sa valeur, ainsi préparée, dans la formule (6). Cela fait, on mettra $uccessiyement dans cette formule la racine p = o et les autres racines de l'équation (4), calculées par approximation, quand les valeurs numériques de j3 , h, h', I, seront données. Le terme de celle formule qui répondra à f = o s'évanouira toujours; mais quand la quantité p sera nulle , on la supposera d'abord infiniment petite, et l'équation (4) aura aussi une racine infiniment petite, indépendamment de p = o, à laquelle il faudra avoir égard.
On déterminera cette racine en substituant à la place de sin fl et cos fl leurs développemens, supprimant ensuite le facteur f commun aux deux membres de l'équation (4), et négligeant, après cela, les termes qui ont f* ou f'p pour facteur. De cette manière , on
trouve
f^l(hh' + ^l')=ph";
d'oii l'on déduirait la valeur infiniment petite de f, correspondante à celle de f*. En même temps, l'équation (5) se réduit à
h'h''rX -r- — k(h' -f- h'')rf ,
en négligeant le cube de f et le produit fp. Si l'on appelle L le volume de la couche sphérique, de sorte qu'on ait
il en résultera
et au moyen de ces diflerentes valeurs, le ternie de u qui répond aux valeurs infiniment petites de p el f, sera
ce qui est évidemment la moyenne des températures initiales de la couche entière. Les autres termes de la valeur complète de u seront insensibles au bout d'un certain temps, et cette température ne différera plus sensiblement de la moyenne de ses valeurs initiales, ainsi que cela doit être, en effet, dans le cas que nous examinons, où le flux de chaleur est nul aux surfaces intérieure et extérieure de la couche , en sorte qu'elle ne peut perdre aucune partie de sa chaleur initiale, qui finit par s'y distribuer uniformément.
(i5g). Si la couche sphérique se change en une sphère entière, dont le rayon soit /, on aura h = o et h' = l ; l'équation (4) deviendra
(i — pi) sin f>l = fl cos f>l; (7)
et en considérant h comme un infiniment petit dans le second membre de l'équation (5) , elle se réduira à
A*rX =: — ^ sin f>r.
On aura donc
et comme l'équation (7) donne
cos fl = > ' ~^ , sin pZ :=
il en résultera
j o f'i^ + (i —piy
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Au moyen de celte valeur et de celle de h'rlL, il est facile de voir que l'équation (6) prendra la forme :
en désignant par/r le produit /F/' ou la valeur initiale de ru, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de p tirées de l'équation (7). Le terme de cette somme qui répond à p = o s'évanouit, comme on l'a dit plus haut. Si la quantité yj a une valeur finie, toutes les autres racines de l'équation (7) seront aussi des quantités finies , et tous les termes de la formule (8) s'évanouiront sensiblement après un certain temps. Mais ces termes décroîtront avec des vitesses très inégales, parce que les racines de l'équation (j^ seront généralement très différentes; avant que la valeur de u soit réduite à zéro, ou devienne égale à la température intérieure, il y aura donc une époque où la somme 2 se réduira , à très peu près , au terme correspondant à la plus petite racine de l'équation (7); en sorte qu'en désignant par é cette plus petite racine , on aura
ce qui montre qu'à partir de celte époque les températures de tous les points de la sphère décroîtront suivant une même progression géométrique ; le temps croissant par des différences égales. Dans cet état de la sphère , si l'on désigne par k> la température de son centre , ou la valeur de u qui répond à r = o, et que l'on compare la température en un point quelconque, à cette température centrale, on aura simplement
wsin ir u =
où l'on voit que la température u décroit continuellement en allant du centre à la surface, puisque l'arc tr croît toujours plus rapidement que son sinus.
Si l'on fait < = 0 et 7^^ =fr dans l'équation (8), nous aurons
pour toutes les valeurs de r > o et < /, quelle que soit la fonction
arbitraire Jr. Pour que cette formvilc subsiste p<«»r r-=-o , il faudra que^r s'évanouisse à cette limite; et poup' qu'elle ait aussi lieu à l'autre limite r = l, il sera nécessaire qu'on sajtisfasse à l'équation (3),
en y faisant u =r: -Jr et supprimant la quantité 'Ç , c'est-à-dire, qu'il
faudra qu'on ait
pour rz=l; ce qui résulte, en ellét, de la formule précédente et de l'équation (7}. Puisque nous avons prouvé préalablement (n° 84) que la série d'exponentielles dont nous sommes [ariis peut toujours représenter l'inconnue u en fonction de t et de r, et comme on peut admettre que les conditions du problème ne sout point incompatibles, de sorle qu'il est susceptible d'une solution , quel que soit l'état initial de la sphère, il s'ensuit que la formule précédente est une conséquence nécessaire de cette solution générale, sur laquelle il ne peut rester aucun doute ; mais il serait à désirer que l'on put parvenir plus directement à cette formule. Elle se vérifie dans le cas particulier où l'on a p/= i : abstraction faite du facteur pi , l'équation (-)
se réduit à cos fl=. o ; elle donne {. = j^ > '^'^ désignant par
n un nombre entier et positif; et l'expression de fr dont il s'agit devient
{in — \)7Tr
> = î^(/>i.iî^i^7^*)
sm
ce qui coïncide avec la formule (la) du u 96, quand on suppose dans celle-ci y ( — x) = — f^t ^^ <îue l'on y fait x= r.
(140). Au lieu de déduire la valeur de u relative à une sphère entière, de celle qui répond à une couche sphérique, ainsi que nous venons de le faire, on peut aussi la déterminer directement. Dans ce cas, il serait difficile d'établir, à priori , la nécessité de l'équation (5) relative à r = o ou au centre de la sphère ; mais en
prenant ru pour l'inconnue du problème, et faisant — = a*, comme
plus haut, on remplacera l'équation (1) par celle-ci :
en faisant ^ =: o dans l'équation (2) qui a lieu pour r= /, on pourra aussi l'écrire sous cette forme :
d.ru / i\ , ,
-dF + \P — V'''^ = ''' ('°)
et, enfin, on remplacera l'équation (3), relative à r = o, par la condition ru = o, nécessaire pour que la température u ne devienne pas infinie au centre de la sphère.
Cela posé, la valeur de ru en série d'exponentielles qui satisfait, de la manière la plus générale, à l'équation (g) et à la condition iu = o quand r=o, sera évidemment
ru = 2A sin fr.e"~°'''' ;
la somme S, s'éteudant à toutes les valeurs possibles , réelles ou imaginaires, des deux constantes A et f. Afin qu'elle satisfasse également à l'équation (10) pour r = Z et pour toutes les valeurs de t, il faudra que les valeurs de p soient déterminées par l'équation (7). En supposant donc que l'on n'emploie que des valeurs de /' tirées de cette équation et différentes entre elles, de sorte que les exponentielles contenues dans la somme 2 soient toutes distinctes les unes des autres, il ne s'agira plus que de déterminer, en fonction de j> ,\e coefficient A d'un terme quelconque, d'après l'état initial de la sphère.
Pour cela , conformément au pi'océdé général , indiqué dans le n° 85, je multiplie par sin frdr les deux membres de l'équation (9), et je les intègre ensuite depuis /•=: o jusqu'à r= l; ce qui donne
d. I ru sin prdr J o ^ ^ r' ■ d\m ,
dt =«7o ^^° '"' -5r^^^-
En intégrant deux fois de suite par partie , et ayant égard à l'équation (10) qui a lieu à la limite r=l, il vient
/o ^^"f'''-i:i^^'^= — |^(p — j)sin fZ+fcos P^^^ + f'/^^ ru sin frdr ;
A désignant la valeur de ru qui répond à r = Z. En vertu de l'équation (7), le terme compris hors du signe / s'évanouit j par consé-
quent, on aura simplement
d. I ru sÏBf rdr .
i = a*p* I ru sin frdr ;
et en intégrant , on en conclura
y ru sin frdr = De"""*'"'
D étant la constante arbitraire. Pour la déterminer, je suppose que l'on ait, comme plus haut, ru-=^Jr quand ^ = 0; il en résultera
D = I sin fr.frdi",
et nous aurons, à un instant quelconque ,
/ ru sin frdr = e""''*' / sin pr. frdr.
Eu substituant dans cette équation la valeur de ru en série , et comparant les termes semblables dans ses deux membres , j'en conclus
/ sin fr sin f>'?dr = o , (11)
tant que p et p' sont des racines de l'équation (7) , qui ont des carrés différens, et, en particulier,
A/ sin*prdr=: 1 sin pr. frdr, dans le cas de f''= f*. De cette dernière équation, on déduit
2f I sin fr.Jrdr
fl — sin fl cos fl'
et il en résulte
P / sin or. frdr
V o . — a'fU
u = -2-^ : — = iSinpr.e ' ,
r f/ — sinf/cosfj '
pour la valeur de ru complètement déterminée.
Cette expression de la température clans une sphère entière dont tous les points, également éloignés du centre, sont également échauffés, et que l'on suppose placée dans un milieu qui a une température invariable , est celle que Fourier a donnée le premier, sans démontrer, toutefois, qu'elle convienne à une valeur initiale de la température représentée par une fonction de la distance r entièrement arbitraire, ou, autrement dit, sans avoir prouvé, directement ou indirectement, que la valeur de ru qui en sera déduite pour ^ = o puisse représenter une fonction quelconqueyr. Au moyen de l'équation {r), il est facile de faire coïncider cette formule de Fourier avec l'équation (8j.
Au moyen de cette même équation (7), on peut aussi vérifier l'équation (11). En effet, en efl'ectuant l'intégration, on a
sm prsm p'rdr=. — - — ^-^ / — ,
ou , ce qui est la même chose ,
/'' . • / I / sin tl cos // — f sin p'/ cos »/ sm PT-sm p rdr= ' —■ — ; 0 f — ?
mais, d'après l'équation (7) dont p et p' sont des racines, on a
sin pZ = ~- — -. cos pi , si n p'I = — ^- — - cos p'I ;
ce qui réduit à zéro le numérateur de la fraction précédente , et , par conséquent, la fraction elle-même, quand son dénominateur n'est pas nul. Dans le cas de p'" = p*, îa fraction n'est plus zéro ; elle
se présente sous la forme ^; et sa véritable valeur est -/ sinp/cosp/,
comme cela doit être. L'équation (11), ainsi vérifiée, sert à prouver ( n° 90) que toutes les racines de l'équation (7) sont réelles. Il s'ensm't que toutes les valeurs de f" sont positives; ce que l'on reconnaît, d'ailleurs, en remplaçant dans l'équation (7) sin pZ et cos p/ par leurs développemens : après avoir supprimé le facteur pZ, commun à tons les termes , il en résulte effectivement
/^^ - tS (" + Z'^) + 77^475 (4 + Z'O - etc. == o ;
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et en obeervant que la quantité p est essentiellemeat positive, on voit que cette équation ne peut être satisfaite juir aucune valeur négative de p".
(i40- Lorsque le rayon / est très petit, le produit pi l'est aussi, en général, et la valeur de fl, qui répond à la plus petite racine s de l'équation (7), est également très petite. D'après l'équation précédente, cette plus petite racine est, à très peu près,
Les autres valeurs de p/ tirées de l'équation (7) n'étant pas très petites, il s'ensuit que la somme 2 contenue dans la formule (8) se réduira très promptement au terme correspondant à p = g ; d'ailleurs , la variable r étant aussi très petite, la valeur de ér ou \/ —l— le sera également ; en prenant donc «r au lieu de sin tr, on aura, après un temps très court ,
ou , à très peu près ,
3a'pt
d'après la valeur de €.
La température initiale à la distance r étant F/-, si l'on appelle y la
moyenne de ses valeurs dans le volume entier i^ de la sphère , on aura évidemment
et comme ^r est le produit rYr, il s'ensuit que le coefficient de Texponentielle dans la formule précédente est égal à y. D'un autre côté , le flux de chaleur à travers la surface sphérique dont le rayon est /■, dans le sens du prolongement de son rayon et lapporté à l'unité de
temps , a pour expression — fym^k -^ (n° Sa); d'après l'équation (lo)
relative à la surface de la sphère, ce flux est donc égal à /^Trl^pku à cette surface ; donc en appelant Q le rapport de son coefficient /^Ttl'pk
au produit ^^^ du volume de la sphère et de sa chaleur spécifique ,
nous aurons
k Or, nous avons fait -=a*; par conséquent, la valeur de la température M , à un instant quelconque , est la même chose que
u = ye~ ' ;
et il est facile de voir qu'elle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans le n" 40, pour le cas d'un très petit corps de forme quelconque , en supposant , comme ici , le flux extérieur de chaleur proportionnel à l'excès de la température de ce corps sur la température du dehors, et faisant celle-ci égale à zéro..
(142). En généi'al, si l'on désigne par ti un nombre entier et positif, et par J^„ une quantité positive ou négative, dépendante de n et moindre que tt , abstraction faite du signe, ou pourra représenter par
/»Z = «TT -f- «T, ,
toute valeur positive de pi qui satisfait à l'équation (7). En la substituant dans cette équation , on auia
(i — pi) sin J', = {ivTT -f- ^^ cos cTn ;
et si l'on fait successivement n=.\, =■ 1 , =3, etc., il sera facile de déterminer, par des essais, les valeurs approchées de «T, , J^î» (^3 > etc., quand la valeur numérique de i — pi sera donnée. Ijorsque n sera devenu un très grand nombre , on pourra négliger S'„ par rapport à nir , duns le second membre de cette équation ; de celle manière, on aura
ce qui fera connaître immédiatement la valeur de eT» correspondante ^ chaque valeur très grande de n.
Si le rayon / est très grand, et que le produit pi le soit aussi , on aura , à très peu près ,
^' — ~ pl'
pour les valeurs de n qui ne seront pas très grandes ; d'où il suit que pour ces valeurs , celles de pZ croîtront par des différences à très peu
près égales à rr — —., ou simplement à tt. Pour de 1res grands nom-
bres n, deux valeurs consécutives de é\ étant déterminées par les équations
tang J^, = — ^ , tang S^^^, = ^7 ,
il en résultera
tang(J^.-J^_) = ^_^-^-^;
et celte quantité étant très petite, la différence ^„ — ê'n+x le sera également; d'où il suit que les valeurs de fZ relatives à de très grands nombres n , croîtront aussi par des différences égales à ■ir. On conclut de là que si le rayon l devient infini , toutes les valeurs de p croîtront par des différences infiniment petites, et rigoureusement égales
à J-; en sorte que si nous faisons, dans ce cas,
p = ^ = a , j =1 da.,
la somme 2 relative aux valeurs positives de p , se changera en une intégrale relative à a, qui s'étendra depuis x = o jusqu'à a = co . En
même temps , la fraction -77^ ! ~~ '^ „ , contenue dans la for-
^ ' fV' — />'(« — pi)
mule (8), sera égale à l'unité; par conséquent, cette formule pourra s'écrire ainsi :
ru = - / sm ar sm ar.e Jraraa;
et elle fera connaître la température en un point quelconque d'un corps homogène et infini en tous sens, lorsqu'on la suppose égale en
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tous les points également éloignés de celui d'où l'on compte les distances r.
SI l'ou fait f=o et ni=ij'r, il faudra qu'où ait
fr=~ / sin etr' sin ar. fr'dr'da ,
pour toutes les valeurs positives de r, depuis r = o jusqu'à rr=<Xj ; ce qu'il est aisé de vérifier. En effet, d'après la formule (14) du n° 102, on a
fr = - / / sin a/' sin a.r . fr'dr'da, ,
H — / / cosetr' cos ar .fr'dr'da,
depuis r = — 00 jusqu'à r = co , et quelle que soit la fonction fr. Or , si l'on suppose que cette fonction soit telle que l'on ait /■( — r')= — f^'> tous les élémens de l'intégrale relative à r' seront deux à deux , égaux et de même signe dans la première intégrale double , égaux et de signes contraires dans la seconde ; par conséquent, on pourra supprimer la seconde intégrale double, et doubler la première , en y étendant l'intégrale relative à r', seulement depuis /■' = o jusqu'à r'=: coj ce qui fera coïncider cette dernière expression de fr avec la précédente, qu'il s'agissait de vérifier.
(145). On peut aussi effectuer l'iiitégration relative à a, et réduire à une intégrale simple l'expression de ru. D'après une formule connue , qui se déduit facilement de celle que nous avons employée dans le n" 74, on a
e ^''** cos 2Qctda. = — ~ e '
& et y étant des constantes dont la première peut être réelle ou imaginaire. Si donc on fait y =: a \''t , que l'on prenne successivement Ê = ^Cr — r) et ê = i {r-\-r'), et que l'on retranche l'une de l'autre les deux équations qui en résulteront, on aura
2 / e smarsmar.aa —
et , par conséquent ,
r'Vr'.dr'
en remettant r'Tr' au lieu de fr'. On parviendrait également à ce résultat au moyen de l'intégrale, sous forme finie , de 1 équation générale du mouvement de la chaleur, que l'on a trouvée dans le n" 76, et dans laquelle on prendrait pour la fonction arbitraire F(.r, _^, z) , qui exprime la température initiale du point dont x , y, z , sont les trois coordonnées orthogonales, une fonction Fr de la seule variable /■ ou \ x^ + j* -)- z*.
Si réchauffement primitif a été renfermé dans un espace limité autour du point d'où l'on compte la distance r, de sorte que F/' soit zéro pour toute valeur de r' plus grande qu'une ligue donnée i , il suflira d'étendre l'intégrale relative à ;' depuis r' = o jusqu'à r'-=(. En dehors de cet échauffement primitif, et quand la quantité a\/t sera devenue très grande par rapport à i, on pourra développer les exponentielles contenues sous le signe /, en séries
très convergentes , ordonnées suivant les puissances de — j--; et si l'on
néglige ensuite le carré de cette fraction , on aura
M=— ^e~^' f'r'^fr'dr'.
a^t\/vt J o
Mais, en appelant A la totalité de la chaleur communiquée primitivement au corps que nous considérons, et observant que c est la chaleur spécifique, on a
A = 4zc r r'^Tr'dr' ;
nous aurons donc
A ia^t
fi ^^2 p ^
^c{ayvty
pour 1.1 température qui aura lieu au bout du temps ; et à la distance r- (lu centre de réchauffement primitif.
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Si u^ est le maximum de cette température , et t^ le temps corespondant, c'est-à-dire , les valeurs de t et u qui répondent à j- = o ,
ou aura
' c \r \ -i.Tte'
en remettant pour fl° sa valeur -. On peut comparer ces valeurs de u^
et ti aux résultats analogues que nous avons trouvés dans le n° i56, pour la propagation de la chaleur dans ime barre cylindrique et homogène, qui se prolonge indéfiniment de part et d'autre du lieu de réchauffement initial.
(i44)' Déterminons actuellement la distribution de la chaleur dans une sphère composée d'un noyau sphérique et homogène , recouvert par une couche sphérique d'une épaisseur constante, également homogène, mais d'une matière différente de celle du noyau. Nous supposerons toujours la tempéralure égale à chaque instant, en tous les points également éloignés du centre de la sphère ; de sorte qu'en appelant r le rayon mené de ce centre à ini point quelconque, soit du noyau, soit de la couche extérieure, la température de ce point au bout du temps t sera, comme précédemment, une fonction de /• et t.
ÎNous représenterons cette inconnue par u pour tous les points du noyau, et par lî pour tous ceux de la couche extérieure. Soient, de plus , c et A- la chaleur spécifique et la conductibilité de la matière du noyau, c' et A' les mêmes quantités relativement à la matière de l'autre partie de la sphère, h le rayon du noyau, / l'épaisseur de cette autre partie, et, conséquemment , li-\-l le rayon
de la sphère entière. Faisons ensuite - = a* et —,=ia'*. Les équations
du mouvement de la chaleur dans Its deux parties de cette sphère, pourront être mises sous cette forme :
-ir = ^^Fr, -j^=a^-^; (12)
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la premièie ayant lieu depuis ;• = o jusqu'à r = h, et la seconde depuis rz=h jusqu'à r = A + /.
Si la sphère est placée, comme précédemment, dans un milieu dont la température est zéro, et que l'état de sa surface soit partout le même , l'équation relative à cette surface sera
Il du , I ,
p' étant un coeflicient constant et positif, qui dépendra de la densité de l'air dans lequel la sphère sera placée , et de l'état de sa surface. Cette équation n'aura lieu que pour la valeur particulière r= h -\- l ; et en faisant y/ = k'Q , on pourra l'écrire sous la forme :
d.ru
Kous aurons encore les équations du n° go, relatives à la surface de séparation des deux parties de la sphère , savoir :
-^ rf^ + '/(" — "')=o, k' -^-hq{u—u') = o;
q étant une constante positive , dépendante des matières de ces deux parties, et dont la valeur numérique sera aussi donnée dans chaque exemple. Ces deux équations ne subsisteront que pour la valeur particulière /== A ; et si l'on fait |= ^ et y =b', on pourra les remplacer par celles-ci :
dr
-j- (b — t) '" — bru'z= o,
d.ru
Enfin, il faudra joindi'e à ces différentes équations la condition r-u=o quand r=o, nécessaire pour que la température ne devienne pas infinie au centre de la sphère, et, de plus, les équations relatives à l'état initial de chacune des deux parties de la sphère , qui auront lieu pour t = o, et que nous représenterons par
ru = fr, ru' = f'r;
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fr et y V étant deux fonctions données arbitrairement, la première depuis r = G jusqu'à r = h, la seconde depuis ;■ = h jusqu'à r = h-\-l. Si l'on désigne par Fr et F'/- les valeurs initiales de u et u, on aura fr = /Fr et /'/• = rY'r.
Tel est donc le système d'équations qu'il faudra résoudre simultanément, pour déterminer les deux inconnues u et u' en fonctions de r et t. Mais auparavant nous ferons remarquer que si l'on a q = ce , il faudra, d'après les équations relatives à la surface de séparation des deux parties de la sphère , qu'on ait u z= u pour iz=h-, en sorte qu'il n'y aura alors aucun changement brusque de température dans le passage de l'une de ces parties à l'autre, quoiqu'elles puissent être de matières différentes. Si l'on a, au contraire ,
' .. ' 1 • , ■ du . du' , „ 1
n=zo, ces équations se reduu'ont a — =r o et -y- = o; le flux de
chaleur sera nul en tous les points de la surface de séparation; et, dans ce cas , la distribution de la chaleur dans chaque partie de la sphère sera indépendante de celle qui aura lieu dans l'autre partie. Elle sera la même, dans la couche extérieure, que si le noyau était remplacé par un espace vide, comme dans le n° iSy ; et, en même temps, la loi des températures dans le noyau intérieur sera celle qui a lieu dans une sphère homogène dont la surface est imperméable à la chaleur; laquelle loi se déduit de l'équation (8), en y faisant la quantité p infiniment petite.
(t45). Les valeurs de ru et ru en séries d'exponentielles qui satisfont aux équations (ra), et dont la première remplit, en outre, la condition /y^ = o quand r=o, peuvent être représentées par
. . mr —,n't ru := 2 A sin — e , a
mr\ —m'i
ru'= 2 (A' sin J^ + B'cos^')^
les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs possibles , réelles ou imaginaires, des constantes m, A, A', B'. Pour que cette valeur de ru! satisfasse, quelle que soit la variable t, à l'équation (ij) relative à r = //-f-/, il faudra qu'on aii
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d'où l'on tire
A'= {Zil^,±i) sin ^/i-^ - [Q{h + /) _ I] cos ^^+^} B ,
B' = {^^+i^co.s^±i)+[^(A + /)-i]sin^^±-^}B;
B étant une constante qui demeure indéterminée.
En ayant égard à ces valeurs de A' et B', et substituant celles de ru et /«'dans les équations (i4)> q"i ont lieu pour r = A et pour toutes les valeurs de <, ou en conclut
. fTmh mh , , . , \ • mh~\
A 1^— cos — + {bh—i) sm — J
= Bbh [^^^cos 5^+ [Ç(h +/)-.] sin ^l ,
B fr^\^(A 4- 0 - -] + "-^^ ( ^'/^ + O]cos 5-^
-[^^^^^-(*'A + .)[€(A+0-.]]sin5-'}=Aè'Asin^^.
On satisfait à l'une de ces deux équations, à la seconde, par exemple, en prenant
A = MQ , B = M sin "i^ ,
où l'on désigne par M une constante indéterminée, et l'on fait, pour abréger ,
-{=W^-À(*'*+0[«(*+')-.])sin?-' = Q.
En substituant ensuite ces valeurs de A et B dans la première de ces mêmes équations, et ayant égard à cette valeur de Q, on trouve
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(m^h{h + 1) ,,,, \rpfL I 7\ -,1 TO^ mh . ml
\ ^, - — (f>h + i)[Cih-{.l)—i]]— cos — sin^
imhr-^.j j -,/ji > m(h-]-l),j ,, ,, , , 1 . mh ml
— I ^[^C^'^+O— '](^'^— 0 ^^(Z>72— M+i)Jsm — cos-^=o;
équation qui servira à déterminer les valeurs de m. Maintenant, si nous faisons
n = y sin — ,
_, f,m(h-\-l) m(h-t-l—r) , r/», z. ■ /n i • m(^4-/— r)l . mh W = -^^^—^ CCS ——h ^ -+■ [Slh 4- /) _i] sin -^ — ; } sin — ■ ,
les valeurs de ru et ru' seront
m ='lMRe-""', ru' = SMR'e-""'. (i6)
Dans chaque somme 2, on pourra supposer réunis en un seul les ternies correspondans à des valeurs égales de m, ou à des valeurs égales et de signes contraires; et cela étant, on n'étendra plus les sommes 2 qu'aux racines de l'équation (i5) dont les carrés sont des quantités inégales, de telle sorte que toutes les exponentielles comprises dans chaque somme seront distinctes l'une de l'autre. C'est dans cette supposition que nous allons déterminer M en fonction de m, au moyen du procédé général indiqué dans le n" 85, et d'après l'état initial des deux parties de la sphère.
(146). Chaque terme des valeurs de ru et ru' satisfaisant séparément aux mêmes équations que les valeurs entières , il s'ensuit que l'on aura, comme on peut d'ailleurs le vérifier,
d'K m^^ d'Tx m', , ,
dr' a' ' dr' a' \ / ■/
pour toutes les valeurs de r, et, en particulier,
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R = o, quand r = o, -^+ (C— j^^K'=o, quand rz=h-\-lA
^ 4- (i— J)R — èR' = o, quand r = A, / ^^^^ ^ + i'R _ (^i'+ ^) R' = o, quand r = A.
Cela posé, je multiplie la première équation (12) par Rdr , la seconde par R'dr; puis j'intègre leurs deux membres dans les limites où chacune de ces équations a lieu ; ce qui donne
Krudr . ,
dt J o dr^ '
Kru'dr ^ , .
dt =«7 A -IF^^"^'-
En intégrant deux fois de suite par partie, et mettant pour -jr et -^-^ leurs valeurs données par les équations (17), il vient
'^'•'■"dj r>d.ru dR rn' ^n j
^;:^R^r = R'-^- ru ^ - - fK'rudr.
Les termes compris hors du signe f dans la première de ces formules, disparaissent à la limite j=o, puisque R et rw s'évanouissent avec r. Ces termes disparaissent aussi dans la seconde formule à la limite r = h-\-l', car, en combinant ensemble la seconde équation (18) et l'équation (i3), qui ont lieu l'une et l'autre pour cette
valeur de r, on en déduit
^^- -' f = ijiri - 0 (ï^'-' - 1^'-') = -
Enfin, à la limite r ■=z h , les équations (r4) et les deux dernières équations (18), qui ont lieu toutes les quatre pour r=/, donnent
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^^-^ - ru§ = b[Rnc' -K'ru],
les quantités comprises entre les crochets se rapportant à cette valeur particulière r = h. D'après ces différentes valeurs, nous aurons
d. I Krudr .
-^^ = a'b [Rm' — R'm] — m'C' îirudr,
rh+i
d.l RVuVr w^/
•^^ ^^ =—«'»*' [Rra'—RVw] — m'y^ R'mWr.
Or , si la quantité q relative à la surface de séparation des deux parties de la sphère est zéro, h et b' le seront aussi; les variables u et u' seront séparées dans ces deux équations, qui s'intégreront toutes deux immédiatement; et ces inconnues se détermineront indépendamment l'une de l'autre. Nous supposerons que ce cas particulier n'ait pas lieu ; les quantités b et // n'étant donc pas zéro, on pourra diviser la première équation par a*b , et la seconde par a'*b' ; et en les ajoutant ensuite, les quantités comprises hors du signe f se détruiront. De cette manière , nous aurons
d'oii l'on tirera, en intégrant,
D étant la constante arbitraire, que l'on déterminera en faisant < ssc o et mettant pour ru et ru' leurs valeurs initiales fr et f'r; ce qui donne
Je substitue maintenaqt, dans cette équation (19), les formules (iC)
à la place de ru et ru'. Le coefficient d'une exponentielle distincte de é~'"'' dans le premier membre de cette équation , devra être e'gal à zéro ; en sorte que m^ étant une racine de l'équation (i5), dont le carré est différent de m', et en désignant par R^ et R^ , ce que deviennent R et R' quand on y met m^ au lieu de m, il faudra qu'on ait
et comme a^b et rt'*è'sont des quantités positives, cette équation servira à démontrer, par le raisonnement du n° go, la réalité de toutes les racines de l'équation (i5) qui entrent dans les formules ( 1 6) . Dans le cas de m' = m', le coefficient de l'exponentielle contenue dans le premier membre de l'équation (19) devant être égal à D, comme dans le second membre, on en conclura
ce qui détermine la valeur de M en fonction de m. D'après les valeurs de R et R', on a
R'dr = - Q*( ft — - sm — cos — ) , 0 2^\ rn a «/
en faisant, pour abréger,
et en mettant aussi pour D sa A'aleur, celle de M sera
rh rh+i , „
a'^b' I Y^frdr -{- la'b I ^'frdr
■<h+l la'
, ,,„ /, a . mh Tnh\ , ,,„ . . mn
<^'b'(y(h sin— cos— ) 4- a'ô^ sip"
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Au moyen de cette valeur de M, les formules (i6) ne contiendront plus rien d'inconnu, et elles donneront, à un instant quelconque, la température de tel point qu'on voudra, appartenant à l'une ou à l'autre des deux parties de la sphère que nous considérons. La même analyse s'étendra, sans autre difficulté que la longueur des calculs, au cas d'une sphère composée de trois ou d'un plus grand nombre de parties de matières différentes.
(147). On peut voir, à priori, que le terme de chaque somme 2 qui répond à la racine m =0 de l'équation (i5), doit s'évanouir; car, s'il n'était pas nul, les températures des points de la sphère convergeraient, dans tous les cas, vers une valeur constante qui ne serait pas zéro, et qu'elles atteindraient après un certain temps; en sorte que la température finale et permanente de la sphère serait toujours différente de la température extérieure ; ce qui ne peut avoir lieu, pour la sphère entière, ou seulement pour le noyau intérieur, que quand le flux de chaleur est nul à leurs surfaces respectives. On fera donc abstraction de la racine zéro de l'équation (i5), et l'on étendra les sommes 2 à toutes les valeurs positives de m, tirées de cette équation.
Dans le cas du flux de chaleur nul à la surface extérieure, on regardera le coefficient p' relatif à cette surface , comme une quantité infiniment petite; la quantité S le sera également; et l'équation (i5) admettra une racine qui sera aussi infiniment petite. Pour la déter-' miner, je développe suivant les puissances de m les sinus et les cosinus contenus dans cette équation, puis je supprime le facteur m" commun à tous ses termes, et je néglige ensuite les termes qui ont m'^ ou m'ë pour facteur; il en résulte
d'où l'on tirerait la valeur infiniment petite de m, s'il était nécessaire de la connaître. On aura , en même temps,
pK mh p m'hr p, m'hr
a' ' aa' ' aa!
Ces valeurs de R et R' étant égales et pioportionnelles à r, on voit déjà que les termes correspondans des formules ( 1 6) divisées par r, seront
indépendans de r et auront la même valeur pour les deux parties de la sphère; et les autres termes de ces formules disparaissant au bout d'un certain temps, à cause des exponentielles qu'ils contiennent, il s'ensuit que la température finale et permanente de la sphère entière sera la même en tous ses points. De plus, on aura aussi
, a . mh mh zn^h^
n^ — sin — cos
p iim'hl(h+ l) _, 2m'P
et au moyen de ces valeurs et des préce'dentes, la valeur correspondante de -MR ou - MR', c'est-à-dire la température finale dont il
s'agit, aura pour expression
>h rh+i
i"b j r-Frdr + a'b r'F'rdr
\ Va"b' +hl{h + l)a'b + i l'a'b '
en mettant rFr et rF'r dans M au lieu de fr et /'r. Comme on a(n° 144)
on voit que cette température seia indépendante des conductibilités A" et A' des deux parties de la sphère; elle ne dépendra pas non plus de la quantité q relative à leur surface de séparation ; mais elle variera avec le rapport de leurs chaleurs spécifiques.
En désignant par V et V les volumes de ces deux parties, par C et C les quantités de chaleur qui leur ont été primitivement communiquées, on aura
C = 47rc y^VPr^r, C = 47rc' T"^^ r'F'rdr ; la valeur précédente de la température finale deviendra donc
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résultat évident , qui peut servir de confirmation à notre analyse , et qui aurait également lieu dans un corps hétérogène de forme quelconque , dont la surface extérieure serait imperméable à la chaleur, comme celle de la sphère dans le cas que nous considérons.
(148). Toutefois, ce résultat suppose perméables à la chaleur les surfaces de séparation des différentes parties du corps : si elles étaient imperméables, comme sa surface extérieure, chaque partie conserverait toute sa chaleur primitive; et la température finale changerait, en général, d'une partie à une autre. Dans le calcul du n° 146, nous avons exclu ce cas particulier relativement à la surface de séparation du noyau et de la couche extérieure. S'il avait lieu, on aurait b = o et b' z=. o; l'équation (ig) serait remplacée par deux autres équations , savoir :
f^ V.mdr = De-'""' , f^^' K'ru'dr = D'e"""' ;
D et D' étant deux constantes arbitraires , dont la première se déterminerait d'après l'état initial du noyau , et la seconde d'après celui de la couche extérieure. La valeur du coefficient M en fonction de m se déduirait ensuite de celle de D, pour la première formule (16), et de celle de D', pour être employée dans la seconde. Enfin, en faisant b = o et b' = o dans l'équation (i5), elle devient
r, . ai ,j , 7\n ni ml) / ■ mh mh mh\
_[i+a(A + /)]^cos^}(^sm- — _cos-)=:o; elle se décomposera donc aussi en deux autres, qui seront
. mh mh ^^ mh
sm cos— - = o,
['^^^4- , - g(^ + Z)] sin 5^ - [Z H* a (A -H Z-)] '4gos 5^= o.
La première déterminera les valeurs de m que l'on devra employer dans la première formule (16), et la seconde celles que l'on devra substituer dans la seconde de ces deux formules.
On voit par là que dans le cas particulier de rimperméabillté de la surface de séparation des deux parties de la sphère , les lois des températures, à un instant quelconque, se détermineront indépendamment l'une de l'autre dans ces deux parties , ainsi que nous l'avons dit plus haut. En mettant à la place de m, fa dans les formules relatives au noyau , et fo! dans celles qui répondent à la couche extérieure , il sera facile de voir qu'elles coïncident avec celles que nous avons trouvées précédemment, soit pour le cas d'une sphère entière, en y supposant zéro le flux de chaleur à la surface extérieure, soit pour le cas d'une couche sphérique qui termine un espace vide.
(149). La surface de séparation des deux parties de la sphère étant supposée perméable à la chaleur, nous allons actuellement considérer, en particulier, le cas où l'épaisseur l de la couche extérieure est très petite. Cependant nous supposerons toujours cette épaisseur beaucoup plus grande que celle de la couche superficielle d'où émane et où est absorbée la chaleur rayonnante ; ce qui n'empêchera pas que cette autre couche ne puisse avoir une épaisseur appréciable , dont la grandeur, jusqu'à ce qu'elle ait atteint un certain maximum, influe sur l'intensité du rayonnement extérieur (n° ^i).
Si la constante a n'a pas une valeur très petite, les termes des formules (16) qui répondent à des valeurs de m pour lesquelles
-r n'est pas une très petite quantité en même temps que /, s'évanouiront très promptement, et l'on en pourra faire abstraction au bout d'un temps très coui't. Il sufEi'a donc d'avoir égard aux tiès petites
valeurs de -^. Aloi'S , en négligeant les termes multipliés par
sin — dans l'équation (i5), remplaçant cos ~ par l'unité et h-\-l
par Â, et supprimant le facteur —7- qui sera commun à tous les termes, on aura simplement
(g+ ^') ^cos^ + {èbh — Q — h') sin ^ = o.
En remettant pour Q , b , b\ leurs valeurs (n° 144) > et faisant
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^b _ qp __ ^,
cette équation deviendra
(i — Q'h) sin fh =r pA cos f>h ;
et eu la comparant à l'équation (7) , on voit qu'elle sera la même que celle qui aurait lieu dans le cas d'une sphère homogène, d'un rayon h égal à celui du noyau , qui aurait aussi la même conductibilité k, et pour laquelle le coefficient p' relatif à sa surface extérieure serait diminué dans le rapport de q à q +p'. On aura aussi , à très peu près,
^— ^- > r — o, n— ^,^, smpr, on tire de l'équation précédente , comme dans le n° i3g, h--sm fh cos ph = —.j^-^^^j-—^;
et en négligeant, dans l'expression de M, l'intégrale dont les limites sont h et h-\-l, la première formule (16) devient
Dans toute l'épaisseur de la couche extérieure, la distance r est à peu près constante et égale à h + l; la valeur de R' se réduit donc à
R' = ^ fh sin fh ;
et à cause de ,, ' ^ = —£ — ;? la seconde équation (16) devient
j-p')h'^ f'h'+C'h{C'h-j) \J ^jrsmfrarje
L'expression de ru , comparée à la formule (8) , montre que la distribution de la chaleur dans une sphère recouverte par une couche très
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mince et d'une matière différente de la sienne, est la même, après un temps très court et jusqu'à son refroidissement total, que si la sphère émettait directement sa chaleur au-dehors, mais que le coefficient/»' du flux de chaleur à travers la surface extérieure de la couche , fût diminué dans le rapport de q a q-hp' ; la quantité q étant relative au passage de la chaleur à travers la surface intérieure de la couche, et dépendant de la matière de celte couche et de celle de la sphère.
La valeur de u' nous fait aussi voir que la couclie extérieure , quelle que mince qu'on la suppose, ne prend pas, en général, la température de la sphère près de leur surface de séparation ; car si l'on appelle U la valeur de u qui répond à r = h, on aura, à un instant quelconque,
en sorte qu'il faudrait que la quantité q fût extrêmement grande et comme infinie par rapport à p', pour que l'on eût u':^l]. Nous avons indiqué dans le n° 124, un moyen de déterminer la valeur de q qui a lieu dans le contact de deux matières données ; en la comparant à celle de p', on en conclura le rapport des températures u' et U qu'il serait difficile d'observer directement.
(i5o). Nous appliquerons encore les formules précédentes au cas où l'épaisseur de la couche extérieure et le rayon h du noyau seront des lignes très petites, sans que les constantes a et a' soient aussi très petites. Parmi les racines de l'équation (i5), il y en aura deux pour
lesquelles les quantités — et —7 seront, dans ce cas, de très petites
fractions, et qu'il suffira d'employer, après un temps très court, dans les formules (16), ainsi qu'on va le voir.
Pour déterminer leurs valeurs approchées, je développe le premier membre de l'équation (i5) en une série ordonnée suivant les puissances de m'; je supprime le facteur m* commun à tous ses termes , puis je néglige le cube et les puissances supérieures de m' ; et dans les coefficiens de chacun des termes restans, je conserve seulement les parties de la moindre dimension par rapport k h et l. En remettant pour a*, fl'% b, b', leurs valeurs, il vient
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q^^'^iy — Im'^qch? + qc'l' + 'iqc'hJqi + /) + /^'c7<A + Z)']
H- - m^cc'hl [l' + 5h(h-\- l)=o. (20)
On tirera de cette e'quation deux valeurs de m*, que nous représenterons par m'* et m"', et qui seront de la dimension — 1 par rapport à h et /; d'où l'on peut aisément conclure que tous les termes du développement de l'équation (i5), que nous avons négligés, seraient d'une dimension plus élevée que ceux qui ont été conservés, et qu'ainsi les racines m'" et m"' sont deux valeurs d'autant plus approchées de 7?z*, que ces lignes h et / seront plus petites. Quant aux autres valeurs de m' que l'on déduirait de l'équation (x5), elles seraient toutes de la dimension — 2 par rapport à h et l , et, conséquemment, très grandes relativement à m'* et m"*; les termes qui leur répondent dans les formules (16) s'évanouiront donc les premiers , et très proraptement ; en sorte qu'après un très court intei'valle de temps, dont nous ferons abstraction, ces formules se réduiront sensiblement aux termes correspondans à m' et m".
En conservant la lettre m pour représenter l'une ou l'autre des quantités nï et m", les valeurs approchées de P, Q , R , R', seront
'^—aa'T'T' hb' Zd^'h i'
T>, nr'hr
aa
on aura, en même temps,
h. mh 7 a . mh mh im/k
sm — = — , rt — — sin — cos — =
a a ma a
d'où 11 résultera , en remettant toujours pour a', a'*, h , h', ë, leurs valeurs
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où l'on a aussi substitué rFr et rFV &Jr et y'/-. Donc , en désignant par fjJel ft" ce que devient cette dernière quantité quand on y met successivement m' et Tra" à la place de m, et réduisant les seconds membres des équations (i6) aux termes correspondans à ces racines de l'équation (i5), nous aurons
_i- .," L-L. (^+W m"'c'[P-{.Ul{h+l)-]x "., \ (21)
u'= iJ.'e-"'" + At-'e-"''"' , )
où l'on voit que la température sera la même dans toute l'étendue de chaque partie de la sphère, et indépendante des conductibilités k et A', mais dlfléreute, en général, pour ses deux parties, quelle que petites qu'elles soient. Pour qu'elle fut la même pour la sphère entière i' il faudrait que la quantité q relative à la surface de séparation des deux parties, fût infinie.
(i5i). L'hypothèse du n" Sy , relative aux corps d'un très petit volume, ne convient donc au cas de la non homogénéité que quand la matière varie par degrés insensibles dans leur intérieur; et pour pouvoir l'étendre, comme le font généralement les physiciens, à des corps composés de deux ou d'un plus grand nombre de parties contiguës, de matières différentes, il serait nécessaire que le coefficient de la différence des températures, dans Je flux de chaleur qui a lieu au passage d'une partie à une autre, eût une valeur infinie, ou exlrémement grande, ce que l'expérience pouirait seule nous apprendre.
Au reste, on peut aussi parvenir dune manière dii'ecte au résullat que nous venons d'obtenir, en admettant seulement que la température est la même dans toute l'étendue de chacune des deux parties de la sphère, du moins après un intervalle de temps assez court pour qu'on en puisse faire abstraction.
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Pour le faire voir, je conserverai tontes les notations précédentes , de manière que u et u soient, au bout du temps t, les températures de la couche extérieure et de la sphère qu'elle i-ecouvre ; c' et c leurs chaleurs spécifiques; / l'épaisseur de la couche, et h le rayon de l'autre partie; pu' et q[u — u') les flux de chaleur rapportés aux unités de surface et de temps , qui ont lieu , de dedans en dehors, à la surface de la sphère entière et à celle de la sphère intérieure. Cette dernière surface étant égale à /^Tth*, la perte de chaleur de la sphère intérieure, pendant l'instant dt , sera /çrh^q{u — u'); prise avec un signe contraii-e , cette quantité exprimera donc l'augmentation de chaleur correspondante à l'accroissement du de la température; et cette augmentation étant aussi égale au produit de cdu et du volume ^î-5— de cette sphère, il s'ensuit qu'on aura
ch -r -f- 5(jf(M — u') = o.
De même, l'augmentation de chaleur de la couche extérieure pendant le même instant , sera égale à l'excès de la quantité de chaleur /^7rh.'^q{u — u')dt qui lui est communiquée par la sphère intérieure sur celle que la couche émet au dehors, et qui est exprimée par /çr{h-\- lYp'u'dt ; par conséquent, cet excès devra être égal à l'augmentation de chaleur correspondante à l'accroissement du' de la température , c'est - à - dire , au produit de c'du' et du volume
-tU* H" ^hl{h 4- Z)] de la couche extérieure; nous aurons donc
aussi
[Z ^ + 3Â/(A H- Z )] c' ^ + 3 {h + lyp'u' + ^h'^ {u' — m) = o.
On intégrera ces deux équations, en prenant
u^ixe-""', u' =1 fjtfe-""' ;
(M , fi', m , étant des constantes indéterminées. En y substituant ces valeurs de u et u' , il vient
[ïtq — chm*)fx = "SqfJi',
{ 5p' (h + ly + 5qh' — c' [P H- 5hl {h ■+■ l)] /«*} fi' = 5qh'/Ji;
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et si l'on multiplie celles-ci membre à membre , et que l'on supprime ensuite le facteur commun jW/i', on aura
{5q — chm') {5p'(k + /)•+ ^qh* —c'[l^ + Ul{h + 1)] m*} = gç'A* ;
équation qui servira à déterminer m, et qui coïncide avec l'éqnation (20) que l'on a trouvée d'une autre manière. Il s'ensuit que l'on pourra désigner, comme plus haut , par m'* et m"' les deux valeurs de /n* que l'on en déduit; et il est visible que ces quantités seront réelles et positives : l'une d'elles sera comprise entre zéro et la plus
petite des deux quantités -^ et -fp — 3 .7/ h-^ l) ' autre surpas-
sera la plus grande de ces deux quantités; lesquelles sont les valeur? de, m* qui rendraient nul le premier membre de l'équation précédente.
L'une des deux équations d'où elle a été déduite , la seconde , par exemple, déterminera le coefficient f/. au moyen de f/ ; et en employant les deux valeurs m'" et m"* de m', les formules (21) seront les deux intégrales complètes qu'il s'agissait d'obtenir ; fx' et ft" désignant les deux constantes arbitraires.
Il ne restera donc plus qu'à déterminer ces constantes; ce que l'on fera en représentant par /^TrcJ" et /çtc' i'' les quantités de chaleur initiales de la sphère intérieure et de la couche qui la recouvre, c'est-àdire, les valeurs de ^'^' ^" et ^ \}^ + 3/?Z(A -f- /)] c'iî , qui répondent à <= o, de sorte que l'on ait, en vertu des équations (21),
W = [Z' + -M{h + Z)] {fjJ + /^").
Pour comparer les valeurs de fjJ et ft" qui en résulteront à celles du numéro précédent , il est nécessaire que la valeur de /t' soit exprimée au moyen de la seule racine m' , et que celle de fjù' contienne seulement w"; or, d'apiès l'équation (20), on a
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cc'kl[l' 4- 5(A + ly] (m" + 7n"") = 5qch' Q + ^^"^;^f^]
cc'hl[l^^ 5 (A + /)•] m"/«"' = Qqp'(h + /)' ; d'où l'on conclut
^^'r-< — P" 3^Â^ — /v'"* — gh^ 3^ — ;
+ c'[P-]-5hl{h + l)]=:o; au moyen de quoi la valeur de /*' pourra être exprimée ainsi :
,..{, + 'A+i)y---''C" +3f 0 ±ijj}V.-[^.+ 3H(tt/)l'
et celle de /i/t" s'en déduira par le changement de m' en m".
Ces expressions de //.' et jm." coïncident, comme on voit , avec celles du numéro précédent , en observant que les intégrales
'Frdr et / r'F'rdr sont les valeurs de «T et cT'. Il s'ensuit
donc que les expressions de u et u' en fonctions de t, que l'on obtient directement pour le cas oii les lignes h et l sont supposées très petites, ne diffèrent pas de celles que nous avions d'abord déduites des formules générales; ce qui fournit une confirmation remarquable de ces formules.
Si les deux parties de la petite sphère sont de la même matière et forment un corps homogène, il faudra que les valeurs de u et u' soient égales pour rz=h , ce qui exige que l'on ait ç = 00 . L'une des deux racines de l'équation (20) sera infinie; et l'on devra, en conséquence, supprimer le terme contenant l'exponentielle qui lui correspond dans les formules (21). Nous supposerons que m"' soit cette racine; les deux quantités c et c' étant égales, l'équation (20) donnera, pour la valeur de l'autre racine ,
on aura donc
et comme la valeur précédente de fx' se réduira à
c'est-à-dire , à la moyenne des températures , il s'ensuit que la valeur commune de m et «'coïncidera avec le résultat du n° 141.
(i52). Les lignes h et l étant toujours très petites, supposons de plus que l'épaisseur l de la couche extérieure soit très petite , même par rapport au rayon h de la sphère qu'elle recouvre, de sorte que le
rapport y soit une très petite fraction. L'une des deux racines de
l'équation (20) , par exemple m"*, sera très grande et en raison inverse de l; par conséquent, après un très court intei'valle de temps, il faudra supprimer le terme qui contient l'exponentielle coirespondante à cette racine dans chacune des formules (21). La valeur approcliée de l'autre racine m'* s'obtiendra en négligeant l dans l'équation (20) ; et l'on aura , de cette manière ,
{q-\-p)ch' La valeur correspondante de fJif sera aussi , à très peu près ,
en désignant par y la moyenne des températures de la sphère intérieure.
Cela posé , les expressions de u et u' données par les formules (21), se réduiront à
3<7//< iqp't
u = ye ^i-^i---, u' = r^hr-^ »
ce qui montre que les températures u et u' des deux parties de la sphère conserveront constamment entre elles le rapport que nous
avons déjà trouvé entre ces quantités ( n° i49); ^n sorte que ce rapport constant subsistera encore malgré la petitesse de l'une des parties relativement à l'autre.
Quelle que mince que soit l'enveloppe de la boule d'un thermomètre, il n'est donc pas certain qu'elle prenne la température du fluide intérieur, pendant que l'instrument s'échauffe ou se refroidit, avant de parvenir, dans toute sa niasse, à la température extérieure. Pour que l'enveloppe et le fluide aient , à chaque instant , des températures égales, ainsi qu'on le suppose ordinairement, il faut que la quantité p' relative au flux de chaleur à travers la surface extérieure de l'enveloppe, soit très petite et puisse être négligée par rapport à la quantité ç correspondante à son autre surface en contact avec le fluide intérieur. Sur ce point, l'extension que nous avons donnée à l'hypothèse du n° Sy doit être restreinte à ce cas particulier. La quantité q peut dépendre de la nature du fluide intérieur et de celle de l'enveloppe, et variera, par exemple, selon que ce liquide sera le mei'cure ou l'alcool; mais il y a lieu de croire qu'elle ne dépendra pas de l'état de la surface intérieure de l'enveloppe, c'est-àdire, de son degré de poli et de sa coloration; car on peut comparer la chaleur qui passe de l'enveloppe dans le liquide , à celle qui est enlevée à un corps solide par l'air en contact avec sa surface, et qui ne varie pas, comme on sait (n" 3g), avec l'état de sa sxiperficie. Toutefois, cette conjecture aurait besoin d'être vérifiée par l'expérience; et , pour cela , il faudrait observer, avec une grande précision , les vitesses du refroidissement d'un même liquide , contenu dans une même enveloppe, dont la surface intérieure serait successivement dans différens états de coloration et de poli. Si l'on trouvait des valeurs inégales pour ces vitesses, on en conclurait que la quantité q varie avec l'état de cette surface; si, au contraire, ces valeurs étaient égales, cela prouverait que la quantité q est indépendante de l'état de la surface en contact avec le liquide , à moins qu'elle ne soit très grande par rapport à la quantité p' relative à la surface extérieure
de l'enveloppe, de telle sorte que la fraction — £ — , fût toujours sensiblement égale à l'unité.
L'expression que nous venons de trouver pour la température u à
un instant quelconque , montre aussi que le procédé suivi par les physiciens pour comparer les chaleurs spécifiques des corps d'après les temps de leur refroidissement , n'est pas aussi propre qu'on l'a pensé à cette comparaison. En effet , ce procédé exige que l'on amène les surfaces des deux corps à un même état , en les recouvrant l'une et l'autre d'une couche formée de la même matière, d'une très petite épaisseur, mais assez grande pour que le flux de chaleur extérieure atteigne son maximum ( n" 40' Or, dans cet état , supposons que la sphère du rayon h que nous venons de considérer, emploie un temps 6 à passer de sa température initiale y à une autre température;/'; d'après la valeur précédente de u' , nous aurons
-M^^ = loa21 {q + P')ch »y''
Pour une autre sphère d'un rayon h comme la première, enduite d'une couche très mince de la même matière que celle qui recouvrait cette première sphère , si l'on appelle G, le temps que la température emploie aussi à passer de 5/ à y' , on aura de même
Cl étant la chaleur spécifique de cette seconde sphère, et ^^ la quantité relative au passage de la chaleur de cette sphère dans la couche extérieure qui la recouvre. De ces deux équations, on déduit
équation qui ne peut s'accorder avec celle du n" 40, et servir à déterminer le rapport des chaleurs spécifiques c et c^, d'après celui des temps h et ^1 , qu'autant que les quantités q et q^ sont très grandes , lune et l'autre, par rapport à p', ou qu'elles sont indépendantes des matières des deux sphères, et par conséquent égales.
Réciproquement, si le rapport — est connu, cette dernière équa-
tion fera connaître celui des deux quantités —, et ^7, d'après les temps
6 et 6 observés. L'intensité du flux de chaleur à travers la surface de
contact de deux matières différentes , sur laquelle nous n'avons jusqu'à présent aucune notion , est cependant indispensable à connaître dans un grand nombre de questions; et il serait à désirer qu'on s'occupât d'en déterminer la grandeur, comparée à celle qui a lieu à la surface extérieure des corps , soit au moyen de l'équation précédenle, soit autrement (n° 124).
(i53). Revenons maintenant au cas de la sphère homogène d'un rayon quelconque l, auquel se rapporte la formule (8). Mettons dans cette équation / — x au lieu de r, puis x' à la place de x sous le signe f ; l'intégrale relative à jc' devra s'étendre depuis x' = l jusqu'à x' = o; mais en intervertissant l'ordre de ces limites, et changeant le signe du résultat , nous aurons
im^Mf>^^-^^
i{i-xy
■^cosp{2l — X'-x')]{l-~x')¥(l — x')dx'je~"^''\
D'après les valeurs de sin/o/ et cos pi, que l'on tire de l'équation (7), on aura aussi
C0Sp^2^ X — X) — ^^______ .
La quantité u sera la température qui a lieu , au bout du temps t , à la distance x de la surface; en appelant ^jc sa valeur initiale, il faudra mettre /r' au lieu de F(/ — x'); et cela étant, la valeur de u prendra la forme :
"=J^ .H^^pHpl-^) i/o [P^-s,.-+(;,Z-,)s.nfx](^^— -y.'rfx je .
Supposons actuellement que le rayon / devienne infini, on verra, comme dans le n" 142 , que les valeurs de p croîtront par degrés infiniment petits , de telle sorte qu'en désignant par n un nombre entier et positif, et faisant
p = -j- = z, j=ldz,
la somme Z se changera en une intégrale relative à z, qui s'éteu-
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dra depuis z ::= o jusqu'à z = oo . De plus, on pourra réduire le
facteur j— — à l'unité , et la quantité pi — i à pi. Il en résultera donc ^<=- r" r" (z cos zx + p sin ;x) (z cos zx +p siu zx') g - «"=•' A-V '^. fas")
Cette formule représentera la loi des températures dans un corps homogène, terminé par un plan indéfini , rayonnant à travers cette surface dans un milieu dont la température est zéro, et s'étendant indéfiniment de l'autre côté de ce plan, qui est partout dans le même état. On suppose la température égale, à chaque instant, en tous les points de chaque section parallèle au plan; et, pour cela , il suffit que cette condition ait été remplie à l'époque d'où l'on compte le temps t. A cette époque , la température à la profondeur X- étant yir, il faut qu'on ait, quelle que soit cette fonction,
fjc—l r* r* (z cos zx+p sin zx) {z cos zx + p sin zx') f >^^^^
pour toutes les valeurs de œ plus grandes que zéro.
Pour vérifier cette équation, j'observe que d'après la formule (i4) du n° I02, on a
fx = - / / COS zx cos zx'Jx'dx'dz , H — / / sin zj: sin zx'Jx'dx'dz ;
■rj — -r-J o
je suppose que dans cette formule la fonction arbitraire y^' soit telle que ion ait y( — x')-^fx'', la seconde intégrale double s'évanouira, et dans la première on pourra intégrer seulement depuis x' = o jusqu'à j:'= co, en doublant le résultat; de sorte que l'on aura
fx = - I I cos zx cos zx'Jx'dx'dz.
En retranchant cette équation de celle qu'il s'agit de vérifier, il en résultera
y--|-y^« zs\nz(x + x')-pco.zix-^-_x;) ^f^j^>dx'=0.
Or, X et g étant des quantités positives quelconques, on a (a° i55)
'* z s'in xzdz 1 , r^ cosxzdz tt _
r^zs\nxzdz^ ^^-.x r"
si donc on remplace dans ces équations g et o? parp et x~^.x', on en conclura
/"° a siii z{x -\- x') — p cos 2 te + x' ) ,
ce qui rend effectivement nulle l'intégrale double précédente.
On peut remarquer que l'équation (22) coïncide, comme cela devrait être, avec celle que nous avons trouvée dans le n® i3i, pour le cas d'une barre dont la longueur est infinie, quand on n'a point égard au rayonnement latéral, et que l'on fait, en conséquence, /; = o dans cette autre formule. Au moyen de la formule employée dans le n° 74, l'intégration relative à z s'effectue sous forme finie dans les deux cas particuliers de p = o et /> = 00 , et la valeur de u s'exprime alors par une intégrale simple, relative à x' .
(i54). Lorsque le temps t est devenu très grand, on peut développer la formule (22) en une série convergente, ordonnée suivant les puissances descendantes de t.
En effet, en développant suivant les puissances croissantes de z, on %
(z co%zx +p siii zx) (z cos zx'+p sin zx') __ p^, ■ p,^^ , p,,^6 ^^^
P, P', P", etc., étant des coefficiens indépendans de z, dont il sera facile de former les valeurs, et dont le premier, par exemple , sera
D'ailleurs , en désignant par n un nombre entier et positif, on aura ( n" 76 ) >i
— a'z't in J I
— a'Z'i -in I
e z az ^
. 3.5. . .ara — 1 v'"'
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nous aurons donc
' (2 cos 2^ + ^ sin z.v) (z cos .r' -{- p s\n z.v')de _ ï/x /P ..3.F i.S.S.r N
et si nous faisons généralement
an-, r» pc-O A.'^^'= QCn-O
la formule (22) deviendra
Or, si l'on excepte le cas où les quantités Q , Q', Q", etc. , deviendraient infinies par la nature de la fonction Jbc', ou bien parce qu'on aurait p = o, ou voit que le temps t pouna toujours devenir assez grand pour que cette série soit aussi convergente que l'on voudra; mais comme les numérateurs de ses termes successifs renfermeront les puissances croissantes de la variable jc , on voit aussi qu'il faudra , pour cette convergence, que le produit a\'t soit d'autant plus grand que cette distance x sera plus considérable.
Avant de devenir tout-à-fait zéro , comme la température extérieure, par l'effet du rayonnement à la surface, la température u se réduira sensiblement au premier terme de la série précédente ; et en y mettant pour Q sa valeur, on aura
ce qui montre que dans cet état final du corps , les températures doses différens points croîtront proportionnellement à leurs distances à la surface , et varieront , en général , en raison inverse de la puissance | du temps. Je dis en général; car la série précédente et celte loi finale n'auraient plus lieu si l'intégrale relative à ^t' était infinie.
Supposons, par exemple, que la température initiale soit la même
et égale à une constante y dans tous les points du corps. Au lieu de
prendre Jx = y , faisons d'abord
fx = ye-^' ;
" étant une constante positive et infiniment petite. Nous aurons, par les règles ordinaires,
r e-^" (z cos zx' + p sin zx')dx' = ^-^±4! , et, par conséquent.
On pourra réduire à z' le facteur z'-j- g' du dénominateur, excepté |iour les valeurs infiniment petites de z; mais, pour ces valeurs, le numérateur étant aussi infiniment petit, et le coefficient de <^z sous le signe / ne devenant point infini, on pourra, sans aucune erreur, négliger la partie correspondante de l'intégrale ; en sorte que l'on aura exactement
lyp f^ {z coszx -f p sinzx) —a'z'ti
Il — — / — ■■ — —7— — j — -r e ctz,
Maintenant, en développant, comme plus haut, suivant les puissances croissantes de z , le coefficient de l'exponentielle sous le signe /", et intégrant ensuite , on en conclura
Y, \", Y", etc., étant des quantités indépendantes de t et faciles à déterminer. La température u sera donc sensiblement nulle, comme précédemment, au bout d'un temps très grand; mais avant d'être égale à zéro, elle se réduira au premier terme de cette série, et variera seulement en raison inverse de la puissance ^ de f, au lieu de la puissance | ; ce qui montre que la loi des yarit»tiorj$ finales de la température u, par rapport au temps, dépendra de la loi des températures initiales. La série précédente, réduite à son premier
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terme, donnera
en sorte que la température finale croîtra toujours proportionnellement à la distance x , comme dans le cas général.
(i55). Dans ce chapitre et dans celui qui précède, nous avons toujours .supposé la température extérieure constante el égale à zéro; mais quand on a déterminé la distribution de la chaleur dans un corps, soumis à une température extérieure égale à zéro, il est facile, en général, d'étendre la solution du problème au cas où la température est une fonction quelconque du temps. Le procédé le pins direct pour y parvenir est celui que j'ai suivi dans mon premier mémoire sur la Distribution de la Chaleur, et auquel on a cherché depuis à substituer d'autres méthodes dont les principes et les résultats ne sont pas exempts de difficulté. Un exemple suffira pour expliquer ce procédé. Nous choisirons, à cet effet, la question précédente, relative à une sphère extrêmement grande , que l'on considère comme un corps tei'miné par un plan, et qui rayonne à travers cette surface dans un milieu dont la température Ç sera maintenant une fonction donnée du temps.
En mettant l — x à la place de /■ dans l'équation (2), qui doit avoir lieu à la surface, on aura
pour jc = o; en même temps, l'équation commune à tous les points du corps, ou relative à toutes les valeurs de x , sera
du , d'il
dt ~ ^ di''
et, comme précédemment, on aura enfin u = fx pour t = o. Dans chaque cas , cette température initiale et la température extérieure seront données, la première depuis x = o jusqu'à J7=roo, et la seconde, en fonction de t, depuis t = o jusqu'à t = ca . Or, pour satisfaire à ces trois équations du problème, je ferai
ï/ = it^ -)- U ;
M, étant une nouvelle inconnue , et U une quantité dont je disposerai à volonté. Je la supposerai telle que l'on ait
pour ^ = o seulement , et
dl] _ , f/'U dt ~ ^ dx^'
pour toutes les valeurs de x. Il faudra alors que l'on ait
du, d'u, . d'u
pu^
dt — r"/ ' dl ~ dx
la première équation ayant lieu pour x=zo, et la seconde pour toutes les valeurs de x. De plus , si l'on appelle -^x la valeur de U qui répond à ^ = o , il faudra que l'on ait aussi u^ =fx — -^x pour celte valeur particulière f = o. On conclut de là que l'expression de m, en fonction de « et a: sera donnée par la formule (22) , dans laquelle on mettra Jx — -^x à la place de fx. Par conséquent , nous
aurons
pour l'expression de u, dans laquelle il ne restera plus qu'à déterminer la quantité U, dont la valeur dépendra de celle de ^.
Représentons par tt. A, e., des constantes quelconques, dont la première est une quantité réelle et positive, et supposons que l'on
ait d'abord
Ç = A cos {at -f- ê).
Si la valeur de Ç se compose de plusieurs termes semblables à celui-là, il résulte de la forme linéaire des équations auxquelles U doit satisfaire, que sa valeur se composera aussi d'autant de termes correspondans à ceux de Ç , qui se détermineront tous de la même manière. De plus, en supposant les termes de ^ infiniment petits et
en nombre infini , on pourra représenter par une intégrale double une valeur quelconque de ^ en fonction de t; l'expression correspondante de U se changera aussi en une pareille intégrale; et, de cette manière, la détermination générale de celte partie de la température se trouvera ramenée au cas particulier de la valeur précédente de 1^. Dans ce cas, je fais
U = X sin {at-j- e) + X' cos (at + e) ;
X et X' étant des fonctions de x. En substituant celle valeur de U dans l'équation à laquelle elle doit satisfaire pour toutes les valeurs dex, et égalant les coefficiens des termes semblables dans les deux membres, on aura
— a"-) — = 0, aX+«*-j-T = o.
D'après l'équation relative à jr= o, on aura de même
pour cette valeur particulière de x. Les intégrales complètes des deux premières équations sont
X=(Csinfv/i" + C'cosîv/^)e-^V-"
+ (cW./~^ + C"'sinîv/Ôe^V/^.
X'=:(Ccos^v/^-C'sinfv/Ô^-"^^ + (C'-n^v/'^~C"'cosîv/9e^^^
C, C, C, C", étant les quatre constantes arbitraires. 11 suffira de deux de ces constantes pour satisfaire aux deux autres équations; celles qui resteraient indéterminées entreraient dans U et dans •\'X, et devraient disparaître dans u. On pourra donc déterminer comme on voudra deux de ces quatre quantités; et nous ferons C = o
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et C" = o, afin que les exponentielles qui ont des exposans positifs disparaissent des valeurs de X et X', et que la valeur de U ne croisse pas indéfiniment avec oc, pour une valeur quelconque de a. En déterminant ensuite C et C, au moyen des deux équations relatives à x=o, et faisant, pour abréger,
q sino),
nous aurons
q cos ce,
X = ^ Ae « ^ ^ sir
séquent, U = I Ae-^V-: ,^g (a^+ .-^ s/l - «)• (24)
^Ae «V^sj^g^f _|_,)^ et, par conséquent,
rt ▼ a q ""
Maintenant, soit (pi une fonction quelconque de t, continue ou discontinue, et supposons qu on ait Ç = (pt. D'après ce qu'on a vu dans le n° i43, on aura
<pt =1 - / cos at cos at'<ùt'dt'da, , (aS)
pour toutes les valeurs positives de f, y compris i = o. Si donc on fait
1=0, A = - <pt' cos at'dt'da.',
que l'on donne successivement à a et i' toutes les valeurs comprises depuis a = o et i' = o jusqu'à a = 00 et i' =:^ eo , et qu'on prenne pour t, la somme des valeurs correspondantes de A cos (eci-f- s), et_, par conséquent, pour U la somme des valeurs de la formule (24), on aura
o I I p cosat'ipt e a V Q X /Z V
pour l'expression générale de U qu'il s'agissait de déterminer.
(i56). Cette valeur de U étant exprimée par une intégrale double, il en sera de même à l'égard de la valeur de >j/,r, qui s'en déduit en faisant tz=o; par conséquent, la partie de la foinmle (aS) qui dépend de 4-^ aura d'abord pour expression une intégrale quadruple, relative à z, x' , a, t', et prise depuis zéro jusqu'à l'infini pour chacune de ces quatre variables; mais l'intégration relative à jc' s'effectuera, sous forme finie, parles règles ordinaires; et cette partie de la formule (25) se trouvera réduite à une intégrale triple. La valeur complète de u sera donc exprimée par celte intégrale triple, et par deux intégrales doubles , l'une relative à z et .r', l'autre à a et /'. Au bout d'un temps suffisamment grand, l'intégrale triple sera insensible, aussi bien que la première intégrale double, dépendante de yô: ou des températures initiales; à cette époque, la valeur de u sera donc sensiblement égale à U, de sorte qu'elle ne dépendra plus que de la fonction (ft, ou de la loi des températures extérieures.
Désignons par t une valeur particulière de t assez grande pour que cette réduction de z^ à U ait eu lieu à l'époque qui répond à t = T; supposons qu'à cet instant la loi des températures extérieures vienne à changer par une cause quelconque; on pourra considérer J comme une fonction discontinue de t, et représenter cette quantité pour toutes les valeurs de ^, depuis / = o jusqu'à ^ = 00 , par
Ç = <pt + <p't;
çt étant la même fonction que précédemment , et <p't une autre fonction dont les valeurs seront aussi données arbitrairement pour ^ > t, mais qui sera zéro pour ^ < t et pour t = T. De cette manière, la valeur de u, réduite à sa partie dépendante de ^ après un temps r extrêmement grand, se composera de deux termes, l'un relatif à (pt , qui sera toujours exprimé par la formule (26), l'autre correspondant à (p't, qui se déduira de cette formule en y mettant cp'i au lieu de (pt ,
et que nous désignerons par U'. A celle époque, on aura donc
pour la valeur complèle de la température u.
L'expression de (p't se déduira de la formule (26) par la substitution de (p't' au lieu de çt'; mais la fonction o't' étant supposée nulle depuis t' = 0 jusqu'à t' ^ X inclusivement, il suffira d'étendre l'intégrale relative à t' , depuis t' z= r jusqu'à i' = co ; et l'on aura alors
tp'tz=- f I cos at cos a.t'(Ç)'t'dt'dct.
D'après la formule (26) , on aura , de la même manière ,
Soit 6 le temps écoulé depuis l'époque qui l'épond at = T, de sorte qu'on ait
« = T + G; faisons aussi
les limites de l'intégrale relative à <, seront zéro et l'infini, et la valeur de U' prendra la forme
W=- cos |_a(G-0--\/ -- ->A
fa. cos 2Tadx + / f'u sin 2rada ;
fa, ei fa, désignant, pour abréger, des intégrales relatives à t^ , dont nous n'aurons pas besoin d'écrire les valeurs. U nous suffira de remarquer que ces fonctions de et ne varieront pas très rapidement avec la variable a, et qu'elles s'évanouiront à la limite a = 00 ; or, la constante T étant, par hypothèse, extrêmement grande et comme infinie,
il s'easuit que les deux dernières intégrales relatives a a. , seront tout-à-fait insensibles. C'est ce que l'on voit en les réduisant par l'intégration par partie en séries ordonnées suivant les puissances négatives de t. Cela résulte aussi de ce qu'elles expriment les ânes de courbes dont les ordonnées passent très rapidement du positif au négatif, ce qui rend insensibles les sommes des élémens de ces intégrales. En les supprimant donc , on aura simplement
expression qui ne dépendra plus que du temps 6 écoulé depuis l'époque où la loi des températures extérieures a changé, et qui fera connaître l'accroissement positif ou négatif des températures intérieures résultant de ce changement.
Maintenant, je suppose que la fonction <p't redevienne égale à zéro, après un intervalle de temps donné , que je désignerai par cT , de sorte qu'elle soit nulle, non-seulement depuis ^ = 0 jusqu'à f = T, mais aussi depuis ^ = t -f- cT jusqu'à ^ = ce ; il suffira alors d'étendre depuis t' = T jusqu'à t' = T-{-J', l'intégrale relative à t' dans l'expression de <p't , nui deviendra, en conséquence,
(p't=-j / cosatcosoi.t'(p't'dt'da; (28)
et pour toutes les valeurs de t qui tombent hors des limites t et T-f-tf, ou qui leur sont égales, cette formule devra être égale à zéro : pour les valeurs de t comprises entre ces limites, elle représentera les valeurs correspondantes de (p't. La fonction ç/.^ sera zéro pour t^^c^ et pour i^ > cT; par conséquent, l'intégrale relative à t^ dans la formule (27) , ne s'étendra plus que depuis t^ = o jusqu'à t^ = S' ; mais au-delà de f^rcT, cette formule ne se réduira pas à zéro, parce que le changement sui'veim dans la loi des températures extérieures, et qui n'a duré qu'un temps égal à cT , influe encore sur les températures extérieures, après qu'il a cessé.
(iSy). Voici un exemple propre à vérifier l'exactitude de la formule (28).
Désignons par A, c, cT, trois constantes données, dont la première est une température et chacune des deux autres un intervalle de temps. Prenons
(pt=. Acos — x- >
entre les limites « = c ± - ttS" ', et supposons que <p't soit nulle en dehors de ces limites : la formule (28) deviendra
(p'f=— f (f " cosai'cos — j-^dt'jcos atdoL.
On aura immédiatement
, t' C , , COS (C + ^ 5r<^)« + C0S(C jîTtfJ*
cos at cos —r-at = '-
cos(c + ï îTiî')* -h cos (c î i^•<^)<»
d'ailleurs on peut évidemment étendre l'intégrale relative à a, depuis « = — co jusqu'à a = -f-co, pourvu que l'on réduise le résultat à moitié ; nous aurons donc
^u A /^ '^ [cos (c + i 3-^)« + cos (c — 1 3-^)«] cos «( ,
A /^»[cos_^£+Jj
A /^ " [cos ( c -t- ^ g^«^ )« + cos(c — j 7rJ^)a!] cos af
Sans changer les limites de ces dernières intégrales, on peut mettre à la place de a, dans l'a première a+ j, et dans la seconde a — j. Toutes réductions faites , il en résultera
A COS (.<^ + ') j, I j
A COS (<^ + ') W Acos(c-Oj/ . ^ . . , ^ rf,
A COS (c + 0 J.
A COS (c —
sin r c ttS' — Ma — .
On pourra maintenant réduire les limites de chacune de ces quatre intégrales à ze'ro et l'infini, en doublant le résultat; mais d'après une formule conuue, on a
/* sin na J r^- sin na , ,
-30 « J O ce
selon que la constante 71 est positive ou négative; chacune des quantités t, c -^- \ ttS' , c — ^ ttS" , étant positive , on aura donc
ce qui réduira d'abord l'expression de (p't a
A ces (c — 0 "î. ^ ^» V J
Déplus, si l'on a ^ > c -|- 7 '^<^> on aura aussi ^ >• c — { ttJ"; les deux dernières intégrales seront l'une et l'autre égales à — { tt; et il en résultera ^'t = o. Si l'on a t <C c ■ — { ttc^, et conséquemment t <C c -\- -^ TTcT, ces deux intégrales seront l'une et l'autre égales à + X "■> en sorte que l'on aura encore <p't = o. Enfin , si l'on a < >■ c — -J ttS' et i «< c + ï "^J" ) on en conclura
/ sin Te ± - TTcT — tja— = ± ^ -tt ;
ce qui réduit à A cos — y- la valeur précédente de (p't , et complète la
vérification de la formule (28).
(i58). Appliquons aussi la formule (27) à un exemple j et pour cela , prenons
(p^e = Ae-^'sina'ô;
e désignant la base des logarithmes népériens, et A, g, a', des constantes données , dont les deux dernières seront supposées positives. Par les règles ordinaires, on trouve
^e ^ ' sm {at, + b) dt, = ^^^ ; (29)
a et b étant des constantes quelconques. On conclut de là
zj e~^''sm a't^ cos fa (G — t,)— ^ \J\ —«"]</«,=
(a'~ a)cos(aG — ^ \J-^—a^ 4. gsin (a9— ^ ^^^ — «)
(a' + a) cos (ci 6 — -^ y/^ _ « ) _ g sin (a6— ^ V; — «),
d'après la formule (27), nous aurons donc
■•■* («' — «) cos {ai — h) Hdcc - r^ g sin («ô — h) Hda
jj, __ /•■* (« — «) cos («fl — /Q Hc/'g j r^ g sin («S — h) Ud,
/"" («' + a) COS («9 — h) H</« /""='g-siti(«9 — ^)H</«
en faisant pour abréger ,
Vj.
Si l'on fait g = o, l'accroissement de température <pp deviendra une variation périodique de la température extérieure ,
commençant à l'époque d'où l'on conjpte le temps 6, et qui se prolongera indéfiniment. Quand 9 sera devenu extrêmement grand, il est évident que l'expiession de U' devra être la même que si cette partie (^t de la valeur ^ eût toujours existé ; elle se déduira donc alors de la formule (24) , qui répond au terme A cos («< + «) de Ç, en y faisant
s= — -ÎTr, a = a', ^ = 6.
Par conséquent, si l'on désigne par cJ ce que devient « quand on y change a en a! , on aura
\i'=-—^P' ° J_-- sin(a'e- l y/l - .) , (5,)
au bout d'un temps 6 supposé extrêmement grand. Mais jusque là, la valeur exacte de U' sera donnée par la formule (5o), en y considérant g comme un infiniment petit.
La quatrième intégrale contenue dans cette formule sera aussi infiniment petite ou nulle; car a' et a étant des quantités positives, dont la première n'est pas nulle, le dénominateur («'-f- a)*+g* ne deviendra jamais infiniment petit. Par la même raison , on réduira ce dénominateur à (a' + a)* dans la troisième intégrale. Le dénominateur (a — a)* + g' étant infiniment petit pour les valeurs de a infiniment peu différentes de a', la seconde intégrale ne sera pas nulle comme la quatrième. Mais il sera permis de ne l'étendre qu'à ces valeurs de a; en y faisant donc a. z=. a' -\- j- , on pourra considérer la variable j, positive ou négative, comme un infiniment petit, et réduire en conséquence , cette intégrale à
H'sin(a'6 — ^') T-Ç-a;
H' et h' étant ce que deviennent H et h quand on y met et au lieu de a. La première limite de l'intégrale relative à y sera négative, et la seconde positive; elles pourront être aussi grandes que l'on voudra ; car l'intégrale s'évanouit, dès que la variable n'est plus infiniment petite. Elle aura tt pour valeur, quelles que soient ses li-
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mites de grandeur finie. Par conséquent , -ttH' sin (a'6 — h') sera la valeur de la seconde intégrale contenue dans la formule (3o). Quant à la première , on voit qu'elle se compose d'élémens qui sont égaux et de signes contraires dans une étendue infiniment petite de part et d'autre de a.=za'; on pourra donc négliger cette partie de l'intégrale, et y réduire, en conséquence, à [af — a)* le dénominateur (a' — a.Y-\-g*. D'après ces diverses considérations, la valeur complète de U' relative à ^^ = 0, et déduite de la formule (5o) sera
U' = ,rH'sin(a'â-;i')+ ^ "-"^ (-^ - mj^ _^ f^ co<-^'^ - ^)Hj« ,3 .
pour une valeur quelconque de 9.
Pour qu'elle coïncide avec la formule (3i), lorsque le temps ô est devenu extrêmement grand, il faudra, pour toute valeur très grande de 6, que l'on ait, en remettant pour H' et h' leurs valeurs,
^ sm (atJ V/ ^\
C'est ce que l'on peut effectivement vérifier de la manière suivante.
La dernière intégrale que renferme le second membre de cette équation est de la forme / cos («6 — h)/ ado., où l'on désigne par^a
une fonction qui ne varie pas très rapidement avec a, et qui s'évanouit à la limite a =c/o ; d'où l'on conclut, comme dans le n" i56, que cette intégrale est zéro pour â:=oo , et peut être négligée quand 6 est un très grand nombre. La preniicre intégrale contenue dans ce second membre, est aussi de la même forme; mais pour celle-là, le facteur J^st varie très rapidement pour les valeurs de a très peu différentes de a' ; par conséquent, si l'on désigne par cT une quantité aussi petite que ion voudra, et si l'on divise cette intégrale en deux parties dont l'une soit prise depuis a = a' — J^ jusqu'à a=a'-f-cr, on pourra seulement négliger l'autre partie, mais il faudra conserver
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celle dont les limites seront a'rtcT. Ea faisant, dans cette partie , a=.a.' -\-y et r/a= dj, elle deviendra d'abord
/_'^H sin (a'6 -/0^-^^jr-/_'^Hcos (a'ô - h) '^^ dj.
Déplus, si l'on développe les facteurs H sin (ct'fl — li) et Hcos(a'â — h) suivant les puissances àe jr , il suffira de conserveries termes indépendans de^; car les termes des intégrales relatives à^ , correspondans à ceux qui dépendent de cette variable , auraient des puissances de 6 pour diviseurs et pouiTaient êlre négligés. En mettant H' et h' au lieu de H et A dans la quantité précédente, on aura donc
H' sin (c'a - A')/! /-^^-^ ^j - H' cos ( a'6 - 70 /l'/-^ ^J. La dernière intégrale relative à^", qui est ici à la place de
sera égale à zéro, comme étant composée d'élémens qui sont deux à deux égaux et de signes contraires. Je ferai 9j- = r et ^d/ = dz, dans la première ; les limites relatives à z seront extrêmement grandes, et comme infinies ; il en résultera
TT
d'après la formule connue dont nous avons fait usage dans le numéro précédent. Cela posé , le second membre de l'équation précédente se réduira à ttH' sin (a'6 — h'); et d'après ce que H' et h' représentent, il sera identique avec le premier; ce qu'il s'agissait de vérifier.
On peut remarquer que la valeur de l'intégrale / dz , dans
laquelle a est une constante quelconque , ou celle de / — -— dz ,
égale évidemment à la moitié de la première , se déduit de la formule (29). En y faisant Z> = î tt, et mettant z au lieu de t^, on a
/ e -«* cos azdz = ~—^ ;
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je multiplie cette équation par da, puis j'intègre ses deux membres
par rapport art, et je fais commencer leurs intégrales à a=o; il vient
I e ^' — - — az = arc f tang = - ) J
et si la constante positive g est supposée infiniment petite, il en résultera
sin az j 1 1
az =- TT , = TT, = O
selon que la constante a sera positive , négative, ou zéro; ce qui est le résultat que nous avons déjà cité dans le n° 1 1 5.
(i5g). La température intérieure U' provenant de l'accroissement (p^ô de la température extérieure, qui commence à l'époque d'où l'on compte le temps G et est nul quand 6 = o, il est évident qu'on doit aussi avoir U' = o à cet instant. Cela étant, si l'on fait G =o etU'= o dans l'équation (32), et que l'on y mette pour H, ^, H', h' leurs valeurs, ou en conclura
(Wî^-y
+ ey^ + P-
pour toutes les valeurs de x positives ou zéro ; ce qui nous fait connaître la valeur d'une intégrale définie que l'on n'obtiendrait par aucun procédé direct, mais qui n'en est pas moins certaine, puisqu'elle est une conséquence nécessaire de notre analyse.
Si l'on a égard à ce que représente m et a', et que l'on mette eta' et a'a* au lieu de a et a', ce qui fait disparaître la constante a, cette équation devient
2a (u + p y/au + p')
Dans le cas de j: = o , elle se réduit à
2 \/2«'(-' + pV^»' + P') J o («'^ — «')(<« + yj V 2« + p') '
et l'intégrale qu'elle renferme peut être rendue rationnelle, et déterminée par les règles ordinaires.
Je partage cette intégrale en deux parties, dont l'une s'étendra depuis a, =0 jusqu'à a. = a', et l'autre depuis a = a' jusqu'à a = oo ; je fais a= a.'z et da = a'dz; les limites relatives à s seront 2 = 0 et z = 1 dans la première partie , z ::= i et s= 00 dans la seconde ; je mets aussi /)\/ a' au lieu àe p ; la constante et' disparait; et l'on a
dz
iV/2ii +pV^-^P") ^ ° (' — ^1 {i -\- pV -^z + P'')
) z + pViz-\-p')
Je fais, dans la seconde intégrale, s = i et t/z =: ^; les limites
relatives à y seront j^ 1 et;- = oj en les intervertissant, et changeant le signe du résultat , il vient
J ° (l — Z^) fz+«l/2
dz
° i^—r) {i+p\^v+py)'
ou bien, en employant la lettre z au lieu de j dans la seconde intégrale , et réduisant ensuite les deux intégrales à une seule,
~~^ ° Cl+Z) {z + p\/^4.p')(l +p\/2.
dz
2V/2(i+/;V/2 +i^') •/ ° Ci+=) (^ + A^»/2S-f/;'Xi +i^»/2^+/^'v'
ou bien encore
4 (• -hp V/2 +pO -^ 0(1 +r) ljr*+j>7^V/2 +^0 (' +JP>/^--^jY)'
en faisant z r^j'' et <fz = 2j^^ , et divisant par \/2. Or, on vérifie sans difficulté cette dernière équation, en effectuant l'intégration indiquée par la règle relative aux fractions rationnelles.
Par des différentiations on des intégrations relatives aux quantités ^ et O", on déduira de l'équation (33) d'autres résultats concernant les intégrales définies, que l'on n'avait pas encore obtenus. Par exemple, si l'on y remplace les sinus et cosinus par des exponentielles imaginaires, que l'on différentie ensuite cette équation quatre fois par rapport à x, que l'on l'emette pour les exponentielles leurs valeurs en sinus et cosinus, et que l'on ajoute l'équation ainsi obtenue à l'équation (33j multipliée par a'', son premier membre disparaît , ainsi que le dénominateur a'* — a* compris sous le signe intégral dans le second, et il
vient
Dans le cas dep = o, et en mettant aa* et /^ada au lieu de a el da , on en déduit
e cosjcaa& z=: I e sin xada.;
résultat que l'on vérifie immédiatement au moyen de l'équation (29). Dans le cas de /)ï= 00 , et en mettant toujours 2a* et ^ada a. la place de a et dx, on a
e a cos xada. = o , ou , ce qui est la même chose ,
re-'^'^^~' adc, + r e-' ^"^^"^ ad» = o.
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Or^en mettant au lieu de a, dans la première intégrale î a. (i — \/ — i), et dans la seconde \ «'(i+y/ — 0» '^ vient
i [(x-vZ-TTy. + (i+ \/^*] /f e"''^oc^a= o;
ce qui est une équation identique.
Ces diverses vérifications et beaucoup d'autres que l'on pourra facilement imaginer, serviraient, s'il en était besoin , à confirmer notre analyse.
(i6o). On peut considérer l'influence de l'accroissement (p^6 de la température extérieure sous un autre point de vue qui nous conduira à l'expression la plus simple et la plus générale de la température intérieure.
Fixons pour un moment l'époque de l'état initial du corps à l'instant d'où l'on compte le temps 6 et où commence cet accroissement (ph. Supposons qu'à cet instant la température de tous les points du corps soit zéro, et qu'au bout du temps G la température extérieure tout entière soit exprimée par <p^9. Au bout du même temps la température u en un point quelconque se déduira des formules (aS) et (26) dans lesquelles on supprimera la fonction f , et l'on remplacera par (p^ la fonction (p, en sorte que Ton aura
2 r'^ p'^ (z cas zx -{- U sinzx)(z cos zx + 1} s\i\ zx') , , —a^z't , .,
-^jjo --1^7^ ^'^^ ^•^^^'
où l'on désigne par ^^oc' ce que devient la première partie de cette valeur de u , quand on y fait 6 = o et que l'on y met x' au lieu de x. Or, dans le cas auquel cette formule répond, il est évident que la valeur de u doit coïncider avec la température U' déterminée par la formule (27J; et comme la fonction (p^ est arbitraire, il s'ensuit que cette coïncidence aura encore lieu lorsque l'on remplacera <p par la fonction tp contenue dans la formule (25), et 4, par la fonction corres-
pondante -^i donc en raetlant aussi t au lieu du temps quelconque 6,
et remplaçant t^ parf' dans la formule (27), il en re'sultera
(zcoszx -^-psïn zx) (z cos za:' -f- n sin zj:') , , —Qij.f
^rzfji -i^e dx dz =
-Vf
^- cos
Ainsi, la partie de la formule (aS), de'pendante de la fonction 4 » qui se trouve d'abord exprimée par une intégrale quadruple, réductible par les règles ordinaires à une intégrale triple (n° i56), est équivalente, comme on voit, à une intégrale double. On peut observer que le temps t se trouve en exposant dans la première intégrale , et sous un cosinus dans la seconde; circonstance semblable à celle que j'ai déjà remarquée dans un autre cas (*), où une quantité indéterminée, contenue dans une intégrale, se trouvait dans la valeur de cette intégrale , soit en exposant, soit sous des sinus ou cosinus , tandis que sous le signe f, elle était au contraire sous des sinus ou cosinus, ou en exposant.
Maintenant , d'après cette dernière équation , et en vertu de la formule (26) où l'on mettra pour sin m et cos «, leurs valeur-s (n° i55), la formule (22) deviendra
tj o J o
(z cos zx -^ p sin zx) (z cos zx' -\-p sm zx' ) ^ , — a''^''tj ij z'-|-/»^ J
-i_fLLjZ_r-«V>cosr«(,_,';_V->''^
Telle est donc l'expression complète et sous la forme la plus simple,
(*) Journal de l'École P olj technique , 18' cahier, page 298.
df la température qui a lieu au bout du temps « et à la distance x de la surface, lorsque la température initiale et la température extérieure sont exprimées par des fonctions ^j:? etcp^, entièrement arbitraires.
Cette formule se rapporte à un corps terminé par un plan indéfini , et qui s'étend indéfiniment d'un côté de ce plan; par des considérations semblables à celles qui nous y ont conduits, on obtiendra sans difficulté une formule applicable à un corps compris entre deux plans parallèles, dont l'épaisseur sera donnée : on pourra, si l'on veut supposer que la température de l'un de ces plans soit constamment entretenue à zéro; et alors en remplaçant la température initiale et la température à un instant quelconque par l»^s produits de ces quantités et de la distance à ce plan, du point auquel elles répondent, n° (140), on obtiendra une formule qui conviendra h une sphère d'un rayon donné , placée dans un milieu dont la température varie suivant une fonction du temps aussi donnée. Mais ces formules générales n'ont pas d'applications utiles; et d'après l'exemple que nous venons de donner, leur formation îie présentera plus actuellement d'autre difficulté que la complication des expressions analytiques qu'il faudrait écrire.
(161). En général , les formules précédentes deviennent beaucoup plus simples lorsqu'on y fait /?= co , quoiqu'elles soient toujours exprimées par des intégrales doubles dans le cas d'une loi quelconque de la température extérieure. La dernière formule du numéro précédent se réduit alors à
^= - / / e foc' sin zac sin zx' dx'dz
V^cos Va.{t—t')—-\J''~^dt'dcL.
Ce sera la température en un point et à un instant quelconques.
Lorsque le temps t est devenu extrêmement grand, la température finale U, déterminée par l'équation (26), devient
en observant que p = co rend zéro l'angle a> du n° (i55).
Pour cette valeur de p, l'équation relative à la surface se réduit à M:=Ç(n'' iSy); et ce cas est celui où le corps que l'on considèi'c, au lieu de rayonner à travers le plan qui le termine , a une température donnée en tous les points de ce plan, et exprimée par Ç^ ou (pt. Le problème a alors pour objet de comparer les températures qui ont lieu à différentes distances de la surface, à celle qui répond à la surface même , et non plus à la température extérieure.
Dans le même cas de /j = oo , la formule (24) se réduit à
U = Ae " ' cos (at + i—-^ y/^)-
En supposant que la température Ç de la surface soit une fonction périodique qui reprenne la même valeur toutes les fois que t augmente d'un temps donné ô , et représentant , en conséquence, cette température par une série de sinus et de cosinus des
multiples de -r- , on pourra appliquer successivement cette dernière
formule à tous les termes de cette série ; en prenant ensuite pour U la somme des valeurs qui en résulteront , on aura l'expression de la température finale dans l'intérieur du corps, qui répondra à la valeur entière de ^ , et sera périodique comme la température du plan qui le termine. Cette expression de U est celle que Fourier a donnée le premier pour ce cas particulier.
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CHAPITRE XI
Distribution de la chaleur dans quelques corps, et spécial tment dans une sphère homogène primitivement échauffée dune manière quelconque.
(162). J'appellerai A le corps que nous allons considérer. Soient M un point quelconque de ce corps; x, j z, les trois coordonnées rectangulaires de M; et u la température qui a lieu en ce point au bout du temps quelconque t, et qui sera une fonction inconnue de t, x , j, z. On comptera le temps t à partir de l'état initial de A , de sorte que la valeur de u qui répond a t = o , sera donnée en fonction de x,j, z. Le corps A sera homogène; on représentera par c et k, la chaleur spécifique et la conductibilité de la matière dont il est formé; on supposera d'abord que la température u n'est pas assez élevée pour influer sensiblement sur les deux élémens c et k; et l'on négligera également dans toute l'étendue de A, les variations de densité dues à l'inégalité des températures • variations qui sont en effet très petites dans les corps solides, et dans le cas des températures ordinaires. De cette manière, A et c seront deux quantités constantes , dont les valeurs numériques devront être données. Enfin, on regardera comme insensible l'étendue du rayonnement moléculaire dans l'intérieur de A.
L'équation du mouvement intérieur de la chaleur, que nous avons obtenue dans le n°49> sera alors
en faisant, pour abréger.
de sorte que et soit une constante donnée, que nous regarderons comme
positive.
Indépendamment de cette équation , commune à tous les points de A , qui ne font pas partie de la couche superficielle où la température varie très rapidement , il y a une autre équation qui n'a lieu que pour les points situés à la limite intérieure de cette couche, dont nous considérerons l'épaisseur comme insensible. Supposons que M soit un de ces points ; abaissous de M une perpendiculaire sur la surface de A, qui la rencontre en un point 0 ; menons par ce point 0, en dehors de A, une normale à sa surface ; et soient a, ë, y, les angles que cette droite fait avec des parallèles aux axes des jc, y, z, menés aussi par le point 0. Représentons par Ç la température extérieure qui répond à ce point , et par p une quantité positive dépendante de l'état de la surface en ce même point, qui varierait, en outre, avec les températures « et iT, si elles étaient très élevées. Si nous faisons, pour abréger,
nous aurons pour la seconde équation dont il s'agit
^cosa + ^cosê-j-^cos>4-i(i^— 0 = O. (2)
La température u appartient au point M et non au point 0; mais dans son expression relative aux points intérieurs, ou pourra, sans erreur sensible, mettre à la place de x,j, z, les coordonnées du point 0, pour en déduire la valeur de u à laquelle convient cette équation (2). Soit L = o, l'équation donnée de la surface de A; en faisant, pour abréger,
(ÊyH-cj)"-t-©" = ^-.
on aura , d'après les formules connues ,
I ^L a 1 dL i dL ,,,
cos a = - -— , cosfa = --J- , C0S> = --r> w)
A dx ' ^dy ' Adz' ^ ■'
OÙ Ion prendra le signe du radical que A représente, de manière
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que ces cosinus répondent à la partie de la normale comprise en dehors de A.
Telles sont donc les équations difTérentielles du problème; mai? avant de nous occuper de les résoudre, il faut entrer dans quelques détails sur ce qu'on entend par la température extérieure, et sur sa détermination.
(i 65). D'après la manière dont nous avons obtenu l'équation 3), n' (67), si &) représente l'élément de la surface de A qui comprend le point 0, le produit p (u — Ç) exprime la quantité de chaleur perdue par le corps A , à travers l'élément œ et pendant l'instant dt. La température Ç est la valeur de u qui devrait avoir lieu pour qu'il n'y eût ni perte ni gain de chaleur au point 0; et lorsqu'elle surpassera la température u qui existe réellement au point M, ou qu'elle sera moindre, il y aura gain ou perte de chaleur à travers a<. Si A était renfermé dans une enceinte vide, fermée de toutes parts, et dont la température fût partout la même, Ç serait cette température, et p la mesure du pouvoir rayonnant de A au point 0; mais en général, il faudra déterminer /^et^par la considération des diverses sources de la chaleur extérieure.
Or, la perle de chaleur p{u — 'C^)cùdt, positive ou négative, pourra provenir de trois causes distinctes : 1°. de l'échange de chaleur layonnante, soit entre A et d'autres corps voisins ou éloignés, soit entre A et les molécules de l'air ou du gaz dans lequel ce corps est placé; 2°. de la chaleur enlevée à A par la couche très mince de ce fluide, en contact avec sa surface; 5°. de la chaleur rayonnante émanée d'un ou de plusieurs foyers incandescens, qui vient tomber sur la surface de A , et est absorbée par ce corps suivant une proportion déterminée. Je leprésenterai par A (m — ^) Cidt la partie àe p [u — Ç) c»dt due à la première cause; g désignant une température qui se déduira de celle des corps rayonnans, y compris l'air dans lequel A est placé, et en ayant égard à l'absorption qui aura lieu dans ce fluide; et le coefficient A étant la mesure du pouvoir rayonnant de A au point 0. La partie due à la seconde cause sera représentée par A, (h — vi) udt , en désignant par / la température de la couche d'air contigue à la surface de A en ce même point 0, et par A, la mesure du pouvoir refroidissant de ce fluide,
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que nous regarderons comme iadépendaut de u et de » , et qui ne variera pas non plus avec l'état de cette surface, en sorte que w sera une fonction donnée de t, x^j, z, et A, une constante donnée. Enfin pour exprimer la partie due à la troisième cause , je supposerai qu'il n'existe qu'un seul foyer qui envoie de la chaleur au corps A, et que ce foyer soit le soleil , par exemple , si A est exposé à l'air libre. Soit alors cr la quantité de chaleur solaire qui vient tomber pendant l'unité de temps, sur une surface prise aussi pour unité, perpendiculaire à la direction de cette chaleur, et passant par le point 0; celle qui tombera sur l'élément Où pendant l'instant dt , aura pour valeur (7« cosSrf^, où l'on désigne par G l'angle aigu que fait cette direction avec la normale nienée par le point 0 à la surface de A, c'est-à-dire avec la droite déterminée par les angles a, è , y; par conséquent, la portion de cette chaleur qui traverse «, pourra être représentée par i7Cû cos^dt; le facteur £ étant une fraction qui dépendra de l'état delà surface au point 0, et qui pourra, en outre, varier avec l'angle d'incidence 0. Nous regarderons « comme une fonction donnée de ô, et cet angle 9 sera aussi une fonction connue àe t^ x , y,z. ainsi que la quantité (7.
Cela posé, si l'on fait la somme des deux premières quantités de chaleur X(ii — ^)ciùdt et X,{u — y\)oodt, et si l'on en retranche la troisième nTco cos ^dt, on aura la valeur complète de p{ii — ^)ct>dt, et en supprimant le facteur commun adt, il en résultera
pÇu — Ç') = K(u — ^) -t- A, (m — ») — €(7cosâ; (4)
équation dans laquelle il ne restera plus qu'à substituer l'expression du flux de chaleur rayonnante ?.(u — Ç).
Si le corps A était placé dans une enceinte vide, fermée de toutes parts, et dont la température fût partout la même, ce flux de chaleur, rapporté aux unités de temps el de surface , aurait pour valeur (n" 24)
A(«— e) = n(Fu-F^);
^ étant alors la température de l'enceinte , F indiquant une fonction qui est la même pour tous les corps, et ?i un coefficient dépendant de leur matière et de l'état de leur surface. Mais soit que la quantité déterminée de chaleur, qui traverse la surface de dehors en dedans, provienne d'une enceinte fermée, ou qu'elle ait toute autre origine.
le fliix de chaleur devra évidemment avoir la même expression, sauf à de'terminer convenablement la température Ç, d'après la quantité de chaleur incidente et l'état de la surface. Or, si l'on met dans l'équation précédente, à la place de n sa valeur trouvée dans le n° 24, on aura
A(« — Ç) = -F«r^'acos6sin6r/6+ -iF?— F;/)/"'' a(pcos 6 siu M
— '-T^f^ CL cos 9 sm m-,
a. étant une fraction qui mesure le pouvoir absorbant à travers l'élément Ce) et sous l'angle d'incidence S ; et <p désignant une quantité qui provient de la variation rapide de température dans la couche superficielle de A. De plus, le dernier terme de cette expression du Hux de chaleur, pris avec le signe -{- et multiplié par œclt exprimera la quantité de chaleur rayonnante venue du dehors, et qui traverse l'élément a suivant toutes les directions pendant l'instant dt; si donc on détermine dans chaque cas cette quantité , et qu'on la représente par Qaxit, il en résultera
Q= iFÇyj'acosQsinârfâ,
pour l'équation qui servira à déterminer la valeur de ^. Les deux premiers termes de la valeur de ?.(« — ^), multipliés aussi par a)dt, exprimeront la quantité de chaleur qui traversera de dedans en dehors et suivant toutes les directions, l'élément oj pendant l'instant dt; en sorte que cette quantité dépend à la fois des températures intérieure et extérieure u et Ç. On ne doit pas perdre de vue, en effet, que le corps A s'échaufTant ou se refroidissant, il s'établit dans sa couche superficielle, d'où émane cette quantité de chaleur, une loi de température inconnue, mais qui résulte de la chaleur que cette couche reçoit du dedans, et de celle qui lui vient du dehors; et c'est cette circonstance qui donne lieu à une émission de chaleur dépendante en même temps de u et de Ç.
D'après l'expérience , on a (n° 26)
¥u = g(^ + C, F^z=gJ -+. C;
g et C étant des quantités de chaleur qui sout les mêmes pour tous les corps^ et /a désignant le nombre 1,0077, P^^ différent de l'unité. 11 n'y aurait aucun moyen de connaître ces constantes g et C ; mais dans les applications que nous ferons de l'équation précédente, on verra qu'elles entrent aussi dans la valeur de Q, et qu'elles disparaissent toujours de cette équation; de sorte que la température ^ sera, dans tous les cas, complètement déterminée. En développant ces valeurs de ¥u et F0 suivant les puissances de m et de Ç , celle de A(m — Ç) deviendra
^(«— e)= ng log f^ («-?)[ I + ^ (M+Ç)logA.+ ^(M'+«0+ÇOlog>+etc.].
Si les températures « et ^ ne sont pas très élevées, on pourra, à raison de la petitesse de log /,t, réduire à l'unité le dernier facteur de cette formule; on aura alors
A = gn log yM,
en sorte que la quantité A sera constante par rapport aux températures , et ne variera qu'à raison de l'état de la surface. Après avoir calculé la valeur de u dans cette hypothèse, on pourra, si l'on veut, dans une seconde approximation , augmenter A dans le rapport de 1 + î (m+ ^) log ^.' à l'unité, en négligeant seulement le carré de log pL. Dans tous les cas la première valeur de A devra être donnée en fonction de oc, j, z , si l'état de la surface de A varie d'un point à un autre.
Maintenant ou déduit de l'équation (4)
ce qui fera connaître la quantité p et la température Ç, au moyen de quantités qui seront toutes données dans chaque cas, ou qui auront été préalablement déterminées d'après d'autres quantités données.
(164). Ce sera principalement dans le chapitre suivant que nous aurons recours à cette manière de déterminer la température extérieure,
au moyeu des diverses données de la question. Dans celui-ci, uous supposerons que la valeur de '( soit donnée immédiiitement eu fonction de x,^-;, z; nous supposerons aussi que l'état de la surlace de Asoit partout le même; et nous négligerons, en général, l'influence des températures sur la valeur de A, qui sera alors une quantité constante, amsi que A,. La quantité p sera donc aussi une constante donnée; et il en sera de même à l'égard du coefficient h de l'équation ( 2) . Toutefois , lorsque A sera un polyèdre, on pourra, pour plus de généralité, supposer que ce coefticient ail des valeurs inégales pour les différentes faces de A, mais dont chacune sera toujours la même dans toute l'étendue de la face à laquelle elle répond.
On résout toujours aisément l'équation (1) relative aux corps homogènes ; la difliculté du problème est de tenir compte de la forme du corps, et de satisfaire à l'équation (2), abstraction faite de la température extérieure^, à laquelle il est facile ensuite d'avoir égard. 11 n y a qu'un petit nombre de corps dans lesquels on soit parvenu jusqu'à présenta déterminer la distribution de la chaleur; c'est-à-dire la valeur de u en fonction de t, x,y, z; cependant leur nombre est encore trop grand . et les solutions des problrmes qui s'y rapportent exigent trop de développement, pour que nous puissions les exposer toutes, sans donner beaucoup trop d'étendue à ce chapitre ; c'est pourquoi nous nous bornerons à énoncer les différens cas que l'on a considérés jusqu'ici, en renvoyant aux Mémoires où ces questions particulières ont été résolues.
Ces cas sont ceux de la sphère primitivement échauffée d'une manière quelconque, qui sera l'objet principal de ce chapitre ; du cylindre à base circulaire, pour lequel je renverrai à mon premier Mémoire sur la Distiibuiioii de la Chaleur dans les corps solides (*) , où l'on trouve la solution du problème, soit que le cylindre se prolonge indéfiniment, soit qu'il ait une longueur déterminée, et quelle que soit la loi des températures initiales ; du parallélépipède rectangle , que nous allons considérer tout à l'heure dans toute sa généralité; de différens prismes triangulaires; de l'ellipsoïde parvenu à son état perma-
(*) Journal de l'École Polytechnique , 19' cahier.
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lient, qui a déjà été indiqué dans le préambule de cet Ouvrage ; et pour ces deux derniers cas , je renverrai aux Mémoires de M. Lamé , qui les a considérés (*).
(i65). Supposons que A soit un parallélépipède rectangle, et que la température extérieure soit constante et égale à zéro; prenons l'un de ses sommets pour origine des coordonnées x , j, z; et faisons coïncider leur direction avec celles des côtés adjacens. Désignons par /, V, l", les longueurs des trois côtés qui tombent respectivement sur les axes des jc, j,z. La constante b appartiendra à la face /'/", perpendiculaire à / et passant par l'origine des coordonnées ; elle deviendra h' et h" pour les faces II' et II', passant par le même point et respectivement perpendiculaires à /' et /" ; les trois quantités b , b' , b", se changeront en b^, h' , b' , pour les trois autres faces de A. En vertu de l'équation (2) et à cause de Ç = o, on aura , d'après ces notations ,
du j
quand x z= 0,
du , ^ = - b,u.
quand x = l,
du ,, djr = ^ "'
quand j = 0,
dj ' '
du ,..
dz '
quand j = /', quand z = 0,
du ,„ Â = - *'"'
quand z = /".
Si l'on désigne par A, A', x", trois constantes arbitraires, et que l'on fasse, pour abréger,
l'intégrale complète de l'équation (i) que l'on a trouvée dans le n° 76, pourra être représentée par
(*) Mémoires présentés à l'Académie des Sciences , tome V; Journal de l'Ecole Polytechnique , 22' cahier.
H = 2A(7~''''''cosAarcosAycosA"s + 2Be~"°''' sin Xx cosA'jcos X"z 4- 2Ce~"'f'' cos Xx siu A> cos A'z 4- SDe""'''' sin ;\a: sin A>- cos à"z + ^Ee""''*' cos Xx cos A'j sin A":; + SFe-"'''' sin A^ cos X'y sin A'z 4- 2Ge~'''f''cosAxsinAysinA"z 4- 2He~"'''' sinAx sin X'j sin A"z;
A, B, C,D,E,F, G, H, étant aussi des constantes arbitraires, et les sommes 2 s'étendant à toutes leurs valeurs possibles, et à toutes celles de A , A', A*.
Les deux premières équations (5) ayant lieu pour toutes les valeurs de ^,^, z, si l'on y substitue cette expression de u, la comparaison des termes semblables, par rapport à ces variables, fournira ces huit équations
BA — ^'A = o, (B cos AZ — Asin Xl)X 4- (B sin AZ 4- A cos Xl) b,— o,
DA — Z>C = o, (DcosAZ— CsinAZ)A4-(DsinAZ 4- C cosAZ) ^',= o,
Fa — bE = o, (F cos AZ — E sin AZjA 4- (F sin AZ 4- E cos AZ) ft^= o,
Hx — Z>G= o, (HcosAZ — G sinAZ)A 4- (H sinAZ 4- G cosAZ) b^=: o;
d'où l'on tire d'abord
et ensuite une seule équation , pour déterminer les valeurs de A, savoir :
(è 4- /^)A cosAZ 4- (bb^ — A*) sinAZ = o. Les troisième et quatrième équations (5) donneront de même C = 5; A, D = *-; B, G = ^4 E, H = J' F;
et en outre
(J)' 4. b',)x'cosK'l' + [b'b] — A'") sinx'Z' = o,
pour déterminer les valeurs de A'.
Enfin , ou déduira des deux dernières équations (5) ,
E=^A, F=1b, G=;-.C, H=Î-,D; et de plus
i^b" + é^V'cosAT + {Wh'\ — A"»)sinA'7" = o,
pour déterminer les valeurs de A".
Les douze dernières équations, déduction faite des trois qui doivent servir à déterminer A, A', A", se réduisent à sept; elles laissent donc indéterminée l'une des huit quantités A,B, C, D, E, F, G, H, la première, par exemple; les valeurs qu'on en déduit pour les sept autres sont
Par conséquent, si nous faisons, pour abréger,
P = cos Ajc cos K'j- cos K'z H — sin Ajj cos X'j cos A'z
H — , cos A^ sin A'/ cos A'z
-) 7 smAa: smA/ cos A'z
b" H — 7 cos Aj!^ cos h'j sin A'z
H 5 sm A.r cos Xj sm A 'z
+ -r-j COS Ax sm A y sm A z
+ — T-j smA^ sm Ay sm A z.
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l'expression de u deviendra
u = SAPe-"*'"',
et la somme 2 ne s'étendra plus qu'aux valeurs de A, A', A", déterminées par les équations précédentes. On pourra employer seulement pour chacune de ces trois quantités , les valeurs dont les carrés sont diftërens ; et il ne restera plus qu'à déterminer le coefficient A en fonction de A, A', A", par la méthode générale du n° (85).
Pour cela, je désigne par P^ et p^, ce que P et p deviennent quand on y met pour A, A', A", des valeurs de ces quantités représentées par A , a', A\ La quantité P^e""""''''' sera une valeur particulière de m; le coefficient P^ satisfera donc à l'équation
'^' ^ dx' ^ dx^ ~ dz^ — °'
pour toutes les valeurs de œ, j, z; et, en outre, aux équations (5) pour les valeurs particulières de ces variables, auxquelles ces équations répondent. Cela étant, je multiplie l'équation (i) par V^dxdjdz, puis j'intègre ses deux membres dans toute l'étendue du parallélépipède. En faisant pour abréger
il en résulte
Par le procédé de l'intégration par partie , et en ayant égard aux équations (5), on a
d'où l'on conclut
dv ^ ri ri" ri" /d-?^ , d-P, , d'P\ , , ,
ou ce qui est la même chose, d'après les équations précédentes,
En intégrant et désignant par K la constante arbitraire, on aura donc
V = Ke-"'''.
Pour déterminer cette constante, je suppose qu'on ait
quand t-=o, de sorte que la fonction F soit donnée pour tous les points du parallélépipède, et représente sou état initial. En faisant <=o dans l'équation qui précède, on aura
K = r rr p, f(x, r, z^cbodjdz.
J o J aj o
D'api'ès cette valeur de K et celle de i' , on aura donc
pour toutes les valeurs de <. Je substitue dans cette dernière équation, à la place de m, sa valeur en série d'exponentielles; en égalant les coefficiens des termes semblables dans les deux membres, on en conclut
pour toutes les valeurs de f' et f' qui ne sont point égales; et dans le cas de p' = p", on aura, en particulier,
ce qui fait connaître la valeur de A qu'il s'agissait d'obtenir.
L'ëqualion précédente servira, comme dans le n° 90, à prouver la réalité de toutes les valem-s de A, A', A". Par les règles ordinaires, on obtiendra sous forme finie, la valeur de l'intégrale triple, par laquelle la quantité A est multipliée; en la représentant par A, nous aurons
" = 2 C-^P/; ///:' PF ^-» -r, ^) d:rdjd-:],
pour l'expression générale de la température, à une époque quelconque et en tel point qu'on voudra du parallélépipède ; ce qui est la solution complète du problème. En y faisant ^=0, il en résultera une expression de la fonction arbitraire F (a? , y, z) en série de quantités périodiques, qui ne subsistera que pour les valeurs de X , y, z, comprises entre les limites x ■=. o ç.i x ^= l, y ■=. o et j =. t , z = o et z = Z", et qui n'aura lieu aux limites mêmes que quand la fonction Y [x ,y, z) et ses coefficiens différentiels satisferont aux équations (5), relatives à ces limites.
(166). Lorsque le corps A sera une sphère ou un sphéroïde quelconque, au lieu de déterminer ses différens points par leurs coordonnées rectangulaires, il sera mieux de faire usage de leurs coordonnées polaires et de transformer, en conséquence , les équations (i)et (2),
Soit donc rie rayon vecteur du point quelconque M de A, qui répond aux coordonnées rectangulaires x, y, z; soient aussi G l'angle que fait ce rayon avec l'axe de z, et >{/ l'angle compris entre le plan de ces deux droites et celui des xetz; nous aurons
z ■= rcosô, j ■=■ rsiaS sin-vj/, x ■= /sin Qcos -xl.. (6)
L'origine de ces coordonnées r, 6, -v}/, sera un point de l'intérieur de A, pour lequel on prendra le centre de ce corps, lorsqu'il en aura un. Le rayon r sera une quantité positive, qui s'étendra depuis r = o jusqu'à une valeur de /• en fonction de 9 et -v},, donnée par l'équation L = o de la surface de A, après qu'on aura mis dans L les valeurs précédentes de x,y, z; les angles G et -vf. pourront s'étendre depuis 9 = 0 et 4 =^0 jusqu'à G=-7r et -vj, = 2W.
Il s'agira donc, par les règles connues de la transformation des différences partielles, de changer celles qui sont contenues dans les
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équations (i),(2), (3), et qui se rapportent aux variables^, r, z, en d'autres qui soient i-elatives à r, 6, 4 J ™^'^ pour effectuer cette transformation de la manière la plus simple, j'appellerai r' la projection du rayon vecteur 7- sur le plan des x e\. j, de sorte que l'on ait
tang4 = <
On en déduit
du du dr ^^ du d^ dx dr' dx "^ d^ dx
du X du y ~ dP? ~ 3^7'-'
du du dr' du d^
dy dr dy d^ dy
du y du X
d? ? "^ dl7-''
En différentiant la seconde valeur de ^ par rapport à jt et celle de -jpar rapport à j', on aura donc
du y' du xy
du X'' du yx
"^ dP 73 ~~ ^ d4^7^'
En mettant successivement dans ces mêmes valeurs, -p et -ry àla place de M , ou aura aussi
d'u d^u X dx^ dxdr r
d'u y dxd^ r'^
d'u d'u y 4P dydr' r'
d'u X + dyd4,r-
dxd/ dr'r' dr'd^r'^'
dxd^ ~~ 171^? d4>r^'
d^u du y d'u x
iPdP d7^'? "*" dr'd^T^'
dyd^ 1714.7 "^ rf4"7"'
d'oii il résultera
d'u d'u x' d'u xy d'u y' du y' du xy
dx' d7'7^ ^ rfT^ 73" -r ;^ pr "*" ^/.i ~r 2 j^^,
d'u y' d'u yx d'u x' ^^ du x' duyx
d7'7''^^d7d'4 7^'^d4>7'^ "• dP7< ^ 557^ '
et par conséqueut
d'u d'à (Pu I du i du
dl' ~^ dp dF'' ~^ T'd^' "t" ?d?'
Si l'on observe que l'on a de même
r = \ z' + r", tangO = ^',
on en conclut que l'équation précédente devra encore subsister, lorsqu'on y changera x,j, r', -^ , enz, r', r, 0 ; ce qui donne
d^u d'u d^u I du , i du
d^ "* d?'^ d^ ~^ r'db^ 'rrfT'
et en ajoutant ces deux équations, il en résultera
tPu , d^i , d^ ^ _, J_ d^ _, JjdiT \_du idu
dv' "^ dj' "^ dz' ~ d^ '^ r"d^'~^T'[dè''^':^dP'^rTr
Mais d'après les valeurs de r et tang S , on aura aussi
du du z du r' dz Ir'r dd T^'
du du / du z
dP dr r~T"dS?--'
Donc, en substituant cette valeur de J^ dans l'équation précédente,
et mettant aussi rsin B et rcosG au lieu de r' et z, la transformation du second membre de l'équation (i) se trouvera effectuée; et si l'on multiplie cette équation par r, on verra qu'elle peut s'écrire ainsi :
di ^ L dr^ ~^ résine di "*" r-sin^Ô <i^' J '
En substituant aussi cette valeur de -r, dans celles de gr et 3- , joignant celles-ci à la valeur àe -r, et ayant égard aux équations (6) ,
nous aurons
du du . i\ I , f/i/ cos ô «os 4- du sinJ'
$î = ^sinG sin4 + $^-^5Aii"^ + ^, i2fi-, > (8) dy dr ^ "^ d'à r *^ d^. r sn\6' ' ^ ■'
du du fi , du sin 6
fi?z dr ' dH r '
au moyen de quoi , l'ëquatiou (2) deviendra
T-Tcosa sin 6 cos 4 + cos ê sia G sin 4 + cos ;. cos G ]
+ -j- (cos acos Gcos 4 -^ cos ê cos G sin >{/ — cos 7 sin G) (9)
"^;^iiTâ5li, (<^°^^ ^<^^4 — cos a sin 4^ + b{u—^) =0.
Les équations (8) ayant lieu pour une fonction quelconque u de jC, j, s, on y pourra mettre li à la place de u, et elles donneront les valeurs de -7-, -f f -ff <l"e l'on devra employer dans les équations (3) ,
d'où il résultera les valeurs de cos a, cos^, cosj^, qui devront être substituées dans l'équation (g).
Outre les équations ('y) et (9), auxquelles la valeur de u devra satisfaire, il faudra encore qu'elle soit telle que l'on ait ru = o quand 7- = o, afin que la température u ne ^ )it point infinie au point du sphéroïde que l'on aura pris pour origine des coordonnées. Cela étant, si l'on désigne Tparf^r, G, 4) > "^^^ fonction donnée pour tous les points du sphéroïde, d'après son état primitif, il faudra joindre àl'équation (7), commune à tous ces points, et à l'équation (9) relative à ceux de la surface , lès deux équations
ru = o, ru = j\r, G,4)> (10)
dont la première aura lieu pour r=o, et la seconde pour i = o: la fonction f[r, G, 4) exprimera, dans chaque cas, la température initiale du point M qui répond aux coordonnées r. G, 4> multipliée par son rayon vecteur /•.
Le problème qui va nous occuper dans la suite de ce chapitre, consistera donc à i-ésoudre simultanément les équations (7), (9), (10),
lorsque le corps A sera une sphère d'un rayon quelconque, qui aura son centre à l'origine des coordonnées.
(167). Quelle que soit la valeur inconnue de ru, on peut toujours, d'après le théorème du n" (io5), l'exprimer par une série de cette forme :
m = V., + V, + V, + V3 + .... + V„ H- etc., (11)
dont le terme général V, est une fonction des trois quantités cos 6, sin9sin4', sinGcos4> rationnelle, entière et du degré « , qui satisfait à l'équation
-i^dV- + sûl^ rfT^ + "C" + 0 \» = O,
et qui dépend, en outre, des variables r et t. En substituant cette série dans l'équalion (7), ayant égard à l'équation relative à V„, et faisant, pour un moment,
~dt ~~ ^ \_ dr^ ~ r^ V„J _ V „,
nous aurons
V'„ + V. + v, + V'3 H- .... V'„ + etc. = o.
Or, V, sera une fonction de la même nature que V„; d'après les propriétés de ce genre de quantités, il faudra donc que chaque terme du premier membre de cette dernière équation soit séparément nul (n° iii); on aura donc V'„ = o, c'est-à-dire,
L'intégrale complète de cette équation peut être représentée (n° 84) par
e étant la base des logarithmes népériens, f une constante arbitraire, Q une fonction de r et f>, qui peut contenir encore d'autres constantes arbitraires, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs
possibles, réelles ou imaginaires, de p et des autres constantes: on aura pour déterminer Q, l'équation
dont nous avons donné, dans le n" 82 , l'intégrale complète et sous forme finie. Mais la valeur de ?u ne pouvant devenir infinie pour ;-:=:o, et étant , au contraire, nulle à l'origine des coordonnées, il en sera de même à l'égard de chaque terme de la série (11); on devra donc réduire la valeur de Q, à la partie qui ne devient point infinie pour r=o, et qui sera, d'après la formule (17) du numéro cité,
Q = A„ z'"'*'' / cos (pr cos «) sin""^' ado);
A„ étant un coefficient indépendant de r.
La formule (19) du même numéro donnera, si l'on veut, sous forme finie et en fonction de /• et ?i, la valeur de l'intégrale contenue dans cette expression de Q. Relativement aux variables 9 et •4'> ^'^ coefticient A„ sera une fonction de la même nature que V„, c'est-àdire que A„ sera aussi une fonction de cos 6 , sin 0 sin n^, sin 6 cos -vj. , rationnelle, entière et du degré ?«, qui satisfera à l'équation
^Csinâ^") ,,,
et dont l'expression la plus générale pourra contenir un nombre 272+1 de constantes arbitraires (n° io5). Les valeurs de Q et V„, et par suite tous les termes de la série (11) s'évanouiront pour r= o; en sorte que la condition exprimée par la première équation (lo) sera remplie.
Cela étant, si nous faisons, pour abréger,
?(''»?) = yj(A„-f-A,rsin*6) + A, r'sin^M + , j.
...-{- A „ r' sin "a + etc.) cos (pr cos a>) sin cùda,
nous aurons, en vertu de la série (ii) et de l'expression de V„ en
série,
la somme S s'étendant à toutes les valeurs possibles de p et des constantes contenues dans A,, A,, A,, A3, etc. Ce sera l'intégrale de l'équation (7), indépendante de la forme du corps A, mais assujettie à la condition particulière ne = o quand r=o. Son intégrale complète, dont nous n'avons pas besoin , renfermerait une aiitre série ordonnée suivant les puissances négatives de r.
(168). Dans le cas de la sphère dont le centre est à l'origine des coordonnées, on aura
cos a = -, cos ^ = -, cos y=i-; par conséquent, en vertu des formules (6), l'équation (g) se réduira à
du
dr
Si l'on représente par l le rayon de la sphère, cette équation relative à la surface , aura lieu pour r z= /, et pourra s'écrire ainsi :
D'ailleurs, quelle que soit la valeur de Ç en fonction de ô et 4 7 o" peut la représenter par une série de cette forme (n" io5) :
C = Z,+ Z. + Z. + Z3+ ... +Z, -j-etc;
Z„ étant une fonction de cosG, sinôsin^/, sinôcos-^j rationnelle entière et du degré ii, qui pourra, en outre, contenir le temps t, et qui satisfera à l'équation
sin^^9 +in77^ + "('^ + 0 Zn - o.
Or, en substituant cette série à la place de ^ et la série (11) au lieu de ru dans l'équation précédente, relative à la surface, et égalant ensuite dans les deux membres, les quantités qui répondent à un même in-
dice quelconque « (n° 1 1 1), il en résultera
toujours pour la valeur particulière r := l.
Nous supposerons d'abord que la tempe'rature extérieure Ç soit égale à zéro ; ce qui rendra nul le second membre de cette dernière équation. En substituant alors dans son premier membre, la valeur de V„ easérie d'exponentielles, et égalant à zéro le coefficient d'uneexponentielle quelconque e~"°''', on aura
donc en ayant égard à la valeur de Q, cette équation relative à r = /, deviendra
j ^(^1)1 -{•n) cos {pi cosct)) — flcoso) sin(f/cos]û))]sin*""'"'«<Yû)=:o; (16)
et ce sera celle qui devra servir à déterminer la quantité p.
Pour chaque valeur de 11 , cette équation transcendante donnera une infinité de valeurs de f* qui seront toutes réelles, comme on le verra tout à l'heure. De plus, si l'on développe suivant les puissances de p, le premier membre de cette équation (16), on obtiendra une série qui ne contiendra que des puissances paires , et dont les coefficiens seront alternativement positifs et négatifs; d'où il l'ésulte qu'aucune des valeurs de f° ne pourra être négative.
Pour obtenir, sous forme finie, l'intégrale indiquée dans cette équation, j'observe qu'en vertu de l'équalion (19) du n" (82), on a
^«n-Hi r'^ cos(pxcos(»)sin°""^'a)rfa) = E (X sin fx — X'cosfx);
X et X' désignant des fonctions rationnelles et entières de x, et E étant un coelîicient indépendant de cette variable. En diflërentiant par rapport h x, nous aurons
X*" I [(^2n-^\)cos(fx costo) — pxcosco sin (fx cosid)] sin»«"^'&irfai
~ ^ Efe "^ ^^') *'" ''^ ~ {'dx -~ ^^) ^^^ f^l '*
de cette équation et de la précédente, on déduit
j^i»-+-i / p^ cosû)sin(p^ cosû)) sin""^" codcû
= E I (2/i + i) X — fxX.' — -^ j~ sinf j:
— (2« -f- i)X'4- fx X — X -j-\ cos po-j;
et si l'on met dans ces formules les valeurs de X et X' du numéro cité, dans lesquelles on fera a = p, i z= n, x = l , on en déduira ensuite la valeur demandée de l'intégrale qui forme le premier membre de l'équation (16).
En supprimant le facteur E de cette intégrale égalée à zéro, on trouvera que l'équation (16) prend la forme
hsinpl — ÀpZcosp/ = o; (17)
h et A étant des fonctions rationnelles et entières de f*Z*, dont chacune est la somme de deux poljnomes d'un degré dépendant de 71, savoir :
h = hl — 71 — 1 i '-^ ^î— ^ p'Z"
aJT» (71 — 1) (7» - 2) (» -3){bl-n + 3) ,^^ _ ^^^
+ 27Ï ,,. 7.''n (n — i) (n — 2) aji 1
— p'I' — 5 — ^ ^-^ P^^^ + etc.
,. 272 (hl — 72) 2^72 (72 — l) (tz — g.) {l;l — n + 2) ,,
^^n{n- l)(7,-2)(72-3)(72-4)(^.Z-72+4) 4^4 _ gtc. 1.2.3.4 5 . 272 . 271 I . 272 2 . 272 3 . 272 — 4
_ , + ^'nin-^) .■• n(n- ,) (n-.) (n - ^) ^^^
On doit remarquer que la valeur de Edu n° (82) ayant f> pour diviseur,
la suppression de ce facteur E a introduit dans l'équation (17) une racine j> = o qui n était pas dans l'équation (16), et dont il faudra toujours faire abstraction.
Pour les valeurs particulières h = o, =1, =2, etc., l'équation (17) sera
(bl — 1) sinpZ -f- pi cospZ = o, (bl — 2 + p'I'-) sin pZ — {bl — 2)pl cosp/ = o, [bl—5 — '^{bl—4)pH'']smpl—{bl—5+^p*l'')plcospl=o, etc. ;
où l'on voit que pour n = o , cette équation (17) coïncide avec l'équation (7) du n" iSp, relative au cas d'une sphère dont tous les points également éloignés du centre, sont également échauffés. Dans tous les cas, on tire de l'équation (17)
, /cpl , h
sm Ct=:- . = , COS pi == ——===..
Quand la valeur numérique de bl sera donnée, on déduira de ces équations, sous cette forme ou développées en séries , les valeurs numériques de pi qui ne seront pas très grandes. Quant à celles qui seront très grandes , on les obtiendra en conservant seulement dans une première approximation , la plus haute puissance de pi en dehors de sin pi et cos pi. Alors si n est pair, l'équation (17) se réduira à (pi)" sin pl = o , et si n est impair, à (fZ)"""^' cospZ=:o; on aura donc plz=i7r dans le premier cas, et |cZ = i(2i-|- i)?: dans le second; i étant un nombre entier très grand, afin ue les valeurs de pi soient aussi très grandes, comme on le suppose. Si l'on veut ensuite obtenir une valeur plus approchée de fl, on fera fl = i7C -\-z ou fZ = j(2i+ i)7r -|-z, selon que îi sera pair ou impair ; on substituera l'une ou l'autre de ces valeurs de fl dans l'équation (17); et en négligeant les puissances de z supérieures à la première, on déterminera facilement la valeur approchée de cette nouvelle inconnue qui devra être une très petite quantité.
(169). Les valeurs de p étant donc censées connues, il ne reste plus qu'à déterminer en fonction de f , le coefficient A, d'un terme quel-
conque de la valeur de A» en série d'exponentielles, en suivant le procédé général indiqué dans le n° 85.
Soit donc , pour abréger,
r""*"'/ cos(/»rcosa)) sin""*"«rfû)=R;
la valeur de V„, dont il s'agit, sera
V, = SAoRe-^V J'
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs inégales de p*, tirées de l'équation (i6). Chacun des termes de cette série devant satisfaire séparément à réquation (12), il faudra que l'on ait
pour toutes les valeurs de r ; ce qui a été effectivement vérifié dans le n° 81. Chaque terme de cette même série devra aussi satisfaire isofément à l'équation (i5), abstraction faite de son second membre; il faudra donc qu'on ait
pour la valeur particulière /== Z; ce qui résulte, en efl'et , de l'équation (16). J''
Cela posé, je multiplie l'équation (12) par Kdr ; puis j'intègre ses deux membres depuis r = o jusqu'à r= /; d'où il résulte.
KVndr
en vertu de la première équation (10), chaque terme V„ de la série (i 1) doit être zéro en même temps que r; on a aussi R = o pour r = o ; et si l'on a égard aux équations auxquelles R et \ ,, doivent également satisfaire à l'autre limiîe r=l, on en conclura, en intégrant deux fois de suite par partie ,
JaT»
Par conséquent , d'après la valeur précédente de j^ , ou aura
et en intégrant cette équation , il en résultera
'RV.rfr=C''— '■'=
C étant la constante arbitraire.
-«Pour la déterminer, je suppose que l'on applique le théorème du
n° io5 à la fonction fir, G, ■\), de sorte que l'on ait
/(r, ô, 4) = Y,4-Y. + Y,+ + Y„ + etc.;
Y„ désignant une fonction de cos 6 , sin ô sin %[/, sin ô cos A^, rationnelle, entière et du degré «, qui satisfera à l'équation
TV
d. l siu Ô -T-\ „-.
\ di J I t?"Y„ , , , \x
sin 6^^ +,-n^-^+»(»+.)Y. = 0,
et qui dépend, en outre, de la variable /■ d'une manière quelconque. En vertu de la seconde équation (10) et de la série (ii)> Y„ sera la valeur de V„ qui répond à tz=.o; on aura donc
C =f^Kï^dr,
pour la A'aleur de C; et il en résultera
rRV>=e~"'''T'RY„r/r,
pour une valeur quelconque de t.
Je substitue dans cette dernière équation, à la place de V„ sa valeur en série d'exponentielles. Si f et f' sont deux racines de l'équation (16) dont les carrés sont diflerens, et que l'on désigne par R' ce que R devient quand on y met f ' au lieu de /, la comparaison des termes semblables dans les deux membres de l'équation précédente, donnera
d'abord
rKK'drz=o;
et dans le cas de p'* = p*, on en conclura , en outre ,
A.f^R*dr = pK\Jr.
Par un raisonnement semblable à celui du n" 90 , on déduira de la première de ces deux équations , la réalité de toutes les valeurs de f', tirées de l'équation (16). La seconde équation fera connaître la valeur de A„ qu'il s'agissait de déterminer. Pour exprimer au moyen de la fonction arbitraire _/^(r, G, ^z) , la quantité Y, contenue dans cette équation, soit
ces 6 cos 9' •+- sin 6 sin fl' cos (4 — ■^') = p,
supposons que l'on ait développé (i — 2 pet -{- a.*)~~ , comme dans le n° io8, suivant les puissances de a ; et représentons le coefficient de et' dans celte série par P„ dont nous avons donné, dans ce numéro, la valeur en fonction de p et de 7i; d'après la formule (4) du n° 109, nous aurons
L'intégrale / R*rfr par laquelle la quantité A, est multipliée, s'obtiendra sous forme Unie; et si l'on substitue dans son expression, à la place de sin fl et cos fl , leurs valeurs que l'on a déduites de l'équation (17), elle se changera en une fonction rationnelle de p. Nous ferons , pour abréger ,
'R-rf'-=i;
et nous aurons alors
A„ = -""^^'^"/oX /o' '/('•' 6'; 4' ) I^P" si" ô'drd^'d-^'. (18)
Au moyen de cette expression de A„, la valeur de ç(r, f) donnée par l'ëquation (i5) sera entièrement déterminée; la formule (i4j ne contiendra donc plus rien d'inconnu ; et elle renfermera, par conséquent, la solution complète du problème, dans le cas d'une sphère homogène, primitivement échauffée d'une manière quelconque, soumise à une température extérieure constante et égale à zéro , et dont la surface est partout la même.
Dans ce cas général , la température u en un point quelconque M de la sphère et à un instant quelconque, se trouvera exprimée, comme on voit, par une série inh'nie d'exponentielles dont les exposans seront négatifs, proportionnels au temps et aux racines dune équation transcendante; et dans celte série, le coefficient de cliaque terme sera une fonction des coordonnées r, â, -^f àelA, exprimée elle-même par une autre série dont les termes seront donnés par des intégrales triples; en sorte que ce sera, en définitive, une double série d'intégrales triples, relative soit au nombre n, soit aux valeurs de p"/' tirées de l'équation (i6). En y faisant it=o et multipliant par r, on en déduira une expression de la même nature pour la fonction arbitraire f(j\ 6, %p), qui subsistera pour toutes les valeurs des trois variables, comprises entre 7-=o et r = l, 6 = 0 et 6 = 7r, 4 = 0 et ^ = 27r.
(170). La partie de la formule (14) qui répond à 11 = 0, mérite une attention particulière. Je la désignerai par v. Pour l'obtenir, il faudra réduire la formule (i5) à son premier terme , savoir :
<p\r,'pj= Ao 1 cos (pr cos 'U)) sin adcû
d'où il résultera
^ A.sin pr ,, ,,
On aura, en même temps,
2 sin pr
2A0 sin pr
pr '
Po=i, K = ±^^^, 0 =
f ' '2fil — sinapZ'
la valeur de Aq donnée par la formule (t8) pourra donc s'écrire ainsi
■.<A = '- TT r r^^'^ ^'' -^'^ ""l^^n sin pr'^r' •
" fl — siiif/cosf/J o L.J oj o 4"" J
DE LA CHALEUR. SyS
et si l'on appelley,r la moyenne de toutes les valeurs dey;- dans toute l'étendue de la surface sphériquc dont le rayon est r, de sorte qu'on ait
~/(r, Ô', 4') sin âW^4' = 47f/; r,
la valeur de v deviendra
ÏX
„ = ; s , ""'; ( f // si,, ei'd^) e-->-.
r (l — sinf>/cospZ\J o •^' /
Ou pourra aussi écrire cette valeur sous cette autre forme :
en observant que pour n = o, les valeurs de sin fl et cos fl, tirées de l'équation (17), sont
; fl , I — bl
sm fi z= — -- — -- , cosft =
En comparant la valeur de t^ à la formule (8) du n° 1 3g, et observant que les valeurs de f sont tirées de la même équation pour ces d(jux formules , on voit que cette partie f de m est la tempéi'ature qui aurait lieu dans la sphère entière, si les points également éloignés du centre eussent eu primitivement des températures égales, et que la température initiale, commune à tous les points qui ont un même rayon vecteur r, eût été la moyenne des températures différentes qu'ils ont eues réellement. De là, on déduit plusieurs conséquences que nous allons successivement énoncer.
1°. Dans le cas où les températures initiales des points également éloignés du centre sont égales , la fonction f(r, G, 4) ^^t indépendante des angles 9 et ^j et se réduit à une simple fonction fr du rayon /-. L'équation (18) devient donc
if, RA*)/:/;' !•■'-«■*+''
mais par la nature de la quantité ¥„, on a (u' 1 1 1)
excepté pour 7i= o; donc aussi la quautilé A„ sera nulle, excepté Aq; ce qui réduira la formule (i4) ^ sa partie v relative a. n = o. Par conséquent, cette formule coïncidera, comme cela devait être, avec la formule (8) du n" i Sg.
2°. Pour ;- = o , la formule ( 1 5) se réduit à son premier terme , et , conséquemment, la formule (i4) à sa partie v. Il s'ensuit donc qu'au centre de la sphère, la température est constamment indépendante de 9 et de ^'j ce qui devait être effectivement, puisque ces deux angles ont leur sonmiet en ce point. La température centrale sera égale à la valeur de v qui répond à r = o; laquelle valeur est, d'après l'équation (ig),
Elle sera donc indépendante de l'inégalité des températures initiales à égale distance du centre, et dépendra seulement de leur variation du centre à la surface.
3°. Lorsque le produit èZ est très petit, soit à cause du facteur Z> relatif à la perte de chaleur à travers la surface, soit à cause du rayon / de la sphère, l'équation (i6) donnera aussi pour fl, une très petite valeur qui répondra à 7i = o et sera égale à \/5bl; toutes les autres valeurs de fl tirées de cette équation seront très grandes par rapporta celle-là; par conséquent, au bout d'un certain temps, la valeur de u se réduira sensiblement à la partie de i> qui répond à celte très petite valeur de fl. Quand c'est le rayon l qui est très petit , on conclut de là , comme dans le n° i4i > qu'après un temps très court la chaleur est uniformément distribuée dans la sphère entière. Quand la constante b est infiniment petite ou nulle, on en conclut aussi qu'après un intervalle de temps plus ou moins considérable , la sphère entière parvient à un état permanent dans lequel la température de tous ses points est égale à la moyenne de toutes les températures initiales.
4°. Si la constante b n'est pas infiniment petite ou nulle, c'est-àdire, si l'on exclut le cas où il n'y aurait aucune perte de chaleur à travers la surface, toutes les racines de l'équation (i6j auront des grandeurs finies; par conséquent, tous les termes de la série (i4)dé-
croîtront indéfiniment; etla températvire de tous les points delasphère finira par être égale à zéro , comme la température extérieure. Mais avant de devenir tout-à- fait nulle, la valeur de « se réduira sensiblement au terme de la série (r4)j correspondant à la plus petite valeur de /; or, on verra dans le numéro suivant que cette plus petite racine positive de l'équation (16) est toujours une des racines de cette équation qui répondent an = o; si donc on la désigne par p' et qu'on représente par v' la valeur finale de u qui précède le refroidissement total de la sphère entière, v' sera le terme de la formule (19) qui répond à f = f ', de sorte qu'on aura
2[f"l'+{lil—iy]s\a f'r If'Y + bl {bl - 1)2
f^(/>sinpVrf;-')e-'"/". (.0)
Ainsi , quelle qu'ait été la distribution primitive de la chaleur dans ime sphère homogène, placée dans un milieu dont la température est constante, on voit que quand ce corps est parvenu à l'étal final qui précède son refroidissement total , les surfaces isothermes sont sphériques et excentriques, et l'on voit aussi que le temps croissant par des intervalles égaux , les températures de tous les points de la sphère décroissent suivant une même progression géométrique.
(171). Lesélémens de l'intégrale qui forme le premier membre de l'équation (16) étant égaux deux à deux, c'est-à-dire, pour a et pour vr — a,
on peut réduire ses limites à cî==o et &) = -7r, et continuer de l'é-
galer à zéro. Si donc on fait
fl = j, flcoscù = z,
les limites relatives à z seront^ et zéro, et eu en changeant l'ordre, l'équation (16) se changei'a en celle-ci :
/ [(^^ ~\r ") cos 3 — z sinz] (1 — ^J dz =. o, (21)
dans laquelle on fera abstraction de la racine j- :^ o, qui n'appartient pas à l'équation (16).
Au moyen d'un théorème auquel il est parvenu et qui concerne
une classe très étendue d'équations transcendantes , M. Sturm a démontré que la plus petite valeur positive de j qui satisfait à cette équation (21), répond h n = o, quelle que soit la constante donnée bl; mais celte démonstration exigerait trop de développemens pour trouver place dans ce chapitre; et je me bornerai à celle que j'ai donnée dans mon second Mémoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides , pour Je cas particulier où bl est un très grand nombre, le seul que nous aurons à considérer par la suite. Dans ce cas, l'équation (21) se réduira à
f'l{i-Çjcoszdz = o.
Si l'on prenait y <^ -tt , tous les élémens de cette intégrale seraient positifs, et l'intégrale ne pourrait pas être nulle; si la valeur de j- était comprise entre - ^ et tT, ces élémens seraient positifs depuis z=o jusqu'à z= - 9r, et négatifs depuis r= - tt jusqu'à
z =j; raaisj' étant une quantité positive et moindre que y -tt,
l'élément négatif qui répond à z = - çT -f-j-' serait plus petit, en
grandeur absolue, que l'élément positif qiii répond à -tt — y' ; donc
une valeur dej comprise dans le second quart de la circonférence, ne pourrait pas non plus rendre nulle l'intégrale précédente; et si l'exposant n n'est pas zéro , il en sera de même à l'égard de la valeur particulière j>'= tt. Mais quand n=o , cette intégrale a pour pour valeur siujr; elle est donc nulle pour jr=z7r; par conséquent, le produit èZ étant un très grand nombre, la plus petite racine p7 de l'équation (16), répond à «= 0, et sa valeur approchée est f'l=bl.
Pour en avoir, dans le même cas, une valeur plus approchée, j'observe que pour nz=n, l'équation (21) se réduit à
(bl — i)sinj-f~/cos^ = o; je fais ensuite
puis je substitue cette valeur à la place de j dans cette équation; et en négligeant les termes qui ont bl pour diviseur, il vient
TT = o; d'où il résulte
En employant cette valeur dans la formule (20) , on aura
sm f'r = sin -^ -jj^ cos -j-,
à la surface où l'on a r=l, le premier, terme de cette expression s'évanouit; c'est pourquoi il est nécessaire de conserver le second; mais dans le coefficient de sin f'r, on pourra se contenter de faire f'I = tt. Si l'on y met aussi bl au lieu de bl — i , il en résultera
pour l'expression de la température finale , dans une sphère d'un très grand rayon, ou plutôt, dans une sphère pour laquelle le produit bl est un très grand nombre.
Au centre où r= o , on aura
en mettant l'unité au lieu du facteur i — 77- Si l'on fait r=sl — x,
et que l'on regarde x comme une ligne très petite par rapport à /, on aura, en négligeant son carré,
a'ir't
pour la température finale à une petite distance xde la surface. Elle est, comme on voit, très petite par rapport à la température cen-
traie; laquelle est à celle qui répond à la surface même, comme bl est à l'unité. On voit aussi qu'à mesure que l'on s'éloigne de la surface, pourvu que la distance x soit toujours une très petite partie du rayon /, la température v' , positive ou négative, augmente dans le rapport de \-\-bx à. l'unité.
(172). Il J a une remarque importante à faire sur l'époque où la formule (22) peut être employée. L'équation (16) donne pour le produit jsZ une infinité de valeurs qui sont toutes des nombres abstraits; parmi ces nombres , il en existe qui sont très grands en même temps que le nombre bl; les exponentielles qui leur répondent dans la formule (i4)> disparaissent très promptement; et si l'on désigne par g, g', g", etc., les autres valeurs de fl comprenant la plus petite // et qui ne sont pas de très grands nombres, l'équation (14) deviendra, après un temps très court ,
u=-.(p(r,f)e '' +(p(i'^Çy " +(p(^r,^')e '" + etc.
Mais eu supposant que les nombres g, g' , g", etc., forment une suite croissante , il faudra dans le cas où le rayon l est très grand , que la lignes \/t soit aussi très grande et comprenne un certain multiple de / , pour qu'on puisse réduire cette expression de m à son premier terme, comme nous l'avons fait dans le numéro précédent. Jusque là , on devra employer l'expression de u en série , au lieu de la formule (22) , pour calculer les températures des différens points de la sphère. 11 s'ensuit donc que si le rayon l est considéré comme infini, cette formule abrégée ne sera jamais applicable ; et c'est pour cela que la loi des températures finales, qui a lieu près de la surface , et que nous avons trouvée pour le cas extrême de Z = co (n" i54), n'est pas la même que celle qui résulte de la formule (23). Dans celle-ci les températures décroissent en progression géométrique pour des accroissemens égaux du temps t; dans l'autre, elles varient seulement en raison inverse de la puissance j ou f de cette variable.
(173). Supposons actuellement que la température extérieure ^ varie avec le temps et d'un point à un autre de la surface de la sphère, de sorte que sa valeur soit une fonction donnée de t et des deux angles 4 et G,
Pour étendre à ce cas dune température quelconque, la solution
précédente, relative à une température extérieure égale à zéro, je
suivrai le procédé général du n" i55. Je partagerai donc u en deux
parties que je désignerai par w, et u' , de sorte qu'on ait
Je supposerai que uz=.u^ satisfasse à l'état initial de la sphère, à l'équation commune à tousses points, et à l'équation relative à la surface, quand on fait dans celle-ci Ç = o. La valeur de u sera alors donnée parla formule (i/f) , où l'on remplacera^ (r, 0, 4-) par la valeur initiale de ru^, qui sera f{r, 6, ■\) — j\r, 6, 4)» en désignant toujours Tparfir, G, -i^) celle de ru , et supposant qu'on ait
quand < = o. D'après cela, si l'on repré-ente par A'„, ce que devient la valeur de A„ donnée par la formule (18), lorsqu'on y met J'(r\ 6,4) au lieu de/(;', â, 4)> ^t si Ion désigne par <p'(r, p) , ce que devient la formule (i5) par le changement de A„ en A'„, il en résultera
pour la valeur complète de u, dans laquelle il ne restera plus qu'à déterminer u en fonction des quatre variables ^, r, 9, 4 : la somme 2 s'étend, comme dans la formule (i4)> à toutes les valeurs positives de p tirées de l'équation (16).
Quelle que soit la valeur de ru', on pourra la représenter par la série
m' = U, -t- U. H- U. H-. . . . + U. -f- etc. ,
semblable à la série (i i) par laquelle on a représenté la valeur de ru de sorte que son terme général U„ soit , par rapport à ô et 4 5 de la même nature que V,. Cette quantité U„ devra aussi, comme V,, s'évanouir pour r=o, satisfaire à l'équation (12) pour toutes les valeurs de r, et à l'équation (i 5) pour r=/. Ainsi, quel que soit t, on aura
dUj _ rd-\}„ nrn+i)TT ~1
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pour toutes les valeurs de r, et, en particulier,
U, = o , quand r = o , ^^Çbl—i)^ =blZ„, quand r = l.
Ces équations ne suffiraient pas pour de'terminer complètement U„ ; mais les quantités arbitraires qui resteraient dans U„ et par suite dans II', se retrouveraient aussi dans la partie de la formule (24) qui dépend de (p'(r, p), et disparaîtraient toujours de la valeur complète de u. Il est évident que la partie u, de u satisfaisant déjà, par hypothèse, à l'état initial et arbitraire de la sphère, il suffit de trouver pour u' une valeur particulière qui satisfasse à toutes les autres conditions du problème.
Or, je suppose d'abord que le terme général Z„ du développement de ^ (n° 168) soit de la forme
r„ désignant une quantité indépendante de t, et de la même nature que Z, par rapport à G et -^ ; m étant une quantité réelle ou imaginaire, indépendante de ces trois variables t, 6, •>)/, mais qui pourra changer avec le nombre n ; et e représentant la base des logai'ithmes népériens. Dans cette hypothèse, je satisferai aux trois équations relatives à U, , en prenant
U„ = Rz„ e
-mt
R étant une fonction de la seule variable r, qui devra s'évanouir pour ;■ = o. En substituant cette valeur de U„ dans la première de ces équations, il vient
l'intégrale particulière de cette équation, qui remplit la condition R =: o quand r = o, est (n° 82)
R = M/-"-*"' f cos (^ ^ cos«^ sin*"'^'W»,
où l'on désigne par M une constante arbitraire; mais en substituant cette valeur de R dans celle de U,, et celle-ci avec celle de Z„ dans l'ëquation relative à r = Z, il en résulte
m/ " (bl-^n)cos( cosaj cosaisii/ cos«J \sin'"'^'ada-=:dl'-''-^(-î^\
ce qui fera connaître la valeur de M.
La valeur de U^ correspondante à celle que l'on a prise pour Z„ sera donc aussi connue. D'ailleurs, en donnant à lîi des valeurs imaginaires, changeant l'exponentielle e~"" en sinus et cosinus d'arcs réels, et prenant ensuite pour Z^ la somme d'une infinité de valeurs infiniment petites, de la forme de s„ sinm^ et z^cosint, on pourra représenter la valeur la plus générale de Z, en fonction de t. Donc, en prenant aussi pour U„ la somme des valeurs infiniment petites qui en résulteront, on aura, dans tous les cas possibles, l'expi-es sion de U„ , ainsi qu'on l'a expliqué dans le n° i55, à l'égard de la quantité U. Cette valeur générale de U„ sera donnée par une intégrale triple, qui se réduira à une intégrale double en effectuant, par les règles ordinaires, les intégrations relatives à w; ce qui sera possible pour toutes les valeurs du nombre entier et positif //. On en conclura , par une sommation relative à n , la valeur de ru', et par conséquent, celle de u' que l'on devra substituer dans la formule (24), qui renfermera alors la solution générale et complète du problème.
(174). En conservant, poui* abréger, M à la place de sa valeur donnée par l'équation (26), nous aurons, en même temps,
zf' = 2M/'"z„e~"" I c.osf^^^^—cosù)\sia''''*''a)dw; (
les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs de n, depuis Ji =0 inclusivement, jusqu'à n= 00 .
Ces équations montrent comment la température extérieure ^ et la partie u' de la température intérieure sont liées l'une à l'autre. Ces deux quantités varient de la même manière par rapport au temps. Pour des valeurs imaginaires de m, elles sont composées de termes pério-
cliques, et chaque inégalité périodique de Ç en produit une semblable dans i^ , qui a la même période, mais une amplitude différente. Pour une valeur positive ou négative de m, ces deux quantités '(^ et lé décroîtront ou croîtront indéfiniment, suivant une même progression géométrique; le temps croissant par des intervalles égaux. Enfin , pour 7?z = o , ces quantités ^/ et "C seront invariables en chaque point de la sphère et de sa surface.
Lorsque la sphère sera placée dans le vide et sa surface imperméable à la chaleur rayonnante, il n'y aura plus aucune communication entre l'intérieur et l'extérieur, et les températures des points de la sphère seront indépendantes de la quantité ^, quelle qu'elle soit. C'est ce qu'on vérifie, effectivement, en observant qu'on aura dans ce cas h = o, ce qui réduira à zéro la valeur de M tirée de l'équation (aS) et relative à un nombre quelconque n : en vertu de la seconde équation (26), on aura donc aussi m' = oàune époque quelconque; il en résultera J'(r, G, 4)=o ^t «P'C^» f) = oj et, par conséquent, la formule (24) ne contiendra plus rien qui dépende des températures extérieures.
Dans le cas général où la constante b n'est pas nulle , aucune des racines de l'équation (i 6) ne sera zéro. La partie de la formule (24) qui dépend de (p (r, f>) et ip' (r, f), décroîtra donc indéfiniment, et se l'éduira sensiblement à zéro au bout d'un certain temps. A cette époque, on aura u=^ u' ; la loi des températures intérieures ne dépendra plus des températures extérieures qui avaient lieu primitivement, non plus que de la distribution initiale de la chaleur dans l'intérieur de la sphère, c'est-àdire de la fonction f (r, 0,4'), aussi bien que de f(r, G , -n}/) ; elle ne dépendra alors, en chaque point de la sphère et à chaque instant, que des températui'es extérieures qui auront lieu à ce même instant, dans toute l'étendue de la surface. Avant l'époque de cette température finale, la valeur de u sera égale à la température u' augmentée de la formule (20) , dans laquelle on remplacera/,' /', par la valeur moyenne de / (r , 0 4) — /' ('■' S , 4) > 3 la distance r' du centre de la sphère.
( 1 75). Pour donner un exemple du calcul de la valeur de u' correspondante à une valeur périodique et donnée de Ç, je prendrai d'abord
C = (A 4- Bcos'G)e-"";
A, B, 7?i, étant des coustantes que je remplacei'aitoul à l'heure par des quantités imaginaires.
En comparant cette valeur de Ç à la première formule (26), on voit que z„ sera ze'ro pour tout nombre n supérieur à 2; de plus, pour n = o, = 1 , 71 = 2 , on aura
z, = A + |B, r, =-0, .-, = B(cos«e~|),
d'après l'expression connue de r,, et relative au cas où cette quantité est indépendante de l'angle -Z ; par conséquent les seuls termes qui entreront dans la seconde formule (26) seront ceux qui répondent à n= o et n = 2 ; et il suffira de former les intégrales relatives à a, pour ces deux valeurs particulières de n.
Afin de simplifier le résultat, je supposerai que la sphère ait un très grand rayon, et que le point dont on considère la température soit très éloigné de son centre, de sorte que les lignes l et /■ aient de très grandes longueurs. Cela étant après avoir effectué les intégrations relatives à oj, je réduis la valeur de chacune des deux intégrales , au terme divisé parla plus petite puissance de rou de l, en dehors des sinus ou cosinus; on trouve de cette manière
£(A + 'B);+B(cos-6-i)!l]
—mt
b sia
cos
Pour appliquer ce résultat au cas d'une inégalité périodique de température, je mets succeseivement rfc: /ra V^ — i,\Ae^'^~',-{Bë^^~' au lieu de m, A, B, dans l'expression deÇ; puis je fais la somme des deux valeurs qui en résultent; ce qui donne
Ç = (A -H B cos'ô) cos[mt + i) ,
où l'on regardera maintenant A, B, m, £, comme des constantes réelles et données. En opérant de la même manière sur la formule précédente, on obtiendra la valeur de u' correspondante à cette valeur périodique de ^.
Or, si l'on fait d'abord m=:ztza, V — i , on aura
Dans notre hypothèse, les exponentielles e "* 2" et e «Va'^ qyj ont des exposans négatifs, seront tout-à-fait insensibles, et devront ê!re négligées. Alors, on aura
sm^- =-e (^sm-v/-«± y/_x cos- y/- «j ,
, . l [/m , \/m l y'm i âVÎ *//, , i ^ /"N . / . /r~ , 1 . /~ / , /7
/,sm-^4-— cos-^-=-^ j(;i+-y/-«jsm-v/-«+-v/-acos-v/i et en remettant ??? au lieu de a , on en conclura
où l'on a fait, pour abréger,
et en outre ,
b + -{./-m^Dcos ê', -\/-m = D sin é'.
Cette valeur de u' suppose seulement que le point auquel elle répond soit très éloigné du centre de la sphère d'un très grand rayon; ce qui n'empêche pas que le rapport de r à / ne puisse être très différent de l'unité. Mais si ce point est, de plus, très rapproché de la superficie, de sorte qu'en faisant / — r = .r , sa distance x à la surface soit une très petite partie du rayon l, on pourra faire -,= i
dans le facteur compris entre les crochets. A cette petite distance x , la température u' deviendra donc
M'=^(A + Bcos'e)e "^^'"cos^/ra^ — ^y^^TO + € — €'). (27)
A la surface même , où l'on a .r = o , elle se réduira à
it' = ^ (A + B cos* G) cos (mt + — ') ,
et différera, conséquemment , de la température extérieure, qui répond à l'extrémité du même rayon.
On parviendrait à un résultat semblable, en prenant q cos (mt-{-i) pour l'expression de la température extérieure ; m et e étant toujours des constantes données, et cj désignant une fonction rationnelle et entière de cos 9, sinâsin^» sin6 cosn^, aussi donnée. Si la valeur de ^ se composait de plusieurs termes de cette forme , chaque terme introduirait dans celle de u' un terme semblable à la formu1e(27). Nous examinerons dans le chapitre suivant, l'expression de la température permanente, ainsi composée de la superposition de plusieurs inégalités périodiques, correspondantes à celles de la température extérieure ; nous allons actuellement considérer la partie de i/ qui répond à la partie invariable de Ç, c'est-à-dire à la partie indépendante de t et donnée en fonction des angles 6 et -vj,.
(176). Dans ce cas, je fais w = o dans la première équation (26), qui devient
Ç = r, + :, -F r, -f- 33 -h- . ■ .-f- -. + etc.
Pour former l'expression du terme général de cette série, d'après la valeur donnée de Ç, soit, comme dans le n° 108,
^i — 2ap^ ct^y '=l\ -f aP, 4-a'P.+ a'Pj -I-. . . .-f a"P„ -H etc. ,
de sorte que P„ exprime une fonction àep, rationnelle, entière et du degré 7J. Si l'on prend
p = cos G cos G' •+■ sin G sin G' cos {^ — 4') >
et que l'on désigne par ^' ce que Ç devient quaud on y met G et 4' > au lieu de 9 et -vj/, on aura, en vertu de la formule (4) du n" 109,
J nj o
Faisons aussi mzzzo dans l'équation (aS) et dans la seconde équation (26) , il en résultera
(^,/ + „)M r's.m"-^'codoo= bl'-',
u' ■= 2^M Ç'sm^^'odda Vz,,
et, par conséquent,
de manière que la valeur de u! qu'il s'agissait d'obtenir se trouvera représentée par une série dont tous les termes seront exprimés par des intégrales doubles.
Si ^ est une fonction rationnelle et entière , de cos6, sinôsin-xj,, sin6cos4> 6t si l'on représente son degré par i, on aura z, = 0 pour toutes les valeurs de n plus grandes que i ; pour ^=?^ et i-<Cn, les intégrations relatives à ô' et -s}/' s'effectueront immédiatement, elles valeurs de z, seront aussi des fonctions rationnelles et entières de ces trois quantités cos9, sinô sin4 > sinô cos4 ; dans ce cas particulier, la série qui représente la valeur de u' se bornera donc à un nombre de termes égal à i, et cette valeur s'exprimera pour tous les points de la sphère , sous la même forme que celle de Ç. De plus , si le rayon / est très grand et qu'il s'agisse d'un point très voisin de la surface, on
pourra faire t = 1 , dans la formule précédente, et y remplacer bl-\-n par bl; ce qui la réduira à
Il s'ensuit donc que, dans ce cas, la température permanente des points de la sphère , très voisins de sa surface, est égale à sa température extérieure qui répond à l'extrémité du rayon auquel ils appartiennent ; ce qu'on vérifie, par exemple, sur la formule (27), en y faisant m=o. Mais lorsque f sera une fonction quelconque des angles ô et -vj, , son développement en série de quantités Zq, z, , z,, etc., se composera d'une infinité de termes; la série (28) se prolongera donc également à l'infini , et le nombre n croissant ainsi indéfiniment, il ne sera plus permis de remplacer dans le terme général.
('jj par l'unité, à moins que l'on n'ait rigoureusement r= l , aide
réduire à bl le diviseur bl-\-n, quelque grand que soit ce nombre hl. C'est pourquoi , nous allons transformer la série (28) en une intégrale définie qui ne laissera jamais aucun doute sur la véritable valeur de u'.
(ijj)- Le rayon vecteur r ne pouvant pas surpasser /, si l'on prend pour a une variable qui ne surpasse pas l'unité, on aura, en série convergente,
(._?p + qL)" = p„+P,-+P.q^+ +p.^ + etc.
En différentiant par rapport h et, on en déduit
(t— F)0-n- + -) =P./ + 2P.^-t-. +nV,-^-+etc. et de ces deux équations, on conclut celle-ci :
...+ (2/^+1) P„ 9^'+ etc.
Je la multiplie par a^'^'da, et j'intègre ensuite ses deux membres depuis a =r o jusqu'à a = 1 ; il eu résulte
^ ° (Z— 2yj/r«+r=a')' (6Z+«)Z"
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier n, depuis n=o jusqu'à n==: ce , comme dans la formule (28). Or, si l'on substitue dans cette formule la valeur de z, , elle devient
on au l'a donc
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poui' la valeur u qu'il s'agissait d'obtenir, et qui se trouve ainsi exprimée par une intégrale triple.
Si l'on représente par du l'élément différentiel d'une surface sphérique, concentrique à la sphère que nous considérons et dont le rayon soit égal à l'unité, on aura
da = ûnb'di'dA/.
Soit encore , pour abréger
(/' — iplra + r-tey
et supposons l'intégrale étendue à tous les élémens da de cette surface sphérique; la valeur précédente de u' pourra s'écrire sous cette forme plus simple :
Il en résulte qu'au centre la valeur de m' est la moyenne des températures extérieures qui répondent à tous les points de la surface; car si l'on appelle /a cette moyenne , et qu'on fasse /= o dans la valeur de Q, on aura,
47T/A = fri'dd, 0 = 47r/A,
et par conséquent ,
u! = ij.bl I oL^'^da. = fjt..
(178). On facilitera l'intégration d'où dépend la quantité Q en changeant l'origine des angles variables qui répondent à l'élément quelconque d7 , et la transportant au rayon l'elatif aux angles donnés G et -v}/.
Pour cela, je considère sur la sphère décrite du rayon égal à lunité, le triangle dont les trois sommets aboutissent au rayon d'où Ion compte l'angle 9 , au rayon correspondant aux angles Q et -^ , au rayon aboutissant à l'élément d<r et relatif aux angles variables G' et ■>),'• J^ désigne par 6, l'arc de grand cercle ou le côté com-
pris entre les deux derniers sommets; l'angle dièdre opposé à ce c6té est la difife'rence 4' — "^i d'après la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique , on aura donc
cos G, = cos â cos G' + sin 6 sin 6' cos (4' — 4) = P-
Soit aussi 4/ 1 ^ngle dièdre opposé au côté compris entre le premier et le troisième sommet ; nous aurons en même temps ,
cos G' = cos G cos G, "4" sin G sin G, cos4,-
Ces deux équations , ou les formules connues qui s'en déduisent , détermineront les deux angles G' et 4' en fonction des angles donnés 6 et 4 > et des nouveaux angles variables G^ et 4/5 p3>' conséquent, la quantité ^', donnée en fonction de G' et 4» se changera aussi en une fonction donnée des quatre angles G, 4) Ki "^z- ^*^ désignerai cette fonction par Ç^ ; et l'on peut remarquer que pour la valeur particulière ô = o, elle deviendra indépendante de 4 et égale à ^. De plus, si l'on exprime l'élément dj au moyen des différentielles de G, et 4, > o" ^ura
d7 = sin 9,f^G,<^4, ;
l'intégrale relative à tous les élémens de la surface sphérique, et représentée par Q, devra s'étendre depuis G, = o et 4, = o jusqu'à G = 7r et 4/ = 27r;et cette quantité Q deviendra, en conséquence,
Si, par exemple, la température extérieure Z, est indépendante des angles G et 4 > et égale à une constante y, on aura Ç,,^y, l'intégration relative à 4/ s'effectuera immédiatement; et il en résultera d'abord
On a d'ailleurs
q =z 2Ty I ^ ^-^ ^-^,
,/ n (/'— 2/r«tos5^-f-7-V) =
si 11 fl dy
,,, , . , , «î /rai//» — 2/r«cosO -4-rV
(/' — 2/r« cos «^-f rV) * ' ^^
C étant la constante arbitraire. Le radical devant toujours être une quantité positive, ses valeurs aux deux limites G^ = o et ^ -—,jf^ seront l — rjt et / + ra; en passant à l'intégrale définie, on en conclut Q =: fyTry ; au moyen de quoi la valeur de lî sera u' =^y, comme cela devait être.
'179). Appliquons maintenant la formule (5o) , au cas d'une sphère d'un très grand rayon, et aux points très voisins de sa superficie, de sorte qu'en faisant l — r ■=■ x , la distance oc à cette surface soit une très petite partie du rayon l.
Si la surface n'est point imperméable ou presque imperméable à la chaleur, le produit/;/ sera un très grand nombre; à cause du facteur a"~' compris sous le signe /, l'intégrale contenue dans la formule (3o) ne s'étendra donc qu'à des valeurs de a extrêmement peu difféi'entes de l'unité; mais, d'un autre côté, pour ces valeurs de cl, le coefticient de rf6^^4/ ^^^^ l'intégrale double que Q représente, est extrêmement petit à raison de son facteur/'— ra, si ce n'est pour les valeurs de 6^ qui rendent son dénominateur également très petit, c'est-à-dire pour les valeurs de 6, qui sont elles-mêmes très petites; il suffira donc d'étendre à ces valeurs de ô„ dans la formule (3i), l'intégrale relative à cette variable, et l'on y pourra mettre, en conséquence, 8, et i — { G/ à la place de sinô, et cosG,. On pourra, en même temps, réduire le facteur 'Ç, à sa valeur Ç relative à 9 =0, en excluant toutefois le cas que nous considérei'ons tout-à-l'heure en particulier, où la température extérieure varie très rapidement autour du point auquel répondent les angles G et 4* De cette manière, et en effectuant l'intégration relative à A^^, la formule (3i) deviendra
Q = 27rÇ I 3;
j i{i—r<,y -4- iraè;y
l'intégrale s'étendant seulement depuis 9, = o jusqu'à une très petite valeur de cette variable. Or, le facteur / — ra rendant le
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coefiiclent de d^^ sous le signey, négligeable dès que la valeur de h^ n'est plus très petite, il sera permis actuellement d'étendre l'intégrale au-delà de sa seconde limite, et si l'on veut, jusqu'à ^^ = oc . On aura alors
q=2-7rCl ^^-^ = 37rn-+ i);
J o [(/-r«r-f /r«ti;-]' ^ ^
d'où il résultera, en vertu de la formule (3o},
ou sensiblement u = f.
Dans le cas d'uue sphère d'un très grand rajon , et pour des points très voisins de sa surface, l'expression de u' en intégrale définie , nous conduit donc au même résultat que sa valeur en série. Mais l'analjse précédente suppose la réduction de ^^ à ^ sous le signe /, qui n'est plus permise lorsque la température Ç varie très rapidement autour du point que l'on considère; et, dans ce cas, l'équation u' = Ç n'a plus lieu , comnie on le verra tout à l'heure. Au reste , quand elle existe, cette équation n'a lieu rigoureusement qu'à la limite Z = xi , et à la surface même; pour un très grand rayon l, ou très près de la surface, cette équation n'est qu'approchée, et la diflérence u' — ^ a une très petite valeur que l'on pourra calculer par approximation dans chaque exemple , d'après la valeur donnée de Ç en fonction de 6 et 4.
(i8o). Le rayon / étant toujours très grand et considéré comme infini, faisons, dans la formule (29),
h j dh
en désignant par e la base des logarithmes népériens, ou aura a" = e-»»^ hi a}i-'da = — be-*'dh;
et l'intégrale relative à h devra s'étendre depuis h=il:=a:j qui ré* pond à a = o, jusqu'à ^=0 qui répond à a= i , ou bien, depuis
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// =o jusqu'à h = co , eu changeant le signe du résultat. Faisons aussi
r^l — x, ê = s, W = s', lS'=d/.
En supposant que .r conserve une valeur finie, ou infiaiment petite par rapport à Z; développant suivant les puissances et les produits de s et /; et supprimant ensuite les termes qui auront une puissance de l pour diviseur , il vient
/(/» _ r'-cc'j sin ÔV/6' = 2 (h-\-x) s'ds', /> _ 2plra+ r'u-' = {Ii •+- x)' H- ^' + ^'' — 2ss' cos (4 — 4') .
L'intégrale relative à s' devra ensuite être prise depuis s' .-= o jusqu'à / == ce . Par conséquent l'équation (29) deviendra
(h + x) €->"•'(' i'dhds'd^,'
xy + i'' + s'" — 2^/ cos (4' — -4-')] '
En même temps, la sphère du rayon / se sera changée en un corps terminé par un plan indéfini en tous sens ; lequel corps se prolonge aussi indéfiniment d'un côté de ce plan. Celte valeur de u sera la température devenue invariable, qui répond au point situé h la dislance jc du plan, et dont la projection sur ce plan a 5 et 4 pour coordonnées polaires , savoir : le rayon vecteur s ayant son origine à un poiixt fixe du plan, choisi arbitrairement, et l'angle 4 "^u^ fait ce rayon avec une droite fixe, menée par ce point dans ce même plan. Les variables / et 4' sont ce que deviennent ^ et 4 relativement à un élément quelconque de ce plan ; ^' est la température extérieure correspondante à cet élément, et donnée en fonction de s' et 4'«
Si l'on veut transformer les coordonnées polaires en coordonnées rectangulaires, ayant la même origine, on fera
.<^cos4=J'j Jsin4=2, .y' cos4'=/'> >y'sin4' = ^'> il en résultera
S^ + /» _ 2SS' cos (^ 4'} = (j —yy + iz — Z'l\
On devra changer en dj'dz' , l'élément différentiel s'ds'd-\>' de la sur^face plane. L'intégrale étendue à cette surface entière aura pour
limites j' = ± ce et s' = db 00 ; nous aurons donc
" —2x70 J-xJ-» [(^+x)+cr-y')+(«-«'n''
OU , ce qui est la même chose , en faisant, pour abréger,
En intégrant par partie relativement à A, et désignant par p' ce que p devient à la limite hz=zo , il vient
quantité que l'on peut remplacer par celle-ci :
«' = rJ'fIJlQ- - f) '-'Xduyi-'-,
et sous cette forme on vérifie sans difBculté que cette température invariable lî correspondante au point dont x , y,z, sont les trois coordonnées rectangulaires, satisfait à l'équation (n° 5o)
dx^ "•" ^ "^ 5F — ^'^
En effet, tant que p et f' ne sont pas zéro, ou les quantités - et -, infinies, on a identiquement
dr ^
et, par conséquent, chaque élément de l'intégrale triple satisfait sé-
parement à l'équation précédente. D'ailleurs, p et p' fie deviennent zéro qu'à la surface où l'on a jc=:o, et pour les valeurs particulières A = o, j^'=_/, z'==z; mais à cause du facteur -, — -, la
partie de l'intégrale triple qui répond à dés valeurs de h , f' , z', infi ' niment peu différentes de celles-là, demeure toujours une quantité infiniment petite; on peut donc en faire abstraction, et l'intégrale entière satisfera encore à l'équation donnée dans le cas de xz=o, comme pour toute autre valeur de x.
(i8i). On simplifiera l'expression de u' en transportant l'origine des coordonnées polaires à la projection du point auquel se rapporte cette tettipérature sur le plan qui termine le corps. On aura alors j= oj et si l'on fait
il en résultera
Si l'on décrit de cette projection comme centré, et d'un rajon égal à / , une circonférence de cercle sur la surface du corps , /l' sera la moyenne des températures extérieures qui répondent à tous les points de cette circonférence; or, on voit par cette dernière formule que la température fixe i^ variera sur chaque perpendiculaire à la surface, avec la distance x à cette surface, suivant une loi qui ne dépendra , pour une valeur donnée de là constante h , que de cette température moyenne y\' , et nullement de la variation des valeurs de t.' à distance égale autour du pied de cette perpeûdiculaire. On voit aussi que la valeur de u' qui a lieu à la surface même ou qui répond à x = o, différera, en général, de la température extérieure Ç", c'est-à-dire de la valeur de t,' relative à / = o, ou ce qui est la même chose, de celle de v)' qui répond aussi à j'=o. Mais si les variations de n' ne sont sensibles que pour de très grandes valeurs de s', elles n'influeront pas sensiblement sur la loi des températures u' dans le sens de la profondeur x, ainsi que l'on peut s'en assurer en considérant la fraction qui multiplie -ft' sous les signes d'intégration, el dont les valeurs sont très petites et peuvent être
négligées quand la variable s' est devenue très grande. Dans ce cas , on pourra donc regarder la terapératui-e fixe it', comme égale en tous les points de chaque perpendiculaire à la surface; ce qui s'accorde avec le résultat du n° 17g.
Lorsque Ç sera une température tout-à-fait constante que je représenterai par y, on aura aussi Ç'=> et »'=r^; en vertu de la formule (52), on aura donc
{h+x)s'ds'
l^h+xy+s'-^y
et à cause que chacune de ces deux intégrales simples est égale k l'unité, il en résultera u' =:y, comme cela devait être.
En mettant l — j? et «' à la place dfi /■ et « dans l'équation relative à la surface (n° 168), on aura
pour x=.o; il est bon de vérifier que la formule (Sa) satisfait à cette équation.
En intégrant par partie relativement à h, cette formule devi«at
Li^+hy + s'^V d'où l'on déduit
XJ) s I
Or, le coefficient de ds' sous cette intégrale est nul pour x=o , excepté lorsqu'on a aussi s' = o, ce qui rend, au contraire, ce coefficient infini. Nous déterminerons donc la valeur de l'intégrale, ainsi que nous l'avons pratiqué dans tous les cas semblables , en considérant X et / comme des infiniment petits. On pourra alors prendre pour >i' la valeur ^ de cette fonction de s', qui répond à s' = 0; en sorte que l'on aura d'abord
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mais cette dernière intégrale étant infiniment petite en même temps que X , pour toute valeur finie de s', il sera permis de l'étendre depuis /=o jusqu'à / =: co ; et pour ces limites, l'intégrale étant égale à l'unité, il en résultera
ce qu'il s'agissait de vérifier.
(182). Au lieu de déterminer la température u' des points du corps que nous considérons d'après la température extérieure , si l'on veut la déduire de celle du plan qui le termine, et si l'on suppose que celle-ci soit représentée par Ç' au point dont les coordonnées polaires sont s' et 4» et par Ç' à leur origine; l'équation relative à cette surface sera ii' = ^. Pour qu'elle coïncide avec celle du numéro précédent , il faudra que la constante b soit infinie; en faisant toujours
"'=irw'
il s'agira donc d'appliquer la formule (Sa) au cas particulier de è = oo .
Si l'on y fait
bh=y, bdh^dj,
cette formule devient
Lorsque la distance x nest pas nulle ou infiniment petite , on peut réduire 'j + x à X , parce que la fraction j^ n'a de valeurs finies que
pour des valeurs infinies de^, pour lesquelles l'intégrale s'évanouit à raison du facteur e~K En effectuant ensuite l'intégration relative à j, on aura donc
,,'= r"_£!Ï'^il; (33)
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expression beaucoup plus simple que la formule (5.!), mais qui suppose connue la température de la surface.
Quand la distance x est infiniment petite , et à la surface même ou l'on a a:=o, l'intégrale relative à / n'a de valeurs finies que pour des valeurs infiniment petites de s' ; pour celles-ci, on peut remplacer n' par sa valeur Ç relative à 5' := o; on a donc d'abord
Cette dernière intégrale relative à s' s'évanouissant dès que l'on donne à la variable une valeur finie, on peut actuellement l'étendre depuis / = o jusqu'à la valeur finie de s' que l'on voudra, ou même jusqu'à j' = 00 ; et comme on a
il en résulte u'= Ç, comme cela devait être.
Quelle que soit la loi des températures de la surface, la valeur de u' à une profondeur quelconque x sera toujours comprise entre la plus haute et la plus basse température de la superficie; car si l'on appelle m la plus grande valeur de Ç', on aura évidemment,
puisque cette intégrale relative à s' est égale à l'unité. On aura de même u' > m', si m' est la plus petite valeur de '(,' .
(i85). Pour appliquer la formule (33) à un exemple, supposons qu'on ait
e désignant toujours la base des logarithmes népériens; y et c étant des constantes données, dont la première exprime la température
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da point de la surface qui repond à ^' = o. Puisque cette valeur de
^' est iadépendaute de l'angle 4'» ^^^^ sera aussi la valeur den'. En
faisant
X* + s'* = z', s'ds' = zdz;
les valeurs de z qui répondent aux limites / = o et s' =s(X> , seront z = cc et z = 00 , et il en résultera
On a d'ailleurs , en intégrant par partie ,
e — j- = e — 2CX / e cdz ;
on aura donc
u' =. y (i — zcxe"'''' f e"*"** cdz\.
Sous cette forme, on voit immédiatement que la valeur de u' se réduit à y pour ar = o. Quand le nombre ex sera très grand, on aura, par une série d'intégrations par partie,
Z'» c.z'c«zi2__«_ _c...r _; I '3 ., '35 -|.
cz 2CX '^ L ^ aCar^^Cac^x*)"^ (2c='a:'')3^*'^'J
d'où il résultera cette valeur de u' en série convergente ,
qui fait voir qu'à de grandes profondeurs la température u', dans l'exemple que nous considérons, est de signe contraire à celle de la surface, et continuellement décroissante à mesure que la distance X augmente de plus en plus. Pour calculer la valeur de u' pi'ès de la surface , on remarquera que l'on a
/e""'*' cdz = / e~''^^ cdz — / e"""'^' cdz; la première de ces deux dernières intégrales a , comme on sait , \ sj'rr
pour valeur (n° 74)» nous aui'ons donc
u' = y Çi — ex yj'îr é^'' + acx e^^^j' e""'*' cdz\;
et dans cetle formule on aura, en série convergente ,
e cdz = ex — n \- -= 5 + etc.
Enfin , on déterminera le minimum, abstraction faite du signe, de
dx
on aura, de celte manière,
«"'^'(i + 2C°x*) ( e"""'"' ccfe — ex = o;
d'où l'on tirera la valeur approchée de x; la valeur correspondante de u' sera
la température u' , en égalant -j- à zéro. A cause de
d. I — c't' T — c'jr'
ee ,
c'est-à-dire, moindre que 5/ dans le rapport de l'unité à la quantité 1 + ic*x*.
(184). Je placerai ici quelques remarques générales sur l'équation du mouvement de la hauteur à la surface d'un corps de forme quelconque , mais de très grandes dimensions , comme la terre par exemple, et sur les températures qui ont lieu près de cette surface.
SoitAOB (fîg. i4) la surface de ce corps. Par le point quelconque 0, menons dans son intérieur la normale Ox à cetle surface. Si l'on prend cette droite pour l'axe des x , et conséquemment les axes des j^et des z dans le plan tangent en O, on aura , dans l'équation (2)^
cos a = — I , cos ^ = o , cos ^ = o ; ce qui réduira celte équation à celle-ci :
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dx
qui aura lieu pour x = o.
Si la surface AOB ne s'écarte pas très rapidement du plan tangent en 0, en s'éloignant de ce point, c'esl-à-dire , si le point 0, dans le cas de la terre, n'appartient pas au sommet ou au penchant d'une montagne très rapide, et généralement à un terrain qui présente de grandes sinuosités; si, de plus, la température extérieure 'Ç ne varie pas d'une manière très rapide autour du point 0, et qu'en ce point, elle ne varie pas non plus avec le temps, on conçoit que la température m variera aussi très lentement le long de la normale 0,r, soit avec le temps t, soit avec la distance x, tant que cette dislance sera très petite eu égard aux dimensions du corps. Cela étant, soit M un point de Ox , situé à une distance OM ou x du point 0, très petite par rapport au rayon de la terre, ou, en général, par rapport aux dimensions du corps que l'on considère; appelons X la température du corps en ce point et au bout du temps t; on pourra développer X en série très convergente, ordonnée suivant les puissances de j:; et par le théorème de Taylor, on aura
X, du x" du z=. u -\' X -j- -\ T-r -j- etc. ,
dx 1.2 dx- ' '
en faisant xr=.o dans u et dans ses coefficiens différentiels. Je négligerai, dans cette série, le carré de x et ses puissances supérieures; on aura alors
Xdu
et par conséquent,
X — Il z=. b{u — 0"^»
eu vertu de l'équation relative à la surface. L'accroissement positif ou négatif de la température X sera donc proportionnel à la distance x ; en le désignant par g pour chaque unité de longueur, et en appelant f l'excès, aussi positif ou négatif, de la température ii au point 0 de la surface, sur la température extérieure Ç qui répond au même point , on aura
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X — u = gx, u — Z = f; d'après l'équation précédente, on aura donc
8 = hf;
ce qui fera connaître l'excès y" quand l'accroisfenient g sera donné par l'observation, et que l'on connaîtra aussi la valeur de b relative à l'état de la surface au point 0 et à la conductibilité k de la matière du corps (n° 162). Fourier a remarqué le premier cetîe relation fort simple entre les deux quantités g et f, et l'usage que l'on en peut faire dans la question des températures de la terre près de la surface et à la surface même.
Dans le cas d'une sphère d'un très grand rayon , pai*venue à l'état qui pi'écède son refroidissement total , on a
d'après l'expression de la température près de la surface, donnée par la formule (aS) où l'on a supposé nulle la température extérieure. Or, on voit que la relation g = bj a lieu entre ces valeurs deyètg. On vérifierait également cette équation à toute autre époque du refroidissement de la sphère d'un très grand diamètre, comme aussi dans le cas d'un corps terminé par un plan indéfini, auquel se rapportent les formules du n" 104. Mais si l'on veut appliquer l'équation gz^bf aux températures permanentes qui ont lieu pi'ès de la surface d'un corps de grandes dimensions, et aux températures extérieures dont celles-là proviennent, il faudra faire abstraction des inégalités à courtes périodes qui affectent les valeurs de g et de^^, pour ne tenir compte que de celles dont les périodes sont très longues, et qu'on peut appeler des inégalités séculaires.
Ainsi, l'équation gz=zbj n'a pas lieu pour la valeur de z/ donnée par la formule (27) et pour celle de ^ que cetîe formule suppose^ à moins que le coefficient ju de t sous les sinus et cosinus ne soit très
4o2 THÉORIE MATHÉMATIQUE
petit, et tel qu'il rende les variations de u' et de Ç extrêmement lentes. Pour vérifier que cette relation entre g et f subsiste lorsque
— exprime un temps très long, je mets en général, dans la valeur
de Ç et dans cette formule (27) , comme il a été dit dans le n" i ^5 , une fonction rationnelle et entière q , des trois quantités cos 9, sin 6 sin 4> sinQcos-^/, à la place du facteur A-f-Bcos^G; en ayant égard aux valeurs de D, cosg', sing', on aura alors
^ = ç cos(m^ + ê),
/,, , '^y/am
et en développant les coefficiens de sin [int-{-i) et cos(m^ + ê), dans cette expression de m' , suivant les puissances de \/7?î] jusqu'à la seconde exclusivement, on trouve
:' = q COS (int -{- i) 'i T^ [s'mÇmt + s) — cos (mt + «)]
qxKI -m [sia(m< + ê) — cos{int -\- «)].
Or, si l'on prend pour g le coefficient de x dans cette valeur approchée de m', et pour f l'excès de cette même valeur relative à X = o, sur la valeur q cos (mt +€) de Ç', on aura à la fois.
g- = — [sin (mt + i) — cos (mt ■+• ê)] ,
/ = T [siu(/n< + î) — cos(mt -|- «)];
valeurs qui satisfont effectivement à la condition g =/b.
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(i85). Eu gênerai, près do la surlace d'un corps de très grandes dlnieusions qui ne présente pas cependant de grandes sinuosités, la température permanente li est indépendante de la forme du corps; elle est la même que si ce corps était terminé par un plan indéfini, et qu'il s'étendît indéfiniment d'un côté de ce plan; et pour chaque terme périodique de la température extérieure, elle est exprimée par la formule (27). Mais son expression change, comme on va le voir, lorsque l'on a égard à l'influence de la chaleur sur le coefiicient /; de l'équation relative à la surface.
A cause de è = ^ (n" 162) , le second membre de cette équation est
f y\ j. • Or, en vertu de l'équation (4), son numérateur renferme
une partie A (m — ^) qui augmente, à très peu près, dans le rapport de \ -\- \{u + %) log (1,0077) ^ l'unité, par l'influence des températures u et 0 sur la quantité A. Si donc on suppose que la valeur de Ç contienne un terme périodique ç^ cos (mi + ê ,) , dans lequel
7/' =y» ^» so"* ""^ température, un angle, et un intervalle de temps donnés, ce second membre ^' , devra d'abord être augmenté de
bëy [u" — (j; cos' (mt + &,)],
en observant que p ou bk est la somrne des deux quantités A et A, du n° 1 63, et faisant , pour abréger ,
^=rT^' > = î^og (1,0077).
La température u influera aussi sur le dénominateur k; et si l'on prend pour k l'expression que l'on a obtenue dans le n'' 55 , d'après une loi déterminée de l'absorption de la chaleur dans l'intérieur des corps , cette quantité A', en passant de 11=0 à la valeur de u, augmentera dans le rapport de i -{-2yu à l'unité, en négligeant le carré dey. Ce même second membre variera en raison inverse, et diminuera, en conséquence , de
2byu{u — Ç).
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Ainsi, l'équation relative à la surface devieudra
~=è(M — 0 (i— 2>m) + ^'^>[m'— î/cos^(mf + g]. (54)
A raison du terme q, cos (mt + s^) provenant de Ç, et en vertu de la seconde équation (5), la température extérieure^ comprendra un terme Sq^ cos {jnt -\- i^); mais elle peut aussi renfermer un autre terme périodique dépendant du même angle variable mt, provenant d'une autre source, et que je représenterai par q cos (int -\- e); q et î étant une température et un angle qui différeront généralement de q^ et ê^. Cela posé, si l'on veut déterminer la partie de la température permanente u, qui répond à toute la partie de la température extérieure dépendante des sinus et cosinus de mt, on prendra, dans l'équation précédente,
^ = q COS (mt H- s) + ëq^ cos (jnt -f- êj ,
et l'on y mettra u au lieu de u. En négligeant, dans une première approximation, les termes qui ont y pour facteur, et mettant successivement q et €q^ au lieu de A + B cos' ô dans la formule (27), elle fera connaître les valeurs de u qui répondent à ces deux termes de celle de ^. De cette manière, on aura, dans une seconde approximation,
"' = D^ "^''"'{jcosÇtnt—l y/lm + e — e')
+ Cq, cos (^mt — î y/ i m + £,— e')^ + yv ;
V étant une nouvelle inconnue qui restera à déterminer en fonction de X et t.
Je substitue cette valeur de u' à la place de u, et pour Ç sa valeur précédente dans l'équation (54) qui a lieu pour jc=o; les termes indépendans de y se détruisent, comme cela doit être; en négligeant toujours le carré de ^, et supprimant ensuite le facteur y commun à tous les termes , cette équation prend la forme
'îB- étant une fonction périodique, dépendante des sinus et cosinus du
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double de mt et dont la valeur est facile à former; et X désignant une quantité constante également connue, savoir :
en ayant égard à la valeur 7- de cos s'(n'' 176).
Indépendamment de l'équation relative à x=o, la valeur de u' doit encore satisfaire pour toutes les valeurs de a:, à l'équation du mouvement de la chaleur dans l'intérieur du corps que l'on considère; mais attendu que l'on a égard à la variation de k, il faut prendre pour celle-ci, l'équation (8) du n" 5o, dans laquelle on mettra A-(i -{- 2yu)
à la place de A, et te au lieu de u. On fera ensuite - = a*, comme dans
le n° 162 ; on supposera le corps terminé par un plan indéfini qui sera celui des coordonnées j et z, et s'étendant indéfiniment dans le sens des X positives; enfin , on regardera la température ^^' comme indépendante dej et z, du moins dans une grande étendue autour de l'axe des oc. On aura alors
dt \dx^
En substituant, dans cette équation, pour u' sa valeur précédente, les termes indépendans de y se détruisent, comme cela devait arriver; en négligeant le carré de y, et supprimant ensuite le facteur y commun aux deux membres , il vient
di' ,rd'v , dm , d\-] ,„„.
di = ^\dF' + ^ + 5fJî (56)
n étant une fonction périodique dépendante de Jc et des sinus et cosinus de 2mt, et V une quantité qui ne dépend que de x, dont la valeur sera
xyôm
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H ne s'agira plus maintenant que de former une valeur particulière de V qui satisfasse à la fois aux équations (35) et (56); et l'on pourra en outre assujettir cette valeur à ne pas croître indéfiniment avec X (n° i55); condition qui est ici nécessaire pour qu'on ait pu négliger, dans l'équation (36), des termes dépendans de \> à cause de leur facteur 7^. Cette valeur de v renfermera une partie périodique,
. , d'Vl
correspondante aux quantités /zs- et -r—, qui sont renfermées dans ces
deux équations, et une partie indépendante de t que nous nous bornerons à considérer. En supprimant donc ces quantités tir et -t— ;,
la valeur de v indépendante de t et la plus générale qui satisfasse à l'équation (36), est évidemment
C et C étant deux constantes arbitraires. Afin que v ne croisse pas indéfiniment avec JT, on fera C = o. Au moyen de l'équation (55), relative à X = o , on aura ensuite
ce qui fait connaître la valeur de C d'après celle de X- Pour une valeur quelconque de ;r , et en ayant égard à la valeur de V, il en résultera
^ = -^ ^ =• (7 + ^?J=+ r Sq;
Ainsi, lorsque les températures uaV 'Q ne sont pas très élevées, leur influence sur la conductibilité k et sur la quantité f peut néanmoins produire un effet sensible sur les températures intérieures. Pour chaque partie périodique de la température extérieure, dépendante des sinus et cosinus d'un angle mt, ou dont la période comprend un
inlervalle de leraps donné et représenté par —, celle influence produit dans la température qui a lieu à la distance oc de la surface, une augmentation invariable et égale à la valeur précédente de v, multipliée par y qui est une fraction un peu moindre que quatre millièmes. 11 s'ensuit qu'à la surface, la partie invariable delà température surpasse celle delà température extérieure, d'une quantité égale à la
valeur de yv qui répond à a: = o. La valeur de j- étant positive,
l'augmentation y^' de température est croissante avec la distance a: ,
mais non pas indéfiniment : quand cette distance est devenue un mul-
tiple tin peu considérable de — , l'exponentielle contenue dans la
formule précédente est insensible; en sorte qu'à cette distance et audelà, la valeur de y est sensiblement constante, et la température invariable surpasse celle qui a lieu à la surface, d'une quantité
en mettant pour D* sa valeur (n° 175).
Dans les usages de l'équation g z=hf du numéro précédent, pour déterminer l'une des deux quantités g et y^ au moyen de l'autre, on fera attention qu'elles ne doivent pas contenir les parties de leurs valeurs dépendantes du terme yv de l'expression de u; on prendra donc pour g l'accroissement de température rapporté à l'unité de longueur, qui a lieu sur la normale O.r, à une distance de la surface assez grande pour que l'exponentielle contenue dans la valeur de yv soit devenue insensible; ety^sera l'excès de la température moyenne du point 0 sur la température moyenne extérieure qui répond au même point, diminué de la valeur de yv relative a. Jc =0; en sorte que si la valeur de g est donnée par l'observation, et que l'on prenne
I pour celle de /, il faudra ajouter à cette quantité y la valeur deyv
qui répond à j7=o, pour en déduire l'excès entier de la première température moyenne sur la seconde.
4o8 THÉORIE MATHÉMATIQUE
«A^^'\\^A'^'V^\vvvv\'\\VVv\^'VVV^,\\\\\%\^'\vvv^\vv\lvvvvvv^vvv^^'V^^vvvv\v\Vvvvv^vvvvv\^^\Vl\^vvwv\*^^^.\^vv vX'vwwv^v
CHAPITRE XII
Mouvement de la chaleur dans l'intérieur et à la surface de la terre.
(i86). La densité de la terre est croissante de la surface au centre; l'état de sa superficie n'est pas non plus partout le même ; et elle est recouverte, dans sa plus grande partie, par les eaux de la mer. Mais cette densité ne varie pas sensiblement jusqu'à des profondeurs considérables, pourvu qu'elles soient toujours très petites par rapport au rayon du globe; la nature du terrein et l'état de la superficie demeurent aussi à très peu près les mêmes, en général, dans une grande étendue autour de la verticale d'un lieu déterminé j et si ce lieu n'est pas voisin d'une montagne, on peut aussi regarder la surface de la terre, dans toute cette étendue, comme étant celle d'une sphère d'un très grand rayon. C'est de cette manière que les formules du chapitre précédent pourront servir à déterminer les températures de la terre sur chaque verticale, jusqu'à des distances de la surface qui dé|)asseront de beaucoup les profondeuis les plus grandes où l'on a pu atteindre. On pourra, par exemple, étendre ces formules jusqu'à des distances égales au centième du rayon de la terre, c'est-à-dire jusqu'à une profondeur d'environ 60000 mètres, tandis que les profondeurs où l'on a pénétré jusqu'ici, et où l'on a observé la température, sont au plus de quelques centaines de mètres
Supposons donc que le point 0 (fig. i4) appartienne à la surface de la terre, et que Ox soit une verlicaic indéfinie, menée par ce point dans l'intérieur du globe. Soit M un point de cette droite, situé à une distance OM de la surface que l'on représentera par x et qui sera,
pour fixer les idées, moindre qu'un centième du rayon de la terre, de sorte que la densité ne varie pas sensiblement du point 0 au point M. On supposera aussi que la nature du terrein et l'état de la surface, sont sensiblement les mêmes, dans une étendue de plusieurs mjriamètres , par exemple, tout autour de la droite Ox. Le point 0 pourra être plus ou moins élevé au-dessus du niveau des mers; mais son horizon ne doit être borné d'aucun côtéj près de ce point, les sinuosités du terrein ne doivent pas être considérables, et la surface doit s'écarter très peu du plan mené par ce même point, perpendiculairement à la droite Ox. Ces conditions ne seront pas remplies, lorsque le point 0 sera situé sur le penchant ou au sommet d'une montagne rapide; c'est pourquoi nous supposerons que ce cas n'a pas lieu. Enfin, on supposera encore que le point 0 appartient à la surface de la terre ferme et non à la surface de la mer. Quoique les équations générales du mouvement de la chaleur conviennent également aux solides et aux liquides ( n° 4^), cependant les conséquences qui s'en déduisent ne sont pas les mêmes pour ces deux sortes de corps à cause de la grande mobilité des molécules fluides : par cette raison, la loi des températures est très différente au-dessous de la surface de la mer et au-dessous de la superficie de la partie solide de la terre. Les voyageurs ont fait un grand nombre d'observations en différens points du globe, et à diverses époques du jour et de l'année , sur les températures de la mer à des profondeurs plus ou moins grandes; mais cette question, qui présentera de grandes diflicultés aux géomètres, n'a point encore été soumise à l'analyse, et nous ne nous en occuperons pas dans cet ouvrage (*).
Ainsi, le point M de la verticale 0.r, pour lequel il s'agira de déterminer la température à un instant quelconque , sera censé apparte-
(*)M. de Freycinet abien voulu me communiquer le programme des observations de ce genre qu'il a faites dans son voyage de VL'ranie ; l'objet que je me suis proposé dans ce Traité ne ni'a pas fourni l'occasion de faire usage de ces données de l'expérience ; mais il serait bien à désirer, pour le progTès de la Géographie physique et pour les applications futures de l'analyse, que ces observations et les conséquences que l'auteur en a déduites , fussent incessamment publiées.
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nir à une sphère d'un très grand rayon , homogène et dont la superficie sera partout dans le même état. La matière de cette sphère et la nature de cette surface seront celles de la terre autour de la verticale Ojc. Elles détermineront deux constantes positives, que nous désignerons par a et b, comme dans les formules du chapitre précédent, qui entreront dans l'expression de la température du point M, et dont les valeurs numériques devront être données par hypothèse, ou déduites de l'observation. En désignant par c la chaleur spécifique du terrein autour de Ojc, rapportée à l'unité de volume, par k la mesure de la conductibilité calorifique de la même matière, par /> une quantité relative à l'état de la surface et croissante avec son pouvoir rayonnant, on aura
Pour un autre point 0^ de la surface du globe, situé dans une région différente, ou seulement éloigné du point 0, de plusieurs myriamètres, les valeurs de c, k, p , et par suite celles de a et b changeront généralement; et dans un même lieu O, la quantité h pourra n'être pas la même qu'elle était autrefois , si l'état de la surface a varié par des défrichemens, des déboisemens ou d'autres causes. La terre s'écartant peu de la forme sphérique , les verticales, pour tous les points de sa surface , passeront à très peu près par son centre C ; on prendra le rayon CO du globe pour celui de la sphère homogène que l'on substituera à la terre entière dans le calcul de la température du point M ; et l'on design era par l la longueur de ce rayon, qui sera à très peu près la même pour le point 0 et pour tout autre point 0^.
Cela posé, au bout d'un temps quelconque t , dont on fixera arbitrairement l'origine, je représenterai par ^ la température extérieure correspondante au point 0. Cette température variera avec le temps; elle variera aussi en passant du point 0 au point 0^, ainsi qu'on l'a expliqué précédemment (n°i65); on en formera par la suite l'expression complète, en fonction de la longitude et de la latitude du point quelconque 0 , et du temps t, d'après les diverses sources de chaleur dont elle provient. Par des circonstances locales, cette température Ç pourrait aussi varier très rapidement
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autour du point 0; ce qui donnerait lieu d'après ce qu'on a trouvé dans le n° i8i, à des lois particulières de la température intérieure sur la verticale Ox; mais nous ferons abstraction de ces variations accidentelles de température , pour ne considérer que celles qui sont dues à des causes générales. Enfin, on représentera par m la température du point M au bout du temps t. Cette inconnue se composera, comme on l'a vu dans le chapitre précédent, de deux parties que nous examinerons successivement : l'une dépendante de la chaleur propre et initiale du globe , s'il en reste encore quelques traces près de la surface; l'autre relative à l'état permanent de la terre, et qui se déduira immédiatement de la température extérieure, quand l'expression de cette température (, sera connue.
(187). Une expérience que nous pouvons répéter tous les jours montre que la température des lieux profonds est à peu près constante: en sorte que si la distance x' est d'environ 20 mètres et au-delà , la température u du point M, varie très peu. Mais à cette même distance de la surface, sa valeur change d'une verticale Ox à une autre j et généralement elle augmente ou diminue , selon que le point 0 se rapproche ou s'éloigne de l'équateur. A une profondeur moindre, la température du point M est soumise à des variations diurnes et annuelles, dont les amplitudes décroissent à mesure que la dislance à la surface augmente, et qui disparaissent entièrement, quand cette distance a atteint une vingtaine de mètres.
Ainsi, le thermomètre construit par M. Gaj-Lussac, et placé dans les caves de l'Observatoire, à une profondeur de 28 mètres au-dessous de la surface du sol, n'a indiqué que de petites variations de température, depuis le i'"^ juillet 1817, époque où il a été établi, jusqu'au 18 janvier i835. Pendant cet intervalle de dix-sept ans et demi, il a été obsei-vé trois cent cinquante-deux fois; et voici le tableau de ces observations, qui m'a été communiqué par M. Bouvard. Je les ai partagées en quatre séries, afin que l'on vit mieux les petites variations que la température a éprouvées; et en tête de chaque série, j'ai placé le nombre de températures dont elle se compose, et leur somme divisée par ce nombre, c'est-à-dire leur grandeur moyenne.
Températures des caves de l'Observatoire.
DATES
Température
DATES
Température
DATES
Température
Du i" juillet 1817 au
1818. 1" décemb.
Du i"- juillet 1820 au
i6 juin 1820.
16 id. . . .
16 février 18ii&.
72 observations j moyenne, iio^-So.
1819. 1" janvier.
16 id....
1 34 obserTations ; moyenne, 1 1 ",80 1 .
1817. i" juillet..
i" février. .
1820. 1" juillet..
\-j id. . . .
16 id....
i5 id
i" août . . .
16 id....
i" septemb.
1" mars.. .
2 août. . . .
16 id
16 id ...
i" septemb.
1'' avril
16 id. . . .
16 id
16 id . . . .
i" octobre.
1" octobre.
i" mai. . , .
16 id. . . .
21 id. . . .
i" novemb.
16 id
i" juin. . . .
i" novemb.
16 id
1" décemb.
16 id
i6 id. . . .
16 id. . . .
1" décenrb
i" juillet .
1821. 1" janvier..
16 id. . . .
17 id. . . .
i" février. .
1818. 1" janvier..
i"août. . .
16 id ....
16 id
16 id....
1" mars . . .
!"■ février. .
1" septemb
16 id. . . .
16 id. . . .
i" mars. . .
16 id
2 octobre. .
1" avril. . . .
16 id
i'^' mai . , .
16 id . . .
16 id. . . .
i6 id.....
1" avril. . .
ï" novemb
i'"' juin. . . .
16 id. . .
16 id. . . ,
1" mai. . . .
17 id
1" décemb.
16 id. . . .
i" juillet. .
16 id....
1" août
i"juiii. . . .
1820. 1" janvier..
16 id. . .
16 id. . . .
1" septemb.
i" juillet. .
16 id
I " février. .
16 id. . ..
16 id. , . .
!"■ octobre.
16 id. . . .
i"août
I " mars . . .
i" novemb.
16 id....
16 id
1" septemb.
1" avril. ..
i'' décemb.
16 id
16 id. . . .
i6 id
1822. i"janvier.
16 id. . . .
1" octobre.
1'^ mai. . . .
16 id . ...
" j6 id. ...
jEr février. .
i" novemb.
i" juin. . . .
16 id....
,6 id. . . .
16 id. ...
i" mars. . .
Suite.
Ai5
DATES
1822. 16 mars
1" avriL . .
i6 id. . . .
l" mai. . . .
16 id
1" juin. . . .
16 id .
1" juillet. .
i6 id
l" août. . .
16 id
i"seplemb. -
16 id
1" octobre.
16 id....
i" iiovemb.
16 id . . .
i" décemb.
1825. i" janvier.
16 id. . . .
I " février. .
16 id. . . .
»" mars. . .
16 id. . . .
i" avril. . .
16 id. . .
l" mai. . . .
16 id
1" juin. . . .
16 id
1" juillet. .
16 id. . .
1" août. . ..
16 id. . . .
i'"^septettib.
16 id....
1" octobre.
16 id....
1" novemb.
17 id. . . .
6 tiécemb. .
16 id. . .
1824. 8 janvier. .
16 id
16 id....
Température
DATES
Température
1824. i"inais...
i6 id....
."avril. ..
i6 id ...
' i"mai..,.
16 id
1" juin . .. .
|6 id....
1" juillet..
r'aoïit. ..
i6 id. . . .
i"scplemb
16 id. . . .
1"' octobre.
16 id
i'' novemb
16 id
i" iléce.iib.
16 id. . . .
182i>. ."janvier.
16 id....
i" février. .
16 id....
i"' mars. . .
16 id. . . .
."aviil.. .
16 id. . . .
i" mai
16 id....
i"juiu, . . .
i6 id
."juillet..
i5 id....
."août....
ii,8i4
.5 id... .
."septeinb.
16 octobre.
1" novc.nb.
i6 id
«■^"■(léceiiib.
.6 id....
1826. ."janviei-..
.6 id....
."février..
.6 id....
DATES
Température
Du i" mars 182G au 16 octobre 1828.
55 observations; moyenne, 1 i",8ri7
1826. 1" .nais. . .
16 id....
i" avril.. .
16 id. . . .
1" mai. . . .
i"juillet. .
16 id . . . .
1" août. ...
1 7 id . . . .
."septemb.
.5 id..
\" octobre.
16 id....
i" no>e.nb.
16 id....
1" décemb.
.6 id
1827. 2 janvier. .
id
.'''février..
16 id....
j^' mars. . .
.5 id....
\" avril. . .
2 mai.. . .
i" juin. . . .
16 id....
."juillet..
.6 id....
1" août. . .
1" octobre.
.6 id
."■ novemb " janvier .
.6 id....
ï" février..
16 id....
i" mars. . .
.6 id
..,8.4 ..,8Î9 "1,849 ",849 ",849 11,849 11,849 ..,849 .1,8.4 11,814 . 1 ,8.4 11,849 II ,884 11,849 .1,849
Suite.
BATES
Température
DATES
Température
DATES
TemptTalure
1828 1 "avril...
1829. I" juillet..
1832. 3 septemb.
16 id....
16 août. . . .
2 octobre..
1 " mai . . . .
i'''septemb.
i*^' novemb.
,6 id....
16 id....
4 décemb..
i"juin. . . .
1" octobre.
1855. 2 janvier. .
16 id
16 id
5 février . .
.i" juillet. .
16 novemb.
3 mars . . .
16 id....
1" décemb.
1" avril. . .
r"' août; ..
1850. II février. .
8 mai
16 id. . . .
6 mars. . . .
ii,9'9
2 juin ....
i^'septemb.
6 avril. . . .
i"juillet. .
16 id....
i"mai
i"août . ..
1" octobre.
1" juin. . . .
8 octobre, .
i(i id....
16 id....
!*■■ novemb.
3 juillet... 3 août. . . .
6 décemb. .
24 id . . . .
Du i" novembre 1828 au
i^^septemb.
1834. 4 janvier..
4 février . .
2 mars ....
)8 janvier 1833.
5 octobre .
i" novemb.
91 observations; moyenne, i ■"jgSo.
3 décemb.
6 avril. . .
1851. 3 janvier. 3 février. .
\" mai. . . .
2 j uin
1828. 1" novenib.
2 avril ....
20 id. . . .
16 id....
2 mai. . . .
\" juillet. .
1" déceinb.
Il:9'9
i"ju;n. . . .
16 id....
i"jmllet. .
\" août. . ,
1829. i" janvier..
2 août. . . .
,6 id....
I '] id
iiî9'9
2 septemb.
2 septemb.
1'' février. .
i" octobre.
16 id....
i" novemb.
6 octobre. .
1" mars . . .
1" décemb.
16 id . ..
16 id....
1832. 3 janvier. .
3 novemb .
1" avril. .,
3 février. .
16 id
16 id
1 " mars . . .
6 décemb. .
1" mai
2 avril. . . .
16 id. . ..
16 id
1" mai. . . .
185S. 2 janvier.. .
l"juin. . . .
ïi>9>9
i" juin. ..
18 id ...
16 id
4 aoiit. . . .
On voit que dans chaque série, les températures s'écartent très
peu de leur valeur moyenne. Toutefois , les quatre moyennes
ii°,73o, I
i%8oi, II
sout crois
ïantes; la difïeren
ce de
la dernière à la première est o°,220; et si cet eflet a est pas dû à un déplacement du zéro de l'échelle thermométrique, il indiquerait une inégalité sensible dans la température des caves de 1 Observatoire , pendant les 17 dernières années. Cette petite inégalité est confiriiiée par les indications d'un second thermomètre, placé dans le même lieu et construit autrefois par Lavoisier. Ou a reconnu que cet instiument marque des températures un peu trop élevées; mais l'excès de ces ipr dications sur celles du thermomètre de M. Gay-Lussac, a très peu varié depuis que l'on observe en même temps ces deux instrnmens : sa grandeur moyenne a été de o°,3i6, dont il s'est à peine écarté de o°,oi en plus ou en moins.
Les deux instrumens indiquant des variations de température dans le même sens et sensiblement égales, on est porté à en conclure qu'elles sont réelles, sans les confondre néanmoins avec les inégalités annuelles qui sont tout-à-fait insensibles à la profondeur des caves de l'Observatoire, comme on le voit par chacune des quatre séries précédentes d'observations. Les variations dont il s'agit peuvent être attribuées à des causes irrégulières qui influent sur la température extérieure. La quantité totale de chaleur solaire qui parvient à, la surface de la terre dépend, eu eflet, de l'état de l'atmosphère qu'elle a traversée, et varie en conséquence d'une année à l'autre; la valeur moyenne delà température extérieure résulte en grande partie de cette quantité totale de chaleur solaire; et les inégalités irrégulières qu'elle éprouve pendant plusieurs années consécutives peuvent en produire dans la température intérieure, qui soient encore sensibles à des profondeurs où les inégalités diurnes et annuelles ont tout-à-fait disparu. Cela étant, pour obtenir une température des lieux profonds, indépendante de ces variations irrégulièi-es, et qu'on puisse regarder comme constante, abstraction faite des inégalités séculaires auxquelles elle peut être soumise, il faut prendre la moyenne des températures observées pendant un assez grand nombre d années. Or, en laisant la somme de toutes les températures comprises dans le tableau ci dessus, et la divisant par leur nombre 552, on trouve 1 1°, 854 pour la température des caves de l'Observatoire à l'époque actuelle.
(18S). L'observation nous a aussi appris depuis long-temps qu'à la profondeur oii les inégalités diurnes et annuelles ne sont plus sçiisi-
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bles , la température de la terre augmente sur chaque verticale avec la distance à la surface. Les températures observées avec soin dans un grand nombre de mines de différens pays, ne laissent aucun doute sur ce phénomène (*); il a lieu près de l'équateur, comme à notre latitude et plus près du pôle; on l'observe également dans des mines dont l'ouverture est à une très grande hauteur au-dessus du niveau des mers, ainsi que M. de Humboldt l'a constaté, et plus récemment M. Boussingault; mais à raison des circonstances locales, du travail de l'exploitation, et de la communication avec l'air extérieur, les températures de ces cavités sont quelquefois très inégales à la même profondeur et dans des lieux très voisins; et sans doute elles sont très différentes de celles de la masse même de la terre , à cette profondeur et dans ces mêmes lieux. L'augmentation de profondeur qui répond à un accroissement d'un degré de température dans les mines, vaiie de lo à loo mètres, sans qu'on puisse décider si cette inégalité provient de la différence des climats, de celle des terreins, ou de quelque circonstance locale.
Le moyen le plus direct de connaître la loi plus ou moins rapide de l'accroissement de température de la terre , et de savoir si cet accroissement dépend, toutes choses d'ailleurs égales, de la latitude et de l'élévation des lieux au-dessus du niveau des mers, est de déterminer par le sondage les températures qui ont lieu le long de chaque verticale dans diverses parties du globe, à des distances de la surface où les inégalités diurnes et annuelles aient disparu. A ces mêmes distances, l'accroissement de la température fixe dont il a été question dans le n" i85, aura aussi disparu; et quelle que soit la cause de celui que l'on observe à des distances plus grandes, on pourra le supposer, à toutes celles où l'on peut atteindre et beaucoup audelà, proportionnel à la profondeur. La distance OM ou œ du point M à la surface étant donc plus grande qu'une vingtaine de mètres, on l'eprésentera la température u par la formule
u = f -i- gx, (i)
(*) Annales de Physique et de Chimie , tome XIII, page i83. Essai sur la température de la Terre, par M. Cordier, dans le (oiiie VU des Mémoires de r Académie.
dans laquelle y^et g sont des quantités indépendantes de a? que l'on déterminera par l'expérience pour chaque verticale Ox, D'après cette expression de u, on formera autant d'équations de condition que l'on aura mesuré de températures le long de cette verticale, correspondantes à des valeurs connues de x; et si le nombre de ces équations est assez considérable, on en déduira les valeurs dey^et g par la méthode des moindres carrés des erreurs.
Ces deux quantités pourront changer de valeurs par l'effet des variations séculaires de la température; et leur détermination exacte dans le même lieu et à des époques séparées par de très grands intervalles de temps, offrira le moyen de reconnaître par la suite si ces variations ont lieu réellement, et quelle en est l'étendue. Ces mêmes quantités éprouveront aussi de petites variations d'une année à une autre, ainsi qu'on l'a expliqué plus haut. Elles varieront encore sur la verticale Ox , lorsque la nature de la surface aura changé dans une assez grande étendue autour du point 0.
Le coefficient g exprimera l'accroissement de température pour chaque mètre de profondeur, en prenant le mètre pour unité de longueur. D'après ce qu'on a vu dans le n" i85, la quantité/ surpassera un peu la température moyenne du point 0, c'est-à-dire la partie de la température de ce point, indépendante des inégalités diurnes et annuelles. Par la même raison, si la distance x est moindre qu'environ vingt mètres, J -\-gx surpassera aussi d'une petite quantité la température moyenne du point M. Nous verrons dans la suite comment on peut évaluer ces petites différences, et les comparer aux observations.
(tSg). Pour exemple de la détermination des deux inconnues/etg-, je prendrai les observations que M. A. De La Rive a faites dans une campagne près de Genève, à une hauteur de 100 mètres au-dessus du lac, et de près de 5oo mètres au-dessus du niveau des mers (*). Les températures ont été observées à des profondeurs qui s'étendaient jusqu'à 2 25 mètres. Le trou de sonde était rempli, dans sa plus grande partie, par une eau stagnante, sauf le mouvement déterminé dans ce liquide par
(*) Mémoires de la S ociitt! d'Histoire naturelle de Genève, tome VI.
4i8 THÉORIE MATHÉMATIQUE
sa diminution de densité, qui avait lieu de haut en bas, en vertu de l'accroissement de température. On conçoit que l'effet de ce mouvement, s'il était un peu rapide, serait de mélanger les parties du liquide , et de rendre leurs températures moins inégales ; mais M. A . De La Rive observe que celte eau étant très bourbeuse, on peut supposer le déplacement de ses molécules assez lent pour que l'eau ait eu le temps de prendre les températures de la terre, aux différentes profondeurs où il les a mesurées au moyen d'un thermomètre plongé dans ce liquide imparfait. Le plus grand nombre de ces températures ont été mesurées deux fois; j'ai pris alors pourla valeur de u, la demisomme des deux valeurs observées, et qui étaient peu différentes l'une de l'autre; il en est résulté dix-huit équations de condition en employant seulement les températures mesurées à des profondeurs d'environ 20 mètres et au-delà. On a déduit de ces équations, par la méthode des moindres carrés (*),
/= io%i4o, g = o%o3o7;
d'où il résulte qu'aux environs de Genève la température de la terre augmente de o°,o3o7 pour chaque mètre de profondeur, ou d'un degré pour Sa'^jSS. U s'ensuit aussi que la température moyenne de la surface doit être un peu au-dessous de 10°, 140. En comparant la formule
u = io°,i4o -(- (o°,o3o7) a-,
aux dix-huit observations qui ont servi à l'établir, on trouve que les difiiérences sont comprises entre zfco%32, et qu'elles n'atteignent qu'une seule fois chacune de ces limites; leur valeur moyenne est au-des.sous d'un millième de degré.
(igo). M. Arago a proposé un autre moyen de déterminer les températures de la terre à diverses profondeurs, qui consiste à les déduire de celles de l'eau des fontaines jaillissantes, connues sous la dénomination de puits artésiens.
(*) Tous les calculs numéiiques dont les résultats sont donnés dans ce chapitre, ont été faits par le ueveu de M. Bouvard, actuellement élève de l'Observatoiie.
DE LA CHALEUR. 41g
Dans beaucoup de pays, el particulièrement dans les de'partemens du nord de la France, il existe des fontaines provenant de grandes nappes d'eau souterraines, alimentées par des sources que l'on suppose très élevées, de manière que celte eau l'eraplit exactement les cavités qui la contiennent, et exerce même sur leurs parois supérieures des pressions très considérables. C'est en vertu de ces pressions que l'eau jaillit et vient surgir à la surface de la terre, lorsque l'on a percé le sol jusqu'à l'une de ces nappes souterraines. Quelquefois ces fontaines se produisent dans des pays plats; pour que les sources alimentaires partent de points très élevés au-dessus des nappes souterraines, et puissent donner naissance a une pression hydrostatique très considérable, on suppose alors qu'elles ont leur origine dans des montagnes très éloignées du lieu où les fontaines sont produites; ce qui n'est pas toujours vraisemblable. Mais on pourrait aussi admettre que le terrein qui recouvre une nappe d'eau intérieure, n'est pas absolument inflexible, auquel cas il exercerait sur la surface de ce liquide une pression qui le ferait jaillir par le trou pratiqué jusqu'à son gissement; et dans cette hypothèse, le lac souterrain pourrait être alimenté par des sources peu élevées ou même inférieures. Quoi qu'il en soit , chaque nappe d'eau, avant lo percement, a pris la température de la terre dans le lieu qu'elle occupe; après le percement, si la quantité d'eau jaillissante et celle qui la remplace sont très petites par i-apport au volume de la nappe entière, elle conservera cette température pendant le jaillissement; en outre, on peut supposer la vitesse de l'eau jaillissante assez grande pour que le liquide n'ait pas le temps de se refroidir en traversant le terrein supérieur pour arriver à la surface du sol; on peut donc admettre que la température de l'eau parvenue à cette surface, et avant qu'elle se soit mêlée à l'air extérieur, n'est pas sensiblement moindre que celle de la terre à la profondeur d'oii cette eau est partie.
Ainsi, à Saint-Ouen, près de Paris (*), la température d'une fontaine jaillissante dont l'eau provient de 66 mètres au-dessous du sol, est de i2'\g. Si on la compare à la température des caves de l'Obser-
(*) Annuaire du Bureau des Longitudes , année i835, page 235.
vatoire, qui est ii°,854 à la profondeur de 28 mètres, il en résulte qu'à Paris l'accroissement de température est de i°,o66 pour une différence de 38 mètres dans les profondeurs ; ce qui donne un degré pour 55'^,65, et o°,028i pour la valeur de g.
Voici quatorze autres observations de températures correspondantes à des profondeurs connues, que M. Arago m'a communiquées.
Températures de l'eau des puits artésiens percés dans les environs de Lille à différentes profondeurs.
Lieu du Percement. Profondeur Température
du puits. de Peau.
Moulin du Pont ai", 4-.. ii°,i
Lillers 23,8... 11,2
Béiliune 32,8... 11,7
La Vacherie 34 , 8 . . . 11,8
Saint-Andié-Sous Aire... 35, ■;... 11, 5
Béthune (faubourg).. 35, 7... 11, 5
Marchiennes 3^, 3... 12,2
Gouchem 38 , 7 . . . 12,1
Béthune (esplanade).. 38,9... 12,0
EntreLilleetMarquetle. ^0,2... 12,1
Marquette (abbaye). . . 5o,6... 12, 5
Aire 5i,2... 12, 5
Marquette 53,6... 12, 3
Aire (fort St. -François) 62, 4--- i3,3
Saint- Venant 1 00 , 5 . . . 1 4 » ' •
Eu prenant ces profondeurs, qui sont toutes plus grandes que 20 mètres, et ces températures, pour les valeurs correspondantes de x et de u dans l'équation (1), et déterminant les valeurs de /et g parla méthode des moindres carrés, comme dans l'exemple précédent, on trouve
/= io%4o5, g: = oSoSgS;
ce qui donne 25'°,4^g de profondeur pour chaque degré d'accroissement de tempe'rature de la terre , au lieu de l'oljservation , c'est-àdire dans les environs de Lille. Si l'on compare la formule
u = io°,4o5 + (o°,o3g5)j:,
aux quatorze températures observées, on trouve que les plus grandes difl'érences s'élèvent à — o°,444 ^t -f-o'',5o7, et que la différence moyenne n'est pas de o°,ooi.
En comparant les accroisseraens de température pour chaque mètre de profondeur, o°,o3g5 près de Lille, o°,o5o7 près de Genève et o"",028i à Paris, on voit que le premier est plus rapide que le second dans le rapport de 4 ^ 5, et presque moitié en sus du dernier; ce qui doit tenir à la différence des terreins dans ces trois localités. Si la latitude influe sur les accroissemens de la température de la terre, au-delà de la profondeur où ont lieu les inégalités diurnes et annuelles, les latitudes de Genève, de Paris et de Lille, 46^12', 48°,5o' et 5o°,39', ne diffèrent point assez pour qu'il en puisse résulter la différence entre les valeurs de §• qui ont lieu dans ces trois villes; différences que l'on ne peut pas non plus attribuer à celle de leurs élévations au-dessus du niveau des mers.
La température moyenne de l'eau dans les fossés de la citadelle de Lille est de io°,7; on peut la prendre pour celle de la surface de la teiTe, aux environs de cette ville; et l'on voit qu'elle excède un peu la valeur 10°, 4o5 de /, tandis qu'elle devrait être, au contraire, un peu moindre. Si l'on supposaity= 1 1% et que l'on déterminât la valeur de g d'après la température i4°>i du puits de Saint-Venant, le plus profond des environs de Lille, on aurait o°,o3og pour cette valeur, à très peu près comme à Genève.
(igi). L'accroissement delà température de la terre, à mesure que l'on s'enfonce au-dessous de sa surface , après qu'on a dépassé une certaine profondeur, étant bien constaté, on a essayé d'en trouver la cause. Fourier et ensuite Laplace ont attribué ce phénomène à la chaleur d'origine que la terre conserve encore à l'époque actuelle, et qui décroît du centre à la surface, de telle sorte qu'elle soit excessivement élevée vers le centre, mais très peu considérable près de la surface. Les idées de Fourier sur ce sujet important sont expo-
sées dans les extraits de deux Mémoires qu'il a insérés, il y a déjà plusieurs années, dans le tome XIII des annales de Physique et de Chimie , et dans le tome VII des Mémoires de TAcadémie ; mais il paraît qu'après sa mort, on n'a pas trouvé dans ses papiers les mémoires mêmes où il aurait sans doute développé quelques assertions qu'il a énoncées, sans preuves à l'appui, dans ces deux extraits. Laplace a émis son opinion sur le même sujet, en traitant de la question d'astronomie relative à l'invariabilité du jour sidéral, dans la Connaissance des Tems pour l'année 1823, et dans le livre XI de la Mécanique céleste.
C'est Laplace qui a fait voir que l'inégalité des températures moyennes extérieures, correspondantes à des points très éloignés sur la surface de la terre, c'est-à-dire, la partie de la température f, indépendante du temps, mais qui peut être une fonction quelconque de la longitude et de la latitude du point 0, ne saurait jamais produire aucun acci'oissement ou décroissement sensible de la température de la terre, le long de la verticale Ox , à des distances de la surface qui soient très petites par rapport aurayon du globe, et par conséquent, à toutes les profondeurs accessibles; ce qui n'empêche pas qu'à des profondevu's encore plus considérables, l'inégalité dont il s'agit ne donne lieu à de grandes augmentations ou diminutions de température, sur chaque rayon de la terre et jusqu'à son centre. On fait ici abstraction des variations locales dont il a été question dans le n" 181, comme aussi de la petite augmentation de la température moyenne indiquée dans le n° i85; et il suit alors de ce théorème, tel qu'il a été démontré dans n° 176, que l'accroissement général des températures de la terre, observé près de la surface, ne peut dépendre que de la chaleur propre et initiale du globe, ou de causes qui font varier très lentement la température intérieure. L'explication fondée sur la chaleur d'origine, a été généralement adoptée ; toutefois, il ne me semble pas qu'on ait eu suffisamment égard aux difficultés qu'elle présente, et que j'exposerai tout à l'heure, après avoir déduit les conséquences principales de cette hypothèse.
(192). En admettant donc l'existence d'une chaleur d'origine, encore sensible à l'époque actuelle près de la surface du globe, nous supposerons néanmoins le temps écoulé depuis cette origine, assez
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grand pour que la température de chaque point de la terre, provenant de sa chaleur initiale, soit réduite au premicl- terme de son expression en série d'exponentielles, et représentée par la formule (25) du n° 1 71 ; de manière qu'en désignant par v cette partie de la température du point M, ou ait > ,?Jiii1 c
^ = -li i^ + bx) e ^; (2)
a, b, /, jc , ayant les mêmes significations que précédemment (n" 186); le temps tétant compté à partir d'une époque extrêmement éloignée que rien ne pourrait servir à déterminer; et € désignant
une constante par rapport à X et f, telle que — exprime l'intégrale
I jy sin -j-^''' contenue dans la formule citée. Cette valeur de f est de la forme
i> = f -\- gx; f et g étant des quantités indépendantes de x , savoir :
Dans l'hypothèse que nous examinons, cette quantité g doit être la même que dans la formule (i), c'est-à-dire l'accroissement observé de la température moyenne le long de la verticale Ox, rapporté à 1 unité de longueur. La quantité _/ est celle dont la chaleur initiale de la terre, augmente encore à l'époque actuelle, la température de la surface au point 0. Le temps croissant par des diiTérences égales, ces deux quantités J g\. g décroîtront suivant une même progression géométrique, et extrêmement lente de siècle en siècle , à cause de la grandeur de l. Ainsi qu'on l'a remarqué plus haut (n° 184), elles sont liées entre elles par l'équation g =. bf, qui servira à déterminer J quand les valeurs de b ci g seront connues. On a déjà vu comment la valeur de g peut être déterminée par l'observation; on verra par la suite comment on peut aussi obtenir celle de b par la comparaison des inégalités annuelles des températures extérieures et intérieures; la va-
leur de/ qui en résultera ne sera qu'une fraction de degré, qui variera avec la position du point 0, ou dans le même lieu quand un chau" gementdans l'état de la surface aura fait changer la quantité b. En prenant le mètre et l'année pour unités de longueur et de temps , on a à Paris, comme on le verra par la suite,
b = 1,05719; on aura aussi, comme on l'a vu plus haut,
g = o'',028i ; d'où l'on déduit
de sorte qu'à Paris la chaleur d'origine de la terre augmenterait la température de la surface , à l'époque actuelle , d'un peu plus d'un quarantième de degré.
La chaleur peut avoir été distribuée primitivement d'une manière quelconque, dans la sphère homogène à laquelle appartient la normale Ox; la valeur de C , d'après l'intégrale qu'elle représente, ne dépend que de la température moyenne de tous les points de cette sphère, à l'époque d'où l'on compte le temps t; mais cela suffit pour qu'elle puisse être diflerente, en passant du point 0 à un autre point 0^. L'accroissement de température g pourra donc changer aussi , en passant d'une verticale h une autre , non-seulement à cause de la valeur de a , qui dépend de la nature du sol, mais aussi à raison du facteur € de l'expression de g^. Par conséquent , il n'est pas impossible que cet accroissement de température g soit différent, en des lieux où le terrein est delà même nature. Toutefois, s'il y a eu une époque où la température moyenne d'où dépend la valeur de S, a été la même pour tous les points du globe, ou du moins pour tous les points d'une même région delà terre, ce qui paraît une supposition assez naturelle, et si l'on compte le temps t a partir de cette époque, il en résultera que l'accroissement de la température dans le sens de la profondeur, sera plus ou moins rapide en des lieux différens, selon que la valeur de « y sera moins ou plus grande, et conséquemment, comme on le verra dans la suite, selon que l'amplitude de l'inégalité annuelle de température, y décroîtra plus ou
moins rapidement , à mesure que l'on s'abaisse au-dessous de la surface. C'est un point que l'on pourra facilement vérifier par la comparaison des observations contemporaines.
Dans un même lieu, si la valeur de g devient g^, lorsque le temps t augmente de t^, on aura, à la fois,
Ig = Qe '' , Ig, = Ce
jfi
et, par conséquent,
8, =ge
Lorsque l'on aura déterminé la valeur de a, d'après l'afifaiblissement de l'inégalité annuelle de la température de la terre à mesure que la profondeur augmente, on pourra donc assigner l'époque où l'accroissement de la température moyenne sera réduit à moitié, ou à toute autre partie aliquote de sa valeur actuelle. Ce sera la vérification la plus décisive de l'hypothèse que nous examinons; mais malheui'eusement elle exige un grand nombre de siècles d'observations , vu la lenteur du décroissement de l'exponentielle qui exprime le rapport de g^ à g. Ainsi, l'on a à Paris, comme on le verra dans la suite,
en prenant toujours le mètre et l'année pour unités de longueur et de temps; on a aussi
/ = 656455 i; il en résultera donc
1 oo . : ooo , 1 oooooo
d'où l'on conclut qu'il devrait s'écouler plus de mille millions de siècles pour que la valeur de g fût réduite à moitié.
Lorsqu'il s'agit d'un corps de grandeur infinie et terminé par un plan dont la température initiale était partout la même , l'excès f de la température de la surface sur celle du dehors , et l'accroissement g de la température intérieure, qui ont lieu au bout d'un très long intervalle de temps écoulé depuis l'époque de
l'ëtat initial , sont en raison inverse de la racine carrée de ce temps t (n° i54)' H s'ensuit que la diminution de g pendant un autre temps t^, très petit par rapport à «, sera égale à la valeur
actuelle de g, multipliée par le rapport -^, ainsi que Fourier l'a
énoncé, à l'égard du refroidissement séculaire de la terre, dans un des deux extraits cités plus haut (*). On ne peut donc pas alors calculer la diminution de §• pendant un temps donné <^, sans faire une hypothèse purement gratuite sur la longueur du temps t primitivement écoulé, et sur l'époque d'où ce temps est compté, comme on en a fait une sur la distribution uniforme de la chaleur à cette époque. Mais la terre ne doit pas être assimilée à un corps dont les dimensions soient inh'nies; on doit seulement la considérer comme une sphère d'un très grand rayon ; et c'est la formule dont nous avons fait usage, qu'il convient d'employer pour exprimer les lois de son refroidissement; ce qui permet de calculer, sur chaque vertical Ox , le rapport des valeurs de g à deux époques différentes, d'après l'intervalle de temps qui les sépare, et d'après la valeur de la constante a relative à celte droite. En ce qui concerne les inégalités périodiques de la température qui ont lieu près de la surface, on peut bien , sans en changer les lois, supposer infini le rayon de la terre (n° i85); mais il n'eu est pas de même, comme on voit, relativement à la partie de la température moyenne qui provient, par hypothèse, de la chaleur initiale du globe.
D'après ce qu'on a vu dans le n° Ç)Q^ la portion de cette chaleur d'origine que la terre doit perdre à travers chaque unité de surface et pendant une unité de temps, est égale, relativement au
point 0, au produit A: v-, ou à kg, en vertu des expressions de v
et de g. Cette perte de chaleur variera généralement avec la position du point 0. Pour la calculer, lorsque l'accroissement g de la température intérieure sera connu, il faudra, en outre, faire une hypothèse sur la conductibilité A-, ou bien sur l'une des quan-
i*) Annales de Physique et de Chimie, toine^XIII, page ^^5.
tite's c et p; d'où l'on déduirait la valeur de A d'après celle de l'uaedes constantes a ou b. Mais on n'a pas d'expériences directes qui fassent connaître ia chaleur spécifique cet la conductibilité A" pour les matières dont la terre est formée près de sa surface, non plus que la quantité yo relative à l'état de cette superficie; quant aux observations des températures près de la surface, comparées aux températures extérieures , elles déterminent seulement les valeurs de a et de b, et laissent inconnue l'une des trois quantités c, A, p, du n° 18G.
(ig5). Aucune de ces conséquences de la supposition d'une chaleur d'origine encore sensible à l'époque actuelle près de la surface du globe, n'est une objection contre celte opinion, ni une raison en sa faveur, du moins jusqu'à ce que les rapports numériques qui en résultent, aient été vérifiés ou contredits par les observations de plusieurs siècles. Mais voici les difficultés que cette hypothèse présente, cl qui la rendent, ce me semble, peu vraisemblable.
Dans l'hjpolhèse dont il s'agit, l'accroissement de température que l'on observe à toutes les profondeurs accessibles, aura lieu encore au-delà et jusqu'au centre de la terre; de sorte qu'il en résultera, à de plus grandes distances de la surface, des températures excessivement élevées. Cet accroissement de température étant supposé, par exemple, d'un degré par 5o mètres de profondeur, la température de la terre surpasserait 2000 degrés à une distance de la surface égale au centième du rajon. Il est vrai qu'à de si hautes températures, la chaleur spécifique c et la conductibilité k ne sont plus constantes; il est aussi possible que le rayonnement intérieur ne s'étende plus seulement à des distances insensibles, ni même très petites; et l'équation aux difiérences partielles du mouvement de la chaleur, n'étant plus linéaire et du second ordre, il peut en résulter que la température de la terre croisse, sur chaque verticale, dans un plus grand ou dans un plus petit rapport que la distance à la surface, quoique cette distance soit toujours une petite partie du rayon. Mais il ne s'agit point ici de calculer la grandeur précise de la température intérieure; il s'agit uniquement de montrer qu'elle serait excessive à moins de
60000 mètres de piofondcur. Pour se former une idée de ce qu'elle deviendrait au centre de la terre, on pourra aussi considérer le globe comme un corps homogène, et faire abstVactlon de l'accroissement de densité des couches terrestres en allant de la surface au centre, qui pourrait rendre plus rapide ou moins rapide l'augmentation de température; or, dans ce cas, l'excès de la température centrale
sur celle de la surface, sei'ait égal, d'après le n° i^i, à ^e '' ou Ig, en désignant par ê, l, g, les mêmes quantités que précédemment; par conséquent, si l'on prend toujours le mètre pour unité, et un trentième de degré pour la valeur de g, la température centrale surpasserait deux millions de degrés. Au centre et dans la plus grande partie de sa masse, les matières dont la terre est formée, se trouveraient donc à l'état de gaz incandescens, tellement condensés, néanmoins, que leur densité moyenne surpasserait cinq fois celle de l'eau. Pour les contenir à ce degré de compression et de chaleur, il faudrait une force extraordinaire, dont on ne saurait se former aucune idée; et l'on peut douter si la couche solidifiée du globe aurait une épaisseur et ime cohésion suffisantes pour résister à l'effort des couches fluides intérieures pour se dilater.
La forme à peu près sphérique de la terre et des planètes, et leur aplatissement aux pôles de rotation, montrent avec évidence que ces corps ont été primitivement fluides, et peut-être à l'état aériforme. En partant de cet état initial, la terre n'a pu se solidifier en tout ou en partie, que par une perte de chaleur provenant de ce que sa température excédait celle du milieu oîi elle était placée. Mais il n'est pas démontré que la solidification a dû commencer à la surface pour se propager vers le centre, comme le supposerait un état du globe encore fluide dans la plus grande partie de son intérieur. Le contraire me paraît plus vraisemblable. En effet, les parties extrêmes ou les plus voisines de la surface , en se refroidissant les premières, ont dû descendre à l'intérieur, et être remplacées par des parties internes qui sont venues se refroidir à la superficie, pour redescendre ensuite à leur tour. Ce double courant aura entretenu dans la masse une égalité de température, ou du moins, il aura empêché que l'inégalité ne fiât, à beaucoup près , aussi grande que dans un corps solide qui se
refroidit par sa surface; et l'on peut ajouter que ce mélange des parlies du fluide et le nivellement de leurs températures, auront été favorisés par les oscillations de la masse entière, qui ont eu lieu jusqu'à ce qu'elle soit parvenue à une figure et une rotation permanente. D'un autre cùlé, la pression excessivement grande, supportée par les couches cenlrales, a pu déterminer leur solidification beaucoup avant celles des couches plus voisines de la surface, c'est-à-dire que les premières ont pu devenir solides par l'effet de celte extrême compression, à une température égale ou même supérieure à celle des couches moins rapprochées du centre, et soumises en conséquence à une pression beaucoup moindre. L'expérience a fait voir, par exemple, que l'eau à la température ordinaire, élant soumise à une pression de 1000 atmosphères, éprouve une condensation d'environ un vingtième deson volumeprimitif. Or, concevons une colonne d'eau d'une hauteur égale au rajou du globe, et réduisons sa pesanteur à la moitié de celle que l'on observe à la surface de la terre , afin de la rendre égale à la gravité moyenne qui aurait lieu le long de chaque rayon de la terre dans l'hjpothrse de son homogénéité; les couches inférieures de cette colonne liquide éprouveront une pression de plus de trente millions d'atmosphères, ou égale à plus de trente mille fois celle qui réduit l'eau aux ^ de son volume ; mais sans connaître la loi de la compression de ce liquitle , et quoique nous ignorions comment cette loi peut dépendre de la température, on peut croire néanmoins qu'une si énorme pression réduirait les couches inférieures de la masse d'eau à l'état solide, lors même que leur température serait très élevée. Il semble donc plus naturel de supposer que la solidification de la terre a commencé par le centre et s'est propagée successivement vers la surface : à une certaine température, qui pouvait être extrêmement élevée, les couches les plus voisines du centre se sont d'abord solidifiées, à raison de l'excessive pression qu'elles éprouvaient; les couches suivantes se sont solidifiées ensuite à une température et sous une pression moindres; et ainsi de suite, de proche en proche, jusqu'à la superficie.
En se solidifiant ainsi du centre à la surface, et, si l'on veut, en continuant à se refroidir après être devenue entièrement solide, la terre a pu perdre, depuis long-temps, toute sa chaleur d'origine; de
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sorte que l'accroissement de température que l'on observe actuellement près de sa surface soit dû à une autre cause, et ne s'étende pas dans l'intérieur à des profondeurs très considérables; ce qui est effectivement possible, comme on le verra plus loin. Mais je présente ces considérations avec toute la réserve que l'on doit apporter dans des conjectures qui ne peuvent être vérifiées ni par des calculs précis, ni par des expériences directes.
(ig4)- Nous allons actuellement nous occuper de la partie de la température u du point M qui dépend de la température extérieure Ç.
Pour la déterminer d'après les formules générales du n» 1 76 , il faudra que l'expression de ^ soit réduite en une série de sinus ou cosinus d'arcs proportionnels au temps. Supposons donc que l'on ait
C = B + Kcos{mt-\~ g) + A! cos {in t-\- s') -j- etc.; (3)
B, A, A', etc. , m, m', etc., €, d, etc., étant des constantes réelles et données. La première B représentera la constante de la température extérieure qui répond au point 0 de la surface de la terre, et qui pourra être une fonction donnée de la longitude et de la latitude de 0. Chacun des autres termes de cette valeur de ^ exprimera une inégalité périodique de la température extérieure correspondante à ce même point O. Les coefîiciens A, A', etc., seront les amplitudes de ces diverses inégalités; leurs valeurs changeront généralement avec la position du point 0; on pourra les supposer positives, en prenant convenablement les angles 6, t' , etc. Les coefiiciens du temps m, m', etc., seront aussi supposés positifs. L'inégalité exprimée par A cos (i?it-\- e) passera deux fois par toutes ses différentes valeurs, positives ou négatives, et reviendra à une même valeur,
dans un intervalle de temps égal à —, qui sera, en conséquence,
la durée de sa période entière; et de même pour les autres inégalités.
Nous prendrons toujours l'année julienne pour l'unité de temps; si A cof,{mt -h ê) est une inégalité annuelle ^ on aura alors 771= 27r ; et s'il s'agit d'une inégalité diurne, la valeur de ?« sera m =27r (365,25). Mais en général , nous appellerons inégalités annuelles , toutes celles
dont la période est d'un an ou d'un sous-mulliple de l'anne'e, et qui répondeni, consëqucmment, à 7«:^ 27r, ^=^t(, =67r, etc. ; et nous nommerons inégalités diurnes , celles dont la période est d'un jour ou d'un sous-multiple du jour, et pour lesquelles m sera 27r(5C5,25), ou le double, le triple, etc. , de ce nombre. A l'égard des inégalités séculaires , les valeurs de m, m!, etc., seront extrêmement petites, et égales au nombre a^r divisé par les nombres d'années compris dans leurs périodes.
Cela posé, la valeur permanente de u, correspondante à celle de Ç sera , d après le n° cité ,
„=B4-^ e~«^^™cosf7ni + £— ïy^^m — cT)
+ etc.; En faisant, pour abréger,
è + -\/-wj = D cosj^ , - \/ -77Z ^ D sincT , et par conséquent,
relativement à la première inégalité, et en désig^nant par D, et S',, D^^ et cT,,, etc., ce que deviennent D et «T, par rapport aux inégalités suivantes : c représente ici, comme à l'ordinaire, la base des logarithmes népériens.
Ces formules (5) et (4) montrent que la constante B de la température est la même en dehors et à l'intérieur. Elles font aussi voir qu'à chaque inégalité du dehors, il répond à l'intérieur une inégalité qui a la même période, mais une amplitude différente et toujours moindre.
A la surface où l'on a x = o, l'amplitude de l'inégalité dont
la période est — , se déduit de l'inégalité correspondante de la température extérieure, en multipliant .celle-ci par le rapport de i à
D, c'est-à-dire, par une fraction dont la valeur diminue à mesure que l'inégalité est plus rapide, ou que la valeur de m est plus grande. L'instant de chaque maximum , positif ou négatif, d'une inégalité, arrive, lorsque mt-\-è pour l'inégalité extérieure ou m,t-\-e. — «T pour l'inégalité de la surface , est un multiple de tt j d'où il résulte que chaque maximum de l'inégalité à la surface suit le maximum
de l'inégalité extérieure , d'un intervalle de temps égal à — , en prenant pour «T l'angle aigu qui a pour tangente le rapport de - \/~m
Le long de la verticale Ox, l'amplitude de chaque inégalité diminue en progression géométrique , quand la profondeur x augmente par des diflérences constantes. Pour une augmentation d'une unité dans
la profondeur, l'amplitude de l'inégalité dont la période est — , di-
mmue dans le rapport de e ^y i alunite; en sorte que c est l'inégalité dont la période est la plus courte , qui décroît le plus rapidement; et ce décroissement sera d'autant plus rapide, comme on l'a dit plus haut, que la constante a aura une moindre valeur. Les maxima positifs ou négatifs de cette inégalité ont lieu
à la profondeur x, quand mt -\- s. \ -m — cT est un miJ-
tiple de tt ; chaque maximum se propage donc uniformément suivant la verticale Ox , avec une vitesse égale à as/zm qui est aussi la plus grande pour l'inégalité dont la période est la plus courte.
En considérant toujours l'inégalité dont la période est — , si l'on
appelle X et X' les grandeurs de son amplitude aux distances x et x' de la surface , on aura
ei, par conséquent,
Si l'on suppose x' > j: , et que l'on désigne par X le refard du maximum de cette inégalité à la profondeur x' sur celui qui arrive immédiatement auparavant à la profondeur x , on aura aussi
ay im
en supprimant dans cette quantité le multiple de 27r qu'elle pourra contenir. De ces doux dernières équations, on déduit celle-ci :
X' = Xc-"'S
qui ne renferme plus que des quantités mesurables directement pour chaque inégalité, et pourra servir à vérifier la théorie.
Au dehors ou à l'intérieur, la température moyenne sera la partie de Ç' ou ôiQ u , indépendante des inégalités diurnes et annuelles. A l'extérieur, elle se composera de la constante 13 et des inégalités séculaires de toute espèce dont la valeur de 'C, pourra être affectée. A l'intérieur, elle sera la constante B augmentée de toutes les inégalités séculaires correspondantes à celles de la température extérieure; on y ajoutera, en outre, la valeur de v donnée par la formule (2), pour avoir égard à la chaleur initiale du globe, si l'on suppose qu'elle soit encore sensible à l'époque actuelle près de la surface ; on y comprendra aussi la partie de grandeur invariable, qui provient de chaque inégalité périodique de la température extérieure, d'après ce qu'on a vu dans le u° i85. Relativement à l'inégalité A coa{mt -h &) , j'appellerai w cette partie invariable de w, je supposerai que l'inégalité Acos {int-\- i) de ^ ne provienne pas de la température ^, comprise dans la seconde équation (5) du n" i65; la valeur de w se déduira alors de celle de yv du n" i85, en y faisant q, = o et q =: A ; et comme on a , à très peu près {y = 0,00 igaS , il en résultera
b' -\ îl f._
pour la quantité constante dont l'inégalité Acos(mi + £) de la tem-
péralure extérieure augmentera la tempéi-ature moyenne du point M
situe' à la distance x de la surface.
figS). Quelle que soit la valeur de ^ en fonction de t, on pourra toujours lui donner la forme du second membre de lequation (5), en la transformant, si cela était nécessaire , en une intégrale définie double, dont on prendrait ensuite les élémens pour les ternies de ce second membre. Mais dans les applications que nous ferons des formules (5) et (4), l'expression de '( se composera de parties dont chacune reprendra la même valeur à des époques équidistantes ; et cela étant, la réduction de chacune de ces parties en une série de sinus ou de cosinus d'arcs proportionnels au temps, s'effectuera beaucoup plus simplement au moyen de la formule suivante.
Soit <pt une fonction donnée ; désignons par G un intervalle de temps déterminé; et supposons que celte fonction reprenne la même valeur toutes les fois que t augmente de 6, de sorte qu'on ait
<p{t + 6) = <pt,
pour toutes les valeurs de t; la fonction (pt étant d'ailleurs tout-à-fait arbitraire, continue ou discontinue, entre deux valeurs de t, dont la différence est G. D'après ce qu'on a vu dans le n° i54; on aura
(pt^jfyt'dt'
. 2 r6 , ZTTt' ,^, lift . 2 C^^^l • =""' J^/ • 277Ï
-\- W^ (pt' cos^cf^'.cos^ "^ 9 / o ^ ^'" ô cit'. sin^ ^"^^ -}- g / <pt' cos —dt' . cos -^ — h 8 / <P^ sm -j- dt . sm -j- -f- etc. ;
expression de la même forme que le second membre de l'équation (5).
On fera coïncider ces deux formules en prenant
»i=y, m = 2_, 7?i' = _, etc.,
Acosê=-/ (pf cos -— «r, Asinê= — j- / fr sm -r- ^rr,
A'cosé'= I r (pf' cos ^' r/f', A'sin é=—^f\t' sin — ^<',
A'cos£"= ^ /"^' <p<'cos ^' r/<', A"sin£"=— ^^^J (pi' sia ^' dt',
etc. ;
d'où l'on conclut, en vertu de la formule (4), qu'une partie (pt de la température extérieure dont le temps périodique est G, donnera naissance dans l'intérieur, à une partie constante égale à cette valeur de B, et à une série d'inégalités dont les périodes seront 6, 2G, 5Ô, etc. Leurs amplitudes décroîtront, puisque ces périodes sont croissantes, et, en outre, parce que les intégrales relatives à t' forment deux séries décroissantes à raison des sinus et cosinus des multiples croissans de la variable qui sont contenus sous les signes f. Il faut aussi ajouter que si la fonction tpt, quoiqu'elle ne reprenne les mêmes valeurs qu'au bout de chaque intervalle de temps égal à 9, passe néanmoins plusieurs fois , dans cet intervalle, par des valeurs positives et négatives, cette circonstance affaiblira les valeurs de toutes les intégrales précédentes; en sorte qu'il pourra arriver qu'une semblable partie (pt de ô, ne donne lieu qu'à de très petites inégalités périodiques dans l'expression de la température intérieure.
La question qui doit nous occuper dans ce qui va suivre, c'està-dire la détermination de la température du point M au moyen de la formule (4), se réduira donc maintenant à former, d'après la seconde équation (5) du n" i63, l'expression complète de ^ en fonction de t, résultante de toutes les soui'ces de chaleur d'où dépend la température extérieure. Ces sources diverses sont la chaleur stellctire , la chaleur atmosphérique agissant par le rayonnement ou par le contact immédiat, et la chaleur solaire. Nous allons les considérer successivement, en entrant dans tous les détails nécessaires sur la nature et l'influence de chacune d'elles.
(igG). Si l'on mène par le point 0 de la surface de la terre, une droite OE, suivant une direction quelconque et indéfiniment prolongée, cette droite finira toujours par rencontrer une étoile visible ou invisible ; la terre est donc placée dans un espace terminé par une enceinte fermée de toutes parts, et qu'on suppose j-empli d'un étlier excessivement rare ; et quoique les dimensions de cette enceinte formée d'étoiles, soient immenses, cela n'empêcherait ni ne diminuerait son action calorifique sur le globe terrestre, si l'éther n'absorbait nullement la chaleur qui le traverse; car dans le vide ou dans un milieu non absorbant, l'intensité de la chaleur rayonnante décroissant suivant la raison inverse du carré de la distance, il s'ensuit que l'action totale d'une enceinte fermée sur tous les corps contenus dans l'espace qu'elle termine, est indépendante de sa grandeur absolue. Si donc on fait d'abord abstraction du pouvoir absorbant de l'éther, il y aura un échange continuel de chaleur entre la terre et la première étoile que va rencontrer la droite OE, et il en résultera, à chaque instant, une augmentation ou une diminution de la température du point 0, selon qu'elle sera plus petite ou plus grande que celle de l'étoile. Mais si 0 et OE sont le sommet et l'axe d'un cône extrêmement aigu , la portion de l'enceinte stellaire interceptée par ce cône comprendra, vu la distance excessivement grande des étoiles à la terre, un nombre immense d'étoiles; elles n'auront sans doute pas toutes une même température; il y a lieu de croire que celles qui sont lumineuses, ont, comme le soleil, une très haute température, et que celles qui ne le sont pas, s'il en existe, ont une température beaucoup moins élevée; cela étant, nous prendrons la moyenne des températures de toutes ces étoiles pour la température de cette portion de l'enceinte correspondante à la direction OE, et nous la représenterons par i^.
Si la valeur de s est supposée la même suivant toutes les directions et pour tous les points de la surface du globe, l'enceinte stellaire devra être considérée comme ayant partout la même température; quelles que soient sa figure et les différentes matières des étoiles dont elle est formée, si l'on fait toujours abstraction du pouvoir absorbant de l'éther, un thermomètre placé en un lieu quelconque de l'espace borné par cette enceinte, marquera partout la température s, d'après ce
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qu'on a vu dans le chapitre H ; et quel que soit aussi l'élat calorifique de la terre à une époque déterminée, elle prendra, au bout d'un temps convenable, cette même température qui s'ajoutera, dans toute sa masse, à celle que produit la clialeur solnire, et dont nous déterminerons les lois par la suite. Mais l'hypothèse d'une valeur de s qui soit égale pour toutes les régions du ciel, paraîtra hors de toute vraisemblance, si l'on observe que les étoiles doivent avoir une chaleur propre, enti'etenue par des causes particulières, comme celle du soleil , et qui ne tend pas à 1 égalité par l'efl'et de leur rajonuement mutuel. 11 ne semble pas non plus qu'on puisse supposer l'éther entièrement dénué de la faculté d'absorber la chaleur; car si cela était, la temptirature en chaque point de l'espace, provenant delà chaleur stellaire, serait extrêmement élevée et comparable à celle du soleil, à moins que le nombre des étoiles incandescentes ne fût extrêmement petit par rapport à celui des étoiles opaques. Or, soit à cause de l'inégalité probable des valeurs de j qui répondent à deux directions différentes OE et OE', soit parce que la chaleur stellaire sera venue, suivant ces deux directions, d'étoiles inégalement éloignées de la terre, et aura, par conséquent, éprouvé des absorptions différentes en traversant l'éther, on est conduit à supposer que la quantité de chaleur stellaire qui parvient à la terre dans une direction déterminée, varie avec cette direction, suivant une loi qui est, à la vérité, tout-à-fait inconnue. On expliquera plus loin comment cette variation pourrait être vérifiée par des expériences directes.
En admettant donc cette hypothèse, il en résultera qu'un thermomètre transporté successivement en dilVérens lieux de l'espace, marquera des températures qui pourront être très inégales. La température qu'il indiquera en chaque point sera celle de l'espace en ce point. Pour qu'elle change sensiblement d'un point à un autre, il faudra, vu les excessives dimensions de l'enceinte stellaire, qu'ils soient séparés l'un de l'autre par une immense distance. Ainsi , les distances des étoiles à la tei're étant extrêmement grandes, eu égard même au diamètre de l'orbite de la terre, il s'ensuit que pendant sa révolution autour du soleil, la terre se meut dans un espace dont la température est partout la même, ou sans aucune différence appréciable; en sorte que la chaleur stellaire ne peut donner lieu à aucune inégalité annuelle dans la tem-
pérature du globe. Mais il n'en est plus de même lorsque l'on considère le mouvement de notre système planétaire dans l'espace : pendant ce mouvement, la terre s'approche de certaines étoiles, s'éloigne des autres, et se trouve en communication calorifique avec de nouveaux astres , soit à cause de leurs propres déplacemens , soit à raison du mouvement de notre système; sur la route que suit la terre, la température de l'espace peut être très différente en des points séparés par de grandes distances, et auxquels la terre ne parvient qu'après de longs intervalles de temps.
Cela posé , concevons que la terre , dans ce mouvement , soit restée assez long-temps dans une partie de l'espace pour qu'elle en ait pris la température dans toute sa masse. Si elle passe ensuite dans une autre région dont la température soit moins élevée, elle se refroidira, et jusqu'à ce que sa masse entière ait atteint cette nouvelle température, la sienne croîtra de la surface au centre. Le contraire aura lieu lorsqu'elle passera dans une région dont la température sera plus élevée que celle qu'elle avait prise d'abord; mais si des températures de l'espace, alternativement plus basses et plus hautes, se succèdent à des intervalles de temps qui ne soient pas assez grands pour que la masse entière du globe puisse prendre chaque nouvelle température, il en résultera des accroissemens ou des décroissemens plus ou moins rapides de la température, et qui ne s'étendront que jusqu'à une certaine distance de la surface. Or, ces considérations fournissent une explication très naturelle et très simple de l'accroissement de température que l'on observe actuellement à toutes les profondeurs accessibles : il résulterait donc de ce que la terre , par suite du mouvement de notre système planétaire, se trouve maintenant dans une partie de l'espace dont la température est moins élevée que celle de la région où elle se trouvait à une époque antérieure; le globe terrestre pourrait alors être comparé à un corps d'un très grand volume, que l'on aurait transporté de l'équateur vers le pôle, dans un temps trop court pour qu'il eût pu se refroidir entièrement, et qui présenterait , en conséquence, un accroissement de température en s'éloignant de sa surface , qui ne s'étendrait pas jusqu'à ses couches centrales. Ainsi, l'augmentation de la température moyenne sur chaque verticale, à mesure que Ion s'éloigne de la surface, peut s'expliquer,
corunie nous l'avons dit plus haut, sans recourir à l'hypothèse d'une chaleur propre du globe, provenant de son clat initial, et encore sensible près de sa superficie; hypothèse qui entraînerait la conséquence d'une température intérieure tout-à-fait invraisemblable, par son excessive élévation, et à laquelle on ne serait forcé d'avoir recours que s'il était impossible de rendre compte du phénomène d'aucune autre manière.
(197). Les variations de la température de l'espace sur la route de la terre dans le mouvement du système planétaire, nous sont absolument inconnues ; elles peuvent s'élever h de grands nombres de degrés, en plus ou en moins; et nous savons seulement que la température de la partie de l'espace où la terre se trouve par suite de ce mouvement, ne peut augmenter ou diminuer sensiblement qu'après de longues suites de siècles. Néanmoins^ afin de montrer, avec plus de précision, leur influence sur la température de la terre, je prendrai un exemple toul-à-fait arbitraire, et je supposerai qu'en vertu de ces variations de la température de l'espace, la valeur de ^ renferme un terme périodique, pour lequel je prendrai le second terme Acos(m^H-e) de la formule (5).
Pour fixer les idées, supposons qu'à raison de ce terme la température extérieure ^ diminue depuis -f- 100° jusqu'à — 100°, et augmente ensuite depuis — 100° jusqu'à -f-ioo°, en un million d'années; en sorte que son oscillation totale, provenant d'une pareille variation dans la température de l'espace, soit de aoo° dans cet intervalle de temps. En désignant par t la valeur de t qui répond à l'époque du maximum positif de cette inégalité séculaire, on fera doxic
A = 1 00°, e = — niT , }n =
et si l'on représente par u^ , la partie de la température 11 du point M, relative à cette inégalité, c'est-à-dire, la valeur correspondante du second terme de la formule (4) , nous aurons
\\ 1000. abj L_i 000000 looo.aj („%
+ _V^sinrH^-=I^_^^^1}, 1000. ûo |_«oooooo 1000. a— IJ
u^ = ioo°.e
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en observant que l'on a, à très peu près,
b cos ^ \/sr 6 sin <^ y/^
D 1000. aè' D looo.ab'
Tant que la profondeur x sera très petite par rapport à la constante - — 7^ dont la valeur est d'environ 5ooo mètres, d'après celle de a que l'on a citée précédemment , savoir
on pourra développer l'exponentielle et les sinus et cosinus que ren-
ferme la formule (7), suivant les puissances de la fraction *^ ' -
d'où il résultera , à très peu près ,
u, = 100° cos
en sorte qu'il y aura, près de la surface de la terre, un accroissement ou un déci'oissement de température proportionnel à la profondeur a-, selon que la quantité comprise entre les crochets dans cette expression de u^sera positive ou négative. Si, par exemple, l'inégalité de la température extérieure est parvenue maintenant à son maximum négatif, c'est-à-dire , si l'on suppose que l'on ait actuellement
il en résultera
„^=._.oo°+rQ+x)^,
et , par conséquent, un accroissement de température d'un degré pour un nombre de mètres égal à — '—, ou de o°,0275 par chaque mètre de
profondeur; ce qui serait peu différent de l'accroissement que l'on
observe à Paris. Mais quand la distance x aura cessé d'être très petite
par rapport a -— ^, 1 accroissement de température cessera aussi d être
pioportiotmel à x, et la valeur de u^ devra être calculée au moyen de la formule (7).
En y mettant pour t sa valeur précédente , elle se réduira à
u, = — ioo°.e~ '"""•" cos-^^.
Le mcucinium de cette quantité répondra à
et aura pour valeur
1000. fi 4
TT
de sorte qu'il ^excédera d'à peu près 107° la valeur "^ = — 100° qui répond à la surface. La profondeur à laquelle il aura lieu, sera
au-delà d'une distance à la surface d'à peu près 7000 mètres, la valeur de Uj décroîtra donc continuellement; et à une profondeur d'environ 60000 mètres, par exemple, elle se réduira à moins d'un centième de degré ; ce qui fait voir qu'à cette profondeur, qui n'est pas encore un centième du rayon de la terre, l'inégalité de la température de l'espace que nous avons supposée, n'influerait plus sensiblement sur la température intérieure.
Si l'on fait x = o dans la formule (7) , on aura la valeur de u^ relative à la surface et à une époque quelconque de cette inégalité. Faisons ensuite, successivement,
t = T, ^ = T -f- 5ooooo;
les valeurs correspondantes de u^ seront
' lo.ao ' ' ' 10. ab
par conséquent, si l'on suppose, comme plus haut, que la seconde valeur de t réponde à l'époque actuelle, il en résultera que Sooooo ans
auparavant, la température de la surface surpassait de 200° ^^ ,
.ioud'à peu près 200°, celle qui a lieu maintenant; ce qui rendait la terre inhabitable. Mais en prenant
, t ■= T H- Sooooo d= Soooo,
et en conservant seulement, pour abréger, le premier terme de la valeur de u^ , on aura
M^ = — 100''. cos 18° = — 95° ;
d'où il résulte que 5oooo ans avant et 5oooo ans après l'époque actuelle, la température de la surface n'excéderait celle qui a lieu aujourd'hui que d'environ 5°j différence qui n'empêcherait pas l'espèce humaine de pouvoir exister sur la terre.
En général, pour que l'inégalité de la température de l'espace sur la route de la terre puisse produire à une époque déterminée , comme celle oii nous vivons, un accroissement ou un décroissement sensible de la température moyenne du globe , près de la surface , il est nécessai»]e /qu'à des époques séparées de celles-là par des milliers de siècles, la température de la surface ait été très supérieure ou très inférieure à celle que l'on observe à cette même époque.
(198). L'inégalité des quantités de chaleur stellaire que la terre reçoit à chaque instant des diÛerentes parties du ciel, pourra être rendue sensible par l'expérience que nous allons indiquer.
Pendant une belle nuit, où l'air est calme, le ciel serein et l'atmospbèrevsans nuages, supposons qu'un miroir concave POQ(fig. 1 5) soit placé un .««eu au-dessus de la surface de la terre. Soient F son foyer, et OFE son axe indéfiniment prolongé. Le point 0 est fixe; le miroir peut tourner en tous sens autour de ce point, de sorte que son axe puisse être dirigé successivement vers toutes les régions du ciel au-dessus de l'horizon ; un thermomètre très sensible est placé au foyer F. Afin de simplifier la question, nous supposerons les bords du miroir assez élevés pour interrompre la communication calorifique du thermoniëtre avec la surface de la terre ; nous supposerons aussi qu'on î^it placé à une petite distance du foyer, un corps concave G qui interrompe également la conmiunication directe de l'instrument avec les a?
étoiles et avec l'atmosphère, mais dont l'étendue soit assez petite pour diminuer le moins possible, la quantité de chaleur stellaire et atmosphérique qui viendra tomber sur la surface du miroir ; on supposera enfin le pouvoir émissif du miroir à peu près nul, et conséquemment , sa réflexibilité parfaite.
Le miroir renverra donc au thermomètre , sans y rien ajouter, toute la chaleur rayonnante qui viendra tomber sur une partie de sa surface, parallèlement à son axeOFE ; or, si l'on conçoit un cône qui ait son sommet au point F et la circonférence de sa base sur la surface du miroir, et qui comprenne tous les rayons réfléchis vers ce point; puis un cylindre indéfiniment prolongé vers le ciel, ayant même base que le cône et pour axe la droite OFE, il est évident que toute la chaleur réfléchie proviendra de la colonne atmosphérique et de la portion du ciel comprise dans ce cylindre ; en sorte qu'il y auia , par l'intermédiaire du miroir, échange continuel de chaleur, soit entre le thermomètre et toutes les molécules qui font partie de cette colonne , soit entre cet instrument et les étoiles qui appartiennentà celte petite portion du ciel. En vertu de cet échange de chaleur, la température marquée par le thermomètre focal variera avec le temps; je la désignerai par f au bout du temps quelconque t; et pendant l'instant c?<, l'augmentation de chaleur de ce corps d'un très petit volume, qui résultera de l'échange dont il s'agit , pourra être exprimé par
a (<7 — i>)dt -h ë(s — i>)dt ,
d'après ce qu'on a vu dans le n° 36. On représente ici par q une certaine température dépendante de celles de toutes les molécules d'air comprises dans la colonne atmosphérique, et qu'on peut regarder comme une moyenne de ces températures inégales; par a. une quantité qui dépendra du nombre de ces molécules, de leurs densités, de leurs pouvoirs émisslfs, et de l'absorption que la chaleur aura éprouvée en allant de chaque molécule au thermomètre; par s la température stellaire, correspondante à la dii'cction OE (n° 196); par S une quantité dépendante de l'absorption de la chaleur, soit dans réther,soil dans toute la longueur de la colonne atmosphérique; les deux coeflSciens a et ê sont, en outre, proportionnels au pouvoir absorbant du thermomètre d'après l'état de sa superficie , et à l'étendue de la surface ré-
fléchissante ou au carré de la distance focale OF ; on les regardera
comme indépendans des températures.
Si l'on désigne par » la température de l'air en contact avec le thermomètre , ce corps éprouvera aussi pendant l'instant dt , une diminution de chaleur exprimée par le produit ^(f — n)dt , dont le facteur y est proporlioimel à l'étendue de sa surface et au pouvoir refroidissant du fluide. L'augmentation de chaleur , positive ou négative, qu'éprouvera le thermomètre pendant cet instant dt , sera donc
a. (q — i>)dt-{- C(s — i>) dt — y(i> — yi)dt}
quantité qu'il faudra égaler à zéro, pour déterminer la température finale à laquelle l'instrument parviendra plus ou moins rapidement, et que nous désignerons par u; par conséquent, nous aurons
Les deux quantités y et n ne changeront pas avec la direction de l'axe OE. Si l'on fait tourner cette droite autour de la verticale Oz, sans que l'angle EOz varie, la longueur et la constitution de la colonne atmosphérique dont cette droite OE est l'axe, resteront les mémesj et, conséquemment, les trois quantités a, €, q , ne varieront pas non plus. Mais si la température s vai'ie sensiblement avec la direction de la droite OE à laquelle elle répond, la température m variera également; de sorte que si l'on représente par u' et s' ce que it et s deviennent pour une seconde direction de OE, qui fait le même angle que la première avec la verticale , on aura
/ »q -r Ss -\- yv)
et de cette équation, jointe à la précédente, on déduira
Toutes choses d'ailleurs égales, les différences / — i' et ii! — u seront donc proportionnelles l'une à l'autre; la première surpassera toujours la seconde; et si la seconde est sensible, on en conclura, avec certitude, que la température stellaire^ n'est pas égale dans toutes les régions du ciel. Telle est donc l'expérience que je propose pour
décider cette question dont on a vu toute l'importance dans la théorie des températures de la terre. C'est aux physiciens à juger si elle est praticable, et quel succès on en peut espérer. Ou pourrait remplacer le thermomètre placé au foyer du miroir par l'instrument beaucoup plus sensible, dont M. Melloui a fait usage dans SCS belles expériences sur la transmission de la chaleur rayonnante à travers différentes matières, diaphanes ou opaques (*).
(199). Cette expérience est, au reste, tout-à-fait analogue à celle que l'on a déjà tentée pour rendre sensible l'échange de chaleur rayonnante entre la terre et l'atmosphère, et l'iiiégalité du rayonnement des diverses colonnes atmosphériques, à raison de leur diflérence de longueur.
Supposons, en effet, que l'on change l'angle EOr que fait l'axe OE du miroir avec la verticale 0;; les températures 11, q, s, et les coefïiciens a et ^ changeront aussi; et si l'on désigne par u^,q^, s^, a , ê^, ce que deviennent ces cinq quantités, on aura
Dans Texpérience que nous rappelons, on emploie un très fort miroir concave, dont la distance focale OF est fort grande par rapport au rayon du thermomètre ; ce qui permet de négliger y dans u et u^, relativement à a et ê, ou à a^ et 6^^; on suppose aussi implicitement que le rapport de Q^ à a^ reste le même que celui de é" à a; au moyen de quoi l'on a plus simplement
u =. é'q + {i ^ cT)*, «, = ^q, + (1 — é')s,, en faisant, pour abréger,
•=cr.
Mais nous ignorons si cette fraction S diffère peu de l'unité; nous
(*) Depuis l'impression du n° i5 de cet ouvrage, où sont mentionnées les premières recherches de M. Melloni, l'auteur les a continuées et a été conduit à de nouveaux résultats, non moins intéressans que ceux qu'il avait d'abord obtenus. L'ensemble de ses travaux a été l'objet d'un excellent rapport que M. Eiot a fait i. l'Académie , et que l'on trouvera en note à la fin de cet ouvrage.
ne savons pas non plus si les températures ^ et ^, , dont les grandeurs absolues nous sont inconnues, peuvent être négligées par rapport à 7 et ^,; par conséquent, les équations précédentes ne sauraient faire connaître les valeurs de cj et cj^ , d'après les températures observées u et u^. Toutefois, en ne négligeant pas ^ et i^ , mais en faisant seulement abstraction de la différence s^ — s , on aura
ce qui montre que les deux quantités q^ — ly et u^ — u seront de même signe et proportionnelles l'une à l'autre.
D'après les températures moyennes que q et q^ représentent , il est aisé de concevoir que la différence q^ — q sera positive et atteindra son inaocimum relativement à toutes les directions de la droite OE, lorsque la direction à laquelle répond g^ sera horizontale, et qu'au contraire q répondra à la direction verticale. Dans ce cas, la différence u^ — u donnée par l'observation, doit donc être aussi positive et la plus grande possible. L'expérience fait voir, effectivement, que la température marquée par le thermomètre focal s'élève quand l'axe du miroir passe de la verticale à une direction horizontale; et il paraît qu'alors la différence u^ — 11 des deux températures est assez grande pour être facilement mesui'ée.On attribue à WoUaston cette observation intéressante, qui mériterait bien d'être répétée.
L'expérience fait aussi voir que la température u , correspondante à la direction verticale de l'axe du miroir, est notablement inférieure à celle qui est marquée dans le même lieu et au même instant par un autre thermomètre exposé au rajonnemeut de la terre et de l'atmosphère entière ; de sorte que la température u s'élève quelquefois de plusieurs degrés , dès qu'on supprime le miroir POQ et le corps G; ce qui tient à ce que la température de la terre, même pendant la nuit, et la température moyenne de toute l'atmosphère, sont l'une et l'autre supérieure, à la température moyenne de la colonne d'air verticale.
(200). En admettant l'inégalité de température des différentes régions du ciel , il en résulte que la quantité de chaleur stellaire qui tombe à chaque instant, suivant toutes les directions, sur un élément de la sui-face du globe, change avec cet élément, et qu'en im même lieu elle change aussi avec l'heure de la journée.
Ainsi, en menant par le point 0 (fig. 14), un plan tangent à la surface de la terre , on voit que l'élément qui répond à ce point ne recevra de chaleur stellaire que des étoiles situées d'un seul côté de ce plan indéfiniment prolongé. La partie du ciel avec laquelle cet élément sera en communication calorifique et la quantité de chaleur qu'il en recevra , changeront donc aux différentes heures du jour sidéral, pour redevenir les mêmes au bout de chaque intervalle de temps égal à un jour entier; par conséquent, il en résultera une inégalité diurne dans la température de la terre près de sa surface; son amplitude, comme celle de toute autre inégalité diurne, décroîtra très rapidement à partir du point 0 sur la verticale Ojc; mais, de plus, si la température stellaire passe un assez grand nombre de fois, ce qui paraît vraisemblable, au dessus et au-dessous de sa valeur moyenne pendant la durée du jour entier, l'amplitude des inégalités diurnes à la surface même sera très afî'aiblie par ces alternatives (n° igS); par conséquent, la différence de température des diverses régions du ciel, qui ne peut déjà donner lieu à aucune inégalité annuelle dans les températures de la terre, n'y produira non plus que de très faibles inégalités diurnes, dont on pourra faire abstraction.
Deux élémens de la surface du globe, situés sur un même parallèle, recevront des quantités égales de chaleur stellaire pendant la durée entière d'un jour sidéral; mais il n'en sera plus de même pour deux élémens qui répondront à des latitudes différentes, et, particulièrement , quand l'une sera australe et l'autre boréale. Une partie des étoiles qui enverront de la chaleur à l'un des deux élémens, n'en enverront jamais à l'autre; ce qui aura lieu, par exemple, pour toutes les étoiles à l'égard des élémens situés aux deux pôles. Il suit de là que les quantités de chaleur stellaire reçues pendant chaque jour sidéral , par les surfaces entières des deux hémisphères, pourront être différentes l'une de l'autre ; le cas de leur égalité serait même tout- à -fait invraisemblable; et de leur difîérence , il résultera que les températures moyennes des deux hémisphères devront être inégales, toutes choses d'ailleurs égales.
On suppose, en général, la température moyenne de l'hémis-
phère austral inférieure à celle de notre hémisphère; la différence pourrait donc provenir, en partie, de ce que le premier hémisphère recevrait moins de chaleur stellaire que le second. Ces deux parties du globe reçoivent pendant chaque année des quantités à peu près équivalentes de chaleur solaire; mais elles n'absorbent pas cette chaleur en même proportion, à cause de la nature dilTérenle de leurs surfaces, résultant de ce que la partie recouverte des eaux de la mer est plus grande au-delà de l'équateur que de notre côté; et par la même raison , le pouvoir i-ayonnant n'est pas non plus le même pour les deux hémisphères. Cette difTérence de l'état de leurs superficies, peut aussi contribuer à l'inégalité de leurs températures moyennes; car on sait qu'en général , les corps exposés aux rayons du soleil s'échauff'ent inégalement , quand leurs surfaces ne sont pas de la même iiature. Nous reviendrons sur ce point dans la suite.
(20 ij. Après tous ces détails sur la chaleur stellaire, nous devrions maintenant nous occuper de la seconde source de chaleur d'où dépend la température extérieure , c'est-à-dire, de la chaleur atmosphérique (n" igS); mais auparavant, il est nécessaire de considérer la température marquée par un thermomètre exposé à l'air libre et situé dans l'atmosphère, à une hauteur quelconque audessus de la surface de la terre.
On supposera que la boule du thermomètre soit une sphère d'un très petit rayon , que l'on représentera par s. Ce petit corps prendra à chaque instant la jnême température dans toute sa masse ; au bout du temps/ , on désignera par i> cette température variable. On supposera aussi que sa surface soit partout dans le même état. La couche d'air en contact avec cette surface, conservera, en se renouvelant sans cesse, une température constante qui sera désignée par », comme plus haut. La quantité de chaleur enlevée par cet air au thermomètre pendant l'instant dt, aura alors ^^i'y (v — yi)dt pour expression ; y étant la mesure du pouvoir refroidissant de ce fluide.
Soit T(fig. 16) le centre de cette boule; de ce point T, abaissons une perpendiculaire sur la surface AOB de la terre, qui la rencontre en 0; et faisons TO = h. Appelons / le rayon CO de la terre. La hauteur h sera toujours très petite par rappoit à /; mais
011 supposera que ccKc élévation du tlicrniomctre soit aussi toujours 1res grande par rapport à son rayon s ; eu sorte que l'iustrunient ne sera ni en contact avec la surface de la terre, ni même à une hauteur h de quelques millimètres, si le rayon ê est, par exemple, d'un millimètre.
Concevons un cùnc tangent à la fois à la surface de la terre et h celle du thermomètre, qui aura son sommet D au-dessus du point T sur le prolongement de la verticale OT, et qui sera représenté par ADB dans la figure. Soit K un point de l'atmosphère, situé en dehors de ADB, à ime distance du point T assez grande par rapport à s pour que Ion puisse regarder à très peu près comme un cylindre, le cône tangent à la surface du thermomètre et qui aurait son sommet au point K. On pourra en même temps considérer la portion de cette surface comprise dans ce cône, comme étant aussi à très peu près égale à la moitié de la surface entière, ou à 27ré'. Il y aura échange continuel de chaleur entre cet hémisphère et la portion d'atmosphère, de grandeur insensible, qui répond au point K; et de cet échange, il résultera pour le thermomètre une augmentation de chaleur pendant l'iuslaut dt , que l'on pourra représenter par le produit '27T-.'Q7 P(t' — 1\) dt , en désignant parc le volume de la petite portion d'air que l'on considère, par H sa température, par P une quantité dépendante de sa densité, de son pouvoir émissif et de l'absorption que la chaleur éprouve dans le trajet de K à cet instrument, enfin par Q une constante donnée, dont la valeur est proportionnelle au pouvoir absorbant de sa surface. Donc en représentant par STTi'CEdt , l'augmentalion totale de chaleur du thermomètre, provenant de l'échange avec toutes les molécules de l'atmosphère, la valeur de E sera donnée par l'intégrale de la quantité ffP (v — n), où l'on remplacera (7 par l'élément difl'érentiel du volume, et que l'on étendra à fous Its points K situés en dehors du cône ADB, en négligeant pour phis de simplicité, la portion d'air comprise entre AOB et l'instrument, qui est toujours très petite par rapport à la partie supérieure à ADB. Si l'on désigne par r le rayon vecteur TK du point K, par 6 l'angle zTK qu'il fait avec Is vcrticflc Tz, et j rr -^ l'rrtjlc ccnipiif entre le
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plan de ces deux droites et un plan fixe mené par la seconde , on
aura
j^ s'm^ dr M d
Les deux quantités P et n seront des fonctions de r et 9 , qui dépendront aussi de l'angle ^z, lorsque le soleil étant sur l'horizon ou très peu au-dessous , échauffera et dilatera inégalement les parties de l'atmosphère autour de Tz. Soient encore A une fonction de 9 qui représentera la longueur de l'atmosphère suivant la direction TK, et ^ tt -[- J" l'angle constant aTA ou zTB. Les limites de l'intégrale triple de a? (i' — n) seront r= o et r = A, 9 = o et ^ =-7r -{-<^, •v]/ = oet '^ = 27r; par conséquent, si l'on fait, pour abréger,
la valeur de E sei-a
E = p ((^ ■ — «îB-) ,
et dans celte valeur, rw exprimera une température moyenne de toutes les molécules atmosphériques situées au-dessus du cùne ADB. L'angle cT sera toujours très petit; quand la hauteur h ne sera pas très considérable, on pourra négliger tout-à-fait cet angle, et considérer ADB comme un plan horizontal. A la rigueur, les inte'grales relatives à r ne devraient pas s'étendre aux points K dont les distances au thermomètre ne sont pas très grandes relativement à son rayon €, et pour ces points l'échange de chaleur devrait être calculé différemment; mais, vu la petitesse supposée de t, il n'est pas nécessaire d'avoir égard à cette différence.
Pour tenir compte de l'échange de chaleur entre le thermomètre et les étoiles, il est évident qu'il faudra ajouter au produit 27rs'€Edt, une autre quantité semblable. Je la désignerai par 27fe^ëE'cÛ', et la valeur de E' pourra être représentée par
E' = p' (v — 'ts-');
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«r' étant une tempe'rature moyenne de la partie de l'enceinte stellaire, située au-dessus du cône ADB, et p un coefficieut qui dépendra de l'absorption que la chaleur émanée des étoiles aura éprouvée successivement dans l'éthcr et dans l'atmosphère.
Maintenant , soient M un point de la portion AOB de la surface de la terre , et œ l'élément de cette surface qui répond au point M. Si 1 ou conçoit ua cône qui ait son sommet en ce point et qui soit tangent à la surface du thermomètre, la portion de cette surface comprise dans ce cône sera à très peu près celle d'un hémisphère et égale à 2^6*, à cause de la petitesse du rayon s, par rapport à la distance MT. 11 y aura échange de chaleur entre tous les élémcns de cette demi-surface du thermomètre et l'élément co; Faugmenfation de clialeur qui en résultera pour l'instrument pendant l'instant dt, aura d'abord pour facteur z-Tti^&dt, comme dans les échanges que Ion vient de considérer, et la quantité ê sera la même que précédemment, puisque, par hypothèse, l'état de la surface du thermomètre ne change pas dans toute son étendue. Quant au second facteur de cette augmentation de chaleur, il se composera de trois parties distinctes, dont l'une proviendra de la cluileur émife par la terre à travers w et les deux autres résulteront de la chaleur atmosphérique et de la chaleur stellaire réfléchies par cet élément. Pour former la somme de ces trois parties ou l'expression totale de ce second facteur, soient C le centre de la terre, et IMN le prolongement de CM, ou la normale extérieure en M; menons dans le plan de MN et de MT une troisième droite MH , telle que MN coupe l'angle HMT en deux parties égales ; faisons
MT = j, NMT = (p;
et observons que toutes les droites qui vont du point M au thermomètre sont sensiblement égales et parallèles à MT. D'après le chapitre II , le second facteur dont il s'agit aura pour expression
et l'augmentation de chaleur à laquelle il appartient sera , en
conséquence ,
On néglif^e ici l'absorption de la chaleur par l'air, dans le ti-ajet de cû au thermomètre; ce qui est permis lorsque l'élévation h de l'instrument au-dessus de la surface de la terre n'est pas très considérable.On repi'ésente parz^ la température de cette surface au point M, par CL la fraction de la chaleur rayonnante que l'élément co laisse passer sous l'angle $ d'incidence, et conséquemment par i — a la fraction qu'il réfléchit sous le même angle ; q, est une température moyenne de la colonne d'air qui va , suivant la direction MH, de l'élément où aux limites de l'atmosphère , et s^ la température stellaire correspondante à cette direction ; le coefficient p dépend des lois de la densité et du pouvoir émissif de l'air, et f>' de l'absorption qui a lieu dans l'éther et dans l'atmosphère, suivant cette même direction MH.
Pour déduire de la formule précédente l'augmentation de chaleur du thermomètre résultant de l'échange de chaleur entre cet instrument et tous les éiémens de la portion de surface AOB , il faudra remplacer w par l'élément différentiel de cette surface, puis intégrer dans toute son étendue. Soient donc 6 l'angle MCO, et -^ l'angle que fait le plan de MCO avec un plan fixe passant par CO; on aura
&) = Z* sin Sc^ôrf-vj, .
jSoit aussi pi l'angle ACO ou BCO, c'est-à-dire le complément de l'angle que les arêtes du cône ADB font avec son axe DCj les limites de l'intégrale seront '\|, :^ o et ^l^ = stt , ô = o et 6 = /a. Si donc on suppose que la température u et la nature de la surface rie changent pas dans l'étendue de AOB, et si l'on considère la fraction a comme indépendante de l'angle <p , l'intégrale aura pour valeur
TTi'ëdt [a.z(u — v) -f- ( I — a)/'X'®'/ — ^) + (^ — *)f ' ('^/ — ^)] >■ où l'on a fait, pour abréger.
^» /> cos (p sin flf/W4/
ru r 2» /> cos 18 sin flJW4/ rfi p^ir l'.q cosip sinff/?rf4'
Voyo -^-7 — = ^'^/''^"
»/ 0,/ o J oj c
iK Z' 3JT- /-»'cos m sin f «^W-J. , y = ^-^P, ,
1^ P'i^ las cosaswx (d(d-l/
oJo r =^^P,'^,
Les quantités 'za-, et 'zjr' seront des températures moyennes distinctes de -sr et <zr', quoiqu'elles répondent aux mêmes parties de l'atmosphère et de l'enceinte stellaire, c'est-à-dire aux parties situées audessus du cône ADB ; et les coefficiens p, et /)' ne seront pas non plus les mêmes que p et p'.
On déterminera les valeurs de j- et cos ç en fonctions de ô, au moyen des équations
_^« = Z« + (l + hy — 2/( Z + h) cosG ,
jr cos <P = ( / -f- A) COS ô / ,
qui sont faciles à former. On en déduit
cos p (l -\- h) COS 9 — Z
on a d'ailleurs
(l -{- h) COS fJL = l ,
en prenant Z -f- ^ au lieu de Z + A -f- £ ; et d'après cela on trouve
2=1 — V^jtM.
Tous ces détails étaient nécessaires pour parvenir à l'expression complète de l'augmentation de chaleur du thermomètre à chaque instant. S'il est placé à l'ombre et qu'il ne reçoive aucun rayon solaire, ni directement, ni par réflexion, il résulte de tout ce qui précède que la variation de sa quantité de chaleur pendant lins-
tant dt, sera
TFihh \_2Qp {fs; — V) + i&p' {'w' — t') — 4^(t' — >i) ■\-aÇ,z{u — v) +(1 — ct)ëpi{'ûr^ — ")+(! — *) ^P' C*®"! — ^)]-
En l'ëgalanl à zéro, on déterminera la température invariable que l'instrument atteindra finalement et que je désignerai par U , de sorte que v = 1] rende nulle la quantité précédente. De cette manière, on aura
pour l'expression générale de la température marquée par un thermomètre exposé à l'air libre et au rayonnement de la terre.
(202). Cette formule met en évidence les divers élémens qui peuvent influer sur la valeur de U; et quoique la plupart des quantités qu'elle contient ne nous soient nullement connues , on en peut néanmoins déduire plusieurs conséquences générales.
Les vents et l'état de l'atmosphère, plus ou moins chargée de nuages, influent sur la valeur de U : les vents, en amenant un air plus froid ou plus chaud au-dessus de l'horizon , font varier les températures <îzr, i^^, >i, qui entrent dans la formule (8); les nuages augmentent les températures tff et 'ijr^, en interrompant l'échange de chaleur entre le thermomètre et les l'égions les plus élevées de l'atmosphère , qui sont aussi les plus froides , et le remplaçant par ini «change entre les nuages et l'instrument ; par la même raison , ils augmentent la température u de la terre pendant la nuit ; mais pen-* dant le jour ils la diminuent en interceptant une partie des rayons du soleil. C'est à raison de ces causes variables et irrégulières , que la moyenne annuelle des valeurs de U diffère quelquefois d'un ou deux degrés, d'une année à la suivante, comme on le verra plus loin.
La valeur de U est, comme on l'a vu, indépendante du rayon £ de la boule; il influe seulement sur la vitesse avec laquelle l'instrument indique les variations de température, et qui est en raison inverse de la grandeur de i, toutes choses égales d'ailleurs.
On voit aussi que quand la hauteur h du thermomètre au-dessus
de la terre, n'est pas très grande, elle n'Influe pas sensiblement sur la valeur de U; car la valeur do z est alors à très peu près égale à l'unité; chacune des intégrales que p^, //, p,^,, p' f^',, représentent, est aussi à peu près indépendante de/i, comme celle qui est désignée par z; et l'on peut négliger l'angle cT, dépendant de h, qui entre dans les limites des intégrales représentées par p et p^nr. Si donc on excepte les cas particuliers où la température n de l'air même, varie sensiblement à de petites distances du sol, comme dans les phénomènes du mirage et de la rosée, un thermomètre élevé d'un décimètre, par exemple, ou de plusieurs mètres au-dessus de la terre, marquera la même température; ce qui est conforme à i'expérience. Toutefois, on ne doit pas oublier que la formule (8) n'a plus lieu quand l'instrument est en contact avec la terre, ou seulement élevé à une hauteur qui n'est pas très grande par rapport au rayon e de la boule; en sorte que tiès pi es du contact, il n'est pas impossible que la hauteur h influe sensiblement sur la température U.
Lorsque la hauteur h est très grande, elle n'influe pas encore beaucoup sur la valeur de U , parce que celte hauteur est toujours très petite relativement au rayon de la terre. A une hauteur dc5ooo mètres, par exemple, la quantité z, qui est l'unité quand h = o, ne se trouve diminuée que d'environ un quatre-vingtième; et de même, les autres intégrales contenues dans la formule (8) ne varient aussi que d'une petite partie. Mais la température >i décroit considérablement à ces grandes hauteurs, et, par conséquent aussi, la valeur de U. De plus, il n'est plus permis de négliger, comme nous l'avons fait, l'absorption de la chaleur par l'air entre ta terre et le thermomètre. L'eflèt de cette absorption doit être de diminuer l'influence de la chaleur du globe sur la température U, à mesure que l'on s'élève au-dessus de sa surface, et, peut-être, de la faire disparaître entièrement à de très grandes élévations. Il résulte de là que deux thermomètres également élevés au-dessus du niveau des mers, en des lieux où la température n serait supposée la même, mais l'un isolé, en ballon, par exemple, et l'autre près de la surface du sol; il s'ensuit, disons-nous, que ces deux thermomètres ne marqueront pas cependant la même température U, à raison de l'influence inégale du rayonnement de la terre sur ces deux instrumens. Les ob-
servations très nombreuses que Von a faites à des hauteurs, au-dessus du niveau des mers, très grandes et très inégales, mais à de petites distances du sol, ne sont donc pas propres à faire connaître la loi du dècroissement de U qui a réellement lieu dans l'atmosphère pour un tliermomètre isolé. Jusqu'à présent la seule expérience concluante, d'oii l'on puisse déduire la grandeur de ce dècroissement, est celle que M. Gay-Lussac a faite à Paris en 1804. La hauteur à laquelle il s'est élevé en ballon a été de 6980 mètres. C'était un jour d'été : le thermomètre près de la surface de la terre marquait 5o°,'j5; à cette hauteur de 6980 mètres, il s'est abaissé à — 9*,5o, c'està-dire, de 40°, 25; ce qui donne un dècroissement moyen d'à peu près un degré pour 1 7 1 mètres. Nous ignorons si le dècroissement de U sur chaque vertical est uniforme; nous ne savons pas non plus s'il change avec la latitude et dans les différentes saisons.
A raison de la quantité ë contenue dans la formule (8), la valeur de U dépend de l'état de la surface du thermomètre; mais elle ne croit pas toujours avec le pouvoir absorbant de cette surface. Si nous faisons, pour abréger,
azu -f- 2pw 4- sp'fsr' + {i — a) (/'^'S'", + P,''^,') = 4^^ ) az -jr 2p -h zp' •+- (1 — et) {p^ 4- p/) z=s. 4^,
la formule (8) pourra s'écrire ainsi
Ca 4- y>,
Cb -{-y'
En la différentiant par rapport àê, et observant que le coefticient y est indépendant de l'état de la surface, de sorte qu'il ne varie pas avec^,
on aura
dV y {a — b>i) ^
ce qui montre qu'elle croîtra ou décroîtra avec Q , selon que la quantité a — by\ sera positive ou négative; et comme on a aussi
^ '' — 'cbT7 '
cela revient à dire que U croîtra ou décroîtra avec le pouvoir absor-
bant du thermomètre, selon que cette température sera plus haute ou plus basse que », qui est celle de l'air environnant. Dans le cas
de ^>i — a = o, ou de )i = t, la valeur de U sera inde'pendante de C
et égale à celle de ».
L'inégalité des températures marquées simultanément par des thermomètres dont les surfaces sont dans des états différens , fournit un mo^en de déterminer la température » de l'air environnant ; mais il faut pour cela employer trois thermomètres, et non pas deux seulement, comme on a coutume de le dire. L'expression de U renfermant deux quantités a et b , qui ne nous sont pas connues, il faut d'abord deux observations pour les éliminer, et ensuite une troisième pour obtenir la valeur de ». Soient donc C , €', C", des quantités proportionnelles aux pouvoirs absorbans des trois thermomètres, et U, U', U", les températures marquées au même instant par ces trois instrumens. On aura, à la fois,
U {Cb + y) = Ca + y,,
V'{Cb -h y) = C'a + y,, U"(C'b + y) = C'a + >»;
et par l'élimination de a et de è, on en déduit
_ ce U' (U — U") + ccjj" oj' — U) -f ce' u(U" — V) " ~ se" (U — U") + rj (U' — U) -f- b"b' (U" — U')
Pour faire usage de cette formule , il faudra connaître avec précision les rapports numériques des trois constantes ë, è' , C", et mesurer dans chaque cas, aussi exactement qu'il sera possible, les trois températures U, U', U". Si le pouvoir absorbant de l'un des trois thermomètres est nul ou très faible , et que ce soit celui dont U est la température, on aura simplement » = U , comme il résulte immédiatement de la formule (8). Il en sera de même, quand on aura rendu très grand le pouvoir refroidissant de l'air, en agitant fortement le thermomètre (n° 5g j; ce qui permettra de négliger, dans cette formule, 6 par rapport à y. Dans un grand nombre de questions, comme le calcul des réfractions et celui des quantités de vapeur contenues dans
l'air, c'est la température même de l'air, c'est-à-dire la valeur de n et non pas celle de U, qu'il est nécessaire de connaître. ^^^ Cette formule (S) suppose le thermomètre placé à l'ombre. Mais il est facile de l'étendre au cas où les rayons du soleil tombent sur l'instrument directement ou par réflexion. Le rayon de la boule étant toujours très petit, la quantité de chaleur solaire qu'elle reçoit pendant l'instant dt pourra être représentée par un produit ^TTe't^gdt, dans lequel tT est la mesure du pouvoir absorbant du thermomètre, relativement à la chaleur solaire, et g la mesure de l'intensité de cette chaleur directe et réfléchie , au lieu où l'instrument est placé. Il faudra donc ajouter ce produit à l'augmentation de chaleur du thermomètre, que l'on a déterminée dans le numéro précédent, et, par suite, il faudra ajouter ^J'g au numérateur de la formule (8). Donc, si l'on appelle/ l'élévation de la température marquée par cet instrument, en passant de l'ombre au soleil, on aura toutes choses d'ailleurs égales ,
Cb
Pour un second thermomètre, observé dans le même lieu, mais dont la surface sera dans un état diflerent, si l'on représente par f, J'', S', ce que deviennent les trois quantités J^, J^, € , relatives au premier, on aura de même
De ces deux équations, on déduit
Or, si les pouvoirs absorbans d'une même surface sont égaux, pour la chaleur solaire et pour toute autre chaleur rayonnante, ou bien s'ils sont diflerens , mais qu'ils croissent dans un même rapport en passant
d'une surface à une autre, on aura — = g;, ou cT^ê — sTê'so, et, par
conséquent ,
{eb+r){S'l, + y)'
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ce qui montre que dans cette lijpothèse, c'est le thermomètre qui a le plus grand pouvoir absorbant, qui s'élève aussi le plus dans le passage de l'ombre au soleil. 11 en sera de même, à plus forte raison,
si l'on a sr > ;=;maislecoatrairepourraitarriver, si l'on avait =■ •< >
b O . ' te fc
On peut remarquer que dans le vide où l'on a y :=: o, les températures marquées par tous les thermomètres, s élèveraient également par l'effet de la chaleur solaire, quel que lut l'état de leurs surfaces, dans le cas où leurs pouvoirs absorbans varient suivant un même rapport pour les deux sortes de chaleur rayonnante.
(2o5). La détermination de la température propre de l'air en un point et à un instant quelconque est liée à celle des mouvemens que l'inégalité de cette même température , en passant d'un point à un autre, produit dans l'atmosphère, soit dans le sens vertical, soit parallèlement à la surface du globe. Cette double détermination est un problème de la plus grande difficulté, dont les géomètres ne se sont point encore occupés. Dans l'étal d'équilibre, on déduit aisément les lois des densités et des pressions, le long de chaque colonne verticale, de l'hypothèse que l'on fait sur la loi des températures. On peut ensuite vérifier cette hypothèse par la comparaison des formules, soit aux hauteurs barométriques mesurées à différentes dislances de la terre , soit aux réfractions astronomiques observées à quelques degrés audessus de l'horizon. Mais il y a deux conditions auxquelles les températures de l'air doivent toujours satisfaire, et qui sont relatives aux deux extrémités de chaque colonne atmosphérique.
A l'extrémité inférieure, l'air en contact avec la surface de la terre, doit prendre une température moyenne égale à celle de cette surface, c'est-à-dire, à la moyenne des températures marquées pendant un long intervalle de temps, par un thermomètre très peu enfoncé dans la terre. A mesure que l'on s'élève, la densité et la pression diminuent; mais pour que l'atmosphère se termine, il faut que sa force élastique décroisse dans un plus grand rapport que sa densité, afin que celte force soit tout-à-fait nulle à l'extréniité supérieure où la densité, quelque faible qu'on la suppose , doit encore exister. De là vient la nécessité d'un décroissement de la température qui s'ajoute à celui de la densité. Par suite de ce décroissement, la température, à l'extrémité
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supérieure , doit être telle que l'air n'ait plus aucune tendance à se dilater, et soit réellement à l'état liquide. Or, une pareille température doit être extrêmement basse et beaucoup plus encore que celle qui serait nécessaire pour liquéfier l'air à la surface de la terre; car il y a lieu de croire que la température à laquelle un gaz devient liquide, est d'autant plus basse que sa densité est moins grande. Ainsi, pour fixer les idées, on peut se représenter une colonne atmosphérique qui s'appuie sur la mer, par exemple, comme un fluide élastique terminé par deux liquides , dont l'un a une densité et une température ordinaires, et l'autre une température et une densité excessivement faibles.
L'égalité des températures de la terre à sa surface et de la couche d'air inférieure, n'a lieu qu'entre leurs valeurs moyennes et non pas entre leurs valeurs variables. Pendant le jour, la terre s'échauffe plus rapidement que l'air , parce qu'elle absorbe la chaleur solaire en grande quantité et l'airtrès faiblement, de sorteque la température de ce fluide ne s'élève sensiblement que par son contactavecla terre déjà échauftée. Au contraire, pendant la nuit la faculté de rayonner étant très faible pour l'air par rapporta celle de la terre , l'échange de chaleur avec les couches supérieures de l'atmosphère , refioidit la terre plus rapidement que la couche d'air inférieure dont la température ne s'abaisse principalement que par le contact de la terre. C'est, comme on sait , sur cette inégalité de rayonnement qu'est fondée l'explication du phénomène de la rosée que M. Ch. Wels a donnée, et que nous placerons ici en peu de mots, comme un complément de ce qui vient d'être dit.
Le soleil étant au-dessous de l'horizon, et le ciel sans nuages, supposons que la terre et les corps posés sur sa surface aient d'abord la même température que l'air jusqu'à une hauteur de dix mètres, par exemple. Parle rayonnement, ces corps se refroidiront plus ou moins rapidement; et bientôt , ils auront des températures inférieures à celles de la couche d'air, et d'autant plus basses que leurs surfaces seront plus rayonnantes. Par le contact avec ces corps, et aussi par le rayonnement , la couche d'air inférieure se refroidira , de manière que sa température sera croissante de bas en haut, dans cette hauteur d'une dixaine de mètres; en même temps, sa densité sera décroissante dans le même sens, de telle sorte que sa force élastique ne varie pas sensiblement et qu'elle puisse demeurer en repos. Or, on sait que la quantité de va-
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peur qui peut être contenue dans l'air ne dépend pas de sa densité et diminue avec sa température ; celle que renfermait d'abord cette couche d'air, si elle approchait beaucoup de son majcimu/n, se précipitera donc à l'état liquide, et formera la rosée qui se déposera en pins grande abondancesur les corpsles plus rayonnans. La portion de vapeur qui restera dans cette même couche augmentera de bas eu haut, à raison de l'accroissement de température; par conséquent, si l'on élève un de ces corps refroidis, ou bien si l'on suspend dans la couche d'air dont il s'agit, d'autres corps qui se refroidissent par le rayonnement, il s'y déposera une nouvelle rosée, d'autant plus considérable que ces corps seront plus élevés.
Le phénomène de la rosée n'aura plus lieu , ou sera beaucoup diminué, lorsque l'atmosphère sera chargée de nuages qui interrompent l'échange de chaleur rayonnante avec les couches les plus élevées. Il ne se produira pas non plus , ou se produira faiblement sur les corps, comme les métaux polis, dont le rayonnement est très faible; mais si une plaque métallique est posée sur la terre refroidie par le rayoïmement nocturne, celte plaque se refroidira par le contact avec la terre, et la rosée pourra se déposer sur sa face supérieure.
(204). La température U marquée par un thermomètre exposé à l'air libre près de la surface de la terre, est l'élément le plus important de la Météorologie. C'est à cette température que nous vivons , et que la végétation se développe en dehors de la terre; sa valeur moyenne, pour chaque mois de l'année , nous sert à comparer les saisons sous le rapport calorifique. La moyenne de l'année entière, que je représenterai par V, déterminera la différence des climats, par l'inégalité de ses valeurs dans les différentes régions du globe.
En un même lieu , cette température U varie à toutes les heures du jour et de la nuit. Une longue expérience a fait voir que c'est , en général, à l'instant du lever du soleil , qu'elle est la plus basse, et qu'elle atteint sa plus grande élévation vers trois heures après midi. Pour connaître la moyenne de la journée entière, il faudrait observer la valeur de U un grand nombre de fois, par exemple d'heure eu heure, et diviser par 24 la somme des températures observées; mais on a aussi reconnu que la moyenne obtenue de cette manière diffère peu, en général, de celle que l'on trouve bien plus facile-
ment en prenant la demi-somme des valeurs maccima et minimn. En formant ainsi les moyennes de tous les jours de chaque mois, et divisant leur somme par le nombre de ces jours, on a les températures moyennes des douze mois de l'année; puis en divisant leur somme par 12, on a la température moyenne V de l'année entière. Mais comme la température U est soumise à une foule de variations accidentelles, dues à l'état du ciel et à d'autres causes, il est nécessaire, pour avoir la véritable température de l'année ou d'un mois déterminé , de prendre encore la moyenne de leurs valeurs obtenues pendant plusieurs années consécutives. C'est ce qu'a fait M. Bouvard , en employant d'abord à la détermination de ces moyennes les températures observées à Paris, depuis 1806 jusqu'à 1826 inclusivement. La moyenne annuelle déduite de ces vingt-une années d'observations , a été de io°,8i4' Depuis la publication de son Mémoire (*) , M. Bouvard a étendu ses calculs aux huit années écoulées depuis 1826 jusqu'à i854; il a trouvé alors io°,822 pour la moyenne annuelle, conclue des observations des vingt-neuf dernières années. Le peu de différence qui existe entre ce résultat et le précédent , montre que cette moyenne est maintenant bien déterminée; en sorte qu'à Paris , la température climatérique V a pour valeur
Voici les résultats de ses derniers calculs, que M. Bouvard a bien voulu me communiquer , et qui n'ont point encore été publiés.
(*) Mémoires de l' Académie des Sciences, tome Vil,
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Les nombres placés à la suite de chaque année sont les moyennes de l'année et de chaque mois de cette année; les nombres écrits au bas des colonnes sont les moyennes pendant les vingt-neuf années.
Le thermomètre de l'Observatoire est placé à la face nord du bâtiment , abrité des rayons du soleil et élevé, comme le baromètre, à cinq mètres et demi au-dessus du sol , ou à 66 mètres au-dessus du niveau des mers. On l'observe tous les jours plusieurs fois; les températures observées pendant chaque mois sont publiées dans les Jnnales de Physique et de Chimie.
En jetant les yeux sur ce tableau , on voit que les températures des années se sont écartées de leur valeur moyenne, d'un peu plus d'un degré, en plus et en moins, et que celles des mois homonymes se sont encore écartées davantage de leurs moyennes respectives. Les températures moyennes des mois croissent sans interruption depuis janvier jusqu'à juillet, et décroissent aussi continuellement depuis juillet jusqu'à janvier; la demi-somme de leurs waXGnv?, maxima etminima , ou relatives à janvier et juillet , est lo'jSSS , et conséquemment moindres que la moyenne io°,822 de l'année entière; la demisomme des moyennes qui répondent aux mois d'avril et d'octobre a pour valeur io",745 , qui diffère beaucoup moins de la moyenne annuelle.
(2o5). Quoique la demi-somme des températures maxinia et minima de chaque jour diffère peu, en général, de la moyenne des vingt-quatre heures, cependant M. de Freycinet a reconnu qu'on approche encore bien davantage de cette moyenne en prenant celle des températures observées à deux heures et à huit heures du matin et du soir, et que cette combinaison est la plus avantageuse, quand on emploie seulement quatre observations de chaque journée. II a conclu ce résultat d'un grand nombre d'observations faites pendant le voyage de YUranie, à l'ombre et à l'air libre, à terre, au mouillage et en pleine mer. Parmi ces observations, que l'auteur a bien voulu me communiquer , je citerai les suivantes, qui ont été faites à terre.
DÉSIGNATION DES DIVERSES COMBIN.USONS
lAmat., 7Amat.
i^soir, ^^soir.
2'i mat., a'' soir.
8'* mat., 8A soir
SA mat., SAsoir.
r)hm3t., s'isoir.
4''mat., 4*soir.
lo'imat.jioAsoir.
S^mat,, S^soir.
îi^mat.,! lAsoir.
6^1 mat,, midi.
6^1 soir, initjuit.
i5 janv. 1828 17 juillet id.. .
i5 janv. 1829.
Moy. pour 3 jo.
— o",io
Ce tableau suffit pour mettre hors de doute le résultat que M. de Freyciaet a conclu de ses propres observations; mais l'auteur a vérifié qu'il se déduit aussi des observations faites au fort de Leith , en Ecosse, pendant tout le cours de deux années, et que M. Brewster a publiées (*).
(206). On connaît la valeur de V dans un grand nombre de lieux, mais sans doute moins exactement qu'à Paris. Elle décroît généralement à mesure que l'on s'éloigne de l'équateur, et quand on s'élève au-dessus du niveau des mers. A ce niveau et à l'équateur, M. de Humboldt l'a trouvée égale à 2']", 5; d'après les observations de M. Scoresbi , elle est de — 8°,33 à la latitude boréale de 78°, la plus haute à laquelle la valeur de V ait été déterminée. Entre ces limites 27°,5 et — S^SS, cette température climatérique V varie en outre avec la longitude ; en sorte que les lignes d'égale chaleur à la surface du globe ne sont pas parallèles à l'équateur (**). Sa valeur décroît aussi dans les deux hémisphères , et avec moins de rapidité dans le nôtre que de l'autre côté de l'équateur.
T. Mayer a essayé le premier d'exprimer la valeur de V par une formule empirique ; en désignant par Q la latitude , et exprimant la température en degrés du thermomètre de Farenheit, cette formule est
V = 58° 4- 26° cos 26.
A l'équateur, on aurait V = 84°> ou à très peu près 29° centigrades; ce qui excède d'un degré et demi la température équatoriale qu'on vient de citer. Au pôle, on aurait V = Sa"; ce qui répond au zéro de notre thermomètre. Partout ailleurs la température V serait au-dessus de ce zéro , ou de celle de la glace fondante ; conséquence qui suffit pour rendre la formule de Mayer inadmissible. . M. Brewster a donné, pour exprimer la valeur de V, plusieurs formules qui se rapportent à différentes régions du globe (***), et dont
(*) Transaciions pJiilosophiques d' Edimbourg , tome X, 1" partie.
(**) On peut consulter sur ce point les ouvrages de M. de Humboldt , et particulièrement son Mémoire sur les lignes isothermes, insère dans le tome III de la Société d'Arcueil.
(***) Transactions pjuloso^hi^ues^ d'Edimbourg , tome IX^ 2' partie.
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chacune contient seulement la latitude 9. L'une de ces formules est
V = (8i°,5o)cosâ,
en employant toujours les degre's du thermomètre de Farenheit. A la latitude 6 = 48°5o'i5* de l'Observatoire de Paris, elle donne V = i2'',022 en degrés centigrades ; ce qui excède de plus d'un degré la véritable valeur lO^jSaa de V. Néanmoins cette formule s'accorde généralement beaucoup mieux que la précédente avec l'observation, surtout dans les hautes latitudes : pour 6= 78°, elle ne diffère pas sensiblement de l'observation; si elle s'étendait jusqu'au pôle, on aurait en ce point V=o, et il serait singulier que Farenheit eût pris pour le zéro de l'échelle de son thermomètre, précisément la température la plus basse de notre hémisphère : en degrés dé notre thermomètre, la température au pôle boréal serait — i7%78.
(207). 11 paraît qu'en chaque lieu, la valeur de V diffère peu de la température moyenne de la surface de la terre. Ainsi, à Genève on a, d'après une longue suite d'observations, V = 9%75; et nous avons trouvé que la température moyenne de la surface du sol devait être un peu moindre que 10°, 14 (n° 189). A Lille, cette température est de 10°, 70 (n° 190); la valeur de V en cette ville ne m'est pas connue; mais sa latitude étant 5o°37', si l'on prend pour cette valeur, celle que donne la formule de M. Brewster, on a V = 1 1°. A Paris , la température des caves de l'Observatoire, à une profondeur de 28 mètres, est de 1 1°,854; l'accroissement de température paraît être de o"',028i par mètre (n° 187); si donc on retranche 28(00,0281) de ïi%834, le reste ne devra excéder que d'une très petite quantité la température moyenne de la surface (n° i85) ; et l'on voit que ce rei5te.ji'',p47, 4ififw effectivement très peu de V ::= io'',822. ;j •.. r rrîr.'bf^rrr^'-
Ce peu de différence qui existe entre les valeurs moyennes de la température marquée par un thermomètre suspendu dans l'air libre et celle de la surface du sol , est d'autant plus remarquable , que souvent la température variable de la terre, observée aussi près qu'il est possible de sa surface et qu'on peut prendre pour celle de cette surface même, excède de beaucoup la température marquée au même instant par un thermomètre très peu élevé au-dessus de cette surface, et a
plus forte raison la températare que l'on observe à une hauteur de quelques mètres, dont V est la valeur moyenne.
Voici des observations qui m'ont e'té communiquées par M. Arago, qui mettent en évidence cet excès de l'une des températures variables sur l'autre.
Le 10 août 1826, à trois heures et demie de l'après-midi, ciel serehi.
Thermomètre légèrement couvert de sable de rivière 4^"
Thermomètre légèrement couvert de terre végétale, .li.- ..■.'- 54 Thermomètre exposé au soleil , à o"',5 de hauteur. . . . ;/.;>.';!. .'.' 87 ,5
Le 2 septembre 1827 , à deux heures de l'après-midi, ciel serein.
Thermomètre enterré de ©""jOoa 4^°>3
Thermomètre à l'ombre, à o"',o4 de hauteur.. 3o
(208). Ce qui précède renferme tout ce que nous pouvons dire de général sur la température rt , qui est celle de l'air , sur la température U distincte de » et que marque un thermomètre exposé à l'air , et sur la moyenne annuelle V des valeurs de U ; nous allons actuellement considérer l'échange de chaleur rayonnante entre la terre et l'atmosphère, y compris l'enceinte stellaire fermée de toutes parts , où la terre est contenue et dont nous avons déjà examiné l'effet. Le résultat de cet échange de chaleur pourrait se déduire des formules générales du chapitre II; mais il sera bon de le déterminer spécialement pour le cas dont il s'agit. l^'/fnq î>-u;Ji;i'jqfn;jl af) Jiiacfi'j'^.ioooi;! ;|\ccv;''j ; ^b fa ,
< Appelons co l'élément de la surface delà terre qui répond au point 0 (fig. i4). Sur la droite OE menée par ce point et à la distance quelconque rde ce même point, désignons par f la densité de l'air, par j- sa température et par q la mesure de son pouvoir absorbant, qui ont lieu au bout du temps t ; la mesure de son pouvoir émissifsera </F/, en indiquant par F la même fonction que dans le n" i5; par conséquent si l'on représente par v le volume d'une partie de l'atmosphère d'une grandeur insensible, située sur cette droite OE et à cette distance r du point O, sa masse sera f/5, et la quantité de chaleur qu'elle émet en tous sens pendant l'instant dt aura pour expression vpqFjdt. Concevons un cône ayant son sommet en un point de v, et qui soit
circonscrit à 1 élément a. Son ouverture sera j — - , en désignant par 9
l'angle aigu EOz, compris entre la droite OE et la verticale extérieure Oz; abstraction faite de l'absorption de la chaleur qui a lieu dans l'atmosphère, la portion de la chaleur i'fqYju/t qui parviendrait à l'élément i4) serait donc le produit -^ — —,i>fçFjdt. Imaginons un second
cône extrêmement aigu comme le premier, qui ait son sommet au point 0, pour axe la droite OE, et dont l'ouverture soit représentée par (7 ; en prenant pour v une tranche extrêmement mince de ce second cône, perpendiculaire à son axe, et désignant par s son épaisseur, on aura (■ = 4^/''jï; au moyen de quoi la quantité précédente deviendra
<7eû)C0sG./^F/c/^.
Je représente par le produit av cos 9 .Rdt , la quantité de chaleur provenant de l'enceinte stellaire, de la partie du second cône située au-delà de la tranche fv , et de cette tranche même, qui traverserait pendant l'instant dt sa face la plus voisine du point 0, et qui atteindrait ensuite l'élément co , si l'on n'avait point égard à l'absorption atmosphérique entre cette même face et o) ; de manière que si 1 on n'avait pas non plus égard à l'absorption qui a lieu dans l'autre partie du cône, le facteur inconnuR serait égalàla somme des valeurs de ifq^J, étendue à toute cette même partie du cône, et augmentée de la quantité de chaleur stellaire, rapportée aux unités de temps et de surface, qui parvient à l'extrémité de latmosphère suivant la direction EO. ■ Pour déterminer la vraie valeur de R , je désignerai par R' ce que devient R à la face de la tranche f i' la plus éloignée de 0. L'excès de R'û)i7 cos Qdt sur Kco7cos,^dt se composera évidemment de la portion de chaleur absorbée par fv, dont on retranchera la chiiieur provenant de cette tranche; mais d'après le n" i3, cette portion de chaleur absorbée sera égale au produit de p-q et de R'gjtcosO^/, on aura donc
R'oTcos ^dt — Ka>acosB dt = K'feqoi)7cos^dt — fiqM^cos^.Fjdt.
Or, en observant que R' est ce que devient R quand on y met / + € au lieu de r, développant suivant la puissance de j et négligeant son carré, on a
si donc on supprime les facteurs communs, l'équation pre'cédente se
réduira à
Son intégrale complète est
D étant la constante arbitraire, e la base des logarithmes népériens, et les deux intégi'ales ffqdr commençant à une valeur de r que l'on peut choisir à volonté. Je désignerai par h la longueur de la colonne atmosphérique suivant la direction OE, et je fais commencer ces deux intégrales à /' = h; je suppose en outre que la troisième intégrale contenue dans R soit aussi nulle pourr = A, ce qui est permis à cause de la constante arbitraire D. Cette constante sera alors la valeur de R relative à r = /z; or, si l'on représente par s la température de la partie du ciel qui répond à la direction OE , ou plutôt cette température modifiée par l'absorption de la chaleur qui peut avoir eu lieu dans l'éther, la quantité de chaleur stellaire qui parvient suivant cette direction à l'extrémité de l'atmosphère , et qui atteindrait l'élément w pendant l'instant dt sans l'absorption atmosphérique, aura pour expression le produit cù(7co?,^.Ysdt ; la fonction Fs sera donc cette valeur de R qui doit être celle de D ; et il en résultera
pour une valeur quelconque de r; ce qui s'accorde avec les formules du n" 35.
Maintenant, soit H la valeur de R qui répond àr = o, on aura
et le produit wcr cos^.lldt exprimera la somme des quantités de chaleur atmosphérique et stellaire qui tombent pendant l'instant di sur l'élément a , suivant la direction EO. On peut remplacer l'intégrale
ffqdr, qui commence a r=h, par la différence /f^t/r — / fqdr,
en supposant qae/pqdr commence actuellement à r=o; pourvu que
l'on change les signes des deux autres intégrales, on pexit aussi intervertir l'ordre de leurs limites; et de celte manière, la valeur de H prendra la forme
H = Ys.e'J" ''" +jy--^"'-"fqbydr. (9)
Cela posé, je de'signe, comme dans le n" iG3 , par a. la fraction de la chaleur incidente , suivant la direction EO , qui traverse 1 élément ct>, et par QcDclt la quantité totale de chaleur incidente qui travei"se cet élément suivant toutes les directions. Pour déterminer Q, je décris du point 0 comme centre, et d'un rayon égal à Tunité, une surface hémisphérique au-dessus du plan tangent en 0; son élément différentiel aura pour expression sin6^W4> 6" appelant -x), l'angle que fait le plan de OE et de O2 avec un plan (ixe mené par Os; si l'on considère comme infiniment petite l'ouverture conique cr , on aura donc
sin fl^âtfw
et en substituant cette valeur de cr dans l'expression aa;0"cos 9. Hf/^ de la chaleur incidente et absorbée suivant la direction quelconque OE, intégrant ensuite par rapport à 6 et 4 > ^^ étendant l'intégrale à tous les élémens de la surface hémisphérique, c'est-à-dire depuis G = o et -vj/sso jusqu'à â = ^tt et '^ = 27r , on aura la valeur de Qaxit; d'où il résultera
Q = -, r^'r^'aHcosâsinG^ôrf^.
Soit aussi, comme dans le numéro cité, ^ la température égale eu tous les points d'une enceinte fermée , et telle que cette enceinte enverrait dans le vide à l'élément a ime quantité de chaleur équivalente à celle qu'il reçoit effectivement ; l'équation de ce numéro , qui devra servir à déterminer ^ , sera alors
^ f "' T" aH cos ô sin ÔrfW^ = F> T^ a cos 9 si n m ;
et si l'on y substitue la formule (g) au lieu de H, elle deviendra
-fj'pgdr
F^r^^cosâsinô^e = ^/ '"A*"' e ^ " '''"'aYscos^sm^y^
J o J o J o (lO)
+ i /n' t: ^pJe-^''^'a^qYy cos 6 sin S^r^rf^..
(209). La fonction F renferme une quantité C indépendante de la température et que rien ne pourrait déterminer (n° 26) ; mais cette constante disparaît de l'équation (10). En effet, si l'on y met C à la place de chacune des trois quantités F0, F^, Yy, on aura
C p'cL cos G sin ôrfa = ^ r" T" e -^ ° ' a. cos G sin md^
^ ^f 1^ f "\-''""'afqcos^smMrcm^;
or, en intégrant par partie et observant qneffqdr s'évanouit par hypothèse à la limite r = o, on a
e pqar :^ i — e •' 5
ce qui rend identique l'équation précédente. La partie de cette fonction F , qui varie avec la température , a aussi pour facteur une constante g, que l'on ne pourrait pas non plus déterminer, mais qui disparaît également de l'équation (10), comme étant un facteur commun à tous les termes, après la suppression de ceux qui dépendent de C. L'équation (10) ne contient donc que l'inconnue^, et les quantités p, q,Jf h, s, a, qui sont des fonctions déterminées des trois variables r, 6, -vj/, ou de deux, ou d'une seulement d'entre elles; mais ces fonctions, dont plusieurs, et particulièrement la température j' et la densité p, dépendent aussi de la variable t , ne nous sont aucunement connues; en sorte que l'équation (10), quoiqu'elle renferme la solution complète de la question relative à l'échange de chaleur entre la terre d'une part, et d'une autre part l'atmos-
phère et les étoiles, ue peut pas servir, dans l'état actuel de nos connaissances, à déterminer l'inconnue ^ du problème.
Toutefois, cette équation donne lieu à une remarque qui nous sera utile dans la suite; elle nous fait voir que l'influence sur la valeur de 0 , des inégalités diurnes et annuelles de la température^ de l'air en chaque point de l'atmosphère, est beaucoup alïaiblio par celle circonstance que la fonction F;- est multipliée sous le signe / par cos8; lequel facteur est très petit pour les colonnes atmosphériques qui s'écartent le moins de l'horizon , c'est-à-dire pour celles qui sont les plus longues, et dont la densilé décroît avec le moins de rapidité. Celte influence sera beaucoup moindre , par exemple, que sur la température désignée par U dans le n'aoi, et déterminée par la formule (8); car, dans les intégrales que cette formule renferme, les quantités qui dépendent de la chaleur atmosphérique ne sont pas multipliées par cosô, comme dans l'équation (lo); d'où l'on peut conclure que les inégalités de température, dues à celles de cette clialeur, seront bien plus sensibles dans U que dans la valeur de 0. Si l'on suppose, en conséquence, les variations de Ç très petites par rapport à celles de la température n de la couche d'air en contact avec la terre , et surtout par rapport à celles de la chaleur solaire, on pourra , dans le calcul des inégalités diurnes et annuelles de la température extérieure Ç, au moyen de la seconde formule (5) du numéro i65 , considérer la température ^ comme invariable; ce qui permettra de déterminer les inégalités diurnes et annuelles de i^, et par suite celles de la terre près de sa surface, indépendamment des inégalités semblables qui peuvent avoir lieu en tous les points de l'atmosphère. Les lois de celles-ci nous étant inconnues, on sera obligé de recourir à cette hypothèse de la température ^ à très peu près constante; hypothèse que la comparaison des résultats du calcul à l'observation pourra seule justifier complètement.
(210). Maintenant nous allons considérer la partie de la température extérieure Ç, dont la chaleur solaire est la source; el, à cette occasion , nous comparerons entre elles les quantités de cette chaleur qui tombeiît sur la surface de la terre, soit pendant les différentes parties d'une même année, soit pendant des années entières, séparées par un très long intervalle de temps.
Soient 0 un point de la surface de la terre, et 0' un point de celle du soleil (fig. 17), C et C les centres de ces deux corps, ON et O'N' les normales extérieures à leurs surfaces, ou les prolongemens de leurs rayons CO et C'O' ; appelons ut et oj' les élémens de ces surfaces qui comprennent les points 0 et 0' ; et de'signons , au bout d'un temps quelconque t, par r la distance 00', et par 8 et 6' les angles O'ON et OO'N'. Supposons le soleil au-dessus de l'horizon du point 0 , et le point 0' appartenant à sa partie visible ; de sorte que ces deux angles Q et 9' soient aigus , et qu'il y ait échange de chaleur entre cù et &)'. Par un raisonnement semblable à celui du n" 20, on verra que la quantité de chaleur émise pendant l'instant dt par le soleil , à travers l'élément u! de sa surface , et qui viendrait tomber sur l'élément où de la surface de la terre , abstraction faite de l'absorption atmosphérique, aura pour expression
au COS i COS i' ^, ,
; S dt :
S' étant une quantité de chaleur rapportée aux unités de surface et de temps, qui pourra varier avec la position du point 0', et pour un même point 0' avec l'angle â'. Pour conclure de cetle expression la quantité totale de chaleur solaire qui tombe à chaque instant sur^), il faudra remplacer r»' par l'élément différentiel de la surface du soleil, puis intégrer et étendre l'intégrale à la portion de surface terminée par le cône tangent qui a son sommet au point 0. A cause de la grande distance du soleil à la terre , ce cône sera sensiblement un cylindre , la portion de surface sera la moitié de celle du soleil , et dans l'intégration, on pourra négliger les variations de r et ô. Ensuite, pour avoir égard à l'absorption de la chaleur solaire dans l'atmosphère , il faudra multiplier le résultat de cette intégration par une fraction qui variera avec la longueur et l'état de la colonne atmosphérique suivant la direction de la ligne 00'. Enfin, pour en déduire la portion de chaleur qui pénétrera dans l'intérieur de la terre à travers oo, on multipliera encore la chaleur incidente par une autre fraction qui pourra aussi dépendre de la direction de 00', ou du moins de l'angle G , et que nous désignerons par ?. De cette manière, en représentant par FlW^ cetle portion de chaleur solaire, on aura
s étant le produit d'une surface et d'une quantité de chaleur. Si l'ou compare ce produit S à la quantité de chaleur désignée par cr dans la formule (4) du n° i65, on aura
La fraction £ est la même que dans cette formule. Elle différera de la fraction qu'on a représentée par a dans le n° 208, si la terre absorbe en différentes proportions, sous un même angle d'incidence, la chaleur solaire et la chaleur atmosphérique.
La quantité S ne pourrait être détemiinée directement que par des expériences très nombreuses et très délicates; on verra par la suite comment sa valeur moyenne, ou plutôt celle d'une température qui lui est proportionnelle , peut se déduire de l'observation des inégalités annuelles de température de la terre, à une petite profondeur. Cette quantité est indépendante de la distance du soleil à la terre; elle peut varier avec les taches du disque solaire; elle varie aussi dans de très grands rapports avec l'état plus ou moins serein de l'atmosphère, qui influe sur l'absorption des rayons du soleil. La chaleur solaire éprouve dans l'air parfaitement pur une absorption que l'on suppose beaucoup moindre que celle qui a lieu pour la chaleur rayonnante, émanée de la terre ou des corps non incandescens; toutefois elle n'est pas nulle; et conséquemment, elle doit augmenter ou diminuer avec la longueur du trajet dans l'air suivant la direction 00'. Il s'ensuit que quand le soleil est à l'horizon de 0, la quantité S doit être moindre, toutes choses d'ailleurs égales, que quand il atteint le méridien; et il en résulte aussi que dans l'année, cette même quantité doit augmenter ou diminuer avec la déclinaison du soleil dans l'hémisphère auquel le point 0 appartient. Les lois de l'absorption de la chaleur solaire à travers l'atmosphère n'étantpas connues, ces variations diurnes et annuelles de la quantités sont également inconnues, et l'on peut seulement supposer qu'elles sont peu considérables. Quant à la loi suivant laquelle la fraction e peut dépendre de l'angle 6, elle est également inconnue. Dans cet
état de choses, oa sera donc obligé d'avoir seulement égard aux variations de ret de ô , en calculant au moyen de la seconde formule (5) du n" i63, la partie de la température extérieure Ç qui provient de la chaleur solaire. A cause de la grande distance du soleil à la terre, par rapport au rayon du globe, on pouiTa prendre pour rie rayon vecteur du soleil dans son mouvement apparent autour du centre de la terre , et pour 6 l'angle que fait ce rayon vecteur avec le rayon CO de la terre aboutissant au point 0 que l'on considère sur sa surface.
Ayant ainsi égard à l'échange de chaleur entre le disque du soleil et l'élément o), il faudrait, à la rigueur, retrancher de la première intégrale contenue dans le second membre de l'équation (lo), sa partie relative à la portion de l'enceinte stellaire , cachée par ce disque ; mais cette partie étant très petite par rapport à l'intégrale entière, on peut conserver cette intégrale comme elle est indiquée.
(21 1). Le produit mcosG exprime exactement la projection de l'élément «sur le plan perpendiculaire hla droite 00', ou, à très peu près, sur le plan mené par le point C et perpendiculaire à la droite CC qui va du centre de la terre à celui du soleil. D'après cela, si l'on appelles l'aire de la section faite par ce plan dans le sphéroïde terrestre , on
aura -, Sdt pour la quantité de chaleur solaire qui tombe , pendant l'instant dt, sur la terre entière , et qui se déduit de Zladt après avoir omis son facteur i. On prendi'a ici pour S la moyenne des valeurs de cette quantité du numéro précédent, qui ont lieu, au même instant, pour tous les points 0 d'une moitié de la surface du globe, et qui varient d'un point à un autre , quand on a égard à l'absorption atmosphérique. Il est aisé de voir que cette moyenne est indépendante de t ; par conséquent, si l'on appelle P la quantité de chaleur reçue par la terre pendant un temps donné, on aura
en étendant l'intégrale à cetintervalle de temps. D'ailleurs, si l'on représente par V la longitude vraie du soleil , par a et a le demi-grand axe et l'excentricité de son orbite, et que l'on prenne pour unité la somme des masses du soleil et de la terre, ainsi que le pouvoir attractif de la matière, on a, comme on sait.
i-*dv = \/a (i — a^)df.
Il en résultera donc
= fsd..
Pour obtenir la valeur de cette intégrale, en tenant compte de la non sphéricité de la terre, je supposerai que lintervalle auquel répond la quantité P soit un nombre exact de jours sidéraux ; ce qui rendra la valeur de P indépendante de l'inégalité des méridiens et de la rotatioi» de la terre. Je regarderai donc la terre comme un solide de révolution; et alors en désignant par j' le rayon du spliéroide qui aboutit au parallèle dont la latitude sera représentée par ,tt , on aura - 1
j- = /(i + AY,+ /i'Y3+//'Y, + elc.);
/ désignant le rayon d'une sphère équivalente en volume à la terre; Y,, Y'3, Y^, etc., représentant des fonctions connues de /a., savoir :
Y, = sin'/A — f ,
Y3 = sin^/A — f sIn/A,
etc.
et h, h', h", étant 'des constantes données. Si la terre était un ellipsoïde , toutes ces constantes seraient nulles, excepté la première qui exprimerait son aplatissement ; les observations du pendule montrent que les constantes h', h°, etc., sont très petites par rapport à h; mais pour savoir si la dissimilitude des deux hémisphères , boréal et austral , influerait sur la valeur de P, je conserverai h' avec 7i, et je négligerai toutes les autres constantes.
Cela étant, supposons que le rayon j appartienne à la section s; soient ^ l'inclinaison du plan de cette section sur celui de l'équateur , et .r l'angle que fait le rayon j^ avec l'intersection de ces deux plans ; nous aurons
sin /A = sin C sin X , ds z= jj'dx; et en négligeant les carrés et le produit de h et h', il en résultera
^ = ^H'j'dx — 7rl^[\-irh{ sin* ê — f )] ;
en sorte que cette valeur de s étant indépendante de h', celle de P ne dépendra pas non plus de la différence d'aplatissement des deux hémisphères.
L'angle € est évidemment le complément de la déclinaison du soleil correspondante à la longitude t»; en appelant y l'obliquité de l'écliptique , on aura donc
cos^ =: sin^ sin v, et, par conséquent,
s = 7rl''li H- ^ (I — sin' y sin' v)].
Donc , en substituant cette valeur de s dans celle de P, et effectuant l'intégration, nous aurons finalement
pour la quantité de chaleur envoyée à la terre par le soleil, pendant que son rayon vecteur décrit un angle quelconque v.
On voit par là qu'à raison de l'aplatissement de la terre, cette quantité de chaleur n'est pas exactement proportionnelle à l'angle c; mais comme sin 2^ est nul pour toutes les valeurs de v multiples de jTT, il s'ensuit que la valeur de P est la même pour la durée totale de chacune des quatre saisons. On voit aussi que la quantité de chaleur solaire reçue par la terre pendant chaque année variera de siècle en siècle , avec l'excentricité a de l'orbite du soleil et l'obliquité y de l'écliptique ; mais les variations de a et de ^ étant très limitées, celles de P seront toujours très petites; et il ne paraît pas qu'on puisse leur attribuer aucun effet sensible sur la température moyenne du globe.
Si l'on considérait la quantité de chaleur solaire absorbée par la terre , et non pas seulement celle qui tombe sur sa surface et qui est en partie réfléchie, il faudrait avoir égard à la variation du facteur g de la quantité FI du numéro précédent, soit avec l'angle d'incidence 6, soil aussi avec la position du point 0, à raison de l'état de la surface en chaque point; et comme le pouvoir absorbant est différent, surtout dans les parties couvertes d'eau et dans les parties de terre ferme , il en résulterait que la portion de chaleur solaire reçue et ab-
sorbëe par la terre , ne serait plus la même dans les différentes saisons. Nous avons déjà remarqué (n° 200) que les he'misphèrcs, boréal et austral, absorbent en proportion différente, la chaleur solaire qui tombe pendant Vannée entière sur leurs surfaces.
Dans le calcul de la quantité P relative à la terre, ou à une autre planète, si l'on ne tient pas compte de l'absorption atmosphérique, la quantité S sera la même pour toutes les planètes. D'ailleurs, en négligeant l'aplatissement h, on aura
pour v=27r', il s'ensuit donc que les quantités de chaleur solaire qui parviennent aux limites des atmosphères des différentes planètes , pendant les durées entières de leurs révolutions, ne dépendent pas de ces durées, et que pour deux planètes quelconques, elles sont entre elles en raison directe des carrés de leurs rayons /, et en raison inverse des i-acines carrées des paramètres a(i — a") de leurs orbites elliptiques j ce qui est uu théorème dû à Lambert. Mais on n'eu peutrieu conclure relativement à leurs températures respectives , faute de connaître la partie de la chaleur solaire qui est absorbée par l'atmosphère de chaque planète , et ensuite la portion de la chaleur non absorbée, qui pénétrera dans l'intérieur de la planète même, d'après l'état de sa surface.
(212). Au bout du temps t, désignons par <p la déclinaison du soleil, et par -vjx l'angle que fait le méridien où il se trouve, avec le méridien du point 0; soit toujours ;ii la latitude de ce point j ô étant, ainsi qu'on l'a dit plus haut, la distance angulaire C'CN du soleil au zénith de ce même point 0 , on aura
cosô = sin/Asin(p -f- cos ft ces (p cos 4 ^
où l'on regardera la latitude ^t, et la déclinaison (p comme positives ou négatives , selon qu'elles seront boréales ou australes. En désignant, comme dans le numéro précédent, par y et v l'obliquité de l'écliptique et la longitude vraie du soleil , on aura aussi
sin <p = sin y sin i^ ,
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et, par conséquent,
cos â = sin/A sin^ sin »> -f- cosft cos-vj/ \/i — s'ia^y sin't' ,
où l'on devra considérer le radical comme une quantité positive. Le rayon vecteur r du soleil a pour valeur
1 + a COS (f — ar) '
a et a étant toujours le demi- grand axe et Texcentricité de son orbite, et «sr désignant la longitude du périgée. Si donc on appelle T le dernier terme de la seconde formule (5) du n° i63, de sorte que l'on ait
rp £irC0s9
el si l'on a égard à la valeur de «r du n° 210, il en résultera ' T=^[i4-2acos(t' — <Z!r)](sin//tsin5/sinf-}-cos;ACOS^\/i — sin'^sinV), (11) en négligeant le carré de a et faisant, pour abréger.
Ainsi qu'on l'a expliqué plus haut, on regardera cette quantité h comme indépendante de l'angle 9; ce sera donc une température constante, proportionnelle à l'intensité de la chaleur solaire, telle qu'elle est à la distance moyenne a de la terre au soleil , et après avoir traversé l'atmosphère pour arriver au point 0.
De cette manière , la valeur de T se trouve exprimée en fonction de deux angles variables -^et v , dont l'un est relatif au mouvement apparent du soleil parallèlement à l'équateur, et l'autre à son mouvement apparent sur l'écliptique. L'angle 4 ne s'étendra jamais à plus d'un jour entier; pendant cette durée, on peut le supposer proportionnel au temps; on aura , en conséquence ,
T étant la valeur de t qui répond au midi du point 0, et n désignant la valeur angulaire du mouvement diurne du soleil ; de
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sorte qu'on ait
en prenant l'année julienne pour unité de temps. De plus, si l'on compte le temps t à partir de l'équinoxe du printemps boréal, le plus rapproché de l'époque à laquelle ce temps correspond , on aura aussi
i> =. ■i'Ta -f- 2a sin {prTrt — 'Zër) ,
en négligeant toujours le carré de a. >
(21 5). Cette valeur de T n'a lieu que quand le soleil est au-dessus de l'horizon du point 0 , c'est-à-dire , lorsque l'angle ô n'excède pas ±90°; quand le soleil sera au-dessous de l'horizon, on aura T = o ; si donc on désigne par ^4/' '^^ valeurs de \ qui répondent à cosS = o, et qui sont données par l'équation
sinfc sin^sinf -f- cos/A coS'\|./V^i — sin'^sinV =0, (12) la quantité T sera une fonction discontinue de ^ > dont les valeurs seront données par la formule (i i), depuis 4 = 0 jusqu'à 4=^4'/» et nulles depuis ^ = — ^z jusqu'à 4 = — '^' D'ailleurs , eu considérant cette fonction de 4 et de t' par rapport à la seule variable 4> il est évident, par sa nature, qu'elle redevient la même, zéro ou non, toutes les fois que cet angle 4 augmente de 56o°; par conséquent, son expression en série de sinus et de cosinus des multiples de 4 sera donnée par la formule (6), en y prenant vti pour l'intervalle Ô des valeurs égales de la fonction.
Cette formule devient alors
<pt — ^^p''<^l'dt' + ^2 [ P'cos/Ci — t')(^t'dt'~^; (i3)
i étant un nombre entier et positif, et la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de / , depuis / = o jusqu'à / = 00 . Si l'on y fait
« = 4-f-7r, $(4 -f tt) = /4, i' = 4'+7T,
elle prendra la forme
f^ = vJlj^'dV+ ;2[/_;cos/(4-4')/4'^4'].-
maisT étant zéro depuis 4 = — 4/ jusqu'à 4=^^> si l'on prend T pour la fonction f-\, , les intégrales ne devront plus s'étendre que
depuis 4' = — 4/ jusqu'à '^' = -^^; eu sorte que l'on aura
/4 = i- /_t;/4'^4' + lifX ^^' ' ^-^ - 4')/4'^4 ]•
Or, si l'on met dans cette formule, à la place dey^j-' la formule (i i), dans laquelle on fera -^ = -sj,', on trouve que les intégrations relatives à ■v{/' s'effectuent immédiatement , et il en résulte
f^ = -[i4-2acos(t'-'3r)]| 4^sin/A sin^ sin v+ sin-^^cos/A V^i — sin'j.sin'f
-4- 2sin ;* sin y sin ^' 2 - sin i\[/^ cos /■4'
H-cosfiV.t— sm> sm^fSl \T/- H ^_^ ' Jcos;4j-
Cette expression de f-l' sera donc celle de T , en série de cosinus des multiples de 4, que l'on pourra écrire de cette autre manière :
T = A [ r -i- 2acos(p — -tst)] (V + V, cos ^ + V^^ cos 24 + etc.) , (14)
«n "comprenant le diviseur yr dans la constante h, et faisant, pour abréger, .:;'■!- "-i ."k.--—- y y.
V i=: 4<sm'/tsinysin p-f-sm^/^cos/tt y/i — sin* 5. sin V,
'V^==. 2 sin 4, sinit* siny sin v
•jBiioo 'fcu od-:: , , , ■ , i x / = •
... - + (4/ + sm 4/COs4,) cos A^ V I — sm'^/sm't»,
V,^== 2sin4, cos4/ siniMsin^sinç»
+ |(2C0s'4/+ i)sin4,cos,it\/i — sin*5.sin*f, etc.
(2140 Ayant fait usage de la double valeur ±4/ pour parvenir à cette expression de T, on y devra actuellement considérer 4/ comme une quantité positive. Cet angle ne devra pas non plus excéder 180°. Pour V = o , =1 80°, = 560°, il sera égal à qo°, quelle que soit la latitude fx,. Depuis f = 0 jusqu'à f= 180°, il surpassera 90° ou sera moindre, selon que cette latitude sera boréale ou australe; le contraire aura lieu depuis 1^ = 180° jusqu'à p = 36o°.
En faisant successivement, dans l'équation (12), 4/ = o et 4/= 180°, c'est-à-dire, cos 4^ = — i > on en déduit
, cos u.
. fto'l is ,-!^=b~ SUlV^ = ±^j^^,
pour les valeurs de sin v qui répondent à ces deux valeurs extrêmes de 'vj,^. Il s'ensuit que si l'on a co?,fJt.^s\ny, ou ^«c^go" — y, abstraction faite du signe, ces valeurs de sin i» surpasseront l'unité, et celles de V seront imaginaires. Dans ce cas, l'angle -^^ n'atteindra donc pas les limites zéro et i8o°. D'après l'équation (12), ses plus grandes valeurs répondront à g=t)o° et i'= 5.go°, cl elles seront déterminées par l'équation
cos 4, ==p tang y tang^t,
qui donnera effectivement, dans le cas dont il s'agit, deux valeurs de 4',» l'une plus grande et l'autre plus petite que 90°- Quand on aura AI =±(90° — y), l'angle 4/ atteindra les limites zéro et 180"; et ce sera pour t' = 90° et p = 5.90°. Enfin dans les hautes latitudes boréales ou australes, oii l'on aura ft^ dz (90" — y), l'angle 4/ atteindra aussi ces mêmes limites, mais pour des valeurs de p moindres que go" et 3.90°; et de plus, il y aura alors un intervalle dans ces valeurs de la longitude du soleil, pour lequel cet astre sera constamment au-dessus ou au-dessous de l'horizon du point 0.
A raison de cet intervalle, l'angle 4, sera, dans ce dernier cas, une fonction discontinue de la variable v. Pour fixer les idées, supposons que la latitude /x soit boréale, de sorte qu'on ait ,u > 90° — y. Soit Vf le plus petit angle positif, déterminé par cette équation
^"' COSt', = -^-!- :
' sin y
depuis f = 0 jusqu'à v^zgo" — i\, la valeur de 4/ «n fonction de v sera donnée par l'équation (12), et pour v = 90° — v^ , elle atteindra iSo"; depuis t'=9o° — v, jusqu'à v=.çf,''-\-v^, le soleil sera constamment au-dessus de l'horizon du point 0 , et l'on aura 4/ = 180° ; depuis f=:go°-|-('^ jusqu'à f =5.go° — v^, cet angle 4, sera de nouveau déterminé par l'équation (12), et en particulier pour t'= 5.90" — \) , sa valeur sera zéro; depuis 1^ = 3. 90" — t'Jusqu'à v= 5.90"-+- (-•, le soleil sera toujours au-dessous de l'horizon du point O,- et l'angle 4^ aura constamment zéro pour valeur; enfin, depuis i' = 3 . qo' -j- 1jusqu'à i' = 5(3o% l'angle 4, sera déterminé par l'équation (12).
En substituant l'expression de 4/ en fonction de v dans les valeurs de V, V,, V,^, etc , on voit que chacune de ces quantités sera en
même lemps que -\f.,> une fonction continue ou discontinue de v; mais dans tous les cas, chacune de ces quantités reprendra la même valeur toutes les fois que l'angle i> augmentera de 56o°; par conséquent, ces fonctions de i> pourront s'exprimer en séries de sinus et de cosinus de ses multiples, au moyen de la formule dont on vient de faire usage. Nous allons effectuer cette transformation sur la première de ces quantités ; on opérerait de même sur toutes les autres V^, V,^, etc. ; mais dans la suite nous aurons seulement besoin de l'expression de V en série.
(21 5.) Soit 4', ce que -^^ devient quand on y change v en une autre variable i^'; en appliquant la formule (i3) à la fonction V, nous aurons , d'après la valeur précédente de cette quantité ,
siu^ siny
, COSU /'a» , : : r . • / , ,
•+• / vi — sm*> smV sm 4 a/
amft siny
/ 4/ cosi(v— i>') ainv'dv'^
-h ^^ ^ r / V ' — ^^^'y siûV cos i {i> — v') sin ^dv' "1.
Supposons que la latitude /u, du point 0 soit boréale; et considérons d'abord le cas où l'on a/* < 90° — y, de sorte que 4' soit une fonction continue de v'.
En intégrant par partie, et observant que les valeurs de 4,' qui répondent aux deux limites v'= o etc' = 2ît, sont égales, on aura
J^ -i^'^ûnv'dv'^j ^co&v'dv'; on aura de même
r^'4; cos/(.-.') sin.W=i f 'T^^'^i^-i^'--') _c.gs(ùW/4V)-|^- ^
pour toutes les valeurs de i différentes de l'unité; et pour f= i , on trouve aussi
1 *4.;cos(i^— t'')sinp'rft^'=V*siQf+- l''r-cos(v-2v')-v'siav~\~^dv'-,
le terme compris hors du signe / provenant de ce que l'on a 4-' =^'X à la limite t'':^ a-TT. D'ailleurs, on tire de l'équation (12)
, / d^' sitiKsiny cosi''
sm +, -^ = ^ -,,
cosfi (i — sin'j/sinV )"
sm4,= ^^ ^ ^ j,
coS|«(i — sin'ysinV)' - —
et, par conséquent,
d^/ sinf< siny cos/
'''' (i — sin'y sin V) y/ cos> — sin'j/ sinV '
au moyen de quoi, nous aurons
'\', sinvav = sinfji smy ,
J ^ 4/ cos(i'— t'')sin^''rfi^'= -7r*sia v+ -sinjusinj^ /^"Fi cos(i' — at/)
I • ~lcos v'dv' — V sm V .
J^ 4, cosi((^ — i>)smvdv' =-sinf/.smy — W- ^,
cos(jV — iv -\- f')~| cosv'dv
où l'on a fait, pour abréger,
A = (i — sin'5, sin't'') \/cos*/a — sin'j^ sin'/.
Je substitue ces valeurs et celle sin4' dans la formule (i5). Les intégrales relatives à t»' des quantités qui ont pour facteur le sinus d'un multiple pair ou impair, ou le cosinus d'un multiple impair de cet angle, se détruisent comme étant composées, entre les limites c'=ro et v' = 27r, d'élémens égaux deux à deux et de signes contraires. Relativement à l'intégrale qui renferme f'sous le signe /, en dehors des sinus et cosinus, on a
/•air y'cos/Jf' /■» v'cosv'dv' r^ {v -\-tc)cosv'dv' P" cosv'dv
à cause de cos(i'' + tt) = — cost^'; et cette dernière intégrale est nulle, comme étant aussi composée d'élémens qui se détruisent deux à
deux. Quant aux intégrales des quantités qui ont pour facteur le cosinus d'un multiple pair de u', on pourra réduire leurs limites à v'= o et p' = 4 TTf en quadruplant leurs valeurs. Cela posé, on trouve
V= ^ TT si n ft si n j/ sin t>-t-Q-{-Q, cos 2 <^+Q,^ cos 4t'-f-Q,/y cos64^-f- etc . ; ( 1 6)
Q» Q/> Q/i> Q///> ^'^^•> étant des quantités indépendantes de v. On a eu particulier
Q2 /'-'r/ / ; ■• — : — ■,— 7 , sinV sin'> cosV\ , , ~ I ( Vcos> — sm*y sm VH j dv,
et pour un indice quelconque i, dififérent de zéro ,
Q, = - / ^'^ Vcos*/* — sin'5/sin*c' C0S2?V'
, , . . ., . ,. sin>sin''y cos/-] , ,
— (cos2it' cost" + 2ism2i<^ sinç»! ,..„ r-- — \av .
(216). Toutes ces intégrales Q, Q^, Q,,, etc., s'exprimeront en fonctions elliptiques; ce qui permettra ensuite d'en calculer facilement les valeurs numériques.
Pour la première , on a
Q = -( / â Vcos'/A — sin=>sinV'c?t''-j- / ^ ./ , ^=r=^~,
o (1 — sin'y sinV') \/ cos^ — sin°y sinVV ' ce qui montre que Q dépendra d'une fonction elliptique complète , de chacune des trois espèces, ayant un même module — -; quantité moindre que l'unité par hypothèse. En faisant
sin y . .
— ^ = c , — sm*^ = n ,
COSfi '
et employant les notations de Legendre , on aura
Q = ?E'(c)cos/A +-[F'(c) — n'(c, n) cos' 5.]sinjtetangft.
Mais on sait que les fonctions complètes de troisième espèce s'expriment au moyen de fonctions complètes et incomplètes de pre-
mière espèce et de même module; ea faisant
w = — c* sia* (p , d'où l'on tire
l'angle (p sera l'amplitude des fonctions incomplètes , et l'on aura (*) n'(c, n) = F'(c) + --^ll=[F'(c)E(c,(p)-E'(6')F(c,(p)]; (,7) par conséquent, la valeur de Q deviendra finalement Q = - {E'(c)coS|«,-f-F'(<7)sia* j- sin/A tang/t
— [F'(c)E(c, (p) ~ E'(c)F(c , <?))]cos>sinAt}. Si l'on fait i =: i dans la valeur de Q, , il vient
Q, =: - / ^ vcos*/A — sia^^sia'^-'cos at'W
4siaVsia'y ri", . . , ,.cosV ,,
— 2 3;;: y (i+2Sm'i')-^rfi^.
En intégrant par partie , on a
/ \/cos* yM. — sin*^ sin* t'' cos zu'dv' 1= /
» -sr
sin* y sin' / cos- v'dv' ° \/cos'^ — sin'ysin^k''
= — / ' Vcos*/A — sin'j/ sia'v' cos* yWv'
j^ (sin'y — cos'jt) cos*^ /* ï'' f/i^'
sin'y Jo ^cos'^ — siQ'ysinV'
+ -i--^ / * \/cos* ic — sin' y sin* i^'f?/ : et à cause de cos' f' =|-cosat^+ î-, on en conclut
p' V/cos-A^sin>in?cos2^^i/=^^"°\-"°:>^'^°^'^r^
J o ' 3 sin'y J o
dv'
o v/cos> — sin'j/sin'i''
, (2cos'm — 8in*y) /'i" . , ^— r • , /
+ ^^ 5-^^ ^/ V/cos> — sm'> sin'i' .
' 3sm'y J 0 '^
(*) Traité des Fondions elliptiques , tome I, page i4i.
D'ailleurs on a idenfiquement, d'après ce que A représente.
(i + 2 sin' f') cosV (2 4- sin^ y) cos' y 2 v/cos'/« — sin'yi
Â A sin' y sîn*^y
I + COS' y + 2C0S'^
sinV V^cos> — sir Cela étant, on aura
Q, = 5— ?-^r(24-sin*v)cosHsin>/ ^ " ^ -■■ -
iîTsmvL' «^ o (I— sin=ysinV)V^cosV— sm'ysinS''
— (l +COS'> — si n »y rns'».) f^" — — ^ ~| •
V o v/cos> — sinVsinVj
ou, ce qui la même chose,
Q' = l^Tsî^y \j^ + ®^"'>) '^^^'^ sinwtang/^n' (c,«)
-f- (2 — sio*>) cosftE' (c) — (i + cos*7 — sin*> cos*f*) — ^ |» et en éliminant II' {c,n) au moyen de l'équation (17), il en résulte
Q'= 37^^ {[F'(c)E(c,(p)-E-(c) F(c,<p)] (2 + sin»cos>sinAc + (2 — sin*5.)cosyt*E'(c) — (2 cos> cos'fA+sin'tj. sin/A tangitt) F'(c)}.
A l'égard des quantités Q^^ , Q,^^ , etc. , il nous suffira de connaître une limite de leurs valeurs. Or, en intégrant par partie, on a
-5r sin'ysin2iV' sin/cosc' i/f
2 Vcos*/A — sm*> smV'cos2zpW=/ ^ — . ,
0 '^ ' Jo 2iV/cOS'|
fi — sinV sinV' '
l'expression générale de Q/ peut donc se changer en celle-ci :
A r-vf sin°ysin2zV' siin»' T J o \_2i[/ cos'fi — sin"5/sin°/
OSf' -i
(cos 2jV' cos f ' -J- 7.1 sin 2zV' sin v) sin'fi sin'y"! / j / .
mais si l'on met dans cette formule l'unife au lieu de sia a/V et cos2/V', et qu'on y change le signe du terme divisé par A , il est évident qu'elle sera augmentée en grandeur absolue; on aura donc, abstraction faite du signe,
^ ^« 4 P ' /"a" sin'y sin i»' cos /J/ , a/sin'/t /^.-'^sin'^ sin v cosv'di'' T L.2J J o ycoi'fc — siii'ysin'V' 4'' — 'J o ^
, sinV Z'^" sin'yCOs'i''f/v'~|
Les deux premières intégrales s'obtiennent par les règles ordinaires, et ont pour valeurs
/'-w sm^y s\ni>' cosv'dv' .
„ './ / ■ . — ^^77 = cos u — Vcos*/A — sin*v
/'- » sin'y sin i' cosv'dv' i (~i / sin«\~l
* = ^ — -''" — H- — arc{cos = - — -) \.
En fonctions elliptiques la valeur de la troisième est
/•^s-sinVcosVV/ ¥•((■) „, , , cosV ^ = — ^ — n* fc,«) ; o A COS/4 ^ ' •' COS;«f
ou bien, en vertu de la formule (17),
Pour tous les indices i différens de zéro, on aura donc
^Q/ <Ti (cos/^- Vcos>-sin-^)+|™g^-^-arc(cos = ^)] + pËrT{t«"g/* sîn->F- (c)-cos7[F"(cOE(c,(p)-E'(c)F(c,(p)]}. A l'équateur , où l'on a /a = o , ou aura Q = ^E'(c),
Q' = ST^i?; K' +cos»E-(c)_2COS-;.F'(c)],
et généralement
n ^ 3(1— COSy)
Si l'on avait ^ = o , cette limite de Q, serait zéro; il faudrait donc que Qj le fût aussi ; ce qui résulte, en efl'et, de la valeur de Q,du numéro précédent, quand on j fait ^ = o et y = o. Le module c est sinj/ dans le cas de ^ = o ; en développant les fonctions elliptiques contenues dans la valeur précédente de Qi, suivant les puissances de c' ou de svciL^y , on a
MO
E'(c) = ^ — g sin> + etc. , F'(c) = ^ + g sia"> + etc. ;
ce qui réduit aussi à zéro cette valeur de Qj dans le cas de ;> = o , et celle de Q à l'unité. Mais on a réellement .j'-ma-
c = sin^ = sin23°28';
les ta])les de Legendre donnent , en logarithmes ordinaires ,
logE'(c) = 0,1779800, log F'(c) = 0,2146659, et l'on en déduit
Q = 0,96910, Q^ = o,o4i32, Qi <T (o,o5265).
Si l'on prend pour ^ la latitude de Paris, on aura
;-t = 48°5o', ^=23° 28', ^ = 41" 10', c = ^=sia37°i4'; et, d'après les mêmes tables,
d'où l'on conclut
On aura , en même temps ,
d'où l'on déduit
Q,, < 0,08070, Q,„ < o,o5o8o, etc. ;
mais les A'aleurs de ces quantités sont encore beaucoup au-dessous de ces limites.
(217). L'expression de V cliangera de forme dans le cas des latitudes circumpolaires, pour lesquelles on a /x > 90° — y; la latitude ju. étant toujours supposée boréale. D'après ce qu'on a dit dans le n" 214 > chacune des intégrales que contient la formule (i5) devra être divisée en cinq parties; v^ désignant, comme dans ce
numéro, l'angle aigu dont le cosinus est -. — - , ces cinq parties auront pour limites zéro et ^tt — i>^, \7r — v, et ^yr-\-v^, ÎTT-f-*', et {tt — v^, Itt — v^ et Itt+v^, i7r-\-Vi et 7.7r; dans la première, la troisième et la cinquième, l'angle -vj,^ sera déterminé par l'équation (12); dans la seconde, on aura 4y ^^'^t et dans la quatrième, -xf-^^zo. Ces intégrales se transformeront, comme dans le cas précédent, en fonctions elliptiques ; mais l'expression de V qui en résultera étant très compliquée et sans applications utiles, je me dispenserai d'effectuer ces transformations en général, et je me bornerai à considérer les deux cas extrêmes qui répondent à ^^ = 0 et v,z={7r.
Le premier cas a lieu quand on a ft = 90° — y , c'est-à-dire lorsque le point 0 appartient au cercle arctique , dont la distance an pôle nord est égale à l'obliquité de l'écliptique. La seconde et la quatrième partie de chaque intégrale s'évanouiront , puisque la différence 2f^ des limites de chacune d'elles sera zéro ; les trois autres parties se réuniront en une seule intégrale qui s'étendra depuis f ' = o jusqu'à v =z27r; et dans toute cette étendue, la quantité •xj,^ sera déterminée par l'équation (12), en y faisant //.^go" — y; par conséquent, dans ce premier cas, la valeur de V s'exprimera encore par la formule (16) appliquée à cette valeur de u.
Oa aura, pour cette valeur particulière,
= / ( I H — ^^-, ) COS C di>' ,
OU bien, en efifectuant les intégrations indiquées,
Q = - ( sin > + cos> log -^3^^ j , "■ 'n = ,-A_ r^ _ sin> - ^^ + ""'^^ '"'^^ log i±Jl}^l
C'est aussi ce que l'on trouve, au moyen des expressions générales de Q et de Q, en fonctions elliptiques , qu'on a obtenues dans le numéro précédent ; car, dans le cas de /a = 90° — ^ , on a
c=i, cp=% E'(c) = i, E(c,(p) = sin3., F(c,<p)=log ^p,
ce qui fait disparaître de ces expressions de Q et Q^, la fonction F'(c) qui deviendrait infinie, et les réduit aux valeurs précédentesde ces deux quantités.
li'autre valeur extrême ^ tt de l'angle v^ a lieu au pôle où l'on a jtt = 90" ; ce qui donne cosi'^ = 0 et f^ = ■; w. Ce sont les première , troisième et cinquième parties de chacune des intégrales contenues dans la formule (i5) qui s'évanouissent, parce que les deux limites de chacune de ces parties sont égales. Dans la quatrième parlie, on a >{/,' =0, ce qui la fait également disparaître; dans la seconde, on a %[/= tt; et les limites étant go°db^ tt, c'est-à-dire, zéro et-^r, il en résulte
V = - sin^ r C" sin v'dv' -\- aSJ " Cos i{v — v') sinç^c^/J,
pour ce que devient la formule (i5) dans le cas de ^4 = 90°. On peut remarquer que cette valeur de /* rend nulles toutes les quantités V^, V,^, etc., que renferme la formule (14), et n'y laisse subsister que V;
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(le sorte qu'en y substituant la valeur de V et eflcctuant les intégrations relatives à f', on trouve pour l'expression complète de T, en série de quantités périodiques ,
T = hsiny [i + 2acos(f — «za-)] - tt sinv -|- i — 2I ^°^^'^ | ; (18)
la somme 2 s'étendant toujours à toutes les valeurs du nombre entier/, depuis i= I jusqu'à i = -jo .
En faisant f^:=QO'' dans la formule (i i), ety mettant, comme dans la formule (i4)> '^l'h au lieu de A, ou a
T:=: yrh siny sin v[ï -f- 2a cos(t> — 'S'")]»
depuis (^=0 jusqu'à i^=7r.Pourles valeurs de t» comprises depuis t'=7r jusqu'à v= i7t , on doit avoir T= o; pour que ces valeurs de T coïncident avec la formule (18), il faut donc qu'on ait
_ cos2;V _i_ I
I — 22 7^ ==: zt - TTSinv,
selon que l'on a t» < tt ou t' >• tt. C'est effectivement ce qui résulte d'une formule connue, qui s'est déjà présentée dans le n° i55.
Cet exemple particulier est très propre à montrer comment la quantité V qui est une fonction périodique de v, mais discontinue, peut être réduite, néanmoins, en série de sinus et de cosinus des multiples de la variable ; réduction indispensable pour l'usage que nous allons faire des formules (5) et (4).
(218). Si l'on substitue maintenant la quantité T du n° 212, à la place de la partie de la seconde formule (5) du n° 1 65 qui provient de la chaleur solaire, et si l'on met ensuite au lieu de T sa valeur donnée par la formule (i4)> i^ ^^ résultera
^=A + A, ' ;,_|.\+^[' + 2acos(^'— ';îr)](V+y^ C034
H-V,cos24 + etc.), ('9)
pour l'expression complète de la température extérieure.
Dans le calcul des inégalités diurnes et annuelles de la terre, qui résulteront de celles de cette valeur de Ç, on sera obligé, ainsi qu'on l'a
expliqué dans le n" 20g, de négliger les inégalités semblables, dont peut être affectée la température Ç, et de la considérer comme une quantité constante. S'il s'agit des inégalités diurnes, celles de la température V de la couche d'air en contact avec la surface de la terre seront distinctes, d'après ce qu'on a dit précédemment (n° 2o3), des inégalités diurnes de cette surface même, et tout-à-fait inconnues. On en pourrait faire abstraction , si l'on supposait le pouvoir refroidissant de l'air très petit par rapport au pouvoir rayonnant de la terre , de sorte que A, fût une très petite fraction de A , ce qui permettrait de négliger le ternie dépendant de » dans la formule (19). Mais si l'on admet que la moyenne des températures qui ont lieu pendant chaque journée entière , soit la même pour la surface de la terre et pour la couche d'air qui la touche, on pourra dans le calcul des inégalités annuelles , considérer » comme la température de cette surface même ; et alors, quel que fût le rapport de A, à A, il serait possible d'avoir égard à l'influence dxi pouvoir refroidissant de l'air, sur la température de la terre à la profondeur où les inégalités diurnes ont disparu. Toutefois, comme il n'y a aucune expérience directe qui nous fasse connaître la valeur de ce rapport, et qu'elle ne peut pas non plus se déduire avec assez d'exactitude, des températures observées à différentes profondeurs , on sera obligé de supposer ce rapport très petit et de négliger les termes qui en dépendent , dans le calcul des inégalités diurnes, aussi bien que dans celui des inégalités annuelles. Cette hypothèse paraîtra d'ailleurs très admissible , si l'on observe que le pouvoir rayonnant A doit approcher beaucoup du maximum à la surface de la terre, labourée ou couverte de véi^étaux et dénuée de poli, tandis que le pouvoir refroidissant A, de l'air est, au contraire, peu considérable à raison du peu de densité de ce fluide.
Cela posé, je partagerai en trois parties la valeur deÇ donnée par la formule (19), dans laquelle on fera A, = o : l'une sera la partie de cette formule, indépendante des inégalités diurnes et annuelles, ou la température moyenne extérieure; l'autre comprendra toutes les inégalités annuelles, et la troisième les inégalités diurnes.
Si l'on substitue pour V la formule (16), et pour v sa valeur (n° 212); que l'on néglige le carré de a, et que l'on désigne par Z, la première partie àe Z , on trouve simplement
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quantilé indépendante de l'excentricité de l'orbite solaire et de la position du périgée, de sorte qu'elle ne peut varier, de siècle en siècle, qu'à raison de la température ^, déterminée par l'équation (to), et de 1 obliquité de l'écliptique contenue dans l'expression de Q.
Soit Ç' la seconde partie de Ç; par la substitution des valeurs de v et de V dans la formule (19), on obtient
C = h({'7Ts'mfji.smy — 2xQ)sin 277^ -H h(7ra. siafi siny -f- Q^) cos4'^^ + /«Q,, cosStt^ -f- AQ,^^ cos 1 27rt -\- etc. ;
en conservant l'excentricité a dans les deux premiers termes seulement, et observant qu'à l'époque actuelle la longitude ts- du périgée diflêre très peu de trois angles droits.
Désignons aussi par ^" la troisième partie deÇ;; en négligeant toutà-fait l'excentricité a, et conservant -vj, à la place de sa valeur 27C (365,25) {t — t) (n'a 12), on aura immédiatement
Ç" = A V^ cos 4 + ^V„ cos 2^ -f- hY,^ cos 5>). -f- etc.
La longitude f du soleil variant très peu pendant un jour, on pourra considérer cet angle comme constant dans les coefEciensV,, V,,,V„^,etc., de cette formule.
(219). Pour faire coïncider la formule (3) avec cette valeur deÇ', il faudra prendre
m = 277, m = ^TT, m' = Stt, m'" = 1277-, etc., £ = — go", ;' — o, s" = o, £'"= o, etc., A" = h(l. A'" = AQ,^, etc.,
et en particulier
A = A(^7r sinyM. siu^ — 2aQ) ,- A':^ A(7ra sin/xsin^-{- Q^).
Si l'on appelle u! la partie correspondante de u, c'est-à-dire, la partie de la température de la terre à la profondeur x , qui renferme les inégalités annuelles, on aura, d'après la formule (4),
M = — f-TTSin^isin^ — 2«.Q)e sinf27r< — ^ JM
_îk^ / —
f--i^ = D(COS£r„ =D,s)ne
d'où il résulte
Je ferai remarquer que si l'on eût conservé dans la valeur de Ç' la partie de la température « relative aux inégalités annuelles , et qu'on l'eût supposée, comme on l'a dit plus haut, égale à la valeur de «', qui a lieu à la surface , ou qui répond à j: = o , on aurait été conduit à une expression de u' en fonction de x, de la même forme que la précédente et qui s'en déduit en j remplaçant généralement «Ti et Dj, par des quantités cT, + cT/ et D, + D'„ dans lesquelles «T/ et D,' se déduisent aussi de cT, et Dj au moyeu des équations
U, ces cT, _ t — (7q73;35; , D, sm d , _ ^-3^^-^.. (21; Comme nous ferons seulement usage de la formule (19), je sup-
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primo , pour abréger, le calcul de l'expression plus générale de u', que ^e nie borne à citer.
A la profondeur où les inégalités diurnes ont disparu , ce sera une quantité constante, abstraction faite des variations séculaires, qu'il faudra ajouter à la formule (20) pour obtenir la valeur complète de la température u de la terre. Il s'ensuit donc que le maximum de cette température, pendant la durée de l'année entière, répondra à la plus grande valeur positive de u , et le minimum à sa plus grande valeur négative. Par conséquent, les époques de ces
températures extrêmes seront déterminées par l'équation -^ = o.
Mais indépendamment de la convergence de la série (20) , qui provient, à cette profondeur, des exponentielles contenues dans ses termes successifs, tous ces termes, à partir du second, sont très petits par rapport au premier, à raison des valeurs numériques de a, Q^, Q^^, Q„^, etc., et en excluant d'abord le cas où la latitude ^m. serait aussi très petite. D'après cela, si l'on suppose cette latitude positive, et qu'on désigne par 9 la valeur de t correspondante au maximum de température , et par 9^ celle qui répond au minimum , on satisfera à
,, . . du _ .
1 équation -r- =0, en taisant
2 et 2, élant des quantités très petites, dont on conservera seulement les premières puissances dans le premier terme de cette équation et qu'on négligera entièrement dans tous les autres.
A ce degré d'approximation, ces inconnues disparaîtront aussi dans le premier terme de la série (20); et si l'on représente par H l'excès du maximum sur le minimimi de température, la valeur de H ne dépendra que de ce premier terme ; en sorte qu'à la distance x, on aura
H = î^^i TT sin/Asinj, — 2aQV " . (23)
La valeur de S' étant indépendante de l'angle /a, les valeurs de 6 et 9^
varieront très peu avec la latitude , et seulement à raison des quantités z et z^ ; leur différence , ou l'intervalle de temps compris entre la plus grande et la plus petite température de chaque année, différera fort peu d'une demi-année ;dans tous les lieux où les quantités rt et b, dépendantes de la nature du terrein , seront les mêmes, les époques de ce Tiinxiinum ou de ce minimwn seront aussi très peu différentes. Toutefois les temps ô et G^ étant comptés dans les deux hémisphères à partir d'un même jour de l'année, s'ils répondent dans l'un au ninxinium et au minimum, ils répondront dans l'autre au minimum et au maximum , à raison du changement de signe de/A , en passant d'un hémisphère à l'autre.
Dans le calcul des valeurs de z et s^ , j'aurai seulement égard aux
deux premiers termes de la série (20) et de l'équation — = o ; on trouvera alors z^ = — z, et en outre
z=--^e smi
en faisant, pour abréger,
(^TTsin^tt siny — 2a.Çi)q = TTasin/* sin^ ~hQ,>
de sorte que q soit une petite fraction , puisque l'on a supposé que
sin|t4 ne l'était pas.
Après avoir substitué ces valeurs de z et z^ dans les équations (22), et supprimé dans leurs seconds membres les nombres entiers qu'ils pourront contenir, ils exprimeront en fractions de l'année, les temps
6 et ô, écoulés depuis l'équinoxe du printemps, jusqu'aux époques de la plus grande et de la moindre température. En multipliant ces valeurs de ô et 6^ par 365,25 j on aura les mêmes intervalles de temps exprimés en jours. Si l'on substitue ces mêmes valeurs successivement à la place de t , dans la formule (20), et que l'on prenne la demisomme des résultats, on aura l'excès de la demi-somme des températui'es extrêmes sur la température moyenne de l'année. En désignant cet excès par G, sa valeur sera, au degré d'approximation où nous nous sommes arrêtés,
hb - -^
i=:-^(77-asin/Asin>-f-QJe " cos^(\/l—i)\/27r-+-2J'—J','^. (25)
(220). Ces diverses formules renferment trois constantes a, h, h, dont on déterminera les valeurs de la manière suivante.
Soit H' ce que devient II à une profondeur x' différente de x. En vertu de l'équation (25), on aura
H' := ^r^TTsin^tsin^ — 2aQ)e « ,
et, par conséquent,
H' = He "~ ; (26)
équation qui fera connaître la valeur de a, d'après les valeurs de H' et H données par l'observation.
J'ajoute membre à membre les deux équations (22); les quantités z et Zi se détruisent à cause de :: + r, = o, et l'on en conclut, pour la valeur de cT en degrés,
Mais d'après les valeurs de DsinJ^ et Dcoscf, on a il en résultera donc
i = i^/{co.[i(8 + 9,)--f__]56o--,î, (.7)
pour la valeur de b déduite de celle a , et des valeurs de G et â données par l'observation à une même profondeur connue x.
Les valeurs numériques de a et de b étant ainsi déterminées, on calculera celle de h au moyen de l'équation (25) et de la valeur de H donnée par l'observation à la profondeur j: ou à toute autre distance de la surface. Mais celle température h provenant de la chaleur qui a traversé l'atmosphère, elle pourra varier d'une année à une autre, selon que le ciel aura été plus ou moins chargé de
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nuages; et pour avoir sa véritable valeur en un lieu déterminé, il faudra prendre la moyenne de plusieurs années consécutives, ou, ce qui est la même chose, il faudra employer dans l'équation (aS) la moyenne des valeurs de H qui auront eu lieu pendant ces années. Cette valeur de h devra augmenter quand la latitude /W. diminuera , parce que le ciel est plus pur , en général , quand on s'approche de l'équateur , et aussi parce que les layons du soleil traversent l'atmosphère dans une moindre épaisseur. Par la même raison , cette température h augmentera, toutes choses d'ailleurs égales, avec la hauteur des lieux au-dessus du niveau des msrs ; elle ne dépendrait pas de la nature du terrein en chaque lieu, si le pouvoir rayonnant de la surface du sol et la faculté d'absorber la chaleur solaire, qui entrent dans l'expression de h (n° 212), augmentaient ou diminuaient dans un même rapport.
(221). M. Arago a fait placer à l'Observatoire plusieurs thermomètres, enterrés dans le jardin, à des profondeurs différentes où les inégalités annuelles de température sont encore très sensibles. La tige de chaque instrument s'élève jusqu'à la surface du sol et un peu au-dessus ; et c'est sur la division adaptée à la partie extérieure de cette tige, que l'on mesure les variations de température^ ce qui dispense de retirer le thermomètre de la terre, à chaque observation que l'on veut faire. Mais il en résulte que la température ainsi mesurée sur cette échelle extérieure dépendra de la température de la boule, qui est celle de la terre à la profondeur oii l'instrument est enfoncé, et des températures différentes des points de la tige , dans toute sa longueur égale à cette profondeur. La température de la boule est celle que nous avons désignée par u à la profondeurs; pour la comparer à la température observée, il faudra donc faire subir à celle-ci une certaine correction dépendante du rapport des volumes de liquide que renferment la tige et la boule de chaque thermomètre. On s'occupe actuellement du calcul de cette correction. Afin de pouvoir faire usage des observations non corrigées que M. Arago m'a communiquées, je supposerai que leurs corrections soient peu considérables ; quand elles auront été faites, il faudra en effectuer de semblables sur les valeurs suivantes des constantes rt, h, h , ou les calculer de nouveau. Il n'est pas non plus
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impossible que les zéros des échelles tbermoniélriques aient un peu cliatigé , soit quand les instrumens ont été cntcriés, soit graduellement pendant la durée des obsei-vations. C'est pourquoi je n'emploierai dans les calculs suivans que des différences do température observées, et je ne ferai point usage des températures absolues.
A des profondeurs qui varient depuis deux jusqu'à huit mètres, le maximum et le mbiinium se sont succédés à un intervalle d'à peu près six mois , et leurs époques ont peu varié dune année à une autre , pour chaque profondeur. Pendant quatre années d'observations, l'excès du maocimum sur le minimum s'est un peu écarté de sa valeur moyenne ; cet écart s'est élevé à un degré en plus et en moins , à la moindre profondeur , et seulement à un dixième de degré, à la plus grande; on doit l'attribuer, en grande partie, aux variations que la températui'e h, provenant de la chaleur solaire , éprouve d'une année à une autre ; et c'est pour cela qu'il diminue à mesure que la profondeur augmente.
D'après la moyenne de ces quatre années , l'excès du maximum sur le minimum annuels a été de i°,4i4j ^ ^^ profondeur de S"", 121, et de 2°, 482, à celle de 6'",497. ^^ prenant le mètre pour unité, on fera donc
j:=6,4g7, .^'' = 8,121, H=:2°,482, H'=i^,4i4> dans l'équation (26) , qui deviendra alors
i.6aj.V/x
d'où l'on tire
Terme moyen, le maximum et le minimum ont eu lieu vers le 18 décembre et le 1 3 juin à la plus grande profondeur, et vers le i5 novembre et le 10 mai à la plus petite; ou autrement dit, les maxima sont arrivés à peu près 272 et 289 jours après le 21 mars que Ion peut prendre pour le jour de l'équinoxe, et les miiiima, à peu près 84 et 5o jours après la même époque. Les temps 6 et 6^ étant comptés à partir de cette épyoque , et exprimés en fractions de l'année ,
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on aura donc
et si l'on désigne par h' et 8'^, ce que ces temps deviennent à la profondeur x' , on aura aussi
Eu substituant successivement ces premières et ces dernières valeurs dans l'équation (a'j), et prenant toujours le mètre pour unité, on en déduit
b= i,ioo22, b= 1,01417-
Ces deux résultats s'accordent d'une manière satisfaisante; en en prenant la moyenne , on a
pour la valeur numérique de b qui a lieu à Paris, et qui est rapportée, comme celle de a, a. Tannée et au mètre pour unités de temps et de longueur.
Si nous faisons
dans l'équation d'où dépend la valeur deq , on en déduira
pour cette valeur à la latitude de Paris. D'après les valeurs de rt et ^ on trouve aussi
cr=i3°52', 0=1,44573, cr^=i7»34', D, = i,62282.
Je substitue ces différentes valeurs dans la formule (24); je désigne par z' ce que s devient quand on change x en x' ; on en déduit ensuite
z = 0,00456, pour or = 6"", 497, z' = o,oo55i, pourx'= 8"", 121,
Ayant ainsi désigné par ô' et 6,' ce que deviennent les temps G et 6^ par ce changement ûejc en x' , les équations (22) donneront les valeurs de ces quatre quantités exprimées en fractions de l'année, ou bien en jours après les avoir multipliées par 565,25. Cela étant, si l'on représente les nombres de jours écoulés depuis le 21 mars jusqu'aux époques du maximum et au minimum, par y et y, à la profondeur x, et par/ ety'; à la profondeur x', on aura
Or, d'après les observations citées plus haut , ces nombres sont
ce qui s'accorde d'une manière remarquable avec les résultats du calcul, puisque les différences entre les nombres calculés et observés, n'excèdent pas un ou deux jours en plus ou en moins, malgré la difliculté d'assigner d'une manière précise par l'observation , le jour du viaximum ou du minimum. Sll était possible de déterminer ce jour avec exactitude, la moyenne de ces difVérences, divisée par 365,25, serait la valeur de la quantité S', déduite des équations (21), en y faisant /=o, ou, à très peu près, la valeur de
— '-- — J mais les différences dont il s'agit étant de très petites parties
du nombre 365,25, on en peut conclure que la quantité A, doit être une très petite fraction de A , comme nous l'avons supposé. En général, les comparaisons que j'ai pu faire des résultats du calcul a ceux de l'observation, montrent que l'échange de chaleur rayonnante entre l'atmosphère et la terre, et le pouvoir refroidissant de l'air en contact avec le sol, que nous avons négligés, ont eflectivement très peu d'influence sur les inégalités annuelles de la température de la terre.
Je mets actuellement dans l'équation (23) les valeurs connues des constantes qu'elle renferme; puis j'y substitue successivement 6"',4g7 et 2°,482, 8"',i2i et r,4i4, à la place de x et H; il en résulte deux équations, d'où l'on tire
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valeurs qui ne diffèrent pas sensiblement l'une de l'autre, et dont je
prends la moyenne
pour la tempe'rature provenant de la chaleur solaire, en partie absorbée par la terre à Paris, après avoir traversé l'atmosphère.
Je substitue dans la formule (26) cette dernière valeur de ^ , et les valeurs de toutes les autres constantes que cette formule renferme; en désignant par G' ce que la quantité G devient par le changement de x en x', on en déduit
G = — o°,ooi53, pour x =6"',497, G'= o°,oo202, pour x' = 8'", 121;
d'où il résuite qu'à chacune de ces deux profondeurs, la demi-somme des températures extrêmes de l'année ne diffère pas sensiblement de la température moyenne.
Il résulte aussi des observations de M. Arago, que l'excès du maximum sur le minimum annuel de température a été de 7°, 800 à la profondeur de 5'",248, et qu'il s'est élevé à i5°,oi7 à celle de i"',624; or, si l'on fait successivement, dans la formule (23),
X = 5,248, X ^ Ij624, on en déduit
ce qui diffère peu des valeurs observées. Cet accord de ces deux observations avec la formule est une confirmation des valeurs numériques de a, b , h , qu'elles n'ont pas servi à déterminer.
(222). On fera coïncider l'expression de ^" avec la formule (3j, en. prenant d'abord les multiples 1, 2, 3, etc., de 4, pour les angles m< -1- e, m't + ê', etc., c'est-à-dire, les multiples du nombre 2w(565,25), pour/ra, m', etc., et ceux de 27î"(365,25)t, pour — i, — i! , etc. On fera, en outre
k = hy,. A' = ÂV,,, M' = hV„„ etc.
Si l'on désigne ensuite par 11!' la partie de la température u à la profondeur X , qui renferme les inégalités diurnes, et que l'on fasse, pour
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abréger,
on aura, en vertu de la formule (4),
«" = ^' e - " cos (4. — :rû) — cT')
etc.; où l'on a fait
^ + « V'i == D('^ ces cfC'), a,\/'i = D'-'^ sin cT^O, et, par conséquent,
pour un indice quelconque i.
D'après la valeur de a trouvée dans le numéro précédent , on a
la valeur de l'exponentielle e~* est donc peu différente de o,ooi ; d'où il résulte qu'à un mètre de profondeur, la valeur de zi" est déjà très petite, et les inégalités diurnes peuvent être regardées comme insensibles, ou à très peu près.
A la surface où l'on a a: = o , la série (28) sera peu convergente ; il en faudra prendre un grand nombre de termes pour calculer les valeurs numériques de u" ; et la loi des variations diurnes sera très compliquée. Mais à une distance peu considérable de la surface , ce calcul et cette loi seront beaucoup plus simples; si l'on prend, par exemple, un demi-mètre au moins pour la profondeur x , on aura une expression de m" suffisamment approchée en réduisant la série (28) à son premier terme; ce qui donne
«"=^'e-^'''«^°5='-cos[>|.-(379<'2o')^-cn,
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en observant qu'exprimée en degrés , la valeur de a est
co = (6,62o5i) = 57g°2o'.
Il résulte de là qu'à cette profondeur d'un demi-mètre et au-delà, le maximum de température de chaque journée aura lieu quand l'angle 4 — {'^jg°2o')a: — <^' sera égal à zéro ou à i8o°, selon que la quantité V, sera positive ou négative. Le maximum et le minimum arriveront toujours à douze heures l'un de l'autre. Leurs époques seront les mêmes dans tous les lieux où les quantités a et è , et par suite l'angle cf' ont les mêmes valeurs; elles ne dépendront ni du jour de l'année, ni de la latitude du lieu de l'observation; ou du moins, cette latitude et ce jour, en déterminant le signe de V,, ne pourront que changer l'heure du maximum dans celle du minimum , et réciproquement. A cause de
on a , d'après la valeur de a> en nombre et celle de b du numéro précédent ,
le maximum de température à la profondeur d'un demi-mètre, par exemple , arrivera donc lorsque l'angle horaire 4 aura pour valeur aSo'aô', ou 5o°26', selon que la quantité V, sera positive ou négative, c'est-à-dire à environ huit heures et demi après-midi, ou trois heures et demie auparavant.
Si l'on appelle E l'excès du maximum sur le minimum, on aura, à cette même profondeur ,
en employant toujours les valeurs précédentes de b et co, gn aura d'ailleurs
D' = io,i38oi ; et ensuite
E = =b (0,00761) AV,.
On mettra dans cette valeur de E , à la place de V^ , son expression , savoir (n" 21 5) :
V, = 2 sin 4^ sin/tt sin^ sin v
+ (4/ + sin4'/ cos4/)cos/A Vi — sin» 5. sin'f,
dans laquelle -^^ est un angle positif et aigu , ou qui ne surpasse pas 90", et qui est de'terminé par l'équation (12). Il en résulte que cette différence E des températures extrêmes d'une même journée varie avec la latitude /* du lieu de l'observation et avec la longitude v du soleil.
Auxéquinoxes, on a
sinf = O, 4^ = i-TT, V, = ^-TTCOSjU,
et par conséquent,
E = { '7r(o,oo']6i)hcos jbL.
La valeur de E est donc la même à ces deux époques. A Paris, on a
fi = 48''5o', h = 35°,924, E = o°,283.
A l'équateur cette valeur est moins petite, à cause de cos/*= i, et parce que la valeur de h doit surpasser celle qui a lieu partout ailleurs (n° 220).
La différence E n'est pas la même aux deux solstices, excepté à l'équateur. A ces époques , on a
sm
v = dt i , cos 4/ = =F tang fx tang y ;
les signes supérieurs ayant lieu dans le cas du solstice d'été boréal, et les signes inférieurs quand il s'agit du solstice d'hiver. Si l'on fait
y = 23028', At = 48*5o', h = 35'',924, on en déduira
4^ = ii9°46', V, = 1,5224, E = o%4i6,
au solstice d'été et à Paris; et
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4^ = 6o''i4', V, = — 0,3745, E = o%i02, au solstice d'hiver et dans le même lieu.
Quelle que soit la longitude i> du soleil , on a , à l'équateur,
/A = G, -^^ =: \7r, V^ = j7r\/i — sin'j/sinV; il en re'sulte donc ,
E = j-TT (0,00761) A S/i — sin'^sin'i';
par conséquent, la plus grande valeur de E a lieu aux équinoxes et la plus petite aux solstices, où elle est dlminue'e dans le rapport de cosy à l'unité.
(223). Dans son voyage aux Cordillières , M. Boussingault a observé (*) qu'à l'équateur et à diverses hauteurs au-dessus du niveau des mers, la température de la terre, à de très petites distances de la surface , telles qu a un quart ou un tiers de mètre , est sensiblement la même , aux différentes heures du jour et aux différens jours de l'année. Il a reconnu , en outre, que cette température constante diffère très peu de la moyenne des températures marquées, pendant l'année, par un thermomètre exposé à l'ombre et à l'air libre, au-dessus de la surface du sol; et cette remarque lui a fourni uu moyen très simple de déterminer la température climatérique des différens lieux qu'il a parcourus. Toutes ses observations de la chaleur de la terre, près de sa surface , ont été faites dans des lieux abrités du soleil ; circonstance à laquelle il faut attribuer la disparition complète des petites inégalités de la température ; car d'après la valeur précédente de E, qui répond à une profondeur d'un demi-mètre et à des lieux découverts, les inégalités diurnes ne doivent pas être tout-à-fait insensibles à des profondeurs encore moindres. Quant aux inégalités annuelles, leurs amplitudes sont beaucoup moindres à l'équateur qu'en des lieux dont la latitude n'est pas très petite.
En effet, pour /x = o comme pour toute autre valeur de /i, tous
(*) Annales de Physique et de Chimie, lonie LUI.
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les termes de la série (20), à parlir du second, sont toujours très petits, à cause des coefficiens Q, , Q,^, Q„^ , etc.; mais, de plus, pour ^^o, le premier terme de cette série est aussi très petit, et ce n'est qu'à raison de l'excentricité a. de l'orbite du soleil que ce terme conserve une petite valeui', beaucoup inférieure à celle qui répond, par exemple, à la latitude de Paris.
Pour comparer à cette latitude et à l'équateur, les différences de la plus grande à la plus petite température de l'année , qui ont lieu à une même profondeur x et dans un même terrein , et qui proviennent du ternie principal delà série (20), je fais, dans l'équation (23) ,
a = 0^01681 , h = ijoSyig, D = 1,44573, y = 25° 28'^
successivement
jM = 48» 5o'
et
et
En désignant par h^ et par — H^ ce que deviennent , dans le second cas, h et H qui répondront au premier, on trouve
H = (o,6559i)/ie « , H^ = (0,047 i6)Ae ^^ >'
ce qui montre qu'abstraction faite de la diflérence qui peut exister entre les températures h et h^ , la valeur de H serait â celle de H^ à peu près dans le rapport de 14 à 1.
En prenant pour h sa valeur précédemment trouvée A= 35°, 924, et faisant x = o, on a H = 25°, 563 pour 1 excès de la plus grande température de l'année sur la plus petite , à Paris et h la surface même de la terre. On peut remarquer que cet excès surpasse de près de moitié la dilTérence 18°, 79 — i''>92, des températures des mois de juillet et janvier, marquées par le thermomètre suspendu dans i'air (n" 204) J ce qui n'empêche pas que la moyenne des températures qu'il indique pendant l'année entière , ne diffère très peu de celle de la surface.
Si l'on prend aussi A^ = 55°,924, et que l'on fasse de même x =0, on aura H^=i°,694 ; mais il faut observer que cette quantité, déjà peu considérable, peut être rendue encore beaucoup moindre, par
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la diminution de la température h^ , dans les lieux abrités du soleil
pendant toute l'année.
(224). J'appelle maintenant Ui la température moyenne de la terre à la distance x de sa surface , c'est-à-dire la partie de la valeur de u indépendante de inégalités diurnes et annuelles, et qui ne peut éprouver, sur une verticale et à une profondeur déterminées, que des variations extrêmement lentes. Cela suppose, toutefois, quand on détermine u^ par l'observation, que l'on prend pour sa valeur la moyenne des températures de plusieurs années consécutives; afin de la rendre aussi indépendante des variations irrégulières de la chaleur solaire, qui ont lieu d'une année à une autre (n» 187).
La valeur complète de u^ se compose de la température moyenne extérieure ^^ ; d'une partie proportionnelle à x, provenant des inégalités séculaires de Ç^ (n° 184) , et que je désignerai par ^,x\ d'une autre partie également proportionnelle à x, que l'on a désignée parg^a* dans la formule (1), et qui proviendra, soit des variations de la température de l'espace , soit de la chaleur initiale de la terre , si l'on suppose cette chaleur d'origine encore sensible à l'époque actuelle près de la surface du globe ; du premier terme de cette même formule qui doit toujours être équivalent à j^; enfin delà fonction dex
que l'on a représentée par w dans le n° 194. La quantité t,, se composant aussi de deux parties, § et /(Q (n° 218), on aura donc
u^=^ -\- hq -\- g^x + gx + ^g -^ w.
Le coefficient Q du second terme variera uniquement, à raison de l'obliquité de l'écliptique y , qui entre dans son expression. Pour en calculer la valeur, on pourra, pendant plusieurs siècles , avant ou après l'époque actuelle, supposer l'augmentation ou la diminution de y propoi'tionnelle au temps , ou prendre pour l'angle y sa valeur actuelle, augmentée ou diminuée du produit {o",456Q)t , dans lequel le temps t est toujours exprimé en années. Mais cette valeur approchée de y ne suffirait pas pour déduire de Q la valeur de gi. En effet, le terme g^x de u^ ne dépend pas seulement des variations de l'obliquité de l'écliptique qui ont eu lieu depuis quelques siècles ; elle dépend de la grandeur et de la loi de ses variations pendant toute la durée de leur période; pour déterminer la valeur
DE LA CHALEUR. 5ri
de g,, il faudrait donc employer dans celle de Q, lexpressiou de y en sinus et cosinus d'angles qui varient très lentement ; expi-ession qui n'est pas connue dans l'état actuel de la science, et dont l'obliquité qui a lieu maintenant, augmentée et diminuée de (o",4569)/, n'est qu'une valeur approchée. Nous ne pouvons donc pas calculer la quantité g,; dans la formule précédente, cette quantité s'ajoutera à g' et formera une petite partie du coefficient de x, que l'on détermine en chaque lieu par l'observation.
La quantité € que contient la valeur de w donnée par la formule (5)
étant égale à — j- — (n° i85) , elle se réduira à l'unité, en néeli-
géant, comme plus haut, À, par rapport à A. Je mets, en outre, dans cette formule (5), pour le nombre m et pour le coefficient A, ceux qui répondent à la principale inégalité de la température extérieure, et qui sont (n° 21g)
m = 27r , A = h(^7rs\njj.siuy — 2aQ) ;
puis je substitue l'expression de w qui en résulte dans la valeur de m, : en supprimant de cette valeur la quantité g^, désignant par D la même quantité que dans la formule (20), et faisant, pour abréger,
n = ^j (^--TTsm^sm^— aaQj ,
nous aurons
«, = 1 + AQ + ^g (1 + ^x) — nhe~ " . (29.
Dans cette valeur de u^ , la quantité h est une température qui pourrait être exprimée en degrés d'un thermomètre quelconque , pourvu que ce fût le même que pour les températures ft , g , Ç ; mais dans la valeur de n, la quantité h exprime un nombre abstrait , égal au nombre des degrés du thermomètre centigrade, compris dans la tempéi-ature h. Il suit des valeurs trouvées pour a, b, h, qu'à une profondeur de 7 à 8 mètres , le dernier terme de la formule précédente ne s'élève plus à o°,oij de sorte qu'à cette distance de la surface, et au-delà, la température de la terre est sensiblement la ménœ que si la conductibilité de la matière en était indépendante.
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La température ^ , provenant de la chaleur atmosphérique et de la chaleur stellaire , devrait être déterminée au moyen de l'équation (lo); mais les données physiques nous manquant pour cette détermination, j'éliminerai.^ de la dernière formule, au moyen d'une valeur de la température observée à la profondeur d'une vingtaine de mètres, ou au-delà. Soit donc R la température de la terre, à une distance /' de sa surface, pour laquelle les inégalités diurnes et annuelles, et par conséquent aussi le dernier terme de l'expression de u^f sont insensibles; nous aurons
R = H- AQ+ Jg(i+Ar), (50)
puisqu'à une telle distance la température observée ne diffère pas de la température moyenne u^. Par l'élimination de ^ entre cette équation et la précédente, il en résultera
M^ = R — ^{r -^ x) — nhe " , (5i)
pour l'expression de la température moyenne à une profondeur quelconque X.
En faisant x = o dans cette dernière formule , on aura
M, = R — gr — nh ,
pour la température moyenne de la surface de la terre, en un lieu dont la latitude yt* n'excède pas go° — y, laquelle température paraît être , d'après la remarque du n' 207 , très peu différente de la température climatérique dans le même lieu. A Paris , on a
^ z= o',o28i , h = 55*,g24 ; en faisant aussi
et prenant pour r et R la profondeur et la température des caves de l'Observatoire, savoir :
r= 28", R = ii%834,
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on trouve
Tih = o°,2672 ; puis il en résulte
11^ = io°,78o;
ce qui ne diflêre effectivement que de o'yO^i de la moyenne des températures marquées par le thermomètre de l'Observatoire exposé à l'air libre et à l'ombre pendant près de vingt années (n° 187).
(225). Si l'on réunit actuellement les valeurs de m,, «',"", on aura l'expression complète de la température u de la terre, sur une verticale déterminée, à une profondeur donnée a:, et au bout d'un temps t aussi donné. A une profondeur d'environ un mètre ou au-delà, les inégalités diurnes auront disparu , et la valeur de u sera réduite à
à une distance de la surface encoreplus grande, et d'environ une vingtaine de mètres ou au-delà , le terme i^ disparaîtra également; en sorte que la température moyenne u^ , ne différera plus sensiblement de u. Toutefois, on ne doit pas oublier que dans la formule (2g), qui exprime la valeur de u^ , la profondeur x est toujours une très petite partie du rayon de la terre, moindre qu'un centième de ce rayon par exemple: à de plus grandes distances de sa surface, au-delà, par conséquent, des profondeurs accessibles, le troisième terme de cette formule ne croîtrait plus proportionnellement à a: j le second terme //Q variant d'un point à un autre de la surface, soit à raison àe h , soit à cause de Q, il devrait être remplacé par un terme dépendant de x et de la loi de cette variation (n° 175); et il en serait de même à l'égard du premier terme Ç, s'il varie également d'un point de la surface à un autre.
Je prends la formule (3i) pour la valeur de w, , et la formule (20), réduite à ses deux premiers termes, pour celle de i^; je fais, pour abréger,
R - gr = N,
rr- T- :t sinft &\ny — aaQ j = P,
g- (^at. ûwu siny + Q^j = P^;
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il en résultera
uz=N + gx — nfie
+P,Ae «~cos(47r< — ^^ _^;),
pour la température de la terre au bout d'un temps t exprimé en fraction de l'année et compté du jour de léquinoxedu printemps, et à une profondeur x exprimée en mètres et plus grande que l'unité ; rdativementà une distance de la surface moindre qu'un mètre, cette formule exprimera seulement la température moyenne de la journée qui répond au temps t.
(226). Si l'on veut connaître la température distincte de u, correspondante aussi à la profondeur ,r et au temps t, et marquée , comme on l'a dit plus haut (n" 221), sur la partie extérieure de la tige d'un thermomètre dont la boule est enfoncée à cette profondeur, on la déterminera de la manière suivante.
A la température zéro, soient B le volume du liquide contenu dans la boule, et Bê celui de la portion du même liquide renfermée dans chaque portion d'un mètre de longueui-, de la tige supposée cylindrique. Soit aussi A, la petite dilatation du liquide pour chaque degré de température. Le premier volume B deviendra (i + T^ii) B à la température u , et aura ainsi augmenté de la quantité BAm. A l'époque où la température de la boule sera devenue «, c'est-à-dire au bout du temps t, appelons Z la température de la tige à une profondeur s 5 le volume de la portion du liquide, située à celte profondeur, dont la longueur infiniment petite est dz , deviendra aussi (1 -f- AZ)B^(^s à cette même époque , et aura donc augmenté de BC/Z^z; par conséquent , le volume de tout le liquide qui était contenu dans la tige à la température zéro, se trouvera augmenté d'une quantité égale à
B^A / o Zf/z, en même temps que celui de la boule aura éprouvé l'augmentation ^\u ; et si l'on fait abstraction de la dilatation de l'enveloppe ou de la partie solide du thermomètre, la somme de ces deux quanti-
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tes exprimera le volume du liquide qui passera dans la partie extérieure de la tige, pendant que les températures de tous les poinîs de Tinsti ument s'élèveront de zéro à celles qu'ils ont au bout du temps t. Cette somme divisée par B(i -f- ^,r^ qui est le volume total du liquide à la température zéro, et aussi par la dilatation A, sera donc, au même instant, la mesure de la température marquée sur l'échelle extérieure; de sorte qu'en désignant par r cette température variable , on aura
u +sf'zdz
"= — TT
Si l'on suppose maintenant que v soit la température moyenne de la journée , il faudra prendre pour u la formule (32), et pour Z ce que cette formule devient quand on j met :; au lieu de x. En y changeant les sinus et cosinus en exponentielles imaginaires, on a
Z = N + gz — nhe
PA
r ±V/ht(,^^/^^(^^,._^^jj/— _iV^T(,_K:r7)_(4,,^;v/r7
d'où l'on déduit
"^ Zf/z = N^ + -§.r' —
nha
iiV'^
ha
en faisant, pour abréger,
— (i+NZ-Oe
xV'r.
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ou , ce qui est la même chose,
X = P [sia {i7it — ^) — cos(27rf — ê-)\
-P[sin(27r^--^ - cr)-cos(2'7r^-i-^_J^] e~~^
+ 4= P,[sln {Jçrt — cTJ + cos(4^< — S-;]] y 2.
-^-P,[sin(4^.-i^^^--J^,)H-cos(4^._--^-_J^,]e « .
Cela étant, nous aurons finalement
2 ■2.y'ïï\ J ly T
pour l'équation qui fera connaître la valeur de v' d'après celle de u que donne la formule (Sa).
A la profondeur x , où les exponentielles contenues dans le second membre de cette équation ont des valeurs très petites que l'on peut négliger, on aura simplement
^- = W + gX - J^^^ — -^-j3^^
H -= [sin (27rt — cT) — cos (27rt — tT)]
2 (i + Cx) y TT
"" ^== [sin (47ri — ê") + cos (4^< — cT^)] ;
2(1+ Sx) y' 25r
en sorte que pour cette distance à la surface, la température v mesurée sur l'échelle extérieure du thermomètre, éprouvera encore des inégalités annuelles, quoique la température ii n'en éprouve plus aucune. A une profondeur encore plus considérable, où le produit Qx sera devenu un très grand nombre , cette dernière valeur de v pourra être réduite à
ce qui montre que l'accroissement uniforme de température , qui a
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lieu à de grandes distances de la surface , ne paraîtrait être que moitié de ce qu'il est réellement, si on le déterminait d'après les indications qui auraient lieu sur les échelles de plusieurs tiiermomélres enfoncés à diÛérentes profondeurs.
(227). Il ne me reste plus qu'à exposer quelques notions sur les températures moyennes des différentes parties du globe, sur celles des diverses régions du ciel, et sur la température de l'espace, dans le lieu où la terre se trouve actuellement, par suite du mouvement de notre système planétaire.
D'après l'équation (29), la température moyenne en chaque point de la surface de la terre, c'est-à-dire, la valeur de u^ qui répond a X = 0 , est
zi^r=^ + hÇl + \g- nh. (53)
Le coefficient n du dernier terme est une fonction différente de la latitude f*, selon que fx surpasse le complément de y, ou est moindre. Ce terme provient de ce que la conductibilité de la matière du terrein près de la surface, varie suivant une loi qui est liée à celle du rayonnement extérieur (n° 55). A Paris , on a
nh = o°,2672,
de sorte que la température moyenne est moins élevée d'à peu près un quart de degré, qu'elle ne serait, toute chose d'ailleurs égale, dans l'hypothèse d'une conductibilité constante. A l'équateur, cette différence est beaucoup moindre , et presque insensible ; en faisant ^tt = o dans l'expression de n du n° 224 , il en résulte
quantité qui ne s'élèverait pas à un centième de degré, lors même que la température h serait double de ce qu'elle est à Paris.
Le terme j g peut varier d'un point à un autre ; sa valeur numérique doit être déterminée en particulier pour chaque localité ; à Paris, elle est de o°,o266 (n° 192'!; et il n'y a pas lieu de pen-
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ser qu'elle soit beaucoup plus grande en d'autres points du globe. Ce terme provient de l'accroissement de tempéi-ature dans le sens de la profondeur, résultant, soit de la température initiale de la terre, s'il en reste encore quelque trace près de sa surface, soit des inégalités séculaires de la température extérieure produite par la variation de l'écliptique , soit enfin des variations de la température de l'espace, sur la route de notre système planétaire.
Les deux facteurs A et Q du second terme de la formule (33) varient d'un point à un autre de la surface; en sorte que les températures moyennes de ses différentes parties sont inégalement augmentées par la chaleur solaire. A Paris , on a
c'est-à-dire que la chaleur solaire y augmente la température moyenne de près de 24°, ou d'une quantité un peu plus grande que l'excès de la plus haute sur la plus basse température de l'année (n° 223). La valeur de Q à l'équatcur est
et puisque , pour un même terrein , la température h doit être plus grande qu'à notre latitude, il s'ensuit qu'à l'équateur la chaleur solaire élève la température moyenne de plus de 35". Le terme de la formule (18), indépendant de la longitude du soleil, étant égal à h ûwy , il s'ensuit qu'au pôle le terme delà température moyenne provenant de la chaleur solaire a hûny pour valeur; pour un même terrein, et à raison seulement de ce que les rayons solaires, pour arriver au pôle , éprouvent une plus grande absorption dans l'atmosphère, la température h doit y être moindre que partout ailleurs; à cause de %\ny = o,3g8, l'augmentation de la température moyenne qu'ils y produisent doit donc être moindre qu'environ i4°.
A des latitudes égales, de part et d'autre de l'équateur, la quantité Q a la même valeur; la valeur de h serait aussi la même pour des terreins de même nature ; mais elle peut être différente , à raison du facteur — ^ — , ou simplement - , qui entre dans son expression et qui représente, pour une surface donnée, le rapport de la faculté d'ab-
sorber la chaleur solaire à la faculté démettre la chaleur rayonnante en général. Or, rexpdriencc montre que si deux corps ont des pouvoirs rayonnans inégaux, c'est celui pour lequel il est le plus grand, qui s'échauffe le plus, lorsqu'on les expose toxis les deux aux rayons du soleil ; d'où l'on peut conclure que c'est aussi pour ce corps
que le rapport - a la plus grande valeur, du moins quand on fait
abstraction, comme dans l'expression de h, du pouvoir refroidissant de l'air en contact avec la surface (n» 202).
Cela étant, la quantité \ qui mesure le pouvoir rayonnant, est généralement moindre de l'autre côté de l'équateur que de notre côté, parce que l'étendue des mers est plus grande dans 1 hémisphère austial, et que le pouvoir rayonnant de la mer est moindre que celui de la terre ferme. C'est donc aussi dans l'hémisphère austral que le rapport
- et par suite la température h ont les plus petites valeui's moyennes;
par conséquent, sur des parallèles également éloignés de l'équateur dans les deux hémisphères, le terme ^Q de la formule (53) a la plus petite valeur moyenne dans l'hémisphère austral ; ce qui est une cause de décroissement plus rapide de chaleur en allant de l'équateur au pôle dans cet hémisphère, conformément aux obsei-vations, etde sa température moyenne moindre que celle de l'hémisphère boréal. Une inégalité dans les quantités de chaleur rayonnante que les étoiles envoient dans un même temps aux deux hémisphères peut aussi contribuer, ainsi que nous l'avons dit précédemment (n*^ 200), à la différence de leurs températures moyennes ; mais nous ignorons si cette inégalité de chaleur stellaire est sensible, et à laquelle des deux parties du globe , elle est favorable ou contraire.
Quant au premier terme 0 de la formule (33), qui provient de la chaleur stellaire et de la chaleur atmosphérique, sa valeur devrait être détei'minée au moyen de l'équation (5o) ; mais nous avons déjà remarqué que l'on manque des données sur la constitution de l'atmosphère et sur les températures des diverses régions du ciel, nécessaires à cette détermination. Au lieu d'employer la valeur de 0 pour calculer la température moyenne u^ , il faudra donc, au contraire, déduire celte valeur de celle de u^, qui est donnée par l'observation, ou bien, de la température invariable qui a lieu à une distance connue de la surface,
diminuée de l'accroissement correspondant à cette profondeur. Si l'on substitue, par exemple, dans l'équation (3o), les valeurs que l'on a trouvées pour Paris, et que l'on prenne, comme plus haut, pour R et r la température et la profondeur des caves de l'Observatoire, cost-à-dire, si l'on fait, dans cette équation,
^Q = 23%948, ^g = o',026G, gr = o%7868, R=ii%834, on en déduira
de sorte qu'à Paris la température ^ est, à très peu près, de 1 3° au-dessous de zéro. Elle résulte de l'échange de chaleur , soit entre la terre et la portion de l'atmosphère située au-dessus de l'horizon de cette ville, soit entre la terre et toutes les étoiles qui passent en un jour sidéral au-dessus de cet horizon. La partie provenant de l'atmosphère ne nous est pas connue; nous pouvons seulement présumer qu'elle est négative, comme la valeur entière de ^ ; car, dans la plus grande portion de l'atmosphère , la température de l'air est négative ; et quoique cette portion soit celle où la densité est la plus faible, on peut croire cependant , que cette portion la plus froide et la moins dense, est prépondérante, à cause de sa plus grande étendue, dans l'échange de chaleur avec la terre. Cela étant , l'autre partie de Ç, qui provient de la chaleur stellaire, après qu'elle a traversé successivement l'éther et l'atmosphère, doit être une température plus élevée que — 1 3° I et elle serait même positive , si la partie de ^ provenant de l'atmosphère était plus basse que — 13°; ce qui n'est pas probable.
La quantité a. relative à la nature du terrein entrant semhlablenient dans les deux membres de l'équation (10), il s'ensuit que si elle varie dans un rapport quelconque, en passant d'un point à un autre de la surface, la valeur de Ç ne changera pas. Cette température sera généralement la même pour tous les points d'un même parallèle; mais elle pourra varier avec la latitude, soit à cause de la constitution différente de l'atmosphère au-dessus de l'horizon, soit à raison de l'inégalité de température des diverses régions du ciel. Pour en déterminer la valeur à l'équateur, je suppose qu'en ce lieu, comme en d'autres points du globe (n^aoy), la température moyenne de la surface
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dlfTère peu de la température climaterique; et celle-ci étant de 2j'',5 àl'équateiir, je prends 37°,5 pour la valeur de u^, ou plus simplement, pour l'excès de sa valeur sur celle des deux derniers ternies de la formule (35); en y mettant aussi pour Q sa valeur relative à 1 equaleur, on en déduit
en sorte que cette température ^ sera plus ou moins élevée que celle qui répond à notre latitude, selon qu'à léquateur la température h sera plus haute ou plus basse qu'environ 42°. Au pôle , si l'on suppose toujours que la température moyenne de la surface s'écarte peu de la température climaterique, que l'on prenne pour celle-ci environ — 18° que donne la formule de M. Brewster, et, comme plus haut, /isiny pour le terme AQ de la formule (53), on aura, abstraction faite de ses deux derniers termes ,
Ç = — 18' — hsmy;
température évidemment plus basse que celle qui a lieu sur le parallèle de Paris.
(228). La température de l'espace, que nous avons encore à considérer, résulte de la chaleur rayonnante, émanée des étoiles et modifiée par l'absorplion qu'elle éprouve en traversant l'éther. Quelle que soit la variation d'intensité de la chaleur stellaire, en passant d'une direction h une autre autour d'un point donné, la température de l'espace en ce point est donc celle que marquerait un thermomètre d'un très petit volume, qui y serait placé et qu'on supposerait abrité du soleil. Si une sphère solide et eu repos, d'un très grand diamètre, comme celui de la terre, par exemple, a son centre C au point donné, et si l'on suppose d'abord l'intensité de la chaleur stellaire qui tombe sur chaque élément de la surface, égale dans toute son étendue, cette sphère, que j'appellerai A, prendra, après un temps convenable, une température égale dans toute sa masse , qui sera encore la température de 1 espace au point C. Au contraire, si l'intensité de la chaleur incidente varie d'un point à un autre de la surface de A , la sphère se trouvera dans le même cas que si elle était soumise à une température extérieure constante par rapport au
temps, mais variable à sa superficie. Les températures finales des points de cette surface seront donc égales aux températures extérieures qui leur correspondent, et la température centrale sera la moyenne de toutes ces températures finales (n° 177), ou, autrement dit, elle sera la même que si la quantité donnée de chaleur rayonnante, venue des étoiles, était distribuée uniformémeut sur toute la surface de A ; par conséquent^ ce sera toujours la température de son centre C qui marquera la température de l'espace. On pourra prendre la terre, pour cette sphère A, pourvu que, dans l'évaluation des températures moyennes de sa surface, on n'ait point égard à l'action calorifique du soleil, ni à l'influence de l'atmosphère.
Cela posé, pour calculer la température de l'espace d'après les observations faites à la surface de la terre ou à de petites profondeurs, il faudrait doue déterminer d'abord la valeur de la température Ç, pour chaque point de cette surface, ou du moins pour chaque parallèle, comme nous venons de le faire pour le parallèle de Paris; on retrancherait ensuite, de cette valeur, la partie de ^ qui provient de la chaleur atmosphérique , et qui ne nous est pas connue; puis de la température restante, et qui se rapporterait à la surface de la terre, il resterait à conclure ce qu'elle serait à la limite de l'atmosphère; ce qui exigerait que l'on connût la loi de l'absorption de la chaleur dans cette masse fluide. Ces opérations successives étant effectuées, si elles étaient praticables, je désigne par % la température qui en résulterait, et qui varierait d'un point à un autre delà surface; je représente par (fff' l'élément diflerentiel de cette surface, et par /son rayon moyen; enfin, j'appelle E la température de l'espace au lieu que la terre occupe actuellement. Nous aurons
l'intégrale s'étendant à la surface entière du globe.
On voit par là que nous manquons des données nécessaires pour évaluer la température de l'espace avec quelque précision. Cependant, pour nous en former une idée, et savoir si elle est beaucoup au-dessous de zéro, ou si, au contraire, elle ne serait pas au-dessus, je ferai abstraction de l'absorption que la chaleur stellaire éprouve dans
l'atmosphère, je supposerai qu'elle tonib^ en e'gale quantité sur tous les élëniens de la surface du globe , et je négligerai la partie dt- la tempe'rature Ç qui provient de la chaleur atmosphérique, c'est-à-dire que je supposerai cette partie nulle ou très petite, par une sorte de compensation entre la portion de ratmosplicrc la plus dense, où la température est positive, et la portion la moins dense et la plus étendue, où la température est négative. De cette manière , % sera une température constante, et l'on pourra prendre, pour sa valeur, celle de ^ que nousavons calculée pourParis d'après des données exactes; on aura alors %= — 1 5°, et par conséquent aussi E= — i5°. L'influence de la chaleur atmosphérique, que nous négligeons, augmenterait sans doute la valeur de y^, et rapprocherait de zéro celle de E; toutefois, il ne me semble pas quccette augmentation puisse être telle que la température de l'espace soit positive.
Au reste, quelle que soit la valeur de E, on ne doit pas oublier que cette températui'e varie sur la route que suit notre système planétaire dans l'espace, et que si elle diffère peu de zéro au lieu où il se trouve actuellement, il y a eu et il y aura d'autres époques pour lesquelles elle peut être d'un grand nombre de degrés, en plus ou en moins. C'est à ces grandes variations de la température E que j'ai atlribué l'accroissement de chaleur de la terre observé sur chaque verticale, dans le sens de la profondeur (n° 196). Quoique ces variations soient extrêmement lentes, elles ne le sont sans doute point assez pour que leur influence s'étende à de très grandes distances de la surface et jusqu'au centre du globe; elles ne produisent que des inégalités insensibles à ces grandes profondeu s, dont les périodes comprennent de très grands nondires de siècles, ainsi qu'on l'a vu dans l'exemple du n° 197.
Pour déterminer l'influence de la température de l'espace sur celle du centre de la terre , il faudrait connaître les valeurs successives de E sur une immense longueur de la route de notre système planétaire avant l'époque actuelle, c'est-à-dire, peuilant un temps encore beaucoup plus long que les intervalles des maxima et minima alternatifs de cette température, et qui en comprît un très grand nombre : la moyenne de ces valeurs de E serait la température actuelle du centre de la terre, en supposant qu'elle eût perdu toute sa chaleur d'origine, et abstraction faite de la partie de cette température qui peut être due
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à l'action calorilique du soleil. Quant à cette dernière partie, si l'on suppose que la chaleur solaire ait toujours été la même , ou, du moins, qu'elle n'ait pas varié, pendant le temps immense qui est nécessaire pour que cette chaleur ait pénétré dans toute la masse de la terre etjusqu'à son centre, on la déterminera en remplaçant dans l'intégrale précédente la quantité X P^r la partie /zQ de la température moyenne extérieure. Pour effectuer l'intégration , il faudrait connaître la valeur de h pour tous les points de la surface du globe , et employer deux expressions différentes de Q en fonctions de la latitude jx , l'une depuis ^=o jusqu'à ixz=Qo° — ^, l'autre depuis ^z=go° — ■)/ jusqu'à //,:=go° (n° 217). Dans le cas ou l'obliquité ^del'écliptiqueest nulle, on a simplement Q=:cosM pour toutes les valeurs de /a; et si l'on suppose, en outre j la température /i constante et égale à 35°, 924, comme à Paris, il en résulte ^(55",g24), ou à peu près 18°^, potir la quantité dont la chaleur solaire augmente la température centrale de la terre.
W* ^^^W»^^\VWVVWV\W\V\>lA*V\\'W\\WVV*'VV%V\VW>v\»'VV\W%VV\\X%'VW\\*VV%v^W\\V\>VV\\\»\\^\\*v\X
NOTE I'% relative à l'e'quation du mouvement de la chaleur dans
l'intérieur des' corps.
Soit m une partie matérielle, de grandeur insensible, appartenant à un corps lioniogcne ou hétérogène, solide ou liquide, en repos ou en mouvement. Au bout du temps quelconque t, représentons par x , j , z, les trois coordonnées rectangulaires d'un point I\I de ?« , par u la température qui répond à ce point , par k la conductibilité de la matière de A en ce nicnie point M, par p' et f le volume et la densité de m , de sorte qu'on ait n» = pi'. Si l'on désigne par fn'dt l'augmentation de clialeur de m pendant l'instant dt , (jui résulte des échanges entre m et 1rs parties environnantes de A , on aura , d'après ce que j'ai trouvé dans le n" 49 >
rf.A^ rf.A-^ rf.X-^
dx ' dj- ' dz '
en supposant insensible l'étendue du rayonnement intérieur, mais néanmoins extrèment grande, eu égard aux dimensions de m, et le point M situé à une distance sensible de la surface de A.
Cette augmentation instantanée de chaleur Jn'dt, provenant de l'action mutuelle de rn et des parties circonvoisines de A , ne dépend que de leur disposition respective à la fin du temps /, et nullement des positions qu'elles pourront occuper l'instant d'après, par suite des mouvemens produits dans A , soit par l'inégalité de température de ses différens points, soit par toute autre cause. Son expression est donc essentiellement la même pour un corps en repos et pour un corps en mouvement, pour un liquide et pour un solide. C'est ainsi, par exemple, que dans le problème dujlux et du reflux, on calcule à un instant quelconque , l'attraction de la mer sur chacun de ses points, comme si la masse entière était solide à cet instant, et indépendamment des mouvemens que cette attraction et d'autres causes pourront produire.
Pour former l'équation du mouvement général de chaleur, il ne s'agit donc que d'égaler cette expression de hwdl à l'augmentation de chaleur de m , qui répond effectivement, d'après sa chaleur spécifique , à l'accroissement du de sa température pendant l'instant dl. Mais pour la même matière, la chaleur spécifique a des valeurs différentes, selon (|u'en augmentant la température d'un degré, par exemple, on laisse cette matière se dilater librement en tous sens , ou qu'on empêche, en tout ou en partie, son extension d'avoir lien. Dans les gaz, la dilatation et la
pression étant égales en tous scr.s raitoiir de cl].nr|iie point, il s'ensuit qu'il n'y a que deux chaleurs spécifiques à iléterniiner , l'une à -volume consianl , l'autre à pression constanle j leurs valeurs étant; connues par l'expérience, on en tlccluil aisément l'augmentation de clialeur qui a lieu lorsque le volume et la pression varient en même temjîs On peut admettre qu'il en est de même, et pour la même raison, dans les liquides, mais non pas dans les corps solides. Supposons, pour fixer les idées, que A soit un cylindre homogène qui ait partout la même température , et dont le poids sera pris pour unité. Supposons aussi qu'on y introduise une quantité de chaleur , qui s'y distrihue uniformément , et qui augmente d'un degré la terapérateure de tous ses points. Si ce corps est placé dans l'air, dont la pression est constante et la même sur toute sa surface, il se dilatera également dans toutes ses dimensions; et en désignant par y la quantité de chaleur introduite, y sera la chaleur spécifique à pression constante. SI au contraire, ce même corps est contenu de toutes parts dans une enveloppe inflexihie, il conservera sa forme et son volume; et y' étant alors la quantité de chaleur introduite, elle exprimera la chaleur spécifique de A à volume constant. Le rapport de y h y surpassera toujours l'unité. Mais quand le cylindre A sera renfermé dans un autre cylindre inflexible et de même diamètre, il s'allongera sans s'étendre transversalement; il exercera une forte pression contre l'enveloppe latérale; ses molécules situées sur une parallèle à son axe seront plus écartées les unes des autres, que celles qui apparlienncut à une section perpendiculaire à cette droite; pour les maintenir à une distance inégale, la quantité de chaleur inti-oduilc devra être différente de y et de y ; on ne voit pas non plus comment on pourrait la déduire de ces deux quantités; et il faudia encore recourir à rcxpéricncc poui- la déterminer. Si A était un liquide contenu dans un vase cylindrique, il s'aliongeraitcncore par l'elFet de l'addition de chaleur; l'intervalle moyen des molécules deviendrait plus grand; mais il serait égal en tous sens autour de chaque point, et la pression, aussi égale en tous sens, serait la même qu'avant l'addllion de chaleur ; par conséquent, la quantité de clialeur introduite serait alors la chaleur spécifique à pression constante. A cet égard, la différence entre les solides et les li(juidcs provient de ce que , dans les liquides parfaits, comme dans les gaz, la forme de leurs molécules aux distances où elles sont les unes des autres, n'influe pas sur leur action mutuelle, en sorte qu'il n'existe aucune force qui puisse les maintenir dans un état où elles seraient plus resserrées dans un sens que dans un autre autour tl'un même point ; tandis que dans les solides et dans les liquides visqueux, la force qui produit cet effet est celle (jui provient de l'influence de la forme sur l'action réciproque des molécules.
Pendant qu'un coips solide s'échauffe ou se refroidit, chacune de ses parties, telles que /??, éprouve généralement des pressions inégales en des sens différons, et ses dimensions varient inégalement durant l'instant dl; il se peut que m se dilate dans un sens, et se contracte, en même temps, suivant une autre direction; nous ne pourrions donc pas former l'expression générale de l'accroissement de chaleur
de m correspondant à l'aiigiuenlalion du de sa température, et (|ui devra être égalée à hvdl; toutefois, il ne sera pas inutile de donner ici celte expression pour le cas particulier où la partie m se dilate également en tous sens, et où, en même temps, !.•> pression qu'elle éprouve varie aussi égalciiiciit suivant toutes les diiections. Ce cas aura lieu rarement dans les solides; mais ce sera toujours celui des fluides sans viscosité sensible.
Soity* la pression égale en tous sens que m éprouve au bout du temps /, lorsque son volume et sa température sont i' et //. Il s'agira de déterminer la quantité de chaleur qu'on doit introduire dans m, pour que celte pression, ce volume et celte densité deviennent siinullanémenl^ -\- dp, i>-{-dv , u -\-du , au bout du temps l -f- dl. Supposons d'abord que la pression y^ ne change pas; et soit alors Ml raugmentalion de température qui répondra à l'accroissement dv du volume; l'accroissement de chaleur nécessaire pour produire cet elFet , sera w/W^ , endésii^nant par y la chaleur spécifique de la matière de m , à jiression constante et rapportée à l'unité de poids. Sujiposons aussi qu'un volume quelconijue de celle matière augmente sous une pression constante dans le rapport de i -|- A à l'unité, pour chaque degré d'accroissement de sa température; de sorte que A soit une petite fraction donnée par l'expérience, et qu'on peut regarder comme indépendante de la grandeur dey», à moins que celle pression ne soit excessive. Ou aura alors
dv r= vx'^dt.
Le volume de m étant aussi devenu t» -|- </i', et la température s'étant changée en u -f- ^dl sous la pression p, supposons actuellement que la pression devienne/^ + dp sans que le volume change; la température deviendra u -{- du , puisque c'est celle qui a lieu à l'époque où la jiression et le volume sont p •]- dp ei v -{• dv , c'est-àdire, au bout du temps t -f- (fi ; et la quantité de chaleur qu'il aura fallu introduire dans ni pour faire passer la température de u -f- ddl à.u -\-du, ou pour l'augmenter de du — èdl, sans faire varier son volume , sera my {du — èdt) , en représentant par y' la chaleur spécifique de la matière de 772 , à volume constant et rapportée à l'unité de poids. Par conséquent, si l'on ajoute celte quanlilé de chaleur à la précédente, on aura
myëdl ■+■ my'{du — idt)
pour la totalité delà chaleur qu'il faut introduire dars m pendant l'instant dl , à l'effet d'augmenter à la fois son volume de dv et sa température Aedu.
Maintenant, je désigne par c et c les chaleurs spécifiques de la matière de m, à pression constante et à volume constant , rapportées l'une et l'autre à l'uuilé de volume , de sorte qu'on ait ( n° 4 )
Si l'on met aussi pour m et i'^dt leurs valeurs (v et- dv, la quanlité de chaleur f|u! doit être égalée à Iwdt deviendra
d'où il résultera
- (c — c') dv -\- c'vdu ;
I , . d\> , du ,
-ic-c')-^ + c'- = h, (a)
pour l'équation du mouvement de la chaleur, lorsque l'on tient compte de la différence des deux chaleurs spécifiques ; laquelle équation, d'après ce qu'on vient d'expliquer , conviendra toujours aux liquides , et dans des cas très rares , aux corps solides.
Si les points de A sont en mouvement, et qu'on désigne , au bout du temps t , par U, V, W, les trois composantes de la vitesse du point M suivant les prolongemens de ses coordonnées x ,j', z, on aura (*)
dv _ /dV dV dW\ dt ^ " \dx "^ dj ■*■ dz )•
En même temps, il faudra remplacer — par l'expression (n° 44)
dt ' dx dj dz
dans laquelle — est le coefficient différentiel de ;/ , par rapport au temps l qui entre
explicitement dans cette fonction de ', x,j~, z. Il faudra aussi remarquer que la quantité h , comprise dans la valeur de h, varie eu raison inverse delà densité ç Cn°55),ou en raison directe du volume f. Quand on n'a point égard à cette variation, l'équation (a) est celle que M. Duliamel a considérée dans un mémoire présenté récemment à l'Académie.
Lorsque le mouvement de A sera uniquement dû aux dilatations ou coniractious de ses parties, provenant de leurs variations de tempe'rature, il sera très lent, en général, et l'on pourra négliger les vitesses U, V, W ; ce qui réduira l'équation du
mouvement de la chaleur à celle du n° 49; ci observant que le coefficient de — ,
dans sou premier membre, devra être la chaleur spécifique à volume constant et rapportée à l'unité de volume , de la matière de A au point M.
Au reste, dans les corps solides, le rapport des deux chaleurs spécifiques y eiy' ,
(*) Traité de Mécanique, loœe II, p. ii-i.
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abstraction faite de l'inégalité d'extension en difFérens sens, paraît être peu différent de l'unité.D'après des expériences deM.Weber, il serait i ,o883 dans le cuiTre, i ,o']ii dans le fer, et i ,0609 dans l'argent. M. Dulong a déduit des espériences de Bertliollet sur la compression du cuivre,qu'il serait plus élevé dans ce métal, où il aurait I , i3 pour valeur ; de sorte que la différence y — y' surpasserait de moitié celle que M. Webera trouvée. MM.Sturra'et CoUadon n'ayant obseryé aucun de'gagement de chaleur dans la compression de l'eau, il en résulterait que pour ce liquide les deux quantités y et y' sont sensiblement égales.
NOTE IP, sur le rayonnement moléculaire.
Les corps sont formésde molécules, d'une grandeur insensible, et séparées les unes des autres par àcs pores o\i espaces vides de matière pondérable. Les dimensions des pores sont aussi insensibles; mais on les suppose incomparablement plus grandes que celles des molécules; et elles augmentent ou diminuent, quand les corps sont dilatés ou comprimés.
Chaque molécule se compose d'une portion de matière pondérable, et de diverses substances impondérables auxquelles on attribue les phénomènes de l'électricité, du magnétisme, de la chaleur. Dès que le calorique est considéré comme une substance matérielle, que l'on appelle impondérable parce que son poids ne saurait être rendu sensible à cause de son extrême ténuité, il s'ensuit que cette matière ne peut jamais être ni créée, ni détruite j ce qui n'empêche pas que la quantité de chaleur contenue dans les corps ne soit supposée inépuisable, pourvu que la chaleur spécifique satisfasse à une condition qui a été énoncée dans le n° 5. Le pouvoir répulsif dont est douée chaque particule de calorique ne peut pas non plus être annulé ou suspendu; il est invariable pour deux particules transportées successivement dans différens corps, engagées dans leurs molécules, ou en mouvement dans leurs pores, et séparées l'une de l'autre par une distance qui demeure constante.
La partie pondérable de chaque molécule retient sa quantité de chaleur par une force d'attraction réciproque qui peuts'étcndre endehors de la molécule, et s'exercer entre les matières pondérables et le calorique des molécules voisines ; leurs parties pondérables s'attirent mutuellement, et leurs quantités de chaleur se repoussent ; ces forces d'attraction et de répulsion, décroissent avec une extrême rapidité, quand la distance augmente, et deviennent tout-à-fait insensibles, dès que la distance a une grandeur sensible; toutefois leur action sensible s'étend à des distances qui sont extrêmement grandes, par rapport à celles qui séparent les molécules, de sorte que la sphère d'activité attractive ou répulsive de chaque molécule comprend , dans tous les corps , un nombre immense d'autres molécules. Dans les corps solides et dans les liquides , l'excès de la répulsion mutuelle de deux molécules sur leur attraction, varie dans de très grands rapports pour de très petites variations de leur distance; ce qui tient, comme jel'ai expliqué dans d'autres occasions, à ce que la différence de ces
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deux forces est toujours extrêmement petite eu égard à la grandeur de chacune d'elles; et d'où il résulte que , dans ces corps, la pression intérieure varie aussi dans de très grands rapports pour de très petites variations de leur densilé.
Ce-la posé , quand les parties d'un corps ne font aucune vibration sensible, ses molécules ne sont pas néanmoins dans un repos absolu : on doit supposer qu'elles font continuellement des vibrations très rapides, irrégulières et d'une étendue insensible, dans les espaces vides qui les séparent ; la résultante des répulsions et attractions exercées à cliaque instant sur chaque molécule, i)ar toutes celles qui l'environnent, n'est donc pas rigoureusement nulle , lo;s même que l'on n'a point égard à ia pesanteur. L'équilibre deces forces est un état danslequel leur résultante varie incessamment, en grandeur et en direction autour d'une valeur moyenne, égale et contraire au poids de la molécule sur laquelle elles agissent. On conçoit aussi qu'il y a des momens où l'action de cette résultante variable sur une partie du calorique de la molécule, est supérieure à l'action propre de la matière pondérable , et en détache, en conséquence , des particules de chaleur. Le nombre immense des molécules agissantes , et la grande rapidité de leurs vibrationsintestines, rendent cet effet régulier et uniforme dans des intervalles de temps aussi petits qu'on voudra, pourvu qu'ils aient une grandeur sensible. Les particules de chaleur ainsi détachées des molécules sont lancées dans les pores avec une très grande vilesse; elles s'y meuvent jusqu'à ce qu'elles soient absorbées par d'autres molécules qu'elles viennent à rencontrer.
Tel est le principe du rayonnement moléculaire de la chaleur dans tous les corps, sur lequel est fondé la théorie mathématique de la chaleur. On ne pourrait pas, en effet, attribuer ce phénomène à l'action isolée de chaque molécule sur elle-même; car cette action tend , au contraire , à retenir la chaleur propre de la molécule. C'est parce qu'il est produit par les actions simultanées d'un nombre immense de molécules voisines , que la densité de la chaleur rayonnante qui se meut dans les pores d'un corps homogène, plus ou moins comprimé, augmente ou diminue avec le nombre de molécules contenues sous un volume donné, mais, comme la pression intérieure, dans un rapport qui peut être beaucoup plus grand que pour la densilé de ce corps, par la nature des forces auxquelles nous attribuons le rayonnement.
La température en un point quelconque M d'un corps A solide ou liquide, est l'effet immédiat de la chaleur rayonnante près de ce point, et, pour ainsi dire, la mesure de sa densité, comme il résulte de la définition de la température qui a été donnée dans le premier chapitre de cet ouvrage. Supposons, en effet, le point M situé à une distance de la surface de A , plus grande que l'étendue insensible ou du moins très petite du rayonnement intérieur dans la matièrede A. Appelons B une sphère qui ait cette étendue pour rayon et son centre au point M. Concevons, en ce même point, un thermomètre d'une grandeur insensible par rapporta B, de sorte qu'il n'influe pas sensiblement sur la chaleur et le rayonnement de celte partie de A. Il y aura , néanmoins, échange de chaleur entre ce thermomètre et toutes les molécules de A contenues dans B; le volume de l'instrument augmentera ou diminuera ; et quand il sera devenu fixe, la température que marquera ce thermomètre idéal , sera celle du
corps A au point M. Si A était un {;az, le ravonneiiient s'étendrait à de grandes distances autour de M, et la température marf|uée par le thermomètre placé en ce point, diflererait de celle de la couche d'air environnante, à moins que ce fluide n'eût , dans toute sa niasse , un égal degré de chaleur.
.' Si A est un corps homogène, dont la température soit partout la même, et qu'on V introduise une quantité Dde chaleur, elle s'y disl ri huera uniformément enti-e toutes les parties de ce corps telles que B; la quantité moyenne de chaleur des molécules deB, augmentera d'une quantité/" proportionnelle à D. Si l'on empêche A de se dilater, la force répulsive et le rayonnement moléculaire qui en est la suite, augmenteront aussi; ce qui fera croître la tenipéraluie de A. Désignons par t cet accroissement; s'il est peu considérable, d'un degré, par exemple, on pourra le supposer proportionnel à <?■ ou à D ; et en prenant le poids do A pouv unité, le rapport
— sera la chaleur spécifique de A à volume constant. L'intensité du rayonnement
ne dépendant pas seulement de celle de la force répulsive du calorique des molécules voisines, mais dépendant aussi delà force avec laquelle chaque molécule retient sa chaleur propre, qui est sans doute différente dans lesdifférentes matières,
il s'ensuit que ce rapport — doit varierd'un corpsàun autre. Pour un même corps,
il peut aussi varier avec la quantité de chaleur qu'il renferme , et dépendre conséquemment de sa température ; car l'augmentation du rayonnement provient de l'action de la chaleur additive sur la chaleur totale des molécules; et, d'ailleurs, il est possible que la force avec laquelle la matière pondérable de chaque molécule retient la chaleur dépende de la quantité qu'elle en contient. Dans les corps solides, la chaleur spécifique ne varie notablement que pour de très grandes diflcrences de température. On la suppose constante dans les gaz, quoique l'expérience n'ait encore rien fait connaître à cet égard.
On conçoit que l'accroissement de température de A doit être moindre, lorsqu'on laisse le corps se dilater , en même temps qu'on y introduit la quantité donnée D' de chaleur; car alors le pouvoir répulsif des molécules augmente à raison de la chaleur additive ^,et diminue à cause de l'augmentation de leurs distances mutuelles. Dans certains cas, il y a compensation exacte entre ces deux efTets contraires, de sorte que l'on n'observe aucune variation de température , malgré l'addition de chaleur qui peut être fort considérable. C'est ce qui a lieu dans le passage d'un liquide à l'état de vapeur. Les molécules, dans l'état de vapeur naissante , sont à des distances beaucoup plus grandes que dans l'état d'ébullition ; elles renferment eu même temps une plus grande quantité de chaleur ; de telle sorte que la force qui produit le rayonnement moléculaire est la même dans les deux états , et par conséquent aussi, la température. Dans d'autres cas, il arrive même qu'il y a à la fuis .idditiou de chaleur et diminution de distance entre les molécules, sans changement dans la température. Ainsi , quand la glace, à la température zéro, passe a l'état liquide sans élévation de température, il y a absorption d'une quantité de chaleur , déterminée
et toujours la même, et l'observation montre cependant que la densité de l'eau surpasse celle de la glace. Cela provient de ce que la forme et la disposition respectives des molécules de l'eau ne sont pas les mêmes à l'état solide et à l'état liquide; on conçoit que l'une et l'autre peuvent influer sur l'action mutuelle des quantités de chaleur des molécules ; on conçoit aussi que la puissance avec laquelle cliaque molécule retient sa propre chaleur, peut dépendre de sa forme; et de là, il résulte que la force répulsive qui produit le rayonnement moléculaire peut se trouver égale dans la glace et dans l'eau à l'état liquide, quoique dans le premier état, les molécules aient de moindres quantités de chaleur, et soient séparées par de plus grandes distances.
NOTE Iir, relative au n' 552.
Une expérience récente de M. Melloni a démontré ce qui avait été présenté dans ce numéro , comme une simple conjecture. Ayant fait refroidir un même liquide dans un vase métallique, d'une petite épaisseur, et dont la surface intérieure a été d'abord parfaitement polie, puis rayée plus ou moins , M. Melloni a reconnu que la vitesse du refroidissement , à partir d'une même température , demeurait invariable, tandis qu'elle changeait , au contraire, dans de très grands rapports, lorsqu'on faisait subir les mêmes variations à la surface extérieure. Ce résultat permet d'as-r similer la communication de la chaleur entre un corps solide et un liquide , à celle qui a lieu entre un corps solide et la couche d'air ou de gaz en contact avec sa surface , et qui ne dépend pas non plus de l'état de cette surface, d'après les expériences de MM. Dulong et Petit. On peut même supposer que ces deux communications de chaleur à petites distances , sont un même phénomène, produit, dans le second cas, par l'augmentation de densité de l'air adhérent à la surface du solide, et qui est , pour ainsi dire, liquéfié par l'attraction de ce corps.
On avait annoncé, à la page 44^ , que Von trouverait , à la fin de l'ouvrage , le rapport de M. Biot sur les travaux de M. Melloni ; mais V étendue que M. Biota donnée à ce rapport, et qui était commandée par l'importance et la variété des matières, ne permet plus de l'insérer ici sous la forme d'une simple note j et d'ailleurs V Académie vient d' arrêter qu il serait imprimé dans le tome XIV de ses Mémoires, actuellement sous presse.
DE PHYSIQUE
Ce Supplément consiste en un Mémoire lu à l'Académie des Sciences , auquel on a ajouté quelques Notes qui en sont le développement , et qui ont pour objet plusieurs points importants de la théorie de la chaleur, relatifs principalement aux températures du globe et de l'espace à différentes époques.
IMPRIMERIE DE BACHELIER, pue du Jardinet, n" 12.
THÉORIE
MÉMOIRE ET NOTES FORMANT UN SUPPLÉMENT A L'OUVRAGE PUBLIÉ SOUS CE TITRE;
PAR M. POISSON
Lu à l'Académie des Sciences , le 3o janvier 1837.
Je me propose de donner, dans ce mémoire, nn résumé des principaux résultats qui se trouvent dans mon ouvrage intitulé : Théorie mathématique de la Chaleur, d'y ajouter quelques nouvelles remarques, et de rappeler les principes sur lesquels ces résultats sont fondés.
Près de la surface du globe, la température en chacun de ses points varie aux différentes heures du jour et aux différents jours de l'année. En considérant ces variations, Fourier a supposé donnée la température de la surface même, et s'est borné à en déduire la température à une profondeur aussi donnée; ce qui laissait inconnus les rapports qui doivent exister entre les températures extérieure et intérieure. Pour déterminer ces rapports, Laplace a pris pour la température extérieure, celle que marque un thermomètre exposé à l'air libre et à l'ombre , et qui dépend , d'une manière inconnue, de la chaleur de l'air en contact avec l'instrument, de la chaleur rayonnante du sol, de celle de l'atmosphère, et même de celle des
étoiles. J'ai envisagé le problème sous un autre point de vue, plus conforme à la question physique; et je me suis proposé de déterminer la température de la Terre, à une profondeur et sur une verticale données, d'après la quantité de chaleur solaire qui traverse la surface à chaque instant. Eu un lieu donné sur cette surface, cette quantité de chaleur varie pendant le jour et Tannée , avec l'élévation du Soleil sur l'horizon et avec la déclinaison ; je l'ai considérée comme une fonction discontinue du temps, nulle pour tous les instants où le Soleil est sous l'horizon , et exprimée, à toutes les autres époques, au moyen de l'angle horaire et de la longitude du Soleil ; par les formules connues, j'ai transformé cette fonction discontinue en une série de sinus et de cosinus des multiples de cesdeus angles; et au moyen des formules de mes précédents mémoires, j'ai ensuite déterminé, pour chaque terme de cette série, la température à une profondeur quelconque; ce qui est la solution complète du problème. Il en résulte, pour celte température, des séries d'inégalités diurnes dont les périodes sont d'un jour entier ou d'un sous-multiple du jour, et d'inégalités annuelles dont les temps périodiques comprennent une année ou un sous-multiple de l'année. Sur chaque verticale, le maximum de chacune de ces inégalités se propage uniformément dans le sens de la profondeur, avec une vitesse qui ne dépend que de la nature du terrain ; de sorte que l'intervalle compris entre les époques de ce maximum, pour deux points séparés par une distance donnée, est le même et proportionnel à cette distance, en tous les lieux du globe où le terrain est de la même nature- A la surface, l'intervalle qui sépare le maximum de l'une de ces inégalités, de celui de l'inégalité correspondante de la chaleur solaire, ne varie pas non plus avec les positions géographiques; mais il dépend à la fois de lu nature du terrain et de l'état de la superficie. Il en est de même à l'égard du rapport entre ces deux maxima, dont le premier est toujours moindre que le second ; mais le long de chaque verticale, le maximum de chaque inégalité de température décroit en progression géométrique, quand les profondeurs croissent par des différences égales , et le rapport de cette progression ne dépend que de la nature du terrain. Si l'on considère, sur une même verticale, des inégalités de température dont les périodes sont différentes, leurs expressions montrent que celles qui ont les plus courtes périodes se propagent avec le plus de rapidité, et décroissent aussi le plus rapidement. En général, les inégalités diurnes sont insensibles a un mètre de profondeur; les illégalités annuelles disparaissent à la distance d'une vingtaine de mètres
(le la surface; et vers le tiers de cette distance, celles-ci se réduisent à l'inégalité dont la période comprend l'année entière. A une profondeur de six ou huit mètres, la température n'offre donc, pendant l'année, qu'un senl maximum et im seul ini/dmitm, qui arrivent à six mois l'un de l'autre et après les époques de la plus grande et de la moindre clialeur solaire (i). Au-delà d'une profondeur d'environ 20 mètres, la température ne varie plus avec le temps, ou du moins elle ne peut plus éprouver que des variations séculaires qui n'ont pas encore été observées.
Sur chaque verticale, les inégalités de température, diurnes et annuelles, sont accompagnées d'un flux de chaleur ascendant ou descendant, dont la grandeur et le sens varient avec le temps et la profondeur. Les amplitudes de ces inégalités et ce flux de chaleur ne sont pas les mêmes à toutes les latitudes : à l'équateur, par exemple, la partie principale des inégalités annuelles disparaît; et, conséquemment, la température y doit être à peu près constante, à une profondeur beaucoup moindre qu'en tout autre lieu. Dans la couche extérieure du globe, le flux de chaleur est nul ou insensible parallèlement à la surface.
J'ai désigné, dans les formules de mon ouvrage, par a et b les deux quantités qui doivent être déduites de l'observation, pour chaque lieu de la Terre en particulier, et d'où dépendent les époques des niaxima de toutes les inégalités de température à diverses profondeurs, ainsi que les rapports entre ces maxima. En désignant aussi par c la chaleur spécifique de la matière du terrain , rapportée à l'unité de volume , par k la mesure de la conductibilité calorifique de la même matière , par p une quantité relative à l'état de la surface et croissante avec son pouvoir rayonnant, on a
D'après des expériences faites dans le jardin de l'Observatoire de Paris, et dont les résultats m'ont été communiqués par M. Arago, j'ai trouvé
a = 5,ii655, b = 1,05719;
nombres qui supposent que l'on prenne le mètre pour unité de longueur et l'année pour unité de temps. La quantité b ne serait plus la même à une autre époque, si l'état de la superficie venait à changer par une cause quelconque, et que la surface devint plus ou moins rayonnante. Si l'une
(i) Note A, à la fin du mémoire.
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des trois quantités c , k, p, était connue, ces valeurs de a et è détermineraient les deux autres; mais aucune observation relative à la loi des températures au-dessous de la surface du globe, ne peut faire connaître à la fois ces trois éléments c, k, p. En partant des suppositions les plus vraisemblables sur la composition du sol à l'Observatoire , M. Elie de Beaumont pense que la chaleur spécifique du terrain, rapportée au volume, et celle de l'eau étant prise pour unité , a pour valeur
c'est-à-dire que la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'an degré la température d'un mètre cube de ce terrain, élèverait d'à peu près i^ de degré, celle d'un pareil volume d'eau, et fondrait, par conséquent, ^1^ d'un mètre cube, ou environ 7 kilogrammes et demi, de glace à zéro.
Quand les valeurs de a et b, relatives à un lieu déterminé, ont été déduites de l'observation, et que la chaleur spécifique cest aussi connue, la quantité de chaleur solaire, qui parvient en ce lieu à travers l'atmosphère, et qui pénètre dans l'intérieur de la terre, peut se conclure de la manière suivante, de la variation totale de température pendant l'année, c'est-àdire de l'excès du maximum annuel sur le minimum , à une profondeur où les inégalités diurnes ont disparu. Soit h une certaine température exprimée par une formule de la page 497 de mon ouvrage, qui contient diverses quantités données, et particulièrement cet excès de température observé à une profondeur connue. Désignons par 6 l'angle compris entre, la droite qui va du Soleil au lieu de l'observation , et la verticale en ce point de la Terre. En un temps ^, assez court pour que Q ne varie pas sensiblement, soit y la quantité de chaleur solaire, qui tombe en ce même point sur l'unité de surface , égale au mètfe carré. Soit aussi iy la portion de cette quantité de chaleur qui n'est pas réfléchie, et pénètre dans l'intérieur de la Terre, de sorte que la fraction € représente le pouvoir absorbant de la surface, relatif à la chaleur solaire. La quantité p étant la même que plus haut, on anra
ly = ■Ttpht . cos 6,
en vertu d'une formule de la page 480, dans laquelle h représente le produit de la quantité désignée par la même lettre à la page 497^ et du rapport tt de la circonférence au diamètre. A cause de
p = a^bc,
il en résultera donc
iy = 'Tta^bcht . cos 6,
pour la quantité de chaleur demandée.
Si l'on désigne par co un élément inBniment petit de la surface de la Terre, le produit jw exprimera la quantité de chaleur solaire, qui tombe sur cà pendant le temps t. Elle sera proportionnelle à la projection wcosô de cet élément, sur un plan perpendiculaire à la droite menée de ce point du globe au Soleil ; par conséquent , si l'on reçoit la chaleur du Soleil sur divers plans inclinés, les quantités de chaleur incidente seront entre elles comme les projections de ces surfaces planes, sur le plan perpendiculaire à la direction des rayons solaires; donc aussi la chaleur incidente pendant le temps t, sur une sphère, comme la boule d'un thermomètre, entièrement plongée dans ces rayons, se déduira de la valeur de yu^en y remplaçant la projection cjcosO d'un élément quelconque, par celle de la surface entière d'un hémisphère , ou par la surface d'un grand cercle. En représentant cette surface par s , et par I la quantité de chaleur incidente , nous aurons donc
I = - a^bchts.
L'usage de cette formule exigera que l'on connaisse la valeur de €, relative au même lieu pour lequel les autres quantités a,b, c, h, auront été déterminées; mais si la surface de la sphère a le même pouvoir absorbant que celle de la terre, on connaîtra la quantité lê de la chaleur absorbée, indépendamment de cette valeur de e.
L'intensité moyenne de la chaleur solaire , en un lieu déterminé et pendant l'annexe entière , a pour mesure cette valeur de I , rapportée aux unités de temps et de surface. Cette intensité relative à chaque instant, variera avec l'état et l'épaisseur de la couche atmosphérique que les rayons du Soleil devront traverser pour arriver au lieu de l'observation : elle sera plus élevée, quand l'air se trouvera moins chargé de vapeur, et aux époques du jour et de l'année où la couche atmosphérique aura moins d'épaisseur; elle ne sera pas non plus la même en deux Heux différents, soit à cause de l'inégalité de cette épaisseur, soit à raison de la sérénité plus ou moins parfaite de l'air; et comme c'est à la quantité variable de la chaleur incidente, qu'est due la différence entre les températures M arquées par deux thermomètres exposés aux rayons du Soleil, en même temps et dans le même lieu, dont l'un absorbe toute la
chaleur solaire, et l'autre la réfléchit en entier, il s'ensuit que cette différence ne sera pas égale dans tontes les parties du globe, et qu'elle devra être plus grande dans les régions et aux instants où le ciel est le plus pur , et où la couche atmosphérique est traversée le moins obliquement par les rayons solaires.
En employant les moyennes des expériences faites à l'observatoire, pendant quatre années consécutives et à des profondeurs différentes , on trouve
quantité qui se rapporte, par conséquent, à l'état moyen de l'atmosphère pendant ces quatre années, et qu'on peut regarder comme la valeur de h relative au climat de Paris. En faisant usage, en outre, des valeurs précédentes de <3f, h, c, il vient
pour la mesure de la chaleur incidente, pendant un temps t, et sur une surface s perpendiculaire à la direction des rayons solaires, c'est-à-dire, pour le nombre de degrés dont cette chaleur pourrait élever la température d'un mètre cube d'eau. En la divisant par ^5, et la multipliant par loooooo, on aura, exprimé en grammes, le poids de la quantité de glace à zéro, que cette chaleur pourrait fondre. L'année étant ici l'unité de temps, si l'on prend pour t une minute, il faudra faire
365,25.24 • ^°' et si l'on prend pour s l'unité de surface, on en conclut
pour la quantité de glace que pourrait fondre la chaleur solaire qui tombe perpendiculairement sur un mètre carré, pendant une minute. Quant à la fraction i que cette quantité renferme, elle se rapporte à l'état de la surface dans le jardin de l'observatoire, et nous serait difficile à évaluer. Si l'on suppose, par exemple, qu'elle soit peu différente de l'unité, la quantité de glace dont il s'agit , sera d'environ une cinquantaine de grammes. Dans les circonstances atmosphériques les plus favorables , à midi et au solstice d'été, M. Pouillet a trouvé, par des expériences directes. 68* au lieu du nombre 44^,4^3 divisé par €, que nous obtenons, et qui est plus petit, comme cela doit être, puisqu'il répond à l'état moyen
( 7 ) de î'atmosphère, à toutes les heures du jour et pendant l'année entière. La quantité I de chaleur incidente, qui se rapporte au climat et à la latitude de Paris, peut-être prise approximativement pour la moyenne des valeurs de cet élément, dans toutes les régions du globe. Alors en rapportant cette quantité I à la surface entière de la Terre, et prenant en conséquence pour .y, l'aire d'un grand cercle, cette quantité totale de chaleur incidente, sera la même à tous les instants; on pourra donc prendre pour t l'année entière, ou l'unité de temps; et si l'on désigne par (T la surface de la Terre, on aura
, , t ■Ka'bch
Le coefficient de t dans cette formide exprimera la hauteur, en mètres, d'une couche d'eau recouvrant toute la surface du globe, dont la température pourrait être élevée d'un degré par la chaleur que le Soleil envoie chaque année à la Terre entière, à travers l'atmosphère. En désignant par G l'épaisseur de la couche de glace, recouvrant aussi toute la Terre, que cette chaleur pourrait fondre, G se déduira du coefficient de cr en le divisant par 76; ce qui donne
„ 3- à'bch
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et d'après les valeurs précédentes de a, Z», c, h, on aura
c'est-à-dire, environ sept ou huit mètres, si l'on suppose que g diffère peu de l'unité. Par le rayonnement à travers sa surface, la Terre renvoie chaque année au-dehors, une quantité de chaleur égale à celle qu'elle a reçue du Soleil et qu'elle a absorbée; et cet équilibre a lieu, non-seulement pour la surface entière du globe, mais aussi, à très peu près, pour chacun de ses points en particulier.
Quoique les variations de la chaleur solaire ne soient plus sensibles à la profondeur d'une vingtaine de mètres, cependant elle ne s'arrête pas à cette limite, ni à aucune autre; et dans un temps suffisamment prolongé, elle a dû pénétrer dans la masse entière de la Terre, et jusqu'à son centre. La quantité dont elle augmente la température de ses différents points, n'est pas la même sur tous les rayons; elle varie aussi sur chaque rayon, avec la distance au centre; mais cette variation ne devient sensible qu'à de grandes distances de la surface, qui surpassent toutes les pro-
fondeurs où il est possible d'atteindre. A la surface et aux profondeurs accessibles, l'augmentation de la température moyenne , due à la chaleur solaire, est le produit de la température que j'ai désignée par h, et d'un facteur Q qui n'est fonction que de la latitude et de l'obliquité de l'écliptique; au centre, l'effet de la chaleur solaire est égal à la moyenne des valeurs de /zQ relatives à toute la surface. Le facteur Q s'exprime par des fonctions elliptiques; au moyen des tables de Legendre, j'en ai calculé les valeurs numériques, pour la latitude de Paris, et à l'équateur; et je les ai trouvées très peu différentes de | et de If: aux pôles, ce facteur doit être remplacé par le sinus de l'obliquité de l'écliptique, à peu près égal à i. D'après la valeur précédente de h, l'augmentation de température due à la chaleur solaire, est donc à Paris, d'environ 24°; à l'équateur, elle doit surpasser 33°, et aux pôles, être moindre que 14°, si la valeur de h, comme il y a lieu de le croire, est plus petite aux pôles que dans nos climats , et plus grande à l'équateur.
L'observation nous a appris, depuis long-temps, que la température des lieux profonds augmente avec la distance à la surface de la Terre, et à peu près uniformément sur chaque verticale; de sorte qu'en désignant par u\a température à une profondeur x, d'une vingtaine de mètres et au-delà, on a
u—f+gx;
f&i g étant des quantités indépendantes de x, qui devront être déterminées par l'expérience pour chaque localité : la première exprime , à très peu près, la température moyenne de la surface; la seconde est l'accroissement de température pour chaque mètre d'augmentation dans la profondeur X t si l'on prend le mètre pour unité de longueur.
D'après des expériences faites à Genève, par MM. A. Delarive et Marcel, avec un grand soin, et étendues jusqu'à la profondeur de aaS", on a
ce qui répond à un degré d'accroissement pour environ 32 mètres et demi de profondeur. A Paris, la température des caves de l'Observatoire, à 28 mètres de profondeur, est de ii°,834; dans un puits foré, peu éloigné de l'Observatoii-e , M. Arago a trouvé ime température de 20° à la profondeur de 248", et de ii%i à la profondeur de 298"; ce qui fait, en en retranchant la température et la profondeur des caves, 8% 166 et io°,366 pour 220° et 270", c'est-à-dire, o°,o37i ou o°,o384, pour l'accroissement de
(9) température, correspondant à chaque mètre de profondeur. En prenant la moyenne de ces deux valeurs, on aura donc
S = o°,o377 ; quantité plus grande qu'à Genève, dans le rapport de cinq à quatre, et qui répond à un degré pour environ 26™ de profondeur. En même temps, on aura à Paris
/=ii,834 — 28 (o",o377)= io°,778.
Mais, si l'on veut conclure de cette valeur de f, la température moyenne de la surface au même lieu, il faut, pour plus d'exactitude, en retrancher une petite quantité, dont la valeur est o°,267; ce qui donne io%5ii, pour cette température moyenne; laquelle diffère très peu de la température climatérique io°,822, c'est-à-dire de la température moyenne, marquée par un thermomètre exposé à l'ombre et à l'air libre , que M. Bouvard a déduite de 29 années consécutives d'observations. En faisant subir la même correction à la valeur de y qui a lieu à Genève, on a io°,i4o, — o°,267, ou 9,873, pour la température moyenne de la surface; ce qui diffère aussi fort peu de la température climatérique de cette ville, que M. A. Delarive évalue à 10° ,07, en faisant concourir à sa détermination les observations des dernières années. A l'équateur, et en d'autres lieux, on trouve également très peu de différence entre la température climatérique, et celle de la surface du sol.
Cette coïncidence presque parfaite entre la température de la surface même du globe, et celle que marque un thermomètre suspendu dans l'air et à l'ombre, à quelques mètres au-dessus de cette surface, est un fait très remarquable. Elle ne subsiste qu'à l'égard des températures moyennes ; celles qui ont Heu à chaque instant, suivent des lois très différentes pour la surface de la Terre et pour le thermomètre extérieur. A Paris, l'excès du maximum annuel sur \e minimum ^ca\cu\é , pour celte surface, au moyen des formules de mon ouvrage, s'élève à 23°,563, tandis que pour les températures extérieures, l'excès de la plus grande de l'année sur la plus petite, n'est que d'environ 16 ou 17°. La température propre de la couche d"air en contact immédiat avec la surface du globe, peut différer à chaque instant de celle de cette surface même, soit à raison de la mobilité du fluide, soit parce qu'il s'échauffe et se refroidit autrement que le solide sur lequel il repose; mais on doit admettre que par l'effet d'un contact long-temps prolongé, la température moyenne devient la même pour Je fluide et pour le solide ; on peut aussi supposer que la température
propre de l'air reste la même, du moins dans sa valeur moyenne, jusqu'à quelques mètres au-dessus du sol, par exemple, jusqu'à la hauteur oiî est placé le thermomètre extérieur; alors la moyenne des températures annuelles que marque cet instrument, serait la température moyenne de l'air environnant, égale, par hypothèse, à celle de la surface du sol; au lieu que le nombre de degrés qu'il indique à chaque instant, résulte de la chaleur jiropre de l'air et de la chaleur rayonnante qu'il reçoit de toutes parts. Telle est, si je ne me trompe, l'explication ou la conséquence du fait que je viens de signaler.
Près de la surface de la Terre, la partie de la température moyenne, due à la chaleur solaire, varie avec l'obliquité de l'écliptique qui entre dans la fonclion que j'ai désignée par Q. Cette inégalité séculaire est accompagnée, comme les inégalités diurnes et annuelles, d'une variation dans le sens de la profondeur que l'on ne peut déterminer exactement, faute de connaître l'expression de l'obliquité en fonction du temps; mais les données que l'on a sur l'extrême lenteur des déplacements de l'écliptique, et sur son peu d'amplitude, suffisent pour montrer que les variations de la température terrestre qui en proviennent, sont très faibles et doivent entrer pour fort peu de chose dans l'accroissement observé de la température des lieux profonds. Fourier et ensuite Laplace ont attribué ce phénomène à la chaleur d'origine que la Terre conserverait encore à l'époque actuelle, et qui croîtrait en allant de la surface au centre , de telle sorte qu'elle fût excessivement élevée vers le centre, mais très peu considérable près de la superficie : en vertu de cette chaleur initiale, la température serait aujourd'hui de plus de 2000 degrés, à une distance de la surface, égale seulement au centième du rayon; au centre, elle surpasserait 200000 degrés, en l'évaluant toutefois au moyen des formules ordinaires, qui se rapportent aux corps solides homogènes. Mais quoique cette explication ait été généralement adoptée, j'ai exposé, dans mon ouvrage, les difficultés qu'elle présente, et qui m'ont paru la rendre inadmissible : je crois avoir montré comment la Terre a dû perdre, depuis long-temps, toute la chaleur provenant de son état primitif; et de nouvelles réflexions m'ayant confirmé dans cette opinion, je vais la présenter ici avec plus de précision et d'assurance que je ne l'avais fait d'abord.
La forme à peu près sphérique de la Terre et des planètes , et leur aplatissement aux pôles de rotation, ne permettent pas de douter qu'elles n'aient été originairement fluides. Dans le problème qui a pour objet
<Ie déterminer la figure de ces corps , les géomètres les considèrent , en effet, comme des niasses liquides, composées de couches dont cViacune a la même densité dans toute son étendue, qui tournent toutes autour d'un même axe de direction constante, avec une vitesse connue et aussi constante. La densité décroît d'une couche à une autre, en allant du centre à la surface, soit à cause que ces couches hétérogènes ont des densités propres et sont legardées comme incompressibles, et que les plus denses se sont portées vers le centre pour la stabilité du système; ou bien, soit parce que, d'après une idée de D. Bernouilli reproduite parTh. Young, toutes ces couches sont formées d'un liquide homogène, susceptible d'un certain degré de compression , et dont la densité croit en conséquence, en se rapprochant du centre, à raison de la pression aussi croissante que ce liquide exerce sur lui-même. Dans l'un et l'autre cas, on suppose que la masse entière du liquide est parvenue, après de nombreuses oscillations, à une figure permanente, que l'on détermine dans cet état de fluidité , et que le liquide a conservée ensuite en se solidifiant. La solution de ce problème d'hydrostatique n'exige pas que l'on connaisse la température du liquide; mais maintenant si l'on suppose qu'elle soit très élevée et beaucoup supérieure à la température de l'espace, au lieu où la planète se trouve, on ne voit pas quelle peut être la pression extérieure qui enipcche le liquide de se dilater et de se réduire en vapeur, au lieu de passer, au contraire, à l'état solide; et s'il était possible que les couches voisines de la surface eussent commencé il se solidifier, avant que les couches intérieures eussent perdu leur chaleur initiale, on ne voit pas non plus comment celles-ci, par leur tendance à se dilater, dont on» connaît toute la puissance, n'auraient pas brisé l'enveloppe solide extérieure, à mesure qu'elle se serait formée. Observons d'ailleurs que cette haute température de la planète à l'état li- (juide , est une supposition gratuite dont il serait difficile de trouver aucune exphcation. A h vérité, dans le cas où le corps est d'abord un liquide plus ou moins compressible , dont les couches augmentent de densité en allant de la surface au centre , et finissent même par se solidifier, à raison (les pressions qu'elles supportent; cette condensation et ce changement d'état ont pu développer une grande quantité de chaleur; mais il faut remarquer que dans cette manière de voir, la solidification commencerait vraisemblablement par les couches centrales: le noyau devenu solide, serait un foyer <k chaleur qui échaufferait la couche adjacente, encore à l'état liquide; la densité de cette couche diminuerait ; elle s'élèverait donc, et se trouverait
remplacée par une nouvelle couche , qui s'échaufferait de même en se solidifiant; et ainsi de suite, jusqu'à ce que la masse entière eût passé à l'état solide. On conçoit donc que le noyau solide, en augmentant ainsi graduellement, communiquerait à la partie encore liquide, les quantités successives de chaleur qui se dégageraient des nouvelles couches solidifiées , et qu'à raison de la mobilité des molécules liquides, ces quantités de chaleur seraient transportées à la surface, oii elles se dissiperaient dans l'espace, sous forme ra3onnante. En même temps qu'elle passerait à l'état solide, la masse liquide perdrait donc toute la chaleur développée par ce changement d'état; mais c'est ce que l'on verra encore mieux, en prenant les choses de plus haut, et remontant à la cause probable delà fluidité initiale des planètes. Pour fixer les idées, raisonnons dans l'hypothèse connue de Laplace sur l'origine de ces corps, suivant laquelle ils sont des portions de l'atmosphère du Soleil , qu'elle a successivement abandonnées en se concentrant vers cet astre. La Terre était donc primitivement une masse aériforme , d'un très grand volume par rapporta celui qu'elle a maintenant, et formée des différentes matières solides et liquides dont elle se compose aujourd'hui, qui se trouvaient alors à l'état de vapeur , c'est-à-dire dans l'état d'un fluide aériforme dont la densité ne peut dépasser un majcimum re\atii à son degré de chaleur , et qui se liquéfie ou se solidifie, dès que l'on augmente la pression qu'il éprouve, sans changer sa température. Celle de la Terre dépendait alors du lieu qu'elle occupait dans l'espace et de sa distance au Soleil, et pouvait être plus ou moins élevée. Mais indépendamment des attractions et répulsions qui n'ont lieu qu'entre les molécules voisines, et qui produisent la force élastique des fluides aériformes , égale et contraire à la pression qu'ils supportent; les molécules de la lierre étaient aussi soumises à leur attraction mutuelle, en raison inverse du carré des distances; et de cette force, il est résulté , sur toutes les couches de la masse fluide, une pression nulle à sa surface, croissante de la surface au centre, et qui a dû être extrêmement grande au centre même, où elle pouvait, par exemple, surpasser looooo fois la pression atmosphérique actuelle. C'est cette pression croissante, et non pas une température extérieure beaucoup moindre que celle du fluide , qui a réduit successivement toutes ses couches à l'état solide, en commençant par les couches centrales, et continuant, de proche en proche, jusqu'à ce qu'il ne soit plus resté que les matières qui forment aujourd'hui la mer et notre atmosphère. Mais cette réduction n'a pas été instantanée; car il a fallu un certain temps à chaque couche fluide pour se rapprocher du centre vers lequel elle était poussée par la pression qu'elle
( i3 ) éprouvait, et qui était la force motrice de ce mouvement. Or, on conçoit, si l'on a égard à la vitesse presque infinie du rayonnement, que ce temps a suffi pour que les couches de la Terre , en se solidifiant l'une après l'autre, aient dû perdre toute la chaleur développée pendant leur changement d'état, et qui s'en est échappée, sous foime rayonnante, à tra\crs les couches supérieures, encore à l'état de vapeur; en sorte qu'il ne resteplus, ni à l'époque actuelle, ni depuis bien long-temps, aucune trace <ie cette quantité de chaleur, quelque grande qu'elle ait pu être. Un effet semblable à celui que nous considérons, aurait lieu, par exemple, si l'on avait un cylindre liorizontal d'une grande longueur, fermé à ses deux bouts, et rempli de vapeur d'eau à la température extérieure et au maximwn de densité. Dans cette position du cylindre, le poids du fluide n'aurait aucune influence, et la pression serait la même dans toute sa masse; mais si l'on relevait le cylindre, et qu'on le plaçât verticalement sur une de ses deux bases, le poids des couches fluides produirait une pression croissante dans le sens de la pesanteur, qui s'ajouterait à la précédente ; en vertu de cet accroissement de pression , les couches fluides se liquéfieraient successivement de bas en haut, et presque en totalité : le mouvement de chaque couche, pendant qu'elle descend, serait difficile à déterminer; mais le temps qu'il durerait, suffirait certainement pour que la chaleur latente de la vapeur liquéfiée s'échappât sous forme rayonnante, en supposant que les parois du cylindre, ou seulement son couvercle supérieur, n'opposassent aucun obstacle à ce rayonnement, ou fussent tout-à-fait perméables à la chaleur rayonnante; et de cette manière, l'eau provenant de la vapeur, ne se serait point échauffée, et aurait conservé la température extérieure.
En renonçant donc à la chaleur d'origine pour rendre raison de l'élévation de température des lieux profonds, j'ai proposé une autre explication de ce phénomène, fondée sur une cause dont l'existence est certaine, et qui peut certainement produire un effet semblable à celui que l'on observe. Cette cause est l'inégalité de chaleur des régions de l'espace que la Terre traverse, en s'y mouvant avec le Soleil et tout le système planétaire, avec une vitesse que l'observation n'a pas encore fait connaître. T^a température d'un lieu quelconque de l'espace, ou celle que marquerait un thermomètre placé en ce point, est produite par la chaleur rayonnante qui vient s'y croiser en tous sens, et qui émane des différentes étoiles. Ces astres forment autour de chaque point de l'espace, une enceinte immense , mais fermée de toutes parte: car, en menant de ce point,
suivant une direction quelconque, une droite indéfiniment prolongée, elle finira toujours par rencontrer une étoile, visible ou invisible. Or, quelles que soient sa forme et ses dimensions, si cette enceinte avait partout la même température, celle de l'espace serait aussi partout la même; mais il n'en est pas ainsi : la chaleur propre de chaque étoile, aussi- bien que sa lumière, est entretenue par une cause particulière, et ces corps incandescents ne tendent pas à prendre une même température, par l'effet d'une échange continuel de chaleur rayonnante. Cela étant, la température de l'espace varie donc d'un point à un autre; maisà raison de l'immensité de l'enceinte stellaire, il faut, pour que cette variation soit sensible, qu'il s'agisse de deux points sépare's par une très grande distance. Dans l'étendue du déplacement annuel de la Terre, la température de l'espace sera sensiblement égale; au contraire, celle des régions éloignées que le Soleil et les planètes parcourent dans leur mouvement commun, ne sera pas constamment la même; et la Terre, comme chacune des autres planètes, éprouvera des variations correspondantes de chaleur. Toutefois, à cause de la grandeur de sa masse, on conçoit qu'en passant d'un lieu plus chaud dans un lieu plus froid, notre globe n'aura pas perdu, dans la seconde région , toute la chaleur qu'il avait prise dans la première; et semblable à un corps d'un volume considérable, qu'on transporterait de l'cquateur dans nos climats, la Terre, arrivée dans la région plus froide, présentera, comme on l'observe effectivement, une température croissante à partir de sa surface. Le contraire aura lieu lorsque la Terre, par suite de son mouvement dans l'espace , passera d'une région plus froitle dans une région d'une température plus élevée.
Nous ne pouvons connaître ni les grandeurs, ni les périodes de ces variations de température; mais, comme toutes les inégalités à longues périodes, comme celle qui proviendrait, par exemple, du déplacement séculaire de l'écliptique, si elle était sensible, ces variations s'étendront jusqu'à de très grandes profondeurs, mais non pas jusqu'au centre de la Terre, ni peutêtre même jusqu'à une distance de la surface qui soit une partie considérable du rayon : l'accroissement ouïe décroissement de température dans le sens vertical, dont elles seront accompagnées, subsistera jusqu'à une distance bien plus grande que toutes les profondeurs accessibles; à cette distance, il atteindra son maocimum; au-delà , il se changera en un décroissement ou un accroissement, et disparaîtra ensuite complètement. On peut faire sur les inégalités de température des régions de l'espace que la Terre traverse, une infinité d'hypothèses différentes qui ne seront que des exemples de cal-
cul, propres seulement à monher comment ces inégalités doivent influer sur la température de la couche extérieure du globe; pour que cette influence soit sensible, il faudra et il suffira, en général, que le viaxiininn et le TO//i/7/u//n consécutifs de la clialeur de l'espace diffèrent beaucoup l'un de l'autre, et qu'ils soient séparés par un très long intervalle de temps.
D'après l'exemple que j'ai choisi arbitrairement dans mon ouvrage, la température de l'espace en un million d'années, passerait de +100° à — 100", et revicnilrait de — 100° à -f- 100°; et si l'on supposait de plus qu'elle fût maintenant à son minimum, il en résulterait à l'époque actuelle, un accroissement de température de la Terre, à partir de sa surface, à peu près égal à celui que l'on observe. Cet accroissement serait sensiblement uniforme, jusqu'à toutes les profondeurs accessibles; il varierait ensuite; et à une profondeur d'environ 7000 mètres, la température du globe atteindrait son m/iximum, et surpasserait d'environ 107°, celle de la superficie; au-delà elle diminuerait, de sorte que vers 60000 mètres de distance à la surface, l'influence de l'inégalité de température de l'espace aurait entièrement disparu. Dans ce même exemple, la température de la surface du globe il y a 5ooo siècles, surpassait celle qui a lieu aujourd'hui, d'un peu moins de 200°, et il en serait de même, quand 5ooo siècles se seront encore écoulés; ce qui a rendu et rendrait de nouveau, la Terre inhabitable à l'espèce humaine; mais 5oo siècles avant et 5oo siècles après l'époque où nous vivons, celte températiue de la surface n'excéderait que d'à peu près 5°, celle que nous observons (1).
Telle est, dans mon opinion, la cause véritable de l'augmentation de température qui a lieu sur chaque verticale à mesure que l'on s'abaisse au-dessous de la surface du globe. Dans cette théorie, la température moyenne de la superficie, varie avec une extrême lenteur, mais incomparablement moindre que la partie de la température qui serait due à la chaleur d'origine, si elle était encore sensible à l'époque actuelle. De plus, cette variation est alternative, et peut ainsi concourir à l'explication des révolutions que la couche extérieure du globe a subies; au lieu que la partie de la température qui pourrait être due à l'autre cause, diminue continuellement et sans alternative. Si l'accroissement observé dans le sens de la profondeur , provenait réellement de la chaleur d'origiiie, il s'ensuivrait qu'à l'époque actuelle, cette chaleur initiale augmenterait la température de la surface même, d'une petite fraction de degré ; mais pour que cette petite
(i) Noie 6, d la fin du mémoire.
( >6 ) augmentation se réduisît à moitié, par exemple, il faudrait qu'il s'écoulât plus de mille millions de siècles (i) ; et si l'on voulait remonter à une époque où elle pouvait être assez considérable pour influer sur les phénomènes géologiques, on devrait rétrograder d'un nombre de siècles qui effraie l'imagination la plus hardie, quelle que soit d'ailleurs l'idée qu'on puisse avoir de l'ancienneté de notre planète.
Maintenant, à une profondeur j:: sur une verticale déterminée, désignons par f la partie de la température de la Terre qui est due , soit à la chaleur d'origine, si l'on veut qu'elle n'ait pas encore entièrement disparu, soit, dans notre opinion, à la chaleur que la Terre apporte de la région de l'espace qu'elle a quittée. On aura
g et / étiint des quantités indépendantes de x, dont la première est la même que dans l'expression de u citée plus haut, et la seconde exprime la fraction de degré dont l'une ou l'autre de ces deux sortes de chaleurs, augmente actuellement la température delà surface, au lieu que l'on considère. Dans le cas de la chaleur d'origine, cette valeur de c, croissante uniformément avec a?, subsistera à toute profondeur très petite eu égard au rayon delà Terre; dans l'autre cas, il n'est pas impossible que cet accroissement cesse d'être uniforme à des profondeurs accessibles; si donc, en creusant dans un terrain homogène, on trouvait que l'augmentation de température s'écarte notablement de l'uniformité, ce serait une preuve directe et indépendante des raisons qui viennent d'être exposées, que ce phénomène n'est pas dû à la chaleur initiale du globe, tandis qu'il n'y aurait rien à en conclure contre l'explication que nous en avons donnée. Dans les deux cas, les quantités g et /varient avec le temps; dans le premier, elles décroissent suivant une même progression géométrique dont le rapport diffère excessivement peu de l'unité; dans le second, les lois de leurs variations nous sont inconnues; mais elles sont beaucoup moins lentes, et il ne serait pas non plus impossible que ces variations fus sent rendues sensibles par des observations anciennes et modernes sur les climats , séparées , par exemple, par un intervalle d'une vingtaine de siècles. Dans toute hypothèse, ces deux quantités g et l sont toujours liées entre elles par l'équation
g=bl,
dans laquelle b est la même quantité que plus haut, et qui servira à déter- (i) Note C , à la fin du mémoire.
( i7 ) miner /, lorsque l'observation aura fait connaître la valeur de g, et que l'on connaîtra aussi celle de b. A Paris, on a
d'où l'on tire
ou à peu près un 3o' de degré. La théorie montre aussi que la quantité g ne dépend que de la nature du terrain et nullement de l'état de la superficie, du moins quand cette quantité provient de la chaleur intiale du globe , et que l'état de sa surface est supposé invariable : déterminer les lois du refroidissement d'un corps dans le cas où le pouvoir rayonnant de la surface varie avec le temps, est un problème que l'on n'a pas encore résolu. En vertu de cette température v, croissante avec la profondeur, il se produit à travers la surface et de dedans en dehors , un flux de chaleur dont
l'expression est^ -^, ou kg; le facteur k désignant, comme plus haut,
la conductibilité de la matière du terrain. On a d'ailleurs
k = a'c , et, à l'Observatoire de Paris,
<î = 5,ii655, c = 0,5614.
De cette valeur de la chaleur spécifique c que M. Élie de Beaumont a supposée, et en prenant un So" de mètre pour la valeur de g, il a conclu que le flux de chaleur qui a lieu à travers un mètre carré et pendant une année, serait capable de fondre une couche de glace à zéro, qui aurait ce mètre carré pour base et o^jOoôS d'épaisseur.
En un lieu quelconque de la Terre, la température moyenne de la surface que nous avons désignée par^, se compose d'un terme provenant de la chaleur solaire, qui a aussi été représenté plus haut par le produit AQ; de la fraction de degré que l'on vient de désigner par Z; d'un terme dû à la chaleur rayonnante des étoiles, parvenue à cette surface à travers l'atmosphère; et d'un autre terme provenant de la chaleur rayonnante de l'atmosphère. Si l'on représente ces deux derniers termes respectivement par Ç' et 4» on au^'f^ donc
En retranchant de/", les quantités ^Q et /, et appelant f le reste , il en
îésullera
et cette température f sera celle qui aurait lieu, si le Soleil n'existait pas et que la Terre eût perdu toute sa chaleur initiale. Ses deux parties Ç, et 4 î d'origine différente, sont les températures que devraient avoir tous les points d'une enceinte he'misphérique, située au-dessus du plan tangent à la surface du globe au point que l'on considère, pour envoyer à ce point, les quantités de chaleur qu'il reçoit effectivement des étoiles et de l'atmosphère; il importe de les distinguer l'une de l'autre, et de les examiner séparément.
Supposons d'abord que la Terre n'ait pas d'atmosphère, et que la température de l'espace soit partout la même. Après un intervalle de temps suffisamment prolongé, ce corps solide prendra cette température dans toute sa masse. Recouvrons ensuite sa surface, d'une couche liquide ou solide, susceptible de se réduire en gaz à une température déterminée. Si cette température est supérieure à Ç", cette réduction n'aura pas lieu, la couche additive prendra la température Ç de la Terre et de l'espace, et rien ne sera changé. Lorsqu'au contraire, la température ^ surpassera celle où cette couche doit se réduire en gaz, elle s'y réduira effectivement , et formera une atmosphère limitée autour de la Terre. Supposons encore que ce fluide soit dépourvu de la faculté de rayonner, et de celle d'absorber la chaleur rayonnante, soit de la Terre, soit des étoiles; en sorte qu'il ne s'échauffe que par le contact avec la Terre, et par la communication, de proche en proche, dans toute sa hauteur. Alors, la Terre conservera la température Ç; à sa surface, celle de l'air sera aussi égale à Ç; puis elle décroîtra jusqu'à la limite supérieure de l'atmosphère où elle devra être telle que l'air ait perdu toute sa force élastique, et se soit liquéfié. A raison du poids des couches atmosphériques, leur densité décroîtra aussi en allant de bas en haut, et il sera facile de former les deux équations différentielles d'où dépendent les lois de décroissement de celte densité et de la température (i). En effet, on appliquera à une colonne d'air qui s'appuie à la surface du globe, et se termine à la limite de l'atmosphère, l'équation relative aux températures permanentes d'une barre hétérogène , dont les deux températures extrêmes sont données; l'une étant la température du globe, et l'autre, celle de la liquéfaction de l'air à cette limite. La seconde équation sera fournie par la condition générale de l'é-
(i) TJote D, à la fin du mémoire.
( >9 ) quilibre du fluide, suivant laquelle la différence des forces élastiques de deux couches séparées par une troisième, doit être égale au poids de celleci. Mais si nous rendons à l'air la faculté de rayonner et d'absorber une partie de la chaleur rayonnante de la Terre, et si nous continuons de supposer, pour ne pas compliquer la question, qu'il n'absorbe pas celle des étoiles, la Terre recevra toujours de l'enceinte stellaire, la même quantité de chaleur qu'auparavant; ce qui n'empêchera pas sa température de s'abaisser au-dessous de Ç, à raison de l'échange de chaleur qui aura lieu entre ce corps et les couches atmosphériques, éloignées de sa surface, dont les températures sont moindres que Ç. Quant aux lois de sa densité et de sa température dans toute la hauteur de l'atmosphère, ce serait un problème très difficile de les déterminer en ayant égard à l'absorption et au rayonnement; et il ne serait pas même aisé de dire si sa densité et sa température moyennes augmenteront ou diminueront , et si cette masse fluide s'étendra ou se rétrécira, par l'elfet combiné de l'échange de chaleur rayonnante avec la Terre, et de l'abaissement de la température de l'air en contact avec la surface du globe, devenue plus froide. Toutefois, dans le cas que nous considérons, la température 4> qui a cet échange pour origine, sera certainement négative, puisque l'effet de cet échange mutuel doit être de diminuer la température p de la Terre à sa surface , et de la rendre moindre que Ç.
Dans la nature, les températures ^ et 4 dépendent de l'inégalité qui peut avoir lieu entre les quantités de chaleur stellaire, émanées des différentes régions du ciel; de l'absorption qu'elles éprouvent en traversant l'atmosphère; de l'inégal échauffement des parties de cette masse fluide, par la chaleur solaire; etc. Leur somme ^ -f- 4 est déterminée de la manière la plus générale, par l'équation (lo) de la page 472 de mon ouvrage , où elle est désignée par Ç; mais pour déduire de cette équation, la valeur numérique de ^, à une époque et en un lieu déterminés, nous manquons des données nécessaires, soit sur la différence du ravonnement des étoiles, soit sur la constitution de notre atmosphère et le pouvoir absorbant du fluide qui la compose.
En ce qui concerne la chaleur stellaire, il y a lieu de penser que toutes les régions du ciel ne nous envoient pas des quantités égales de chaleur : si l'on imagine un cône extrêmement aigu, qui ail son sommet en un point de la surface du globe, et qui se prolonge jusqu'aux étoiles; à raison de leur immense distance de la Terre , te cône en renfermera un très grand nombre , et c'est la moyenne des quantités de chaleur qu'elles
émettront dans le sens de ce rayon conique, que je prends pour l'intensité de la chaleur stellaire dans cette direction; or, il serait hors de toute vraisemblance, que cette intensité demeurât la même, en faisant tourner le cône suivant toutes les directions autour de son sommet, comme aussi, en déplaçant ce sommet, et le transportant d'un point à un autre de la surface du globe : toutefois des expériences très délicates pourraient seules nous faire connaître quelles sont les parties du ciel où le rayonnement stellaire a la plus grande ou la moindre intensité; et jusqu'à présent, l'observation ne nous a rien appris sur ce sujet, l'un des plus intéressants de la physique céleste. Aux différentes heures du jour, la quantité totale de chaleur stellaire qui parvient à chaque point du globe , provient de toutes les étoiles situées au-dessus de son horizon; en un temps donné, elle peut donc varier d'un lieu à un autre, et n'être pas la même, par exemple, à l'équateur et aux pôles. Les quantités de chaleur stellaire, qui nous arrivent dans un même intervalle de temps, peuvent aussi être fort inégales pour les deux hémisphères; et cette inégalité est une des causes possibles de la différence de température moyenne des hémisphères boréal et austral.
Relativement à la constitution physique de l'atmosphère, les lois de décroissement de la quantité de vapeur, de la densité, de la température, à mesure que l'on s'élève au-dessus de l'horizon, ne nous sont aucunement connues. Le décroissement d'un degré pour 172 mètres de différence dans les hauteurs verticales, que l'on a conclu de l'expérience aérostatique d« M. Gay-Lussac, se rapporte à la température marquée par un thermomètre suspendu à l'air libre, et ne nous fait pas connaître celle des couches d'air elles-mêmes , dont la température propre détermine le rayonnement, et influe peut-être sur le pouvoir absorbant. Tout ce que nous savons à cet égard, c'est que la température moyenne de l'air en contact avec la superficie du globe, doit être égale à celle de cette surface, et qu'à la limite supérieure de l'atmosphère, la température propre du fluide ne peut surpasser celle de sa liquéfaction, au degré où la densité se trouve réduite. La première condition résulte, comme on l'a dit plus haut, d'un contact continuel de la couche inférieure de l'atmosphère et de la surface de la Terre; la seconde est une condition nécessaire à l'équilibre de la masse fluide, et indépenelanle de l'équation générale de cet équilibre.
En effet, si l'on divise cette masse en couches concentriques d'une épaisseur infiniment petite, ou du moins assez petite pour que le
poids de chaque couche soit insensible ; le poids d'une couche intérieure suffira, néanmoins, pour faire équilibre à la différence des pressions qui s'exerceront en sens contraire sur ses deux faces, et qui ont pour mesures les forces élastiques des deux couches adjacentes; mais la couche la plus élevée n'éprouvant aucune pression sur sa face supérieure, son poids ne pourrait balancer la pression qui aurait lieu sur son autre face , si celle-ci avait une grandeur sensible; par conséquent, la force élastique de l'air doit être nulle à la limite de l'atmosphère , dont la distance à la surface de la terre, est beaucoup moindre que la distance à laquelle sa force centrifuge détruirait sa pesanteur. Or, la force élastique ne saurait se réduire à zéro, parce qu'elle décroîtrait seulement à raison de la densité, et par exemple, suivant la loi de Mariotte; car alors, tant que l'air aurait une densité aussi faible qu'on voudra, il aurait aussi une force élastique en vertu de laquelle il se dilaterait encore davantage ; et l'atmosphère ne pouvant se terminer, elle se dissiperait en entier dans l'espace. On ne peut pas objecter que l'atmosphère serait maintenue par la pression de l'éther sur sa surface supérieure ; car l'éther pénètre dans la masse d'air; et la force élastique de l'éther intérieur, en s'exerçant de dedans en dehors, détruit la pression exercée en sens contraire par l'éther extérieur. C'est donc par le froid que les dernières couches de l'atmosphère iloiveul perdre leur ressort : près de sa surface supérieure, la température de l'air doit être celle de la liquéfaction de ce fluide, et la couche d'air liquide doit avoir l'épaisseur nécessaire pour que son poids fasse équilibre à la force élastique de l'air inférieur, sur lequel elle repose. Si la force moléculaire disparaissait dans cette couche extrême, à raison de la distance mutuelle des molécules, devenue très grande par l'effet de la raréfaction du fluide, cette couche ne s'appuierait plus sur celle qui se trouve immédiatement au-dessous; la pesanteur de ses molécules vers la terre, ne pourrait plus être détruite qu'en leur supposant une vitesse de rotation et une force centrifuge , plus grandes que celle de cette autre couche ; et celle-ci n'éprouvant plus aucune pression extérieure, ce serait elle qu'on devrait considérer comme la couche extrême de l'atmosphère , et qui ne pourrait perdre sa force élastique que par la liquéfaction.
Nous ne connaissons aucunement la température nécessaire pour liquéfier l'air atmosphérique pris à la densité ordinaire, ni, à plus forte raison, dans l'état de raréfaction des couches supérieures; mais nous ne pouvons pas douter qu'elle ne soit extrêmement basse , et peut-être encore beaucoup plus dans le cas d'une très faible densité. Cette température indis-
pensable pour que l'atmosphère puisse se terminer, est, ce me semble, la vraie cause du froid excessif de sa partie supérieure, et du décroissenjent de chaleur de ses couches successives, à mesure que l'on s'élève au-dessus de la surface du globe. Ce phénomène aurait donc encore lieu, lors même que l'atmosphère serait parfaitement en repos; et il ne serait pas dû, comme on l'a dit quelquefois , à un mouvement ascensionnel de l'air, dans lequel ce fluide se dilate parla diminution de pression, et se refroidit eu conséquence. Ceux qui ont donné cette explication , n'ont pas remarqué que ce mouvement de bas en haut, est accompagné d'un autre mouvement qui a lieu en sens contraire, et que dans ce double mouvement, les masses d'air se mêlent et se traversent mutuellement, de manière qu'il serait difficile de décider s'il en doit résulter une augmentation ou une diminution de la densité et de la température moyennes du mélange. Au reste, on ne doit pas perdre de vue que cette température extrêmement basse de la couche supérieure de l'atmosphère, est celle de l'air même, dont cette couche est formée, et non pas la température que marquerait un thermomètre qui y serait plongé : celle-ci peut être beaucoup plus élevée; elle résulterait du contact de l'air, et de la chaleur rayonnante des étoiles, du soleil, de la terre, de l'atmosphère; mais la première cause aurait peu d'influence, à raison de l'extrême ténuité du fluide; de telle sorte que la température moyenne, marquée par ce thermomètre, pourrait différer très peu de celle qu'il indiquerait, si on le transportait en dehors et un peu au-dessus de l'atmosphère.
Puisqu'il nous est impossible de déterminer directement les températures Ç et Np, pour en déduire ensuite celle que l'on a désignée par />; c'est, au contraire, la valeur de f, donnée par l'observation, qui fera connaître la somme C+ 4' ^^^^ deux autres, et par conséquent une limite de Ç, d'après le signe de 4 '■> ^^^ manière qu'on ait Ç >• f ou Ç<^p, selon que 4 sera une température négative ou positive ; ce que l'observation peut effectivement nous apprendre. En effet , l'expérience que l'on attribue à Woilaston, et que j'ai citée à la page 44^ de mon ouvrage, met non-seulement en évidence le rayonnemen»: de l'atmosphère, mais elle prouve de plus, que l'échange de chaleur entre les couches atmosphériques et la terre, doit avoir pour effet de refroidir la surface du globe; d'où l'on conclut, d'accord avec ce qui a été dit plus haut, que -v}/ est une température négative, et qu'on a en conséquence f > P; conclusion importante , comme on va le voir, poiu- l'évaluation approximative de la température de l'espace, au lieu où la Terre se trouve actuellement.
Par un point quelconque de la surface qui termine l'atmosphère, supposons que l'on mène à cette surface un plan tangent indéfiniment prolongé, et soit z la température qu'il faudrait donner à tous les points de l'enceinte stellaire, pour que la portion située au-dessus de ce plan, envoyât au point que l'on considère, la quantité de chaleur rayonnante qu'il reçoit effectivement des étoiles. Relativement à ce point de la surface atmosphérique, z désigne une quantité analogue à celle que l'on a représentée par Ç à l'égard d'un point quelconque de la surface du globe; et si ces deux points appartiennent à une même verticale, on aura toujours Ç << z , à raison de l'absorption plus ou moins grande que la chaleur stellaire peut éprouver en traversant l'atmosphère. Désignons par d\ l'élément de la surface atmosphérique, auquel répond la température s, et par /«. cette surface entière. On démontre, dans la Théorie de la Chaleur, que l'intégrale /zd^t étendue à toute cette surface et divisée par /u. , est l'expression exacte de la température de l'espace, telle qu'elle a été définie plus haut. Si donc on appelle é cette température au lieu où la Terre se trouve actuellement, on aura
i = - fzdx ; f*
par conséquent, à cause de Ç ■< r et p <<Ç, il en résultera
or, en chaque point de la Terre, f est un peu moindre que la température de la surface, diminuée de la partie due à la chaleur solaire; il s'ensuit donc que t surpasse la moyenne des températures de la surface entière, qui auraient lieu si le Soleil n'existait pas, et que cependant la température de l'atmosphère ne fût pas changée.
La valeur de f dépend du climat et de la latitude; à Paris elle est à très peu prés égale à 11° — 24°, ou à — 13'; en la prenant pour la moyenne des valeurs de p qui répondent à toutes les régions du globe, on en conclura donc que la température £ est supérieure à — 13°. On obtiendrait un résultat semblable, en prenant pour cette moyenne, la "aleur de p, qui a lieu à l'équateur et qui doit être au-dessous de 27°,5 — 33°. La quantité dont la température e surpasse cette limite — 13% et qui provient du rayonnement et de l'absorption atmosphériques, ne semble pas devoir la rendre positive, et l'on peut croire que e est (l'un petit nombre de degrés au-dessous de zéro. D'après une formule de
M. Brewster, la température du pôle nord serait d'à peu près — 18°; celle du pôle sud est encore plus basse : la température de l'espace est donc supérieure à celles des deux pôles de la Terre , au lieu de leur être inférieure , et de s'abaisser à 5o ou 60 degrés au-dessous de zéro , ainsi que Fourier l'avait dit. A plus forte raison, cette température stellaire est-elle supérieure à celles que l'on observe quelquefois à de hautes latitudes , et qui se trouvent au-dessous de la température moyenne de lieux encore plus voisins du pôle, ou du pôle lui-même. Telle est, par exemple, la température de — 67°, observée le 17 janvier i834, par le capitaine Back (i), à une latitude nord de 62° 46', tandis que la température moyenne de l'année entière, à la latitude de 78°, que M. Scoresby a aussi déduite de l'observation , n'est que de — S^SS. Un froid excessif et passager, qui a lieu dans une localité , peut avoir été produit par diverses causes que nous ne connaissons pas ; mais ce ne sont pas les températures accidentelles , c'est la moyenne de toute l'année et de toute la surface du globe, que l'on doit faire servira l'évaluation de la chaleur de l'espace , ou d'une limite au-dessus de laquelle cette température est certainement.
Voici encore plusieurs remarques extraites du dernier chapitre de mon ouvrage, et qu'il ne sera pas inutile d'ajouter à ce qu'on vient de lire. Dans le phénomène de la rosée, le refroidissement de la surface de la Terre, qui détermine la précipitation de la vapeur d'eau, est produit par l'échange de chaleur rayonnante, soit entre la Terre et l'enceinte stellaire, soit entre la Terre et l'atmosphère; et c'est la première ou la seconde de ces deux causes simultanées qui a le plus d'influence, selon que la température désignée plus haut par Ç^, est inférieure ou supérieure à celle que l'on a représentée par -if, ; ce qu'il nous serait difficile de décider, parce que ces deux effets s'ajoutent et ne peuvent pas être séparés l'un de l'autre.
Après avoir discuté complètement toutes les causes qui peuvent influer sur la température indiquée par un thermomètre exposé à l'air libre et a l'ombre , j'ai trouvé qu'en la désignant par U , son expression est de la formç
Qx -(- 7(4
(i) Comptes rendus hebdomadaiies des séances de l'Acadéuuf des Sciences; année i83b, i" seniesUe , page 575.
( 25 ) s étant la mesure du pouvoir absorbant de la surface du thermomètre ; y celle du pouvoir refroidissant de l'air en contact avec cet instrument , qui est, comme on sait, indépendant de l'état de la surface; a la température propre de ce fluide ; Jc et j- deux inconnues dépendantes de la chaleur rayonnante du sol, et de celle de l'atmosphère, qui dépend elle-même de l'état de cette masse fluide à l'instant de l'observation. Cette valeur de U est indépendante de la hauteur du thermomètre audessus de la surface de la Terre; ce qui est conforme à l'expérience; mais elle suppose que l'élévation de l'instrument ne soit ni très considérable, ni très petite, comme le diamètre de la boule thermométrique; car, très près de la surface de la Terre , et à une grande élévation , les quantités x et j changent de valeurs , et ne sont plus les mêmes qu'à une hauteur de quelques mètres.
De la formule précédente , on déduit facilement
dV __ y(U — u)
dQ — c{Cx + yy
ce qui montre que quand le pouvoir absorbant de la surface du thermomètre augmente ou diminue , U varie dans le même sens ou en sens contraire, selon que cette température est supérieure ou inférieure à celle de l'air en contact avec l'instrument, c'est-à-dire, selon que la différence U — a est positive ou négative.
Si le thermomètre est exposé au Soleil, la température U s'élèvera , toutes choses d'ailleurs égales , d'une quantité A qui aura pour expression
fr + > •
q étant une quantité proportionnelle à l'intensité de la chaleur solaire, au lieu de l'observation, et «T la mesure du pouvoir absorbant de la surface du thermomètre , relatif à ce genre de chaleur. Pour un second thermomètre, observé dans le même lieu, mais dont la surface sera différente; si l'on désigne par ê', cT', A', ce que deviennent les quantités ë, «T, A, relatives au premier, on aura
O' + y et, par conséquent,
(Çr + '/)(»> -h y) Or, si les pouvoirs absorbants d'une même surface sont égaux pour la
( -G ) chaleur solaire et pour toute autre sorte de chaleur rayonnante, ou bien, s'ils sont différents, mais qu'ils croissent dans un même rapport en passant
d'une surface à une autre; on aura p; = . , ce qui réduira à («T' — ^)yQ ■>
le numérateur de cette dernière formule. Dans cette hypothèse, ce sera donc le thermomètre qui aie plus grand pouvoir absorbant, qui s'échauffera le plus, en passant de l'ombre au soleil : il en sera de même, à plus
forte raison, si l'on a gr >• 5; mais le contraire pourrait arriver, si l'on
avait p •< -. On peut remarquer que, dans le vide où l'on a y =z o,\es
températures marquées par tous les thermomètres s'élèveront également par l'effet de la chaleur solaire, quel que soit l'état de leurs surfaces, dans le cas où leurs pouvoirs absorbants varient suivant un même rapport, pour les deux sortes de chaleurs rayonnantes.
C'est la température propre de l'air qui détermine sa densité sous une pression donnée, et qui peut influer, soit directement, soit à raison de cette densité, sur les facultés du fluide, d'absorber la chaleur, de réfracter la lumière , etc. Dans beaucoup de questions de physique, c'est donc la valeur de a, distincte de celle de U, qu'il importe de connaître. Or, l'expression de U contenant, outre cette inconnue et, deux autres quantités x etj que nous ne pouvons pas non plus connaître à priori, et qui peuvent changer à chaque instant, il s'ensuit que, pour déterminer a, il sera nécessaire d'employer les indications de trois thermomètres, et non pas celles de deux seulement , comme on a coutume de le dire. En désignant par U, U', U", les températures marquées par ces trois instruments, et par C, C, €", les mesures des pouvoirs absorbants de leurs surfaces, on conclura de l'expression de U, appliquée à ces trois températures,
SC'U' (U — U") -t- S'eU"(U'— D) + C'C'ViU"— U')
€S" ( U — U") + ce (U'— U) + €"C' (U"— U')
formule indépendante de la quantité y que contenait cette expression de U. Pour s'en servir , il faudra connaître avec précision les rapports numériquesdes trois constantes ê, €', ^", et mesurer dans chaque cas, aussi exactement qu'on pourra , les trois températures U, U', U". Si le pouvoir absorbant de l'un des trois thermomètres, de celui, par exemple, qui marque la température U, est nul ou insensible, on aura a = U, en négligeant les termes multipliés par ë. I! en sera de même, sans que € soit peu considérable, quand on aura rendu prépondérant le pouvoir refroidissant
(^7 ) de l'air, en agitant fortement le thermomètre; ce qui permettra de négliger ^par rapport à y dans l'expression de U; mais ce procédé peut avoir l'inconvénient de développer de la chaleur, parla compression de l'air, et de changer sa température a que l'on veut évaluer. En joignant aux températures U, U', U", celle qui sera marquée, au même instant, par un quatrième thermomètre, et éliminant les quantités et et y, on pourra déterminer les valeurs des inconnues x et j' ; et en répétant cette opération à différentes époques et dans des circonstances atmosphériques différentes, on saura si l'état de l'atmosphère influe effectivement sur ces deux derniers éléments.
Je terminerai ce mémoire par quelques réflexions sur la théorie même de la chaleur. Dans mon ouvrage, je n'ai point adopté celle qui attribue les phénomènes aux petites vibrations d'un fluide, parce que les raisonnements qu'on a pu faire, jusqu'à présent, pour l'établir et la justifier, sont trop vagues et trop peu concluants pour servir de base à l'analyse mathématique; tandis qu'au contraire les calculs fondés sur la théorie qui a précédé celle-là et que j'ai préférée, conduisent, par des déductions rigoureuses, à des résultats toujours conformes à l'observation. Cet accord remarquable entre le calcul et l'expérience, et la difficulté, dans la théorie des vibrations , d'expliquer les phénomènes de la chaleur, ceux-là même que l'on observe le plus communément, sont pour moi, je l'avoue, une difficulté contre la théorie des ondulations lumineuses; car la lumière et la chaleur présentant, sous bien des rapports, une si grande analogie, il semble naturel de les attribuer à des causes semblables, et de fonder leurs théories sur les mêmes principes. Ceux de la théorie de la chaleur peuvent être énoncés avec précision; ils sont renfermés dans ce qui suit.
Dans cette théorie, on attribue les phénomènes à un fluide impondérable, qui réside dans chaque corps en quantité variable, et dont les particules se repoussent mutuellement, avec une force qui décroît d'une manière très rapide, quand la distance augmente, et qui devient insensible à toute distance sensible. La quantité de ce fluide que l'on introduit dans un corps, ou que l'on en fait sortir, n'a rien d'arbitraire, et est mesurable d'apiès certains effets qu'elle produit; elle ne perd jamais sa puissance répulsive, lors même qu'après avoir été introduite dans ce corps, elle n'en fait pas changer la température, et s'appelle alors de la chaleur latente. Chaque molécule d'un corps quelconque est formée d'une matière pondérable et d'une portion de chaleur qui s'y trouve retenue par l'attraction réciproque de ces deux substances; deux molécules voisines s'attirent à raison de l'une de ces
( ^8) deux matières, et se repoussent à cause de l'autre; et dans l'état d'équilibre du corps , les distances de ses molécules sont telles que leurs actions réciproques se détruisent, non pas rigoureusement, mais à très peu près; car, dans la nature , cet état consiste en des vibrations insensibles des molécules, et n'est pas un repos absolu. Cela étant, il s'ensuit que toutes les actions répulsives, exercées sur le calorique d'une molécule, par celui de toutes les autres molécules comprises dans la sphère d'activité de celle-là, ont une résultante qui n'est pas nulle, et qui varie continuellement en intensité et en direction. Cette force détache aussi continuellement de la molécule sur laquelle elle s'exerce, des particules de chaleur , qui sont ainsi lancées en tous sens sous forme rayonnante, et ensuite absorbées, plus ou moins rapidement , en vertu de l'attraction de la matière pondérable, par les molécules qu'elles viennent à rencontrer. Dans les gaz , l'absorption est très lente; elle l'est moinsdans les liquides ; eldans l'intérieur des corpssolides,on suppose, en général, que le rayonnement ne s'étend qu'à des distances très petites (i). Toutefois, ces distances ne sont point insensibles, et l'on ne doit pas les confondre avec le rayon d'activité, incomparablement moindre, de la répulsion calorifique. De cette émission et de cette absorption incessantes , il résulte un échange continuel de chaleur rayonnante entre les molécules de tous les corps, qui subsiste même à égalité de température, sans la troubler quand elle a lieu, et qui finit toujours par la produire lorsque cette égalité n'existait pas primitivement. Cet échange entre les molécules d'un corps et celles d'un thermomètre, d'une masse insensible par rapport à la sienne, et j)lacé dans son intérieur, a pour effet de dilater ou de contracter l'instrument , jusqu'à ce qu'il soit devenu stationnaire; parvenu à cet état, le thermomètre marque ce qu'on appelle la température du corps que l'on considère. Si l'on introduit dans ce corps ime nouvelle quantité de chaleur, elle s'y distribue entre toutes ses molécules ; ce qui augmente, à distance égale, l'intensité de leur répulsion mutuelle, et par suite, les intervalles qui les séparent , lorsque ce corps a la liberté de se dilater. La force qui détache incessamment des particules de chaleur, de chaque molécule de ce
(i) La ilialeur émanée des corps dont la température est très élevée, traverse en partie le verre et d'autres corps diaplianes ou non diaphanes. On peut voir sur ce point les mémoires de M. Melloni, etle rapport de M. Biot, inséré dans le tome XIV de l'Académie des Sciences. A la rencontre d'un corps solide, la chaleur rayonnante est réfléchie sous un angle égal à celui d'incidence, dans une proportion qui dépend de cet angle et de l'état de la surface, et qui peut aussi varier avec la direction du plan d'incidence et de réflexion, ce qui constitue Xa. polarisation de la chaleur, analogue à celle de la lumière.
( 29 ) corps, et qui provient de la répulsion calorifique des molécules environnantes, augmente avec cet accroissement du pouvoir répulsif; et d'un autre côté, cette force diminue à raison de l'écartement des molécules, duquel il résulte qu'un moindre nombre d'entre elles se trouve compris dans la sphère d'activité de leur répulsion. En général , la cause d'augmentation l'emporte sur l'autre; le rayonnement moléculaire s'accroît en conséquence, et, par conséquent aussi, la température qui en est l'effet, produit sur le thermomètre. Le contraire a lieu, lorsque l'on enlève de la chaleur à un corps. Nous ignorons, dans ce cas, si la diminution de chaleur de ses molécules peut être assez grande pour qu'elles perdent entièrement, malgré leurplus grand rapprochement, la faculté de faire rayonner chacuned'elles : si cet état d'un corps, où il n'y aurait plus ni rayoïmcment, ni température, est possible, et qu'il y soit parvenu; ses molécules renfermeraient toujours de la chaleur dont l'action répulsive s'opposerait à leur jonction , et que l'on pourrait de nouveau en faire jaillir sous forme rayonnante, en les rapprochant encore davantage, par une pression sur le corps exercée à sa surface. Les deux causes contraires de l'intensité du rayonnement, savoir, l'augmentation de chaleur des molécules et leur écartement, se balancent dans le passage des corps, de l'état solide à l'état liquide, et de l'état liquide à l'état de vapeur. Le rayonnement, et la température qu'il détermine, n'éprouvent alors aucun changement; et la chaleur introduite est une chaleur latente, dont ks particules ont, néanmoins, conservé leur force répulsive. Enfin, pour augmenter d'un degré la température d'ua corps, dans un état quelconque, il y faut introduire ime quantité de chaleur différente, suivant que ses molécules sont plus ou moins resserrées, et suivant que chacune d'elles retient le calorique avec plus ou moins de force , ce qui empêche, aussi plus ou moins, l'action des molécules circonvoisines, à nombre égal, de l'en détacher et de produire le rayoïmement. De là vient, l'inégalité des chaleurs spécifiques, &o\\. d'une même matière à différentes densités , soit des corps formés de diverses matières. On conçoit aussi , pour un même corps, l'excès de sa chaleur spécifique, quand il peut se dilater, sur celle qui a lieu à volume constant : pour un corps solide, cet excès doit même être différent, selon que ce corps peut s'étendre également en tous sens, et selon qu'il se dilate librement dans une direction, tandis que ses molécules se rapprochent, ou demeurent aux mêmes distances, suivant ses autres dimensions. •
Parmi les nombreuses conséquences de cette théorie, qui sont le plus propres à la vérifier par leur accord avec l'observation, je citerai seulement la
proposition démontrée dans le second chapitre de mon ouvrage , et suivant laquelle le flux de chaleur à travers la surface d'un corps qui s'échauffe ou qui se refroidit dans le vide, a pour expression un produit de deux facteurs , dont l'un est le même pour tous les corps et ne dépend que de la température, et dont l'autre varie avec la matière de chaque corps et l'état de sa surface; résultat qu'il serait, je crois, très difficile d'expliquer dans la théorie des vibrations, et qui coïncide avec la loi générale que MM. Dulong et Petit ont conclue de leurs expériences, qui leur ont fait connaître, en outre, la forme du premier facteur en fonction de la température. Il y a aussi une déduction des théories de l'émission de la chaleur et de la lumière, qui s'accorde avec l'expérience, et qui ne semble pas avoir été remarquée. Si l'on admet, ce qui paraît naturel, que la répulsion de la chaleur s'exerce non-seulement sur celte matière elle-même, mais aussi sur la lumière: l'effet de la quantité de chaleur contenue dans les molécules d'un corps diaphane, sera de diminuer, à égalité de distance, leur attraction sur les rayons lumineux qui les traversent, et par conséquent, la réfraction qu'ils y subissent; d'où l'on conclut que si le corps est d'abord liquide , et qu'on le réduise en vapeur par l'addition d'une quantité considérable de chaleur, le rapport de la force réfractive de la vapeur à celle du liquide, devra être moindre que celui de leurs densités. C'est, en effet, ce que MM. Arago et Petit ont constaté sur les vapeurs de différents liquides (i), et dont il ne serait pas non plus facile de rendre raison , dans les théories des ondulations lumineuses et calorifiques.
(i) Annales de Chimie et de Physique j tome I".
NOTES RELATIVES AU MÉMOIRE PRÉCÉDEXT
Note A.
La quantité de chaleur provenant du rayonnement de l'atmosphère, qui parvient à la surface de la Terre et qui la traverse, s'ajoute à la chaleur solaire, et influe sur la température de la Terre à une profondeur donnée. Les variations diurnes et annuelles qu'elle y produit se distinguent des inégalités dues à la chaleur solaire, par leurs amplitudes et par les époques de leurs maxima; à la distance de la surface du globe, où il ne subsiste que les inégalités dont la période comprend l'année entière, il peut donc exister deux inégalités de cette espèce; l'une provenant de la chaleur solaire , et l'autre de la chaleur atmosphérique. Or, à sept ou huit mètres de profondeur, on n'observe qu'une seule inégalité annuelle, c'est-à-dire un seul maximum et un seul minimum de température pendant l'année; l'une des deux inégalités possibles a donc une amplitude insensil)le; et l'on ne peut pas douter que ce ne soit celle qui proviendrait de la chaleur atmosphérique. J'ai donc pu n'avoir point égard à cette source de chaleur, dans le calcul des inégalités diurnes et annuelles de la température du globe. Je n'ai pas non plus tenu compte , dans ce calcul , des variations de température de la couche d'air en contact immédiat avec le sol , parce que les variations correspondantes qu'elles doivent produire dans les températures des points de la Terre, sont encore plus faibles que celles qui seraient dues à l'absorption d'une partie de la chaleur rayonnante de l'atmosphère; et, en effet, l'air étant un fluide de peu de densité, son pouvoii refroidissant est fort peu considérable, tandis qu'au contraire le pouvoir absorbant delà Terre est très grand, en général, à raison de l'état de sa superficie. En ayant donc seulement égard aux variations de la chaleur solaire, pendant le jour et pendant l'année , les formules que j'ai obtenues pour exprimer les lois de la température du globe près de sa surface , se sont accordées, d'une manière satisfaisante, avec les observations que j'ai pu me procurer. Toutefois, l'échange de chaleur rajonnaute entre la Terre et les couches atmosphériques , influe sur la partie constante de cette température, c'est-à-dire sur la température moyenne à une profondeur
donnée, et son efiet est de la diminuer, comme on le verra dans la suite de ce mémoire.
Les variations de chaleur que l'atmosphère éprouve , et qui n'affectent pas sensiblement les températures des points de la Terre, sont, au contraire, très sensibles dans la température que marque un thermomètre exposé à l'air, à quelques mètres au-dessus du sol. Pour se rendre raison de cette différence, il faut observer que c'est dans la partie inférieure de l'atmosphère que ces variations sont les plus considérables, et que la densité du fluide est aussi la plus grande; or, l'expression de la quantité de chaleur rayonnante que l'atmosphère envoie , suivant une direction donnée, à im élément quelconque de surface, a pour facteur le cosinus de l'angle compris entre cette direction et la normale; toutes choses d'ailleurs égales, la quantité de chaleur atmosphérique qui parvient, dans toutes les directions , à un élément de la surface de la Terre , doit donc être beaucoup moindre et beaucoup moins variable, que celle c[ui est reçue par un élément de la surface thermométrique, éloigné du point où la normale est verticale; car, à raison du facteur dont il s'agit, ce sont les quantités de chaleur incidentes suivant les directions où l'épaisseur et la densité de l'atmosphère sont les plus grandes, et où la température éprouve les plus grandes variations , qui sont affaiblies dans le plus grand rapport à l'égard de la Terre, et dans ie plus petit relativement au thermomètre; par conséquent, si l'on considère, sur la surface de la Terre, une portion égale à toute la surface de l'instrument, et si l'on suppose que le pouvoir absorbant soit le même pour les deux surfaces, les quantités de chaleur atmosphérique qui pénétreront, dans un temps donné, à travers l'une ou l'autre, seront aussi beaucoup moindres et beaucoup moins variables pour la ferre que pour le thermomètre.
Note B.
Par l'effet des inégalités de la chaleur de lespace sur la roule de notre système planétaire, il est possible que la couche extérieure du globle ait éprouvé des changements de température bien plus grands que ne le suppose l'exemple cité à la page i5 du mémoire, et qui se soient effectués en des nombres de siècles beaucoup moindres. Dans ces changements, la température a pu s'élever, si Ton veut, à 3 ou 4000 degrés, c'est-à-dire,
au nombre de degrés nécessaire pour Tondre toutes les matières qui composent la couche extérieure de la Terre; en sorte qu'il y ait eu effectivement, comme des géologues l'ont imaginé, une époque, maintenant très éloignée, où cette couche tout entière se trouvait à l'état de fusion. Pour cela, il suffit de concevoir:
r. Qu'il existe des portions de l'espace dans lesquelles de très grands nombres de rayons stellaires viennent se croiser, et où la température soit, en conséquence, extrêmement élevée;
2°. Que leur étendue est telle, que la Terre, d'après la vitesse inconnue de son mouvement , a pu traverser l'une de ces zones torrides , en quelques milliers de siècles, c'est-à-dire en un nombre de siècles suffisant pour que sa couche extérieure, mais non pas sa masse entière, ait pris une température peu différente de celle de l'espace.
Une faible partie de cette chaleur excessive, mais passagère et due à une cause extérieure, pourrait encore subsister à l'époque actuelle, et produire, concurremment avec les variations plus lentes de la chaleur de l'espace, l'accroissement de température dans le sens de la profondeur que nous observons près de la surface du globe.
Pour donner un exemple de cette circonstance , soit ^ la température de l'espace , dans le lieu où la Terre se trouve au bout d'un temps t écoulé depuis une époque déterminée; et supposons qu'on ait
a désignant un intervalle de temps donné, e la base des logarithmes népériens, A et f* des températures constantes dont la première sera
supposée positive. On prendra dans l'exponentielle e ', le signe supérieur ou le signe inférieur , selon que le temps t sera positif ou négatif ; le maximum de Ç répondra à < = o, et aura ft -\- ?. pour valeur; de part et d'autre de ce maximum^ la différence ^ — /t* décroîtra en progression géométrique, pour des valeurs de t croissantes par des différences égales; et lors même que X s'élèverait à 3 ou 4oi>o degrés, la température ^ sera sensiblement stationnaire et égale à fx. , avant et après l'époque de sa plus grande valeur, quand t surpassera, par exemple, dix ou douze fois l'intervalle de temps représenté par a.
En désignant par tt le rapport de la circonférence au diamètre, on aura, d'après une formule connue,
et, par conséquent,
„ , lax r^cosiB. d'i
On pourra considérer cette expression de la température extérieure, comme une somme de tern)es croissants par des différences infiniment petites , et ordonnée suivant les cosinus d'arcs proportionnels à t , croissants aussi par de semblables différences. La formule (4) de la page 43 1 de mon ouvrage sera alors une expression de la même nature, dont on pourra changer la partie variable en une intégrale définie, et qui s'écrira sous la forme
'[('■+y:»)"<" - i\/'i>yi\/'iH" - i\/i')T'^' '<"
Elle exprimera la température 11 du globe, relative à la température ^ de l'espace au bout du temps t, positif ou négatif, et correspondante à la profondeur x , supposée très petite par rapport au rayon de la Terre. Les constantes a et b qu'elle renferme sont les mêmes quantités que <lans le mémoire. D'après ce qu'elles représentent, a \/t est une ligne, et bx un nombre abstrait, ou b un tel nombre divisé par une ligne. Nous prendrons pour unités de longueur et de temps, le mètre et l'année. Si les valeurs de a et è sont celles qui ont lieu à l'Observatoire de Paris, on aura, à peu près, a =1 5 et 6 = i.
Cela posé, appelons U la valeur de u à l'époque du maximum de température de l'espace, ou relative k t = o; nous aurons
ibux
■[(.^■:^i.).,.;^/i._yi....yi.]r^v'^'
Soient aussi h et Ji! les valeurs de u — Ç" et -j- , qui répondent à la
même époque et à a: = o; on aura
/« exprimera l'excès de la température du globe à sa surface, sur la température extérieure, et h' l'accroissement positif ou négatif de U, qui lépond à chaque mètre d'augmentation dans la profondeur ; et comme la différence des deux intégrales que h renferme est égale et de signe contraire à l'intégrale contenue dans h' , on en conclura
h' = bh ;
ce qui est conforme k l'équation générale , citée à la page i6 du mémoire.
Pour effectuer la première intégration indiquée dans l'expression de h, je fais
les limites relatives à la nouvelle variable^ seront toujours /=o et x=oo ; en remplaçant la seconde intégrale par sa valeur — , et faisant , pour abréger,
ab^'à' = b",
il en résultera
ou , ce qui est la même chose ,
'~~'"^^Jo T+ïc^r~~Jo ('+jr4-r)(i+4^ir^)' On a identiquement
(I — g^) ^ i 4gH4— ^+ r) .
(î +j +r) ( > + 4^'^*) \-¥y -k-r I + 4glr* '
par les règles ordinaires, on trouve
/•eo Ç^y=dj I r°° Cdj i
et de ces diverses valeurs, il résulte finalement
L'excès de la température du globe à sa surface, sur la température de l'espace à l'époque du maximum de celle-ci, était donc négatif, et la chaleur de la Terre décroissait à partir de sa superficie; ce qui montre que sa couche extérieure n'avait pas eu le temps de prendre toute la température extérieure. D'après ce que ^ représente, la différence h diminue, abstraction faite du signe, à mesure que l'intervalle de temps et sera supposé plus grand , c'est-à-dire à mesure que la Terre aura employé plus de temps à traverser la zone échauffée de l'espace. En prenant, par exemple, a ■=. looo, as= 5, i = I , cette différence h ne sera pas un i5o* de A, c'est-à dire qu'elle sera un peu au-dessous de 20 degrés, si A s'élève à 3ooo degrés.
On peut facilement déterminer des limites de U qui montrent que quand la profondeur x est un multiple considérable de a s/ct, sans cesser néanmoins d'être très petite par rapport au rayon du globe, la différence U — (à, devient une très petite partie de A , et finit bientôt par disparaître. En effet, si nous faisons
« = , ds = ^ — dz ,
nous aurons
TT- . 8«^^-
j (b 4- -)cos3 — -sinz e~^z<fz
or, il est aisé de voir que le coefficient de e-'^zdz sous le signe /, ne peut excéder l'unité, abstraction faite du signe; l'intégrale contenue dans
la valeur de U, est donc comprise entre ± / e—'zdz , ou entre dr i ; et ,
par conséquent, la différence U — /a est aussi comprise entre les limi-
tes rt—j^^-. D après les données précédentes, et en supposant la profondeur oc égale à 12000 mètres, la température U ne différera de u, en plus ou en moins, que d'une fraction de A, moindre que — - — , c'est-àdire , de moins de | de degré seulement, si A est de 3ooo degrés. Je ferai remarquer qu'en développant suivant les puissances descendantes de x l'intégrale que la formule précédente renferme, on obtient une série de termes dont chacun se réduit à zéro; ce qui signifie que cette intégrale comme les exponentielles et beaucoup d'autres fonctions , n'est pas susceptible d'un semblable développement.
Au bout d'un temps t quelconque, si l'on désigne par k l'excès de la température de la Terre à sa surface, sur la température correspondante de l'espace, c'est-à-dire la valeur de u — Ç qui répond à x = o on
aura
Cette intégrale ne peut pas s'exprimer sous forme finie; mais on obtiendra delà manière suivante, une limite de la valeur de /i, indépendante de t. J'observe que le numérateur du coefficient de dQ sous le siorne / est
toujours moindre que la somme des quantités - 1/^ 9et-\/-6-f-_.;le
dénominateur étant toujours positif, on aura donc, en grandeur absolue
et si l'on fait, comme plus haut,
cette inégalité deviendra
( 38 ) Mais on a identiquement
2(1— g^)jr t +ar ' ss^a—yxr 8S*y
(ï + jr + J") ( I + 4^ ir^) ^ +jr+^* i +:r -i-r ' — 4»>* » + 4^^^"' ' on a aussi
en passant aux intégrales définies, dont les limites sont j" = oetj"= oo , la différence de ces deux dernières intégrales aura — logC* pour valeur; et d'après les valeurs des autres intégrales définies, que nous avons déjà employées, il en résultera
Si ê est un nombre considérable, cette inégalité se réduira, à très peu
près, à A •< -5-; et en prenant, comme précédemment, a=5,è=i, a=iooo,
on en conclura que la différence entre les températures de l'espace et de la surface du globe, n'aura jamais excédé un j5^ de A.
Ces différents résultats, relatifs aux températures de la couche extéiieure de la Terre, sont fondés sur la supposition que la chaleur spécifique et la conductibilité calorifique de sa matière , ainsi que le pouvoir rayonnant de sa superficie, sont indépendants de son degré de chaleur; ce qui rend constantes les deux quantités a et b. Or, celte supposition n'a plus lieu dans le cas des hautes températures ; les formules précédentes ne suffiraient donc pas s'il s'agissait de calculer précisément le degré de chaleur que la Terre atteindra, en traversant une zone de l'espace dont la température est extrêmement élevée; mais l'application que nous venons d'en faire n'est cependant pas inutile, pour mettre en évidence la marche du phénomène, et montrer comment le globe prendra une température qui différera plus ou moins, à la surface, de celle de l'espace, et qui s'étendra dans la couche extérieure, en décroissant aussi plus ou moins rapidement, selon que la Terre emploiera un temps plus ou moins considérable à traverser cette portion de l'espace.
Maintenant, considérons la valeur de « qui aura lieu à une profondeur quelconques, et au bout d'un temps extrêmement long, écoulé depuis l'époque du maximum de Ç, c'est-à-dire au bout d'un temps ^ positif et qui sera un très grand multiple de a. Pour une pareille valeur de t, la tempe-
( 39) rature extérieure Ç sera devenue stationnaire et égale à f«- si donc on appelle v l'excès de u sur la température de l'espace, au lieu où la Terre se trouve au bout de ce temps t, on aura t" = m — ,«; et si l'on fait, en outre,
il en résultera
xz
a\/tJ \ a\/tPa\/l \ a\/ tJj
TTC t /, . ^Oz
Or, par le développement suivant les puissances descendantes de t, sous le signe /, et en dehors du sinus, du cosinus et de l'exponentielle, il en résultera pour la valeur de v une série très convergente dans ses premiers termes; et en négligeant les termes qui seront divisés par le carré ou les puissances supérieures de <, on aura
V = ■ / COS ( 2z' :^ \ e ' Z(h
xz
8aA r^r ■ / xz \ / , xz \-\ "~a\/7 ,,
-j t sinf 23' =) — coslaz' -) e * z'd: ;
'7rbal\/lJo L \ a\/// \ ay'l/J
en sorte qu'il ne restera plus qu'à déterminer les valeurs de ces deux intégrales relatives à z, à quoi l'on parviendra, comme on va le voir, par la considération des exponentielles imaginaires. On aura, en premier lieu,
£n faisant
lay t I — K — •
et, pour abréger,
"77^ = ^" les limites de l'intégrale relative à^, qui répondent à 2=0 et z=oo , seront
Y ■=. X et r = 0° ; de plus, on pourra prendre d'abord cette intégrale dep^,ig V 5:= o jusqu'à j z=z co , puis en retrancher la même intégrale prise depuis j = o jusqu'à _/ = x^; par conséquent, il en résultera
En observant qu'on a
dx 2ay't
différentiant l'équation précédente une première et une seconde fois par rapport à x, et réduisant, on aura
Faisons encore
J^ = xj,, dj — xdj;,
les limites relatives ky^ , qui répondent à j'sss o et^ = x^ , seront^^ = o et jK, = I ; et d'après ce que x^ représente , nous aurons
Gela étant, si l'on prend successivement \/ — i avec le signe -f- et avec le signe—, dans les deux dernières intégrales relatives à z et dans leurs valeurs, et si l'on fait disparaître les exponentielles imaginaires, au moyen de leurs expressions en sinus et cosinus d'arcs réels, on en déduira
/•OO / XZ \ a\/t . XY'X cos ( 2«' le ^ zdz-=i 0 \ a\/tJ ?,ay/t
r^ / , XZ \ ~ a\/T . , I X I COS( 2Z' ) e ^ Z'dz=: -rr ■_
J 0 \ a\/i/ 'Oaj/t
XZ
r^ . { . XZ \ ~ a\/7 . I X I Sin{ 2Z" ^\c ^ ldZ—-ji ;
Ces deux dernières formules renferment encore l'intégrale relative à y, que l'on ne peut pas obtenir sous forme 6nie; mais elle disparaît dans leur différence; et en retranchant l'une de l'autre, il vient
ce qui, joint à la première des trois équations précédentes, fait connaître les valeurs des intégrales contenues dans l'expression de v et qu'il s'agissait de déterminer.
De cette manière, nous aurons
Près de la surface, et tant que la profondeur x sera très petite par rapport à a V^^, il en résultera
comme à îa page i6 du mémoire. Les quantités l (^t g ont alors pour valeurs
elles satisfont à l'équation Iz^^gb, citée à la même page; ce qui peut servir de vérification à nos calculs. Elles varient, comme on voit, en raison inverse de la puissance | du temps; la première est l'excès de la température du globe à sa surface même, sur la température de l'espace au lieu qu'il occupe; la seconde est l'accroissement de température de sa couche extérieure, correspondant à chaque mètre d'augmentation dans la
profondeur. Si nous supposons, par exemple,
a =5, - =: 4"' ^ =^ 4°°°°» ' = lOOOOO,
nous aurons
ce qui différerait très peu de l'accroissement que l'on observe à Paris; et si la constante b est à peu près l'unité, la valeur de /serait aussi très peu différente de celle qui a lieu dans cette localité.
Mais l'accroissement de p» cessera d'être sensiblement proportionnel à la
profondeur, lorsque le rapport — -l ne sera plus une très petite fraction.
ay t
En conservant les données précédentes, si l'on fait x = looo"", et qu'on suppose b= I , on aura u = 32°, au lieu dev = 36°, qui aurait lieu si l'accroissement de température était uniforme. L'équation -7- = o, qui détermine le maximum de v, se réduit à
V^IëFi) \~ tJûîh) ~ bôFt ' et si b n'est pas une très petite fraction, on en déduit
./- aX\/i.
t YTie pour la profondeur à laquelle il a lieu , et pour la grandeur de ce maximum. En employant toujours les données précédentes, ces quantités seraient (*)
Ainsi, il résulte de ces calculs que si la Terre a traversé, il y a cent mille ans, une zone de l'espace dont la température excédait de 4000* celle qui existe actuellement , et si cet excès, au lieu que la Terre a occupé successivement avant et après l'époque du maximum, diminuait suivant une progression
géométrique, dont le rapport est la fraction - pour chaque intervalle de
temps égal au 40° de mille siècles, ou à 25oo ans, ce qui réduisait ce même excès à près de un degré, quand la Terre s'était éloignée pendant vingt mille ans du lieu de ce maximum ; il en résulte , disons-nous, que la couche extérieure du globe aura pris à cette époque, éloignée de mille siècles de la nôtre, une température peu différente de celle de l'espace, qui aura pu suffire à la
{*) yoj'cz plus loin l'addition à cette note.
fusion de toutes les matières voisines de sa superficie; que cette clialeur, en décroissant continuellement à partir de la surface, n'aura pénétré que jusqu'à une profondeur peu considérable, eu égard au rayon de la Terre; et que depuis l'époque tlont il s'agit, elle se sera dissipée au dehors en presque totalité, mais en dimiiuiant beaucoup moins rapidement que la température de l'espace, de telle sorte que celle-ci soit depuis long-temps stationnaire, tandis que la couche extérieure du globe conserverait encore aujourd'hui une température variable, très faible à la surface et croissante jusqu'à une certaine limite dans le sens de la profondeur. Il faudrait qu'il s'écoulât encore looooo ans, ou que le temps t qui entre dans les valeurs de/et ^ fût devenu double,pour que ces quantités fussent réduitesà peu près au tiers de ce qu'elles sont maintenant; et ce ne serait que dans des millions d'années qu'il ne resterait plus aucune trace, dans la couche extérieure du globe, de la chaleur excessive qu'elle aurait éprouvée autrefois.
Dans l'exemple que nous venons de considérer, il est évident que la température de cette couche extérieure n'a dû varier, d'une manière sensible, à raison de la température extérieure Ç, que quand la Terre a eu atteint la zone de l'espace où l'expression de Ç commençait à surpasser sensiblement sa partie constante /a. Il s'ensuit donc que si l'on donne à t, dans l'expression de u, une valeur négative et qui soit un trè-s grand multiple de a, cette température u devra être sensiblement constante; et c'est, en effet, ce que nous pouvons vérifier.
Pour cela, soit t' un temps positif et très grand multiple de a, et supposons qu'on ait t = — t'. Si nous faisons
les limites relatives à la nouvelle variable z seront r= o et c = se : et si nous développons suivant les puissances descendantes de t', les coefficients du sinus, du cosinus et de l'exponentielle, l'expression de u deviendra
n ■:= u. A / cos iz^A ^ 1 e zdz
^ ^tj 0 \ a\/iJ
en négligeant les termes qui auraient pour diviseur le carré ou une puis' sance supérieure de t'. Or, nous allons faire voir que cette formule se ré-
fluit à sa partie constante /a; en sorte qu'au degré d'approximation où nous nous arrêtons, la partie variable qui subsisterait dans l'expression de la température relative à une très grande valeur positive du temps, disparaît dans celle qui répond à une très grande valeur négative. En effet, soit
on trouvera d'abord, par un calcul semblable à celui qu'on a développé plus liaut,
XZ
Jo ^\/—i.a\/t'J^' 4
d'où l'on déduira ensuite
Jo \ aVt'y
/ cosl 2Z-H =)e "^ z^dz = =: — o ( iT ^rrle^ / e -^ dr ,
J \ a\/t'J 8a\/t' S\.^2a'lJ J x'
et d'après ces valeurs, celle de u se réduit à m =^, comme on se proposait de le prouver.
A cause de l'exponentielle contenue sous le signe/" dans ces deux dernières intégrales, elles doivent être nulles pour j? = qo . Leurs expressions satisfont, en effet, à cette condition; car , d'après une série connue, on a
et d'après ce que oc' représente, si l'on substitue cette valeur dans les formules précédentes, elles se changent en des séries qui ne contien-
nent que des puissances négatives de jt, et qui s'évanouissent, en conséquence, quand on y fait x = 'x> .
Dans l'expression de v relative à une très grande valeur de t, positive ou négative, nous avons réduit sous le signe f, les divisent s
b'-{- - \/i% -j j et I -{- 4**ô'> à b* et à l'unité, après y avoir mis à la
place de fl une autre variable divisée par zfc^ Mais, la. étant aussi un grand nombre, on pourrait craindre que la réduction de i -f- 4^**6' à l'unité ne changeât notablement la valeur de l'intégrale. Or, on peut facilement s'assurer que, par-là, cette intégrale est à peine diminuée d'un centième de sa valeur, quand on prend, comme précédemment,
un vmgtieme pour la traction — .
En effet, en réduisant seulement le premier diviseur à b^, et appelant T l'intégrale relative à 6, son expression sera de la forme
00 (Pcos «3 -f Q sin t^)S
où l'on désigne par P et Q des fonctions de 6 qui ne contiennent pas le temps t. Cela étant, faisons
T'= r°°(Pcosrî -f- QsiuiflyJ;
en différentiant an fois de suite, par rapport à t, il vient iZl-— (—1)" r °° (P cos <3 + Q sin d)â"rfâ ;
donc, à cause de
\ = 1— 2'«.'fl*+ 2V64_ 2V66+ etc. ,
il en résultera
T = T'-l- 2'<.' -^ + 2*«<i« -^ -f etc.
D'ailleurs, si l'on représente par R une quantité indépendante de t , on a
pour la valeur approchée de T, à laquelle on s'est arrêté; au moyen de quoi la valeur précédente de T devient
T=T'^i-f 1.3.5. ~+ 1.3.5.7.9. J-' + etc);
et quand on fait - = ^, la quantité comprise entre les parenthèses est
une série très convergente dans ses premiers termes , dont la valeur numérique excède l'unité d'à peu près un centième.
Note C.
Soit u la température d'un point quelconque M de la Terre, provenant de sa chaleur d'origine, au bout d'un temps t écoulé depuis l'époque de son état initial. Supposons constante, la température extérieure; prenonsla pour le zéro de l'échelle thermométrique; et considérons la Terre comme une sphère homogène, dont la surface a partout le même pouvoir rayonnant. La valeur de u^ en fonction de t et des trois coordonnées de M , aura pour expression cette série à double entrée :
an>( a»\'i( a»X»,«
+ etc.
-)- etc.
+ etc.
Le rayon du globe est représenté par l; les constantes a et b étant les mêmes que dans le mémoire, a \^t est une Hgne, et bl un nombre abstrait qu'on désignera par Ç; les quantités A, A,, etc; A', A,', etc.; etc., sont aussi des nombres abstraits dont les valeurs sont toutes réelles. Dans la n'"" ligne horizontale, les quantités A'"', A*"', A'â\ etc., sont les racines positives d'une équation transcendante L = o, qui contient b et l'indice n; le coefficient R'"^ est une fonction de ^, de la racine ?S"\ des deux indices n et i, et des trois coordonnées polaires du point M, savoir, de sa distance r au centre de la Terre, et des deux angles qui déterminent la direction de ce rayon vecteur. L'expression deR["' se conclut de l'état initial du globe, c'est-à-dire de la valeur de u en fonction de ces trois coordonnées , qui répond à / = o.
En particulier , les coefficients R , R, , R. i «te. , de la première ligne sont indépendants des angles relatifs à la direction de r, et leurs expressions sont les mêmes que si la chaleur initiale de chacune des couches sphériques du globe, concentriques et d'une épaisseur infiniment petite, avait
= Re~
'-f-RV
n^x'^it
+ etc.
(47) été distribuée uniformément dans cette couche. On démontre aussi que la plus petite des quantités A, A,, A,, etc., relatives à cettfe même ligne est la plus petite de toutes les racines de l'équation L = o. En supposant que A soit cette racine minima, il s'ensuit que le premier terme de l'expression de u sera celui qui décroîtra le moins rapidement, de telle sorte qu'avant que tous les termes se soient évanouis par l'accroissement du temps t, et que la Terre ait pris, dans toute sa masse, la température extérieure zéro, il y aura une époque à laquelle la valeur de u se réduira sensiblement à
En même temps, on a, aussi à très peu près,
7. / . rrr ter 7rr\ T' ,„ , , , . = ., R = _(^sm-^--cos-^jy^rF/Jr;
Fr' représentant la température moyenne initiale de la couche dont le rayon est r'.
A partir de cette époque, la température u décroîtra en progression géométrique, pour des accroissements égaux du temps t. Dans l'hypothèse que l'on a faite de l'homogénéité, c'est-à-dire abstraction faite de la différence des valeurs de a et de è en différents lieux; cette température sera la même pour tous les points également éloignés du centre. Sa valeur au centre même , ou relative à r = o , sera à sa valeur à la surface , ou relative à /•= Z, comme ë est à l'unité. Enfin, à une distance x de la surface, très petite par rapporta /, on aura, à très peu près,
u=B{i + bx)e " , en remettant pour € sa valeur bl, et en faisan*, pour abréger ,
On suppose, à la page i6 du mémoire, la Terre parvenue actuellement à cet état qui précède son refroidissement total , et qui répond à un temps t pour lequel a\/t est devenu un multiple de /, tel que l'on puisse négliger la somme de tous les termes de m, moins le premier, par rapport à ce premier terme. Mais il f;mt observer qu'à laison de la grandeur de /, cela ne peut avoir lieu qu'autant qu'il se serait écoulé , depuis l'état initial
du globe, un nombre inomense de siècles; en sorte que pour un temps t beaucoup moindre , mais encore extrêmement long, on doit employer la somme de tous les termes de u, au calcul de ses valeurs numériques; ce qui changera entièrement les lois de leurs variations.
Pour simplifier la question , je supposerai qu'à l'origine, ou quand t était zéro, tous les points du globe situés à égale distance du centre, étaient également échauffés; i! en sera de même à toute autre époque; et l'expression de u se réduira à la première ligne horizontale, c'est-à-dire à sa partie indépendante des deux angles qui déterminent la direction du rayon vecteur r de M. D'ailleurs , pour n = o , on a
m ^siiiAj
[pi I ) f- COS Ai =: O,
pour l'équation L = o, dont A, A,, /., etc., sont toutes les racines positives ; et parce que bl est un très grand nombre , on en déduit
en négligeant les termes qui ont pour diviseur une puissance de bl supérieure à la première, et faisant, pour abréger,
de sorte que a soit une fraction très peu différente de l'unité. Au même degré d'appoximation , la valeur correspondante de R, sera
llj = -I- sin -;— / rFr sm — ; — dr . Ir l J o i
Par conséquent, nous aurons
u=r-- Xe~~''^^ I (cos if — COS if') r'Vr'dr' if J 0
en faisant aussi , pour abréger,
et la somme 2 s'étendant à tous les nombres entiers i , depuis i = i jusqu'à ?= GO , ou , si l'on veut, depuis i z= o jusqu'à « = oo , parce que le terme relatif à î = o est zéro. Or, d'après une formule connue, on a
y',rJ -a:
(49) par conséquent , l'expression de u pourra se changer en celle-ci :
«= — ^-=/ / [ze— ''cosjVf + 2«z) -H ie— "^cosj (p— itz) 7.lry -ttJ oJ — oo
-• Xe-'^cosi;f'+ 7.^z) — le-"^QOsi (p'— 20z)]e-'"r'Fr'drdz,
OÙ l'on représente par cTune quantité positive, que l'on fera nulle ou infiniment petite, après avoir effectué les sommations indiquées par 2, et qui est introduite ici afin qu'on puisse, au moyen de l'exponentielle e — "^, considérer les séries périodiques de cosinus, comme les limites d'autres séries convergentes.
Cela posé, v étant une quantité réelle et indépendante de i, on a
22e ces /« = I -|-
I — 2e ''cos iir-j-e~*^
Si donc on fait , par exemple ,
il en résultera
2e ''^cosai+e"-'"'
Or, le numérateur du coefficient de de» sous le signe/, s'évanouit quand cT est infiniment petit ; ce coefficient s'évanouit donc également, excepté pour les valeurs de o, qui font aussi évanouir le dénominateur, et qui sont les valeurs de cette variable, infiniment peu différentes de zéro ou d'im multiple de utt; par conséquent , si l'on désigne par n un nombre entier, positif, négatif ou zéro, et si l'on fait
a — 2/177 -i- jf,
on pourra traiter la variable/ comme un infiniment petit, positif ou négatif, et décomposer l'intégrale relative à 6; en une somme étendue depuis « = — 00 jusqu'à n = ce , d'intégrales relatives kj. Ea considérant ainsi cT et^ comme des infiniment petits, nous aurons
I — e-^'^=2<J~, i-ae-'^cos» -f-e-^'^=<r^-f-^% e~~^z=e 49' .
l'intégrale relative à a deviendra
( ^'^o) de plus celle qui se rapporte k y s'évanouissant avec <?, dès que^ a une valeur finie, positive ou négative, on pourra maintenant l'étendre depuis ^' = — co jusqu'à^ = 00 ; on aura alors
■oo éeJj- _ et l'on en conclura
J — co ÛS 26
On obtiendra de même les intégrales relatives à z des trois autres sommes 2 que contient l'expression de tt; laquelle deviendra, en conséquence,
Ali6 J o '—
— f)2 (2nar+p'> {2jit — fO' (2nT 4- p')'
;-'F/Vr';
ou bien, en séparant de la somme 2, le terme qui répond à « = o, et réunissant deux à deux les termes relatifs à des nombres 71 é^aux et de signes contraires, on aura finalement
u^^ C ie ^"-e ''>'') r'Fr'dr' zlre J o ^ '
n (2nT+p)' (2nT + t'y
2lr9 J o
fXz r
!2/i!r — p)2_ _(-2HT — f')'
fll5 r' s e 43' _^ 48-
l'Fr'dr
r'Fr'dr ;
les sommes 2 s'étendant seulement aux nombres entiers et positifs n , depuis « = I jusqu'à 7i = 00 .
Tant que a \/t sera très petit par rapport à /, ce qui rendra 9 une très petite fraction, les sommes 2, et par suite cette expression de u, seront des séries extrêmement convergentes; tandis que l'expression de u dont nous sommes partis était, au contraire, une série très convergente pour
les valeurs de a \/t très grandes par rapport à l.
On peut facilement vérifier que cette dernière équation se réduit à u=Fr quand t = o. En effet, si l'on suppose t infiniment petit, G le sera aussi; ce qui fera d'abord disparaître tous les teimes des deux sommes 2. De plus, dans la première partie de u, le coefficient de dr' sous le signe /J s'é-
vaiiouit également, excepté pour les valeurs c!e z'' intiniment peu différentes de r; en faisant donc
;■' = r -\- z, dr = dz , et par conséquent
aVZ , a7t{ir -\- z)
on pourra considérer z comme une variable infiniment petite, à laquelle on donnera des valeurs positives et des valeurs négatives, si r et / — ront des grandeurs finies, ce que nous supposerons d'abord. Dans ce cas, l'exponentielle qui contient f.' s'évanouira aussi, et l'on aura simplement
mais sans altérer la valeur de cette dernière intégrale, on pourra actuellement l'étendre depuis s = — oo jusqu'à z = ce , puisque le coefficient de dz sous le signe f, s'évanouit pour toutes les valeurs finies de z; elle
aura alors pour valeur, et il en résultera u = Fr.
Lorsque /■ est infiniment petit ou nul, tous les termes de l'expression de u se présentent sous la forme ^; en déterminant leurs valeurs par la règle ordinaire, désignant par C la température centrale, et ayant égard à ce que p , /»', ô, représentent, il vient
(■înl+ ai')»
-\ ' = ^ f e ■*"'"'' {inl + «r) r'Fr'dr
{inl — a/)»
-z^ X I e ^ (an/ — «r ) r Fr dr .
Quand t est infiniment petit, tous les termes de cette formule s'évanouissent, excepté le premier; et l'on trouve, par un raisonnement semblable au précédent, que ce premier terme est égal à la valeur de F/, qui répond à r= o.
La forme de C en fonction de t dépendra de celle de Fr', ou de l'hypothèse que Ion fera sur la distribution primitive de la chaleur. Le cas le plus simple est celui où l'on suppose que la température initiale du globe
ait été partout la mêffie; de sorte que F/-' soit une quantité indépendante de /•'. En la désignant par A, la valeur de C pourra s'écrire ainsi
C = -^^-= I e 4-' r"dr'
(2nl + ar'y A r^ ~ ia'a't , , , is /j I
Jf —si e ^ {2nl-\-ar)rdr ;
ou bien, en intégrant par partie,
_ kl U't , A pi 4a'' j '
ay'TTt ay-TTlJ o
{inl + nlY (inl — al)''
Al ■ "
L_ (inl + a/)' _ (2nf — a/)'-j
AxaV , 4«'a'<
+ _— S e "* dr.
a\/Tt J -l
La différence i — a étant une très petite fraction, je mets dans cette formule, pour la simplifier, l'unité au lieu de a; je fais, en outre.
ixa^ t
et à cause de
e ' dz-= - Y V — / e ' dz, 0 2 J m
on en déduit
y ■TT J "■ y -TT y^tr J —m
la première, comme la seconde somme 2, s'étendant toujours depuis n = 1 jusqu'à n = oo .
On a évidemment
par conséquent, la valeur de A — C est une quantité positive ou zéro; de sorte que la température centrale ne peut jamais excéder la température initiale A, commune à tous les points du globe. Elle lui est égale, comme cela doit être, quand <= o;car alors on a/n = oo ; ce qui rend nulles se-
parement les trois parties «le l'expression de A — C. Pour t z=. ^ (>||e se réduit à zéro, c'est-à-dire qu'elle devient égale à la température extérieurecar on a alors m ■=. o; ce qui fait évanouir les deux dernières parties
de A — C, et rend la première égale à A , à cause de la valeur - \ '^ de
e '' dz. Pour toute autre valeur de t, on a
ou si l'on veut
ou observant qu'on a évidemment
2e~ ""' (^" ~ '^*< Se ~ "'* (^'' ~ '),
et que le rapport dee~""à i_e~^'"'est la valeur de cette dernière somme 2. Or, cette limite de A — C montre que ce n'est qu'au bout iKun temps excessivement long que C peut commencera différer sensiblement de A : pour que A — C soit une très petite fraction de A, il n'est pas nccessaireque a \/t soit encore une petite partie de l, ou que m soit un grand nombre; il suffit, par exemple, que m soit égal à quatre ou cinq, pour que la limite précédente de A — C soit inférieure à un millionième de A • et si l'on observe que le rayon l est de plus de six millions de mètres et que l'on prenne a = 5, il faudra que t surpasse mille raillions de siècles pour qu'on ait m = 5. Ainsi, après un aussi long intervalle de temps, écoulé depuis l'étal iuitial du globe, son centre n'aurait pas encore perdu un millionième de sa chaleur d'origine.
Considérons actuellement la température d'un point M assez éloigné du
centre, ou tel qu'en désignant par x sa distance à la surface, / a: ne
soit pas une petite partie du rayon L Supposons toujours la température initiale du globe , la même en tous ses points, et égale à A. En faisant
Fr = A, r z= l ~ X, r' = l — x' , dr = — dx' , et d'après les valeurs de 6, /> , f', celle de u deviendra
/.il — (2nZ + «x — ar')' (2nl+1al — ax — ax')^~l
0 L e 4^"^^"^ _e ^''' J (/ - X') dx'
2 (/ — a:) ûV/ttI
/>/j — {inl — ax + ax'y ('>nl — 2ai+ax+<tx' ~1
ia.'a-'t 4»°"'' \fl '\J~'
Tant que la distance l — j? du point M au centre de la Terre, sera un certain multiple, comme cinq ou six, par exemple, de aa s/t, on pourra négliger, dans cette formule , les exponentielles dont l'exposant est au-
dessus de - , , , pour toutes les valeurs de x'. Cela étant, il suffira de
conserver la première exponentielle, et la dernière dans le cas seulement
1 1 , (2-1- bax 4- bax'Y - i
de n = I , pour lequel son exposant est ^ — .. 7^, , a cause de
a = I — , ; nous aurons donc simplement
/'r~ _ ^'^ ~ '^^' (a + cttx -4- atx')'— I
_ o L e ^ — e ^ _i{l — x)dx ,
OU, ce qui est la même chose,
/- r _(' — ^i' _ X' (2 -h aix)' (2+ «A/ 4- a.b.T)'
r r'I (x — x',' ru (2+at.r+atx')-
aaV/î^' L ^7 o „^ (/
On pourra encore négliger la première et la dernière exponentielle en dehors des signes /; celles qui sont renfermées sous les signes /, ayant aussi des valeurs négligeables, par hypothèse, à la limite x' = l , et pour x' > /, il sera permis, en outre, d'étendre ces deux intégrales jusqu'à x' = co ; et de cette manière, on aura
"4^ J + 7=-l / e ^" dr' ^ + «^(/-fx)/ 4a'i.-.v
2Aa\/F
(2 + atx)»
/^OO (x-x')- 1 ii«'(
( 55) pendant tout le temps que la distance du point M à la surface eil au moins quatre ou cinq fois plus grande que un \/t.
AGn de simplifier encore cette expression de u, je fais, dans la première intégrale ,
x' — .r dx' , X ,
et, dans la seconde,
2 + abx -)- ubx' dx' 2 -|- et/jX
les limites relatives à j- et à z seront /■;= — hetj=<x>, z = k et z= j^ ; et comme on a
il en résultera
2AaV/'_Cg_*._ ^-h'\ _ A (i + abx)
Lorsque t est infiniment petit, on a ^ = oo et A- = ao ; ce qui réduit celte valeur de « à « = A, comme cela doit être. Mais à l'époque actuelle , ces quantités h et k sont de très petites fractions près de la surface du globe, et ne peuvent cesser de l'être qu'à de très grandes profondeurs.
Je suppose d'abord que x soit une petite partie du rayon; ce qui comprend toutes les profondeurs accessibles et au-delà. Eu négligeant les puissances de 7i et k supérieures au carré, on aura
e-*'— e-''"= A'— A-, l " é->'dr = h, C'e-'^dz^k
et si l'on remet pour h, k, a., leurs valeurs, et que l'on néglige ensuite les termes qui ont /' pour diviseur, on trouve
_ A(i 4- bx) _ A (I + bx) 2A ( I -I- bx -t- b'x') ba \^7i ^l b'ia y 7i
quantité de même signe que A, dans l'hypothèse que l'on a faite, de /cinq à six fois aussi grand que 2a\/t, et, conséquemment, plus grand que a \'t ;
qui se réduirait à son premier terme, si le rayon / était infini ; et qui coïn ciderait, à cette limite, avec la valeur de u que j'ai trouvée d'une tout autre manière, à la page 327 de mon ouvrage. On vérifie aussi que les valeurs de u
et -7- qui répondent à .r=o, satisfont à la condition -T-'=bu, qui doit toujours avoir lieu à la surface.
Si l'on prend a =z S eX. b = i , et si l'on suppose, qu'à l'origine , la température de la masse entière du globe s'élevait à 3ooo degrés, il faudra qu'il se soit écoulé, à très peu près un million de siècles depuis l'époque de cet état initial, pour que la température de la surface provenant de la chaleur d'origine, soit réduite actuellement à un 3o' de degré, et qu'elle s'accroisse d'un 3o' de degré par chaque mètre d'augmentation de distance à la superficie. Il faudrait également qu'il s'écoulât encore trois millions de siècles, pour que ces petites fractions de degré se réduisissent à moitié, et ce nesera que quand rt \/^ sera devenu un multiple de Z, qu'elles pourront s'évanouir entièrement.
L'uniformité d'accroissement de chaleur dans le sens de la profondeur, aura lieu à toutes les distances accessibles : à la profondeur de i5oo mètres, par exemple, cet accroissement, pour chaque mètre, ne serait pas augmenté d'un millième de sa valeur à la surface; mais à de plus grandes distances, la température deviendrait sensiblement constante, et égale, comme au centre même, à la température initiale A.
En effet, lorsque x est une partie considérable du rayon /, les quantités h et k sont sensiblement égales, et l'on a, à très peu près.
u = — — I e y'dx
or, il suffit que A soit , par exemple, égal à trois ou quatre, pour que cette intégrale diffère très peu de sa valeur {V'tt, relative à A=oo, et, en conséquence, pour que u diffère aussi très peu de A. En supposant t égal à un million de siècles, et jc égal au ao" du rayon /; et faisant toujours a= 5, on aurait à très peu près ^ = 3, et la valeur de 11 différerait à peine de celle de A, d'un millionième de celle-ci; de sorte qu'on aurait à très peu près A — ;/ = o°.oo3, si A avait été de 3ooo degrés. Si l'on prend les mêmes valeurs de a et de t, et qu'on fasse / = 63645oo", et .r = -^ l, on aura
h =0,6364, 77= / '^ ii.r = ' — 0,6319,
( 57 ) et, par conséquent ,
en supposant toujours la tenopérature A égale à 3ooo degrés : pour ces données, l'accroissement de température près de la surface étant d'un 3o' de degré par mètre; s'il était uniforme jusqu'à la profondeur de 63645 mètres, la valeur de u serait de aiar.S, c'est-à-dire plus grande de i36',8, que celle que nous trouvons.
Quoique je croie avoir démontré, dans le mémoire, que la chaleur développée par la solidification de la Terre a dû se dissiper pendant la durée du phénomène, et que, depuis long-temps, il n'en subsiste plus aucune trace; il était bon, néanmoins, de déterminer, d'une manière complète, les lois du refroidissement qui auraient eu lieu, si le globe, devenu solide, avait eu dans toute sa masse une température très élevée. Ces lois sont, comme on voit, très différentes, selon que l'on suppose le produit a\/t, à l'époque actuelle, notablement plus petit, ou notablement plus grand que le rayon l; elles n'avaient pas encore été déterminées dans la première hypothèse , et c'est à la seconde que se rapportent toutes les citations du mémoire.
Au commencement de cette note, j'ai supposé que la température intérieure ne variait, ni avec le temps <, ni d'un point à un autre de la surface du globe. Si elle est seulement indépendante (\e t , mais qu'elle soit différente pour les différents points de cette surface, et donnée en fonction de leurs coordonnées, il faudra ajouter à la température u d'un point quelconque M de la masse, ime partie u, aussi indépendante de t et fonction des trois coordonnées de M. A la surface, u' coïncidera avec la température extérieure, correspondante à ce point; à une profondeur jc, très petite par rapport au rayon l, la valeur de u' différera aussi très peu de celle qui aura lieu à l'extrémité du rayon passant par le point M ; et sur un même rayon du globe , u ne commencera à varier, d'une manière sensible, que quand la distance r du point M au
centre différera sensiblement de l. Au centre même, ou pour t o
j'ai démontré, à la page 38t) de mon ouvrage, que la température u est la moyenne de ses valeurs relatives à tous les points de la superficie. Ce théorème est indépendant de la grandeur du rayon l; il a également lieu pour la Terre et pour ime sphère d'un rayon quelconque : il n'y aura de différence que dans le temps, plus ou moins long, qui devra s'érouler pour que la température centrale parvienne à une grandeur
permanente; lequel temps comprendra, dans le cas de la Terre, un nombre de siècles excessivement grand, et sera très court, au contraire, dans le cas d'une sphère d'un fort petit rayon , comme la boule d'un thermomètre, par exemple. La règle qui a été suivie, à la page 23 du mémoire, pour déterminer une limite inférieure à la température de l'espace au lieu où la Terre se trouve actuellement , est fondée sur ce théorème , ainsi que je vais l'expliquer.
Soit ds l'élément différentiel de la surface du globe, correspondante à un point quelconque P. Par ce point, menons un plan tangent à cette surface et indéfiuirnent prolongé ; appelons 'C, la température qu'il faudrait supposer à tous les points de l'enceinte stellaire, pour que la partie située au-dessus de ce plan , envoyât à chaque instant , à l'élément ds, la quantité de chaleur rayonnante qu'il en reçoit effectivement : si l'on suppose nulle l'absorption de cette chaleur dans l'atmosphère, et abstraction faite de la chaleur solaire qui parvient à l'élément ds, ainsi que de l'échange de chaleur rayonnante qui a lieu, à travers ds, entre la Terre et l'atmosphère; C exprimera la température extérieure relative au point P. Je désigne par y la moyenne des valeurs de cette quantité , qui correspondent à tous les points de la surface du globe; d'où il résultera
en étendant l'intégrale à cette surface entière.
Maintenant, imaginons que la matière du globe, aussi bien que l'atmosphère, soit rendue complètement perméable à la chaleur rayonnante; plaçons un thermomètre à son centre; et concevons un cône infiniment aigu, qui ait son sommet en ce point, et soit circonscrit à l'élément ds. Soit ds' l'élément qui sera intercepté par ce cône , sur la surface du thermomètre, sphérique et concentrique à celle du globe; de sorte que /' étant le demi-diamètre de la boule du thermomètre, on ait
as = — ; — ,
et que les deux éléments ds et ds' se trouvent situes du même côté par rapport au centre commun des deux surfaces. Désignons encore par '(J la température provenant de !a chaleur stellaire, incidente à chaque instant sur ds\ ou, autrement dit, soit Ç', à l'égard de cet élément, ce que Ç représente relativement à ds. Si nous appelons, enfin, y' la moyenne des
(59) valeurs de Ç' qui répondent à tous les éléments ds', et que nous étendionb Tintégrale f^ds' à la surface entière du therraoraètre , nous aurons aussi
Cela posé, en vertu du théorème qu'on vient de rappeler, y et y' sont les températures finales que prendront le centre de la Terre et celui de l'instrument; celui-ci après un petit intervalle de temps , et l'autre après un temps excessivement long , et en supposant que la Terre ne se déplace pas dans l'espace , ou, ce qui revient au même, en supposant que la chaleur de l'espace ne varie pas sur sa route. Il résulte, d'ailleurs, de la définition même de la chaleur de l'espace en un point donné , produite par le rayonnement stellaire, que cette température, au point que le centre de la Terre occupe actuellement, n'est autre chose que j-'; c'est donc la valeur de cette quantité^' qu'il s'agit de déterminer, ou plutôt, une limite à laquelle elle soit supérieure. Or, il est aisé de voir que l'on a , sans erreur sensible , Ç'=Ç'; car ces deux quantités Ç et Ç' ne peuvent différer l'une de l'autre, qu'à raison de la chaleur rayonnante, émanée de la zone stellaire qui se trouve comprise entre les plans tangents à ds et ds'; et ces deux plans étant parallèles , on peut évidemment négliger cette zone, par rapport à toute la partie de l'enceinte stellaire, située d'un même côté de l'un ou l'autre de ces plans, et de laquelle résulte la température Ç ou ^'. En ayant égard, en outre, à la valeur de ds', on aura donc
Toutefois, cela suppose que la chaleur stellaire n'éprouve aucune diminution en traversant l'atmosphère; ce qui rend la quantité t, comprise dans cette intégrale , moindre que celle qu'il y faudrait employer. De plus, cette même quantité ^ est aussi |)lus petite, comme on l'a expUqué dans le mémoire, que celle qui a été désignée par p à la page 17, et qu'on peut déterminer par des observations faites à la surface du globe. Far cette double raison, si l'on appelle € la température de l'espace au Heu où la Terre se trouve actuellement, de sorte que é =>', on aura
.>p-./pc/^;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
Note D.
Afin de montrer, avec plus de précision , comment l'atmosphère se termine par la perte totale de son ressort, due au degré de froid de sa couche supérieure, je vais développer, dans cette note, le calcul de la densité et de la température des couches atmosphériques, tel qu'il a été indiqué à la page i8 du Mémoire, c'est-à-dire, en ne tenant pas compte de l'absorption que la chaleur rayonnante peut éprouver en traversant le fluide, non plus que du rayonnement de ses molécules, et supposant que la chaleur s'y propage de proche en proche , par la communication directe.
Considérons une colonne d'air en repos, verticale et cylindrique, qui s'appuie à la surface de la Terre, et se termine à la limite supérieure de l'atmosphère. Partageons ce fluide en tranches horizontales d'une épaisseur insensible, mais plus grande, néanmoins, que le rayon d'activité des forces moléculaires. Appelons Z la tranche dont la base supérieure se trouve à une distance quelconque z de la surface du globe. Soit n l'épaisseur de cette tranche, de sorte que sa base inférieure réponde à la distance z — r.. Désignons par p la densité du fluide <lont elle se compose, et par (p sa pesanteur; en prenant pour unité de surface. Taire d'une section horizontale de la colonne d'air, y\<p sera la masse de Z, et n pcp sou poids. Soit aussi p la pression qui s'exerce, dans le sens de la pesanteur, sur sa base supérieure, et qui provient du poids des tranches situées au-dessus de Z. Cette inconnue/) sera une fonction de z, décroissante quand z augmentera, ou,
autrement dit, -S- sera une quantité négative. La pression qui aura lieu
sur la base supérieure de la tranche située immédiatement au-dessous de Z, se déduira dep, en y mettant z — n au lieu de z\ en négligeant le carré
de », elle aura donc p — 4- i pour valeur : elle réagira en sens contraire
sur la tranche Z, qui se trouvera ainsi poussée de bas en haut par l'excès
(le p — -i- n sur p. Pour que Z demeure en repos, il faudra donc que cet
excès de pression -^ », soit égal au poids )if(p; d'où l'on conclut
pour l'équation d'équilibre de l'atmosphère. A sa limite supérieure, la pression p n'existe pas; si donc on appelle / la longueur de la colonne d'air, on aura, en même temps,
A la limite inférieure , la pression p sera le poids total de la colonne fluide; en le désignant par (sr, sa valeur sera
<ar
et l'on aura , à la fois ,
;= o, p = <7ir.
On pourra aussi exprimer «jet au moyen de la hauteur du baromètre, observée à la surface de la Terre. En la représentant par h , par g la pesanteur à cette surface, par m la densité du mercure, et observant que ce poids doit faire équilibre à celui de la colonne barométrique, on aura
'iB- = mgh.
Soity^la force élastique du fluide de Z. Pour la déduire , s'il est possible, des forces moléculaires qui la produisent, je partage la base supérieure de Z en éléments dont les dimensions soient insensibles, eu égard même au rayon d'activité de ces forces. Sur chacun de ces éléments, j'élève un cylindre vertical, compris dans le fluide supérieur à Z. Soient C l'un de ces cylindres et a l'élément qui en est la base. Je décompose le vol ume de C en tranches horizontales, dont l'épaisseur soit aussi insensible par rapport au rayon d'activité moléculaire. Je décompose également le volume de Z, en éléments du même ordre de petitesse que ceux deC. Appelons «et edeux éléments quelconques; le premier de C, et le second de Z. Les fluides contenus dans l: et f exerceront l'un sur l'autre, des répulsions et des attractions provenant de leur calorique et de leur matière pondérable, et dirigées suivant une droite menée de l'un de ces éléments à l'autre. J'apoelle Ruf l'excès de la répulsion du fluide de v sur celui de m; en sorte que R soit une force rapportée aux unités de volume pour les deux fluides , et qui aura une valeur positive ou négative, selon que la répulsion sera plus grande ou plus petite que Tattraction. En désignant par 4- l'angle que fait la verticale passant par u et dirigée dans le sens de la pesanteur, avec la droite menée de u k v,\si composante de Rwf , verticale et dirigée de bas on haut, sera égale à Rwt'cos-^'- Or, si l'on exclut le cas où C est situé à
une distance insensible des parois latérales de la colonne d'air, l'action totale du fluide de Z sur celui de C, se réduira à une force verticale ; car il est évident que tout sera symétrique autour de C , et que toutes les forces horizontales se détruiront deux à deux. Cette force verticale sera la somme des valeurs de Ri^t^cosv}/, étendue à tous les éléments « et p de C et de Z; elle aura la même valeur pour chacun des cylindres C dont la distance aux parois de la colonne d'air surpasse le rayon des forces moléculaires; en multipliant cette valeur par le nombre total de ces cylindres, et négligeant les autres dont le volume total est insensible, on aura donc la répulsion du fluide de Z, sur tout le fluide de la colonne d'air, supérieur à cette tranche. Ce sera l'expression delà force élastique y^ à la distance z de la surface du globe. L'aire delà base de Z ayant été prise pour unité,
- sera le nombre de cylindres par lequel il faudra multiplier ^uvcos\
pour obtenir cette valeur de^; si donc on désigne par ê l'épaisseur de la tranche m de C , de sorte qu'on ait u = ca , il en résultera
/:^2RwsCOS'\j,;
2 indiquant une somme qui devra s'étendre à tous les éléments de la longueur de C, et à tous ceux du volume de Z.
Pour que le fluide de Z ne se condense ni ne se dilate , il faudra que cette forcey^soit égale et contraire à la pression p: si y^ était moindre que ^, le fluide se condenserait; il se dilaterait dans le cas contraire; et la pression p n'existant pas à la limite supérieure de l'atmosphère, la force élastique doit aussi y être nulle; ce qui ne peut avoir lieu que par un abaissement convenable de la température de l'air à cette limite, ainsi qu'on l'a expliqué dans le Mémoire.
Nous ignorons suivant quelle loi la force R varie avec la distance de u à v\ nous savons seulement que cette force décroît très rapidement, et qu'elle s'évanouit dès qu'on donne à cette distance une grandeur sensible. Dans l'étendue de sa sphère d'activité, cette force peut passer du positif au négatif, pourvu que la somme 2, comprise dans la valeur de/', soit toujours une quantité positive, afin que la force y s'exerce .de bas en haut, et puisse faire équilibre à la pression p. Nous ne savons pas non plus comment la valeur de la somme 2 varie avec la densité et la température du fluide (*); et la valeur dey ne pouvant donc pas être calculée à
(*) Voyez sur ce point le \\° Sg de mon Mémoire sur les équations générales de Vé~
priori, pour l'égaler ensuite à la pression p, c'est à l'expérience que nous sommes obligés de recourir pour obtenir l'expression de p en fonction de la température de l'air et de sa densité, à la hauteur z au-dessus de la surface du globe, qu'il faudra substituer dans l'équation (i).
Or, la densité ayant été désignée par p, soit aussi 'C, la température ; tl'après les lois de Mariotte et de la dilatation des gaz par la chaleur, nous aurons, comme on sait,
p = af (i + <); (a)
«étant le rapport de la pression à la densité, quand la température est zéro, qui dépend de la nature du fluide et de la proportion de vapeui deau qui s'y trouve; et a désignant le coefficient de la dilatation , dont la valeur est
pour tous les gaz, et quel que soit leur degré d'humidité. A la vérité, cette expression de p, donnée par l'expérience, n'a pas été vérifiée pour le cas d'une très faible densité et d'une très basse température ; il est possible qu'alors la pression cesse d'être proportionnelle à la densité, et que la dilatation par la chaleur ne soit plus ni uniforme, ni indépendante de la nature du fluide : les lois de sa variation nous étant inconnues dans ce cas extrême, nous supposerons, pour l'exemple qui nous occupe, que la formule (2) subsiste dans toute la hauteur de l'atmosphère.
Pour déterminer les trois inconnues f , p.,^-, en fonctions de z;, il fiaudia joindre aux équations (i) et ^ji), une troisième équation qui sera celle de la propagation de la chaleur dans la colonne d'air, par voie de communication immédiate. On trouve dans mon premier Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les corps (*) , l'équation aux différences partielles, d'où dépend la température à chaque instant, et en un point quelconque d'un corps hétérogène , c'est-à-dire dans un corps dont la densité ou la nature varie par degrés insensibles, dans toute son étendue. Cette équation convient également aux corps soUdes et aux fluides, et même aux fluides en mouvement ; car elle est fondée sur l'échange continuel de chaleur entre les molécules des corps , séparées par de très petites distances , et ne dépend, lu conséquence, que de la différence de leurs températures, telle qu'elle
quilibre et du mouvement des corps solides élastiques et des Jluides , inséré dans le xx' cahier du Journal de l'École Polytechnique.
{*) Ibidem, xviri caliier.
a lieu à l'instant même que l'on considère. Pour le cas d'un corps homogène, elle coïncide avec celle qui avait été donnée auparavant, mais seulement, lorsqu'on suppose la conductibilité calorifique de la matière de ce corps, indépendante de sa température. Appliquée à la colonne d'air que nous considérons , et dont nous supposerons que chaque tranche horizontale soit parvenue à un état invariable de chaleur, cette équation se réduit à
dz
dz '
k étant la mesure de la conductibilité calorifique , qui répond à la hauteur z. I>a quantité k peut dépendre de la densité et de la température correspondautes du fluide; son expression en fonction de p et de '( ne nous est pas connue; mais, pour ne pas trop compliquer le calcul, je la regarderai comme indépendante de f; el, d'un autre côté, parce que cette conductibihté provient d'un échange de chaleur entre les molécules de Z et celles des tranches adjacentes de la colonne d'air, je supposerai sa mesure k proportionnelle au carré de la densité f. De cette manière, on aura, en intégrant,
c désignant la constante arbitraire, qui devra être une quantité positive , puisque 'Ç diminue quand z augmente. On n'oubliera pas que , dans cette équation, ^ est la température propre du fluide de Z, distincte de celle que marquerait, à la hauteur z, un thermomètre exposé à la chaleur rayonnante et en contact avec ce fluide. D'après l'équation (2), et la condition p=o qui a lieu à la limite supérieure de l'atmosphère, on aura, à la fois,
à moins d'un centième de degré. A la surface du globe , ^ coïncidera avec la température de cette surface, que je désignerai par 6 ; on aura donc aussi, en même temps,
Maintenant, il s'agit d'éliminer entre les trois équations (i), (2), (3), deux des inconnues /j,Ç,p, les deux premières, par exemple, et d'intégrer l'équation qui en résultera. Afin de simplifier ces calculs, je re-
marquerai que près de la surface de la Terre , la densité de la vapeur d'eau contenue dans l'air, lors même qu'elle atteint son maximum , n'est qu'une petite partie du mélange , et que la proportion de celte vapeur devient encore moindre à mesure que l'on s'élève dans l'atmosphère; l'influence de l'humidité sur la valeur de la quantité a, est donc peu considérable; et nous pourrons regarder a comme une constante, dans toute la hauteur de la colonne d'air. Nous considérerons aussi la pesanteur <p comme indépendante de s et égale à g ; car dans toute cette hauteur, tp ne varie pas d'un centième de sa valeur relative à z= o. Cela posé , en diffèrentiant l'équation (2) , on aura
en substituant pour -£- et -^ , leurs valeurs données par les équations (i) et (3) , il vient
-Sf = a{, +'Ç)±-
et si l'on fait
on en déduit
K=^-\ + -ic- M %
Je différentie de nouveau, en prenant x pour la variable indépendante, et considérant z comme une fonction à& x; on aura alors
et il en résultera
t/^ di^ dz c ds
dx dz dx X dx'
d^z ^bx — c dz
dx' 2{cx — bx') dx' En intégrant une première fois, on aura
.dz b
dx ^b^x^ — bcx '
c' étant la constante arbitraire. Je considérerai le radical comme une quantité positive ; et x devant décroître quand z augmente, la constante c' sera aussi positive. En vertu de la valeur précédente de Ç, on aura
2«^> {,bx — c) ' + "^ = cVP^^^T^' ^^^
Par une seconde intégration, et en désignant par c" la constante arbitraire, nous aurons
, , /bx — \c — s/b'x* — bcx\
c . = log (^ 1 — ) ;
ou, ce qui est la même chose,
bx — - c— V^i'x' — bcx = ce ' ;
e étant , à l'ordinaire , la base des logarithmes népériens. De cette équation, on déduit
bx — - c + \/ b'x* — bcx r= 7— 5-e ;
et, en faisant c" = - cc^, ces deux dernières équations donnent
%hx — c = -(-e 4- ce ), 2 \c, ' ' J
\/b'x^-bcx = î Q e-''^ - c, e''") ;
d'où l'on tire encore
Au moyen de ces diverses valeurs, des équations (3) et (4) , et de jc =.f*, nous aurons
ce qui fera connaître les valeurs de /> , ^, p, qu'il s'agissait d'obtenir, après , toutefois , qu'on aura déterminé les trois constantes arbi-
traires c,c\c^. En vertu de l'équation (3), et en faisant j- = — ^, o" aura aussi
pour la vitesse A à la hauteur z, du décroissement de la température, à mesure que l'on s'élève dans l'atmosphère. Comme on doit avoir /) = o, à sa limite, on aura de plus
pour déterminer la longueur / de la colonne d'air que nous considérons. Enfin , si l'on appelle J" la densité de l'air correspondante à z=: Z, on aura, d'après la première équation (5) ,
Pour obtenir les valeurs de c, c', c^, je fais dans les deux dernières équations (5),
z:=o, Ç=6, l-}-«5 = y, p =: gmh = aabmh ;
B et h étant, comme on l'a dit plus haut, la température et la hauteur barométrique, qui ont lieu à la surface de la Terre, et qu'on suppose données. Il vient
en prenant la densité m du mercure pour unité. Je suppose aussi donnée la valeur de A qui répond à z = o; en la désignant par yU, et faisant
z = o, A = ^, dans l'équation (6), on a
De ces expressions àe y,h, fi, on déduit sans difficulté,
o'b'h'f. <t y— — - _ yi- Vb'::r^
C = ; — , C — — ybib—n), c =-— ,
(68 ) pour les valeurs demandées de c, c\ c,. Ces quantités constantes par rapport à z, varieront, comme on voit, avec les données /a, y, h, qui ont lieu à la surface de la Terre, et qui serviront à les calculer.
Si l'on prend pour le rapport |, égal à ba, la moyenne de ses valeurs
relatives à l'extrême sécheresse et à l'extrême humidité de l'air (*), et si l'on prend aussi le mètre pour unité de longueur, on aura
7961 , lo"
Dans l'expérience aérostatique de M. Gay-Lussac, la température à la surface de la terre et à la hauteur de Sôgi^Sa , ont été simultanément 27%75 et 8",5o; on peut prendre pour la valeur de fi, l'excès de la première température, sur la seconde, divisé par ce nombre de mètres; ce qui donne
(266°,67) (3691,32)" On avait, en même temps,
h = o,,65, V = . + ^ggr^ë^-
En substituant ces valeurs numériques dans les formules précédentes , on trouve pour c une très petite fraction , et ensuite
c' = o,oooio5, c^ ^ 0,04228.
La valeur de / qui se déduit de celles-ci serait
l'atmosphère se terminerait donc à une hauteur d'environ 5oooo mètres ; et sans doute, elle s'étend beaucoup plus loin. Mais on ne doit pas perdre de vue qu'il ne s'agit, dans cette note, que d'un simple exemple de calcul, et que, vraisemblablement, les hypothèses que nous avons faites pour le faciliter, ne sont pas conformes à la nature.
D'après la valeur générale de c , celle de cT devient
(1) Traité de Mécanique, tome II, page 628.
(69) et au moyen des données précédentes, on trouve
en sorte que, dans ces hypotlièses, la densité de l'air à la limite de l'atmosphère où ce fluide est liquéfié par le froid, surpasserait encore le tiers d'un dix-millième de la densité du mercure, ou le tiers de la densité de l'air à la surface de la terre; ce qui suffirait pour ne pas les admettre. Elles consistent à supposer nids le rayonnement et le pouvoir absorbant des molécules d'air; à regarder la conductibilité calorifique de ce fluide, comme indépendante de la température et proportionnelle au carré de la densitéet à étendre la formule (3), donnée par l'expérience, à toutes les densités et aux plus basses températures. En partant d'autres suppositions, on parviendrait, mais par un calcul plus compliqué, à des expressions dep, l^, p , différentes des formules (5); et l'on eu pourrait déduire des valeurs de <r et/, plus vraisemblables que celles que nous avons obtenues , c'està-dire une valeur plus petite pour «T et plus grande pour /.
M. Gay-Lussaca remarqué que la température décroît moins rapidement à mesure que l'on s'élève dans l'atmosphère; résultat qui s'accorderait avec la formule (6), dont la différentielle est négative, à cause de c^ < i, depuis js = o jusqu'à la limite zz= l, où l'on a -7- = o.
addition à la note B.
M. Élie de Beaumont, qui m'avait indiqué la température de trois ou quatre mille degrés, comme ayant dû avoir lieu à une époque très ancienne, d'après les doctrines géologiques qu'il professe, a ensuite ajouté qu'il fallait que la température du globe à une grande profondeur, fût aussi très élevée à l'époque actuelle. Or, au moyen des variations de la chaleur de l'espace sur la route de notre système planétaire, on pourra aisément satisfaire à cette nouvelle condition , d'une infinité de manières différentes, et, par exemple, en prenant pour^, dans l'expression de la température extérieure Ç que nous avons considérée à la page 33 de la note B, ime quantité périodique qui variera avec une extrême lenteur.
Faisons, en effet,
t/ , , . iVr fn= n cos — ■+- n siii — ; 2-/ 2y
(yo)
n et n' désignant des températures constantes et très élevées; £un nombre impair; y un intervalle de temps extrêmement long, qui comprendra, s'il est nécessaire, des millions d'années; et le temps t étant compté à partir d'une époque, telle que l'on ait aujourd'hui t = y, ce qui rendra nulle la température |tt à l'époque actuelle. D'après la formule (4) de la page 43 1 de mon ouvrage, la température u de la Terre à la profondeur u, et relative aussi à < = ^, aura 'pour expression
bn V(b+ -i- ^/'^ sin -^^.+ -1 Jl cos i-^l _ ^ ^^ L\ ia\ yj 2al/y ao V y ■lal/yJ aa V ,. u ■= ■ ^-^ 1— i — e
' « V y ^ aa'y ôril (b+ — \/-)sm — -— + — 1/ - cos— !^ - _ ^t/l"
Si l'on prend n' =s — _, et que l'on néglige les termes qui ont y pour
yi
diviseur, on aura u = o et ^ = o , pour j? = o; en sorte que près de la
surface, l'accroissement de température dans le sens de la profondeur, sera zéro; et celui que l'on observe devra être attribué à une inégalité de la chaleur de l'espace, différente de ix, et, si l'on veut, à celle que nous avons considérée dans la note B. Mais il n'en sera plus de même, dès que
la fraction — ^ ne sera plus très petite : la température u croîtra jusqu'à ayv
une certaine limite; si l'on suppose que i soit un nombre considérable, la première partie de la formule précédente, sera la partie principale de «; en appelant h la profondeur à laquelle cette partie atteint son maximum, et supposant que b rie soit pas une très petite fraction , de manière qu'on
puisse négliger — l/- par rapport à b, on aura
la^y T.ay'y ^ 1.
d'où l'on tire
et si l'on représente par H la valeur correspondante de m, et que l'on prenne, pour fixer les idées, i=: 25, il en résultera, à très peu près,
Cela posé, le mètre et l'année étant les unités de longueur et de temps; si nous prenons
<i=5, V :^ lOO.IOOOOOO,
nous aurons
de sorte qu'en prenant aussi Ji = 6000°, la température de la Terre s'élèverait à environ 1900 degrés, à la profondeur d'à peu près 44ooo "^^'''*'s. A une profondeur décuple de celle-là , ou à peu près égale au i5* du rayon
de la Terre, la valeur de u se réduirait à environ 2°. Pour x =j-^, on à peu près 1000 mètres, on aurait
■îa\/y'~ »8o'
ce qui donne
Par conséquent , l'accroissement de température relatif à cette valeur de x, que l'on trouve, dans la note B, égal à Sa", devrait être augmenté de 7% et deviendrait à peu près le même que si l'accroissement uniforme de 0',0'6'jj par mètre, que l'on observe à de moindres distances de la surface, subsistait jusqu'à cette profondeur de 1000 mètres.
Il est sans doute inutile de répéter que cet exemple, aussi bien que celui de la note B, ont été choisis pour la commodité du calcul, et qu'on ne suppose aucunement que les lois de variation de la température de l'espace, auxquelles ils répondent, aient réellement lieu dans la nature. En général, en clioisissanl ces lois arbitrairement, c'est un problème indéterminé de satisfaire à des conditions données, telles qu'une température très élevée de la couche extérieure du globe, à une époque très ancienne;
( 7= ) une température de l'espace, au lieu où la Terre se trouve actuellement, à peu près égale à zéro ; un accroissement très lent et donné de la température de la Terre près de sa surface; enûn, à une profondeur considérable, une température fort élevée, mais qui diminue ensuite pour devenir constante et d'une grandeur ordinaire, à une distance de la surface moindre, par exemple , que le lo' du rayon.
Remarques sur la température désignée par h à là page 4 du mémoire.
A l'équateur, la valeur de h se déduira difficilement, avec quelque précision, de l'équation (aS) qui se trouve à la page 497 de mon ouvrage, parce qu'en ce lieu, le premier membre de celte équation et le coefficient de h dans son second nombre, sont de très petites fractions. Je ne vois guère que la quantité de chaleur solaire qui tombe annuellement sur chaque mètre carré, évaluée par des expériences directes, dont on puisse se servir pour déterminer la température h, à l'équateur et à de petites latitudes. Cette quantité de chaleur étant plus grande sous l'équateur qu'à notre latitude, il en sera de même à l'égard de h, et, à plus forte raison^ à l'égard du produit Qh qui exprime le nombre de degrés dont la chaleur solaire augmente la température moyenne du sol, en supposant, toutefois, que la nature du sol et l'état de sa superficie, c'est-à-dire, les quantités rt, b, ç, qui s'y rapportent, ne diffèrent pas dans les deux localités dont il s'agit.
L'égalité des deux valeurs de h, calculées à la page 5o3 de mon ouvrage, était une conséquence de la manière dont j'ai déterminé la valeur de a, et ne devait pas être remarquée, comme je l'ai fait par mégarde. C'est le peu de différence entre les valeurs de H, calculées à la page suivante, et les valeurs observées de cette dernière quantité, qui fouinit une vérification des valeurs de a,b, h, et particulièrement de celle de ^, sur laquelle il pouvait rester quelque doute, à cause de l'incertitude dans les époques des maximaet minima de température , qu'on a employées pour la déterminer.
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