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DES
Par Paul SERRET,
DOCTELU ftS SCIENCES, MEMBRE DE LA SOCIÉTÉ PHILOMATHIQUE .
(iardons-nous de croire qu'une science soil faite quand on l'a réduite à des formules analytiques. Kien ne nous dispense d'étudier les clioses en elles-mêmes, et de nous bien rendre compte des idées qui font l'objet de nos spéculations. . Que si le calcul seul peut quelquefois nous offrir une vérilé nouTelle, il ne faut pas croire que , sur ce point même , l'esprit n'ait plus rien à faire ; mais, au contraire, il faut songer que, cette véi ité étant indépendante des méthodes ou des artifices qni ont pu nous y conduire, il existe certainement quelque démonstration simple qui pourrail la porter a l'évidence; ce qui doit être le grand objet et le dernier résultat de la science mathématique.
PoiNSOT, Théorie nouvelle de la dotation des Corps, p. 80.)
PRÉFACE
La théorie des ligues à double courbure, lelle qu'elle résulte aujourd'hui des travaux déjà anciens de Monge, et de ceux plus récents de plusieurs géomètres contemporains, comprend deux études distinctes.
La première, qui constitue en quelque sorte l'anatomie de ces lignes, a pour objet la recherche des propriétés que présente en chacun de ses points une ligne à double courbure quelconque, et pour résultat de nombreuses formules exprimant les diverses relations de grandeur et de position qui existent entre les éléments correspondants de la ligne considérée, du lieu des centres de courbure, de la ligne de striction de la surface gauche des normales et de l'arête de rebroussement de la surface polaire.
Dans la seconde, on considère dans tonte leur étendue la ligne à double courbure primitive et chacune des lignes (\m en dérivent; les développées de cette ligne; les surfaces, gauches ou développables, formées par les normales principales, par les droites polaires ou rectifiantes, etc. A cette seconde étude enfin se rattache essentiellement la recherche des lignes à double courbure qui, considérées dans toute leur étendue, présentent en chacun de-leurs points une même propriété; le résultat de cette recherche étant la définition géométrique de chacune de ces lignes d'après cette propriété. On voit que ce dernier problème,
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(|ui a pour objet, pour ainsi dire, de reconstruire d'une seule pièce une ligne à double courbure d'après les caractères qu'elle j)résente en l'un de ses points, est l'inverse du premier, qui a dû le précéder, et qui devrait lui fournir les éléments de cette reconstruction. Il présente aussi de bien plus grandes difficultés, et n'a été abordé que beaucoup plus tard, et dans ces dernières années, par un petit nondu'e de géomètres, parmi lesquels nous citerons 31. Puiseux, qui a fixé le premier la nature des lignes dont les deux courbures sont constantes; M. A. Serret, qui a résolu par une méthode analytique très-élégante plusieurs des questions que nous aurons à étudier géométriquement; et M. Bertrand, à qui l'on doit plusieurs propositions importantes conduisant à la classification des surfaces gauches engendrées par les normales principales d'une ligne à double courbure.
La première Partie de ce livre a pour objet l'exposition de la théorie, ainsi définie, des lignes a doul)le courbure.
La marche que nous avons suivie est entièrement géométrique, et n'exige aucun emprunt à l'analyse, ou à la théorie des surfaces, si ce n'est dans quelques détinitions ou dans un petit nombre de propositions universellement connues. On ne retrouvera donc dans nos calculs aucune des formules qui figurent habituellement dans la théorie analyli(jue des lignes à double courbure; les coordonnées recliligucs ordinaires se trouveront elles-mêmes éliminées, parce que nous aurons toujours rencontré, ou cru rencontrer, en dehors de ces coordonnées traditionnelles, les variables convenant le mieux aux questions (jue nous nvioiis ;i étudier.
On pounail s'allcndre, il csi vrai, tl d'après celte seule (lfil;ir;iliuii , ;i Iiuii\ci' S( Mlciiifiil dans (Ci oiiviagr une ->nil( (l< pKiposiliuiir,, irlicc^ niln' clb-s, >ans doulr, par
riinitc (lu SLijcl, mais indépendantes les unes des auhes au point de vue de la démonstration.
Car c'est la le caractère ordinaire de la Géométrie : elle oITre rarement ces grandes voies, largement ouvertes, élégamment symétriques, familières à l'Analyse, et sur lesquelles des travailleurs de génie ont coulé un macadam éternel. Ses grandes routes, a elle, sont des sentiers perdus a travers une forêt épaisse : on y marche dans l'ombre, attentif à saisir un premier rayon; mais un reflet quelquefois y paraît un rayon; un rayon, une lueur vaine. Le sentier cependant s'élargit peu à peu; le sot résonne mieux sous les pas raffermis; des clartés naissantes descendent lentement des cimes qui paraissaient tout à l'heure ne receler que la nuit , et l'œil insensiblement s'accoutume à la lumière. Le monde nouveau, qui est au bout de ce voyage de découvertes, aura d'ailleurs des dimensions diverses; le plus souvent une île, et quelquefois un continent; au gré de Dieu : puisque la loi de nos pensées nous échappe, et que notre esprit est en nous comme un instrument que sa main a réglé d'avance, que nous dérangeons volontairement quelquefois, mais dont nous ignorons également le mécanisme actuel et les expansions futures.
Cependant, et malgré cette variété de points de vue inhérente à toute exploration géométri(jue de quebpie étendue, nous espérons que l'on trouvera dans celle-ci des conditions d'uniformité suftisantes, et presque comparables à celles que pourrait offrir l'analyse. La mélhode (jui nous a permis d'alleindre à ce degré d'uniformité est contenue dans cette (d)s( ivalion evidenle : Les relalions (jui existent enlre les éléments (V une Ji'^ure Irarcc d'une tnanière f/itelront/ue dans /V.sy^r/rr jxihenl se sc/xtrcr en clcN.r classes : la jucnucK lenfi iniant les /cla/io/ts de.s^'iip-
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livcs; la seconde, les relations métriques : cl la détermination des relations de grandeur découle avec facilité de la détermination des relations de position. Or, c'est cette première partie du prol)lème, consistant dans la recherche (k's relations de position le plus immédiatement utiles, (jue nous croyons avoir résolu d'une manic're uniforme, par l'introduction de certaines lignes sphéricjucîs auxiliaires, que nous nommons indicatrices, et qui interviennent à peu près sans interruption dans toute la première partie de cet ouvrage.
Dans la seconde et dernière Partie, les lignes à douhle courbure sont considérées comme représentant , sur une surface déterminée, la trajectoire d'un point matériel en mouvement, ou la ligure d'un fil en équilibre. On reconnaîtra aisément que le fond et la l'orme en sont également nouveaux; et l'on pourra trouver au commencement des chapitres X et XI l'indication des résultats obtenus, que nous omettons ici.
CHAPITRE I
PROPOSITIONS PRÉLIMIISAIRES.
De deux cas particuliers dans lesquels il existe une relation simple entre la première courbure d'une ligne, et celle de sa projection orthogonale, p. G.
IJe la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une surlace; définition
et théorèmes; R, „ = — —j p, 8.
Théorème relatif à la distribution des plans tangents à une surface gauche,
le long d'une même génératrice de la surface, p. lo. Théorème de Meunier, foir la Note V, p. 276.
CIIAPITKE II.
DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES A DOUBLE COURBURE.
Triple définition du plan nscultitcur. l.es dois définitions sont étpiivalentes, p. \i.
Ordre de la distance d un point de la courbe au plan osculateur infiniment voisin, p. 14.
Orrlrr de la plus courte distance entre d(Mi\ tangentes infiniment voisines, p. 14.
Définitions relatives à la [)i'enuere et à la seconde courbure, p. i5.
Identité du cercle osculateur et du cercle de courbure; centre commun de ces cercles, situé sur la nomudc priruiiKilc et sur la droite jjolaire correspondantes, p. jC).
Surface /lolnire : Son aièle de rel)ious?emeut est le lieu des centres îles spiieies osculatriccs; les decelo/jpéc\ de la li.mie piiiuiti\(^ forineni un(^ série de lignes géodési([UOS de la surface, iheorrnu' de t'ouricr. p. 17,
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Tlicorriiir de Lmii m, ruiiitiissant la iléfinitioii tli' ki liiiii.-.|()rriicH' de l;i ligne (les rentres rie anirhiire, apros le (léxeloppcmciil iW la siirlact' polaire sur un plan, p. i»).
La ligne des centres de courbure nest une développée ipie dans le cas où la ligne primitive est plane, p. 21.
Relations descriptives entre une ligne quelconque et l'une de ses développées, p. 22.
Si l'une des développées est une hélice, la ligne primitive est plane, [i. 2.3.
Si l'une des dévelopi)ées est une ligne géodésique d'un cône, la ligne primitive est spliéricpie. la sphère qui la contient est concentriipie au cône, etc., p. 2.3.
rilAPlTUK Mi.
ÉLÉMENTS [)E (JÉCtMÉTIUE SI'IIÉUIQLE I.M IM rf;SI>l.\LE.
'• l)'' l'on- (le grand cenle tangent it une ligne spheruiiie. Formules diverses, p. 24.
Applications : à la cnnchoide spliérique, p. 25. A \a jjodain: dune ligne spliérique, p. 25. A la courbe w^coso, +/w.,cos&., + . .. = constante, p. 26. Au théorème de Lexell, p. 27.
II. i'erele de eoiirhtire, renie oseiilateur, et dévelopjH-e (Pane ligne spjie- /i(jue.
Lemmes et définitions, p. 2().
Le cercle osculateur et le cercle de ronrhuie sphvn(iuc coïncident; et le pôle commun de ces cercles est la limite du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment voisins, p. 3i et 32.
Les arcs normaux d'une ligne sphérique sont tangents à sa déveh])pée splu'ri(iue ; et leur différence est égale à l'arc correspondant de la développée, p. 34.
Uclalion entre les rayons de première et de seconde courluiic d une
ligne sphérique [i. A. Serret) /•'; 4-/:; ( -r- ) =1, l>- 35.
Représentation géométrique du rayon de seconde courbure, et pm
priété (le la ligne sphérique ddiil la seconde courbure est constante, p. 37 et 38.
Toute ligne sphérique dont la première cdurliure est conslaiile. est un petit cercle de la sphère, p. 38.
Toute hélice sphéri(pie e.-^t une dexclopiiaiite d un petit ((mcIc de la sphère, p. 39.
Jvxpressions di\er.'?e> du ra\on de (•(iiiiinnc geodesi(pi(> d une lii;nc splicrif|ue. p. 4*»-
(ienél•ali^allt)rl d imc l'nnnule d Liiln , . '"^-•.---^-, p. 42.
r/sin/>
ABLE DES MATIERES
Applications : à lellipsc splierlcjuc inpporlée a son centre
^ , ., cos^ 0 f =a'b' . .-■> p. 44- « sinV
A l'ellipse sphérique rapportée à l'un de ses foyers; construction du centre de courbure sphérique, p. 44 et 46.
A la loxodromie sphérique ; construction du centre de courbure sphérique, analogue à celle qui donne le centre de courbure de la spirale logarithmique; et rayon do seconde courbure de la loxodromie, p. 47.'
III. Des ein'eloppes spliéruiucs
De l'enveloppe d'une série d'arcs de grand cercle menés, par les différents points d'une ligne sphérique donnée, sous une inclinaison dont la loi est donnée; cas où l'inclinaison est constante, p. 48 et 5o.
Rayon de courbure d'une roulette sphérique, p. 5i.
Construction du centre de courbure sphérique de la cyclo'ide, p. 5'3.
L'épicyclo'i'de, engendrée par un point d'un grand cercle de la sphère roulant sur un petit cercle, est une hélice sphérique. c'est-à-dire une courbe rectifiable (Clairaut, BernouUi i, p. 53.
De la ligne dont le rayon de courbure sphérique est double de l'arc normal terminé à un grand cercle fixe, p. 53.
Problème de Cardan sur la sphère, p. 54-
Le mouvement d'une ligure sphérique, sur la sphère à laquelle elle appartient, présente-t-il des propriétés analogues à celles découvertes par M. Bresse, pour le cas du plan, p. 58. J'oir aussi la Note III, p. 266.
IV. Sur divers usages du principe de dualité qui résulte de la théorie des figures supplémentaires, p. 5g.
Applications : aux courbes /«. sin/^ + /«'.sin/j' -h •■•■■ constante ;
/^+yu' = constante,. . .,sin/>'.siny^' = constante, p. 60. A la définition de la ligne sphérique ayant pour podairc un gnind ou
un petit cercle, p. 63.
A la recherche de la développée de l'ellipse sphérique, p. 64.
V. De queUpies propriétés nouvelles îles ronirpics sphériques.
Indication sommaire de la méthode de M. Borgnet, p. 6().
Lemmes, p. 68.
Propriétés, relatives i\\\ foyer (^{ àXa directrice, étendues aux coiii<pies sphériques, p. 71 .
Cas particulier fie la /v/zv/^o/r gphériiiue. (k\jà obtenu par M. Borgnel. p. 73.
I.iea décrit par le sommet d un angle droit ( ii((in.-(iil a um' parabole sphérique (Borgnet). y. 7!.
I.icu (les prn)C(li(»ii> du l'oxcr ilinic 1 oniinie spliémpic sur le.» ari> de grand cercle lang<'nl> a la couibe, p. -;\.
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(;ii\i»iTiu: i\ .
1)1- l.'lMilCATHICi: Sl>lU:iU(,»lK.
Dcliiiitioii lie rindicalnce sphérique d une liiiiie à double courbure, \). 7;). Helations t/(:uryjiiw.s entre la ligne primitive et son indicatrice, p. yô. Helalions iiirtriqiics, |i. 7G.
De deux autres lignes spliériques, conjuguées à la ligne primitive; et de leurs relations avec l'indicatrice, p. 77.
CHAPITRE V
1>K DIVEKS ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS ET DE DIVERSES t;RANDEi;KS yi'E l'on peut avoir a CONSIDÉRER EN CHAQUE POINT d'uNE LKîNE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE; FORMULES DIVERSES.
Angle M de deux normales principales consécutives, p. 79.
Direction, position et grandeur de la plus courte distance entre ces normales, p. 79.
("coefficient de distribution des plans tangents à la surface gauche des normales, p. 79.
Hayon R de la sphère osculalrice, p. 81.
Klémenls divers relatifs à la ligne des centres de courbure et à l'arête de rebroussemenl de la surface polaire, p. 81.
Ordre de la distance entre deux droites consécutives d'une série quelconque : théorème de M. Bouquet, p. 84.
expression différentielle de la distance entre deux tangentes consécutives dune ligne à double courbure (O. Hounet), p. 85.
CHAPITRE VI
De la (((iiiin' dont les laugenles rencontrent une s|)liere lixe sous un angle
constant, jt. 88.
Scolir. De la surface dévelo|)[»al)le dont une ligne de courbure est plane
ou sphéri(iue, p. 89.
Ihéorème de .lacobi sur la ligne formée par les extrémités des rayons
dune sphère, parallèles aux normales principales dune ligne à double
courbure /(?/-/w't', p. 90.
Si les normales principales sont i)aralleles .1 un même [)lan. la courbe est
une hélice (Bertrand), p. 91.
Si les normales principales sont parallèles aux génératrices d'un cône de
ré\olulion. la courbe est une ligne g<'0(lésique d'un liéliçnï(l(> déveldp-
[table, p. 9/.
TABLE nus MVTlIiRES. XIII
De la courbe dont les normales i)rinci|)ales s'appuient sur une droite
fixe, p. 93.
Kquation des lignes géodésiqucs d'une surface de révolution
/-.sint = constante (Clairaut), p. 93.
De la courbe dont les normales principales rencontrent une droite fixe
sous un angle constant, p. 97.
Des relations existant entre une ligne, dont la première coiu'bure est constante, et le lieu des centres de courbure de cette ligne : théorème de
M. Bouquet, p. 98.
Si le rapport des deux courbures est constant, la courbe est une hélice
(Bertrand), p. loo.
Si chacune des deux courbures est constante, la coui'be est une hélice
tracée sur un cylindre de révolution (Puiseux), p. 100. De Y hélice cYlindro-coniquc ; définition et théorème, p. 101. De la courbe qui coupe sous des angles constants les génératrices d'un
cylindre et d'un cône dont elle est la commune intersection, p. 102. Du cas où la courbe primitive et la ligne des centres de courbure sont
deux hélices tracées sur des cylindres parallèles, p. io3. Dans toute hélice cylindro-conique, la ligne de striction de la surface
gauche des normales, la ligne des centres de courbure et l'arête de
rebroussement de la surface polaire sont trois hélices cylindre-coniques,
de même axe et de même sommet que la proposée, p. io5.' De la ligne à double courbure dont les normales principales peuvent coïncider avec les normales principales d'une seconde ligne : théorème de
M. Bertrand, p. 109.
S'il existe une relation linéaire entre les deux courbures d'une ligne, on
peut construire une seconde ligne ayant mêmes normales principales
que la première, p. 1 13.
De la ligne dont les normales principales sont en même temps normales
principales de deux autres lignes, p. 11 5. Svolic. Toute surface gauche dont les rayons de courbure sont en chaque
point égaux et de signes contraires, est un héliçoïde à plan directeur
(Meunier), p. 116.
CHAPITRE VII
des lignes tracées sur une surface de révolution. sections planes; lignes et cercles géodésiques; loxodro.mies et
LIGNES d'ombre.
Sections planes : théorème di; M. Vvon Villarceau; autre théorème analogue, p. 117.
Lignes géodésiques : application de la méthode de Maclaurin à la recherche de leur équation, p. 119.
Théorème sur le triangle géodési(iue, p. 121.
XIV TABLE DES MATIERES
Expression de I iiiiL-lf df coiilinwnce géodésiinio d'uiio ligne quelconque,
Parmi les liirnes, «le longueur donnée. i|ui sur une surtaee de révolution réunissent deux points donnés, trouver celle qui envelo|)pe une aire maximum, p. 122.
Des loxodioniies, p. 124.
Rxpression du rayon de courbure géodésique d'une loxodromie, |). i25.
Des lignes <f ombre relatives à des rayons incidents parallèles, p. 126.
Toute surface de révolution qui admet une ligne d'ombre plane est du second degré f De la Gournerie). p. 127.
CHAPITRE MU
DES LIGNES TK.VrÉES SIR INE SI RFACE DftVEI.OI'l'ARLK.
l.emme relatif au rayon de courbure géodésicuK-, [>. \>.\).
Formules relatives aux courbes tracées sur un cylindre, p. i3«).
Applications, p. i33.
Formules relatives aux courbes tracées sur un cône, p. i34.
Applications, p. i35.
Scolie. De l'équation générale des lignes tracées sur un cylindre ou sur
un cône de révolution, p. 137.
Formules relatives aux courbes tracées sur une surface développable,
-applications, p. i38.
Les trajectoires des génératrices rectilignes d'un héliçoïde développable
sont des hélices, et ses lignes de courbure sont des courbes planes,
Toute surface développable, dont une ligne de courbure est plane, est un
héliçoïde; théorème de M. .loachimstal, p. 142. Faire passer, par une hélice ({mite donnée, une surface dé\ eloppable telle
que l'hélice se transforme en un cercle de rayon donné, par le développement de cette surface sur un plan, p. 142.
DES LIGNES TRACÉES SIR INE SIRKACE CAICHE
Observations préliminaires; notations et définitions, p. 143.
Formules fondamentales, p. 14^ et 147-
Représentation sphérique d'une surface gauche et des lignes les plus remarquables, ligne de striction, lignes de courbure, lignes géodésiques, lignes asymptotiques et lignes d'ombre d'une telle surface, p. 146.
Hayon de courbure géodésique d'une trajectoire des génératrices rectilignes, p. i48.
TABLE DES MATIERES. XV
Projuiètés de la ligne de striction, et tiléorènies relatifs aux cas ou celtt^ lip;no est une trajectoire des génératrices, une litcne géodésique, ou une ligne asymptoti([ue de la surface, p. 1/19.
H(ni((tii)n gcnvriile des lignes géodésiqKcs, p. i5i.
Dans tout triangle géodésiquc isocèle aY^xii \)0\\vbase\i\ ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet est perpendiculaire à la base, et divise l'angle au sommet en deux parties égales, p. i 14.
Autre théorème sur le triangle géodésique, p. i54.
EqKatinn générale des lignes de courbure entre certaines coordonnées ci la surface, p. i55.
Définition de la surface gauche dont toutes les lignes de l'iine des courbures sont éc/uidistantes de la ligne de striction, relativement aux segments interceptés sur les génératrices, p. i.iG.
Si les lignes de courbure sont équidistantes de la ligne de striction, et si celle-ci est une trajectoire des génératrices, la surface est un hyperboloïde de révolution, p. r58.
Si les lignes de première courbure sont planes, et situées dans des plans parallèles, la surface est un hyperboloïde de révolution, p. i<)5. f^'oir aussi la Note I, p. 25 1.
Si l'inclinaison des lignes de Tune des courbures sur les génératrices reclilignes a la même valeur en tous les points de la surface, celle-ci est un héliçoïde gauche à plan directeur, p. iSg.
Détermination des lignes de courbure des surfaces gauches du second degré, déduite de la représentation sphérique de ces surfaces et des propriétés des coniques sphériques, p. 162.
E filiation générale des lignes asyniptnticiues, p. i65.
Dans toute surface gauche, à plan directeur, lès lignes asymptotiques divisent les génératrices rectilignes en segments proportionnels, p. 16G.
Dans une surface gauche quelconque, les lignes asymptotiques déterminent sur les génératrices rectilignes des divisions homographiques , p. 168.
Erpiation générale des lignes d' ombre relatives h des rarons incidents i)arnllèles, p. 170.
Des triangles pivotants, formés par des lignes d'ombre, et dont les sommets glissent sur des génératrices rectilignes données : le sommet libre décrit lui-même une génératrice: ou bien, le côté Ubre passe par vm point ii^ic, p. 172.
Scolie sur le rcMe de l'indicatrice, et solution géomélriqiie de ce problème : Toutes les lignes de courbure d'une surface étant planes, trouver les relations de position que présentent les plans de toutes ces ligues, p. 17.'). f oir aussi la Note H, p. 2,')5.
JABl.E DKS MATIEUES.
SKCOIVDE PAKTIK.
IIIIOKII MKCAMQUI- DES LlC.NFS V DOIHLF. COL KBI.IU'.
CHAPITRE
DKS LIGNES V l)()l Bl.l- (OIUIU HK IIONSIDÉUÉ KS (;(>>niE TU.V.IECTOIRI'S u'iN l'OlM MATÉKIKl. KN MOIVEMENT SIR r>K SiniACE.
llistorilluc. p. iSi .
§ !. Du nioiivcniriit iCiiii jtoint sur inir siirUicf (iiiclcontjiic : théorème fondamental, p. 184.
Formules générales fournissant : la vitesse du mobile r = C.c*^ ^"^ ; le rayon de courbure géodésique de la trajectoire/-.
Gsinv.sinV ,,2 et la ])ression exercée par le mobile sur la surface ^ = p — G ces 7,
^ 11. Du iUDUvenient d'an point sur un cylindre, p. 188.
Réduction générale au mouvement dans le plan; application à la parabole cylindrique, ]). 189.
s5 111. Du mouvement d'un point sur un cnne : Réduction au mouvement dans le plan, p. 191.
Scolie. La trajectoire diin point qui se meut sur uno surface déreloppable, et la vitesse du mobile en chaque point de la trajectoire, se conservent dans le développement de la surface sur \m plan, pourvu
que p. 194.
vj IV. Du mouvement sur la spJwre : Hypothèses et notation, p. 196.
Cas général des forces extérieures concourantes ; pression, rayon de courbure géodésique de la trajectoire, et vitesse : La vitesse, en chaque point, est inversement proportionnelle au sinus de la distance sphérique du centre des forces concourantes, à l'arc de grand cercle tangent à la trajectoire au point considéré, p. 196.
Formules analogues à celles d'Ampère, p. 198.
Cas des forces extérieures parallèles : formules générales, p. 200.
Applications : au pendule sphérique; établissement de toutes les formules ordinaires, p. 200.
Cas où la trajectoire est un cercle : circonstances initiales, p. U02.
Loi des forces parallèles capables de faire parcourir au mobile un petit cercle quclcon(]ue. p. 2o3: une ellipse sphérique dont liui
TABLi: MES MATIIUKS. XVII
dcri foyers (.'sl au point le plus bas de la spluMV, |). 204 ; une loxodromio. . . ., p. -204; une ellipse sphérique dont le rentic e<t au poinl le i)lus bas, p. 2o5.
Coro/ùii/v du problème précédent : Mouvement oscillaloire d'un point sur un arc déterminé d'ellipse plane, sous Tinfluence d'une force fittrtiriivc émanant du centre de l'ellipse, et d'une force rrpulsi\'p (iiri|;ée perpendiculairement à l'im des axes, p. 208. Analogies, p. 208.
ij V. Dti inoiivcDH'nt sur luie siujdiC de rèviihilion.
I'"urmules générales et applications, p. 20() et 210. i5 VI. T>(t ntouveiiicul sur une dusse particulière de su/Jaaw ^tau/ies,
i; Vil. De /a bnuhistoehrone sur une surjtue de révolulion ^ et eu [>articulior sur la sphère, p. 21 5.
Application de la méthode de jNlaclaurin à la recherclie de la bra-
chistochrone, p. 21 5.
La vitesse en chaque point de la biachistochrone sphérique est directement proportionnelle au si/nis de la distance sphérique du point le plus bas de la sphère à l'arc de giand cercle tangent à la courbe, p. 218.
Ileprésentation géométrique du temi»s dans une brachistochrone
plane ou sphérique, p. 219.
Uivision géométrique de la brachistochrone plane en arcs partiels isoclir-anes, p. 220.
CHAPITRE
dfis lignes a dol ble colkburk considérées comme figl res d'équilibre d'ln fil qui repose sur une surface.
Historique, p. 222.
i; 1. Principes généraux rclalijs aux courbes funieuUdres reposant sur une surface quelconque : deux théorèmes fondamentaux, p. 223 et 225.
- f-^ Kornmles générales fournissant : la tension du til ï = C.6' J langV.
le ravon de courbure uéodésique du til, r„~—— ^— r- '. et la
' " Gsm7.sm\
pression exeicée par le fd siu- la surface. N— ^ — GCOS7,
i; 11. Des courbes funirulaires planes : Forniides générales, et applications,
^i m. J>es Kiurbcs J'u/d< ulni/es r\iia(l/a/ues : llédiulion geneiale aux
XV m lAiîii- ui;s matii-uks.
tiuirljo liiiii(ul.iiic'> |iliiiics; iiiiiilitiiliuii a lii cliaiiiclli' es liii(lii,|iic ; le plan usciilaleur de celte coiiibc coupe la siirtacc sous un anijlc (•(inslanl, dans le cas où le cylindre est de révolution, p. 9.36 et 'j'W.
55 IV. Des courlu-s funitiilnires reposant sur un cône : Réduction générale aux courbes funiculaires planes; application au problème, déjà traité jiar Bobillier, de la chaînette sur un cône de révolution, p. 239 el24'-
1:5 V. Des CDurhcs fu/ii( ulriircs sphrrif/ucs : Formules générales; tension et rayon de courbure géodésique du (il, pression exercée sur la surface; autres formules, p. 243 et ■>.44-
Application à la chaînette sphéricpie, déjà étudiée ]tar Bobillier, et remarques sur sa solution, p. 24">-
5; VI, Des niKilof^ies (pie présentent le mouvement d'un point matériel et P équilibre (Pun fit, suivant une nuhiu- eourhe tracée sur utie surjacc ipieleon(pte, p. •)J\'] . Les forces extérieures qui, en chaque point de la courbe donnée, agissent sur le fil et sur le mobile, étant directement opposées : i" la vitesse du mobile et la tension du fil, aux mêmes points de la courbe donnée, demeurent dans un rapport constant; v." la force extérieure qui produit le mou\ement, est égale à la force correspondante qui maintient l'équilibre, multipliée parla tension du (il ; ou, inversement, la force maintenant l'équilibre est égale à la force produisant le mouvement divisée par la vitesse correspondante du mobile, p. si48.
NOTES
NoTK. I. Toute surjaee i^(aulie (huit les lignes de rime des courbures sont planes, et situées dans des plans parallèles, est un livperboloule de révolution, p. 'x^\.
NoTK 11. D<' qucbpies tliéorèmcs connus sur les surfaces è/ lignes de courbure planes ou sphéririues, p. 255.
fj-nimcs. 1). Les lignes de courbure de deux surfaces à rayons vecteurs réciprof/ues sont des lignes correspondantes 1 VV. Thompson), [). i !)(.'>.
■jti. Le plan dune ligne de covirbure jilanc coupe la surface sous un
angle constant; et, récipro(|uement (Joachimstal), p. 258. 31. Une surface dévelo|ipable dont une ligue de courbure est plane, est un hélicoïde, p. 258.
TABLE DRS MATIERES. XI
4 I. Une siiri'acc développaltlo dont unt" lii,'ne de courbure est un
cercle, se réduit ;'i un cône de révolution, p. 'iS(). Théorèmes. De la surface dont les lignes de première courbure sont
planes et situées dans des plans parallèles, p. 239. De la surface dont les lignes de première courbure sont sphériques et
distribuées sur des sphères concentriques, p. 260. De la surface dont les lignes de première courbure sont planes et
situées dans des plans qui passent par une même droite, p. 268. De la surface dont toutes les lignes de courbure sont planes et dont
les lignes de première courbure sont, en outre, circulaires, p. 263. De la surface dont toutes les lignes de courburç sont circulaires.
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont planes, p. 2G(j.
Note III. Sur la méthode de M. Bresse, pour In construction des rentres de courbure de diverses courbes mécaniques, p. 266.
Théorème relatif à l'existence d'une première circonférence, contenant les points d'inflexion des trajectoires décrites par les différents/vom/*' de la figure mobile; et d'une seconde circonférence contenant les centres de courbure des lignes enveloppées par les diverses droites de la figure, p. 267.
Corollaires relatifs à la réunion des trois éléments nécessaires pour déterminer la circonférence des inflexions, p. 270 et 271.
Usage de cette circonférence dans la construction ducentrede courbure delà ligne décrite par un point quelconque de la figure mobile, p. 270.
Indication succincte de quelques applications, p. 271.
Note IV. Sur les lignes géodésic/ues, p. 272.
Théorème I. Répondant à ime question proposée par M. Liou\ille :
Toute surface, sur laquelle on peut tracer deux séries de lignes
géodésiques (elles que chaque ligne de Tune des séries soit coupée
sous un même angle par toutes les lignes de l'autre série, est une
surface développable, p. 272.
Théori'mc II. Toute ligne géodésique, qui rencontre sous un angle
constant une série de courbes de niveau d'une surface, est une
hélice, p. 27G.
Note V. Démonstration géométrique du théorème de Meunier 0'-= o.cosa,
IN 1)K I.V rMtl.E DES MATIERES
Enn.iTA.
l'iifie !•). Lt- llicoiclin; (.oiilt'iiii >uii> le n^ .5 a uU- iloiiiif, !»(Jll^ iiiiu aiiliL- luiiiip,
par M. Steiiicr.
l'âge 3G, ligne 3, en renioulanl, uu lieu (h- l'e(|uulioii (()), lisez l'equalioii '>). Page 71, ligne 2, en renionlanl, au lieu de (jiii csl la polaire de, lisez qui est la
polaire relative de.
Page 83, ligne 5, au litu de p^^„ Usez c^^,.
Page 102, ligne 1, au lieu de des arcs correspondants, lisez des arcs élémentaires correspondants.
Page io5, ligne 7, en remontant, au Iteu de une hélice dont les, l:sez une hélice tracée sur un cylindre dont les.
Page 107, ligne 7, au lieu de le point t décrit, lisez le point C décrit
Page 109, lignes 1 et 2, et elles sont les lignes asywploliques de la suijace ; addition inutile et inexacte.
Page m. La méthode suivie dans le n° 2 a été employée déjà par AI. l'crtraud.
Page i(J8, ligne 1, en remontant, au lieu de =z p, lisez — '- '■
l'âge 170. La Remarque l contient, dans quelques exei)i/>luircs, une loiiiuile
inexacte, qui a élé supprimée dans les autres. Page 189, ligne 8, au lieu de dans le plan, lisez suivant la Iranslorraec plane de
la trajectoire primitive.
Page 192, ligne r>, nu lieu de V cl \ -+- V, lisez V et V -t- d V. Page 195, ligne 10, au lieu de dans le plan, lisez suivant la Iransl'ormee plane de
la trajectoire primitive.
HISTORIQUE
i . Le problème de la duplication du cube et celui des deux tnoyennes proportionnelles, qui exercèrent une si heureuse influence sur les progrès de la géométrie naissante, présentent aiissi le premier exemple de l'apparition des lignes à double courbure dans les spéculations géométriques. On connaît les nombreuses et inutiles tentatives qui furent faites d'abord pour résoudre ces problèmes par la ligne droite et le cercle; et les diverses solutions mécaniques cyin leur succédèrent, exigeant toutes, ou l'emploi d'un instrument spécial, ou l'usage d'une courbe auxiliaire, construite par points. C'était sans doute après avoir acquis la conviction de l'impossibilité d'une solution géométrique , que les anciens, aussi sévères dans leurs consUuclions que dans leurs raisonnements, s'étaient enlin rejeles
■2 l'UEMlKIlE l'Al'.TlE.
sur lo solmioiis nu'caiiiquos. ou niùmc puremcnl .sprrul;iliM's, do CCS pi-oblèiuos. Pairiii tes diMiiières, celle ([iic nous allons iapj)Oiier d'après Arcliit.is, philosojdie pythagoricien . qui eut la gloir<' de coni|)ler Plaloii j)ai'iui ses disciples, nous paiail olïrii-, ({Uoi(}ue très iiii,a'nieusc vl tiès-simplc, l'expression la plus élevée du découragement où en étaient arrivés les géonièlres; et du seuiiiucnt, général sans dôme dès cette épocpie, (le l'inutilité des elTorts que Ton pourrait tenter encore pour parvenir à uni; \érilablc solution.
Traçons sur un plan deux demi-conférences égales et ayani un point comnuin o. oy étant la corde que le diamètre on' ôc la seconde délcrmine dins la première, soient ox la corde de la seconde circonférence ayant oy pour projection et ox' la projection de oy sur le diamètre on de la première. Si Ton pose
oa = on' = ^7 , ux = .1-, oy = y , on aura
I- -:= a . y , y-= (i . ox
à la seconde circonfércMce, relalî- \ement à la première, une position lelle, que le rapport de ox' à or fût égal à celui de b h a, h désignant une seconde ligne donnée (qui' l'on peut supposer inférieure à «) , les équations précédentes se changeraient en celle-ci :
et a:=:o.r, j^=oy seraient les deux movennes ]iroportionnellcs cherchées enln; les lignes a et /'.
Or si l'on regarde comme fixe la circonférence ort , et cjne Ton fasse tourner la seconde autour de oa' de manière à l'amener dans un plan vertical ])crpendiculairc au plan horizontal de la circonférence ii\e. \x venant en Kr,, et ox eu ox, ; on
IIISTOBIQUE. 5
voit, en joignant jr,x',qiieccUc droite est perpendiculaire à o^'.
et que le rapport — = - étant donné ^ Tangle x^ox' ou x, oa
est donné. Par suile, dans l'espace, le point cherché x, appartient, à la surface d'un cône de rcuohilion ayant pour axe la droite oa. Mais ce point appartient aussi à la ligne à double courbure qui est la commune intersection du cylindre droit, ayant pour base la circonjérence ova, et du tore engendré par la circonférence OX] a' 5e moussant autour de la verticale du point o. Ainsi le point cherclié .r, est rinlersection dune ligne à double courbure et d'un cône-, et Tune des moyennes .proportionnelles cherchées, la droite oxi^ se trouve ainsi 'virtuellement déterminée.
2. Les Collections mathématiques de Pappus font aussi mention decjuelques lignes à double courbure connues des anciens, et dont ce géomètre découvrit certaines propriétés curieuses. La première est la spirale hémisphérique, représentée en coordonnées géographiques pai- réqualion
Pappus établit, à Taide des méthodes d'Archimède, que l'aire sphcrique comprise entre la spirale et la hase de V hémisphère est équivalente au carré construit sur le diamètre. C'est ce que Ton vérifie aisément par les méthodes modernes , en prenant, pour élément de Taire à évakier, la superficie comprise entre la spirale, deux méridiens consécutifs et l'équaleur, superficie assimilable à une portion de zone, et ayant, par suite, pour mesure
/-/-TzzzR'sin) .^/L = R=cos-î:L.r/L;
d'où , pour la surface entière.
J.a sciOJule des lignes ;i double courbure «Uiidiées p.ir P;lppu^
4 VlîEMILKl' PARTli:.
esl celle qui ré.sulU' de riiitersecliou (11111 liëlicoïde gauche à plan directeur et d'un cône de révolution ayant même axe que l'iiélicoïde. L'axe commun des deux surfaces étant supposé vertical, Pappus démontre que la projeclion horizonlalc de la courbe d' intersection esl une spirale d\4rcJiiniède , ce qui fournit une génération de cette dernière courbe par les lieux à la surjace. Depuis, M. Cliasles, développant cette proposition, a fait voir [yi perçu historique, Noie \III) que Ton peut obtenir toutes les spirales en projetant l'intersection de Fhélicoïde gauche et d'une seconde surface convenablement choisie, de révolution autour de l'axe de l'iiélitoïde, sur un plan perpendiculaire à cet axe ; et ce n'est pas là seulement la solutioîi d'un problème d'analyse déterminée, mais un mode précieux de tiansformalion, à l'aide duquel on peut constater des dépendances géométriques remaixjuables entre des courbes diverses.
3. I.es lignes à double; courbure dont nous venons de parler paraissent être les seules qui aient éié connues des anciens. Il faut néanmoins ajouter à cette nomenclature l'hélice tracée sur un cylindre de révolution, dont deux arcs quelcontjues peuvent se superposer partiellement, observation attribuée à Géniinfis; et les lignes résultant de l'intersection mutuelle de certaines surfaces que le géomètre Philon de Tyane nommait plectoides, et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées [aperçu historique, cbap. I'", § aS).
4, La loxodroniie sphérique, c'est-à-dire la ligne coupant sous un angle constant les divers méridiens d'une sphère, est une des premières lignes à double courbure étudiées avec une certaine suite par les modernes. Cette étude, commencée par le géomèlie portugais Nonius, fut continuée par Hallev, Leibnitz, Hermann et IMurdoch, On doit à Hallev cette obscr vation intéressante que la projeclion stcréographique d'une loxodroniie est une spirale logarithnuque ^ ce qui résulte d'ailleurs du principe de la conservation des angles, dc'jà
ursTOuiQUE. s
connu do Plolt'nu'O. Nous veiious [Ans loin <|uc ces deux courbes, qui ont la même définition, Tune sur la sphère, Tautie sur le plan, présentent encore cette analogie que le centre <le courbure sphérique de la première s'obtient par une construction identique à celle qui, sur le plan, donne le centre de courbure de la spirale logarilhiniijue.
5, Roberval, dans son Traité des Indivisibles [Dii'ers Mémoires de iMatltématiqucs et de Physique, p. 2 1 3 ) , et Vi viani , dans le problème de la voûte cairable, trouvèrent des propriétés dilïereutesde la ligne qui résulte de rinterseclion d'une sphère et d'un cylindre de révolution, ayant un rayon de la sphère pour diamètre de sa base.
Si Ton regarde d'abord, avec Viviani, cette ligne comme Iracée sur la sphère, elle y a pouiéquation
et l'aire sphérique comprise entre l'un des quadrants de la courbe, le méridien tangent au cylindre et ^ «^ "'' réquateur, est mesurée /far le carré
du rayon de la sphère.
Si l'on regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cylindre, et que l'on veuille, avec Roberval, évaluer l'aire cylindrique conipxise entre l'un de ses quadrants et la base du cylindre, on voit que l'élément AA' q'q de celle aire a pour
mesure
A7,r/r/' = RsinA ( — • ar/L) = R'sin A.f/L = R- sinL.r/L ;
et l'on en conclut que l'aire cylindrique considérée , étant encore mesurée par le carré du rayon, est équivalente à V aire sphérique évaluée précédemment.
Enfin, suivant une remarque de Bossut, le volume compris entre les deux aires sphérique et cylindrique, le plan de la base et le plan du méridicfi langent au cylindre, a pouf niesuie les ^ du cube du rayon.
iNIontucla [IJi'sloire des Malhèuiatiques, tome III. page loi) ajoute au problème résolu par Roberval celte oLscrvalion que Vaire cylinrlrique comprise entre la base du cylindre et la sphère est encore exactement carrable dans le cas, plus général, oii la hase du cylindre est simplement tangente au grand cercle qui limite injérieureinent la sphère.
(3. Enfin, si nous citons encore la théorie des épicyeloides sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Bernoulli, jNicole et Clairaut {Mémoires de V Académie y x'jZ'i)-, l'équation des lignes géodésiques des surfaces de révolution, obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut [ActaLipsiœ, 1698, page 22'j, et Mémoires de l'Académie, 1733) ; la description des lignes résultant de la pénétration mutuelle d'une sphère, d'un cône ou d un cylindre, et leur construction à laide d'ordonnées menées par les différents points d un axe curviligne (Frezier, Traité de Stéréotomie ^ i jSa); nous aurons à peu près épuisé la nomenclature des recherches de détail, peu nombreuses comme on le voit, qui ont précédé l'élude systématique des lignes à double courbure : Elude commencée avec quelque généralité par Clairaut, mais qui , en réalité., doit exclusivement ses bases actuelles aux travaux de Monge, — qui découvrit tout ce qui se rapporte à la première courbure , aux développées , aux droites polaires, à la surface formée par l'ensemble de ces droites et à la sphère osculatrice ; — de Tinseau et de Lancret, auxquels on doit les importantes notions du plan osculateur et de la seconde courbure.
CHAPITRE PREMIER
PROPOSITIONS PRÉLIMIJVAIRE '
7. De deux cas particuliers daus lesquels il existe une relation simple entre la première courbure d\ine ligne et celle de sa projection orthogonale.
On sait que dans un triangle quelcon((uc le rayon du cercle
PROl'OSITIOAS l'RÉLIMINAIHES. n-
cirtonsnil est égal au |)rocluil des trois cotés divisé par le qua> <lruple de la surface du triangle. Il eu résulte, en désignant par R el R' les rayons des cercles circonscrits à un iriauglc ABC et à sa [trojection A'B'C, que l'on a
d'où
Cela posé', supposons, en premier lien, que les sommets A , B, C soient trois points infiniment voisins d'unô hélice cylindrique; A', B', C étant leurs projections sur le plan de la section droite du cylindre. Si 1 on désigne par a l'inclinaison constante des tangentes de 1 hélice sur les généiatric<'S correspondantes du cylindre, les rapports —■> -j-'> ~ auront pour
limite commuiu; sina. On voit aisément d'ailleurs (par la considération d'un cône droit auxiliaire dont les génératrices seraient parallèles aux tangentes de I hélice) ([ue le plan oscillateur de riiélice (limite du plan ABC) fait avec le plan de la
hase dn cylindre un angh; égal à - — a; et, par suite, que Ja
S' limite dn rapport — est encore sina. Ou a donc, en coinevanl
que les points B el C, !>' et C se rapprochent indétinimcnl des points A et A', et en passant à la limite,
(1) p'r= p.siii-'a,
pour la relation existant entre les rayons de couibure o el p' de l'hélice et de la section droite du cyliudie, en des points correspondants de ces lignes.
L'angle a étant constant, p el p' sont l'un et lautie couslanls, ou l'un et l'autre variables ; donc si /e rayon de première courbure d'une hélice cylindrique est constant^ cette hélice appartient a un cylindre de révolution.
Su])posons, en second lieu, que le plan de projection ait été
choisi parallèle à la tangente en A de la courbe ABC et taisant
un angle a avec le plan osculateur de cette courbe au même
S' point : cosa sera, dans ce cas, la limite du rapport ^, les rap-
jïoris —■> -T") - auront pour limite commune i unité: et J on
aura, entre les rayons de courbure en A et A' de la ligne ARC et de sa projection , la relation
II) P
cosa
Si l'angle a du plan de projection et du plan osculateur en A tend vers zéro, le rayon de courbure p' de la projection tend à devenir égal au rayon de coiîrbure p de la ligne projetée 5 et si
cet angle tend vers -•> le rayon de courbure p' de la projection
augmente indéfiniment. Donc si Von projette une courbe sur un plan mené suivant sa tangente en A, perpendiculairement au plan osculateur correspondant, la projection présente un point d'inflexion en A.
Obsen^ation. Les relations (I) et (II), que nous avons dtt établir directement, sont des conséquences immédiates des théorèmes d'Euler et de Meunier, appliqués à une surface cylindrique.
8. De la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une surface : théorèmes. Une ligne AA' étant tracée sur une surface, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A', on mène deux lignes géodésiques de la surface tangentes à cette ligne; leur angle, que nous désignerons par E^, est appelé angle de contingence géodésique de l'arc AA'5 et la limite du rapport de l'arc AA' à l'angle correspondant, quand l'arc AA' tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A de la ligne considérée : nous le désignerons par R„.
Théorè:me I. Le rayon de courbure géodésique en un point quelconque d'une ligne tracée sur une suif ace, est égal au rayon de première courbure R, de cette ligne au t)iènw point.
PROPOSITIONS PRELIMIMAIKES. t)
divisé par le cosinus de V angle du plan osculateur de la ligne et du plan Langent à la surface en ce point :
" cos y.
Démonstration. Soient I le point d'iulersectiou des ligues F'6- 3. géodésiqiies tangentes en A, A' à la
coLiibe considérée; la, la' les tangentes à CCS lignes, faisant entre elles un angle aigu égal à E^, 5 et IN la normale à la surface au point I :
INjsera une normale principale commune aux deux lignes géodësiques lA , lA', et le plan tangent en I à la surface sera perpendiculaire au plan osculateur en I de chacune de ces lignes. Si l'on projette, sur le plan tangent en I, le triangle curviligne AA'I, la projection sera un triangle curviligne ««'1; et les tangentes
en a, a' au. côté aa', ou les tangentes aux mêmes points des
lignes al, al, feront, avec les tangentes en I des mêmes lignes, des angles mesurés par des infiniment petits du second ordre : puisque, d'après la fin du numéro précédent, les projections desligues IA,IA'sur le plan tangent enl présentent uneiuflexion en ce point. Il résulte de là que l'angle de contingence e, relatif à l'arc aa' de la px'ojectiou aa', peut êlre remplacé par
l'angle des tangentes en I des lignes la, la' ou par l'angle E„
des lignes lA , lA' elles-mêmes 5 et le rayon de courbure /i de
AA
la ligne (7a, égala — , ou a -— , est égal a K^, :
D'ailleurs la formule (II) du numéro précédent étant évidemment applicable à la ligne AA'ct à sa projection aa', on a
(OS a '
et la comparaison de ces deux fornuiles démontre le théorème énoncé.
lo 1'UEmii:re pauxie. — - ciiai-ithe im;i:.uiei; .
Théouème II. Le vayûii de courbure géodésiquc en un point quelconque A d'une ligne AA' tracée sur une su/face, est égal au rayon de courbure au point correspondant de la. ligne plane que V on obtient en circonscrii'ant à la proposée , suii'ant la ligne AA', une surface développable ^ et développant cette dernière sur un plan en nicnie temps que la, ligne AA quelle contient.
Nous renvoyons an chapitre VIII la démonstraliou de eelle proposition, rpie nous n'anrons pas à employer jusque-là.
Obseruation. L'importance de la considération du rapport
— — dans l'étude des lierues tracées sur xina surface, a été sicos a ^
gnaléc pour la première fois par M. O. Bonnet, dans son Mémoire sur la théorie générale des surfaces [Journal de V École Polytechnique, 3^^ cahier, 1848). Plus tard, et dans ses leçons au Collège de France , M. Liouville a donné à ce rapport une signification géomélricpie nouvelle , par l'inlroduction de la notion de l'angle de contingence géodér.ique.
y. Théorème relatif à la distribution des plans tangents à une surface gauche, le long d'ii/ie même génératrice de la surface.
Théorème. Un plan quelconque éteint mené p
mené jyar une
néralrice d'une surface gauche, la distance du point, suivant lequel ce plan est tangent ii la surface, au point central O de cette génératrice., est j>roportionnelle ii la tangente trigonométrique de rinclinaison de ce plan sur le plan tangent au pouit central (Chaslfs, Mémoire sur les surfaces gauches : Correspondance Mathéuinlique et Physique ., touieXI).
Dans cet énoncé, on appelle point central d'une génératrice OA, le point où la droite 00' qui mesure la plus courte distance entre les deux génératrices infiniment voisines OA , O'A', s'appuie sur la première; ou plutôt la position limite de ce point.
Démonstration. Soit OO' la plus comte distance cntie la génératrice fixe OA et uni" génératrice vaiiahle O'A', infiniment \oisin(' delà piemièic: le point O sera infiniment voisin
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du point cejilral. Désignons la plus courte distance OO' [)ai' ''S- H- îô : l'angle des deux aénératiices.
ou SOI) égal n'OA, par w- et posons
/ ^ limite de -•
Prenant un point déterminé A de la génératrice OA , situé à une distance R du point central, menons par ce point une droite AA', perpendiculaire à la géjiératrice OA , et rencontrant la génératrice infiniment voisine O'A'. (Il suffît, pour cela , de mener A a' perpendiculaire à OA dans le plan r/OA , d'élever a' A' égale et parallèle à 00' et de joindre A A'.) Les triangles rectangles A^'A', OAa' donnent les relations
lang AA' a', ou tang (AA', 00' ) -— = ,
ÂV=w.ÔA ; d'où, en nuiltipliant membre à mcmbie et réduisant,
tang (A A', 00') = -• OÂ.
Si l'on suppose maintenant (pu-la génératrice O'A'se rapproche indéfiniment de la génératrice fixe OA , le second membre aura pour limite Â.R. D'ailleurs, les cordes infiniment petites 00' et AxA' ont pour limites respectives des tangentes menées à la surface par le point central, dont le point O se rapproche indéfiniment, et par le point fixe A; et comme ces tangentes sont perpendiculaires à OA , et que leur angle mesure, par suite, l'inclinaison !p des plans tangents menés à la surface par le point cential et par le point A , on voit cpie le premier membre a pour limite tang^^, de sorte que l'on a
(IV) tang'^=/-.R;
et celte formule démontre le théorème énoncé.
Obseivation. cp et R peuvent èlre regardés comme positifs dans la formule précédente, (piand on l'applique à la délermi-
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iialiou d un plan tangent unique. Mais si l'on veut lixer, sans ambiguïté, la position du plan tangent à la surface en un second point A' de la même génératrice, situé à une distance R du point central , on devra, dans la formule analogue
tangij)' = / . R',
regarder tp' et R' comme positifs, ou négatifs, suivant cpie le nouveau point de contact A' sera situé, par rapport au point central, du même côté que le point A, ou du côté opposé. Il résultera d'ailleurs de cette convention que l'on aura toujours, en désignant par di l'inclinaison mutuelle des plans tangents en A et A', <^ = ^ — ^'•> ^^^ P^i' suite, A.(R — R')
tangl; =
1+ /.^KR'
On voit que si R et R' sont de même signe, le dénominateur de la formule précédente sera toujours di lièrent de zéro, et l'angle ^^ différent d'un droit. Donc si les plans langents an deux points d'iiue uiéine génératrice d\ine surface gauche sont rectangulaires, le point central de cette génératrice est nécessairenietit compris entre leurs points de contact.
CHAPITRE IL
DES PUOPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES 1 IGJNES A DOUBLE COURBURE.
10. La tangente en un point d'une ligne à double courbure est, ainsi que la tangente d'une ligue plane, la limite des positions occupées par une sécante tournant autour de ce point, de manière qu'un second point d'intersection de la sécante et de la courbe se rapproche indéfiniment du premier.
11. Le plan osculateur en un point d'une ligne à double courbure est la limite des posilions occupées par un plan passant par ce point, et par deux auli'cs points de la courbe qui
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se lapprocluiil indétîiiiment du premier. On peut encore le considérer, soit comme la limite des positions occupées par un plan passant par la tangente au point considéré, et par un point infiniment voisin du premier; soit comme la limite d'un plan variable passant par cette même tangente, et parallèle à une tangente Infiniment voisine de la première: et ces trois définilions sont ccjui va lentes.
Pour le démontrer, concevons un cylindre passant par la Fifi. 5. ligne donnée ahc ^ et dont les génératrices
soient parallèles à la tangente ^7f de celte ligne en n : ce (yliiulre est entièrement déterminé, ainsi cpie son plan tangeiii en a\ et nous allons voir cjue ce dernier représente, quelle que soit ceile des trois définitions que Ton adopte, le plan osculateur de la ligne abc au même point. En efiét,
Le plan mené, d'après la troisième définition , par la tangente at^ et parallèlement à une tangente infiniment voisine ht' ^ est parallèle au plan tangent au cylindre en /;, et a pour limite le plan tangent en a.
Le plan mené, d'après la seconde définition , parla tangente nt et par un point infiniment voisin Z>, renferme la génératrice du cylindre pour le point b , et une corde infiniment petite ba d'une ligne cba située tout entière sur le cylindre; il est donc infiniment voisin du plan tangent au cylindre en b^ et a même limite que ce dernier, à savoir le plan tangent en a. Enfin, et relativement à la première définition, si l'on considère un cylindre l'rt/vrt/Ve^ passant constamment par la ligne <?^c, et dont les génératrices soient parallèles à la droite variable <7c, on verra que le plan variable nbc^ contenant toujours une génératrice ca et passant en outre par ulic corde infiniment petite c^ d'une ligne située tout entière sur ce cylindre, est infiniment voisin du plan tangent à ce cylindre en c : la limite de ce plan variable sera donc encore le plan tangent en a au cylindre-limite, ou au cylindre défini ])récédemment.
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Remarque 1. Il résulte, eu pai liculier, de celle dernière partie de la démonstration, que la position du plan-limite demeure la même quels que soient les modes de convergence des points b et c vers le point a.
Remarque II. La dislance au plan osculateur en un point a cViin second point b de la courbe infiniment voisin du premier, est un infiniment petit du troisième ordre. Cette distance est, en eifet, un des côtés de l'angle droit dun triangle rectangle ayant pour hypoténuse la distance du même point è à la tangente «f (dislance du second ordre) 5 l'angle opposé à ce côté étant infiniment petit , parce qu'il mesure l'inclinaison du plan variable tab sur le plan osculateur en a, qui en est la limite.
Remarque III. La plus courte distance entre deux tangentes infiniment voisines at et bt' d'une ligne à double courhure, est un infiniment petit du troisième ordre (Bouquet). La distance en question est, en effet, égale à la distance du point b au plan taO' mené par la tangente at parallèlement à la tangente bl' :^ et celte dernière, à son tour, est égale à la distance du même point ^ à la tangente <7f, quantité du second ordre, multipliée par le sinus de Tangle formé par le plan taO' avec le plan tab. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que son sinus, puisque les plans variables laO' et tab ont la même limite, à savoir le plan osculateur en a. Donc, etc.
Remarque IF. La tangente en un point d'une ligne à double courbure est la limite de la droite d'intersection du plan osculateur en ce point, et du plan osculateur en un second point infiniment voisin du premier. Il suffit, pour le démontrer, d'imaginer un cône auxiliaire dont les génératrices soient parallèles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tangents du cône sont, en effet, parallèles aux plans osculateurs de la ligne à double courbure : rintersection de deux plans osculateurs infiniment ^oisins est parallèle à rintersection des plans tangents correspondants, et celle-ri a pour limite une génératrice du cône; dojic, etr.
1^. On .ippelle angle de torsion d un arc quelconque ah
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eruiu- ligne à double coiiiljiirc Tangle H des plans usculalcuîs menés à rorigine el à rexlrémité de cet arc; cl rayon de seconde courbure R2 de la ligne en nn de ses points, la limite vers laquelle tend le rapporl de Tare élémentaire de celte ligne à l'angle de torsion correspondant, lorsque l'origine de l'aie demeurant fixe eu ce point , sa longueur décroît indéfiniment.
Le rav)noi'l inverse — ; recevant le nom de seconde courbure i
îû ~ dS
Par chaque point d'une ligne à double courbure passent um infinité de normales à celle courbe, toutes situées dans lc/;/</// nornud : celle d'entre elles ([ui est située dans le plan osculateur correspondant reçoit le nom de normale principale; les normales principales relatives aux dilîérents points d'une ligne à double courbure engendrr.nt une surface gauche, la surface i^nuche des normales.
13. h'angle de conlingence E, la courbure iolale ou moyenne d'un arc fini (pielconque, la louibure et le rayon de courl)nre (ou encore la première couibure et le rayon de première courbure) eu un point déterminé, ont les mêmes définitions dans une ligne à double courbure et dans une ligne plaiu^ On doit ajouter cependant que le cercle de courbure, dont le
rayon R, est défini par léquation Rj =3 — - est, en (haquc
point, situé dans le [)laii osculaleur correspondant, tangent à la courbe en ce point, el situé du même côté ([uc celle-ci par rapporl à la tangenle.
44. hv cercle oscillateur en un point d'une ligne à double courbure est la limrie d'un cercle variable passant par ce point: el par deux autres points de la courbe infiniment voisins du' premier 5 on peut encore le considérer comme la limite d'un cercle variable tangent à la courbe au point considéré et pas-' saut par un second point de la courbe infiniment voisin div premier
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En chaque point dune ligne à double courbure^ le cercle osculateur et le cercle de courbure coïncident ^ et le centre commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relatwe à ce point ; celte dernière n'étant autre chose que la limite de lintcrsection du plan normal au point considéré et d'un plan normal infiniment voisin. Il suffira d'ailleurs, pour la démonstration, d'établir que le rayon du cercle osculateur est égal à
celui -^ du cercle de courbure ; et que la distance du point
considéré de la courbe à la droite polaire correspondante a la
même valeur.
Prenant à cet eflet trois points infiniment voisins a, b, c de
la courbe donnée, considérons la figure composée des tangentes Fig. G. aux points extrêmes at, cp», de la
droite oo' intersection des plans normaux aux mêmes points, et du système des trois points rz, è, c; projetons ortbogonalement toute cette figure en t' a b'c'v' sur un plan parallèle aux tangentes al ^ cv^ et soit o' le point auquel se réduit la projection de la droite oo' : a' o' représentant la distance du point a à
cette droite, et o' étant le point de rencontre des normales
eu a' et c' de la ligne projetée.
Dans la projection, et en vertu des propriétés des courbes
planes, analogues à celles que nous voulons établir pour les
lignes à double courbure, le rapport -— relatif à Tare infiniment petit fl'c', la distance a' o' et le rayon du cercle a'b'c', ayant la même limite, sont mesurés par des nombres infiniment peu ditïérents les uns des autres. De là, en revenant à la figure primitive, et remarquant que la difîérence r/S — JS'est du second ordre, que l'angle E estégal à Tangle F/5 la distance du point a à la droite 00' égale à la droite r/o', et enfin que le rayon du cercle abc diirère intinimcnt peu, d'après le lemme I,
PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES GÉNÉRALES. I
(roz/'page 8), du rayon du cercle dh'c'^ on conclura que le
rapport — relatif à Tare infiniment petit abc de la ligne à
double courbure primitive, le rayon du cercle abc ^ et la distance du point a à la droite intersection des plans normaux aux extrémités de cet arc, sont des quantités qui diffèrent infiniment peu les unes des autres, et que leurs limites respectives sont «•gales : ce qui suffit à la démonslraiion,
15. Considérant une ligne à double courbure (pielconque, inscrivons dans celte ligne une ligne polygonale afiydz... ayant ses côtés égaux, et menons, par les milieux /?/, m', m"... de ces côtés, des plans normaux à ces côtés. Ces plans se couperont deux à deux et consécutivement, suivant les droites es ^ c's', c"s",.o., qui sont respectivement perpendiculaires aux plans o'jSy. /3ycî, yâe. . . de deux éléments consécutifs de la ligne polygonale primitive, et qui rencontrent ces plans aux points c, c', c", . . ., centres respectifs des cercles a|3y, 3yJ, . . . , passant par trois sommets consécnlifs de cette ligne: et les droites es, c' s\ c" s",..., formeront elles-mêmes par leurs Fig. 7. intersections successives une nou-
velle ligne jjolygonale ss's"... dont les sommets a-, 5', . . . , représentent les centres des sphères a['jyd , py Je , . . . , qui passent par quatre sommets consécutifs, de la ligne primitive.
Prenant maintenant un point quelconque d sur la droite es, joignons dm' qui coupe c' s' en d' ; joignons ensuite d'm" qui coupe ^V^ en d", d"m"' qui coupe "^V" eu d'"^ et ainsi de suite. Et soit dd' d" . . . la ligne résultante.
L'égalité hypothétique des côtés de la ligne polygonale primitive, la définition des droites es et celle des points c enlraineut successivement les égalités cm = cm' ^ c' m' ^= c' m" , . . ;
l8 VnEMlLRr: I'AUTIIC. Cfl.VVlTKE DElXItME.
los égailles (i m' = d'iii", d" nt." :^ tl'' ni"\..., et entiii Tegalilé (les inclinaisons de d' m' et d' nt" sur c' d\ de d" m" et d" m'" sur c" d'\ .... Or, il résulte d'abord de ees dernières égalités , que la ligue dd' d" . . . se Iraiisforme en une ligne droite pai le développement sur un jdan de la surface polyédrale, formée par les droites c.v, c's'...., sur laquelle elle est traec-e; et il résulte des précédentes que cette mèm^ ligne est une véritable développée de la ligne polygonale inni' m" . . . qui a pour sommets les milieux des éléments de la ligne primitive 5 car si Ton conçoit un fil partiellement enroulé sur la ligne dd'd"d"'. et dont la partie acliiellrment libre d"' m"' atteindrait par son extrémité le point /«'"; et que 1 on déroule ce til de manière que sa partie libre soit successivement dirigée suivant les prolongements des côtés d' d" dd',... delà ligne d"d'd, l'extrémité de ce fil atteindra successivemeni tous les sommets m", ni'.. /?/,... de la ligne i?ini' ni".
Si donc on imagine que la longueur commune des côtés de la ligne polygonale «fSy, inscrite dans la couibe primitive, diminue indéfiniment, et que l'on passe à la limite, on aura ce ibéorème : Les droites polaires re/atii'es aux diflerents point. s d'une ligne à double courbure quelconque sont les génératrices d'une surface développable ., la surface polaire^ V arête de rehroussement de cette surface est le lieu destcentres des sphères osculatrices de la ligne jnindtive j et il passe par chaque point de la surface polaire une développée de la ligne primitive .^ la série tout entière de ces développées formant une série de lignes géodésiques de la surface polaire.
Remarque. Les tangentes de larète de rebrousscmeiit de la surface polaire étant perpcndiculaiics aux plans osculateurs de la ligne primitive, les plans osculateurs de la première sont aussi perpendiculaires aux tangentes de la seconde. Il en résulte que les angles de co/itingence et de torsion de la ligne primitive sont respectivement égaux aux angles de torsion e! de contingence de C arête de rehroussement- le rapport de la première à la seconde courbure pour l'une de ces lignes étant
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é^nlàV inverse du rapport analogue pour Vautre. (Fouiier.) En outre, les normales principales des deux lignes sont parallèles. (Lemoimier.) Ces deux droites, en ellet, sont situées dans un même plan, le plan normal de la première ligne, qui coïncide avec le plan osculateur de la seconde; et, dans ce plan, elles sont perpendiculaires à une même droite, la droite polaire de la première ligne qui coïi>'^idc avec la l.ingenie de la seconde.
16. Revenant à la figure pit^cédente, supposons que Ton développe sur un plan la surface polyédrale formée par les droites c5, c'5',...; et soient SS'S", CC'C"... les lignes polygonales planes suivant lesquelles se transforment les lignes ss's", ce' c" ... : la ligue dd' d"... se transfornieia, dans ce développement, en une ligne droite; et tous les points m, ni\ ni"^... de la ligne mm' m" viendront se réunir en un même point O de cette droite. Or, les différents points c de la ligne ce' s' obtiennent, avant le développement, en abaissant, des points ni . des perpendiculaires me sur les éléments prolongés de la ligne 55'; et les distances /«c, /7/.V sont alors infiniment peu différentes des rayons du cercle et de la sphère passant par trois ou quatre sommets consécutifs delà ligne primitive y.[:jy: donc^ et puisque les perpendiculaires ///c et les droites m^ sont toujours situées dans le plan de deux éléments consécutifs es, c' s' de la ligne55'j", la ligne CC'C" s'obtiendra^ après le développement, en abaissant d' un même point O des perpendiculaires sur les éléments prolongés de la ligne SS'S"; et les rayons vecteurs correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront, à un infiniment petit près ^ les rayons du cercle ou de la sphère passant par trois ou quatre sommets consécutifs de la ligne primitive a.6y. Dès lors, si l'on conçoit que la ligne polygonale «jSy se rapproche indéfiniment de la ligne à double courbure considérée d'abord, on parvient à ce théorème :
Si on développe sur un plan la surface polaire relative à une ligne à double courbure quelconque ., le lieu des centres
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(h; cowhiire de celle ligne se transforme suivant la podaiie, rclaln'e ci une certaine origine O, rie f arête de rcbronssement développée; et les rayons menés du point origine à deux points correspo/idafits de l'arête développée et de sa podaire, sont respectivement égaux aux rayons de la sphère oscidalrice et du cercle osculateurpour le point correspondant de la ligne ]>rimilive.
Ce lliéoroinc, dû à Lancrct, et demeuré depuis inaperçu, a été établi par ce i;éomèlrc à l'aide de considérations qui ne paraissent pas complètement rigoureuses.
Remarquons, en effet, en reproduisant sa démonsiratiou , que l'on peut construire toutes les développées de la ligne considérée, suivant la méthode connue, en prenant ^lour point initial, dans la description de chacune de ces lignes, chacun des points du lieu des centres de courbure. On reconnaît par là que chaque développée passe par un point de la ligne des centres, et qu'elle est en ce point perpendiculaire à la génératrice correspondante de la surface polaire: et, comme les développées sont des lignes géodésiques de cette surface, elles se transforment , par son développement, en des droites menées par les différents points de la ligne des centres développée, perpendicvilairement aux tangentes correspondantes de Tarète de rebroussement développée. Or, ajoute Lançret [Correspondance Polytechnique , tome I, page 5i), toutes les développées ayant dans l'espace un point commun, à savoir ie poijit dintersecllon de la ligne primitive et de la surface polaire, leurs transformées après le développement concourent en un même point; ce qui est le théorème énoncé.
On peut objecter à ce raisonnement qu'admettre l'existence d'un point commvni aux développées et à la ligne primitive revient à supposer nul , en ce point, le rayon de courbure de cette dernière; si donc le rayon de courbure de la ligne proposée ne s'annule jamais, le point commun, sur l'existence duquel reposait le raisonnement, n'existe pas; et la déjuonstralion paraît en défaut.
On pourrait croire cependant, et d'après notre démonstra-
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lion uièiue, ((iir les développées ayaiil loujours un poiiu iominun O après le développement de la surface polaire, il en est de même avant le développeiuciit. Pous s'assurer qu'il peiii en être autrement, il suflit de remartjuer qu'un point quelconque, pris au hasard sur le plan où s'est effectué le développement, est réel, ou imaginaire, par rapport à la surface primitive, suivant que de ce point on peut mener une langente à Tarete de rebroussement développée, ou que l'on' ne peut en mener aucune.
Remarque 1. La réciproque de la proposition précédente est vraie , quoique donnant lieu à une démonstration plus pénible; elle consiste en ce que toute por/nire de rareté de rehroussement développée d'une surface, est. la transformée du lieu des centres de courbure d'une certaine ligne de P espace (ijant , pour surface polaire^ la surface développablc considérée.
Remarque II. Les normales })rincipales d une ligne ii double courbure ne sont pas tangentes à la ligne des centres de courbure, et celle-ci n'est une déuelop/)ée de la ligne })rinuli\'c que dans le cas oii cette dernière est plan<'. Va\ eObt, si les normales principales étaient tangentes à la ligne des centres, comme elles sont situées dans les plans tangents de la surface polaire, elles conserveraient la même propiiété après le développement de celle-ci sur un plan. Or, c'est ce qui li'a pas lieu, en général; car on a vu que dans ce développement la ligne des centres se transforme dans la podairc, relative à une certaine origine O de Tarète de rebroussement développi-e ; les normales principales devenant en même temps les rayons ve( j,-j„ y teurs de la podaire, par rapport à la mènu'
g« s' « origine. Celte propriété /«c^'^rtf/re cesscraii
cependant d'avoir lieu si la podaire de\e-
^ nait une ligne droite passant [lar l'ori-
'^ *" ' ^ giue : mais ;Jors les langeutes d(^ Tarètt;
de rebroussement développée, on les génératrices d<> la sutfacc polaire, seraient parallèles après et aussi, par suite.
avant le développemenl^ la surfate polaire se réduirait à un cylindre, l'angle de torsion serait rigoureusement nul dans toute l'étendue de la ligne considérée, et cette ligne serait plane.
il. Si une ligne à douhle courbure L est coupée à angles
pj droits par les tangentes d'une ligne L',
j un arc quelconque de cette dernière est
sV /\ égala la différence des tangentes menées
y^-L^ ^\ P^f '>es extrémités et terminées à la ligne
y^ \ ^ primitive dont elle est, par suite, une
V / développée: elle est, en outre, située
x;;-^— ^ tout entière sur la surface polaire rela-
tive à la ligne prindtive , et ses normales principales sont parallèles aux tangentes de cette ligne. >
Démonstration. Si on développe, en effet, sur un plan, la surface développable ayant la ligne L' pour arête de rebroussement, la ligne L, qui est une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes de cette surface, et la ligne L', se transforment en une ligne plane / et en sa développée /'•, et cette seule observation démontre la première partie de l'énoncé. En outre, chaque point de la ligne L' pouvant être considéré comme la limite du point d'intersection de deux normales infiniment voisines de la ligne primitive, appartient à Tune des droites polaires de celle-ci ; et la ligne L' est dès lors située tout entière sur la surface polaire de la ligne primitive. Enfin les tangentes de cette dernière et les normales principales de la développée \J sont parallèles. Elles sont, en eifet, situées deux à deux dans un même plan , — le plan tangent de la surface développable, qui coïncide avec le plan osculateur de la ligne L': — et, dans ce plan , elles sont perpendiculaires à une même droite, — la génératrice de la surface, qui coïncide avec la tangente de la ligne L .
Corollaires, i. Une ligne à double courbure n'admet quhin seul système de développées, défini précédemw.ent, et
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représenté par une série de lif^nes géoilésiqucs de hi surface polaire relative à cette ligne.
■I. Les développées d'une ligne \AaneJonnenl une série de lignes géodésiques d'un cylindre ayant pour section dioite la développée plane de la ligne proposée. Evident.
i' . Une ligne dont Vune des développées est une hélice cylindrique est nécessairement plane. Les langeiiles de la ligne eonsidérée sont en elfet parallèles aux normales pi inei pales de la développée; et ees dernières , dans le cas actuel , sont parallèles à un même plan. ( /-o/'/" ci-après, chapitre \I.)
3. Les développées d'une ligne sphérique Jb/v/ie/zf une série de lignes géodésiques d'un cône concentrique à la sphère et ayant pour base, sur celle-ci, la développée sphériquc de la ligne proposée, [p^oir ci-après, chapitre III.)
3'. Si l'une des développées est une ligne géodésique d'un cône, la courbe primitive est une ligne sphériquc } la sphère qui la contient est concentrique au cône; et le rayon de la sphère qui aboutit à un point quelconque de la courbe fait un angle constant avec la tangente correspondante de la développée. (Vieille, Compléments d'analyse et de Mécanique., p 80.)
En elî'et, par le développement du cône sur un plan , la ligne géodésique considérée I/, et toutes ses iangenles, se trouvent développées, ou rabattues, suivant une même ligne droite:, çn même temps, et en vertu de la première partie du théorème contenu dans le n" 17, les diflérents points de la ligne primitive L, situés d'abord sur les tangentes tic la ligne L', viennent se rabattre sur un même point de celte droite. Or la dislance de ce point unique au sommet du cône développé représente la commune distance du sommet du cône h tous les. points de la ligne primitive L, qui appartient dès lors à une sphère concentrique au cône 5 et Tinclinaison de la droite qui mesure cette distance sur la droite, transformée de la ligne géodésique primitive, représente rindinaison constante du rayon de la sphère aboutissant à un point r|uclconqur de
Ja ligne primitive sur la tangenle correspondaiile de la développée.
'S". Les déi^eloppces d'une hélice sphérique jovment une série de lignes géodésiques d'un cône de révolution. [Foir ci-après, chapitre III.)
ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE INFINITÉSIMALE
De lare de grand cercle tangent, à une ligne sphérique.
18. Une ligne sphérique quelconque, appartenant à une sphère de rayon i, étant représentée par une équation entre les coordonnées polaires sphériques p et o) : l'inclinaison V sur le rayon vecteur p de Tare de grand cercle tangent au point correspondant de cette ligne: la sous-tangeute et la sousnormale, seront définies par les équations
(3) tang(S.N.) = p'=^.
La première peut être employée dans la recherche des liaisons qui doivent exister entre deux courbes conjuguées, également inclinées sur chacvm des rayons vecteurs issus d'une même. origine. On aura, en elTet, pour ces deux courbes ,
tan£îV=:±taneV,, -i — = —r-^-, -r^=i±^-^\ ^ sinp sinp, sin 'j smp,
d'où
L.iang^ = rhL tang-'-i-L.C
tang V =
sinp
sin'p
DES LIGINES SPHERIQTJES.
(a) tang^.^tang^'j"
Les lignes spliériques ainsi conjuguées , projetées sléréogiapliiquement sur le plan tangent mené par l'origine des rayons vecteurs, se transforment suivant' deux courbes senir blables, ou suivant deux courbes réciproques.
Il existe, dans le plan, entre deux courbes réciproques, une telle dépendance, que la sous-tangente de Vune et la sousnorntale de l'autre sont les facteurs cVun produit constant. Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes spliériques correspondantes: car on a, pour ces dernières,
tang (S. T) . tang ( S, . N, .) = sin p . sin p, .
19. Une courbe sphérique à plusieurs foyers /i, /21 - • • -, étant représentée par l'équation dilïerentielle
(4) //?,.r/p, H- 7«2.r/pïH-. . . = 0,
ja position de l'arc de grand cercle, normal à cette courbe, et formant avec chaque rayon vecteur p un angle positif ou négatif représenté par V, sera déterminée par l'équation
(4') w, .sin V, + //?,• sin V", -f- . =0.
j4 pplications . i. Que la courbe considérée soit une conchoïde sphérique ayant pour hase une ligne quelconque, mais dont on sache construire l'arc tangent , ou Tare normal. L'équation de cette dernière étant p = (p(w), l'équation de la conchoïde sera
lJi=^{^ + constante, d'où
La conchoïde et la courbe qui lui sert de base ont par conséquent même sous-normale [^'o^>■ la formule (3)]; et ce résultat renferme la construction de l'arc normal, à laquelle conduit aussi la théorie des centres instantanés de rotation.
Que la courbe considérée soit la podaire pp' d'une
ligne aa' par rapport h l'origiDe O. Si l'on considèit' la courbe aa' supplémentaire de la ligne na' ^ on reconnaît aisément que la supplémentaire et la podaire sont, relati veinent à l'origine O, deux courbes à rayons vecteurs complémentaires. Leurs perspectives sur le plan tangent en O, le point de vue étant au centre de la- sphère, sont donc par rapport à l'origine O deux lignes à rayons vecteurs réciproques 5 et les perpendiculaires abaissées de l'origine sur les tangentes en des points correspondants de ces r lignes sont également inclinées sur le rayon vecteur commun. La même propriété subsiste donc sur la sphèi'e, et les arcs de grand cercle oq^ oh^ abaissés de l'origine perpendiculairement sur les arcs tangents en p et en a aux lignes pp' et aa' , sont égalemeni
inclinés sur le rayon vecteur comme poa. Mais le dernier de ces arcs perpendiculaiies est le prolongement de l'arc oa : donc, sur la sphère, comme dans le plan, le rayon vecteur de la première podaire pp' divise en parties égales Vatigle formé par les rayons 'vecteurs de la ligne primitive aa' et de la seconde podaire qq'. Si la ligne primitive se réduit à un point, la podaire est l'ellipse spliérique décrite par le sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle, construit sur une hypoténuse fixe.
3. L'arc normal à la courbe à plusieurs foyers représenlée par l'équation
(c) ni^cos[Ji-{- m.cos p2-h • .= constante,
ou
W|Sin pi .r/p, -f- iii2S,ïnpi.(fp, + ...;= o;
dans lacpielle /«,, nii,... désignent des nombres constants, est défini par la formule (4),
'//,sin p, .sin Vi 4- /«jsin p,.sinV'.. -+-... ^^ o, ou
(c') w, .siny^i-l- r?h.i'\ï\ p_-\~. . . = 0;
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^1, /;.,,, . . . désignant les arcs, perpendiculaires à l'arc normal, menés par les foyers /i,/,, . . .; et sin/j>,, sin/^j,. . . les distances, positives ou négatives, des mêmes foyers au plan de Tare normal. L'équation [c') exprime donc que le plan de l'arc normal passe par le centre de gravité G des niasses 77*1, mjT • • placées respecti%enient aux foyers/*!, /g, ... -, ou que l'arc normal lui-même passe par un ])oinl Jîxe g-, extrémité du rayon cGg : et la courbe représentée par V équation (c) est un petit cercle de la sphère, ce qui est peut-être un théorème nouveau. Remarque. On peut parvenir directement à ce dernier résultat, en remarquant que le premier membre de l'é{[uation (c) représente le moment, par rapport au plan du grand cercle ayant pour pôle un point quelconque de la coujbe considérée, d'une masse f/ = //^i-h ///2-I-. . . placée au centre de gravité G des masses tu^^ in^, . . . distribuées aux divers foyers yi, f^, ... : la distance du centre de gravité à ce plan est donc constante; ce plan roule sur un cône de révolution autour de l'axe cG -, le grand cercle qu'il détermine sur la sphère a pour enveloppe le petit cercle qui sert de base à ce cône; et la courbe primitive enfin, ayant pour supplémentaire un petit cercle, est elle-même un petit cercle.
4. Proposons-nous enfin, comme dernière application, de Fig. ,2. construire Tare normal à la
courbe CC' déc ri te pa r le sommet libn; d'un triangle ABC, d'aire constante, construit sur une base fixe AB. C , C' étant deux points infiniment voisins de la courbe considérée, les triangles infinitésimaux ACC, BCC' sont équivalents, et l'on a
(i — cosACjr/a = (i — cosBC)i7[3.
On trouve d'ailleurs, dans chacun de ces liiangles,
sin AC , dv. = CC . cos AGN, sin BC . f/p = CC , cos CCN,
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C]N étant l'arc normal ; et ^/a, r/,3 désignant les angles inliiiiment petits CAC, CBC : et Ton déduit de la combinaison de toutes ces relations
1 — cosAC ^,, I — cosBC
ces AC> = r---— cosBCîN,
sinAC sinBC
ou
(d) tang — «cosACNr^tang — cosBCN.
Or, si Ton prolonge les arcs AC, BC jusqu'aux points A', B'dianiélralement opposés à A et à R, et si on désigne par a et |3 les points milieux des arcs CA', CB' ; l'équation précédente pourra être remplacée par celle-ci :
„ cos'xCN _ cos^CN
' tang a C ~" tangpc'
qui exprime que l'arc normal CN passe par le point de concours des arcs menés par a et ,3 perpendiculairement aux arcs CA', CB'; ou parle pôle du petit cercle de la sphère déterminé par les deux points fixes A'. B' et par le point C. Et il résulte delà, non-seulement la solution du problème proposé, mais encore la détermination de la nature de la courbe considérée, ou la démonstration du théorème de Lexell. On voit, en effet , que la courbe considérée et le cercle A'B'C sont tangents l'un à l'autre en C : celle courbe ne peut donc être cru un cercle déterminé passant par les points A' et B'. ou l'enveloppe d'une suite de cercles passant par ces mêmes points ; mais cette dernière hypothèse est inadmissible, puisque l'enveloppe se réduirait aux deux points directeurs A' et B'; donc, etc.
Remarque ]. L'écjuation (<-/) exprime encore que l'arc normal en c est perpendiculaire à l'arc de grand cercle mn qui joint les milieux des côlés AC et BC : d'où celte construction donnée par Gudermann [Grundriss der Analytischen Spharih, p. 147) du pôle ]X du pelit cercle : Mener V arc de grand cercle perpendiculaire sur le mdieu p de la basç donnée AB; et j)rendre sur cet arc , à partir de son point de rencontre q avec l arc mn, une longueur q^ égale à un quadrant.
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Remarque 11. L'inlerprétaliou précédente de l'équalion [d] tonduit encore à vme première définition des polygones d'aire inaxiniuni inscrits dans une courbe donnée., à savoir que Varc normal à la courbe circonscrite en chacun des sommets du jwlygoiie maximum doit être perpendiculaire à l 'arc de grand cercle joignant les milieux des côtés adjacents. Il en résulte," on particularisant la courbe donnée, que de tous les polygones sphériques, d'un même nombre de cotés, inscrits dans un petit cercle, le polygone régulier est maximum d'aire. Si la courbe donnée est une ellipse sphéri([ue, la dernière définilion du polygone maximum inscrit parait olîVir une tout autre dilliculté, même dans le cas le plus simple où le polygone se réduit à un triangle, [loir Steincr, .fourntd de Mathématiques , 1841, page 170.)
ÎI
Cercle de courbure, cercle osculateur et déi'eloppéc d'une ligue sphérique quelconque.
20. Propositions FRÉLiMiKAiRES. — Lv-Mm-iLÏ. Deux petits cercles de la sphère étant tangents intérieurement en un poin.t, la différence de leurs ordonnées curvilignes corresponda)ites, terminées au grand cercle tangent au point commun, est un infiniment petit du second ordre, ou du troisième [V abscisse commune étant du prenner), suii^a/it que la différence des rayons des deux cercles est finie ou infiniment petite .
Démonstration. L/aliscisse commune étant du premier ordre, l'ordonnée de chaque cercle est du second, et il en est de même de la ditïerence des ordonnées, si la différence des rayons est finie. D'un autre côté si, l'abscisse commune demeurant fixe, la différence des rayons décroit indétiniment , la nouvelle différence des ordonnées décroîtra de même indéfiniment; et son rapport cà la dilTérence primitive, déjà du second ordre, tendra vers zéro : ce qui veut dire que cette nouvelle différence est du troisième ordre.
Lemme II. Etant donné un arc infiniment petit, aMb
3o PREMIÈRE VAUTIE. CHAPITRE TROISIÈME.
d^u/ie courbe spliéiique quelconque^ il existe toujours entre les extrémités de cet arc un point M tel, que V arc de grand cercle normal à la courbe en ce point soit perpendiculaire à Parc de grand cercle ab qui réunit ses extrémités . En outre , la distance de ce point M à l'arcah est du second ordre j et. le grand cercle joignant le point M au milieu de la corde ab fait ai^ec l'arc normal en ]M un angle nul, ou fini, mais toujours différent d'un droit.
Démonstration. Abaissons d'un point m de Tare considéré am'Mb un arc de grand cercle perpendiculaire sur la corde ah , et menons par ce même point un arc de grand cercle tangent à la courbe en ce point, et dirigé dans le sens ab. La longueur du segment intercepté par ces deux arcs sur la corde ab est très-voisine d'une demi-circonférence, ou de zéro, quand le point m est très-voisin de l'origine <7 , ou de l'extrémité b\ et elle varie d'ailleurs d'une manière continue si le point m décrit lui-même l'arc aMb d'un mouvvment continu. Le segment intercepté sera donc exactement égal à un quadrant, pour une certaine position intermédiaire M du point décrivant-, et à cet instant l'arc normal à la courbe en M coïncidera avec l'arc perpendiculaire à la corde «6. D'ailleurs la distance de ce point iM à la corde ab est évidemment du second ordre-, et l'are qui mesure cette distance forme avec celui qui joint le point M au milieu de la corde ab un angle, nul ou fini, mais toujours di lièrent d'un droit. Cet angle, en elfet, est rigoureusement nul (|uand la courbe est un cercle, et ne peut être supposé droit quand la courbe est quelconque : car ce serait admettre que l'arc tangent en M coupe la corde ab entre ses extrémités.
21. Cercle de courbure géodésique. On appelle coa/Z'^/e géodésique totale d'un arc déterminé d'une ligne sphérique. l'angle extérieur {ovmv par b s arcs de grand cercle tangenl>
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:iux cxtiéiuiU's de cet aie , ou Tare qui mesure cet angle dans la circonférence de raj^on i ; courbure géoclésique moyenne du même arc, le rapport de la courbure totale à la longueur de laïc, et enfin courbure gcodcsique de la ligne considérée, en (haque point de cette ligne, la limite -j- vers laquelle tend la courbure moyenne d'un arc variable de cette ligne, ayant pour origine fixe le point considéré et décroissant indéfiniment. Si la ligne considérée est un petit cercle de la sphère, la courbure géodésique movennc d'un arc ([uelcouque est constante, et mesurée par 1 0 désignant le rayon s])hèri(nie du i)etit cercle.
^ tang 9 ^ j I I i
On appelle enlin cercle de courbure géoclésique vn un point ilune ligne spliérique le petit cercle de la sphère tangent à cette ligne eu ce point, situé du même côté par rapport au grand cercle tangent, et ayant même courbure que cette ligue en ce point. Le rayon spliérique 0 de ce cercle est donc défini
par l'équation
1 ea
tang G fis
lis désignant Tare élémentaire de la ligne considérée, et e^ Tangle extérieur des arcs de grand cercle tangents aux extrémités de cet arc, ou Vang/e de contingence géodésique ; et le pôle de ce cercle est appelé le centre de courbure géodésique^ ou le centre de courbure spliérique de cette ligne, pour le point considéré.
TuÉORiLME I. Le centre de courbure sphérique d'une ligne en un de ses points coïncide cwec la limite du point d'intersection de l'circ de grand cercle normal à la ligne en ce point, et d'un second arc normal, infiniment uoisin du premier. Démonstration. Deux arcs tangents infiniment voisins et les arcs normaux correspondants forment un quadrilatère spliérique birectangle oatb, dont l'aire est mesurée par l'une
ou l'autre de ces expressions o — r^,
o ^i — cosort) : la première exacte; et la
seconde supposant romission des infiniment petits du second ordre, t- . On a doue
(a) ''g^=-^-'- cos oa + z- ;
d'ailleurs
(!s = fl^ = 0 . sin ort 4- s ; ,
et l'on déduit de ces deux relations
tang<7o ds tang(
liai ao == Ô. 0, q. f. d.
On peut encore établir cette proposition en remarquant que les prolongements des arcs ao, bo sont normaux en a' et Z>^à la ligne a' b' supplémentaire de la proposée ab ^ et que l'arc élémentaire a' b' de la supplémentaire mesure l'angle de contingence géodésique correspondant e„ de la proposée. On a donc
Cg a' b' sin oa' cos oa i
"•^ '^^ sino« sin o« tangos
^2. l.e cercle osculalenren un point <? d'une courbe sphérique «èc étant, par définition, la limite d'un cercle variable passant constamment par ce point et par deux autres b et c de la courbe intiniment voisins du premier, le cercle osculateur en chaque point d'une ligne sphérique coïncide avec le cercle de courbure sphérique au même point, et c'est ce qui résulte du théorème suivant.
Théorème IL Le pôle du cercle osculateur [(jui est évidemment un petit cercle de la sphère) coïncide avec la limite du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment voisins.
Démons! ration. Soient o ie pôle du petit cercle passant par a. h , c ; m cl ji les milieux des arcs de grand cercle ab et bc\
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M et N les points des arcs ab et bc de la ligne considérée, pour lesquels, suivant le Lemme II, les arcs normaux M//, Nv sont perpendiculaires aux cordes ah et bc\ O le point d'intersection de ces arcs, et o) le point de
rencontre de ^^O et démo.
Les angles m M fz, //Nv étant différents
d'undroit, et Mp-, N vétantdu second ordre, il en est de même de /r/j7., nv. Il en résulte que les segments O oj, oo) sont du premier ordre, ainsi, par suite, que la distance Oo. Le point de rencontre de deux arcs normaux consécutifs et le pôle du cercle variable abc sont donc infiniment voisins, et les limites de ces points coïncident, c. q. f. d.
On peut encore regarder le cercle osculateur comme la limite d'un cercle variable tangent en a, à la courbe considérée ., et passant par un autre point h de la courbe, infiniment voisin du premier. Conservons, en elFet, la même figure, et menons, en outre, l'arc normal en a qui rencontre en I et / les arcs
Mf/O, m_o. On reconnaît encore que le segment 1/ est du premier ordre, ou que le pôle / du cercle variable dont il s'agit est infiniment voisin du point de rencontre I des arcs normaux en a et M ; et, par suite, que les limites de ces points coïncident.
Théorème III, tf/ie ligne sphérique ab et le cercle osculateur de cette ligne en un point a étant rapportés au grand cercle tangent en ce point j la différence des ordonnées curvilignes des deux courbes est du troisième ordre, l'abscisse commune étant du premier.
Démonstration. Consldérantle petit cercle, de pôle/, tangent à la courbe en a et passant par le point b:, menons au pointa de ce cercle l'ordonnée bp rencontrant en b' le cercle osculateur de la courbe au point a. Les deux cercles ab' et ab étant tangents en a et leurs rayons étant infiniment peu différents puisque, d'après le théorème précédent^ le premier esl la limite du second-, le Lemme I est applicable, et la différence bb'
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de leurs ui données esldu li oisièmc ordre. Or, le point h appartenant à la courbe primitive elle-même, bb' est aussi la diflerence des ordonnées de la courbe et du cercle osculateur; et le lliéorème est démontré. — La réciproque est vraie et s'établit aisément.
23. Théorème IV^ Chacun des arcs normaux à une courbe spJiérique quelconque est tangent à la déi'eloppée sphériquc de cette ligne, c'est-à-dire ci la courbe jormée par les intersections successives des arcs normaux à cette ligne ^ et Tare élémentaire de la développée est égal à la. différence correspondante des rayons de courbure sphérique de la ligne primitive . Démonstration . Soient a, b, c^. . ., des points successifs Pi„ ,,i de la ligne primitive, et o, o'..., les
points d'intersection des arcs normaux à cette ligne en a et /? , en ^ et c , etc.
Soient, en outre, a. la limite de o quand on suppose que, a étant fixe, b se rapproche indéiiniment defl; [^ la limite de o' (juandon suppose que, b étant fixe^ c se rapproche indéiiniment de b , etc., et sort a/3 la courbe formée par tous ces points limites, c^u la développée.
i). Si l'on abaisse l'arc a/> perpcîïdiculaire sur ^ob, on a dans le triangle opy.,
y.p = ox.sino.
Or le segment o y. est du premier ordre , puisque le point a est , par définition, la limite du point Oj il en est de même de l'angle o, puisque les points a et b sont infiniment voisins; la distance y.p est, par suite, du second ordre; et ce résultat suffit pour établir que l'arc fj^ est tangent en fi à la courbe ap, dont l'arc ^^ B est d'ailleurs du premier ordre.
a). En second lieu, la diHerence des arcs oa et ob étant an moins du second ordre (on peut, en elîet , établir qu'elle est du
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troisième), OU peut poser, eu négligeant les infiuimcut petits de cet ordre,
ob — o/î =: G , ou {[^b — p o ) — ( « rt -4- o a ) = o ;
ou encore
ip =^ ^^b — 'jin,
ifin
en remplaçant ao-f-o(3 par son égal, au troisième ordre près, arctzjS.
Corollaire. Un arc fini quelconque olÏ. de la développée , correspondant à l'arc al de la ligne primitive, est égal à la différence IX — a a des rayons de courbure sphérique de cette ligne en ses extrémités a et \. De plus , Concevant un fil partiellement enroulé sur la développée od et dont l'extrémité coïnciderait actuellement avec le point a , et déroulant ce fil^ la portion libre sera toujours dirigée suivant un grand cercle^ et son extrémité venanl coïncider successivement avec les points a , b , . . . , décrira la ligne primitive tout entière.
24. Hayons de première et de seconde courbure d'une ligne sphérique ; relation entre ces rayons , et représentation géométrique du rayon de seconde courbure.
Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui suit, les angles de contingence et de torsion en chaque point d'une ligne sphérique par les lettres e et /i ; l'arc élémentaire par o?y, les rayons de première et de seconde courbure par Ti et /'a, et, comme précédemment, Tangle de contingence et le rayon de courbure géodésiques par e^ et 7„-, enfin la lettre 0 désignera l'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère au même point. D'ailleurs, quand nous aurons à considérer, en même temps que la ligne primitive, sa développée sphérique, nous désignerons les éléments analogues de celle-ci par les mêmes lettres accentuées.
Cela posé , le rayon de première courbure /•, d'une ligne sphérique, ou le rayon du cercle osculateur, n'est autre chose,
d'après le Théorème II, que le rayon du cercle de courbure géodésique. Or le rayon sphérique 6 de ce dernier étant défini par l'équation
/V =r — r=: taili^ ô,
on a , pour son rayon dans le plan ,
?5) /-, = — = sinô;
les angles de simple contingence et de contingence géodésique étant liés par la relation
(6) <?^=tfCOS&,
déjà établie d'une manière générale, et dans laquelle 0 désigne l'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère: et l'on déduit aussi de ces deux dernières équations ,
(5,6) e=\Jds+c,\
pour l'angle de contingence ^rZ^io/z/e de la ligne considérée.
D'un autre côté, la surface polaire relative à une ligne sphérique quelconque se réduisant à un cône dont le sommet est an centre delà sphère, et ayant pour base sur celle-ci la développée sphérique de cette ligne , d'après les Théorèmes II et IV, l'angle de deux génératrices consécutives de ce cône, ou l'angle de torsion de la ligne considérée, est mesuré par l'arc élémentaire de la développée, qui est lui-même égal à dB. On a donc , pour le rayon de seconde courbure ,
ds ds d9 I
''=T = dô^ ^" ^ = -r/-
et si l'on a égard à cette relation, en différentiant l'équation (6) par rapport à *, il vient
d/\ dO cosô
— =:COse. — = ,
ds ds r-,
ou
r.. -— = cosO, ds
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dont la combinaison avec réqualion (5) l'ournii, par l'élimination de 0, la relation découverte par M. J.-A. Serret, entre les rayons de première et de seconde courbure d'une ligne sphérique ,
Enfin, si l'on considère, en même temps que la ligne proposée /, sa développée sphérique /', on a déjà vu que l'arc élémentaire de cette dernière mesure l'angle de torsion de la proposée, et l'on aperçoit aisément que son angle de contingence géodésique est égal à 1 angle de simple contingence de la proposée :
ds' =1 h, f'g^c ;
et si l'on divise ces équations mejnbre à membre, on trouvera pour le rayon de courbure géodésique de la développée
(8) /•' ^tangô'^-'-
Cette équation peut sécrire
(8') ..=-ii^
^ tangG'
a, rt', a" désignant trois points corrcsporiflanls de la ligne proposée, de sa développée et de la développée de celte dernière 5 Fig. 17. et comme le triangle rectangle «a' a" four-
nil la relation
tang« rt '
Ainsi, en chaque point d'une ligne sphérique , le rayon de seconde courbure est mesuré parla tangente irigononictrique de l'iiiclinaison, sur cette ligne , de l'arc de grand cercle qui joint le point considéré au centre de courbure sphérique correspondant de la développée.
25. Théorème V. Une ligna sphériqiw dont la première courbure [courbure absolue, ou courbure gèodésique) est constante, est un petit cercle de la sphère.
Démonstration. Le rayon de première courbure étant constant, il résulte de la formule (6) que l'inclinaison du plan osculateur de la ligne considérée sur le plan langent à la sphère est aussi constante : donc, le plan osculateur de cette ligne est un plan fixe , et celte ligne est un petit cercle ; ou bien le plan osculateur roule sur une sphère concentrique à la première, et d'un rayon égal à cosG. Mais, dans cette seconde hypothèse, l'intersection de deux plans osculateurs successifs serait tangente à la sphère intérieure, et ron sait, au contraire, que cette intersection est tangente à la ligne considérée et, par suite, à la sphère extérieure: cette hypothèse est donc inadmissible, et le théorème se trouve établi.
26. La détermination de la ligne sphérique dont la seconde courbure est constante, présente de plus grandes difficultés. La représentation sphérique de /'.j, que nous avons indiquée dans le n° 24, conduit cependant à une propriété de celte ligne, qui peut être utile pour sa définition ultérieure : à savoir que le grand cercle joignant un point quelconque de cette ligne au centre de courbure sphérique correspondant de sa déve^ loppée , coupe la ligne proposée sous un angle constant.
Il résulte encore de la définition même de cette courbe et des liaisons qui existent entre une ligne sphérique quelconque et sa développée, que un arc quelconque de la courbe est proportionnel à rare correspondant de sa développée sphérique. Cette propriété , ou la relation é({uivalente
sinô
^ constante,
taiigS'
se transforme , à la limite, quand le rayon de la sphère augmente indéfiniment, en celle-ci
t ?' p et p' désignant les rayons de courbure de la courbe plane
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iiaiisfoiméo cl de sa développée; et celte é([Utiiioii icpiesentc une spirale logarillimique. Oi\ la loxodromie sphérique s(> transformant aussi en une spirale, dans les mêmes circonstances, la possibilité de l'identité de ces deux lignes sphériqucs résulte de cette analogie. Mais nous verrons un peu plus loin que Texpérience contredit cette induction , et que la ligne sphérique dont la seconde courbure csl constante n'est pas une loxodromie.
Observation. On vient de supposer que « la relation -,= constante ayant lieu entre les t'ayons de courbure correspondants d^une ligne plane l et de sa développée 1', cette ligne est nécessairement une spirale logarithmique. Cette proposition, que nous aurons d'ailleurs à emplo3er dans la suite, peut être établie en quelques mots de la manière suivante :
Si l'on désigne par a , «', a'\ trois points correspondants de la ligne /, de sa développée /' et de la développée l" de celte dernière, la relation donnée exprime d'abord que l'hypoténuse aa" du triangle aa' a" coupe la ligne / sous un angle constant. D'ailleurs les élémenls correspondants des deux lignes /, /' étant, par suite de la même relation, dans un rapport constant, les lignes /,/' sont semblables, leurs éléments homologues étant rectangulaires. Enfin la ligne /' étant semblable à la ligne / est , comme celle-ci , semblable à sa développée /", les éléments homologues de ces deux lignes étant encore rectangulaires. Il en résulte que les lignes /, /" sont semblables entre elles et semblablemcnt placées. Donc la droite aa'\ (jui joint deux points homologues de ces lignes et qui coupe déjà la ligne / sous un angle constant, passe par un point fixe o, centre de similitude de ces lignes; et la ligne / est une spirale logarithmique.
l2T. Théoujeme \I. Toute hélice sj)hcri(pte est une développante d' un petit cercle de la sphère.
Première déntonslration. Poui<[uc l.i ligiu' (onsidi'icc soii
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une hélice spliérifjue, il faut cl il suffil, cVaprès un tlicorème dû à M. Bertrand , et que nous établirons plus loin , que le
rapport de ses deux courbures — demeure constant, ou,
d'après la formule (8), que le rayon de courbure sphérique 0' de la développée demeure constant : ce qui exige que cetle développée soit un petit cercle, la courbe considérée étant dès lors une développante de ce petit cercle.
Deuxième déinonstralion. On peut parvenir autrement à ce résultat en remarquant (jue la courbe formée par les extrémités des arcs de grand cercle tangents à une ligne sphérique quelconque, et égaux à des quadrants, peut être regardée comme le lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux tangentes de cetle ligne : si donc cette dernière est une hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphère. Or, on reconnaît aisément que la développée sphérique de la ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas général , deux lignes supplémentaires, ayant par suite même développée-, et comme, dans le cas actuel, la développée de la courbe auxiliaire se réduit à un point, il en est de même de la développée seconde de l'hélice sphérique, et la première développée de cette ligne se réduit à un petit cercle de la sphère,
Enfin, on parvient encore à ce résultat par les considérations ordinaires, en remarquant que la surface polaire relative à la ligne cherchée est un cône concentrique à la sphère, et ayant pour base sur cetle dernière la développée sphérique de celte ligne. Or la ligne considérée étant une hélice, le cône, qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur la sphère, ou la développée sphérique de l'hélice, est un petit cercle.
28. Expressions diverses du rayon de courbure géodésique d^une ligne sphérique.
i). Soit une ligne sphérique quelconque aa^ dont chaque point est défini par sa dislance sphérique r> à un point fixe A,
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pris sur la surface de la sphère, et par l'angle w que le grand
cercle qui mesure celte dislance fait avec le grand cercle
Fig. 18. fixe Ax. Menons les rayons vecteurs splié-
riques Art = p-, Aai= p -\~ fîp, ainsi que les arcs de grand cercle at, ait tangents à la courbe en a, rtj -, décrivons, du point A comme pôle, l'arc de petit cercle a a el menons les rayons crt, ccc, de ce cercle; désignons enfin par V et \ -i- d\ les angles aigus sous lesquels les arcs Aa, A^i coupent la courbe
en rt,ai; et par doi l'angle «Art, ou son égal aca.
Le triangle aaai , rectangle en a, donne d'abord pour l'arc élémentaire de la ligne considérée
= sj:
Ip H- doj sin^j ;
la substitution de la portion de zone Art a au quadrilatère sphérique Aata^ et l'évaluation directe de l'aire de ce dernier fournissent ensuite l'égalité
( I — ces p ) f/w =<Y w + d\ — t'g , ou
(è) eg= dW -h ciM.cosrj.
Cela posé, si Ion prend d'abord l'angle w pour variable iiidépendanfe, on aura, comme on sait,
tangV =; smp: -y- = sinp:p ,
dY
p - ces p — p sin p p'-+sin'p
Cette valeur, substituée dans la formule [b) , donne la valeur du rapport -.^-; et comme ia formule (a) fournit l'expression
du rapport — » en divisant ce rapport par le précédent on
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Uou\e enlin
9) r„=tany5=— = r~ ,. rr-.
eg cosp.sin'^p 4- 2p -cosp — tj sinf-
Supposons, eu second lieu, que l'on prenne Varc s pour variable indépendante, ou aura dans le triangle a 5; «,
cosV = — ^ = c'
(Is '
d'où
On déduit d ailleurs de la formule («),
lis sin 0
et si l'on porte ces valeurs dans léquatiou [b) , préalableuieut divisée par ds, on trouve
(9') ., = .ans9- -"W—P"
( I — p'^ ) cosp — p" sin p
2). Enfin, en désignant par/j Tare de grand cercle abaissé
de l'origine des rayons vecteurs sur l'arc tangent au point a
delà ligne considérée , et regardant p et p comme formant
un système particulier de coordonnées, on a, eu généralisant
une formule d'Euler,
, „ , , sin p . fl?p
(q ) 7v — tan^ ô = •— -: — C.
^•' ' o ^ d.smp
Pour établir cette formule le plus simplement possible, sub- F>S- '9- stituons à la courbe considérée sou cercle
osculateur en a, dont le pôle est a' -^ me-
^ ^-^-^\ nous Aa', posons aa' =^ 9 et Art' = a,
I A/ Le triangle rectancle Apa donne p
sinyj = sin p . sin A ap =r sin p cos A na' ;
et si Ion substitue cette valeur dans la formule
fos 7. = cosO.cosp + sinO.sin p . «os Affc/',
DES LIGNES SPHÉRIOUES. 4^
louinie par le triangle A.aa', il vient
cosa = cos6».cosp -I- sinG.sin/-» ; d'où
cos9.sinp.c/p =: smh .dsïnp,
ce qui est la formule énoncée.
On peut encore établir directement celte formule en abaissant les arcs Ap, Api , perpendiculaires sur les arcs tangents eu a, «1 , et dont le second rencontre en g l'arc tangent en rt, de manière que pig = r/p. Les triangles infinitésimaux Aaa, , apiÇ, et le triangle rectangle Apa fournissent les relations
do I sin <?/>», s,in ap
cosV e„ />,(/ dp
. — ,, sinp sinV ,^ sinp.cosV
s^n c/p =r tang/» . cot V — ■ cot V = ■ ,
cos/>» cosp
dont la multiplication membre à membre donne, après simplification, la formule cherchée
ds s'mp.dp &in p. dp e„ cos p. dp d.sinp
Remarque I. La formvile (9) ne diffère que par la notation de l'une des formules données par Gudermann sur cette matière i^Grundriss der analytischen Spharih, page 34)-
Remarque II. La formule (9") suppose que l'origine des rayons vecteurs soit située du même côté que la ligne sphérique elle-même, par rapport au grand cercle tangent à celte ligne au point considéré. Elle devrait s'écrire
sin o.dr.
(q ) /-. = tang9 = —^ — '-
dans le cas contraire.
29. application des formules précédentes à relapse et à la loxodromie spliériques.
1). Supposons d abord \ ellipse sphérique rapportée à son centre o; et concevons l'ellipse plane également rapportée à
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son centre, qui «ui est la perspective sur le plan langent en o, le point de vue étant au centre de la sphère : la considération de cette dernière, si vitilenient employée déjà par M. Borgnet, dans son excellent Essai de géométrie analytique de la sphère (Tours, 1847), devant nous dispenser de tout calcul nouveau, par l'emploi des formules bien connues relatives à l'ellipse plane. L'équation de celle-ci, suivant les coordonnées particulières /-et p, est
«, b, r et p désignant les demi-axes de l'ellipse plane, ou les tangentes trigonométriques desdemi-axes del'ellipse sphérique; le rayon vecteur d'un point quelconque de la courbe, et la dislance du centre à la tangente en ce point. On aura donc, poivr l'ellipse sphérique rapportée aux coordonnées analogues p et />, Téquation
tang'/) {a- -\- b- — tangV) = «'/»% ou
(c) sin^/) (rt- b- -\- a- -+- b' — tang-p) ^a'' b'' :
de là, en difierentianl et appliquant ensuite la formule (9"),
do (a- b' -ha- -\- b' — tang'p) d.s\np — siny;. tangp . — ^ = 0,
sinp.dp ( a- b' -h- a^ -+- b- — tang p) cos'p a'' b- cos^p _
d.sinp sin/p sxn^p '
(10) /•^.= tangO — rt-/;\-T— C-
A Fexlrémité de l'un des axes, de l'axe 2a, par exemple, la
formule devient
_ b' rang- f>
•"''^ n tanga
2). Supposons, en second lieu, Y ellipse sphérique rapportée à l'uji de ses foyers f , pris pour origine, et cherchons d'abord son équation entre les coordonnées p et p.
On a
A/' SU!/- = sin p . sm V = sin p . cos / = sm p cos -,
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V ei i désignam les angles complémentaires que forme le rayon vecteur/m avec l'arc tangent et l'arc normal en vi : le triang\efmf' donne d'ailleurs la lelation
___ /sin(a-f- 7)sin(a — 7]
• TT /'"/' . /sin(a-4-7)sin(a — 7)
Sin V = COS = t / : : 7
/^^ / 2 V smpsmp'
sinp sin(2 a — p) ' et l'on en déduit, poui l'équation de l'ellipse,
sin 0
(e) sin'o = sin(a H- 7) sin(a — 7). -: — ; '——f
^ ' ^ ^ ' ^ sm(2a — p)
le grand axe et l'excentricité de la courbe étant représentés par 2a et iy.
Différentiant cette équation, et ayant égard à la formule (9"), il vient d'abord
1 sin p . d sin p = si n ( a + 7 ) sin ( a — 7 )
sin ( 2 a — p ) cosp -f- sin p ces (2a — p ) sin- (2a — p)
sin 2 st. sin (a H- 7) sin (a — 7)
— : '/ ^ •do,
Sm-(2a — p)
sinp.<7o 2 sin p sin « sin- (2 7. — 0)
tang S = —A — '- — -. ^^^ ,V '^ , •
d. sjnp sin 2 a . sin (a + 7) . sin (a — 7)
i)e là enfin, en remplaçant sinp par sinp sin\, et utilisant la formule [d),
2 sinV
sin'(x-f-7)sin^(a — 7
2sinV. sin^û.sin'(2 a — o) ' sin* V
tango = ^^ ■ — — = '■
sin 2 a sin (a -h 7) sin (a —7) sin 2 a. sin (a + 7) sin (a — 7)
/ X „ 2sin (7. -h7)sin(« — 7) l
(il) r. =:tang9= ^ '-^ L il.
sin 2 y- sin= V
On peut d'ailleurs introduire dans cette formule l'arc nor-
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mal in/i=^]V teiininé à l'axe ioca\JJ'. Car si lou désigne par n la bissectrice de l'angle intérieur m d'un triangle rectiiigne JniJ', par /• et /' les côtés adjacents, on démontre aisément cette formule
1 ; = 2 cos - :
et en regardant ce triangle comme la perspective sur le plan tangent en vi (Ui triangle spliérique^)??/'. on en déduit pour ce dernier
5 j 5 ^ = 2 sm V :
tang-i tang(2 7. — 0'
d'où, par des transformations successives,
tangN sin ('04-2 y. — ç. : 1= tangN sin 2 a = 2 sin V sin 0 sin [iy. — 0 ) j
ou, en multipliant par sinT et remarquant que
sinp sin (2a — c/ sin^ V = sin ( a + 7 '■- sin [y. — 7 ) ,
d'après la formule {d) .
2 sin ,' a -4- 7 1 sin ( a — 7 )
tangN. smV = ■ t^ ^ ^
^ sm 2 a
c{ui, combinée avec la formule (11), nous donne enfin
tansN tanuN
1 2 ) tang 9
sin- V cos' /
Remarque I. Le produit tangos .sin\ étant constant, il ré^ suite de la formule (n) que /c rayon de courbure géodésique en chaque point d'une ellipse sphêrique est proportionnel aiL cube de la tangente trigononiéfrique de la portion de Varc normal à la courbe en ce point, terminé à Vaxe focal.
Remarque II. La forraide (12) démontre immédiatement celle construction du centre de courbure géodésique de l'ellipse splîérique, à laquelle j'étais parvenu par d autres considéralions (*) : Par le point de rencontre de Varc normal et de
{■*} Des Mrihod-f en Ccomciric, pao;c 87. (Mallol-Bachelior, iH.t'i. i
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r axe focal, et perpendiculairement au premier , mener un arc de grand cercle terminé au rayon vecteur gui joint T un desfojers au point considéré; et élever, par son extrémité^ un arc de grand cercle perpendiculaire au rayon vecteur et rencontrant Varc normal au point cherché.
3). La ligne aa^ étant une loxodroniie ayant pour pôle Tori-
gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vecteur Aa = p d'un point quelconque de la courbe et Tare A/7 = />, perpendiculaire au grand cercle tangent en <7, la relation
(y s'mp =r. sinp. sin V ,
d.sinp =-■ sinV.cosp.r/p,
puisque, par la définition même de la courbe, 1 angle V est constant; et Ton trouve, en appliquant la formule (9"),
tanirp .3) '-8" = lî^'
Otl
cosA<7c(' = tang A«.cot<m';
a' étant le centre de courbure géodésique de la loxodromic en a [voir la figure de la page 42). Il résulte de celte formule que le triangle a A a' est rectangle en A, de sorte cjue le centre de courbure géodésique, en chaque point de la loxodromie, s'obtient par la même construction que le centre de courbure de la spirale logarithmique qui en est la projection stéréographique. Mais Là s'arrête d'ailleurs l'analogie entre les développées plane et spliérique de ces deux lignes. Car si le triangle «Aa', rectangle en A, est supposé rectiligne, l'angle Aaa' étant constant, il en est de même de l'angle Aa'a, qui est précisément égal à V ; et de là résulte l'identité de la spirale et de sa développée. Mais si ce triangle est spliérique, l'angle Aaa' étant constant et le côté Aa variable, l'angle Aa'a ne saurait être constant; et, par suite, la développée sphériquede la loxodromie' n'est pas soumise au même mode de eonslruc-^ lion {{ue cette ligne elle-nîême.
Si l'on abaisse encore Kp' perpendiculaire suraa'. on aura,
en posant Aa = o', h.p' =^p' . et désignant par Ô' le rayon de courbure géodésique en a' de la développée de la loxodromie,
sino'.r/v' tariez =z
d.sinp' mais on trouve aisément sur la figure
sinp ^ tangp'.tangV, sin/j' = sino.cosV, (/' ) sinp' = sin V . tang &' ;
de là , en dillérentiant et substituant dans l'expression de
tang 6',
sin&'.ros-/--' sin ô . cos- j^^'
tani; r = '— =: ,
* sin^ tangV
ou encore
sinGi taPL'V
tang G CCS- p
/•j désignant [roz/'page Zy, formule (8')] le rayon de seconde courburede la loxodromie. Il résulte de cette dernière formule,
dans laquelle — —, est un nombre variable, cette conséquence
négative déjà annoncée ( voir page 38- u° 2()) que fa ligne sphérique dont la seconde courbure est constante n est pas une loxodromie.
Des enveloppes spJiêriqucs.
30. De l enveloppe sphérique dune série d'arcs de grand cercle passant par les différents points d' une ligne donnée^ et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constant, ou qui varie suivant une loi donnée.
Soit j' le point d'intersertiou de deux arcs de grand cercle
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ifiniment voisins «/, a,/, coupant sous les angles a et n-'r-da Fig. jo ^^ ligne sphériqueaai. Menons les ar( s de
grand cercle tangents à cette ligne en a, «1, se coupant en t et formant en ce point un angle aigu qui est l'angle de contingence géodésique e^ de la ligne aa^ dont nous désignerons l'arc élémentaire par ds. Le triangle infinitésimal iaa, donnant la
/> (Is . sin n
on voit que la position du point / sera déterminée si Ton parvient à une seconde expression de l'angle i. Or il suffit, pour la trouver, de recourir à une méthode déjà employée, en assimilant d'abord le quadrilatère sphérique iata^ à une portion de zone , et en évaluant directement ensuite l'aire de ce quadrilatère. On obtient ainsi l'égalité
ou
' ( I — ces ia ) =^ i
/> e^r-h da
dû.
COS/fl
dont la comparaison avec la relation (a) fournit la formuh cherchée
ds
tang ai = sina ,
?»+ da
Si l'on suppose, en outre, que par les mêmes points de la ligne aai on mène des arcs de grand cercle perpendiculaires aux précédents et se coupant en //, on voit aisément que la position-limite de leur' intersection est donnée par la formule
tang «rt = cosfl .
ds
da
a el da ayant les mêmes valeurs numériques et 1
e même signe
que dans la formule (i) : nous ferons dans la suite un usage irès-fréquent de ces formules.
Examinons, en particulier, le cas où les arcs ai coupent la ligne aai sous un angle constant : da sera nul dans la formule (14)7 -- représentera la tangente trigonométrique de
Tare «a' normal à la ligne donnée et terminé à sa développée ;
et l'on aura
tani;c// = sin^, tangort',
ou
fanga/= tang^rt' .cos/(7rt',
qui démontre que le triangle iaa est rectangle en /. Donc, ^r' par chacun des points d une ligne sphérique on mène un arc de grand cercle coupant cette ligne sous un angle constant , le point où Tun de ces arcs touche son em'eloppe s'obtient en abaissant, du centre de courbure géodésique correspondant de la ligne proposée ^ un arc de grand cercle normal à lare considéré . On a, comme on sait, une construction analogue pour les courbes planes (Réaumur)^ et la détermination du centre de courbure géodésique de la loxodromie présente une application inverse de cette construction.
31, De C enveloppe sphérique d'une série d'arcs de grand cercle^ dans le cas oit chacun de ces arcs est défini par deux de ses points. Hayon de courbure d'une roulette sphérique y applications diverses.
Soit aba' un arc de grand cercle mobile , et supposons que son mouvement sur la sphère à laquelle il appartient soit défini par les mouvements simultanés de deux de ses points a et b^ qui décrivent dans le même temps les arcs très-petits ««j et hbi : l'arc mobile occupant dans 1 instant suivant la position Uyhi. La limite du point d'intersection a! des deux arcs infiniment voisins ab^ «i Z?i, c'est-à-dire le point où l'arc mobile ab touche son enveloppe, s obtiendra (comme dans le cas analogue du problème relatif à l'enveloppe plane d'une droite mobile) par la comparaison des triangles a'aoi, a'bb^ : ces tri-
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angles
doi
iinent
, eu effet , ■^-, aa,.smn
; bb^. sin b
a =— r TT
sin a' b
sin a' a
d'où
sinfl'a _
aa, siurt
sina' b
bb, sin/»
Considérons d'une manière spéciale la roulette sphériquc aai engendrée par le point a invariablement lié à la ligne b'b\ qui roule sur la ligne fixe bbi'^ la ligne fixe, la ligne et le point mobiles appartenant à une môme sphère : et regardons les lignes fixe et mobile comme des polygones spliériques de côtés infiniment petits et égaux deux à deux ; l'angle extérieur de deux côtés consécutifs de l'un de ces polygones pouvant être pris, à la limite , pour l'angle de contingence géodésique de la ligne correspondante.
Cela posé, les deux polygones étant actuellement en contact suivant les éléments b^b, b\ b' ^ le mouvement de la figure mobile dans l'instant suivant cojisistera en une rotation s'effec-
tuant autour du diamètre o^, et eu vertu de laquelle le point mobile décrira un petit arc de cercle ««j, ayant pour pôle le point b 5 l'angle
décritaè«, étant égal kbibb\ , e'est-à-dire à e^ ± e^ : par suite, en posant ba = p^ bbt = b'b\ =zds^ et désignant par r„, r^ les rayons de courbure géodésique en ^, b' des lignes fixe et mobile, on aura
bb, = ds.
= (^^±4) sinp = r/^ (7 — Z ) ^'"^'
d'où
hb,
sin p.
On voit d'ailleurs que les arcs ab-, a^b^ sont normaux à la roulette en «, ay\ et qUe, ces deux arcs allant se couper au
point a', la limite de aa' est le rayon de courbnre sphérique de la roulette en a : nous le désignerons par 0, et Jious appellerons Y rinclinaison de l'arc ab sur la ligne fixe hb^. Or, la comparaison des formules (Z>) et [b') donne, en remplaçant sin« par i et sinZ» par sinV. la formule cherchée
sin (9 — pj \/v /•. / sinV dont nous allons faire quelques applications.
i). Que l'on considère en particulier la cycloïtle sphérique engendrée par un point de la circonférence d'un petit cercle de rayon sphérique R roulant sur un grand cercle de la sphère : on aura d'abord , en posant r^ = oo , '^ = tangR,
sm(e — p) smV.tangR
Si Ton abaisse ensuite du pôle du petit cercle un arc perpendiculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon en deux parties égales, on aura dans le triangle sphérique résultant
sinV= rotR
.tang'-,
OU
sinV
. tangR = tang- :
d'où, en substituant dans la
formule
précédente,
sinô
sinf
2COS'
'| = I+COSp.
sin(0 —
^'^ tang
On
déduit de cette
dernière
tn
inrrQ
sinp
COSp)
I — COSp — COS'p
Cette formule a déjà été donnée par Gudermann [Grundriss der analytischen Sp/icirik, p, 46), mais sans construction 5 et sous sa forme actuelle elle en parait, en effet, peu susceptible. Toutefois, si Ton calcule au moyen de cette formule la valeur de tang(0 — p) , on trouve, toutes réductions faites, cette équation très-simple :
[jr,) tang(9 — p) = sinp,
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qui conduit à la construction suivante : Sur le nijon vecteur sphcrique p, qui joint le point décrivant nu point de contact actuel du cercle mobile sur le grand cercle fixe, construire un triangle rectangle dont l'angle droit soit adjacent au point de contact, l'angle adjacent au point décrivant étant de 45 degrés j et rabattre le second côté de Vangle droit de ce triangle sur le prolongement du premier^ l'extiémité de cet arc rabattu est le centre de courbure sphéricjue de la cycloide, au point considéré.
2). Considérons encore, avec BernouUi et Clairaul, l epicycloïde engendrée par un point d'un grand cercle de la sphère roulant sur un petit cercle fixe.
Le lieu des intersections successives du grand cercle mobile est ici, abstraQtion faite du petit ceicle directeur, un petit cercle symétrique du premier par rapport au centre de la splière; et, comme le grand cercle mobile représente, dans Tune quelconque de ses positions, le grand cercle normal à l'épicycloïde ou le grand cercle tangent à sa développée, on voit que cette développée est un petit cercle de la sphère : et répicycloïde elle-même, d'après un lliéorèmc démontré, est une hélice sphérique dont Y axe est perpendiculaire au plan du petit cercle directeur, c'est-à-dire une courbe rectifiablc ^ comme toutes les liélices. On retrouve ainsi, mais d'une manière intuitive, et en donnant un nom à la courbe, le seul cas, déjà rencontré par BernouUi et Clairaut , où une épicycloïde sphérique soit reclifiable [Mémoires de V Académie des Sciences^ i^Sa).
3). Problème. Trouver sur la sphère la ligne dont le rayon de courbure sphérique est double de l'arc normal terminé à un grand cercle fixe.
Regardant . à cet effet , la courbe cherchée comme une roulette décrite par un point a invariablement lié à une courbe, de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand cercle fixe dont il s'agit, nous ferons dans la formule (B)
et il viendra
sinas 1 sinp i sin- p
d'où
sinp J-g sinV Vg sin/!> " acosp.sm^
Il • ^ o 1 , , i / sinprfo
dont la comparaison avec Ja formule eeneraie /„ = — - — -
^ s cl.smp
fournit enfin l'équation différentielle de la courbe auxiliaire
cherchée ,
sinp.c/& sin^o 2cosp.r/o d.sinp
~j-^. = ^r— 5 ou r^^ '- = — ^ ,
fl . smp 2 ces p sm p sin p sin p
d'où
sin^p = C sinyw, ou
{x;) sinp = CsinV.
Si Ton rétablit dans cette formule l'indétermination deTu" nité de longueur, et si l'on suppose ensuite que le rayon de la sphère augmente indéfiniment, elle devient à la limite p = C'sinV et représente une circonférence passant par l'origine des rayons vecteurs. La courbe correspondante sur la sphère est beaucoup moins simple, et son équation on p et w ne peut être obtenue en termes finis que dans le cas où la constante C est égale à l'unité, auquel cas on trouve
e (tangy —
4). Problème de Cardan sur la sphère. Tromper la ligne sphérique qui en roulant sur un pelit cercle donné engendre, par un de ses points, ou par un point qui lui est lié invariablement, un grand cercle de la sphère.
Si on modifie la figure sphérique déjà employée, de manière que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mêmes relations de position que les deux cercles du théorème de Cardan, on aura l'équation
sin 9 / I I \ sin p
sin (0 — p) ~ y-g r^j sinV "
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l'aisaiit dans «elle éciuation 6 = -,ô — p =z n, el résol-
\aiit par rapport à -, ? il vient
sinV I s\nu
rg. r„ sinp.COS|0 r„ sin^pCOSp
/g désignant le rayon de courbure géodésique du cercle fixe, /g la grandeur analogue pour la ligne mobile cherchée ; et p et p les coordonnées, déjà employées, d'un point quelconque de cette ligne, prises par rapport au point décrivant, considéré comme origine. Si Ton remplace enfin dans la dernière formule ~ par -T-^ — V-' on obtient cette équation ditlérentielle de r^ ^ smp.ap ^
la courbe cherchée
(l.&inp sin/? I
sinp.rfp sin^p.cosp r^
que Ton peut écrire
en posant
sin/5 = V, cosp = X.
Or, celte dernière équation étant linéniie^ on trouve en l'intégrant
et l'on en déduit v(^i\.e première équation de la courbe cherchée
, ^ . sino tantro
[Xij sin/>= — i 2^-}-Ctangp.
Dans le cas où la sphèn,' se transforme en un plan, on a
et, en supposant nulle la constante C,
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qui représente un cercle décrit sur l'un des rayons r du cercle fixe comme diamètre. Il en résulte que le théorème de Cardan renferme seulement une solution particulière du problème général.
Supposant pareillement nulle la constante C de l'équation (xs) relative à la sphère, il vient
sin^û siri-p sin-p
sm-V=-i '-—■> -r~, '—j:=- 1_, p^ = rgCOS,'p — sm^p;
gCOS^p sin^^p -h p^ r^cos-p
ou
Vr^cos^p — sin^p
dont rintégration ne peut s'effectuer algébriquement.
Si l'on suppose que la base de la roulette soit un grand cercle, ou, si l'on pose r„ = oo dans la formule (x^) , elle devient
(x'j ) sinp = C langp.
Si la constante C est inférieure à l'unité, cette équation représente la développée sphérique d'une loxodromie [voirpa^e 44, formule {f')^- Et la courbe qu'elle représente, dans le cas le plus général, se transforme en une spirale logarithmique quand le rayon de la sphère augmente indéfiniment.
5). L'élégante méthode à l'aide de laquelle M. Bresse a pu résoudre d'une manière complète le problème de la construction du rayon de courbure , pour une classe très-élendue de courbes mécaniques planes, repose, abstraction faite de toutes considérations de cinématique, sur ces deux théorèmes de géométrie ;
Dans le mouvement d'une figure p/a/ie, et à une époque quelconque de son mouvement ^
1°. Les cetitres de courbure des lignes enveloppées par les diverses droites de la figure mobile, aux points oii ces droites les touchent actuellement ^ sont distribués sur une première circonférence ^ passant par le centre instantané actuel de rotation^ et tangente a In ligne décrite par ce centre;
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2°. Les points de lajigure mobile dont les trajectoires ont actuellement un rayon de courbure infini^ sont également distribués sur une seconde circonférence , symétrique de la première^ par rapport au centre instantané de rotation.
Le mouvement d^une figure sphérique sur la sphère à laquelle elle apparlient, présente-t-il des propriétés analogues?
Cherchons d'abord, pour répondre à cette question, le lieu des points de la figure mobile qui décrivent actuellement des arcs de grand cercle^ ou dont les trajectoires ont actuellement un rayon de courbure géodésique infini. Il suffit pour cela de faire
6=-, sinô^i et sin(Ô — pj— ;cosp,
dans la formule (B)^ et Ton trouve ainsi, en remplaçant V
par w 5
I ds
[xA sinpcosû = Csinw, C = =r — — ,
' "^ "^ 1 _, I rfw
pour équation de la courbe cherchée, cjui n'est pas un cercle comme dans le plan, mais bien une courbe du troisième degré représentée, suivant le système de coordonnées de Gudermann , par cette autre équation
{.t\) ( tang'Ç 4- tang-/î) (i — C tang n] — C tang -/î = o.
En second lieu, il est facile de voir que sur la sphère il n'existe plus, comme dans le plan, une courbe spéciale lieu géométrique des centres de courbure sphérique des lignes enveloppées par les divers grands cercles de la figure mobile; et c{ue ces centres peuvent couvrir la sphère tout entière : le centre de courbure de la ligne enveloppée par un grand cercle quelconque coïncide, en effet, avec le centre de courbure de la trajectoire décrite par le pôle de ce grand cercle; et les centres de courbure des diverses enveloppes sont, par suite , disséminés d'une manière quelconque sur la sphère, exactement comme les centres de courbure des trajectoires correspondantes.
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Néanmoins, si l'on sait qu'un grand cercle de la figure mobile tourne autour d'un point fixe , son pôle décrivant un grand cercle, on connaîtra un point de la courbe
sinp cosp = C sin w,
qui est complètement déterminée par la connaissance de trois de ses points, et que Ton pourra utiliser, quoique avec beaucoup moins d'avantage que la circonférence qui lui correspond dans le plan, pour la construction du centre de courbure sphérique de la trajectoire d'un point quelconque de la tîgure mobile.
licniarque I. Si on pose, dans la formule (B) ( i'o;/page 52),
doù
sin (G — p ) = I t't sin fi = cos p, on trouve 1 équation
sin oj = ( — ± — ) tango :
elle représente une ellipse spliérique, capable d un angle droit, et dont ïaxe hypoténuse est normal à la ligne des centres instantanés de rotation; et cette ellipse d ailleurs est le lieu géométrique des points de la figure mobile dont les centres de courbure des trajectoires sont situés à 90 degrés du centre instantané de rotation. La courbe actuelle présente donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonférence, lieu des points sans accélération centripète, employée par M. Bresse; et se transforme aussi en cette circonférence, (|uand le rayon de la sphère augmente indéfiniment.
Remarquai II. Las points de la figure mobile situés sur r ellipse spliérique , capable d\in angle droit., et ayant pour axe hypoténuse le rayon de courbure spliérique de la ligne mobile, ont leurs centres de courbure spliérique distribués sur une seconde ellipse .f de même nature que la précédente, et ayant pour axe le rayon de courbure sphérique de /rt ligne
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fixe : en appelant ligne fixe la courbe des centres instantanés de rotation , et ligne mobile la courbe qui , en roulant sur la première, produirait le mouvement considéré de la figure primitive.
Sur ch\'ers usages du principe de dualité qui résulte^ sur la sphère, de la théorie desjigures supplémentaires.
32. Le principe de dualité qui résulte, dans la géométrie de la sphère, des propriétés des figures supplémentaires, est connu depuis longtemps, et on en a tiré déjà un parti considérable pour l'étude de divers lieux géométriques, et de certaines courbes enveloppes.
Il nous parait toutefois que l'on n'a guère considéré jusqu'ici dans ce principe que luii des aspects qu'il présente, et d'après lequel, à chaque horizon découvert dans une première exploration géométrique, correspond un second horizon, aperçu seulement par les yeux de l'esprit, et n'ayant exigé aucun eiïort, aucun déplacement nouveaux. En d'autres termes, on a vu surtout dans ce principe un précieux moyen de multiplication des vérités déjà acquises, sans apercevoir peut-être, dune manière assez nette , qu'il présente aussi un mode remarquablede transformation à l'aide duquel un problème de géométrie infinitésimale se ramène , dans un grand nombre de cas, à un problème de géométrie finie : la méthode infinitésimale intervenant seulement, et une fois pour toutes, dans l'établissement des liaisons existant entre deux lignes supplémentaires : les problèmes suivants nous offriront divers exemples de cette transformation.
33. Considérant une courbe quelconque niin\ l'arc tangent en un point m de cette courbe, et les arcs fp., f'p\... menés des foyers donnés/",/'... perpendiculairement au premier-, les arcs pfet p'J', prolongés, se coupent en un point M qui est le pôle de l'arc tangent pmp' ctqui appartient à la courbe MM'. supplémentaire de la proposée . les points m et M étant d'ailleurs
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deux points correspondants de ces courbes. Si donc, posant
yp=P, f'p' = p\...y ou cherche à définir la ligne sphérique dont l'arc tangent en chaque point possède la propriété exprimée par l'équation
? [Pi /*'> • • • ) = constante,
la ligne MM', supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie par l'équation
p, p',.., désignant les rayons vecteurs /M, /'M,... complémentaires des arcs/^, /^',
a). Théorème I. w, m\... désignant des coefficients constants , la courbe représentée par V équation
(i) m . ûnp -4- m' . sin// + . . . = constante,
est un cercle. La courbe supplémentaire est, en eilet, délinie par l'équation
(i') m .cosp + w'.cosp'H-. . . =: constante,
qui représente un cercle, comme on Ta vu précédemment ( voir page 26, n" 3 ) .
b). Théorème II. La courbe
est un cercle.
La courbe supplémentaire est, en effet, définie par l'équation
. p sm-
[2 ) cr: constante,
sin -
([ui exprime que le rapport des dislances rcvfdignes d un point
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quelconque de la courbe aux deux foyers /, /' est constant : cette courbe est donc un petit cercle, intersection de la sphère proposée et dune seconde sphère, dont le centre est quelque part sur la droite J^'.
c). Théorème III. La courbe
COS P
(3) ^ = constante
^ ' COS
est une ellipse sphérique, enveloppe d'un quadrant dont les
extrémités glissent sur deux grands cercles donnés : la courbe
supplémentaire
sino (3 ) -7— S — constante
^ ' sinp
est, en eiTet, une ellipse sphérique, capable d'un angle droit (Vannson, Nouvelles annales de Mathématiques ■ i858, page 253).
d). Théorème IV. Lacourbe
(4) yp -h /»'= constante
est une ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en effet l'eprésentée par Féquation
(4') p -h p'=: constante,
qui est Tune des définitions de l'ellipse sphérique- et l'on sait que l'ellipse a pour supplémentaire une autre ellipse. e). Théorème \. La courbe
(5) sin/i.sin/?'=±: constante
est une ellipse, ayant pour foyers les points f^j' .
Prenant, en effet, comme dans le n° c), le milieu de l'arc ff = 2C pour origine des coordonnées polaires /■ et oj , on a pour la courbe supplémentaire,
cosVcos-c — sinVsinVcos^w = /% cos-c — sin=c.tangVcos'w = Â^ (r H- tang-/);
ou, en remplaçant tang^/'cos'o) et tang^r par tang*^ et tang^ I -h tang- n respectivement ,
(5') (X^+ sin-f ) tang'ç 4- /- tang-iQ ;= cos'c — X- :
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Equation d'une courbe du second degré ou d'une ellipse sphérique, d'où Ton déduirait aisément l'équation de l'ellipse primitive, de manière à constater que cette dernière a précisément pour foyers les points /^ Gtf.
Observation. On pourrait aussi étudier directement plusieurs des courbes précédentes, en employant d'une manière convenable les formules
r„=~-^. — ^, cosV=±— ^• rt.sin/? ds
Reprenons, par exemple, la courbe
[s) sin/j sin// = constante,
et désignons par p et p' les rayons vecteurs qui joignent un point quelconque de cette courbe aux deux poinlsyety. On a cette double expression du rayon de courbure géodésique de la ligne cherchée,
sin o.r/o sin r/.r/o'
ci.sinp a.sinp
d'où
, . sino.r/o . , sino'.do' d.smp = — ■ '- et d.sinp == — ■ -:
et si l'on porte ces valeurs dans l'équation différentielle
ci.s\np d.sinp'
s\np sin/v
déduite de l'équation (5), on trouve, successivement,
sino.r/o s'\n fi', ci f/ do dp'
ûx\p sin/;»' ' sinV sinV
ds. co%Y , ds. cosV ^^ _, ,,,
+ — : — = o, tanf, V = ± tang \ :
smV
rosV ^dzcosV,
: o, OU d o^ftZ dr/ z= o:
sinV
on
donc aussi
ou
ds ~
do'
DES l.IGAES SPHÉRIQUES. 63
d'où enfin
prh p'= constante,
qualion d'une ellipse spliérique.
34. De la ligne spliérique ayant pour podairc un grand on un petit cercle.
La podaire d'une ligne spliérique quelconque, relativement à un point o pris arbitrairement sur la surface de la sphère, et la supplémentaire de cette même ligne, sont deux courbes à rayons vecteurs complémentaires, l'origine de ces rayons étant au point o : il en résulte, en prenant le centre de la sphère pour point de vue, et le plan tangent en o pour plau du tableau, que les perspectives de ces deux courbes forment deux lignes planes à rayons vecteurs réciproques, ou simplement deux lignes réciproques par rapport à l'origine o; et ces relations entre la podaire et la supplémentaire d'une ligne spliérique permettent de résoudre d'une manière très-simple les problèmes suivants :
a). Problème I, La podaire étant un grand cercle^ trouver la ligne primitive.
Solution. La perspective de la ligne cherchée est une ligne |)lane dont la podaire relative au point o est une ligne droite; c'est donc une parabole ayant le point o pour foyer : et la ligne cherchée elle-même est une conique spliérique ayant l'un de ses foyers au point o. D'ailleurs si on veut la définir avec plus de précision, il suffît de remarquer que la podaire et la supplémentaire de la ligne cherchée se projettent suivant deux lignes réciproques par rapport à l'origine o. Or, la projection de la première étant , par hypothèse, une ligne droite, la pro-* jection de la seconde est une circonférence passant par l'origine; et la supplémentaire de la ligne cherchée est l'ellipse sphérique, capable d'un angle droit, dont le point donné o et le pôle du grand cercle podaire sont les extrémités de l'axe hypoténuse. La ligne cherchée est donc enfin la conique sphérique, envelopjm d'un quadrant dont les extrémités glis-
sent sur deux grands cercles donnés, et son équation est tang.r. tanij) == — -, -,
les deux cercles directeurs étant pris pour axes.
b). Problème II. La podaire étant un petit cercle, trouver la ligne primitive.
Les projections, siir le plan tangent à l'origine o, de la podaire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la première une conique plane , la seconde la réciproque de cette conique, ou une courbe plane du quatrième degré. Il en résulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est également du quatrième degré , la ligne cherchée étant dès lors d'un degré supérieur au second.
35. La substitution de la courbe supplémentaire à la courbe primitive ne peut être d'aucune utilité dans la recherche de la développée d'une ligne sphérique, car deux lignes supplémentaires ont même développée sphérique. Mais on peut alors substituer à la recherche de la développée celle de la courbe supplémentaire de cette développée : et il est facile de voir que cette dernière recherche constitue un problème de géométrie finie, ou n'exigeant du moins que la solution du problème des tangentes.
Que l'on mène en elïet par chaque point d'une ligne sphérique un arc de grand cercle tangent à cette ligne, et que l'on prenne sur cet arc à partir du point de contact une longueur égale à un quadrant. Entre la ligne primitive et la courbe décrite par l'extrémité de cet arc, que nous avons déjà appelée V indicatrice de cette ligne, existeront les relations suivantes :
i". L indicatrice peut être considérée comme le lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux tangentes rectilignes de la ligne primitive;
2°. L'indicatrice et la développée de la ligne primitive sont deux courbes siipplémentaiics.
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La recherche de l'hélice sphérique nous a fourni une première application de ces relations : nous allons voir qu'on en déduit, très-simplement aussi, l'équation de la développée de l'ellipse sphérique, déjà obtenue par Gudermann [Spharih, page 92).
Soit (t, y) un point quelconque d'une ellipse sphérique
rapportée à son centre et à ses axes; a et b, x et j désignant les tangentes trigonométriques des demi-axes de la courbe et des coordonnées axiales du point considéré. Le point correspondant (jTi, Yi) de l'indicatrice étant situé sur l'arc tangent à l'ellipse en «, et sur le grand cercle ayant pour pôle le point a (x, /)•, on a, pour déterminer les coordonnées :<^i, ri de ce point, les équations
d*où, en posant
On en déduit d'abord cette équation de l'indicatrice
et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifications faites, par l'équation
Or, ce grand cercle ayant pour pôle le point correspondant (^, y}) de la développée, son équation peut être identifiée à
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< flic du i;ran(J icrcle polaire de ce point
et il lésuhc d'abord de celte identification,
d'où
Et la substitution de ces valeurs dans Téqualion (i) donne enfin
fi'V\' fh'-
pour équation de la développée de l'ellipse spliérique. L;j courbe (3) a même développée sphérique que l'indicatrice (2), Mais, tandis que celte dernière est seulement du quatrième degré, la développée de l'ellipse est du sixième.
De quelques propriétés nouvelles des coniques sphériques [*]
36. Si l'on rapporte les difFérents points M d'une sphère à deux grands cercles fixes OX, OY, et que, prenant sur chacun d'eux, à partir de l'origine O, les arcs OX, OY égaux à un c[ua-
drant, on mène les arcs YM, XM coupant respectivement OX, OY en P, Q, les arcs OP = H , OQ = -n seront les coordonnées
(*) Toutes les propriétés qui suivent ont été communiquées à la Société Philomathique, le 22 mai i858, et se trouvent reproduites dans son Bulletin. La livraison de juillet i858 des Nouvellfs Annales de Mathématiques renferme, sur le même sujet, un article de M. Vannson, qui est parvenu, de son côté, et par une voie toute différente de la nôtre, à quelques-unes de nos propositions.
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axiales du point INI; et les tangentes trigonométri(jues de ces arcs
j:=tangÇ, }=langyiv
seront les coordonnées sphériques de ce point, suivant la définition de Gudermann [Sphàn'k, page i ) : une ligne spliérique MM' étant dite, en outre, du n'^'"'' degré, quand les coordonnées sphériques de chacun de ses points satisfont à une même équation/" {x,j') == o, algébrique et du degré n.
37. Si preuaut le centre de la sphère pour centre de projection, le plan tangent à l'origine O des axes curvilignes OX, OY pour plan de projection, on projette centralement le point M eu ni-^ et que Ton rapporte le point projeté m aux axes rectilignes Ox, O^ respectivement tangents aux axes curvilignes précédents OX, OY : on reconnaît sans peine que les coordonnées rectilignes du point m sont lespectivement égales aux coordonnées sphériques de même nom du point M ; d'où cette conséquence intuitive qu'une ligne sphéricjue du second ou du n'''""' degré appartient à un cône du second ou du «"■'""' degré: concentrique à la sphère et ayant pour base sur le plan tangent à l'oi'igine O une courbe plane du second ou du /î"^'"" degré-, une ligne sphérique du premier degré étant un grand ceicle.
38. A une conique plane a^y^ -\- h- x' — ci^b" = o , située dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit axes 2 a et ib et dont le centre est en O, correspond une conique sphérique représentée par la même équation, ayant pour centre le point O^ et dont les axes 2 a et 2(3 sont définis par les équations
tangac=(7, tangp=r/;
On sait d'ailleurs que cette courbe peut être engendrée par le mouvement d'un point M dont la somme des distances sph('riques à deux foyers fixes F, F' demeure constante et égale au grand axe 2a. Les deux foyers étant situés sur le grand axe, de part et d'autre du centre, et à une distance y de ce dernier,
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diMinie par l'équation
ces a --= CCS P CCS 7.
39. Iljie conique sphérique quelconque a toujours trois centres, un centre intérieur et deux centres extérieurs; son équation peut toujours, par un changement d'axes, être ramenée à la forme précédente; et, par suite, toute conique sphériqûe admet au moins un système de deux foyers. Toutes ces propriétés, et ])eaucoup d'autres que, pour l'objet que nous avons en vue, il serait inutile de rappeler, sont aujourd'hui fort connues, grâce aux travaux de MM. Chasles, Gudermann et Borgnet. La méthode particulièrement élégante suivie par l'auteur de V Essai de Géométrie, analytique sphériqûe (Tours, 1847)-, consiste essentiellement à substituer à une ligne sphériqûe rapportée à un point O de la sphère, la projection centrale, ou perspective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point; le centre de projection, ou point de vue, étant au centre de la sphère : ce mode de transformation possédant d'ailleurs plusieurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et en même temps les plus intuitives, résident dans l'égalité déjà mentionnée des coordonnées sphéiiques et rectilignes de deux points correspondants rapportés à des axes passant par l'origine; dans la consej'i'ation des lignes géodésiqucs et dans celle des pôles et polaires relatifs à uiu' courbe du second degré : ce sont du moins les seules qui aient été employées par M. Borgnel. Il en existe cependant quelques autres, un peu plus cachées, que nous allons exposer; et qui noiis ont conduit à plusieurs propositions nouvelles, paraissant clore la série des analogies déjà constatées entre' les coniques planes et sphériques.
40. Lemme I. A deux grands cercles de la figure sphériqûe^ perpendiculaires entre eux et dont l'un passe par l'origine O^ correspondent, dans ^a projection centrale sur le plan tangent en O, deux droites perpendiculaires entre elles.
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41 . Lemme II. Le rapport des sinus des disUinces sphéri(/ue^ dun point M ti Vorigine O ctji un grand cercle fixe UD',
Fig. 22.
est égal au rapport des distances de sa projection m à la même origine O et à la droite correspondante tkF, mulliplié par un coefficient constant; la valeur de ce coefficient étant indépciulanle de la position du point M.
Abaissons, en efiet, OD, Oa^ peipendiculaires sur lare DD' et sur la droite dd' , me-
nons MD, .nid-^ et projetons le point O on H et // sur IMD et md. On aura
sinMO_ i sinMP""
sinlMO inO sin MP * m p
niO _ tangOr/w tangO<^//// 1)1 /> sinr/O/H sinDOIM
tarif,' OOH _ tangODH TâôgOdJî ~ cotdO/i
^=z constante.
= tangODH.tan-DOIl
cosOD
12. Lemme III. Si un point O est tel que le grand cercle joignant ce point à un point quelconque Y)' de sa polaire
DD relative à une conujue sphérique C soit perpendiculaire à la polaire du point D', prise par rapport à la même conique ; le point O coïncidera nécessairement avec l'un des deux foyers de la conique considérée.
On reconnaît d'abord que le point O est situé sur Tun des axes, CA par exemple, de la conique considérée; sa polaire relative DD' étant dès lors perpendiculaire à cet axe : soient posés
CA r- y., CÏÏ = fi; CO = 7', CD r=: fî',
y' et d' étant liés par la relation
tani,"
tanj^'-a
~ fan^'7'
Fifr. 2:i.
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Si l'on mène l'arc tangent au sommet B de la courbe, rencontrant en D' la polaire du point
O, et que Ion mène OB, OD', ces
deux arcs seront perpendiculaires
entre eux, et les angles BOC, D'OD
seront complémentaires. D'ailleurs
l'arc D'B, prolongé, allant couper
l'axe AA' en P, ce point P est situé à 90 degrés du centre C,
et l'angle en P du tiiangle PDD' est mesuré par l'arc BC = (3.
Cela posé, dans les triangles rectangles OCB, ODD', PDD'
les sinus de OC, OfJ, PD sont respectivement égaux aux produits des cota?}genles des éléments adjacents; et l'on a, après avoir multiplié membre à membre les deux premières des trois égalités lésultantes, et en conservant la troisième,
sin 7' . sin ( 'J' — y' ) — tar.g DD' . tang BC = tang DD' . tang fi,
sinPD ou coso' = tang DD'. cet P = tang DD' cet jii:
d'oii, en divisant membre à membre,
smy
cos S'
tang^ p,
sin 7' ( tang 0 . ?os 7' — sin 7') =r tang' p.
Enfin, la substitution de sa valeur («) à tangj', et quelques transformations conduisent à la relation
( .T ) cos a = cos p . cos 7'
(pii démontre la coïncidence du point O avec l'un des foyers.
^S. Lemme IV. Dans toute conique spliéiique^ le rapport
ries sinus des distances sphériqnes, au foyer O et à sa polaire
relative DD', de Vune des extrémités A ou A! de V axe focal,
est égal au rapport analogue par l'autre extrémité.
,,, ,. ,sinAO siiiA'O . or ^ ^
L égalité -^ — —- = -^ ■— exprime en etiet que les rayons de
'=' sin AD sinA'D ^ n J
la splière qui aboutissent aux sommets A et A', au foyer O et
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au pied D de sa polaire relalive sur l'axe, foiiiienl un faisce.iu liarinouique : on que les traces de ces rayons sur le plan tangent en O déterminent nn système de quatre points conjugués liarinoniquement. Or cette propriété, ayant lieu quelle que soit la position du point O sur Taxe A A', a lieu, en particulier, pour chacun des foyers.
III
A:'i. PiiOBLÎLME. Trouver sur la spliè/c le lieu géomélriqua (les points M dont les sinus des dislances sphériques à un point O et à un grand cercle fixes, sont dans un rapport constant.
Solution. La projcclion nu)i' de la courbe cherchée sur le plan tangent en O pourra être considérée, d'après le lenime 1\] comme le lieu des points ni dont les distances au point O et à la droite fixe dd' (projection du grand cercle DD') sont dans un rapport constant : cette projection est donc une conique plane, et la ligne primitive est une conique sphériqvic. D'ailleurs, dans la projection, la directrice dd' est la polaire du foyer O, et la droite joignant celui-ci à un point quelconque d' de sa polaire est perpendiculaire à la polaire de ce point d' . Les mêmes dépendances existent donc dans la figure spliérique entre le grand cercle directeur DD' et le point O; et par suite, d'après le lemme III, le point O est l'un des foyers de la conique sphérique, le grand cercle DD' étant de même la polaire du foyer relative à la conique. On a donc ce théorème:
Théorème L Le lieu des points de la sphère dont les sinus des distances sphériques à un point et à un grand cercle fixes sont dans un rapport constant, est une conique sphérique dont lun des foyers est au point fixe, et pour laquelle la. polaire de ce dernier coïncide avec le grand cercle directeur.
45. TnÉoRiîME II. Réciproquement , toute conique sphérique C présente cette propriété que les sinus des distances sphériques d^in point quelconque M de la courbe à. Vun des foyers O , et au grand cercle DD' qui est la polaire de ce foyer, sont dans un rapport constant.
Démonstration. Considérons, en effet, indépendamment de la conique C, une seconde conique C qui serait le lieu des points M' dont les sinus des distances sphériques au point O et au grand cercle DD' sont dans un rapport constant, égal au rapport analogue pour F un des sommets A ou A', de Taxe focal de la conique C. Cette conique C aurait en commun avec la conique proposée le foyer O, d'après le théorème précédent, et les deux sommets A , A' de Taxe focal, d'après le lemmel\ *, mais ces conditions entraînent évidemmentla coïncidence des coniques C, C; et le théorème est démontré.
Corollaire I. La perspective d'une conique sphérique sur le plan tangent en l'un de ses fojers a même foyer que cette conique, et sa directrice est la perspective du grand cercle directeur de la conique sphérique : et réciproquement.
Corollaire IL L'équation d'une conique sphérique ^ rap~ portée à l'un de sesjojers, peut prendre l'une quelconque des formes suivantes ^
tango := m tang ? -f- « tang n -\- p = mx -h ny -{- p.
Réciproquement, toute équation de l'une de ces formes représente une conique sphérique dont l'un des foyers est à l'origine; le grand cercle directeur relatif au foyer origine étant représenté par l'équation
m tang c -h n tang yj -r- p =: o, ou mx -\- ny -\- p = o.
La proposition directe avait seule été établie par Gudermann. [Spharihy pages 78-80.)
Remarque. Le théorème I peut être établi directement, Fig- 2'|. au moins quant à la nature de la courbe
décrite par le point variable M, de la manière suivante. La relation donnée
sin MO
= A = constante
sin MP
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peut être remplacée par celle-ci sin MO
cos Mp
p désignant le pôle du grand cercle directeur DD'. Or, en posant OM := o, MOp = w, Op = y', on a
cos Mp = cosp cos 7' -f-sin p . sin'/' . cos w; et l'on en déduit successivement
sin p = A cos 7 ' cos p + /- sin 7 ' sin /^ . cos w , tang p = l- cos 7 ' H- ^ sin 7»' . tang p cos w ; tangp = /• COS7 ' -h /- sin 7 ' tang ^ = m + n tang '£, :
équation d'une conique spliérique.
46. De la parabole sphérique. La nature du lieu des points M de la sphère, également éloignés d'un point O et d'un grand cercle fixes, peut être obtenue immédiatement en remarquant que la somme des distances spliéricjues d'un point du lieu au point O et au pôle p du grand cercle fixe est égale à un quadrant. La courbe considérée est donc une conique sphérique dont le point O est un foyer, le second foyer étant le pôle p du cercle directeur, et le grand axe de l'ellipse étant égal à un quadrant : or c'est précisément à cette courbe, dont l'équation peut se ramener à la forme j^ = ipx. qu'on a déjà donné le nom de parabole sphérique 5 et cette coïncidence complète la série des analogies que présentent, au point de vue des foyers et des directrices, les coniques planes et sphériques.
■47. Théorème IIL Le lieu décrit par le sommet. d\in angle droit circonscrit à une parabole spliérique se compose de deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux foyers.
Démonstration. Les considérations géométriques que l'on emploie pour établir la propriété analogue de la parabole
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plane, s'appliquent sans aucune niodificalion à la parabole sphérique.
48. Théorème IV. Le lieu dts projections d'un Joyer O d'une conique spliérique sur les arcs de grand cercle tangents à la courbe, est, en général^ une seconde conique sphérique dont le petit axe est dirigé, suivant le grand axe de la proposée^ et le point O est Vun des pôles des sections circulaires du cône qui la contient : le lieu en question peut d'ailleurs se réduire (i un grand cercle , dans un cas particulier déjà examiné [^voir page 63); mais il ne peut jamais être un petit cercle fie la sphère.
Démonstration. La projection du lieu considéré sur le plan tangent au point O est en effet la podaire d'une conique . plane par rapport à l'un de ses foyers ^ et cette podaire est un cercle dans le cas général, une ligne droite dans un cas particuliei^ et le cône qui renferme ce cercle, dans le cas général, et qui a pour sommet le centre de la sphère, n'est jamais de réi^olution.
Remarque . La podaire d'une conique sphérique, par rapport à un point quelconque O de la sphère, et la supplémentaire de cette conique étant, relativement au même point O, deux lignes à rayons vecteurs complémentaires; leurs projections sur le plan tangent en O seront deux lignes réciproques Donc, la podaire d'une conique plane, par rapport à un point quelconque de son plan .^ est la réciproque ., par rapport au même point, d'une seconde conique.
49. L'application de la théorie des figures supplémentaires aux théorèmes précédents conduirait aisément aux théorèmes corrélatifs , que nous nous dispenserons d'énoncer.
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CHAPITRE lY
DE LIKDICATRICE SPHÉUIQUE.
oO. Définition de Vindicalrice spliériqne d'une ligne à double courbure.
Considérons dans l'espace une ligne à double courbure quelconque L, et menons par le centre d'une sphère de rayon i , des rayons of, oti parallèles aux tangentes de cette ligne : leurs extrémités f , t^ formeront sur la surface de la sphère une ligne l que nous appellerons Y indicatrice sphérique de la ligne primitive; les points correspondants des deux lignes seront d'ailleurs un point quelconque de la ligne primitive, et le point de la ligne sphérique qui est l'extrémité du rayon parallèle à la tangente au premier point.
51. Relations descriptives entre une ligne et soh indicatrice sphérique.
Une ligne quelconque de l'espace L et son indicatrice /, considérées en des points correspondants, présentent les propriétés suivantes ; Le plan du grand cercle tangent à Vindicalrice est parallèle au plan osculateur de la ligne primitive L -, la tangente rectiligne de V indicatrice est parallèle à la normale principale de la ligne L, et le rayon de la sphère aboutissant au pôle du cercle osculateur de l'indicatrice est parallèle à In direction limite de la plus courte distance entre deux normales principales consécutives de la ligne L, ou à la droite rectifiante. Ces relations sont à peu près évidentes. Ainsi, le plan tot^ étant parallèle au plan mené par une tangente fixe de la ligne L, parallèlement à une tangente infiniment voisine, les limites de ces plans, c'est-à-dire... sont parallèles. La tangente de l'indicatrice en t étant située dans le plan du grand cercle tangent en ce point, et se trouvant perpendiculaire dans ce plan au rayon ot , est parallèle à la normale principale de la ligne L qui occupe, dans le plan osculateur et par rapport à la
yÔ PREMIÈIIE PARTIE. CHAPITRE QUATRIEME.
langeiile tic celle ligne, une posiliou semblable. Enfin, le rayon de la sphère aboulissant au point d'intersection de deux grands cercles normaux à Tindicalrice, est perpendiculaire à deux tangentes rectilignes de l'indicatrice, ou parallèle à la plus courte distance de deux normales principales consécutives de la ligne primitive : donc la limite de ce rayon ou le rayon de la sphère qui aboutit au centre de courbure sphérique de l'indicatrice, est parallèle à la droite rectifiante. Celle dernière observation conduit à la conséquence que ia développée sphérique de V indicatrice est elle-même V indicatrice sphérique de Varête de rehroussement de la surface rectifiante^ engendrée par les droites de même nom, c'est-à-dire par les intersections successives des plans menés par les tangentes de la ligne primitive, perpendiculairement aux plans osculateurs correspondants.
52. Relations métriques entre la ligne primitive et son indicatrice .
L arc élémentaire ds = tt^ de Tindicatrice pouvant être remplacé par l'arc de grand cercle tti, et ce dernier mesurant l'angle des ravons ot^ oti parallèles à deux tangentes consécutives de la ligne L, on voit d'abord que l'arc élémentaire ds de l'indicatrice mesure l'angle de contingence E de la ligne primitive
Il résulte ensuite de la première des relalions descriptives énoncées précédemment, que l'angle de contingence géodésique de l' indicatrice est égal à V angle de torsion H de la ligne primitive
(17) Cg=B;
et de la combinaison de ces relations on déduit
(18) r^ =-. tango = ^-
Cette formule exprime que le rayon de courbure géodcsiquc de r indicatrice mesure le rapport de la première à la se-
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coude courbure de la ligne primifi\>e; elle fournit en même temps la tangente trigonométrique de r inclinaison, sur le plan osculateur, de la plus courte distance entre deux normales principales consécutives de la ligne primitive.
Enfin, l'angle w de deux normales principales consécutives de la ligne primitive est égal à l'angle de contingence de l'indicatrice,
et si l'on appelle E', H' les angles de contingence et de torsion de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante, qui a pour indicatrice la développée de la ligne ï?i, on aura (d'après les relations établies à la page 87 entre une ligne spbérique et sa
dével
(20) et
oppec
ds' = h
r/.arc taiii
ou
H'=co
53. De deux autres lignes sphériques cotijuguées à la ligne primitive, et de leurs relations avec V indicatrice. Menons, par le centre de la sphère, deux nouvelles séries lig. 25. de rayons o/z, o«i,. . . cl op, opi,. . .
parallèles aux normales principales et aux droites polaiiTS de la ligne primitive: leurs extrémités engendreront deux nouvelles lignes sphériques nni et ppi, dont nous allons indiquer rapidement les liaisons avec l'indicatince tti.
1". Le plan ton étant parallèle au plan osculaleur de la ligne primitive, et l'angle ton étant droit, lare tn est égal à un quadrant cl coïncide avec l'arc tansent à l'indicatrice en t. Ainsi
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la ligue sphérique des normales niii peut se construire par points en menatit des arcs de grand cercle tangents à V indicatrice en ses différents points, et prenant sur chacun d^eux, à partir du point de contact, un arc égal à un quadrant.
2°. Le rayon op étant perpendiculaire au plan osculateur de la ligne primitive et, par suite, au plan ton., le point p est le pôle de l'arc de grand cercle tn ; donc la ligne sphérique des droites polaires ppi peut se construire par points en menant parles di^^ers points de V indicatrice des arcs de grand cercle normaux à cette courbe, et prenant sur chacun d'eux., à partir de cette dernière, un arc égal à un quadrant. On voit en outre que Vindicairite et la ligne ppi sont deux lignes supplémentaires ayant même développée sphérique tttTi , les rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémentaires ; et que la ligne nn^ présente un mode de construction identique par rapport aux deux lignes it^, ppi-
"i^ . Enfin la ligne nnj et la ligne titi^ (^développée commune des lignes tt,, i^^^y soJit deux lignes supplémentaires, ayant même développée ^ et dont les rayons de courbure sphérique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point n est le pôle de l'arc de grand cercle fp tangent en t: à la ligne titti .
Observation. La ligne ppi pouvant être considérée comme l'indicatrice de l'arête de rebroussement de la surface polaire relative à la ligne primitive L, il résulte des relations précédentes entre les lignes tti et pp^ que les angles de contingence et de torsion d'une ligne sont respectivement égaux aux angles de torsion et de contingence de P arête de rebroussement de la surface pohdrc , et que les normales principales de ces deux lignes sont parallèles (voir pages i8 et 19),
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CHAPITRE Y
DE DIVERS ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS ET DE DIVERSES GRANDEURS QUE l'on PEUT AVOIR A CONSIDÉRER EN CHAQUE POINT d'uNE LIGNE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE : FORMULES DIVERSES.
54. Ang^le w de dfiix uonnales principales conséciiiives . Cet angle étant égal à l'angle de contingence absolue de l'indicatrice sphérique, on a (i^o?/- formule (5, 6), page 36)
VE=+H.= .S^j^ + ji
55. Direction^ position et grandeur de la plus courte distance entre deux normales consécutiv^es.
Soit 00' la plus courte dislance entre les normales principales en A, Aj de la ligne considérée. C étant le centre de courbure de cette ligne pour le point A, menons CAi ^ abaissons O'o' perpendiculaire sur le plan ACAi, ou sur la droite CAj, et menons Oo' qui sera perpendiculaire à OC. Si nous appelons 0 l'inclinaison ,
O'Oo', de la droite cherchée 00' sur le plan osculaleur, la considération de l'indicatrice nous a déjà donné la formule
(23) tang9 = ||;
il suffira donc, pour fixer complètement la position de cette droite, de déterminer son pied O sur la normale AC. Or les triangles rectangles Oo'O', O'o' A,, o'OC, dans lesquels les an-
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gles enO, Al et C, sont respectivement égaux à 9, HetE, donnent successivement,
tangô = ^, o'0' = U.a'A^, ~=^:
de là, en multipliant membre à membre, et remplaçant
^ H , . Rj R| ,^ . ., . •
tan£f0, — 50A1 par-—,— -?(JA; il vient tu ^ U, R2
OA R
(.3'] -=^=tan-G.
Quant à la plus courte distance elle-même, en la désignant
par Tô, on a
rô = 00' = dS.cosB,
ou
(23") t, = ds.-_ :
Hemarque. Nous avons supposé, dans la figure, le point O situé entre les points A et C. Pour démontrer cpi'il en est toujours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A et C de la surface gauche formée par les normales principales de la ligne A Ai, sont rectangulaires : le premier de ces plans contient en effet la tangente en A de la ligne AAi, le second contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui représente la tangente en ce point d'une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes de la surface; et ces droites sont perpendiculaires entre elles. Il en résulte [voir la page 12, observation) que le point central de la génératrice AC, c'està-dire le pied O de la plus courte dislance considérée, est compris entre les points de contact de ces plans, c'est-à-dire entre les points Aet C.
Corollaire I. Détermination du coefficient de distribution des plans tangents à la surface gauche formée par les normales principales .
Suivant le théorème général démontré dans le chapitre I (n" 9. page 10). le coefficient dont il s'agit, A, est égal au
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rapport de 1 angle de deux génératrices consécutives à leur
plus courte distance, h = - : on a donc, en employant les forer "
mules (22^ et ( ^S"),
Corollaire II. On déduirait sans peine des résultats précédents, 1° Texpression de l'arc élémentaire OOi de la ligne de striction de la surface gauche des normales, et la direction de la tangente à cette ligne; 2" la direction de la droite rectifiante en A, laquelle est parallèle à 00'; et l'arc élémentaire de Tarête de rebroussement de la surface rectifiante, arête dont nous avons calculé déjà les angles de contingence et de torsion, E'et H' [voir les formules (20) et (21), page 77) : la surface T'ecii fiante étant, comme on sait, l'enveloppe des plans menés par les tangentes de la ligne considérée, perpendiculairement aux plans osculateurs correspondants; et les génératrices de cette surface portant le nom de droites rectifiantes .
oO. Rayon R de la sphère oscidatrice.
On a, pour le carré de ce rayon,
(,5) R. = K; + R;(15ij'.
Cette équation résultera immédiatement de la formule (7) [voir page 87), si on se rappelle que le rayon de la sphère y a été pris pour unité de longueur, et si on y rétablit l'indétermination de cette unité; car il suffira dès lors de remarquer que, dans tout problème où l'on a seulement à considérer quatre points infiniment voisins d'une ligne à double courbure, on peut regarder cette ligne comme tracée sur la surface d'une sphère.
37. Eléments divers relatifs à la ligiie des centres de courbure et à V arête de rehroussement de la surface polaire.
Soient AA', ce et SS' la ligne à double courbure primitive, le lieu des centres de courbure et l'arête de rebrovissement de
la surface polaire : développons cette surface sur un plan, et soient ss'^ ce' les transformées des lignes SS' et CC: la ligne ce' étant, d'après le théorème de Lancret (x'o/r page 19), la podaire de la ligne ss' par rapport à une certaine origine O, Si l'on pose
57= r, Ôr = ;j,
on aura, par le même théorème et par l'emploi de la formule (25), page 81,
dS
Fig. 2-,
Cela posé, il existe, entre la ligne plane ss' et sa podaire ce', plusieurs dépendances simples, soit métriques, soit descriptives, que nous devons d'abord rappeler.
I . Les rayons vecteurs correspondants de ces deux lignes. Os et Oc, les coupent sous des angles égaux.
Il en résulte, en désignant par SS' et CC les arcs élémentaires du lieu des centres et de Tarète de rebroussement qui correspondent à l'arc AA'= é?S de la ligne primitive, ces trois
relations :
p ce' CCI dp
sin {ce', cO) =
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Orpour passerdelà aux relations correspondantes en Ire les lignes ce et SS' de l'espace, il suffit d'y remplacer /•, p et \Jr- — p^ par leurs valeurs [a)\ p,,, par le rayon de première courbure Ri,,,, de l'arête de rebroussement SS'5 et enfin, suivant le théorème II de la page 1 1 , qui sera démontré plus loin , p^,, par le rayon de première courbure géodésiquede la ligne CC, Rj,„,^,/. Ou obtient ainsi les résultats suivants :
i'. Les rayons correspondants de la sphère osculatrice et du cercle osculateur coupent sous des angles égaux rareté de rebroussement de la surface polaire et la ligne des centres de courbure j et l'on a
(26) sin(CC',CA)=?^,
CC'_^ SS' ~rfR
(28) ce = ris
Rv
et Ton pourrait déduire de cette formule l'expression du rayon de seconde courbuie de la même ligne, en se rappelant f|ue R2^_R,.
'3o) R,.,ce' =
clR,
Entin, on peut trouver encore la valeur de la seconde courbure géodésique de la ligne des centres CC, eu employant la formule suivante, relative à nue ligne quelconc^ue CC tracée sur une surface développable ayant SS' pour arête de rebroussement , et coupant sous un angle / la génératrice de la surface qui passe par le point considéré de la ligne CC [voir ci-après, clia-
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pilreVIIÏ, n« 3, formule (39'0),
sin i cos/' R,
dans laquelle r désigne la portion de génératrice comprise entie Tarète de rebroussement SS' et la ligne CC: car on a, dans le cas actuel,
cos/ sin ( ce, CA) R, sin/ ' Ri,si' R/
cl Ton trouve, en substituant,
Remarque. Les formules (3o) et (3i) appliquées en particulier à la ligne spliérique dont la seconde courbure est constante, conduisent à ce résultai : La ligne des centres de courhure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est constante, a ses deux courbures géodésiques constantes, par rapport à la surface conique polaire sur laquelle elle est tracée.
08. Expression de la distance entre deux tangentes consécutit^es d'une ligne à double courbure.
On connaît cette intéressante proposition, due à M. Bouquet, et d'après laquelle 5/ dans une série quelconque de droites se succédant d'une manière continue , la distance de deux droites consécutives est un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier, cette distance est au moins du troisième ordre ; et les conséquences qui s'en déduisent relativement à l'ordre de la distauce entre deux tangentes consécutives d'une ligne à double courbure. On peut, en modifiant l'ordre de succession de ces propositions, les établir géométiiquementl'une^et l'autre , comme nous allons le faire voir,
I . Si la distance de deux droites consécuti\>es quelconques d'une série est un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier, les droites de cette série sont les tangentes d'une même ligne de l'espace. Considérons, en effet, la surface ré-
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glée S, ayant pour géuéralrices les droites de la série donnée : l'angle w de deux génératrices consécutives de la surface étant du premier ordre, et leur plus courte distance vs étant, par hypothèse, d'un ordre supérieur au premier, le coefficient de distribution des plans tangents le long de chaque génératrice, A = lim, - , est infini ; la surface a même plan tangent le long de chaque génératrice-, elle coïncide avec la surface déueloppable c[iù serait l'enveloppede ces plans tangents-, et les droites delà série donnée, dont chacune est située tout entière sur cette surface dé\ eloppable, coïncident avec les tangentes de son arête de rebroussemenl.
Ce premier point peut encore s'établir, plus clairement peutêtre, de la manière suivante.
Considérant la ligne de striction 00' de la surface S, soient OG, O'G' deux génératrices Infiniment voisines coupant cette ligne en O, O'; et soit OOj leur plus courte distance. Celte dernière ligne étant au moins du second ordre, on en conclut, par l'emploi du triangle rectangle OO^O', ou que la cordeOO'de la Fig. >8. ligue de striction est elle-même du second
^^ ^ ordre, ou bien que cette corde restant du
'^1 p\ premier ordre, l'angle qu'elle forme en O'
y^^^~^" avec la génératrice O'C est infiniment
G^ petit. On déduit immédiatement de cette
seconde hypothèse, que les génératrices sont tangentes à la ligne de striction 00' qui devient dès lors l'arête de rebroussement de la surface : et quant à la première hypothèse, elle conduit aisément à la conclusion que la ligne de striction se réduit à un point unique; la surface se réduisant elle-même à un cône ayant son sommet en ce point.
2, La distance de deux tangentes consécutives d'une ligne à double courbure est un infiniment petit du troisième ordre mesuré par le douzième du produit des angles de contingence et de torsio/i , multiplié par rare intercepté entre ces tangentes. (Ossian Bonnet, Noui'elles Annales de âlathémali- (jucs. i853, page 192.)
Ou peut évidemment, daus la recherche de Li distance dont il est question, substituer à la ligne proposée L, qui est quelconque, une ligne sphériquc Z ayant avec elle un contact du troisième ordre; et au lieu de laisser indéterminée la nature de cette ligne sphériquc , on peut la regarder comme une développante aa' d'un petit cercle ce' de la sphère ; car on fait ainsi intervenir réellement, quoique d'une manière implicite, quatre points, et, par suite, deux tangentes consécutives des lignes L et /; ce qui est nécessaire et suffisant dans le problème actuel.
Cela posé, menons deux arcs de grand cercle infiniment voisins, normaux en «, tî à la ligne sphériquc «r/, tangents en c, c' au petit cercle dont le pôle est /?, et se coupant en i\ menons en outre les arcs pc^ pc' , pi, les rayons oi, oa, oa! et la corde aa'; el posons, suivant la notation déjà employée,
a'c' = 6 -t- dO, arc ce' = dO, pc :
cpc
Fig. 2(J.
Le rayon oi de la sphère étant parallèle à la droite qui mesure la plus courte dislance cj des tangentes en r/, a' de la ligne considérée aa' ^ cette plus courte distance est égale à la projection de la corde aa'^ ou à la difféience des projections des rayons oa' et oa, sur le rayon oi : on a donc
CT = cos ia' — cos ia,
ou, par des transformalions qui se lisent aisément sur la figure,
2 sin (Ô -f- £}. siu
£ désignant \\n arc infiniment petit. D'ailleurs, si on suppose menées les cordes sous-tendant les arcs ic, ic', ce', on sait que chacun de ces arcs est égal à la corde correspondante augmentée d'un infiniment petit du troisième ordie, et que la corde enveloppée ce' ne dilîère de la somme des deux autres cordes
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c/, c'i que d'une quantité du même ordre ; il eu résulte que
,, ic -+■ rc' — arc fc' . . , . ., ,
1 arc— est, ainsi que rj, du troisième ordre: et
que, sans commettre aucune erreur de cet ordre, on peut écrire
m = sinO [ic + ic' — arc ce' ) .
Or, on a, sans rien négliger,
(a) arc ce' = cpc' . sin cp = c' . sin 0' ;
et
tang/r:=sinO .lang-r
( b ) ic 4- ic' = 2 /c =: 2 arc tang . sin Ô' tang - ;
ou encore, en négligeant cette fois les inlinimenl petits d'un ordre supérieur au troisième,
( b' ) ic -+■ ic' = •?. sin 9' . tang sin" 0' . tang' - •
On déduit de là, en remarquant que tang = rr tang' ->
ic ■+- ic — arc ce = 2sin Ô' tani» ) — - sin^ G . lang^ -
= - sin 0' tang' — (i — sin- 0' ) = - sin ô cos' 0 . tang' - ^
d'où, en substituant dans l'expression de tô. et remplaçant 'ang^par'-,
(i) ci=: — e''sin9.sin 6' cos^Q'.
Enfin, en désignant par c, h et ds les angles de contingence et de torsion et l'arc élémentaire de la ligne aa\ on a les relations connues
I- = — ^ — ■ , ds =. e sin 0 , lang G
cos 9 cos 9 " c g (• f
<jue Ion peut écrire
• ^ cos 9
(3) sm9=-,
(4) sin 6'= -cos Ô' :
et si ou multiplie membre à membre les relations (i), (a), (3) et (4), on trouve, en simplifiant, la formvile énoncée
e.h.ds
3. Si on suppose du quatrième ordre la distance entre deux tangentes consécutives, Tun des nombres e, ou /?, doit être infiniment petit par rapport k ds-^ et la ligne considérée est droite dans le premier cas, et pla?ie dans le second.
CHAPITRE \I
DES LIGNES A DOUBLE COURBURE QUI , COKSIDÉRÉES DAKS TOUTE LEUR ÉTEJSDUE, JOUISSENT EN CHACUN DE LEURS POINTS d'uNE MEME PROPRIÉTÉ, MÉTRIQUE OU DESCRIPTIVE \ ET DE LA DÉFINI- TION GÉOMÉTRIQUE DE CHACUNE DE CES LIGNES d'aPRÈS CETTE
PROPRIÉTÉ. THÉORÈMES. ROLE IMPORTANT DE l'iNDICATRICE
DANS LA DÉMONSTRATION DE PLUSIEURS d'eNTRE EUX.
Propriétés descriptives.
59. Si les tangentes d'une courbe rencontrent un plan fixe sous un angle constant, cette courbe est une hélice, ou une ligne géodésique d'un cylindre perpendiculaire au plan directeur : sembîablement ,
Théorème I. Si les tangentes d'une courbe à double cour-
bure rencontrent une sphère fixe S sous un angle constant , cette courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône concentrique à la sphère directrice^, abstraction faite du cas, dont la possibilité est évidente, où la courbe serait une simple ligne spliérique, appartenant à une seconde sphère concentrique à la proposée.
Démonstration. Que Ton développe, en effet, sur un plan le cône auxiliaire ayant pour sommet le centre S de la sphère, et passant par la courbe donnée AA'. Dans ce développement, la ligne TT' déterminée sur la sphère par les traces des tangentes de la courbe proposée, se transformera en un cercle t^ ayant pour centre le point 5, ou se réduira à vui point unique t. Dans le dernier cas, toutes les tangentes de la ligue A A', transformée, concourent en un même point 5 cette ligue est droite, et la courbe primitive A A' est une ligne géodésique dvi cône déjà défini : dans le premier, les tangentes de la ligne AA', transformée, coupent le cercle [tt' , s) sous un angle 1 constant; cette ligne est un second cercle
concentrique au premier, et la courbe primitive AA' appartient à une sphère concentrique à la sphère directrice proposée.
Corollaire. Les tangentes d'une ligne à double courbure ne peuvent rencontrer deux sphères, distinctes et non concentriques, sous des angles coustanls.
Scolie. Nous verrons plus loin (-î^o//- ci-après, chap. VIII) que toute surface développahle dont une ligne de courbure (ou une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes) est plane , a pour arête de rebrousseincnt une ligne géodési~ que tracée sur un cjlindre perpendiculaire au plan de celte ligne j toutes les autres lignes de courbure de la surface présentant, en outre, les mêmes particularités : semblablement, toute surface développable dont une des lignes de courbure est une ligne spliérique, a pour arête de rehrousseinent une
la..
ligne géodésique tracée sur un cane concentrique à la sphère qui contient cette ligne j et toutes les lignes de courbure de la surface appartiennent à des sphères concentriques. Il suffit, pour le démontrer, de concevoir développé sur un plan le cône auxiliaire passant par l'arête de rebroussement AA' de la surface considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphère qui contient la ligne de courbure donnée TT'. Car la ligne A A' étant une développée de TT', la même relation subsiste encore entre ces deux lignes après le développement. Celui-ci doit donc transformer la ligne TT', non en un cercle /f', parce qu'alors la ligne AA' se réduirait à un point, mais en un point unique « : et ce résultat conduit, comme précédemment, à la définition de Tarète de rebroussement A A'. D'ailleurs, l'une quelconque des autres lignes de courbure, TiT', , se ti^ansformant en un point unique /, par le même développement, la distance de ce point au sommet S du cône développé représente le l'ayon d'une splière, concentrique à la première, et contenant la ligne de courbure considérée.
On aurait pu éviter une nouvelle démonstration et rentrer dans le théorème I, en remarquant que la sphère S, qui contient la ligne de courbure donnée, coupe la surface sous un angle constant.
Théorème II. Si les tangentes d'une courbe à double courhure sont tangentes à une même sphère, cette courbe est une ligne géodésique appartenant à un cône concentrique à la sphère; ou une ligne sphérique.
Démonstration . Le théorème actuel est uu cas particulier du précédent, et se démontrerait, directement, de la même manière.
Corollaire. Les tangentes d'une courbe à double courbure ne peuvent être tangentes à deux sphères distinctes.
00. Théorème III. Si par le centre d' une sphère on mène des layons paralhdes aux normales principales d'une ligne à double courbure fermée , mais d^ ailleurs quelconque; leurs extrémités forment une courbe fermée, partageant la surface de la splière en deux parties éqidvalentes (Jacobi).
Démonstration. Considérons l'indicatrice sphériquc tty de la ligne considérée, et appliquons-lui la construction qui fournit la courbe nn^, lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux normales principales de la ligne primitive; c'està-dire prenons sur chaque grand cercle tangent à l'indicatrice un arc tn égal à un quadrant. Si nous prolongeons, en outre, chacun des arcs in en nt' , jusqu'au point diamétralement opp. 2, posé au point f, le point t! ainsi obtenu
décrira sur la sphère une courbe t't\, sy- K\ — P'"^^;-. métrique de la première tt^. D'ailleurs, la
Y ligne primitive étant fermée, il en sera
' r a"' de même de chacune des lignes //j, t! t\ , et les aires sphériques enveloppées par ces lignes seront équivalentes. Il suffira donc, pour démontrer la proposition, d'établir que la courbe nn^ divise en deux parties équivalentes la portion de la sphère comprise entre les lignes ffj, t' t\ . Or ceci est évident, car si l'on appelle /, i' les points d"inlerscctiondes grands cercles tnt\ fi«i^', , on peut prendre pour éléments respectifs des aires sphériques comprises entre la courbe nn^ et chacune des lignes r^j, i'z', , les triangles infinitésimau.x //i/ii, i'nuiX et comme chacun des arcs in, in y., i' n, i' ni diffère infiniment peu d'un quadrant, ces triangles sont équivalents.
Observation. La démonstration précédente n'est autre que celle de M. Bonnet (voir Journal de V École Polytechnique, 1848, page 132), dégagée néanmoins de ([uelques considérations qui paraissent étrangères à la question.
61 . Théorème IV. Si les normales principales d'une ligne sont parallèles à un plan fixe, cette ligne est une hélice cylindrique. (Bertrand, Journal de Mathématiques, i85o, page 343.)
Démonstration . Les tangeules rectilignes de l'indicatrice de la ligue considérée, étant parallèles aux normales principales de celle ligne, sont, dans le cas actuel, parallèles à un même plan
l'indicatrice est donc plane et, par suite, circulaire^ elles rayons de la sphère qui aboutissent à ses différents points font avec une direction fixe un angle constant. 11 en est doac de même des tangentes de la ligne primitive, parallèles à ces rayons-, et celte ligne est une hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan fixe donné.
6!2. Théorè:me ^. Si les norinales principales d'une courbe sont parallèles aux génératrices d'un cône de révolution, cette courbe est une ligne géodésique d'un héliçoïde déi'eloppable.
Démonstration. La réciproque de cette proposition est évidente, puisque les normales principales d'une telle ligne géodésique coïncident avec les normales mêmes de rhéliçoïde; et que ces dernières étant perpendiculaires aux plans osculateurs d'une hélice, lesquels sont parallèles aux plans tangents d'un premier cône droit, sont parallèles aux génératrices d'un second cône, de même axe que le premier.
Pour établirla proposition directe, imaginons que, par les diverses tangentes de la ligne considérée/^', o\\xah\iç\&h plans rectifiants, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants de cette ligne. Ces plans formeront par leurs intersections successives une surface développable, la surjace rectifiante, qui est ici un héliçoïde On voit aisément, en effet, que la génératrice de cette surface, pouvant être regardée comme perpendiculaire à deux normales principales consécutives de la ligiie proposée, normales parallèles elles-mêmes à deux génératrices consécutives d'un cône droit, est perpendiculaire au plan tangent de ce cône, et fait avec l'axe de ce cône un angle constant. L'arête de rebroussement de la surface rectifiante, dont celte génératrice est une tangente, est donc une hélice, et la surface rectifiante elle-même est un héliçoïde développable. Enfin les normales principales de la courbe pi'oposée, qui appartient à cet héliçoïde, étant normales à la surface, cette courbe est une ligne géodésique de l'héliçoïde.
On peut établir aussi la proposition par l'emploi de l'indica-
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iricc. Car les langenles rectilignes de celle dernière, i|ui sont parallèles aux normales principales de la ligne primilive, se trouvent, dans le cas actuel, parallèles aux génératrices d'un cône de révolution. L'indicatrice est donc une hélice spliérique, ayant un petit cercle de la sphère pour développée [yoif page 39). Or, les plans des grands cercles normaux à lindicatrice sont parallèles aux plans rectiCantsdela ligneprimitive. et la développée de l'indicatrice sert d indicatrice à Farêle de rebroussemenl de la surface rectifiante (i'o//' page 76). Cette arête, avant un petit cercle pour indicatrice, est donc une hélice cylindrique, et la surface rectifianle est un héliçoïde développable.
63. Théorème VI. Si Jes normales principales d'un, courbe rencontrent une droite fixe oz, celte courbe est une ligne géodésique tracée sur une surface de révolution aYani pour axe la droite oz.
Démonstration. Si Ion considère, en elfet, la surface de révolution engendrée par la rotation de la courbe donnée AB, autourde Taxe 02, la normale à celte surface, en chaque poini delà courbe AB, devra être normale à cette courbe elle-même, et rencontrer en outre Taxe oz de la surface^ et comme ces conditions sont déjà remplies par la normale principale de la courbe AB, ces deux normales coïncident, et la courbe ABesi une ligne géodésique de la surface de révolution déjà définie.
11 résulte de ce théorème qu'il suffirait, pour rechercher les propriétés que présente, par rapport à une droite fixe oz, une ligne à double courbure dont les normales principales rencontrent constamment cette droite, d'examiner les liaisons qui existent entre une ligne géodésique d'une surface de révolution et l'axe de celte surface : or ces liaisons sont exprimées parla proposition suivante :
Théorème VII. En chaque point d'une ligne gêodésiqur d'une surface de révolutiofi, le rayon du parallèle qui passe parce point^ multiplié parle cosinus' de V angle de ce parai lèh' et de la ligne géodésique considérée, donne un produil
coiislant. (Clairaut, Mémoires de V Académie des Sciences, 17.33.)
Première démonstration. On sait qu'une ligne géodésique d'une surface quelconque peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile qui, animé primitivement d'une vitesse convenablement dirigée, et n'étant sollicité par aucune force extérieure, serait uniquement soumis à la réaction normale de la surface. D'ailleurs, et dans ces circonstances, lemouvement du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sont proportionnels aux temps: et l'on a
(i) Hs=:c.ch,
c désignant une constante. D\m autre côté, le mobile pouvant être regardé comme entièrement libre et soumis à l'action d'une force extérieure représentant la réaction normale de la surface supprimée 5 sa projection, sur un plan quelconque, se meut comme un point matériel sollicité à chaque instant par la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive.
Or, si l'on suppose maintenant que la surface considérée soit de révolution autour de l'axe oz, et que le plan de projection xy soit perpendiculaire à cet axe, on voit que la projection, sur ce plan, du mobile primitif se meut sous l'action d'une force émanant d'un centre fixe o, qui est le pied de l'axe oz sur le plan xy. Les aires décrites autour du point o par le mobile projeté sont donc proportionnelles aux temps; et l'on a, en désignant par /• le rayon du parallèle et par c' une nouvelle constante,
(2) /■■r/o) =c' .{If,
enfin, de la comparaison des relations (i) et (2), on déduit,
(3) ;•. := - = constante:
' ' (Is c
et il est aisé d'apercevoir dans cette relation 1 » xpression analytique du théorème VJL
Seconde déinonsiralion. AA' étant une ligne quelconque
tracée sur la surface do révolution qui a pour axe la droite zz^ nous désignerons par /•, comme précédemment, le rayon du parallèle qui passe par ce point ; par Q l'inclinaison de ce rayon
sur la courbe méridienne 2 A du même point; par i et i~{- di les angles que la courbe considérée A A' forme, en A et A', avec les courbes méridiennes de ces points, et par dtsi l'angle formé par les plans de ces dernières.
Ces notations posées, imaginons, parle centre d'une sphère, des rayons 02, 001.^ oa' parallèles respectivement à l'axe de la surface et aux tangentes des sections méridiennes aux points A, A'; et, ayant construit l'indicatrice aa! de la courbe AA', menons les arcs de grand cercle Z3<, z:/! (parallèles aux plaris
des sections méridiennes des points A, A'); aa, da! perpendiculaires aux précédents et se coupant eu p : enfin, décrivons du point/?, comme pôle, l'arc de cercle ahi. On a, dans le triangle rectangle aai a',
(rt) «, a' = aa' . cos a = E cos a ,
E et a désignant l'angle de contingence et l'inclinaison, sur le plan tangent, du plan osculateur de la ligne AA' en A. D'ailleurs l'arc za' pouvant être considéré comme perpendiculaire eu A sur l'arc aap, on peut regarder le point p comme le pôle de l'arc Aa', et poser l'égalité
P I;a =: et' ai^
d'où l'on déduit
a^a' = {a'x' — a a.) — /. a = di — Z a , OU
{b) a^a' ^=d! — cosB.dôi;
et la comparaison des relations {a) et (b) conduit à celte formule générale
( 33 ) É^ =: E ". cos a = dt — cos 6 . dw.
Fig. 32.
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qui se réduit, dans le cas où il s'agit d'une ligne géodésique, à celle-ci :
di — cos 9 . d(,i =z o .
Enfin on trouve sur la figure de l'espace, et en désignant par (la lare élémentaire de la section méridienne,
, dr dr
cos6=:it-;-i rd(ù=z drTAAï\"i ; cosô.rfcjrr riz — tanir;': d(j ^ r "-
et la subslilulion de cette dernière valeur dans la formule précédente donne successivement
,._,df cosi.di dr d.s'iut , dr
di± — tan^i=:o-< — : dz— = o, dz — = o;
r ^ sm / r sin / r
d'où, en intégrant,
r-' . sin / = constante.
On pourra d'ailleurs faire disparailrerambiguïté que présente encore cette formule, en prenant, au lieu d'une surface quelconque, un cône de révolution dont les lignes géodésiques sont, évidemment, représentées par l'équation
(34) rsini = con>tanfe.
Scolie. Les normales principales d\ine ligne à double courbure pcuuent-elles rencontrer constamment deux droites fixes, non situées dans le même plan, ou, en d'autres termes, deux surfaces de révolution, dont les axes ne se rencontrent jyas, peuvent-elles être en contact suivant une ligne géodésique?
Si cette question devait être résolue négativement, le théorème suivant serait une conséquence immédiate de celte conclusion, et la démonstration que nous allons en donnerdeviendrait inutile.
Théorème \HI. Les normales principales d'une ligne à double courbure ne forment jamais une surface réglée du second degré. (Bertrand, Journal de Mathématiques, i85o, p. 34*2.)
Démonstration . Une ligne à double courbure quelconque est, en elVci. une ligne asymptoiique delà surface gauche for-
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niée par les normales principales de celte ligne-, et il ne passe d'ailleurs, en chaque point d'une surface quelconque, que deux lignes asymj)totiques. Or, dans une surface réglée du second degré (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloide hyperbolique), toutes les lignes asyraptoliques sont des lignes droites, à savoir, les génératrices rectilignes de la surface, de l'un ou de l'autre système : donc, etc.
Corollaire. Les normales principales d'mie ligne à double courbure ne peuvent rencontrer en même temps trois droites fixes ^ ou, rencontrer deux droites fixes ci se trouver parallèles à un plan fixe : et, en particulier, les normales principales d une hélice cylindri(pie quelconque ne peuvent rencontrer deux droites fixes.
64-. THÉoRii;ME IX. Si les normales principales d'une ligne rencontrent à angle droit une droite fixe OZ, cette ligne est une hélice tracée sur un cylindre de révolution, ayant pour axe la droite OZ .
Démonstration. D'après le théorèine M, la courbe considérée est une ligne géodésique de la surface de révolution S, qui aurait pour génératrice cette courbe elle-même, et pour axe la droite OZ. D'ailleurs les normales principales de la courbe, ou les normales de la surface S, étant perpendiculaires à l'axe OZ, les plans tangents de la surface sont parallèles à OZ, et la suiface S est un cylindre parallèle à OZ. La courbe considérée est donc une ligne géodésique tracée sur une surface cylindrique, de révolution autour de l'axe OZ: ou une hélice appartenant à nu cylindre de révolution.
65. I'héorème X. Si les normales principales dune courbe rencontrent sous un angle constant une droite fixe OZ, celte courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône de révolution, ayant pour axe la droite OZ.
Démonstration. 11 résulte encore des données de laqueslion que la courbe considérée est une ligne géodésique d'une surface de révolution 5 et que les plans tangents de celte sur-
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face font avec l'axe OZ un angle constant : les tangentes diiui^ section méridienne de la surface, aux différents points de cette section, font donc avec l'axe OZ un angle constant; la section méridienne est donc une droite, et la surface se réduit à un cône de révolution.
Obseivation. Les normales principales de la ligne géodésique considérée forment une surface gauche ayant l'axe mémo du cône poui' ligne de striction.
Propriétés métriques.
66. Des relations existant entre une ligne dont la première courbure est constante, et le lieu ries centres de courbure de cette ligne.
Soient AA'la ligne proposée; AC, A'C ses rayons de couibure en A, A', et CC la ligne des centres de courbure, la droite AC, de longueur constante , étant normale à la courbe décrite par son origine, est aussi normale à la courbe décrite par son extrémité; et la tangente du lieu des centres de courbure est, par suite, perpendiculaire à la normale principale. D'ailleurs la normale principale, la tangente du lieu des centres de courbure et la droite polaire, relatives à un menu point d'une ligue quelconque, sont toujours situées dans un même plan; et comme ces deux dernières droites sont l'une ( è l'autre, dans le cas actuel, perpendiculaires à la première, elles coïncident. Donc les droites polaires, c'est-à-dire les tangentes de l'arête de rebroussement de la surface polaire, coïncident avec les tangentes de la ligne des centres ; et, par suite , la ligne des centres de courbure elle-même coïncide avec l'arête de rebroussement de la surface polaire. Cela posé,
Les normales principales de l'arête de rebroussement étaiu parallèles aux normales principales delà ligne primitive, quelle que soit cette' ligne, les normales principales du lieu des centres, dans le cas actuel , coïncident avec celles de la ligue proposée.
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De même les tangenies de l'arête de rebroussement étant, quelle que soit la ligne primitive , perpendiculaires aux plans osculateurs de cette ligne, les tangentes du lieu des centres de la proposée sont perpendiculaires à ses plans osculateurs; et, par suite, inversement, les plans osculateurs de la proposée coïncident avec les plans normaux de la ligne des rentres. Il en résulte que la limite de rinlerseclion de deux plans osculateurs ou la tangente de la proposée coïncide, avec la droite polaire relative à la ligne des centres-, et la courbe proposée est l'arête de rebroussement de la suifacc polaire relative à la ligne des centres. D'ailleurs le centre de courbure de celte dernière, situé à la fois sur la normale principale et sur la droite polaire, coïncide avec le point correspondant de la ligne primitive, et celle-ci est à la fois la ligne des centres de courbure et l'arête de rebroussement delà surface polaire relatives à la ligne des centres CC dont le rayon de courbure, égal h celui de la proposée AA', est constant comme lui.
Enfin, le produit des rayons de seconde courbure d'une ligne quelconque et de Tarête de rebroussement de la surface polaire est égal au produit de leurs rayons de première courbure : on a donc, entre les rayons de la courbe considérée et de la ligne des centres de coiirbure, la relation
et en réunissant ces résultats, on obtient le théorème suivant:
TnÉoiiiLME XI. Si l'on considère une courbe dont ta première courbure est constante et la courbe lieu des centres de courbure de la première, ces deux courbes ont mêmes normales principales j chacune d'' elles est à la fois la ligne des centres de courbure et Varéte de rebroussement de la surface polaire l'elatiues à l'autre j leurs premières courbures sont égales, et la produit de leurs secondes courbures est constant et égal au carré de la première courbure commune à ces deux lignes (Bouquet).
()7. Théorî^me XII. iSi les deux courbures d'une ligne ont
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iiji rnjypoil consUiut , cette ligne est une hélice cylindrique. (Bertrand, Journal de Mathématiques , 1848, page 4^3 )
Première démonstnilion. Considérons 1 indicatrice spliérique de la ligne proposée : le rayon de courbure géodésique de rindicalrice étant égal au rapport de la première à la seconde courbure de la ligne primitive, la courbure géodésicpie de l'indicatrice est constante, et l'indicatrice est un petit cercle de la sphère. Il en résulte que les rayons de la spiière aboutissant aux différents points de 1 indicatrice , et, par suite, les tangentes de la ligue piimitive. f[ui sont parallèles à ces rayons, font un angle constant avec une direction fixe : et la ligne primitive est une hélice, tracée sur un cylindre parallèle àtette direction.
Seconde démon s irai ion. Considérons la surface rectifiante relative a la ligne proposée. Les génératrices de cette surface sont parallèles aux droites qui mesurentles plus courtes distances entre les normales principales consécutives delà ligne proposée: et l'inclinaison de l'une de ces droites sur cette ligne
a pour tangente ingononieirique le rapport — de ses deux
courbures, rapport qui est ici constant, par livpothèse. La courbe proposée, qui est toujours une ligne géodésirpie de la surface rectifiante, est donc, en outre, dans le cas actuel, une trajectoire sous un angle constant des génératrices reciilignes de cette surface, et conserve la même propriété après le développement de cette dernière sur un plan, La courbe proposée se transforme donc par le développement de la surface rectifiante, en une ligne droite qui coupe sous un angle constant les génératrices développées. Les génératjices sont donc parallèles après et, par suite, aussi avant le développement; la surface rectifiante est un cylindre, et la courbe proposée est une hélice tracée sur ce cylindre.
68. Théorème XlII. Si chacune des deux courbures d'une ligne est constante ^ celte ligne est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. (Puiseux, Journal de ^/athématiques . tome VU, 1842, page 65.)
DènionstraLion. Les deux coiubuies de la ligne proposée élaiit séparément constaiiles, leur rapport est aussi eoustanl; et celte ligne est une hélice, d'après le tliéorème précédent. D'ailleurs le rayon de première courbure de cette hélice étant constant, il en est de même du rayon de courbure de la section droite du cylindre (|ui la contient (-yo/Vpage 7) : Cette section droite est donc un cercle, et le cylindre est de révolution.
()9. Théouème XIV. Toula hélice dans laquelle le rapjwrt — — est constant, (sans être nul) apjyarlienl a nu cylin-
(Ire ayant pour hase une spirale logarith/nique ^ cette courhe est en niénie temps une hélice conique coupant sous un angle constant les génératrices (Fun cône de révolution, dont l'axe passe par le pôle de la spirale et se trouve parallèle aux génératrices du cylindre. Nous appellerons cette couibe hélice cylindro-co'iique.
Démonstration. Le rayon de couibure p et l arc j> delà section droite du cyliudie qui contient l'hélice considérée, étant respectivement proportionnels aux grandeurs correspondantes
et analogues de celle-ci , le rapport -- de leurs difréienticlles
est constant pour Ja section droite, connue le raj)porl — —
pour l'hélice : et l'on en conclut, en premier lieu ( voir page 3t>, Observation), ({ue cette section droite est une spirale logarithmique.
Que l'on regarde, en second lieu, riiélice donnée comme la génératrice d'une surlacc de révolution ayant pour axe la parallèle oz aux génératrices du cylindre menée par le pôle o de la spirale, et que l'on rapporte la section méridienne de cette surlacc à l'axe oz et à une perpendiculaire ox à oz menée dans le plan de la section. On reconnaît aisément que les variations correspondantes des coordonnées z et x d'un point de la seclion méridienne sont mesurées respectivement par les projcclious, sur l'axe du cylindie et sur le layon vecteur de la spirale,
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des arcs correspondants de l'hélice et de la spirale; et que ces variations, par suite, sont respectivement égales aux produits de ces arcs par des nombres constants. Or le rapport de ces arcs étant constant, il en est de même du rapport des variations des coordonnées z et x de la section méridienne; cette section est une ligne droite, et Fhélice considérée appartient à un cône de révolution.
Enfin, on voit inimédiatement, à l'aide de l'indicatrice, qu'une courbe tracée sur un cône de révolution et faisant avec l'axe de ce cône un angle constant, coupe pareillement ses génératrices sous un angle constant; et la courbe considérée est une hélice cylindro-conique , suivant les termes de Ténoncé.
Réciproquement, l'hélice conique, c'esL-à-dire la coiirhe tracée sur un cône de réi'olution et coupant ses génératrices sous un angle constant, n'est autre que V hélice cylindroconique définie précédemment .
Ou reconnaît, eu effet, à l'aide de l'indicatrice, «[ue les diverses tangentes de la courbe considérée font un angle constant avec l'axe du cône, cette courbe étant dès lors une hélice tracée sur un cylindre parallèle à cet axe. D'ailleurs la section droite du cylindre, ou la projection de la courbe sur un plan perpendiculaire à l'axe, estime spirale logarithmique. Car d'après la définition de l'hélice conique, les variations correspondantes de l'arc de la courbe et du rayon vecteur issu du sommet du cône, sont dans un rapport constant : il en est donc de même des variations de l'arc et du rayon vecteur de la projection; et le rayon vecteur de la projection coupe celle-ci sous un angle constant, ce qui est la définition de la spirale logarithmique.
70. Théorème XV. Toute courbe coupant^ sous des angles constants^ les génératrices d'un cône et celles d'un cylindre, dont elle est la commune intersection^ appartient nécessairement à un cône de révolulion, et, par sinte, est une hélice cjlintlrO'COf tique.
Démonstration. iMenons, en eifet, par le sommet o du cône., un plan xy perpendiculaire à la direction oz des génératrices
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(lu cylindre, et désignons par r et z les distances d'un point quelconque de la courbe au sommet du cône et au plan xj\ On a cette double expression de l'arc élément.iire de la courbe :
/G '^'' /< '^^ «■/S= — -1 flh=: 1
cos i ces /,
ici /, désignant des angles conslanls. II en résulle l'écpiation
«liiVérentielle
,ù- _ dz cos i cos /,
et l'équation, en termes finis,
r __s — C ros/ cos/|
de la courbe considérée , C désignant une constante. D'ailleurs une hélice, tracée svir un cône quelconque, ayant toujours le sommet du cône pour point asymptote, l'équation précédente doit être satisfaite par r = o et 3 = 0; la constante C est nulle, et l'on a simplement
cos i
COS/i
cos/, cos/
constante,
Et cette relation exprime que le cône qui renferme la courbe considérée est de révolution autour d'un axe oz parallèle aux génératrices du cylindre; ce qui suffit à la démonstration. (Vieille, Co/npléinetits fVylnalyse et de Mécanique, page 89.)
71. Théorème XVI. Si une courbe à double courbure ci la ligne des centres de courbure sont deux hélices tracées sur des cylindres parallèles, la courbe proposée est une hélice droite appartenant à un cylindre de rcvolulion, ou une hélice cylindro-conique. (Tissot, NoHi'eUes Annales de Mathé- ' niatiques^ iSSa, page 455.)
Démonstration. Soient en elïet AA' la courbe proposée.
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ce la ligne des centres de courbure et SS' l'arête de i-ebroussement de la surface polaire relative à AA'. Cette dernière étant une hélice, il en est de même de SS', et le cylindre qui la contient est parallèle au cylindre contenant AA' : donc, par suite de l'hypothèse, les hélices SS' et CC appartiennent à des cylindres paiallèles. Or, on reconnaît facilement, par l'emploi de l'indicatrice, que « toute hélice CC, tracée sur un héliçoïde développable, et appartenant à un cylindre parallèle à celui qui contient rareté de rebroussemenl SS' de l'héliçoïde, est une trajectoire des génératrices rectilignes de la surface. » Donc, dans le cas actuel, la ligne des centres de courbure CC coupe, sous un angle constant, et les droites polaires CS, et les normales principales CA de la ligne A A'. Or on a trouvé [voir l'ormule (26), page 83)
sin CC',CA) = — »
et il en résulte pour le cas actuel la relation
— = constante; R I
on déduit dailleurs de la formule (aS) (i'o//'page 81),
R- _ -RI /r/R
Ry~ ' ^Rf ^~dS
et le rapp(nt— * étant constant, puisque la courbe est une hélice, on a simplement
— — -= L, = constante .
On parvient plus rapidement encore à ce premier résultat, par l'emploi de la formule
tang(CC,CA)=.-^ = -.-^,
qu'il est aisé de démon trei-.
Cela posé, si la constante C est nulle, Rj est constant et riiélice appartient à im cylindre de révolution : dans le cas
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contraire, on rentre dans le théorème XIV , et la courbe est une hélice cylindi'o-coiiique.
Observation . Quand la ligne primitive est une hélice tracée sur un cylindre de révolution, on sait que la ligne des ceniresde courbure CC/et l'arèle de rebroussement SS' delà surface polaire, qui coïncident, sont des hélices de même nature que la première, tracées sur un cylindre de même axe (jue le premier; la ligne de striction de la surface gauche, formée par les normales principales, se réduisant à une ligne droite, coupée à angle droit par chaque génératrice, et qui est Taxe même du cylindre. Le théorème suivant, dont une partie seulement a été énoncée déjà par M. Tissol, met en évidence les propriétés analogues de l'hélice cylindro-conique.
72, Théorème X\ II. Dans toute hélice cylindvo-conique^ la ligne de striction 00' de la surface gauche des normales principales ^la ligne des centres de courbure CC, et l arête de rebroussement SS'de la surface polaire sont trois hélices cylindre-coniques^ appartenant à des cônes de même axe et de même sommet que celui qui contient la courbe pri/niti^e.
Démonstration, i). Nous occupant d'abord de la ligne de striction, soient 00' l'arc élémentaire de cette ligne, OOj =r;s la plus courte distance entre les normales principales AC , A'C;
/'la distance AO et m le rapport constant — ^ relatif à l'hélice
AA'. On a
rang(00',AC) = §,^=^^.
Or la ligne AA' étant une hélice dont les génératrices sont parallèles à la plus courte distance OOi, cette plus courtedistance u et l'arc élémentaire AA' = r/S sont dans un rapport constant;
AO R
eu outre, a cause de la relation —=: —|= constante, AO ou
/• est proportionnelle à AC ou Rj, dr est proportionnelle à ^Rj, et Ton a, par suite,
.ang(00',ACj = - = C — = cy,
lo6 PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE SIXIEME.
C et C désignant des constantes. II résulte delà, en général, que, pannilcs hélices^ celles qui appartiennent à un cylindre,
ou il un cône de rèvoln- Fig. 33.
iion , son t les seules pour lesquelles la ligne de striction de la surface gauche des nornuiles principales soit une trajectoire des généra-
rectilii.
de le
face; et, en p-^-rticulier, que la ligne de striction 00' relative à l'hélice considérée AA', est elle-même une hélice tracée sur un cylindre parallèle à celui qui contient cette ligne. D'ailleurs, dans tonte surface gauche à plan directeur^ les trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes, projetées sui ce plan, ont pour commune développée la projection He la ligne de striction de la surface. Doucj dans le cas actuel, la eecliou droite du cylindre contenant la ligne de etriction 00' est la développée de la spirale logarithmique qui sert de base au cylindre contenant AA' ; cette section droite est une spirale logarithmique égale à la première et de même pôle, et la ligne de striction 00' est une hélice cylindro^conique tracée sur un cône de même axe que celui contenant l hélice jirimilive AA'. [Voir Théorème XIV .)
•j). Si l'on désigne, en second lieu, par/-» le pôle commun des spirales aa', oo' projections des hélices AA', 00', et que, projetant sur le même plan CC suivant ce', on joigne /?«, ;?o, pc :
OA R
on voit que le rapport -— = -^ étant constant, le rapport
égal — est constant, ainsi que le rapport
.Mais déjà, sur l.{ figure, le rapport - — et Tangle /><^/o, e\\\ pac sont ronslaiits: et
il résulte de tout cela (jue le rapport — et l'angle /^ac sont constants, et que le triangle pac est donné d'espèce. L'angle apc et le rapport — sont donc constants à leur tour, et le point c
décrit une spirale logarithmique, égale à chacune des précédentes aa'^ 00' ^ et de même pôle qu'elles. Il résulte, en outre, des relations précédentes entre les spirales ac^ et ce', et du parallélisme constant de AC et de <7c, que le point c décrit ime hélice sur le cylindre ayant pour base cc\ de la même manière que le point A sur le cylindre ayant pour base ad .
Les éléments correspondants des lignes ad et ce' étant, en effet, dans un rapport constant, on a
ce. si n 7
— ; — . =: constante :
AA .sma
et les projections sur Ce- et A rt des éléments correspondants CC et A A' étant égales entre elles, on a
CC'.cosv _ AA'.cosa on en déduit
tant; a
— ^- =: constante,
lanijv
et, par suite, y est constant comme a. On en conclut i[ue la ligne des centres fie courbure CC est une hélice cylindro-conique , de même axe que les précédentes , A A' et 00'.
3), Quant à Farèlc de rebrousscment de la surface polaire SS', SCS normales principales étant, dans tous les cas, parallèles à celles de la ligue primitive, et celle-ci étant une hélice dans le cas actuel ; SS' et A A' sont des hélices situées sur des cylindres parallèles-, et il en est de même des hélices SS' et ce : d où cette conséquence, déjà énoncée, que CC'est une trajectoire des génératrices roclilignes de la surface polaire. Il résulte de là que le trièdre formé au point C, par la droite CS, la tangente à la ligne CC et la génératrice Ce du cylindre con-
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lenant CC , csl constant, ainsi que le dièclie suivant Cf. Uisi l'on projette, sur le plan de projection déjà employé, SS' et ce suivant ss' et ce', il est facile de voir que les droiti-s se c[ui sont tangentes à la ligne ss' , coupent la ligne ee' sous un angle qui mesure le dièdre précédent, et qui, par suite, demeure constant. Si donc on appelle y le centre de courbure en c de la spirale ce', que Ton joigne pc, py, ps et ey , on reconnaît que le quadrilatère cpys, bi-rectangle en /; et 5, est donné d'espèce, ainsi , par conséquent, que le triangle pcs. L'angle cps et
le rapport -^ sont constants^ le point s décrit une spirale logarithmique égale à chacune des précédentes, et de même pôle qu elles; et V arête de rehroiissenieul SS' fJc la surface polaiie est encore une hélice cylindro-conique , de même axe que les précédentes A A', 00' cl CC.
4). 11 est facile devoir, en dersiior lieu, que les cônes de révolution contenant les quatre lignes AA', OO'. CC et SS', ont même sonnncl P. Car si 1 on appelle P le sommet du cône contenant AA', et si Ton conçoit que le point A se rapproche indéCniment du sommet P, le rayon de courbure AC = Ri de A A', qui est proportionnel à la distance PA , tendra indétiniment vers zéio. Donc les trois côtés du triangle ACS, donné d'espèce, tendent simultanément vers zéro en même temps que le point A tend veis le sommet P. II en résulte que les sommets C et S de ce triangle, et le point O qui divise le côté AC dans un )aj)p()rt constant, tendent à se confondre avec le point A, pendant (|ue celui-ci tend lui-même vers le point P: et les hélices déciilcs par les points O, C et S ont, pour point asymptote commun , le sommet P du cône contenant Ihéllce AA'5 ce qui sullit à la démonstration.
Remarque I . La surface gauche formée pai- les normales principales de riiéllce AA' contient une infinité d hélices cylindro-coni(|ues, de mèir.e axe et de même sommet que la proposée; ces hélices peuvent se construire par jioints en divisant dans un rapport constant (|uelconrjue chaque rayon de
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coiiibiire AC de la ligne proposée; et elles soûl les lignes asyniplotiqnes de la surface (l'o//- ci-après le chapitre ÏX).
liemarque II. Les rayons de première et de seconde courbure de r hélice cyUndro-conique sont , en chaque point de cette courbe , proportionnels à la distance de ce point à un j}oint fixe P. Mais la récipro([ue n'est pas vraie, à moins que l'on n'ajoute la condition rpie le point fixe P appartienne , comme point asymptote, <à la courbe considérée.
73. Problème. Trouver la définition de la ligne à double courbure L dont les normales principales peuvent coïncider avec les normales principales (Pune seconde ligne L' ; et les relations métriques, ou descriptives, existant entre les lignes conjuguées L et L .
Solution, i). Cherchons, en prenn'er lieu, les relations descriptives qui peuvent exister entre les lignes L, L' que nous supposons avoir mômes normales principales.
Recourant, à cet effet, aux indicatrices sphériques de ces deux ligues, nous remarquerons que les lignes considéiées ayant mêmes normales principales, la ligne sphérique nui, lieu des cxlrémitcs des rayons parallèles <à ces normales, doit Fig. 34. être la même pour les deux courbes
L et L'. Il en résulte, d'après la génération de la ligne nUi au moven (le chacune des indicatiices //,, //', [roir page 78), que les arcs de giand cercle nt., nt' sont des quadianls, et sont en outie tangents aux indicatrices^/,, i't\. Donc l'arc de grand cercle ti' joignant deux points correspondants cpielconques de ces ligues est normal à l'une et à l'autre-, les deux indicatrices ont même développée sphérique, et Tare de grand cercle normal /f', compris entre (es lignes, conserve une valeur constante. Or cet arc mesure l'angle tôt' ou srui égal, l'angle des tangentes aux lignes L. 1/ n7ences par des points correspondants de ces lignes. Nous arri-
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VOUS donc à ce résultat, qui subsisterait encore si les normales principales des deux lignes, au lieu de coïncider, étaient seulement parallèles : Les tangenics des deux lignes cotijiiguéesh, L', menées en des points correspondants de ces lignes , font entre elles un angle constant. La figure sphérique fournit d'ailleurs une première expression de la tangente de cet angle constant© : car en désignant par t: le centre de courbure sphérique des deux indicatrices pour les points t et ?', on a
et, par suite, puisque Ton a
tani
Ra
tangG'=|^
R, et Ha, R, et R'^ désignant les rayons de première et de seconde courbnie des lignes L, L'.
2). Revenons, en second lieu, à la figure primitive composée des lignes AB, A'B'et de leurs normales principales communes A A', BB'^ et chercbons de nouvelles expressions de Tangle des éléments correspondants AB, A'B' de ces lignes, que nous savons demeurer constant.
1". A cet effet, C étant le centre de courbure de la ligne AB pour le point A, décrivons du point C comme centre, et dans
le plan oscillateur en A, ACB, le petit arc de cercle A' b' terminé à la droite CB prolongée, et joignons B7/. On voit aisément que la portion de normale ]>rincipnl(\ AA' ou BB , comprise entre les deux courbes, conserve u/n- longueur constante, cpie nous désignerons parla lettre/?. Il en résulte que BB', B//ne diffèrent que d'un infiniment petit du second ordre; et que la droite ]\' b' , d(''j:i située dans le plan normal en B etfai-
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sanl avec Bb' un angle infiniment peu diiïérent d'un droit, peut être considérée comme perpendiculaire au plan osculateur ACB ou A'CI)'. Dès lors les triangles infinitésimaux A7/B', rectangle en b' et dans lequel l'angle en A' est égal à l'angle o,
Fig. 35
B'B^' et A'C//, dont les angles en B et C représentent les angles de torsion et de contingence, H et E, de la ligne AB, nous donnent successivement :
B'//=H.BB'=H A
C'' / A'*' E.CA' E(li, + «)'
De là, en multipliant membre à membre et simplifiant,
laiii;^ ;=
R, _ji__
on enfin
2°. Effectuant ensuite une construction analogueau point C, centre de courbure de la ligne A' IV pour le point A', les triangles infinitésimaux AèB, rectangle en ^, et dans lequel l'angle en A est égal à l'angle ç ; BW h et ACb, dont les angles en B' et C représentent les angles tle torsion et de contingence. H' et E'. de la ligne A'B', nous donneront de même :
tangtp =
Ao
d'où
tangy —
et si 1 on réunit les résultats prérérlents dans un même énoncé, on obtient cette pioposition :
Théorème XVIII. Si les normales principales d'ivie ligne L sont en même temps les îiormales principales iV une seconde ligne L\ i° les tangentes menées en des points correspondants de ces lignes font entre elles un angle constant (ç); i° il existe entre les rayons de première et de seconde courbure de ces lignes, pris isolément ou collectivement , les relations suivantes :
(0 tang, = — ^ = _=..^_^__,
'-^r; '-r\ '-^rt-r:
o et n désignant des constantes.
Observation. Les formules précédentes, ou du moins des formules équivalentes, ont été découvertes par M. Bertrand i\on Journal de MalJiémniiques, tome XV , page 332 ; iSoo). On voit que la première de ces formules exprime que, entre les deux courbures d'une ligne possédant la propriété énoncée, il existe une relation linéaire. M. Bertrand écrit celte relation sous la forme
-l_iL — R, rT" ''
la constante C restant indéterminée, et sa signification géométrique demeurant inconnue. Les relations (i) permettent de
lever cette indétermination, et donnent C = pour la va-
leur de cette constante.
Corollaire. Si on suppose Tangle o égal à un droit, les formules générales ( i ) se réduisent à celles-ci :
relations déjà trouvées, dans l'un des numéros précédents, entre une ligue L dont la première courbure est constante, et la ligne L' lieu dos fcntrcs de courbure de la première.
TIIÉOUEMES. Ïl3
7i. Théorème XIX. Réciproquement, s'il existe entre les deux courbures d'une ligne AB une relation linéaire, on peut construire une seconde ligne A'B' ayant mêmes normales principales que la première j et il existe entre les rayons de courbure de ces lignes, outre la relation supposée^ les autres relations exprimées par lafornmle [i) de la page précédente.
Démonstration. Mettons la relation donnée sous cette forme :
(i) =C = constanle,
et, la constante n étant, pour fixer les idées, supposée positive, portons sur le prolongement des rayons de courbure de la ligue AB ou L, à partir de cette courbe, des longueurs AA', BB', . . . égales à la ligne « : les points ainsi obtenus formeront une courbe A' B', ou L', située toute entière sur la surface gauclie S formée par les normales principales de la courbe L, et coupant à angle droit les génératrices de cette surface. Or nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mêmes normales principales que la ligne L.
Et d'abord, les tangentes menées en des points correspondants A et A' des lignes L et U, font entre elles un angle constant, dont la tangente trigonométrique est précisément égale à la. constante C {yoirXa. figure de la page 1 1 1).
Soient, en effet, O le point central de la génératrice AA'^ OO' la plus courte distance entre A A' et la génératrice infiniment voisine BB'5 ^, 4>' les inclinaisons des plans tangents de la surface S en A, A' sur le plan tangent en O, inclinaisons mesurées par les angles que forment avec 00' les tangentes des lignes L, L' aux mêmes points; (p = 4>' — ^ l'inclinaison mutuelle des plans tangents en A, A', ou des tangentes aux lignes L, L' aux mêmes points; et soit enfin A le coefficient de distribution des plans tangents de la surface S pour la génératrice AA'.
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On a, comme on sali (i'OiVpage lo, n" 9),
lang «P = A . oA , tang (!>' = /,. oM =^ k (oA + li) ;
ianiic)= tangf'l' — <tj= — = z= •
I +/-'.r;A.oA' i_H/.-.oA^+/^oA.«
ou
(a) *'^"S^=7T"(y;..oA)-^-|-../. (/-.oA)
D'un autie côté, ^ n'étant autre chose c[ue l'inclinaison, sui* le plan osculateur de la ligne AB, de la plus courte distance entre deux normales principales consécutives de cette ligne, on a [voir la formule 23, page 79),
tanga'=tangG = --, et, par suite,
enfin on a trouvé pour le coefficient A {voir la formule 24page 81), Texpression
et si on remplace h.oA et k par ces valeurs dans la formule (a). il vient
d'oùj en réduisant au même dénominateur et simplifiant.
tang Q
Ainsi la tangente de Tangle tp a précisément pour valeur cette fonction des deux courbures de la ligne AB qui demeure cons-
lanie d'après rhypothèsc exprimée par la rolalion (i)- et, par suite, Vangle cp est constant : or ce résultat est suflisant pour établir que les droites A A', BlV, . . . qui sont déjà les uorinalcs principales de la ligne AB, sont aussi les normales principales de la ligne A'B' {voirla. figure de la page 109).
Considérons, en effet, les indicatrices sphériques tt^ t't\ des lignes AB, A'B'^ et soit iin^ la ligne sphéri({ue formée par les extrémités des rayons on parallèles aux normales principales de la seule ligne AB, ou aux génératrices de la surface gauche déjà considérée. Les tangentes en A, A' des lignes L, L'étant toutes les deux perpendiculaires à la génératrice AA', le rayon 07Î, parallèle à cette dernière, est perpendiculaire au plan tot'-^ le point n est le pôle de l'arc de grand cercle tt\ et l'arc 7it est perpendiculaire à l'arc «', qui demeure, par suite, toujours normal à la ligne tt^ : cet arc II' est d'ailleurs constant, puisqu'il mesure l'angle constant des tangentes aux lignes L, L'; on vient de voir qu'il demeure toujours normal à la ligne f/, décrite par son origine ?, il demeure donc pareillement normal à la ligne t't\^ décrite par sosi extrémité t' . Les indicatrices des lignes AB, A'B' ont donc même développée sphérique ; par suite la ligne sphérique des normales principales^ nn,, est la même pour les deux courbes AB, A' B', et les normales principales de ces courbes sont parallèles. Enfin, la normale principale en chaque point A de la courbe AB passant constamment par le point correspondant A' de la courbe A' B', la normale principale de celle-ci, qui passe par le même point ei qui est parallèle à la première, se confond avec elle; et les deux courbes ont mêmes normales principales.
75. Théorème XX. Si les normales principales d'une ligne L sont en même temps normales principales de deux autres lignes distinctes, h' etL", chacune de ces lignes est une hélice tracée sur un cylindre de réi^olution ^ et la surf ace formée par leurs normales pri/icipales est un h élicoïde gauche à plan direcleur.
Démonstration. Désignons en ellét par ti! et n" les portions
ii(7 l'HEvrikni; partie. — chapitre sixième.
cunsta/Uci des t^cncvalv'ices de la surface gauclic dos normales, comprises entre la courbe L cl eliacune des courbes L' et h" -^ par <^' el a" les angles constants des tangentes de la ligne L avec les tangentes con'espondanles des lignes U et L". En appliquant la première des relations contenues dans la formule (i) du n" 7^ [voir page 1 1 2) à chacun des deux systèmes formés par les lignes L et 17, L et L", on a
(?.) fang<p = -^;
et ces relations, n'étant autre chose que deux équations du
premier degré entre — -> --et des constantes, assignent à chan, Kj
cune des deux courbures de la ligne L une valeur constante : la ligne L est donc une hélice tracée sur uu cylindre de révolution 5 il en est de même pour chacune des lignes 17 et L", et la surface formée par les normales principales, communes à ces lignes, est un héliçoïde gauche à plan directeur.
Corollaire I. On déduit aisément des résultats qui précèdent, la démonstration du théorème suivant, établi d'abord par M. Catalan (^Journal de Mathématiques^ 184 2, P^S^ 2o3) :
Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en chaque point égaux et de signes contraires, est un hélicoide gauche à plan directeur. On peut même donner plus de généralité à l'énoncé, en disant que : S'il existe sur une surface gauche trois lignes L, L', \J' coupant à angle droit les génératrices de la surface, et en chaque point desquelles les rayons de courbure de la surface soient égaux et de signes contraires, la surface est un héliçoïde gauche à plan directeur.
Il suffitj en elïet, pour démcntrei' cette dernière proposition,
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de remarquer qu'on vertu de l'hypothèse, et d apiès ies tliéorèines d'Euler et de Meunier, les plans osculatcurs de eliacune des lignes h, L', L", coïncident avec les plans tangents à la surface. Il en résulte que les normales principales de ces lignes coïncident avec les génératrices rectilignes de la surfat e : ces trois lignes ont donc mêmes normales principales ^ chacune d'elles, d'après le théorème précédent, est une hélice appartenant à un cylindre de révolution -, et la surface est un héliçoïde gauche à plan directeur.
On trouve dans un Mémoire de M. O. Bonnet une démonstration analogue [Journal de V Ecole Polyleclinique ^ 1848, page i34).
Corollaire II. Enfin le même théorème, comhiné aveccelui du numéro précédent, conduit à la séparation en trois classes, déjà établie par M. Bertrand, des surfaces gauches formées par les normales principales des lignes à double courbure : Jm première classe renfermant les surfaces dont les génératrices sont les normales principales d'une courbe unique ,• la seconde, les su/faces dont les génératrices sont les normales principales de deux courbes distinctes ; et la troisième enfin^ les sinfaces dont les génératrices sont les normales principales d'une infinité de courbes, cette dernière classe ne contenant que les hélicoïdes à plan directeur, [Journal de Mathématiques^ i85o, page 332.)
CHAPITRE Ml
DKS LIGJNES TUACÉES SUR CWE SURFACE DE REVOLUTION. — SECTIGJNS
PLAJVES. LIGNES ET CERCLES GÉ0UÉS1QLE5. LOXODROMIES
ET LIGNES d'ombre.
76. L'équation en coordonnées polaires de la section dicnne d'une surface de révolution étant
(I) /(p,sinw) = o.
mert-
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l équation de la sec/ion de celte surface par un plan incline de l'angle a sur Véquateur, sera.
(i) ./(&', sin 7.. sinw'j = o :
l'origine des rayons vecteurs o et ^ étant le point d'intersection du plan sécant et de Vaxe^ et les angles co, w' étant comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, à parti}' des perpendiculaires à l'axe situées dans ces plans.
applications, a). La surface considérée étant im tore; el le plan de la section, mené tangentiellement à la surface par la projection sur l'axe du centre de la section méridienne : on aura, au lieu des équations générales (I) et (i) ,
(I') p- — 2(7 cosw.pH-«-cos'- 7. = o,
(i') p'- — 2rt v I — sin^asin-o/.p' H- «-cos-a^o.
Or celte dernière équation peut prendre, successivement, les formes suivantes :
p =r rz y 1 — smasin^o) rtycsin a — rt'sinasmo) =1/7 V^i — sin'asin-&/zt«sinacosw',
(p'zp^r sinacosw' - = «^(i — sin-asin* w'), p'^riiart sin acosr./. o' -\- «-sin-a — (7- =r o;
et enfin
;2«sinacosw'. o — «^ cosV.
équation du système de deux cercles, (jui démontre le théorème de M. Yvon Villarceau.
b). Soient encore
(I") p =: v'cosa « = v'i —
Ti. sm- w
1 équation d'une lemniscatc de Bernoulli, prise pour section méridienne d'une surface de révolution : et
2 sin- :i sin'
1 équation de la section de la surface par un plan passant par le ccnUe de la lemniscatc méridienne, el incliné de Tanglc a sur
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l'équaleur. Si l'on pose sina=— =? auquel cas l'angle a osl de
45 degrés, et le plan de la section est tangent à la surface, comme dans le théorème précédent; il vient simplement
r/ = ± y/ 1 — sin- w = zt COS w
pour équation de la section considérée, qui est encore le système de deux cercles. On peut d'ailleurs parvenir géométriquement à ce résultat en remarquant que la surface actuelle est la réciproque, relative à l'origine, d'un hyperboloïde de révolution à une nappe, lequel est coupé par le plan sécant considéré suivant deux génératrices rectilignes, parallèles entre elles, et ayant pour réciproques deux circonférences passant par l'origine, et mutuellement tangentes en ce point.
77. Lignes géodésiques. L'équation générale des lignes géodésiques d'une surface de révolution
(34) ^sin / =r constante,
déjà établie dans le chapitre VI, peut être obtenue plus simplement encore par la méthode de Madaurin (*).
Lemme. Parmi tous les triangles rectangles cojistruils sur un côté donné de l angle droit, celui pour lequel l excès du temps employé à parcourir V hypoténuse avec ujte vitesse donnée \, sur le temps employé ci parcourir le second côté de V angle droit ay^ec une ^vitesse Vj supérieure à v, est un minimum^ — est celui dans lequel le sinus de r inclinaison de r hypoténuse, sur le côté donné de l'angle droit, est égal au rapport -
des vitesses données. Et celte propriété de minimum subsiste encore, dans les mêmes conditions^ pour des triangles curvilignes infiniment petits tracés sur une surface quelconque [Des méthodes, page ii3).
Supposant ce Lemme établi , et lemarquant que , poui
(*) Voir Trailé des Fluxions, toiïn^ II, 11°' 572 cl sitiv. ; cl des Méûiudcs Gcométric, Mallct-Bachclicr, i8j5, pa^fc 112.
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toutes les lignes réunissant le point A au point B^, la somme Iclw des angles consécutifs formés par les méridiens qui
aboutissent aux points successifs A,... M, M',..B de ces lignes, est constante^ on verra que la ligne géodésique cherchée, pour laquelle / MM' est minimum, coïncide avec la
ligne pour laquelle la ditîerence / MM' — / / d'u est minimum,
"k désignant un coeflicient constant. D'ailleurs, cette différence totale sei'a rendue minimum, si Ton rend minimum chacune
des différences élémentaires MM' — ). . (7w = MM' — X , — -'
dont elle se compose : /• désignant le rayon du parallèle du
point M'; et M'a' étant la projection sur ce parallèle de
Tare élémentaire JMM' de la ligne considérée. Enfin, si l'on
Fig. 3G. conçoit que la zone totale comprise entre
§les parallèles extrêmes ait été décomposée en un très-grand nombre de zones partielles par une série de parallèles inlermédiaires, la série de ces parallèles étant la même pour toutes les lignes qui joignent le point A au point B : on pourra regarder comme donné l'arc Mp/ deméi'idien compris entre les parallèles des points M, M'-, et l'on verra dès lors que la différence
,,, . ,,,,, . M'u.' MM' W j.' . .
élémentaire MM — / — '- = — sera minimum,
d'après le Lemme, si Tinclinaison i de l'arc MM' sur le méridien est définie par l'équation
ou
/•sin / = "/ = constante. c. q. f. d.
Remarque I. L'équation précédente s'applique encore d'une manière plus générale aux lignes géodésiques d'une classe de
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surfaces, étudiées par Monge, et comprenant les surfaces de révolution : nous voulons parler des surfaces dont les lignes de première courbure sont planes et situées dans des plans parallèles. On sait cpie les ligues de seconde couibure de ces surfaces sont également planes, perpendiculaires aux plans des premières, et superposables entre elles : les lignes de première courbure, projetées sur le plan de l'une d'elles, ayant en outre même développée. Cela posé, en cJiaquc point dune ligne géodèsique d'une pareille surface, le rajon de courbure de la ligne de première courbure, et le sinus de V inclinaison de la ligne géodèsique sur la ligne de seconde courbure, sont les facteurs d^un produit qui demeure constant dans toute retendue de la ligne géodèsique considérée. La démonstration précédente s'applique, à peu près sans modification, à la proposition actuelle.
Remarque II. La même équation conduit encore à cette conséquence dont la démonstration est facile, et que nous nous contenterons d'éuoncer : Les côtés dun triangle géodèsique quelconque., tracé sur une surface de révolution .^ forment, uvec les lignes méridiennes qui aboutissent aux trois sommets, six angles distincts; le produit des sinus de trois de CCS angleSj, non adjacents, est égal au produit des sinus des trois autres.
Remarque 111. Enfin cette équation conduit encore à ce résultat qu'une même ligne tracée sur une surface de révolution ne peut être à la fois une loxodromie et une ligne géodèsique de la surface : exception faite toutefois du cylindre parmi les surfaces de révolution, ainsi que de l'équateur et des sections méridiennes dans cbaque surface. Il en résulte, sous les réserves mentionnées, cette généralisation d'une propinété négative, bien connue de la loxodromie spliérique : quelle que fût la nature de la section méridienne du solide terrestre., supposé toujours de révolution., la ligne parcourue par un Daisseau qui suit constamment un même rumb de vent, oblique au méridien, ne saurait jamais être la ligne la plus courte entre le point de départ et le point d'arrivée.
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78, Expression de V angle de contingence gèodésiqiie d^tne ligne quelconque. Que l'on mène, par deux points infiniment voisins A et A' d'une courbe quelconque tracée sur la surface de révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette courbe en ces points, se rencontrant en T, et formant en ce point un angle infiniment petit qui est, par définition, l'angle de contingence géodésique Eg relatif à l'arc AA' de la courbe considérée. Si l'on mène le méridien du point T, et que l'on appelle /, I les inclinaisons de la première ligne géodésique sur les méridiens des points A,T, et i' ,Y les inclinaisons de la .seconde ligne géodésique sur les méridiens des points A' et T 5 on aura, d'après le numéro précédent,
RsinI := ;sin /, Rsinl'= /' sin/', d'où
sini rsini
sinl' /-'sin/'
7',r' et R désignant les ra^^ons des parallèles passant par les points A, A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant quel — l'i^Eç, et <|ue les angles \,V ,i' et / sont infiniment peu difféienls les uns des autres, ainsi que les rayons r,/-' et K,
cos .
2 — f/(/sm?)
sinl — sinl'
/sin /
sin /'
sinl'
'sin/'
et enfin
<^/(/sin/) /•ces/
Le problème suivant va nous offrir une application de celle formule.
79, ProblÎiME. Parmi les lignes, de longueur donnée, qui sur une surface de résolution réunissent deux points donnés, trouver celle qui enueloppe une aire maximum.
Solution. Imaginons t[ue la zone totale comprise entre les parallèles des points extrêmes A et B ait été décomposée en un très-grand nombre de zones })artiolles , par une séri<'
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de parallèles intermédiaires, la série de ces parallèle* élani la même pour toutes les ligues qui joigueut ces deux points : et soitAMM'B la ligne cherchée (y^"g-. 28). Cette ligne étant de longueur donnée, renfermant une aire maximum, et réunissant deux points appartenant à des méridiens dont l'angle est donné; l'intégrale
(r/S — ).R.(/w -h ii.cIm)
sera minimum pour la ligne cherchée : en désignant par RrZw l'aire élémentaire MM' m' m comprise entre cette ligne, deux méridiens consécutifs et le parallèle initial Art, dont on peut prendre le rayon pour unité; R étant une fonction du rayon du parallèle passant par le point M, indépendante de l'angle oi, et dont la forme dépend de la nature de la section méridienne. Or, on rendra cette intégrale minimum, en rendant minimum chacun de ses éléments
fis — ( ). R — ^.jcIm, ou
MM'_
/ R — pt
et comme lare Mf/' de méridien compris entre les parallèles des points M et M' peut être regardé comme donné, cette der-, nière différence sera minimum, d'après le Lemme, si l'inclinaison i de l'arc MM' sur le méridien est définie par l'équation I "/R — ,w
(.r) y R zns y. -+- /-sin /.
Différentiaut celle équation, et lemarquant qu(!,
aireMi/!\l >' •rh-^dT
<IK= f =-. = rr/r:,
fffj> fh,)
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r/o- désignant l'arc correspondant My! du méridien, il \ient, successivement,
A.fd<7=.d{/-smi), '/..rcosi.dS = r/(/-sin/; ,
). r cos i d'où, eu divisant par l'équation (33 bis) delà page 122,
[J^ ) ,--=- = constante :
ce qui démontre que /a courbure géodésique de la ligne cheichée est consLanlej et ce résultat, comme on sait, demeure vrai pour une surface quelconque.
80. Des loxodromies. Si rapportant chaque point d'une surface de révolution à un parallèle et à un méridien fixes ox et oj, on désigne par j Tare du méridien passant parce point terminé au premier parallèle, et par x l'arc du parallèle passant par le même point et terminé au premier méridien, on trouvera immédiatement
dx 1^ tang i .d) , et
(3) ^ = j. tang/
pour équation d'une loxodromie passant par l'origine des coordonnées. L'aire interceptée entre le premier méridien, la trajectoire et un parallèle quelconque, a pour différentielle, dans le même système,
.rd) = tang/. )//)■;
et Ton en déduit, pour Taire elle-même,
(4) « = — .) ' • tang/.
De la forme de Téqualion (3) il résulte, ainsi que l'a fait remarquer M. l'abbé Aoust [Journal de Mathématiques, tome XI, 1846, page 184), que la loxodromie joue, sur une
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surface de révolution, le même rôle que la ligne droite dans îe plan. En particularisant cette observation générale, on [parvient aux résultais suivants :
1. Les loxodroinies issues d'un même point de la surface déterminent sur un parallèle quelconque des arcs proportionnels.
2, Les sommets d un triangle variable, formé par des loxodromies, glissant sur trois parallèles donnés, et les deux premiers côtés tournant autour de deux points donnés., le troisième côté, ou côté libre, passe continuellement par un troisième point fixe.
81 . Rayon de courbure géodésique d'une loxodromie. iSous avons trouvé dans le chapitre précédent \^voir page pS, formule (33) j, pour l'angle de contingence géodésique cVunc ligne quelconque tracée sur uiie surface de révolution,
E^ = E cos a =: dl zh cos 0. da :
cette équation devient, en supposant que la ligne considérée soit une loxodromie, et négligeant les signes,
On a d'
/' désignant le rayon du parallèle passant par le point considéré; et si l'on substitue cette valeur dans la formule précédente, il vient
' suj i cos 9
pour le rayon de première courbure géodésique d'une loxodromie : cette formule renferme celle qui a été établie précédemmeni pour la loxodromie spliérique.
E^= cos Q. do,
R _^/S_ dS
' '^ E. ' cos S . d M
illeurs
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82. Des lignes (roinhre. reiatwes à des rayons incidents parallèles.
a). Recourant au mode de représentation sphériquedes lignes tracées sur une surface de révolution déj.à employé dans le chapitre VI, considérons l'indicatrice sphérique aa' d'une ligne d'ombre AA', et soient z ,p les extrémités des rayons de la sphère parallèles à l'axe de la surface et à la direction des ^. ^ rayons lumineux incidents : menons les
arcs de grand cercle zp , pa, pa qui re- /\ présentent, le premier, le plan de la sec-
/ A tion méridienne principale, parallèle aux
rayons incidents ; le second et le troisième, \ / /' les plans tangents en A et A' 5 abaissons
\| enfin perpendiculairement sur /7a l'arc za,
dont le plan est parallèle au plan de la section méridienne en A, et qui mesure le complément de l'inclinaison 9 de la tangente en A de cette section sur le rayon du parallèle correspondant.
Le triangle sphérique rectangle zy.p donne
cos w =: cot zp . tang z a = cet zp . col 0 ,
(6) cosw =r //? cotG;
171 désignant une constante, et w représentant l'inclinaison du plan de la section méridienne, cjui passe par le point A de In ligne d'ombre considérée, sur le plan de la seciion principale. On déduit facilement de cette formule, comme nous allons le voir, les équations des projections de la ligne d'ombre sur le plan de la section méridienne principale et sur un plan perpendiculaire à l'axe. Soit d'abord, à cet effet,
(VII) /{r,colfi) = 0
l'équation de la section méridienne, entre les coordonnées particulières /' et 0, dont la première désigne le rayon du parallèle : sionélimine 0 entrelcs équations (6) et (VII), on anira^pourlu
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projection d'une ligne rVonibre sur le plan de l'ér/ualeur,
I \ ^i cosw\
En second lieu, réquation (VU) de la section méridienne principale pouvant s'écrire
(vir) /
si on élimine r entre celte équation et la suivant»
dr
r COS o) =: 7- . «i cet 0 =r ?• . m
(7 ) '■ =ni.-—
l'équation résultante en r' et z représentera la projection delà, ligne d'ombre sur le plan de la section méridienne principale : les coordonnées z et i^ étant comptées, la première parallèlement à Taxe de la surface, et la seconde perpendiculairement à cet axe.
83. Application. Théorème. Toute surface de ré\>olution qui admet une ligne d'ombre plane est nécessairement une surface du second degré. (De la Gournerie, Journal de l'Ecole Polytechnique.)
Démonstration. Le plan de la ligne d'ombre considérée devant être, à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de la section principale, la projection de cette ligne sur ce plan sera une ligne droite dont l'équation pourra s'écrire, en disposant convenablement de l'origine,
/■' = HZ ,
et si l'on porte cette valeur dans l'é({uation (7'), il vient, pour l'équation différentielle de la section méridienne,
a . zclz z=: m . rdr.
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d'où, pour la section méridienne elle-même,
az- = r/i , r' + C :
équation d une courbe du second degré, dont l'un des axes coïncide avec l'axe de la surface.
84. On peut, dans certains cas, reconnaître d'une manière très-simple, et sans aucun calcul, la nature des projections sur le plan de l'équateur, des diverses lignes d'ombre d'une surface de révolution.
Imaginons, en effet, deux surfaces de révolution, construites sur le même axe, et ayant pour section méridienne deux courbes égales àoïU on pourrait effectuer la superposition à l'aide d'un mouvement de translation, dirigé perpendiculairement à l'axe, que l'on attribuerait à l'une d'elles. Si l'on appelle points correspondants de deux pareilles surfaces les points de ces surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à l'axe, il est évident que les plans tangents en des points correspondants de ces surfaces sont toujours parallèles : et il résulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d'ombre des deux surfaces, relatives à une même direction des l'ayons incidents, sont deux lignes correspondantes. Si l'on suppose-, en particulier, que la première des deux surfaces considérées soit un paraboloïde de révolution, ou une sphère, on obtiendra les résultats suivants :
I . Dans la surface de révolution engendrée parla, rotation d\ine parabole autour de Vun quelconque de ses diamètres., les lignes d'ombre relatives à des rayons incidents parallèles se projettent .f sur im plan perpendiculaire à l'axe, suivant des conclioïdes.
'1. Les lignes d'ombre du tore, projetées sur le plan de Véquatew\ donnent naissance à des conclioïdes à base elliptique, que Ton peut construire en prolongeant, d'une longueur constante, les demi-diamètres d'une ellipse ayant pour centre le pied de l'axe sur l'équateur.
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Lemme. Le rayon de courhure séodésique^V
'" cosa
d'une ligne tracée sur une surface est égal au rayon de courhure ordinaire^ R', de la courbe plane suivant laquelle elle se transforme par le développement ^ sur un plan, de la surface développahle circonscrite à la proposée suivant cette ligne.
Démonstration, Construisons l'indicatrice spliérique aa^ de la ligne considérée AA, , et menons par le centre de la sphère des rayons og, ogi parallèles aux génératrices AG, AjGi de la surface dévelop-
pable. Les arcs de grand cercle^, ^i^i, se coupant en /, seront parallèles aux plans tangents en A, Al de cette surface; ils seront tangents en outie à la ligne ggi : car cette dernière n'est autre que l'indicatrice de l'arête de rebroussement de la surface développable ; et Ton sait que les plans tangents de l'une coïncident avec les plans osculateui's de l'autre. Dès lors, en posant
Fig. 38.
rt«, = E, ggy = Aij,kii^i = dQ, ag — i^ aigi = i-i-di^ et décrivant du point i, comme pôle, l'arc de petit cercle «a, on trouve
xa,
aa, . cas a .
Ains
di -+- ^/ 6 = E cos a ; ./S R, r/S
F. cos a
Ri
COS n
di
dB
cos«
dS
di -\-dh
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a désignant l'angle sous le(|ucl l'arc ga coupe la ligne ««i , ou l'inclinaison du plan tangent en A sur le plan osculatcur de la ligne AA,. Or, si l'on développe sur un plan la surface AGGi Al 5 dSydi et dQ ne cliangent pas de valeurs ; di-hdO représente l'angle de contingence E' de la ligne A A, transformée, et la formule précédente devient
cos a E
Formules relatives aux courbes tracées sur un cy- Undre
AAi étant une courbe quelconque tracée sur un cyliudrc, désignons par i et a les angles que la tangente et le plan osculatcur de celte courbe en A forment respectivement avec la génératrice et le plan tangent du cylindre au même point; par i-hdi, a-\-da les grandeurs analogues pour le point A] ; et soient o et r/w le rayon de courbure de la section droite du cylindre en A, et l'angle des plans tangents en A,Ai : dS désignant l'arc élémentaire de la courbe AAj , on aura d'abord
r/S.sin/ [n] rf td =
Si l'on construit ensuite lindicalrioe sphérique aa^ de la
FijT. 39. courbe AAj , et si ayant mené le rayon og
« de la sphère parallèle aux génératrices du
^^\^"^>/->-? cylindre, de son extrémité g, comme pôle,
"wj A on décrit l'arc de petit cercle a«, terminé
\! 1 aux arcs de grand cercle ga, ga^ 5 le triau-
'■■._..y gle rectangle fla«, fournira les relations-
sin/.c/w (Il
sm a = — 5 cos a =z — — ,
et si l'on remplace d (j) par sa \aleur [a), il vient
(3o) sin rt =r ,
(3'j) C()Srt = — , ou 1*"^, = — (II.
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On a d'ailleurs,
(38) tang/ =
H + da
on remarquant que l'interseclion des plans taugerils menés par les points A, Ai a pour limite la génératrice du point A, et appliquant la formule (i4) sur les enveloppes sphériques, obtenue à la page 49 '■> et si l'on multiplie membre à membre l*!s relations (36), (38), on Irouve, en simplifiant,
R,.E.sin/
p(H +dn)
s'mi
fj
•^ . sin/
. ces?
pour le rayon de seconde courbure géodésique de la (ouibe <'onsidérée.
Enfin, si l'on abaisse l'arc gp z=: p z=z u perpendiculaire
sur le grand cercle tangent en a à la ligne acii , la tangente trigonométrique du rayon de courbure spli^rique de l'indicatrice «<7, , ou le rapport — ^ des deux courbures de la courbe
primitive AAi, a pour valeur — — ^ — -■, ou. suivant la nota- ^ 1 ' r \ f/.sin/»
tion actuelle ) — ; — r-^ = -r ' d'après la formule (o") de
/ d. s\n/j d.cosa ^ ^^ '
la page 4^5 de sorte que l'on a
R^ d . cose'
R, d. rost
Cette élégante formule, déjà obtenue par M. .T. -A. Serret^ fait voir que le rapport de la première à la seconde courbure dune ligne quelconque est mesuré par le rapport des différentielles des cosinus des angles que forment, avec une même direction fixe, la tangente de la courbe considérée et la droite polaire correspondante. [Journal de Mathématiques:, i85i. i. XVI, p. 195.)
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Si 1 on pose (4o) p ■= ronslaiilc, on si l'on, suppose le cy-
liiulre de révolulion, et (jirnyanl (lillercnlic î'équalion {'^6)■
on remplace dans réijualion lésiiltanle di et da par les valenrs
„ Esin« — li lang/ , , , .
— E ros a cl ^ tireesdcs relations {.^7) et (08). on
tang/ ^ -" \ ''
ironve, après quelques transformations, cette dernière formule
^^ ' db sni'< (l\, \
Observation. Il convient de remarquer que les arcs ga de la ligure sphérique actuelle doivent aller en décioissanl, quand on passe de a en a^ sur la ligne spîiérique aa^ ; ou, en d'autres termes, que la difi'érentielle di doit être négative. Cette condi lion, en efifct, était remplie parla figure 20 delà page 4.Q, siu
la([uelle nous avons obtenu la formule (38), tang/= ,
et l'on reconnaît aisément que cette dernière devrait être écrite
tangi = ^7^ — si Ton supposait positive la différentielle di.
Remarque, L arc de grand cercle tangent eu un point quelconque a de l'indicatrice représentant le plan oscillateur de la ligne cvlindiique considérée, et l'arc ga qid joint le point g au même point a représentant le plan langent au cylindre 5 on voit que si l'indicatrice spliéiique passe par le point g, le plan osciJateur au point correspondant de la ligne primitive et le plan tangent du cylindre qui la contient, au même point, feront un seul et même plan. Donc, si la tangente en un point d\tne courbe de V espace est perpendiculaire au plan de projection (et dans ce cas la courbe est tangente en ce point à la génératrice du cylindre proj(Uant), la tangente au point correspondant de sa projection sera la trace sur le plan de projection du plan osculnleur de la courue primitive au point considéré : proposition due à M. Chasles ; ramenant, comme on le voit, la conslruclion de la tangente de la projection d'une courbe, au point où lélémenldfi la courbe est perpendiculaire au plan de projection, à la détermination du plan osculaîeur de la ligne
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<jue l'on projeiio^ et donnant, par cette lédueiioii inènie, l'explication de rinefficacilé des méthodes ordinaires, dans le «as particulier en question. (Voyez Journal de Malhèmaii- (jues, 1837, ton^e II, page 293.)
JÎpplkaiioiis.
<S7. Posons i=z conslantc : la courbe AA, devlenl une liclice, la torninle (37) montre «picrt = - ■, les formules (3(>) <l (38) donnent
Ri = . „ . 1 — - = laii^; / =1 coiisiaiile ; sm'/ R, °
i.'t i on voil que, si le cylindre esi de révolution, R, et R, sont >éparénicnt constants,
88. Posons p = constanle et a = eonstante, c'est-à-dire proposons-nous de définir, sur un cylindre de révolution, !a courbe dont le plan osculateui' coupe la surface sous un ingle constant.
L'écfualion (36) lésolue pat lappoit à Rj, et divisée par V 1)5 «, donne
K, _ |> tangrt cos a sin' i
ou
, p. tarii^r/ C
siii'- / sin' /
C désignant une constante, et R' représentant ( Lenime, j)a§e 129) le rayon de couibure de la ligne suivant laquelle se transforme la courbe cherchée parle développement du cylindre. On déduit aisément de cette formule que la ligne Iransi'ormée est une chaînette, dont Taxe est parallèle aux générairices du cylindre 5 et comme cette dernière ligne est aussi la uansformée delà chaînette cylindrique (Vieille, Coniplènients C ylnalyscet de Mécanique, page 202), on voitcpie/a courbe > aercliée est la chaînette cylindrique. On a d'ailleurs ces expressions des rayons de courbure de la ligne, en chacun de
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ses points,
0 sin /7 ^ 0 R , =-- '—. , R. = — ^ : ,
siii /. cos i
el ces formules s'appliquent encore, non plus à la diainette, mais à la courbe a = constante^ dans le cas où le cylindre esl quelconque.
89. Posons p = constante et Ri = constante : la formule (4o)i dans laquelle nous ferons abslraclion de la sohition
cos« = o, ou a = -Il qui reproduirait Ihélice déjà considérée
au 11" 87, devient alors
'~' H ~" 3 sin /.ces r
On a d'ailleurs, suivant la formule (3y ),
R,.= -^^ = — ^-, ''^ H + (la sin/. cos/
et il résulte de la comparaison de ces formules que : sur un cylindre rie révolution , l'angle de torsion de la ligne dont la première courbure est constante^ est proportionnel à la 'variation correspondante de l'inclinaison du plan osculateur de cette ligne sur le plan tangent à la surface.
Formules relatives aux courbes tracées sur un cône
Soient a<2i Tindicatrice sphérique de la courbe AAi, et gg^ la ligne formée par les extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices oA, oAi du cône; menons les arcs de grand cercle ga., giUy^ qui se coupent en i, et décrivons du point i, comme pôle, l'arc aa. Conservant les notations du numéro précédent, et désignant, en outre, par /'la longueur oA, par r/(3 l'angle des génératrices consécutives oA. oAi (mesuré sur la sphère par l'arc ggi) et par A le demi-angle au sommet du cône de révolution, osculateur du cône proposé suivant la génératrice oA (l'angle A étant mesuré sur la sphère par le rayon de courbure sphérique de la ligne gg^ en g) : nous aurons
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il'abord '
, , ,, dS.s'ini
I \ , ,r. dS.sini
0) r/w = r/9.cot A = cotA.
Lo triansfle reclaiiirle ny.ii, nou? fournira ensuite les relations
sin« =
smi .d<
•OSrt =
di ^
<[ui deviennent , par l'emploi des formules [a] et [b).
,3^,, . R,.sin"^/
(ÛO ) SIMrt =r -,
/■tangA
/S . sin / -4- / . di
cos<7 = —
^ , ^/S. sin/ , ,
E. = — h di '
On a d'ailleurs .>r^,s E. sincr
comme dans le n° 86; et si l'on multi])lie membre à membre les formules (36') et (38'), on trouve, en simplifiant,
Les formules correspondantes du n" 80 se déduisent de celles-ci en posant tang A = o, r = co et /' tang A = p.
Applications.
01. Posons A = constante et i = constante : la courbe considérée est une hélice tracée sur une cône de révolution ; les équations (36') et (37'), divisées membre à membre, four-
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nissent la relation
sin / ^ tangA
d'après laquelle l'angle a demeure couslant^ et C, C désignant des constantes, les formules (36') et (38') prennent cette forme
Il résulte, de cette dernière, que la courbe considérée est en même temps une hélice cy lindrique ; et il est aisé de voir que les génératrices du cylindre, à base spirale, qui la contient, sont parallèles à Taxe du cône 5 car l'indicatrice sphériquc aciy et la courbe ggi sont deux cercles ayant même pôle.
Posons a = - : la courbe est une ligne géodésique, et
l'on obtient des expressions très -simples de sin/, Rj et R2 en fonction de /• et de tang A.
93. Posons A = constante et a = constante : l'équation (36'), résolue par rapport à Rj et divisée par cosa,
sm-'/
pour le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle se transforme la courbe cherchée par le développement du cône. De là, en désignant par p la perpendiculaire abaissée de l'origine des rayons vecteurs sur la tangente, et remarquant que
sin/ = —7 (lue li = —— , on tue. successivement, r ' dp
dr _ Cdp ) __ c _ Cr
d où 1 on pourra déduire Téquation en coordonnées polaires de la (ourbe transformée : équation qui se présente sous des formes ditférentes, suivant tjuc C est inféiieur, égal ou supérieur à l'unité.
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94. Scolie. On pourrait se proposer de déterminer l'équation générale des lignes tracées sur un cylindre, ou sur un cône vie révolution, analogue à l'équation
constante.
qui représente une ligne sphérique. Mais cette recherche, qui présente d'ailleurs des difficultés, pourra-t-elle du moins conduire à un résultat simple? Il est aisé de voir que non, et de définir les lignes et les rapports différentiels qui entreraient dans Texpressiou du rayon du cylindre, ou de l'angle au sommet du cône de révolution , contenant la ligne considérée. En effet, quatre points sont nécessaires pour déterminer une sphère, cinq pour un cylindre et six pour un cône de révolution : le rayon de la sphère oscidatrice, le rayon du cylindre et l'angle au sommet du cône, oscillateurs d'une ligne à double courbureen un de ses points, dépendent donc, implicitement, des lignes finies et des rapports différentiels qui naissent de la considération simultanée et de la succession de quatre, de cinq ou de six points infiniment ^voisins d'une ligne à double courbure. Pour le cas de la sphère, le nombre des points est quatre : 1er trois premiers donnent naissance au rayon de première courbure -, la succession des quatre points donne naissance au rayon
de seconde courbure et au rapport différentiel —— ' : le rayon
de la sphère osculatrice est donc une fonction de Rj, R2 , — — '•
Pour le cas du cylindre, le nombre de points est cinq : les
quatre premiers donnent naissance aux grandeurs Ri , R^ , —4 ;
et la succession des cin([ points introduit, en outre, les rap-
clR-, r/^R, , 11-1 1 1
ports — —9 -— — : le rayon du cvlinare osculateur est donc
' dS f/b' -^ •'
,. . , . , ^ ^ dK, dR, d'R,
une lonciion des fiuautiîes n,, K, . — r-r ^ —77r'> .■•
' ' dS dS /c
dS
Rnfin, on verra de mémo que 1 angle au s(;nime» du cône
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droit osculateur est une fonclion des mêmes quantités, et des nouveaux rapports f ? ■
9o. Formules relatives aux courbes tracées sur une surface cléveloppahle.
Les formules établies dans le n° 90 s'appliquent, avec une seule modification, aux courbes tracées sur une surface développable quelconque. Il suffit, en effet, d'y remplacer tangA, qui représentait le rayon de courbure géodésique de la ligne sphérique formée par les extrémités des rayons parallèles aux génératrices du cône, par le rayon de courbure géodésique analogue relatif à la ligne sphérique formée par les extrémités des rayons parallèles aux génératrices de la surface développable considérée. Or, cette dernière ligne est précisément l'indicatrice sphéricjue de Tarète de rebroussement de la surface, et
son rayon de courbure géodésique tangA est égal à — : p^ et 09
désignant les rayons de première et de seconde courbure de cette arête. On a donc les formules suivantes :
,0/-" ■ '-1 Risin-/ (00 Slllrt = '- ■ ,
(07 ) cosrt = — — ou E„ = — { 2 hdi),
,^r 1 // '-'I ''^S. sin-/
( JD-37 ; tangrt = —
( 38" tang/ =
:,.. r/S. sin i -J- r .di E sinr/
W-\-da 39" R,,„:
p, sin?. ces/
Applications.
96. Posons -^ = constante et i = constante : les formules (36-3;") et (38") montrenî que TaDglc a et le rapport
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-^ sont conslaiils; et R,, Ra sont proportionnels à /■. Donc, les
trajectoires des génératrices rectilignes d'un liéliçoide développable sont des hélices, et leurs plans osculateurs coupent la surface sous un angle constant. On voit d'ailleurs qu'il est nécessaire, pour que i et a soient simultanément constants,
que — le soit aussi , ou que la surface soit un liéliçoide.
Posons a = ~ : la formule (38") devient
fang/=r^ ou tang/— ^.
11 en résulte que : en chaque point d'une ligne géodésiquc tracée sur une su/face dcveloppable, le rapport de la prendère à la seconde courbure de cette ligne est égal à la tangente de son inclinaison sur la génératrice correspondante de la surface.
98. Posons ^ = constante et i = ~ : on a , comme précé- (Icmment ,
rt z= constanle ou (la = o.
La formule (38") donne d'ailleurs H + r/« = o ; donc H=i o, et la ligne considérée est plane. Réciproquement, si l'on a
i = - et }ir= o, on a encore da =^ o, a =^ constante. Donc, les
lignes de courbure d'un hélicoïde développahle sont planes ; et toute surface développablc dont les lignes de courbure sont planes est un hélicoïde. ( p^oir le n° 96, )
99. Si une surface déi^eloppable a des cercles pour lignes de courbure, cette surface est un cône de révolution. En elTct,
2, a et — étant constants par suite de l'hypothèse, léqua-
tion (37") se réduit à /' = constante, ce qui suffit pour établir que la surface est un cône, et par suite un cône de révolution, (.ar les rayons /• ayant une longuoui' ( onstantc et étant nor-
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maux, par une de leurs extrémités, à la ligne de courbure AA, , ces rayons devraient être également normaux à la courbe formée par leurs autres extrémités. Mais ces rayons sont déjà tangents à cette courbe, qui est Farête de rebroussement : donc celle-ci se réduit à un point , et la surface est un cône de l'évolution.
100. Observation. — Les trajectoires des génératrices reclilignes d'un hélicoïde déi^eloppable sont des hélices. Ceitu proposition, que nous avons vue résulter des formules précédentes, peut être établie directement en quelques mots. Il suffit, eu eÛet , de remarquer que rindicatricc spliérique d'une trajectoire peut se construire par points, eu menant des arcs de grand cercle tangents au petit cercle gg^ de la spbère, qui sert d'indicatrice à l'arête de rebroussement de la surface, et r,,^ ,. prenant sur cliacun d'eux un arc
constant sa = i. Or le lieu des
points ainsi obtenus est évidemmeiii.
un petit cercle aaj de la sphère, parallèle au cercle ggi et de même pôle; donc la trajectoire considérée est. u.ne hélice cylindrique, et le cylindre auquel elle appartient est parallèle au cylindre contenant l'arête de rebroussement de la surface. On voit d'ailleurs que l'arc de grand cercle ga., tangent au premier cercle ggi et limité au second aa,, coupe ce dernier sous un angle qui reste constant; donc le plan oscidalenr d'une trajectoire quelconque coupe la surface sous un angle constant, lléciproqucment, /oiite hélice tracée sur un hélicoïde déi^eloppable, et appartenant à un cylindre parallèle à celui qui contient l'arête de rebroussement de la surface,, est une trajectoire des génératrices rectilignes de V hélicoïde. Car p étant le pôle commun des petits cercles ggi et auy qui servent d'indicatrices à l'arête de rebroussement et à l'hélice considérée, les côtés pg et pa du triangle sphéi ique pga, rectangle en g, sont constants; il on i-éïuitc que le troisième côté ga est cousLaul aussi, et «jue
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Ihélice ronsidôi'cc rst \n\c trajectoire des génératrices reclilii^nes.
Si l'hélice, ardle de rebroussement de la surface, a/fparlieiit à lin cylindre de ré\' oint ion , les mêmes conséquences subsisteront encore; mais avec cette parlicvilarilé que Viinc des trajectoires^ en nombre infini, qui correspondent a. une valeur déterminée, et d'ailleurs quelconque, de l'angle z, est une hélice tracée sur un cylindre de révolution. Dans ce cas, en elFet, si on développe la surface sur un plan, l'arête de rebroussement, dont la première courbure est constante, devient une circonférence 5 les génératrices delà surface se transforment suivant les tangentes de cette circonférence, et leurs trajectoires suivant les trajectoires des tangentes. Or, dans la figur(> unsi développée, l'une des trajectoires, en nombre infini, ([ui correspondent à une valeur donnée de l'angle /, est une circonférence (décrite du même centre que la pixmière, ave( un rayon convenablement choisi), et son rayon de courbun» est constant. De là, en revenant à la surface primitive, on conclut qu'il existe sur cette surface une trajectoire dont le
rayon de courbure geodesique est constant; et comme u
estde|a établi que a et — - sont constants pour une trajectoire
quelconque, Ri et R2 sont l'un et l'autre constants pour la trajectoire considérée qui est, par conséquent, une hélice tracée sur un cylindre de révolution.
Enfin si, revenant au cas général, on suppose V angle i égal à
-1 les arcs ga^ g'i«i sont des quadrants, les rayons de la
sphère aboutissant aux points «, a^ sont parallèles aux tangentes en g., gi du petit cercle ggi , et la ligne «a, est un grand cercle de la sphère. Donc les lignes de courbure dr Vhélicoïde développahle sont des courbes planes^ et. le plan de chacune d^elles coupe la surface sous un angle constant. Réciproquement, une Ugne do courbure dune surface développahle étant plunc, cette swj'ace est un hélicoïde. Les tan-
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geiites eng,gi de l'indicatrice de l'arèle de lebroussement, étant en effet parallèles aux rayons de la sphère qui aboutissent aux points a, «j du grand cercle servant d'indicatrice à la ligne de courbure que l'on suppose plane, sont parallèles à un plan fixe. La ligne ^^i est donc plane et circulaire^ l'arête de; rebroussement est une hélice, et le plan de la ligne de courbure considérée coupe la surface sous un angle constant : ce qui renferme le théorème de M. Joachimstal.
Les résultats précédents ont été obtenus analvtiquement par M. Molins, dans le cas particulier de Ihélice tracée sur un cylindre de révolution. [Journal de Mathématiques, tomeMIl, pagei4i.)
101 . Les mêmes considérations conduisent, très-simplement encore, à la solution de cet autre problème, également résolu par M. Molins : Faire passer par une courbe donnée une surface déueloppable telle que^ par le développement de cette surjacc sur un plan, la courbe se transforme en un cercle de rayon donné Rj,.. [Journal de Mathématiques, i856, page 2JO.)
On voit daboi'd que le problème est susceptible de deux solutions. Car si l on mène par les tangentes successives de la ligne donnée une double série de plans formant avec les plans osculateurs correspondants de cette ligne, d'un côté et de 1 autre de ces plans, des angles a dont les cosinus soient définis en chaque point par la relation
COS a z=z - —
COS tt '
les deux surfaces développables, enveloppes des plans de chaque série, répondront l'une et l'autre à la question.
Examinons, avec M. Molins, le cas où la ligne donnée est une hélice tracée sur un cylindre de révolution ^ et construisons les indicatrices sphériques gg^ et aa^ de l'arête de rebroussement de la surface cherchée et de l'hélice donnée : l'indicatrice de cette dernière est un petit cercle aa^ de pôle p. et les
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arcs agy Oigi ont pour enveloppe la ligne ggi [voir la ligure de la page i4o)-
Ri^^ étant constant, ainsi que le rayon de première courbure Ri de l'hélice donnée, l'angle a est constant; les arcs ag^ fJigi coupent le petit cercle aai sous un angle constant; le point g, où chacun d'eux louche son enveloppe ç^-g^i, s'obtient en abaissant l'arc pg perpendiculaire sur ag : et il résulte de cette construction que le triangle variable pga demeure toujours égal à lui-même et que les arcs pg et ga sont constants.
L'arc pg étant constant, la ligne ggi est un petit cercle de même pôle /) que le cercle aa^ : et Tarète de rebrousscment de la surface cherchée est une hélice située sur un cylindre parallèle à celui qui contient l'hélice donnée.
L'arc j^rt étant constant, l'hélice donnée est une trajectoire des génératrices rectilignes de la surface, et se transforme, par le développement de cette dernière sur vin plan, en un cercle coupant sous un angle constant les tangentes de l'arête de rebrousscment développée. L'arête développée est donc l'enveloppe d'une série de cordes égales d'un cercle, ou un cercle concentrique au premier ; et l'arête de rebrousscment ellemême est une hélice dont la première courbure est constante, ou une hélice /racée sur un cylindre de révolution.
Les formules précédentes peuvent aussi conduire aux mêmes résultats.
Obsen^afions préliminaires ; nota/ion et définitions
On appelle, comme on la déjà vu, point central àe chaque
génératrice OA d'une surface gauche la limite des position^
occupées sur celte génératrice ['ar le pied de la droite sur la-
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quelle se mesure la plus courte distance OCj enirc rctlc génératrice et une génératrice infiniment voisine O'A' : le système ôc tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de la surface, formant une courbe continue 00' O" que l'on appelle ligne (le striction de la surface. Il résulte d'ailleurs de cette définition qu'en chaque point de la ligne de striction le plan tangent à la surface est perpendiculaire au plan mené, par la génératrice qui passe en ce point, parallèlement à la génératrice infiniment voisine : car il peut être considéré comme contenant la droite OOi, sur laquelle se mesure la plus courte distance entre ces deux génératrices.
Les droites indéfinies OOi, O'O', , 0"0" , . . . , sur lesquelles se mesurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices successives de la surface primitive S, sont à leur tour les génératrices d'une seconde surface gauche S', que l'on appelle la surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de la première surface reçoivent les plus courtes distances entre les génératrices consécutives de la surface conjuguée ; les deux surfaces étant circonscrites l'une à l'autre tout le long de leur commune intersection OO'O", qui est, en outre, la ligne de striction de l'une et de l'autre.
Dans tout ce qui suit, nous désignerons l'angle de deux génératrices infiniment voisines de la première surface, leur plus courte distance, le coefficient de distribution des plans tangents (i^Oi/'page lo); et les éléments analogues et correspondants de la surface conjuguée, par
w, w, X- := - : et oj'jCt', /' = -7-
Quand nous aurons à considère* une ligne A A' tracée sur la surface, nous rapporterons ses points successifs A , A', . • • i '^"^ points correspondants O, O' de la ligne de striction par les coordonnées s})éciales
AO = R,, A'O' .= R + .'/R; l'arc élénieniairc dS et î inclinaison /de cette ligne sur la gé-
nératrîce étant définis par les équations
(2) (3) dont la
dS
ces /■ (r/R
sin?.cos«
CT j ces (f
seconde devient, quand il s'agit de la ligne de striction,
pour laquelle o = R
cot/„
Fig. 42.
Pour démontrer ces formules, soient, comme précédemment, OOi = C7 la plus courte distance entre les génératrices infiniment voisines OA, O'A', et 0,0'= cî' le segment déterminé sur O'A' par cette plus courte distance OOi et la ligne de
striction 00' 5 menons les droites O^a parallèle àOA, A a parallèle et égale à OOj, aa' perpendiculaire sur O'A'; et Aa', qui peut être considérée comme l'élément de la trajectoire orthogonale des génératrices issue du point A , et qui forme avec A« l'angle cp mesurant l'inclinaison du plan tangent en A sur le plan tangent en O : inclinaison définie par l'équation fondamentale [^voir^. 1 1, formule (IV)1 :
(i) tang(p = /-.R.
On a dans le triangle An' A', rectangle en «', les relations :
dS
ont /
Aa'
CCS/ sm^ Aa'.costf
sui i . cos tp fl'A'.coscp
D'ailleurs, la trajectoire orthogonale A«' et la plus courte distance OOi interceptant sur les génératrices infiniment voi-
lO
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sinos O A . O' A' des scgmonls égaux, on a l'égaliié
VT' = O A
on
0,0' + O'A' — «'A' = OA, on
ra' + R + f/B. — ^' A' =r R ; (ni enfin
^/A' = r/R±CT';
et la substitution de cette valeur dans les relations précédentes fournit les formules (2) et (3).
103. Représentation sphéiique d'une surface gauche et des lignes les plus remarquables, ligne de striction, lignes de courbure, lignes géodêsiques, lignes asymplotiques et lignes d'ombre d'une telle surface. [F^oyez fig. 43, p. i48-)
Si l'on mène par le centre d'vme sphère, de rayon i, les rayons cg., cg'., . . . , parallèles aux génératrices rectilignes d'une surface gauche quelconque S, leurs extrémités formeront une courbe spliérique gg', dont l'arc élémentaire ds mesure Faugle w de deux génératrices consécutives de la surface primitive S, et dont l'angle de contingence géodésique e^ est égal à l'angle o)' des deux génératrices consécutives, correspondantes, de la surface conjuguée S' : le rayon de courbure géodési<iue de cette ligne ^'^o^' étant défini dès lors parla formule
(5) tang.-/ = ^^.
En outre, si Ton construit l'indicatrice sphérique 00' de la ligne de stiiction 00', les points o, o',..., de cette indicatrice seront rcspectii^emenl situés sur les arcs de grand cercle
gy, gVv-î normaux c« g,g',.--, à la ligne gg'. L'arc go, et le grand cercle tangent en g à la ligne gg' , représentent, en elfet, le premier, le plan tangent au point O de la ligne de striction; le second, le plan mené par la génératrice du même point parallèlement à la génératrice infiniment voisine; et
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doivent être, comme ces denx plans, perpendiculaiies cntn; eux.
Si l'on construit de même l'indicatrice aa' d'une ligne quelconque A A', tracée sur la surface : les plans des arcs de grand
cercle ag a' g' ^..., joignant les points correspondants des deux lignes aa', gg\ sont parallèles aux plans tangents delà surface
aux points A, A',...; et rinclinaison de Tare ag sur l'arc normal go ou gy , ou le coinpléinenL de rinclinaison de Varc ag sur la ligne gg', mesure l'angle y des plans tangents au point A de la ligne considérée^ et an point correspondant O de la ligne de striction .
Enfin, la ligne pp' formée par les intersections successives
des arcs ga, g' a',..., sert d'indicatrice à l'arête de rebroussement de la surface développable circonscrite à la proposée suivant la ligne AA' : et si dans la formule (i4) de la page 4.9,
ds . sin a
tang ai = --,
^ eg-hda •
on remplace l'arc ai, l'angle a, ds, e„ par leurs valeurs actuelles, arc gp, (f,o),oi', relatives à la ligne gg' eth l'inclinaison de V 'dvc gp sur cette ligne, on obtient cette nouvelle formule :
dont nous ferons un continuel usage dans ce chapitre, ainsi c{ue des principes suivants, par lesquels nous terminerons ces piéliminaires.
A. Si la courbe A A' est la ligne de striction de la surface,
les arcs ça, s'a' sont normaux à la li
gne gg
B. i5/ la courbe A A' est une ligne géodésique, les arcs ga, g'a' soîit normaux à V indicatrice aa'.
C. Si cette courbe est une ligne de courbure de la surface, les arcs ap, a'p' sont des quadrants, et les arcs gp,ga sont
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complémentaires. Car les rayons ca et cp de la splière sont parallèles à la tangente fie la ligne de courbure AA' et à sa taiigeiUe conjuguée, et ces tangentes sont rectangulaires,
1). Si ia courbe A A' coïncide avec l'arête de rebroussemeiit de la surface développable circonscrite à la proposée suivant cette courbe, ou si la courbe A A' est une ligne asymptoliqiie de ht surface, la ligne pp' coïncide auec la ligne aa', et les arcs ga , ^ s! sont tangents à la ligne aa'.
E. Enfin, si la courbe A A' est une ligne d'ombre relative à fies rayons incidents parallèles (ou la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à la sui face) , la ligne pp' se réduit à un point., et les arcs ga, g' a' concourent en ce point., qui est l'extiémité du rayon de la sphère parallèle aux rayons incidents.
lOi, Rayon de courbure géodésique d'une trajectoire A A', sous l'angle constant \, des génératrices rectilignes {voir la figure précédente). Décrivant du pôle commun p, les arcs gh., aq interceptés entre les a.rcspag, pa' g', on a l'égalité ga = liq , dont la comparaison avec l'égalité donnée., ga=^ ^ a' =^ /, conduit à la relation
(4o) Eg.=: Ecosrt =: w sin 'j.
On a d'ailleurs, parla formule (2) ( i'o/r page i45)
et, par suite,
" E „ sin ? . A sinœ cos o
sin i
«p cos 9 /. • R.
Il résulte de cette formule quV/i un même point d'une surface
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i^aucha, la soiuinti des carrés des prcinuircs coin bures i^codésiqiies de deux trajectoires , perpendiculaires cuire elles, est coustaute.
105. Propriétés de la ligne de striction; cas particuliers dans lesquels la ligne de striction est une trajectoire des génératrices rectilignes; une ligne géodésique; ou une ligne asyniptotique de la surjace.
Théorème. Une Hgne^ tracée dans de certaines conditiuns sur une surjace gauche, peut être, soit une ligne géodésique, soit u/ie trajectoire des génératrices rectilignes, soit la ligne de striction même de la surjace : et si deux de ces trois propriétés se trouvent réunies dans une même ligne de la surface, elle possède aussi la troisième. (O. Bonnet, Journal de FEcole Polytechnique, t. XIX, p. 71.)
Démonstration. Que la ligue de striction 00' soitd'aboid une ligne géodésiqiie, ou une trajectoire des génératiioes reclilignes : dans le premier cas [voir la figure précédente}, les arcs go , g' o'. déjà normaux à la ligne gg', puisijue 00' est ia ligne de striction, sont aussi normaux à la ligne 00 , puisque 00' est une ligne géodésique. Les deux lignes gg' ,00', ont donc même développée sphérique, et les arcs go, g'o', normaux à Tune et à l'autre, conservent une valeur constante qui mesure linclinaison, également conslanle, de la ligne 00' sur les génératrices delà surface. Dans le second cas, les arcs ^-o ont une longueur constante; ils sont encore normaux à la ligne décrite parleur origine g: ils sont donc pareillement normaux à la ligne 00' décrite par leur cxlréniité o 5 et la ligne 00' est une ligne géodésique.
Enfin, si A A' est à la fois une irajecloire des génératrices et UMC ligne géodési(|ue de la sniCaci', les arcs ga ont une longueur constante et sont normaux à la ligne aa' décrite par leur exlréniilé a; ils sont donc pareillement normaux à la ligne gg' décrite par leur origine g. Les arcs ga , g' a' coïncident en direction avec les arcs i,'o, g' o' ; les plans tangents à la snrfac»-, menés par les points coriespondants de la ligne considéiée A A
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et de la ligne de slriction 00', sont parallèles: et ces lign._3 elles-mêmes coïDcident.
Toutes les surfaces gauches dans lesquelles la ligne de striction présente ces particularités peuvent donc être engendrées en menant, par chacun des points d'une ligne à double courbure quelconque, prise pour ligne de slriction, et dans le plan rectifiant correspondant, une droite faisant ai^cchi ligne considérée un angle constant : cet énoncé contenant, en particulier, la génération de la surface gauche de révolution.
Supposons, en dernier lieu, que la ligne de striction 00' soit une ligne asymptotique de la surface : les arcs go, g' o' étant alors tangents à la ligne oo' ^ celle-ci coïncide avec la développée yy' de la ligne gg' . On a donc constamment
go = g'h tangg'o = tang/o = tang^-/,
ou, d'après les formules (4) et (5) [voir pages i45, i^dt),
OU A = A
Eu outre, lare élémentaire de la développée oo\ ou l'angle de contingence E de la ligne de striction, est égal à la ditîérentielle di^ de l'inclinaison, go ou gy^ de la génératrice de la surface sur la ligne de striction ; et comme d'ailleurs les génératrices de la surface sont, dans le cas actuel, situées dans les plans osculaieurs de la ligne de slriction, on a ce théorème :
Si par les divers points, et dans les plans osculateurs correspondants d'une ligne à double courbure quelconque, considérée comme directrice, on mène des droites coupant celte ligne sous une inclinaison variable dont la différentielle soit précisément égale à V angle de contingence de la directrice : ces droites seront les génératrices d'une surface gauche S ayant celte directrice pour ligne de slriction , et les coefficients de distribution des plans tangents de la surface Set de sa conjuguée S' seront constamment égaux.
En particulier, si par les dif^ers points d'une droite on mène de iiouvelles droites, non situées deux ci deux dans le même
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pian, cl coupant la preinièrc sous nu an^lc conslanL : ces droites Jonne.i ont une sui'Jace ennche en nntla (Iroite donnée pour ligne de striction. On a un exemple de celle généralioii dans la surface gauche formée par les normales principales d'une ligne géodésique d'un cône de révolulion.
Remarque. La plupart de ces propos! lions onl été énoncées déjà par M. Catalan. [Bulletin de la Société Philomalfii(fue, 1848, page 68.)
1(36. Equation générale des lignes géodésiques., sur une classe particulière de sur/aces gauches. 27iéo/è/nes sur le h'iangle séod
Les
^^^désique. (Foir^age i^J, remarque 13.) rcs ga., g' a' étant normaux à l'indicatrice aa' de l;t
Fifî. ^4.
ligne géodésique considérée A Â', on a, eu abaissant Ynvcgh perpendiculaire sur^''c/',
s' h = sfi — s' Cl' ,
gg .snv|
ou
w sin y :
ce qui montre, en passant, que la variation de l'inclinaison d'une lisne séodésinue sur la génératrice rectiliaue de la
surface a la
valeur., j)Our toutes les lignes géodésiques
issues d'un même ])oint de la surface et terminées à la génératrice infiniment voisine.
Quelle que soit d'ailleurs la ligne considérée AA', on a, [)ar la formule (3) [voir page i45) •
d R±vy'
col/ r=: COSu,
«'l l'on déduit, de la multiplication deux deinières équations,
iuenij)ie
iend)re des
col/'.r// =
(•/ . si n /
/. 1//II Zhrs' ) sill'i'.CO&'f,
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OU enfin, en employant la formule (i) tangcp = A , R,
('•quation générale des lignes géodésiques d'une surface gauche (juclcouque.
Si l'on pose
/ /= constante,
le second membre devient une différentielle exacte-, l'équation (8) est susceptible d'une première intégration, et on trouve en l'effectuant,
L.sin/ = ±-L(i -f- /-^R^) + L.C
(A') sin/ = C(H- /--'R-) '''=:C(cosç) .
Quant à l'ambiguïté que présente cette formule, et qui provient du double signe ■+- et — que nous avons dû conserver dans l'équation (8), il suffira de la faire disparaître pour l'une (juelconque des surfaces représentées par les équations
\ ct'^ o,
( / ;=: constante.
Nous choisirons, à cet elïet, l'héliçoïde gauche à plan directeur; les autres surfaces, gui so7it engendrées, comme on le voit aisément, par les bi-norniales d'une ligne gauche dont la seconde courbure est constante, se prêtant moins bien à la discussion.
Supposons donc que la surface soit un héliçoïde gauche, et soit [voir la ligure précédente) y le pôle du grand cercle gg', lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices de la surface. Menons l'arc de grand cercle y a coupant gg' en c). On a, dans le triangle sphérique rectangle ciqg,
sia^/iy = sinrt^. sin<7^'r7, ou siu«f/ = sin/ . cos'f.
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Si donc on prenait le signe supérieur dans la formule (A'), on aurait
s'mar/ = C , aq = constante :
L'arc ya serait lui-même constant 5 les arcs ay, a'y seraient normaux à la ligne an\ comme les arcs ag\, a' g\ et coïncideraient avec ces arcs 5 les plans tangents aux dillérents points de la ligne A A' seraient parallèles à l'axe de riiéliçoïde; et la ligne AA' ne serait pas une ligne géodésique quelconque de la surface, mais l'axe même de riiéliçoïde.
On doit donc rejeter les signes supérieurs et écrire, définitivement,
sin<
(q) ^ = C ou sin/.\/i -1- /-^R^^rC.
cosij)
Obseivatïon. L'équation des lignes géodésiques de l'héliçoïde à plan directeur, déjà obtenue par M. Catalan [Mémoire sur les surfaces gauches, Journal rie V École Polytechnique, 29*" cahier, i843, page 142),
cet' G — lû
ou, en rentrant tlans notre notation,
col-/ — R2_ "' I + R^ ~ ""'
peut servir de vérification à notre méliiode. Elle revient identiquement, en elfet, à l'équation (9),
sin ?. y^i -h ^■'R'= C, pourvu qu'on fasse dans celle-ci
et celte parlicularisation du coefficient k résulte implicitement, dans la notation de M. Catalan, de la forme môme de l'équation
z =r arc tang— 5
qu'il emploie pour représenter l'iiéliçoïde,
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• JppUcalions. La formule (9)
COSi
conduit à quelques conséquences curieuses , relatives aux triangles géoclésiques tracés sur l'une quelconque des surfaces gauches définies précédemment.
1). Dans tout triangle géodésique isocèle ayant pour hase la ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet est perpendiculaire à la base, et divise Vaiigle au sommet en. deux parties égales : en appelant isocèle un triangle dont les angles à la base sont égaux ^ et en remarquant que la ligne de striction est ici une trajectoire orthogonale des génératrices et une ligne géodésique de la surface.
Povir démontrer ce théorème, il suffit de remarquer que la constante C, entrant dans l'équation d'une ligne géodésiijue, représente le cosinus de Tinclinaison de cette ligne sur la ligne de striction, au point où elle coupe cette dernière; les constantes, entrant dans les équations des deux côtés du tiiangle isocèle considéré, sont donc égales; et ces équations étant
sin/ = C.coso, sin?' = C.costj-';
si l'on y fait o =■ a/', pour avoir les angles i et i' qui se rapportent au sommet du triangle, on trouve
2). Les côtés d'un triangle géodésique ABC formant avec les génératrices rectilignes de la surface, issues des sommets de ce triangle, six angles distincts; le produit des sinus de trois de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus des trois autres : propriété analogue à celle du triangle rectiligne, pouvant être étendue, comme celle-là, à un polygone géodésique quelconque 5 et dans laquelle les génératrices aboutissant aux sommets remplacent les droites issues d'un même point dans le triangle *re(tilign(\
Pour la démonlicr. nous désij^nerons par 9^5 'fii î 9(; ^^- ^"^ '
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gles foiniiés par les plans tangents en A, B, C respectivement avec les plans tangents aux points carrespondants de la ligne de striction ; par i\.^\ et ic,p, les angles formés en A et B, avec les génératrices de ces points, par le coté AB ou c ; et ainsi des deux autres côtés. Nous aurons donc, d'après ces notations, et
en appliquant successivement la formule = constante
^^ i COS '^
aux côtés AB, BC, CA, les relations suivantes :
sin/,.,v
sm?ej;
COS 'J
COS'i^ij
sin/a.B
COS Or
sin/a,c
COSBc
sin'A.c
sin/é,A
COS«pc COS «.A
dont la multiplication membre à membre fournit la relation énoncée.
107. Équation générale des lignes de courbure. Jtpplicalions.
L'indicatrice d'une ligne de courbure de la surface étant aa\ et p étant le point d'intersection des arcs infiniment voisins gn, g' a' ( lyoir la figure de la page 148), Vdivcap est égal à un cjuadrant, d'après la remarque C ( voir page 147) i 1^^ ^^^^ gp et ga = i sont complémentaires, et la tangente trigouométriquede l'un est égale à la cotangente de l'autre. Or, d'après les formules (3) et (6) des pages i45 et 147?
• COSij^
dK±T3'
tangg-/^ =
on a donc
co
,'±do
ou, cji remplacanl dz par sa valeur
d<si = ( ^ . <■/ R -f- R . d k ) ces- y,
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lirée de réquation (i), tang'^ = A.R,
(lo) {d
R±ct') w'±:(/.r/R + R.r//)cos-'7] = njr,
Cette équation, quoique assez compliquée, donne lieu cependant à quelques applications intéressantes.
i). Posons
O =(>>'= zn = d /> ,
la surface devient un liélicoide à plan directeur, el 1 équation se réduit à
/. .dK . COS- O =r ET . W , 1 f^ => 1 - Il •
OU, en renq)lacant rs par — et cos cp par ? a ceJle-ci ;
f..dR , , ,
d'où
équation générale, suivant les coordonnées polaiies R el H, des projections des lignes de courbure de l'iiéliçoïde sur le plan directeur (Catalan, Mémoire cité, page i43). On peut d'ailleurs parvenir directement à cette équation, par le seul emploi de la formule (3) •
dRdz^'
COtl = — • COSÇ,
tu
et en remarquant que, dans le cas actuel , les lignes de couibure ne sont autres que les trajectoires, sous l'angle de 45 degrés, des génératrices reclilignes de la surface.
2). Déjiiiition analytique de la. surface gauche dont toutes les lignes de première courbure sont équidistantes de la ligne de striction, de telle manière que la ligne de striction et Tune quelconque des lignes de première courbure interceptent des segments égaux sur toutes les génératrices.
Si l'on suppose cette condition l'emplie par toutes les lignes d(î première courbure. 1 équation générale de ces lignes, (10).
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ticvra t'Iro salisfailc par la subslilnlion
(lR = o ou R := ronstante =r C :
quelle que soit d'ailleurs, pour chaque point de la ligne de striction, la valeur attribuée à (etle constante. Or, si l'on introduit l'hypothèse r/R = o dans l'équation (lo), et si, après
avoir multiplié tous ses ternies par = i -1- k'JV, on l'or-
' ^ cos-?p '
donne par rapport à R, elle devient
et celte équation devant être satisfaite par une valeur quelconque attribuée à R, doit se réduire à une identité, ce qui donne les deux équations de condition
u' . d fi z=z o , CTW IjZ rr' &)'= o,
OU les deux systèmes d'équations
f d . OJ =r o ;
,„,, [({/iz=o 011 ^=r constante,
' rrw = CT w ou A r= A- . tan2:-?o • Le système (C) se décompose lui-même en deux :
o =: JTT = ct' ou o iti: ct' = w.
Les équations o = zs = r3', ou o = y/tJ^ + 0'% représentent une surface gauche dont la ligne de striction se réduit à un point, c'est à-dire un cône quelconque^ et les dernières o = 0'= w représentent un cylindre.
Il résulte de là que les surfaces gauches proprenieiil dites, possédant la propriété énoncée, sont définies analytiquement par les équations (C) :
( /» =z constante,
^ ' |/:-' = y^tang'/o.
On reconnaît aisément d'ailleurs c[ue la dernière équation exprime seulement que la ligue de striction est une ligne de
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courbure 5 et l'on a par conséquent ce théorème ; Toute surface gauche dont une des ligues de première courbure coïncide avec la ligne de striction, et dans laquelle le coefficient de distribution des plans tangents est constant, a toutes ses lignes de première courbure équidislanles de la ligne de striction [*).
3). Clicrclions en particulier à définir celle des surfaces gauches jouissant de la propriété précédente, dont la ligne de striction coupe les génératrices sous un angle constant: ce qui nous fournira en même temps une vérification,
La ligne de striction de la surface cherchée étant une trajectoire des génératrices reclilignes, est aussi une ligne géodésique suivant le théorème du n" lOo. Etant à la fois ligne géodésique et ligne de courbure, la ligne de striction est plane j les génératrices de la surface étant dès lors situées dans les plans menés par les tangentes de la ligne de striction perpendiculairement au plan de cette ligne, et faisant avec ces tangentes l'angle constant /o- Or, ce pi-emier résultat, joint à la relation A- = constante, conduit aisément à cette conclusion : que la ligne de striction est un cercle, la surface cherchée étant dès lors ïhyperboloïde de révolution^ a une nappe.
Soient, en cflet, y le pôle commun du petit cercle g^ et du grand cercle 00' qui sert d'indicatrice à la ligne de striction 5 E, r/ S et Ri l'angle de contingence, l'arc élémentaire et le rayon de courbure de la li£;ne de striction. On a
Y.sino'Y:
Ecos/'o,
d S sin /'o ,
(*) On peut ajouter que les lignes de seconde courbure dcierminent, sur génératrices reclilignes, des divisions homographiqucs.
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Cl l'on eu déduit
(/S I 1\, = — = =: constante,
puisque h et /,, sont luri et l'autre eonstanls. c. o. r. n.
Ou auiait d'ailleurs, pour la surface conjuguée S' ,
/■' cot /„
et il résulte, de cette double expression de Rj , la relation ^•' = /■ . tang- /„ .
4). Définir la sut face gauche dont les lignes de courhure sont des trajectoires des génératrices rcclilignes de la surface.
Une ligne de première courbure de la surface cherchée devaiit couper sous un angle constant toutes les génératrices de la surface, cl étant elle-même coupée à angles droits par toutes les lignes de seconde courbure, il en résulte que ces dernières sont inclinées d'un même angle sur les génératrices; et il en est de même pour les lignes de première courbure.
Soit donc / l'inclinaison constante des lignes de l'une des courbures sur les génératrices : posons
cot / := C,
et introduisojis cette constante C dans l'équation (3) de la page 145 ; il viendra
,, r/R=btô'
C ^= cos "j ,
CI
d'où
Crr
</R.COSo =: C CTlIInT COS9, et f/'Rlilm =
^^ COS
Si l'on porte ces dernières valeurs dans l'équation générale (10) des lignes de courbure (page i56), on trouve, successivement,
-, 0/ z!z El cos^ o . (Ik zti f> cos '3 . C . CT IjZ /■ tj' cos- -j; > =: ÔT w ,
COS o ( ' ' ^^ ' )
± /^CT. Ccoscp + w' zb(R. (l/f^ik ct')cos'»= ^^7
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OU, à cause de A . cr = w,
M'±(R.d^zp^-. cî')cos-(}) = w f - zp C I cos ip ;
cFoù, en remplaçant cos © par -~- ^ ■■'_-. el élevant au carré,
(10)3 .jo/(i + /^R^)db(R.//!ip/5rT')|' = o3=f^q::Cy'(i4-^^R').
Cette équation, du quatrième degré en R, montre qu'il existe, en général, sur chaque génératrice d'une surface gauche quelconque, quatre points tels, que l'une des lignes de courbure passant en ces points coupe la génératrice sous l'angle /défini par la formule cot/ = C-, mais, dans la surface cherchée, cette circonstance doit se reproduire en tous les points de chaque génératrice : l'équation précédente doit donc être une identité, et les coefficients des diverses puissances de R,Pi'% R^..R.°, doivent être identiquement nuls. Or, le coefficient de R* étant où'^. A*, on doit avoir d'abord
et l'équation de condition (10)3 se réduit alors à celle-ci
h-^ o^ (^q: G j — Z^' j R= ± 2 A- ct' . f/A- . R + j 03' (^ zp cV- /?- v4 =0
qui doit se réduire elle-même à une identité, La surface cherchée sera donc définie par l'équation [m) jointe aux trois suivantes :
[b) ci' . r/ X- = o ,
(r) wM-rpCJ — A-u'^ = o.
On satisfait à la seconde, soà en posant
(«) zj' -^ o,
SURFACES GAUCHES. l6t
et la troisième et la première donnent alors, successivement,
ip) ^ipC = o,
et dk = o, ou
(q) /=: constante ;
soit en posant
d A = o, ou / = constante ;
et, dans ce cas, la premièi-e et la troisième donnent, successivement,
-ipC = o, et ct'=o.
Ces deux solutions rentrent l'une dans l'autre •■, la surface cherchée est définie par les équations
(I) jni'=rO,
( / =r constante,
et l'inclinaison constante des lignes de courbure sur les génératrices est définie par l'équation [p] :
-zf:C = o, ou C'::pi=o, ou cot^t — 1=0;
d'où
(II) .' = 4^"
On a donc ce théorème : L'hélicoïde à plan directeur est la seule surface gauche dont les lignes de courbure coupcTit les génératrices rectilignes sous un angle constant.
Remarque. La génératrice rectiligne représentant, en chaque point d'une surface gauche, l'une des asymptotes de l'indicatrice de la surface en ce point, la tangente trigonométrique de son inclinaison sur une des lignes de courbure est égale, comme on sait, à la racine carrée du rapport des deux rayons de courbure principaux de la surface en ce point. Le théorème précédent est donc susceptible de ce nouvel énoncé :
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Toute surface gaucJie clans laquelle le rapport des rayons de courbure principaux a la même valeur en tous les points de la surface^ est un hélicoïde à plan directeur; et le rapport en question est égal à V unité : ce qui constitue une généralisation du théorème de Meunier.
5) . Lignes de courbure des surfaces gauches du second degré.
La représentation spliérique d'une surface gauche, appliquée aux surfaces réglées du second degié (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloïde hyperbolique), conduit d'une manière très-simple et sans aucun calcul, si l'on veut, aux équations des lignes de courbure de ces surfaces.
Soient, en elTet, yy' gg' ïe/lipse sphérique, formée par les extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératri(;es rectilignes de rhypcrboloïde, et que nous nommerons ellij)se directrice ; aa' l'indicatrice spliérique d'une ligne de courbure AA' de la surface-, «g"7, a' g'y\. . ., les grands cercles parallèles aux plans tangents de la surface en A, A', . • • ■> ^^ contenant les pôles g et y, g' et y', des quatre génératrices des deux systèmes situées dans ces plans; nnn' la courbe enveloppe des grands cercles ag, <^'§'i <^t f^'^' enfin la supplémentaire de la courbe mm' .
D'après des propositions bien connues, dues à M.Ch.Dupin,
Fig- 4fi- l'arc am, qui mesure l'angle de
deux tangentes lonjuguées rectangulaires, est égal à un quadrant^ et le point m est le milieu de l'arc gy , parce que les tangentes aux deux lignes de courbure qui passent par le point A de l'hyperboloïde, sont les bissectrices des angles formés par les deux génératrices rectilignes qui se croisent au même point.
Il résulte de là un premier moyen de trouver par le calcul les équations générales des lignes aa' , mm' el nn' . Car le point a (or, y) étant donné, le point /«(X, Y) est aussi donné, pai"
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rintersection de la polaire absolue du point a, j:X-f-rY= — i , et de sa polaire a^yY -\- h^x^= a' b^ relative à l'ellipse directrice ; ceci résultant de ce que les quatre points a et m, g et 7, forment une cb\>ision harmonique. D'ailleurs, l'arc ma étant tangent à la courbe mm', on a l'égalité
dY Y—r
rfX X— or
et de là, en remplaçant X, Y et leurs différentielles par leurs valeurs en fonction de x, j, dx, dy, on déduira l'équation différentielle de la ligne aa' . Cette équation, où les variables sont séparées, s'intègre aisément : et l'on trouve que la courbe aa' est du quatrième degré, les courbes mm', nn' étant seulement du second.
Mais on peut aussi trouver les courbes mm' et nn' sans calcul. Imaginons, en effet, que l'on ait construit les arcs de grand cercle ayant pour pôles les points m, g el y \ ces trois arcs, qui se croisent au point «, seront : l'arc tangent à la courbe nn' en «, et les deux arcs menés par le même point tangcntiellement à V ellipse spliérique E', supplémentaire de l'ellipse directrice E. Mais ces deux derniers arcs sont également inclinés sur l'arc tangent à la courbe nn' en fi, puisque les arcs m g et my sont égaux -, il font aussi des angles égatix avec les deux arcs de grand cercle qui réunissent leur point de concours n aux deux ïojersfelf de l'ellipse E', par une propriété des coniques sphériques analogue à une propriété bien connue des coniques planes; par suite, l'arc tangent en n à la courbe cherchée nn' fait des angles égaux avec les rayons vecteurs qui réunissent le point n à deux points fixes/" et /' de la sphère : et la courbe nn' est une ellipse, ou une hyperbole spliérique, ayant ces points fixes pour foyers.
Or, la ligne nn' est formée par les extrémités des rayons de la sphère parallèles aux normales menées à l'hypcrboloïde par les différents points d'une même ligne de courbure -, nous avons donc ce résultat : Si Von mène par le centre d'une sphère des rayons parallèles aux normales menées à Vhypcr-
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boloïde par les points successifs des lignes de première et de seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterminent sur la splicre deux séries d'ellipses et d hyperboles homofocales ^ et h^s foyers connnuus rie ces courbes coïncident avec les fo) ers de l ellipse supplémentaire de V ellipse directrice .
S'il s'agit du parcdwloïdc liyperboli(pic, l'ellipse yy' gg' t'st remplacée par le système de deux grands cercles gg\ yy' parallèles aux plans directeurs do la surface; la courbe mm' est telle, que le segment de l'arc tangent à celle courbe compris entre les deux cercles fixes gg' et yy', esl divisé par le point de contact en deux parties égales; la courbe supplémentaire tin' est, par conséquent, une eonicjue sphérique ayant pour foyers les pôles des cercles gg\ yy' \ et la conclusion est la même que pour l'iiyperboloïde.
Enfin, on déduit immédiatement du théorème précédent une équation générale des lignes de courbure, contenant xnie constante arbitraire, et qui, combinée avec réi|uation de la surface, détermine entièrement ces lignes. Tous ces résultats, d'ailleurs, peuvent être transportés ensuite aux autres surfaces du second degré. Il suffit, pour cela, d'employer la méthode analytique ordinaire, par laquelle on passe d'un calcul relatif
à l'ellipsoïde '---{--, 1 ;= », pai' exemple, au calcul ana-
loiiuc relatif à riiyperboloide — -i- V = ' i pai' le simule
cliangement de c^ en — C".
Remarque I. De la définition générale des lignes «/f' que nous venons de donner, on peut déduire, successivement, les équations générales des lignes nn'^ des lignes supplémentaires mm' {dont les projections centrales sur un plan convenablement choisi sont des cercles) ; et enfin des polaires réciproques/?//de ces dernières, par rapporta l'ellipse directrice : les lignes /?/.»' étant encore des courbes du second degré dont les axes coïncident, en direction, avec ceux de l'ellipse directrice. Or^ le rayon de la sphère aboutissant au point p est parallèle au diamètre conjugué du plan tangent en A. ou au diamètre
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(.le rhypcrboloïtlo ([ui aboulil au point A do Ja lit;iic de courbure AA'. Ps'ous aurons donc, par l'équation des coniques sjdiériques pp., l'équation générale des cônes du second tli-.^ré., concentriques à Vliyperholoïde, et contenant les lignes de courbure de la surface.
Reinan/ue II . La ligure spbérique déjà employée peut fournu', pour chaque ligne de courbure de la surface, la tangente uigonométrique de Finclinaison du plan osculatcur sur le plan tangent.
6"). Toula surface gauche dont les lignes de preudèrc couihure sont situées dans des plans parallèles, est un lijpcrholoïde de résolution.
En edet, l'on démontre aisément, à l'aide de quelques considérations de géométrie, et par l'emploi de l'équation générale (A) de Ja page i55, que les lignes de première courbure d'une pareille surface sont éqtddistantcs de la ligne de strielion, et que celle-ci est une trajectoire des génératrices rectilignes. On rentre donc dans le problème 3) de la page i58, cl la surface est un livperboloïde de révolution.
i08. Des lignes asyniptotiques d'une surface gauche quelconque. [P'oiryi. x/jS, remarque D. )
Dans toute surface gauche du second degré, les ligiies asymploiiques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de rhaque système, sont les génératrices de l'autre système. JNous allons voir que les lignes asymptoliques d'une surface gauche (juelconque présentent, par lapport aux génératrices rectilignes de cette surface, des propriétés métriques idcnti(jues à celles <jui ont lieu entre les deux systèmes de génératrices rectilignes d'une surface du second degré. [Foir la fig. 43, p- ^4^')
Soient, comme à l'ordinaire, aa' l'indicatrice sphérique d'une ligne asymplolique, et gg' la ligne formée par les extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices rectilignes de la surface : aa' sera l'enveloppe des arcs de grand cercle ga^ g' t^' •, et l'on aura, par la formule (6), pag-î 147
-- -^ W COS !p
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i désignant Tinclinaison delà ligne asymptolique sur la'géné-
ratrice correspondante. On a trouvé d'ailleurs (formule 3,
page 145),
dKàzm' cet / = ces o :
et la multiplication metnbre à membre de ces relations donne
k(dB.±Tj')cos'o = M'±d'D = o>'±{k.dR-\-RdA)cos'<f.
Or, on voit aisément que le signe supérieur du second membre doit être rejeté, sans quoi dV\ disparaîtrait de la relation précédente, qui se réduirait dès lors à une équation ;?nie en R, sans constante arbitraire, et fournissant pour chaque génératrice un nombre déterminé de valeurs de R, ce qui serait absurde. Oiî trouve donc, en prenant le signe inférieur,
(11) ( 2 A- . ^R H- R. f/X±:X- . rs') cos> = w',
pour équation générale des lignes asymptotiques.
i). Supposons la surface à plan directeur^ ou posons w'=:o ; il viendra, en considérant simultanément deux lignes asymptotiques, et en désignant par R, Pi' les distances (de même signe ou de signes contraires) des points correspondants de ces lignes à la ligne de striction,
2 /! . f/R -+- R . dk dl / . ct' = o, 2 / .dK' + R'.f// ± /• . ^'' = o ; d'où, par soustraction,
ou encore
r/(R'— R) dk ^' R' — R '^ k
d'où, enfin,
(R' — R)^=:constan
Si Ton applique, en outre, cette formule au système formé de la première des lignes asymptotiques précédentes, et d'une troisième, caractérisées respectivement par les distances R et R";
011 aura, de même,
[b] /?(R" — R)^" constante = C",
ot Ton déduit, de la comparaison des formules [a] et [h)^ la relation
Donc, dans toute surface gauche à plan directeur, les lignes asymptotiques divisent deux génératrices quelconques de la surface en segments proportionnels; ce qui renferme la propriété bien connue du paraboloïde hyperbolique dont les lignes asymptotiques sont précisément les génératrices rectilignes du second système.
Il résulte encore de là, que les n droites joignant les traces^ sur deux génératrices déterminées, de n lignes asymptotiques de la surface, sont n génératrices d'un même paraboloïde.
\'). Si, indépendamment de la condition o/=o, on pose encore k = constante , la formule (a ) se réduit à
(«') R' — R= constante,
et deux lignes asymptotiques déterminées interceptent desscgnicnts égaux sur toutes les génératrices.
i"). Si l'on pose simultanément w' = o et cî' = o, auquel cas la surface est engendrée par des perpendiculaires à une droite fixe., menées par les différents points de cette droite; l'équation générale (i i) se réduira à
2X.r/R + R.rM =0, d'où
[a") ^.R-= constante,
qui se réduit elle-même à
[a'") R=constante;
quand on ajoute aux précédentes la condition Â= constante : la surface est alors un hélicoïde, et ses lignes asymptotiques sont les trajectoires orthogonales des génératrices.
2). Revenant au cas général d'une surface gauche quel- Fig- 47- conque, nous aurons, en appli-
quant simultanément à deux li- \ \ \ \ gnes asymplotiques AB, A'B',
-• ^ — ^ ^ l'équation (11) préalablement di-
visée par w .cos cp = rr^r-.''
(IK' , dk , /icj' , ,
d'où, en retranchant membre à membi'e , et posant R' — R = AA' = r',
{b} ih.%+r' . lf^ = /V'(R' + R) = /V'(/ + 2R).
Appliquant ensuite, simultanément, cette dernière équation aux deux systèmes formés par les lignes asymptotiques AB et A'B', ABet A"B"-, nous aurons, en posant encore B" — R= AA" = r",
dr' , dk
De là, en multipliant la première par — r", la seconde par H-/'', ajoutant ensuite, et remarquant que R disparaît, ainsi que le dk .,
ra
pport différentiel —75 il vient
r'.dr"-r".dr' . , „, „ „ 2 zz^h r r [r — r ^
équation qui représente le système des trois lignes asymptoliquesAB, A'B'etA^B".
Appliquant enfin cette dernière équation (c) aux deux systèmes de trois lignes asymptotiques AB, A'B', A"B", et
AB, A'B', k"'W'-. et éliminant l'élément différentiel —
entre les équations résultantes, nous aurons cette équation différentielle du système de quatre lignes asymptotiques quelconques :
Cette équation prend , successivement, les formes suivantes :
dj dx dj dj dx dx
d'où, eu intégrant et désignant par C la constante introduite,
de là enfin, en remplaçant y et x par leurs valeurs — et — ?
AA'" ■ AA
et cette relation exprime que le rapport anharmonique des quatre points K^ A', A", K'" , demeure constant. On adoucies théorèmes suivants : Dans toute surface gauche.^ quatre lignes asymptotiques quelconques déterminent sur les génératrices rectilignes de la surface une infinité de systèmes de quatre points.^ dont le rapport anharmonique est constant; — n lignes asymptotiques de la surface déterminent sur deux génératrices quelconques deux divisions liomographiques ; et
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les droites qui réunissent les traces de chacune de ces lignes sur les deux génératrices sont n génératrices d^ un même Ityperholoïde. On voit que ce tliéorème comprend la propriété, Lien connue, des génératrices de l'hyperboloïde.
Remarque I. Léqualion (c) exprime que le rapport
— = demeure constant, quand w' = o , ou lorsque la sur-
r' AA ^
face admet un plan directeur. Dans le cas général, elle conduit à la relation
A' A" AA
Remarque II. Le théorème précédent pourra être utilisé dans diverses applications et, en particulier, dans l'étude des surfaces gauches formées par les normales principales des lignes à double courbure. Ainsi, par exemple, on en déduit immédiatement que : si les génératrices d'une surface gauche sont les normales principales de trois courbes distinctes, auquel cas ces courbes sont trois lignes asymptotiques équidistantes de la surface, elles sei'ont les normales principales d'une infinité d'autres lignes., à savoir de toutes les lignes asymptotiques de la surface : propriété qui caractérise riiéliçoïde gauche, à plan directeur.
Equation générale des lignes d ombre, relatives à des
rayons incidents parallèles , dans les surfaces à plan directeur : théorèmes de collinéation sur les triangles et pofygones formés par ces lignes.
Soient y le pôle du grand cercle ggi de la sphère, parallèle au plan directeur; aa\ l'indicatrice d'une ligne d'ombre AA^, et p rexlrémilé du rayon d^ la sphère parallèle
aux rayons inciclenls. Menons les arcs de grand cercle y/^, y g et pag^ qui est parallèle au plan tangent à la surface en A, et dont l'inclinaison pgy sur Tare gy est égale à l'angle déjà désigné par 9.
Posant
/« = tang/J7, a^zp-^g,
ou trouve, entre les quatre éléments consécutifs py,^^ y g et © du triangle pyg-, la relation
cotpy . sin7g- = cos7g-.cosî2 -j- sin il . cet ©
ou, cà cause de y^o- z= - et de la relation tang*
I . -^ sinil -s.n^7 = ^7R
ou
(12) X . R = w . sin n :
telle est l'équation générale des lignes d'ombre. La constante m qui y entre ne dépend que de l'inclinaison des rayons incidents sur l'axe de la surface, et les coordonnées courantes sont Pi et fi, : cette dernière désignant l'angle que la génératrice reclilignequi passe par un point quelconque de la ligne d'ombre considérée fait avec la génératrice fixe, issue du point où cette ligne rencontre la ligne de striction.
Applications, i). Théorîîme I. Les lignes d'ombiT, issues d'un même point de la surface, dii^isent les génératrices rect dignes en segments proportionnels.
Démonstration. Soient k.V>.^m«,\nQ, /^•.R'= w'sin(ii + a'), /?-.R" = w" sin (ii-|-a"),
les équations de trois lignes d'ombre lAAi, lA'A'j, IA"A"i, issues d'un même point I de la surface, et rencontrant une génératrice rectiligne quelconque suivant les points A, A', A" dont les distances à la ligne de striction sont R, R', Pv", : cfJ et a" désignant d'ailleurs, dans ces équations, les angles que forment avec la génératrice du point où la première des trois lignes
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précédentes rencontre la ligne de striction, les généraliicos des points analogues relatifs aux deux dernières. On peut mettre ces équations sous la forme
sin r2 = ;
sin il cos a + CCS il . sin a = ,-
sin i> . cos a -f- cos a . sin a = — -
et si, après avoir éliminé cos fl entre les deux dernières, on remplace, dans 1 équation résultante
sin il . sm (a — a' = / -— sin a ^ • sin a' ,
sin n par sa valeur lirée de la première, il vient, en divisant par A,
(A j — . sin (a — a )=:—-. sin v • sin a :
et de là, en posant
R' = R -1- /, R" = R 4- r" ; ou TÂ^ = /, AA! = r" ,
,.,, ^ rsin(a" — a'; sin a" sin a' 1 /' . „ /" .
(A ) R — ^ '- 1 — — — sm a' sin a'.
L "i m m J /;/ ni
Or, les trois lignes considérées concourant en un même point I, l'équation (A) du système de ces lignes doit être satisfaite par la substitution R=z: R'=:R"; ou l'équation (A'), par Tliypothèse /■'= ?-"= o. Le terme en R disparaît donc de l'équation (A') qui se réduit à
/•' A A' (12)1 -77 = -^ — 7, = constante:
r AA
et la proposition est déinonliée.
2). Théorème II. Les i rois sommets c^ un triangle variab/e abc, (lotit les côtés sont formés par des lignes cVonihre, S^'^~ sant respcctn'cnient sur trois génératrices déterminées A, B, C
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(le lit surface, et las deux premiers côtés ab et bc rie ce triangle tournant conslanwiejit autour rie deux points douTiès y et a : le côté libre ac de ce triangle passera constamment par un troisième /Joint fixe [6 -, et les trois pôles ct^ |3, y appartiendront à une même ligne d^ ombre.
Démonstration. Considérant le triangle variable dans deux quelconques de sfs positions abc, a b' c' ., réunissons les deux pôles donnés y, a par une ligne d'ombre qui aille reucontrciaux points A, 13, C les génératrices données, de mêmes noms; et qui soit rencontrée elle-même, au point (3, par le troisième côté ac du premier triangle. Pour établir que le côté bomologuc a' c' du second triangle passe aussi par le point (3, il suffira, en vertu du théorème précédent, d'établir l'égalilé
Art C r
Or, en verludu même théorème, les trois lignes d'ombre issues du point y, divisent les génératrices A et B en segments proportionnels ; il en est de même des lignes d'ombre issues du point cr, lelativement aux génératrices B et C. On a donc les deux égalités :
Art _B/; BZ» _Cf
qui eulraincnt Tégalité (x) et le théorème énoncé.
3). Théguème III. Réciproquement , les trois côtés d'un, triangle variable abc formé par des lignes d'ombre, tournant respectivement autour de trois })oints fixes a, (3, y situés sur une même ligne d'ombre, et les deux premiers sommets a eth du triangle décrivant deux génératrices données AetB: le sommet libre c décrira pareillement une troisième génératrice .
Démonstration. Prenant le triangle variable dans deux de
1^4 PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE NETrviÈME.
ses positions abc^ a'b'c'^ menons la génératrice qui passe par le sommet c' du second ; et, pour démontrer qu'elle passe aussi par le sommet c du premier, supposons qu'elle coupe en deux points distincts, c, et Cg, les deux côtés hc et ac de ce triangle. Si l'on appelle C le point de rencontre de cette génératrice et de la ligne d'ombre ay(3, on trouvera, par l'application du théorème I à chacune des séries de lignes d'ombre, issues des points a, (S, y; et par la définition des points Ci, c^ :
Ce, _Bh Cc2_Art An _^b C7~B6'' C?"~ÂV' 'kâ'~'ËF'
d'où, par compa
raison,
Ce-, _Cfj Ce"' ~c7
Ce, =r Ce,
Les points Ci, c, sont donc confondus en un même point, qui est le point c\ et le théorème est démontré.
Observation. Les deux théorèmes précédents peuvent s'appliquer à un polygone curviligne d'un nombre quelconque de sommets, pourvu que l'on suppose que les pôles des différents côtés du polygone appartiennent à une même ligne d'ombre.
4). Si /rt li^ne de striction de la surface considérée est une ligne droite, l'équation (12) de la page 171,
/, .R = m . sin £1,
représentera la projection sur le plan directeur d'une ligne d'ombre quelconque, rapportée aux coordonnées polaires R etlî. Si l'on pose, en outre, A= constante, la sur/ace déifient un hélicoïde, et l'équation précédente représente un cercle. On en conclut que, dans r hélicoïde gauche., les projections sur le plan directeur des lignes d'ombre relatives à des rayons incidents parallèles, sont des cercles, passant par le pied de V axe sur ce plan. (De la Gournerie, Journal de t École Polytechnique, 1 85 i .)
Remarque. Dans une surface gauche (juelconque, quatre
lignes d'ombre^ issues fïun même point de la surface et relatives à des rayons incidents parallèles , coupent une génératrice rectiligne quelconque en quatre points dont le rapport anharmonique est constant ?
JNous pourrions démontrer celle proposilion dans le cas particulier où le cône directeur de la surface est de révolution, et lorsque le point de concours des lignes d'ombre appartient à la ligne de striction, La démonstration est d'ailleurs toute semblable à la précédente, et n'exige que des calculs plus longs.
La proposition énoncée sous forme interrogative est donc probablement vraie. Elle est d'ailleurs d'une vérité évidente pour les surfaces du second degré; et ce dernier cas contient peut-être le cas général : De la même manière que la propriété bien connue des deux systèmes de génératrices recti lignes de l'hyperboloïde peut conduii^e, par une méthode que nous a indiquée M. O. Bonnet, à notre théorème sur les lignes asymptotiques d'une surface gauche quelconque.
110. Scolie. Le rôle de l'indicatrice sphérique, dont nous avons cherché à établir l'importance dans l'étude des courbes tracées sur certaines surfaces spéciales, s'amoindrit singulièrement, ou disparaît même d'une manière totale, quand il s'agit d'une surface quelconque. On a vu déjà, en effet, combien est imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d'une surface de révolution-, et en exceptant les surfaces réglées, ciui se prêtent le mieux à notre méthode, il paraît difficile de représenter sphériquement, d'une manière utile, les diverses courbes tracées sur une surface quelconque.
Toutefois, quand on a seulement à considérer certaines courbes spéciales tracées sur une surface, l'emploi de lignes sphériques auxiliaires, liées à ces courbes suivant de nouvelles lois, peut encolle otïrir de grands avantages, alors môme que la surface demeure absolument indéterminée.
Ainsi, considérant une surface quelconque S et ses deux
systèmes de lignes de courbure, supposons menés par le centre d'une sphère des rayons parallèles aux normales de la surface suivant les divers points de chacune de ces lignes. A chaque ligne de courbure de la surface correspondra une ligne sphérique particulière, et les tangentes en des points correspondants de ces deux liçnes seront parallèles. Il résulte, en premier lieu, de ce parallélisme, que les deux séries de lignes sphériques, ainsi conjuguées aux lignes de première et de seconde courbure de la surface, formeront, comme ces dernières, un double système orthogonal . En second lieu , si la surface considérée admet une ligne de courbure plane, la ligne sphérique conjuguée ayant ses tangentes parallèles à un même plan, sera plane et se réduira à un petit cercle de la sphère, dont le plan sera parallèle à celui de la ligne de courbure. D'ailleurs, et cette conséquence très-simple parait ne pas avoir été reniai^quée, le théorème de M. Toachimstal est rendu évident par l'emploi de ces considérations : puisque les rayons de la sphère ont une inclinaison constante sur le plan du petit cercle, etque ces rayons soûl parallèles aux normales delà surface primitive , menées par les ditlerents points de la ligne de courbure plane considérée.
Tels sont les principes de réléganle méthode employée par M. O. Bonnet dans l'élude des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes, et dont le problème suivant offre une application. [Journol de l'Ecole Polytechnique, i853.)
Problème. Toutes les lignes de courbure d'une surface étant planes, trouver les relatio?is de position qui peuvent exister entre les plans de toutes ces lignes.
Solution. Les deux séries de lignes de courbure de la surface étant composées de lignes planes, le système des lignes sphériques conjuguées se composera de deux séries de cercles formant un double système orthogonal ; el les plans de ces cercles étant parallèles aux plans de ces lignes, il suffira, pour répondre à la question, de résoudre le problème suivant :
Trouver sur la sphère les deux séries les plus générales de
cercles formant un double système orthogonal , et définir les relations de position que présentent les plans de tous ces cercles .
1. Admettons, ce que nous démonlrerons à la fin, que si les cercles du second système ne se coupent pas, les cercles du premier se coupent nécessairement deux à deux ^ et soient A et B les points d'intersection de deux cercles déterminés du premier sjslème, lesquels sont coupés à angle droit par tous les cercles du second. Formons la projection stéréograpliique des deux séries de cercles, en prenant le point A pour centre de projection, ou point de vue.
Les deux cercles de la première série qui passent par A et B, se transforment en deux droites distinctes, passant par la projection b du point B, et devant être coupées à angle droit par les projections des cercles de la seconde série. Ces projections sont donc tous les cercles ayant pour centre commun le point b.
D'ailleurs, les projections des autres cercles de la première série devant couper à angle droit les cercles concentriques en b, ces projections doivent se réduire à des droites passant par le point b. Donc, les cercles de la première série passent par les deux mêmes points A et B de la sphère.
2. Pour trouver, en second lieu, la définition des cercles de la seconde série, il suffit de remarquer que l'un quelconque
pj„ 5q de ces cercles se projetant
suivant une circonférence ayant pour centre le point b, le sommet S du cône circonscrit à la sphère suivant ce cercle est situé, d'après un théorème dû à M. Chasles, sur la droite AZ>, ou AB. Si donc on coustruit, par rapport au grand cercle AB, la polaire MN d'un point quelconque S pris sur le prolongement
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de AB, MN sera le diamètre truii cerele de la seconde série, situé dans un plan perpendiculaire à celui du grand cercle AB. Or la polaire MN du point S passe par le point fixe P', pôle de h corde AB par rapport au grand ceicle AB. Donc les plans (les cercles rie la secouile série passent ))ar une droite fixe A'B' qui est perpendiculaire au plan AOB , ainsi qu'à la droite AB, et qui passe en outre par le pôle P' de cette dernière : cl le prf)blènic auxiliaire se trouve résolu.
3. Si l'on revient maintenant à la surface primitive, on retrouve ce théorème, dû à M. Bonnet : Si toutes les lignes de courbure d'une surface sont planes, les plans des lignes de chaque courbure sont parallèles à une même droite D, , ou D,; et les droites Di ,, D, sont perpendiculcdres entre elles.
4. tl nous reste à démontrer ce f|ue nous avons admis dans le n° 1 , à savoir que les cercles de Tune ou de l'autre série s(; coupent deux à deux. Examinant la question sur le plan, ])ar une substitution permise, supposons que les cercles de la première série ne se coupent pas. Il est évident d'abord que ces cercles, qui doivent se succéder dune manière continue, ne sauraient être extérieurs deux à deux. Considérons donc, en particulier, la figure formée de deux de ces cercles, intérieurs Fun à l'autre, et de tous les cercles de la seconde série; et construisons la figure réciproque de celle-là par rapport à un point o pris dans le même plan. Si le point o est convenal)lement choisi, la figuré réciproque se composera, d'après un théorème du à M. Liouville , de deux, cercles concentriques et des lignes, droites ou circulaires, qui les coupent orthogonalement. Mais on voit immédiatement que ces dernières lignes sont r//'o//<?5, et qu'elles passent par le centre commun des deux cercles. Delà, en revenant à la figure primitive, on voit c[ue les cercles de la seconde série se coupent suivant les deux mêmes points.
Remarque. Le problème auxiliaire précédent a été traité d'abord par Lagrange, pour le cas du plan (Académie de Beilin,
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Nouveaux Mémoires^ ^779» P'^'gsiôi); et, récemment, par MM. Bonnet et Catalan, pour le cas de la sphère (Mémoire cité, et Journal de Mathématiques ^ tome XIX, page iSs). La solution précédente qui repose, comme celle de M. Catalan, sur les propriétés de la projection stéréographique, s'en sépare cependant, d'une manière très-nette, en ce qu'elle n'exige aucune considération d'analyse.
EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE
111. JN'evvloii, daus le livre des Principes^ a considéré le premier quelques cas, très-particuliers, il est vrai, du mouvement d'un point sur une surface. La lo'' section du P' livre, ayant pour titre : Du mouvement des corps dans des supevjicies données, et des oscdlations des corps suspendus par des fils, contient en etlet, — indépendamment de cette observation générale que tout ce que l'on sait, relativement au mouvement d'un point sur une courbe plane, peut être transporté au mouvement sur une surface de révolution dont la courbe considérée serait une section méridienne, — deux propositions relatives au mouvement, sur une surface de révolulion quelconque, d'un point soumis à une force passant constamment par l'axe de la surface. Newton remarque, dans ce cas, que les aires décrites par la projection du mobile sur un plan perpendiculaire à l'axe, sont proportionnelles aux tenq)s : et cette observation renferme, comme nous l'avons montré dans la P*^ Partie, la propriété bien connue des lignes géodésiques d'une surface de révolution.
Euler, traitant ce sujet avec plus d'étendue, résolut, dans le dernier chapitre de sa Mécanique (tome 11,'pages 457-5oo), divers problèmes dignes d'intérêt, relatifs au mouvement d un point sur un cylindre quelcou(jue, sur un cône ou sur
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viiie surface de révolution. La solution qu'il y donna du problème du pendule spliérique a seule été reprise depuis, par divers analystes, et perfectionnée avec d'autant plus de soin, que l'on est plus généralement convenu de borner à ce seul cas particulier l'étude du mouvement sur une surface.
Il suffit d'ailleurs, pour expliquer l'inactivité de la science sur ce point, de remarquer que l'étude, directe et géométrique, du mouvement sur une surface exige, essentiellement, la notion préalable de la courbure géodésique et l'emploi de foi^mules fournissant l'expression géométrique de cette courbure pour les diverses lignes tracées sur la surface que l'on considère : de la même manière que l'étude des diverses lignes planes que peut décrire un mobile soumis à l'action de certaines forces, a dû être précédée de l'étude géométrique de la courbure de ces lignes. Or, non-seulement la notion de la courbure géodésique est une des acqviisitions les plus récentes de la théorie des lignes tracées sur une surface, mais encore les formules qui donnent l'expression de cette courbure, sur certaines surfaces particulières, sont peu «ombreuses et peutêtre même peu appropriées, dans leurs formes actuelles, à l'objet dont nous parlons. Il en résulte que l'étude du mouvement sur une surface ne pouvait guère être abordée, géométriquement au moins et avec quelques fruits, avant l'époque actuelle 5 et que, même aujourd'hui, et jusqu'à de nouvelles recherches sur cette matière, elle devra se borner à quelques surfaces spéciales, telles (jue la sphère, les surfaces coniques ou cylindriques et les surfaces de révolution : les seules pour lesquelles on ait encore des expressions suffisamment géométriques de la couibure géodésique. Telles sont, du moins, les limites dans lesquelles nous nous sommes tenu, et que nous n'avons pas essayé de dépasser. On voit cjue ce sont à peu près les limites déjà atteintes par Euler. On trouvera néanmoins dans notre travail plusieurs résultats nouveaux, parmi lesquels nous citerons deu-x théorèmes généraux relatifs à la réduction du mouvement sur une surface conique ou cylindrique quel- «oncpif^. nu mouvement sur le plan ; des propriétés non encoie
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observées du mouvement du pendule spliérique; de nombreuses et intimes analogies entre le mouvement sur la sphère et le mouvement sur le plan • quelques recherches sur le mouvement d'un point sur une surface, gauche, ou de révolution; enfin un théorème, relatif à la représentation géométrique de la vitesse et du temps , dans une brachistochrone plane ou sphérique, et fournissant la division d'un arc quelconcpie de la couibe en arcs partiels isochrones.
Quant à la méthode que nous avons suivie, elle se traduit ])ar des formules absolument nouvelles. L'une d'elles met en évidence les divers éléments géométriques dontdépend la pression exercée par le mobile sur la surface ; éléments déjà contenus, il est vrai, mais non encoie explicitement reconnus dans la formule ordinaire. Mais celle de nos formules qui nous parait offrir le plus d'intérêt, est celle cpii fournit l'expression générale delà vitesse du mobile. Quoique ayant la même origine, elle est absolument distincte de la foiniule ordinaire, déduite du principe des forces vives; car, tandis que celle-ci renferme la grandeur et la direction relative de la force extérieure, et paraît, dans certains cas au moins, indépendante de la forme de la trajectoire dans l'intervalle des points extrêmes; la direction relaii<^e de la force extérieure entre seule dans la première, qui contient une intégrale dont les éléments et la valeur dépendent essentiellement de la forme de la trajectoire. La ( onqiaraison des deux formules , quand elles sont l'une et l'autre iiitégrables, fournit d'ailleurs une première équation, en termes finis, de la trajectoire.
112. Notation générale. Un mobile se mouvant sur une surface quelconque, celle-ci divise l'espace en deux régions dont l'une quelconque peut être considérée comme intérieure. Nous supposerons toujours le mobile placé sur le bord interne de la surface, de telle sorte qu'il ne puisse se détacher de celleci qu'en entrant dans la région intérieure : la réaction exercée par la surface sur le mobile étant, dès lors, dirigée en chaque point suivant la normale intérieure.
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rSous appellerons : jN la valeur absolue de la réaction normale, el R le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente ;i la trajectoire du mobile; G la valeur absolue delà force extérieure sollicitant le mobile: y l'angle, aigu ou obtus, formé par la direction de cette force avec la normale intérieure, et V l'angle, aigu ou obtus, que fait la projection de celte force sur le plan tangent à la surface avec la tangente à la trajectoire, dirigée dans le sens du mouvement.
Enfin nous désignerons par u la vitesse du mobile, et par ^•*5 ^gi 'è' ' l'arc élémentaire, l'angle de contingence géodésique, le rayon de courbure géodésique et le ravon de courbure absolue de la trajectoire; le plan osculateur de cette dernière faisant avec le plan tangent à la surface un angle a, dont le
complément ^ a mesure l'angle du rayon de courbure r de
la trajectoire et de la normale intérieure à la surface. Nous supposerons toujours ce dernier angle aigu; et nous prendrons la masse du mobile pour unité.
Du luomu^mcut criui point sur une siirjace quelconque.
W'd. Théoiœme fowdamewtal. Un point maléricl se mouvant sur une surjace quelconque, sous V influence (T une force extérieure G et de la réaction normale IS de la surface : la composante de la force extérieure suivant celle des normales à la trajectoire qui est tangente à la surface a pour valeur,
en chaque point, — ; et la jyression exercée par le mobile sur
la surface est égale à — — G cosy, Gcos y désignant la composante, positive ou négative, de la force extérieure suivant la normale intérieure à la surjace.
Démonstration. Le mobile étant regardé comme se mouvant librement dans l'espace, on sait que le système formé de la force extérieure G et de la réaction normale N de la surface
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est équivalent au système — et - des composantes, tangen-
tielle et normale, de l' accélération totale. 11 en résulte que la somme des composantes des forces du premier système, suivant une direction quelconque, est pareilleiuent équivalente à la somme des composantes des forces du second système, suivant la même direction. Or, pour la direction considérée, Ant, perpendiculaire à la fois à la force N du premier système et à la
force — du second, la première somme se réduit à la composante de la force extérieure G, et la seconde à la composante de la force - dirigée suivant le rayon de courbure /• de la trajectoire; et comme ce rayon fait, avec la direction de projection, un angle mesurant précisément rinclinalsou a du plan osculateur de la trajectoire sur le plan tangent à la surface,
cette dernière composante est égale à - cos a , ou à 1
^ ^ r /• : cos a
ou à — [voir page 8, n° 8).
Quant à la pression (égale et contraire à la réaction N) exercée par le mobile sur la surface, il est évident fju'elle se
compose de la pression — (dirigée
suivant la normale extérieure) qu'il exercerait s'il continuait à se mouvoir librement, avec sa vitesse actuelle, sur la ligne géodésique tangente à la trajectoire ; etdelacomposante normale — G cosy de la force extérieure : de sorte que l'on a pour la valeur de la pression
rapportée, quant au sens, a la normale extérieure, — — Lrcosy.
Que si celte composition de la pression ne parait pas suffisamment évidente, on pourra l'établir rigoureusement, par les considérations ordinaires, en remarquant que la somme des composantes des forces N et G suivant la normale Intérieure
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AN à la surCace est égale à JN H- G cos y 5 tandis que la somuic analogue pour les forces équivalentes — et — scréduilà — s'ina,
de ces valeurs conduit bien à la formule
ou, d'après le théorème de JMcunler, à p ; et la coinparaisou
^^ = ^-Gcosv.(*)
114. CoROLLAir.E. On déduit immédiatement de le théorème ces trois formules générales :
<•/ . I'- cos V (h _ Cg
v'' sin V /v " ' tany V
— = G sin 7 . sitî V ,
G sin 7 . sinV
(III) N = -_Gcos7.
Les deux dernières ne sont que la traduction analytique du théorème précédent; et la pi^emière formule résulte de la combinaison de la seconde avec l'équation, déduite du principe des forces-vives,
d. i''-= 2 (G sin 7) .<-osV.^/.v.
Enfin, la combinaison des formules (II) et (III) donne
(*) Cette seule partie de la démonslrati&n suppose une restriction dans le choix, que nous avons dit déjà être arbitraire, de celle de deux régions de l'espace que l'on dit intérieure par rapport à la surface : et pour que la valeur de la pression, ou de la réaction normale, subsiste telle qu'elle résulte de la for- •mule (III), il convient d'appeler /lar/Mrt/e iniéricurc de la surface celle des deux directions delà normale qui coïncide avec la direction du rayon de courbure R de la ligne géodésique tangente à la trajectoire. Quant au\ formules ( I ) et ( Il ), elles demeurent vraies toujours, et indépendaninn-ni de (•ctlo restriction.
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encore par rélimlnalion de y,
(IV) G^=l——^\ + --N
Quanl au rôle général de ces formules, on voit que la première fournira l'expression de la vitesse, toutes les fois du moins que l'intégration qui y est indiquée pourra être effectuée; et c'est ce qui arrivera dans toutes les applications que nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera ensuite pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire, une valeur parlîcu/icre , dont la comparaison avec l'expression générale du rayon de courbure géodésique d'une ligne quelconque tracée sur la surface considérée, fournira enfin l'équation différentielle, entre certaines coordonnées à la surface, de la trajectoire cheichée.
On pourra d'ailleurs, dans certains cas, se dispenser de l'intégration que suppose la formule (I) , et qui exige quelquefois, comme nous le verrons, une discussion minutieuse des signes, en déterminant la vitesse par des considérations particulières.
Remarque I. Il est essentiel, au point de vue des applicalionsque nous aurons à faire de ces formules, de remarquer c[ue
l'intégrale / ——-■■, qui ligure, en exposant, dans la première, J lang V
(et dans laquelle on regardera Vangle Cg comme essentielle-
ment positif, el tangV comme posiù\^e ou négatiwesitii'a/it que
l'a/ig/cV sera aigu ou oblus) a bien reçu le signe qui convient
à la valeur de la vitesse. On déduit en effet, de cette formule.
taner V
Or, u et e^ étant positifs, on voit que les différentielles cA', r/ . i^^, seront positives ou négatives, suivant que l'angle \ sera aigu,
ou obtus. C'est ce qui doit être, en effet: car- fl.v^ est mesu- 1 ' '2
rée, en grandeur et en signe, par le travail élémentaire correspondant de la force-, et ce travail, se réduisant à celui de la composante (j sin y (\m fait un angle V avec la direction du
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mouvement, est positif, ou négatif, suivant que l'angle V est aigu , ou obtus.
Remarque II. La formule (I), indépendamment du rôle important qu'elle doit jouer dans la suite de ces recherches, peut paraître curieuse en elle-même, si l'on remarqua qu'elle fournit une expression analytique de la vitesse qui semble indépendante de la grandeur de la force qui produit le mouuement^ el paraît ne dépendre que delà direction de cette force et de la forme de la trajectoire. Celte indépendance toutefois n'est qu'apparente : car, la direction des forces étant donnée, la forme même de la trajectoire dépend évidemment de la loi qui régit les variations de grandeur de ces forces.
§ II
Du moui'emenl d'un point sur un cylindic.
J15. Si nous supposons que Xa. projection de la force extérieure G sur le plan langent soit dirigée en cliaque point suivant la génératrice du cylindre , V désignera dans les équations précédentes Tinclinaison de la trajectoire sur la génératrice; et l'on trouvera, pour la valeur absolue de l'angle de contingence g^éo^é^V/i^e de la trajectoire cylindrique, ou pour l'angle de contingence absolue àe celte trajectoire transformée par le développement du cylindre sur un plan,
eg= — clV ,
l'angle, aigu ou obtus, V, que la direction du mouvement fait avec la direction de la force, allant constamment en diminuant.
L'intégrale | - — ^^—: contenue dans l'équation (I) devient
alors
*cosV.^/V
sin V
cl l'on en déduit
^ ' sinV
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Si Ton désigne, en outre, par p' le rayon de courbure de la ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire cylindrique du mobile par le développement du cylindre sur un plan, on pourra remplacer /•„ par p' dans la formule (U) qui deviendra
(2) — = Gsin7 . sin V.
Or les équations (i) et (2) sont précisément les équations qui définiraient le mouvement, dans le plan , d'un mobile soumis à l'action d'une force dont 1 intensité, constante ou variable, serait mesurée en chaque point par G sin y, et qui serait parallèle à une direction fixe , V désignant alors l'angle de Ja tangente à la trajectoire avec cette direction. On a denc ce théorème général :
Un point matériel se mom^ant siw un cylindre quelconque^ sous Vinfluence de la réaction normale de la surface et d'une force extérieure dont la projection sur le plan tangent est dirigée, en chaque point, sui^^ant la génératrice du cylindre : si^ à une époque quelconque du moui^ement, on suppose développés tout à coup sur un plan le cylindre et la trajectoire du mobile , et si l'on conçoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement primitif, estimées suivant les génératrices^ conservent, dans ce développement , leur direction et leur intensité^ le mobile , sous l'influence de ces forces, continuera à décrire dans le plan^ avec les mêmes vitesses aux mêmes points, la transformée de la trajectoire qu'il eût décrite sur le cylindre.
Quant à la pression exercée par le mobile sur la surface, on trouve d'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (i) dans l'équation (III),
Nr=— — _ — GCOS7.
Rsm'V
D'ailleurs, si l'on désigne par p le rayon de courbure de la section droite du cylindre au point considéré, on a [voir page 7, formule I) pour le rayon de courbure de l'hélice
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tangente à la trajectoire en ce point, et coupant par suite les génératrices du cylindre sous l'angle \ ,
sin-V
d'où
Rsin'V û' on a donc, définitivement, (3) N=r Gcosy.
116,. Il résulte du théorème précédent que tout ce que l'on sait sur le mouvement, dans le plan , d'un point matériel soumis à l'action d'une force constante ou variable, mais de direction fixe, peut être transporté au mouvement sur un cylindre quelconque.
Si l'on se place, en particulier, clans le cas ordinaire de la pesanteur, et si l'on suppose le cylindre 'vertical, on retrouve un résultat déjà obtenu par Euler, et qu'il énonce ainsi : Curva crgo, quam corpus in superficie cylindri describit, si superficies in planuni explicetur, ahibit in parabolam, ipsam scilicet trajectoriam, quam corpus projectum in piano verlicali descriheret [Mechan., t. II, 97, coroll. I, p. 486). On a en outre, dans ce cas,
et, par suite,
d'où l'on voit que la pression qui , dans le cas d'un cylindre quelconque, est proportionnelle en chaque point à la courbure de la section droite, demeure constante quand le cylindre est de révolution^ ce qui est conforme aux résultats obtenus par Euler (page 487).
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Remarque. La comparaison des deux formules
" .' '^ [voir page i3o, formule 36),
" g-sm'V ® sin-V
qui donnent le rayon de courbure géodésique de la parabole cylindrique et d'une ligne quelconque tracée sur le cylindre, conduit à la relation
sin V. tarifa =: =r C == constante,
dans le cas où le cylindre est de révolution. On en déduit aisément cette propriété, qui peut servir à la construction du plan osculateur : En chaque point de la parabole cylindrique, la trace du plan osculateur de la courbe sur le plan de la section méridienne correspondante coupe Vaxe du cylindre sous un angle constant. Enfin on peut déduire de la même formule 1 équation de l'indicatrice sphérique de la parabole cylindrique, ainsi que le rayon de courbure sphérique de cette indicatrice : et Ton trouve ainsi, pour les rayons de première et de seconde courbure de la parabole cylindrique, les valeurs suivantes :
/-g p sin a p 2 r?
' cos« sin^V ' sin'a.sinVcosV '' ^ sin^V.cosV
117. Des formules et des conséquences semblables subsisteraient encore si Ton supposait la projection de la force sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la tangente à la section droite du cylindre, V désignant alors dans ces formules l'inclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le complément de son inclinaison sur la génératrice du cylindre.
Du mouvement d'un point sur un cône.
118. Si l'on suppose, comme dans le § précédent, la projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la génératrice du cône, V désignera.
dans les formules générales du § I, l'inclinaison de la trajectoire sur les génératrices du cône-, et il suffira, pour obtenir les équations du mouvement, de déterminer l'expression de e^ , ou de l'angle de contingence de la trajectoire développée sur un plan , en même temps que le cône sur lequel elle est tracée. Soient donc, mm' la trajectoire développée tournant sa con- F'S- ^3 cavité 'Vers le sommet s, qui joue le rôle
décentre des forces attractives; sm=r, sm' = r -\~ dr, deux rayons vecteurs infiniment voisins formant entre eux un angle dB et coupant la courbe en m, m' sous les angles aigus V et V-h V. Si l'on mène les tangentes mt, m' t^ la valeur absolue e^ de leur angle sera donnée par l'équation
ou
On a d'ailleurs, suivant une formule connue,
et comme on a suppposé, dans la figure, l'angle V aigu et la difïércntielle dr négative, on doit prendre le signe — dans cette formule, ce qui donne
On a d
onc eniin.
rf9= tangV.
dr — dV langV,
pour valeur absolue de l'angle de contingence géodésique de la trajectoire conique primitive.
L'intégrale / — - — t contenue dans l'éciuation (I), devient J tangV
alors
r dV Cdr ^ . ,^
J tangV J r
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la quantité c^ ^""'"^^
ost
égal
le à
rsinV
.biii
et l'on a
Si l'on désigne, en outre, par p' le rayon de courbure de la ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire conique du mobile par le développement du cône sur un plan, on pourra remplacer r^ par p' dans la formule (II), qui deviendra
(>- (2) — =: Gsin7.sinV.
Or les équations (i) et (2) ne dillèrent en rien des équations qui définiraient le mouvement dans le plan d'un mobile soumis à Taclion d'une force dont l'intensité, constante ou variable, serait mesurée en cbaque point par Gsiny, et qui serait constamment dirigée vers un centre iixe; /'désignant alors la distance du mobile à ce centre; et V, l'inclinaison sur la trajectoire de la droite qui mesure cette distance. On a donc ce second théorème général :
Un point maiéiiel se rnoui'ant^ sur un cône quelconque, sous l'influence de la réaction normale de la surface et d'une force extérieure dont la projection sur le plan tangent est dirigée en chaque point suivant la génératrice du cône ; si, à un instant quelconque du mouvement, on suppose développés sur un plan le cône et la trajectoire du mohile , et si Von conçoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement primitif, estimées snivant les génératrices, conservent dans ce développement et leur intensité et leur direction^ en concourant par suite au sommet du cône développé : le niohile, sous r influence de ces forces, continuera à décrire dans le plan, avec les mêmes mtesses aux mêmes points, la transformée de la trajectoire qu'il eût décrite sur le cône.
Quanta la pression exercée par le mobile sur la surface, on trouve d'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (i)
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dans la fonmilc (Ilî)
m = p ■ ,,- ;. — G cos 7 .
On a d'ailleurs, en remplaçant / par V dans la formule {'■^C)') de la page i35,
Ri.sin'V = sirirt ./■ tang A,
pour le rayon de conrbure Rj d'une ligne quelconque tracée sur un cône : a désignant dans cette formule l'inclinaison du plan osculafeur de cette ligne sur le plan langent^ A , le demiangle au sommet du cône droit, osculaleur du cône proposé suivant la génératrice considérée; et /* et \ ayant la même signification que dans les formules précédentes. Si donc on veut déterminer le rayon de courbure R de la ligne géodési({U(> tangente à la trajectoire au point considéré, il suffit de posci'
a =- dans cette formule. Il en résulte
Rsin-V = /■ tang A ; et la pression prend cette nouvelle forme
(3) N=^^^' ^ -G cos y. '
^ ' r^ tang A
(loTiOLLAiRE. Il résulte du tliéorème précédent que les diverses propositions, relatives au mouvement plan d'un poinL soumis à l'action d'une force centrale, peuvent être transportées au mouvement sur un cône cjuelconque. Ainsi , par exemple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition relative aux circonstances initiales du mouvement, une liélice conique^ c'est-à-dire une trajectoire des génératrices rectilignes du cône, si la force agissant, sur le mobile lenrl constamment "Vers le sommet du cône, et si elle est inversement /nvj)ortionnelle au cube de la distance du mobile au sommet.
119. Scolie. Les résultats précédents, relatifs au cylindre et au cône, peuvent être généralisés, et étendus au mouvement d'un point sur une surface développable c[uelconque.
Considérons, en cO'et , la trajectoire d'un mobile sur un{>
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pareille surface-, développons celle-ci sur un plan, et désignons par e' et /"' l'angle de contingence absolue et le rayon de courbure absolue de la transformée plane de la trajectoire primitive : on aura, d'après le théorème de M. Liouville [^voir page 8),
■gy
et l'on pourra écrire simultanément les formules suivantes, identiquement équivalentes, deux à deux :
(I) v — CeJ '■'"'^'^ , ou (i) t. = C<-t/ tansV.
(II) — = G sin 7 . sin V, ou (2) — =r G singy . sin V.
Or, les formules générales (l) et (II) sont applicables au mouvement dans le plan, pourvu cju'on y remplace les éléments relatifs à la couvhwre géodésiq ne de la trajectoire par les l^éléments analogues relatifs à la courbure absolue. Les formules (i) et (a) définissent donc le mouvement, suivant la transformée plane de la trajectoire primitive, d'un mobile sollicité par une force, dont la grandeur est Gsiny, et dont la direction fait un angle V avec la direction du mouvement. On a donc cet énoncé général : Dans tonte surface développahle, la trajectoire d'un point matériel qui se meut sur la surface^ et la vitesse du mobile en chaque point delà trajectoire, se conservent, dans le développement delà surface sur un plan; pomvu que la composante, suivant le plan tangent, de la force extérieure primitive conserve^ dans le développement^ sa grandeur absolue et son inclinaison par rapport à la trajectoire.
Du mouvement sur la splière,
120. Hypothèses et notation. Nous considérerons exc^/5/vement, dans ce qui suit, le cas du mouvement spliérique d'un mobile soumis à la réaction normale de la surface et sollicité par une force extérieure G, constamment située dans le
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plan déterminé par le mobile et par n)i diamètre fixe A A' de la sphère. Ce diamètre représentera, en particulier, la commune direction des forces extérieures, quand elles seront supposées parallèles*, et son extrémité inférieure A pourra, dans tous les cas, recevoir le nom de centre des forces coucourantes. Il résulte de celte hypollièse c|ue \a.couij)osante suivant le plan tangent^ Gsiny, de la force extérieure qui agit sur le mobile en /;«, est dirigée suivant la tangente à l'arc de grand cercle m A qui réunit le point m au point A; et que Tangle désigné piécédenmient par V n'est autre chose que rinclinaison de l'arc A m sur la trajectoire mm'.
Nous prendrons donc le point A pour origine des coordonnées polaires p = arc A m et ^ ; et nous désignerons par p l'arc de grand cercle, abaissé de l'origine perpendiculairement à l'arc de grand cercle tangent à la trajectoire en m; l'arc p élaiil défini par l'écjuation s\np =s\np sin\.
121. Cela posé, rcmar(|uons d'abord que la trajectoire du mobile est nécessairement située, par rapport an grand cercle tangent en l'un quelconque de ses points, du même côté que l'origine A des rayons vecteurs : car la composante utile de la force extérieure étant, par hypothèse, dirigée suivant la tangente au rayon vecteur sphérique qui aboutit au pôle A, son action a pour cHet d'écarter le mobile du grand cercle qu'il décrirait avec sa vitesse actuelle, si celte force était supprimée, cl de le rapprocher du pôle A. INous devons donc, d'après la Remarque II de la page 4-5, écrire
(Is sin p . c/p »
' Cg a . smp
pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire 5 d'où
c/.v d . s'mp ^ dp smp
D'ailleuis, on a toujours, en grandeur et en signe,
ds _ I .
dû cosV
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si en rL'suhc
I (^/.siti/y e„ (l . iiiujj (l . sin /'
* cosV siiio langV siiiVsiii^j sinp
L siny?;
lanj^V
t'I la SLibstilulion de celle di-niière valeur dans la foi iiuile (I ) de la page i86. nous donne d'abord,
sni/j sinpsinV
Doue : L(i vitesse., en chaque point de la irajectoite, est invcrscinciit j)i oporiioiiiielle an sinus r/e la distance sphérique du centre des forces concourantes^ à V arc de grand cercle langent Ck la trajectoire au point considéré. La formule (II)
'' Gsiny.sinV donne ensuile, en remplaçanl i- par sa valeur (!'),
" d.sinp G sin7.siri7>. sin V '
el la formule (III), dans laquelle le rayon de courbure II de la ligne géodésique tangente à la trajecloire sera i-eniplacé par le rayon de la sphère qui a été pris déjà pour unité, nous donnera enfin
(III') Nr=- — Gcos-/,
pour la pression exercée par le mobile sur la surface.
Telles sonl les équations générales déGnissanl les diverses circonstances du mouvement sphérique d'un point souînis à l'action de forces que l'on peut appeler co/^co«/V^/^?65; la seconde fournira l'équation difïérentielle, entre certaines coordonnées sphériques, de la trajectoire cherchée, quand, après avoir particulaiisé la loi des forces, on y remplacera G sin y par la valeur qui x'épond à la loi supposée; et sous leur forme gé~
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nérale actuelle, les équations (F) et (IF) sont analogues aux formules connues
([ui définissent, à chaque instant, la vitesse et le rayon de courbure p' de la trajectoire d'un point matériel se mouvant, dans un plan, sous l'action d'une force centrale. Nous verrons d'ailleurs que cette aiialogie, îjinsi constatée d'une manière générale, ne disparait pas dans les applications et devient, au contraire, plus frappante, quand on particularise, d'une manière semblable, la loi des forces qui produisent le mouvement sur la sphère et sur le plan.
Scolie. Les formules précédentes sont les seules que nous nous proposions d'employer. Nous établirons néanmoins deux autres formules, analogues à celles de M. Binet, et fournissant, en fonction des coordonnées sphériques p et '\) de la trajectoire, les expressions générales de la vitesse du mobile et de la force centrale qui accélère le mouvement.
On a d'abord
«-/o'-f- sin'r..r/-i'
„2 _ _'__ — _ — \ L , et sm'p . d-h =L C dt,
dt- ' ^ '
C désignant une constante; cette dernière relation provenant de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire au diamètre central, décrit des aires proportionnelles aux temps.
On a donc, par l'élimination du temps,
;iv)
Cette formule n'est d'ailleurs que la traductiou, sous Ibrmc
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clilïoreiuielle, de lY'cjualion [V)
ce
sin/-! siri o. sin V
Si l'on désigne ensuite pai-R la composante de la force extérieure suivant le plan tangent à la splière, composante dirigée suivant la tangenle au grand cercle qui joint le mobile au poiiit central A; où aura, d'après le principe des forces vives, et en regardant la composante R comme positive cpiand elle tend à rapprocher le mobile du point central,
^/..•^r=±:2RcosV.^/S = — 2R.r/p,
ou
De là, en dilTérenliant réqualion (IV), en sul)sliluant <i
supprimant le facleiu- commun — ^77'
(jue l'on penl écrire (V)
|_sin'p sin'p a Y A
crire
sin- p |_tang 0 d-^- _J
PI
Les formules qui correspondent au problème analogue dans îe plan sont, comme on sait,
km -^?[;^#]
Applicalions.
122. Première application : au pendule spJiérique. Si l'on suppose Xa. force extérieure constante^ en grandeur et en directioîi, on retombe sur le problème du pendule splié-
rique; et les formules précédentes, dans lesquelles on doit icniplacei' G par g et y par 7: — p, deviennent, par ces substitutions,
èinp sin p. sin V
sin p . dp
d.smp g.sm^^p
(Z) N = ^ + -cosp;
on en déduit aisément les équations ordinaires, représentant la trajectoire décrite par l'extrémité du pendule et les circonstances principales de son mouvement.
En effet, l'intégration de l'équation (Y) ou, plus simplement encore, la comparaison de la formule (X) à la formule ordinaire
p- =:«'„- + 2^(3 — Zo)-= 2,g (cosp -]' /i — COSpo;}
donne d'atord
(i) biu'/>'(cosp ■+■ h — cospo) =^ —5
(1') sia^p(cosp -+■ h — cos Pu).sin^y = —
On a d'ailleurs
drj sin 0 . ^ sin û tangV=smp : -tY= — ~-, sinV — —
V p Vp ■-!- sin'-'p
et si, portant cette valeur dans (1'), on résout par rapport à p', il vient
i / sin^pl
i ( cos p -t- A — ces Po)
C- = ï'J sin- Pu sin' Vo = 0!.gh sin^ Oj sin' Vu, d'où
(I, ) — = /i sin'po . sin-' V» = A ( i — z;) sin^ V».
Enfin, Ton tire successivement de l'équation (X) r/,y C
«-/^ sin p. sin V
1 . , . ,, I . . ,, f/^.sin-'p (i — z^)^/i|; = - sm p . r/^ sin V =r - sin p . sin p <-/-J/ = ■ — - = 5
dont la comparaison à la relation (Xj) conduit à celle autre formule
Quant à la pression, la formule (Z) devient, dans noire nouvelle nolation,
(X,) N^ll + g^;
et les formules (Xi), (X2), (X3) sont identiques à celles que l'on obtient par l'emploi de la méthode analytique ordinaire.
123. Les formules (X) et (Y) mettent en outre en évidence der, analogies remaicpiablcs, et non encore observées, entre le
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inouvemont de rexlrcmllé du pendule spliérlquc cl le mouvement plan d'un point matériel attiré par un centre fixe proportionnellement à la distance.
On sait, en effet, ctc'estun des premiers tliéorèmes découverts par Newton sur les forces centrales, que la 'vitesse en un point quelconque de la IrajecLoire elliplitjue plane est inversement proportionnelle à la distance du centre attirant à la tangente en ce point ^ le rayon de courbure de l'ellipse en ce point étant en raison, inverse du cuhe de la même distance : et il résulte de nos formules que dans le mouvement sphérique considéré, la vitesse en chaque point est encore inversement proportionnelle au sinus de la distance sphérique du ])oi>it central A de la sphère à Varc de grand cercle tangent à la trajectoire en ce point, le rayon de courbure géodésique de la trajectoire étante de même, en raison inverse du cube du même sinus.
On aperçoit aisément d'ailleurs la cause première, l'origine de ces analogies; car, dans le mouvement sphérique, la com- ])Osante de la gravité suivant le plan tangent à la. sphère est, en chaque point, dirigée suivant la langen-le à l'arc de grand cercle mk qui joint ce point au point central A, et la grandeur de cette composante est proportionnelle au sinus du même arc.
Les analogies des deux mouvements, assez intimes comme on le voit, s'arrêtent cependant aux trajectoires elles-mêmes 5 cL la courbe décrite par l'extrémité du pendule n'est pas une ellipse sphérique (^?o//•p. 2o5 la cinquième application).
124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déterminer d'une manière très-simple quelles doivent être les circonstances initiales du mouvement pour que la trajectoire décrite par V extrémité du penrlule soit un petit cercle de la splière ; sans ajouter, comme on le fait ordinairement, cette restriction inutile que le petit cercle soit horizontal.
Pour que la trajectoire, en effet, soit un petit cercle, il faut et il suffit que son rayon de courbure géodésique soit constant; ou, d'après la formule (Y), que l'arc p demeure constant. Mais on voit immédiatement dès lors, que les arts ]> et p coïncident,
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et que le petit cercle considéré est nécessairement liori/onlal : en même temps les formules (X) et (Y), dans lesquelles on remplace i\ par tangp et /7 par p, deviennent
C'' ^^ sin« p
sni- p cosp
d'où
sin'p
^ COSp
I! en résnlte que la vitesse est constante; et, en particulier, ([ue la grandeur de la vitesse initiale.est définie par la relation
/ ', -, sin'po ? — Z.I
^ COS po ^0
cette vitesse étant d'ailleurs dirigée suivant la tangente au petit cercle, et étant dès lors perpendiculaire au plan vertical du point de départ,
125. Seconde application. La formule (1 ), dans laquelle on remplacera le nombre constant g par le nombre indéterminé G, peut servir, en particulier, à déterminer la loi générale des forces parallèles capables de produire un inom'ement circulaire.
Si l'on regarde, en elfet, r^ comme constant dans cette formule, on en déduit
sm p
pour expression de la fîorce en cliaque point de la trajectoire circulaire, C désignant une constante : et l'on voit que si la force G est constante, il en est de même de p, et le cercle décrit par le mobile est horizontal ; tandis que si la force est variable, il en sera de môme de /?, et la trajectoire du mobile sera un petit cercle quelconque de la sphère.
Si, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, on a seulement égard à sa composante utde Gsinp, on déduit, de la formule précédente,
(•*■ J ) G= Il sui p = -7— 7— ~,
sm-p . sni' V
pour expiessioji de cette composante : et cette foniiule est ai)alogue à la formule comme
r- sm^V
qui définit la loi des forces centrales capables de produire, dans le plan, le mouvement circulaire d'un mobile.
i!26. Troisième application. Proposons-uous de déterminer la loi des forces parallela G, capables de faire parcourir au mobile une ellipse sphériquc ayant le pôle A pour l'un de ses foyers.
Nous avons trouvé, pour le ravon de courbure géodésique de l'ellipse spliérique rapportée à Fuu de ses foyers A [voir p. 45, formule 1 1),
__ 2 siu ^z + 7) sin (cz — 7) i /■
" sinaa sin'V sin^V
A désignant une constante; et la comparaison de celte valeur à la suivante
" Gsm/^ Gsiri'o . siti^V
déduite de la foimule (Y) en y remjdaçani g pai' l'indélerminée Ci, donne, pour expiession de la force cherchée,
ou
/ sin'p
C=sin2a
2 sin
^y. + 7)sin(a — 7)
sin'p sin^js
et
Gsin.= .^' :
SUlVy
C désignant une nouvelle constante.
127. Quai/ième application. Demandons-nous encore; quelle est la loi des forces parallèles, cajuibles de faire par-
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courir ou mobile une Joxodionnc sphérique ayant pour pôle le point. A ?
Nous pourrons encore, pour résoudre le problème le plus sinipl(>menl possible, eniplover la fornuile (ij) de la page 47i
tangp sinp
' sinV sin V . ces o
qui tlonne le rayon de courbure géodcsique de la loxodromie sphérique; et sa comparaison avec la formule (\ ) nous donnera
C' sinp
G sin-' p . sin' V sin V . cosp
Delà, en remarquant cpie \ est ici une constante,
sm'V sin'p sui'p
et
(xA G sm [j -— — ; •
^ ' ' sm'p
128. Cinquième application. Déterminer la loi des forces parallèles capables de faire parcourir auniobile une ellipse sj)lièri(pie ayant pour centre le jwinf A.
La comparaison de la formule (\ ),
" G. sin/?
à la formule (lo) de la page 44,
COS^ p
sm'/j
qui exprime le rayon de courbure géodésique d'une ellipse sphérique rapportée à son centre, donne immédiatement, pour la force G capable du mouvement dont il s'agit,
et
^ . C- sin 0 Ix'.) G sin p = -— '
On a (l'ailleiirs, pour la pression exercée par le mobile sur 1; surface,
ÎN = h Cx cos 0 — i . ^ ,
T ' Sin/; a' a- cos-o
^ / i I-+- tang=o\
\sin'/.> a- b- j
el si Ton remplace dans le second membre -: par sa valeui-
tirée de Téqualion (C), page 4{ 5 il vient i-|-fang-p\
rt'6=+n-'+/;- — tanu-p i-|-fany-p\ ^ ! -t-fl--|-^- + '?■/''
[t\ >* = C-.- — ■ ■-\- =i -. — - = constante.
a- b- sin' a.sin-fi
Il résulte, de la proposition 8 du livre des Principes^ que V ellipse plane peut ê.'re décrite par un mobile soumis à une force attractive, perpendiculaire à l'axe de V ellipse, et inversement proportionnelle au cube de la distance à l'axe. Et il résulte de même des formules précédentes que l'ellipse spliérique peut être décrite par un mobile sollicité par une force répulsive, perpendiculaire au plan du grand cercle qui a pour pôle le centre de l'ellipse, et inversement proportionnelle au cube de sa distance à ce plan; la réaction exercée par la sphère sur'le mobile étant d' ailleurs constante.
Remarque I . L ellipse plane, considérée comme section du cône, peut être placée sur le cylindre; et il en est de même de l'ellipse spliérique : car cette courbe élant, par définition, l'intersection d un cône de second degré et dune sphère concentriques,
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elle appailienl à run quelconque des trois cylindres du second degré, dont on obiienl les équations en éliminant alternalivement z, j ou x entre les deux équations précédentes. Par la première éliniination on trouve
X'- ^ h t- — , T— = I ' o" •-^—, 1- -— rr = I •
«- '^ />»- sin'a sui^p
et l'ellipse que représente celte équation dans le plan des xy peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile soumis aux piojections des forces N et G sur ce plan. Mais la projection de la dernière est nulle \ la projection de la première passe constamment par le centre de l'ellipse : elle est donc proportionnelle au rayon vecteur delà projection; et Ton parvient ainsi , d'une manière intuitive, à la conclusion que la réaction primitive N est constante.
On peut calculer aisément la durée commune T = T' de la révolution du mobile projeté sur l'ellipse plane, ou du mobile primitif sur Fellipse sphérique. Car si l'on désigne par p', v' et N' le rayon vecteur du mobile projeté, sa vitesse et la force qui le sollicite, on aura, en employant des formules connues,
et de là, en remplaçant T', «', h' par T, sina, sin|3, et déduisant la valeur de C, en fonction de C, de la comparaison des formules
iz) N = ^ — ^— et ^' =z^.n' =^ . ^ ] ^ -p',
il vient
, , ,„ TisinasinS STrsina.sinS 2 tt
La durée, de la révolution sera donc la même pour toutes les trajectoires elliptiques dans lesquelles la pression exercée par le mobile sur la surface aura la même valeur.
Remarque H. La projection de Fellipse spliéri((ne sur le
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plan des xz est encore une ellipse plane si «^ ^, el cette projection peut être considérée tomme la trajectoire d'un mobile qui serait soumis premièrement^ à une force attractive K', émanant du centre deTellipse et proportionnelle à la dislance; secondement , à une force répulsive G'=G, dirigée perpendiculairement à l'axe horizontal de l'ellipse et inversement proportionnelle au cube de la dis lance à cet axe. D'ailleurs l'ellipse entière n'est que la trajectoire théorique du mobile, la trajectoire réellement parcourue se réduisant à un arc déterminé de cette ellipse, intérieur à la sphère, et limité par une corde parallèle à 1 axe horizontal. Le mobile oscille donc indéfiniment dans cet arc, sa vitesse devenant nulle à chacune de ses extrémités, et la durée d'une double oscillation étant définie parla formule {/). Enfin les oscillations dans deux arcs déterminés, appartenant à deux ellipses distinctes, seront isochrones toutes les fois que les forces centrales, qui concourent aux mouvements oscillatoires produits le long de ces arcs, auront la même valeur à une même distance du centre. Ces résultats ont quelque analogie avec le fait, observé par Lagrange et Legendre, et expliqué d'une manière générale par M, O. Bonnet, de la conservation de la trajectoire dans la superposition de diverses forces capables, isolément , d'une même trajectoire [Journal de Mathématiques, i844î tome IX, page ii3).
129. Scolir. Les formules précédeiUes, qui donnent la loi des forces capables de faire parcourir au mobile un petit cercle, une loxodromie ou une ellipse sphérique, présentent une intime analogie avec les formules correspondantes, relatives au mouvement plan d'un point malériel soumis à l'action d'une force centrale. Il convient néanmoins, pour la faire ressortir d'une manière plus complète, de n'avoir égard, dans les formules relatives au mouvement sphérique, qu'à la composante utile GsiiijO de la force extérieure, et non à la valeur absolue G de cette lorce.
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Du niouueniefit d'un point sur une surface de révolution.
130. On a.^ pour l'angle de contingence géodési(|ue e„ d'une ligue quelconque tracée sur une surface de révolution [voir page 122, formule 33 his),
/ sinV dr
' ^ \ cosV /•
V désignant l'inclinaison de cette ligne, au point considéré, sur la section méridienne passant par ce point, et / le rayon du parallèle correspondant.
Si donc on suppose que la ligne considérée soit la trajectoire d'un mobile soumis à la réaction normale de la surface et à une force extérieure constamment dirigée dans le plan de la section méridienne, la projection de cette force sur le plan tangent sera toujours dirigée suivant la tangente à la section méridienne 5 la lettre V aura la même signification dans l'équation précédente et dans les formules générales (I), (II) et (TU) delà page i86 : et l'on aura, en remplaçant dans la première de ces formules e^ par sa valeur,
l — 5 — = — i / — = — L / sin V ;
J tang V J tang V J r
et, par suite,
C désignant une constante. La formule (II) deviendra alors
(II") '>~ Gsinv.sinV ~ G sinv .r'sin^ V '
et l'on aura toujours, pour la pression.
;ill") N = -— Gcosy.
131 . Sans nous arrùler à la discussion du signe — qui tiguic au second membre de la formule (A), proposons-nous de délei'miner directement l'expression de la .vitesse.
Nous rcmarqueions, à cetelîet, que, par suite de riivpolhèse
sur la direction de la force extérieure, le mobile peut être
considéré comme se mouvant librement dans l'espace, sous
raclion d'une force imique rencontrant constamment l'axe oz
de la surface : il en résulte que la projection du mobile sur un
plan perpendiculaire à l'axe décrit des aires proportionnelles
aux temps ; et Ton a
/■^ doi = C (It,
i\ désignant une constante. On a, d'ailleurs,
cl s = (' . tk ;
et Ton déduit, de la combinaison de ces deux relations,
CGC
f/w rdfji r sin V
On voit que celte foriîiule renferme celle que nous avons dt-jà donnée sur le mouvement spliérique d'un point matériel ; et qu'elle est comprise elle-même dans l'observation de Newton, qui a été rappelée au commencement de ce chapitre.
i32. ylpplicaiions. Proposons-nous de déterminer quelles doivent être les circonstances initiales du mouvement,- pour que le mobile parcoure^ dans le cas ordinaire de la pesanteur^ un parallèle de la surface.
On aura, dans ce cas (voir fig. 53),
v=r-, /•= constante = /'o, /v =: -, et 7 = 7: — 1 :
/désignant l'angle aigu que fait avec l'axe la normale à la surface. On trouve, par la substitution de ces valeurs dans les équations (I) et (II),
''0 = ~ = constante, = , on ~ = J s;r
r ces/ y sin/ . r- r
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et la comparaison de ces formules donne
pour la grandeur de la vitesse initiale, qui. devra d'ailleurs être dirigée perpendiculairement au plan vertical passant par le point de départ.
Le mouvement du mobile sera donc uniforme, et la durée de sa révolution sur le parallèle sera donnée par la formule
Vg'.tang/ V g
S.N désignant la sous-normale de la section méridienne, au point de rencontre de cette section et du parallèle décrit par le mobile : Cette durée est donc égale à celle de loscUlaiion totale d'un pendule simple, d.une longueur égale à la sousnormale (Euler, Mechanica , t. II, p. 492).
Si la surface est un paraboloïde de révolution, les temps périodiques seront égaux pour tous les parallèles; et la longueur du pendule simple effectuant une oscillation totale, dans le même temps, sera égale au demi-paramètre de la parabole méridienne (Huygcns, llorologium oscillatoriam, p. 160, M ; Euler, Mechanica, t. II, p. ^cfi).
On trouve d'ailleurs pour la pression normale, en remplaçant dans la formule (III') R par - — ; et y par 7: — /,
sm;
N =n — sin / H- g ces/ ;
et de là, en ayant égard à l'expression actuelle (A) de la vitesse, et en simplifiant,
^ ' cos<
133. Proposons-nous encore de déterminer quelle doit être la section méridienne d'' une surface de révolution, pour qu un mobile parcoure sur cette surface une loxodromie, sous V action d'une gra\nlé constante.
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Il suffit, pour résoudre ce
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>roblèine, de
proDieine, ae comparai la formule (JF), ({ui donne l'expiessiou générale du rayon de cour- Fig. 53. bure géodésique de la irajectoire, à celle
■y formule (yo//' p. i25, formule 35)
° sin V . cos/ sin V . cosy
qui représente le rayon de courbure géo-
désic|ue d'une loxodromie coupant, sous l'angle constant V, les divers méridiens de la surface. On déduit de cette comparaison l'cgalilé
sinV . COS7 r^ tang 7 :
'siny . /-^sin'V
sin^V
C désignant une nouvelle constante. De là, en posant ( i'o//' la
tigure) 7" = X, tang y = tang /
On en déduit
x^X = constante
pour équation de la section méridienne de la surface cherchée^ et cette section, comme on voit, est une courbe hyperbolique du troisième degré, appartenant à la ôp*" espèce de l'énuméiation newtonienne. *
VI
Du inom^emenl d'un point sur une classe particulière fie
rfc
surfaces sauciies
lies, dans le cas ou la courbe décrite par le
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la surface.
134. On a, pour le rayon de courbure géodésique d'une trajectoire sous l'angle V des génératrices rectilignes d'une
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surface gauche (juelconque ( voir page i48, formule f\o)^ is i + A' R^' I
où 1 on déduit, successiveiuent, /'R
sinV
tang V
tan;', V
.dK
• sin V. (Is,
' CCS y .(Is,
d(j -hA-"R') I 4-/('R-'
^i l ou regarde la surface gauche comme engendrée par les hi-normales d'une ligné à double courbure dont la seconde courbure demeure constanle : auquel cas on a
<-/R r= ds. cosY,
et Â = conslante ( voir la notation de la page i44)'
Cela posé, si l'on regarde la trajectoire actuelle comme décrite par un mobile soumis à la réaction normale de la surlace et à une force extérieure G, dirigée en chaque point suivant la génératrice rectiligne OA de la surface; en transportant
la valeur (2) de — ^ dans la formule (I) de la page 186, et la V / tangV ^ ' '^ ^ '
valeur résultante de v, ainsi (jue la valeur (i) de Rj,g:= r^, dans la formule (II) de la même page, -on aura ces deux équations :
— C\Ji^/r~R' =
II'
Elles conduisent à cet énoncé très-simple : Les forces, dirigées suivant les génératrices de la. surface^ cl capables de faire
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parcourir au mobile une trajectoire de ces génératrices^ sont proportionnelles aux segments interceptés sur les génératrices entrée la trajectoire et la ligne de striction de la surf ace j et la vitesse du mobile en chaque point, estimée suivant la tangente au point correspondant de la ligne de striction, demeure constante ^ cette dernière propriété résultant de la formule (F) que l'on peut écrire, l'angle V étant constant,
l' sin V . cos <» = C sin V := constante.
Il résulte encore de là une autre propriété curieuse, relative aux mouvements simultanés de r/ewx mobiles^ lancés en même temps, de deux points situés sur une même génératrice ^ et sinisant une même inclinaison V par rapport à cette génératrice. On aura, en effet, à une époque quelconque du mouvement simultané des deux mobiles,
.'sinVcostp =CsinV, G =C2/"^R; p'sinVcos<p' = C'sinV, G' = C'^X^R'.
Si donc on pose
(Bl ^=1, ou -=-,
on aura, successivement,
(' sin V cos tp = <'' sin V cos -f ',
ds . ,^ ds' . ,
— sin V coscp = -7- sin V cos çp , fit ^ dt ^
(I17 = f/ff',
de et d(j' désignant les projections sur la ligne de striction des arcs décrits dans le même temps dt par les deux mobiles : or, il résulte de cette égalité, et en ayant égard à la restriction exprimée par la relation (B), que les deux mobiles se trompent toujours, à ujie époque quelconque du mouvement , sur la même gcficratrice de la su/face.
Ces résultats sont immédiatement applicables à Vhéliçoïde gauche ci plan directeur, qui est du nombre des surfaces repré-
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semées par les équalions (A). On en déduit, en parliculaiisant l'angle V, la description, par le mouvement d'un point, des lignes de courbure de cette surface, qui coïncident, comnu; on sait, avec les trajectoires sous l'angle de 4^ degrés des génératrices reclilignes de la surface.
MI
De la hrcichislochroiie sur une suif ace de révolution.
13o. L'étude du mouvement libre d'un point dans le pl;in a pour complément ordinaire l'étude du mouvement d'un point assujetti à demeurer sur une courbe plane donnée. 11 conviendrait donc de compléter de la même manière l'étude du mouvement d'un point sur une surface. L'un des problèmes les plus intéressants, auxquels donne lieu cette élude complémentaire, est celui qui a pour objet de déterminer quelle est, parmi toutes les lignes qui, sur une surjace donnée, réunissent deux points donnés, celle qui serait parcow^ue dans un temps niiniifium par un mobile soumis à des forces extérieures données.
Ce problème, déjà résolu par M. Roger à l'aide du calcul des variations, est susceptible d'une solution élémentaire pour certaines surfaces particulières, et notamment pour les surfaces de révolution. En effet, de ce que deux portions d\tne pareille su/face, adjacentes à un même parallèle, sont su})erposables, il résulte que la solution, donnée par iMailaurin, du ])roblème analogue dans le plan, leur est exactement applicable. C'est ce que nous allons faire voir en terminant.
i). Soit AMM'B la brachistochrone cherchée, issue du point donné A, et coujianl en B le méridien donné OfîO'. Traçons sur la surface les parallèles AZ?, B<7 terminés aux méridiens des points A et B. II est facile de voir que la ligne < herchée coupe orthogonalement le méridien OBO', et qu'elle est tout entière comprise dans le trapèze curviligne A6Brt. Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont à ces conditions et qui joigncnl le point A au point indéterminé M^
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et d'ailleurs, toutes ces lignes, projetées suivant des méridiens sur le parallèle «B, auront même projection, à savoir Tare «B.
Quant à la loi des forces extérieures qui produisent le mouvement, nous supposerons seulement : i° qvie la force extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le plan de la section méridienne, de telle sorte que la composante active de cette force, qui produit le travail et les varialions de vitesfe du mobile, soit conslanmient dirigée suivant la tangente à la section méridienne-, 2° que la composante active de la force extérieure ait la même valeur pour tous les points de la surface situés sur un même parallèle : ces conditions se trouveraient réalisées, en particulier, dans le cas ordinaire de la pesanteur, l'axe de la surface étant supposé vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d'une gravité toujours parallèle à l'axe de la surface, mais variable d'un parallèle à l'autre, et constante pour un même parallèle.
Il résulte, de ces conditions, que Ja vitesse d'un mobile qui parcourrait successivement les diverses trajectoires AMB, AM,B, serait la même pour les points de ces trajectoires situés sur un même parallèle ; et, en particulier, que la vitesse acquise en B, par la chute sur l'une d\dles, serait la même pour toutes : soit v^ cette dernière vitesse.
2). Cela posé, le temps par AMB parcouru avec la vitesse variable p», ou G (AMB, v]^ devant être un minimum, ce même temps, diminué de celui employé h parcourir le parallèle an B avec la vitesse v^^ sera encore un minimum,
G. (AMB, v) — G.(«/2B, t',) = minimum.
D'ailleurs, si, par une suite de méridiens successifs, on décorapose, en un même nombre d'éléments successifs MM' et /?«', la trajectoire AMB et le parallèle an\^\ la différence précédente sera rendue minimum, si l'on lend minimum chacune des dillérences élémentaires.
Fig. 55.
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ftiM' étant la portion du parallèle du point M' correspondant à la portion nn' du parallèle ««R; et /, 7i désignant les rayons des parallèles des points M' et B, de sorte que Ton a
nn' = niM . —'
Enfin, p-, •— désignant une nouvelle vitesse, la différence précédente revient à celle-ci,
G. (MM', (')— f^.l /«M', (', .
(jui sera niininiuni, d'après le lenmie de la page i 19,
V f fi
[■'•) sinV = -= •-;
'■sinV /■,
(X) = - = constante :
équation qui définit la courbcî cherchée AMB, et dans la(|uelle V désigne l'inclinaison de la courbe sur le méridien.
3). Réciproquement, si l'on compare maintenant le temps par AMM'B avec le temps par toute autre courbe AM,M', B, on verra que le premier est moindre que le second. Car, prenant pour éléments correspondants des deux courbes les arcs MM', M,M'| compris entre les mêmes parallèles^ remar- ({uant qu'ils sont parcourus Tun et l'autre hvcc la même vitesse ^'l, et que les triangles rectangles M m M', Mi//<,M', sont partiellement snperposables ; on aura d'abord, suivant le lemme, et d'après la condition (x) à laquelle satisfait l'élément MM',
(MM', (')- C. wM', ..,. - <o (M,M', , r)— P. w,M',
ou
f..(MM', i') - ô. (////', r,}<r.(M,M',, <') — cT. (//,«',,...).
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Delà, en faisant la soiunie des incgalilés semblables, el remarquant que
arc an Ji
il vient simplement
Remarque I. L'équation précédente = constante
ne diOère que par la forme de celle donnée par M. Roger [Journal de Mathématiques , tome XIII, 1848, page 49)1
/•' — = A.p% dt
])our le cas ordinaire de la pesanteur.
Dans le cas de la sphère, et en posant r = sinp, l'équation peut s'écrire
(X,) . c = C.sinp sin V = C.sin/y.
On en déduit celte généralisation d'un théorème d'Euler : La 'Vitesse, en chaque point d'une brachistochrone sphérique, est. directement proportionnelle au sinus de la distance sphérique du centre des forces O de la sphère à l'arc de grand cercle langent à la courbe au. point considéré.
Remarque II. On déduit, de l'équation (X,),
(') ch'=Cd.-,mp.
On a d'ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanteur^
d . f'= ou 2 f . f/c =: 2 ^^ sin p ces V . ils ,
(2) ('.r/(>= — g-sinp.r/p.
De là, en divisant (2) par (i), membre à membre, el renq)la-
.1 I ' • 'I sinp.''/p , I
raul dans I e<|ualion lesultanle -r—^^ — - par le ravon de < our- ' (l sin/; '
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bure géodésique r „ = — de la trajectoire, il vient
k désignant une constante. Or, si Ton remplace dans celte lormule p* par — et i'^ par — ? e„ désignant J angle de contingence géodésique de la tiajecioire, il vient, en simplUiant,
et roii en déduit
{.t\) ^^— £ = /• = constante ;
c'est-à-dire que /e temps T, employé par le mobile à parcourir un arc partiel quelconque A'B' de la brachistochrone s/?/iérique, est proportionnel à la valeur de l'intégrale fe„^ on
— 1 prise de l'origine à l'extrémité de l'arc A'B'. Mais on
trouve aisément que cette intégrale représente l'aire spbéiique comprise entre l'arc A'B' et les tangentes sphériques menées par ses extrémités, augmentée de l'angle extérieur formé par ces mêmes tangentes : donc, dans le mouvement général sur une brachistochrone sphérique AMB d'un point soumis à la pesanteur, le temps, employé par le mobile à parcourir un arc partiel quelconque A'B' de sa trajectoire, est proportionnel à l'aire sphérique, comprise entre cet arc et les tangentes sphériques menées par ses extrémités , augmentée de l'angle extérieur de ces mêmes tangentes ; ou, encore, ]>roportionnel à Tare correspondant a'b' de la courbe supplémentaire.
Remarque 111. Quant à la nature de la brachistochrone, la comparaison des formules (Xj) et (X,) fournit cette relation,
-r-^— = constante, ou — 5_ ^::: constante; sin/j ros /
/désignant l'angle sous lequel le grand cerele tangent à la brachistochrone spliéiiquc coupe l'équateur, ou le cercle polaire du centre des forces O; et Ton sait que, dans le plan, le rayon de courbure de la cycloïde est pareillement proportionnel au cosinus de l'angle que fait la langente avec labase de la courbe. Remarque IV. L énoncé précédent se simplifie, (|uand on suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment; et l'on en déduit ces propriétés nouvelles des brachistochrones planes, que l'on pevit d'ailleurs établir directement de la même manière :
1. Si l'on circonscrit à une demi-cycloïde AMB une portion de ligne polygonale régulière , c'est-à-dire à angles égaux, dont les tangentes en A cl h formeront les côtés extrêmes; les points de contact des côtés successifs de ce polygone partageront la demi-cycloïde en une suite d'arcs isoclirones, c'est-à-dire en une suite d'arcs partiels qui seront parcourus en des temps égaux, dans le mouvement général du mobile de A en B.
2. La même ]>roprié.té s'applique à la brachistochrotie relative à un centre O, situé à une dislatice finie, et attirant proportionnellement à la distance.
3. Enfin, celte propriété subsiste encore pour la portion de ligne polygonale régulière circonscrite à un arc partiel quelconque A'B' de la bracliislochrone ; les côtés extrêmes de cette ligne étant toujours formes par les tangentes aux extrémités de l'arc considéré A'B', et le mouvement suivant \' W faisant toujours partie du mouvement général suivant la ligne totale AMB.
Remarque V . Si Ion considère, au lieu d'une sphère, une surface de révolution quelconque, le temps employé par le mobile à parcourir un arc déterminé de la brachislochrone n'est plus susceptible, en général, d'une représentation géométrique simple. Si l'on dilïérentic en effet la formule (X). «' = C . /sin ^ , on a d'abord
(i) r/(':=:C.^(/-sinV);
DE LA BRACHISTOCHRONE
on liouve ensuite, G désignant la pesanteur parallèle à Taxe de la surface, et i désignant rinclinaison, snr l'axe, de la normale à la section méridienne,
c/. p' = 2 G sin / . cos V . r/j.-, ou (2} v.dv = ÇfS\ni .co%\ .(is;
d'où, par la division, membre à membre, des lelations (2)
et (1),
G . cosV.r/A-
sin/
C d{rs\n\)
On a d'ailleurs, pour Fangle de contingence géodésique e^ de la Iraji'ctoire (vo//* page 122, formule 3^^ his),
r/(rsinV) cos V i
° /cosV f/(rsinV) ^'-(^g
et il vient, par la substitution de celte valeur dans la formule précédente,
ds G sin / ds
^ " 'dt~ c' "7~ '77'
d'où
n désignant la longueur de la normale à la section méridienne terminée à l'axe de la surface.
Il résulte de cette formule que la sphère (/? = constante) est
la seule surface de révolution pour laquelle le rapport -j- demeure constant, dans le cas d'une pesanteur constante (G = g'} ; et que ce rapport ne peut être constant, pour une surface de; révolution quelconque, que dans le cas où la pesanteur serait définie en chaque peint par la formule
e, _ I dt C
G sin / I
CHAPITRE KL
I>ES LIGNES A DOUBLE COLRBLRE CONSIDÉRÉES COMME FIGURES d'équilibre d'un fil qui REPOSE SUR UNE SURFACE.
Parmi les problèmes dont la solulion était réservée à l'analyse moderne, et en exceptant les grandes questions de la mécanique céleste, il en est peu qui aient été remaniés aussi souvent que celui dont l'objet est de déterminer la figure d'équilibre d'un fil, dont les extrémités sont fixes, et dont les éléments successifs sont sollicités par des forces qui demeurent constantes, ou qui varient suivant une loi donnée. Sans parler eu eiïet de l'illustre promoteur de ce problème, on voit figurer dans son histoire les noms des plus grands géomètres du dernier siècle et de la fia du précédent : les Bernoulli , Lcibnilz et Huygens. Euler, Clairaut et Lagrange. On lit même dans la notice sur Ampère {x^rago, OEuures^ tome II, page 47) qiie ce géomètre, s'occupant à son tour de la question, avait su découvrir des lacunes dans un sujet pourtant si exploré.
On doit ajouter cependant que les solutions de ce problème, si nombreuses quand on suppose le fil libre et la figure d'équilibre plane, deviennent beaucoup plus rares quand il s'agit d'un fil reposant sur une surface; car, en exceptant le problème devenu classique de la chainetle cylindrique, on possède seulement pour ce cas des formules, très-générales sans doute, mais dont l'application à telle surface particulière que l'on voudrait envisager exigerait peut-être, pour l'interprétation géométrique des résultats obtenus, plus d'elforts que l'étude directe et géométrique du problème.
C'est cette étude directe que nous avons abordée, et dont nous avons essayé de poser les véritables bases. Nous croyons les avoir reiKontrées dans deux théorèmes.
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Le premier est analogue à celui d'Huygens sur le mouvement curviligne d'un point matériel, et donne, pour les composantes tangentielle et normale de la force totale qui sollicite le fil en chaque point, ces deux expressions,
— rlT T
— — et -; as r
T, fis et /'désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon de courbure du fil : résultais (|ui ont sans ('ouïe été rencontrés âîjh.
i.e second, ([ue nous avons déduit du premier, nous païaît absolument nouveau. Il fournit :
1°. La tension du fil, par une intégrale dont les éléments dépendent seulement de la direction vclativc. de la force extérieure et de la figure d'équilibre du fil ;
2°. Cette intégration étant eilectuée, l'expression du rayon de courbure géodésique du fil^
3". L'expression entièrement géométrique de la pression exercée par le fil sur chaque point de la suiface, à savoir
T 1N = -— Geosv;
(jcosy et R désignant la composante normale à la surface de la force extérieure, et le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente au Cl au point considéié. C'est par l'exposition de ces deux théorèmes généraux que nous allons commencer.
Principes généraux relatifs aux courbes funiculaires reposant sur une surj'ace quelconque.
137. Théorème L Diins toute courbe junicnlaire, plane ou à double courbure., mais entièrement libre dans ï espace [abstraction faite de ses extrémités qui sont toujours supposées fixes)., les composantes tangentielle et normale de la force totale P^, rapportée ci V unité de longueur du fil, qui
agit en chaque point de la courbe, ont pour valeurs resncctii'es
— clT T
T, ds et r désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon de courbure du fil ; et dT désignant la variation, positive ou négative, qu éprouve cette tension, de V origine à V extrémité de Varc ds. La première de ces composantes est d'ailleurs positive, ou négative, suivant qu'elle est dirigée de l'origine à l'extrémité de Tare ds, ou de Texlrémilé à lorigine: et la seconde, qui est toujours dirigée suivant le prolongement du rayon de courbure du fil, est regardée comme essentiellement positive.
Démonstration. L'élément AI3 = ds du fil, considéré isolément et supposé solidifié, doit être en équilibre sous l'action des tensions, de sens opposés^ T etT H- r/l", dirigées suivant les tangentes à ses extrémités, et des forces partielles qui agissent en cbacun des points de 1 arc AB. Or, les deux premières forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un infiniment petit du troisième ordre, peuvent être considérées comme situées dans le même plan et comme ayant dès lors ime résultante unique; les forces partielles agissant en chacun des points de l'arc AB auront donc aussi une résultante unique, que nous représenterons comme à l'ordinaire parP.r/5, et qui f(M^a équilibre aux deux premières forces T etTH-r/T.
Il résulte d'abord de là que la force totale P est dirigée, en
cliaque point, dans le plan osculateur du fil: ensuite, que la
Fig. 56. somme algébrique des projections
des trois forces, sur la tangente en
A dirigée dans le sens AB, ou sur
le prolongement extérieur du rayon
de courbtire du fil en A, est égale à
zéro pour chacune de ces directions.
On en déduit, eu négligeant les infiniment petits du second
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ordre, et eu désignant par e l'angle de contingence du fil,
— Ï + (T 4-^T) -f-P f/.v.cos(P, ^*) = o,
(A) P ros(P, ds) = — — ;
— (T ^-rfT)sinr-t- P. ^/5.cos(P, r) = o, OU
(B) Pcos(P, /•) = -•
Observation. La dernière de ces relations a lieu entre des grandeurs absolues : quant à la première, et pour donner à dT le signe (jui lui convient, il peut être utile de remarcjuer que la 'Variation de tension du fil^ dans le passage de V origine à V extrémité de Varc ds, est égale et de signe contraire au travail élémentaire de la force P dans le trajet fictif cor^ respondant.
138. Théorème II. Une courbe funiculaire étant en équilibre sur une surface donnée, sous V influence des réactions normales N de la surface et des forces extérieures G, appliquées en chacun de ses points : \° la composante de la force extérieure G suivant Varc élémentaire ds de la courbe est
mesurée parle rapport différentiel - — - — \ 2" la composante
de cette même force suivant celle des normales à la courbe qui est tangente à la surface.^ a pour expression, en chaque
point, —5
que de la courbe funiculaire en ce point; 3" enfin, la réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée^ en
chaque point, par la différence algébrique — — Gcosy 5 R et
Gcosy désignant le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente au fd, et la composante, normale à In surface, de la force extérieure qui agit au point considéré : la force
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exlérieure G et la pression Ps étant rapportées, Tiine et l'anlic, à l'unité de longueur du fil.
Dénionstralion. La courbe funiculaire considérée peut être regardée comme entièrement libre dans l'espace et comme soumise, en cliacun de ces points, à la force extérieure G et à la réaction normale Ps de la surface, dont le système, d'aprè-i le théorème précédent, est équivaJeut au système des composantes tangentielle et normale, — - — et - de la force loiale. Il ^ cis r
en résulte que la somme des composantes des forces du premier système, sur une direclioii quelconque, est pareillement équivalente à la somme des composantes des forces du second système sur la même direction.
Cela posé, si l'on prend successivement, pour direction de projection, l'Ma tangente à la courbe fnniculaire 5 2° celle des normales à cette courbe qui est située dans le plan tangent à la surface, Aiil ^ 3" la normale intérieure à la surface, AjN : on verra :
Dans le premier cas, que la somme des composantes des forces du premier système se réduisant à la composante Gsinv.cosV de la force extérieure, et la somme analogue pour
le second système à la conq:)osante
dT
ds
\ G sin'/ .ros V r:^ — :
Dans le second cas, que la première somme se réduit encore
à la composante de la force G. qui est
représentée par Gsiny.sinV, V désignant
l'inclinaison, sur la tangente à la couibe
funiculaire, de la projection de la force G
sur le plan tangent; que la seconde somme
se réduit à îa projection de la com-
posante -1 projection nui est égaie a
a désignant 1 angle du plan oscula-
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teur de la courbe et du plan tangent à la surface : et que Ton a, par suite,
(2) G siny .smV = — •,
Dans le troisième cas enfin, que la première somme est égale à N H-Gcosy, la seconde se réduisant à
- ros 0)0° — (7 ) = - sm /7 = : =: - 5
/• •' r r:sin« R
d'après le théorème de Meunier: de sorte que l'on a
3) N ^^ — GcosY
pour la réaction de la surface sur le fil : cette réaction étant d'ailleurs rapportée à l'unité de longueur du fil.
La lettre y désignant l'angle, aigu ou obtus, formé par la direction de la force G avec la normale intérieure : pour que la formule (3) subsiste telle que nous l'avons écrite, il faut, que le rayon de courbure r du fil fasse un angle aigu auec la normale intérieure , le fil reposant lui-même sur le bord interne de la surface.
Corollaire. Si l'on désigne par V, comme on l'a déjà dit, l'angle formé par la projection Gsiny de la force extérieure sur le plan tangent, avec la tangente de la courbe funiculaire, et par e^, l'angle de contingence géodésique de cette dernière, on aura ces trois formules générales :
ciT cosV (is
(II
T sinV /•„ tang.V , J tang V .
= G sin7.sin Vj
( '' ~ Gsinv.sinV '
(III) N = ^ — Gcosy:
les deux tk-rnières irétam au Ire chose que les formules (2) el (3), et la preniièie résultant de la division membre à membre des formules (i) el (2).
Eniin rélimination de l'angle y entre les équations (II) cl (III) conduit à cette relation :
/ T \- /T ^ ' \/VsmV /
Nous n'insisierons pas sur le rôle général de ces formules qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie avec celles qui définissent le mouvement d'un point sur une surface ( voir page 1 86') ; et pour lesquelles on peut répéter exai temen i ce qui a été dit déjà pour les premières.
Observation. Il est essentiel de remarquer que l'intégrale
— / ' ' , qui figure en exposant dans la formule (I), cl
dans laquelle on regardera e^ comme essentiellement positij^ et langV comme positive., ou négative, suivant que V angle \ sera aigu ou ohtus, a bien reçu le signe qui convient à l'expression de la tension. On déduit en elfet, de cette formule,
dj —
tanif V
Or T et e^, étant positifs, on voit que la différentielle r/T sera positive, ou négative, suivant que l'angle V sera obtus, ou aigu-, el c'est ce qui doit être en effet : puisque, d'après une observation antérieure (voyez page 225), dT est mesurée par le travail élémentaire correspondant de la force, changé de signe 5 et que, ce travail se réduisant à celui de la composante Gsiiiy qui fait un angle V avec la direction de l'élémenl du fil, ce travail changé de signe est positif, ou négatif, suivant que l'angle \' est obtus, ou aigu.
SU
Des courbes funiculaires dans le plan.
139. Si l'on remplace dans les Ibrmulcs précédentes e,, par e'.
COVIHBES riUNlCLiLAlIlES VLÂWES. 2ig
r„ [)ai' p, el si 1 on pose y = -î tl viciil
(2) GpsinV=:T,
<,' cLaut pris en valeui- absolne dans la prcniièie formule, et lang V y recevant le signe qui convient à la nature de l'angle formé par la direction de la force avec la dii-ection de l'élément considéré.
1 iO. Cas des Jorces parallèles. Si Ton remarque que la < ourbe funiculaire tourne toujours sa convexité vers la région cù tendent les forces, on trouvera aisément e'= d\ pour la valeur absolue de l'angle de contingence; et Ion en déduira les formules suivantes :
smV [b) Gpsin^V=C,-
auxquelles on peut joindre celle-ci :
'(> 'If
cosV.c^V f/.sinV
Applications. 1). Si l'on suppose la gi'avité coiisLanlc, on tiouve immédiatement, ou par une première intégration, les })ropriétés de la chaînette exprimées par les équations
p sin-V = constante, y sin V = constante.
2). Si r on veut supposer le poids de chaque élément proportionnel à la longueur de sa projection horizontale^ on devra poser
dx G . ds =: g . dx ou G = g — = g sin V .
La iormule [b] devient alors
^ ~ sin'V
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uni , comparée à la formule générale o ■= ■ . . , ■ , donne immé-
(iiatement
y" = constante ,
équation d'une parabole.
3). Si l'on clierche quelle doit être la loi fies forces parallèles pour que la courbe funiculaire soit une ellipse dont Van des axes soit vertical, on devra remplacer, dans la formule (^),
0 par A . -, y désienant l'ordonnée de l'ellipse comptée à
' ^ sm^V ^ ^
partir de son axe horizontal \ et Ton aura C'.sinV
sinV
si l'ellipse devient un cercle, devient constant, et l'on a
simplement
Scolie. Si l'on compare la formule [b), que l'on peut écrire
à la formule, déduite du théorème d'Huygens,
G' sin^ V
et fournissaut le rayon de courbure de la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action d'une force G' de direction constante, on est conduit à une sorte de loi de dualité en mécanique, analogue à la loi de dualité en géométrie, et qui peut, par cette analogie même, olïrir un certain intérêt.
Que l'on regarde, en effet, une même courbe plane comme étant simultanément la trajectoire d'un point matériel et la courbe d'équilibre d'un fil \ les forces qui produisent le mouvement, et celles qui maintiennent l'équilibre, étant d'ailleurs
COUUBES lUlNIOULAlRES PLAJNES. U.[\ l
parallèles à une mùine droite fixe, cule sens coiUraiios : on aura, en égalant les valeurs [h) et [b') du rayon de courbure de la ligne considérée,
G =: / .G'siuV.
Il en résulte que lajorce ij, nécessaire pour produire t' équilibre cVuii fil sui\^ant une courbe plane donnée^ est égale à la force G nécessaire pour entretenir le mouvement (V un point matériel suivant celle même courbe, multipliée, en chaque ])oiat, parle sinus de l'inclinaison de la commune direction des forces sur la tangente à la courbe, et par un nondire constant^ la vitesse du mobile et la tension du fil en un même point de la courbe étant d'ailleurs dans un rapport constant. Comme première application de ce théorème, considérons une parabole ayant son axe vertical -, et regardons celte courbe comme la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action de la pesanteur, ou aura
dans la formule précédente; et la parabole considérée pourra être regardée comme étant la fîguie d'éc[uilibre d'un fîl sollicité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bas en haut, et ayant pour expression
'fx G — /. . ^ sin V ( u G = /- . i' . — :
"" -^ ils
d'où
G fis :rr k'dr.
La force agissant sur cha(jue élément du fil est donc proporiioniselle à la projection horizontale de cet élément; et l'on letrouveles résultats connus, relatifs à la courbe des ponts suspendus.
Considérons encore, et « omme application inverse du même ihéorème, une chaînette ayant son axe vertical ; et regardons-la connue la iiguie d'équilil)re d uj) iil soumis à l'aclion de la pesanleu! . ()n auia, dans la même forjuule.
et la chaînette considérée pourra être regardée comme la trajectoire d'un point soumis à l'action d'une force verticale G', dirigée de bas en haut, et ayant pour expression
sinV
Mais l'ordonnée de la chaînette, comptée à partir d'un axe horizontal convenablement choisi , est liée à l'angle V par la relation connue jsinV = constante ; on aura donc simplement
pour expression de la force ; et Ton en conclut une autre propriété mécanique de celte courbe, par laquelle la chaînette est la trajectoire d'un point matériel soumis à T action d^une force ^ proportionnelle à la dis lance du mobile à un axe fixe, et dirigée en sens inverse de la droite qui mesure cette distance.
intérieurs du quadrilatère concave AIBO étant égale à quatre droits, on a
^0 +V + (2<^'-}- <?') + ( 2^'- — V — rfV) = 4''^ ou c'=dN~cl^; Fig. 58.
on a
d'ailleurs
tangV=±
que '.
'on doit écrire
tangV=-
puisque l'angle V est obtus
et que la dilYérenlielle dr est positive dans la figure.
Il en résulte
■ dr dd =z tangV;
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et l'on a défiiiiiivetuenl pour e',
dY -+ — tangV.
On en déduit
r e' r dY Cdr ^ . ^^ jtan
J tanj; V J tang Y J r
et Ton a par conséquent ces formules :
/ sin V
rsinV p
[h') G.p.r.sin'V = C,
auxquelles on peut joindre la formule d'Euler
rdr ('^^ ^=-^-
applications, i). On satisfait à l'équation [h') en posant
p = constante, et
(i) Grsin^V = constante.
On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonférence de cercle, la force en chaque point est inversement proportionnelle au produit du rayon vecteur par le carré de la corde que ce rayon prolongé détermine dans la circonférence.
2). Si l'on veut que la courbe funiculaire soit une ellipse ayant pour centre le centre des forces, il faudra poser
_ ^'' __ ^'' ' p^ r^sin^V
dans la formule (^), qui donnera, pour expression de la force répulsive émanant du centre,
G = C. r^sinV ou
3). Oii \ errait de même que, la courbe funiculaire élanl une ellipse dont Van des foyers coïnciderait ai'cc le centre des forces, la grandeur de la force répulsive émanant du foyer :erait, en chaque j)oinf,
eu remplaçant dans la formule [b') p par ia valeur p = /. — , qui correspond à l'hypollièse actuelle.
4). Supposons la courbe d'équilibre telle, que l'aiii^le V soit constant : cette courbe sera une spirale logarithmique, el l'on aura, d'après la formule [b'),
G = G ^ il_ ^ £',
C et C" désignant de nouvelles ( onstantes, et la seconde se rapportant à la substitution au rayon de courbure p du rayon vecteur r qui lui est proportionnel; on peut l'écrire encore
14-2. Les formules (2), (3), (4) conduisent par induction à la loi suivante, qui est, en cHet, générale : U/ie même ligne plane étant à la fois la trajectoire cVun point matériel, et la figure d'équdibre d'un fil, sounns à V action de forces émanant du même centre j la force agissant sur le fil, en chaque point de cette ligne, est égale au produit de la force qui sollicite le mobile, parvenu au même point, parla distance du centre commun des forces à la tangente en ce point, et par un nombre constant.
On a, en ell'et, d'après le tliéorènie d'Huygciis,
— =r G' sin V ;
et d'ajuès un lliéoiènie de jNevvton ,
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u désignant la vitesse du mobile en un point quelconque de sa trajectoire, et G' la grandeur de la force centrale qui le sollicite en ce point. On en déduit
p . />' . sin V On tire d'ailleuis, delà formule (^'),
p. /-sm^ V ou
[cl) G =
p . sin V ? • P^ ■ sin V
d'où, en comparant [d] et (<'/'),.
Et l'on doit remarquer, en outre, que les forces G étant altractiweSj les forces G' seront répulsives ; et réciproqueniciii.
143. Scolie. Les formules générales (i) et (2) {voirai. 229) peuvent encore s'appliquer avec avantage au cas où les forces sollicitant les divers éléments du fil ne sont ni parallèles, ni concourantes.
Ainsi, proposons-nous de déterminer la figure (V équilibre (Vu7i fil dont chaque élément serait sollicité par une force dont la grandeur, et V inclinaison sur cet élément, demeureraient constantes (O. Bonnet, Journal de Mathématiques, tome IX, page 225).
Les formules (i) et (2), dans lesquelles nous remplacerons
— par m, et --—. — par G, nous donneront
tangV ^ ' GsinV^ '
fe'
On en déduit
dp = ni . ç, c' = m . ds, ou
(6) da -j=: m.d.s.
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Celle égalilé exprime la pioporlionnalité des aies élémentaires correspondatits de la courbe funiculaire cherchée et de sa développée : ces deux courbes sont semblables ^ ei la courbe cherchée est une spirale logarithmique [voir page 39).
Des courbes Juniculaircs sur un cylindre quelconque.
144, Si 1 on suppose la projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée, en chaque point, suivant la génératrice correspondante du cylindre, V désignera, dans les formules générales (I), (II), (III) de la page 227, l'inclinaison de la courbe funiculaire sur celte génératrice.
On a d'ailleurs, pour l'angle de contingence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funiculaire, ces valeurs :
c' elp' désignant l'angle de contingence et le rayon de courbure correspondants de la ligne plane suivant laquelle se transforme la courbe funiculaire considérée, par le développement du cylindre qui la contient : et les formules (I) et (II) deviennent, par ces substitutions,
T=C.e J'-'"ii\ Gsin7.p'sinV = T.
Or, ces équations sont identiques à celles qui définiraient la loi de la tension et la nature d'une courbe funiculaire plane dont chaque élément serait sollicité par une force, parallèle à la direction des génératrices du cylindre développé, et mesurée en chaque point par le nombre Gsiny [voir yiage 229) ; ei il résulte de là, en premier lieu, ce tliéorème général :
U/ie courbe funiculaire étant en équilibre sur un cylindre quelconque, sous l'influence des réactions normales de la surface et de certaines forces extérieures dont les projections sur le plan tangent sont dirigées, en chaque point, suivant la
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gênéralrice du cylindre ,• si l'on suppose développés sur un plan, le cylindre et. la courbe funiculaire quil contient, et si l'on conçoit en outre que les forces extérieures primitives, estimées suivant les génératrices du cylindre, conservent dans ce développement leur direction et leur intensité : la courbe funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous l'influence de ces forces , et la. tension sera la même, aux mêmes points, sur la courbe primitive et sur la courbe transformée . En second lieu, et en transportant au cylindre les formules [a) et [b] relatives au plan (voir page 229), on aura
sinV
(2) Gsin7.r„sin2V=C.
Quant à la réaction, N = - — Gcosy = ^ . - — G cos 7 , ^ R ' RsmA'^ '
il suffit pour obtenir son expression définitive de remplacer R par
la valeur . ' „ ? p désiernant le rayon de courbure de la section sin- V "^ ^ -^
droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi :
(3) IN = -sinV — GC0S7 = — — — GC0S7,
145. Il résulte du théorème précédent que tout ce cpie l'on sait, pour le plan, sur les figures d'équilibre d'un fil soumis à des forces de direction constante, peut être transporté au
cylindre. Ainsi, en particulier, si l on suppose l'angle y = -
et la gravité constante, on retrouve d" abord ce résultat connu : In courbe tracée par le fil sur le cylindre a pour transformée une chaînette, dans le développement de la surface ( Vieille, Compléments d' Analyse et de Mécanique, page 202). On reconnait ensuite, par l'emploi de la formule (3), que la tension de la courbe, la pression quelle exerce sur la surface, et le rayon de courbure de la section droite du cylindre sont, en chaque point, les facteurs d'un produit constant : d'où
cette conséquence, que la pression est en raison inverse de la tension correspondante, quand le cylindre est de révolution (Vieille, ouvrage cité, p. 2o3).
On a, d'un autre côté, pour le rayon de première courbure Rj d'une ligne cylindrique quelconque, et en désignant par a. rinclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au ovliiidre,
^ ^ psin« _ sin-V^
R I p tang a
cos« sin=V^
ou enfin
r„sin-V = p. tangrt,
dont la comparaison avec la formule (2) qui devient, dans le
cas actuel ,
/•^sin-V=i constante,
conduit à la relation
(4) p. tang rt = constante.
Donc, en chaque point d'une chaînette cylindrique, le rayon de courbure de la section droite, multiplié par la tangente trigonoinétrique de Vinclinaison du. plan osculateur de la chaîne sur le plan tangent à la surface, dontie un produit constant. Et, en particulier, si le cylindre est de révolution, le plan osculateur de la chaîne fait avec le plan tangent un angle constant. On reconnaît aisément d'ailleurs que toute courbe cylindrique présentant celte propriété est une cliaînetie.
1 ii). Pour que la pression exercée par le fil sur la surface soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et les forces extérieures dirigées suivant les génératrices, il faut,
d'après la double formule N =: -sinV = — - , que l'angle \'
demeure (onstant, ainsi que la tension : il en résulte que les
r.Ol KBES Fl'lVICUi Air.ES SUR LE COINE. 'ijC)
forces cxlc'iieures sont nuUq^, et que la courbe fuuiculaire est une hélice.
IV
Des courbes funiculaires sur un cône quelconque.
147. Supposant encore la projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la génératrice correspondante du cône, nous pouvons, en répétant exactement ce qui a été déjà dit pour le cylindre, remplacer dans les formules (I) et (II) de la page 227, l'angle de contingence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funiculaire conique considérée, par les grandeurs analogues relatives à la courbe plane, suivant la([uelle elle se transforme par le développement du cône. Nous obtiendrons ainsi les formules
T — Cc '^ '""^^ et (Gsin7)p.sinV = T,
V désignant cette fois l'inclinaison, sur la couibe funiculaire développée, du rayon vecteur issu du sommet du cône. Or ces formules, en ayant égard à la nouvelle signification de l'angle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la tension et la nature de la courbe d'équilibre d'un (il plan dont chaque élément serait sollicité par une force, émanant d'un centre fixe (le sommet du cône développé), et mesurée; par G sin y [j^oir les formules (i) et (2), page 229). On a donc ce second théorème : Une courbe funiculaire étant en équilibre sur un cône , sous Vinflucnce ries réactions normales de la surface et de certaines forces extérieures dont les projections sur le plan tangent., en chaque point ^ sont dirigées suivant la génératrice du cône j si l'on suppose déwelopj.'é'i sur un plan le cône et la courbe funicidaire qu'il contient, et si Ion conçoit en outre que les forces extérieures primitives, estimées suivant les génératrices du cône, conservent dans ce développement leur intensité et leur direction, de manière à concourir toujours au sommet du cô/ie dévelopjié : la courbe
funiculaire transformée demeurçra encore en équilibre sous r influence de ces forces ; et la tension sera la même, aux mêmes points^ sur la courbe prinn'tii'c et sur la courbe transformée.
En second lieu, et en transportant au cône les formules [a') et [b') [voir page 233), relatives au cas des forces concourantes dans le plan, on aura
(i') T-- . ^, (i') Gsin7./-„./-sin'V = C,
r désignant la distance d'un point quelconque de la courbe au
sommet du cône.
On an l à la pression, N = — — G cosy = r-~- — Gcosy,
^ ^ R ' R.rsmV '
il sullit, pour obtenir sa valeur définitive, de remplacer R par
sa valeur :
^_/tangA
sin^V
( T'o/> page i35j,
A désignant le demi-angle au sommet du cône droit, os(;ulateur du proposé, le long de la génératrice considérée. On trouve ainsi
(3') N = C--^^^^^^^ Gcosv.
148. applications, i). Quelle doit être la loi des forces pour que la pression du fil sur la surface demeure constante, en supposant le cône de révolution ., et les forces extérieures dirigées suivant les génératrices ?
La formule (3') nous donne, dans ce cas,
[a] = constante , ou [n ) — =constante;
en développant le cône sni- un j>lan et tlésignant par/) la pei pcndiculaire abaissée du sommet-origine sur la tangente à la courbe funiculaire transformée. On a, d'ailleurs,
rd, C
/•„ uzr 0 m — - , OU r„ =:i — , " ' dp " r
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en utilisant la formule {a'). Et si l'on porte cette valeur dans
l'équation (.*'), il vient Cr = — - . , ,, ; ou, d'après la for-
mule (a),
pour expression de la force cherchée. On a pu voir d'ailleurs que la courbure, en chaque point de la courbure funiculaire transformée, est proportionnelle au rayon a<ecteur rie ce point.
2). Conservant Ihvpothèse précédeute sur la direction des forces et sur la nature du cône, cherchons encoi-e quelle doit être la loi des forces pour que le plan osculateur du fil coupe le cône sous un angle constant.
Il suffit, pour résoudie cette question, de recourir à la formule
/•ta ni; A
Ri := Sin a • r r^
sin=\
qui fournit le rayon de première courbure Rj d'une ligne quelconque tracée sur le cène, et dont le plan osculateur coupe la surface sous l'angle a. On en dédviit, en eflet,
R, rtangA
r = = tang a • . ■>
" ces « sin-V
dont la comparaison avec la formvile (2'),
'S conduit à la loi cherchée
Les hélices coniques seront d'ailleurs comprises dans les courbes funiculaires répondant à la question.
3). De la chaînette sur un cône de révolution dont V axe est vertical., dans le cas ordinaire de la pesanteur. Regardant G sin y comme une constante dans la formule (2');, rem-
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1 riir . , p
plaçant /'., par r- et siii \ par -■> on trouve successive-
i - > r fip r ,.
ment ces é({iialions de la cliaincttc liansfonnée :
Si l'on remplace dans celte dernière ]) par /•sin\ , et sin V
par 1 / I — ( y. ! ' '^ vient
pour équation ditiércntielie, entre les cooidonnées rel s. de la courbe cherchée.
l. équation [z] rciîtie dans la formule (33), page 169, que Robiîlier déduit, par une première intégration, d'uue équation du second ordre entre les mêmes variables [De la chainelte sur une surface courbe. Annales rie Gergonne, 1829. pages
Si Fou suppose nulle la constante C, l'équation (s) devient
/».;•= C, ou /-sinV = C:
et si, pour plus de facilité dans l'intégration, on substitue à la recherche de la courbe celle de sa réciproque,
on constate aisément que cette dernière est une lemniscate de Bernoulli ; la couibe primitive étant dès lors une hyperbole équildlèra.
149. La tj'ansformaiion des courbes funiculaires reposant sur une surface déveioppable quelconque en des courbes funiculaires planes, par le développement de la surface, peut être établie, d'une manière générale, par des considérations entièrement semblables à celles que nous avons déjà employées pour les surfaces coniques et cylindriques. ( T^oir aussi le chapitre précédent, n" i 19, page 194.)
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Des combes Juniculaires sphériqiies .
îoO. Si Ion suppose la force extérieure dirigée, en chaque point du fil, dans le plan déterminé par ce point et par un diamètre fixe A A' de la sphère, qui pourra être regardé comme vertical-, la composante Gsiny de cette force suivant le plan tangent sera dirigée suivant la tangente à l'arc de grand cercle Km qui joint le pôle A au poiilt m du fil, et V désignera, dans les formules générales de la page 25^, l'in- <'linaison«de lare Am sur la courbe funiculaire.
D'ailleurs, le rayon de courbure géodésique de la courbe funiculaii^e sera donné par la formule
.ds sinp.^/p
° c'g cl.sinp
en se conformant à l'observation de la page 43, et en admettant qu'en chaque point de la courbe funiculaire la courbe elle-même et le centre ries forces A sont situés de part et d'autre du grand cercle tangent à la courbe en ce point. Ou déduit, de la formule précédente,
ds d.sinp
do sin 0
D'ailleurs on a toujours, eu grandeur et en signe,
Il en résulte
ds _ I
/■/p cos V
1 <-/ . sin /> Cg d . sin p d. smp
°~cosV sino tang V sinVsinp smp
— I — ? — = — L.siii/>i:
et la substitution de cette dernièie valeur, dans la formule (I)
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de la paj^e 227, nous donne d aboi'd
sin/»
Si l'on intioduil ensuite celle valeur de la tension dans les formules (FI) et (JII) de la même page, elles deviennent
(ir) G siny ./v.sinyj sin V =r C,
(Iir) N = T — Gcos7 = -^^^ Gcosv:
sm p
le rayon de la sphère étant pris pour unité. Ces formules sont^ pour la sphère, ce que sont pour le jdan les formules [a') et [b'\ de la page 233, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par des forces concourantes.
loi. Etant donnée l'équation de la courbe funiculaire f[rj^ (|>) =: G, on trouve aisément peur la tension du fil, et pour la (;omposante tangentielle R de la force extérieure, composante dirigée en chaque point suivant la tangente au grand cercle qui aboutit au pôle, ou centre des forces A. les expressions suivantes :
C- I I tanif p
La première, en effet, n'est autre chose que la traduction, sous forme différentielle, de li uière résulte de la formuh
forme différentielle, de l'équation (F), T = - — : et la der
r/T ^/T = — R cos y .(Is~K do, ou R = -— .
152. Si l'on suppose les forces extérieures parallèles à la dii'cction du diamètre vertical A'A. on devra remplacer y par
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T. — p dans les t'orinules piécédeiiles, et l'on aura
(I") T = -iL,
sin p
(H") G./y.sin-/> = C,
ail") Nz=: -^ +CVcosr..
sin fj
153. Oji déduirait aisément, de ces formules, soit la loi des forces parallèles capables de pi'oduiie l'équilibie d'un til suivant une courbe sphérique de nalure donnée, telle qu'un petit cercle horizontal ou quelconque, une loxodromie, clc. 5 soit l'équation différentielle de la courbe d'équilibre d'un fil sollicité par des forces parallèles données. La marche à suivre est identique à celle que nous avons employée dans l'étude du mouvement sphérique d'un point matériel 5 elle conduit à des résultats analogues, et, pour cette raison, nous nous dispenserons de l'indiquer davantage.
Cherchons cependant, afin de donner au moins inie application de nos formules, l'équation de la chaînette sphérique dans le cas ordinaire de la pesanteur. L'équation (H"), dans laquelle, en faisant abstraction de la constante G = ^, on
, sinp.r/-
rempiacera r„ par '
d.i,\np
— sm p . dp = C -^ —
ros p 4- C = ^ •)
sm p
[x) s'inp (cos p +- C ) = sin V sin p (eus p 4- C' ) = — C.
On a, d'ailleurs,
cosV =^, as
OU bien, en posant
dû I dz
CCS p = s, d ou —- — —
ds \Ji — z- ds
Substituant cette valeur dans (x) et résolvant par rapport à r/.v, il vient
pour équation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne peut être intégrée que dans le cas particulier où C'= o, et c'est aussi le seul cas examiné par Bobillier dans le Mémoire cité ; car il parvient seulement, pour le cas général, à l'équation différentielle du second ordre (formule <\i, page 278 )
^d'z [dzY ^^ + ^)^+U) +^(- + A) = ,;
et Ion retrouve aisément celte dernière par la différentiatiou de l'équation [x] qui en est, par conséquent, l'intégrale.
Nous ajouterons qu'on aurait pu obtenir directement l'équation (x'), sans aucune intégration, en égalant la valeur de la
tension qui résulte de notre formule, T = -^ — -, à l'expression ^ sin/7 ^
ordinaire qui se léduit, dans le cas actuel, à celle-ci :
T = z -h C = ces p -t- C.
Io4. La comparaison des formules (!) et (11') du paragraphe actuel, aux formules de même nom de la page 197, relatives au mouvement sphérique d'un point matériel :
Rqiiililjre. < sin/y
( Gsin7./„ sinV .sin/? = C,
- d'où G = G'.C.siii/^
Mouvfciiionl. < sin/7
( G' sin 7 . i-g sin V . sin-/^ = C-,
conduit à ce résullal général ;
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La force extérieiwc ^ capable de produire Vccjidldyre d'un fil suivant une courbe sphérique donnée^ esl égale ii la force analogue capable d'entretenir le mouvement d'un mobile suivant la même courbe, nndtipliée en chaque point par un nombre constant et par le sinus de la dislance sphérique du centre des forces A à Varc de grand cercle tangent (i la courbe en ce point; déplus, la. vitesse du mobile et la tension dufd, considérées en un même })oint delà courbe, sont dans un rappo/t constant : les forces extérieures, qid produisent le mouvement ou V équilibre^ étant d'ailleurs directement opposées, et rencontrant constamment le diamètre A'A de la spbère qui aboutit au centre des l'orces.
155. On pourrait pai\enir à des conséquences semblables pour une svirface de révokition quelconque : mais tous ces résultats partiels ne sont cjue les expiessions particularisées (l'un même théorème général, que nous allons exposer, et par lequel nous terminerons.
VI
Des analogies que présentent le mouvement dun point matériel^ et l'équilibre d'un (il ^ suivant une même courbe donnée.
156. Les analogies dont nous allons nous occuper sont évidemment susceptibles d'une inlînité d'interpréiations : puisque, une courbe étant donnée, ainsi que les forces cjui produisent le mouvement dun point (ou l'équilibre d'un iil) suivant celle courbe, on pouira faire varier d'une infinité de manières les forces capables de produire l'équilibre d'un fil (ou le mouvement d'un point) suivant la même courbe.
Maclaurin paiait s'en être occupé le premier {'Dru té des Fluxions, t. Il, n" 563, 4"-, et n''' 566-569) : mais il s'exprime sur celle matière avec uneconcisionqum'esl pas sans obscunlé, au moins dans la tiaduction ; car nous n avons pas su dislinguer s il a considéré^ en même temps que la courbe d équilibre
da lil, le inouvenient libre d'un point matériel sur la même courbe, ou bien le mouvement d'un point obligé de parcourir cette courbe regardée comme solidifiée : on reconnaît cependant c|u'il suppose parallèles et de sens contraires les forces qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent l'équilibre; et c'est précisément l'hypothèse que nous adopterons.
Dans un JMémoire déjà cité {^Journal de Mathématiques , t. IX, p. 232), M. O. Bonnet est parvenu à ce théorème : Si une courbe plane (luelconque est la figure d^ équilibre d une chaîne dont chaque élément est soumis à la force R, la même courbe sera la trajectoire d\tn mobile sollicité par une force que l'on déduit de R en prenant en sens inverse ses composantes tangenlielle et normale à la courbe^ et doublant la composante norm/de, ou réduisant à moitié la composante tangentielle
On peut parvenii' à une autre expiession , simple et intuitive, de ces analogies^ par l'emploi des formules qui ont été établies précédemment ( l'o/V page 186 et page 22^).
lo7. Concevons, eu ellet , (ju une courbe Iracéi» sur une surface cpielccnqiu^ représente à la fois la figure d'équilibre d'un fil et la trajectoire d'un point matériel , sollicités en chaque point de la courbe considérée par des forces extérieures directement opposées, G et G', dont les directions sont définies par les angles supplémentaires \ et ^ ', y et y' \ on aura les éc[nations suivantes {voir les pages 227 et 186) :
Équilibre. (i) T = C.^ J i^ngN ^ _^^ G siny . r^.sin V 1= T;
Mouvement. [i') i> =:C' .c^ '*"" , 12') Csiny'. r. .sinV'= r'.
On conclut d'abord, des formules (ij et (l'j, et en supposant égales les constantes C et C', que la tension et la vitesse en chaque point de la coui^be sont mesurées par un même nombre; cai' l'angle c. est pris en valeur absolue dans les deux formules,
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tandis, que tangV et tang \' y sont égales et aiïectées de signes
contraires
On déduit ensuite, de la comparaison des formules (2) et (2'), la proportion
que l'on peut écrire, d'après la relation (A), (B) 0 = -^,
et il résulte de ces formules ce théorème général :
Une courbe, tracée sur wie surface quelconque, étant considérée comme représentant à la fois la trajectoire d'un point matériel et la figure d'équilibre d'un fil, soumis V un et l'autre aux réactions normales de la surface^ et sollicités en outre, en chaque point de la courbe, par des forces extérieures directement opposées :
1°. Si la vitesse initiale du mobile est égale à la tension correspondante du fil, la même égalité subsistera, en chaque point de la courbe, entre les nombres mesurant la tension du fil et la vitesse du mobile ;
2°. En chaque point de la courbe, la force extérieure G', qui entretient le mouvement, sera égale à la force antdogueO, qui maintient l'équilibre, multipliée par la tension correspondante dujil j ou, inversement, la force maintenant V équilibre sera égale à la force produisant le mouvement , divisée par la vitesse correspondante du mobile.
Nous avons déjà vu, comme conséquence particulière de ce théorème général , que la même courbe qui sert de trajectoire (L un point matériel animé d'une vitesse initiale quelconque et soumis à l'action de la pesanteur, représente encore, après avoir été rabattue dans son propre plan autour d'une corde horizontale, la figure d'équdibre d d/i fil dont chaque élément
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serait sollicité par une force "verticale^ proportionnelle à la projection horizontale de cet élément. Cette remarque conduit à un rapprochement historique curieux. On sait, en effet, que Galilée, méditant le premier sur la nature delà chaînette, se tr-ompa en croyant voir dans cette couibe une parabole. Et il résulte^ de ce qui précède, c[ue la détermination des lois du mouvement des projectiles contenait implicitement la solution du problème de la chaînette; non, il est vrai, dans l'hypothèse d'une gravité constante, mais au moins dans celle qui donne naissance à la courbe des ponts suspendus.
NOTE L
SUK LA SURFACE GAUCHE DONT LES LIGNES DE PREMIÈRE COUR- BURE 50JVT SITUÉES DANS DES PLANS PARALLÈLES.
Toute surface gauche dont les lignes de première courbure sont planes, et situées dans des plans parallèles^ est un lijperboloïde de léiolution (voir page i65).
Lemme I. Pour une même génératrice OG d'une surface gauche quclconcpie S, les pôles sphériques des tangentes^ menées aux lignes asymptotiques de la surface par les points de ces lignes situés sur la. génératrice OQ, sont situés sur une conique sphérique yyjgj tangente à la trace sphériquegg' du cône directeur de la surjace, au point g de cette trace qui est le pôle de la génératrice considérée OG.
Considérons, enelïet, V\\\iievho\o\Ae variable déterminé par la génératrice tixe OG et par deux autres génératrices O'G', 0''G" de la surface S, infiniment voisines de la première 5 et soit H riiyperboloïde limite du précédent, ou Vlijperboloïde osculateur de la surface S suivant la génératrice OG : les traces sphériques gg ^ 77 j g" des cônes directeurs des deux surfaces S et H seront tangentes entre elles au point commun g. D'ailleurs les deux surfaces S et H étant osculatrices tout le long de la génératrice OG, les lignes asjfmptotiques des deux surfaces en un même point de celte génératrice sont tangentes entre elles; or, les lignes asymptotiques de l'hyperboloïde sont toutes les génératrices icdilignes du second système, dont les
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pôles spliérjques soiil distribués sur IcUipse sphéiique y/i ^'î tangente à la ligne gg' en g-^ donc, etc.
Lemme II. £n chaque point cV une surface gauche, la génératrice recliligiie et la tangente de la ligne asjniptotique qui passent par ce point, forment deux angles adjacents dont les bissectrices sont les tangentes conjuguées rectangulaires issues du même point.
Ces lemmes posés, soient aa' le grand cercle, de pôle a, qui sert d'indicatrice à toutes les ligues de pi-cmière courbure, et en particulier à la ligne A A'; ag., a' g' les arcs de grand cercle parallèles aux plans tangents de la surface S en A, A', et coupant le grand cercle «a' sous un angle qui demeure constant, d'après le théorème de M. Joachimsial. Le point p, où Yaicag touche son enveloppe [voir page 5o), est le pied de la perpendiculaire sphérique abaissée du point a sur l'arc ag :, les points p et a sont les pôles sphériques des tangentes conjuguées rectangulaires relatives au point A; et si l'on prend sur agp l'arc /^ y, égal à l'arc pg^ le point y sera le pôle sphérique de la tangente à la ligne asymplotique du point A, suivant lelemniell. Or,sil'on niènelarcay, et si l'on remarque que, les triangles rectangles xpg, apy étant égaux, les distances a g., ixy sont égales : on verra, le point g et la génératrice OG restant fixes, que tous les points y, pôles des tangentes aux lignes asyniptoti([uc5 de la surface menées par les divers points de cette génératrice, appartiennent à un petit cercle ayant pour pôle le point a, et tangent, d'après le lemme I, à la ligne gg' en g. Les arcs normaux à la ligne ^^ vont donc concourir au point fixe a , et /rt ligne gg' est un petit cercle dont le pôle est en ce point.
e y.a^ est donné, parce ({ue trois de ses éléments sont donnés-, son côté <7g^ = /"demeure donc constant, ainsi que son angle en g., qui est le supplément de l'angle déjà
désigné par i : donc, chaque ligne de f>rci?nèrc courbure AA'
Cela posé, le iriangl
NOTE I
est une Irojecloire des génèralrices recliligncs de la surface, ri rùiclinaison tp du plan tangent en un point de cette ligne, sur le plan tangent au point correspondant de la ligne de striction, demeure constante.
Il résulte d'abord, de celle dernière remarque, que la ligne de striction est aussi une ligne de preudère courbure de la surface. Car si Ton prend un point quelconque de la ligne de striction, el si l'on mène la ligne de première courbure qui passe par ce point, l'angle cp sera nul en ce point; mais l'équation des lignes de première courbure esl, d'après ce qu'on vient de voir,
donc l'angle 9 demeure nul pour tous les points de celle ligue de première courbure, qui coïncide par suite avec la ligne de striction; et celle-ci . dès lors, est une trajectoire des cénératrices de la surface. L'équation générale des lignes âc courbure [voir page i55)
(A) 1 f/RdiCT') (w'din'tp) — cTw,
devient ensuite, par l'emploi de la formule (rt),
( A ) w' . dK =: CTW ZJÇZ d' w' ;
d'où, pour deux lignes quelconques de première courbure,
dR — dR'=o, R — R'= constanle :
Et deux lignes quelconques de première courbure interceptent des segments égaux sur toutes les génératrices. Donc, en résumé, toutes les lignes de pi^eniière courbure sont èquidistantes de la ligne de striction, suivant les termes du n° 2, page i56 -, eila ligne de striction est une trajectoire des génératrices rcctilignes. La surface cherchée est donc un hyperboloïde de révolution ( voir page i58, n" 3).
Remarque. Nous avons admis que dans deux surfaces gauches, osculatrices suivant une génératrice déterminée oA., les lignes asymptotiques da deux surfaces, considérées en un
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même point quelconque de la génératrice commune, sont mutuellemeut tangentes an ce point} et la même relation a lieu, comme on sait, entre les lignes de courbure des deux surfaces. Cette proposition, que Ton démontre ordinairement en géométrie descriptive par des considérations probablement rigonreuses, mais assurément très-délicates, se peut établir, avec plus de clarté peut-être, de la manière suivante.
Les équations générales (lo) et ^ii) des lignes de courbure, et des lignes asvmploiiques d'une surface gauche, pcuvcrt s'écrire'! '^'o/>• pages i56 et 166) :
(■°) A — -HB —
es
les coefficients A, B, C, A', B' étant de simples fonctions d tiuanlités R et A et des raijports différentiels —, — » — • Si
i ^ ^ CT CT W
donc Ton considère, simultanément, une surface gauche quelconque S; riiyperboloïde variable h déterminé par la génératrice^xe o A de la surface S, et par deux autres génératrices variables de la même surface, o'A', o"A."^ qui se rapprochent indéfiniment de la première; enfin l'hyperboloide H, limite du précédent, on reconnaîtra aisément : i'' que le point central o, relatif à la génératx^ice o A, est le même pour les deux surfaces S et H; le coefficient A ayant la même valeur pour l'une et pour l'antre : ce qui entraîne déjà la coïncidence des plans tangents des deux surfaces aux mêmes points de la géné-
, Tr,-' . , w' ct' cU
ratrice commune-, 2' que les rapports ditterentiels — ? —1 — ■>
ont les mêmes valeurs pour les surfaces S et H, parce que les infiniment petits oJ, ct, o)', cj', f/A, sont communs aux deux svufaces S et h : d'où cette conséquence que, les coefhcients A ,
B, C, A', B', des équations (10) et (ii) -, le rapport , relatif aux lignes asymptotiqncs on aux lignes de courbure: et
NOTF IT. 23:>
c/P ~^~ et'
cet autrr rapport eiiiiii — ^^^ — =:cot/ { voir patie i45, for-
mule (3)J, ont les mêmes valeurs, pour les deux surfaces osculatrices, aux mêmes points de la génératrice commune : ce qui démontre que les lignes de courbure, et les lignes asymptotiques des deux surfaces, sont mutuellement tangentes en ces points.
NOTE IL
DE QUELQUES THÉORÈMES COJXJVUS SUR LES SURFACES A LIGJXES DE COURBURE PLANES OU SPHÉRIOUES.
La méthode suivie dans celte Note i^cpose sur la considération des développables circonscrites à une surface suivant ses lignes de courbure. Elle a été employée déjà par M. Picart, professeur au lycée Charlemagne, dans un Mémoire encore inédit présenté à l'Académie des Sciences le i5 féviner i858^ et, antérieurement, par M. Joachimstal : Journal de Crelle, 1867 {*). Je Tavais toutefois rencontrée moi-même avant les dates citées, et j'avais eu l'occasion de soumettre à M. J. Bertrand un premier travail contenant les démonstrations des ijos 2^ 4^ (3 ci-après, en même temps qu'un Mémoire sur les lignes à double courbure, qui fut présenté à l'Académie le 19 mai i856, et dont le développement ultérieu.r a donné lieu au présent ouvrage. Ces détails, d'ailleurs, ne peuvent avoir pour objet la revendication d'une priorité qui ne peut plus m'apparienir. Ils expliquent seulement l'addition de
(") J ignore avec quels dëveloppemeiils. Car le volume cité manque précisément à la collection de M. Mallet-Bachelier, qui avait bien voulu la mettre à ma disposition pour cette recherche. Je ne dis rien des bibliothèques publiques, où j'aurais pu me renseigner : les exigences du travail quotidien en éloignent les professeurs; et les sauf-conduits, nécessaires pour y pénétrer, les tiennent dehors.
Proposilions préliminaires
Lemme I. Dans deux surfaces à rayons vecteurs réciproques, les lignes de courbure des deux surfaces sont des lignes correspondantes (W. Thompson) .
Démonstration, a). Les normales , menées en des points correspondants de deux lignes planes réciproques, forment avec le rayon vecteur commun qui réunit ces points un triangle isocèle } et les centres de courbure de ces deux lignes, aux mêmes points, sont situés sur une droite passant par Vorigine des rayons vecteurs. 11 suffit, pour le vérifier, de remplacer les deux lignes par leurs cercles oscillateurs aux points considérés.
b). Les normales , menées en des points correspondants de deux surfaces réciproques, forment avec le rayon vecteur qui réunit ces points un triangle isocèle.
Cela posé, soient AB Télément d'une ligne de courbure de la première surface S, et A'B' l'élémenl correspondant de la seconde surface S'; considérons les deux triangles isocèles AA'a, BB',3 formés par les normales en A, A', en B, B' avec les rayons vecteurs AA', BB' : puisque AB est une ligne de courbure de la surface S, les normales de celle-ci aux points A et B peuvent être considérées comme se rencontrant en un certain point I ; menons la droite 01, intersection des plans des triangles AA a , BB'|5, el faisons tourner le second autour de In droite Oï, pour le rabattre en B, B, (îj sur le plan du premier [le triangle rabattu BiB', jS, n'est pas représenté sur la figure). Nous pourrons concevoir une première ligne plane ABj ayant
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pour normales en A, B, les droites Aa, BitS,, et la ligne réciproque de celle-ci par rapport à l'origine o. Cctlo ligne réciproque passe parles points A', H', , et admet pour normales en ces points, d'après la remarque /?), les droites AV, B, f:i, qui se coupent en F. D'ailleurs les points I, I', intersections de deux normales consécutives des lignes réciproques ABj, A'B'i, peuvent être pris pour les centres de courbure de ces lignes aux points A, A'; les points 1, 1' sont donc situés, d'après la même remarque, sur une droite OI passant par l'origine O. On peut dire, par conséquent, que la droite A'a et la (Iroile rabattue B', ^i coupent Vaxe rie rotation 01 au même point F; mais le point 1', suivant lecfuel la droite rabattue B' (3i rencontre l'axe, est le même que le point d'intersection de la droite primitive B'(3 et de l'axe OI ; donc les normales en A' et W de la surface S', A' a et B'|3, rencontrant la droite 01 au même point, se rencontrent elles-mêmes en ce point; et la courbe A'B'est une ligne de courbure de la surface S', comme la courbe correspondante AB pour la surface S. On voit, en outre, que les centres de courbure I, 1/ des sections pi/ncipales correspondantes des deux surfaces sont situés sur une droite passant par V origine des rayons vecteurs, ce qui donne lieu à diverses conséquences que nous avons énoncées ailleurs- Observation. Nous avons admis que les droites Aa et Bjfii peuvent être prises pour les normales en A et Bi d'une certaine ligne AB,. Cette supposition, en effet, exige seulement, puisque les droites A a et Bi/3, sont d'ailleurs infiniment voisines, que la projection de l'arc AB, sur la droite Aa soit un infiniment petit du second ordre, ou cpie la somme algébrique des projections des arcs AB et BB, sur cette direction soit du même ordre. Or l'arc AB étant normal à la droite AI, sa projection sur cette droite est du second ordre; et il en est de même de la projection rt/'cBBi .co5(BBi, AI) de l'arc BBi. Cet arc, en clïet, et le facteur cos (BBj, AI) sont deux infiniment petits du premier ordre : puisque la tangente à l'arc de cercle BBi, décrit par le point B dans sa rotation autour de l'axe 01, est perpendiculaire au plan BOI , et fait avec le plan AOI, aussi bien
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(ju'avcc loulc droite AT siluéc daii.s ce plan, un anylc iiilininient peu différent d'un droii.
Lemme il Lne surface S admettant une ligne de courhure plane AAj, le plan de celte ligne coupe la surface sous un angle constant; et, réciproquemeut... (Joacliimstal ).
Démonstration. Soient en effet aa^ le grand cercle, de pôle />, (jui sert d'indicairice à la ligne de courbure plane AAj: rt^, n^gy les arcs de grand cercle parallèles aux plans tangents de la surface en A, Ai ^ et gg^^ la courbe enveloppe de ces arcs : menons les arcs ap^ pg. Daprès la théorie des tangentes conjuguées, l'arc ag est égal à un quadrant : la tangente rectiligne de l'arc gn, ou de la ligne ggi en g, est donc parallèle au rayon de la splière qui aboutit au point a ; la ligne ggi est un petit cercle de même pôle p que le grand cercle ooi, et V arc pg est constant. 11 résulte de là que les trois côtés du triangle sphérique pag sont donnés ; et que l'angle pag de ce triangle est constant, ainsi que l'inclinaison complémentaire de Tare ag sur la ligne aa.^.
Réciproquement, si le plan de la ligne AAj coupe la surface S sous un angle constant, l'arc ag coupe le grand cercle aa^ sous un angle constant, et le point g où cet aie touche son enveloppe s obtient en abaissant l'arc pg perpendiculaire sur ag (l'o/r page 5o).
Mais l'arc ap étant égal à un quadrant, et l'angle agp étant droit, Tare ag est aussi égal à un quadrant : et la courbe AA, est une ligne de courbure de la surface.
Lemme III. Toute surface développahle S dont une des lignes de courbure est plane ^ est un hélicoïde.
Démonstration. Soient ggy et <7<7, les indicatrices sphériques de l'arête de rebroussementde la surface et de la ligne de courbure plane AAj : celle-ci étant une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes de la surface, les arcs ag^ ^igi -ont égaux à des quadrants. Ils sont, d'ailleurs, tangents à la ligne gg^. Les tangentes rectilignes de celle ligne en g^, ^,, . . . , sont
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donc parallèles aux rayons de la sphère qui aboiilisstnt aux poinls rt, «,,..., du grand cercle (r<7, ; la ligne ^^'^,'^1 est une ligne /j>/<7/;fi, circulaire^ et 1 arête de rebrovisserneni de la surface considérée est une hélice..
Lemme IV. Toute surface dévc.loppahle dont une. des lignes de courbure est un cercle^ se réduit à un cône de révolution.
Démonstration. En effet, la ligne de courbure donnée étant plane., les génératrices de la surface sont, d'après le lemme précédent, parallèles aux génératri( esd'un cône de révolution. En outre, le plan de cette ligne coupant la surface sous irn angle constant, et sa courbure absolue étant constante, puisque cette ligne est un cercle, sa courbure géodésique est aussi constante : et la ligne considérée se transforme, par le développement de la surface sur un plan, en un cercle coupé à angle droit par les laiigentes de l'arête de rebr^oussenient transformée. J.arète de rebroussement primitive se léduit donc à un point, comme sa transformée; et la surface se réduit à un côite de révolution.
.2. Des surf aces dont les lignes de première courbure sont planes et situées dans des plans parallèles.
Imaginons la surface développable (D), circonscrite à la proposée (S), suivant une ligne de seconde courbure. Les générati'ices reotilignes de la surface (D) coïncidant, comme on sait, avecles tangentes aux lignes de première courbure, seront, dans le cas actuel, ou parallèles à une même droite, ou parallèles à un même plan : le plan de l'une des ligues de première ( ourbure. Or, dans cette dernière hypothèse, l'arête de rebi-oussement de la surface (D) serait plane, la surface (D) ellemême si'raitunplan-, et ce plan contiendrait toutes les lignes de première courbure de la surface (S) qui se réduirait à un plan. Cette hypothèse donc doit être écartée; les génératrices de la surface (D) sont parallèles à une même droite, et cette surface est un cylindre dont la ligne de seconde courbure est une seclion droite. On voit donc déjà que les lignes de seconde courbure sont situées dans des plans perpendiculaires à ceux des
'jJnt KOiM' ir.
lignes de première courbure ; les traces du plan d' une ligne de seconde courbure sur les p/ans de toutes les lignes de prenu'ère courbure étant normales à ces lignes. Il résulte, de celte dernière remarque, que si l'on considère le cylindre (C) enveloppé par les plans des lignes de seconde courbure, les sections droites déterminées dans ce cylindre par les plans des lignes de première courbure sont \c9, déi'eloppàes de ces dernières lignes. D'où, cette seconde conséquence, que les lignes de première courbure., projetées en ivraie grandeur sur le plan de l'une d'elles, donnent naissance à des courbes ayant même, développée. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde courbure roule, en emportant celte ligne, sur le cylindre (C) auqviel il est tangent, sa trace, sur le plan de l'une quelconque des lignes de première courbure, roulera sur la développée de cette ligne ; le point correspondant de la ligne mobile décrira celle ligne de première courbure; et la ligne mobile, dans ses positions successives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde courbure. On déduit de là, V égalité par superposition des lignes de seconde courbure., et la génération, découverte par Monge, des surfaces considérées.
Remarque. Si la ligne mobile est droite, la surface (S) se réduit à nii hélicoïde développable.
o. Des surfaces dont les lignes de prennère coin bure sont spliériques et distribuées sur des sphères concentriques.
I-EV[ME. Une ligne de courbure AB d'une surface développable (D) ne peut coïncider avec la podaire, relative à une origine S, de V arête de rebroussement ab de la surface, (pie Fig. fi2. dans le cas oii cette ligne de courbure
appartient à une sphère ayant pour centre le point S.
En elïet, les génératrices reclilignes infiniment voisines A a et V>h de la surface (D) pouvant èlre considérées comme se rencontrant en un point/, les angles SA/, SB/ sont droits, l'élément AH de la ligne de courbure donnée peut être regardé
comme ap[)arlenaalà la sphère décrite sur S/ comme diamèlie, et cet élémeui, par suite, est normal au layon de la spbère, ou à la dioite 7\C qui réunit le point A au milieu du diamètre S/. Mais réléraent AB est déjà riormal à la droite Art, ou Ai. Il est donc noininl au plan SA/, ainsi qu'rt lu droite AS : et la ligne de coiirltuie AB appailient à une spLèie ayant pour rentre le point S.
Cela posé, imaginons la surface développable (D) circonscrite à la ])roposée (S) suivant une ligne de seconde courbure AB. Les génératrices reclilignes de la surface (D) coïncident avec les tangentes des lignes de piemière courbure, (;t ces tangentes sont perpendiculaires aux rayons SA, SB,..., qui joignent leuis points de contact sur les lignes de première courbure au centre commun S des sphères contenant ces lignes. Le lemaie précédent est donc applicable; et la surface (D) ne peut être une développable proprement dite, à moins que la ligne de seconde courbnre y\B de la surface (S) n'appartienne à une sphère ayant pour centre le point S", auquel cas la surface (S) elle-même se réduirait à cette sphère. Ecartant donc ce cas particulier, nous voyons que la développable (D) se réduit à un cylindre., dont la ligne de seconde courbure AB est une section droite : le plan de cette section étant, dès lois, normal à toutes les lignes de première courbure et passant par le centre commun S des sphères qui les contiennent. Ainsi déjà, les lignes de seconde courbure sont planes; leurs plans concourent en Sj et les traces de fun de ces plans, sur les sphères contenant les lignes de première courbure, représentent les arcs de grand cercle normaux à ces lignes, ou tangents ci leurs développées sp/térif/ues. 11 résulte de cette dernière remarque que si l'on considère \e cône (C), de sommet S, enveloppé par les plans des lignes de seconde courbai e, les traces de ce cône, sur les sphères relatives aux lignes de première courbure, seront les développées sphériques de ces lignes. D'où cette autre conséquence que les lignes de première courbure projetées, centralen)ent, sur la sphère qui contient Tune d'elles, donnent naissance à des combes ayant même dcvelop-
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pée sphérique. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde courbure tourne autour du point fixa S, en emportant cette ligne et en roulant sur le cône (C) auquel il est tangent : sa trace, sur la sphère contenant Tune quelconque des lignes de première courbure, roulera sur la développée sphérique de cette ligne qui sera décrite tout entière par le point correspondant de la ligue mobile; et celle-ci, dans ses positions successives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde courbure. On déduit de là, V égalité par superposition des lignes de seconde conrhnre, et la génération de ces nouvelles surfaces.
Si le cône dirtcieur (C) est de lévolution, les lignes spliéliques de première courbure sont des hélices^ appartenant à des cylindres parallèles.
Remarque 1 . M. Picart a étudié, le premier, ces nouvelles surfaces, et énoncé ce théorème : Si toutes les ligues de conrhnre d\iti système sont situées sur des sphères concentriques, les lignes de courhure de Vautre système sont dans des plans passant f/ar le centre commun des sphères et coupant la surface orlhogonalemenl . [Comptes rendus, i858, tome XLVI, page 357.)
Remarque II. On peut modifier le coramen cernent de la solution précédente, de manière à éviter l'emploi du lemme auquel nous avons eu recours.
Considérons, en e(fei, la surface développable (D'), qui est engendrée par les normales menées à la surface (S), tout le long d'une ligne de seconde courbure AB. Le plan tangent de la surface (D') en A, ou le plan osculateur de son arête de rebroussement, est évidemment normal h la ligne de première courbure AA,. et par suite ce plan passe constamment par le centre S de la sphère qui contient cette ligne. Tous les plans osculateurs de l'arête de rebroussement relative à la surface ( ])') passent donc par un point tixe S : et cette surface se réduit soit à un plan unique, soit a un cône ayant pour sommet le ])oint S. Dans cette dernière hypothèse, la ligne AB appartiendrait à une sphèie concentrique au cône, et la surface (S) ellenicMic sr réduirait à une sphère, f.aissaiit donc de <ô(é ce cas
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parliculier, on voit : que la surface (D') se léduil à un plaJi, le plan de la ligjie de seconde courbure AB qui est, en même temps, une ligne géodésique de la surface ; et que tous les plans des lignes de seconde courbure passent par le point 8.
.4. Des surfaces dans lesquelles les lignas de première courbure sont planes et situées dans des plntis qui passent par une même droite.
Considérons encore la surface développable (D) circonscrite à la proposée suivant une ligne de seconde courbure, l-es génératrices de (D), qui sont tangenles aux lignes de première courbure, rencontrent toutes la droite O2:, commune intersection des plans de ces lignes, soit en un même point, soit en des points différents de celte droite. Mais on reconnaît aisément que celte dernière liypotlièse doit être rejeiée-, la surface (D) se réduit à un cône dont le sommet S est situé sur la droite Oz, et l'on en conclut c|ue les lignes de seconde courbure de la surface sont des lignes spl/ériqiies ; les centres S des sphères qui les contiennent étant distribués sur la droite Oz, intersection des plans des lignes de première courbure.
5. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes., et dont les lignes de première courbure sont, en outre, circulaires.
La développable (D), circonscrite à la surface proposée suivant une ligne de première courbure ABC , est un liélicoïde, •puisque cette ligne est plane; un cône de révolution [voir le lemme 1\ ), puisque cette ligne est un cercle : et le sommet 8 de ce cône est un point commun aux plans des lignes de seconde courbure. Ces plans ont donc une infînilé de points communs S, Sj,..., nécessairement situés en ligne droite. Les plans des lignes de seconde courbure passent donc par une même droite zz, qui contient les sommets S des cônes de révolution circonscrits à la proposée suivant les lignes de première courbure.
D'un autre côté, les développables , normales à la surface suivant les mêmes lignes ABC, sont aussi des cônes de révo-
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lutiou; I(-'s somiuets O de ces cônes sont les ceniies de sphères inscrites à la surface suivant les mêmes lignes -, et les droites SO sont normales aux plans des lignes ABC de première courbure. Mais, d'après le théorème ijénéral de M. O. Bonnet [voir ijcige 177), ^65 plans des lignes de première courbure ABC sont ici parallèles à une même droite t' z' ; et cet le droite /Jz' est perpendiculaire à la diviie /.t. La droite z' z' est donc perpendiculaire à la droite zz et aux droites SO, et par suite les droites SO sont dans un plan fixe qui contient les centresO des sphères i/iscrites ci la surface suivant les lignes de courbure circulaires. Ceci posé, les rayons OA des sphères ini.jjj. fs:^ scri tes. relatifs aux ditïérents points
s , de la ligne de seconde courbure
AAi, sont également inclinés, d'après le théorème de M . Joachimstal , sur le plan AA^zz de cette ligne.
Les rayons OA de ces sphères sont donc proportionnels aux distances de leurs centres au plan Ah^zz de l'une quelconque des lignes de seconde courbure, ou proportionnels encore aux distances des centres à la droite zz, puisque le plan fixe des centres et le plan fixe de l'une des lignes de seconde courbure se coupent suivant la droite zz. La surface considérée est donc V enveloppe d une sphère vaiiable dont le centre parcourt une ligne plane quelconque 00^, et dont le rayon est proportionnel à la distance du centre à une droite Jixe zz située dans le plan de la ligne des centres. 6. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont circulaires.
L'emploi des considérations contenues dans le numéio précédent nous montre d'abord que les plans des lignes de chaque courbure, dans la surface considérée, se coupent suivant une même droite : ce qui nous donne deux droites directrices, zz exz'z'.
Cela posé, si les cercles de V une des courbures, de la pre-
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mière par exemple, ont, deux points réels communs co, w', suivant la ligne zz^ la surface S', réciproque de la surface considérée, par rapport à V origine (à et suivant une puissance mesurée par le carré de la droite ww', sera un cône ayant pour sommet le point w'^ et ce cône, qui a des cercles pour lignes de seconde courbure, est de révolution. La surface, considérée dans ce cas, est donc la surface réciproque d'un cône de résolution.
Si , en second lieu , les cercles de première courbure étaient supposés avoir un seul point réel commun w, ou reconnaîtrait aisément que la surface réciproque S' serait une surface gauche dont les lignes de première courbure seraient, précisément, les génératrices rectilignes de la surface; résultat absurde, qui exclut cette seconde hypothèse.
Supposons enfin r/ue les cercles de première courbure n aient aucun point réel commun, et considérons [voir\a/ig. 63) la surface développable OABC formée par les normales menées à la proposée par les différents points d'une ligne de première courbuie ABC. Cette développable étant un cône de révolution ayant son sommet en O, on a les égalités
A=: OB = 0C
Si donc, recourant à une méthode employée d'abord par M.O. Bonnet, on contracte la surface S, suivant toutes ses normales, d'une quantité égale à OA , la surface S', résultant de cette contraction , aura encore des cercles pour ses lignes de courbure ; mais tous ses cercles de seconde courbure A' A',, B'B', , C'C',,. . ., auront un premier point réel commun en O. Ces cercles auront donc, d'après ce qui précède, un second point réel commun; et la surface S' est la léciproque d'un cône de révolution. jNous avons donc ce résultat : Les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont circulaires se séparent en deux classes : la première contient les surfaces réciproques d'un cône de révolution ^ et les surfaces de la seconde dérii'ent de celles de la première par une dilatation constante effectuée suivant leurs îiormales.
NOTE tu
Ces surfaces ont été étudiées déjà pai MM. Ch. Diipiii et Liouville [Correspondance de F ÈcolePolyleclinique, lonu; V% page 22; Journal de Mathématiques, 1847, page 282. )
7. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont, planes.
Dans ces surfaces, les plans des lignes de chaque courbure enveloppent uîi cylindre^ et les deux cylindres résultants ont leurs génératrices perpendiculaires entre elles.
La démonstration de cette proposition, qu'on lit à la p. 177, avait été communiquée à la Société Philomathique dans la séance du 7 novembre 1857 [Bulletin, 1857, page i34)-
Remarque. La plupart des résultats précédents sont dus à MM. O. Bonnet, J.-A. Serret et Joacliiraslal.
NOTK m.
SLR LA MÉTHODE DE M. BRESSE
Une ligure plane donnée se mouvant d une manière continue dans son plan, on peut se proposer de construire, à une époque quelconque du mouvement, le centre de courbure delà ligne décrite par l'un des points, ou enveloppée par Tune des droites de la figure mobile. Les principes de la théorie des centres instantanés de rotation, fournissant à chaque instant la normale de la ligne considérée, suffiraient, à la rigueur, pour conduire à la construction dans chaque cas particulier- mais sous la condition de résoudre chaque fois un problème nouveau. Certaines formules, bien connues, présentent dans beaucoup de cas un inconvénient semblable, aggravé encore par la nécessité d'une minutieuse discussion des signes. Aussi peuton regarder le Mémoire publié il y a quelques années, par M. Bresse, dans \e Journal de V École Polytechnique, comme renfermant la première solution vraiment générale de la ques-
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lion. Lamélhode de rauleuf, d'ailleurs fort élégante, reposant sur des considérations assez délicates de cinématique, il ne sera peut-être pas inutile de la réduire à des termes purement géométriques : et c'est à quoi l'on peut parvenir aisément.
1. La question, décomposée en ses éléments et présentée sous forme synthétique, se réduit à ces trois points principaux :
Établir V existence de la circonférence^ lieu géométrique des points sans accélération centripète, et que nous nommerons circonférence des inflexions -^
Définir V usage de cette circonférence dans la construction du centre de courbure de la ligne décrite, ou. enwcloppée, par un point ^ ou par une droite de la figure mobile ^
Et réunir enfin, dans chaque cas particulier, les trois éléments nécessaires pour la détermination complète de cette circonférence.
2. Théorème. Considérant, dans la position quelle occupe actuellement une figure donnée, qui se meut dans son plan suivant une loi quelconque :
1°. Les centres de courbure des lignes enveloppées par les
diverses droites de la figure mobile, aux points oii ces droites
les touchent actuellement^ se trouvent distribués sur wie même
circonférence, que nous nonimeions circonférence des centres,
passant par le centime instantané actuel de rotation, tangente
il la courbe décrite par ce point, et d'un rayon mesuré par le
(Is rapport différentiel — r— qui sera défini plus loin;
2°. ZeJ points de la figure mobile dont les trajectoires ont actuellement un rayon de courbure infini, appartiennent à une seconde circonférence symétrique de la première, par rapport au centre instantané actuel de rotation, et que nous appellerons circonférence des inflexions.
Démonstration. 1). Considérons d'abord deux positions infiniment voisines d'une même droite de la figure mobile, et nbaissoDS des centres instantanés de rotation correspondants,
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c et c', des pei'pendùuldires sur ces droiles. Ces perpendiculaires se rencontreront en un point y, intînimenl voisin du centre de courbure de la ligne eiivelo])pée par la dioite mobile, et formeront en ce point un angle égal à l'angle même de ces droites, ou à l'angle (l<ji dont la figure mobile tout entière a tourné autour du centre c, pour passer de la première position à la seconde. Tous les points analogues au point y, cl relatifs aux diverses droites de la figure mobile, sont donc distribués sur un segment capable de l'angle r/w, construit sur la
base ce' et dont le rayon est égal à — — •
2). Construisant, en second lieu, sur la même base ce' un second segment cmc' capable du même angle dm et svmétricpie du premier par rapport à ce' : considérons l'un des points m de la figure mobile, situé sur ce segment^ et menons la droite cm. La figure mobile venant à tourner, autour du point c, de l'angle ^o) (mesuré par la moitié de l'arc ce' du cercle fwc'), le point m vient en /?/', en déciivanl un arc mm' du premier ordre^ et les droites c/«, cm' interceptent sur le cercle cmc' un arc 7?/ p., dont la moitié sert aussi de mesureà l'angle r/o) et qui est par suite égal à l'arc ce'. Il résulte de cette égalité que la corde e' ^. est parallèle à cm\ et, par suite, en menant c' m' ., tjue l'angle y.e' m' est égal à l'angle des normales en m et m' de la Pi Q> trajectoire du point /;/. Or, on a dans le
triangle e' u.m,
sine' u.ni' sinp. c' m'
ou . simplement,
\ \ ! / Et Ion voit, u/7i' étant une quantité iu-
NOTE TH
iHtinialesinlinimcnlvoisiiu'sdesa trajectoire, me ctni'c\ soit un
iiifiniinent petit du second ordie, on verra en menant c' ^., pa-
lalielc a cm et renconlraut cm en a., que le rapport -V—; Gl la
droite ij.m' sont deux infiniment petits, et comme le point ^
appartient au segment capable de l'angle doi construit sur ce',
on en conclura que les points m et m' sont infiniment voisins
de quelque point de ce segment.
Les points de la figure mobile situés sur le segment cnic présentent donc, à rexclusion de tous les autres points de celle figure, cette particularité que l'angle de la normale actuelle à la trajectoire de l'un de ces points et de la normale infiniment voisine est un infiniment petit du second ordre, tandis que Tare élémentaiie correspondant de la trajectoire demeure du ])remier.
Dès lors, si l'on conçoit que le point c' se rapproche indéfiniment du point c, et si l'on passe à la limite 5 on verra, en désignant par ds l'arc élémentaire de la ligne des centres instantanés de rotation :
i". Que le cercle variable eyc' , de rayon — —-, passant con-
stanmient par les points c et c', et contenant les points de rencontre des normales infiniment voisines des lignes enveloppées par les diverses droites de la figure mobile, a pour limite une
circonférence déterminée, de rayon fini et mesuré par ——5
tangente au point eh la ligne des centres ins-tantanés de rotation et contenant les centres de courbure des lignes enveloppées par les diverses droites de la figure mobile aux points où ces droites les touclient actuellement : c'est la eirconjèrence des centres de l'énoncé -,
2". Que le cercle variable cmc\ toujours égal au précédent cyc', et symétrique de celui-ci par rapport à la droite ce' , a pour limite une seconde circonférence, symétrique de la circonférence des centres par rapport au centre instantané de rotation c, contenant tous les points de la figure mobile dont
2^0 >OTE m.
les trajectoires ont acluellement un rayon de courbure intini, et à laquelle nous avons donné le nom de circonjeretice des inflexions.
Corollaires, i'). Si une droite de la figure mobile tourne autour d'un point fixe, ce point et son symétrique par rapport au centre c appartiendront, respectivement, à la circonférence des centres et à la circonférence des inflexions.
i'). Si un point de la figure mobile décrit une droite, ce point et son symétrique par rapport au centre c appartiendront, respectivement, à la circonférence des inflexions et à la circonférence des centres.
3. Problème. Connaissant le centre instantané actuel de rotation c et le rayon de courhure correspondant MO de la trajectoire d'un point M de la figure mobile, construire la corde cm <]ue ce rayon détermine dans la circonférence des inflexions; o if réciproquement, connaissant une corde cm de la circonférence des inflexions, construire le rayon de courbure MO de la trajectoire d'un point M de la figure mobile situé d'une manière quelconijuc sur cette corde.
Solution. Soient c, c' deux positions infiniment voisines '■'S- '''• du centre instantané de rotation,
et MiM', mm' les arcs semblables, ,'i infiniment petits, décrits par les points M, m autour du centre c; si l'on mène les droites M'c', m'c', la première ira couper Mcen un point infiniment voisin du centre de courbure O de la trajectoire du point M, et la seconde pourra être considérée, d'après la propriété caractéristique des points ni de la circonféience des inflexions, comme parallèle à me ou cO. Le triangle M'cO et la parallèle m'c' à la base de ce triangle donnent
M W.MO
et celte relation permettra de construire celui des deux points. m ou O, qui scia inconnu. Il n'y aura jamais d'ailleurs aucune incertitude dans la construction , car les deux segnieTits
M/w, MO sont toujours de même sens ^ comme on le voit aisément sur la figure en faisant successivement passer le- point ^l entre les points m et c, ou au delà de c par rappoi t à m.
Observation . Cette circonstance remarquable, que les segments M m, MO sont toujours de même sens, dispense des discussions minutieuses que nécessitent les formules ordinaires relatives aux problèmes dont nous nous occupons, et caractérise de la manière la plus heureuse la méthode de M. Bresse.
Corollaire. Si un point M de la figure mobile décrit une circonférence de centre O, la construction de la formule (î), résolue par rapport à Mm, fera connaître un point m de la circonférence des inflexions et le point symétrique de la circonférence des centres.
4. applications, i". A V ellipse décrite, par le sommet libre M d^un triangle donné m, xn^ M , dont les sommets /«i m^ glissent sur deux axes donnés ox, oj. Construisant le centre instantané de rotation c, on connaît trois points c, Wi, m., de la circonférence des inflexions, qui est dès lors déterminée.
2". A la conclioïdc décrite par l'extrémité M d\ine droite Mm de longueur donnée, dont le point m glisse sur une droite donnée, et qui passe par un point donné y. Construisant le centre instantané de rotation c, on connaîtra trois
•i.'JI NOTE IV.
points de la circonférence des inflexions : le point m, le point c et le point symétrique du point y par rapport au point c.
3". A la cycloïde. Le centre m du cercle générateur décrivant une droite parallèle à celle qui est décrite par le centre instantané de rotation c, la ligne des inflexions sera la circonférence décrite sur cm comme diamètre.
4°. A la courbe de Watt. Elle peut être engendrée par un point d'une droite mobile, dont deux autres points glissent sur deu^x cercles donnés; ou devra donc, pour déterminer complètement la circonférence des inflexions, appliquer deux fois le corollaire du problème résolu dans le n° 3.
Ces problèmes et plusieurs autres se trouvent résolus dans le Mémoire de M. Bresse, ainsi que dans un intéressant travail de M. Mannheim sur le même sujet [Journal de l'École Polytechnique, 37*^ cahier).
Observation. La première partie du théorème compris dans le n*^ 2 constitue une propriété importante du mouvement d'une figure plane, qui a été remarf[U(''e d'abord par Bobillier [Géométrie, page 270).
NOTE IV
SUR LES LIGNES GéODÉStQUES.
\. Théorème. Toute surface sur laquelle on peut tracer deux séries de lignes géodésiques telles, que chaque ligne de l'une des séries soit coupée sous un même angle i par toutes les lignes de Vautre série ^ est une surface développahle.
Démonstration. Construisons l'indicatrice sphérique abc d'une ligne géodésique déterminée ABC de la premièie série ; et les indicatrices aa', j3|3', yy', .--î ^^^ lignes géodésiques AA', BB',CC',..., de la seconde série, lesquelles rencontrent la ligne ABC auxjtoints A, B, C, sous l'angle constant i. Imagi-
NOTE IV. 2j3
nous, en outre, dans la surface considérée, une série de /l'giics à tangentes parallèles ^ par exemple, une série de lignes de niveau : et soit ^^'. . . la ligne sphérique formée par les exlréniiles des rayons de la sphère parallèles aux tangentes do ces lignes aux points A, R, C,..., on elles sont i-encoulrées par la ligne ABC.
Les arcs de grand cercle agoc, ^g^'|3,..., étant parallèles aux plans tangents menés à la surface par les points A, H,..., sont normaux à la ligne aZ>c, ainsi qu'aux indicatrices aa', [3(3',..., des lignes géodésiques AA', BB',.-- Ces arcs aa, ^j3, cy sont d'ailleurs égaux entre eux, comme mesurant l'inclinaison commune i des lignes géodésiques AA', BB', CC de la seconde série sur la ligne particulière ABC de la première série 5 ils sont donc normaux à la ligne a(3y formée par leuis extrémités, comme à celle abc formée par leurs origines. Il résulte de là que la ligne a/3y est déterminée par la donnée de l'angle i et de la ligne abc; ou, inversement, que la ligne abc est ellemême complètement déterminée parla donnée de l'angle i et de la ligne a[ùy. Or cette dernière est'ellectivement donnée, puisqu'elle n'est autre chose que la commune enveloppe des indicatrices aa', |3i3'„ yy',.'--, relatives aux lignes géodésiques de la seconde série ^ l'angle /est aussi donné-, et la ligne abc est déterminée : Toutes les lignes géodésiques de la première série ont donc même indicatrice sphérique abc; il en est de même des lignes de la seconde série; et les indicatrices abc, a{6y^ relatives aux lignes des deux séries, ont même développée sphérique.
Cette circonstance se présente, en effet, dans une surface développable où les deux séries de lignes géodésiques donnent naissance, par le développement de la surface sur un plan, à deux séries de droites parallèles, de telle manière que les tangentes des lignes de chaque série se trouvent parallèles, après et aussi, par suite, avant le développement : et nous allons faire
rig. 67.
274 ]\OXK IV.
voir que ce parallélisme ne peut avoii' lieu que dans une telle surface.
Considérant, en efl'et, sur des courbes de niveau successives, les points A, A,,..., tels, que les tangentes de ces courbes en ces points soient parallèles entre elles; et soit g, le point de la ligne sphéi^ique gg', servant d'indicatrice à ces courbes de niveau, qui est l'extrémité du rayon delà sphère parallèle à ces tangentes. Soient ABC, AiB,Ci,..., les lignes géodésiques de la première série passant par les points A , Aj , . . . , et abc, «i &i t^ , . ., leurs indicatrices sphériques, confondues en une même courbe a, bj Cl... abc : Menons les arcs de grand-cercle ga , grtj , ga^,... Les plans de ces arcs étant parallèles aux plans tangents de la surface en A, A,, A 2...., ces arcs sont normaux en a, ai, r?,,..., à la ligne abc. L'arc normal à la ligne abc, pour un nombre infini de ses points, passe donc toujours par le point g-, et la ligne abc est un petit cercle de pôle g -, un petit cercle de pôle g'"' : ce qui entraîne la coïncidence des points g, g'-!---i ou la réduction de la ligne gg' à un point unique g-, auquel cas les courbes rie niveau sont des droites parallèles, et la surface se réduit à un c)dmHre.
Cette conclusion suppose toutefois que les points «, «i , «9, . , . sont distincts : svqiposons donc maintenant que ces points se confondent en un seul a, ou que les tangentes en A,Ai, A,,... aux lignes géodésiques AB, AiBi, AsBa,.--- soient parallèles ; et (racons la ligne de contact AAj A2,. •., du cylindre circonscrit à la surface, et parallèle à la droite AG. Les plans tangents à la siirjace, menés par les différents points de cette ligne, seront parallèles entre eux, et, par suite ^ se confondront en un seul : cette ligne AA, A2 se réduira nécessairement à une ligne droite, le long de lacjuelle la surface aura même plan tangent ; et toutes les droites analogues seront les génératrices d'une surjace développable à laquelle se réduit la surface proposée.
Enfin, Ton peut supposer encore que les lignes géodésiques AI)C de la première série coniicnncnl les points homologues
NOTE IV. l'J'd
des lignes île niveau sueoessives, pour lesquels les tangentes de ces lignes sont parallèles. Chacune des lignes ABC est alors la courbe de contact d'un cylindre, circonscrit à la surface, et " parallèle au rayon de la sphère qui aboutit à l'un des points g de la ligne gg' . Les arcs ga^ gb, gc sont donc normaux à la ligne abc qui est un petit cercle de pôle g'^ un petit cercle de pôle g'--- '• d'où cette conclusion, déjà obtenue dans une autre hypothèse, que la ligne gg' se réduit à un point unique g, les lignes de niveau se réduisant à des droites parallèles , et la surface elle-même se réduisant à un cylindre.
Remarque. Le problème, dont la solution est contenue dans le théorème précédent, nous a été indiqué par M. Liouville, qui avait prévu, beaucoup mieux que nous ne l'aurions su faire nous-mème, que notre méthode s'y prêterait aisément.
^. L'équation générale des lignes géodésiques d'une surface gauche
(l) rf/=:r liz wSincp,
établie à la page i5i, peut s'appliquer à une surface quelconque : il suffit, en elfet, de concevoir que «représente dans cette équation l'inclinaison de la ligne géodésique considérée, en l'un quelconque de ses points, sur la ligne de niveau qui passe par le même point; çp désignant le complément de l'inclinaison du plan tangent à la surface sur le plan de la ligne de niveau; et co l'angle infiniment petit formé par les tan-, gentes de deux lignes de niveau consécutives, aux points où ces lignes sont rencontrées par la ligne géodésique considérée. La démonstration est d'ailleurs très-sinqjle, et se déduit de l'emploi du triangle ghg\ rectangle on h. dans lequel le côté gh représente la difféientielle di.
Si l'on pose /= constante., ou r//= o, l'équation (i) se réduit à celle-ci :
(■>.) M.sin(fi = o.
Or, on satisfait à cette dernière équation : soit en posant sin9::=o; et, dans ce cas, le plan langent à la surface, en chaque point de la ligne géodésiqui- considérée, esl perpendi-
^y6 NOTE V.
culaire au plan généial des courbes de niveau: la surface développable, circonscrite à la proposée suivant cette ligne, se réduit à un cylindre, et la ligne considérée est une hélice tracée sur ce cylindre : soit, en posant o) = o; et la ligne considérée, qui est une trajectoire des courbes de niveau, et qui rencontre ces courbes en des points où leurs tangentes sont parallèles, est encore une hélice, tracée sur un cylindre parallèle à la commune direction de ces tangentes. On a donc ce théorème : Toute ligne géoclésique, qui rencontre sous un angle constant une série de courbes de niveau d'une surface, est une hélice.
NOTE V
Théorème de Melkier. En chaque point o d une surface^ le rayon de courbure f! d' une section oblique est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de courbure p de la section normale correspondante. [Koir pages i86 et 227).
Démonstration. Que Ion coupe la surface, en effet, par un plan parallèle au plan tangent en o, et dont la distance à celui-ci soit un infiniment petit du second ordre., oh-= e^ ; que ahb, a'h' b' soient les cordes parallèles, déterminées dans la courbe résultante par les plans des deux sections, normale et joblique, considérées 5 et que oh, oh' soient perpendiculaires à ces cordes : on aura
ah ^ __a' h' , _ oh la'h'\^
^ loh'' " loh' ' ^ ~ ' oh' \ ah ]
D'ailleurs, le rapport — -~ ayant pour limite l'unité, comme on le reconnaît aisément, la dernière formule peut s'écrire
oh 0=0- — — = c COS (l ,
' ' oh
et démontre le théorème énoncé.
^Bl
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