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DH LA PRKMIÈKK ÉDITION
Le rôle des deux j)rincipes fondamentaux de la ïlierinodynaniique dans toutes les branches de la pliilosophie naturelle devient de jour en jour plus important. Abandonnant les théories ambitieuses d'il y a quarante ans, encombrées d'hypothèses moléculaires, nous cherchons aujourd'hui à élever sur la Thermodynamique seule l'édifice tout entier de la Phvsicfue matliématique. Les deux principes de Mayer et de Clausius lui assureront-ils des fondations assez solides pour ([u'il dure. quelque temps? Personne n'en doute; mais d'où nous vient cette confiance ?
Un physicien éminent ine disait un jour à pi-opos de la loi des erreurs : « Tout le monde y croit fermement parce que les mathématiciens s'imaginent que c'est un fait d'observation, et les observateurs que c'est un théorème de mathématiques. » Il en a été longtemps
ainsi pour le principe de la conservation de l'énergie. Il n'en est plus de même aujourd'hui; personne n'ignore que c'est un fait expérimental.
Mais alors qui nous donne le droit d'attribuer au principe lui-même plus de généralité et plus de précision qu'aux expériences qui ont servi à le démontrer? C'est là demander s'il est légitime, comme on le fait tous les jours, de généraliser les données empiriques, et je n'aurai pas l'outrecuidance de discuter cette question, après que tant de philosophes se sont vainement efforcés de la trancher. Une seule chose est certaine : si cette faculté nous était refusée, la Science ne pourrait exister ou, du moins, réduite à une sorte d'inventaire, à la constatation de faits isolés, elle n'aurait pour nous aucun prix, puisqu'elle ne pourrait donner satisfaction à notre besoin d'ordre et d'harmonie et qu'elle serait en même temps incapable de prévoir. Comme les circonstances qui ont précédé un fait quelconque ne se reproduiront vraisemblablement jamais toutes à la fois, il faut déjà une première généralisation pour prévoir si ce fait se renouvellera encore dès (jue la moindre de ces circonstances sera changée.
Mais toute proposition peut être généralisée d'une iidinifé de manières. Parmi (outes les ijénéralisalions
possibles, il t";iu( bien (jnc nous clioisissions, et nous ne [)Oiivons choisir (jur l;i |iliis simple. Nous sommes tloiic (•(induits il ai»ir coDiiiie si une loi simple ('lait, toutes choses égaies d'ailleurs, plus probable (|u'une loi coinpli(jué(».
Il y a un demi-siècle, on le confessait franchement et l'on proclamait ([ue la nature aime la simj)licité ; elle nous a doniu' depuis trop de «lémentis. Aujourd'hui on n'avoue [»lus cette tendance et l'on n'en conserve que ce (jui est indispensable pour (jue la Science ne devienne pas impossible.
En formulant une loi générale, simple et précise après des expériences relativement peu nombreuses et (|ui présentent certaines divergences, nous n'avons donc fait qu'obéir à une nécessité à laquelle l'esprit humain ne peut se soustraire.
' Mais il y a quelque chose de plus et c'est pourquoi j'insiste.
Personne ne doute que le principe de .Mayer ne soit appelé il survivre à toutes les lois particulières d'où on l'a tiré, de même que la loi de Newton a survécu aux lois de Kepler, d'où elle était sortie, et qui ne sont plus qu'approximatives, si l'on tient compte des perturbations.
Pourquoi ce principe occupe-t-il ainsi une sorte de
place privilégiée parmi toutes les lois physiques? Il va à cela beaucoup de petites laisous.
Tout d'abord on croit que nous ne pourrions le rejeter ou même douter de sa rigueur absolue sans admettre la possibilité du mouvement perpétuel; nous nous délions, bien entendu, d'une telle perspective, et nous nous croyons moins téméraires en affirmant 4 n'en niant.
Cela n'est peut-être pas tout h l'ait exact ; l'impossibilité du mouvement perpétuel n'entraîne la conservation de l'énergie que pour les phénomènes réversibles.
L'imposante simplicité du principe de Mayer contribue également à affirmer notre foi. Dans une loi déduite immédiatement de l'expérience, comme celle de ]\lariotte, cette simplicité nous paraîtrait plutôt une raison de méiiance; mais, ici, il n'en est plus de même nous voyons des éléments, disparates au premier coup d'œil, se ranger dans un ordre inattendu et former un tout harmonieux : et nous nous refusons à croire qu'une harmonie imprévue soit un simple ellet du hasard. Il sendjle que notre conquête nous soit d'autant plus chère qu'elle nous a coûté plus d'efforts ou que nous sovons d'aulanl [dus sûrs d'avoir arraché à la nature son vrai secret qu'elle a paru {)lus jalouse de nous le dérober,
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Mais ro ne sont là que de petites raisons: pour ériger la loi de .Maycr en principe absolu, il faudrait une diseussion plus approfondie. Mais, si l'on essaye de la faire, on voit que ce principe ahsolu n'est même pas facile à énoncer.
Dans chaque cas particulier on voit bien ce que c'est que l'énergie et l'on en [)cut donner une définition an moins provisoire: mais il est impossible d'en trouver une définition générale.
• Si Ton veut énoncer le principe dans toute sa généralité et en l'appliquant à l'Univers, on le voit pour ainsi dire s'évanouir et il ne reste plus que ceci : // y a quelque chose qui demeure constant.
Mais cela même a-t-il un sens? Dans l'hypothèse déterministe, l'état de l'Univers est déterminé par un nombre excessivement grand n de paramètres que j'appellerai a?,, .r,, . . . , .r„. Dès que l'on connaît à un instant quelcon(|ue les valeurs de ces n paramètres, on connaît également leurs dérivées par rapport au temps et l'on peut calculer par conséquent les valeurs de ces mêmes paramètres à un instant antérieur ou ultérieur. En d'autres termes, ces n paramètres satisfont à n équations différentielles de la forme
-^ =9,(.r,,.r,, ...,Xn) {i=\,2, . ., n). al
Ces équations admettent n — i intégrales et il y a
par conséquent n — i fonctions de x^, .v., x„ qui
demeurent constantes. Si nous disons alors quii y a quelque chose qui demeure constant, nous ne faisons qu'énoncer une tautologie. On serait même embarrassé de dire quelle est parmi toutes nos intégrales celle qui doit conserver le nom (ïénergie.
Ce n'est pas d'ailleurs en ce sens que l'on entend le principe de Mayer quand on l'applique ii un système limité.
On admet alors (jue p de nos n paramètres varient d'une manière indépendante, de sorte que nous avons seulement n~p relations, généralement linéaires, entre nos n paramètres et leurs dérivées. Je les écrirai
(i) Y,— X/.i dxi-\- \,-.2 ci.r2 + . . .4- X/.„ da-,i= o
les X/./, étant des fonctions de x^, x.,, . . . , x„.
Supposons, pour simplifier l'énoncé, que la somme des travaux des forces extérieures soit nulle ainsi que celle des quantités de chaleur cédées au dehors. Voici alors quelle sera la signification de notre principe :
/i y au/ie combinaison des Y, qui est une différentielle exacte; c'est-ii-dire que l'on j)eut trouver n ~ p fonc-
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tions
lie x^y X.,, . . . , x„ toiles que
Al I I ^- /•> 1 2 -t- . . . -r- l^n-i> ï n-p
soit une différentielle exacte.
Mais coninient peut-il se faire qu'il y ait plusieurs paramètres dont les variations soient indépendantes? Cela ne peut avoir lieu (jue sous l'influence des forces fixtérieures (bien que nous ayons supposé, pour simplifier, que la somme algébrique des travaux de ces forces soit nulle). Si en effet le système était complètement soustrait à toute action extérieure, les valeurs de nos n paramètres à un instant donné suffiraient pour déterminer l'état du système à un instant ultérieur quelconque, pourvu toutefois que nous restions dans l'hypothèse déterministe; nous retomberions donc sur la même difficulté que jjIus haut.
Si l'état futur du système n'est pas entièrement déterminé par son état actuel, c'est qu'il dé|)end en outre de l'état des corps extérieurs au système. Mais alors est-il vraisemblable qu'il existe des équations comme les relations (i) indépendantes de cet état des corps extérieurs? et si dans certains cas nous croyons pouvoir en trouver, n'est-ce pas uniquement par suite de
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notre ignorance et parce que l'influence de ces corps est trop faible pour que notre expérience puisse la déceler?
Si le système n'est pas regardé comme complètement isolé, il est probable que l'expression rigoureusement exacte de son énergie interne devra dépendre de l'état des corps extérieurs. Encore ai-je supposé plus haut que la somme des travaux extérieurs était nulle, et, si l'on veut s'affranchir de cette restriction un peu artificielle, l'énoncé devient encore plus difficile.
Pour formuler le principe de Mayer en lui donnant un sens absolu, il faut donc l'étendre à tout l'Univers, et alors on se retrouve en face de cette même difficulté que l'on cherchait à éviter.
En résumé, et pour employer le langage ordinaire, la loi de la conservation de l'énergie ne peut avoir qu'une signification, c'est qu'il y a une propriété commune à tous les possibles; mais, dans l'hypothèse déterministe, il n'y a qu'un seul possible, et alors la loi n'a plus de sens.
Dans l'hypothèse indéterministe, au contraire, elle en prendrait un, même si l'on voulait l'entendre dans un sens absolu; elle apparaîtrait comme une limite imposée à la liberté.
Mais ce mot m'avertit que je m'égare et que je vais
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sortir du domaine des Mathématiques et de la Physique. Je m'arrête donc et je ne veux retenir de toute cette discussion qu'une impression : c'est que la loi de Maver est une forme assez souple pour ([u'on y [)uisse faire rentrer ju'esque tout ce ([uc l'on veut. Je ne veux pas dire par là (ju'elle ne correspond à aucune réalité ohjective, ni (|u'clle se réduise à une simple tautologie, puisque, dans cliaqne cas particulier, et pourvu (|u'on ne veuille pas pousser jusqu'à l'ahsolu, çlle a un sens parfaitement clair.
Cette souplesse est une raison de croire à sa longue durée, et comme, d'auti-e part, elle ne disparaîtra que pour se fondre dans une harmonie- supérieure, nous pouvons travailler avec confiance en nous appuyant sur elle, certains d'avance que notre travail ne sera pas perdu.
Presque tout ce que je viens de dire s'applique au principe de Clausius. Ce qui le distingue, c'est qu'il s'exprime j)ar une inégalité. On dira peut-être qu'il en est de même de toutes les lois physiques, puisque leur précision est toujours limitée par les erreurs d'ohservation. Mais elles affichent du moins la prétention d'être de premières approximations et l'on a l'espoir de les remplacer peu à peu par des lois de plus en plus précises. Si, au contraire, le principe d " Clausius se
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réduit à une inégalité, ce n'est pas l'imperfection de nos moyens d'observation qui en est la cause, mais la nature même de la question.
Pour expliquer par quelles raisons tous les physiciens ont été amenés à adopter ces deux principes, je n'ai rien trouvé de mieux que de suivre dans mon exposition la marche historique. Le spectacle des longs tâtonnements par lesquels l'homme arrive à la vérité est d'ailleurs très instructif par lui-même. On remarquera le rôle important joué par diverses idées théoriques ou même métaphysiques, aujourd'hui abandonnées ou regardées comme douteuses. Service singulier que nous a ainsi rendu ce qui est peut-être l'erreur! Les deux principes, appuyés maintenant sur de solides expériences, ont survécu à ces fragiles hypothèses, sans lesquelles ils n'auraient peut-être pas encore été découverts. C'est ainsi que l'on débarrasse la voûte de ses cintres quand elle est complètement bâtie.
Ce mode d'exposition avait cependant un inconvénient, c'était de m'obliger à bien des longueurs. Voulant, par exemple, conserver les raisonnements de Carnot et de Clausius, j'ai donné deux démonstrations du théorème de Clausius : la première, applicable seulement à certains systèmes; la seconde, absolument générale, mais s'appuyant sur la |)remière.
Il en est résulté que je n'ai pu éviter une distinelion très artitieielle en de deux elasses de corps, selon que leur état est défini pai' deux variables seulement, ou par un plus grand nombre. (]ette distinrlion, (jui ne correspond à rien de réel, se retrouvera à chaque instant dans rv\ Ôuvraiic. J'ai l'air d'y attacher une importance énorme, tandis (|ue rien n'est plus loin de ma pensée.
.l'ai dû insister sur l'équation de fdausius
appliciuée aux phénomènes irréversibles, parce qu'elle a donné lieu à de longues polémiques.
Mon point de départ est l'axiome de Clausius :
« On ne peut pas taire passer de chaleur d'un corps froid sur un corps chaud. »
Je n'avais pas à rechercher quelle en est la généralité et, par exemple, s'il est encore vrai quand il se produit des.phénomènes chimiques irréversibles. C'est à l'expérimentateur seul qu'il appartient de trancher ces questions. Le rôle du mathématicien est |)lus modeste.
Fixer la signification précise de l'inégalité (2), chercher quelles hypothèses il faut associer à l'axiome
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(le Claiisius pour que cette inégalité s'en déduise nécessairement, voilà la tâche qu'il m'était permis d'aborder et que je me suis efforcé d'accomplir.
En relisant mes épreuves, je suis un peu effrayé de la longueur du Chapitre où je traite des machines à vapeur. Je crains que le lecteur, en voyant le nombre des pages que j'y consacre, ne s'attende à trouver une théorie complète et satisfaisante et qu'il ne me sache ensuite mauvais gré de sa déception.
Une pareille théorie n'est pas près d'être laite et je n'ai même pas la compétence nécessaire pour exposer l'état actuel de la question. J'ai voulu seulement montrer par un exemple quel usage on doit faire du théorème de Clausius; j'ai voulu faire voir également quelle est la complexité de ces sortes de problèmes et à quelles erreurs on s'expose quand on veut la méconnaître.
Dans une de ses spirituelles préfaces, M. Bertrand raille très finement les auteurs qui entassent dans leurs Ouvrages des intégrales rébarbatives, et qui ne sauraient les calculer, parce qu'ils sont obligés de faire figurer sous le signe somme des fonctions inconnues que l'expérience n'a pas encore déterminées. Dans ce Cliapili'c, j'ai méi'ilé celle critique plus que personne et je serais inexcusable si j'avais eu d'autre
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bnl (jiK^ fit' t'aiii' mieux compreiulre la sigiiilicatioii de rineiialilr A 2 ).
L'objet des deux Chapitres suivants est l'application des théorèmes de Mayer et de Clausius aux phénomènes chimiques et électriques. On a quehiuefois expose cette théorie comme si l'on voulait la déduire tout entière de ces deux principes seuls. On conçoit (nrcHrayes de cette prodigieuse fécondité tant de savants eminents soient allés jusqu'à regarder l'inégalité de Clausius comme douteuse. Mais il n'y a là qu'un tr(.mi)e-rœil; la lecondite de nos tleux principes reste criande sans doute ; de toute loi démontrée par l'expérience, ils permettent d'en déduire une autre qui en est pour ainsi dire la réciproque. L'air se dilate quand on le chaulfe, donc il s'échauffe quand on le com- ])rime, etc. Par là, la Thermodynamique double en quelque sorte nos connaissances ; c'est beaucoup, mais c'est là tout. D'une majeure quelconque, on ne peut tirer aucune conclusion si l'on ne lui adjoint une mineure, et, s'il semble quelquefois en être autrement, c'est que la mineure est sous-entendue.
Je crois qu'il convient de la rétablir, parce que c'est souvent une hypothèse et que toute hypothèse doit être énoncée explicitement. Certainement il est permis d'en faire ; sans cela, il n'y aurait pas de Phy-
siqiie mathématique, puisque l'objet de eette seience est précisément de véritier les hypothèses en en tirant des conséquences susceptibles d'être contrôlées par l'expérience. Le danger serait d'en faire sans s'en apercevoir. C'est ce que j'ai essayé d'éviter.
II ne faut pas même faire d'exception pour les hypothèses les plus simples. Si elles nous paraissent telles, c'est le plus souvent parce que le hasard nous a fait adopter certaines variables. Nous ne penserions plus de même s'il nous en avait fait choisir d'autres. C'est même des hypothèses simples qu'il faut le plus se délier, parce que ce sont celles qui ont le plus de chances de passer inaperçues.
C'est de ces idées que je me suis inspiré dans l'étude de la dissociation et du phénomène Peltier ; j'ai cherché à faire voir qu'il est impossible de construire a priori [a. loi de la dissociation des mélanges homogènes ou celle de la dissociation des mélanges hétérogènes, mais qu'on peut essayer de les déduire l'une de l'autre.
Je termine par la théorie des systèmes monocycliques. Je ne citerai ici que ma conclusion :
Le mécanisme est incompatible avec le théorème de Clausius.
Il v a deux sortes de mécanismes.
On peut se [•('présenter l'inivers comme formé iratomes incapables d'agir à distance les uns sur les autres et se mouvant en liirne droite dans des directions diverses, jusqu'à ce que ces directions soient modiliées par des chocs. Les lois du choc sont les mêmes que pour les corps élastiques. Ou bien on peut supposer que ces atomes peuvent agir à distance et que l'action mutnelle de deux atomes se réduit à une attraction ou à une répulsion dépendant seulement de leui' distance.
La première conception n'est évidemment qu'un cas particulier de la seconde; je montre que toutes deux sont incompatibles avec les principes de la Thermodynamique.
J'ai eu deux t'ois l'occasion d'être en désaccord avec M. Duhem ; il pourrait s'étonner que je ne le cite que pour le combattre, et je serais désolé qu'il crût à quelque intention malveillante. Il ne supposera pas, je l'espère, que je méconnais les services qu'il a rendus à la Science. J'ai seulement cru plus utile d'insister sur les points où ses résultats me paraissaient mériter d'être complétés, plutôt que sur ceux où je n'aurais pu que le répéter.
H. POLNCARÉ.
La Thermodynamique repose sur deux |)rincipes :
1° Le principe de la conservation de l'énergie dont un cas particulier, le plus inléressant au point de vue qui nous occupe, est le principe de ^équivalence de la chaleur appelé aussi principe de Mayer:
2° Le principe de la dissipation de l'entropie, plus souvent nommé principe de Carnol ou principe de Clausius,
Nous étudierons successivement ces deux principes, ainsi que leurs conséquences les |)lus immédiates. Les premiers Chapitres seront principalement consacrés à l'historique de la découverte de ces principes.
CHAPITRE I
1. La découverte du principe de l'équivalence. — Il est difficile de dire à qui apparlienl l'honneur d'avoir découvert le principe de l'équivalence de la chaleur el du travail mécanique.
Sadi Carnot semble l'avoir reconnu vers la fin de sa vie; mais ses recherches sur ce sujet, consignées dans des Notes manuscrites publiées seulement dans ces dernières années, restèrent longtemps ignorées et ne furent d'aucun profit pour la Science. 11 était réservé à Robert Mayer de le retrouver et de le faire connaître.
Mais, au moment où Mayer énonçait ce principe, Joule était occupé à des expériences qui devaient infailliblement le conduire à sa découverte et qui devinrent la meilleure démonstration de son exactitude. De son côté, Colding, sans avoir connaissance des travaux de Mayer et de Joule, était sur le point d'arriver au même résultat.
Cette simultanéité de recherches, convergeant vers le même but, rappelle la découverte du calcul infinitésimal, découverte à laquelle Newton et Leibnitz possèdent des droits équivalents.
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Mais, pour qu'une vérité apparaisse ainsi en nièm^ temps à des savants travaillant isolément, et ce fait n'est pas rare dans l'histoire de la Science, il esl nécessaire (jue les esprits s'y trouvent naturellement préparés. Aussi ne |)eut-on séparer l'exposé du |)rincipe de Mayer de celui du mouvement scientitique qui a précédé sa découverte.
2. L'impossibilité du mouvement perpétuel. — Les |)remières traces de l'idée de la conservation de l'énergie remontent très loin.
De tout temps la découverte du mouvement perpétuel a été le but de bien des recherches. Galilée, s'inspirant des conditions de fonctionnement des machines simples, affirma le premier l'impossibilité d'un tel mouvement.
Prenons un treuil, par exemple. Soit Q la force agissant sur la corile qui s'enroule sur le cylindre, de rayon /■, du treuil. Nous pouvons lui faire équilibre en appliquant à la
manivelle une force plus i)etite, Q^» U étant le rayon de
la circonférence décrite par le bouton de la manivelle. Si la machine est animée d'un mouvement uniforme, ces deux l'brces, la résistance et la puissance, sont encore dans le même rapport. Nous pouvons donc avec une force donnée faire monter un corps dont le poids est à cette force dans
un rapport —5 plus grand (jue l'unité. Mais, si nous multiplions la force, nous ne créons pas de travail, car la vitesse du point d'application de la résistance esl à celle du point
d'application de la puissance dans le rapport jr, inverse du
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précédent. En un mot, le travail de la résistance est égal à celui de la puissance.
Galilée vérifia cette égalité pour le moufle et, en général, pour toutes les machines simples. Mais il observa qu'il fallait prendre pour résistance, non pas la force utile développée, mais celte force augmentée de celles qui résultent des résistances passives telles que le frottement. Ces dernières forces existant nécessairement dans tout mécanisme matériel, Galilée en conclut, avec raison, que le travail utile est toujours inférieur au travail de la puissance. Du travail ne |)eul donc être créé et, par suite, le mouvement perpétuel est impossible.
3. Mais, si aucune machine ne peut créer du travail, il n'est pas évident que le travail ne puisse être détruit. La conservation de l'énergie ne saurait donc être une conséquence de l'impossibilité du mouvement perpétuel, bien que la réciproque soit vraie. Galilée ne pouvait donc se rendre compte qu'il y avait conservation de l'énergie dans les machines qu'il étudiait.
Cependant on trouve dans les œuvres du grand physicien du xvn'^ siècle la notion claire du principe de la conservation de l'énergie, dans un cas particulier, à savoir, dans le cas où la pesanteur intervient seule, le frottement étant supposé nul. On sait, en etfet, que Galilée a démontré que la vitesse acquise par un corps grave tombant d'une hauteur A est égale à s/^gh, quelle que soit la nature du chemin parcouru par le corps par suite des liaisons; on a donc
v = \J-2gh,
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Or, le premier terme de celle relation est l'énergie due à la force vive du corps, la masse de ce corps étant prise pour unité; le second, — gh, est, à une constante près, l'énergie potentielle de ce même corps, ou mieux, du système formé par ce corps et la terre; par conséquent, l'égalilé |irécédente exprime que la somme de ces deux énergies est constante, en d'autres termes (pi'il y a conservation de l'énergie. Huyghens étendit le même principe à un srsièmc de corps pesants.
4. Le principe de la conservation du mouvement. — Quelques années après, Descartes énonce le principe de la conservation du mouvenienl. Certes, sa démonstration n'a rien de scientificpie : « Dieu étant immuable, tlit-il, il a dû conserver la même quantité de mouvement. » D'ailleurs, tel que l'entendait Descaries, ce principe est faux, il est déraisonnable.
En effet, la quantité de mouvement d'un système est la somme des produits des masses des points matériels qui le composent par lés vitesses de ces points. Si donc m,, Wo, ..., m, sont les masses de ces points, ^,, rj,, Ç,, \^_, ..., \i. Y)/, s, les composantes de leurs vitesses suivant liois axes, le principe de la conservation du mouvement s'exprime par
\ ///, i'^ :=r const.,
('/ étant
Or, l'inexactitude de cette égalité est évidente. Pour s'en convaincre il suffit de remarquer que, si elle est vraie dans le mouvement absolu, elle cesse de l'être dans le mouvement relatif lorsque les axes sont animés d'un mouvement de translation (').
Modifié convenablement, le principe de Descartes est devenu un des principes importants de la Mécanique : le principe des quantités de mouvement projetées. Il s'exprime par les relations
7 7;î/H,:= const., \ /«/yi/:= consl., 7 /»/C, =: coiist.,
et s'énonce : la somme des projections sur un acce quelconque des quantités de mouvement d'un système (et non plus la somme des quantités de mouvement elles-mêmes) est constanle. C'est à Huyghens qu'est due celte modification.
5. La force vive. — D'ailleurs, quoique faux, le principe de Descartes a une grande importance historique; il a pré paré et conduit Leibnitz à la considération de la force vive.
Comme Descartes, et pour les mêmes raisons métaphysiques, Leibnitz admet f|ue quelque chose doit rester invariable dans l'univers. Ayant remarqué que le carré de la vitesse d'im point est la somme des carrés des composantes,
(') Descartes s'est bien aperçu que son principe n'est pas confirmé par l'expérience; on peut s'en assurer en lisant une remarque qui vient à la suite de sa théorie du choc des corps ; mais il croyait que l'accord serait rétabli si l'on tenait compte de la quantité de mouvement de l'éther.
il fait observer (|iie le produit
m, (•? = nii:.} -+- niinf ■+- ni,^f
est la somme de trois produits aualogues où entrent des vitesses ;,, n,-, Ç, de directions arbitraires. Il en conclut que dans un système de points matériels, où les vitesses ont
des directions quelcon(jues, c'est la somme 7 /«,«'/ de ces
produits, la lorce vive, qu'il faut considérei", et non, comme
le faisait Descartes, la somme 7 m,c,. Leibnilz introduit
en outre ce (|u'il appelle VacLion motrice L'iVaclion latente, et, pour lui, ce qui reste constant, c'est l'action motrice, somme de la force vive et de l'action latente. Leibnitz était donc sur la voie de la découverte du principe de la conservation de l'énergie.
Il semble d'ailleurs que Leibnitz ait eu l'intuition de nos idées actuelles. En effet, suivant ce mathématicien, si l'action motrice paraît se perdre dans certains cas, c'est que les mouvements sensibles sont transformés en mouvements moléculaires. On ne pouvait exprimer plus clairement l'hypotbèse cpii a été l'origine de la Théorie mécanique de la chaleur.
6. Le théorème des forces vives. — Les idées émises par Leibnitz ne tardèrent pas à être précisées; on en déduisit le théorème des forces vives.
Soient m^, m.2, ..., nii les masses des points d'un système matériel; o^,, Vj, ..., j?,, j,, z, les coordonnées de ces points; Xi, Y,, ..., Xj, Y,, Z, les composantes suivant les axes de la résultante de toutes les forces intérieures et
extérieures qui agissent sur chacun des points. Les équations du mouvement de l'un d'eux sont
La demi-force vive du système a pour valeur
En dérivant par rapport au temps, il vient ITT =2-"'''
«fW ■^ ( d^^i dxi d'ji dvi d^Zi dzj
df —2d"^' \ ~dF lu "^ ~d^ ~dt ^ 'W ~dt
et, en remplaçant dans cette expression les dérivées secondes par rapport au temps par leurs valeurs tirées des équations du mouvement, on obtient
dW ■^ /^ dxj
ir ~ 2à\ ''dt
ou
^W = y (X,-^^,+ Yidfi+lidzi).
Le second membre de cette égalité représente le travail de toutes les forces appliquées au système quand leurs points d'application subissent des déplacements infiniment petits. De là le théorème suivant : La variation de la demi-
force vke d'un système est égale à la somme des travaux accomplis par toutes les forces du système pendant le déplacement considéré.
7. La conservation de l'énergie. — Boinons-nous au cas d'un système souinis seulement à des forces intérieures et supposons que ces forces admetlenl une fonction des forces, c'esl-à-dire que Xj, Y,, ... soient les dérivées partielles par rapport aux coordonnées d'une même fonction — V de ces coordonnées; nous avons alors
djLi ay i aZi
Mais, V ne dépendant pas explicitement du tem|)s, par hypothèse, sa dérivée par rapport à t est
d\ _ Y fd\_ dxi^ d\ dvi ^ dX dz^\ _ dl ^ \ dxi dt dyi dt dz, dt ) '
et par conséquent
d\ = — y \idxi^ Yidy^^ Z,dz,.
Il résulte de celle expression que la variation de la fonction des forces est égale, au signe près, à celle de la demiforce vive ; nous avons donc
^W -4- rfV = o, et en intégrant
W -+- V z=z const.
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La demi-force vive W d'un système étant appelée ener^^e cinétique ou actuelle du système ; la fonction des forces intérieures changée de signe, \ , étant son énergie potentielle; enfin, la somme de ces deux énergies, l'énergie totale ; la relation précédente exprime que l'énergie totale du système considéré est constante, c'est-à-dire qu'il y a conservation de l'énergie.
8. Le travail des forces extérieures. — Considérons maintenant le cas où le système n'est pas isolé, où il y a des forces extérieures. Soient d-: le travail de ces forces et dz' celui des forces intérieures pour un déplacement infiniment petit. Si «?W est la variation de la demi-force vive, le théorème des forces vives donne
dVf = dz -\- dz' .
Si nous supposons encore que les forces intérieures admetteni une fonction des forces — V, nous avons
d\ = -dz'.
Par conséquent, en additionnant, nous obtenons
^W + d\ = dz.
Le travail des forces extérieures pendant un déplacement est donc égal à la variation de l'énergie totale du système pendant ce déplacement.
9. Cas où il y a conservation de l'énergie. — Pour reconnaître s'il y a toujours conservation de l'énergie, il suffit
donc de cliercher si, dans un cas quelconque, les forces intérieures admettent une fonction des forces.
On sait qu'une telle fonction existe lorsque les points matériels du système s'attirent on se repoussent suivant les droites qui les joignent deux à deux avec une force ne dépendant que de la dislance qui les sé|)are, et si, en outre, il y a égalité entre l'aclion et la réaction.
Cette dernière condiiion est toujours réalisée d'après le principe de V égalité de l'action et de la réaction, princi|)e justifié par tous les faits connus. Mais on peut imaginer des systèmes où les forces ne satisfont pas aux conditions ci-dessus et où par conséquent il peut n'y avoir pas conservation de l'énergie. Les j)rii)cipes fondamentaux de la Mécanique ne suffisent donc pas à démontrer dans toute sa généralité le principe de la conservation de l'énergie : ils apprennent seulement que ce principe est vérifié tontes les fois que les forces intérieures du système considéré admettent une fonction des forces.
10. Les conséquences de l'impossibilité du mouvement perpétuel. — Examinons maiiilenani ce qu'il était possible de déduire de ces résultats en les combinant avec le principe de l'impossibilité du mouvement perpétuel enseigné par Galilée.
Montrons que si les foices qui agissent sur les divers points du système ne dépendent que de leurs positions il existe une fonction des forces.
Pour simplifier la démonstration supposons le système réduit à un point matériel M soumis à une force satisfaisant
à la condition précédente et dont les composantes sont X, Y, Z.
La variation de la demi-force vive de ce point pour un déplacement élémentaire est, d'après le théorème des forces vives,
dVf=Xdx + \dy + ldz.
Si le point considéré passe de la position Mq à la position M, la variation W — Wq de sa demi-force vive est donnée par
"^ -^,= Ç{\dx + \dy + ldz),
l'intégrale étant prise le long de la courbe décrite par le point mobile. Dans le cas où le mobile revient à sa position initiale M(,, l'intégration doit alors être prise le long d'une courbe fermée C; soit alors I la valeur de cette inlégrale.
Montrons que 1 est nul
D'abord I ne peut être positif. En effet, s'il en était ainsi, la demi-force vive augmenterait de I lorsque le point matériel décrit la courbe C; en lui faisant parcourir n Ibis cette courbe l'augmentation serait n\. On pourrait donc faire croître indéfiniment la force vive et, si on l'employait à accomplir un travail, on obtiendrail le mouvement perpétuel, ce (pii est contraire au principe de (ialilée.
D'autre part, I ne peut être négatif. En effet, si nous assujettissons le point mobile à décrire la courbe C en sens inverse du précédent, les composantes X, Y, Z de la force reprennent en chaque ])oint les mêmes valeurs que dans le sens primitif, puiscpje par hypothèse X, Y, Z ne dépendent
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que de la position de leur point d'application ; mais dj:, dy, dz changent de signe ; [)ar suite l'élément dillérentiel
\dx-h\dy-\-ldz
change également de signe. La variation de force vive lors(iue le point matériel revient à sa position initiale est donc alors — 1, c'est-à-dire positive. Or, d'après ce qui précède, cette variation positive entraînerait la possibilité du mouvement perfiétuel. Par conséquent — I ne peut être positif, c'est-à-dire que I ne peut être négatif.
Cette quantité ne pouvant être ni positive ni négative est donc nécessairement nulle.
12. Il résulte immédiatement de là (jue la variation de force vive, lorsque le point passe de la position Mo à la position M, est indépendante du chemin décrit pour passer de l'une à l'autre de ces positions.
Soient, en ellet, deux chemins quelconques MqPiM et
Fig. I.
M0P2M {Jig. i) pour lesquels les variations de force vive sont respectivement Ii et I2. Appelons F cette variation quand le point passe de M en Mo par le chemin MP'Mo-
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Nous aurons, d'après ce qui précède,
Ii+r=o et. l2-i-r=:o, d'où
Mais I, el Ij sont les valeurs de l'intégrale (xdôc-^Ydf + Zdz
prise suivant les courbes MoPiM et M0P2M. Puisqu'elles sont égales la valeur de l'intégrale ne dépend que de ses limites. Or, c'est une condition suffisante pour que la quantité placée sous le signe d'intégration soit une différentielle exacte. Il y a donc bien une fonction des forces et, par suite, conservation de l'énergie.
13. Considérons maintenant le cas où la force dépend non seulement de la fonction de son point d'a[)plication, mais aussi de la vitesse de ce point.
En répétant le raisonnement du paragraphe 11 on trouverait que I ne peut être positif. Mais on ne peut affirmer que cette quantité n'est pas négative, car la démonstration donnée précédemment ne s'applique plus. En elïet, quand on change le sens du mouvement du point matériel sur la courbe fermée, on change en même temps celui de la vitesse; comme X, Y, Z dépendent de cette vitesse on ne peut plus dire que ces composantes possèdent, au même point de la courbe, la même valeur quel que soit le sens du mouvement; par suite, la variation l de la force vive peut non seulement changer de signe, mais aussi de valeur
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absolue quand on inlerveilil Je sens du mouvement. La valeur de l'inlégrale du liavail peut donc dépendre du chemin décrit par le point d'application et il n'y a pas île fonction des forces. On ne peut alors aflirmer (|u'il y ait conservalion de l'énergie dans le système. Telles étaient les conséquences auxquelles l'étude des principes de la Dynamique avait conduit les savants à la fin du xviii'' siècle.
CHAPITRE IL
CALORIMÉTRIE
14. Le fluide calorifique. — L'élat des sciences mathématiques vers la fin du xviii*' siècle permettait donc de prévoir que, au moins dans un ^rand nombre de cas, il y a conservation de l'énergie dans les phénomènes mécaniques.
Mais, pendant que les mathématiciens perfectionnaient leurs méthodes et assuraient, par des raisonnements rigoureux, des fondements solides aux principes de la Mécanique, les physiciens étudiaient la Chaleur et préparaient ainsi, conjointement avec les mathématiciens, le principe de l'équivalence.
Malheureusement, à cette époque, les fluides hypothétiques tenaient une place prépondérante dans l'explication des phénomènes physiques. Avec le mot fluide s'introduisit l'idée d'indestructibilité. Le fluide calorifique, les fluides électriques étaient donc supposés indestructibles. Cette hypothèse ne pouvait avoir aucune conséquence fâcheuse sur le développement de l'électricité, puiscpie plus tard elle a été reconnue exacte, lien fut autrement pour la Chaleur: l'hypothèse de la conservation du calorique est fausse et
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elle empêcha peiulanl de longues années loul proj^rès marqué dans celle branche de la Physique. Nous ne larderons pas à en démonlrer ritiexacliludc, mais il nous laiil au|)aravant présenter deux nolions indispensables à l'élude de la Chaleur : la température et la quantité de chaleur.
15. Température. — Lorsque deux corps soûl mis eu présence, ou observe généralemeul un changemenl de voliune de chacun d'eux; au boni d'un lemps plus ou moins long, celte variation de volume cesse de se produire.
Par défmilion, deux corps sonl à des températures égales ou en équilibre de température lorsque, mis en présence, ils n'éprouvent aucune variation de volume.
Pour que celle détiuiliou soil acceptable, il faut que, si deux corps A et B sont séparément en éf|uilibrc de température avec un troisième C, ils soient également en équilibre de température entre eux. C'est ce que l'expérience vérifie. Nous verrons plus loin que ce fait expérimental peut être regardé comme un cas parliculier du second principe de la Thermodynamique.
16. Pour mesurer les températures, une autre convention est nécessaire. Nous conviendrons que la température d'une masse de mercure occupant un volume V est donnée par la relation
^ = lOO -^7 ^>
Vo étant le volume de masse lorsqu'elle est en équilibre de température avec la glace fondante, V, son volume lorsqu'elle est eu équilibre de température avec la vapeur d'eau p. a
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bouillante. La température esi dite alors exprimée en degrés cenligrades.
Lorsque nous voudrons évaluer la température d'un corps quelconque, nous le meifrons en présence de celte masse de mercure ; s'il n'y a pas variation de volume, ces deux corps sont, d'après la définition des températures égales, à la même température, el, |)0ur avoir sa valeur, il suffit d'appliquer la relation précédente. A cause de son rôle, la masse de mercure que nous venons de considérer est appelée thermomètre.
En général, lorsqu'on place un corps en présence d'un thermomètre, il y a variation de volume des deux corps; par suite, la température de chacun d'eux varie jusqu'à ce que l'équilibre de température soit atteint. En portant dans la relation (jui définit la température le volume qu'occupe alors le corps thermométrique, on n'obtient que la température correspondant à cet état d'équilibre. Nous voyons donc qu'à moins de conditions particulières, la température à laquelle s'arrêtera le thermomètre ne sera pas exactement celle qu'avait le corps au moment où on l'avait mis en présence de ce thermomètre.
17. Faisons observer que la convention adoptée pour la mesure des températures est entièrement arbitraire. Non seulement nous pouvons faire choix d'un autre corps que le mercure, mais encore nous |)ouvons prendre pour température, au lieu de la valeur t définie par la relation précédente, la valeur d'une fonction Qz=f{i), assujettie seulement à la condition de croître constamment en môme temps que t. Cette dernière hypothèse permet, en effet, d'évaluer
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les températures, car si deux corps sont à des températures ditTérentes t^ et ^2, lorsqu'on adopte la convention énoncée plus haut, les valeurs 9, et 9j correspondantes sont aussi différentes; de plus, si ty est plus grand que t., 5, est également plus grand que 5.., puisque la fonction b est supposée croissante en même temps que t. Nous verrons plus tard l'importance de cette remarque, et nous verrons que la Thermodynamique nous fournit une définition rationnelle de ce qu'on peut appeler la température absolue, définition où ne ligure plus aucune convention de caractère arbitraire.
18. Quantité de chaleur. — Possédant un moyen de mesurer les températures, il est possible, à l'aide de nouvelles conventions, de mesurer les quantités de chaleur.
Si nous mettons en présence un corps A à une température ^0 et un corps B à une température supérieure à ^,, l'expérience montre que la température du premier s'élève, tandis que celle du second s'abaisse. Nous exprimons ce fait en disant que B cède de la chaleur à A.
Dans certains cas, l'un des corps, B par exemple, peut ne pas changer de température; c'est ce qui a lieu lorsque B est le siège d'un phénomène physique s'effectuant à température constante comme la fusion. Cependant, nous admettrons encore qu'il y a échange de chaleur et, si la température de A s'élève, nous dirons que la chaleur est cédée à ce corps par B. 11 peut même arriver qu'un corps cède de la chaleur, bien que sa température continue à s'élever; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on comi>rime un gaz; ce gaz s'échauffe, bien que, devenu |)lus chaud que les
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corps avoisinants, il leur cède de la chaleur par rayonnemeul et par conductibilité.
11 est donc nécessaire de donner une définition plus précise et à l'abri de ces objections.
i" Si un corps (ou un système de corps) B, soustrait à toute action extérieure, subit un changement d'état quelconque, nous dirons que la quantité de chaleur reçue par ce corps B est nulle.
2° Si un corps B est mis en présence d'un corps A et c|ue le système de ces deux corps soit soustrait à toute action extérieure; s'il subit un changement d'étal [3 pendant que le corps A subit un changement d'état a ; si, ensuite, un autre corps B' est mis en présence du même corps A et qu'il subisse un changement |3' pendant que le corps A subit le même changement a, c'est-à-dire part du même élat initial, pour aboutir au même état final en passant par les mêmes états intermédiaii'es, nous dirons que la quantité de chaleur reçue ou cédée par B pendant le changement [3 est égale à la quantité de chaleur reçue ou cédée par B' pendant le changement j3'.
3" Si un corps B est mis en présence de K kilogrammes du corps A et subit le changement j3, pendant que ces K kilogrammes subissent le changement a; si, ensuite, le corps B' est mis en présence de R' kilogrammes du même corps A, et subit le changement j3' pendant que ces K' kilogrammes subissent le même changement a ; nous dirons que la quantité de chaleur reçue par B dans le changement j3 est à celle que reçoit B' dans le changement (3' comme K est à K'.
4° Nous avons ainsi un moyen de définii* le rapport de
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deux quantités de chaleur quand ce rapport est posilil'; pour étendre la définition au cas où ce rapport est négatif, nous conviendrons de dire que la chaleur reçue par B dans le changement [3 est égale et de signe contraire à la chaleur reçue dans le changement inverse.
Pour que ces définitions soient acceptahles, il faut que le rapport ainsi défini ne dépende pas du corps A employé pour le mesurer et du changement a suhi par ce corps A ; c'est ce qui n'est nullement évident a priori, mais ce que Texpérience confirme. Nous verrons plus loin que ce fait exi)érimental est un cas particulier du principe de l'équivalence.
Le corps A employé à reconnaître l'égalité et l'inégalité des quantités de chaleur se nomme le corps calorimétrique.
19. Remarquons que dans le cas de la température nous avons, contrairement à ce que nous venons de faire pour la quantité de chaleur, spécifié la nature du corps thermométrique avant de définir ce qu'on entend par température plus élevée qu'une autre. Si tous les corps augmentaient de volume lorsque leur température s'élève, nous aurions pu, après la définition des températures égales, dire qu'un corps B est à une température plus élevée qu'un corps A, lorsque, ces corps étant mis en présence, le volume de B diminue tandis que celui de A augmente. Il en serait résulté quelques simplifications. Mais certains corps, l'eau, par exemple, diminuant de volume lorsque leur température augmente entre certains intervalles, nous ne pouvions adopter, pour la mesure des températures, le mode d'exposition que nous venons d'esquisser.
20. D'ailleurs, il esl nécessaire de faire choix d'un corps calorimétrique particulier lorsqu'on veut exprimer les cpiantités de chaleur par des nomhres.
Le corps calorimétricjue universellement adopté est l'eau à la température o.
L'unité de quantité de chaleur, la calorie, esl la quantité de chaleur nécessaire pour élever de o° à i°C. la température de l'^s d'eau. Par conséquent, lorsqu'un corps B mis en présence de n kilogrammes d'eau à o° élève leur température de 1°, nous dirons que B dégage n calories. Dans le cas contraire où B refroidit de i° à o° une masse d'eau de n kilogrammes, nous dirons que B absorbe n calories.
21. Relation fondamentale d'un corps. — La densité d'un corps dépend et de sa température t et de sa pression/^; par suite, le volume v occupé par l'unité de masse d'un corps, autrement dit le volume spécifique, dépend également de ces deux quantités. 11 existe donc une relation
entre le, volume spécifique, la température et la pression; c'est cette relation qu'on appelle la relation fondamentale du corps.
Il est facile d'en trouver l'expression pour les gaz obéissant aux lois de Mariolte et de Gay-Lussac.
D'après la loi de Mariotte le produit />(' est constant pour une même température; par conséquent /?(' est une fonction de t seulement. D'autre part, d'après la loi de Gay-Lussac, pour une pression constante, le volume est proportionnel
au binôme de dilatation i h ^/; jur est donc proportionnel
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à ce même binôme el nous pouvons écrire pr = R. 273-!-/).
Telle est la relation fomlameiitale d'un gaz parfait.
La quantité R qui y entre varie avec la nature du gaz considéré. 11 est facile de voir, d'après la manière dont cette quantité a été introduite, (lu'elle est inversement proportionnelle au poids spécifique du gaz.
22. Température absolue. — La relation fondamentale des gaz parfaits se réduit à
/?i=RT
si nous posons
Clausius a donné à la quantité T définie par celte relation le nom de température absolue.
Celte définition de Clausius soulève une objection gi'ave. Les gaz parfaits n'existent pas dans la nature; nous donnerons plus loin la véritable définition de la temi)érature absolue, définition qui nous alfrancbira de celle difficulté. Je me contenterai de dire pour le moment (|ue, si l'on convient
de poser
l étant la température centigrade définie plus haut, la relation caractéristique des gaz naturels différera peu de
RT
En considérant la température T ainsi définie la relation
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fondamentale d'un corps s'écrira
ou encore, en résolvant par rapport à T,
23. Chaleur spécifique à pression constante. — Supposons qu'on élève la température d'un corps de cfF en maintenant la pression constante, et soit dv l'augmentation de son volume spécifique.
Pour produire celle élévation de température il faut fournir au corps une quantité de chaleur CdT; c'est ce coefficient C qu'on appelle chaleur spécijîque à pression constante.
Cette quantité de chaleur peut s'exprimer autrement. Nous pouvons, en effet, considérer T comme une fonction de/> et de c; par conséquent
dj (i^ ,
dV^ -^dp -] — -j- di\ dp ^ dv
Mais, puisque, par hypotlièse, la pression demeure constante, cette égalité se réduit à
«1 =:^ -y- dv.
dv Par suite nous avons pour la quantité de chaleur cherchée
G d'ï ^ C ^ dv.
dv
Chaleur spécifique à volume constant. — Admettons
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maiiiieiKiiil que, pour une élévation de température cTT, la pression varie de r//>, le volume restant constant. Pour effectuer cette transformation le cor|)s emprunte à ceux qui l'environnent une quantité de chaleur cdT. Ce coefticientc est la chaleur spécijique à volume constant.
Comme précédemmeni cette (juanlité de chaleur peut se mettre sous une autre foime, qui est ici
c (Tï =z c -r- dp.
dp ^
25. Chaleur empruntée pendant une transformation élémentaire. — Si, pour une élévation de température dT, le volume spécifique varie de c/c en même temps que la pression varie de dj/ la f|uanlité de chaleur dQ empruntée aux cor[)s environnants est, à des inliniment petits près, égale à la somme des quantités trouvées dans les deux cas précédents. Nous avons donc
dO =-- C T- di' -r- c -j— dp.
dv dp
Remarquons que C et c sont des fonctions quelconques de p et de c La quantité de chaleur dQ n'est donc pas, en général, une différentielle exacte.
26. Représentation géométrique de l'état thermique dun corps. — Puisque les trois quantités p, v, T sont liées par la relation fondamentale, leurs valeurs sont déterminées quand on connaît les valeurs de deux d'entre elles, p et v, par exemple, ([u'on peut tiès lors regarder comme variables indépendantes. Par conséquent, si nous traçons deux axes
•26 THERMODYNAMIQUK.
de coordonnées rectangulaires O^ et Oc {fig. 2) et que nous portions en abscisse une longueur OP égale au volume spécifique d'un corps et en ordonnée une longueur PM égale à la pression du corps, au même instant, le point M
Fig. 2.
ainsi obtenu détermine complètement par sa position l'état thermique du corps, pourvu toutefois que la relation fondamentale soit connue.
Le point M est appelé le point représentatif de l'état du corps. Ce mode de représentation de l'état thermique d'un corps est dû à Clapeyron.
27. Courbes isothermes et courbes adiabatiques. — Lorsque l'état lliermique du corps varie d'une manière continue le point représentatif décrit une courbe. Parmi l'infinité de courbes qu'on peut ainsi obtenir deux sont particulièrement importantes à considérer.
Si nous supposons que la température reste constante pendant toute la transformation, la relation fondamentale du corps donne
/(/7, <') = const.
La courbe corresjjondant à celte équation et qui est celle
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que décrit le point représentatif pendant la transformation se nomme une isotherme.
Dans le cas oi^i la transformation s'effectue sans que le corps emprunte ou cède de la chaleur aux corps environnants la courbe décrite par le point M se nomme une adiabatique.
Pour avoir son équation il suffit d'écrire que la quantité de chaleur dQ, dont nous avons tiouvé précédemment l'expression (25), est égale à zéro; cette écpiation est donc
^.d'V , dT
C -r- dv -r c -r- dp = o
dv dp '
On voit immédialemeni que le coefficient angulaire de la tangente en un point de cette courbe a pour valeur
di dp
28. Conséquences de l'hypothèse de rindestructibilité du calorique. — Tout ce (jui précède subsiste, qu'il y ail, ou non, conservation du calorique.
Admettons que le calorique est indestructible, comme le faisaient tous les physiciens au début du xix' siècle, c'est admettre que la quantité de ce fluide contenue dans un corps reprend la même valeur quand le corps revient au même étal, quelle (|ue soit la transformation qu'il a subie. Par suite la quantité Q de calorique empruntée aux corps environnants dans une transformation ne doit dépendre que de l'état initial et de l'état final du corps qui se transforme. Ces états étant complètement définis par les valeurs corres-
'iS THERMODYNAMIQUE.
pondantes de p et de i>, Q est donc une fonction de ces variables ne dépendant que de leurs valeurs aux limites et ne dépendant pas de la manière dont s'effectuent leuri, variations. Or si dQ est la quantité de calorique absorbée dans une transformation élémentaire, Q a également pour valeur l'intégrale de dQ prise le long de la courbe décrite par le point figuratif. La valeur de cette intégrale ne dépend donc que des valeurs des variables aux limites, et, par suite, <^Q est une différentielle exacte.
Ainsi rby|)othèse de la conservation du calorique revient à admettre que «fQ est une différentielle exacte. La remarque que nous avons faite au paragraphe 25 suftitpour nous convaincre que cette hypothèse ne s'impose en aucune façon; nous verrons d'ailleurs plus loin qu'elle est fausse. Mais les anciens physiciens, croyant à l'existence matérielle du calorique, étaient amenés à l'admettre et |)ersonne au siècle dernier ne la mettait en doute.
29. Le frottement dégage de la chaleur. — Mais ces considérations théoriques n'étaient pas nécessaires pour faire douter de l'exactitude de l'hypothèse de l'indestructibilité du calorique; l'observation attentive des faits connus à la fin du xvni^ siècle pouvait suffire.
Le frottement dégage de la chaleur. La preuve en est constamment sous les yeux. De plus, la célèbre expérience de Hunjford à la fonderie de canons de Munich en était une démonstration péremptoire.
Mais, au lieu de voir dans ce phénomène une transformation du travail mécanique en chaleur, les physiciens en cherchèrent une explication conforme à leurs idées. Ils ad-
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mirent que la chaleur spécilK|ue des copeaux de bronze détachés du canon pendant l'opération du forage était inférieure à celle du bronze compact formant les canons euxmêmes. Ue là, disaient-ils, la mise en liberté d'une certaine quantité de calorique.
Le frottement étant toujours accom|)agné d'usure des corps en contact, l'explication précédente s'étendait à tous les cas.
L'élévation de température qui résulte de la compression des gaz s'expliquait d'une manière analogue : la capacité calorifique d'une masse gazeuse était supposée diminuer en même temps ((ue le volume.
30. Cejiendant Rumford ne s'était pas borné à montrer que le frottement dégage de la chaleur. Il avait, en outre, mesuré la chaleur spécifique du bronze des canons et celle de la limaille provenant du forage; il avait trouvé le même nombre. Ce résultat renversait l'explication que nous venons de rappeler.
Une autre expérience due à Davy avait la même conséquence. Davy avait constaté que, si l'on frotte l'un contre l'autre deux n)orceaux de glace, ils fondent. La chaleur spécifi(|ue de :'eau étant supérieure à celle de la glace, on ne pouvait attribuer la production de chaleur nécessaire à la fusion de la glace à une différence entre les chaleurs spécifiques du corps frotté et du corps provenant du flottement.
Mais les expériences de Rumford et de Davy passèrent inaperçues et la foi des physiciens dans le principe de la conservation du calorique n'en fut pas ébranlée.
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Ajoutons d'ailleurs que l'expérience de Rumford n'est pas aussi concluante qu'elle le paraît de prime abord. En effet, si Q et Q' sont les quanlités de calorique respectivement contenues dans le bronze compact et dans la limaille, il suffit pour l'explication du résultat de l'expérience que l'on ait Q > Q'. Or, en trouvant le même nombre pour les chaleurs spécifiques de ces corps, Rumford a seulement
démontre que pour les températures ordmaues —■ = -pr^)
ce qui ne démontre pas l'inexactitude de l'inégalité précédente, mais suffirait pour rendre invraisemblable l'explication des anciens physiciens.
CHAPITRE III
LES TRAVAUX DE SADl CAUNOT
31. Les premiers travaux de Sadi Carnot. — Tel était l'élat de la (|iiestion lorsque Sadi Cainot eiilreprit des lecliorches [miif se rendre coiiiiiie de la produclioii de travail par la chaleur dégagée par la combustion du charbon dans les machines à vapeur, machines qui commençaient à être employées dans l'industrie. Ses premiers travaux, publiés en 1824 dans un Mémoire intitulé : Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les moyens propres à la dé\'elopper, portent i'em[)reinle des idées de l'époque : ils s'appuient sur le |)rincipe de la conservation du calorique.
Outre ce |)rincipe, (]arnot admet l'impossibilité du mouvement perpétuel. Cette dernière vérité venait cependant d'être con'estéeà propos de la pile de Volta. L'usure du zinc tians la pile étant alors considérée comme accidentelle, cet appareil était regardé comme pouvant fournir indéfiniment de l'énergie sans jamais en recevoir.
Ainsi des deux principes adoptés par Cartiol : l'un, celui de la conservation du calùri(|ue, était faux; l'autre, celui de l'impossibilité du mouvement perpétuel, était exact. Cependant le premier était universellement admis; le second, qui
aurait dû être à l'abri de toute critique, était l'objet de vives attaques.
L'introduction du premier principe devait nécessairement conduire Carnot à des résultats inexacts. Néainnoins leur importance historique est trop grande pour qu'il soit permis de les passer sous silence. D'ailleurs l'élude des premiers travaux de Carnot s'impose à un autre point de vue. C'est sur les débris de la théorie inexacte, qui leur servait de base, qu'on a construit le second princi|)e de la Thermodynamique : le principe de Carnot. C'est à ce double titre que nous les exposerons.
32. Travail correspondant à un coup de piston. — Cherchons l'expression du travail correspondant à un coup de piston dans une machine à feu.
Soit ç le volume de i^s du corps C, eau ou autre matière, employé dans cette machine à la production du travail, et soit/> la pression de ce corps. A la vérité, cette pression n'a pas la même valeur en tous les points du corps lorsque le piston se déplace; pour qu'il en soit ainsi il faudrait, théoriquement, que le déplacement du piston soit infiniment lent. Nous admettrons cependant que cette pression est uniforme, car autrement la quantité p n'aurait aucune signification précise et nous ne pourrions l'introduire dans le calcul. D'ailleurs, cette hypothèse n'est pas loin d'être réalisée en pratique.
Keprésentons géométriquement l'état thermique du corps C. Au premier abord, il semble que la courbe représentative des transformations qu'il subit pendant le fonctionnement de la machine no puisse jamais être fermée.
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Ainsi, par exoinplc, l'eau transformée en vapeur dans la chaudière d'une machine à va|ieur se perd dans le coiidenseiu' après avoir agi sm- le piston: elle ne revient donc jias à soti état initial. Toutefois, il est possihle, théoriquement du moins, d'obienir ime courbe fermée. En effet, nous pouvons supposer que l'eau provenant de la condensation de la vapeur nécessaire à un coup de piston est portée, par la pompe alimentaire, du condenseur à la chaudière où elle se vaporise de nouveau pour agir sur le piston. Dans ces conditions, cette eau suffit pour assurer le jeu de la machine et elle repasse périodiquement par les mêmes états; en d'autres termes, suivant l'expression consacrée, elle accomplit une série de cycles fermés dont chacun correspond à un coup de piston et (lui esl représenté par une courbe fermée. Des considérations analogues s'appliqueraient à une machine fonctionnant avec une autre matière que l'eau. Nous pouvons donc supposer que, dans tous les cas, la courbe correspondant à un coup de piston est fermée.
33. Désignons par Çl la siuface du piston et supposons que la masse du corfis enfermé dans le corps de pompe soit égale à i''^; le volume de ce cor[)S est alors v. Si le piston s'avance d'une longueur dl ce volume s'accroît de
dv — a dl.
Eu même temps le |)iston effectue un travail
d-: = pÇldl=pdi-.
Pour avoir le travail etfectué pendant un coup de piston il
suffit de prendre l'intégrale de cette quantité le long de la
courbe fermée AMBN {fig. 3) qui représente la transformation correspondante. Ce travail est donc égal à Taire limitée par cette courbe; il est positif, si le point représentatif décrit cette courbe dans le sens dos aiguilles d'une
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montre; il est négatif, si la courbe est décrite dans le sens rétrograde.
Si, au lieu de contenir i''s de matière, le corps de pompe en contenait n, la variation du volume Q.dl résultant d'un déplacement dl du piston serait le produit de n par la variation dv du volume spécifique; nous aurions donc
et
n dx ^Q.dl dz ^pi2 dl ^= np dv.
Ainsi le travail correspondant à un déplacement du piston est proportionnel à la masse du corps contenu dans le corps de pompe. Pour simplifier, nous supposerons généralement qiie la masse du corps qui se transforme est égale à l'unité.
34. Source chaude et source froide. — Traçons les deux adiabati(pies CI) et EF tangentes en A et H à la courbe AMBN.
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Quand le point repiésentalil" décrit cette courbe, il coupe les adiabatiques intermédiaires dans des sens différents suivant qu'il se meut sur l'arc AMB ou sur l'arc HNA. Par conséquent, si, pour un déplacement infiniment petit sur l'arc AMB, la cbaleur empruntée par le corps qui se transforme est positive, pour un déplacement sur l'arc BNA, la cb aleur empruntée est négative. Le corps emprunte donc de la chaleur pendant la porlion du cycle correspondant au premier arc, tandis qu'il en cède pendant la ()ortion qui correspond au second. Or, un corps ne peut emprunter de la chaleur qu'à des corps à une température plus élevée et ne peut en céder qu'à des corps à une plus basse température que lui. Une machine thermique doit donc comprendre, outre le corps C qui se transforme, des corps chauds et des corps froids. Les premiers sont désignés sous le nom collectif de source chaude, les seconds constituent la source froide.
Nous considérerons chacune de ces sources comme formée d'un seul corps de masse assez grande pour qu'on puisse négliger les variations de température résultant des emprunts ou des apports de cbaleur qui leur sont faits. Nous désignerons par Tj la température de la source chaude, par T2 celle de la source froide.
35. La quantité de chaleur empruntée à la source chaude est cédée tout entière à la source froide. — Considérons les quantités de cbaleur que, pendant la durée d'un coup de piston, le corps C emprunte à la source chaude et cède à la source froide. Soient Q, la première quantité, Q., la seconde. Puisque le corps C reprend le même état à la fin de chaque
coup de piston, il ne peut emmagasiner de la chaleur. Si donc nous admettons la conservation du calorique, les quantités de clialeur Qi et Q, doivent être égales. C'est à cette conclusion qu'arrive Carnot.
Nous savons aujourd'hui que l'on a Qi> Q^.
Mais, si ce premier résultat des travaux de Carnot est inexact, d'autres résultats plus importants sont restés vrais. Avant de les énoncer et d'exposer le raisonnement suivi par Carnot pour y parvenir, donnons quelques notions indispensahles sur ce qu'on doit entendre par réversibilité d'un cycle. J'appelle towt de suite l'atlention sur un résultat sur lequel nous insisterons au n° 39, c'est que dans la nature un cycle ne peut jamais être qu'à peu près réversible.
36. Réversibilité du cycle d'une machine. — Pour que le cycle décrit par le corps C, qui se transforme dans une machine, soil réversible, il faut d'abord que ce corps puisse parcourir ce cycle en sens inverse. Généralement celte condition est satisfaite; ainsi, dans le cas d'une machine à vapeur, on peut faire marcher cette machine à contrevapeur. Mais on sait que, si cette condition est nécessaire, elle n'est pas suffisante.
Considérons les échanges de chaleur qui ont lieu entre le corps C et les sources lorsque la machine fonctionne dans le sens direct et dans le sens inverse.
Puisque nous avons supposé (lue C emprunte de la chaleur lorsque le point représentatif se meut sur l'arc AMB dans le sens indiqué par l'ordre des lettres, ce corps doit abandonner la même quantité de chaleur quand le point représentatif se déplace en sens inverse BMA. D'autre part.
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nous avons vu que hi lenipérature T, de la source chaude doit toujours être supérieure à celle du corps C dans un quelconque de ses états. Par conséquent, [luisfpi'un corps ne peut céder de la chaleur à un autre dont la lenipérature est plus élevée, la chaleur ahandonnée par C, pour la portion BMA du cycle fju'il décrit dans le fonctionnement inverse de la machine, ne pourra être cédée à la source chaude. Comme il n'y a que deux sources, cette chaleur est nécessairement cédée à la source froide. Des raisons analogues nous feraient voir que le corps C ein|)rurite de la chaleur lorsqu'il décrit le cycle ANB et que cette chalein- ne peut provenir que de la source chaude.
En résumé, dans le mouvement direct de la machine, le corps (j i)roduil un travail t en em|)runlanl une quantité de chaleur Qi à la source chaude et en cédant la quantité Qi à la source froide; dans le mouvement inverse, le travail produit est — r, |)uisque le cycle est parcouru en sens inverse, et en même temps une quantité de chaleur Q, est cédée à la source froide tandis que la quantité Q2 est empruntée à la source chaude. Il n'y a donc pas inversion complète dans les échanges de chaleur; par conséquent, en général, le cycle d'une machine thermiiiue n'est pas réversible.
37. Conditions de réversibilité d'une transformation élémentaire. — Considérons une transformation élémentaire du corps C et soit MM' l'élément de courbe correspondant. Désignons par A la source qui fournit la quantité de chaleur absorbée par le corps C pendant cette transformation.
Cette transformation sera réversible si, lorsque le point
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représeiitalif revient de M' en M, la quanlilé de chaleur dégagée par C est absorbée par le corps A.
Celle condition est évidemment réalisée si dQ est nul, c'est-à-dire si l'arc MM' appartient à une adiabatique.
Elle l'est encore, du moins théoriquement, dans un autre cas : c'est lorsque la température du corps C reste constamment égale à celle de A, c'est-à-dire lorsque la transformation de C est isotherme.
38. Cycle de Carnet. — Pour qu'un cycle fini soit réversible, il faut nécessairement que chacun des éléments du cycle soit réversible. D'après ce qui précède, un cycle réversible ne peut donc être composé que de portions d'isothermes et d'adiabatiques. Le plus simple de ces cycles
Fig. 4.
comprend au moins deux isothermes AB et CD {/ig. 4) coupées par deux adiabatiques Al) et BC. Ce cycle a été considéré par Carnot et, pour cette raison, il porte le nom de cycle de Carnot.
Assurons-nous qu'un tel cycle est bien réversible.
Lorsque ce cycle est parcouru dans le sens direct ABCD,
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le travail r produit est |)ositifel é;::al à l'aire du cycle. Ouand le point liguralif va de A en B, le coips C emprunte une quantité de chaleur O, à une source que l'on [X'ut supposer à la température T, de l'isotherme AB; pour la portion BC, il n'y a pas d'échange de chaleur; |)our la portion CU, le corps C cède une quantité de chaleur Qa que l'on peut supposer absorbée par une source à la température 1% de cette isotherme; enfin, le long de l'adiahatique l)A, le corps C n'emprunte ni ne cède de chaleur.
Décrivons le cycle dans le sens inverse ADCB. Le travail produit, toujours égal en valeur absolue à l'aire du cycle, est alors négatif; il est donc — t. Pour les échanges de chaleur, nous n'avons à considérer que les isothermes DC et BA. Quand le point figuratif décrii la |)remière, le corps emprunte une quantité de chaleur Q2 et cet emprunt peut être fait à la source froide puisque sa température est égale à celle que possède le corps pendant cette transformation ; on peut donc dii'e que, le long de l'isotherme DC, le corps cède une (juantité de chaleur — Qo à la source fioide. Pour des raisons analogues, nous pouvons dire que, pendant la transformation isotherme BA, le corps C emprunte une quantité de chaleur — Q, à la source chaude.
Par conséquent, lorsqu'on renverse le sens des transformations, le travail et les quantités de chaleur empruntées ou cédées à chacune des sources changent de signe. Le cycle est donc bien réversible.
39. Toutefois il y a une petite difficulté à admettre qu'une transformation isotherme est réversible. Il ne suffit pas, pour qu'un corps C puisse emprunter de la chaleur à une
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source A, que la lempéralure de celle-ci soit égale à celle du corps C; il faut qu'elle lui soit supérieure. De même, pour que (] puisse céder de la chaleur à une source B il faut que la température de cette source soit inférieure à celle du corps. Par conséquent, si ïi et ï, senties températures des deux sources, le corps C ne pourra décrire les isothermes AB et CD correspondant à ces deux températures. Le cycle de Carnot décrit par C dans le mouvement tlirect ne sera donc pas ÂBCD, mais A'B'C'D', A'B' et CD' étant deux isothermes comprises entre AB et CD. Dans le mouvement inverse le cycle décrit sera A"B"C"D".
En toute rigueur, le cycle ABCD n'est donc pas réversihle. Néanmoins, il ])eut être considéré comme tel, à la limite, car on peut supposer aussi petites qu'on veut les différences de température entre C et les sotnxes et, par conséquent, faire difl'érer aussi peu qu'on le veut les cycles A'B'C'D' et A"B"C"I)" du cycle ABCD.
Si l'on ai)pelle alors t, t' et t" les aires des trois cycles ABCD, A'B'C'D', A"B"C"D" (c'est-à-dire le travail effectué pendant ces trois cycles); si l'on ap|)elle Q,, Q\, Q[ la quantité de chaleur absorhée par C quand on décrit les isothermes AB, A'B', A"B"; Q,, Q'., Q'I les quantités de chaleur cédées par C quand on décrit les isothermes CD, CD', C'D", on peut rendre aussi petites que l'on veut les différences
ce qui suffit i)our rendre rigoureux les raisonnements qui vont suivre.
Les cycles naturels sont donc tous irréversibles; mais on
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peut en construire qui clitTèi-enl 1res peu d'un cycle réversible. La différence peut devcMiir aussi petite <]u'on le veut, mais à la condition cpie le cycle soit parcouru (rime façon infiniment lente.
40. Le coefficient économique d'un cycle de Carnet est maximum. — On apjielle rendement ou coefficient économique d'un cycle le rapport -^ de la quantité de travail pro-
duite à la (luanlité de chaleur empruntée à la source chaude.
Considérons deux machines M et M' fonctionnant entre les mêmes limites de température T, et T,. Supposons que le corps C qui se transforme dans la première décrive un cycle de Carnot et que le corps C de la machine M' décrive un cycle quelconque. Carnot démontre que dans ces conditions le coefficient économique de la machine M' est au plus égal à celui de M. En d'autres termes, on doit avoir
t' étant le travail correspondant au second cycle, et Q', la chaleur empruntée à la source chaude par (7, lorsque ce corps (lécril ce cycle.
41. Carnot arrive à ce résultat en démontrant que l'hypothèse
conduit à admettre la possibilité du mouvement perpétuel. ^ oici son raisonnement.
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Les deux machines fonctionnant entre les mêmes limites de température, on peut supposer que, dans l'une et l'autre, la chaleur empruntée provient d'une même source chaude et que la chaleur cédée est absorbée par une même source froide. De plus on peut accoupler les deux machines de telle sorte que M' marche dans le sens direct et M dans le sens inverse. On réalise ainsi une machine thermique complexe fonctionnant entre deux sources.
Le cycle de la machine M étant réversible, puisque c'est un cycle de Carnot, le travail produit et les quantités de chaleur échangées avec les sources ne font que changer de signe quand on intervertit le sens du mouvement de cette machine. Par conséquent, si ni et m' sont les poids des corps C et C qui entrent en jeu à chaque coup de piston, le travail résultant d'un coup de piston, lorsque les machines sont accouplées comme il vient d'être dit, a pour
valeur
La chaleur empruntée à la source chaude est m'Q'j — mQi, et celle qui est cédée à la source froide //i'Q', — mQ,.
Or, on peut choisir m et m' de telle sorte que la premièi^^e de ces quantités soit nulle; il suffit qu'on ait
A étant une quantité quelconque.
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Dans ces conditions le travail de la machine complexe a pour valeur
c'est donc une quantité positive, d'après l'hypothèse provisoirement admise.
Mais, si l'on admet le principe de la conservation du calorif|ue, il ne peut y avoir de chaleur cédée à la source froide quand aucun emprunt n'est fait à la source chaude. Par conséquent, à la fin d'un coup de piston les deux sources sont dans les mêmes conditions qu'au commencement. Un travail positif est donc obtenu sans aucune modification des sources de chaleur. Le même fait se reproduisant à chaque coup de piston, le mouvement perpétuel serait donc possible; ce qui est absurde.
(^n sait que, quoique ce raisonnement repose sur une notion inexacte, la conclusion est juste.
42. Le coefficient économique d'un cycle de Carnet ne dépend pas du corps transformé. — Le théorème précédent a une conséquence imi)ortante.
Supposons que le cycle de la machine M soit également un cycle de Carnot. On doit alors avoir, d'après ce qui précède,
Mais on a aussi, puisque le cycle de la machine M est un cycle de Carnot,
Il faut donc que l'on ait
Ainsi, lorsque deux corps C et C décrivent deux cycles de Carnot, entre les mêmes limites de température, les coefficients économiques des deux cycles sont égaux. Le coefficient économique d'un même cycle ne dépend donc pas de la nature du corps transformé.
Cette conséquence avait une grande importance pratique. 11 en résultait que, quel que soit le corps employé, une machine thermique possède le même rendement lorsque ce corps décrit un cycle de Carnot. Il devenait donc inutile de chercher à augmenter ce rendement en remplaçant la vapeur d'eau par un autre corps; il suffisait de perfectionner les machines à vapeur d'eau, de manière que le cycle décrit par celte vapeur se rapproche le plus possible d'un cycle de Carnot.
Depuis cette même conséquence a acquis une égale importance théorique; elle est devenue le principe de Carnot.
43. Fonction de Carnot. — Puisque le coefficient économique d'un cycle de Carnot ne dépend pas du corps transformé, il ne peut dépendre que des températures T] et T, tles isothermes du cycle; posons donc
C'est à cette fonction /qu'on a donné le nom de /onction de Carnot. Carnot n'en a pas cherché la valeur.
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Voyons cependant à quelles conséquences iJ aurait été conduit s'il avait entrepris celte reclierclie.
Considérons trois isothermes AB, CD, EF {fig. 5) correspondant aux températures T,, Tj, T3 et coupées par deux adiabatiques AE et BF; nous obtenons ainsi trois cycles de Carnol ABDC, CDFE et ABFE. Soient t et t' les travaux acconiplis par un corps qui déciil le premier et le second ; le travail correspondant au troisième sera t + t'. Soient encore Q,, Qo, Q3 les quantités de chaleur empruntées par un corps lorsque le point représentatif de son état décrit les isoiliernies AB, CD, EF. Quand le corps décrit le cycle ABDC, il emprunte donc une quantité de chaleur Q, à une source à température Ti et en cède une quantité Q^ à une source à température T2 ; par suite Q,= 0,, si l'on admet l'indestructibililé du calorique. Pour la même raison Q2=Q3. Posons Q,= Q2=Q3=Q-
Nous avons alors pour les coefficients économiques des trois cycles de la figure
^=/(T., T2), ^=/(T2, Ta),
• jSous en déduisons
/(T.,T2)=/(T„T3)-/(T.3/r3), e1, si nous regardons T3 comme une constante,
La fonction de Carnot serait donc la différence des deux fonctions d'une seule variable dépendant l'une de la tempé-
Fig. 5.
rature Tj de la source chaude, l'autre de la température T^ de la source froide.
44. Celte propriété de la fonction de Carnot a été reconnue fausse. Elle est cependant intéressante, car elle nous montre l'idée que Carnot pouvait se faire sur la conservation de l'énergie.
Soit W l'énergie sensible d'un corps; nous verrons (54) que ^Q/(T) est son énergie calorifique; l'énergie totale est donc
Si nous faisons décrire au corps un cycle de Carnot, W diminue de z et l'énergie calorifique augmente de
Ces deux quantités sont égales puisqu'on a
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L'énergie totale ne varie donc pas.
Mais, si le cycle décrit par le corps est quelconque, lerap-
port Yi l'elatif à ce cycle est au [»lus égal à celui d'un cycle
de Carnot. Par conséquent
L'énergie totale doit donc, en général, aller constamment en diminuant.
C'est à cette idée que Carnot se ralliait ; d'autres considérations que les précédentes l'y avaient conduit.
45. Quelques applications aux chaleurs spécifiques des gaz. — Dans le Mémoire de Carnot on trouve quelques remarques intéressantes sur les chaleurs spécifiques des gaz.
Prenons un cycle de Carnot infiniment petit ABCI) {Jiff. 6).
Fi g. 6.
Soient
p, (', T, la pression, le volume spécifique et la température du corps qui se transforme (|uand son point représentatif est en A;
p-\-dp, V -\- dv, V, les valeurs des mêmes quantités relatives au point B;
/j— ùp, V — àv, T — ôT, celles qui se rapportent au point I).
Le traviiil accompli quand le corps décrit le cycle est égal à la surface de ce cycle que l'on peut assimiler à un parallélogramme; on a donc
T =z ôp clv — (5r dp.
La quantité de calorique r/Q empruntée à la source chaude le long de l'isotherme AB est, par suite de l'hypothèse de l'indestructibilité du calorique, une différentielle exacte (28) ; par conséquent
clv dp
La température ne variant pas le long de AB, nous avons
( 2 ) <^r = G = -- dv -h -r- dp.
dv dp '
L'adiabatique AD nous fournil les deux équations
/ ON ji"w dQ ^ dQ .
(3) dQ=o=^o.+ J^Sp,
, / X ^rp dT ^ dT ,
dv dp ^
Multiplions l'équation (i) par la dernière, l'équation (2) par la troisième, et retranchons; nous obtenons
ou
'^0 ^^T rfQ d'ï
(5) «fQ^T = T, --^-— —
\av dp dp dv
Mais, d'après l'expression trouvée précédemment (43)
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pour la fonction de (^arnol, le coefficient économique du cycle est
-^^=z/(T)-/(T-ÔT);
par suite
T = .^QÔT/'(T).
En portant cette valeur de r dans l'égalité (5), nous avons clQ clT clQ dT I
dv dp dp dv /'(T;
Ce résultat n'aurait aujourd'hui aucune signification; transformons-le en introduisant les chaleurs spécifiques. Des définitions de ces quantités (23 et 24) nous tirons
et
La relation (6) peut donc s'écrire
^ï dT I
dp d^ /'(T)
46. Appliquons cette formule aux gaz parfaits. Pour ces corps
par suite
d'ï t' dT __ p
et en portant ces valeurs des dérivées partielles de T p. 4
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dans (9) on obtient
(10) ~lî~ ~ T/'{T} —^^^^-
La différence des clialeurs spécifiques d'un même gaz doit donc n'être fonction que de la température. On sait aujourd'hui que cette fonction se réduit à une constante.
De la relation (10) nous tirons
c = C— R0, et, en portant cette valeur de c dans (8), nous avons
—7— — Li -^ i\yy -7— j
dp dp dp
ou, en tenant compte de la valeur précédemment trouvée
pour -7- > ' ap
dp dp K dp
Multiplions cette égalité par dp et ajoutons au produit ainsi obtenu celui des deux membres de l'égalité (7) par dv; nous obtenons
dQ, dQ , ^dT, ^.dT dv dp dv di
dv H- ^^ dp = C^^ dv 4- C ~ dp — 0 c dp, 0 dv dp
OU
(il) dq^CdT — Qvdp.
Considérons le produit
Il 0 dT rr: R 0 /'il ^r -h ^ dp\ .
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Si nous y remplaçons les dérivées partielle? de T par leurs valeurs, nous avons
el par conséquent, en additionnant avec l'égalité (i i), rfO -+- R0 ^ = C ^T 4- Qp dv.
Le premier membre est une ditïérentielle exacte, car, d'une part,<YQ en est une d'après l'hypothèse de la conservation du calorique, et, d'autre part, H0(/T doit également l'être puisque 0 est une fonction de T seulement; par conséquent le second membre est une différentielle exacte. Nous avons d(jnc, en prenant ï et c comme variables indépendantes,
dC _ dQp
7h '" 'dT '
ou, en remplaçant /> par la valeur tirée de la relation fondamentale,
dCn dQT
dv i> dT
Si nous intégrons par ra[)port à v nous obtenons C = R^logr + 9(T).
47. Après avoir démontré cette formule, Carnot ajoute que les expériences semblent prouver que C est indépendant de la température. Considérant ces expériences comme peu probantes il ne chercha pas les conséquences de leur résultat. Il aurait pu cependant en déduire la vaieiu- de la fonction /'(ï,, Tj).
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En effet, si C est constant, la fonction cp(T) introduite par l'intégration doit se réduire à une constante et, de plus, on doit avoir
B étant aussi une constante. Il résulte
0T=:B(T-To),
et, si l'on se reporte à l'expression que nous avons désignée par 0,
Par conséquent
et
/(T)=glog(T-ï„
On a donc pour la fonction de Carnot
/(T„ T,) =:/(!,) -/(T,) = ^- [log(ï, - TJ - log(T,- To)]
ou
/(T„T,) = ^logpj,
Celle expiession de la fonction, rigoureusement déduite des principes admis par Carnot, est inexacte. On sait aujourd'liui ([ue celte fonction a pour ex[>ression
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Quoi qu'il en soit de son exactitude elle aurait amené Carnot à découvrir la constance de la différence (] — c. En effet, si dans la formule (lo) nous remplaçons/'(T) par sa valeur (i ■:>.), nous obtenons
égalité dont le second membre se réduit à la constante B quand ou suppose To^= o.
48. Dernières idées de Sadi Carnot. — Déjà, dans les dernières pages du Mémoire dont nous venons d'esquisser les principales lignes, Carnot conçoil des doutes sur la légitimité de l'bypothèse de la conservation du calorique.
Parmi les raisons qui l'ont amené à ce doute les expériences de Rumford et de Davy sur le frottement tiennent probablement le premier rang. Mais des raisons d'une autre nature semblent aussi avoir contribué à ce changement d'idées.
A celle épuf|ue la discussion entre les partisans de la théorie de l'émission et les partisans de la théorie des ondulations de la lumière était à sa période aiguë et les argumenis de ces dtirniers commençaient à avoir une portée décisive pour le triomphe de la lliéorie qu'ils soutenaient. La lumière paraissait donc déjà devoir être considérée comme une manifestation du mouvement moléculaire. D'autre part, des expériences récentes montraient l'identité de la lumière et de la chaleur rayonnante; cette dernière devait donc également provenir d'un mouvement. 11 devenait dès lors naturel de considérer l'état thermique d'un
corps comme résultant du mouvement de ses molécules matérielles et de voir dans la chaleur une transformation des mouvements sensibles. D'ailleurs cette hypothèse n'était pas nouvelle; elle avait été introduite deux siècles auparavant, mais sans aucune raison scientifique, par François Bacon, puis par Boyle, puis reprise plus tard par Euler. La théorie de Fresnel n'apportait donc, en réalité, qu'une confirmation partielle d'une hypothèse déjà ancienne.
49. Quoi qu'il en soit, quelque temps avant sa mort prématurée, Carnot possédait sur la chaleur des idées tout à fait conformes à nos idées actuelles. Il les consigna dans des Notes manuscrites qui restèrent ignorées jusqu'en 1871 ; leur lecture ne laisse aucun doute sur l'importance des progrès qui seraient résultés d'une publication plus hàlive.
Nous y trouvons en effet :
« La chaleur n'est autre chose que la puissance motrice, ou plutôt que le mouvement qui a changé de forme. C'est un mouvement dans les particules du corps. Partout oi^i il y a destruction de force motrice, il y a en même temps production de chaleur en quantité précisément proportionnelle à la quantité de puissance motrice détruite. Réciproquement : partout où il y a destruction de chaleur, il y a destruction de puissance motrice», et « l'on peut poser en thèse générale que la puissance motrice est en quantité invariable dans la nature; qu'elle n'est jamais, à proprement parler, produite ou détruite. A la vérité, elle change de forme, c'est-à-dire qu'elle produit tantôt un genre de mouvement, tantôt un autre, mais elle n'est jamais anéantie. »
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Pouvait-on exprimer d'une manière plus claire et plus précise le princi|)e de la conservation de Ténergie?
Carnol donne même le nombre exprimant le nombre d'unités de chaleur correspondant à l'unité de puissance motrice : la production de i unité de puissance (iooo''8 élevés à i™) nécessite la destruction de 2,70 unités de chaleur. De ces nombres on déduit 870 pour l'équivalecit mécanique de la chaleur.
Carnot ne dit pas comment il est parvenu au nombre qu'il indique |)our l'équivalent calorifique de la puissance motrice. Il est cependant probable qu'il l'a déduit des chaleurs spécifiques des gaz. Si l'on fait le calcul en prenant pour C et c les valeur-s admises à l'époque, on trouve en effet le nombre de Carnot. C'est aussi ce môme nombre que Mayer obtint i5 ans plus lard par cette méthode.
CHAPITRE IV
LE PRIiNCIPE DE L'ÉQUIVALENCE.
50. Les hypothèses moléculaires. — S'il est présiimable que la théorie des ondulations en Optique n'est pas étrangère à l'évolution des idées de Carnot sur la chaleur, les admirables travaux de Physique mathématique entrepris à cette époque par Laplace, Cauchy, Lamé, Poisson, Fourier paraissent avoir exercé la même influence sur les contemporains et successeurs de Carnot.
Dans ces travaux les corps sont considérés comme formés de molécules matérielles agissant les unes sur les autres suivant les droites qui les joignent deux à deux, et d'après une loi ne dépendant que de la distance; de plus l'action égale la réaction; en un mot, les forces moléculaires sont supposées centrales.
Sans discuter ici la légitimité de cette hypothèse, nous allons montrer qu'elle conduit au principe de l'équivalence. C'est là certainement l'explication de la découverte simultanée de ce principe par Mayer, Joule et Colding.
51. Énergie interne d'un système isolé. — Considérons un système de corps matériels isolé. Deux sortes de forces
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agisseiU sur ce syslèiue : les forces sensibles s'exercant à dislance, el les forces moléculaires s'exercant entre molécules à des distances 1res petites. Les unes et les autres étant supposées centrales admettent une fonction des forces et, par conséquent, ainsi que nous l'avons démontré (7), il y a conservation de l'énergie dans ce système. Soient — \ la fonction des forces dues aux forces qui s'exercent à distance sensible, — \\ celle qui est due aux forces moléculaires, qui ne sont sensibles qu'à des distances infiniment petites. L'énergie potentielle totale sera V -h \',.
Un tbéorème bien connu de Mécanique nous apprend que la force vive d'un corps est égale à la somme de la force vive de translation (c'est-à-dire de la force vive (pi'il aurait si toute sa masse était concentrée en son centre de gravité) et de la force vive due au mouvement relatif du corps par rapport à son centre de gravité. Décomposons alors notre corps en éléments de volume très petits d'une manière absolue, mais contenant un très grand nombre de molécules. Soient >,) la demi-force vive de translation d'un de ces éléments, oj, la demi-force vive due à son mouvement relatif par rai)port à son centre de gravité. Soient
les sommations étant étendues à tous les éléments; la demiforce vive totale sera W — W,, et le piincipe de la conservation de l'énergie donnera
W -h W, -+- V -h Vi = const.
ou, en désignant par L la somme N— ^Vl^\'l des deux
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sortes d'énergie moléculaire et de l'énergie potentielle sensible,
W + U = const.
La quantité U est appelée Vénergie interne du système : elle dépend nécessairement des positions relatives des molécules des corps et de leurs vitesses.
Dans la plupart des applications, V est négligeable, ce qui permet d'écrire
La quantité U est accessible à l'expérience, ainsi qu'on le verra plus clairement plus loin; mais nous n'avons aucun moyen, même en admettant la légitimité de l'hypothèse des forces centrales dont nous déduisons ici les conséquences, de calculer séparément Vj et W,.
52. Nature des forces de frottement. — Il arrivera en général que dans le système considéré s'exerceront des forces de frottement. Ces forces dépendant des vitesses de leurs points d'applications ne peuvent pas admettre de fonction des forces. Mais, dans l'hypothèse que nous examinons ici, ces forces de frottement ne seraient que des forces apparentes, et les forces réelles qui produiraient les effets que nous leur attribuons seraient des forces moléculaires centrales. Ces forces réelles ne dépendraient donc pas des vitesses des molécules, mais seulement de leurs positions, et admettraient une fonction tles forces.
53. Extension du principe de la conservation de 1 énergie. — Dans l'hypothèse que nous examinons ici, la
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chaleur ne serait que la manifestation ties luuuvemenls moléculaires: la tem|iéralure d'un corps (et il eu serait de même en ji;énéral de toutes les variables qui définissent son état thermique) serait une fonction dépendant seulement des positions de ses diverses molécules et de leurs vitesses.
Généralisant celte hypothèse, nous i)Ourrons su|)poser que tout étal physique d'un corps, tel que son état d'éiec- Irisalion, résulte de la nature des mouvements moléculaires. Alors l'état physique des corjjs du système peut varier sans qu'il cesse d'y avoir conservation de l'énergie.
Ainsi les principes généraux de la Mécanique conduisent à la démonstration du principe de la conservation de l'énergie 'lorsqu'on atlmet que les forces de frottement et l'état physique d'un corps résultent des actions moléculaires, et que ces actions sont centrales.
Si donc un système quelconque est soustrait à toute
action extérieure, on aura, comme nous l'avons vu plus
haut,
U H- W := const.
Si ce système est soumis à l'action des forces extérieures et
que d- représente le travail de ces forces pendant une
transformation infiniment petite du système, on aura
{voir § 8; :
ck — d\2 + dW.
54. Équivalence du travail et de la chaleur. — Appliquons ce principe, ainsi entenilu, à un système de corps ({ui décrivent un cycle, où l'on fait varier non seulement leurs positions et leurs vitesses, mais leur état thermique, mais dont un seul, un calorimètre, peut, quand le cycle est
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entièrement parcouru, avoir changé d'état thermique. Faisons subir à ce système une série quelconque de transformations pendant lesquelles les corps ne peuvent ni céder ni emprunter de chaleur à l'extérieur du système, mais peuvent soit échanger entre eux de la chaleur, soit produire ou absorber du travail; de plus, supposons qu'à la fin de cette série de transformations les corps reprennent leur état thermique, leurs positions et leurs vitesses iirimitives, à l'exception du calorimètre qui reprendra sa position et sa vitesse initiale, mais dont la température aura pu changer. Dans ces conditions, la variation de l'énergie totale du système se réduit à la variation AU de l'énergie interne du calorimètre, et elle est égale au travail t produit par les forces extérieures; nous avons donc
AU=r.
Supposons que l'état thermique du calorimètre ne dépende que de sa température; c'est ce qui arrivera, par exemple, si le calorimètre se réduit à une certaine masse (l'eau sous pression constante.
L'énergie interne U du calorimètre est une fonction de sa température 6; en outre, elle est évidemment proportionnelle à la masse du corps calorimétrique; soit n cette masse exprimée en kilogrammes; nous pouvons poser
Si dd est l'élévation de temi)érature du calorimètre résultant des transformations du système, nous avons
M]z=z,if'{9)dd.
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Mais, si nous supiiosons que le corps caloriinélrique est l'eau, n.M représente la quaiililé de chaleur Q nécessaire à celle élévation de tempéralure, c'est-à-dire la quanlité de chaliMir absorbée |)ar le calorimèlre. En renii)la(jaiil ncU) par Q, nous aurons
ALI=/'(5)Q
el par consé(iuent
Si nous Taisons Qzzri, nous obtenons z=if'{'j). Celle déii\ée/'(6) esl donc la quantité de travail correspondant à un développeuient d'une quantité de chaleur de i''"*' dans le syslèuie considéré; ou rap|)eile Vi'fjui^alent inécanvjue de la chaleur el ou la désigne [lar E.
55. Faisons observer que la ('onction f'{'^J) ne dépend nullement de la manière dont le système se transforme, ni (le la nature de ses trauslormations puisqu'elles sont siqiposées (|uelconques. De plus, la (pianlilé de chaleur Q qui entre dans l'égalité précédenic aurait la même valein- si nous prenions pour corps calorimétrique un autre corps que l'eau, ou de l'eau à une tempéralure dift'érente, puisque nous avons vu (18) que la mesure des quantités de chaleur ne dépend pas de la nature du corps calorimétrique; par
conséquent, le (|uulieul f'{^J) — ^ ne peut dépendre de ce
corps. En un mot,/'(5) ou E est une constante absolue.
Cette invariabilité de E coustilue précisément \e principe de l'équiKuleitce: il est donc démontré, sous les mêmes conditions que le principe de la conservation de l'énergie
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d'où nous l'avons déduit. On conçoit qu'au milieu de ce siècle, oi^i l'hypothèse des forces centrales était généralement admise, plusieurs savants aient pu être simultanément conduits à admettre ce principe et à en chercher la vérification expérimentale.
56. Détermination expérimentale de l'équivalent mécanique de la chaleur. — Les expériences effectuées dans le but de déterminer la valeur de l'équivalent mécanique de la chaleur sont nombreuses et variées; nous rappellerons seulement le principe de quelques-unes d'entre elles (').
Expériences de Joule. — Les premières furent entreprises par Joule en i843, à l'aide de plusieurs dispositifs.
Dans l'un d'eux l'élévation de température du calorimètre résulte du frottement de l'eau qu'il contient sur elle-même et sur des palettes de laiton portées par un axe vertical animé d'un mouvement de rotation. Ce mouvement est obtenu par la chute d'un poids. Considérons le système formé par le calorimètre et les palettes. Ce système reçoit de l'extérieur un travail t égal à celui de la pesanteur sur le poids qui tombe, diminué du travail employé à augmenter la force vive de ces poids el de celui qui est absorbé par le frottement des poulies de transmission et par le frottement de l'axe portant les palettes sur le collier qui le maintient. L'évaluation du travail transformé en force vive s'effectue facilement en mesurant la vitesse de chute du
(') l'our la partie expérimentale, consulter : LirrJiANN, Cours de Thermodynamique professé à )a Sorltonne, et les Traités classiques.
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poids, chute qui ne larde pas à èlre uniforme; d'ailleurs ce travail n'est qu'une fraction très faible de celui qui est transformé en chaleur et l'incertitude qu'il peut y avoir dans son évaluation n'enlève aucune précision à la méthode. Le travail absorbé par les frottements des poulies est beaucoup plus important et en même temps son évaluation beaucoup plus délicate; aussi ne peut-on compter sur une approximation plus grande que j^ dans la mesure du travail T transformé en chaleur. Quant à la (piantité Q de chaleur absorbée par le calorimètre, elle peut être évaluée à ^ près environ. Le nombre trouvé par Joule dans ces conditions est 424,9 kilogrammètres.
En remplaçant l'eau du calorimètre par du mercure, Joule a obtenu 4^5 kilogrammètres.
Dans d'autres expériences, faites à la même époque, le développement de chaleur résultait du frottement de deux pièces de fonte tronconiques l'une sur l'autre. Le travail correspondant était évalué comme précédemment. Le nombre trouvé ditïère peu de ceux que nous venons de citer.
57. Nouvelles expériences de Joule. — En 1878, Joule entreprit de nouvelles déterminations. Comme dans la première de celles que nous venons de rappeler, la chaleur résulte du frottement de l'eau sur elle-même et sur des palettes de laiton; le mode de production et d'évaluation du travail transformé en chaleur est dilVérent.
Ce travail est fourni par l'opérateur, qui fait tournei' les palettes en agissant sur une manivelle. Son évaluation s'obtient par le dispositif suivant : le calorimètre est sup-
poi'lé par un flotteur lui permettant de tourner autour de son axe ; il peut ainsi prendre un mouvement de rotation sous l'influence du mouvement de l'eau qu'il contient; deux cordons tendus par des poids et s'enroulaut en sens inverse dans une gorge creusée à la partie supérieure du calorimètre s'opposent à cette rotation.
Considérons le système formé parle calorimètre, les cordons tendus qui le maintiennent, les paleites et la portion de l'axe qui plonge dans le calorimètre. Nous pouvons faire abstraction de l'appareil moteur et regarder le mouvement de l'axe comme résultaut de l'action d'un couple. C'est le travail de ce couple qui représente le travail t fourni au système par les forces extérieures.
Supposons la vitesse de régime atteinte. Alors la dérivée par rapport au temps de la somme des moments des quantités de mouvements pris par rapport à l'axe de rotation est nulle. Par suite, la somme des moments des forces a[)pliquées au système pris par rapport au même axe est nulle. Nous avons donc, en appelant ^x le couple qui fait tourner l'axe, P et P' les tensions des cordons qui maintiennent le calorimètre, et. /■ le rayon de la gorge sur laquelle sont enroulés les cordons,
^^(P + P'),., et par suite
2Tin[j. = 27r«/'(P + P').
Or le premier membre de cette égalité représente le travail du couple de rotation, c'est-à-dire le travail t fourni au système. Son évaluation revient donc à la mesure du nombre de tours elfectués |)ar l'axe, noud)re qui est donné
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par un compteur, à celle du rayon de la gorge et à celle des poids qui lendenl les cordons; elle peut donc être faite avec une précision plus grande que dans les expériences antérieures. Joule a ciicoro ohlenii, counne uioyeiuie de cinq séries d'expériences, 425 kilograinmèlres pour ré(iiiivalent inéciiniqne de la chaleur.
58 Expériences de M. Rowland. — P;ir suite de la faible quantité de travail fournie pendant l'unité de temps, il fallait, dans les expériences précédentes, un temps assez long pour obtenir une élévation sensible de la tempérai uro du calorimètre. C'est une mauvaise condition pour l'exactitude de la correction relative au refroidissement. D'autre pari, cette élévation était mesurée par un thermomètre à mercure non comparé au thermomètre à air aujourd'hui choisi pour définir les températures. Enfin la disposition des ailettes ne permettait pas de laisser constamment le thermomètre dans le calorimètre et les lectures de température ne se faisaient qu'au commencement et à la fin de chaque expérience.
M. Kowiand a montré que, si l'on rapporte les indications du thermomètre de Joule à celles du thermomètre à air, le nombre trouvé par ce physicien pour l'équivalent mécani(|ue de la chaleur doit être un peu augmenté.
En 1879, M. Rowland eni reprit de nouvelles expériences dans le but de remédier aux autres défauts que nous venons de signaler dans le dispositif de Joule et obtenir ainsi une détermination plus exacte de E.
Le travail transformé en chaleur est fourni par un petit moteur à pétrole qui fait mouvoir l'axe portant les |)alettes.
Cet axe pénètre dans le calorimètre par le fond, et sa par- P ^
lie supérieure, plongée dans ce calorimètre, s'évase en cône percé (le trous.
Dans ce cône on place un thermomètre qui peut 'alors rester dans cette position pendant toute la durée d'une expérience. Par une courbure convenable donnée aux ailettes, l'eau est constamment ramenée dans ce cône, de sorte que le thermomètre indique bien la température moyenne du calorimètre. Comme dans les dernières expériences de Joule, le calorimètre peut prendre un mouvement autour de son axe par suite du mouvement de l'eau; un frein de Prony s'oppose à cette rotation. L'évaluation du travail fourni au système formé par le calorimètre, le frein qui le maintient et la portion de l'axe qui plonge dans le calorimètre s'effectue donc exactement comme précédemment; il est facile de voir qu'il est donné par le produit
2'7î«aP,
n étant le nombre de tours effectués par l'axe pendant un temps déterminé, a la longueur du levier du frein à l'extrémité duquel est appliquée la force P.
A des intervalles de temps rapprochés, on notait n et l'élévation de température; on en déduisait le travail t fourni pendant cet intervalle et la quantité de chaleur correspondante absorbée par le calorimètre; le rapport de ces deux quantités donnait E. On pouvait ainsi faire un grand nombre de déterminations successives sans arrêter l'appareil. La moyenne de ces déterminations est 4^8 kilogramme très.
59. Invariabilité de E. — Les expériences que nous venons d'indiquer sont celles (|ui donnent E avec la |)lus
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grande exaclilude. Mais beaucoup d'autres déterminations de cette quantité, quoique moins exactes, ont .lae grande importance parce qu'elles montrent que la valeur de E ne dépend pas de la série des transformations par lesquelles passe le système. Citons-en ((uelques-nnes.
Dans une de ses premières expériences. Joule prenait un corps de pompe plein d'eau fermé à sa partie supérieure par un piston, en matière poreuse, que l'on pouvait faire descendre en le chargeant de poids. L'eau en passant à travers les pores du piston s'échauffaii. Le travail dépensé pour produire cet échauffement était donné par le travail de la pesanteur sur les poids. Joule trouva ainsi 44,6.
Hirn reprit cette méthode sous une forme un peu différente. L'eau passe sous pression d'un vase dans un second à travers un tube capillaire. Il obtint le nombre 433.
Les expériences dans lesquelles Hirn évaluait la quantité de chaleur résultant de la chute d'un poids par l'élévation de température éprouvée par une masse de plomb écrasée parce poids lui fournirent le nombre 425, identique à celui obtenu par Joule dans ses meilleures expériences. Cependant dans ces expériences, outre le calorimètre, un des corps du système, le plomb, ne revient pas à son étal primitif puisque ce métal est déformé. Les conditions admises dans la démonstration (54) de l'invariabilité de E ne sont donc pas réalisées dans le cas qui nous occupe. Aussi ces expériences de Hirn doivent-elles être considérées moins comme une vérification du principe de l'équivalence que comme une preuve de la petitesse de la variation de l'énergie interne du plomb lorsque ce métal s'écrouit. Avec un autre métal le résultat eût certainement été très différent.
Enfin rappelons les expériences faites en 1870 par M. Violle. Un disf|ne de cuivre tournant entre les pôles d'un puissant électro-aimant s'échauffe par suite des courants d'induction dont il est le siège. La quantité de chaleur développée s'obtient au moyen d'un calorimètre dans lequel on plonge le disque; la quantité de travail fournie est évaluée par la chute d'un poids qui fait mouvoir le disque. M. Violle a ainsi obtenu 435.
Les nombres 424,6, 433, 425, 435 fournis par ces diverses expériences ne diffèrent entre eux que du 5^ de leur valeur environ. Comme cette fraction est certainement plus petite que l'approximation sur laquelle il est permis de compter, on peut considérer ces résultats comme une bonne vérification de l'invariabilité du nombre E.
60. Le principe de l'équivalence considéré comme principe expérimental. — La marche que nous venons de suivre dans l'exposé du principe de l'équivalence est conforme au développement historique de la théorie thermodynamique; mais elle ne saurait nous satisfaire aujourd'hui, car elle offre le grave inconvénient de faire reposer la démonstration de ce principe sur l'hypothèse que les forces moléculaires sont centrales. Or rien ne nous prouve que cette hypothèse soit exacte, puisque nous ne pouvons en contrôler la justesse que par l'exactitude de conséquences éloignées qui, peut-être, [)ourraient tout aussi bien résulter d'une hypothèse toute tliffé rente sur la nature des forces moléculaires. Aussi est-il préférable d'abandonner la marche historique et de considérer les expériences précédentes, non comme une vcrificatioii d'un principe démontré, mais, au
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contraire, comme la démonslralion ejcpéi i inenta le ûv\ |)riiicipe de l'équivalence. Celle manière d'envisager ce principe, aujourd'liui généralemenl adoptée, présente l'avantage de ne faire aucune hypothèse sur la constitution moléculaire des corps.
Nous regarderons donc comme dénionlrée par l'expérience la proposition suivante :
Si un système de corps après avoir décrit un cycle de transforniations revient à son état initial, le travail fourni au système par les forces extérieures est égal au produit de la quantité de chaleur cédée par le système par un coefficient constant, E.
Si donc dz est le travail des forces extérieures pendant une transformation infiniment petite et si ^Q est la quantité de chaleur absorbée par le système, l'intégrale
quand le système décrit un cycle fermé.
Donc
d- -+- E dq
est une différentielle exacte.
Si nous désignons par W la demi-force vive du système nous pourrons donc poser
U étant une certaine fonction que nous appellerons énergie interne du système.
Nous avons dit plus haut, au n° 18, que la quantité de
chaleur mesurée était indépendante du corps calorimétrique. Ce fait expérimental n'est qu'un cas particulier du principe de l'équivalence; et en effet, s'il ne se vérifiait pas, la mesure de l'équivalent mécanique de la chaleur dépendrait du corps calorimétrique employé; cet équivalent ne pourrait donc être constant.
61. Remarque. — Si l'on suppose que les vitesses des corps reprennent leurs valeurs initiales à la fin de la transformation, ou si les vitesses sont négligeables, comme il arrivera le plus souvent, la relation précédente devient
Dans celte relation et dans toutes celles que nous avons écrites jusqu'ici, l'énergie interne est supposée exprimée au moyen de l'unité de travail, le kiiogrammètre. Souvent, celte forme de l'énergie est exprimée en calories; dans ce cas sa valeur est égale au quotient de sa valeur en kilogrammètres |nir l'équivalent mécanique de la chaleur. Si nous désignons encore par U son expression en calories, il faudra donc, dans les formules qui précèdent, remplacer U par EU; nous avons alors pour la dernière de ces formules
ou, en désignant par A l'inverse de l'équivalent mécanique
de la chaleur,
cm = fl'Q -h A dx.
62. Nouvelles méthodes de vérification du principe de l'équivalence. — La considération d'un système non isolé
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au point de vue thermique nous fournit deux nouveaux modes de vérification du principe de l'équivalence.
Si nous supposons que tous les corps du système reviennent, à la fin de la transformation, dans leur état physique initial, dl] est nul, et la relation précédente devient
dQ -f- A o?T = o, et par suite
Ainsi l'équivalent mécaiii(|ue de la chaleur est égal au quotient, changé de signe, du IviwaU foin/ii au système par la quantité de chaleur également /«////ne au système; la mesure de ces deux quantités permettra donc de calculer E et, par suite, de vérifier si le nombre ainsi trouvé concorde avec celui obtenu dans les expériences rappelées précédemment.
Un autre mode de vérification consiste à calculer E en exprimant que la quantité
d[] = dQ -h A dz
est une différentielle exacte. Il faut encore évaluer la quantité de chaleur et la quantité de travail fournies au système pendant une transformation élémentaire, mais les corps du système ne sont plus assujettis à reprendre leur état thermique initial.
L'application de ce mode de vérification du principe de l'équivalence à un système ne comprenant qu'un seul corps, un gaz, sera l'objet du Chapitre suivant.
63. Expériences de Hirn sur les machines à vapeur. — Parmi les expériences qui se rapportent au premier mode
de vérification, rappelons les expériences de Hirn sur les machines à vapeur.
Soient Q la chaleur empruntée à la chaudière par l'eau qui se transforme; r, le travail produit par cette eau en agissant sur le piston; q, la chaleur cédée au condenseur, et R, celle qui est perdue par rayonnement.
La quantité de ohd^leur fournie à l'eau pendant les transformations qu'elle accomplit est alors
le travail f|ui lui est fourni est —t. Si donc nous supposons que l'eau revient à son élat initial, nous devons avoir
La connaissance de quatre quantités est donc nécessaire pour le calcul de E. La valeur de t se déduii de la sur-
face ABCDE {Jig. 7) du diagramme d'un indicateur de Watt('), et du nombre de coups de piston produits pen-
( ' ) L'indicatuur de Watt se compose d'un cylindre en communication avec le corps do pompe de la machine et dans lequel se meut un piston K pressé à sa partie supérieure par un ressort. La déformation de ce ressort étant pro-
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dant la durée de )'ex[)érience. La \aleur de Q est calculée par la formule de Regnault pour la chaleur latente de vapo-
portionnelle à l'effort qui s'exerce sur lui, le déplacement du piston K {Jîg. 8) sera proportionnel à la pression de la vapeur dans le corps de pompe de la machine. Le mouvement du piston est transmis par la bielle QS à un système formé par deux balanciers AB et CD mobiles autour des points A et C et liés par la bielle rigide BD. Lo milieu de cette bielle, où l'on place un crayon, décrit une courbe à longue inflexion, sensiblement une droite verticale, et les déplacements de ce point sont proportionnels aux déplacements du piston K.
Fig. 8.
Le crayon inscrit son mouvement vertical sur une feuille de papier enroulée sur un cylindre auquel, an moyen de poulies et de courroies, on communique un mouvement de rotation alternatif dont la vitesse angulaire est proportionnelle à la vitesse linéaire du piston de la machine.
En déroulant la feuille de papier on obtient un diagramme tel que ABCD {Jig. 7 ) dont les ordonnées sont proportionnelles à la pression p de la vapeur agissant sur le piston et dont les abscisses sont proportionnelles au déplacement de ce piston, c'est-à-dire au volume v occupé par la vapeur. L'aire ABC DE
est donc proportionnelle à Fintégrale / p dv, c'est-à-dire au travail de la
vapeur pendant un coup de piston. La connaissance du coefficient de proportionnalité, qui se déduit des dimensions des divers organes de transmission de mouvement de l'indicateur, permet donc de calculer ce travail ; c'est ce qu'on appelle le travail indique.
risalion de l'eau :
oii p est le poids d'eau vaporisée pendant la durée de l'expérience; T, la température de la chaudière, et t, celle de l'eau d'alimentation. Le poids p est obtenu en mesurant le poids d'eau p' fourni au condenseur et le poids qui en sort; ce dernier étant p -+- p', la soustraction des deux mesures donne p.
La mesure des températures t et t" de l'eau fournie au condenseur et de l'eau qui en est rejetée permet de calculer g paç la formule
qui exprime que la quantité de chaleur cédée q est employée à élever de t' à t" le poids d'eau introduit p'. Quant à R, comme on n'a aucun moyeu d'en évaluer la valeur, on le néglige.
Par suite de cette approximation les nombres trouvés pour E sont nécessairement trop faibles. Dans deux séries d'expériences, Hirn a obtenu 4i3 et 420,4. La différence avec les résultats des meilleures déterminations est dans le sens prévu. La vérification est donc bonne.
Remarquons que les calculs précédents supposent que l'eau revient à son état initial à la fin de l'expérience; il faudrait donc que la température t" de l'eau sortant du condenseur soit égale à la température t de l'eau d'alimentation de la chaudière. Pratiquement il serait très difficile de maintenir à une température assignée d'avance l'eau évacuée du condenseur, ^lais il n'est pas nécessaire de
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remplir celle condilion ; il siiflil de ne pas tenir compte dans 0 de la chaleur empruntée ou cédée à la chaudière par l'eau d'alimentation pour faire passer sa température de ^ à t". C'est alors comme si l'on supposait l'eau d'alimentation prise au condenseur et le cycle décrit par celle eau est bien un cycle fermé. Il faudra donc dans la formule qui donne Q remplacer t par^". Hirn n'a peut-être |)as fail celte correction; d'ailleurs elle est sans importance sur le résultat des expériences, l'erreui- provenant de ce (|u'on néglige R étant beaucoup plus grande que celle qui résulterait de l'oubli de cette correction.
VÉRIFICATION DU PRINCIPE DE L'ÉQUIVALENCE AU MOYEN DES GAZ
64. Expression du travail extérieur produit par un fluide. — Nous avons montré (§33) par un raisonnement très simple que le travail extérieur accompli par un fluide qui se détend dans un corps de pompe est égal à pdv. Donnons-en une démonstration qui ne suppose pas le fluide enfermé dans un corps de pompe.
Soit p la pression, supposée uniforme, du corps considéré; la pression extérieure qui s'exerce sur la surface de ce corps doit lui êlre égale, car autrement il n'y aurait pas équilibre. Évaluons le travail de ces forces extérieures, travail qui est égal et de signe contraire au travail extérieur effectué par le corps, en vertu du principe de l'égalité de l'action et de la réaction.
Prenons un élément d(,i de la surface du corps, désignons par a, (3, y les cosinus directeurs du segment de la normale à cet élément extérieur au corps, et par H, n, Ç, les composantes du déplacement de l'élément. Le travail de la force extérieure agissant sur cet élément sera
— p dui ( al, + [3-/1 -f- yC).
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Pour la surface entière, on obtiendra
Or on <ait (\ue, dz désignant pour un moment un élément de volume,
par conséquent l'expression précédente du travail peut s'écrire
Il est facile de démontrer, et nous le verrons plus loin ( 74), que la quantité entre parenthèses est la variation de volume rapportée à l'unité, c'est-à-dire ^; par suite le travail des forces extérieures a pour expression
L'intégrale représente le volume total du corps considéré: son quotient par le volume spécifique est donc la masse M du corps; il en résulte, pour l'expression du travail, —Mpclç. Par conséquent le travail extérieur d'un tluide rapporté à l'unité de masse est
d- z^ p di-,
65. Détermination de E au moyen des chaleurs spécifiques des gaz. — Considérons un gaz placé dans un corps de pompe fermé par un piston. La quantité de chaleur absorbée par l'unité de poids de corps dans une transforma-
lion quelconque est (25)
du = L-r- dp -\- c -r-dp,
di' dp '■
et le travail extérieur produit par le gaz a pour valeur /:» (^/c. Nous avons donc
dW = r/Q + A ^T = (^C^ - kp\ dv -^cÇ-dp.
Si nous supposons que le gaz considéré obéit aux lois de Mariotle et de Gay-Lussac, la relation fondamentale est
/>r = RT;
par conséquent,
dT_p_ ^ __^
dç ~ K ' dp ~ n' et
(i) dl] = (c^ — Apjdv^c-^dp.
En exprimant que cette quantité est une différentielle exacte, il vient, en supposant que C et c sont constants,
d'où
Ainsi l'équivalent mécanique de la chaleur se déduit facilement des chaleurs spécifiques des gaz. La quantité R qui entre dans la formule peut être évaluée avec la plus grande précision à l'aide des données actuelles; C est donné par les expériences de Regnault; quant à la chaleur spécifique
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soMs volume conslani elle ne i>eul èlre mesurée directe-
C . , mnil et sa valeur se déduit de celle du rapport - qui mal-
heureiisemenl n'est pas connue avec une jurande exactitude. Si l'on l'ail le calcul pour l'air eu |»reuaul pour C le nombre
de He-nault, 0,237^1, et pour -^ le nombre i,/(i, on trouve
426 pour l'équivalent mécanique; les autres gaz, azote, oxygène et hydrogène, donnent des nombres très peu différents.
Mayer, qui était arrivé à la formule (2) par un raisonneriient différent du précédent {'), en tira, au moyen des données de ré|)oque, £ = 867.
C) Mayer raisonne ainsi : La chaleur nécessaire pour échauffer, à volume constant, i^e de gaz est moindre que si, la pression restant constante, le gaz éprouvait une dilatation. La différence des deux quantités de chaleur doit être équivalente au travail produit par le gaz pendant la dilatation.
Il en résulte que pour une élévation do température de rfT on a
(C — c) rfT = Apdv, — A •
dv R mais la relation fondamentale des gaz, pv = RT, donne — _ -; par conséquent . _, ^ C — c = AR.
Remarquons que ce raisonnement revient à appliquer la formule dV =dQ-\- Ad7
à qua
u § 61 en supposant qu'un gaz n'éprouve aucune variation d'énergie interne ^uand son volume varie. Les expériences de Joule (66) démontrèrent l'exact'itude de cette hypothèse. Mais, comme le fait observer M. Bertrand ( Thermodynamique, p. 66), Mayer favait déjà déduite des résultats obtenus par Gay-Lussac dans des expériences sur la détente des gaz dans le vide.
8o THERMODYNAMIQUE.
Nous avons déjà dit que, dans ses dernières recherches, Sadi Carnol trouvait 870 pour l'équivalent mécanique de la chaleur; la faihle dillerence eiilre ce nombre et celui de Mayer fait supposer que Carnot l'a obtenu par la même formule.
Expériences de Joule sur la détente des gaz. — Mais
la démonstration que nous venons de donner de cette formule suppose que les chaleurs spécifiques C et c sont des constantes. Pour C cette hypothèse est vérifiée, au moins pour l'air, par les expériences de Regnaull; mais il n'en est
pas de même pour c, puisque le rapport — qui détermine
cette dernière quantité est mal connu. D'ailleurs des expériences de M. Berthelot sur les mélanges explosifs montrent que c augmente avec la température. Pour les gaz, comme l'oxygène et l'azote, c reste sensiblement constant jusqu'à 1600°; au delà de cette température c est lié à la température par une formule de la forme
oïl b est un coefficienl positif. Pour le chlore, c augmente à partir de 200°; il est vrai que ce gaz s'écarte sensiblement de la loi deMariotte (|ue nous avons supposée applicable au gaz considéré. L'exactitude de la formule (2) pourrait donc être mise en doute s'il n'était possible de retrouver cette formule en s'appuyant sur des expériences d'une grande précision : les expériences de Joule.
Deux récipients A et A' sont plongés dans un calorimètre et communiquent par un robinet R {Jig. 9); dans l'un, A,
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on compiiine un yaz; dans rauli-e on lait le vide. Quand les récipients et le gaz qui y est renfermé sont en équilibre de température avec l'eau du caloriuiètre, on ouvre le robinet R; la température de cette eau ne varie pas.
Soient Uq cl U[, les valeurs de l'énergie interne des masses gazeuses contenues dans A et A' au commencemeut de l'expérience; U, et U'i leurs valeurs à la fin de l'expérience; nous avons
u, + u;-Uo-u;=iO + at.
Le travail r fourni par l'extérieur esl nul, les parois des récipients étant, par leur nature, inextensibles; lacbaleurQ fournie est également nulle puisque la température de l'eau du calorimètre ne varie pas; enfin, on peut négliger U'j,, car on a fait le vide aussi exactement que possible dans A'. Par conséquent la relation précédente se réduit à
u. + u;=:Uo.
Le premier membre représente l'énergie interne du gaz quand, à la fin de l'expérience, il remplit à la fois les deux P. 6
récipients; le second est l'énergie interne du même gaz avant l'expérience. L'énergie interne d'un gaz ne varie donc pas quand il se détend dans le vide.
Prenons c et T comme- variables indépendantes pour définir l'état de la masse gazeuse primitivement contenue dans le récipient A. Dans l'expérience de Joule, v varie mais ï ne varie pas. Nous devons donc en conclure que l'énergie interne d'une masse gazeuse ne dépend pas de son volume, qu'elle ne dépend f/ue de sa température. C'est là la loi de Joule. Nous verrons plus loin que pour les gaz naturels cette loi n'est qu'approchée.
67. Souvent on exprime celle loi en disant que le travail interne d'un gaz qui se détend est nul. Cette locution est inexacte; elle provient d'hypothèses sur la nature de la chaleur.
Nous avons vu (51) que, si l'on regarde la chaleur comme résultant des mouvements moléculaires et si l'on suppose les actions moléculaires centrales, l'application du théorème de la conservation de l'énergie donne la l'elation
W + V+ W,+ V,= const.,
et, V éianl négligeable dans la plupart des cas, nous avons appelé énergie interne du système la somme W, + Vi des énergies moléculaires. D'autre part, il est évident que l'énergie interne ainsi définie ne doit diftérer que p.ar une constante de l'énergie interne définie au moyen du |)rincipe de l'équivalence. L'expérience de Joule montrant que cette dernière ne dépend, dans le cas des gaz, (jue de la température, il en résulte que W, H- Vj ne doit être fonction (pie de la lein|iérature
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Introduisons mainlenaiit une nouvelle hypolhèse : admettons que l'énergie cinétique moléculaire W, ne dépende que de la température des corps et que l'énergie potentielle moléculaire Vj ne dépende que de son volume. Alors, pour que la somme Wi-hV, ne soit fonction que de T, il lu ut que Vi représente au signe près le travail des forces moléculaires ou travail interne, ce travail est nul pour les gaz.
Mais l'hj'pothèse précédente, que l'on fait quelquefois implicitement, ne repose sur aucun fondement. Elle revient en effet à admettre que, pour tous les corps, l'énergie interne est la somme d'une fonction de la température et d'une fonction du volume: or, il est évident qu'il est plus naturel de considérer l'énergie interne comme une fonction quelconque de la température et du volume. On doit donc rejeter complètement l'énoncé vicieux de la loi de Joule, que l'on trouve dans plusieurs traités classiques, et sen tenir à celui du paragraphe précédent.
De prime abord, l'expérience de Joule paraît paradoxale
Quand un ga2 se détend dans un cylindre fermé à sa partie supérieure par un piston, l'expérience montre que le gaz se refroidit. Si au-dessus du piston s'exerce une pression, le refroidissement du gaz s'explique : la chaleur abandonnée par le gaz est transformée en travail; si au-dessus du piston il y a le vide, il n'y a pas de travail produit et cependant le gaz se refroidit encore : parce que le gaz s'échappe avec une grande vitesse et que la chaleur abandonnée par le gaz se retrouve sous forme de force vive: au
contraire, dans l'expérience de Joule, qui paraît identique à la précédente, il n'y a pas de refroidissement.
En réalité, l'expérience de Joule comprend deux phases, dont une seule se produit dans l'expérience à laquelle nous la comparons. Dans celte dernière, le piston, d'abord au repos, acquiert de la vitesse; la perle d'énergie du gaz résultant de son refroidissement se retrouve donc en force vive du piston. Dans l'expérience de Joule, le gaz, en se détendant, se refroidit aussi ai la force vive de ses molécule augmente; c'est la première phase. Dans la seconde phase, l'augmenlalion de force vive est détruite par le frottement des molécules les unes sur les aulres, et la température du gaz reprend sa valeur initiale.
69. Application à la détermination de E. Reprenons la formule (i) du § 65,
Puisque, d'après l'expérience de Joule, U est une fonction 9(T) de la température, nous avons
^U ^ 9'(T), ^T = (p'(T) ^ dv + 9'(T) ^ dp, ' dv ^ dp ^
ou, en remplaçant les dérivées partielles de ï par leurs valeurs lirées de la relation fondamentale des gaz,
d\] = ^'{T)^dv^o'{'V)j^dp.
Par suite, en égalant les coefficients des différentielles des variables indépentlanles dans les deu\ expressions pré-
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cédenles de d\],
et, par conséquent, en éliminant 9'(T),
C'est bien l'expression à laqnelle nons étions arrivés.
70. Détente isotherme et détente adiabatique d'un gaz. — On pent imaginer une infinité de détentes différentes" d'un gaz; considérons celles qni correspondent à une transformation isotherme et à une transformation adiabatique.
Pour la première nous avons
OU
p dv -^ V dp = o,
et par suite, en intégrant,
y9r = const.;
ce qu'on aurait pu déduire immédiatement de la relation fondamentale />. = Rï, puisque ï est constant. La courbe représentative d'une détente isotherme est donc une hyperbole équilatère ayant pour asymptotes les axes des coordonnées.
L'equalion .lifférentielle de la courbe qui représente une
détente adiabalique s'obtient en écrivant que
dQ = C ^ cA -f- c — dp
est nul; on a donc, pour celte éf|uation,
^ di^ dp
Si nous admettons que C et c sont des constantes, nous obtenons, en intégrant,
C Log V -\- c Log/> =: const.,
ou
pv'^ =z const.
71. Cherchons dans quelles conditions se produira l'une ou l'autre de ces détentes.
Supposons le gaz enfermé dans un cylindre; soient T sa températuie à l'instant i, et T^ la température extérieure.
La quantité de chaleur rapjiortée à l'unité de temps —r-
que le gaz reçoit de l'extérieui- est a(To - ï), a dépendant de la conductibilité calorifique de la substance qui forme le cylindre; nous avons donc
dç dt ^ " ^
Si la détente est très rapide -p ^st très grand; comme Tq — T est fini, ■—- doit alors être très petit. Par conséquent, une détente brusque est très sensiblement adiabatique.
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. , , , , di'
bi, ail coiUraire, la détente est lente, -7- est très petit;
cit
-— est lini el la dilïerence To — T reste très petite. La tlé-
tente isotherme se produit donc lorsque la détente est très lente.
Expériences de Clément et Desormes. — Calcul de
— Appliquons ces résultats à l'expérience de Clément el Desormes.
L'appareil de ces physiciens se compose d'un grand ballon de verre fermé à sa partie supérieure par un robinet; on peut, en aspirant par un tube latéral, diminuer la pression de l'air coiileiiu dans le ballon; un manomètre indique les variations de pression. Pour faire une expérience, on commence |)ar raréfier l'air et l'on note l'excès de la pression atmosphérique sur celle de l'air du ballon. On ouvre alors le robinet pendant un temps excessivement court; l'air extérieur se précipite dans le ballon et comprime l'air qui s'y trouve, d'où résulte une élévation de température. Quand la température a repris sa valeur initiale, on note la dénivellation du liquide dans le manomètre.
Soit p la pression atmosphérique, et soit p — op la |)ression de l'air dans le ballon après raréfaction. Quand on ouvre le robinet, la pression prend presque instantanément la valeur p; par suite, la transformation est adiabatique et l'accroissement de pression est op. Si nous désignons par àv la variation du volume spécifique qui en résulte, nous avons
ûfQ = C ^ or + '• j^ ^P — o.
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et pour la variation de température
Lorsque, le robinet étant fermé, le gaz reprend peu à peu sa température initiale, son volume ne varie pas si toutefois on néglige la dilatation du ballon; donc «' reste constant et p diminue de dp, en appelant p — dp la pression finale. Par suite, l'abaissement de température ôT qui a lieu dans cette pliase de l'expérience est donné par
Entre ces deux dernières équations, éliminons <5T; il vient
'5^ /> ôt' 4- (' dp ■=. V dp.
Éliminons dv entre celle-ci et la première; nous obtenons
C{v dp — V dp) -h cv dp =i o, d'où
C_ dp
c dp — dp
La mesure de - est donc très simple, puisqu'elle se ramène à deux lectures manométriques. Mais au moment où l'on ouvre le robinet du ballon il se produit, par suite de l'élasticité de l'air, une série d'oscillations périodiques qui font alternativement croître et décroître la pression de l'air enfermé. On n'est donc pas certain que la pression soit p au moment où l'on ferme le robinet; il n'y a d'autre remède que de prendre la moyenne d'un grand nombre d'expériences.
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Des mesures ilc Clémciii et Desormes, Laplace avait dé- (luit 1,354 pour le rapport -• Les expériences plus soignées (le M. Rôntffen ont donué i,4o53.
r 73. Calcul de - au moyen de la vitesse du son. — L'ex-
périence de Clément et Desormes n'est pas la seule qui permette de calculer -'■ On peut, de la valeur de la vitesse de
pro|)agalion du son dans un gaz, déduire la valeur du rap- |)ort (les deux chaleurs spécifiques.
Soient .r, /, z les coordonnées d'une molécule A d'une masse gazeuse en équilibre. Si nous négligeons l'action de la pesanteur sur ce gaz, p et v ont la même valeur eu tout point. Communiquons un ébranlement au fluide. Les coordonnées de la molécule A d(^viennent ^ -h c, y -f- r/, z ^X,; la pression en ce point devient p-^it, et le volume spécifique ( H- 0. Par suite de cet ébranlement, un élément de volume du fluide subit une compression ou une détente brus(|ue; la transformation est donc adiabatique et nous avons
dQ =z C~ d^' -^ ^ dp = o, n l\
ou, en remplaçant di- et dp par o et t et supprimant le fac-
teur —,
(i) Cpo -\- cvr. =^0.
74. Cherchons cp en fonction des déplacements ç, -n, ?. Considérons un parallélépipède rectangle ADCDGH
{Jîg. lo), ayant pour sommet le point A occupé par la molécule considérée dans sa position d'équilibre, et dont les arêtes, de longueurs dx, dy, dz, sont parallèles aux axes de coordonnées. Le volume de ce parallélépipède estûf^r dy dz;
Fig. 10.
d'autre part, si dm est la masse du gaz qu'il limite, ce volume est exprimé par vdni; nous avons donc
dx dy dz = (' dm.
Après l'ébranlement, ce volume devient (r + cp) dm. Pour en trouver une autre expression, admettons qu'on puisse encore le considérer comme un parallélépipède oblique. Le volume est alors donné par un déterminant à 3 colonnes, et les éléments de chacune de ces colonnes sont respectivement les projections sur les axes de chacune des arêtes AE, AD et Ali.
Or, avant le déplacement, les coordonnées de A sont x,
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V, .-, et celles de E, x + dx, y, z. Après le déplacement, les coordonnées de A sont x + ;, v + r,, - -+- r; celles de E,
dx
Par conséquent, les projections de l'arête AE sont, après le déplacement,
dx /
dx
Si nous écrivons par analogie les projections des autres arêtes, nous obtenons, pour le volume du parallélépipède déformé,
dl
(r -T- 9) dm =
dz —rdZ
dx
dx
En eflectuant les opérations i«uis divisant par çdm = dx dy dz,
nous obtenons, en négligeant les carrés et les produits de L n, ? et de leurs dérivées.
Portons celte valeur dans la relation (i). il vient : l3) ^=-c^--^'-'-^-^-
Transformons cette nouvelle relation
En négligeant les déformations des angles et des faces du parallélépipède rectangle pendant le déplacement, la pression sur la face ABCD reste parallèle à l'axe des x et prend
pour valeur
dy dz{p + 71).
La pression sur la face opposée est
— dy dz(p-\- Ti -^. — j^ dx
Les piessions sur les autres faces du parallélépipède étant normales à l'axe des x et l'action de la pesanteur étant négligée, la somme des projections sur l'axe des x des forces qui agissent sur le parallélépipède se réduit à la somme algébrique des deux quantités précédentes :
;— dx dy dz.
ilx -^
De la même manière, nous trouverions, pour la somme des projections de ces forces sur les axes des r et des z,
;— dx dy dz, ;— dx dy dz.
dy ■/ ' dz "^
Appliquons le principe de d'Alembert, c'est-à-dire écrivons que le parallélépipède est en équilibre sous l'action de la force d'inertie et des forces réelles qui le sollicitent; nous obtiendrons les trois équations du mouvement dont la première est
dm -7-4 = 7- dx dy dz.
di- dx -^
Par suite, en tenant compte de la relation (2), ces trois
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équations sont
dr:
dr- ~
- dx'^
dr.
dr- ^
dr.
dr- ~
'Tz''
Nous en tirons, en dérivant la première par rapport à .r, la deuxième par rapport à j, la troisième par rapport à z, et additionnant,
Nous aurons donc, en remplaranl, dans cette expression, la somme ^j^.+ rj^.-f- C^ par sa valeur tirée de la relation (3),
dt- c
76. La variation de pression t. est une fonction des coordonnées X, y, z du point considéré et du temps t. Cherchons son expression (juand la propagation de l'éhranlement se fait par ondes sphériques. Alors - ne dépend que de t et de la distance /• du point considéré à l'origine de l'ébranlement. Posons
/désignant une fonction de r et de t.
La somme Att des dérivées secondes sera une fonction
,. . . , ^ df d-f , . , . ,.
linéaire de f, -;-? -r-^i qu on pourrait obtenir directement, dr dr-
mais qu'il est plus facile de calculer par la méthode des coefficients indéterminés. A cet effet, posons :
Si l'on suppose /= i, on a
et, d'autre part,
Au moyen de cette expression de tt, calculons At:, en supposant que l'origine des coordonnées coïncide avec le centre d'ébranlement, c'est-à-dire
nous avons
I dr X
dx ~
r- dx /'^ '
I ox'^
dx'^ ~
fi ,.5
On doit donc avoir
Supposons maintenant/^ /•; nous avons, d'une part,
d'autre i)art,
t: =: I , At: = G ; nous en concluons que B est nul.
Remplaçons, dans la relation (4), ^71 par la valeur
précédente et — -f par sa valeur déduite de (5); nous obtenons :
ou
dt- dr- '
en posant
a- r=z - pv.
Nous en déduisons, pour la valeur de la fonction /, f^f^r-at)+f'{r + at) et, par suite,
T. = '-f{r — at) + jj' {r -^ at).
Les variations de pression se propagent donc suivant
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deux ondes, l'une centrifuge, avec une vitesse a, l'autre centripète, avec une vitesse — a. Cette dernière onde ne correspond à aucune réalité physique et il n'y a pas lieu de la considérer. Quant à l'onde centrifuge, c'est précisémet)t l'onde sonore; par conséquent, a représente la vitesse de la propagation du son et le rapport des chaleurs spécifiques est lié à cette vitesse par la formule
C _ «^ c pv
78. Appliquons celte formule à l'air en prenant le mètre, la seconde, le kilogramme, pour unités de longueur, de temps et de masse. Nous avons, d'après les expériences de Regnault sur la vitesse du son,
à o° et à la pression atmosphérique. Celte pression, sur i"'',
est
p = io33o X 9,8i,
en prenant 9,81 pour l'accélération due à la pesanteur. La masse du mètre cube est i,2g3 et, par conséquent, le volume spécifique est
1,293 Kn portant ces valeurs dans la formule (7), nous obte-
nons
c io33o X 9,8
C'est le nombre f|ue nous avons adopté (65) dans le calcul (le E; il ditfère peu du nombre trouvé par Hontgen, par la méthode de Clément et Desormes.
CHAPITRE \I
79. L'état d'un corps ne peut toujours être défini par deux variables. — Les vérifications précédentes du principe de ré(|uivalence constituent autant de vérillcations du principe de la conservation de l'énergie, mais dans un cas très particulier : celui où l'état physique des corps peut être exprimé au moyen de deux variables indépendantes p et T ou V et T.
Or, dans un grand nombre de cas, ces deux variables sont insuffisantes pour définir complètement l'état d'un corps. Ainsi, quand on se donne la iiression ou le volume spécifique de l'e? u à une température déterminée, mais comprise entre certaines limites, on ignore encore si l'eau est à l'état solide, liquide ou gazeux, puisque l'eau peut, dans certaines conditions, exister sous ces trois états à la même température.
Dans d'autres cas, les fluides en mouvement et les solides élastiques par exemple, l'une des variables, p ou c, n'a plus de signification précise, car la pression et le volume spécifique changent d'un point à un autre; l'état d'un de ces
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corps ne peut donc encore être déterminé au moyen des variables/) et T ou v et T.
Enfin le corps considéré peut posséder une charge statique d'électricité ou être traversé par un courant; de nouvelles variables sont alors nécessaires pour définir l'état du corps.
11 est donc intéressant de vérifier Texactitude du principe de l'énergie dans ces cas particuliers. Cette vérification consiste à montrer qu'en désignant par W la demi-force vive (lu sj'stème et en appelant énergie interne U une certaine fonction des quantités qui définissent l'état physique des corps du système, on a pour un système isolé
Si le système reçoit un travail extérieur dz, la relation à
vérifier est
d\N + rtfU =r dz,
et, si le système reçoit en outre une quantité de chaleur dQ de l'extérieur, la relation qu'il faut vérifier est
d^N +d\} = dz + ^dq.
80. Le principe s'applique à un système de corps électrisés. — Considérons un système de conducteurs électrisés possédant des charges m^, m^, ... ; leurs potentiels sont des fonctions linéaires de ces charges.
Pour plus de simplicité admettons qu'il n'y ait que deux conducteurs en présence; alors nous avons pour les potentiels
Vi= \tni+ Wm-i,
VKRIFICATIOX I)K LA CONSIiKVATION DE i/kNKIU.II;. i)()
Les coefficients A, B, C sont des fonctions des capacités des conducteurs et de leurs coefficients d'inlluence éleclroslalique; ils dépendent donc des positions relatives des conducteurs, mais ne déjjendenl pas de leurs charges.
Pour avoir Vénergie éleclrique de ce système multiplions la première relation par m,, la seconde par m, et addilionnoiis; nous obtenons
U = - 2'"^' ~ -(A/;?7 + 2B/;/, Wo+ Cm^).
Considérons d'abord le cas où les conducteurs se dé- |)lacent en restant isolés, de telle sorte que les charges w, et /??2 soient constantes. Si nous supposons la variation de l'énergie cinétique nulle ou négligeable, la variation de l'énergie totale se réduit à d\], et, par conséquent, si Je principe de la conservation de l'énergie s'applique, le travail extérieur accompli par le système est —d\j, c'està-dire
— - {ni\ dk -\- in^in-y r/B -+- ml dC).
Or c'est ce que l'expérience vérifie dans tous les cas.
81. Supposons maintenant que, les conducteurs restant fixes, on les mette en communication. Alors A, B, C restent constants et nous avons
d[] =z (A//?,-t- Bm,)dmi+ (By??,+ Cm,) dm.,
ou
d{] = Vj r//n, + Vg dm,.
Mais, si nous appelons «l'intensité du courant qui se produit dans le fil de communication et si nous supposons que
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l'on ait Vi>V2, les charges respectives des deux coi'|)S seront, au bout du temps dt,
m , — idt et /«, + i dt ;
par conséquent, nous avons
dm ^^=— i dt et dm^-=z i dt ,
et d{] devient
d[] = idt{y^—Vi).
D'ailleurs, d'après la loi d'Ohm, R étant la résistance du fd de communication; par suite,
du = —n i^ dt.
Cette variation de l'énergie interne ne peut se retrouver sous forme de travail extérieur, puisque les conducteurs auxquels sont appliquées les forces du système ne se déplacent pas. Mais elle peut se retrouver sous forme de chaleur, et alors le protliiil E «^Q de l'équivalent mécanique par la quantité de chaleur fournie, exprimée en calories, doit, si le piincipe de la conservation de l'énergie s'applique, être égal à la variation de l'énergie du système. Celle-ci se réduisant à la vaiialion de l'énergie interne puisque les conducteurs restent en repos, il faut donc vérifier l'égalité
— l\r-dt = EdQ.
Or, d'après la loi de Joule, la quantité de chaleur développée par le passage du courant dans le fil de communication est, en calories, ARi-di; par suite, la quantité de cha-
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leur fournie au système pendnul la transformation considérée
est
dQ=— WM'dt
el l'égalité précédente est bien vérifiée.
82. Cas des piles hydro électriques. — Considérons le système formé |)ar la |)ile et un conducteur reliant ses pôles.
Dans la pile se produit une réaction cliimiipie (|ui produirait une certaine quantité de clialciir si elle s'effectuait en dehors du circuit. Lorsque les pôles sont réunis par un conducteur, la quantité de chaleur recueillie dans la pile est plus faible que la précédente. Donc l'énergie chimique de la pile se divise en deux parties : l'une sert à échauffer les liquides de la pile, l'autre à produire le courant. Cette dernière p(^rtion se nomme énergie voUaïf/ue e\ l'expérience montre que la quantité d'énergie vollaïfiue dépensée ainsi pendant le temps di est égale à si dt, en appelant £ la force "électromotrice de la pile. Les cor|)s du système étant en repos, il faut, comme dans le paragraphe précédent, que cette vai'iation soit égale à Er/Q. Mais la quantité de chaleur fournie au système est donnée par la loi de Joule; elle
est donc — r-[\i-dt et l'égalité qu'il s'agit de vérillcr est
alors
cidi = HP' di
ou
z — Ki.
Cette égalité est évidemment satisfaite, puisqu'elle exprime la loi d'Ohm.
83. Phénomènes électrodynamiques. — L'énergie interne d'un système de conducteurs traversés par des courants
dépend nécessairement des intensités de ces courants; pour avoir sa valeur, il faut ajouter à l'énergie interne du système, lorsque toutes les intensités sont nulles, un terme T que Maxwell appelle Vénergie éleclrokinétique du système. Prenons, pour simplifier, les cas où le système ne comprend que deux courants; alors T a pour valeur
M étant le coefficient d'induclion mutuelle des deux circuits, L et N les coefficients de self-induclion de chacun d'eux. Si les courants sont variables et si les conducteurs se déplacent ou se déforment, l'énergie éleclrokinélique varie et sa variation cCÏ représente la vaiiation de l'énergie interne du système. Pour vérifier le |)rincipe de la conservation de l'énergie il faut donc vérifier que dT est égal à la somme de toutes les énergies que reçoit le système.
D'abord les conducteurs produisent un travail exiérieur doni la valeur est
- ( i\ d\. -\- 2 ?, i. dM + i\ r/N ).
Il y a en oiilre une certaine quanlilé de chaleur dégagée dans les conducteurs; cette quantité, exprimée en unités mécaniques, est, d'après la loi de Joule,
R,/j dl + \\J\ dt.
Enfin il y a de l'énergie voltaïque fournie au système par les piles; cette énergie est
E,/, dl ^E.,i\d/,
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en appelant E, et E. les forces éleclromolrices des deux piles.
Nous devons donc vérifier l'égaillé
dT=— -{ildL-^2i\i\dM-i-iUlS)
— ( lî , l'i f/^ + R. '1 ^0 + El 'i <^^ -^ E. io cit.
Or on sait que la foi'ce éleclromotrice d'induclion développée dans l'un des circuits a jiour expression
par conséquent le produit Hi/i, qui, d'après la loi d'Olim, est égal à la force éleclromotrice totale, a pour valeur
R,/,z:3E,-^(Lt-, + M4).
Nous en déduisons
El /, dl — R , /[ dt =z i^ d{ L il -H M ^2 ).
Nous aurions une égalité analogue pour l'autre circuit, et, par suite, nous pouvons écrire l'égalité qu'il s'agit de vériliei'
rtT = ( /■"? dL -+- 2 i, /., c/M + il c/y )
-h iid{L il -t- M i.2 ) -f- i^di M /'i h- N /. ) ou, en eflecluant les difîéreniiations et simplifiant,
dT=-(iidL-^2 il i.2 dM + ij rfN)
-h L il dii -r M /.2 dii 4- M 'i di.2 4- N /o di-2' Or, le second membre est bien l'expression de la différen-
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lielle (le l'énergie électrokiiiélique définie parla foi-mule (i) Le principe de la conservation de l'énergie s'applique donc bien aux phénomènes électrodynamiques.
84. Cas des solides élastiques. — Considérons un parallélépipède rectangle infiniment petit dont les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées. Soient
* xx^ • xyy ^ XZ1 p I) p
^ zxj ^ zy^ -T zz
les composantes suivant les trois axes des pressions par unité de surface qui s'exercent sur trois faces issues d'un même sommet A et normales : la première à l'axe des œ, la seconde à l'axe des r, la troisième à l'axe des j. La théorie de l'élasticité apprend que le Tableau de ces neuf quantités est syméirique par rapport à sa diagonale; en d'autres termes, que ces neuf quantités se réduisent à six.
Supposons que le parallélépipède subisse une déformalion et évaluons le travail des pressions qui s'exercent sur toutes ses faces.
Les coordonnées x, /, z du point A deviennent, après la défoinialioii,
oc + '^, 7 4- Y), -+Ç;
par conséquent, le travail de la pression sur la face normale à Taxe des œ et passant par A est
Les coonlonnées du poini correspondani à A sur la l'ace op|)Osée du parallélépipède sont, avant la (hd'ormalion,
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X + dx, y, z et, après la (léformalion,
.r + i -i- <Y j- -+- -j-^ dx, r + Ti -+- -7- dx, dx "^ dx
dx
dx\
le liitvail (le la pression sur celte face est donc de,
dx
La somme de ces travaux est
W. '-r + A'- '^ + P.c ^ ) «'^^ dy dz
dx • dx dx I
dy dz.
Nous obtiendrons deux autres expressions analogues pour les faces perpendiculaires aux axes des y et des :;.
Additionnons ces trois expressions et remplaçons le produit dxdydz par son égal v dm, v étant le volume spécifi(pie au point A et dm la masse du parallélépipède; nous avons
i/x ■'■ dy dz ■ \dx dy
, dx dz
■''[dy ^ dz
dm ,
L'intégrale de cette expression étendue à l'espace occupé par le corjjs donnera le travail total des forces extérieures pendant la déformation.
Remarquons que, si le corps est isotrope, on a
^xx^— '^^ y}~ 'ce ^~ P ^ P^_,= P,3 = P,, = o;
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par conséquent, l'expression précédente du travail des forces extérieures se réduit alors à
( dl d-n dZ\ ,
ou
-- p — V dm =z — p dv dm .
Nous retrouvons donc, comme au paragraphe 64, — p dv pour le travail des forces extérieures rapportées à l'unité de masse.
85. Mais, quoique dans le cas des solides l'expression du travail soit plus complexe que dans le cas d'un fluide en équilibre, le principe de la conservation de l'énergie n'en est pas moins vérifié. L'expérience montre en effet que, si le solide s'échauffe par suite de la déformation, la variation d'énergie interne résultant de cet écliauffement est égale au travail des forces extérieures pendant la déformation.
Ainsi prenons l'expérience d'EdIund. Un fil métallique vertical maintenu par son extrémité supérieure est d'abord étiré par une force p agissant à son extrémité inférieure; il est ensuite ramené à sa longueur primitive en supprimant l'action de cette force. Si £ est l'allongement du fil pendant la première phase de l'expérience, le travail des forces extérieures est pe. Pendant cette phase, le fil se refroidit par suite de l'allongement; pendant la phase suivante, il s'échauffe. De ces deux phases résulte un échauffement. Dans une troisième phase le fil se refroidit en cédant de la chaleur à l'extérieur par conductibilité et revient ainsi à son état primitif, sa température et sa longueur étant redevenues les mêmes. La quantité de chaleur dQ ainsi cédée à
l'extérieur a pdiir \iiloui- « oï, a olanl la ca|)acilé calorifique du fil que Ion déduit de ses dimensions el de sa chaleur spécifique, el ôT l'excès de la leui|téralure à la fin de la seconde j)liase sur la tem|)éralure iiiili;:le, excès (|ui est mesuré au moyen d'une pince thermo-électrique. Le fil ayant décrit un cycle fermé, on doit avoir
C'est ce qui a lieu, car, si l'on calcule E au moyen de celte relation, on trouve des nombres très voisins de ceux de Joule et de M. Kowland; pour le laiton, par exemple, on a 428,3.
On remar(|uera c|ue dans cette expérience nous sommes placés dans un cas oi^i la })ression n'est pas la même dans tous les sens. Un élément de volume du fil est soumis en elfel à une tension considérable dans le sens vertical et à une pression sensiblement nulle dans le sens horizontal.
86. Cas des fluides pesants en mouvement. — Dans ce cas la pression en un point a la même valeur, (|iielle que soit la direction de rélémenl sur laquelle elle s'exerce; mais elle n'est pas la même en tout point du fluide.
Soient /x la valeur de cette pression sur un élément de la surface du fluide; a, (3, y les cosinus directeurs du segment de la normale à cet élément extéi'ieur au fluide. Soient x, y, z les coordonnées du centre de gra\ilé de l'élément au temps t', X -\-c_, y + Tj, ^ + ^ les coordonnées de ce même centre de gravité au temps i + dt, de sorte que
dx ,
Le travail des pressions extérieures sur cet élément est
— pd(x){(x^ -t- [3y) + yÇ)> t le travail de ces forces sur toute la surface du fluide,
dr — — p{al + (3rj + yÇ) dfj^.
En appelant dq la quantité de chaleur reçue de l'extérieur, par conductibilité ou rayonnement, par l'unité de niasse du fluide, la quantité dQ reçue par le fluide tout entier est
(i) r/Q= fdqdm,
dm étant la masse d'un élément de volume.
De même, en désignant par u l'énergie interne rapportée à l'imité de masse, nous avons pour l'énergie interne U de tout le fluide
U =r / « dm .
Les forces extérieures sont de deux sortes :
1° Les pressions extérieures dont le travail c/r a été évalué plus haut ;
2" La pesanteur dont le travail — dV est la différentielle d'un certain potentiel V qu'il nous reste à évaluer.
On en ohtiendia la valeur, à une constante jirès, en multipliant le poids du fluide par la distance de son centre de gravité au plan des.r)- supposé horizontal; par conséquent,
\ =L j gz dm.
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Enliii l'énergie cinétique sensible a pour expression
~J ~V \dî^ '^ Tir- ^ It^J '
87. Éciivons les équalions du mouvement du fluide. Si le fluide était en repos, nous aurions, d'après les équations fondamentales de 1 Hydrostati(|ue,
Tl^-^^' dj--'^' Tz-^^-
Xd/n, \ dm, Zdni étant les composantes suivant les axes des forces extérieures agissant sur l'élément dm. F*ar conséquent, les équations du mouvement seront, d'après le principe de d'Alemberi,
dp d- X
dx ' at-
dp ,, d- y
dy ' ' dt-
dp ,, d' z
dz ■ ■ dr-
ou, en remplaçant 0 [)ar - et remarfpiani ([ue, le fluide
n'étant soumis qu'à l'action de la pesanteur, \ r^ Y = o,
Z dm ■=^ — ,?" dm ,
dp d'x
dx dt-
dp d- y
''dJ^~~'dF'
dp d- z
''dl ~~~dF~^'
88. Au moyen de ces équations iransfonnons l'expression du travail d- des forces extérieures.
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Appliquons la relalioii connue
en y faisant successivement F égal à pi, fn, pX\ nous obtenons, en remplaçant dans les intégrales triples c/t par vdm,
/(3 p Ti dfj) =: I n -!- V dm -j- i p -r- V dm , J df J ' dy
i y p': dh) =: / Ç -^ (' dm 4- p -~ i' dm , et, par suite,
rfdl dn dZ\ ,
ou
puisque
c/| df] d'C, dv
dx dy dz i'
Si maintenant n(Mis remplaçons les dérivées partielles de/? par leurs valeurs déduites des équations du mouvement, nous aurons
, , C(-d''i d^n rP>:\ ^
\'''=J['d^-^-'^^'dF)''"'
f -I- ig^dni— Ipdvdm.
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CîiIcMlons^U, dV, dW
L'énergie iiilernc // de l'iinité de masse est nue fond ion de la [iression et du volume spécifique; pour nn élémenl de volume très petit ces deux quantités peuvent être consiilélées comme constantes, et par conséquent nous pouvons écrire, comme dans le cas d'un fluide en repos,
du =: df] — \ p c/i
pour la variation de l'énergie interne rapportée à l'unité de masse; nous aurons donc, en calories,
( 3 ) r/r = / du dm z=r / df/ dm — A \ p dv dm .
La variation de V est d\
g dz dm.
ou, puisque nous avons désigné par % l'accroissemenl de l'ordonnée z.
dm .
La variaiion de l'énergie cinétique a |)our valeur
,,.. /^ , f d.r d'-x dy d- v dz d- z , , dVs = I dm[ — -y^ + — -j^ -^ — -j^ ] dt;
mais
dt dt- dt dl- dt dt-
dx , .. dy , dz ,
-^ dt= 1, -i-dt = r,, -r- dt =
dl -' dt ' dt-
pai" cansé(iueut,
d^y=fdm(:^-^r^'
dt-
dV-
dC- )
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90. Pour que le |)rincipe de la conservation de l'énergie soit vérifié, il faut que la variation de l'énergie totale soit égale a dz -\- Ec/Q.
La variation de l'énergie totale est, d'après les expressions (3), (4) et (5),
-\~ I g-^ dm -h E I dg dm — f p d\- dm.
La somme c/t + Ec/Q déduite des expressions (i) et (2) est
+ / g'C, dm — f P dv dm -\-E j drj dm.
Les seconds membres des deux dernières égalités élant identiques, le |)rincipe de la conservation de l'énergie est donc encore satisfait.
CILVPITRE YII.
LE PFUXriFE DE CARNOT-CLAUSIUS.
91. Principe de Carnot. — Nous avons vu au Chapitre III comment Carnot démontre le théorème qui porte son nom et qu'il énonce ainsi :
Dans une machine parfaite, la puissance motrice de ta chaleur est indépendante des agents mis en œuvre pour la réaliser; sa quantité est fixée par la température des corps entre lesquels se fait en dernier résultat le transport du calorique.
Pour Carnot, une machine parfaite est une machine pour laquelle le cycle fermé des transformations est réversihie, c'est-à-dire est un cycle de Carnot; la puissance motrice
est le rendement 4- de ce cycle. Par conséquent, l'énoncé
de Carnot équivaut au suivant rjui a déjà été démontré (42) :
Le rendement du cycle de Carnot ne dépend que des températures des isothermes,
La démonstration de Carnot repose, on se le rappelle, sur deux postulats : rimpossihilité du mouvement perpétuel et la conservation du calorique.
Il/, THERMOIJYNAMIQLE.
Ce dernier postulat étant faux, la démonstration de Carnot doit être rejetée.
On pouvait donc, après que le principe de l'équivalence fut bien établi, croire que le théorème lui-même était définitivement condamné. Ce fut l'homieur de Clausius de ne pas s'être laissé entraîner à ce jugement superficiel, mais au contraire d'avoir cherché et d'avoir réussi à concilier le principe de Meyer avec celui de Carnot que divers faits expérimentaux semblaient confirmer.
Il suffisait pour cela de changer, comme on va le voir, peu de chose à la démonstration de Sadi Carnot.
Reprenons donc la démonstration du paragraphe
Supposons que, contrairement à la proposition précédente, on puisse avoir, pour deux machines M et M' fonctionnant entre les mêmes limites de température suivant deux cycles de Carnot,
Associons les deux machines de façon que M' fonctionne
dans le sens direct en M et en sens inverse. Le travail de
cette machine complexe quand M et M' décrivent un cycle
complet est
ni'z' — mz,
m et m' étant les masses du corps (\u\ se transforme dans l'une et l'autre de ces machines. La quantité de chaleur prise à la source chaude a pour valeur
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et celle qui est cédée à la source froide, m (), — /)} Q.,.
Nous pouvons choisir les niasses m cl /n' de manière que la chaleur em|iruntée à la source chaude soil nulle,
alors de celte égalité et de l'inégalité (i) il résidte
c'est-à-dire que la machine formée par l'accouplement de M et M produit un travail positif.
93. Jusqu'ici nous n'avons rien changé à la démonstration de Carnot. ronlinuons-la en iniroduisant le principe de l'équivalence.
Le corps qui se transforme dans M, empruntant une quantité Q, à la source chaude, mais en cédant Q, à la source froide, ne reçoit en réalité de l'extérieur qu'une quanlilé Q1—Q2 par unité de masse. Le travail extérieur correspondant produit pendant cetle transformation est t. Par conséquent, d'après le principe de l'équivalence,
Nous aurions de même
q;-o; = At'.
De ces deux égalités nous déduisons, en tenant compte de la relation (2),
Il6 THERMODVXAMIOUE.
Par conséquent, d'après la conclusion précédente, la chaleur cédée à la source froide est négative; en d'autres termes, la machine emprunte de la chaleur à la source froide.
La source froide ne revenant pas à son état primitif, nous ne pouvons dire, comme au paragraphe 41, que la production de travail positif par la machine considérée soit incompaliijle avec le principe de l'impossibilité du mouvement perpétuel.
Tout ce que nous pouvons déduire du résultat précédent, c'est que : si le principe de Carnot est faux, il est possible de produire indéfiniment du travail en empruntant de la chaleur à une source froide.
94. Nous pourrions conduire autrement le raisonnement et nous serions amenés à une conclusion aussi peu acceptable que la précédente.
Ainsi supposons que m et m' soient tels que
m'r' — mz ^=^ o,
c'est-à-dire que le travail de la machine résultant de l'accouplement de M et de M' soit nul. Alors de cette égalité et de l'inégalité (i) on déduit
m'Q', — wQ,< o.
D'ailleurs l'application du principe de l'équivalence donne, puisque le travail produit est nul,
m' ÇS\ — /??Q, =: m' Q[^ — mQ^.
La (luaiilité de chaleur empruntée à la source chaude
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esl donc négalive et égale en valeur absolue à la (|uanlité cédée à la source froide qui est aussi négative; en d'autres termes, il y a une certaine quantité de chaleur emj)!'uutée à la source froide et une égale (|uanlité cédée à la soui'ce chaude.
Nous arrivons donc à celte conclusion : si le principe de Carnol est faux, il est possible de transporter de la chaleur d'un corps froid sur un corps chaud sans dépense de travail et sans aucune modificalion du corps (jui se transforme.
95. Principe de Claiisius. — La négation de la j)ossibililé d'un transport de chaleur dans ces conditions constitue le principe de Clausius : // est impossible de transporter directement ou indirectement de la chaleur d'un corps froid sur un corps chaud à moins qu'il n'y ait en même temps destruction de travail ou transport de chaleur d' un corps chaud sur un corps froid.
Ce principe paraît confirmé par tous les faits expérimenlaux; si ou l'admet, il résulte de la démonstration précédente que l'on ne peut avoir
On ne peut avoir non plus
car si l'on reprend la démonstration en considérant la machine formée par l'accouplement de M, marchant dans le sens direct, et de M', marchant dans le sens inverse, celte inégalité conduit encore à une conséquence en contradic-
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tion avec le principe de Clausius. Les rendemenls des deux cj'cles de Carnot considérés doivent donc être égaux; nous retrouvons le théorème de Carnot.
C'est le principe de Clausius qu'on prend généralement aujourd'hui comme second principe de la Thermodynamique. Le théorème de Carnot étant une conséquence presque immédiate de ce principe, Clausius, avec une modestie qui lui fait honneur, lui donna le nom de Principe de Carnot, hien qu'il l'eut énoncé sans avoir connaissance des travaux de Sadi Carnot.
96. Les objections de Hirn. — L'énoncé primitif de Clausius, quoique identique, dans le fond, à celui que nous venons de donner, n'était pas aussi explicite; Clausius disait : La chaleur ne peut passer d'elle-même d'un corps froid sur un corps chaud. Hirn essaya de montrer que, dans certains cas, ce principe est en défaut. Exposons et réfutons en même temps les ohjections de Hii-n.
Considérons un cylindre ABCO {fig. ii) contenant un
Fig. i(.
piston EF de part et d'autre duquel se trouvent deux masses gazeuses à des températures différentes Ti et T-j. Supposons le piston et les parois du cylindre autres que la paroi AB imperméables à la chaleur, et admettons que la paroi AB
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soil en contact avec un corps à une température T', plus grande que T, mais plus petite que T,. Ce corps cède de la chaleur au gaz enfermé dansABEF; par suite, ce gaz éprouve une dilatation et pousse le pistou EF; il en résulte une compression adiabalique du gaz enfermé dans l'enceinte EFCD imperméable à la chaleur, et, par conséquent, une élévation de température de ce gaz. Ainsi de la chaleur a été transportée d'un corps à la température T'j à un gaz doni la température T2 est plus grande que ïi.
Mais ce transport de chaleur n'est pas en contradiction avec le principe de Clausius. La chaleur est passée, il est vrai, du corps froid au corps chaud; mais il y a eu en même temps passage de chaleur du corps dont la température est T'i au gaz dont la température est Tj, c'est-à-dire d'un corps chaud sur un corps froid. Il est vrai que Ilirn supposait T'i infiniment peu supérieur à T, ; mais que la différence T'j — ï, soil infiniment petite ou finie, elle existe et, si elle est infiniment petite, l'échange de chaleur, ainsi que la dilatation et la compression des deux gaz, s'arrêtera dès que Ti sera devenu égal à T, , c'est-à-dire au bout d'un temps infiniment petit. La quantité de chaleur cédée sera de même ordre de graufleur que la différence T'j — T,.
97. Passons à la deuxième objection de Hirn. Prenons deux cylindres A et B de même section {fig. 12) dans lesquels se meuvent deux pistons liés de telle sorte que l'un s'abaisse d'une quantité égale à celle dont l'autre s'élève. Ces deux cylindres sont imperméables à la chaleur et sont reliés par un canal de communication qui laisse passer la chaleur.
THKRMODYNAMIQIE.
Supposons le j/iston du cylindre B au bas de sa course, le cylindre A rempli d'air à o° et le tube de communication chauffé à ioo°. Si nous soulevons le piston B, l'air à ioo° contenu dans ce tube passe dans le cylindre B et esl remplacé par une portion de l'air froid de A. Cet air froid se
Fig. 12.
dilate et comprime l'air contenu dans les deux cylindres; la température de l'air de A devient plus grande que o°, celle de l'air de B plus grande que ioo°. Si nous continuons à soulever le piston B, une nouvelle quantité d'air à loo" pénètre dans B et en môme temps une cerlaine (pianlité d'air froid de A s'échauffe à ioo° dans le canal de conimunicalion; une nouvelle compression se produit et la lenipérature s'élève dans chacun des cylindres. Le calcul montre que, lorsque le piston A est au bas de sa course, la température de l'air dans B est 120°. Ainsi, dit Hirn, on a pu échauffer de l'air jusqu'à 120° avec une source à 100° sans qu'il y ait eu de travail dépensé, puisque le piston A s'est abaissé d'une quantité égale à celle dont B s'est élevé.
Mais cette objection est aussi facile à réfuter que la précétlente. Il y a encore passage de la chaleur d'un corps chaud sur un corps froid : de la source qui maintient le tube de communication à 100" au gaz froid qui s'écoule de A. Une portion de celle chaleur sert à échautfer ce gaz;
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une autre est employée à élever la température du gaz déjà passé dans H. Ainsi il y a simultanément transport de chaleur d'un ('ori»s chaud sur un corps froid et transport de chaleur tl'un corps froid sur un corps chaud, ce que ne contredit pas le principe de Clausius.
98. Si l'on faisait re\i)érience inverse, c'est-à-dire si l'on faisait passer l'air à 120° du cylindre H dans le rylindie A à travers le tube de communication maintenu à 100", on trouverait que, lorsque le piston B est au bas de sa course, la lempéraliM-e du gaz est redevenue o**. Au premier abord, il semble encore que la chaleur est passée d'elle-même d'un corps froid à un corps chaud : du gaz dont la température finale est o" à la source dont la température est 100°. En réalité, il y a eu en même temps passage de chaleur du gaz à 120° du cylindre B à la source, c'est-à-dire d'un corps chauil à un corps froid.
Les objections de Hirn ne résistent donc pas à la critique. Il n'en pouvait être autrement.
Hirn aurait pu, par des expériences nouvelles, montrer que K's lois auxquelles satisfont les gaz ne sont [)as celles qui sont généraleinent admises, il pouvait même ainsi réfuter le principe de Clausius, mais il n'a pas opéré ainsi ; il a, sans faire aucune expérience nouvelle, raisonné sur les gaz paifaits en leur appli(|uant les lois classiques de Mariette et de Gay-Lussac, ainsi que les lois de Kegnaull sur la constance des chaleurs spécifiques. Or, nous verrons que ces lois entraînent comme conséquence le principe de Carnot. Il était donc illusoire d'y chercher la réfutation de ce principe.
99. Énoncé à l'abri des objections précédentes. — Imaginons un système soustrait à toute action extérieure et composé de n corps, Aj, A2, . . ., A„, dont l'état ne dépend que de deux variables indépendantes, la température T et le volume spécifique c. Supposons que la température T, du corps A, soit plus élevée que la température T2 de A. et faisons subir au système une transformation qui l'amène à l'état suivant : tous les corps du système, sauf Ai et A2, sont dans leur état initial; les volumes spécifiques de Ai et A, ont la même valeur qu'avant la transformation. Dans pes conditions, il est impossible que Ai se soit échauffé et que A2 se soit refroidi. Tel doit être l'énoncé du principe de Clausius pour être à l'abri de toute objection.
Ainsi, cet énoncé suppose trois restrictions : 1° le système est isolé, c'est-à -dire qu'il n'emprunte ni ne cède de chaleur à l'extérieur, qu'il n'accomplit aucun travail extérieur positif ou négatif; 2° tous les corps du système, sauf deux, reviennent à leur état primitif, en d'autres termes, décrivent des cycles fermés ; 3° les deux autres corps reprennent leur volume spécifique initial.
En effet, sans cette troisième restriction, nous pouvons comprimer adiabatiquement le corps Ai et détendre adiabatiquement le corps Aj ; en utilisant le travail résultant de cette délente à la compression de A,, le système ne reçoit aucun travail de l'extérieur; il ne reçoit pas non plus de chaleur, puisque la compi^ession et la détente sont adiabaliques; les deux premières restrictions sont donc satisfaites. Cependant, le corps le plus chaud Ai s'est échauffé par suite de la compression, le corps le plus froid Ao s'est refroidi par suile de la détente. Le principe de Clausius pourrait
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donc se trouver en tléfaul dans quelques cas si l'on négligeait la troisième restriction.
100. La nécessité de la iMemière restriction ne fait aucun doute. Néanmoins, montrons, en précisant les conditions nécessaires, qu'il est possible de faire passer de la chaleur d'un corps froid sur un corps chaud en fournissant du travail au système.
Considérons une machine tliermique ; soient p et »• les variables qui définissent l'état du corps C qui se transforme et dont nous supposerons la masse égale à \^^. Quand ce corps décrit un cycle fermé, le travail extérieur jjroduit est
T=: / pdv, l'intégrale étant prise le long de la courbe représentative de la transformation; ce travail est positif si le point représentatif se meut sur cette courbe dans le sens des aiguilles d'une montre ; il est négatif lorsque la courbe est parcourue dans le sens rétrograde. D'après le principe de l'équivalence, ce travail est égal au produit de E par la quantité de chaleur fournie au corps. Si donc nous appelons Q, la quantité de chaleur fournie à C par la source chaude de la machine thermique, Q, la quantité que ce corps cède à la source froide, nous avons
(I) Q,-Q,=zAt.
Lorsque le cycle de C est compris entre les isothermes correspondant aux températures T, et T, des sources chaude et froide, la température de C est toujoui'S inférieure à T, : ce corps ne peut donc céder de la chaleur à la source chaude, il ne peut que lui en prendre ; par suite.
TlIKUMODYNAMIQUE.
Q, esl nécessairement positif, quel que soit le sens dans lequel le cycle est décrit. Pour des raisons analogues, Q, esl positif. On ne peut donc, dans ces conditions, em|)runter de la chaleur à la source froide pour la porter sur la source chaude, même lorsque, le cycle étant décrit dans le sens rétrograde, on fournit du travail au système.
Mais supposons la courbe représentative des tranfoimations du corps C formée de deux adiabatiques AI) et BC {Jig. i3) réunies par des arcs de courbe quelconques com-
Fig. i3.
prenant entre eux les isothermes T, et T., correspondant aux sources chaude et froide. Quand le cycle est décrit dans le sens rétrograde, la quantité de chaleur que le corps abandonne pendant la transformation lîA peut être su|)|)osée cédée à la source chaude, puisque celle-ci est à une température inférieure au corps; par conséquent, la (|uantité de chaleur Q, empruntée à la source chaude est alors négative. La quantité de chaleur absorbée par le corps pendant la transformation DC peut être siqiposée empruntée à la source froide, dont la température Ta esl supérieure à celle
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ilu corps; par suite, Qo est négatif. Dans ces conditions, de la chaleur est empruntée à la source froide et transportée à la source chaude. D'ailleurs, puis(|ue r est négatif, la relation (i) inonlrc (pie Qj est plus grand, en valeur absolue, que Qo ; h> (juantité de chaleur transpoi'tée à la source chaude est donc plus grande que celle qui est prise à la source froide.
101. Autre énoncé du second principe de la Thermodynamique. — On énonce quelquefois ce principe sous la forme suivante : // est impossible de faire fonctionner une machine ther/nii/i/e avec une seule source de chaleur.
De cet énoncé et de la conclusion du § 93 il résulte que
le coefficient économique ^ d'un cycle de Carnet ne peut être plus grand que le coefficient ^ d'un cycle de même
génie fonctionnant entre les mêmes limites de température.
Le coefficient -^ du second cycle, qui est aussi un cycle de
Carnot, ne peut, pour les mêmes raisons, être plus grand
que ^- Ces deuA coefficients sont donc égaux; par suite,
le théorème de Carnot est une conséquence de cet énoncé. D'ailleurs, il est évident que, réciproquement, si le théorème de Carnot est vrai, l'énoncé précédent l'est aussi; ces deux propositions sont donc équivalentes.
Mais le théorème de Carnot est aussi une conséquence de l'énoncé de Clausius et, réciproquement, le principe de (^lausius se déduit du théorème de Carnot. Par conséquent, l'énoncé de Clausius doit être équivalent à l'énoncé précé-
denl; il est donc indifférent de prendre l'un ou l'autre de ces énoncés pour second principe de la Thermodynamique.
102. D'ailleurs on peut, d'une autre manière, monirer l'équivalence de ces deux énoncés.
Montrons d'abord que, si le principe de Clausius était faux, on pourrait faire fonctionner une machine avec une seule source.
Soient A et B les deux sources de la machine thermique, dont les températures sont T, et T2. Si nous faisons fonctionner celte machine dans le sens direct, nous obtiendrons un travail t en empruntant une quantité de chaleur Qi à la source chaude A et en cédant une quantité Qj à la source froide B. Mais, si le principe de Clausius ne s'appliquait pas aux corps A et B, nous pourrions ensuite emprunter une quantité de chaleur Q, à la source froide et la céder à la source chaude sans dépenser de travail. Par conséquent, à la suite de ces deux opérations, la source chaude reprendrait son état initial et nous aurions obtenu un travail r en empruntant une quantité de chaleur Qi — Q^ à la source froide.
103. Réciproquement, s'il était possible de produire du travail avec une seule source de chaleur, on pourrait transporter de la chaleur d'un corps froid sur un corps chaud sans dépense de travail.
En effet, le travail r produit en empruntant une quantité de chaleur Q à une source dont la température est Tg peut être transformé en force vive et cette force vive transformée en chaleur par frottement. Comme rien n'empêche de supposer la température Ti des corps qui frottent plus grande
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que T2, nous aurions transport de chaleur d'un corps froid sur un corps chaud sans qu'il y ait dépense de travail.
Le raisoiinenieiit suivant conduit au même résultai: soit encore r le iravail produit par une machine M en em[)runlant une (luantilé de chaleur Q à une source dont la température est ïj. Associons à cette source une autre source à une température supérieure T, et faisons fonctionner, dans le sens rétrograde, une machine thermique M' entre ces deux sources: nous pourrions obtenir un travail — t en empruntant une quanlilé de chaleur — Q, à la source chaude el en cédant une fiuantité — Q2 à la source dont la température est Tj. L'ensemhle des deux machines M et M' produira un travail nul en empruntant une quantité de chaleur positive Q H- O2 à la source dont la température est Ta et en cédant une quantité positive Q, (qui doit être évidemment égale à Q -t- O.,) •' hi source dont la température est T,. Nous aurons donc transport de chaleur de la source froide à la source chaude sans aucune dépense de travail.
Ainsi, l'un des énoncés des § 95 el 101 ne peut être en défaut sans que l'autre le soit aussi; i)ar conséquent, ces deux énoncés sont bien équivalents.
104. Dans l'énoncé du § 101, il n'est pas fait mention de la température de la source qui fournit la chaleur; elle peut donc être supposée quelconque. Démontrons en eflFet que, si cet énoncé est vrai lorsque la chaleur est empruntée à une source B dont la température est T2, il l'est encore lorsque l'emprunt de chaleur est fait à une source A dont la température est Tj.
La démoiisiraiion peut évidemment se ramener à faire
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voir que, s'il était possible de produire du travail avec la source A seule, il serait également possible d'en produire avec la soui'ce B, quelle que soit la température de celte source.
Supposons d'abord T, > T,. Avec la source A nous pourrions, d'après notre hypothèse, produire un travail z en empruntant une quantité de chaleur Q, à cette source. Mais nous pouvons faire fonctionner une machine dans le sens direct entre les sources B et A, de manière à produire un travail t' en empruntant une quantité de chaleur Q., à la source chaude B et en cédant une quantité de chaleur Qj à la source froide A. L'ensemble de ces deux opérations donnerait un travail positif r -+- z' ; une quantité de chaleur Q2 serait empruntée à la source B; (|uant à la source A, elle reprendrait son état primitif. Nous aurions donc produit du travail en empruntant de la chaleur uniquement à la source B.
Admettons maintenant qu'on aitT2<T,. Dans une première opération, nous pourrions encore produire un travail t en empruntant une quantité de chaleur Qi à la source A. Prenons cette source comme source chaude d'une machine thermique donlB serait la source froide. Si le cycle de celte machine est formé, comme dans le dernier considéré au § 100, tle deux adiabatiques réunies |)ar des courbes quelconques comprenant entre elles les isothermes Ti et Ï2, il est possible, en fournissant un travail t' à cette machine, d'emprunter une quantité de chaleur Qo à la source froide et d'en cétior une quantité Qj à la source chaude. Par suite, à la Un de ces deux opérations, cette source chaude A reviendrait à son état |)rimitif, et un travail z — z' aurait été produit. Or, ce travail est positif; en effet, d'après le iirin-
LF. PRINCIPE DK CARNOT-rLAlSIlS. tKJ
cipe de l'équivalence,
Q.^At, 0,-0, = - Vt';
par conséqiiont,
comme la chaleur O., fournie au corps qui se transforme est positive, le travail r — rdoit l'être aussi. Nous aurions donc encore production d'un travail positif en emi)runtant de la chaleur à la source B.
105. Nous pouvons également démontrer que si le principe de Clausius, énoncé sous la forme du § 99, est vrai lorsque les deux corps considérés A' et B' sont à des températures T' et T',, il l'est encore pour deux autres corps A et B à des températures quelconques T, et T,.
D'après ce que nous avons dit au § 102, si le principe de Clausius ne s'appliquait pas aux corps A et B, il serait possible de produire du travail en empruntant de la chaleur à un seul de ces corps. Mais, d'après le paragraphe précédent, cette production de travail pourrait également se faire en empruntant de la chaleur à un lieu quelconque des corps A' et B', à B' par exemi)le, dont nous supposerons la température inférieure à celle de A . En transformant ce travail en chaleur par frottement, nous pourrions échauffer le corps A', et nous aurions transport de chaleur d'un corps B' à un corps plus chaud A sans dépense de travail. Par conséquent, si le principe de Clausius est faux jtour les corps A et B, il l'est aussi pour les corps A' et B' dont les températures sont quelconques. II est donc démontré que, si ce principe est vrai pour deux corps à des températures P- 9
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déterminées, il ne peut être en défaut pour des corps à toute autre température.
Une conséquence importante de cette démonstration est que le principe de Clausius ne pourrait être faux, dans le cas des températures très élevées, que s'il l'était pour des températures ordinaires. Comme dans ce dernier cas ce principe n'a jamais été trouvé en défaut, nous pouvons l'aj)pliquer aux corps dont les températures sont très élevées (ou très basses).
Nous avons vu plus haut, au § 15, que si deux corps sont en équilibre de température avec un même troisième, ils sont en équilibre de température entre eux. Ce fait expérimental est un cas particulier du principe de Clausius.
En effet, on voit d'abord que c'est un cas limite de l'énoncé plus général suivant : Si le corps A peut céder de la chaleur au corps B de telle façon que sa température doive être regardée comme plus élevée, et si le corps B peut céder de la chaleur au corps C de telle sorte que
lemp. A > tenip. B, temp. B > temp. C,
il ne peut pas arriver que le corps C puisse céder de la chaleur à A, ce qui supposerait
temp. A < temp. C.
Et, en effet, B pourrait céder de la chaleur à C, qui la céderait ensuite à A, de telle sorte que, finalement, le corps froid B aurait cédé de la chaleur au corps chaud A, contrairement au principe de Clausius.
CHAPITRE VIII
QUELQUES CONSÉQUENCES DU PRINCIPE DE CARNOT. ENTROPIE. — FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES.
106. Signes des quantités de chaleur mises en jeu dans une machine thermique. — Nous avons admis jusqu'ici que lorsqu'une machine thermique fonctionne dans le sens direct, c'est-à-dire en produisant un travail positif r, la quantité de chaleur Qi empruntée à la source chaude et la quantité Q., cédée à la source froide sont positives. Ce n'est pas évident, mais le principe de Clausius permet de le démontrer.
D'après le principe de l'équivalence, nous avons
Puisque t est positif, la différence Qi— Q2 est positive. Si donc Q2 est positif, Qj l'est aussi. Il suffit, par suite, de démontrer que Q2 ne peut être négatif.
Admettons que Q., soit négatif et soit — Q'^ sa valeur. Alors, pour produire le travail t, la machine fait un emprunt de chaleur aux deux sources : elle emprunte Q, à la source chaude, Q', à la source froide. Or, nous pouvons faire passer
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une quanlité de chaleur Q', de la source chaude à la souice froide sans produire ni dépenser de travail et ramener ainsi la source froide à son état initial. Par l'ensemble des deux opérations, nous produirons un travail positif r en empruntant une quantité de chaleur Qi+Q!, uniquement à la source chaude. Cette conséquence étant contraire au principe de Claudius, Qg ne peut être négatif.
107. Quelques propriétés des isothermes et des adiabatiques. — Ce même principe permet de démontrer quelques propriétés des lignes isothermes et des lignes adiabati(|ues.
1° Une isothenne et une acUahalique ne peuvent se couper en deux points.
Soient ACB et ADB [Jig. 14) une isotherme et une adia-
Fig. 14.
batique se coupant aux points A et B. Si un corps décrit le cycle fermé ACDB dans le sens indiqué par les lettres, il produit un travail positif r en empruntant une quanlité de chaleur positive Qj. Cette (luantité Qi est égale à l'intégrale / clQ prise seulement le long de l'isotherme, puisque
pour chaque élément de l'adiabatique dÇ) est nul. Si pour chaque élément de l'isotherme di) est positif, nous pouvons considérer la chaleur reçue par le corps qui se tians-
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forme comme fournie par un corps à une température plus élevée que l'isotherme; nous aurions donc production de travail en empruntant de la chaleur à une seule source, ce qui est contraire au principe de Clausius.
Nous arriverions à la même conclusion si nous supposions que dQ n'a |)as le même signe pour tous les éléments de l'isotherme. Admettons, par exemple, que dQ soit négatif de A en G et positif de G en B. Joignons le point G aux points A et B par des arcs de courhe très peu différents de l'isotherme, mais situés l'un au-dessous, l'antre au-dessus de cette ligne. Pour l'un de ces arcs, la température est inférieure à celle de l'isotherme; pour l'autre, elle est supérieure: supposons qu'à un arc situé au-dessus de l'isotherme corresponde une température plus élevée, et soient AMC et GNB les arcs qui réunissent G à A et B. Si le corps qui se transforme décrit le cycle AMGNBD, le travail produit sera égal à r, à des infiniment petits près; d'autre part, le corps cédera delà chaleur le long de l'arc AMG et en empruntera le long de l'arc GXB, car, ces arcs étant infiniment voisins de l'isotherme, les quantités dQ qui se rapportent à des éléments correspondants ne peuvent différer qu'infiniment peu et ont par conséquent même signe. Or, la chaleur cédée le long de AMG peut être absorbée par une source dont la température est celle de l'isotherme, celle-ci étant inférieure à celle du corps qui se transforme suivant AMG; l'emprunt de chaleur résultant de la transformation GXB peut également être fait à la même source, puisque le corps est alors à une température inférieure à celle de cette source. Nous aurions donc encore production de travail avec une seule source.
Ainsi, quel que soit le signe de dQ, une adiabalique et une isotherme ne peuvent se couper en deux points.
108. 2° Une adiabatique et une isotherme ne peuvent se toucher.
En effet, si l'adiabalique DE {fig. i5) était tangente à l'iso-
therme ABC, une isotherme infiniment voisine A'B'C couperait l'adiabatique en deux points.
Deux adiabatiques ne peuvent se couper
Car si nous considérons le cycle formé par les deux adiabatiques AB et AC {Jig, i6), qui se coupent au point A, et
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par risolherme BC, nous arriverions, en répétant le raisonnement du § 107, à une conséquence en contradiction avec le principe de Clausius.
110. 4° Le long d'une adiahatique la température varie toujours dans le même sens.
S'il eu était autrement en deux points de l'adiabatique, la température pourrait avoir la même valeur et, par suite, une même isotherme couperait l'adiabatique en deux points.
111. 5° Le long d'une isotherme la quantité de chaleur dQ fournie au corps et correspondant à un élément de cette ligne a toujours le même signe.
En effet, la quantité ^Q ne peut changer de signe qu'en devenant nulle; au point correspondant à ^Q = o, l'isotherme considérée serait tangente à une adiahatique, ce qui ne peut avoir lieu.
112. Cycle de Carnet. - De ces propriétés il résulte que, si nous traçons deux isothermes et deux adiabatiques, nous
Fig. .7.
ne pouvons avoir que quatre points de rencontre. Nous devons donc représenter un cycle de Carnot par un quadrilatère curviligne ABCD {fig. 17).
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Cependant nous faisons encore une hypothèse : nous admettons implicitement que deux isothermes ne peuvent se couper. En général, cette hypothèse est exacte; mais, pour certains corps f|ui, comme l'eau, présentent un maximum de densité, à des valeurs déterminées de p et de (^ peuvent correspondre deux valeurs de la température; les deux isothermes relatives à ces températures se coupent donc. Mais ce cas est exceptionnel; aussi le laisserons-nous de côté. D'ailleurs il ne constitue pas une difficulté, car en prenant r et ï comme variables indépendantes, au lieu de p et ç, nous n'aurions que quatre points de rencontre.
113. Considérons un corps dont le point figuratif décrit un cycle de Carnot. Le long de l'isotherme AB, il emprunte une quantité de chaleur Qi égale à la valeur de l'inté-
giale / dQ; le long de l'isotherme DC, ce corps cède
une quantité de chaleur Q, dont la valeur est — / clQ
ou / c/Q, l'élément dQ de ces intégrales étant
jr\ /- '"''T , r/T ,
a( ) =: C -7- dç -+- c -7— dp.
dv dp ^
Montrons que Q, et Q2 sont positifs.
Le cycle étant décrit dans le sens direct, le travail produit T est positif; puisque l'on a
la différence Q, — Q, est positive et l'on ne peut avoir Qi< 0 .et Q-2>o.
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Il est également impossible que Q, et Q., soient négatifs, c'est-à-dire que de la clialeur soit cédée par le corps le long de AB et empruntée le long de Cl), lui eiïet, la chaleur Q, cédée le long de AH pourrait être absorbée par une source doni la température T serait comprise entre T, elTo. Cette même source pourrait fournir la quantité de chaleur Q2 que le corps emprunte le long de Cl). Nous aurions donc une machine thermifiue fonctionnant avec une seule source.
Il lie nous reste plus qu'à faire voir que l'on ne peut avoir Qi>o et 0.2<o. Dans ce cas, le corps emprunterait des quantités de chaleur positives le long de AB et le long de CI). Ces quantités de chaleur pourraient èlre fournies par une source dont la température T serait supérieure à T, ; nous aurons donc encore production de travail avec une seule source.
Ainsi, lorsque le cycle de Carnot est décrit dans le sens direct, r, Qi et Q, sont des quantités positives. Si nous le décrivons dans le sens rétrograde, t sera négatif; la quantité de chaleur Q, empruntée le long de BA et la quantité Q. cédée le long de I)(^> seront également négatives. Nous avons d'ailleurs montré (§ 39) qu'il est possible de considérer la quantité Qi comme cédée à la source à température T, et la quantité Q2 comme empruntée à la source dont la température est T2.
114. Le coefficient économique d'un cycle de Carnot ne dépend que des températures des isothermes. — Kevenons sur la démonstration du théorème de Carnot, en cherchant à nous afTranchir d'une objection plus spécieuse que réel-
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lement grave. Dans cette démonstration, on suppose que les températures T, el T2 des deux isothermes sont les mômes que celles des deux sources; or, l'échange de chaleur ne peut se faire qu'entre deux corps dont la température est différente.
Un cycle de Carnot est entièrement déterminé quand on connaît les adiabatiques et les isothermes qui le forment. Lorsque la relation fondamentale du corps qui se transforme est donnée, les isothermes sont déterminées par leurs températures ïj et T2, les adiabatiques par les valeurs correspondantes d'une quelconque des variables indépendantes, les valeurs p, et (^2 tlu volume spécifique par exemple. Le coefficient économique d'un cycle de Carnot est donc une fonction de ces quatre quantités Ti, T2, v^, v^ et du corps C qui se transforme, puisque de la nature de ce corps dépend la forme de la relation fondamentale. Posons donc
çT ^=/( M» ^2» <'l> <'2> C).
Cette fonction / est une fonction continue des quantités Ti, T2, i'i, t'2, car, si l'on fait varier ces quantités d'une manière continue, le cycle se déforme de la même manière et les valeurs de t et Q sont continues. Démontrons qu'elle ne dépend que des températures des isothermes.
115. Considérons deux corps C et C qui se transforment entre les mêmes sources de chaleur en décrivant des cycles K et K', le premier dans le sens direct, le second dans le sens rétrograde. Pour que cela soit possible, il faut que les températures satisfassent à certaines inégalités: soient T, et Tj
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les températures des deux sources chaude et froide, T, et ï'o celles des isothermes du premier cycle, T'î et T'2 celles des isothermes du second cycle ; on doit avoir
Appelons z le travail produit par le premier corps, Qj la quantité de chaleur qu'il emprunte à la source chaude, Q, celle qu'il cède à la source froide, et désignons par — t', — Qi> — Q'2 '^s valeurs des mêmes quantités qui correspondent au second cycle. Nous allons démontrer que l'on a
Prenons une machine AI fonctionnant dans le sens direct suivant le cycle K et associons-lui une machine M' fonctionnant dans le sens rétrograde, suivant le cycle K'. Si /n et m' sont les masses des corps C et C qui se transforment dans ces machines, nous aurons pour la chaleur empruntée à la source chaude par leur ensemble
fnQi — m' Q\.
Les quantités Q, et Q', étant positives (106), nous pouvons prendre pour m et m' des valeurs telles que cette quantité soit nulle. Mais alors le travail produit par les deux machines mz — m'r' ne peut être positif, car nous aurions production de travail avec une seule source de chaleur; il faut
donc
mz — m'z'1.0,
ou, en remplaçant m et m' par les quantités 77- et rp- qui
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leur sont proportionnelles par suite de l'hypothèse que nous avons faite,
Le coefficient d'un cycle décrit dans le sens direct est donc au plus égal à celui d'un cycle dans le sens rétrograde.
116. Considérons maintenant deux cycles de Carnot K et K' définis par les quantités T'i, T',, v\, v'^ pour le premier, T[, T'2, ç\, ('2 pour le second. Faisons décrire au corps C le premier cycle dans le sens direct et au corps C le cycle K' dans le sens rétrograde entre deux mêmes sources de chaleur dont les températures sont Ti et T,. Pour que cela soit possible nous devons avoir, comme nous l'avons déjà dit,
et si ces conditions sont réalisées nous aurons, d'après le paragraphe précédent,
Si nous supposons que les températures des isothermes et des sources satisfont aux inégalités
nous pouvons décrire le cycle K dans le sens rétrograde et le cycle K' dans le sens direct : par suite nous avons
La fonction/ étant continue, nous pouvons faire tendre Tj et T'i vers ïi et T'^ et T'.^ vers T2 sans (|ue les signes des
QLELQIES CONSÉQUENCES Dl PRINCIPE DE CARNOT. l4 I
inégalités (i) et ( 2) changent; nous aurons donc, ;i ht limite, /(T„ T„ r',, r;, C) </(T„ T„ v\, i-;, C),
inégalités qui ne peuvent être satisfaites simultanément que si l'on a
La valeur de la fonction /ne doit donc pas dépendre des valeurs de t-, et de r,, ni de la nature du corps C; en un mot, la fonction de Carnol ne dépend que des températures ï, et ï, des isothermes. Nous avons vu que Carnol était arrivé à cette conclusion bien qu'en s'appuyant sur des notions inexactes.
117. Le coefficient économique d'un cycle quelconque est au plus égal à celui d'un cycle de Carnet. — Soient K un cycle quelconque et K' un cycle de Carnot fonctionnant entre les mêmes sources. Nous pouvons décrire le cycle K' dans le sens rétrograde; il suffit pour cela que les températures Ti et T', des isothermes de ce cycle comprennent entre elles les températures T, et T, des sources. D'après
(115), le coefficient économique ~ du cycle K est au pins
égal au coefficient -^ du cycle K'. Ce dei'nier est égal à la
fonction de Carnot relative à ce cycle, fonction que nous pouvons écrire /(T,,!,) puisqu'elle ne dépend que de J[ et ï.i ; nous avons donc
Mais nous pouvons considérer les températures des isothermes comme infiniment peu différentes de celles des sources; la fonction / étant continue, nous aurons à la limite
Le coefficient économique d'un cycle quelconque est donc au plus égal à celui d'un cycle de Carnot dont les températures des isothermes sont celles des sources.
118. Expression de la fonction de Carnot. — Nous avons vu (43) que l'hypothèse de la conservation du calorique conduisait à considérer la fonction de Carnot comme la diffé-
Fig. i8.
rence/(T,) —/(Tj) de deux fonctions d'une seule variahle, et nous avons dit que cette conséquence était inexacte. Monlrons-le et cherchons la valeur de cette fonction.
Considérons trois isothermes AH, Cl), EF {fig. i8) correspondant aux températures T,, Tj, T3 et coupées par deux adiahatiques AE et BF. Soient
Q,= f dQ,
Qs-= àQ
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les quanlilés de chaleur qu'il faul fournir au corps qui se transforme quand son point figuratif décrit les arcs AB, Cl), EF de ces isothermes. Pour le cycle de Carnot ABCD, nous avons
et, d'après le principe de l'équivalence, Q,_0,= Ar. .
De ces deux égalités nous tirons
Nous pouvons donc écrire
Pour les deux cycles CDFE et ABFE, nous aurons également
Ces trois dernières égalités nous donnent
,rp rp . 9(T,, T;j)
VI l2> I3)
OU, en regardant T3 comme une constante,
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Nous avons donc, d'après la valeur de cp,
Définition de la température absolue. — 'lais
/(Ti/fî) est positif, puisque sa valeur est -^ et que les
deux termes r et Q, de ce rapport sont positifs ou négatifs en même temps. Par conséquent, ^(T, ) — ©(To) est positif; en d'autres termes, <p(T) est une fonction croissante en même temps que T. Or, nous avons fait remarquer (17) que la température d'un corps est aussi bien définie, soit par la mesure t au moyen d'un thermomètre quelconque, soit par la valeur d'une fonction 6( t) de cette température assujettie seulement à la condition d'être croissante en même temps que t. Nous pouvons donc évaluer les températures par les valeurs de la fonction cp(T). Ce sera la fonction ©(T) ainsi définie que nous appellerons la température absolue. C'est la définition que nous avions annoncée (17) et qui, on le voit, ne renferme plus rien d'arbilraire. Nous désignerons désormais cette température absolue par T, puisque la définition de T était restée jusqu'ici arbitraire. Nous verrons (141) comment la température absolue ainsi définie peut être déterminée expérimentalement. Nous aurons alors
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et par suite
/(T.,T,)=:eIi^^; i I
telle est l'expression ligoiircdse de la fonction de Carnol. Il en résulte pour la valeur du rendement d'un cycle de Carnet
Si nous portons celte valeur de la fonction de Carnol dans
la relation
fournie par le principe de l'équivalence, nous obtenons
et par conséquent
On peut exprimer ce résultat en disant que la valeur de
l'intégrale / -7^ prise le long d'un cycle de Carnol est nulle,
f/O représentant la chaleur absorbée par le corps qui se transforme quand son })oint figuratif décrit un élément du cycle.
En effet, la température étant constante (|uand le point se meut sur une isullierme, nous aurons, pour l'isotherme AB,
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et, pour l'isotlierme DC,
Le long des adiabatiques clQ est nul; par conséquent, la valeur de l'intégrale pour le cycle de Carnot tout entier se réduit à la somme des valeurs précédentes; nous avons donc bien
Théorème de Clausius. — Clausius a montré que
l'intégrale j -j^ est encoi'e nulle lorsqu' un corps, dont l'état
est complètement défini par deux variables p et r, décrit un cycle fermé quelconque. •
La cbaleur absorbée par un corps dans une transformation élémentaire a pour expression (25)
ir\ ,^ ""^T dl
d() ^= L -;- dv -f- c -T- do. dv dp ^
Nous avons donc pour l'intégrale considérée
rdq rc di ^ c di ,
ou
dp dO
(0 Ji^=jMdv+^dp,
en posant
,. C dT ^^ c dT
i dv r dp
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Mais on peut transformer l'intégrale curviligne qui forme le second membre de l'égalité (i) en une intégrale double étendue à l'aire limitée par le cycle fermé; nous obtenons en effectuant cette transformation
Par conséquent, pour démontrer que 1 intégrale / -~ est nulle, il suffit de faire voir que l'on a
en tout point intérieur au cycle fermé.
Admettons que, pour une certaine région intérieure à ce cycle, la différence précédente soit positive. Pour un cycle fermé entièrement compris clans celte région nous
aurions/ -=- > o, puisque tous les éléments de 1 intégrale seraient positifs. Or, rien n'empêche d'admettre que ce cycle fermé est un cycle de (lariiot. On peut toujours en effet construire un cycle de Carnot avec deux adiabatiques et deux isothermes assez rapprochées pour que le cycle soit tout entier contenu dans une région du plan si petite qu'elle soit. Nous arriverons alors à cette conclusion que Tinté-
-7p- peut être positive pour un c^cle de Carnot ; cette conclusion étant en contradiction avec la propriété démontrée dans le paragraphe précédent, la différence — r '—
dp ((v
ne peut être positive. Elle ne peut non plus être négative, car le même raisonnement montrerait qu'alors l'intégrale
^ pourrait êlre négative pour un cycle de Carnot. L'égalité (2) doit donc être satisfaite dans toutes les régions du cycle si petites qu'elles soient et l'intégrale considérée est bien nulle.
121. Entropie. — Supposons toujours que le corps qui se transforme est tel que son état soit complètement défini par les deux variables p et v, et considérons deux états de
Fig- 19-
ce corps déterminés par les points M et N {fig. 19). Appe- Ions a la valeur de 1 intégrale / -^ lorsque le point représentatif passe de M en N en suivant le chemin de MPN, et b la valeur de cette intégrale lorsque le point représentatif suit le chemin MON. Si l'on décrit ce dernier chemin en
sens inverse, de N en M, la valeur de / ^ est — />, puisque
le signe de <r/Q change avec le sens dans lequel est décrit l'élément correspondant. Nous avons donc pour le cycle fermé MPNQM, décrit dans le sens indiqué par les lettres,
dO
-pp- = a — 0.
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Or, d'après le tliéorème de Clausius, celle intégrale est
, rdQ nulle et Ton doit avoir a = h; la valeur de I intégrale / "Y"
est donc indépendante des transformations subies par le corps pour passer d'un état à nu autre, elle ne dépend que de ces états. En d'autres ternies, cette intégrale est une fonction de p et v qui ne dé|)end que des valeurs des variables aux limites.
On a donné à cette fonction le nom iVentropie du corps; l'entropie S d'un corps n'est donc déterminée qu'à une constante près; sa différentielle est
Si nous introduisons cette fonction dans l'énoncé du tliéorème de Clausius, cet énoncé devient : Lorsqu'un corps, dont l'état est complètement défini au moyen de deux variables, décrit un cycle fermé, la variation de son entropie est nulle.
122. L'entropie d'un système isolé va constamment en croissant. — L'entropie S d'un système est la somme
S = Si+S,+ S3 + ...4-S„
des entropies des corps A,, Ao, . . . , A„ qui forment le système. Montrons que, lorsqu'un système isolé se transforme, son entropie va constamment en augmentant.
Quelles que soient les transformations du système, l'entropie de l'un des corps ne peut varier que s'il reçoit de la cbaleur, soit que cette chaleur ait été produite parle frot-
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temenl aux dépens rie la force vive du système, soit qu'elle ait été empruntée par conductibilité ou rayonnement aux autres corps du système, puisque ce système est supposé isolé. La destruction de travail par frottement augmente l'entropie des corps qui frottent, car ces corps reçoivent
ainsi de la chaleur et par conséquent fl?S,=r -— ^ est une
quantité positive pour ces corps. Supposons maintenant qu'un corps du système emprunte ou cède de la chaleur par conductibilité ou i-ayonnement; ce corps ne pourra en emprunter qu'à d'autres corps du système dont la température est plus élevée, ni en céder qu'à d'autres dont la température est plus basse. Il nous reste donc à montrer que l'entropie du système augmente quand il s'établit un transport de (îhaleur d'un corps chaud à un corps froid.
Soient Tj la température de l'un des corps et^^Q, la quantité de chaleur qu'il reçoit; soient T2 et dQ., les valeurs des mêmes quantités pour l'autre corps. Supposons Ti > T.^ ; alors (iQi est négatif et clQ^ positif; d'ailleurs
^Qi = -<),,
puisque le passage de chaleur s'accomplit sans production
de travail. La variation de la somme des entropies des deux
corps est
d(^^ dQ..
Il 1 2
OU, en tenant compte de la relation entre rfQ, et dQ^,
6?Si -h f/Sa = dO, ( j^ Y
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Or, d'après nos hypothèses, f/Q. est positif; le facteur
7f ,-p- I est aussi; par conséquent, il y a bien accroissc-
I2 il
ment de l'entropie du système.
123. Le théorème de Clausius considéré comme second principe de la Thermodynamique. — Le théurèinL' de Clausius peut être pris comme second principe de la Thermodynamique. Montrons en etïet qu'il entraîne l'axiome de Clausius énoncé sous la seconde forme.
S'il était possible de produire du travail avec une seule source de chaleur, on pourrait concevoir qu'après une série de transformations tous les corps d'un système reprennent leur état primitif, sauf la source à laquelle on a emprunté de la chaleur. L'entropie de cette source diminuerait donc tandis que les entropies de tous les autres corps reprendraient leurs valeurs initiales; par suite, l'entropie totale du système diminuerait, ce qui ne peut avoir lieu d'après la conséquence que nous venons de déduire du théorème de Clausius. On ne peut donc produire du travail avec une seule source.
Ayant cémontré que les deux formes de l'axiome de Clausius sont équivalentes et que l'énoncé de Carnot est une conséquence de l'une ou l'autre de ces formes, il résulte immédiatement de ce qui précède que l'énoncé primitif de Clausius et l'énoncé de Carnot peuvent être déduits du théorème de Clausius. Montrons directement que la proposition de Carnot est une conséquence du théorème de Clausius.
124. Considérons un cycle de Carnot. Soient Q, la quantité de chaleur empruntée à la source chaude dont la température ï| est celle d'une isotherme du cycle, et Q, l'i quantité cédée à la source dont la température T, est celle de l'autre isotherme. D'après le théorème de Clausius nous
aurons
rdO O, 0..
fdO 0, Q, J F - l\ T, -
et par
conséquent
ou
- 1 T,-T., <Ji ~ A T, '
le coefficient économique d'un cycle de Carnot ne dépend donc que des températures des isothermes, ce qui est conforme au théorème de Carnot.
Pour compléter la démonstration de ce théorème il nous faut montrer que le coefficient économique d'un cycle fermé quelconque ne peut être plus grand que celui d'un cycle de Carnot.
La quantité de chaleur <r/Q absorbée par le corps qui se transforme dans une transformation élémentaire peut être considérée comme la différence
de la quantité de chaleur dQi empruntée à la source chaude et de la quantité dQ.2 cédée à la source froide. Si nous supposons dQi positif, la température Ti de la source chaude
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doit être plus grande que la température T du corps qui emprunte la chaleur; nous avons donc
Si nous supposons dQi négatif, c'est-à-dire si nous admettons que le corps qui se transforme cède de la chaleur à la source chaude, la température T| de cette souroe doit être irféiieure à la température T du corps; les deux facteurs du premier inemhre de l'inégalité précédente sont donc tous deux négatifs et par conséquent cette inégalité est encore satisfaite. Nous en déduirons
ou, puisque la température Ti de la source est constante,
(0 jt->t;' ■
Oi étant la quantité de chaleur totale empruntée à la source chauile lorsciue le corps décrit le cycle entier.
Comme précédemment on verrait que, quel que soit le signe de dQ,, on a
dQ, ( ^ - .-^ ) < o.
Nous en déduirons
(.) J-r<ff
Par conséquent, si dans l'égalité fournie par le théorème
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de Clausius,
fciq rdo, rdo,
nous remplaçons les intégrales par les seconds membres des inégalités (i) et (2), nous aurons
De cette inégalité, il résulte
Q1-Q2 ^T,-T, Qi "^ ï.
ou
• ^ I T.-T, Qi ^ A ï, '
ce ([ui démontre que le coefficient économique d'un cycle fermé quelconque est plus petit que celui d'un c\'cle de Carnot.
125. Fonctions caractéristiques de M. Massieu. — Le théorème de Clausius nous a conduit à l'introduction d'une nouvelle fonction de l'état d'un système : son entropie S.
Si donc nous prenons comme variables indépendantes définissant l'état du système la pression p et le volume spécifique r, nous aurons à considérer, dans les applications, trois fonctions de ces variables : la température T, l'énergie interne U et l'entropie S.
Les deux principes fondamentaux de la Thermodynamique fournissant deux relations entre U, S et les variables, il semble que la connaissance de l'une des fonctions T, U, S
QUELQUES CONSÉQUENCES DU PRINCIPE DE CARNOT. l55
puisse permettre de déterminer les deux autres en fonction des variables. Mais, les deux relations fondamentales étant des équations aux dérivées partielles, une telle détermination est impossible.
M. Massieu a montré que, si l'on lait clioix pour variables indépendantes de c et de T ou de p et de T, il existe une fonction, d'ailleurs inconnue, de laquelle les trois fonctions des variables, /?, U et S dans le premier cas, t', U et S dans le second, peuvent se déduire facilement. M. Massieu a donné à cette fonction, dont la forme dépend du clioix des variables, le nom ûq fonction caractéristique.
126. Prenons v et T comme variables indépendantes et cberchons la fonction caractéristique correspondante. Le principe de l'équivalence nous donne la relation
dQ = dU 4- \p dv ; le principe de Carnot,
Nous en déduisons
Tf/S —d\j= Xp dv
ou
rf(TS) — d\] — Sf/T -h \p dv.
Si nous posons
U = TS-H = T55-H
ai
Ainsi la fonction H permet de déterminer les fonctions p, U, S des variables choisies : c'est donc la fonction caractéristique de M. Massieu.
127. Si l'on prend p et T pour variables indépendantes, la fonction caractéristicpie est
H'rzrH — A/?(\
Nous aurons en effet
dn' = ^H — Kp dv — Ac dp,
ou, en remplaçant r/H par la valeur trouvée précédemment,
dR'—^dl — Kvdp,
(ïoi\ nous tirons pour les valeurs des fonctions S et v,
S — — _ dR'
f/T dp
Pour l'énergie interne nous aurons
U =: TS - H = ÏS - H - kpv
ii=-.t^iî;-h'+,.^.
d 1 ^ dp
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Puisque des fonctions de M. Massieu on peut déduire les autres fonctions des variables, toutes les équations de la Tlierinodynanii(|ue pourront s'écrire de manière à ne plus renfermer que ces fonctions et leurs dérivées; il en résultera donc, dans certains cas, une grande simplification. Nous verrons bientôt une application importante de ces fonctions.
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128. Des divers modes de détente des gaz. — Dans le Chapitre V, consacré à la vérification du principe de l'équivalence à l'aide des gaz, nous avons déjà indiqué quelquesunes des propriétés de ces fluides. Nous avons vu que, si l'on admet la loi de Mariotte ei celle de Gay-Lussac, la détente isothermique d'un gaz est représentée par la courbe dont l'équation est
pç ^ const.,
et que l'équation de la courbe représentative d'une détente
adiabatique est
pc" = const.
Remarquons que, pour une détente adiabatique, / -~
est nul, puisque dQ est nul pour chaque transformation élémentaire. L'entropie du gaz reste donc constante pendant une transformation adiabatique; aussi donne-l-on également le nom de détente isentropique à une telle transformation.
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Nous avons aussi étudié un troisième mode de détente des gaz : la délente qui se produit dans l'expérience de Joule (66). Dans cette détente le gaz n'absorbe ni ne cède de clinleur à l'extérieur; elle se rapproche donc de la détente isentroi)ic|ne. Toutefois ces deux détentes ne peuvent être confondues, car nous avons fait observer (68) que l'expérience de Joule comprend deux phases : dans l'une le gaz se refroidit en communiquant de la force vive à ses molécules, dans l'autre cotte augmentation de force vive est détruite avec production de chaleur. D'ailleurs la détente isentropique est réversible (37): au contraire, la détente des gaz dans l'expérience de Joule n'est pas réversible, puisque pendant cette détente le gaz ne produit pas de travail et que, pour ramener le gaz à son volume primitif, il faudrait le comprimer et par conséquent fournir un travail. Cela, d'ailleurs, devait se prévoir, puisque dans la deuxième phase de l'expérience les molécules frottent les unes sur les autres et que la production de la chaleur jiar frottement est un phénomène irréversible. Ce mode particulier de détente est appelé détente isodynamique. Aucun travail extérieur n'étant protluit ou détruit pendant qu'elle s'effectue, l'énergie interne du gaz ne varie pas.
Ainsi les trois détentes que nous venons de considérer sont caractérisées respectivement par les trois égalités
T^const., S =: coiist., U=:const.,
c'est-à-dire que leurs équations s'obtiennent en écrivant que les fonctions T, S, L" des variables indépendantes p et v sont des constantes.
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129. Lois caractéristiques des gaz parfaits. — Les gaz obéissent très ai^proximativemenl aux trois lois suivantes : la loi de Mariotte, la loi de Joule, la loi de Gay-Lussac. On considère comme ^az parfait un fluide hypothétique obéissant exactement à ces lois.
Mais nous pouvons prendre pour définition d'un gaz parfait : un gaz obéissant aux lois de Mariotte et de Joule. Montrons que, si ces deux lois sont satisfaites, celle de Gay- Lussac l'est aussi.
La quantité de chaleur qu'il faut fournir à un corps dans une transformation élémentaire est, d'après le principe de l'équivalence,
dQ = d\] + kp dv.
Nous avons donc, pour la variation d'entropie du corps,
<^K <iU Ao ,
(i) ^S = ^ = -rp + -rp f^c.
D'après la loi de Joule, l'énergie interne d'un gaz n'est fonction que de sa température, U = ^(T); par conséquent,
^U_cp'(T)
est une différentielle exacte. D'autre part «r/S est aussi une différentielle exacte. Il faut donc, d'après la relation (i),
que ^-^dv soit également une différentielle exacte. Celle
condition exige que -^ soit une fonction de ç seulement; posons donc
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Or, puisque nous supposons (|ue le gaz obéit à la loi de Mariotle, nous avons
Les deux relations (2) et (3) ne peuvent se concilier que si l'on a
X(T) = RT, ^(r) = ^,
R étant une quantité constante ne dépendant (|ue de la nature du gaz. S'il en est ainsi, nous avons
pv — RT.
Nous retrouvons donc la relation fondamentale à laquelle nous sommes parvenu (21) en admettant les lois de Mariotte et de Gay-Lussac. Elle nous montre qu'à pression constante le volume d'un gaz quelconque est proportionnel à sa température absolue; par suite, le coeflîcient de dilatation doit avoir la même valeur pour tous les gaz : c'est bien la loi de Gay-Lussac.
Si donc il existait un gaz parfait, un thermomètre conslruit avec ce g<ïz indiquerait rigoureusement la température absolue.
130. Réciproquement, un gaz qui obéit aux lois de >Iariotte et de Gay-Lussac obéit également à celle de Joule. On a, en effet,
.^ d{} \p , r/U \Rdç 11 1 (^
Comme t/S est une différenlielle exacte, A et R des con- P. II
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slanles, — ;- une différentielle exacte, il faut que
soit une différentielle exacte, c'est-à-dire que U soit une
fonction de ï, ce qui est la loi de Joule.
Nous avons
dQ=d[] ^ Ap dv,
d'où, pour (• = const.,
^O = c rfï = ^ d'ï dv
et
et, pour p =: const.,
d^_([^ hpdv _ AKrA' _ AR^T
dQ = CdT=^^ dT -+- AR ^T, rt 1
^=-nT + AR, (Il
C — c = AR.
131. La loi de Joule n'est qu'approchée. — Les lois de Mariotte et de Gay-Lussac étant, d'après l'expérience, deux lois dont les gaz nalurcls s'ap[)rochent plus ou moins, il est à présumer que la loi de Joule n'est aussi qu'une loi approchée.
Les expériences de Regnault sur la comi)ressibiliié des gaz à diverses températures permettent de montrer que
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cette loi n'est pas applicable rigoureusement aux gaz naturels.
Si nous admettons la loi de Joule, nous devons avoir (130), en désignant par ^{v) une fonction de volume spécifique,
Par conséquent, la relation entre la pression et le volume spécifique d'un gaz est, lorsque la température reste constante,
P'\i{\') = cousl.
Or, d'après les expériences de Regnault, tous les gaz, sauf l'hydrogène, se compriment plus que ne rindi(iue la loi de Mariotle aux températures ordinaires et tendent vers cette loi quand la température augmente. Par conséquent, puisque la loi de Mariotte est exprimée par /jt' = const., ces expériences montrent que '-^(r) varie avec la pression plus rapidement que r aux températures ordinaires et que v|;(r) est sensiblement proportionnel à C aux températures élevées. La fonction ^{i') dépend donc de la tem[)éralure, ce qui implique l'inexactitude de la loi de Joule.
D'ailleurs des expériences directes, entreprises par Joule et sir W. Thomson, ont montré ([ue les gaz réels ne suivent pas exactement cette loi. Avant de décrire ces expériences et d'en exposer les résultais, étudions l'écoulement des lluides gazeux ou liquides dans un canal.
132. Écoulement des fluides. — Considérons un lluide en mouvement dans un canal et supposons le régime permanent établi, c'est-à-dire supposons que les variables qui
définissent l'état du fluide ne dépendent pas du temps. Soit ABCD {Jig. 20) la position à l'instant t d'une certaine masse de lluide que nous supposerons égale à l'unité. Au
Fig. 20.
bout d'un intervalle de temps infiniment petit dt, cette masse occupe le volume A'B' CD'.
Puisque nous avons supposé le régime permanent établi, les masses comprises dans les volumes ABA'B', CDC'D' ont la même valeur dm. Si nous désignons par 90 la vitesse du fluide en AB et par cpi sa valeur en CD, la distance des plans AB et A'B' est ^odt, celle des plans CD et CD' est cpi dt. En appelant Wq et wi les surfaces des sections AB et CD, nous avons donc, pour les volumes ABA'B' et CDC'D',
OJo'^o'^^ Gt GJ,9irf^.
Par conséquent, si ^o et v^ sont les valeurs du volume spécifique du fluide qui occupe chacun de ces volumes, nous avons pour les masses
dm =
(Dp cpo dt
et
dm
o) 1 cp , dt
et, puisque ces masses sont égales,
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OU, en désignant par w, o, » la section du canal, la vitesse du lUiide et le volume spécifique en un point quelconque.
— ■- — const.
C'est l'équation de continuité.
133. Une seconde équation est donnée par le principe de la conservation de l'énergie. Les forces extérieures se réduisent aux pressions qui s'exercent sur les surfaces du fluide ABCD et à la pesanteur. J'appelle ch le travail de ces pressions et — dV celui de la pes;uiteur. Il est clair que dV est une différentielle exacte. On a alors, en conservant aux lettres E, Q, U et W la même signification que dans les Chapitres précédents,
(I ) E r/Q -^ ^T =3 E r/U -^ ^V + dW.
Évaluons chacune des quantités qui entrent dans cette relation.
La différentielle dV est donc égale à la variation de l'énergie |)Otentielle due à la pesanteur. A l'instant /, cette énergie est la somme de l'énergie du fluide occupant le volume ABA'B' et de celle du fluide occupant le volume A'B'CD; à l'instant t + dt elle se compose de l'énergie du fluide occupant le volume A B'Cl) et de celle du fluide occupant le volunie CI) CD'. Si donc nous appelons -0 la distance du centre de gravité de la masse ABA'B' au-dessus d'un plan horizontal pris pour plan des xy et par 2, la distance du centre de gravité du volume CD CD'
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au-dessus de ce même plan, nous avons d\ — gdm{zy— Go).
La variation <^V de la demi-force vive est
ou
Quant à la variation de l'énergie interne, elle a pour
expression
f/U = f/m(U,— Uo),
en appelant Uo l'énergie interne rapportée à l'unité de masse du fluide occupant le volume ABA'B' et Uj la valeur de la même quantité pour le fluide occupant le volume CDC'D'.
134. Evaluons le travail dx des pressions extérieures. Les seules pressions qui produisent du travail sont celles qui s'exercent sur AH et sur CI). Si />o et p^ sont les valeurs respectives de ces pressions par unité de surface, le travail résultant du déplacement de AB est
et celui qui résulte du déplacement de CI), — P\ ''^\ 9i f^f^t ^= — P\ *'i ^'''"• Nous avons donc
dx — {p^K\) — p^i\)dni.
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Dans celte évaltialioii le travail provenant du tVotlement (In fluide contre les parois du canal n'entre pas. Cependant nous pouvons en tenir conii)te. Il snlTii de considérer le système formé par le tlnide <M le canal dans lequel il se meut. Les frottements sont alors intérieurs au système considéré et l'on ne doit pas en tenir compte dans l'expression du travail des forces extérieures. Mais alors rlQ représente la quantité de chaleur cédée au système du fluide et du canal, et non celle qui est cédée au fluide seulement.
>\ dans la relation (i) fournie par le principe de l'équivalence nous remplaçons d-:, dV , d\ et f?W par les valeurs que nous venons de trouver, nous obtenons, en divisant par dm,
(2) E^.= E(U,-Uo) + «-(^.-~^0
Il ne reste donc plus qu'à déterminer l'expression do
dm Celte différentielle peut s'écrire
^^0 d() __ 'Tu dm dm
Ut
„ . dq .,.,,,, . dVi
VAX conséquent, -7— sera negliseable dans deux cas : si —7^
' dm ^ ^ dt
est très petit, c'est-à-dire si les |)arois du canal sont peu
1 • 1 • 1 ■ • dm
conductrices de la chaleur: ou si — ;— est Ires srand, c est-
dt ^
à-dire si l'écoulement du lUiide est très rapide.
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135. Remarque applicable aux liquides. — Les liquides sont supposés incompressibles; par suite, le volume spécifique (' est constant. Il en résulte que la formule
qui exprime, dans le cas d'un fluide quelconque, la quantité de chaleur qu'emprunte l'unité de masse de ce fluide, se réduit à
^Q = cm.
Mais cette quantité de chaleur est fournie en partie par des corps extérieurs au système, en partie par le frottement du fluide contre les parois; ai)|)elons<^/0„ la première poition et «yQi la seconde. Nous avons, en remplaçant la variation d\} de l'énergie interne par sa valeui" dm{\}y — Uo),
dQ, + d() , = dm ( U i — U» ) .
Or la f|uantilé r/Q qui entre dans la relation (i) est la chaleur fournie au système par les corps extérieurs; c'est donc la même quantité que celle qui est désignée par «YQ,,
dans la relation précédente. De cette relation tirons -7— et
dm
portons la valeur ainsi trouvée dans la relation (2); nous
obtenons, après simplifications,
C'est l'équation de Hernoulli. La (iiiantilé L -7^ est ce qu'on ^ dm
appelle la perle de charge due au frottement.
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136. Applicaticn aux gaz. — l);ms le <as îles g;iz ikxis pouvons iicgliger l'aciiou de la pesanteur et le terme ,ir(-i — :■<>) disparaît de la relation (n). Étudions l'écoulemenl isotherme en supposant le ^^az parfait et le IVottement nul.
Décomposons le lluide occupant le volume AliCD en tranches ayant même masse dm. Au bout de chaque intervalle de temps c/t chacune de ces tranches prendra la place de la suivante. La quantité de chaleur fournie à chacune de ces tranches pendant cet intervalle a pour valeur
dQ = dm(Xpdi'-^dU).
L'écoulement étant isotherme, dU est nul, car, d'après la loi de Joule, U n'est fonction que de la température et par conséquent cette quantité conserve la même valeur quand la température reste constante. D'autre part, la relation fondamentale des gaz parfaits étant
nous avons
Par conséquent.
pv = KT,
dq=dm\nT — ,
et en intégrant pour le volume ABCD nous obtenons, pour la quantité de chaleur rfQ fournie à l'unité de masse du gaz,
^0= / dmXm^-
Mais dm est constant ainsi que T; nous pouvons donc
écrire
^ z= ART^ ^' = AHT(logr,- logrO.
Portons cette valeur de -r^ dans la relation (2). et reniardni
quons que U, — Uo=o d'après la loi de Joule et f|ue
Pi'^'x — /'o<'o^=o d'après la loi de Mariotle; il vient
RT(logr,-logr,) = ^(9?-9^).
Telle est la relation qui lie le volume spécifique à la vitesse daus l'écoulement isotherme des gaz.
137. Considérons le cas oi^rle gaz ne reçoit pas de chaleur (le l'extérieur, le cas d'un écoulement adiabalique. La formule (2) donne alors, en faisant passer dans un même membre les quantités atïectées d'un même indice,
EU, + n + ;,, ,., = EUo -H ^ + />o ^'O
ou
(3) EU 4- -^ H /Jc = const.
Cette formule ne suppose pas que le frottement du gaz contre les parois du canal soit nul, ni que le gaz soit parfait. Faisons maintenant ces hypothèses.
Le gaz ne peut absorber de ciialein-, puisqu'il n'en reçoit ni de l'extérieur ni par frottement; par conséquent, la transformation du gaz est adiabatique et nous avons (70)
^(j'z^ const.
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De celle relation ol de la relalioii fondamentale des gaz pari'aits,
nons tirons
et par conséquent
■i— ^ = consl., P~
T=}ip <• ,
B désignant une constante.
Dans la relation (3) remplaçons U par sa valeur cT déduite de la loi de Joule (130 >, et />»• par RT; nous avons
EcT + — -^KT^const.,
on, en tenant compte de la valeur trouvée pour T,
(Ec-i-R)B/> ' -H^-=:const.
Mais poi" Conséquent, en éliminant H, il vient
ECB/> *^ + ^ = const.
C'est la formule de Zeuner.
138. Expériences de Joule et de sir W. Thomson. — Dans ces expériences, on rend le frottement très considérable en faisant passer le gaz à travers un tampon de bourre de soie c
comprimé entre deux rondelles métalliques a, a {fig. 21). Le tube, formé en cet endroit d'un cylindre de buis, est protégé contre tout effet lliermique extérieur par un manchon hh rempli de bourre de soie et plongé dans de l'eau
Fig. 21.
à température constante. Dans ces conditions la quantité de chaleur fournie par l'extérieur au système est nulle, et la formule (3) lui est applicable. D'ailleurs, à cause du frottement considérable qu'éprouve le gaz, l'écoulement poul être très lent, bien que la pression de part et d'autre du tampon puisse différer notablemeni; on peut donc négliger le carré de la vitesse 9, et celte formule se réduit à
' EU 4- pv = const.
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ou (4) U + A/?i' 3= consl.
Si le gaz est parlait, U, /> el c ne déix^ndenl que de la température ï; par consé(|uont, le premier membre de la relation (4) ne dépend que de T. Puisqu'il est constant, la température d'un gaz parfait ne doit pas varier dans l'expérience de Joule el Tlioinson.
Or l'expérience a montré que, (|ucl (|ue soit le gaz employé, la température indiquée par le thermomètre placé au-dessus du tampon est toujours inférieure à la température que possédait le gaz avant son passage dans le tampon. Nous devons donc en conclure que l'une, au moins, des deux lois qui définissent un gaz parfait n'est pas rigoureusement suivie par les gaz réels.
Nous savons déjà, par les expériences de Regnault, que la loi de Mariotte est dans ce cas. Mais ces mêmes expériences nous apprennent que l'écart entre cette loi et la loi réelle de compressibilité n'a pas le même signe pour l'hydrogène et les autres gaz. Par conséquent, si la variation de température constatée dans les expériences de Joule et Thomson provenait uniquement de ce que le produit pv n'est pas uniquement fonction de la température, cette variation devrait avoir un signe différent pour l'hydrogène et pour les autres gaz. Comme cette variation est toujours négative, même avec l'hydrogène, c'est qu'elle est due en partie au terme U. L'énergie interne d'un gaz n'est donc pas uniquement fonction de la température; en d'autres termes, les gaz naturels n'obéissent pas rigoureusement à la loi de Joule. Telle est la conclusion importante des expériences de Joule
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et ïliomson, conclusion que ne pouvaient mettre en évidence les premières expériences de Joule (66), beaucoup moins précises que les précédentes.
139. Expression de lénergie interne d'un gaz. — Joule et sir W. Thomson ont constaté que la diminution de lempéralure indiquée par le thermomètre est inversemenl proportionnelle à la différence des pressions de part et d'autre du tampon, et inversement proportionnelle au carré de la température absolue du gaz. On a donc, en désignant pav dT la variation de température et par dp la variation de pression,
i-y) dlz=^^,
K étant une constante positive dépendant de la nature du gaz. Ces résultats permettent de trouver une expression très approchée de l'énergie interne du gaz.
Prenons p et T comme variables indépendantes et diiïérentions la relation (4): nous obtenons
(b) dp + dl=o.
Si nous supposons le gaz parfait, on a U = cT d'après la loi de Joule, pv = HT d'après les lois de Mariette et de (lay- Lussac, et enfin AH = C — c d'après le principe de l'écpiivalence; par conséquent,
U + Â/>c = CT,
et par suite
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Celle expression n'est pas rigoureusement applicable an\ gaz réels; portons-la néanmoins dans la relation (i); nous obtiendrons
et, en remplaçant dT par sa valeur (5) déduite des expériences de Joule et ïbomson,
djU -\- \pv) _ KC dp ~ T^"
Si nous intégrons, nous avons
relation qui détermine U.
Si nous prenions ç et T comme variables indépendantes, nous obtiendrions l'expression approchée de U -4- A/jc oti remplaçant p par sa valeur tirée de la relation jn =nT; il vient
140. Détermination de l'équivalent mécanique de la chaleur. — Ditrérentions la relation (4) en prenant pour variables indépendantes^/^ et «•; nous avons
dl] -+- Ap di' H- A (' (/p z= 0.
Mais, d'après le principe de l'équivalence,
dL + Ay^ r/i- = dO ;
par conséquent,
( 8 ) dQ +Açdp = o.
La quantité de chaleur fournie dans une transformation élémentaire est
clO = L -r- clv H- c —r- dp, ^ dv dp ^
ou, en ajoutant et retranchant au second memhre C-r-dp,
dp
dQ = CdT-{C-c)'-!ldp.
dp
Si nous désignons par [3 le coefficient de dilatation du gaz sous volume constant, nous avons, pour la variation de pression dp résultant d'un accroissement dT de la température sans changement de volume,
dp — ^p dT,
et par conséquent, pour la dérivée partielle de la température par rapport à la pression,
dp^f]/ Portons cette valeur dans l'expression de a?Q; il vient
di) = CdT- ^^^ dp,
et par suite, en remplaçant <:/Q par celte expression dans la relalion (8),
C dT — ^^-5 — dp 4- A (• dp z=i o.
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Mais, d'après les expériences de Joule et Thomson, dT = m dp,
m désignant, pour simpiilier, le larienr — de la relation (5). L'égalité précédente peut donc s'écrire
(. ni — — r h A (• = G,
d'où nous lirons
^pv V
expression différente de celle (jue nous avons obtenue au paragraphe 65 en supposant les gaz parfaits.
141. Évaluation des températures absolues à l'aide des gaz. — Si un gaz satisfait à la lui de Joule, ïsaus être obligé de suivre la loi de Mariotte, nous aurions entre les quantités p, r, T la relation (129)
La pression du gaz serait proportionnelle à la température absolue lorsque le volume reste constant; un thermomètre à volume constant indiquerait donc la température absolue. Mais, la loi de Joule n'étant qu'approchée, la détermination de la température aJjsolue n'est pas aussi simple. Montrons qu'il est cependant possible d'arriver à celte détermination au moyen des gaz.
La quantité de chaleur absorbée par un gaz dans une transformation élémentaire est
dQ zzi d\l -\- Xp dv,
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OU, en prenant c et ï comme variables indépendantes,
D'après le principe de Carnol -7^ doit être une différentielle exacte; nous avons donc, en apj)liquant ce principe,
dT \T dç ^ T ) ~7h-\TdT
De cette égalité nous tirons
A dp \p I dU
T dT~'W~~Y-'d^'
Mais nous avons, pour l'augmentation de pression dp résultant d'une élévation de température dT à volume constant,
dp = (3yj dT,
et par suite, pour la dérivée partielle de la pression par rapport à la température,
Portons celte valeur dans la relation précédente; nous obtenons
11 nous faut donc calculer -r- pour pouvoir déterminer T
dç
au moyen de cette relation.
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Pour cela remarquons quo l'on a
ai) =: (. -r- di- -+- c-r- flp, «f dp
ou, en ajoutant et retranchant au second membre c—j-d^', dQ = {C — c)^-^di'-hcdT.
Celte expression doit être identique à l'expression (9), puisque les variables sont les mêmes; par conséquent,
d[] . _ ^dT
Si nous appelons a le coefficient de la dilatation à pression constante, nous avons, pour la variation di> du volume v résultant d'une augmentation dj de température sans changement de pression,
di^^ Xi- dT,
et par conséquent, pour la dérivée parlielle de la température par rapport au volume,
dç xv
Nous avons donc
dV ^ C-c
Portons cette valeur de -7- dans la relation (10); nous
obtenons
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d'où
Telle est la valeur de la lenipéralure absolue.
142. Nouvelles expressions de l'énergie interne des gaz. — On peut évaluer l'énergie interne d'un gaz en suivant une voie tout à fait différente de celle que nous avons employée (139). II est donc intéressant, quelque précaires que soient des conclusions fondées sur des calculs qui portent sur des formules empiriques, de comparer l'expression obtenue dans ce paragrapbe pour l'énergie interne à celle que l'on obtient au moyen des considérations que nous allons exposer. M. Amagat a fait sur les gaz un grand nombre d'expériences dans lesquelles il mesurait le volume occupé |)ar une même masse gazeuse à des températures et des [iressions variables. Il a proposé, pour représenter ses expériences, diverses formules de la forme
M. van der Waais est parvenu à relier les résultats de ces expériences par une formule
RT u.
qui rentre dans le type proposé par M. Amagat. M. Sarrau a montré que la formule de Clausius
_RT jj.
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convient également hieii |)()im- représenter les expériences de M. Amagiit,quoicine cette formule ditTère de celles pro|iosées par M. Amagat et M. van der Waais, [lar l'inlrodiiction de la température absolue dans le second terme du second membre. Dans ces formules, y., ,3, ,u. désignent des constantes très petites.
143. Prenons d'abord le type de formule projiosé par M. Amagat; nous poifvoiis l'écrire, en changeant les notations pour simplifier ce qui va suivre,
Or nous avons vu (126) ([ue, si l'on prend pour variables v et T, on a, pour la dérivée partielle par rapport à v de la fonction caractéristique H de M. ^lassieu,
Nous avons donc, avec la formule de M. Amagat,
et par suite
<]; étant une fonction arbitraire.
Nous déduisons dé là
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el par conséquent
U = TS - H = T 'VIT) - 'J;(T
Ajoutons à U le produit
A/>i' = Tr/'(r) + r9'(r), il vient
U + kpv = T f (T) — d;(T) - 9( (') + (' o'(v) + Ti>f'iv).
Si nous comparons le second membre de cette égalité au second membre de l'égalité (7),
déduite des expériences de Joule et Thomson, nous ne constatons aucune analogie, la première relation contenant des fonctions dépendant uniquement de v et la seconde n'en contenant pas. Il ne faut pas cependant attacher trop d'importance à cette contradiction el mettre en doute l'exactitude soit des résultats des expériences de Joule et Thomson, soit l'exactitude des résultats des expériences de M. Amagat, car les formules proposées par ce dernier physicien pour représenter ses expériences ne peuvent être vérifiées que dans des limites assez rapprochées; elles peuvent donc être en défaut au delà de ces limites et par conséquent ne pas exprimer la relation générale qui lie p, v et T.
144. Faisons un calcul analogue pour la formule vérifiée par M. Sarrau,
RT /x
^'-'i—oc T(r-i-(3)»*
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Dans les expériences de Joule et Thomson, le volume v est relativement grand, la pression du gaz n'étant Jamais très forte; nous pouvons donc négliger a et (3 par ra[)port à V, el la formule précédente devient alors
A/7.' = ART
nous obtenons
U 4- A/^(^ =- — i^ + T (];'(T) - ^(T) + ART. La comparaison de cette formule et de la formule (7)
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montre que ces formules sont identiques si 3A/jL=rKCR,
ce qui est possible. La formule de M. Sarrau concorde donc avec les conséquences des résultats obtenus par Joule et sir W. Thomson. Mais il ne faut voir là, jusqu'à nouvel ordre, qu'un exercice intéressant de calcul.
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145. Entropie et énergie interne d'un liquide parfait. — Dans un liquide parfait la compressibilité est supposée nulle. Le volume spécifique n'est donc fonction que de la température, et nous pouvons poser
Prenons/? et T comme variables indépeiulantes. La fonction caractéristique de M. Massieu est alors (127)
H =z TS — L — A/H', et l'on a
dH' . ^ r/H'
-^=-Av et -^==8.
Par conséquent, pour un liquide parfait,
nous en tirons
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'^ étant une fonction arbitraire. Il en résulte
(0 S=^=-Ap/'{T)-^^'{T),
et par conséquent
U = TS - H' - Api'
146. Si nous supposons constant le coefficient de dilatation a du liquide, nous aurons
ç = ro[i + a(T — To)], To étant égal à 278° C. Par conséquent,
/(T)=ro[i + a(ï-To] et
/'(T) = aiv
Il en résulte, pour l'expression de l'entropie,
è =— Apy.Vo + ^'{T).
Dans une transformation à pression constante la variation r/S de l'entropie a pour valeur
Or, par définitien,
et, si nous appelons C la chaleur spécifitjue du liquide sous pression constante,
dQ = C dï.
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Nous avons donc
Admettons que C ne dépende pas de la température; nous avons alors, en intégrant les deux membres de l'égalité précédente,
^'(T) = ClogT.
Par conséquent, nous avons, pour l'entropie d'un liquide incompressible pour lequel le coefficient de dilatation et la chaleur spécifique ne dépendent pas de la température,
(3) S=-A/?ar<,+ ClogT.
147. Cherchons, en faisant les mêmes hypothèses, quelle est l'expression de l'énergie interne.
L'expression (2) de U, trouvée (145), peut s'écrire
(4) U=-A//rac'o-2.Vr+T'y(T) — 'I(T).
Lorsque la pression est nulle, elle se réduit à
Mais nous avons en général
cl[: = dQ — Xpdi-;
si donc p est égal à zéro, il vient
di: = dQ.
Or la chaleur fournie dQ a pour valeur, lorsque la pression reste nulle et, par conséquent, constante,
dQ = CdT;
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nous avons donc
çlV =z C (ÏT.
En intégrant et égalant la valeur de U ainsi trouvée à celle qui est donnée par l'égalité (5), nous obtenons
CÏ = Ï6'(T) — d.(T).
Par conséquent, l'expression (4) de U devient
U = — A/> ï a To — 2 A/M' + ACT.
148. Transformation adiabatique d'un liquide coinpressible. — Supposons qu'un liquide compressible subisse une transformation adiabatique, qu'il éprouve, par exemple, une compression ou une détente brusque.
La transformation étant adiabatique, r/Q est nul pour chaque élément de la courbe représentative, et par conséquent l'entropie S reste constante; nous avons donc
(0 db = -r-(fp -h -]Tr^(fl =o.
dp al
Cherchons l'expression des deux dérivées partielles qui entrent dans cette relation. Si nous supposons la pression constante, nous avons
r/Q CdT
et par suite
Les variables étant p et T, les |)ropriétés de la fonction
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caractéristique de H' de M. Massieu nous doiiuent
Dérivons la preujièie de ces expressions par raj)porL à p, la seconde par ra|)i)orl à 1"; nous oJJtenons
dp dT "
= dj-/
dp dJ ~
par conséquent,
dS
dp-
^dT
Si nous remplaçons dans la relation (i) les dérivées partielles de l'entropie par les valeurs que nous venons de ti'oiivei" pour ces dérivées, nous avons
A -TTTT àp — 7;^ dT = G.
fll ^ 1
149. Formule de Clapeyron. — Cette relation sera encore vraie si les variations de la pression et de la température sont finies, mais petites: nous aurons donc, en a[)pelanl dp et oï ces variations finies,
A_o/.-^.oJ=o;
cette formule est due à Clapeyron.
de
Elle nous montre que, si -tt; est positif, c'est-à-dire si le
liquide se dilate par la chaleur, une compression échaufl'e ce lifiuide; au contraire, pour les liquidesqui diminuent de
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volume quand la température augmente, à une compression correspond un refroidissement.
Celte formule a été vérifiée expérimentalement pour un certain nombre de liquides. Joule a opéré sur l'eau; il a constaté que, conformément à cette formule, ce liquide s'échauffe par compression lorsque sa température est plus élevée que 4"? tandis qu'il se refroidit lorsque sa température est inférieure à 4°- Les variations de température étaient mesurées à l'aide d'une pince thermo-électrique dont l'une des soudures était plorigée dans le liquide et l'autre maintenue à température constante. Les nombres ainsi trouvés sont excessivement voisins de ceux que donne la formule par le calcul; la vérification est donc bonne. Joule a également expérimenté avec l'huile de baleine; pour ce corps l'écart entre la variation de température observée et la variation calculée est un peu plus grand que pour l'eau; néanmoins la vérification de la formule de Clapeyron est encore très satisfaisante.
Remarquons que cette formule convient également aux solides, car dans le raisonnement qui nous y a conduit nous n'avons fait aucune hypothèse restrictive. Quelques expériences de vérification ont été tentées avec ces corps; elles présentent de grandes difficultés, la formule supposant la pression p uniforme dans tout le corps, condition presque impossible à réaliser dans le cas des solides.
150. Remarques sur les corps présentant un maximum de densité. — Généralement le volume d'un corps augmente d'une manière continue en même temps que la température; ceux pour lesquels il en est autrement sont des
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exceptions peu nombreuses: aussi étail-il naturel de laisser de côté, comme nous l'avons fait, ces exceptions pour ne considérer que le cas général. Dans l'étude des liquides, le cas des corps présentant un maximum de densité |)rend une importance exceptionnelle, l'eau, le plus répandu des liquides, jouissant de cette propriété. Examinons donc quelles conséquences découlent de l'existence d'un maximum de densité.
En premier lieu, l'état d'un tel corps n'est plus complètement défini par des variables/? et v, puisque à des valeurs déterminées de l'une et l'autre de ces variables peuvent correspondre deux valeurs de la température. La méthode graphique de Clapeyron ne peut donc être employée pour représenter les transformations que subit ce corps.
On peut néanmoins représenter encore graphiquement l'état du corps au moyen d'un point de l'espace dont les coordonnées sont les valeurs de p, v et T correspondant à l'état considéré. Si
est la relation fondamentale du corps, le point représentatif est situé sur la surface i représentée par cette équation. Lorsque le corps se transforme en revenant à son état initial, Je point représentatif décrit une courbe fermée sur cette surface. La projection de celte courbe sur le plan des p<.\ le plan horizontal par exemple, est évidemment la courbe que l'on obtiendrait en appliquant le mode de représentation de Clapeyron.
151. Quand le corps passe par son maximum de densité, la dérivée du volume par rapport à la température est
nulle
TIlliRMOUYNAMlQlE.
dv dT
Eli dérivant par ra|iport à T la relation fondamentale (i),
nous avons
df_ df dv _ df^'^'dJ~^'
Par conséquent, au point correspondant au maximum de densité on a
Le plan tangent à la surface 1 en ce point est donc parallèle à l'axe des T, c'est-à-dire vertical. Le lieu MN des points de contact de ces plans tangents, pour des valeurs diverses de yj et de r, sé|)are donc la surface 1 en deux portions l\ et R' {Jig. 22) qui se projettent l'une sur l'autre sur le plan
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des pv. Il peut donc arriver que les projections de deux isothermes se coupent, quoique ces isothermes ne se coupent pas sur la surface 21,
De plus, certaines isothermes et certaines adiabaliques pourront être tangentes entre elles. En eiïet toute ligne, telle que APB, qui coupe la courbe MN, se projette suivant une ligne langente à la projection de AJN. l*ar conséquent.
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l'adiabatique et l'isotherme qui passent par le point P sont tangentes au même point de la projection de MN el, par suite, sont tangentes entre elles dans le mode de représentation de Clapeyron.
152. Nous ne pouvons plus démontrer qu'une adiabatique et une isotherme ne se coupent qu'en un point. La démonstration de celte proposition faite au paragraplie 107 est en défaut dans le cas qui nous occupe.
Le travail correspondant à une transformation élémentaire étant pdv, le travail accompli par le cpips, lorsque son point figuratif décrit une courbe fermée A^PB sur la surface i, est égal à l'aire de la projection de cette courbe prise avec le signe + ou le signe —, suivant le sens du mouvement du point figuratif sur la projection. Or, si la courbe fermée est coupée par la ligne MN, elle donne eu projection deux courbes fermées apca et cbqc {fig. li)
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décrites l'une dans le sens direct, l'autre dans le sens rétrograde. Le travail accompli par le corps pendant la transformation est alors la différence des aires limitées par ces courbes. Il peut être nul et le raisonnement du paragraphe 107 (jui suppose ce travail positif n'est plus appli- P- .3
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cable. Une adiabalique et une isolherine peuvent donc, dans certains cas, se couper en plusieurs points.
153. Les propriétés démontrées aux paragraphes 107 et suivants n'étant pas toujours vraies dans le cas où le corps considéré présente un maximum de densité, la démonstration du théorème de Clausius donnée dans le Chapitre Vil se trouve en défaut. Montrons que ce théorème est encore applicable.
Si nous supposons que le corps considéré accomplisse une transformation dont la courbe représentative soit entièrement contenue dans l'une ou l'autre des portions R ou R' de la surface .S, la projection de cette courbe sur le plan des dv ne présente aucun point singulier. Les propriétés des isothermes et des adiabatiques sont alors les mêmes que dans le cas où la re|)résentation graphique de Clapeyron est possible, et, par conséquent, le théorème de Clausius est applicable à un cycle fermé, entièrement contenu dans R ou R'.
Lorsque le cycle fermé AQBP {fig. 22) coupe la ligne MN, on peut le considérer comme formé des cycles AQPA et BPQB. Le premier est tout entier contenu dans la portion R de la surface 1; le second, dans la portion R'. Par
suite, l'intégrale / -^ est nulle lorsqu'on la prend le long
de chacun de ces cycles. Elle doit donc être encore nulle lorsqu'un la prend le long du cycle AQBP formé par leur réunion.
154. Cas des solides. — Cette extension du théorème de Clausius montre (jue ce théorème peut être appli-
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que à tout corps renij)lissant les conditions suivantes : 1° Il existe une relation
entre les trois variables qui définissent l'étal du corps; T représente ici la température absolue; mais p et r peuvent représenter d'autres variables que la pression et le volume spécifique que ces lettres désignent d'ordinaire. Notre seule hypotbèse est que ces deux variables, jointes à T, déterminent entièrement l'état <lu corps.
2° Le travail extérieur élémentaire produit par l'unité de masse du corps a pour expression pch\
Ces conditions sont remplies par un fil fixé par l'une de ses extrémités et soumis à une traction.
En effet, si m est la masse du fil et si nous désignons par m\- sa longueur, c représente la longueur d'une portion de fil dont la masse est l'unité; r peut donc être appelé la longueur spécifique du fil. Désignons par — p la force de traction exercée sur le fil. Il existe évidemment une relation entre la température du fil, sa longueur et le poids tenseur, et par conséquent entre T, v ei p; \d^ première condition est donc remplie.
D'autre part, pour un accroissement mdv de la longueur du fil, le travail du poids tenseur est — pm dv: par suite, le travail de la réaction du fil est pm di-. Le travail extérieur produit par unité de masse est donc /? t/c, et la seconde condition est également satisfaite.
455. Application de la formule de Clapeyron. — Le théorème de Cliiusius étant a|)plical)le, les conséquences de ce théorème le sont aussi.
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Prenons la formule de Clapeyron
La plupart des substances s'allongent quand on les chauffe ; -T=; est donc généralement positif. Il résulte alors de la formule précédente qu'en général
ÔT op
Lorsqu'on tend brusquement le fil, la variation de p est négative, puisque nous avons représenté la tension par une quanlilé négative; il faut donc que ôT soit aussi négatif, c'est-à-dire que le fd se refroidisse quand on l'étiré. C'est ce qu'il est facile de vérifier expérimentalement au moyen d'un fil métallique.
Si, au contraire, un fil s'échauffe lorsqu'on le tend brusquement, il résulte de la formule de Clapeyron que
La matière du fil doit donc se contracter lorsqu'on la chauffe et, par conséquent, la longueur du fil doit diminuer.
Gough, vers 1810, a observé que la température d'im tube de caoutchouc noir, fortement tendu, s'élève (piand on l'étiré davantage. Conformément à la conclusion précédente. Joule a constaté (|irMii (il formé de cotte variété de caoutchouc se raccom-cit quand on le chaulTe. Il est d'ailleurs facile de montrer cette curieuse propriété : on attache
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en 1>, à un levier OC {fig. 21), un tube de caoulrliouc noir dont l'autre extrémité est fixée en A; un poids P tend ce
Fig. 24.
tube. Lorsqu'on le cliaufîe, on voit le levier se déplacer dans le sens qui indique une diminution de longueur.
156. Représentation du cycle de l'expérience d'Edlund. — Lorsqu'on prend pour variables indépendantes le poids tenseur — p et la longueur spécifique c, les transformations d'une barre solide, soumise à une tension, peuvent se représenter graphiquement. Comme application, considérons l'expérience d'Edlund (85).
Pendant la première phase de l'expérience, celle oîi l'on tend le fil, le point représentatif de l'état de ce fil décrit la courbe AB {fig. 26), située dans la portion du plan correspondant aux valeurs négatives de p et aux valeurs positives de r. Quand on détache brusquement le poids tenseur, le point figuratif décrit une courbe BC. Cette courbe coupe l'axe des v en un point C plus éloigné que le point A de l'origine 0, car, la température finale étant plus élevée que la température initiale, la longueur spécifique du fil a aug-
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mente. Si on laisse le fil reprendre sa valeur initiale, le point figuratif se déplace de C en A et le cycle est fermé.
Le fil reprenant son état primitif, la variation de son énergie est nulle. Par conséquent, de la relation du paragraphe 60
qui exprime le principe de l'équivalence, nous déduisons
fdr -t- E fdQ = o.
Les deux premières phases de l'expérience représentées par les courbes AB et BC étant très courtes, le fil n'emprunte et ne cède pas de chaleur à l'extérieur; mais il y a une ditïérence importante à signaler entre ces deux phases. Dans la phase AB, le poids tenseur agit, il y a travail extérieur; la courbe AB est une adialjalicpie; dans la i)liase BC, il ne se produit aucun travail extérieur; on se li'ouve donc placé dans des conditions analogues à celles de l'expérience de Joule, où les gaz se détendent sans produire de travail extérieur et sans échange de chaleur avec le calorimètre.
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En d'autres termes. BC est mie courbe isofh nami(|rie. OikiikI on détache brusquement le poids tenseur, le (il se raccourcit brusquement, ses diverses molécules acquièrent des mouvements rapides qui sont promptement détruits el transformés de nouveau en chaleur par une sorte de frottement intérieur.
Le travail fourni pendant la phase AB par les forces extérieures a pour expression — //'«fr, et, puisque/? est négatif,
ce travail a une valeur positive t. Suivant CA, le Hl cède à l'extérieur une quantité de chaleur CoT, C étant la chaleur spécifique sous pression constante de la matière formant le fil et (3T l'abaissement de température quand le point figuratif passe de C en A; nous avons donc pour la quantité de chaleur fournie au fil — CoT, et la relation précédente
devient
T-ECoT = o.
Cette égalité n'est autre que le quotient par la masse m du fil de l'égalilé obtenue au paragraphe 85. En effet, mz est le travail total accompli par les forces extérieures, c'està-dire ps, £ étant l'allongement du lil; de plus, wC est la capacité calorifique a du fil.
CHAPITRE XL
VAPEURS SATUREES.
157. Vapeurs saturées. — Considérons l'uniié de niasse irun lic|uide enfermé dans un espace clos par un piston; si nous soulevons ce piston, une partie du liquide se vaporise, et, si l'on maintient la température constante, la pression de la vapeur conserve la même valeur, pourvu toutefois que le liquide ne soit pas complètement transformé en vapeur, en d'autres termes, pourvu que la vapeur reste saturée. Quand la température varie la pression change, mais pour chaque température elle prend une valeur constante quel que soit le volume c occupé par le système formé du liquide et de la vapeur. Cette pression, qu'on nomme tension maxima, est donc uniquement fonction de la température. Si nous négligeons l'action de la pesanteur, elle aura la même valeur en tout point du liquide et de la vapeur, et la relation fondamentale du système se réduit à
î/existence de cette relation permet de représenter complètement l'état du système au moyen de deux des va-
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riables />, r, T. I)-aiitie pari, )e Iravail extérieur accompli par le système quand le volume augmente de r/c est évidemment — pdv. Par conséquent, les principes fondamentaux de la Thermodynamique et les relations qui s'en déduisent sont applicables au système formé par un liquide et sa vapeur.
158. Expression de l'entropie d'un système formé par un liquide et sa vapeur. — Considérons toujours l'unité de masse du système; si nous appelons m la masse de la vapeur formée, \ — m es! celle du liquide. Désignons par l le volume spécifique de ce liquide et parer celui de sa vapeur. Nous avons, entre ces quantités et le volume e occupé par l'unité (le n)asse du système, la relation
r — /«(TH- (i — m)À, d'où nous tirons
Prenons e et T comme variables indépendantes. L'expression de la fonction caractéristique de M. Massieu (126) esl alors
H=:TS— U
et, d'après les propriétés de cette fonction, on a
Mais, p étant, dans le cas qui nous occupe, uniquement fonction de la température, l'intégration des deux membres
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de celte égalité donne
H = Apr-Hi];(T).
D'ailleurs, la fonction ^'(T) introduite par cette intégralion étant absolument arbitraire, il est permis d'ajouter au second membre de l'expression précédente une fonction quelconque de la température, par exemple — A/j>., puisque le volume spécilique du liquide À dépend de T et non de <• ; nous pouvons doue écrire
R = Api'-\-'^{T) — Xp'k
ou
De cette expression de H il est facile de déduire celle de l'entropie S, puisque cette dernière fonction est la dérivée de H par rapport à T; nous avons
ou, en tenant compte de la relation (i),
(2) S=Ayy/«(cr-À)— A/jA'+f (ï),
les lettres accentuées représentant les dérivées par rapport à la température des quantités correspondantes.
159. Chaleur latente de vaporisation d'un liquide. — Si dQ = Ldni est la quantité de cbaleur nécessaire pour transformer en vapeur une masse dm de liquide, la vapeur restant saturée et la température conservant la même valeur, le facteur L est, par définition, la chaleur latente de
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r'ii>oi-isntioii >lii lii|iiii|(> i;(>\|iii><<i(»ii { ■>) i\o Tciil lopic, Mcii iincllc cuiiiirmic une luiiciioii arbitraire, |)ermel d'en déterminer la valeur.
Nous avons, en effet, j3our la variation d'entropie qni se produit pendant la transformation,
,c. ^fQ L dm
La température restant constante, rfS est la variation de l'entropie correspondant à une variation dvûe la variable v. Or, des quantités qui figurent dans l'expression (2) m est la seule qui ne dépende pas uniquement de la température. C'est donc la seule qui varie lorsque la température reste constante; par suite, nous avons
d<^ = \p'{'j — l)dm,
et, en égalant les deux valeurs de <^S, il vient
Cette formule est souvent désignée sous le nom de formule de Clapeyron.
160. Vérifications expérimentales de la formule de Clapeyron. — La vérification expérimentale de cette formule constitue une vérification, indirecte mais néanmoins très probante, des principes fondamentaux de la Tbermodynamique qui ont servi à l'établir; à ce titre ces vérifications sont très importantes.
La plus simple consiste à mesurer séparément chacune
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des quantités L, A, T, tr, }. el p; connaissant les valeurs de p pour diverses températures, on déduit la fonction cfui lie p et T, el par dérivation on a p' ; il ne reste plus (|u'à vérifier l'égalité des valeurs numériques des deux membres de la formule.
La plus délicate des mesures à etfectuer est celle du volume spécifique a de la vapeur saturée. En 1861, MM. Fairbain et Tate (') ont opéré sur l'eau; tout récemment, et par deux méthodes très bonnes, M. Pérot (-) a déterminé le volume spécifique de la vapeur d'eau et de la vapeur d'éther saturées. Ce dernier savant se servait de la formule (3) pour calculer l'équivalent mécanique de la chaleur; les nombres qu'il a obtenus sont voisins de ^-i^. En déterminant les diverses quantités qui entrent dans la formule sur le même échantillon d'éther, il a trouvé 424,67. La faible diftérence entre ce nombre et ceux donnés par les dernières expériences de M. Joule et de M. Rowland confirme l'exactitude de Clapeyron.
MM. Cailletetet Mathias (^) ayant déterminé la densité de l'éthylène, du protoxyde d'azote, de l'acide carbonique et de l'acide sulfureux à l'état liquide et à l'état de vapeur saturée, >. et a étaient connus. M. Mathias (*) a complété ces recherches en mesurant la chaleur latente de vaporisation des trois derniers corps, el il a trouvé le plus complet accord entre les résultats de ces mesures et les nombres fournis par la formule de Clapeyron.
(') A/in. de Cliim. et de Phys., i" série, t. LXII, p. 24;).
(-) Ann. de Chini. et de Phys., 6" série, t. Xlll, 1888, p. i45.
( ') Journ. de Phys., 2° série, t. V, 1886, p. 549, et t. VI, 1887, p. '114.
( ' ) Anii. de Chim. et de Phys., 6' série, t. XXI, 1890, p. 69.
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161. M. Hcrliand a fait usage d'iiii aiilre mode de vérification dont voici le |>riiici|)e.
Si, dans la formule de Clapeyron, nous négligeons le volume spécifique À du liquide par rapport au volume spécifique (T de sa vapeur saturée, qui est toujours beaucoup plus grand (|ue /. (|uand le liquide n'est pas dans le voisinage du point critique, il vient
Nous en tirons
L = Ap'T<j.
£.' — J_ il p AT pa
Par conséquent, si nous pouvons connaître Lelpa en fonction de T, l'égalité précédente nous donnera, par intégration, la valeur de Log/> en fonction de T. Un simple calcul permettra alors de trouver les valeurs de la pression correspondant îi, diverses températures. Leur comparaison avec les résultats obtenus par la mesure directe des tensions maxima des vapeurs servira de vérification à la formule de Clapeyron.
M. Bertrand a vérilié que pour la vapeur d'eau (') le
quotient
pa
ï H- 12est sensiblement constant et égal à 2,47. On peut donc
(') Bertuand, Therinodvnamiijue, p. i55.
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écrire pour celle vapeur
R et /x étant des constantes.
D'autre pari, d'après les expériences de Regnault, la quantiié de chaleur qu'il faut fournir à i''? d'eau pris à la température de la glace fondante pour le transformer complètement en vapeur à la température t du thermomèlre centigrade est
Si de cette quantité nous retranchons celle qui a servi à faire passer l'eau liquide de 0° à /", nous obtenons
ou, en introduisant la température absolue,
ou, en désignant les constantes numériques par des leltres,
Portons ces expressions de/^aet de L dans la relation (4); il vient
p ~ ARÏ(T + fjL)'
Le second membre de cette égalité, étant une fraction rationnelle, peut se décomposer en une somme de fractions simples :
Pl — 1- °
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Pai' iiitéîîratioi), nous obtenons
Lo'^p =y Loyï — oLog(T 4-/jl) M- Loj^-G, el, en passant des logarithmes aux nombres,
G étant une constante.
Les valeurs de p données par celle formule concordent parfaitement avec les valeurs trouvées par Regnauit.
163. M. Bertrand a également constaté (') que pour tous les corps sur lesquels on a fait des déterminations le rap-
port ^ est une fonctwn linéaire de T:
La relation (4) devient alors
J " AKT(T-/ji) ~ T^ ~ T' où
AR.U
Nous en tirons
Log/> = ô Log(T — ij-) — 0 LogT -^ LogG et
(') BtRTRAND, loC. Cit., y. l63.
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Les nombres déduits de celle formule présentent avec ceux qui résultent des mesures directes un accord très satisfaisant.
164. Pour un même corps on peut donner à à des valeurs très différentes sans que la formule précédente cesse de s'accorder avec l'expérience. M. Bertrand a donné l'explication de ce fait singulier.
Remarquons que la valeur de l'expression
pour m infini, est e^. Par conséquent, à partir d'une valeur de m suffisamment grande, les valeurs de cette expression différeront excessivement peu quand on fera croître m. Or le second membre de la formule (5) peut s'écrire
ou, d'après la valeur de d,
D'ailleurs, A étant petit, H l'étant aussi, la quantité ô doit être grande. Il résulte donc de ce qui précède qu'il est possible de prendre pour ô deux valeurs très différentes, pourvu qu'elles soient grandes, sans que les valeurs correspondantes de p cessent d'avoir un grand nombre de décimales communes et, par suite, d'être d'accord avec l'expérience.
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Pour l'acide carbonique, l'alcool et le mercure, le
po ....
l'apport ~ est très sensiblement constant entre certaines
limites de température. Dans ce cas,
à étant une constante, et l'on a pour la pression
p = GT5.
M. Bertrand a vérifié que, dans les limites de température pour lesquelles elle a été établie, cette formule concorde avec l'expérience.
166. Détermination de la fonction arbitraire entrant dans l'expression de l'entropie. — L'étude des vapeurs saturées conduit à d'autres vérifications des principes fondamentaux de la Tbermodynamique. Ces vérifications exigeant la connaissance de la fonction '^ qui figure dans l'expressior (2) de l'entropie, déterminons d'abord oette fonction.
Supposons une masse de liquide égale à l'unité sous une pression égale à celle de sa vapeur saturée, à la même température ï. Faisons croître la température de dT et en même temps faisons varier le volume p' occupé par le liquide de telle façon que la pression devienne celle de la vapeur saturée à la température T -h r/T. Dans ces conditions aucune portion du liquide ne se va])orise.
La quantité de cbaleur fournie au liquide pendant celte P. «4
opération a pour valeur
dQ=T ds,
ds étant la variation de 'l'entropie du liquide. Or il est évident que nous obtiendrons s en faisant m =:o dans l'expression (2) de l'entropie S d'un système formé d'une masse m de vapeur saturée et d'une niasse i — r?i de liquide; nous avons donc
et, par conséquent, puisque p et y ne sont fonctions que de T,
ds=z-Ap'l'dT-i-^"{T)dT — Apdl'.
Mais, les liquides étant très peu compressibles, la varialion qu'éprouve un certain volume de ces corps quand on fait varier simultanément la température et la pression peut être confondue avec celle qu'il éprouverait si la température variait seule. Par conséquent, V, qui est la dérivée du volume spécifique A par rapport à T, la pression étant variable, peut être considérée comme proportionnelle au coefficient de dilatation du liquide sous pression constante. Ce coefficient variant excessivement peu avec la température, il en est de même de >/; nous pouvons donc négliger le terme de ds qui contient en factem' la dilTérentieile dV de cette quantité. Il vient alors
ds = -Ap'VdT-\-^'{T)dT.
Portons celle expression dans di); nous obtenons
di) —~-Ap' À' T dT + d>" ( T ) ï ^ï.
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Si nous posons
^O r= A- dT,
le coefficient A sera la cliaieui- spécifique du liquide sous la pression de sa vapeur saturée, et nous aurons
167. Cherclions une autre expression de fc. Nous avons, en général, en prenant p et T comme variables,
ds ds
ds^.-^,cn-^-dp,
et, par suite,
kdT = dQ = Tds = T~^iT~^T^ dp.
dl dp
ds De cette expression de dQ il résulte nue T-T=dT est la
dl
quantité de chaleur nécessaire pour élever de dT la température de l'unité de masse du liquide, la pression ne variant
ds pas: r j= est donc la chaleur spécifique C du liquide sous
pression constante; nous pouvons donc écrire
kdT = CdT-^T^dp.
dp
Mais nous avons fait remarquer (148) que les j)ropriétés de la fonction H' de M. Massieu conduisent à Tégalité
dS __ dr^ dp ~~ ^df'
par conséquent, nous aurons ici, l'entropie étant désignée
par 5 et le volume spécifique par l,
ds . dv
d]')~~ dT'
Pour les raisons indiquées clans le paragraphe précédent, la
^ , . , dl . . , . , , p
dérivée-™, qni est rigoureusement proportionnelle au coet-
ficienl de dilatation du liquide sous pression constante, peut être confondue avec V ; nous avons alors
— --A>' dp ~ ^ '
et, par suite,
AdJ = CdT — AT r dp.
Reprenons les variables r et T. dp est une différentielle totale; mais, comme la pression ne dépend que de la température dans les conditions oii nous nous sommes placés, nous avons simplement
dp='-^.dT=p'dT.
di
Portant cette valeur dans A r/T, puis divisant les deux membres de l'égalité obtenue par d'ï, il vient
A = C — ATy/}/.
168. Pour avoir la relation qui détermine ']>, il ne reste plus qu'à égaler celte valeur de A' à la valeur (6) précédemment trouvée; nous obtenons, après suppression du terme AT/>'X' qui figure dans les deu\ valeurs de k,
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d'où
Si nous admettons que C ne dépende pas de la température, hypothèse réalisée à très peu près par les liquides, nous avons, par intégration des deux membres de l'égalité
précédente,
'y=CLogT,
et, par une nouvelle intégration,
'^ = C(TLogT-T).
169. Expressions approchées des fonctions H, 11', S et U. — Remplaçons 'i/ parcelle valeui' dans l'expression trouvée au paragraphe 458 pour la l'onction H; nous obtenons
H = \/j{v — /) •+- C(T LogT — T),
ou, en tenant compte de la relation (i),
(7 ) H == A/?/« (!7 - >,) + C(T LogT — T).
Pour l'entropie, nous avons
S = Xp'/n{'7 — '/.) — A/?À'4- CLogT.
Mais, >.' étant toujours petit, le terme qui renferme cette quantité en facteur peut être souvent négligé par rapport aux autres; en faisant cette approximation il vient
S = \p'm{rr — l) + CLogT, ou encore
(8) S = ^m4^.CLogT,
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piiisriue, d'après la formule de Clapeyron,
Les fonctions H et S étant connues, l'énergie interne du système se déduit de la relation
H r= TS - U,
f(ui sert de définition à la fonction caractéristique H (126); nous avons donc
U = Lm + CT Logï - kpm ( cr - >0 - C(T LogT - T),
ou
U = Lm + CT - kpm{r! — X).
Dans certaines applications le choix des variables p et T s'impose; alors il est utile de connaître la fonction caractélislique H' :
Or, d'a[)rès la relation (i) du paragraphe 158, nous avons
par conséciuent, en remplaçant c par cette valeur et H par l'expression (7), nous obtenons
H'=:A/?m(a — >.) + (:(TJ.ogT — T)— A^m(a — >.)— A/^r>.,
ou, en simplifianl,
H' =— Ay>c>. 4- (:(T LogT — ï).
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170. Détente adiabatique d'une vapeur saturée. — Lorsqu'on augmente brus(|uemenl le volume d'un espace contenant un liquide et sa vapeur saturée, la pression diminue. C'est là un fait d'expérience, car a priori '\\ n'est pas invraisemblable que la pression puisse augmenter; eu tout cas, pour aucune vapeur il n'a été constaté d'accroissement de pression.
La pression d'une vapeur étant une fonction croissante de la température, la température doit décroître en même temps qtie la pression. Cet abaissement de température lend à pi'oduire une condensation de la vapeur; an contraire, la diminution de pression tend à la production d'une nouvelle quantité de vapeur. Lequel de ces deux effets inverses se produira? Y aura-t-il condensation ou vaporisation ? C'est ce qu'il est possible de prévoir à l'aide des relations précédemment trouvées.
L'aug«nentation de volume étant supposée s'effectuer brusquement, la transformation peut être considérée comme adiabatique. L'entropie du système demeure alors constante et, d'après l'expression (8) de cette fonction, nous avons
7^1)1 H- C LogT zir const.
De cette relation nous tirons par différentialion
-dm -+- m —-A TT ]dr -{- C^iT = o.
La variation r/T de la température est négative d'après ce que nous venons de dire. Le coefficient ^ de dm est positif.
Par conséquent, dm a le signe du coefficient de dT; en d'autres termes, il y a vaporisation ou condensation suivant
que
C d fL
est positif ou négatif.
Le premier terme de cette somme est essentiellement positif. La chaleur latente de vaporisation L peut généralement se représenter par une formule de la forme
L = a — jST,
où a est une constante positive et |3 une constante positive ou négative. De celte formule nous tirons
et, par suite,
La somme considérée est donc la différence , , C ex m
(9) f--jr
de deux quantités positives; par suite elle peut, suivant la nature du liquide, être positive ou négative.
171. Dans le cas où l'unité de masse du corps considéré est à l'état de vapeur saturée, il faut faire m = i dans nos formules. La ditférence précédente devient alors
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Si l'on effectue le calcul pour la vai)eur d'eau ou trouve une valeur négative; la vapetu' d'eau à l'étal de saturation doit donc se condenser par délente. Cesl ce (|ue Hirn (•) a constaté ex|)érimentalenient.
Pour la vapeur d'étlier cette différence est, au contraire, positive; par conséquent, lorsqu'on augmente le volume occupé par de la vapeur d'étlier saturée, celte vapeur cesse d'être saturée; elle est surchaulfée.
Cette conséquence ne serait pas lacile à vérifier par l'expérience. AJais il est facile de voir, en reprenant le raisonnement du paragraphe i)récédent, que, si une vapeur se surchauffe par détente, elle doit se condenser par compression. Hirn (-) a montré qu'il en était hien ainsi.
Lorsque la vapeur saturée est en contact avec le liquide qui l'a produite, la valeur de m intervient dans le signe de la dill'érence*(9). 11 serait donc possible, avec les corps qui, comme la vapeur d'eau, se condensent par délente lorsque m = i, d'obtenir une condensation par compression pour une valeur de m inférieure à
Cï
în =
valeur qui annule la différence considérée.
Pour des raisons analogues la température doit influer sur la manière dont se produit la condensation. On a pu calculer pour quelques vapeurs la températin-e à la(|uelle il y a inversion dans les pliénomènes résultant fl'une com-
(') Bull, de la Société indnstr. de Mulhouse, n" 133. (-) Cosmos du 10 avril i8G3.
pression ou d'une délente. Mais jusqu'ici aucun travail expérimental n'a été fait sur ce sujet.
Quoi qu'il en soit de l'exactitude de ces dernières conséquences, les expériences de HIrn sur la vapeur d'eau el la vapeur d'éther sont de nouvelles preuves de l'exactitude des principes qui nous ont permis d'en prévoir les résultats.
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172. Deux définitions de la réversibilité. — Lorsqu'un système 1 est en présence de sources de chaleur, une transformation amenant ce système d'un état A à un état B est réversible quand les conditions suivantes sont remplies :
1° Le système peut revenir de B en A en passant par tous les états intermédiaires qu'il a pris pour aller de A en B ;
2° Dans celte transformation inverse, la quantité de chaleur empruntée par le système à chacune des sources est égale et de signe contraire à celle qui est empruntée à la même source pendant la transformation directe.
Comme nous l'avons vu (37), les transformations adiabatiques et les transformations isothermiques, |)our lesquelles la températtne est celle d'une des sources de chaleur, sont les seules qui satisfont à ces conditions ; ce sont donc les seules transformations réversibles.
Mais, dans un grand nombre d'applications, on ne tient pas compte des sources de chaleur avec lesquelles le système échange de la chaleur, et l'on nomme transformation réversible toute transformation satisfaisant à la première condi-
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tion; il convient donc de distinguer ces deux modes de réversibilité.
Nous appellerons transfoi'mation complètement réversible celle qui satisfait aux deux conditions énoncées; si la première de ces conditions est seule remplie, nous dirons que la transformation est réversible par rapport au système luimême.
173. Nouvel énoncé du théorème de Clausius. — Dans tous les cas qui ont été examinés dans les (Chapitres précédents, l'état du système est complètement défini quand on connaît la pression p et le volume spécifique i' (ou deux variables analogues). Une transformation quelconque correspondant à une variation quelconque de p et de v est toujours possible, à la condition d'emprunter de la chaleur à une source chaude ou d'en céder à une source froide. Un cycle quelconque peut donc être parcouru dans un sens ou l'autre, pourvu que les échanges de chaleur puissent se faire avec des sources de température convenable. Dans ces conditions, un cycle quelconque est réversible par rapport au système lui-même; au contraire, les cycles de Carnot sont les seuls cycles complètement réversibles (c'est-à-dire réversibles au sens que nous avons donné à ce mot jusqu'ici ).
Nous avons énoncé plus haut le théorème de Clausius (1^0) d'après lequel l'intégrale
rdQ J T
étendue à un cycle fermé quelcon(|ue doit être nulle. Mais,
EXTENSION DU THEORKMK DE CLAt'SIUS. "Î'^.I
d'après ce que Je viens de dire, nous n'avons envisagé jusqu'ici que des cycles réversibles par rapport au système lui-même.
Aussi énouce-l-on souvent le théorème de Clausius :
Pour tout cycle fermé réversible, l'intégrale f -^ est nulle.
174. Extension du théorème de Clausius. — Mais dans un grand nombre de phénomènes, tels que la dissociation, les phénomènes électriques, deux variables indépendantes ne suffisent pas pour fixer l'état du système. Pour certains corps, les fluides en mouvement et les solides, par exemple, la pression p n'a pas la même valeur en tout point et sa valeur en chaque point est différente suivant la direction considérée. Dans d'autres cas, la température T du système n'est pas uniforme et l'intégrale du théorème de Clausius n'a plus de signification précise. Enfin, on peut concevoir des phénomènes non réversibles par rapport au système lui-même : ainsi, si l'on provoque la solidification du soufre en surfusion en y [irojelant un cristal de ce corps, le phénomène est évidemment irréversible, car il est impossible de faire fondre le soufre à la température à laquelle on a provoqué sa solidification et, par conséquent, de ramener le soufre à son étal initial en le faisant passer par ses états intermédiaires.
Que devient donc le théorème de Clausius dans ces divers cas auxquels ne s'applique pas la démonstration du Chapitre VIII? Clausius a démontré que : Pour tout cycle fermé
•sible, l'intégrale I -;^ est nulle; pour tout cycle f
ernie
irréi'ersible, cette intégrale est négative. Bien entendu, dans la seconde partie de cet énoncé, l'irréversibilité provient non seulement des échanges de chaleur avec les sources, mais aussi du système lui-même.
175. Difficultés soulevées par lextension du théorème de Clausius. — Mais la démonstration de Clausius, comme celle des savants qui ont abordé celte question délicate, soulève plusieurs objections que M. Bertrand, avec sa grande autorité, a nettement formulées dans son Ouvrage sur la Thermodynamique (M-
La plus grave est celle qui est relative à la température, car, si la température du système n'est pas uniforme, l'intégrale de Clausius n'a plus, ainsi que nous l'avons fait précédemment observer, de signification précise.
La seconde provient de ce que la quantité désignée par /), généralement la pression, cesse d'avoir un sens défini quand cette quantité n'a pas la même valeur en tout point du système et pour toute direction autour de ce point.
Cependant, il est possible de donner une démonstration
générale du théorème de Clausius à l'abri de ces objections.
Pour faire disparaître la première, nous devrons d'abord
prendre soin de bien définir ce qu'il faut entendre par
dO ^ . , , , , ■ ,
-7p-- Quant a la seconde, notre démonstration n y pourra
donner prise, car nous ne ferons aucune hypothèse restrictive sur la variable p, cjui ninLer^nendva pas dans cette démonstration.
(') Cliap. XII, p. 265.
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176. Signification de l'intégrale de Clausius. — Supposons d'abord que le système considéré i soit formé de n systèmes 2,, ij» • • •» -« pour chacun desquels la température est uniforme. Soient T,, Tj, . . ., ï„ leurs températures respectives, eidQ^, dQ^, . . ., dQ„ les quantités de chaleur qu'ils absorber)t pendant une transformation élémentaire. Le plus naturel pour généraliser le théorème de Clausius est de
prendre pour i -^p- la somme
des intégrales relatives aux systèmes -,, -2> • • -, ^n dont la réunion forme le système 2.
Toutefois, cette somme peut s'interpréter de deux manières différentes. En effet, la quantité de chaleur absorbée par le système i, peut être tout entière fournie par des sources extérieures au système total i ou bien empruntée en partie à des sources de ce genre et en partie aux autres systèmes 1^, ...,-„ qui composent 1. Dans ce dernier cas, il faut donc préciser si dQ^ représente la totalité de la chaleur absoibée par le système li ou bien la portion de cette chaleur {|ui est fournie par les corps extérieurs au système 1. Mais nous verrons que, quelle que soit l'interprétation adoptée, le théorème de Clausius est exact.
Passons maintenant au cas d'un système dans lequel la température varie d'une manière continue d'un point à un autre. Si nous décomposons ce système en une infinité de systèmes infiniment petits, nous pouvons considérer la température comme uniforme dans chacun des systèmes compo-
sants et nous sommes ramenés au cas précédent. Fourcha-
pour le cycle fermé qu'il accomplit et nous ferons la sommation de toutes ces intégrales pour le système tout entier. Nous pouvons donc représenter l'intégrale de Clausius par
indiquant ainsi qu'il faut faire deu\ intégrations, l'une étendue à tous les éléments du cycle de chaque système élémentaire, l'autre étendue à tous les éléments du système total.
Deux interprétations, ainsi que nous l'avons dit plus haut, sont encore possihles pour la valeur dO ; dans l'une et l'autre, le résultat est le même.
177. Lemme. — Un lemme nous est nécessaire pour la démonstration que nous avons en vue.
Considérons un système 1 isolé au point de vue thermique et composé de « +/> systèmes partiels différents. L'état de n d'entre eux Aj, Aj, . . ., A„ est supposé ne dépendre que des deux variables /j> et v; et, par conséquent, ces systèmes sont de la nature de ceux que nous avons considérés jusqu'ici. Les théorèmes démontrés leur sont donc applicables et chacun d'eux possède une entropie. Quant aux p autres systèmes Bj, B.2, . . ., B^,, nous les supposerons d'une nature différente et, par suite, nous ne pouvons parler de leur entropie.
Soient S,, Sa, . . .,S„ les valeurs de l'entropie des systèmes
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A à un certain moment /. Faisons subir au système 1 une transformation telle qu'à l'itjstant t' les systèmes B reprennent le même état qu'à l'instant t et que les entropies des systèmes A soient S',, Sj, . . ., S,',. Je (lis f|ue l'on a
L'inégalité serait évidente si les systèmes B n'éprouvaient aucune transformation, car on pourrait alors ne considérer que le système 1' formé par les systèmes A, et il a été démontré (122) que, poiu" un tel système, l'entropie va constamment en croissant. Montrons qu'elle n'est pas renversée dans le cas général.
178. Représentons l'état du système Ai par un point dont les coordonnées sont T, et r, ; soient M et M' {Jig. 26) les
Fig. 26.
positions de ce point à l'instant t et à l'instant t'. Menons par ces points deux adiabatiques MN et M'N' et coupons-les par un isotherme NN'. Nous pouvons ramener le système A, à son état initial par une suite de transformations telles que son point figuratif décrive le chemin M'N'NM. Ces transformations étant adiabatiques ou isothermes sont ré-
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versibles, et pour chaque transformation élémentaire nous avons
ci>r - j^
Comme les échanges de chaleur ne se font que de N' en N, la variation d'entropie résultant de l'ensemble des transformations est ~-, To étant la température de l'isotherme et Qi
la (|uantité de chaleur qu'absorbe Ai quand son point figuratif se meut sur cette ligne, chaleur que l'on peut supposer fournie par une source a à la température Tq. Mais, l'état de Al étant défini par deux variables, la variation de son entropie, lorsque ce système passe d'un état à un autre, ne dépend pas de la manière dont s'effectue le passage. L'entropie étant S'i dans l'état final et Sj dans l'état initial, la variation d'entropie est Si — Sj quand on ramène Ai de l'état final à l'état initial, quelles que soient les transformations effectuées dans ce but. Nous avons donc
et, par suite,
Qi = To(S,-S;).
' 179. Nous pouvons, par des transformations du même genre, ramener à leur état initial tous les systèmes A. Comme la température Tq de l'isotherme est absolument arbitraire, elle peut être supposée la même pour tous les systèmes. En un mot, on peut admettre que les quantités de chaleur nécessaires pour ramener tous les systèmes A à leur état primitif sont empruntées à la môme source a; la (|uantité
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de chaleur fournie par celle source est
(0 o =2 ''^^ = '1^0 (Si -^ s,+ S3 + . . . ^ s„- s; — s; - . . . - s„).
Les syslèmes Aétanl ramenés à leur état initial, le système 2 tout entier l'est aussi, puisque, par hypothèse, les systèmes lî sont dans le même état aux instants t et t'. Si donc nous considérons les transformations accomplies pendant l'intervalle de temps t' — t et celles que nous avons effectuées pour ramoner les systèmes A à letir étal initial, leur ensemhie fera décrire à tous les corps du système i un cycle fermé. Par suite, l'énergie interne de ces corps ne varie pas et le principe de l'équivalence appliqué à ce cycle nous fournit la relation
(2) EQ + r = o,
Q étant la chaleur empruntée à l'extérieur et t le travail des forces extérieures au système 1 i)endant l'ensemble des transformations.
Notre cycle se compose de deux parties. La première partie est parcourue par le système dans l'intervalle de temps qui est compris entre les époques t et l' ; à la tin de celte première partie, les systèmes B sont revenus à leur étal primitif, mais non les systèmes A. Dans la seconde |)artie du cycle, les systèmes B ne subissent aucune transformation.
Pendant la première partie du cycle, le système 1 est supposé isolé au point de vue thermique et n'emprunte ni ne cède de chaleur à l'extérieur. La quantité Q, qui figure dans la relation (2), se réduit donc à la chaleur empruntée
à l'extérieur pendant la seconde partie du cycle et qui est définie par la relation (i).
Or, celte chaleur est empruntée à une seule source; par conséquent, d'après l'un des énoncés du principe de Carnot (101), il ne peut y avoir production de travail extérieur. Le travail t fourni au système ne peut donc avoir une valeur négative; elle est positive ou nulle. D'après la relation (2), la quantité Q ne peut donc être positive. Nous avons alors
Si + S, + ... 4- s„ — s; — s; — ... - s; < G
et, par suite,
180. Théorème de MM. Potier et Pellat. — Ce lenime permet de démontrer immédiatement une modification du théorème de Clausius proposée par MM. Potier et Pellat : Lorsqu'un système de corps C subit des transformations réversibles ou irréversibles qui le ramènent à son état primitif, on a
7F 1- 7p 1- • • . -I- rp =0,
Il 1 2 ^ n
Qi, Q.,, . . . , Q„ étant les quantités de chaleur cédées au système par les sources a^ a^, . . ., «« avec lesquelles il est mis en rapport, et Ti, Tj, ..., T„ désignant les températures de ces sources.
En elTel, nous pouvons regarder les sources de chaleur comme étant de même nature que les systèmes A du lemme et nous avons, en appelant S,, S.,, ..., S„, S',, S!,, ..., S^, les valeurs de l'entropie de chacune d'elles à Tinstaiit initial
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et ;i l'instant final,
Si H- SjH-. . .-f- S„ — S', — S2 — . . . — S^, ^o.
Or, quand le système C emprunte une quantité de chaleur ciQi à la source a,, celte source reçoit une quantité négative— dQi ; sa variation d'entropie est donc
Pour la transformation entière du système, la quantité de chaleur absorbée par cette source est — (J, et, par consé quent, sa variation d'entropie est
car, d'après les hypothèses qu'on fait d'ordinaire au sujet des sources de chaleur, la température d'une de ces sources peut être regardée comme constante.
Nous aurons des expressions analogues pour les variations de l'entropie des diverses sources, et, si nous les portons dans l'inégalité précédente, nous obtenons
c'est ce qu'il s'agissait de démontrer.
On peut d'ailleurs écrire cette inégalité
dQ représentant la quantité de chaleur cédée au système
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par l'une des sources pendant une transformation élémentaire et T désignant la température de cette source.
181. Théorème. — Considérons un système dont la température nest pas uniforme et varie avec le temps. A un instant déterminé les températures des divers points sont comprises entre deux valeurs T' et T" (ï'> T"), d'ailleurs variables avec le temps. Pendant l'intervalle de temps infiniment petit qui suit cet instant le système emprunte une quantité de chaleur dQ' à certaines sources et en cède une quantité dQ" à d'autres sources. Démontrons que, quand le système décrit un cycle fermé, on a
Pour cela supposons qu'on ait n sources de chaleur «1, «2, . . . , ot.„ dont les températures Ti, T2,. . . , T„ forment une progression arithmétique croissante dont la raison est e. La température maximum ï' à l'instant considéré est com- |)rise entre deux des termes de cette progression ; en appelant Ti l'un d'eux, nous aurons
De même, la température minimum T" au même inslant sera comprise entre deux termes T^ et Ïa+i et nous aurons
T,<T''<Tx^,.
La quantité de chaleur dQ' empruntée par le système pendant l'intervalle de temps infiniment petit (|ui suit Fin-
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slant considéré peut être supposée fournie par la source a, dont la température T, est plus grande que celle d'un point quelconque du système. Nous pouvons également admettre que la quantité de chaleur clQ" cédée par le système penflant le même intervalle est absorbée par la source x/, dont la température Ta est plus petite que celle d'un point quelconque du système. Par conséquent, si nous désignons par dQ,„ la quantité de chaleur fournie au système par la source 5c,„, nous avons
et, |)ar suite,
^O, f/O., dQi dQn _ ^' _ (JQ^
Or, ï' étant compris entre T, et T/_i, nous avons
de même
De ces inégalités nous tirons
i\<T' + £ et T/,>T'+c.
Par conséquent, si nous remplaçons dans le second mendjre de la dernière égalité T, par ï'+e et T^. par T" — s, nous diminuons la valeur du terme positif et nous augmentons celle du terme négatif. Pour ces deux raisons le second membre devient plus petit et nous pouvons écrire
dQi , ^Q, , , dQ^ di)' dO"
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Si maintenant nous intégrons pour le cycle tout entier, nous obtenons
Mais, d'après le théorème de MM. Potier et Pellat, le premier membre de celte inégalité est négatif ou nul; par conséquent, il faut nécessairement que l'on ait
r dQ' r dQ"
D'ailleurs, comme la raison e de la progression formée par les valeurs des températures des sources est absolument arbitraire, nous pouvons la supposer aussi petite que nous le désirons et par suite la négliger; nous aurons donc à la limite
182. Faisons observer que dans la démonstration de celle inégalité nous n'avons fait que deux hypothèses :
1° La température en un point donné du système est, à chafjue instant, parfaitement déterminée ;
2° Si un phénomène s'effectue en empruntant de la chaleur à des sources, il est également possible lorsque l'emprunt de chaleur est fait à une source quelconque a55w/e^//e seulement à la condition d'être à une température plus élevée qu un point quelconque du système.
On ne saurait évidemment concevoir un système pour lequel la première hypothèse ne serait pas satisfaite. Quant à la seconde, elle est moins évidente, et, quoitpiil n'existe
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aucun exemple où elle se trouve eu défaut, il serait téméraire d'affirmer qu'elle est toujours remplie.
Si la chaleur est transmise de la source au système 2 par conductibilité, il est difficile d'admettre que la température de cette source puisse avoir une influence quelcon([ue, puisque le système D n'emprunte [las la chaleur directement à la source, mais bien aux uxjlécules superficielles du corps conducteur à travers lequel la chaleur est transmise. Or, la température de ces molécules superficielles ne peut dirterer sensiblement de celle des parties du système i avec lesquelles elles sont en contact. Si au contraire la transmission se fait par rayonnement, l'exactitude de la seconde by[)0lhèse est moins évidente. Certaines réactions se produisent sous l'intluence de la lumière. 11 n'es! pas absurde de supposer qu'elles ne se produiraient plus si la chaleur qu'elles absorbent, au lieu d'être empruntée à une source très chaude comme le soleil, l'était à une source dont la température serait seulement un peu supérieure à celle des corps réagissants. S'il en était ainsi, le théorème du paragraphe précédent ne poui'rait s'y appliquer.
Le mécanisme des actions de ce genre nous est absolument incoimu.
M. Berthelot a fait voir récemment (') que les réactions photographiques sont probablement exothermiques. Mais il pourrait y avoir des phénomènes analogues qui absorberaient de la chaleur et pour lesquels, par conséquent, Tobjeclion précédente conserverait toute sa valeur. Dans le
( ' ,1 Comptes rendus de l' Académie des Sciences, t. GXII, 9 féviiur 591, p. 3^9.
doute, il faut donc éviter d'étendre le théorème qui précède aux phénomènes où la lumière ou la chaleur rayonnante jouent un rôle nécessaire.
183. Théorème de Clausius. — Si nous supposons la température uniforme, à chaque instant, dans le système considéré précédemment, ï' devient égal à ï" et nous avons, en désignant par ï leur valeur commune,
rdQ' _ rdQ" _ r
Mais dQ' — diY est la chaleur dQ ahsorhée par le système pendant une transformation élémentaire; nous pouvons donc écrire
rdo ^
Quand la température du système n'est pas uniforme on décompose ce système en une infinité de systèmes intîniment petits. Dans chacun de ceux-ci la température peut être considérée comme uniforme. Or, tous ces systèmes décrivent un cycle fermé quand le système total décrit un tel cycle. Par conséquent, pour un quelconque des systèmes élémentaires, on a
et pour l'enseinhle de ces systèmes, c'est-à-dire pour le système total,
ff'f
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la seconde intégration étant étendue à tous les éléments du système.
L'inégalité de Clausius est donc démontrée dans toute sa
généralité.
184. Mais dans cette intégrale dQ représente la quantité de chaleur qu'iu) système élémentaire emprunte tant à l'extérieur qu'aux autres systèmes élémentaires qui constituent le système total. Démontrons que l'inégalilé est encore vraie quand on ne considère que la chaleur empruntée à l'extérieur.
Posons
dQ = dQ,-hdQ,;
<^^Qc représentant la chaleur absorhée par le système et provenant des échanges extérieurs au système total, dQi celle qui résulte des échanges intérieurs; nous aurons
Par conséquent, nous prouverons que / -r^ est negatit
SI nous démontrons que / -^- est positif.
Pour démontrer ce dernier point, considérons deux systèmes élémentaires dont les températures uniformes ont pour valeurs Ti et T, ; nous supposerons T, > T,. Le premier système cédera au second une quantité de chaleur <Y<y. Par suite, la chaleur absorbée par le premier est — dg, celle qui est absorbée par le second est dg. Ces systèmes
fournissent donc à l'intéarale considérée la différence
dq dq , / i i
if -^ t: = */ ( t; - t;
qui est nécessairement positive, d'après l'hypothèse faite sur T, et T.,. Comme il en est de même pour tous les échanges de chaleur qui se produisent entre les divers systèmes élémentaires, nous devons avoir
f.rf=fMr,
et, par suite,
JJ
185. Lorsque le système décrit un cycle réversible, sa température doit être uniforme, car les échanges de chaleur se font nécessairement alors entre des corps à la même température. Les températures T, et Tj prennent donc une même valeur T et chaque élément
dq[^-^
de l'intégrale / / -—- devient nul. Par suite, cette intégrale est nulle et nous avons
'dO.
r f'dQ _ /W(J
D'ailleurs, la valeur commune de ces intégrales est zéro. En effet, le cycle étant réversible, nous i)ouvons le décrire
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en sens inverse, ce (|ui change le signe des (luanlités cH) : nous avons donc
— dQ
ou
ff-.
Mais, puisque nous avons
(piand le cycle est décrit dans le sens direct, il faut nécessairement que
Ainsi, en résumé, l'intégrale de Clausius est nulle pour tout cycle fermé réversible : elle est négative pour un cycle fermé non réversible : ce théorème sera applicable (pourvu, bien ententiu, qu'on admette l'axiome de Clausius) toutes les fois que les hypothèses du paragraphe 182 seront satisfaites.
186. Entropie d'un système. — Supposons qu'un système parte d'un étal A. pour lequel nous attribuerons par convention à l'entropie une valeur arbitraire S,,, et arrive à un autre état B. Admettons, en outre, qu'on puisse passer de l'état initial à l'état final par une série de transformations réversibles que nous représenterons schémaliquement par la courbe AMB (fig. 27), quoique généralement la représentation graphique ne soit pas applicable. Nous appel-
lerons entropie du système dans l'état B la quantité Sj définie par la relation
l'intégrale étant étendue à tous les éléments du chemin A MB.
Pour que cette définition soit acceptable il faut qu'elle conduise à la même valeur de Si, quelle que soit la série
Fig. 27.
des transformations réversibles effectuées, quand plusieurs séries de transformations de ce genre permettent de passer de l'état A à l'étal B. Justifions qu'il en est ainsi.
Représentons par ANB, toujours schématiquement, l'un des cycles réversibles qui amènent le système de A en B. Ce cycle peut être décrit dans le sens inverse BNA et par conséquent former avec le cycle AMB un cycle fermé. D'après le théorème de Clausius, nous avons pour ce cycle fermé réversible
ou, en décomposant les intégrales en deux parties.
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OU encore
L'intégrale qui figure dans la relation définissant S, a, par conséquent, la même valeur pour tous les chemins réversibles que l'on peut suivre.
La variation d'entropie d'un système pendant son passage d'un état à un autre est donc parfaitement détinie, pourvu qu'il existe un chemin réversible permettant d'amener le système de l'état initial à l'état final.
187. Supposons maintenant qu'il n'existe pas de chemin réversible pour passer de l'état initial à l'étal final. Alors dans la plupart des cas, sinon dans tous, il est possible de trouver la variation d'entropie au moyen d'un système auxiliaire. Eclaircissons ce point par un exemple.
Considérons deux sphères égales s et s' respectivement chargées des quantités -h m et — n d'électricité. Si nous les mettons en communication par un conducteur métallique, elles reviennent toutes deux à l'état neutre. Le passage du premier état A au second B a donné lieu à un phénomène irréversible : réchauffement du fil de communication par le courant qui l'a traversé; et, si les deux sphères et le fil conducteur étaient les seuls corps qui existassent dans l'univers, il n'y aurait aucun moyen de restituei' à ces sphères leurs charges primitives, c'est-à-dire de les ramener de l'état final B à l'état initial A.
Mais considérons un système auxiliaire formé d'un conducteur C chargé négativement et d'un conducteur C
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chargé positivement, ces deux conducteurs étant à une dislance très grande des sphères.
Les sphères ne possédant aucune charge électrique dans l'état B, nous pouvons les mettre en communication avec le sol sans qu'il se produise de courant et par conséquent d'échauffement du fil conducteur ou aucun autre phénomène irréversible.
En approchant la sphères du conducteur C cette sphère se charge positivement; si ce mouvement s'opère lentement, l'intensité du courant sera très faible et réchauffement du fil, qui est proportionnel au carré de cette intensité, sera négligeable, de sorte que le phénomène pourra encore être regardé comme réversible; quand la distance est telle que la charge est -t- m, rompons la communication avec la terre et éloignons la sphère du conducteur C de façon que ce dernier n'exerce plus d'influence. Nous pouvons, à l'aide du conducteur C, charger la sphère s' d'une quantité — m' d'électricité, et le système formé par les sphères est alors ramené à son état initial A.
Or, les opérations que nous avons effectuées sont réversibles. Par conséquent, la variation d'entropie résultant du
passage de l'état B à l'état A est égale à / / -™-- Mais, comme
tous les phénomènes se sont produits sans dégager ni absorber de chaleiu-, ciQ est nul et, par suite, la variation d'entropie est aussi nulle. I^'entropie a donc la même valeur pour l'état A et pour l'état B. Eu résumé, si un système ne peut pas passer d'un étal A à l'état B directement, c'est-àdire sans faire intervenir un système auxiliaire, il peut arriver qu'il puisse passer de l'état A à l'état B indirectement.
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c'esl-à-(iire grâce à l'intervenlioii (rim système ;)uxili;tire convenable, reienant Jina/enient à so/i état initial. Il peut arriver que, si ou veut le faire passer de A à B d'une façon réK-ersible, cela ue soit pas possible directement, mais ([ue cela soit possible indirectement.
188. Il ne paraît pas y avoir d'exemple où l'on ne puisse employer ce procédé; s'il en existait on ne pourrait avoir la valeur exacte de la variation d'entropie, mais on pourrait en trouver une limite inférieure.
S'il existait un chemin réversible AMB {Jig. 37) amenant le système de A en B, nous aurions pour la variation d'entropie
Si So , I rp
Si le chemin est réversible, c'est que les échanges de chaleur intérieurs ne se font qu'entre éléments à la même température, d'où
et, par conséquent,
Soit ANB un chemin irréversible qui fait également passer le système de A en B. Le cycle fermé irréversible ANBMA nous donne, d'après le n° 184,
OU
^ + (So-S,)<o,
on encore
On a donc une limite inférieure de la variation d'entropie
en calculant la valeur de l'intégrale / / -y^ pour un des cycles irréversibles.
189. Nous pouvons également généraliser le théorème déjà démontré (122) pour un système de corps dont l'état est défini par deux variables : l'entropie d'un système isolé va toujours en augmentant.
En etïet, si le système est isolé, il ne reçoit rien de l'extérieur et clQeZ=o. Par conséquent, l'inégalité
donne
190. Condition de possibilité d'une transformation. — Si l'on suppose uniforme la température du système l'inté-
grale / / -7=r se réduit a i -7=-j cette intégrale étant étendue à tous les éléments du cycle décrit par le système; par suite, l'inégalité du paragraphe précédent devient
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Pour une transformation intiniinent petite nous avons donc -^ < ^S ou c/Q < 1 db.
C'est une condition que doit nécessairement remplir un phénomène pour qu'il soit possil)le. Dans le cas où le phénomène est réversible cette condition de possibilité devient
dQr=TdS.
191. Théorème de Gibbs. — Cette condition peut être exprimée au moyen de fonctions caractéristiques de M. Massieu. Mais les nouvelles conditions obtenues s'appliquent à un moins grand nombre de phénomènes, car l'introduciion des fonctions de M. Massieu exige que la température T et la pression /> soient uniformes.
Prenons la fonction
H = ÏS - U.
Nous en déduisons
dn = Td^^èdT — dlj et par suile, en remplaçant T^S par di), dll>dQ-h?>dT-dl].
Or, d'après le principe de l'équivalence, d() = d\] ^ Xp dv.
11 vient donc, en portant cette valeur de dQ dans linégalité précédente,
dll > S ^T — Xp ds\
Telle est la nouvelle condition de possibilité d'un phénomène.
Si nous supposons constante la température T et le volume spécifique p, nous avons
dT = dv = o
et, par suite,
pour la condition de possibilité d'un phénomène. Si ce phénomène est réversible, dK est nul et alors H conserve la même valeur.
MM. Gibbs, von Helmholtz, Duhem ont fait usage de cette fonction H en y supposant T et ('constants. M. von Helmholtz l'a appelée énergie libre et a proposé également de lui donner le nom de potentiel kinéliqae; M. Duhem la nomme potentiel thermodynamique à volume constant: c'est la dénomination la mieux justifiée.
Prenons maintenant la fonction
H' = TS - U - kpv = H — kpv.
Nous en lirons
dY\ =dR — kp dv — A (' dp.
Si nous lemplaçons <r/H par S dT -\- kp dv, il vient dR'>^dT — kv dp.
Cette nouvelle coïKlilion de possibilité d'un phénomène
se réduil à '
quand la température et la |)ressi()n demeurent constantes.
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La fonction H' croît donc pour un phénomène irréversible où T et p conservent la nième valeur; elle ne varie pas quand le phénomène est réversible. M. Duhem appelle celte fonction : potentiel thermodynamique à pression constante.
193. Ainsi des inégalités démontrées aux paragraphes 189, 191 et 192 il résulte que :
1° Quand le système est isolé l'entropie S va constamment en croissant;
2° Quand le système non isolé est tel que T et c restent constants, c'est la fonction H qui croît;
3° Quand T et/> restent constants, le système n'étant pas isolé, la fonction H' augmente.
193 a. Remarque sur les cycles représentables géométriquement. — Si parmi les variables qui définissent létal d'im système se trouvent le volume spécifique c et la pression p, et si cette dernière quantité possède la même valeur en tout point du système, on peut représenter les transformations du système par une courbe dont chaque |ioinl a pour coordonnées p et v. Évidemment cette courbe ne définit pas complètement la manière dont s'opère la transformation puisque les autres variables peiiveni, pour tout point de la courbe, avoir des valeurs arbitraires. Mais si, ce qui a lieu dans un grand nombre de cas, le travail extérieur produit par le système a [)our expression i pdv, ce
travail est, pour un cycle fermé, représenté par l'aire de ce cycle.
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Supposons ces conditions remplies et admettons que le système décrive une isotherme fermée et qu'un tel cycle soit réversible, nous avons
ou, puisque T est constant,
O = fdQ = o,
or, d'après le principe de l'équivalence, le travail extérieur produit par un système décrivant un cycle fermé est EQ. Il est donc nul dans le cas qui nous occupe. Par conséquent l'aire limitée par l'isotherme est nulle.
193 h. Deuxième méthode. — Nous allons obtenir les mêmes résultats par une deuxième méthode qui, je l'espère, contribuera à nous faire comprendre la nature des raisonnements thermodynamiques.
Le schéma de ces raisonnements est toujours le même.
Un postulat nous apprend qu'il est impossible de passer de l'état A à l'élat B (par exemple de faire passer de la chaleur d'un corps froid sur un corps chaud). D'autre part, l'expérience nous apprend que l'on peut passer de l'état A à l'état C et de l'état J) à l'étal M, nous en concluons qu'il est impossible de passer de l'état C à iétat D. Notre conclusion vaut donc ce que valent nos prémisses qui sont d'une part un postulat (celui de Clausius), d'autre part deux faits expérimentaux vérifiés avec une exaclitude plus ou moins grande.
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193 c. On pourrait arriver aux iiuMiies résultais par une autre voie, même sans faire ap|)el aux raisonnements du (Chapitre Vil. Je me bornerai, à ce sujet, à une rapide esquisse, ('onsidérons un système i dont la situation soit définie par un certain nombre de vaiiables
Soit U l'énergie interne de ce système. S'il est isolé (ou si les autres systèmes qui ont pu agir sur lui reviennent à leur état primitil), on aura l'équation de l'énergie
U = const.
Si l'on se donne la valeur de U, on pourra s'en servir pour éliminer l'une des variables x et conserver seulement les n premières {jc^, j?.,» • • •» -^n)-
Cela posé, pour tous les systèmes que l'on a à étudier, on peut montrer que, étant donnés deux changements infinitésimaux inverses, le premiei- faisant passer le système de la situation
à la situation
le second faisant passer 1 de la seconde situation à la première; ces deux changements étant d'ailleurs compatibles avec l'équation de l'énergie, l'un de ces deux changements est possible, soit directement, soit indirectement (au sens du 187), l'autre changement, au contraire, est impossible, au moins directement.
Le premier changement pourra être caractérisé pa/
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l'inéiialité
( I ) X 1 djr^ H- Xj dœ., + . . . + X ,; d.r„ >o
(où X,, X,, ..., X„ sont des fonctions convenablement choisies des oc), et l'autre changement par l'inégalité inverse.
Nous pourrons appeler t/S le premier membre de cette inégalité, sans préjuger si cette expression difFérentielle est bien une ditférenlielle exacte.
193 d. Considérons les variables x comme les coordonnées d'un point dans l'espace à n dimensions. Si l'on considère les vecteurs infiniment petits qui vont du point {œ^, x^, . . .,x„) au point {x^^ dx^, . . .,jc„-\- dx,i), l'ensemble de ceux de ces vecteurs qui satisfont à l'égaliié f/S = G formera un élément infiniment petit de surface dont le centre sera au point (,r,,a-.2, ...,Xn). Chacun des points de l'espace sera le centre d'un semblable élément que j'appellerai un élément E.
Chaque point de l'espace représentera ainsi un des états du système et les états successifs seront représentés pai' une certaine trajectoire. En vertu de l'inégalité (i), ces trajectoires ne pourront traverser les éléments E que dans un sens.
Un élément E ayant son centre en A jiourra être regardé comme plan; j'a|)pellerai P(A) le plan indéfini correspondant.
Si <7S est une différentielle exacte, ces éléments E pourront s'assembler de façon à consiiluer un faisceau de surfaces, qui seront les surfaces S = consl. 11 en est de même
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si l'on a
F élaiit une fond ion quelconque el dT une difTérenlielle exacte.
Dans ces conditions, il passera par cliaque point A de l'espace une surface ayant pour plan tangent I*(A).
Mais il peut se faire également qu'il existe une ou plusieurs surfaces isolées, telles qu'en chaque point A de ces surfaces le plan tangent soit P(A), satisfaisant, par conséquent, à l'équation «fS=:o; c'est ce qui arriverait, par exeniple, si l'on avait
r/S = dW + W d\,
W étant une fonction quelconque el dV une expression différentielle non exacte. Pour ^J'r^o, on aurait
d^ = dW,
et la surface ^^' = 0 satisferait à l'équation dS = o.
193 e. Cela posé, supposons que l'on sache d'une manière quelconque qu'il est impossible d'aller du point A au point infinimenl voisin B, et cela soit directement, soit indirectement. C'est ce ([ui arrivera par exemple en vertu de l'axiome de (Jlausius. Je dis alors que par le point A passera une surface satisfaisant à l'équation <iS = o. Et, en effet, parmi les points de l'espace, il y en aura où l'on peut aller en partant du point A et d'autres où l'on ne pourra pas aller. Ces points détermineront deux régions de l'espace, qui seront séparées par une certaine surface. Comme il y a dans une des régions, comme dans l'autre, des points
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infinimenl voisins de A (par exemple B), celle surface devra passer par le poinl A. 11 esl clair, d'ailleurs, que le plan langent à celle surface ne peul être que P(A).
193/. Pour aller plus loin, il faut envisager deux systèmes 2, et ^2» el '6 système 1 formé par leur ensemble. Soient j?,, o^-,, ..., j:„ les variables qui définissenl l'état de il, et fi, r,, . . ., yp celles qui définissent l'état de 2.2.
L'état de 2, sera représenté par un certain poinl At de l'espace K,j à n dimensions {^i, jc.^, . . ., d-„); celui de 1.2 par un certain poinl Aa de l'espace R^ à p dimensions (/i,/2« •••»//)) tU celui de 1 par le poinl correspondant A1A2 de l'espace K„^p à n -\- p dimensions (^-1, J?2» ■■■,^n; Vi,y2. • • •»//.)•
Nous supposerons que les deux systèmes sont indépendants, c'est-à-dire que, si l'un d'eux varie sans que l'autre varie, les lois des variations du premier ne dépendront pas de l'état du second. Cette condition est pratiquement réalisée dans un très grand nombre de cas.
On aura alors
c/S = Fi 6?Si + Fo d'è,,
fl?S, ofS,, C/S2 sont les premiers membres de l'inégalité (i), en ce qui concerne respectivement 1, 1^, 1^', quant à Fj et F2, ce sont deux fonctions quelconques positives.
Cela posé, le système 2i sera un système donné quelconque et le poinl A, correspondra à un état donné quelconque de ce système. Je cboisirai le système auxiliaire 1^ et le poinl A., de telle façon qu'il y ail un poinl W, très voisin de A. et où l'on ne puisse aller de A., quand le sys-
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lème li est isolé (il suffira par exemple, en vertu de l'axiome de Clâusius, de constituer le système li avec deux cor|)S de température différente).
Alors on ne pourra aller du point A1A2 au point A,B.2, et, en vertu du paragraphe précédent, il y aura dans l'espace Rn-hi> n'ie surface <I» passant par le point A, A. et satisfaisant à l'équation ^S =: o.
On en conclut qu'il existe dans l'espace R« une surface 4», passant par le point A, et satisfaisant à l'équation f/S, = o. Il suftit, en effet, pour trouver l'équation de la surface O,, de faire dans celle de la surface O
yjnzconst., /., = <^onst., ..., /^^const.
Mais le point A, est un point quelconque; donc, par tous les points de l'espace li„ passe une surface satisfaisant à ^Si = o. Cela veut dire que d^i est une différentielle exacte, ou tout au moins que l'on a
dT^ étant une différentielle exacte, et la fonction F, étant
positive dans la région envisagée. Alors on peut remplacer
l'inégalité
par l'inégalité
c'est-à-dire faire jouer à Ti le rôle de S,; en d'autres termes, on peut, sans restreindre le généralité, supposer que <^/S, est une différentielle exacte.
Dans ce raisonnement, l'hypothèse de la possibilité de certains changements joue un rôle essentiel conformément
à la remarque du paragraphe 193 b. Le raisonnement serait en défaut, en effet, si l'on ne supposait pas que de deux changements inverses portant sur le système total 1, l'un est toujours possible directement ou indirectement.
193 g. Nous venons de voir que l'on peut toujours regarder rfS comme une différentielle exacte, et la fonction S est alors ce qu'on appelle ïentropie. Mais cela ne suffit pas encore pour définir l'entropie. En effet, on pourrait remplacer S par une fonction quelconque 9(8) pourvu qu'elle fût croissante; car l'inégalité
^cp ^ Cp' ( S ) fi^S > G
équivaut évidemment à
Pour compléter la définition de l'entropie, il faut envisager un système total 1 formé de trois systèmes partiels indépendants (au sens de 193/) i,, 1.i, 1^; on a alors
S, Si, S.2, S3 étant les entropies des quatre systèmes, F,, F.2 et F3 des fonctions quelconques positives.
Comme c/S, ofS,, «fSj, «fSs doivent être des différentielles exactes, on aura
S = 9(Si,S.,Ss),
Supposons maintenant que le système 1^ demeure invariable, de sorte (pie r/S3= o.
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L'inégalité (i) s'écrit alors
Comme, en vertu de l'indépendance des systèmes, les pro|)riétés du système i, — io "e doivent pas dépendre de
l'état du système 1^, le rapport -rr- ne dépendra pas de Sj. Posons alors
\i, Xo, X3 seront des fonctions de S,, S.,, S^ (iiii devront satisfaire à l'équation
(2) XiH-X.-f-Xs- o,
et, puisque -rr, par exemple, est indépendant do S3, aux conditions
En différentiant (2) par rapport ;t Si et à Sa et tenant compte de (3), il vient
et de même
r/S., d^, ^83 <r/Si ce qui nous permet d'écrire
Substituant dans (2), on voit que l'on doit avoir
Si dans les équations (4) nous remplaçons les X par leurs valeurs et les 9 par les ^, elles peuvent s'écrire
logFi — 4^1= logFs— <^,= logFj— '^;„ de sorte qu'on a finalement
f/S =:0(e'^.^S,+ e'K6^S2+e'K«fS3),
0 étant une fonction quelconque positive.
Comme (|'i> '^'2, ^3 ne dépendent respectivement que de Si, So, S3, nous pourrons poser
S', = Te'^. ^S,, s; =: fe'^^ dS„ s; - fe'^^ d^,,
d^'z=&dè.
On aura alors
Comme les inégalités
c?S > o, <iSi>o, <yS2>o, r/S3>o
sont respectivement équivalentes aux inégalités
a?S' > G, c/S', > 0, <^S', > o, rfS', > o,
on peut faire jouer le rôle d'entropie à S', S',, S'2, S'3.
On peut donc particulariser la déjinition de l'entropie de telle façon que l'entropie du système total soit la somme des entropies des systèmes partiels toutes les fois que ces systèmes sont indépendants.
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Ainsi se trouve coinpiélée la définilioii de l'entropie et l'on voit que ce complément se rattache à la possibilité d'associer un système quelconque à d'autres systèmes indépendants.
193 h. Nous appellerons source un système dont l'état ne dépend que d'une seule variable et dont la masse est assez grande pour qu'il n'éprouve jamais que de petites varialions.
Supposons que le système total i comprenne, associés à un système quelconque i,, d'autres systèmes partiels ^2, 2.j qui puissent être regardés comme des sources. Soient alors U2, U3 les énergies internes des systèmes io, i^, et So, S, leurs entropies; nous poserons
dbi = 7p— ) dT>3 = r=— )
— dUi et — dUs représentent évidemment les quantités de chaleur empruntées aux deux sources que nous appelleions dQ^ et dQs, de sorte que
On aura alors
^Q, dQj dis = ^S, + -7^ + ^
Supposons que le système i, ne varie pas; alors l'inégalité ^S > o deviendra
dQ, , dQ,
TT
ce qui veut dire que la condition pour que le système 1, puisse céder de la chaleur à 1-^, c'est que
Cela nous apprend que T^ et Ts ne sont autre chose que la température des deux sources I2 et ^i-
193 i. Supposons maintenant que le système 1^ revienne à son état primitif après avoir parcouru, un cycle complet; comme S devra avoir augmenté et que S, sera revenu à sa valeur première, on devra avoir
et s'il y a plus de deux sources
C'est le théorème du paragraphe 180; on continuerait le raisonnement comme aux paragraphes 181 et suivants.
Il ne sera peut-être pas inutile d'avoir ainsi présenté sous deux formes dilTérenles les considérations exposées dans ce Chapitre; on com|)ren(lra mieux ainsi la vérilahle nature des raisonnements thermodynamiques, et la portée des hypothèses sur lesquelles ils reposent.
193 y. Quelle est la dépense mininia de travail à faire pour amener un corps ou un système d' un étal A dans un autre état 1} ; j)ar exemple, pour transformer l'air gazeux en air liquide, ou pour séparer l'azote et l'oxygène de l'air?
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Soient ôS raccroissemorit de l'entropie et ôU iaccroissemenl de l'énergie interne du corps ou du système considéré quand il passe de l'état A à l'étal B.
Supposons que l'on dispose d'une source chaude à la température T, et d'une source froide à la température T2. Soient Q, la quantité de chaleur empruntée à la source chaude et O2 celle qui est cédée à la source froide. Il s'agit de calculer le minimum de Q,.
Nous aurons d'ahord
Q,-0,= 7 + ÔU,
T représentant le travail [iroduit (tout est supposé exprimé en joules); 7 doit être positif, sans quoi, il faudrait une dépense supplémentaire de travail, outre la dépense de chaleur Qi; on a donc
Q,-Q,>ÔU.
D'autre pan, ré(|iialion de l'entropie nous donne O, O.
On tire d? là
ce qui donne le minimum de Q,.
Supposons que, au lieu d'une source chaude, on dispose d'une certaine provision de travail sous la forme mécanique: on pourra considérer celte provision comme équivalent à une source chaude de tem|)érature infinie. Il suffit donc de faire ïi zz oc et de regarder Qi comme représentant P. I-
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la dépense de travail; il vient ainsi
Qi>ô[J +T2<r/S.
Si l'on veut appliquer cette formule aux deux exemples que nous citions tout à l'heure, il faut calculer pour ces exemples àU et âS. S'il s'agit de faire passer l'air de la température ordinaire à une température voisine de celle de l'air liquide, on trouvera le calcul au Chapitre IX; si l'on veut examiner le cas de la liquéfaction de l'air, on emploiera des formules analogues à celles du Chapitre XI. S'il s'agit de séparer les éléments d'un mélange gazeux, on trouvera le calcul plus loin, au Chapitre XV, et particulièrement aux numéros 259, 265 et suivants.
CHAPITRE XlII
CliANGE-MENTS 1) ETAT.
194. Changements d'état d'un corps. — La fusion et la vaporisation d'un corps, ainsi que les phénomènes inverses, peuvent s'effectuer d'une manière réversible ou d'une manière irréversible.
La transformation d'un corps solide en un corps liquide, à la température de fusion de ce corps dans les conditions de l'expérience, est un phénomène réversible. Il en résulte nécessairement que la solidification du liquide, à cette même température, est aussi un phénomène réversible. INIaissi, le li(|uide étant amené à l'état de surfi/sion, on provoque sa solidification immédiate par un moyen quelconque, la transformation cesse d'être réversible; il est en effet impossible d'effectuer la transformation inverse en faisant passer le corps par tous les états intermédiaires qu'il a pris dans sa solidification puis(|u'on ne peut fondre un solide à une température inférieure à celle de sa fusion normale. On pourrait concevoir qu'un corps, restant solide au-dessus de son point de fusion, passe brusquement de cet état solide
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instable à l'état liquide; ce serait encore un phénomène irréversible.
Le passage de l'état liquide à l'état vapeur est réversible si la pression de la vapeur qui surmonte le liquide possède la valeur maximum qu'elle peut prendre à la température de la transformation. Il est irréversible si le liquide étant amené à une température supérieure à celle qui correspond à la pression qui le surmonte on en provoque la vaporisalion. C'est ce qui a lieu quand, au moyen d'une bulle de gaz, on produit la vaporisation d'un liquide surchauffé.
Quand on enlève de la chaleur à une vapeur saturée, généralement celle-ci se condense sans que la pression ni la température varient; la transformation est alors réversible. Mais quand la vapeur est parfaitement dépouillée de poussières solides il arrive quelquefois que la température s'abaisse sans que la pression varie et sans que la vapeur saturée se condense; la |)ression de la vapeur est alors plus grande que la pression maximum correspondant à sa température. Celte vapeur se trouve donc dans un état instable, et elle se condense brusquement par diverses causes. Dans ces conditions le phénomène de la liquéfaction est irréversible.
Le passage immédiat de l'état solide à l'état de vapeur est réversible; il en est de même du passage inverse. Mais, comme dans la vaporisation des liquides et la lifjuéfaction des vapeurs, on pourrait concevoir des conditions telles ([ue ce changement d'elat soit irréversible.
195. Application des principes de la Thermodynamique. — Considérons un quelcon(|ue de ces changements d'état
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el, luiiquemeiit pour fixer les idées, car nos raisonnements s'appliquent à tous, admettons qu'il s'agisse de la transformation d'un liquide en vapeur.
L'étal de la vapeur el celui du liquide, considérés isolément, sont définis par trois éléments p, r el T entre lesquels existe une relation. D'ailleurs, le liquide el la vapeur étant au contact, leur température et leur pression ont la même valeur; la pression et la température du système sont donc uniformes. Les volumes spécifiques de la vapeur et du liquide ont, au contraire, des valeurs dilTérenles; appelons i", le volume spécifique de la vapeur et Cj celui du liquide. Si nous supposons que la niasse totale du système formé pai" le corps est égale à l'unité et que m soit la masse de la vapeur, celle du liquide est i — m, et nous avons la relation
Deux variables indépendantes suffisant pour définir complèlemenl l'état du liquide el celui de la vapeur considérés séparément, ces corps sont de la nature de ceux auxquels s'appliquent les théorèmes du Chapitre Vlll; l'énergie interne et l'entropie du liquide sont donc parfaitement définies, du moins à une constante près. Appelons Ui el Si ces quantités lorsqu'il s'agit de la vapeur, et désignons-les par U2 el S2 lorsque nous considérons le liquide. Si ^Q, est la quantité de chaleur qu'absorbe l'unité de masse de la vapeur dans une transformation élémentaire et dQ^ celle qu'absorbe l'unité de masse du liquide dans une transformation élémentaire quelconque, nous aurons, d'après le principe de l'équivalence et celui de Carnot : pour la
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vapeur,
<r/Ui = clQi — \p di'i, f/S, = — ^'
et pour le liquide,
ciQ,
dU^^dQ^— Apch'z, f/S,,— rp
196. Énergie interne du système formé par un corps sous deux états. — Il paraît naturel d'admettre que l'énergie interne U du système formé par la vapeur et le liquide est égale à la somme des énergies internes des masses de vapeur et de liquide. Nous avons, en faisant cette
hypothèse,
U = /« Ui + ( I — m ) U,.
Mais, (]uoique naturelle, cette hypothèse a besoin d'être confirmée. Cherchons donc directement l'expression de l'énergie interne du système.
L'état de ce système dépend de quatre quantités />, i>, T et m. Mais, par suite des relations fondamentales qui lient Vi et (^2 à p et à T, et de la relation (i) qui donne v en fonction de r, et de c.,, trois d'entre elles suffisent pour déterminer complètement l'état du système. Choisissons yj, T et m.
Si, dans une transformation élémentaire, ces trois quantités varient en même tem|)s, la (|uantilé de chaleur absorbée par le système se composera : i° de la quantité m dQi absorbée par la vapeur ([uand p et T vaiient, m restant constant; ■?." de la quantité (i — /«) r/Oo absorbée par le liquide dans les mômes conditions; 3'^ de la (piantité nécessaire pour va|)oriser une masse dm de li(piide, quantité ajant pour valeur Ldrn, L désignant la chaleur latente de vapori-
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sation. Nous avons donc
( 2 ) (/Q = m (H) , -^ ( I — /?i ) (/O, -h L dm ,
ou, en remplaçant di), el <:/Q., par les valeurs tirées des relations qui donnent les différenlielies des énergies internes de la vapeur et du licfuide,
dQ = m{dl]i -I- \p di'i) -t- (i — m)((^U2+ A/> en:,) — L dm.
Il en résulte pour l'expression de la différentielle d'i do l'énergie interne du système,
dl] ^dQ — \p di- = m f/Ui -h ( I — m ) r/L ., -I- L dm
-+- Ap [ m dVi -t- ( 1 — m) dvo — dv \ .
Mais d'après la relation (i),
dv ^ mdi'i-i- {i — m) dv.2-\- d/n{ r, — i\);
par conséquent,
( 3 ) dl] r=: m <^/L' 1 + ( I — m ) dli. 2-h L dm — \p dm ( c, — c, ).
Da.is les cas où m reste constant, cette égalité se
réduit à
dlj — m d[] i -h {\ — m) dU^.
\ous en tirons par intégration,
U z= /^/ U, -h ( I — m ) Uo + 9 ( m ),
o{m) désignant une fonction quelconque de m, introduite par l'intégration, et dont nous allons chercher la valeur. Pour cela, supposons qu'on fasse varier simultanément
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les trois variables de manière que l'énergie interne U, de la vapeur et l'énergie interne U2 du liquide demeurent constantes. Alors, d'après la dernière expression de U, la varialion de celte fonction est
dl] = 9'(/") df>i.
D'après l'expression (3) celte variation est
<iU = [L — A/>((', — «'2)] dm.
Par conséquent
o' {m) zzzL — A /;(<', — «'2).
Or il est naturel d'admettre que L ne dépend pas de m, c'est-à-dire de la quantité de vapeur qui se trouve au-dessus du liquide. S'il en est ainsi la fonction o'{m) est indépendante de m, et, par suite, la fonction 9(/«) est de la forme
Cfi{rn) = o(./u H- (3, ou, en écrivant le second membre d'une autre manière,
Portons cette valeur de 9(/?0 t'^ns l'expression de U; nous obtenons
ou plus simplement, puisque Cj et U2 ne sont connus qu'à une constante ^)rès,
(4) \]=mVi-i-{i — ni){]^.
L'hjpotbèse faite en commenranl était donc exacte.
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198. Entropie du système. — On démonire d'une manière analogue que l'entropie S du système est la somme de l'eniropie wS, do la vapeur et de l'entropie {\ — m)^, du liquide qui constituent le système.
Dans l'expression (2) de dQ, remplaçons dQi et dO, par les valeurs T^Si et T dS^ déduites des relations qui délinissent les entropies S, et S,; nous obtenons
dQ = m ï r/S, -t- ( I — «0 T r/S., 4- L dm,
et par suite :
tK\ ^c '^'0 »- / X ,- Ldm
(0) aï? = -7p- = /« (Y^,-h(I — /;^)rt'^2^ 7^'
Pour une transformation s'effectuant sans variation de m,
il vient
dS = m d>i -+- {i — m) d^.,,
d'où nous tirons par intégration
D'après cette expression la variation d'entropie, résultant
d'une transformation pour laquelle S, et So demeurent con-
stanls, est
dS = o'{/fi) dm ;
d'après la relation (5) elle a aussi pour valeur
,^ L dm d^ = — Tj^ ,
nous avons donc :
La chaleur latente de vaporisation étant supposée indépendante de m, la fonction 9(/«) est de la forme
Si nous portons cette valeur dans l'expression de S, nous obtenons, Si et Sj n'étant connus qu'à une constante près,
(6) S ^/«S,H- (i — //OÏ52.
199. Expression des fonctions caractéristiques de M. Massieu. — Considérons la première
Hr=TS-U.
Si nous remplaçons U et S par leurs valeurs (4) et (6), nous avons
H = m(TS,— Ui) -h (i — m)(TS,— Uo).
Or pour la vapeur et le liquide les fonctions caracléristicpies sont
H,= rS,-U„ H.,=:TS,— u,;
par conséquent nous pouvons écrire
H = mHi+ (i — in)n.^.
Nous verrions aussi facilement cpie la fonction
H '= TS-L- Ay^r
se déduit de la môme façon des fonctions H', et H', de la vapeur et du li(|uide, on a
H'=mli;4-(i-m)H:.
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200. Condition de possibilité d'un changement d'état. — Au numéro 191, nous avons nionlié (|ue, si l'on considère la fonction H', la condition de possibilité d'une transformation est exprimée par rinéyalilé
dll'> S f/T — A iv//> ;
s'il y a égalité la transformalion i)eul s'effectuer d'une manière réversible.
Nous avons ici
(fH'=nid[\[^{i~-m)<ni'.,-hd,n{]l\ - II,).
Si nous remplaçons d\l\ et dll, par leurs valeurs,
dn\ - s, ^/T - A (', dp, dH', = S, dT - A v, dp,
nous obtenons
dH'= [mS, + (i — /«)S2] dT — A[//h', + (i - m)v.J dp
+ rfm(H; — h;),
ou, en tenant compte des relalions (i) et (6),
dW :=■ S dT - A (• dp -i- dm ( ii; - h; ). La condition de possibilité devient donc
S dT - \p dv -h dm ( h; — h; ) > S dT — \p dv,
ou .
din{n\- h;)>o.
Quand il y a vaporisation du liquide, c/m est positif; par conséquent pour que cette transformation puisse s'effectuer il faut que H', soit plus grand que H;. Si, au contraire, cette
dernière quantité était pins grande que la première c'est une condensation de la vapeur qui se produirait, puisque la condition de possibilité ne serait alors satisfaite que pour dm négatif.
Pour que la transformation soit réversible H'i et H'^ doivent être égaux.
201. Théorème du triple point. — Les fonctions caractéristiques H', ei Hj étant fonction dey>> etT, la condition de réversibilité
donne une relation entre ces variables. Comme la transformation d'un liquide en vapeur n'est réversible que si la vapeur possède la tension maximum correspondant à la température T, la valeur de p qui entre dans la relation est précisément cette tension maximum. Par suite la relation H, =: Hj n'est autre que celle qui donne la tension maximum d'une vapeur en fonction de la température.
Les formules établies précédemment étant applicables à tous les changements d'état, la condition de réversibilité des phénomènes de fusion est
H3 désignant la fonction caractéristique H' pour le corps solide; elle représente la fonction qui lie la température de fusion et la pression.
Pour les mêmes raisons la condition de réversibilité de la transformation qui amène un corps de l'état solide à l'état
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de vapeur est
elle fournit la relation qi\\ lie la température à la tension de vapeurdu solide.
Il existe en général un système de valeurs de p et T satisfaisant aux relations (7) et (9); pour ce système on a donc
par conséquent la relation (8) est en même temps satisfaite. Si nous représentons ces relations par des courbes en prenant p et T pour coordonnées, ces trois courbes se coupent en un même point. Ainsi les courbes des tensions de vapeurs d'un même corps à l'état solide et à l'état liquide se coupent en un point de la ligne de fusion. C'est le théorème du triple point.
202. Inégalité des tensions de la vapeur émise à la même température à l'état solide et à l'état liquide. — Les relations (7) et ^9) [lermeltent de démontrei- facilement qu'un même corps à l'état solide et à l'état de li(iuide surfondu à la même température, a des tensions de vapeur différentes.
En effet si l'égalité avait lieu, les deux relations (7) et (9) se confondraient et l'on aurait
H, = Hj = Hj.
La relation (8) se trouverait donc satisfaite pour les mêmes valeurs des variables et, par suite, les trois courbes représentant ces relations se confondraient. Or il est prouvé
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expérimenialemeiil que la courbe des tensions de vapeur d'un liquide est différente de la courbe de fusion de ce corps.
203. Influence de la pression sur la température à laquelle s'effectue un changement d'état réversible. — Supposons, par exemple, que la transformation considérée soit la vaporisation d'un liquide sous la pression de sa vapeur saturée. La transformation étant réversible, on a
et par suite
OU, en remplaçant ces différentielles par leurs valeurs, Si r/T — Al', dp = So ("/T — A r, dp. J)e cette relation nous lirons
d'V ('i — Co
dp ^ Si— S2
Cberchons S,— So. De la valeur
S = //* S 1 4- ( I — in)'è.i de l'entropie du système nous déduisons
r/S ^ 171 G?S, + ( I — m) c/So -\- dni{'^i — So ).
Or, nous avons trouvé (198)
, , ,,, ... L d/n r/> z=z m dbi+ {i — m) d>o -\ rp— •
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Nous avons donc [)ar idenlilicalion
H en résulte pour la valeur de -r— >
dp
204. Le volume s|)écirique r, de la vapeur élanl plus grand que le volume spécifique r., du liquide, le second membre de cette égalité est positif. La température d'ébullition d'un liquide doit donc croître avec la pression.
La même formule est applicable au phénomène de la fusion; la signification des lettres est seule changée, L est alors la chaleur latente de fusion, Vi le volume spécifique du liquide, ('2 celui du solide. La densité d'un corps à l'état li(|uide étant généralement plus petite que l'état solide, c, est plus grand que c, et la température de fusion doit s'élever quand on augmente la pression. Pour l'eau et les quel(|ues cor|)s qui diminuent de volume en fondant, c, est plus petit que f, 6t ces corps doivent fondre à une température d'autant plus basse que la pression est plus élevée.
L'expérience a contirmé ces diverses conséquences. La tension maximum de la vapeur émise par un liquide ou un solide augmente avec la température. M. Bunsen a constaté que la température de fusion du blanc de baleine et de la l)araffine, qui augmentent de volume en fondant, croît en même temps que la pression. L'abaissement de la température de fusion de la glace quand on élève la pression a été
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mise en évidence par M. James Thomson et par M. Mousson. M. James Thomson est même parvenu à déterminer la valeur de cette température pour diverses pressions; les nombres qu'il a trouvés présentent un accord très satisfaisant avec ceux déduits de la formule : ainsi l'expérience a donné — o°,o59 et — 0°, 129 pour les températures de fusion sous les pressions de 8^*™, et de 16»*™, 8; la formule conduit aux valeurs — o°,o6i et — o<*,i26 pour les mêmes pressions.
205. Remarque sur la relation qui lie la température et la pression dans un changement d'état réversible. — Puisque la température et la pression sont, dans un changement d'état réversible, liées par l'une des relations (7), (8) ou (9), il semble qu'il serait facile de vérifier leur exactitude en les comparant avec les relations données par l'expérience, en comparant la relation (7), par exemple, avec celles fiui, d'après les expériences de Kegnault, donnent la tension maximum d'une vapeur en fonction de la température. En réalité, cette comparaison est impossible.
En effet l'entropie et l'énergie interne d'une vapeur, qui figurent dans l'expression de la fonction H'i, ne sont connues qu'à une constante arbitraire près. Si donc Sj et Uj représentent ces quantités, Si+ a, et Ui-t- (3, les représenteront également bien, a, et |3i étant deux constantes arbitraires. La fonction W\ ayant pour expression
H'i = TSi — Ui — A/Ji^, elle devient
lors(iu'on prend les dernières expressions de l'entropie ot
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de réiioigie iiilcnie <lii liiiiiific Pour des raisons s(Miil)hiljles la fonclioii H., contient deux constantes arbitraires el nous pouvons l'écrire
H:,+ aoT-3..
La l'elalion (7) devient alors
ou
en jiosant
et i3.-[32=[3.
Celte nouvelle relation contenant deux constantes arbitraires ne peut donc donner la loi de la variation des tensions de vapeurs avec la température. L'expérience seule permet de trouver cette loi.
206. Formule de Clausius. — Toutefois, M. Van der Walls el, un peu plus tard, Clausius ont pu, en modifiant lesbypotlièses de Bernoulli sur la constitution moléculaire des gaz, li'ouver dans ce cas la signification de ces constantes. De ces recbercbes, ces savants ont déduit la relation qui lie les variables p, v et T dans le cas des gaz. La relation donnée par Clausius est
_ _RT fj.
Nous avons déjà dit que, d'après les calculs de M. Sarrau, elle rend parfaitement compte des résultats expérimentaux fournis par l'étude de la compressibilité et de la dilatation
P. iS
des gaz, et nous avons montré qu'elle s'accorde avec les conséquences des expériences de Joule et sir W. ïliomson. Mais certaines expériences semblent prouver que les changements d'état sont des transformations continues, qu'il y a, en paiticulier, continuité dans les |)hénomènes qui font passer un corps de l'état liquide à l'état de vapeur. Clausius suppose qu'il en est bien ainsi et admet (|ue cette continuité se retrouve dans les relations qui expriment les propriétés physiques du corps sous ses divers états. De là, il résulte que la formule précédente, applicable aux gaz et aux vapeurs, doit l'être aussi aux liquides dans le voisinage du point d'ébuilition. Celte extension de la formule conduit à quelques conséquences intéressantes que nous allons examiner. Elles permettent en effet de donner une explication plausible des phénomènes observés dans les célèbres expériences d'Andrews.
207. Supposons T constant et construisons la courbe représentant l'isotherme en prenant r pour abscisse et p pour ordonnée.
Pour les valeurs positives de la pression, r est, d'après la formule, nécessairement plus grand que a; il suffit donc de faire varier c depuis a jusqu'à l'infini. Cette dernière valeur donne p =: o.
Les valeurs maxima et niinima de p sont données par récpiation
KT 2(x _
obtenue en égalant à zéro la dérivée de p par rapport à c.
Celle équation peut s'écrire
RT(r4-,3)'-4^(t>-a)-^=o;
elle est du troisième degré en c. Pour t- = a et pour c = oc son premier membre est positif; par conséquent, entre ces limites cette équation possède un nombre pair de racines, 2 ou 0. Deux cas peuvent donc se présenter.
208. Lorsque la température ï est très grande le premier terme de l'équalion précédente l'est aussi: le second
Fig. 2i
-Y{i- — xy- est au contraire très petit. Par conséquent, pour toutes les valeurs de v comprises entre y. et oc le premier
membre de l'équation conserve le signe de son premier terme et le nombre de racines comprises entre ces limites est zéro. Alors la pression ne présente ni maximum ni minimum, et la courbe isotherme est de la forme représentée en HK dans la figure 28.
2 fj.
Si, an coniraire, la valeur de ï est petite, le coefficient -qr-
du second terme de l'équation est grand. Ce terme donne donc son signe au premier membre de l'équation pour des valeurs de v suffisamment éloignées de a. Le premier membre est alors négatif et, par suite, de signe coniraire aux valeurs qu'il prend aux limites. C'est donc dans ce cas que nous aurons deux racines entre ces limites. A l'une correspond un maximum D et à l'autre un minimum C; ACDB est alors la courbe isotherme.
209. Le cas intermédiaire est celui pour lequel l'équation présente une racine double. La température correspondante s'obtiendra en éliminant r entre cette équation et celle que l'on obtient en égalant à zéro la dérivée du premier membre. Cette dernière est
3HÏ(r + (3)2-4^(<'-a)z=o; nous en déduisons
L'é(pialion (r) nous donne
(r-h,3)^ ^ 2/7. ^ (r — af HT-'
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el, en divisant les deux membres de cette égalité par chacun des membres de la précédente, nous obtenons
La division de la relation (2) par la relation (3) fournit l'égalité
el alors la relation (3) donne
RT
Retranchons membre à membre cette dernière égalité de la précédente; il vient
8a ' 2-Rp'
d'où nous lirons pour la valeur de T
Celte température est appelée la tempéralure critique; l'isotherme qui lui correspond est représentée en EFG. Elle présente un point d'inflexion à tangente horizontale au point F pour lequel v est égal à la racine double de l'équation (i). Ce point F est le point critique.
210. Si nous examinons ces courbes, nous constatons que celles qui correspondent aux températures plus élevées que la température critique ne peuvent être coupées en plus
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d'un point par une parallèle à l'axe des v: pour une lempéralure et une pression déterminées, le volume spécifique ne possède donc qu'une seule valeur. Il en résulte que le corps ne j)eut exister que sous un seul état à celte température, car, s'il pouvait prendre l'état gazeux et l'état liquide, il posséderait pour la même pression (la tension maximum de vapeur) deux volumes spécifiques différents. D'ailleurs, par raison de continuité, cet état est le même pour toutes les températures au-dessus de la température critique; c'est donc l'état gazeux, puisque, pour des températures suffisamment élevées, tout corps esi à l'état de gaz.
Les courbes, telles que ACDB, qui correspondent aux températures inférieures à la température critique, peuvent être coupées en trois points Mi, a et M, par une parallèle à Or; le volume spécifique du corps peut donc avoir trois valeurs différentes.
Deux d'entre elles correspondent à l'état liquide et à l'état de vapeur; le volume spécific|ue du corps sous ce dernier étal étant plus grand que lors(|u'il est liquide, le corps doit être liquide en M, et en vapeur en M,. La portion MjA de la couii)e pour laquelle le volume spécifique est plus petit qu'en iVL doit correspondre à l'état liquide; pour la jiortion MiB le corps doit être en vapeur, puisque le volume spécifique est alors plus grand qu'en Mi-
La formule de Clausius concorde donc assez bien avec les résultats des expériences d'Andrews, qui d'ailleurs sont antérieures aux recberclies Ibéoriques de Clausius; elle indi(|ue l'existence d'une température au-dessus de laquelle il est impossible de li(piéfier une vapeur, (pielle (|ue soit la com])ression.
211. >F;iis la forme des courbe?, pour les températures inférieures à la température critirpie, diffère de celle que l'on obtient par l'expérience. En elfet, au moment de la vaporisation du liquide, la pression conserve la même valeur pendant toute la durée de la vaporisation; la courbe relative à l'état li(|uide se raccorde donc par une droite parallèle à ()<• avec la courbe relative à l'état gazeux. Par conséquent, si M, M» correspond à la tension maximum de la vapeur pour la température de l'isolberme considérée, la loi expérimentale qui lie la pression au volume est représentée par
AM,M,B
Il importe de bien comprendre ce qui se passe dans ces diverses transformations. Dans la va|)orisati()n ordinaire, le corps passe de l'étal liquide à l'étal gazeux, c'est-à-dire du point M2 au point M, en suivant la droite MîM,; en un point quelconque de cette droite le corps est en partie à l'état liquide, en partie à l'état de vapeur. Si, au contraire, il était possible de faire passer le corps du point Mo au |>oint M,, en suivant la courbe de Clausius, le corps, à tout instant de cette transformation, serait tout entier dans le même état et passerait ainsi de l'étal liquide à l'état de vapeur par une série continue d'étals intermédiaires.
Toutefois la portion MoC de la courbe donnée par la formule de ("lausius correspond à un état du corps parfaitement réalisable, quoiqu'il ne se produise pas généralement. D'après la courbe, le corps est alors liquide et sa pression est inférieure à la tension maxima de la vapeur. Ce sont là les conditions réalisées par un liquide surchauffé. Nous
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I)ouvons donc admellre que, pour la poi'tion M2C de la courbe de Clausius, le corps est dans cet état.
D'autre part, des expériences de MM. Wulner et Gotrian ont démontré qu'une vapeur peut conserver son état de vapeur sous une pression supérieure à celle qui, dans les conditions ordinaires, provoque sa liquéfaction. La portion MjD de la courbe correspondrait donc à cet état du corps.
La partie CaD ne correspond à aucun état connu. Mais, si Ton veut conserver la continuité, il est nécessaire que les portions AMjC et DM2 B de l'isotherme soient reliées entre elles.
212. Ces considérations se trouvent d'ailleurs confirmées par l'instabilité des états des corps correspondants aux divers points de M2CDM1.
Traçons une droite parallèle a Ov coupant la courbe en trois points M'.^, oc' et M', {^/tg. 29). A ces trois points cor-
respondent trois états du corps, pour une même pression et une même température. Quel est le plus stable de ces trois états?
Nous avons vu (192) que la condition de possibilité d'un
phéiionièiie, quaiul la tempt^ratiire el la pression ne changent
pas, est
L'étal le pins stable doit donc èlre celui pour lequel H' a la plus grande valeur, car on ne peut passer de cet étal à un autre sans qu'il y ait diminution de H', transformation impossible d'après l'inégalité précédente si les conditions de température et de pression ne changent pas. L'état le plus instable est nécessairement celui pour lequel II' a la plus petite valeur, puisf|u'il est alors possible de passer de cet état à tous les autres.
213. ('cherchons donc les valeurs H',, Hâ, H^ de la fonction H' aux points M',, a\ Mo.
Pour une transformation élémentaire quelconque, on a
et, par suite, pour une transformation isotherme : clR' = — A i^ dp.
La variation de H' quand on passe du point M., au point y.', en suivant la courbe M!, Ca', est donc
tio,-il, = -\J^dp,
ou
Hâ-II, = -AaireM;Ca';
il en résulte
Quand on passe du point Ml au Mj en suivant courbe
MjCDM^, la variation de H' est
h; - h; =— A fv dp =z A(- aire M; Ca' + aire a'DM',)
Mais le cycle M2 CD a M2 constitue un cycle fermé isotherme, puisque le long de la droite M2M, qui représente la transformation du liquide en vapeur sous la pression maximum de cette vapeur, la température ne change pas; l'aire limitée par ce cycle est donc nulle (194) et l'on a
— aireMaCa + aire aDMi=: o.
Or, par suite de la position de la droite MjM'i, l'aire M'^Ca' est plus petite que l'aire MjCa, tandis que l'aire a'DM', est plus grande que l'aire aDMi; par conséquent
— aireM2Ca'+ aire a'DM', > o,
et de cette inégalité résulte la suivante
213 f'is. Les valeurs delà fonction H' aux trois points Mj, Cf.', M'j satisfont donc aux inégalités
Ha<H;<n;.
Par suite, l'état le plus stahle est celui qui correspond au point M',, c'est-à-dire l'état gazeux. C'est cet état que le corps prendra généralement; il ne |)ourra prendre les deux autres états qu'exceptionnellement et les abandonnera i)Our prendre l'état de vapeur sous l'induence de la plus |)elite cause.
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Si nous avions Uacé la droite M', a'M^ au-dessus de MiaM,, nous aurions trouvé
C'est donc l'état correspondant au point M'^, c'est-à-dire l'état liquide, qui est alors le plus stable.
Ces diverses conclusions sont d'accord avec les hypothèses que nous avons faites en aihnetlant (|ue MoC correspond à un liquide surchauffé et DM, à une vapeur sursaturée; ces deux états sont en effet instables; en outre, un liquide surchauffé pi'end brusquement l'étal gazeux et une vapeur sursaturée se condense immédiatement sous l'influence de la |)lus petite caiise.
Enfin, les états corres|)ondanls aux points de la courbe CI) étant encore plus instables que les précédents, on s'explique qu'on n'ait pu les réaliser.
MACHINES A VAPEUR
214. Rendement industriel d'une machine thermique. — Le rendemenl industriel d'une machine thermique est fort dilférent du rendement du cycle que décrit le corps qui se transforme. Pour l'industriel, les deux facteurs importants d'une machine sont: la quantité de charbon brûlée pendant l'unité de temps et la puissance ou quantité de travail que cette machine est capable de produire pendant ce même temps. Le rapport de ces deux quantités, exprimées en calories, est le rendement industriel.
Ce rendement est toujours très faible. Pendant longtemps, les meilleures machines à vapeur consomuîaient au moins i''? de charbon par heure et par cheval-vapeur. On a fait des progrès depuis, mais l'ordre de grandeur est resté le même. l'^s de charbon dégageant en moyenne 7500"^"' par sa combustion et le cheval-vapeur représentant un travail de 75''sm par seconde, nous avons pour le rendement industriel de ces machines
jî
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soil encore y^. Une bonne machine à vapeur fournil donc, an plus, le douzième du travail correspondant à la quantité de chaleur produite par la combustion du charbon.
215. Ce résultat ne doit pas surprendre. Toute la chaleur |)rodiiite parle charbon n'est pas absorbée par la chaudière; une partie estpeiclue par rayonnement, une autre s'échappe avec les gaz chauds résultant de la combustion. La quantité de chaleur absorbée par la chaudière n'est pas elle-même transformée entièrement en travail; une partie est, d'après le principe de Carnot, transportée au condenseur. Enfin, ce travail est lui-même en partie absorbé par les mécanismes qui transforment le mouvement alternatif du piston en mouvement circulaire continu. Le rendement industriel est donc le produit de trois facteurs plus petits que l'unité; c'est ce (lui explique sa faiblesse.
Si nous appelons Qo la quantité de chaleur produite par le charbon ; Qi, celle qui est absorbée par la chaudière; z, le travail indùjué, c'est-à-dire le travail produit par le corps qui se transforme et dont la mesure se fait au moyen de l'indicateur de Watt (§63), et -', le travail mesuré sur l'arbre de couche à l'aide du frein dynamométrique, nous avons pour la valeur du rendement industriel
at; _ Q, At t;
Qo ~Qo''Q, ^ r'
La Thermodynamique ne s'occupe que d'un seul de ces fac-
Ar teurs; le rapport -^ qu'on appelle rendement thermique de
la machine. Il a évidemment la njème valeur, quelle que
soit la masse du corps qui se transforme pendant la suite des temps; nous pouvons donc supposer cette masse égale à l'unité (').
216. Rendement thermique. — La valeur de cette quantité, comme celle du rapport ^^j dépend de la nature du
cycle décrit par la vapeur. Nous avons vu (124) que, pour un cycle de Carnot, on a
Comme pour tout autre cycle, le rendement est au plus, égal à cette quantité, le rendement thermique d'une machine a pour valeur maximum
AtT,- T,
Mais les raisonnements que nous avons faits pour démontrer que le rendement d'un cycle quelconque ne peut dépasser celui d'un cycle de Carnot supposent que l'état du corps qui se transforme est, à chaque instant, complètement défini par les deux variables p et T. Or, cette condition ne peut être rigoureusement réalisée dans les machines thermiques. Il convient donc de donner une nouvelle démonstration s'appuya nt sur le théorème de Clausius généralisé.
(' ) Le rendement thermique ne ditïère donc du rendement — d'un cycle que
par le coefficient A. Pour éviter toute confusion, quelques autours appellent
coefficient économique le rapport — •
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D'apiùs ce tliéorèiiie iiousavons, en appelant <3^Q, la quaiiliié (le chaleur absorbée par le corps qui se transforme et dQi celle (ju'il cède,
rdQ rdo^ /VQ.,
Si ïi est la valeur maxiuiuni, et T, la valeur minimum (le T, on a
L'inéiralilé de Clausius devient donc
ou
Mais de l'éealité
fournie |)ar le principe de l'équivalence, nous lirons
Par conséquent
At _ ^2 _ T, -T,
La limite supérieure du rendement thermique est donc
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bien, quel que soit le cycle fermé décrit, At T, — T,
Q. Ti
217. Valeur maximum du rendement thermique d'une machine à vapeur. — Cette valeur limite tend vers l'unilé quand ïi augmente et quand Ta diminue. On peut donc théoriquement obtenir une machine thermique d'un rendement élevé en prenant pour Tj et Tj des valeurs convenables. Mais pratiquement il est impossible qu'il en soit ainsi, les températures Tj et T., ne pouvant varier que dans des limites restreintes.
Dans les machines à vapeur d'eau la température maximum Ti est celle de la chaudière. Elle est limitée par la résistance des parois de la chaudière, sur lesquelles s'exerce la pression de la vapeur. Cette pression croît rapidement avec la température : elle est de .5"*™ à i52° C. et de jo*^'" à i8o°. Aussi ne peut-on sans crainte d'explosion dépasser la température de 200°; la valeur de ï, est alors ^
La température T2 est également limitée. Si la machine ne possède pas de condenseur la pression de la vapeur, à la sortie du cylindre, doit être au moins égale à celle de l'atmosphère; sa température est donc au moins 100° C.
On a donc
Lorsque la machine possède un condenseur, T., est la température de ce condenseur. Mais cette ten)pérature est
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nécessairenienl itius grande (|ue celle de l'air aiiihiaiit; elle est généralement de 4o° C. ; par suite on a alors
Mais nous admettons ainsi (|ne la vapeur sort du cylindre sous la pression maximum x de la vapeiii' pour la température du condenseur. Or, généralement, il n'en est pas ainsi. Le condenseur contient toujours, malgré l'usage des pompes à aii-, une certaine fiuantilé d'air dont la [jression 3 s'ajoute à celle de la vapeur. Par consé(]uent, la vapeur sortant du cylindre doit être à une pression plus grande que a 4- ,3 et sa température est plus grande que celle du condenseur.
Si nous prenons pour T, et T., les valeurs 4-0 et 3i3 qui sont les limites extrêmes eu pratique, nous obtenons pour le rendement maximum
— — — -^ =:o,oD environ.
218. Tentatives faites pour augmenter le rendement d'une machine thermique. — A la rigueur il serait |)ossible d'amener la température '1% à une valeur très peu supérieure à celle de l'eau d'alimentation du condenseur, soit 20" environ. Il sulfirait de prendre une (piantité d'eau suffisamment grande et d'extraire l'aii' aussi complètement que possible. On augmenterait ainsi le rendement de la machine, mais cet avantage serait amplement compensé par le travail qu'on devrait demander, pour l'obtenir, aux pompes à eau et aux pompes à air. D'autres moyens doivent donc être employés si l'on veut abaisser ï,.
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M. (lu Tremblay a i)roi)osé d'aljaisser considérableineiil la lempératLire T., eu eiiiployaiil la plus graude parlie de la chaleur produite par la condensation à vaporiser de l'élher; cet éther était recueilli dans un second condenseur. Ce procédé n'a pas passé dans la pratique.
219. La température T., ne pouvant être abaissée, on a essayé d'élever la température Tj. Ce résultat ne pouvant être obtenu avec la vapein^ d'eau saturée, on s'est adressé à lair. Pour ce corps, comme d'ailleurs pour tous les gaz, la pression n'est pas imiquement fonction de la température et il est possible d'avoir une température élevée sans que la pression devienne dangereuse. L'emploi de l'air comme agent de transformalion offre donc des avantages et, en ed'el, le rendement thermique des machines à air chaud est jtlus grand (pie celui des machines à vapeur. .
Mais cet avantage est largement racheté par les inconvénients ([ue présente ce genre de moteur : l'air chaud brûle les huiles destinées à atténuer les frottements des organes de la machine; en outre, il oxyde les pièces métalliques. Pour ces raisons les frottements sont considérables et absorbent une notable (|uantilé de travail; par suite, le rapport — du travail utilisable au travail indiqué est plus petit
que dans les machines à vapeur. La petitesse de la pression, qui est cependant la seule raison qui fasse préférer l'air chaud à la vapeur d'eau, offre elle-même un inconvénient, car le travail fourni par l'unité de masse, qui est
exprimé par / pt/v, est alors très petit. Il faut donc, pour
produire pendant un temps déterminé une quantité de tra-
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vail ég;ilo à celle d'une macliiiie à va|)eiir d'eau, ordinaire, une masse de gaz très considéMable, ce (jui enliaîne à donnei- des dimensions exagérées à la machine. La surface de chauffe se trouve nécessairement augmentée et la chaleur |)erdue par ra^onnemellt el par les produits de la
combustion est beaucoup jjIus grande; le rai>porl ^^ est par conséquent diminué.
Ainsi, en résumé, la substiluliun de l'air à la va|)eur d'eau augmente le rendement theimique des machines,
mais il diminue les deux autres rapports — cl ~ qui
figurent dans l'expression du rendement industriel. Cette dernière quantité ne varie donc pas sensiblement. D'ailleurs, le volume considérable qu'occupe nécessairement une machine thermique de i)uissance moyenne augmente le \)v\\ d'achat et les frais d'entretien de l'unité de puissance. Aussi les machines à air chaud, quoique conçues d'après des principes rigoureux, n'ont-elles pu remplacer les machines à vapeur d'eau.
220. Emploi de la vapeur d'eau surchauffée. — L'augmentation de jtression (ju'éprouve une vapeur lorsqu'on élève sa température est beaucoup moins considérable quand celte vapeur n'est pas saturée que quand elle est saturée. On a donc songé à élever la température limite T, en surchauffant la vapeur produite, à l'état de saturation, à une température inférieure. On pouvait espérer obtenir ainsi une augmentation du rendement thermique sans exagérer la pression et en évitant les inconvénients des machines à air chaud. En réalité, le rendement thermique
■iQi THERMODYNAMIQUE.
maximum n'éprouve, comme nous allons le voir, qu'un accroissement peu importani |)ar le fait de la surchauffe. Néanmoins, clans bien des cas, l'exyiérience a prouvé l'ulilité de la surcliaiifTe, mais l'explication doit être cherchée ailleurs. Nous verrons plus loin quel est l'elTet nuisible tie la vapeur condensée sur les parois du cylindre. Si la vapeur est suffisamment surchauffée, non seulement elle arrive dans le cylindre parfaitement sèche, mais il ne se produit pas de condensation sur les parois. Dès que ce résultat est alleinl, il n'y a pas lieu de pousser la surchauffe plus loin.
Dans les lurbines, une certaine surchaulle peut également être ulile, parce que les gouttelettes liquides entraînées produisent des frottements.
Dans tous les cas, je me propose de démontrer que l'effet utile de la surchauffe n'est pas dû à la raison qui l'avait fait d'abord adopter.
221. Nouvelle limite supérieure du rendement d'une machine à vapeur. — Pour cela nous allons chercher une limite su|»éi'ieure |dus pi'écise du rendement et nous ferons successivement le calcul pour une machine à vapeui" saturée et pour une machine à vapeur surchauffée.
Nous avons déjà trouvé l'expression
])onr hi valeiu' maximum du rendement d'une machine du premier genre. Mais si l'on rciircMid le raisonnemenl (|ui nous a conduit à celte expression, on voit que celte valeur
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niaxiimun iio ik'uI èlre allcinlo que si
'dQ,
Or ces deux égalités ne sont pas satisfaites en général parce que l'on a T < T, et T > T., et que le cycle réel de la vapeur s'écarte beaucoup du cycle de Carnot.
222. Mais il est possible de trouver une liniile |>liis a|)procbée de la niaiiière suivante : appliquons le lIiéorèiDe de (]lausius au système formé par le cylindre de la macbine, la cbaiidière, le condenseur et par l'eau et la vapeur qui y sont contenues. Pour pouvoir regarder le cycle décrit comme fermé, il convient de supposer que l'eau d'alimentation est empruntée au condenseur et que ce dernier appareil est ce qu'on appelle un condenseur de surface refroidi extérieurement par un courant d'eau. Ces deux hypothèses ne sont pas réalisées en général. La première nous conduira à admettre un rendement trop élevé (ce qui n'a pas d'inconvénient, puisque nous cherchons seulement une limite sui)érieure de ce rendement), puisque la température de l'eau d'alimentation est généralement inférieure à celle du condenseur. La seconde est à peu près indifterente. Cela posé, les échanges de chaleur auxquels ce système est soumis sont les suivants :
1° Une quantité de chaleur Q, est cédée par le foyer à l'eau d'alimentation et à l'eau de la chaudière;
2° Une (|uantité de chaleur Q., est cédée par le condenseur à l'eau qui refroidit cet appareil;
3° Une certaine quantité de chaleur est perdue par rayonnement; nous la négligerons pour le moment, ce qui nous conduira encore à admettre un rendement trop élevé.
Nous avons, d'après le théorème de Clausius,
ou, puisque T > T,,
donc
Pour calculer l'intégrale du premier membre, observons que la température à laquelle l'eau absorbe de la chaleur ne peut être considérée comme constante. Cette eau est, en effet, à son arrivée dans la chaudière, à une température bien inférieure à celle de la vaporisation, et, pour atteindre cette dernière, elle emprunte de la chaleur à des températures diverses. Généralement même la température de cette eau est plus basse que celle du condenseur, car, dans un grand nombre de machines, l'alimentation se fait au moyen de Vinjecteur Giffard qui ne fonctionne convenablement qu'avec de l'eau plus froide que celle qui sort du condenseur. Toutefois, afin que le cycle de l'eau qui se transforme soit fermé et que le théorème de Clausius soit applicable, nous négligerons la quantHé de chaleur qu'il faut fournir ù l'eau d'alimenlation pour l'amener à la tempéraliirc du condenseur.
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223. Supposons ilonc l'eau à la lonipératiiro To, et calculons la (|uanlilé de chaleur qu'il laul foiuiilr à l'unité fie masse poiii- la ti'ansfonner eu xapcur saluiée à la leuipéra-
..- ■ ■ ■ . . ■•• . r^^Ot
lure I, ainsi f|ue la valeiii" de I intégrale / -rrr- pour celle
Ira nslurma lion.
Quand la température de l'eau s'élève de <:/T,elle absorbe une quantité de chaleur CdT, C étant la chaleur spécifique sous la pression qui existe dans la chaudière. Celle chaleur spécifique (lilfère jieu de l'unité: si nous supposons qu'elle lui est égale, nous avons, pour la transformalion qui amène l'eau de T, à T,,
et
Quand l'eau se vaporise, elle absorbe une quantité de chaleur égale à la chaleur latente de vaporisation L sous la pression de la chaudière. Comme la température reste égale à T, |)eiulant cette Iransformalion,
Nous avons donc, pour l'ensemble des deux transformations précédentes,
rr/Q,= Q, = T, — T,-r^L
et
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Mais, si nous posons la dernière inléffrale devient
et l'égalité de Clausius nous donne
De celte relation et de celle que nous fournit le principe
de l'équivalence
Ar=Q,-Q„
nous déduisons
Cette expression du rendement thermique ne diffère donc de l'expression (i) déjà trouvée que j)ar la substitution de T'j à Ti. Elle donnera une valeur plus approchée de la valeur réelle si T'i est plus petit que T,; c'est ce qui a lieu.
En effet, pour T'j = Ti, le second membre de la relation qui définit T'j devient
Or nous avons pour le premier membre
T^ ' ï, - "" V il ) '^\
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ou, en développant le logariihme en série,
La différence T, — ïj étant plus [iclitf que ïo, les lernies de cette série vont en décroissant, et l'on a
et, « fortiori.
los:— i > — ! -i
Le premier membre de la relation est donc plus irrand que le second pourT'jr^T,; par suite, il ne peut y avoir égalité que pour T, < Tj.
225. Expression du rendement maximum lorsque la vapeur est surchauffée. — Supposons maintenant la vapeur snrcliautfee, et soient T., la température du cmidenseur, T, celle de la chauilière, et To celle de la vapeur surchauffée.
Nous aurons, comme précédemment, en négligeant la chaleur perdue par rayonnement,
Pour avoir la chaleur absorbée par l'eau pour passer de la température T, à~la température Tq il nous suffit d'ajouter à l'expression trouvée pour Q,, au paragraphe -lii, la clialeur qu'il faut fournir à la vapeur pour l'amener de T, à Tq.
Si nous désignons par C la chaleur spécifique de la vapeur sous la pression qui règne dans la chaudière, et si nous supposons qu'elle demeure constanle, nous avons pour cette quantité de chaleur supplémentaire C(ïo— Ti). Il en résulte pour l'expression de la chaleur totale Qi ahsorhée par l'unité de masse d'eau
Q, = T,-T2+L-+-C(To-T,).
Le terme complémentaire à ajouter à l'expression trouvée V/0,
)Our / ^p-
est
CLoî
par conséquent.
Si donc nous posons
,,, r T, L , ^_ To T,-T, + L + C(T,>-T.) (4) Log rp- + ^ + L Log ;j^ = Y' '
nous aurons encore pour l'expression du rendement Ar T: — T,
226. Effet de la surchauffe sur la valeur du rendement. — Il nous est alors facile dé nous rendre compte de l'avantage (|uc présente une machine lorsqu'on surchaull'e la vapeur.
Pour fixer les idées, admettons (|uc la lempéralurc de la
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chaudière soit iSo^C, celle du coudenseur .'\o" et que la vapeur suicliaull'ée alleigne 25o-. Les valeurs de T,, Tj etTo sont, dans ces conditions,
Tj^: 40 -i- '-^73 = 3l3,
To = 25o 4- 273 z=i .■>23.
Si nous portons ces valeurs dans la relation (4), nous obtenons Tj = 41 1°,
Dans le cas où la même machine fonctionnerait sans surchauffe de la vapeur, la vapeur de T^ déterminée par la relation (2) serait 406".
L'emploi de la surchauffe augmente donc très peu la température Tj; par conséquent, les valeurs du rendement avec ou sans surchauffe doivent être i^eu différentes. On trouve en effet 0,288 dans le premier cas et 0,204 dans le second.
Cette faible augmentation du rendement s'explique parce fait que la plus grande partie de la chaleur Q, est fournie au moment de la vaporisation, c'est-à-dire à la température T] de la chaudière, qu'il y ait ou qu'il n'y ait pas surchauffe de la vapeur. La valeur de l'intégrale I -7p^ est donc,
dans les deux cas, fort peu différente de 7^ et, par suite, les valeurs de T\ sont toutes deux voisines de T,.
227. Machines à vapeur à détente. — Les divers moyens proposés pour augmenter le rendement maximimi des machines thermiques présentant des inconvénients qui les
3oo
rendent à peu près iiKipi)licables, les constructeurs se sont efforcés de perfectionne!- le fonctionnement et les organes des machines à vapeur de manière à obtenir un rendement aussi rapproché que possible du maximum qu'il peut prendre pour des températures réalisables de la chaudière et du condenseur.
Le plus important de ces perfectionnements est l'emploi général de la délenie. Dans les machines à délente l'admission de la vapeur dans le cylindre n'a lieu que pendant une partie de la durée de la course du piston; la communication du cylindre avec la cliaiulière est supprimée pendant une autre partie de celle durée et la vapeur n'agit alors (|u'en vertu de son expansibilité : c'est la période de détente. II résulte de cette disposition une notable économie de vapeur, tout en |iroduisant une même (|uantilé de travail; le rendement thermique se trouve donc augmenté..
Mais pour que le piston, arri^é au l:)out de sa course, puisse revenii' sur lui-même sans rencontrer de résistance
Fig. 3o.
BD
notable, il faut cpie la pression sur la face AB {Jïg. 3o), qui précédemment subissait l'action de la vapeur, soit plus faillie que celle qui s'exerce sui' l'autre face CI). Vowv réaliser cette condition, on met l'espace AIJEF en comnuuiicatiou avec le condenseur avant (pie le piston soit arrivé au bout
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de sa course: c'est ce qu'on ;i|)pelle Vcchdppcnicnl anticipe. Dans le même bul on lai( (■(nniniini(|(nM' l'espace CU(iII avec la chaudière wn peu avani la lin de la couise du piston : c'est Y ad m ission a ntici/'ce.
Celte admission anticipée de la vapeui' doit également se produire dans l'espace EFAI> (piand, le jjiston revenant sni' lui-nièine, il n'est |)lus qu'il une [)elile distance de EF. Si la pression de la va|)ein' clans cet espace esl |)eu diirérenle de celle de la chaudière au moment où s'ouvre la Imnière d'admission, la quantité de vapeur prise à la chaudière est faible. Or il esl facile de réaliser celte condition; il suflit de supprimer la communication, qui existe entre AHEFet le contlenseur depuis le commencemeni du mouvenujnl de retoiu", un temps suffisant avanI l'admission antici[)èe de lavaiteur. Pendant tout ce tcnips, la vapeur est comprimée entre le pislon et le fond EF du cvlindre : c'est la période de compression.
En résumé, la durée d'une double course du i)islon se décompose en six périotles qui se suivent dans l'ordre suivant si l'on considère ce cpii se passe à gauche du pislon et si l'on suppose que le mouvement de celui-ci s'elfectue d'abord de gauche à droite :
1° Admission \
2° Délente pendant l'aller;
3« Échappement anticipé /
4° Échappement i
5'^ Compression pendant le retour.
6° Admission anticipée
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228. Distribution de la vapeur par tiroir et par soupapes. — Il esl évident que la durée de chacune de ces périodes influe sur la valeur du rendement de la machine. Ainsi l'échappement anticipé et l'admission anticipée ne doivent pas avoir une trop grande durée, car, si ces périodes sont favorables au bon fonctionnement de la machine dans une certaine mesure, elles offrent un inconvénient grave : le travail de la vapeur pendant ces périodes est résistant. Il en est de même de la période de compression pendant laquelle la vapeur exerce sur la face d'avant du piston une contrepression qui diminue le travail.
Mais, lors(iue la distribution de la vapeur s'opère au moyen d'un tiroir, ce qui a lieu le plus souvent, les durées de chacune de ces six périodes ne peuvent varier arbitrairement et, par suite, ne peuvent pas toujours avoir les valeurs exigées poui- atteindre le meilleur rendement.
En eflel, dans le mouvement du tiroir, aller et retour, on trouve quatre périodes : admission de la vapeur, détente, échappement, compression. Les quatre intervalles de temps qui séparent les instants oii commencent ces périodes de celui où le piston se met en mouvement dépendent de trois quantités : l'angle de calage de la manivelle du tiroir, la grandeur du recouvrement extérieur et la grandeur du recouvrement intérieur. Il existe donc une relation entre ces quatre intervalles de temps et par conséquent entre les durées des six périodes de la course du piston qui dépendent nécessairement du mouvement du tiroir.
Si le mouvement de l'arbre de couche de la machine, sur lequel estcalée l'excentiique du tiroir, est mis en mouvement au moyen d'une manivelle et d'une bielle attachée à la tige
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du piston, la relalioii (ini lie les quatre intervalles de temps dont il vient d'être question montre que la durée de la détente est égale à celle de la compression dans le cas limite on la bielle et l'excentrique sont supposées infinies. Comme il y a avantage à pousser la détente très loin et, au contraire, à n'avoir qu'une faible compression, la relation précédente semble de nature à empêcher l'obtention du meilleur rendement. Ceiiendant, la détente se produisant ww niument oij le piston est vers le milieu de sa coui'se tl'aller et la compression vers la fin de la course de retour, la vitesse du piston est plus grande pendant la détente que pendant la compression, et, par conséquent, quoique la durée de ces périodes soit la même, la détente est beaucoup plus sensible (|ue la compression. Néanmoins on est toujours obligé, pour ne pas avoir une compression trop considérable, de i»rendre pour durée commune de la com{)ression et de la détente une valeur plus petite que celle (|ui conviendrait à une bonne détente; il en résulte une durée trop longue à l'échappement anticipé.
La durée de l'admission anticipée est également i)Ius longue qu'il ne conviendrait. Cela tient à ce que les lumières d'admission de la vapeur ne se trouvent que peu à peu découvertes par le tiroir; la pression de la vapeur, obligée de traverser un orifice étroit {laminage à.Q. la vapeur), est alors plus faible dans le cylindre que dans la chaudière pendant les premiers instants de l'admission. Si donc on veut qu'au moment où le piston revient sur lui-même la pression soit peu différente de celle de la chaudière, il faut faire commencer l'admission un temps relativement long avant que le piston soit arrivé au bout de sa course. Il est nécessaire
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d'ailleurs que la lumière soit hugenient ouverte au moment où la vitesse du piston devient sensible : sans quoi les frottements seraient trop considérables.
229. Dans les machines Corliss l'admission et l'échappement se font au moyen de soupapes s'ouvrant brusquement à un instant variable à volonté; il est donc possible de pousser la détente aussi loin qu'on le veut, tout en réduisant la durée de la compression au strict nécessaire. En outre, il ne se produit pas de laminage de la vapeur au commencement de l'admission, et l'on peut alors ne donner qu'une très courte durée à l'admission anticipée. Ces considérations expliquent pourquoi les machines Corliss sont souvent préférées aux machines à tiroir. Elles présentent cependant un défaut, inhérent à leur supériorité : la complication des organes de distribution.
230. Diagramme et rendement d'une machine réversible à cylindre imperméable à la chaleur. — La théorie de la machine à vapeur nous fera voir à quel point les machines réelles s'écartent des machines théoriques; nous allons d'aborti exposer la théorie de Clausius, qui a été longtemps classique et qui serait exacte si les parois du cylindre n'étaient i)as susceptibles d'échanger de la chaleur avec la vai)eur; si, par conséquent, ces parois sont très peu conductrices, nous verrons ensuite combien les conséquences de cette théorie sont différentes de la réalité. Admettons (jue les transformations (luesubill'eau sont révei'sibles et, prenant comme coordonnées la pression de la vapeur et le volume qu'elle occupe dans le cylindre, construisons la courbe des
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transformations |)()ui" une machine à délenlc doiii le ( \ 1 indic est imperméable à la clialciir.
Pendant lf)ute la dméo de la période d'admissi(»n la pression de la vapeur dans le cylindre est égale à celh; de la chaudière, puisque, par suite de l'hypothèse de la réversibilité des transformations, nous négligeons les perles de charge résultant du IVotlement de la vaiieiir contre les parois des canaux (|ui l'amènent de la chaudière au cylindi'e.
Fig. 3i.
Cette première |)ériode est donc représentée par la drdile A]> {fig. 3i) parallèle à l'axe des \\
La détente (pii suit la |)ériode d'admission est nécessairement adiabatiqne, puisque le cylindre est sup[)osé imperméable à la chaleur, A la fin de cette détente la vapeur doit se trouver à la température du condenseur, à cause de l'hypothèse de la réversibilité. Sa pression est donc celle de la vapeur d'eau saturée à la température du condenseur et elle conserve la même valeur pendant toute la din^èe de l'échappement. Par conséquent, la période de détente et celle d'échappement anticipé sont respectivement représentées par la courbe BC et la droite CD.
Le piston revenant sur lui-même, le volume diminue et la période d'échappement est représentée par la droite DE.
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La compression qui se produit ensuite est atliabalique et la pression de la vapeur à la fin de celte période est celle de la chaudière; elle est donc représentée par la courbe EF.
Enfin la portion de droite FA correspond à la sixième période, l'admission anticipée de la vapeur.
231. Remarquons que, les parois du cylindre étant supposées imperméables, toute la cbaleui' abandonnée par la vapeur est absorbée par le condenseur; en d'autres termes, il n'y a pas de perte de chaleur |)ar rayonnement. Si nous négligeons encore la faible quantité de chaleur qu'il faut fournir à l'eau d'alimentation de la chaudière pour élever sa température jusqu'à celle du condenseur, nous nous trouverons dans les conditions énoncées au paragraphe 222. D'autre part, le cycle décrit par la vapeur est réversible. Par conséquent, le rendement thermique de la machine a la valeur
X' — T', maximum ' ,- — -y T'j étant donné par la relation (2) du ^ 1
paragraphe 224.
L'existence d'un espace nuisible entre le fontl dii cylindre et le piston, ([uand celui-ci est au bout de sa course, n'inllue pas sur la valeur de ce rendement. En effet, le diagramme conserve exactement la même forme ; il n'y a que sa position par rapport à l'axe des pressions qui se trouve changée : le point A est sur cet axe quand il n'y a pas d'espace nuisible, le volume de la vapeur étant alors nul; il est à droite de cet axe quand il y a un espace nuisible. La forme du diagramme ne changeant pas, le travail de la machine par coup de piston demeure le même. D'un autre côté, la quantité de vapeur nécessaire à un coup de piston ne varie pas. \in cfl'et,
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l'espace nuisible, s'il existe, est rempli de \apeur à la môme pression que la chaudière dès le commencement de l'admission; aucun empninl de vapeur n'est donc fait à la chaudière pour le remplir. La quanlilé de vapeur ne variant pas, il en est de même de la chaleur qu'il faut fournir pour la produire; par conséquent, le rendement de la machine reste le même, qu'il y ait ou non un espace nuisible.
232. La forme générale du diagramme n'est pas non plus changée si la vapeur, en pénétrant dans le cylindre, entraîne avec elle des gouttelettes liquides. Cependant la valeur du rendement est un peu diminuée. En ellet, la quantité de vapeur employée par coup de piston ne varie pas et la chaleur nécessaire pour la produire reste la même. Mais l'eau entraînée a absorbé de la chaleur pour passer de la température T, à la température T, à laquelle elle se trouve quand elle pénètre dans le cylindre. La quantité de chaleur correspondant à un coup de piston est donc plus grande que lorsque la vapeur est sèche; par conséquent, le rendement de la machine est moindre que dans ce dernier cas, bien que la courbe de détente soit un peu relevée.
On peut le montrer autrement. Si m est la masse de la vapeur dans l'unité de masse du mélange de vapeur et de gouttelettes, la quantité de chaleur qu'il faut fournir pour amener dans ce dernier état l'unité de masse d'eau prise à T. est
Qi— T,— Tj+Lm.
Pour cette transformation, l'intégrale f^ a pour valeur
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Par conséquent, la valeur de ï'i qu'il faut prendre dans l'expression du rendement est donnée par la relation
, Ti Lm T, — T,+ L/«
Logqv- + ^i^ = f 7
12 Al il
Or il est facile de voir que la valeur de Tj est plus grande pour m=zi, c'est-à-dire quand la vapeur est sèche, que pour /?i<i, c'est-à-dire quand la vapeur est mélangée d'eau liquide. Toutefois, /n étant toujours voisin de l'unité, la différence entre ces valeurs de T^ est faible et le rendement est i)eu diminué.
233. Effet de la condensation de la vapeur d'eau pendant la détente. — Nous avons vu que, si la température de la chaudière est i5o° C. et celle du condenseur ^0°, on
a T', = 4o6° et — ^-7p7 — ^=0,204. Ce dernier nombre est 1 1
donc la valeur du rendement d'une machine réversible à vapeur sèche.
Mais les températures T, et T\ satisfont aux relations
Q, _ fclQ. Q, _ rdQ,
et, comme on a
il en résulte
et par suite
tt-t;'
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La valeur du lendemenl peut donc être calculée quand on connailla quantité de chaleur empruntée Q, et la quantité cédée Q.,.
Regnault a fait ce calcul en se seivant des nombres qu'il avait obtenus dans ses expériences sur les chaleurs latentes de vaporisation. La chaleur latente de vaporisation de l'eau étant ooo pour la température de i5o° et 56o pour celle de 40**, on a
0 , =r : .5o — 4 0 -1- .5oo := 6 1 0,
Q,= 56o; il en résulte
Qi 610
Cette valeur du rendement est beaucoup plus faible que
celle déduite du rai)porl —^ — '-; elle est même beaucoup
plus faible que celle du rendement réel des machines, la quelle, d'après Hirn, est environ o, 12.
234. L'explication de cette différence est facile. Nous savons, ce qu'ignorait Regnault, que la vapeur d'eau se condense en se détendant. Par conséquent, au moment où le condenseur est mis en communication avec le cylindre, celui-ci contient un mélange de vapeur et d'eau liquide, à la même température que le condenseur lorscjue la machine est réversible. Si donc jc est la masse de l'eau liquide et i — a: celle de la vapeur pour masse totale égale à l'unité, la quantité de chaleur cédée au condenseur n'est que .56o(i — .v) par unité de niasse. La quantité Q2 se trouvant ainsi dimi-
nuee, le rendement ■ — -- — - est aui^mente et, pour une
machine réversible, il reprend, comme cela doit être, la
valeur donnée par le rapport ' — ^•
De cette explication il résulte que la condensation delà vapeur pendant la détente exerce un effet utile sur la valeur du rendement. On a voulu en conclure, à tort comme nous le verrons plus loin, que la chemise de vapeur, employée pour protéger le cylindre contre le rayonnement extérieur et empêcher la condensation de la vapeur, était inutile et même nuisible.
235. Influence de la durée de la détente et de celle de la compression sur la valeur du rendement. — Lorsque la durée de la détente et celle de la compression ne sont pas rigoureusement égales à celles qui correspondent au diagramme représenté par la figure 3i, le rendement de la machine est diminué. Cela résulte immédiatement de ce que, les transformations cessant d'être réversibles, le maximum du rendement ne peut être atteint.
Maisia considération du diagramme de la machine permet d'arriver à la même conclusion.
Si la durée de la détente est trop courte, le diagramme de la machine est AB bcDTLFk {/ig. 32). L'aire de ce diagramme est plus petite que celle du diagramm.o d'une machine réversible de la surface du triangle f>c C. Le travail |)r()duit par coup de. piston est donc diminué sans que la quantité de va[ieur ait varié; il y a, par suite, diminution du rendement.
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Quand la compression est lro[) cotirle, le diagramme est celui de la figure 33; pour une compression trop lonj^uc, il
est représenté par la figure 3^. Dans le i)remier cas la perte
de travail par coup de piston est égaie à l'aire du
Fig. 34.
triangle e/F; dans le second cas elle est égale à l'aire du triangle e'/'F, cette aire devant être comptée négativement
puisque son contour est décrit dans le sens inverse. Quant à la quanlilé de vapeur employée, elle demeure la même que pour une machine réversible quand il n'y a pas d'espace nuisible; mais, s'il y a un espace nuisible, la quantité de vapeur emi)loyée par coup de piston peut être augmentée dans le cas où la compression est trop courte. 11 y a donc toujours diminution du rendement de la machine.
236. On ne peut pratiquementpousser la délente jus(iu'au bout; il faudrait pour cela donner au cylindre une longueur trop considérable. En outre, la force qu'exerce la vapeur sur le piston à la fin de la délente serait alors très faible et se
Fis. 35.
trouverait complètement absorbée i)ar les frottements des mécanismes. D'ailleurs la })erU' de travail résultant de la réduction de la détente n'est pas considérable, l'aire du triangle bcC{Jig. 02) étant toujours petite.
La compression n'est pas non plus poussée jusqu'au bout, car elle offre l'inconvénient d'opposer au piston une résistance considérable précisément au mumciil où la force qui le l'ail mouvoir se trouve réduiU; par la drteiilç produite à l'arrière. J^e diagramme Ihéoi iipic dune machine est donc représenté pai la ligure 35.
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237. Influence des parois du cylindre. - M;iis l;i ilu-orie élénienlalie (jne nous venons d'exposer esl loin de rendre coniple de tous les pliénoniènes (pii se produisent dans les machines. J'oserais presquf; direque, bien qu'utile à connaître puisqu'elle nous aidera à comprendre une théorie pluscomjdèle, (die n'a aucun rapport avec la réalité. Ainsi, l'observaliou a nionlié (pril y a condensalion de la vapeur pendant l'admission et qu'au contraire il y a vaporisation pendant la délente. Cela est vrai au moins [loiu- les machines à un seul cylindre; dans les machines compound au contraire, où l'importance des échanges de chaleur se trouve diminuée, on se rapproche des contiilions théoricpies.
Ces phénomènes sont dus aux variations de température des parois du cylindre, variations qui se produiraient môme dans le cas où les ])arois, recouvertes d'une ciiemise absolument imperméable à la chaleur, n'abandonneraient pas de chaleur par rayonnement.
Pendant la période d'échappement la pression de la vapeur dans le cylindre est la même (pie dans le condenseur; par conséquent, à la fin de cette i)ériode, la température de celle vapeur et celle des parois du cylindre est très peu su[)érieure à celle du condenseur. Pendant la compression, la vapeur s'échauffe plus vile que les parois; comme de plus la compression n'est jamais poussée jusqu'au bout, la température des parois est plus petite que celle de la chaudière au moment de l'admission. 11 en résulte donc une condensation de la vapeur et, à la fin de l'admission, les parois du cylindre sont recouvertes d'une couche liquide.
Pendant la détente la vapeur se l'elVoidit plus vite que les parois et l'eau qui recouvre celles-ci se vaporise en partie
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malgré la condensation due à la détente. Quand, à la fin de
la détente, on ouvre l'échappement, la pression diminue
brusquement dans le cylindre et l'eau qui se trouvait encore
sur les parois passe à l'état de vapeur, puis va se condenser
dans le condenseur. Il y a donc bien vajiorisalion de l'eau
pendant toute la durée de la détente et le commencement
de la période d'échappement.
L'importance de cette vaporisation est très grande; elle
augmente la quantité de chaleur rendue au condenseur et,
par suite, abaisse le rendement. En elîet, s'il n'y avait pas
vaporisation au moment de Téchappement, celte quantité
serait par unité de masse : 56o(i — .r), pour une température
de 4o° du condenseur, j:- représentant la fraction de la masse
qui est à l'état liquide. Mais sur cette quantité .r une parties?"
forme une couche liquide sur les parois et se vaporise; en
passant dans le condenseur elle lui restitue une quantité de
chalcin' 56o.r" et la quantité Q., qui entre dans l'expression
Oi-Oo ,
— — • du i-endement est augmentée.
Celte quantité Qj est alors
O^rr: 56o(i — x) + 56o .v"=z 56o(i — J?'),
a;' désignant la j^ortion de l'eau liquide qui se trouve intimement mélangée à la vapeur au moment oi"i l'on ouvre l'échappement.
238. Influence des frottements intérieurs de la vapeur. — Les frottements de la va|)eur qui se produisent surtout dans la lumière d'admission et dans celle d'échappement diminuent encore le rendement des machines par le
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fait (lue ces froltemenis conslilueiit dos pliéiiomèiies irréversibles.
Ces froltemenis sont d'autant plus considérables que la perte de cbargc est plus iirande; ils augmentent donc, comme celle-ci, avec la vitesse d'écoulement de la vapeur el avec la petitesse de l'ouverture d'admission ou d'écbappoment.
On pourrait croire qu'au commencemenlde l'admission la vitesse de la va|)eur est faible, puisque le piston est presque à bout de course et que sa vilesse est peu considérable. Alors, malgré la 'petitesse de l'ouverture d'admission, les frottements seraient négligeables. Mais en réalité la vitesse de la vapeur est très grande à ce moment, car, comme nous venons de le faire remarquer, il se produit une condensation de la vapeur et, |)ar suite, uu vide paitiel el une sorte d'appel au commencement de l'admission. Les frottements dans la lumière d'admission ne peuvent donc être négligés, pas plus d'ailleurs que ceux qui se produisent pendant l'échappement.
239. Diagramme réel des machines à vapeur. — Pour ces diverses raisons, condensation pendant l'admission, vaporisation pendant la détente, frottements intérieurs delà vapeur, le diagramme réel des machines est fort dilTérent du diagramme théorique représenté par la figure 35. Les diagrammes fournis par l'indicateur de Watt se rapprochent de la courbe représentée par la figure 36, où Ion a figuré en tarifs ponctués le diagramme théorique.
On voit que, pendant une fraction notable de la durée de l'échappement, la pression dans le cylindre reste hien supé-
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rieure à celle de la vapeur dans le condenseur. Si l'écliappemenl ne commençait qu'au moment oii le piston est au bout de sa course d'aller, cette différence de pression nuirait
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pendant une partie de la course de retour; on conçoit donc la nécessité de l'échappement anticipé.
On voit également que la pression dans le cylindre n'atteint la valeur de la pression dans la chaudière que vers le milieu de la période d'admission; par conséquent, l'admission anticipée, qui a surtout pour objet d'amortir les chocs au point mort, ne peut nuire au bon fonctionnement de la machine, puisqu'elle a pour effet d'avancer le moment où la vapeur agit à pleine pression.
C'est par l'étude attentive de ces diagrammes que l'on obtient les valeurs qu'il convient de domier aux diverses périodes de fonctionnement pour obtenir le meilleur rendement; leur calcul est donc très difficile.
240. Avantages de la chemise de vapeur et de la vapeur surchauffée. — Reprenons, comino au paragraphe 222, le système formé par la chaudière, lecylindre el le condenseur et par l'eau contenue dans ces diverses capacités.
Le système total décrit à cha(|ue coup de pi>t()n un (\vcle
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fcrnii' qui csl iiTévcrsihU; lanl eu leiiaiU coin|tlo «les soiiices de chaleur que i)ar rapport au système lui-nièuie (poiu' employer la terniiuologie du paragraphe 172). Mais, si l'on découi|)ose ce syslèuie total ou uu très grand uouihre de systèmes élémentaires (assez petits pour que dans chacun d'eux la température puisse être regardée comme uniforme, ainsi que nous avons fait dans la démonstration du théorème de Clausius), chacun do ces systèmes élémontaires décrira un cycle réversiljle, non pas en tenant compte des sources de chaleur, mais par rapport au système luimême.
Eu effet, les seuls phénomènes irréverslhles dont une machine à vapeur puisse être le siège sont des échanges de chaleur entre systèmes élémentaires de température différente, ou bien des frottements produisant de la chaleur et détruisant du travail. L'influence de ces phénomènes sur un de nos systèmes élémentaires se réduit à une cession ou à un emprunt de chaleur, et ce système se comporterait de la même manière s'il cédait ou empruntait cotte chaleur à une source de température infiniment peu dilTôreute de la sienne, c'est-àdire d'une manière réversible. Chacun de ces systèmes élémentaires décrit donc un cycle réversible par ra|)port au système lui-même. Il n'en serait plus de même s'il était le siège de phénomènes tels que des changements d'état irréversibles (solidification d'un liquide surfondu, etc.) ou de phénomènes chimiques par exemple, (".ela n'a pas lieu dans le cas qui nous occupe.
rdÇ) , < .,-
Par suite, on aura \ -^ =0 pour chaque système élémentaire décrivant le cycle fermé correspondant à un coup de
piston de la machine, et
ir-^-
pour le système total.
La quantité de chaleur dQ empruntée par chaque système élémentaire comprend, outre celle qui est cédée par le foyer et celle qui est cédée à l'eau qui refroidit le condenseur, la chaleur provenant des frottements, la chaleur résultant des échanges entre les autres systèmes et celle qui est perdue par rayonnement. Nous avons donc, en désignant respectivement par ^/Q,, dQ.2, dQ^, <r/Qi et dQ:^ ces diverses quantités,
dQ = dQi — dQi + f/Qs -H dQ, — dQ-,, et il en résulte
La quatrième intégrale peut s'écrire autrement. En effet, si un système élémentaire, dont la température est T emprunte une quantité de chaleur dQ, à un autre dont la température est T', il en résulte nécessairement un emprunt — dQi fait par ce dernier au premier; ces deux sys-
dQi tèmes fournissent donc à l'intégrale les deux éléments -™-
- dO, et — FfT^j P"^'' suite,
m.. Ir^-r^
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Nous avons d'ailleurs
Posons en oiilre, comme nous l'avons fait pour les machines réversibles,
r fdQ, _ Q,
Alors, il vient
Les deux premières intégrales sont positives, car, d'une part, r/Qs est une quantité positive puisque celte chaleur résulte du frottement, et, d'autre part, T est plus petit que T' si dQi est positif; il convient donc de les diminuer autant que possible.
La seconde de ces intégrales est surtout intéressante
Ses termes proviennent principalement des échanges de chaleur entre la vapeur et les parois du cylindre; il faut donc s'attacher à rendre faibles ces échanges.
La chemise de vapeur remplit ce but. Elle avait été supprimée par quelques constructeurs alors que l'on croyait que dans les machines il y avait condensation pendant la détente; mais, depuis, son emploi est devenu général, à juste titre, comme la pratique l'a montré et comme nous allons le voir.
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S'il n'y a pas de chemise de vapeur, les tempéraUires T' et T des parois du cylindre et de la vapeur qu'elles renferment sont relativement peu différentes; le lacleur if—7y,
est donc très petit. Avec la chemise de vapeur la température T' des parois reste à peu près constante; la variation de celle de la vapeur est au contraire assez considérable; par
suite ï' et ï sont loin d'être égaux. Le facteur ,„ — — a donc
une valeur plus grande quand le cylindre est entouré d'une chemise de vapeur que lorsque cette chemise n'existe pas. Mais l'augmentation de ce facteui-estlargementcomi^ensée par la diminution de l'autre facteur dQ.,. Quand il n'y a pas de chemise de va|)eur il se jiroduit une condensation aiï moment de l'admission, et cette condensation donne lieu à un dégagement de chaleur considérable qui entre dansr/Qi; la vaporisation de l'eau qui couvre les parois au moment de l'échappement vient encore augmenter énormément la valeur de la quantité de chaleur mise en jeu par les échanges entre systèmes élémentaires. Cette condensation et cette vaporisation ne se pi'oduisaut pas quand on emploie la chemise de vapeur, les échanges de chaleur n'ont plus lieu que par conductibilité et i)ar convection; les (luanlilés ainsi échangées
sont donc très faibles. 11 en résulte que l'intégrale / / -^
est beaucoup diminuée par l'emploi d'une chemise de vapeur.
242. Les chiffres qui suivent, quoique empruntés à des xlocuments déjà anciens, jieuvent donner une idée de l'utilité de cet organe.
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Nods avijils vu (|ue, pour une machine dont la chaudière est à i5o° et le condenseur à 40", la quantité de chaleur nécessaire |)our amener i''^' d'eau de l'état liquide à jo" à létat de vapeur satuiée à lôc est
0,=r6lO.
La chaleur rendue au condenseur est
jc' étant la fraction de la masse qui o>.t à l'élat de goulteleltes liquides disséminées dans la vapeur au commencement de l'échappement; celte fraction est d'environ 0,1 quand il n'y a pas de chemise de vapeui-. .Nous avons donc
Q.2=^ 56o (i — 0,1) ^= 004 et, par suite,
(Ji bio hio
Quand on em|)loie une chemise de vapeur, la vapeur du cylindre reste séclie; par suite, jc' est nul et
Mais, pour empêcher la condensation de la vapeur, la chemise a dû céder de la chaleur, ce qui a provoqué la condensation d'une portion de la vapeur qu'elle contient; on évalue à 0,2 environ de la quantité totale employée par coup de piston la quantité de vapeur ainsi condensée. La quantité de chaleur Q, est donc
0,=: 610 + 0,2 X 610 = jèi;
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on en conclut
Le rendement se trouve donc élevé par l'emploi de la chemise de vapeur.
243. Les mêmes considérations expliquent l'effet avantageux de la surchauffe. La surchauffe agit comme la chemise de vapeur en empêchant la condensation de la vapeur sur les parois du cylindre. Mais la surchauffe n'est pas aussi universellement employée f|ue la chemise de vapeur. D'ailleurs elle est toujours légère et elle a surtout pour hut de vaporiser, avant leur entrée dans le cylindre, les gouttelettes liquides que la vapeur entraîne en sortant de la chaudière; elle sert donc plutôt à sécher la vapeur qu'à élever sa température.
244. Machines compound. — Mon hut n'étant pas de faire une théorie des machines à vapeur, mais d'illustrer par des exemples variés les principes de la Thermodynamique, je n'insisterai pas sur les machines des types les plus récents, tels que les machines compound.
Dans les pi-emières, la vapeur, après avoir agi dans un premier cylindre et s'y être en partie détendue, passe dans un second cylindre de plus grande capacité où elle se détend de nouveau en agissant sur un |)iston. Généralement la vapeur se rend ensuite dans le condenseiu-, mais quelquefois elle se détend encore dans un troisième cylindre avant de se condenser; la machine est alors dite à triple expansion.
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L'avantage de ce système est double; la détente peut être poussée plus loin sans que l'eiToil moteur subisse de trop grandes variations pendant un coup de piston et sans qu'on soit obligé d'employer des volants trop lourds.
Mais, en outre, et cela est beaucoup plus important, la température des parois de cbacun des cylindres oscille non plus entre ï, el T,, mais entre des limites plus étroites; celle du cylindre à baute pression par exemple a pour limites la température de la vapeur au moment où elle arrive de la cbaudière, el sa température au moment où elle passe d'un cylindre à l'autre; celle du cylindre à basse pression a pour limites la température de la vapeur au moment où elle passe d'un cylindre à l'autre, et celle qu'elle j)ossède au moment où elle passe dans le condenseur; les condensations à l'admission et les revaporisations pendant la détente et l'échappemenl, ainsi que les pertes de rendement qui en résultent, se trouvent beaucoup diminuées.
La même cbose arrive a fortiori avec les turbines où le régime est permanent, où par conséquent la température de la vapeur en un même point de l'espace est constante, de sorte que cbaque point de la paroi finit par se mettre en équilibre de température avec la vapeur au contact de laquelle il se trouve.
245. Injecteur Giffard. — Pendant longtemps ralimentation des cbaudiêres s'est faite au moyen de pompes, dites pompes alimenlaires, mues par la macbine elle-même; ces pompes puisent dans une bàcbe l'eau d'évacuation du condenseur et la font pénétrer sous pression dans la cbau-
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dière. Aujourd'hui l'alimenlaiion de la chaudière se fait le plus souvent par Vinjecteur Giffard.
Sans entrer dans la description complète de cet appareil rappelons les parties essentielles qui le composent : un tuyau amène un jet de vapeur dans une boîte où débouche un tuyau d'aspiration plongeant dans la bâche d'emmagasinement de l'eau d'alimentation; un troisième tuyau, appelé tuyau de refoulement, amène l'eau dans la chaudière.
Son fonctionnement s'explique difficilement. Puisque l'eau de la bâche est aspirée, la pression dans la boîie de raccordement des trois luyaux est nécessairement plus petite que la pression atmosphérique. Comment alors l'eau peut-elle pénétrer dans la chaudière où la pression est beaucoup plus grande?
Je crois que la théorie complète de cet appareil est encore à faire et je n'ai pas la prétention d'en donner une. L'analyse (|ui va suivre est extrêmement grossière et a seulement pour but de montrer (|ue la Thermodynami(iue permet d'expliquer le |)aradoxe.
Supposons le régime permanent établi dans l'appareil
L'équation
(i) - — = const.
que nous avons trouvée au paragraphe 132 en étudiant l'écoulement des fluides est, à chaque instant, applicable aux diverses sections d'un même tube; w désigne la surface d'une de ces sections, cp la vitesse du fluide en un de leurs
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points, r le volume spécifique qui correspond à ce même point.
L'application du principe de la conservation de l'énergie nous a donné entre ces quantités et l'énergie interne U de l'unité de masse une nouvelle relation; celle-ci se réduit à
(2) EL 4- — + /M' - const.
dans le cas d'un tluide non pesant et lorsqu'on sui)pose qu'il n'y a pas de chaleur empruntée ou fournie à l'extérieur (137). Celte dernière relation sera donc applicable à toutes les sections d'un même tuhe de l'injecteursi nous négligeons l'action de la pesanteur sur le fluide (lui y circule, vapeur, eau, mélange d'eau et de vapeur, et si nous admettons qu'il n'y a pas de perte de chaleur par rayonnement.
Examinons ce que deviennent ces relations (i) et (2) lorsque les sections considérées n'appartiennent plus au même tube.
247. Soient AoBo, AiBi et AjB., {fig. 87) les sections des trois tubes qui comprennent entre elles une masse égale à l'unité à l'instant t. Ln temps dt après, celte même masse sera limitée par les sections A„Bu, \\Yi\, A'^B'^. Ln désignant par dnii,, din^, din.^ les masses des fluides qui occupent les volumes élémentaires AqBoA'^B'o, A,B,A,B',, AoB^A^B,, nous avons dm^z=. dmQ-\- dm^.
Mais le volume AjEsA^ B'^ a pour valeur '^iO^ dt; par suite, la masse du fluide qu'il renferme est
, oj., 'j., dl
dmo^= -^-^-^ — •
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Les masses dm^, el dni^ peuvent s'écrire d'une manière analogue et, si nous portons ces expressions dans l'égalité précédente, nous obtenons
W2©2 «0^0 Wi Cpi
pour la relation qui remplace (i).
Fis. 37.
Appliquons maintenant le principe de la conservation de l'énergie; il nous fournit la relation générale
EdQ+dz = E d[] -+- dW.
Mais c/Q == o puisque nous supposons (ju'il n'y a pas de
perte de chaleur par raisonnement; cette relation se réduit
donc à
dT = EdV + dW.
La variation de l'énergie interne est égale à l'énergie de la masse dm^ diminuée de la somme des énergies des masses dm^ et d/Hi, car l'énergie inlerne de la masse comprise entre les sections A'^ BJ, el A', B\ et la section AoB, est la même aux instants t et i-hdt, le régime permanent étant supposé
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élabli; par conséquent, en appelant Uo, U,, Ua les valeurs de l'énergie interne rapportée à l'unité de niasse aux trois sections considérées, nous avons
dlj := U2 il /il 2 — Uo dm,, — U, (/nti.
La même remarque s'appliquant à la variation de l'énergie cinéli(iue, cette variation a pour valeur
es .; , C5
ro2
^W = dm.-, -^ - dm, ^ — dm, ^-
Pour évaluer le travail dr fourni au lluide pendant le temps d(, apiielons />o, Pi, pi les valeurs des pressions aux trois sections considérées; nous avons alors
d' = — /v, ojo 92 dt -T- po(x)o'^odi -r- pi(j)iOi dt, ou
f/r = — po ^\ dnu + pç, r„ dm^-\- /j, i-, dm , .
Portons ces valeurs de dVi, «-AV et dz dans la relation fournie par le principe de la conservation de l'énergie: il vient
( EU.> 4- — -^ p., To ) dm.2
= (EUo-H ^ -H/>o <'o] f//«o+ (eu, 4- ^ H-/>,c, j (f/m,.
Telle est la i-elalion qui remplace la relation (2) dans le cas où plusieurs tubes se branchent l'un sur l'autre. Si nous la divisons par Ec^/n, et si nous posons
dmi^= ixdmo,
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elle devietil
(/l) ^■2-hA'^ ^A/>,r,^(i-p.)(Uo+A^ ^-A/;o^,^
-f-fjL^U. + A^ + ÀAri).
248. Appliquons cette formule à l'injecteui- Giffard en admettant que le tube Ci soit le tuyau de prise de vapeur, Co le tuyau d'aspiration et Cj le luyau de refoulement.
L'unité de masse considérée dans la démonstration de la formule étant arbitraire, les positions des sections qui la limitent sont quelconques; nous pouvons donc supposer que AoBo est situé dans la bâche, AiB, dans la partie de la chaudière occupée par la vapeur, et A,B2 dans la partie de la chaudière occupée par l'eau. Dans ces conditions les carrés des vitesses 90 et 91 peuvent être négligés; en outre, /j, el/?2 ont pour valeur commune la pression pi de la chaudière, et/>o est égale à celle de l'atmosphère.
Quant à l'énergie interne, nous en avons trouvé la valeur pour le cas d'un système formé par un liquide et sa vapeur saturée (169); cette valeur est
U — L„i -h CT— kpin{a — l).
Dans le tuyau d'aspiration le (luide en mouvement est de l'eau; par conséquent, /n, qui représente la fraction de la masse qui est à l'état de vapeur, est nul et C est égal à i ; nous avons donc
To étant la température de l'eau d'alimentation.
Dans le tuyau de prise de vapeur on a m=zi; C étant
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toujours é!j;:al à l'uiiilé, l'éneri^ie inlertie Lî| est
Enfin, dans le tuyau de refoulement on a un nïélange d'eau et de vapeur; m a donc une valeur, d'ailleurs inconnue, comprise entie o et i. La température est celle de la chaudière Ti; par conséquent,
Il ne reste qu'à exprimer t'„, i*, et v^ au moyen de a et >.. Dans le tuyau d'aspiralion le volume spécifi(|ue v^ est celui du liquide >.,* dans celui de prise de vapeur ce volume est t; dans le tuyau de refoulement,
Nous avons donc, en remplaçant par ces valeurs les quantités qui figurent dans la formule (4),
o ~ L w + T, — kpiOi {'7 — '/.) -h \— -+- A pi /wj -t- \pi{\ — fn ) 1
— ( I — ^t) (To + A/^,/.) 4- /J-[ L -f- T, — A/>, ( î7 — ).) + A/', cr].
ou
L ( A« - /^ ) 4- A ^- = ( I - fjL ) ( To - T, -^ A/A, /. - A pO).
Or A ^^ est un terme essentiellement positif; par consé-
quent, si nous le supprimons, le premier membre de l'égalité précédente devient plus petit que le second, c'est-à-dire
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Mais /?i est plus grand que po; Ap'k — Xpil est donc une quantité négative; par suite nous pouvons, sans ciianger le sens de l'inégalité, supprimer cette différence si nous voulons trouver les conditions nécessaires du fonctionnement de l'appareil; nous avons donc
(5) L(m-/x)<(i-f/)(To-T,).
249. Une seconde inégalité nous est fournie par le principe de Carnot.
Considérons une masse [x de vapeur dans le tuyau de prise (le vapeur et une masse i — jul d'eau dans le tuyau d'aspiration; leur réunion donne une masse i dans le tuyau de refoulement. Appelons So> '^i> S, les entropies, rapportées à l'unité de masse, des fluides contenus dans ces trois tuyaux. L'enlropie du système formé par la masse [i. de vapeur et la masse i — fx de liquide est
(i — p.)So+^tS,
quand ces masses sont séparées, et Sa quand par leur réunion elles forment le mélange d'eau et de vapeur contenu dans le tuyau de refoulement. La variation d'entropie est
donc
S,— (i — /j.)So— fiSi.
Or, d'après une conséquence du théorème de Clausius généralisé, la variation d'entropie est plus grande que la
valeur de l'intégrale / / -rrrf où une des intégrations se
rapporte au cycle et l'autre au volume du système, et où dQ peut avoir deux significations (188).
MACHINKS A VAl'Kl H. 33l
Dans le cas (|ui nous occiJ|)e, il n'y a par hypothèse ni chaleur empruntée ni chaleur fournie à l'extérieui-; mais nous tiendrons compte des échanges intérieurs.
Il est clair que la variation d'entropie restera plus grande
r rdQ , .
que / / -rrr alors même que nous ne tiendrons (;ompte
dans cette intégrale que de ([uelques-uns des échanges qui se produisent réellement. On a, en elîet, pour un quelconque de ces échanges, ainsi que nous l'avons fait remarquer bien des fois,
fj
dQ
Nous tiendrons com|ne seulement de l'échange considérable qui se produit au contact de la vapeur arrivant par le tube de prise de vapeur et de l'eau arrivant par le tube d'aspiration. Cette vapeur, déjà refroidie par la détente qu'elle a subie, se trouve à une température T, inférieure à T,. L'eau est à la température To; au contact de la vapeur sa température s'élève progressivement jusqu'à To. La vapeur, au contraire, en cédant de la chaleur à l'eau, reste très sensiblement à la température T,, mais se condense partiellement.
Pour une variation de température dT la quantité de cha-, leur absorbée par l'eau est û?Q = (i — i^)<^ï, puisque la chaleur spécifique est très sensiblement l'unité et que la masse à chauffer est i — //. Cette chaleur étant fournie par la vapeur, la chaleur dQ relative à cette substance est
dQ=— (j — |ul)^T;
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nous avons donc d'où
-rrr = (i — /^) Log;= (i — /^) — r.
Par conséquent, nous devons avoir
(6) S2— (i — /^)So — f^S,
>(i - /^) Log-i^ - (i - /..) i^i^.
250. Pour calculer Sq? Si et S2 appliquons la formule S = ;^ w + C LogT
que nous avons trouvée (169) pour Tentropie d'un système formé d'une masse {i — m) de liquide et d'une masse m de vapeur saturée; ici nous avons C = i puisqu'il s'agit de l'eau. La vapeur de So s'obtient en faisant m =0, le tuyau d'aspiration ne contenant pas de vapeur, et en faisant T:=ïo;
par suite,
So=LogTo.
Celle de S, s'obtient en l'aisant T = Tj et m — i, le tuyau C, ne contenant que de la vapeur; par conséquent,
Si = ,-p- + Logï,.
Enfin, dans le tuyau de refoulement nous avons un mé-
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lange d'eau et de vapeur el
S2= ;î^ m H- LogT,.
L'inégalité (6) devieul, lorsqu'on y remplace S», S, el Sa par ces valeurs,
Y w -h Log T, — ( I — f/ ) Log To
-,(,!; -H Logï.)>(.-,)(LogT2_'iW„^
\Am-ii) ^ ^^ ..,/r.^'r ....-r , '^^
>(i - .a) (^LogT,- LogT,+ i^ - ,),
En comparant celle inégalilé à l'inégalité (5) on en lire la suivante:
T, (Log^ + .-ï^-. )<T,-T,
ou
(7) To(ij-i) <T,Log^|
Telle est la condition de tbnclionnement de rap|)areil.
251. Celle nouvelle inégalilé permet de calculer une limite supérieure de Tq. En effet, pour que l'aspiration puisse se produire, il faut que la pression au point de branchement des trois tuyaux soit inférieure à la pression atmosphérique et par conséquent que Ta soit plus petit que ioo°; on trouve ainsi ioo° environ pour les machines à moyenne pression. Cette valeur esl bien supérieure à celle qu'on doit adopter
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en pratique, 20» environ, pour que l'injecteur puisse fonctionner; cette difîérence provient des approximations très grossières que nous avons faites, et toujours dans le même sens, dans l'établissement de l'inégalité (7), et principalement de ce que nous avons négligé les termes contenant les carrés des vitesses; en outre, nous avons négligé les perles de chaleur par rayonnement et nous n'avons pas tenu compte du travail considérable transformé en chaleur par les frottements des fluides contre les parois. Une théorie dans laquelle entreraient toutes ces qualités donnerait certainement une valeur de T» beaucoup plus approchée de la valeur réelle, mais l'établissement de cette théorie présenterait des difficultés presque insurmontables.
Quelque grossière que soit d'ailleurs cette analyse, elle suffit pour montrer que le paradoxe n'est qu'apparent, que le fonctionnement de l'appareil n'est pas contraire aux principes de la Thermodynamique et qu'il doit devenir impossible si To dépasse une certaine limite; mais on ne pourrait guère, sans des calculs beaucoup plus longs, se rendre compte de la valeur de cette limite. Une remarque importante reste à faire.
La théorie que nous avons donnée suppose le régime permanent établi; elle nous apprend comment ce régime peut continuer h. se produire, mais elle ne rend nullement compte de la manière dont ce régime s'établit; elle présente donc une nouvelle lacune qu'il serait diflicile de combler. Toutefois on |)eut s'expliquer l'aspiration de l'eau d'alimentation par un effet de la contraction de la veine de vapeur à la sortie du tuyau de prise. Il faut en effet que l'orifice de sortie do ce tuyau soit très étroit, surtout au moment de l'amor-
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cernent de l'appareil: c'est dans ce but qu'on le termine en cône suivant l'axe duquel peut se mouvoir une tigeconiqui* appelée aiguille ; en déplaçant cette aiguille le long de l'axe on rétrécit ou l'on augmente l'ouverture de l'ajutage de sortie.
CHAPITRE XV
252. Différents types de dissociation. — Les phénomènes de dissociation sont réversibles. Ils se partagent naturellement en deux classes, suivant l'état physique des composés et du composant. Quand les composés et le composant sont gazeux on dit que la dissociation a lieu au sein d'un système homogène; les premiers phénomènes de dissociation découverts par H. Sainte-Claire Deville se ranger)t dans cette classe. Quand au contraire l'un des corps est liquide ou solide la dissociation est dite s'effectuer au sein d'un système hétérogène.
Cette dernière classe présenle plusieurs lypes. L'un d'tnix est la dissociation du carbonate d'ammoniaque, où un composé solide donne naissance à deux constituants gazeux : l'ammoniaque et l'acide carbonique. Un autre genre de dissociation est présenté par l'acide sélénhydrique, l'acide tellurhydrique, le sesquichlorure de chrome; dans ces dissociations un composé gazeux se sépare en un gaz et un lif|ui(ie ou un solide. Enfin le carbonate de chaux constitue h; troisième lype : un composé solide donne par sa dissociation un solide et un gaz.
Les dissociations rentrant dans celte catégorie ont été judicieusement comparées par Deville aux phénomènes de vaporisation d'un licpiide. Les lois des deux phénomènes sont les mêmes et l'on peut appliciuer aux dissociations de ce genre la plupart des résultats obtenus aux Chapitres XI etXllL
253. Théorie de M. Gibbs. — Les lois expérimentales de la dissociation en système homogène sont beaucoup moins bien connues que celles de la dissociation du carbonate de chaux; en outre, la dissociation de l'acide iodhydrique est la seule de ces dissociations qui ait donné lieu à de nombreuses recherches quantitatives. Toutefois la théorie de ces phénomènes est assez avancée, yràce aux travaux de M. Gibbs.
Dans la théorie qu'il a proposée, M. Gibbs suppose que les lois des gaz parfaits sont applicables aux gaz (|ui composent le système en voie de dissociation. 11 admet en outre les deux propositions suivantes :
1° L'énergie interne d'un mélange homogène de plusieurs gaz parfaits est égale à la somme des énergies internes que posséderaient ces gaz si chacun d'eux occupait seul, à la même température, le volume entier du mélange.
2° L'entropie d'un mélange homogène de plusieurs gaz parfaits est égale à la somme des entropies que posséderaient ces gaz si chacun d'eux occupait seul, à la même température, le volume entier du mélange.
Ces deux propositions ne sont nullement évidentes : nous les- démontrerons successivement et nous verrons que la P.
démonstration de la dernière soulève plusieurs difficullés. Mais, auparavant, établissons quelques relations, résultant de l'application des lois des gaz parfaits aux gaz du système, qui nous sont indispensables pour ces démonstrations.
254. (Considérons un mélange de trois gaz parCails Gj, Gj et G3 dont la masse totale est égale à l'unité, et soient /n^, ni:,, /??3 les masses respectives de ces gaz; nous avons
(i) nii-h rn^-^ m^^= 1.
D'après la loi du mélange des gaz, la pression p du mélange est la somme des pressions/),, /->.2, />3 que prendraient les gaz si chacun d'eux occupait seul, à la même tem|)érature, le volume entier; par conséquent,
(■^) P—Pi + Ih + Pz-
Si nous appelons «',, v^, v^ les volumes spécifiques qui correspondent aux pressions p\, p^_, p^ et à la température T, nous avons les relations
Mais, d'après la signification de yo,, la masse m, du gaz G, occupe, sous celte pression et à la température T, le volume entière dti mélange; par conséquent nous avons, pour le volume spécifique <'i.
Les volumes Cj et (3 étant donnés par des expressions analogues, les relations précédentes peuvent s'écrire
Si nous en tirons />,, p^, p^ et si nous portons les valeurs ainsi obtenues dans la relation (2), nous avons
Les quantités R,, R,, R3 sont propoitionnelles aux poids spécifiques des gaz. L^'autre pari, la loi de Dulong et Petit nous apprend que les chaleurs spécifiques sous volume constant des gaz parfaits sont proportionnelles aux poids spécifiques de ces gaz. Par constxjuent, les chaleurs spécifiques c,, C2, C;j des gaz G,, Go, (13 sont proportionnelles à R,, Ro. R3 et nous pouvons écrire
'^' R, ~ Ro ~ R;, ~ A-
L'expression précédente de p devient, lorsqu'on y remplace R,, R.,, R3 |)ar les valeurs tirées de ces égalités,
AT
Supposons maintenant quune partie du composé
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le gaz G3, se dissocie; les masses des gaz en présence varieront de dm^, dm^, dm^. Par suite de la relation (i) nous aurons
( 6 ) dmi -+■ dm^ + dm.^ = o.
Mais ces variations des niasses sont proportionnelles aux poids moléculaires; nous pouvons donc poser
/ dm^^=z Cf. dix,
(7) ] dm^=^dix, \ dm^= y d^ji,
a et (3 étant des constantes égales aux poids moléculaires de Gi et G2; y une constante égale mais de signe contraire au poids moléculaire de G3. D'après la relation (6) elles doivent satisfaire à l'égalité
La variation de pression résultant de celle dissociation partielle est donnée par la différentialion de la valeur (5) lie p. Si nous supposons que la température et le volume spécifique du mélange ne changent pas, nous aurons
dp = {Ci dm 1 + Co dm. 2 -+- c^ dm 3 ) —
ou
AT
dp=:{XCi-ï- (3 6'2 4- •/ f:j ) — — d^X.
Or, si le composé qui se dissocie est formé sans condensation, la pression ne change pas; par conséquent nous
(levons avoir, dans ce cas,
ac, -+- |3c2-t--/f3=r: o.
Si, an contraire, la formation du composé s'effectue avec condensation, dp est différent de zéro et l'égalité précédente n'est pas satisfaite. Nous poserons en général
(8) aci+ ;3c2-h 703= A/.,
). étant un facteur différent de zéro quand il y a condensalion et égal à zéro quand il n'j a pas condensation.
256. Énergie interne d'un mélange gazeux. — Apiieions U l'énergie interne de l'unité de masse du mélange à la température T, et soient U,, U,, U3 les valeurs de l'énergie interne, rapportées à l'unité de masse des gaz qui le composent, la température restant la même.
D'après la loi de Joule, l'énergie interne d'un gaz parfait ne dépend que de sa température et la variation de cette énergie a pour expression
d\] = c dl.
Nous aurons donc par intégration, pour les trois gaz considérés,
A,, hi, hs étant des constantes.
Admettons que ces gaz soient situés dans des vases séparés; l'énergie interne du système qu'ils forment est évi-
demment égale à la somme de leurs énergies internes. Par conséquent, la variation de cette quantité est, pour une transformation élémentaire,
(10) d\] = nii c/lJi-{- m^dU^-h ni^dU^.
Mettons maintenant les trois vases en communication ; les gaz vont se mélanger par diffusion. La variation d'énergie résultant de ce phénomène est
dl] = dQ-^X dx.
Or, la diffusion des gaz s'effectuanl sans emprunt ni absorption de chaleur, r/Q est nul; en outie, le volume du système ne variant pas, dz est aussi nul. La variation de l'énergie interne est donc nulle. Par conséquent, la variation d'énergie du système est toujours donnée par l'expression (lo), que les gaz soient ou ne soient pas mélangés, pourvu que leur masse ne varie pas. Admettons qu'ils soient mélangés. L'expression (lo) de rfU donne par intégration
U =: m,UiH- maUjH- maUj-l- ^(m,, m^, m^)
ou, en remplaçant U,, Uj, II3 par leurs valeurs (9) dans lesquelles les constantes h peuvent être négligées puisque cp est une fonction arbitraire,
(11) U = (miC, -h /W2C2-+- m^c^yï -\- ^>{nii, m^, m^). Telle est l'expression de l'énergie interne du mélange.
257. Pour déterminer la fonction 9 considérons un second mélange gazeux formé des mêmes gaz, mais les contenant
en proportions différentes. L'énergie interne de ce mélange est
Si nous mettons le récipient contenant ce mélange en communication avec celui qui contient le premier, nous aurons, après la dilîusion, un mélange contenant une masse mi-hf>i\ du gaz G,, une masse m^-h m'^ du gaz (ij, et une masse mj-i-mj du gaz Gj. L'énergie interne totale de ce nouveau mélange sera
[(m, H- m\)Ci-+- (/Wi-h m'^)Ci-\- (mj-f- m'j ) c^]T -h o[(m,-+- m, ), (mî-h m^), (m^^ m^ )].
D'autre part, cette énergie doit être la somme des énergies U et U' des mélanges primitifs, puisque la diffusion n'amène aucune variation dans la valeur de l'énergie; cette somme est
[(m, -h m\ ) c, H- (m^-i- m'^) c.2-\-im3-^ m'^) C3] T
Nous devons donc avoir
o[(//ii-t-m', ). {m^_-\- m\_), (mj-t-mj)]
= 9(^1, m^, nii) -+- 9 (m',, m'^, m'j ).
Dérivons les deux membres de celte égalité par rapporta m, ; nous obtenons
9'[(m,-h m\ ), (mj+ /«;), (/?i3-t-m3)] = ^'C^'i, ^«2. '"s)-
La dérivée de la fonction o par rapport à //«, a donc la
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même valeur, quelles que feoient les valeurs de niy, m,, m^; c'est donc une conslaule. Par conséquent, ©est une fonction linéaire de m,. De même elle doit être du premier degré par rapport à m.2 et à m^. Nous pouvons donc poser
/?!, /i.,, Ii^ étant des constantes arbitraires. Alors l'expression (11) de U devient, en y remplaçant <p par cette valeur,
U=imi(c,T + Al) + "'2(^-2X4- A.) + m,(c3T + A3),
c'est-à-dire
(12) U = WiU, 4- WîUi-H /«sUj.
L'énergie interne d'un mélange de plusieurs gaz est donc égale à la somme des énergies internes de chacun d'eux pour la même température T. Par suite, la première des propositions sur lesquelles s'appuie la théorie de M. Gibbs se trouve démontrée.
258. Chaleur de transformation. — Si l'on désigne par L<ifx la quantité de chaleur qu'il faut fournir à un système en partie dissocié pour fairevarier de arf/u., [3(i]j!., yti/uLles masses dés gaz qui se trouvent dans l'unilé de masse du mélange, la température et le volume restant les mêmes, le facteur L est la ehaleiu' de iraiisforination moléculaire.
L'expression de cette quantité est facile à trouver.
La transformation s'effectuant sans changement de volume, le travail <:/t fourni au système est nul; par conséquent, la variation de l'énergie interne est égale à la quantité de cha-
leur fournie, Ldu. Nous avons donc, endifférentiatil l'expression {12) de U,
Ldij. = d{] = V,^dm^ -h \}^dnii+ H^dm^,
les variations de U,, U*, L'3 étant nulles puisque la température lesle conslaute. Si nous remplaçons dnii, dm^, dm^pur leurs valeurs (7 ), il vient, après avoir divisé par d^x,
L^aUi + ^Uj-f-yUj, ou
ou encore
en tenant compte de la relation (8) et en posant ^ =r aA, 4- 3/^2 — y/«3.
Celte expression de L montre que, dans le cas où le composé qui se dissocie est formé avec condensation, celte quanlilé est une fonction linéaire de la tem|)érature: c'est une constante lorsque le composé est formé sans condensation, puisque alors À esl nul.
259. Entropie d'un mélange gazeux. — Ap|>elons S l'entropie de l'unité de masse du mélange lorsque la température est T et le volume spécifique f, et soient Si, S^, S3 les entropies, rapportées à l'unité de masse, des gaz qui le composent, lorsque ces gaz occupent, à la même lempéralureT, le vohmie c, c'est-à-dire lorsque leurs pressions sont respectivement/->,, yo.2,703.
Faisons subir au mélange une transformation réversible qui, sans altérer sa composition, fait varier les quantités p, V, T. La variation de l'entropie résultant de cette transformation est
,^ dO dW Kpdv
Or nous venons de démontrer que
U = m, U, + m., 0.2 -H /«3 U3 ; par conséquent, puisque m,, m^, m^ ne varient pas, ^U ^U, rfU, d\]^
D'autre part, nous avons trouvé
et nous savons que
V =z /«i (', =1 nu i'2 = '^^3 ''3.
Nous pouvons donc écrire
Lo,c/r, \ /
^dl]^ Ap^dv^ \ T ' T
dUi Apfdi'i T ' T
Mais la somme
est la variation de l'entropie de l'unité de masse du gaz (i, lorsque, sa température étant T et sa pression !/>,, on fait
varier ces qiianlilés; c'est donc </S,. On verrait de même que les deux autres sommes analogues ont respectivement pour valeurs rfS, et dS^; nous avons donc, pour la transformation considérée,
Nous en déduisons par intégration
La fonction arbitraire 9 qui entre dans cette expression ne peut être déterminée de la même manière que la fonction du même genre que nous avons obtenue dans l'expression de l'énergie interne. Cela tient à ce que la diffusion, qui est un phénomène irréversible, peut produire une variation de l'entropie, quoiqu'elle ne soit accompagnée d'aucun phénomène calorifique.
M. Duhem, dans son Ouvrage Le Potentiel thermodynamique (page 47, ligne 22), admet que cette fonction est une constante que l'on peut dès lors supposer nulle, puisque l'entropie d'un système n'est déterminée qu'à une constante près. Par suite de cette hypothèse, l'expression de l'entropie du système devient
(i3) S := m,SiH- /«jS-i-t- /«3S3
et la seconde proposition de M. Gibbs se trouve démontrée.
260. Admettons provisoirement l'hypothèse de M. Duhem et, par suite, la proposition de M. Gibbs, et cherchons l'expression de S.
La quantité de chaleur qu'il faut fournir à l'unité de masse diin gaz parfait, pendant une transformation élémentaire, a pour valeur
dO = L -T- dv + c -r- dp, di' dp
C et c étant les chaleurs spécifiques sous pression constante ei sous volume constant. Si l'on remplace les dérivées partielles de T piar les valeurs déduites de la relation fondamentale
(i4) pv=.m,
on obtient
,^ Cpdi' Cl' dp
et, pour la variation d'entropie correspondante,
6^0 ^ di' dp
di= ^ = C Hc-^,
ou encore
d% — (C — c) hc H-^-
Mais nous savons que
'c - c = AR,
et, d'autre part, la relation (i4) nous donne, en la diftérentiant et divisant par pv,
di> dp dT
iNous pouvons donc écrire la variation d'enlropie
rfS = AR h c ^pr »
et nous obtenons par intégration
(i5) S = AK I.ogr -h cLogT -t- rt,
a étant une constante.
Appliquons cette formule à chacun des gaz G,, G,, (i,. En
remarquant que le volume spécifique de l'un d'eux, (1,, par
exemple, a pour valeur r,= — > v désignant ici le volume spécifique du mélange, nous avons
S, = ARi Log h c, Logï -H a,,
(16) ■ Sj^AR, Log — -f- cLogT -h a,, »3=: ARjLog 1- CjLogT -^- «3.
En portant ces valeurs dans la formule (1 3), udus obtiendrons i'ex|)ressiou de l'entropie du mélange en fonction de son volume spécifique, de sa température et des masses des gaz qui le composent.
261. Application à la dissociation. — Supposons que, la température et le volume spécifique conservant la même valeur, on fasse subir au mélange une transformation réversible ayant pourefTel d'augmenter l'entropie de <^S. La quantité de chaleur fournie pendant cette transformation satisfait
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à légalité
et, d'autre part, elle a pour valeur clQ = Lc/^jl;
nous avons donc
«?S = ^p dij..
Mais
d^ = rriidSi-h nizdè^-^- m^d'ès-h Siû?m, -h ^.id/n^ ■+- è^dm^.
La première des expressions (i6) nous donne par différentialion, puisque v et T sont constants,
a»! r^ — AKi ;
nous en déduisons
m,<:/Si+ Si(i/ni= (Sj — ARi) dmiz=z a (Si — AR,) dix.
Les tieux autres expressions du groupe (i6) nous conduiraient à des égalités semblables; par conséquent, en les additionnant, nous obtenons
^.y:=[aSi+pS,+ yS3— A(aRi + (3R,4-yU3)]flf/ji, et par suite
aSi+[3S.2+yS,-A(aR, + [3R,+ yR3)r=^.
Rem|)laçons les entropies S,, S^, S3 par leur valein'(i6); il
vient
ALog.'(aR,-H;3R, + yR3)
— A(aRiLog/n, H- (3 RoLo^v/j^-i- yR^Log/Hj)
ac, 4- i3c2-4- yca) LogT -t- aa,-+- j3«2^- y«3= j
Mais nous avons posé
et de cette égalité et des égalités (4) il résulte
aRi+,3R.4-vR3— )..
Par conséquent, si nous posons
AaRi=:za,, A.3R,= |3,, A'/R:,= /,, a «1 -4 f3 «2 + "/ «^s = «> nous obtenons
A). Logr — aiLog/«i 4- ^,Logm2
— yiLogm3 4- A/ LogT4- a = .-=;•
Telle est la formule de la dissociation.
Elle conduit à plusieurs conséquences intéressantes d'accord avec l'expérience. Comme exemple, signalons la suivante :
Dans le cas où le corps qui se dissocie est formé sans condensation, /, est nul et le volume spécifique r disparaît de la formule; par suite, la composition du mélange ne dépend pas du volume. On peut donc le comprimer à la température constante sans changer l'état du système.
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262. Remarques sur l'hypothèse de M. Duhem. — Mais, bien que les conséquences de la formule précédente ne soient contredites par aucune expérience et soient même confirmées par quelques-unes, la théorie précédente ne peut être acceptée sans restriction, la seconde des propositions qui lui servent de base reposant sur une hypothèse absolument arbitraire, l'hypothèse de M. Duhem.
11 est facile de se rendre compte de l'arbitraire de cette hypothèse.
Appelons Sj l'entropie de l'unité de masse du gaz Gj lorsque sa pression est égale à la pression totale p du mélange, et sa température égale à T. Cette quantité est évidemment différente de S,, puisque cette dernière se rapporte au cas où le gaz est à la pression />i et que l'entropie d'un gaz parfait dépend de la pression. D'après la formule (i5), sa valeur est
S'i = ARi Logi'i + c, LogT -i- «i,
c'i étant le volume spécifique du gaz G, sous la pression p et à la température T. La différence Sj— S'j est donc
S, - s; = AR, Log ^
Le second membre de cette égalité ne dépend que des variables m,, m-^, m^. En effet, le volume spécifique de Gj étant i'i pour les valeurs p et T de la pression et de la température, le volume occupé par la masse m, de ce gaz dans les mêmes conditions est miç\. En désignant par c', et r'j les volumes spécifiques des gaz G^ et G^ pour les mêmes valeurs de la pression et de la température, m^v'^ et ^sCj sont les
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volumes des masses m., et m^ de ces j^az. Or le volume total (• du mélange est la somme de ces volumes; par conséqueiit,
D'autre pari,
pv\ = H , T. in',_ = K, T, pi-\ = R, T ; par suite,
/«iR, '~ m. Ho ~ mjRs ~ ///iRi^ m. Ho— /«3H3' et il en résulte
Log =rLog'
mil-, '^ w,H, -i- //i.H.-i- /«.jRg
On prouverait de la même manière que les différences S,— S'o et S3 — Sj sont des fonctions de /?«,, m.^, ni-^. Nous pouvons donc poser
— /«iS, — /«oSj — /«ijS;, =; 6 (w,, m.,, oi-^). Or nous avons démontré que l'entropie S du mélange est
par conséquent,
S = ///(Sj-T- WoS, -h nizS^^ '-['(/«i, fUo, m^) -h 9 (m,, /n.,,^^)
ou encore
S=:m,S,-+-//?.,S,-H W3S3-t-x(Wi, m., ^3),
X étant une fonction quelconque des masses.
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Nous pouvons supposer que celte fonction est une constante absolue que l'on peut négliger : l'hypothèse n'est ni plus ni moins acceptable que celle de M. Duhem. Alors
S :=: mi S, + ««iS, 4- ««3S3,
c'est-à-dire : l'entropie d'un mélange homogène de plusieurs gaz est égale à la somme des entropies tie ces gaz lorsque chacun d'eux est à la température et à la pression du mélange.
Cette proposition peut servir de base à une théorie de la dissociation au même litre que celle qui précède. Or une telle théorie conduirait à des conséquences en contradiction avec l'expérience et, par suite, ne saurait être acceptée. La proposition précédente n'a donc aucune chance d'être vraie malgré son analogie avec celle que M. Duhem admet, et, puisqu'elle résulte d'une hypothèse semblable à celle de M. Duhem, celle-ci peut être inexacte. Nous allons essayer de la justifier.
263. Conséquence de cette hypothèse. — Si nous admettons que l'entropie du mélange est, tl'après les égalités (i3)
et (16), •
S = 2 A.R,/?«i Loii' h Ci/)ii LogT -f- /«ir/, ,
pour un mélange à la même température dont le volume spéciflque est c' et contenant pai' unité de masse une masse fn\ du gaz G,, »i'^ du gaz (12 et /n.^ du gaz (r^, l'enti-opie est
S'=: 2 ( Ali, m\ Log — r 4- Cl ni\ LogT -h m\ «i j.
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Si nous niellons en commimicjilion (Jeux récipients que nous supposerons conlenir une masse i de chacun de ces mélanges, nous obiieiidrons par division un nouveau niélanj^e doiil renlro[»ie totale S' a pour valeur
S"r3:>;AU,(/«, + W,)Log
+ c, ( w, 4- m\ ) LogT + ( w, -r- /u\ ) «,.
Cette valeur est plus grande que Si -+- S', puisque la diffusion est un phénomène irréversible et que nous savons qu'un phénomène irréversible et isotherme est accompagné d'une augmentation de l'entropie. Celle augmentation a pour expression
S"- S - S'=r 2AK, \{m, + m\ ) Log '' '^ "' ,
Wi Log mj Log — r
S'il n'y avait qu'un seul gaz, laugmentation d'entropie aurait précisémenl pour valeur le premier terme de la somme qui forme le second membre de cette égalité. Par conséquent, il résulte de l'hypothèse de M. Duhem la proposition suivante :
Quand deux mélanges formés de plusieurs gaz se diffusent, l'augmentation de l'entropie est égale à la somme des au»mentations qui résulteraient de la diffusion des gaz si chacun d'eux existait seul dans les récipients qui contiennent les mélanges.
264. Montrons que, réciproquement, si cette proposition est admise, l'hypothèse de M. Duhem en découle.
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Supposons que les masses /??i, in.y, m^ des trois gaz G,, Go, G3 soient dans des récipients séparés sous la pression p et à la température T. Les entropies de ces gaz sont alors S'j, S',, S3 par unité de masse, et l'entropie du système qu'ils forment, étant évidemment égale à la somme des entropies partielles, a pour valeur
(17) «iiS'i + /«oSj-i- «isSj.
Mettons les trois récipients en communication; les gaz se ditîusent. Cherchons l'augmentation d'entropie qui en résulte.
Si le gaz Gj était seul, deux des récipients seraient vides et la mise en communication des récipients aurait pour effet de faire occuper par la masse nii de ce gaz le volume v de l'ensemhle des trois récipients. Comme d'ailleurs nous supposons que la diffusion s'opère sans variation de température, conformément à la loi de Joule, la température de celte masse gazeuse est T. Par conséquent, son entropie est Si par unité de masse. La variation d'entropie résultant de la diffusion de la masse m^ supposée seule est donc
/«i(Si — S'i).
Les variations de l'entropie des masses ni-y einii des deux autres gaz, quand ces gaz, supposés seuls séparément, se diffusent, ont des valeurs analogues. Si donc nous admettons la proposition du paragraphe précédent, nous avons, pour l'augmentation d'entropie résultant de la d illusion des gaz Gi, Go, G3,
m, (S, — s; ) -h m2( So — S2 ) + mj ( S3 — s; ).
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Ajoulant cette quantité à la valeur (17 ) de l'entropie avant la diffusion, nous obtenons jiour l'entropie du mélange
S rtr //«, Si + «ioSo 4- /«.(Sa,
expression qui montre que la fonction o(/?*i, m.2, ni^) est nulle, comme l'admet M. Duhem.
265. Justification de l'hypothèse de M. Duhem. — L'hypothèse de M. Duhem se trouvera donc justiliée si nous démontrons la proposition du paragraphe 263. Les dissociations dont le carbonate de chaux est le type nous permetlonl de faire celte démonstration. Il importe de remarquer toutefois que cette démonstration repose sur certains faits observés dans cette dissociation du carbonate de chaux, ou plutôt sur certains faits généralement dLdvni?,. La démonstration qui va suivre ne peut donc conférer à l' hypothèse de M. Duhem plus de certitude que n'en ont ces faits eux-mêmes.
Nous avons déjà dit que les dissociations de ce genre sont comparables à la vaporisation d'un liquide. Or nous savons que, pour ce dernier phénomène, la tension maximum de la vapeur possède la même valeur lorsque la vaporisation a lieu dans le vide et lorscju'elle a lieu dans un gaz quelconque, pourvu que la température reste la même dans les deux cas: en outre, cette tension est indépendante de la quantité de liquide qui se vaporise. Il doit donc en être de même dans les dissociations ayant pour type celle du carbonate de chaux; en d'autres termes, la pression du gaz provenant de la dissociation est, pour chaque température, indépendante de la nature et de la masse du gaz étranger qui peut
se trouver dans l'enceinle où s'effectue ce phénomène et de la masse du composé qui se dissocie. Cette loi peut d'ailleurs être considérée comme démontrée expérimentalement par les recherches quantitatives faites par Debray sur le carbonate de cbaux et par M. Isambert sur les combinaisons des chlorures et iodures métalliques avec l'ammoniaque. Atlmetlons-la donc et faisons-en usage pour le but que nous nous proposons.
266. Prenons deux vases de volumes v et v' contenant : le premier, une masse égale à l'unité d'azote et une masse m d'acide carbonique; le second, une masse m' d'acide carbonique. Soit ï la température commune de ces vases, et admettons que la pression commune p soit égale à la tension de dissociation du carbonate de chaux à la température T. Nous désignerons par A l'état du système formé par les deux vases dans ces conditions.
Si nous mettons ces deux vases en communication, les gaz se diffusent et l'entropie du système dans ce nouvel état B est plus grande que précédemment. Pour avoir la valeur de l'augmentation, employons un procédé analogue à celui qui nous a servi au paragraphe 187 pour trouver la variation de l'entroi^ie du système de deux sphères chargées de quantités égales d'électricités de noms contraires quand on fait communiquer ces sphères.
Nous pouvons supposer que le vase de volume t^' contient une certaine quantité de chaux ('); nous ne troublons pas
(' ) Voir plus loin le Tableau de la page 367.
ainsi l'éUU du mélange, car, après la (lillïision, la piossion do l'acide cari)oni(|iie esl inférieure à la tension de dissocialion p du carbonate de chaux à la température T et parconséciuenl ce dernier composé ne |)eul se former.
("comprimons les gaz contenus dans les vases, ceux-ci restant en communication et la température conservant la même valeur. La [iression de l'acide carbonif|ue atteint la valeur/», et, si la compression continue, une partie de ce gaz se combine avec la chaux, puisque la présence de l'azote n'a pas d'induence sur le phénomène, d'après ce qui précède. Arrêtons la compression au moment où une masse m' est combinée. Alors nous avons un mélange gazeux formé d'une masse i d'azole et d'une masse m d'acide carboniijue.
Séparons ce mélange du carbonate de chaux et laissonsle se détendre jusqu'à ce que la pression totale devienne p-, son volume est nécessairement c si, comme nous le supposons, la température reste T pendant cette détente. Une partie du système est donc revenue à son étal i)rimitif.
Prenons le carbonate de chaux et augmentons le volume du récipient qui le renferme. Le carbonate se décompose peu à peu et la pression de l'acide carbonique conserve toujours la même valeur /?. Quand le volume est devenu v', la masse d'acide carbonique à l'état gazeux est nécessairement m'. Tout le carbonate de chaux formé précédemment est donc décomposé et, si nous faisons abstraction de la chaux qui reste, le système tout entier esl revenu dans son état primitif A.
Or toutes les transformations précédentes sont réversibles. Par conséquent, si di) est la chaleur fournie au système pour une transformation élémentaire, la variation d'entropie
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résultant du passage de l'état B à l'état A est / -jt et celle
qui résulte du passage inverse ne diffère de la précédente que par le signe. Si donc nous appelons AS l'augmentalion d'entropie résulant de la diffusion des masses gazeuses considérées, nous aurons, d'après la définition de l'entropie donnée au paragraphe 186,
rdO
AS
ou
puisque toutes les transformations sont effectuées à la même température.
267. Si, après avoir passé de l'état B à l'état A par la série de transformations réversibles que nous venons de considérer, nous revenons de l'état B à l'état A par diffusion, nous accomplissons un cycle fermé auquel nous pouvons appliquer le principe de l'équivalence. D'après ce principe,
Q = At,
T étant le travail extérieur accompli, et Q la somme des quantités de chaleur fournies au système. Or la diffusion s'effectue sans emprunter de chaleur à l'extérieur; par conséquent, Q est égale à l'intégrale qui figin^e dans l'expression de AS et nous avons pour la valeur de cette dernière (juantiié
Le travail r a pour expression /> r/r, ch- étant la vaiiation du voiiiiiie (lu mélange. Mais la pression totale du mélange est la somme des pressions pi et p., qu'auraient les gaz si chacun d'eux occupait à lui seul le volume tout entier. Par conséquent,
La |»reniière des intégrales du second membre représente le travail r, qu'accomplirait l'un des gaz, l'azote par exemple, s'il était seul à subir les transformations, son volume étant toujours égal à celui du mélange; la seconde, le travail To qu'accomplirait l'autre gaz dans les mêmes conditions. Calculons donc ces travaux Tj et t,.
268. La masse de l'azote étant constamn)ent égale à l'unité, on a
et, par conséquent.
r,=fp.ch' = n,Tf^.
Les limites de l'intégrale sont : le volume ^' -h v' (ju'occupe le mélange gazeux quand le système est dans l'état B, et le volume «' du mélange d'acide carbonique et d'azote quand le système est revenu à l'état A; nous avons donc
T, = K,TLoir— ^
Le travail t., est plus difficile à évaluer, la masse d'acide carbonique gazeux étant variable. Cette masse est égale à
m H- tn' quand le système est dans l'état B, et elle conserve celte valeur jusqu'au moment où, par compression, la pression de l'acide carbonique dans le mélange est devenue égale à p. Pendant cette période de la transformation on a
et, par conséquent, Cp., dv = ( m + m' ) K2 T / ^' =-- ( m + m' ) H, T Log — ^ ,
v^ étant le volume du mélange gazeux à la fin de cette période.
Pendant la combinaison de la cbaux et de l'acide carbonique la pression reste p. Si donc nous appelons c, le volume du mélange gazeux au moment où une masse m' d'acide est entrée en combinaison, le travail correspondant à cette période est
La pression reste aussi égale à/» quand on décompose le carbonate de chaux formé; le volume du gaz étant c' à la fin de cette décomposition, le travail correspondant est
Quant à la masse m d'acide carbonique non combinée à la chaux, elle fait partie d'un mélange dont le volume passe de v.i'^A v\ pendant cette transformation on a
et, par suite,
fp, (h = m H /r / ^ = m H, T Log ^ •
En additionnant ces divers travaux, nous avons
T.> = ( /n 4- m ' ) Ko T Log
-\- p{v + r., — l'i) 4- mR,TLog— •
Par conséquent, la varialioii (Tentropie ciierchée est
(i8) AS=-4^=AH,Log^^-^til + (,„ + „i')AR,Log^^±-^ H- A/î(t'i— ('2— (•') + mARoLog^^*
269. Évaluons maintenant cette variation en admettant la proposition du paragraphe 263.
Le volume spécifi(]ue de l'azote dans l'état B du système est V -^ v' et son entropie a pour valeur, d'après la formule (i5),
ABi Log(t^H- ('') + c, LogT + a,.
Dans l'état A du système le volume spécifique de l'azote supposé seul est v et son entropie
AR, Logv + c, LogT + rt,.
Par conséquent, la variation d'etitropie de ce corps est
AH, Log ^^
Dans Tétai B du système on a une masse ju h- m' d'acide carbonique faisant partie d'un mélange de volume c-hc'; son volume spécifique est donc tn + m' et son entropie
{m + m') ( ARaLog r -h c, LogT ->r aA.
Quand le système est revenu à l'état A, l'acide carbonique se trouve en partie dans chacun des deux vases; son volume spécifique dans celui qui contient le mélange est m et son entropie
m ( AH2 Log h C2 LogT H- «2 ) ;
pour l'entropie de l'acide carbonique contenu dans l'autre vase, on trouverait
m' f AR2 Log — j H- c, Logï -H a^ j ; la variation d'entropie de l'acide carbonique est donc
( m + ni' ) AR., Los: 7 — m AR2 Log m' AR, Log — ■
Par conséquent, d'après la proposition admise, la variation d'entropie du système est
AS = ARi Log L-ll. + ( m + m' ) ARo Log ' ^ ''
— /?iAR-> Loii m' ARo Log — ;
270. 11 nous faut à présent, pour démontrer l'exactitude de cette proposition, faire voir que cette dernière exi)ression
est identique à l'expression (18). Leurs premiers termes étant les mêmes, il suffit de montrer (pie l'on a identiquement
{m -+- m') Ho Log ^ pi^'i— ^'2— ^') -^ "' H2 Log —
l> -+- i>' ç pi'
= {m-h m' ) Ho Log -. — m Rj Log /«' Rj Log —,
ou, en supprimant les termes communs aux deux membres,
(m H- /« ) Ko Log h ni R, Log —
v' 4- /«'Ro Log — -, -\- p{v< — i', — v')-=i o.
Or, remarquons qu'à la fin de la première période de la compression la pression de l'acide carbonique dans le mélange est/j; le volume de celui-ci étant ('1 et la masse d'acide carbonique qu'il contient étant m -\- m' , on a
/ji', ^ ( «i H- in ) H, T.
A la fin de la seconde |)ériode de la compression la pression de ce gaz est toujours p; la masse est m et le volume du mélange gazeux est v^; par conséquent,
Enfin, à la fin de la décomposition du carbonate de cbauxon a une masse m' d'acitle carbonique occupant un volume v' et dont la pression est />>; on a donc
De ces égalités il résulte immédiatement
/>(l'l— r,— ('')=rO
el
V, "^ 7 ^ "7 ^ îÇi ■
L'identité à démontrer se réduit alors à
(/« + m') Log^Sj^ + mLog h m Log = o.
Elle est évidemment satisfaite.
Nous pouvons donc admettre l'hypothèse de M. Uuhem et accepter la théorie tout entière.
271. Je crois devoir, pour l'intelligence de ce qui précède, joindre les deux Tableaux suivants. Dans le grand Tableau, la première colonne indique les phénomènes qui, se produisent dans chacune des périodes du cycle; les colonnes suivantes indiquent quelles sont dans chacun des vases el à la /in de chaque période la quantité d'azote, celle d'acide carbonique, la pression et le volume. En ce qui concerne le second vase qui contient de la chaux et du carbonate de chaux, le volume indiqué dans la dernière colonne n'est que le volume occupé par les gaz; on ne tient pas compte du volume occupé par les composés solides.
Le cycle comprend ainsi cinq périodes; si l'on ap|)elle V le volume total des deux vases moins le volume occupé par les composés solides et rry la pression totale, on aura :
.Nature Chaleur de la
Hekiliiiii enlre V el îrr. Travail, dégagée, transformation.
Première période (ditluslon). . . \ — v-^v',m=p =0 =0 irréversible
Deuxième période ( diffusion). . . \vy — (v-{-v')p ^o ^o réversible
Troisième période (dittusiouj. . V(rrT — y;) = consl. ^o ^o réversible
Quatrième période (diffusion ).. yc7 = consl. ^o ^o réversible
Cinquième période (diffusion). . T^=p ^o ^o réversible
•7 ÏC X a;
(In conipi-ime les gaz dans les (Umix vases et l'on pousse la conipn^ssion jus(iu'à ce (juc la pression (l(! (;0- étant dcvenu(i égale à p, ce gaz commence à se ('omliiner à la chaux. On peut supposer qu'on a réduit à zéro le volume du (hnixième vase, qui reste d'ailleurs en communication avec le premier.
On continue la compression, la pression de (lO- reste égale à p, ce gaz se comhine peu à p(!n à la chaux, on s'arivMo (|uand une (juautité ///,' s'est comliinéo.
On interrompt Va communication cntr(! les doux vases et Ion détend dans le ])remior vase jus- (ju'à ce (lue la pression redevienne (■gale à p.
On d('!tond dans le deuxième vase, la pression y demeure constamin(!nl. ('gale à p et le carlionate se dissocie; peu à peu, on ari'ète (juand la dissociation est ceiiiplèle.
I. — Piles hvdro-électriques
272. Quantités définissant l'état d'une pile. — La connaissance de la pression p et de la température T ne suffit pas pour déterminer complètement l'état d'une pile hydroélectrique; une troisième variable au moins est nécessaire pour définir l'état chimique du liquide ou des liquides qui composent la pile. Le zinc constituant l'une des électrodes de la plupart des piles, nous pouvons prendre pour celle variable la quantité m de zinc qui est dissoute à l'instant considéré.
Nousaurons d'ailleurs à considérerd'aulres quantités, mais elles dépendent des trois précédentes.
L'une d'elles est le volume v des corps qui interviennent dans les phénomènes dont une pile est le siège; la variation de ce volume est souvent très petite, mais elle ne saurait être négligée dans le cas où il y a des gaz dégagés, comme dans la [)ile de Bunsen, ou des gaz absorbés, comme dans la pile à gaz.
Si l'on ap|)elle i l'intensité du courant qui circule dans le
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conducteur réunissanl les pôles de la pile, la (|uanlilé d'électricité qui traverse une section de ce conducteur pendant un temps dt est i df. D'après la loi de Faraday, cette (pianlilé est proportionnelle à la quantité f//« de zinc dissoute pendant ce temps; nous avons donc
dm ^ fvi di,
L|énergie voltaïque produite pendant le même temjts a
l)Our valeur
Eidt,
E étant la force électroniotrice de la pile. J.orsqu'on prend le volt et l'ampère pour mesurer les forces électromotrices et les intensités, l'énergie voltaïque est exprimée par le c|uolient d'un certain nombre de kilogrammètres par l'accélération g- du mouvement des corps graves.
Pour que l'énergie voltaïque soit exprimée en kilogrammètres il faut donc modifier les unités électriques; nous su |)poserons cette modification faite.
A lors la valeur en calories de l'énergie voltaïque ou chaleur voltaïque est
AE / dl = -T-^ dm .
273. Théorie d'Helmholtz. — L'énergie vollaï(pie provient nécessairement de l'énergie dépensée dans la pile par suite des réactions chimiques (|ui s'y produisent. Pendant longtemps on a cru que ces deux énergies étaient égales. S'il en était ainsi, on aurait, en appelant Ldm la chaleur chimique dégagée quand une masse dm de zinc est dissoute,
'——dm zzr- L dm, P. ai
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et, par suite,
AE
Au moyen de cette égalité il est possible de calculer la force électromotrice d'une pile quand on connaît les réactions chimiques dont elle est le siège et les données ihermochimiques à ces réactions. Ce calcul a été fait pour un assez grand nombre de piles; il a toujours donné pour la force électromotrice une valeur plus grande que celle qui est fournie par l'expérience. Il n'y a donc pas égalité entre l'énergie voltaique et l'énergie chimique de la pile. Nous poserons
Ldm=z^{E-ï-Et)dm.
Mais la chaleur chimique se compose de deux parties : la chaleur compensée L' dm et la chaleur non compensée h" dm; par conséquent,
( 1 ) V dm H- L" dm =: 77 E dm -4- — Ei dm.
M. H. von Helmhollz admet que l'on a
c'est-à-dire : La chaleur voltaïque est égale à la chaleur non compensée que fournirait la réaction chimique, si cette réaction se produisait sans engendrer de courant.
En s'appuyant sur cette proposition, admise à titre de postulatum, Helmholtz a édifié une théorie thermodynamique de la pile.
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274. Démonstration du postulatum d'Helmholtz. — Cette proposition peut être déinoiilréc à l'aide (riiiic iiypothèse : la force électromotrice M d'une pile peut dépendre des variables/>, T, m, mais elle est indépendante de l'intensité i du courant.
En particnlier, la force électromotrice de la pile reste la même quand le courant change de sens et qu'elle devient ainsi contre-éleclroniotrice; c'est ce qu'on exprime quel(|uefois en disant que la pile est réversible. Il |)eul tlonc.vavoir des piles auxquelles celle théorie ne serait pas ai)plicable, car celle condition peut ne pas être toujouis rem|)lie.
Admettons celle hypothèse el considérons un circuit fermé contenant une pile de force électromotrice E el une machine d'induction de force électromotrice E'; la pile et la machine sont en opposition.
Par suite du passage du courant dans le circuit et du fonctionnement de la pile il se développe de la chaleur, el la température du système formé par le circuit el la pile varie. Nous supposerons (|ue la chaleur est enlevée à mesure qu'elle est produite, de telle sorte que la température du système reste constamment T; nous supposerons aussi que la pression reste constante. Alors des trois variables dont dépend l'étal du système, une seule, m, change de valeur; soit dm sa variation pendant un intervalle de temps dt.
275. Les phénomènes qui se produisent dans le système étant irréversibles, nous devons avoir
(2) Jd^>j-^
D'après la définition de la chaleur compensée, la variation d'entropie de la pile esl
de—— Y ^^"^
Nous ignorons si l'entropie du système varie par le fait qu'un courant électrique y circule, mais il est facile d'éliminer la variation qui peut en résulter en supposant qu'au commencement et à la fin de l'intervalle de temps considéré l'intensité du courant esl nulle. Par suite de cette hypothèse, le premier membre de l'inégalité (2) est donné par l'égalité (3).
La quantité de chaleur développée dans le circuit est, d'après la loi de Joule,
AR P cit.
K étant la résistance du circuit. Puisque nous supposons que cette chaleur est enlevée et que la température du sys-
teme reste constante, la portion de I intégrale / -737- relative au circuit est
- ^ fni'dt.
I^a chaleur dégagée par la réaction f|ui se produit dans la pile est
fLdm = ^ fiE^E,)dm.
Mais, puisque la portion j j ^- <'^'» »^'st transformée en énergie vollaique, celle qui doit élre cidevée pour maintenir
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conslaiile la température He la pile est
^- rE,r//« = A f¥.,idt.
et, par suite, la partie de I intégrale I ^p- <pii est relative a la pile a pour expression
idt.
L'inégalité (i) devient donc
ou
fv ki dt < A Tr V- dl ^ A Te, i dl.
276. Nous pouvons toujours supposer l'inlervaile de temps, pendant lequel nous considérons le système, assez petit pour que les quantités E, E,, R et L' puissent être regardées comme constantes pendant cet intervalle. Comme nous voulons que l'intensité / du courant soit nulle au début et à la tin de cet intervalle, nous sommes obligés de supposer que « et que la force électromolrice E' de la machine d'induction sont variables. Dans ces conditions l'inégalité précédente peut s'écrire
A L' j idt< AR / /- di — AE, / i dt.
Elle peut être transformée au moyen de l'égalité fournie par la loi de Ohm. D'après cette loi, nous avons, en dési-
gnant par M le coefficient de selC-iiKluclioii du circuit,
E-E +M^ = Ri,
dt
ou, en multipliant par i dt,
(E — E') ;V/^ 4- M idi = R i'^ dt, et, par suite,
(E — E') fidt + M fidi—R fi^dt.
L'inlégrale / i di Si pour valeur -• Mais, puisque nous
avons supposé l'intensité du courant nulle au commencement et à la fin de l'intervalle de temps considéré, cette valeur se réduit à zéro. L'égalité précédente devient donc
( 4 ) ( E — E' ) A- dt =: K fi' dt
et la dernière inégalité peut s'écrire
/. L fi dt <A{E^E,-E') fi dt.
Le second membre de l'égalité (4) est nécessairement positif, puisque R et i^ le sont; par suite le premier membre Test aussi, et nous pouvons, sans cbanger le sens de l'inégalité précédente, en diviser les deux membres par
(E-E') fidt.
Il vient alors
ou
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277. (]ette inégalité doit être satisfaite quel que soit E'. Montrons qu'il ne peut en être ainsi que si
En effet, si cette différence était positive, son quotient par E — E' pourrait être négatif et très grand pour une valeur de E — E' négative et très petile; alors l'inégalité (5) ne serait plus satisfaite. Si elle était négative, il suffirait de prendre pour E' une valeur un peu plus grande que E pour que l'inégalité cesse encore d'avoir lieu. Elle doit donc bien être nulle.
Mais, si l'égalité (6) est satisfaite, il résulte de l'égalité (i)
ce qui démontre le postulatum d'Helmliollz.
278. Influence de la température et de la pression sur la force électromotrice. — Appelons Cdt la quantité de chaleur qu'il faut fournir au système quand la température varie de d'ï, les autres variables p et m conservant les mêmes valeurs, et ).dp celle qu'il faut fournir quand la pression
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varie seule d'une quanlité dp. Pour une variation dm de la troisième variable m la chaleur produite par la réaction chimique est Ldm. Par conséc|uent, la quantité de chaleur à fournir quand les quantités p, T et fu varient simultanément est
dQ = C dT 4- l dp - L dm.
Toutefois celte expression n'est exacte que si le circuit de la pile est ouvert, car s'il est fermé le passage du courant dans le conducteur reliant les pôles y développe de la chaleur. Supposons donc le circuit ouvert.
Si la variable m restait constante pendant une transformation, deux quantités p et ï suffiraient à définir à chaque instant l'état du système et cette transformation serait en général réversible. Nous aurions donc pour la variation
d'entropie
j^ dQ CdT-hldp d^ = ^= T
Si au contraire m variait seule de dm, la variation d'entropie correspondante serait
r/S = — —dm.
Par conséquent, la variation d'entropie résultant d'une variation infiniment petite des quantités/», T et m est
,^ C dT + l dp L' ^ ds -= Tp Tp- diyi.
279. Calculons maintenant la variation dW de la fonction H' de M. Massieu. On a
(7) W—'ï^-\} — kpv
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et, par suite,
r/H'= S dï - T ^S ~d[ — \p <L- - A r dp.
Mais, d'après le principe de réfnii\alence, d[: — dQ — \pd,;
par conséciiieiit, en remplaçant dV par celte valeur dans l'expression de r/H', il vient
./H = S dl ^ T d^ — r/0 — A (■ dp.
Si nous remplaçons ^Q et r/S par les valeurs précédemment trouvées, nous obtenons après simplification
r/H' = S r/T — L' f/w? — L r//« — Ai- ^/> ou
r/H = S dl — A (• dp — h dm .
280. Or <YH et r/S sont des dilïérentielles exactes. Les coefficients de f/T et de dm dans l'expression précédente de <^H doivent donc satisfaire à l'égalité
d> _dU dm d'ï
En remplaçant L par sa valeur (7) et -j— par sa valeur
* on a
ou encore
^E dJ
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En exprimant que dS est une différentielle exacte, nous obtenons une nouvelle relation,
d (cy
~ dT T
I dC ï dm ~
d /AE,
ou
ou enfin, en remplaçant Ei par la valeur tirée de la relation (8),
kcPE_i_dC ^^^ k cIT- ~ T Tù^i'
De cette dernière relation il résulte que la force électromotrice d'une pile hydro-électrique est une fonction linéaire de la température quand la capacité calorifique du système n'est pas altérée par la réaction qui se passe dans la pile. D'après la relation (8) elle est constante quand Ej est nul, c'est-à-dire quand l'énergie chimique de la pile est entièrement transformée en énergie voltaique.
284. L'expression de dW nous fournit une nouvelle relation en écrivant que les coefficients de dp et de dm satisfont
à l'égalité
d\J__ dv dp d/fi
En y remplaçant L" par — E, nous avons A'
^E _ dv
dp ' dm
La force électromotrice d'une pile augmente donc avec la
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pression lorsque -7— est néuatif, ce fini a lien quand des yaz sont absorbés par la pile: elle diminue au contraire quand la pression aujrniente lorsque -j— est positif, ce qui se produit dans les piles dégageant des gaz, la pile de Bunsen par exemple.
Piles thermo-électriqles
282. Circuits hétérogènes. — Considérons un circuit fermé formé de plusieurs métaux soudés bout à bout. Cliacune des soudures étant le siège d'une force électromotrice, le circuit est en général parcouru par un courant; il n'y a d'exception que si tout le système est à la même température, cas dans lequel, d'après la loi de Voila, la somme des forces électromotrices de contact est nulle. Appelons H'inlensité de ce courant.
Prenons deux points A et B sur ce circuit. Si nous désignons par R la résistance de cette portion de circuit et par 2E la somme des forces électromotrices de contact comprises entre A et B, la loi de Ohm donne, pour l'excès V, — \\ du potentiel de A sur le potentiel de B,
V,- Vo=K/-iE.
Si nous admettons que la loi de Joule s'applique à un pareil circuit, la quantité de chaleur dégagée dans la portion AB du circuit pendant un temps dt est
A (V, - \,)idt = AR /•- dt — ki dtlY..
283. Dans le cas où le circuit est homogène, lE est nul et la quantité de chaleur dégagée est Alii-dt; le second terme — AidtlE se rapporte donc aux soudures; et, s'il n'y a qu'une soudure entre A et B, la chaleur qui s'y dégage est égale h — Ai dtE.
284. Théorie élémentaire des piles thermo-électriques. — Prenons deux métaux A et B {/ig. 38) dont les soudures
Ml et Mo sont à des températures différentes, et intercalons une machine d'induction C sur le circuit. Cette machine est mise en mouvement par le courant qui circule dans le circuit et produit du travail. Le système est donc tout à fait analogue à une machine thermique : on y trouve une source froide et une source chaude, puisque les soudures sont maintenues à des températures difTérentes, et l'on produit du travail. 11 est donc naturel de lui appliquer les principes de la Thermodynamique.
Admettons que l'intensité du courant reste constante et supposons qu'à chacjue instant on enlève aux divers points du circuit et des soudures la chaleur qui s'y développe. Dans ces conditions le système reste constamment identique, et, quel que soit l'inlervalle de temps pendant lequel on le con-
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sidère, le cycle esl loujoiirs fermé. Nous devons donc avoii
dO
ff'f
l'une des intégrations se rapixtrlanl an cycle décrit par un des éléments du système, l'autre devant être étendue à tous les éléments du système.
Mais, puisque le cycle esl toujours fermé quel que soit l'intervalle de temps, nous pouvons supposer cet intervalle infinimet)t petit. Alors le cycle de chaque élément est luimême infiniment petit et l'on n'a plus à considérer qu'une seule intéiirale. La condition est donc
•dO
285. La quantité de chaleur qu'il l'aul enlever à un élément du conducteur, pendant l'intervalle de temps considéré dt, pour qu'il ne s'échauffe pas est
Xd[{i-dt.
Par conséquent, la portion de l'intégrale précéilente qui se rapporte au circuit entier esl
dR
— Xt-dt / —
A la soudure M, la quantité de chaleur dégagée est, si l'on admet que la loi de Joule s'applique à un pareil circuit,
— AEi i dt, E, étant la force électromotrice à cette soudure. A l'autre
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soudure la force électromotrice a une valeur différente Eq ; elle doit être prise avec un signe contraire à celui de E,, puisque les métaux A et B sont rencontrés dans un ordre inverse à la soudure Mi et à la soudure Mo quand on parcourt le circuit entier dans le même sens. La chaleur dégagée à cette soudure est donc
-+- AEo idt.
Si nous désignons par ï, et T^ les températures des soudures M, et Mo, les termes de / -rp qui y correspondent sont
— FF et T^
Par suite, l'inégalité de Clausius devient
_Ar.../^^^A,-.<(|-|)<o.
286. Cette inégalité doit êlre satisfaite quelle que soit l'intensité du courant, puisque nous n'avons rien supposé sur la valeur de la force électromolrice de la machine intercalée dans le circuit et que, par suite, nous sommes libres de faire varier l'intensité en faisant varier cette force électromotrice. Or le premier membre de l'inégalité est nul pour i= o; c'est donc sa valeur maximum. Par conséquent, sa dérivée par rapport à /,
i - „ r^^^ 4 y,/ E, Eo\
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<loit èlie nulle quand ou y fait / = o. Ou doit donc avoir
et, par suite,
E,-Eo=/i-(T,-To).
D'après cette formule, la force éleclromotrice d'un couple thermo-électrique doit être proportionnelle à la différence de température des soudures. Cette conclusion est en contradiction avec les faits expérimentaux, puisque ceux-ci montrent (|ue la force électromolrice cliau<^e de siyne pour une certaine valeur île la différence de température et qu'elle peut être représentée par la l'onction
a(T,-To)-^(Tf-T,^).
La théorie élémentaire que nous venons d'exposer doit donc être rejetée.
287. Théorie de sir W. Thomson. — Sir W. Thomson admet qu'il existe une force électromotrice au contact de deux portions d'un même conducteur à des températures différentes; il assimile donc ces deux portions à deux conducteurs de nature différente, assimilation qui paraît très vraisemblable.
Par suite de cette hypothèse un circuit fermé homogène dont tous les points ne sont pas à la même température est parcouru par un courant, et chaque élément du circuit est le siège d'une force électromotrice. Cette force électromotrice dépend nécessairement de la température T de l'élément et de la différence dJ entre cette température et celle del'élé-
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ment voisin. Nous poserons donc
Des forces éleclromotrices de ce genre se produisent dans le circuit considéré précédemment, car, par suite de la conductibilité thermique, la température décroît uniformément dans les métaux A et B depuis la soudure chaude jusqu'à la soudure froide. En tenant compte de ces forces électromotrices, sir W. Thomson a établi une théorie des piles thermoélectriques dont les conclusions sont conformes à l'expérience.
Mais, malgré cette concordance, la théorie de sir W. Thomson a soulevé quelques objections. On lui a reproché notamment de ne pas tenir compte de la chaleur qui passe de la soudure chaude à la soudure froide par conductibilité thermique. Toutefois cette objection est sans importance, car nous allons voirqu'il est possible de présenter la théorie de sir W. Thomson sans donner prise à cette critique.
288. lleprenons le couple thermo-éléctrique dont les soudures Ml et Mo sont aux températures TiCtToCt dans le circuit duquel est intercalée une machine d'induction. Nous supposerons encore que l'intensité i du courant demeure constante et qu'on enlève la chaleur à mesure qu'elle se produit, en chaque pointdu système. Nous admettrons aussi qu'on ne considère le système que pendant un intervalle de temps infiniment petit dt. Nous aurons, [tendant cet intervalle,
PIIKNOMÈNES ÉI-KCTRIQLKS. 385
Dans celle inlégrale dQ peul indifféremment représenter la chaleur fournie à chaque élément du système soil parles corps extérieurs seuls, soit par les corps extérieurs et les autres éléments de système. Adoptons celte dernière interprétation et posons
dQ = dQ' + ^Q",
dQ' se rapportant aux corps extérieurs, ^Q" aux éléments du système.
La différence de [)otenliel entre les extrémités d'un élément du conducteur A est
ir/R-9(T)^T
loi-sc|u'on lient compte de la force électromotrice due à la variation de température. Si nous admettons la loi de Joule, qui, comme nous le verrons plus loin, pourrait bien ne pas être applicable aux circuits hétérogènes, la chaleur dégagée dans cet élément par le courant pendant le tem|)S dt est
A /- dt dl\ — A idt 9 ( T ) dJ.
En même temps l'élément reçoit par conductibilité des autres éléments du système une certaine quantité de chaleur; comme les échanges de chaleur entre éléments ne peuvent se faire que par conductibilité, celte quantité est dQ". La quantité de chaleur reçue jiar l'élément est donc
A i- dt dn — A idt 9 ( T ) rfT -h flfQ",
et, puisque cette chaleur doit être enlevée, la chaleur fournie par les corps extérieurs au système à l'élément considéré
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est
rHy — — A/V/f/ll -H A /r//o ( ï ) r/T — di}" .
Nous déduisons de celle égaillé
dQ = dQ'-h dQ " = — A /- dt r/R 4- A ; dt o{T)dT;
l'expression de dQ ne change donc ])as, que l'on tienne compte ou non de la conductibilité tliermique.
Pour un élément du conducteur B nous avons une expression analogue; il n'y a que la fonction qui donne la force électromotrice due à la variation de température qui se trouve changée. Si nous appelons '^( T) cette fonction, nous
avons
dQ=- A l'dtdW 4- A idt J; ( T ) ^T.
A la soudure M, nous aurons, comme dans la théorie précédente,
dQ — \Y.,idt,
et à la soudure Mo,
dQ —— AV.t,idt.
L'inégalité de (^lausius devient donc
- Ai-dt / -TjT- -\-Aidt / ^
^Aidtf'^ dT -H Aldt (|i - |i) < o.
Le maximum de son |)remier membre ayant lieu pour/ = o, sa dérivée par rapport à / est nulle |)our cette valeur de la variable, ce qui donne la relation
Il J (I . ' ^ J l
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Mais, si l'on se déplace siii- le circuit dans le sens CBMqAMiC, les limites de la première intégrale sont To et T,, celles de la seconde T, et To; nous pouvons donc écrire la rcialinti précédente
D'ailleurs, on [)eul poser
T)-'MT
<rï
E désignant la force électromotrice résultant du contact ties métaux A et B lorsque ces métaux sont à la température T; nous avons donc
ou
TiT-^ «1
Celte condition devant être satisfaite quelles que soient les limites de l'intégrale, puisque To et T, sont arbitraires, la quantité placée sous le signe d'inlénration doit être nulle, c'est-à-dire
ICI
290. Les fonctions o et 'h sont inconnues; l'hypothèse la plus simple est de supposer qu'elles sont proportionnelles
à la température; posons donc
a)(T) = aT et i^(T) = pT. Nous avons alors
et, par suite,
La force électromotrice du couple est la somme des forces électromotrices de contact et de celles qui proviennent de la variation de température, c'est-à-dire
ou
E, -Eo+ f \{T)d'r+ f '-^(T)rfT /;"[^+,(T,-,(T)].T.
Si nous portons dans cette expression les valeurs précédentes de cp, (]> et E, nous obtenons
f \- 2bT -i- a-^ bT)dT = a{T,-To) - - {T',—Tl);
l'expression de la force électromotrice d'un couple en fonction de la température est donc de la même forme que celle qui résulte de l'expérience.
Mettons Ti — To en facteur; nous avons
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Lorsque T, est très peu supérieur à ï„, le second facteur
diffère peu de
a — bl^;
si nous supposons cette quantité positive, les deux facteurs sont positifs. Quand Tj augmente, le terme négatif du second facteur augmente en valeur absolue, et pour une certaine valeur de T, ce facteur est nul ; pour une valeur plus grande, il est négatif et par suite de signe contraire au premier facteur qui reste toujours positif. La force éleclromolrice change par conséquent de signe en s'annulant. La théorie de sir W. Thomson explique donc l'existence du point d'inversion.
291. Modification de la théorie précédente. — Reprenons les équations qui servent de point de départ aux théories que nous venons d'exposer.
En premier lieu, nousavons écritque la différence de potentiel entre deux points A d'un circuit hétérogène a pour valeur, d'après la loi de Ohm,
V, — Vo=R/ — 2E.
Ensuite nous avons admis, en étendant la loi de Joule aux circuits hétérogènes, que la quantité de chaleur dégagée dans la portion considérée du circuit est
A(V,-Vo)^'^^ ou, en tenant compte de la relation précédente,
De cette dernière expression nous avons conclu que la
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chaleiii' dégagée dans le circuit esl ARi'-dt quand le circuit est homogène, puisque alors lE est nul et que la chaleur dégagée au point qui est le siège d'une force électromotrice E a pour valeur — \Eidt.
De ces deux conclusions la première esl vérifiée par l'expérience, puisqu'elle n'est autre que la loi expérimentale de Joule; la seconde, au contraire, ne saurait être acceptée sans examen.
Eti effet, d'après la seconde conclusion, la chaleur dégagée à une soudure quand un courant la traverse devrait être proportionnelle à la force électroniotrice de contact dont elle est le siège. Or celte chaleur dégagée est l'effet Peltier, et l'on, ne peut démontrer que cet effet soit proportionnel à la force électromotrice de contact. En effet, dans un courant fermé, cette force de contactest inaccessible à l'expérience, ([ui ne peut atteindre que la somme alg-ébriqae ûeiouie?' les forces de contact du circuit.
La chaleur dégagée dans un élément d'un circuit dont la température n'est pas uniforme devrait également être proportionnelle à la force électromotrice 9(T)^T résultant de la variation de température d'une extrémité à l'autre de l'élément. En est-il réellementainsi?C'eslce qu'on ne saurait dire, car, si l'effet Thomson a pu être mis en évidence par l'expérience, l'expérience, comme nous venons de le dire, ne peut atteindre les forces électromotrices qui lui donnent naissance, pas plus qu'aucune autre force de contact envisagée individuellement.
292. Reprenons donc cette théorie et montrons que cette nouvelle difficulté n'en change pas les conclusions.
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l)ési^ii(»ii> |);ir
E,, -E,, 9'(T)./T, •l(T)dT
les forces éleclroinolrices de conlacl et les forces éleclroiiiolrices éléiiieiilaires résullant de la variation de lempératiii'e d'iiii point à un autre; nous aurons, pour la foi'ce électro motrice du cou|)le,
Si nous conliiuions à désigner [)ar
— \EiCcit, -+-\E,,idt
les quantités de chaleur dégagées aux soudures, et par A i dt 9 ( 1 ) d'[\ A i dt •; ( T ) d'V
les quantités dégagées dans un élément du mêlai A et un élément du métal B, tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 288 el 289 reste exact. Par consétiuent, en admettant que 9 et 'b sont proportionnels à T, nous aurons encore
(') Ei-E„+r [9(T) — 'KT)]^/!
Appelons E., la force éleclroniotrice de la machine d'induction intercalée. Le travail produit alors est E^idi, el, par conséciuent, la somme des quantités de chaleui' dégagées dans le circuit doit être équivalente à ce travail; nous avons
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donc
AE, i dt — AEo idt — k i' dt f dR
-\-Aidt / [o{T) — '\>{T}]dT = AE,idt
ou
E,-Eo4- f '[©(T) — '];(T)]r/T=:R<' + E,.
Si nous partons d'un point du circuit et si nous revenons
en ce point après avoir décrit le circuit entier, la différence
V] — Vo entre le potentiel du point de départ et celui du
point d'arrivée est nulle; par conséquent, la loi de Ohm
donne
E,+ Rf-2E = o
ou
Ces égalités (2) et (3) nous montrent que le premier membre de l'égalité (i) est égal à la force électromotrice de la pile. Nous arrivons donc au même résultat que précédemment.
Mais quelle relation y a-t-il entre la force électromotrice E' en un point et le quotient E de la chaleur dégagée en ce point par Ai dt? Les considérations précédentes ne |)euvent nous le dire; les égalités (2) et (3) ne nous ai)prennent qu'une chose : c'est que dans un circuit fermé on a
Des nombreuses théories proposées pour trouver la rela-
PHÉNOMÈNES ÉLECTRIQUES. 3g^
lion entre E et E' nous n'exposerons (|iie celle de M. Duhem. Nous verrons qu'elle soulève encore d'assez graves difficultés et la discussion que nous en ferons montrera qu'elle reste douteuse.
III. — Théorie de M. Duhem
293. Potentiel électrostatique. — Des recherches expérimentales de Coulomb il résulte que deux corps électrisés dont les dimensions sont très petites par rapport à la distance /• qui les sépare exercent entre eux une force
dq dq'
dq et dq' représentant les charges électriijues des deux corps, la mesure de ces (|uantilés étant effectuée au moyen d'une unité convenablement choisie.
Pour une variation dr de la distance, le travail de cette force est
'^l^dr
ou
^^'dqdq'
Par conséquent, le travail des forces électriques qui s'exercent entre les diverses molécules d'un système électrisé lorsque ce système subit une transformation ayant pour effet de faire varier de dr la distance de ces molécules est
- fiC-^
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l'intégrale éiant étendue aux combinaisons distinctes des molécules prises deux à deux. On peut encore écrire ce travail
dq et dq' désignant les charges de deux molécules quelconques, et l'intégration étant maintenant étendue à toutes les molécules du système.
Posons
le travail des forces électriques pour une transformation élémentaire du système a alors |)our expression
Cette fonction W, ainsi définie, est appelée V énergie électrostatique du système.
Elle peut se mettre sous une autre forme. En eiïet, le potentiel du système étant
Ténergie électrostatique peut s'écrire
294. Systèmes formés de conducteurs homogènes. — Considérons un système formé de conducteurs électrisés homogènes. Si nous lui faisons subir une transformation qui modifie les charges et les positions dans l'espace des
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coiiclucleurs, sans allération de la forme, <Iii volume, de léiat |)liv<i(iiie ou cliimi(|iie et de la tempéralure «le ceuxci, et sans qu'il y ait échange d'électricité entre deux conducteurs de nature ditlérente, la dilîérence C — AW et l'entropie S du système restent constantes.
Pour démontrer celle propriété, supposons d'abord que les conducteurs du système changeiil de position liaiis l'espace, mais conservent la même disliibution électrique.
Si nous appliquons à chacun des conducteurs une force égale et contraire à la résultante des forces électriques auxquelles il est soumis, la vitesse de ces corps est constamment nulle pendant \i\ tiansfomialiun ; par suite, l'accroissement de force vive du système est nul. Le principe de la conservation de l'énergie donnera donc
d\J = r/Q ^ At.
Les forces extérieures api^liquèes aux conducteurs étant égales et contraires aux forces électriques, leur travail est égal à celui de ces dernières changé de signe, fee travail t fourni au système pendatil la liansfoimation est donc
par conséquent,
dl = (H) - A d\\
ou
d{l' — \\\)^dQ.
Mais, dans les conditions où elle s'etlectue, la transformation est réversible; |»ar suite,
dO d^^-f.
Or il n'y a aucune production ou absorption de chaleur, puisque nous supposons que la distribution électrique sur les conducteurs ne change pas; clQ est donc nul. Les égalités précédentes montrent qu'alors U — AW et S ne varient pas.
295. Considérons un des conducteurs du système, et montrons que les fonctions U — AW et S conservent les mêmes valeurs quand la distribution électrique de ce conducteur varie.
Prenons une molécule matérielle m de ce conducteur possédant une charge dq et occupant le point M {Jiff. Sg).
Fig. 39.
Transportons cette molécule avec sa charge en M', et en même temps transportons la molécule matérielle qui occupe le point M' en M. Ensuite laissons la charge électrique dq revenir de M' en M par conductibilité. La forme, le volume, l'état physique ou chimique du conducteur ne sont pas altérés par cette transformation, puisque le conducteur est homogène et que nous n'avons fait fpie permuter entre elles deux molécules de matière; les fonctions U et S conservent donc la môme valeur. D'autre part, la distribution électrique est la même avant et après cette transformation; par consé-
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quent, l'énergie électrosiati(|iie, (|iii iic (1<'|)«'ihI f|U(' des positions des masses électriques, ie|)rend la même valeur, [.es variations de U — AVV et de S sont donc nulles. Celte conclusion subsisterait évidemment si les jioinls M et M'appartenaient, respectivement, à deux conducteurs de même nature.
Cette opération se décompose en deux phases : 1° Transport des molécules matérielles M et M'; 2° Transport de l'électricité par conduction. La première phase, ainsi que nous l'avons vu, ne modifie pas les fonctions U — AW et S; l'opération totale ne les modifie pas non plus; donc il doit en être de même de la seconde phase.
Les variations de la distribution électrique par conduction n'altèrent donc pas ces deux fonctions.
Nous pouvons donc modifier la distribution électiique sur les conducteurs du système, faire passer de l'éleclricité d'un conducteur sur un autre de même nature, et en même temps, d'après le paragraphe précédent, déplacer ces conducteurs sans modifier U — AW et S. La proposition énoncée se trouve ainsi démontrée. 11 en résulte immédiatement que ces fonctions ne dépendent ni des positions des conducteurs, ni des dislribulioiis électriques; elles dépendent des quantités qui fixent l'étal physique ou chimique, la forme, etc., de ces conducteurs et des charges électriques qu'ils possèdent. Cherchons comment elles dépendent de ces dernières quantités.
296. Expressions de U — AW et de S en fonction des charges. — Pour simplifier, réduisons le système à deux
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conducteurs A el B homogènes mais de nature dilTérente et dont les charges sont q^ el q.2. A])pelons U, S et W les valeurs de l'énergie interne, de l'entropie el de l'énergie électroslalique dans l'élal considéré, et U, el Si les valeurs des deux premières fonctions quand le système est à l'état neuti'e.
Adjoignons au système un certain nombre m -t- // de sphères égales entre elles dont ni sont formées avec la matière du coutlucleur A, et n avec la matière du second conducteur; nous appellerons s^ rentro|)ie d'une des premières, el 5, celle d'une des secondes quand elles sont à l'étal neutre.
L'ensemble du système considéré et de ces sphères supposées à l'état neutre foi-me un système dont l'entropie est
S'= S H- msx -t- ns.2.
Faisons passer la charge 7, du corps A sur q^ des sphères formées de la même matière; ce corjts reviendra à l'étal neutre el chacune des sphères possédera une charge 1; soit s\ la valeur de l'entropie de l'une d'elles dans ces conditions. Faisons également passer la charge q.2 de B sur q^ des sphères formées de la même matière, et désignons par 5^ l'entropie d'une de ces sphères quand elle possède une charge i. Nous avons alors un nouvel état du système total pour lequel l'entropie est
S'i = Si-H {m — ^i).fi-+-7i5, H- {n — q.2)s.2-\-q2s'.2.
Mais, d'après ce qui a été dit au paragraphe précédent, le passage de l'électricité d'un conducteur sur un autre de même nature ne modifie pas l'entropie du système; par cou-
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séquent, S':=S',, ce qui nous donne
S = S, — 7,(.v, — À-,) -h '/..(.v.; — .Vo).
Or 5, — Si ne dépend que de la nature et de l'état physique des sphères et, par suite, du conducteur A; nous pouvons donc poser
Pour les mêmes raisons nous poserons s'., — Si—r,i,
r/, et T/i étant des coefticienls ne dépendant pas des charges Çi et (/i- Nous aurons alors, pour l'expression de l'entropie du système des conducteurs A et li en fonction de ces
charges,
S = Si -r- r,| fji -r- n-^r/.,.
Pour un système comprenant un plus grand nombre de conducteurs nous aurions, en général,
(i) S = Si-i-Tu^i-f-r^o^, — . . .~n„qn-
Nous n'avons considéré que l'entropie. Mais les mêmes considérations s'appliquent évidemment à la fonclion U — AW ; nous trouverions pour cette fonction
(2) U — AW = U, -4- 5, q, + 5, Y, ^ . . . -t- 5„/y„,
U, désignant l'énergie interne du système à l'étal neutre et 5,, 9-2, . . ., 9„ des coefficients indépeniiants des charges.
297. Différence de potentiel au contact et effet Peltier. — Considérons deux conducteurs de nature ditlerente, mis en communication métallique.
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Il circulera un courant dans le fil qui les joindra l'un à l'autre et ce fil sera en général le siège d'un i»hénoniène irréversible, à savoir la production de la chaleur de Joule. Mais, si la différence de potentiel des deux conducteurs est très voisine de celle qui correspondrait à l'équilibre, l'intensité du courant sera infiniment petite et, comme la chaleur de Joule est proportionnelle au carré de cette intensité, elle sera un infiniment petit du deuxième ordre. Nous pourrons alors la négliger et les phénomènes seiont réversibles. La variation d'entropie du système est donc, en supposant les deux corps à la même température T,
La variation d'énergie interne est
puisqu'il n'y a pas de travail fourni au système. Par conséquent, nous avons
(4) rfU = T^S.
Appelons dg la quantité d'électricité qui passe du premier conducteur au second; la charge de ce dernier devient q., + dq et celle du premier Çi — dq. Par conséquent, la variation d'entropie du système est, d'après la formule (i),
(5) dS = dq{ri.2~ rii)
et celle de l'énergie interne, d'après la formule (2),
d\]=AdW~hdq{d,— 9,).
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Nous avons donc, en vertu de l'égalilé (4),
Mais, si nous appelons V, ei V, les potentiels des deux conducteurs, la variation de û^W est
d\\ = {\\-\.,)dq.
En remplaçant ^^W par ces valeurs dans l'éj^alité précédente, nous trouvons, |)our l'expression de la différence de potentiel au contact,
La chaleur absorbée par le système est donnée par la relation (3); en y remplaçant t/S par sa valeur (5), il vient
d(^ = {r,,-n,)Tdq.
La chaleur dégagée, c'est-à-dire l'etlet Peltier, est donc proportionnelle à
298. Il est maintenant possible de trouver quelle relation existe entre le coefficient de l'etîet Peltier et la différence de potentiel au contact.
Montrons d'abord qu'il existe une relation entre les coefficients 5 et r,.
Échauffons les conducteurs de telle sorte que les températures (le leurs points soient constamment égales entre elles et etTectuons cet échauffement de manière que la transfor- P- 26
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mation soit réversible; nous aurons encore
^U = ï r/S ou, puisque la température est la seule quantité qui varie,
Remplaçons dans cette égalité les dérivées partielles de U et S par leurs valeurs tirées des expressions (i) et (2); nous obtenons
d{]i d9i dd, r^d^i dru rp dn-j
7lT-^'^^df^'^-'di = ^dT^ ^'^^df-^ ^'^-'df'
Cette égalité devant être satisfaite quelles que soient les charges, il faut qu'on ait
r/Ui _ , d^ ~df ~~ dT et en outre
dS ,^ dr,
(8) 7rr = '7i'
6 et Yi désignant, eu général, les fouctions relatives à une même matière.
Servons-nous de celte relation pour trouver celle que nous cherchons entre Vi — Vj et le coefticient de l'effet Peltier.
Nous avons, en dérivant par rapport à ï les deux membres de l'égalité (6),
,^/iV, — V.3) .p^/(-0,-r;,) d{e,-9,)
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ou, à cause (le la relation (8),
Si MOUS portons cette valeur de ry, — o, dans rex|)ression (7), nous trouvons que le coefficient de l'effet Peltier est proportionnel à
La variation de la différence Vi — \', avec la température étant généralement plus petite que \\ — V,, l'effet Peltier est plus faible que la chaleur éciuivalente à la variation de l'énergie électrostatique. Il semble donc que nous soyons arrivés à déterminer la véritable force électromotrice de contact, cjui, dans le cas d'un courant fermé, ne peut être mesurée ni même définie, 11 semble qu'on a tourné la difficulté en envisageant des courants ouverts comme ceux qui déchargent un condenseur.
Pour établir ce résultai nous avons dû faire certaines hypothèses. Mais j'ap[)('llerai l'atlenlion sur l'une d'elles qui, on le verra plus loin, peut sembler douteuse. Nous avons supposé qu'il n'y avait pas d'autre clialeur dégagée que celle qui est due à l'effet Peltier, au contact des deux conducteurs (outre la chaleur de Joule qui, dans le cas actuel, peut être négligée comme infiniment petit du deuxième ordre).
Mais, si l'on adopte les idées de Maxwell, il n'y a que des courants fermés et les courants que l'on ap|)elle ouverts (tel que serait celui qui nous occupe ici) se ferment en réalité à travers le diélectrique. Dvns celte manière de voir,
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la surface de séparation du conducteur et du diélectrique est traversée par un courant. Elle est d'ailleurs le siège d'une différence de potentiel, comme nous le verrons au paragraphe 302. On peut donc se demander si elle ne peut pas être aussi le siège d'un effet Pehier.
Je reviendrai plus loin sur cette question; supposons provisoirement que cet effet Peltier |)articulier est nul et admettons par conséquent la théorie de M. Duhem.
299. Pour que la chaleur dégagée par l'effet Peltier soit équivalente à la variation de l'énergie électrostatique, c'està-dire proportionnelle à la force électromotrice du contact, il faudrait, d'après les expressions (6) et (7), que
Il n'y a évidemment aucune raison pour que celte égalité soit satisfaite, puisque 9i et 0, se rapportent à des matières différentes. D'ailleurs elle conduirait à des conséquences en contradiction avec l'expérience.
En eflel, nous aurions alors
ddi _ de.
dT ~ d'r
et par conséquent, à cause de la relation (8),
dr\i drio
'cif ~dT'
La dilTérence 02— "''ii serait alors indépendante de la température, et, par suite, la force éleclromotrice du contact.
qui se réiliiil à
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serait proporlionnelle à la température; il en serait de même «le l'elTet Peltier. Or l'expérience a montré qu'il en est autrement.
L'ancienne hypothèse de la proportionnalité de l'eflel Peltier à la diflerencede potentiel au contact doit donc être absolument écartée.
300. Différence de potentiel vraie et différence de potentiel apparente de deux corps au contact. — La différence de potentiel V,— N'., donnée par l'expression (6) est celle de deux points M, et M, {fig. ao) appartenant respectivement à l'un et à l'autre des conducteurs en contact. Maxwell
a fait remarquer que cette différence de potentiel pouvait n'avoir pas la même valeur que celle des deux points M', et M!, situés dans l'air à une distance infiniment petite des conducteurs. Nous ignorons en effet s'il n'existe pas une différence entre le potentiel d'un conducteur et celui des points de l'air voisins: l'existence de cette différence paraît même probable d'après ce qui a lieu au contact de deux conducteurs en équilibre. Il y a donc lieu de distinguer
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entre la différence de potentiel des points Mi et Mj et celle des points M'i et ^l'.^ ; la première est la différence de potentiel au contact vraie, la seconde est la différence de potentiel apparente.
La différence de potentiel vraie intervient dans les phénomènes thermo-électriques; la ditTérence apparente, dans les phénomènes d'attraction des plateaux d'un condensateur lorsque ces plateaux sont formés avec des métaux différents et sont réunis par un fil métallique. En effet, la brusque différence de potentiel au contact de deux corps exige l'existence d'une couche douhle électrique. Par suite, l'attraction des |)lateauxdu condensateur résulte non seulement de l'attraction des couches simples de noms contraires qui les recouvrent, mais aussi des deux couches doubles provenant du contact de l'air; elle dépend donc de la différence de potentiel apparente.
Si la loi de Volta s'appliquait à une chaîne de corps formée par l'air et les conducteurs, les deux extrémités de celte chaîne devraient être au même potentiel ; les points M', et M', pouvant être considérés comme les extrémités de cette chaîne, la différence de potentiel apparente serait nulle. L'expérience prouve qu'elle n'est pas nulle.
301. Effet Thomson et force électroraotrice correspondante. — Nous allons discuter maintenant les conséquences de la théorie de M. Duhem et des hypothèses sur lesquelles elle repose, et en particulier de celle dont j'ai parlé un peu plus longuement à la fin du pai'agraphe 298.
Voyons d'abord cpielles difficullés on rencontre quand on cherche à calculer par la théorie de M. Duhem les fonctions
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9(T) et 9'(T) considérées au paragraphe 292. Voici en eilei le raisonnement qu'on est tenté de faire.
Prenons un condensateur dont les armatures A et B {fig. 4i), formées du même métal, sont à des températures différentes et réunies par un conducteur C de même matière. Supposons l'équilibre établi, et soient alors ^, et q^
Fis. 41.
les charges respectives des armatures. Si une cause infiniment petite fait passer une quantité dq d'électricité de A à B, le phénomène est réversible, car si l'intensité du courant est inliniment petite nous pouvons négliger son carré et par conséquent la chaleur de .Joule, et Ion a
_ rdO
dQ étant la chaleur absorbée |iar un élément du système et l'intégration étant étendue à tous ces éléments. Par conséquent,
T, et To désignant les températui'es des armatures. D'autre
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pari, l'égalité (i) nous donne
dS = {n2 — rii)dg;
par siiile, nous avons
■*'''^dT.
Cette égalité devant être satisfaite quelles que soient les températures Ti et Ï2, on doit avoir
relation qui donne l'expression <p(T).
La transformation considérée s'effecluant sans absorber
de travail, on a
dl] = dQ
ou, d'après l'égalité (2),
AdW-i-i9,— e,)dq = Af cp(T)^T,
ou encore, en remplaçant dW par sa valeur dq j {T)dT,
aT 9'(T)r/T + Ô2-9,= A r (?{T)dT.
Tj «^Ti
Celte égalité devant encore être satisfaite quelles que soient les températures ïi et 1\, nous en déduisons
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d'où non» lirons, en teiiaiil compte de l'égalité (9),
Mais, d'après la relation (8 1, le second meinl)re de cette dernière égalité est égal à zéro; par consé(|Menl,
302. Ainsi, dapi'ès ce raisonnement, la force éleclroniotrice élémentaire cori-espondant à l'effet de Thomson serait nulle; il en rés(dterait (pie la dilTérence de polenliel des armatures est nulle.
Or M. Pellat a constaté que, si les armatures d'un condensateur sont formées d'un même métal à des températures dilVérentes, ce condensateur se charge lorsqu'on réunit niélalliquement les armatures.il existe donc une différence de potentiel. Il est vrai ([ue dans les expériences de M. I^ellat c'est la différence de potentiel ap|tarente qui intervient. Il pourrait donc se faire que la différence de i)otenliel vraie entre le métal fi'oid et le métal chaud soit nulle. Toutefois, c'est bien peu pi-obable.
On peut dire également (mais il ne serait pas diflicile de répondre à cette objection) que la théorie de M. Duhem ne peut s'appliquer au phénomène Thomson, et, par suite, les conséquences résultant de cette application peuvent n'être pas vraies.
En effet, dans l'établissement des lV)rmides (i) et (2), nous avons admis (|ue l'état de chaque conducteur du système est complètement déterminé par un certain nombre de variables narmi lesquelles se trouve la température. La température
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de chacun des conducteurs doit donc être uniforme, condition qui n'est pas remplie par le fil de communication C dans le système précédemment considéré. En outre, |)our arriver à la relation (8), nous avons supposé que les conducteurs sont à la même température, nouvelle condition qui n'est pas réalisée dans le cas qui nous occupe.
303. Nous aurions donc le choix entre trois interprétations :
1° Ou bien on admettrait que l'effet Thomson n'est pas nul, comme le prouve une expérience directe, mais que la force éleclromolrice qui, d'après Thomson, lui donne naissance est nulle; que par conséquent, dans l'expérience de M. Pellat, la différence de potentiel vraie entre les deux plateaux est nulle et que la différence de potentielle apparente est au contraire différente de zéro;
2° Ou bien on supposerait que la théorie de M. Duhem n'est applicable qu'au cas où tous les conducteurs sont à la même température;
3° Ou bien on admettrait qu'il y a un etïet Peltier au contact d'un conducteur et d'un diélectrique.
Mais, en présentant notre raisonnement sous une forme un peu différente, nous allons voir que les deux |iremières interprétations doivent être rejetées.
IV. — Quelques remarques
304. Phénomène Peltier au contact d'un conducteur et dun diélectrique. — Pour le montrer abandonnons la théorie de M. Duhem et considérons le condensateur dont
PHKNO.MKNKS KLliCTIUniKS. (Il
les armatures A et H ( //a'. .\i) formées du même métal ^ont à des températures (lilléreiiles Ti et Tj.
Laissons l'armature A ;i la même température Ti et faisons varier celle de 13 derfT, ; en mênie temps faisons varier la distance des armatures. Pendant un intervalle de temps r/f, une (|uautité dq d'électricité passera d'une armature à l'autre en dégageant dans le fil une certaine quantité de chaleur; une partie est due à l'elîet Thomson, l'autre à l'efTet Joule. La chaleur correspondant à l'eflet Thomson étant propoition-
nelle à l'intensité i= -/du courant et celle nui correspond
cil .11
à l'effet Joule au carré de cette quantité, cette dernière peut être négligée par rapport à la première si dq est infiniment petit. Cette condition est réalisée quand le déplacement des armatures et réchaulfement de B sont excessivement lents. Nous supposerons qu'il en est ainsi. Alors le cycle est réversible.
305. La quantité de chaleur pi'oduite dans un élément du conducteur C par l'effet Thomson étant
-Adqo{T)dT,
celle que doit fournir l'extérieur pour maintenir cet élément à la même température est
Pour le conducteur C tout entier, on aura
OU
Arir
en posant
Pour élever de dT., la température de l'arm-iluie B il faut fournir à cette armature une quantité de chaleur Cr/Ï,, C étant sa capacité calorilique. On a donc, pour la transformation élémentaire considérée,
(0 J^^Andg + ^^dTK
Le premier membre de celle égalité est une différentielle exacte, puisque la transformation est réversible; par conséquent, on doit avoir
Si maintenant nous considérons la somme des quantités de chaleui- fournies au s} slénie, nous avons
CdQ =,kd<j Ç '9 ( T ) f/T + C r/Tj
ou
(3) f'dQ = \9d<j^CdT^,
si l'on pose
Monlrons qu'elle est une différentielle exacte.
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Pour cela il faut prouver que
d^ dC (4) A -™- — -j--
dlz dq
Or, d'après les égalités qui définissent 9 et r,, on a
de
el
Il en résulte
_^_ dri_ d'ii ~~ - dT., '
et l'égalité (4)3 vérifier devient
^^^ ^^'dT, = dQ'
elle est évidemment satisfaite, d'après l'égalité (2),
306. Ainsi la quantité de chaleur absorbée dans une transformation élémentaire est une dilï'érentielle exacte; il en résulte que, si l'on fait décrire au système un cycle fermé, il n'y a pas de chaleur absorbée. D'après le principe de l'équivalence, il ne peut donc y avoir, pour un tel cycle, de travail produit. Par suite, contrairement aux expériences de M. Pellat, l'attraction des armatures serait nulle. En effet, faisons décrire au système le cycle suivant : 1° La température de B restant égale à T2, rapprochons les deux armatures; s'il y a attraction entre les deux plateaux, comme le prouve l'expérience de M. Pellat, il se produit un travail positif;
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2° La distance des deux aimalures demeurant constante, faisons varier la température de B de Tj à Ti; les armatures ne bougeant pas, il n'y aura pas de travail produit;
S** La température de B restant égale à Tj, éloignons les deux armatures de façon à les ramener à leur distance primitive; les deux armatures étant à la même température, il n'y aura pas d'attraction et par conséquent pas de travail;
4° La distance des deux armatures demeurant constante, ramenons à la température de B de Ti à T^. Ici encore pas de travail.
Le travail total produit serait donc positif, de sorte que t/Q ne pourrait être une différentielle exacte.
Le calcul et l'expérience donnent donc des résultats contradictoires.
Mais, en écrivant les égalités (i) et (3), nous avons admis qu'il n'y avait pas d'autre cause d'absorption de chaleur que l'effet Tliomson et que la variation de tempéralure de B. Supposons maintenant qu'à la surface de contact de l'air et d'une des armatures, B par exemple, se produise un effet Peltier et appelons — klcUj la chaleur dégagée par cet effet dans une transformation élémentaire.
Nous avons alors
•dO et
dQ=A{6-h}.)dq + CdT,.
La première quantité étant une ilitféreniielle exacte, on a
±dC_ dr}_ A dl M ^^ T, dq ~ dT, ^ [\_ dT, 'ïl '
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Pourcjuc la seconde le soil il iaudrail
^ _ ^ dl
7I7/~ TÎT,'^ dT,
ou, à cause de la lelaiion (5),
^ — AT -^ ^ K — dq-' 'dT, '■ dT,'
Or celte condilion ne peut èlre salisfaite en même temps que l'égalité (6) que si >. est nul, c'est-à-dire s'il n'y a pas de phénomène Peltier. Comme la chaleur fournie ne saurait èlre une différentielle exacte, un [diénomène de ce genre doit donc se produire. Comme il n'y a pas de raison pour qu'il se produise sur la surface de B plutôt que sur celle de A, il doit exister à l'une et à l'autre de ces surfaces.
307. Supposons que ï, varie en même temps que T,. Soient Ci et Co les capacités calorifiques du plateau A et du plateau B, À, et 1, les coefficients de notre nouvel effet Peltier à la surface de A et à celle de B; il viendra
et
' f/0 = A ( 5 -f- 1, — À, ) dq + C, dTi + C, dT,.
Soient a l'attraction des deux plateaux et o leur distance; le travail extérieur t égal à
/ dô . do ,„ do
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D'après les deux principes de la Thermodynamique, •dQ
J'^ et JdQ -Ar
doivent être des difTérenlielles exactes. On en déduit
}.=, __ d'j. do dcf. do /.j dcc de dx dà
ïj f/Tî dq dq d\ =, T, dq dTi dJ^ dq
Mais ce raisonnement suppose qu'il ne se produit aucun autre efTet calorifique que notre nouveau phénomène Peltier, et les pages (|ui précèdent ont dû nous apprendre à nous méfier de semblables hypothèses.
Quoi qu'il en soit, la théorie de M. Duhem semble devoir être abandonnée. Reprenons en etï'et le raisonnement du paragraphe 297. Nous aurons à envisager trois effets Peltier, le premier à la surface de séparation des deux conducteurs, les deux autres à la surface libre de chacun de ces deux conducteurs. Nous n'obtiendrons plus alors qu'une relation entre ces trois effets et la force électromotrice de conlact, et nous ne pourrons calculer le premier de ces trois effets en fonction de cette force électromotrice.
Si, au contraire, on refusait d'admettre l'existence du phénomène Peltier au contact d'un conducteur et d'un diélectrique, on ne pourrait rendre compte de l'expérience de M. Pellat.
Nous pouvons résumer la question comme il suit :
A la fin du ijaragraphe 292, nous avons trouvé la lelation
mais nous avons du reconnaître que la considération des
IMIKNOMKNES ÉLECTKIQUES. 4 '7
couriints fermés ne suffisait pas |)0(ir calculer E' en fonction (le K.
M. Duheni a cherché à tourner la difficulté en considérant des circuits ouveils; mais, si l'on adopte les idées de Maxwell, il n'y a pas de circuits ouverts, de sorte que l'artifice de M. Duhein devient illusoire.
On n'a aucun moyen de mesurer E'; et même la notion de celle ditférence de potentiel vraie E', n'étant accessible à aucune expérience, peut être regardée comme dépourvue de sens, à moins que l'on ne veuille la i)réciser par une définition arbitraire, c'est-à-dire en posant />a/- cornention
comme on le fait le plus souvent, ou en posant, toujours /?«/• convention.
comme le fait M. Duhem; ou en définissant E', toujours /?a/com-ention. en s'aidant de considérations empruntées aux phénomènes électrocapillaires.
308. Rendement thermique des moteurs électriques. — Employons une pile hydroéleclri(iue à faire mouvoir un moteur électrique. Quand la force conlre-électromotrice du moteur est égale à la force électromotrice de la pile, l'inlensilé du courant est infiniment petite et la chaleur dégagée par l'effet Joule est du second ordre. On peut doncla négliger et toute la chaleur transformée dans la pile en énergie voltaïque se retrouve tout entière en travail produit. Or
la chaleur transformée en énergie voltaïque est, d'après P. 27
4l.S THEHMODVNAMIQIE.
Helmhollz, égale à la chaleur non compensée L'de la réaction; la chaleur produite est L ; le rendement thermique du
système est donc
Dans la |)lupart des cas, ce rapport est voisin de |. Le rendement.d'un moteur électrique est donc heaucoup phis grand que celui des machines thermiques. Il est vrai que le rapport précédent donne la valeur maximum du rendement d'un moteur électri(|ue, car il suppose que l'intensité du courant est infiniment petite, ce qui aurait pour etfet de produire un travail infiniment petit dans un temps fini. Pratiquement, l'intensité du courant doit être finie et il faut retrancher de la chaleur voltaïque la chaleur résultant de l'etïet Joule. Néanmoins, le rendement reste encore de heaucoup supérieur à celui des machines à vai)eur. L'emploi des moteurs électriques présenterait donc un avantage marqué sur celui de ces machines si le prix de revient de la chaleur chimique d'une réaction n'était pas plus grand que celui de la chaleur produite par la combustion du charbon.
CHÀPITllE XVII
RÉDUCTION DES IMUNCIPES DE LA TllERMODVNAMlgLE AUX PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA MÉCANIQUE.
309. Théories diverses. — La réduclion du principe de l'équivalence aux principes fondamentaux de la Mécanique ne renconlre pas de difficulté : l'hypothèse des forces moléculaires suffit, comme nous l'avons vu, pour déduire le principe de la conservation de l'énergie et, par conséquent, celui de l'équivalence des équations générales du mouvement.
Il en est autrement du second principe de la Thermodynamique. Clausius a, le premier, tenté de le ramener aux principes de la Mécanique, mais sans y réussir d'une manière satisfaisante.
Helmhoitz, dans son Mémoire sm\e Principe de la moindre action, a développé une théorie heaucoup plus parfaite que celle de Clausius; cependant elle ne peut rendre compte des phénomènes irréversihles.
310. Fondements de la théorie d'Helmholtz. — Considérons un système de jioints matériels, iihres ou soumis à des liaisons, dont la situation est finie par des paramètres 7,,
(h-, fji^ • • •» 7«- J^ésignons par (j\, (/.-,, . . ., 7„ les dérivées de ces paramètres par rapport au temps, et par T la demi-force vive du système. Enfin soit
Qi 0^1 4- Q2 ^(Ji + • • • + Q« Oq„
l'expression du travail des forces auxquelles le système est soumis dans un déplacement virtuel. Nous aurons à chaque instant, pour chacun des paramètres,
d ciT dT _ ^ dt dq'i dcji
c'est l'équation de Lagrange relative au paramètre qi.
Dans son Mémoire, Helinholtz change ces notations habituelles. La lettre T est conservée pour désigner la température absolue : la demi-force vive est alors représentée par L. Les paramètres sont appelés pa, pi„ •••» et leurs dérivées par rapport au temps sont représentées par qa,
qt„
Le travail virtuel des forces intérieures au système est distingué de celui des forces extérieures. Helmholtz suppose que les forces intérieures admettent une fonction des forces, ou énergie potentielle, O; alors le travail de ces forces pour une variation opa Je l'un des paramètres est
dpa
Quant au travail des forces extérieures résultant de cette variation, il est désigné par
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Avec ces nouvelles not.itions réf|ii;ilion de Lagrange relative au paramètre pa est
d dL dL _ d(\>
dt dqa dp a. ~ dp.:,
311. L'énergie potentielle O ne dépend que de la position des molécules du système; c'est donc une fonction des paramètres p, mais non de leurs dérivées q.
Au contriùre, l'énergie cinélique L dépend à la fois des p et des q\ elle est homogène et du second degré par rapport à ces dernières quantités. En effet, L qui est égal à Innest du degré — 2 [)ar rapport au temps; si donc on double l'unité de temps, la valeur de L se trouve quadruplée. Oi* Pa ne varie pas par ce changement d'unité, tandis que qa devient douhie; il est donc nécessaire que chaque terme de L contienne les q au second degré.
Par suite de cette propriété de la fonction L, nous avons
dqa
Posons
et
U est alors l'énergie totale du système.
En dérivant la première de ces égalités par rapport à pa, nous obtenons
d^_ d^ _ dl^.
dpa ~ dp a. dp,, '
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la dérivation par rapport à qa nous donne m __ dL_
puisque O ne dépend pas des </. De ces égalités tirons les dérivées de L par rapport à pa et qa, puis portons les valeurs ti'ouvées dans l'équation ()); nous avons
Pa.
cm
dqa
dpa
Posons maintenant
dqa
dL dqa
Sa et les quantités 5^, . . ., détinies par des équations analogues, sont des fonctions des /j» et des </. Nous pouvons donc considérer U comme une fonction des p et des s, H restant toujours regardé comme une fonction des p et des q. Les égalités (3) et (4) nous donnent, |)our celte fonction U,
ou, d'après les relations (2) et (6),
L' = R-^-lqaSa.
De celte nouvelle égalité il résulte, en prenant la différentielle totale des deux membres,
V^ dU , x^ r/U ,
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Mais, d'après (6),
par conséquent, l'égalité précédente se rédnil à
Nous déduisons de là
et
313. L'expression du |)rincipe de la conservation de l'énergie se déduit immédiatement des relations (7) et (8). Ces relations nous donnent
d\} ___ dsg
dp g - dt *^'^'
d^_ _dpa
Par conséqneni,
ou
d{:=:-lP,dp,.
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La variation tie l'énergie totale du système est donc égale au travail des forces extérieures au système : c'est bien l'énoncé du principe de la conservation de l'énergie.
314. Hypothèses sur la nature des paramètres. — Helmhoitz admet que les paramètres qui définissent la situation du système peuvent se diviser en deux classes suivant la manière dont ils varient avec le temps; ceux de l'une d'elles varient très lentement, ceux de l'autre varient au contraire très rapidement. Nous désignerons les premiers paramètres par/>a, les seconds par pi,.
Cette hypothèse semble assez naturelle. Ainsi les mouvements moléculaires dus à réchautïement d'un corps ont des vitesses incomparablement plus grandes que celles que nous pouvons communiquer à l'ensemble du corps. Les paramètres qui définissent les positions relatives des molécules varient donc rapidement; au contraire, ceux qui fixent la position du corps dans l'espace sont à variation lente.
315. Helmhoitz fait ensuite une autre hypothèse qui pourrait sembler plus difficile à accepter. Il admet que la fonction O ne dépend pas des ijaramètres pi, et que dans la fonction L ces paramètres n'entrent que par leurs dérivées qi,.
On peut donner certains exemples simples empruntés à la Mécanique élémentaire et où cette hy|)olhèse se trouve réalisée.
Ainsi considérons une poulie mobile autour de son axe. La position de la poulie peut être définie j)ar l'angle/?/, que fait un plan fixe dans res[)ace avec un plan passant par un point de la poulie et par l'axe de celle-ci ; pi, est donc un des paramètres du système. La demi-force vive de ce système
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est égale ;iu [iroduit <\u niomeiii d'inerlie de la poulie par le carié de la vitesse angulaire; le inoiiienl d'inertie ne dé-
pend pasde/j/,; la vitesse angulaire est*//, := -^; par suite,
la demi-force vive ne dépend que de *//, et non du paramètre p/,. D'autre part, le centre de gravité de la poulie étant sur l'axe de rotation, l'énergie potentielle ne varie pas; elle est donc indépendante de p,,.
Prenons un autre exemple. Considérons un canal circulaire parcouru par un liquide et supposons le régime permanent établi. (Jn peut définir la position du système par l'angle p/, formé par un diamètre du canal, tixe dans l'espace, et un diamètre passant par une des molécules du licpiide. Mais ni l'énergie potentielle, ni l'énergie cinétique ne dépendent de ce |)aramètre, car ces quantités restent constantes. En effet, le régime permanent étant établi, une molécule est immédiatement remplacée par une autre dès que la première s'est déplacée; la force vive ne varie donc pas; en outre, le travail des forces intérieures est nul et par suite l'énergie potentielle conserve la même valeur.
Il résulte de ces exemples que l'hypothèse d'Helinholtz est exacte dans le cas de cor|»s tournant autour d'un axe; elle paraît donc applicable aux mouvements tourbillonnaires des molécules. Peut-elle encore s'appliquer au cas où les molécules des corps se déplacent reclilignemenl de part et d'autre d'un point fixe? C'est ce (|ue nous examinerons plus loin.
316. Admettons l'hypothèse d'Helmhollz et continuons l'exposé de la théorie de ce savant.
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Puisque O el L sont supposés indépendants des paramètres pb, H n'en dépendra pas non plus. Nous aurons donc, d'après l'équation (5),
ou, d'après la définition des fonctions s.
Le travail extérieur correspondant au paramètre considéré est — P/, dph, [lour une variation dpt, de ce paramètre. Exprimée en fonclion de l'intervalle de temps dt, cette variation
est -^ dt ou qi.dt. Par conséquent, le travail extérieur peut
s'écrire — P/,qt,dt. Helmhollz pose
f/Qù^ — P/>qf,dt.
Si, dans cette égalité, nous remplaçons P^ par sa valeur tirée de l'équation précédente, il vient
ds (10) dQ/, = cji, -^ dt = cjt, ds,,.
Telle est l'équalion relative aux paramètres variant très rapidement.
Occupons-nous des paramètres qui varient lentement et
.,,... d dH montrons que pour ceux-ci la dérivée -j- —. — peut être ne-
dt dcj i,
gligée.
D'après les égalités (6), nous avons
dcja " dcja
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Or. L est une foiiclioii liomogèiie el ilu second degré par ra|)i)<irt aux 7,, el f//,; —, — est donc lorniee de termes de la
forme AY^y^el \^<ja<ji,- l'ar suile, la dérivée de cette (|tian-
tite par rapport au temps — -j— ne contient que des termes
de la forme
^^"-TTT' ^'J"^' ^'^-'W
Mais, puisque les |)aramètres pa varient très lentement,
'lu et 7„. sont très petits et les dérivées de ces (piantités par
ra|)port à t sont également très petites; nous pouvons donc
négliger les termes des deux premières formes, puis(|u'ils
contiennent le produit de deux quantités très petites. Nous
|)ouvons également négliger les termes de la troisième
forme, mais à une condition : c'est que nous supposerons
dn ij très petite la dérivée -~- de la quantité linie qi,. (Ainsi, si,
pour fixer les idées, nous revenons à la poulie qui nous
servait tout à l'heure d'exemple, cela revient à sup[)oser
que la vitesse angulaire de celte poulie est très grande,
mais sensiblement constante.) Celte hypothèse étant admise,
tous les termes de -j- -, — seront négligeables. rit dq,i
Nous avons alors, pour l'équation relative aux paramètres Pa-,
dpa
obtenue en négligeant le premier terme de l'équation (5).
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317. Systèmes monocycliques. — Helmholtz donne le nom de systèmes nionocy cliques à ceux pour lesquels le nombre des paramètres à variation rapide indépendants se réduit à i ; dans le cas où le nombre de ces paramètres est plus grand que i, le système est polycyclique.
Dans tous les systèmes monocycliques, on a — = diiierentielle exacte.
Pour démontrer cette propriété, considérons d'abord un système monocycliqne dont la situation est définie par un seul paramètre à variation rapide que nous pouvons, sans ambiguïté, désigner par p.
Dans la relation (a),
r/L dq,}
2L = lqa
qa désigne la dérivée d'un paramètre quelconque, variant rapidement ou lentement. Mais, pour ces derniers, </« est très petit ei les termes qui leur correspondent peuvent être négligés; il ne reste donc dans le second membre que le terme corres|)ondant au paramètre p; par suite,
(rc) 2L = q-^ = qs.
D'après la relation (lo), on a pour dQ
dQ =: q ds.
Par conséquent,
/ 9^ dQ 2qds ,.
(i3) -^ = -^='idLo^s;
le quotient considéré est donc bien une dift'érentielle exacte.
RKDICTIO.N DES PRINCIPES DE LA THER.MOOVNAMIQIE
318. Systèmes incomplets. — Elelmholiz divise les systèmes (jolycycli(iues ou inonocyclifiues en deux classes : les systèmes complets ou les systèmes incomplets. Ces derniers sont ceux pour lesquels le travail — Vadpa correspondant à une variation différente de zéro de l'un des paramètres />a est égal à zéro.
Pour ces système?, on aura, d'après l'équation (i i), autant d'équations
dH
dpa
qu'il y a de paramètres /?„ jouissant de la propriété précédente. Nous désignerons par yOa ce? paramètres. La fonction H ne dépendant pas de? paramètres à variation rapide pt, d'après l'hypothèse d'HelmhoItz, et les dérivées [«7^ pouvant être négligées, les équations analogues à (14) peuvent être considérées comme des relations entre les paramètres [Jc, les paramètres pa et les dérivées «/ô. Puisqu'elles sont en même nombre que le? paramètres pc, nous pourrons nous en servir pour exprimer ces paramètres en fonctions de pa et de <:jb. Ces paramètres ne sont donc pas nécessaires pour déiinlr la situation du système; les paramètres pa (déduction faite de ceux que nous venons de désigner par pc) et les paramètres />6 suffisent pour cela.
Les équations seront-elles changées, quand on prendra seulement comme variables indépendantes les paramètres pu et pt,!
Appelons H' l'expression de H, dans ces conditions ; H' dépend des pa et de? <//>i H dépend des Pa, des pc et des qi,.
Comme H' et H désignent une seule et même fonction
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exprimée avec des variables différenles, nous aurons
H'=:FL
Prenons maintenant les dérivées de ces fonctions par rapport à Pa', nous avons
d^dn y dW dp,
<^Pa ~ <^Pa ^ dp,, dp,,
Or, d'après la relation (r^), d]\
par conséquent,
dpc
dW d{\
dp,, ~ dp^
Les équations de Lagrange relatives aux paramètres à variation lente conservent donc la même forme : la forme (i r). Prenons la dérivée par rapport à r//,; nous avons
^H' _ ^H '^ du dp,
an an ^ (in ap,.
dpi, ~ dqi, ^ dpc dqi,
et, par suite, pour la même raison que précédemment,
dW _ ^H
dq,, ~ dq,,
De cette égalité et des égalités (6) il résulte immédiatement (|ue la fonction si, reste la même, soit que les paramètres Pc entrent explicitement dans le nombre de ceux qui définissent la situation du système, soit qu'ils n'en fassent pas partie. Par conséquent, dans un cas comme dans l'autre, les équations de Lagrange relatives aux paramètres à va-
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rialion rapide sont do la foi'ine (lo) :
La forme des équations restant la même, il est évident
que dans le cas d'un système monoc.vclique le facteur -j-sera un facteur intéiïrant de ^Q.
319. Les systèmes incomplets ne ditfèrefit donc (jue peu des systèmes complets. Toutefois il est une propriété importante qui les tlislingue.
L'énergie cinétique L est en général une fonction homogène du second degré des ç/, etdes^<i; elle dépend en outre des paramètres à variation lente. Or nous venons de voir que dans les systèmes incomplets une partie de ces paramètres, les paramètres pc, sont des fonctions des (jfi, et des pa- Par conséquent, si nous remplaçons dans L les, pc par leurs expressions en fonctions des q/„ L cessera d'être du second degré par rapport aux q/,; elle pourra donc être d'un degré impair par rapport à ces dérivées et, par suite, d'un degré impair par rapport au temps. Nous verrons bientôt l'importance de cette remarque.
L'exemple le plus simple que l'on puisse citer est celui d'une poulie sur l'axe de laquelle est monté un régulateur à force centrifuge. Quand la vitesse de la poulie augmente, les boules du régulateur s'écartent et le moment d'inertie du système augmente.
La force vive n'est donc pas proportionnelle au carré de la vitesse angulaire, puisqu'elle est égale au produit de ce carré par le moment d'inertie variable avec cette vitesse.
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320. Application aux phénomènes calorifiques. — Admettons avec Helmholtz que les paramètres pi, se rapportent aux mouvements moléculaires dus à la chaleur et les paramètres pa aux mouvements visibles du système.
Par suite de cette distinction entre ces divers paramètres,
l'équation
d[] =i—lpadp ,
du paragraphe 313 devient
rfU — — Ip^dpa— 1pi,dpt, ou
dli^—lpadpa+'^di:),,.
Ainsi, d'après cette relation, la variation de l'énergie interne est égale à la somme chargée de signe des travaux extérieurs Ipadpa des mouvements visibles et des travaux extérieurs — IdQh des forces moléculaires. Comparons cette expression de d[] à celle qui nous est fournie par le principe de l'équivalence : la variation de l'énergie interne, exprimée en unités mécaniques, est la somme du travail et de la chaleur dQ, exprimée avec les mêmes unités, qui sont fournis au système. On voit que les deux énoncés deviennent identiques si l'on admet que
dQ=^ldQ„
c'est-à-dire si l'on admet que le travail extérieur des forces moléculaires changé de signe est équivalent à la chaleur fournie au corps pendant la transformation. Le principe de l'équivalence se ramène donc aux principes généraux de la Mécanique, si l'on considère les corps formés de molécules agissant l'une sur l'autre. Nous le savions déjà.
321. Considérons maintenant un système monocyclique. Nous savons que dans ce cas
(i5) —y^ =zditïéreiilielle exacte.
Mais di},, n'est autre que la ciialeur exprimée en unités mécaniques fournie au système, puisque pour un système monocyclique ^d(^,, se réduit à dQ,,. Il suffit donc, pour se rendre compte du principe de Carnot, de supposer que la température du système est proportionnelle à l'énergie cinétique L. Comme d'ailleurs les termes de cette énergie qui contiennent (ja sont négligeables, celte énergie peut se confondre avec l'énergie cinétique moléculaire.
Est-il possible d'admettre que la température absolue d'un système est proportionnelle à l'énergie cinétique moléculaire? La tbéorie cinétique des gaz montre qu'il en est ainsi pour ces corps. La théorie dHelmholtz, comme on va le voir, nous obligerait à admettre qu'il en est encore de même pour tous les autres corps.
Posons, d'après le principe de Carnot considéré comme démontré expérimentalement,
S étant ici le produitde l'entropie par l'équivalent mécanique de la chaleur. Puisque ^0 = c/Q/„ ^S et la différentielle (i5) s'annulent en même temps. Cette dernière est donc une fonction de S; posons
Nous en tirons .
_9'(S)flfS — 9'(S)
et, par suite,
L = TÔ(S
Pour déterminer B considérons deux systèmes pour lesquels les quantités L et S auront respectivement pour valeurs L, et S,, L2 et S.,.
Nous supposerons que les deux systèmes sont à la même température T. Cela est nécessaire puisque nous ne voulons considérer pour le moment que des phénomènes réversibles.
Nous aurons alors
L,zzrï9,(S,), L2=TÔ,(S,).
Les valeurs de ces quantités pour l'ensemble des deux systèmes seront L, ■+- LoOt Si -f- Sa- Nous aurons donc
L,+ L,r=ï63(S,+ So) et, par conséquent,
6,(S,) + Ô2(So) = 63(S,+ S2).
Dérivons par rapport à S, les deux membres de celte égalité; nous obtenons
et, en dérivant de nouveau par rapport à S2,
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Nous en déduisons pour la valeur de ^slSj-f-Sj)
&.,(S, -+-S,) = « -h6(S,4-S2) ol, par suite,
&, ( S, ) = rt' 4- 6S, , 9.2{S.,) = ri"-h dS.,.
Les trois fondions linéaires Ô,, ô,» ^3 nt' ditîèrent donc que par le terme ronstanl a, a' ou a", mais le coefficient b est le nième pour toutes.
Nous auronsdonc, en désignant para et b deux constantes, la première dépendant de la nature du corps, tandis que la seconde est la même pour tous les corps,
Mais nous venons de voir que le coefficient 6 doit avoir la même valeur quel que soit le corps considéré. Par suite, 6 est nul pour tous les corps puisqu'il l'est pour les gaz. La température absolue est donc toujours proportionnelle à l'énergie cinétique moléculaire.
322. La théorie d'Helmholtz s'applique aux mouvements vibratoires. — Comme nous l'avons fait remarquer, Fhypothèse d'Helmholtz (318) n'est justifiée (|ue dans le cas des mouvements tourbilloimaires. Or les mouvements moléculaires semblent ètie des mouvements vibratoires de part et
d autre d un point lixe. Le quotient -7^^ esl-il encore une diiie-
rentielle exacte pour ce genre de mouvement? Nous allons montrer que cette propriété subsiste dans le cas des systèmes
monocycliques, même lorsqu'on abaiirlonne l'hypothèse du paragraphe 315.
Si nous abandonnons celle hypothèse, l'énergie potentielle $ est une fonction du paramètre à variation rapide/? que nous pouvons écrire
A et C étant des fonctions des p^. En effet, écrire celle égalité revient à négliger dans le développement de <D, par rapport aux puissances croissantes de/?, les termes d'un degré supérieur au second et à supprimer le terme du premier degré. Or les coefticienls des termes d'un degré supérieur au second sont nécessairement très petits, et nous pouvons négliger ces termes. D'autre part, il est toujours possible de prendre le paramètre/?, de telle sorte qu'il soit nul quand la molécule est au milieu tie l'oscillation; dans ces conditions, $ est d'un degré pair par rapport h p, et, par suite, le terme du premier degré est nul.
L'énergie cinétique L est homogène et du second degré par ra[)port à 7 et aux c/a; nous pouvons donc poser
B désignant une fonction des /?rt, si nous supposons toujours les Ça li'ès petits.
323. Cherchons l'équation de Lagrange relative au paramètre/?. Nous avons, d'après l'une des égalités (6),
dL ..
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et par conséquent, pour l'équation cherchée,
(/ù dp ~
Mai?
H=4>-L, et, par suite,
dp dp dp ^'
l'équation [)récédente peut donc s'écrire
Si nous supposons le mouvement vibratoire stationnaire, P est nul et A et B restent constants; par conséquent, cette équation devient
ou
dt^ ^
Si nous posons
une solution de cette équation est
p ^= h sin( fit ^ (jd); nous en tirons par dérivation
q z= hn cos ( nt -f- w )
et, en portant cette valeur de c/ dans le second membre
de (18),
B II- n- cos"^ { nt ^r- 'ji )
Lorsqu'on considère le système pendant un temps suffisamment long- par rapport à la période de vibration, c'estla valeur moyenne de cette quantité qui intervient; nous devons
donc prendre pour dénominateur du rapport -j^ 1 expression
, . , Bh-n- A h-
324. Supposons maintenantque les paramètres à variation lente ciiangenl de valeur ; en d'autres termes supposonsque le mouvement vibratoire n'est pas stationnaire, alors P n'est pas nul. Évaluons le travail
ÔQ^-fpdp
fourni par l'extéiieur et relalif au paramètre à variation rapide pendant un temps àt, très petit d'une manière absolue, mais cependant très grand par rapport à la période de vibration.
Nous avons donc, d'a[)rès l'équation (19),
La première de ces intégrales s effectue facilement. Les
fonctions V» ne dépendant que des i)aramètres à variation
1 ente, sa dérivée par rapport à L est petite et varie lentement;
nous |)ouvons donc la considérer comme constante et Tinté-
grale à évaluer devient
dB
dt
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L'inlégration éiant prise pendant iiii temps très petit oi, l'intégrale précédente peut être remplacée par le produit
1 ^ Il /'■'«■ I , 1
de ot par la valeur moyenne de q-; nous avons donc
fil ' ' dt 1
âB désignant la variation de B pendant le temps ot.
Pour avoir les deux autres intégrales développons A et B par rapport aux puissances croissantes de /; nous avons, en supposant |)our un instant que nous avons pris pour origine du temps le commencement de l'intervalle o/,
dk d'\ ,
dt dt-
Mais l'intervalle de temps de pendant lequel on considère le système étant très pelitjlesl inutile détenir compte des termes du second degré en t et d'un degré supérieur; en
, d\ dB
outre, nous pouvons regarder -— et ^- comme constants
dt dt
pendant cet intervalle; il vient donc, pour les intégrales à
évaluer,
fB'^^^dp^fMgdq^nfcjdg-^'^^ ftqdr, j Xpdp — kjpdp^'— I tpdp,
325. Nous pouvons choisir l'intervalle de temps ot de manière que p soit nul au commencement et à la fin de cet in-
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tervalle; pour ces deux instants q est alors égal à nli. Dans ces conditions,
et
H fqdq =
A I p dp = o.
Les deux autres intégrales peuvent s'écrire, en intégrant par parties,
(/A r dt
et l'on voit facilement qu'elles ont pour valeurs, la première,
' ô^ àt^-— = oB
la seconde,
dX ( ^ h^\ ., /r-
-7-0 — 0^— = — ôA-T-- ^^ \ 4 / 4
Par conséquent, en remplaçant dans dQ les intégrales par leurs valeurs, nous obtenons
oQ^ÔB^^^-Bâ^^ + ÔB:^!^H-ÔA^\ 2 244
ou
aQ = 3ÔB^ + BÔ^'-ÔA^;.
Divisons cette égalité par L dont les valeurs sont données
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par les égalités (20); nous avons
ô<J „ oli on- h^ ô\
Chacun des termes du second membre étant la dérivée d'un logarithme, la somme de ces termes est la dérivée du logarithme du produit; c'est donc une ditîérentielle exacte. Le théorème de Clausius se trouve, par conséquent, aussi bien démontré dans le cas d'un état vibratoire des molécules que dans le cas d'un état tourbillonnaire.
326. Phénomènes irréversibles. — Kevenons à la théorie d'Helmhollz. Il semble tout d'abord qu'elle ne peut rendre compte lies phénomènes irréversibles.
Considérons la fonction H. C'est, nous le savons, une fonction des p et des q; ces dernières quantités y entrent au second degré puisque H =: <I> - L et que <I> ne dépend l>as des q, tandis que L contient ces quantités au second degré. Quand on change le signe du temps, c'est-à-dire si l'on fait revenir le système vers son état initial, les p ne
changent pas de signe, mais les dérivées q = - - en changent. Mais, puisque ces quantités figurent au second degré dans H, cette dernière fonction conserve la même valeur. Or les équations qui définissent à chaque instant l'étal du système peuvent se mettre sous la forme (5) :
_d_(l^ (jn __p
dt Ck/a dp a ~
Son premier terme ne change pas de valeur quand dt de-
vient négatif, puisque dcja cliange en même temps de signe et que nous venons de voir que H conserve la même valeur; quant aux autres termes, ils ne changent pas non plus de valeur. Ces équations restent donc les mômes quel que soit le signe de dt; par suite, le système, quand il revient vers son état initial, repasse exactement par les états qu'il a pris en partant de l'état initial; les transformations sont fionc réversibles.
327. Mais nous avons vu que, dans le cas des systèmes incomplets, L peut s'exprimer par une fonction du lioisième degré des q. Par suite L, dans ces conditions, change de valeur avec le signe de dt. Les phénomènes irréversibles pourraient donc avoir lieu avec 1rs systèmes incomplets; c'est ce qu'admet Helmhoitz.
Mais l'illustre physicien a recours également à une autre interprétation, d'ailleurs analogue.
Supposons que, pour (juelques-uns des paramètres à variation rapide />/,, les quantités P/, soient nulles. Nous désignerons ces paramètres par la notation />«. 11 vient alors
Les s,, sont donc des constantes (|ue j'appelle s^,. Les relations
me permettront d'éliminer les quantités q^ et de ne conserver comme variables indépendantes que les /)„ et les q/, (non compris les </«)•
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Désignons alors par la indation d les dérivées partielles calculées avec le syslènie (le variables anciennes />a> '//- eW/e, et par la notation ô les dérivées partielles calculées avec les variables nouvelles p» et 7/,.
Posons de plus
il viendra
àpa àp„ -- l)/< ,
d'où
dH __ dE
Ôpa ~ dpa
De même nous auions
et
dq,, ~ dq,, ^ '■ dq,,
d dW d d\\ ■^ d dq,, ■^ a^.v,. dqe ^
dt dqi, dt dq,, jê^ ^ dt ôq,, ^ dt àqi, *
et, puisque
il vient
De même
dt dq,, dt dq ,, ^ ' dt ôq,,
dt i)qi, dt dqb ^'^ "^ dt dq,,''
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donc
(I dW _ d cm
dt ôr/f) dt dcj(, Nos équations deviennent donc
Elles conservent donc la même forme. Si le nombre des
paramètres à variation rapide autres que les /^e se réduit à i,
le système est monocyclique; mais le facteur intégrant
, , I .1 n est plus — ) mais
L q,,Si,
Les relations 5e=^e "e sont pas homogènes par rapport aux <j, puisque le premier membre est du premier degré et le second du degré o.
Il en résulte qu'après l'élimination des q^^ L ne sera plus homogène du second degré par rapport aux q et que H pourra contenir des termes de degré impair par rapport à ces quantités.
Les équations cessent donc d'être réversibles, c'est-à-dire de demeurer invariables quand on change le signe du temps.
Helmhoitz désignant par moaveyients cachés ceux qui correspondent aux paramètres pi, pour lesquels P/, est nul, l'irréversibilité des phénomènes doit alors être attribuée à l'existence de mouvements cachés dans le système. L'exemple le plus simple d'un tel système est le pendule de Foucault; dans ce cas, le mouvement caché est celui de la Terre; c'est ce mouvement qui empêche le pendule de repasser en sens inverse par les positions qu'il a occupées antérieurement et détruit la réversibilité du phénomène.
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328. Cette explication des |»iiénomènes irrévorsil)les peut paraître satisfaisante. A mon :ivis elle ne peut rendre comiUc de tons les phénomènes thermodynamiques. Montrons-le.
Considérons un système soustrait ;i toute action extérieure. Dans ce cas les P„ sont nuls et nous avons pour les équations relatives à un paramètre
ds r/H
dq
en supprimant les indices.
D'après les relations (2), (3) et ( »), nous avons pour l'énergie du système
' dq
ou, en tenant compte de (6),
Considérons L' comme l'onction de p et de s\ nous ohtenons pour les dérivées partielles de cette fonction
dp dp
d\} ■dl='^^
ou, d'après l'équation (21) et la signification de q,
d\] _ ds dV _dp
<2^) d^-~d/: ds - dt'
Le système étant isolé, son entropie ne peut aller en di-
ds minuant; par suite — doit être positif quand t augmente.
Or nous pouvons considérer S comme une fonction des s et des p. Alors nous avons
777 ~'~ 2d\'ds 'cTt ~^ 'dp Tt
ds dp , , . , ,
ou, en remplaçant -^ et -f- i)ar leurs valeurs tirées des ^ ' dt dt
équations (22),
dt ^ \ dp ds ds dp j
Par conséquent, la condition à laquelle doit satisfaire le système est
^ ' ^^\ dp ds ds dp J
et cette inégalité doit être satisfaite pour toutes les valeurs des p et des s.
Nous allons voir qu'elle n'est pas toujours remplie.
329. Il est en effet possible d'imaginer un système pour lequel S passe par un maximum. Puisque S ne peut décroître, cette quantité reste constante quand elle a atteint sa valeur maximum, valeur pour laquelle le système est en é(|uilibre. Nous pouvons supposer que cet état correspond à des valeurs nulles de s et de/?, car, si ces variables avaient alors des valeurs différentes de zéro, s' et p' , il sulTirait de
poser
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el de prendre v" el p' pour nouvelles variables pour que dans l'état d'équilibre les variables soient nulles. Nous pouvons également supposer que, pour cet élal, U el S sont nuls, puisque ces fonctions contiennent une constante arbitraire.
Développons S par rapport au\ puissances croissantes des variables.
Le premier terme de ce développement est nul d'après l'hypothèse précédente; l'ensemble des termes du premier degré en s el p est aussi nul puis(|ue S passe par un maximum (juand .s:z:/j = o; pour cette dernière raison, l'ensemble des termes du second degré est négatif. Par conséquent, si nous négligeons les termes d'un degré supérieur au second, S est une forme quadratique négative de s et (le t; nous pouvons donc la décomposer en carrés dont tous les coefficients sont négatifs.
Développons également la fonction U; le terme constant du développement est nul. Il eu est encore de même de l'ensemble des ternies du premier degré: en etfet, puisqu'il y a équilibre du système,
ds dp
-r = o et -f- = G
dt dt
et, par suite des équations (22),
dp ds
En négligeant les termes du développement d'un degré supérieur au second, U se réduit donc à une forme quadratique de s et p.
330. Les fondions S et U étant quadratiques, leurs dérivées partielles par rapport aux variables sont du premier degré et, par suite, le premier membre de l'inégalité (23) est une fonction quadratique. Pour que celte inégalité soit toujours satisfaite, il faut que cette fonction quadratique puisse se mettre sous la forme d'une somme de carrés dont les coefficients sont positifs. Alors elle ne peut s'annuler que pour s = p=: o.
Or considérons la fonction r- Elle est bomogène et du
degré zéro par rapport à p et s. On peut donc, sans changer la valeur de cette fonction, multiplier s et p par un même facteur quelconque. Profilons-en pour rendre ces variables toujours plus petites qu'une certaine quantité, c'est-à-dire finies. Alors U et S restent finis quelles que soient les valeurs données aux variables et — ^ ne peut devenir infini
que si S est nul. .Mais S étant une fonction quadratique
négative ne peut s annuler; — — ne peut donc devenir infini et doit présenter un maximum que nous désignerons par 1 pour un système de valeurs des s et des p autre que
s =y^ ru o.
Pour ces valeurs des variables correspondant à ce maximum, on a
par suite,
ils d'à ds
^dl'
De même on a
(W __ - à^ dp dp
Si nous portons ces valeurs de -7- el -;— dans le premier ^ ds dp
membre de l'inégalilé (28), celui-ci s'annule. La fonction quadratique (|ui lui est égale peut donc s'annuler pour des valeurs de p et s ditïérentes de zéro. Par suite, tous les coefficients des carrés ne sont pas positifs et la fonction peut être négalive.
Les équations d'Helmlioltz ne peuvent donc expliquer l'augmentation d'entropie qui se produit dans les systèmes isolés soumis à des transformations irréversibles.
11 résulte de là que les phénomènes irréversibles et le théorème de Clausius ne sont pas explicables au mojen des équations de Lagrange.
331. L'explication des phénomènes réversibles n'est même l»as complète. En particulier, il faudrait expli(iuer pourquoi quand deux corps à la même température sont mis en contact il n'y a pas passage de chaleur d'un corps à un autre. On a bien tenté d'en donner une explication. On a comparé les deux corps à deux poulies dont les vitesses de rotation sont égales; quand on embraie ces poulies, il n'y a pas de choc et par suite pas de transmission de force vive de l'une à l'autre; quand on met les deux corps en contact il n'y aurait pas non plus de chocs entre les molécules, celles-ci possédant la même vitesse dans les deux corps puisque les températures sont les mêmes. L'explication est loin d'être satisfaisante.
45o THERMODYNAMIQUE.
332. Travaux de Boltzmann. — Aux noms d'Helmhollz el de Claiisius il faut ajouter celui de M. Boltzmann. Parmi les travaux de ce dernier savant sur le sujet qui nous occupe nous ne sif^nalerons que sa démonstration de l'hypothèse d'HelmhoItz.
M. Boltzmann sépare encore les paramètres du système en deux classes : les paramètres à variation lente et les paramètres à variation rapide, mais il ne suppose plus que H est indépendant de ces derniers. Il décompose le syslème tolal en un grand nombre de systèmes pour lesquels la période est la même, mais la phase difïërente. En considérant cet ensemble de systèmes M. Boltzmann montre que tout se passe comme si H ne dépendait pas des paramètres à variation rapide; l'hypothèse d'Helmhollz se trouve donc justifiée. A ce point de vue le travail de M. Boltzmann devait être signalé ici.
333. Toutes les tentatives de cette nature doivent donc être abandonnées; les seules qui aient quelque chance de succès sont celles qui sont fondées sur l'intervention des lois statistiques comme, j)ar exemple, la théorie cinétique des gaz.
Ce point de vue, (jue je ne puis développer ici, peut se résumer d'une façon un peu vulgaire comme il suit :
Supposons que nous voulions placer un grain d'avoine au milieu d'un tas de blé; cela sera facile; sui)|)osons (|ue nous voulions ensuite l'y retrouver et l'en retirer; nous ne pourrons y parvenir. Tous les phénomènes irréversibles, d'après certains physiciens, seraient construits sur ce modèle.
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