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INTRODUCTION
1. Dans un mémoire classique M. Prcarp a démontré qu’une fonction méromorphe {CR prend toutes les valeurs sauf peut-être deux *). Son théorème a été l’origine d’une théorie extensive que les recherches de MM. Borer, ScHoTtky, Laxpau, Moxrei, VaLIRON, JuLra, Osrrowskr, NEVANLINNA et Mircoux ont amené à un haut degré de précision. Les résultats peuvent être divisés en deux classes, ceux d’une nature quantitative comme les énoncés de MM. Borez, VALIRON, NEVANLINNA et MicLoux et ceux d’une nature qualitative comme les résultats de MM. MoxTe, JULIA, et Osrrowskt, et qui sont remarquables par leurs simplicité et élégance.
M. Borez fut le premier à généraliser le théorème de M. Picarp en démontrant que *), si f(x) est une fonction méromorphe d'ordre p et o(x) une fonction méromorphe quelconque d'ordre inférieur à p, l’exposant de convergence des xéros de f(x) — g(x) est égal à p sauf peut-être pour deux fonctions g,(x) et g,(x).
Pendant la dernière décade beaucoup d’interêt se manifesta dans les tentatives pour trouver des régions de plus en plus restrictives pour lesquelles on peut dire que la fonction f(x) prend toutes les valeurs sauf peut-être quelques-unes. En employant la
1) É. PicarD, Mémoire sur les fonclions entières [Annales Scientifiques de l'École Normale Supérieure, 2° série, t. IX (1880), p. 147-166].
2) É. BoreL, Leçons sur les fonctions méromorphes (Paris, Gauthier-Villars, 1903). Le résultat pour les fonctions entières avait été donné dans un mémoire: É. Borez, Sur les zéros des fonctions entières [Acta Mathematica, t. XX (1896), p. 357-396]. Voir aussi É. Borez, Leçons sur les fonctions entières, 2° édition (Paris, Gauthier-Villars, 1921).
2 D'YA/VST D'IMRCEMITIL ENTPATMES:
théorie des familles normales de M. Moxrer, M. Jura a donné les propositions suivantes °):
1. Soient f(x) une fonction entière ou une fonction méromorphe ayant une valeur asymiotique, et D' le domaine balayé par un cercle C dont le centre x décrit un chemix L donné aboutissant au point à l'infini, et dont le rayon est skx|, où © est un nombre positif: il existe un domaine D, qui se déduit de D’ par une rotation convenable autour de l'origine, et dans lequel la fonction f(x) — a s’annule une infinité de fois pour toutes les valeurs de a sauf deux au plus.
2. De plus, soit o un nombre de module supérieur à 1 et e un nombre positif arbitraire. Il existe un point 7, de module compris entre 1 et o« tel que, dans l’ensemble des cercles C, n = 1,2, ... de-centreés 7,5" et de rayonstes"| la fonction Ja s’annule une infinité de fois pour toutes les valeurs de a sauf deux au plus.
Ces propositions découlent immédiatement des résultats obtenus par M. Mxroux. En s'appuyant directement sur le théorème de M. Scnorrky, il a démontré l'existence d’une suite infinie de cercles {C(r,, fX +) dont les éentres ont r, pour modules, croissant indéfiniment avec », et tels que dans C(r,, f) la fonction f(x) prenne toute valeur de module inférieur à #(r,) sauf au plus des valeurs qui peuvent être enfer-
mées dans deux cercles de rayons , ®(r) étant une fonction croissante indéfini-
A4) ment avec r °). M. Mircoux a donné à ces cercles le nom de cercles de remplissage parce que la fonction Z=— f(x) remplit des régions de plus en plus étendues du plan des Z lorsque le centre de C(r,, f) s'éloigne à l'infini. Dans un mémoire récent °) M. VarrRoN a précise les résultats de MM. Jucra et Mircoux sur le rayon des cercles de remplissage et dans le cas d’une fonction d’ordre fini la borne supérieure obtenue est la plus précise possible à un facteur constant près. ;
Dans une monographie, parue dans le Mémorial des Sciences Mathématiques, M. VALIRON a fait remarquer que le théorème de M. Jurra peut se généraliser au cas où
8) G. Jurra, Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières et méromorphes [Annales Scientifiques de PEcole Normale Supérieure, 3° série, t. XXXVI (1919), p. 93-125: t. XXXVII (1920), p. 165-218; t. XXXVIIT (1921), p. 165-182].
4) Pour la brièveté nous désignerons une infinité dénombrable d’entités 4,, 4,,..., 4,,...
par AR et une infinité non-dénombrable d’entités À par S AL.
S) H. Mircoux, Le théorème de M. PICARD, suites de fonctions holomorphes, fonctions méromorphes et fonctions entières (Thèse) [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9° série, t. III (1924), p. 345- ]l; Sur le théorème de M. Prcarp [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LIII (1925), p. 181-217].
$) G. VaLiRoN, Compléments au théorème de Picaro-Jurra [Bulletin des Sciences Mathématiques, EST (027) pero 7enss il |
Ja constante a est remplacée par un polynome ou par une fonction encore plus générale 7). Ce sont ces généralisations dont il s’agit dans le présent mémoire.
Nous bornerons notre attention aux fonctions entières. Pour notre but nous aurons besoin d’une inégalité relative aux fonctions f(x) holomorphes ct ne prenant pas les valeurs z£ro et un dans le cercle-unité. D'aprés un théorème de M. Scuorrky on sait que chaque fonction d'une telle famille est bornée dans le cercle {?] 22 0 < 1 par une fonction de f(o) er 0. M. VariroN a donné une expression explicite pour cette fonction, à savoir *)
GI LAON AT
LA A étant une constante absolue, et dont nous donnerons une démonstration. On peut V = A +4 £ GY Re LE \ :
{tendre cet inégalité au cas où f(z) ne devient pas égale à deux fonctions holomorphes dans |;| 1.
= TR ASS er Re ie 3 , Prenant d’abord une fonction entière f(x) et un polynome P(x) de degré hp, , = 4 et en s'appuyant directement sur le théorème de M. ScHorrky, nous nous proposons de démontrer qu'il existe un cercle dans lequel f(x?) — P(3) a au moins un ztro pour tous les polynomes P(x) sauf peut-être ceux voisins d’un certain polynome, et alors qu’il existe une suite de cercles {C,} de centres s’éloignant indéfiniment tels que dans C, les fonctions f(x) — P(x) s'annulent pour tous les P(x) de degré /Z p(C,) sauf ceux d’un certain ensemble {P? dépendant de C,. Etant donné
RÉ PCA Te FER RCE
et en représentant les p + 1 premiers coefficients dans p + 1 plans, on peut définir un domaine D des p + 1 plans dans lequel les coefficients 6, €,, ..., c, peuvent varier sans que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s’annuler dans C,. Le rapport du rayon de C, à la distance r, de son centre de l'origine décroit lorsque r, tend vers infini, d’où résulte immédiatement un théorème analogue à la première proposition énoncée ci-dessus de M. Juzra.
Ensuite nous démontrerons que ces résultats s'étendent au cas où P(z) est remplacé par une fonction rationnelle R(z), ou une fonction entière d'ordre nul dont la
densité des zéros vérifie l'inégalité Mr) (los r)",
où Ë est un nombre positif mais aussi petit que l’on veut, en supposant dans le second cas que la fonction f(x) donnée soit d'ordre positif.
7) G. VaLiIRON, Fonclions entières et fonctions méromorphes d'une variable (Mémorial des Sciences Mathématiques, fasc. II), (Paris, Gauthier-Villars, 1925).
8) G. VaLiRON, Sur les fonctions méromorphes sans valeur asymptotique [Comptes rendus hebdomadaires de l'Académie des Sciences, t. 182 (1926), p. 1266-1269].
La méthode employée exige que g(x) soit d’ordre nul, mais on peut se demander si les résultats restent vrais quand l’ordre de g(x) est positif mais inférieur à celui de JR:
Il me reste pour terminer cette introduction, à exprimer toute la reconnaissance que j'ai contractée envers M. Frécner, le Directeur, et envers MM. les Professeurs de lInstitut de Mathématiques à Strasbourg, et à remercier tout particulièrement M. VazioN qui a bien voulu orienter mon travail et près de qui j'ai trouvé une aide
constante.
CHAPITRE I
Queiques théorèmes préliminaires.
2. L'inégalité de LaANDau-VALIRON.—Pour la démonstration de cette inégalité nous avons besoin de quelques résultats de la théorie de la fonction modulaire. Désignons par w le rapport des deux périodes w, et w, de la fonction elliptique @(z) de Werersrrass. Nous supposerons que la partie imaginaire de © soit positive, ce qui est loisible. La fonction modulaire
J{a) Sets le où g, et g, ont leurs sens usuels, reste inaltérée quand on effectue sur © une substitution du groupe modulaire arithmétique. En prenant une nouvelle variable
2TCi0
fe
on peut obtenir le développement suivant :
QG) MIO EU FAI CRIS
la fonction F(g) étant holomorphe pour |g| 1. La formule (1) nous montre que Jo) est holomorphe dans le domaine qui correspond à la couronne o la <a plan des g, c’est-à-dire dans le domaine défini par les inégalités
se TES) AMP,
où {(w) désigne la partie imaginaire de w, & est arbitrairement petit et M est arbitrairement grand. |
La fonction J(w) prend une fois et une fois seulement toute valeur dans le triangle curviligne défini par les Cgalités et les inégalités
I x Di RERO Es NM Ro EE
R(o) étant la partie réelle de w. Il suffit de connaitre la fonction J(w) dans D pour la connaître dans tout le demi-plan positif. La fonction inverse w(y) de J(w) est une fonction multiforme possédant une infinité de branches. Dans notre discussion nous
considérons la branche w(y) de o(y) qui correspond au domaine fondamental de J(o). Soit f(x) une fonction qui est holomorphe et qui ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle || < 1, et soit f(o) = 6, 3< 0. En employant ces propriétés de la fonction modulaire M. Vtt a démontré, d’après M. Lanpau, que l'inégalité ©)
log FOI < Y (F0) ——
est valable pour {| 7 r 1, où
HO EC Re a + log Æ,
K désignant le module maximum de g/(w) pour lg| = €
En faisant une modification legère dans la démonstration de M. Varrmrox on
aura
2) log FOI <<? (FC) —7
avec
20) = 27] H(0G) + a re og K.
De linégalité (2) nous déduirons une autre qui donne une borne supérieure pour If()| très utile pour les applications. Cette inégalité a été déjà énoncée sans démonstration par M. VALIRoN “).
Soit
le développement dans le voisinage du point y = f(o) de la branche de la fonction © (y) qui correspond au domaine fondamental D. En remplaçant dans cette série y par f(R) nous aurons le développement
D = 0) = a, + af (o)r +»
9) G. VALIRON, Lectures on the General Theory of Integral Fonctions (Deighton, Bell and Co’ Cambridge, 1923), Chap. 6. Nous renverrons le lecteur à plusieurs reprises à ce livre sous le titre de
« Lectures ».
SA Con à
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qui est valable dans le cercle || 1. J(o) étant l'inverse de w(y), la fonction fG) est égale à J (ge (x)), ct par conséquent au point «, dans le plan de J(w) correspond
un point w(c) dans le triangle fondamental D du w plan. Il s’agit de trouver maintenant une borne supérieure du nombre @(c,) lorsque le
« RE = 7 n Fe n 1 point w(c,) se trouve dans D. De la géometrie il résulte que 1 2
Le I(o (c)) 3
Pour considérer le terme J(s (c)) il est commode de diviser 1) en deux régions
selon que T(u(c)) ZK ,ou > K,, K, étant un nombre que nous allons définir. D'abord, de la formule (1) on déduit que le produit g/(w) est régulier pour [g| < 1
et RTE g](o)»> K, — o lorsque g tend vers zéro, c’est-à-dire lorsque 7 (w (x)) tend vers infini. Soit À, un nombre tel que l’inégalité
g/(@)> K ait lieu pour I(w (x) > K,. En particulier nous aurons pour I(6(c)) Sos
JC) = le > Ké,
—2xl(o(c)) 1 2 É je (A à K°,
et ensuite
d’où il résulte que
(4) 2r1(0(c)) < log fc] — 2108 K, < log fc] + K,, K, une constante bornée.
Considérons Pinégalité (2) pour le cas où
Nous aurons
og (OI < ECC jose be) : a.
et par suite, en tenant compte des inégalités (3) et (5)
los PGI < 258, + ÊE + log KES R è
I da — (log A) 2
A, une constante bornée; par conséquent
(6) FOI < D'autre part si I(o (c, Je
Vo:
nt 6
, les inégalités (3) et (4) nous donnent
ri
mn tr ni = [log
et donc
Graf
(7) Forte
À, étant une constante bornée. En combinant (6) et (7) nous aurons l’inégalité
FCO LA + 4ÏT
ce qui est valable pour I (o(c,)) quelconque dans la région fondamentale D, et par
conséquent pour toute valeur de c, différente de o, 1, et © qui sont en effet les valeurs exceptionnelles de f(x) dans 4] << 1. Dans le second membre 4, et À, sont des constantes absolues. En désignant par À un nombre plus grand que les trois nom-: bres 1, À et À, nous aurons le théorème suivant de M. VarrRox.
THÉORÈME 1. — Si la fonction f(x) est holomorphe dans le cercle de centre l’origine et de rayon un et ne prend pas les valeurs o et x dans ce cercle, l'inégalité
TE
FI <[41/C@) + AT
a lieu pour K| Zr 1, À étant une constante absolue supérieure à x. En faisant une transformation de variable M. VALIRON a remarqué que les termes f() et f(o) dans (8) sont permutables, c’est-à-dire que nous avons aussi
TS
(8) Co) TAG + AT Xe, APS 2 els ini à
Des inégalités (8) et (8°) nous pouvons en déduire d’autres où la constante 4 n'apparaît plus, ces dernières n’ayant lieu que pour certaines valeurs de f(o) et f(x). Si, par exemple, [f(o)| >> 1 nous aurons de (8)
©) FCI < LAON
8 D AMV DIR WILLIAMS:
Soient r, un nombre positif <Z 1, et « un nombre, évidemment positif, tel que mea HOBNEOR Désignons l'expression (2 4)" par C(r,, à). Alors si o <r <r, et [f(o)| est
ù Ye a N C(r,, «) nous aurons
(9') | QI < Fo)"
D'une même manière si [f(x)| est supérieur à 1 on a de (8°°)
Ce FC) <E24/@ 7 ct si [f(x)| est supérieur à un certain nombre positif C(r,, «) il résulte que (Cie FONAQNT S > SREERR
Plus précisement, si [f(o)| > 2 4, on déduit immédiatement de (9)
HORGIOIRE ce qui est valable pour | Zr =, et si |f(o) >> 4 4° cette inégalité a lieu pour ere 1 Encore ler 10H04 |
(10) Co) </GRNT I sr dr : : : 2 DOUTE Es incgalité qui nous sera utile plus tard, ets ff) 47 on
(fo)- valable pour ZX r 1x:
Les intgalités (9') et (9'°*) sont utiles quand les valeurs de |f(o) ou de |f(2)l sont grandes. Nous trouverons des inégalités analogues pour le cas où |f(o)| ou
Re (f(x) sont petits. On remarque que la fonction D vérifie les mêmes conditions que &
f(R), c’est-à-dire elle est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle kI< 7.
Supposons que |f(o) soit petit et par conséquent HO) soit grand, par exemple
EC, Encuakpoine 7 poule ent
On aura
centre x, et de rayon 1 — r,, d’après (8) nous aurons pour &j— 2%] fr.
dre
ro
et par conséquent
He) | <CK(r).
Fo) < 0 Il ne sufht que de prendre C, égal à 2K(r,) pour arriver à une contradiction.
Alors ee FC)
étant supérieur à 1, l'inégalité (9°Ÿ) nous donne
SRE
<br]
IT
HO ESIO RE
ie MNT er r
et si |f(x)| est inférieur à un certain nombre C (x) on a d’après (11°°)
FO <ÉOT, kHzr<r<r.
AR PE- I 1 En mettant dans ces deux dernières inégalités r = ——, « — Fa
, on déduit que l'inégalité |
HORSTOIR 2-lieurdans le cercle << ee pourvu que |f(o) soit inférieur à un certain petit nombre C,, et l'inégalité
Co) < FO
WiLLrAMS. 2
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a lieu dans le cercle /z] + pourvu que |f(x)| soit inférieur à un certain petit nombre C,. L 3. Une généralisation du théorème de LANDau-Varrrox. — Nous donnerons maintenant une généralisation de Théorème 1. En employant sa théorie fertile de familles normales et de familles quasi-normales M. MowTEL a démontré le théorème suivant *). Soient
JMS RER PEER RE SR Ra Ch mio trois fonctions holomorphes dans le cercle |] <°R. Supposons que les équations
f—g=0 f—-h=0o n'aient pas de racines et que
gl UE lb] M
dans ce cercle. Alors, si b =£c,, on a l’inégalité
|] ARE Die M, 0)
valable dans le cercle [|] OR, D ne dépendant que de à, —c,, b, —c,, M et 9. Nous considérerons des cas spéciaux et nous donnerons des valeurs explicites pour la fonction D. Supposons que h soit identiquement nul et que les fonctions f, g, f—g
n'aient pas de zéros, tandis que lg «7 M dans le cercle |z] << 1. La fonction Te est AUS
holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 pour || C1. Par conséquent le théorème 1 s'applique, et nous aurons pour | Zr<1
Et
Fo <LEe +4)
d’où le théorème suivant:
THÉORÈME 2. — Soient f(x) et g(x) deux fonctions holomophes et ne s’annulant pas dans le cercle [x] <Z 1. Supposons que l’équation
G2) HORMIS
*?) P. MoNTEL, Sur les familles complexes et leurs applications [Acta Mathematica, Bd. 49 (1926), pp. 115-161].
A) F rés: 1 CEE TS VIE VEUX et RTE ER CPR ES TER PEN CT 1 MUR PES TON IT Et art
D'une manière plus générale soient f — g, g — h, f — h des fonctions h2lomorphes et ne s’annulant pas dans [9] 1, et soient k (x) M, |b(z)| << M. La fonction
— ff À = est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle-unité, et nous ETS
voyons facilement que l’inégalité
Ir
Co) — go) est valable pour ||, r € 1.
CHAPITRE
Généralisations des théorèmes de M. Juua.
4. Un théorème de M. VaïiRON. — Dans un mémoire récent ‘) en s'appuyant directement sur le théorème de M. Scnorrky, M. VaLiRoN a précisé les résultats de M. Mirroux sur le rayon des cercles de remplissage. J’indiquerai brêvement ses résultats parce que nous en avons besoin de quelques-uns et la méthode employée nous sera utile.
Soit f(x) une fonction entière ayant une singularité essentielle à l'infini. (M. VA- LIRON a considéré le cas un peu plus général où f(x) est holomorphe au voisinage du point à l’infini qui est un point essentiel). Il existe une suite infinie de cercles de rayons croissants indéfiniment sur lesquels la fonction f(?) prend des valeurs inférieurs à 1 en module. Sinon, nous voyons que pour r supérieur à un certain nombre r, la fonction Te serait bornée, ce qui contredit le fait que f(x) a une singularité essentielle à linfinie.
Alors soit || = r une circonférence C sur laquelle il y à un point au moins où f(] < 1, et soit 7, un point de C en lequel
PR = Mr, p),
M(r, f) désignant le module maximum de f(x) sur la circonférence C. Il s’agit d’etudiér la fonction f(x) dans la couronne circulaire :
le rG—z2)<hk}<r( +22),
‘ ut I ; où « est une constante positive 7; Ou une fonction convenable de r. Supposons
En ot
DAVIDL:R WILLIAMS.
que la fonction f(x) ne prenne pas les valeurs o et 1 dans le cercle R—kI<2axr.
De l'inégalité (10) il résulte que
QI Mr, f)°
pour x À l’intérieur et sur la circonférence du cercle R ai el 2 ar.
NV
Soit z, un point où cette circonférence traverse la circonfèrence C. Si f(x) ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle [£ — x] << 2zxr il résulte que
ce & VAI>UVGRY > MG N° pour —x.| ar. Continuons ce procédé du point %,. Si nous ne rencontrons aucun cercle dans lequel f(x) prend l’une des valeurs o et 1 nous déduisons que la fonction f(x) vérifie l'inégalité de = LUS (5) fO> Mr, f)
dans le domaine formé par la suite de cercles de rayons ar et ayant les mêmes centres que les cercles employés dans le procédé, et par conséquent dans une couronne
FORT SSSR) où æ’ est un certain nombre «7 x, et le nombre »” figurant dans (13) est donné par l'inégalité
MELLE
arc Sin —
Ici nous supposons que le second membre de (13) soit supérieur à un certain nombre C, pour que l'inégalité (ro) puisse être appliqué.
Mais si r est suffisamment grand Mr, f)" est supérieur à 1, et nous arrivons à une contradiction avec le fait que f(x) prend une valeur de module inférieur ou égal à 1 sur la circonférence C. Par conséquent il y a au moins un cercle ÿ de centre x, dans là couronne F dans lequel f(+) prend l’une des valeurs o et 1.
En appliquant le théorème de M. Scnorrky au plus grand cercle
Rares (ea Er)
dans lequel f(x) ne prend pas les valeurs o et 1 M. VALtRoN a été amené au théorème suivant :
Je
Soient f(x) une fonction entière ayant une sinçularité essentielle à Pinfini, K un nombre supérieur à une constante absolue, et « un nombre positif fixe ou une fonction convenable de r. Alors il existe des cercles C(f)
(159 Rae 2067 Vis TC CCR) ET ONCE ESS,
dont les centres s’éloignent indéfiniment, tels que dans C(f), f(x) prenne toute valeur Z de module inférieur à @(K7) sauf peut-être des valeurs qui peuvent étre enfermées dans
avec
un cercle de rayon du plan des Z, m et o©(K) étant donnés respectivement par
?(K) Pinégalité (14) et l'équation suivante
| ee
Au point x, et au centre du cercle C(f) nous avons l'inégalité
(6) FQI> €.
5. Distribution des racines de f(x) — P(x) où P(x) est un polynome. — Nous allons considérer la distribution des zéros de f(z) — P(x) où f(x) est une fonction entière donnée et P(z) un polynome quelconque de degré /7 p, et nous démontrerons qu’il existe des cercles possédant des zéros de f(x) — P(z) sauf peut-être pour certains polynomes, ces polynomes dépendant des cercles considérés.
En employant les mêmes notations que dans le numero précédent on sait qu’il y a dans l'un cercle de remplissage y de rayon
RC r220" ACER log Mr, f)?
tel que à son centre z;
HAT
Soient x le point dans y où f(x) prend l’une des valeurs o et 1, y, et y, les cercles de centre x et de rayons R et 2R respectivement.
Soit è EC CHER te ER
un polynome de degré 7 p tel que la fonction F,(7) = f(x) — P,(x) n'ait pas de ztros dans le cercle y,. Pour les polynomes P(x) qui différent sensiblement du polynome P,(x) nous dtmontrerons que la fonction f(x) — P(x) posstdera un zéro au moins dans y,. Car supposons que le contraire soit vrai pour un polynome
PO=EC +. Le, n£h.
14 D'A VII DRE WETPL LT 'AMESS
Si q est le plus grand des nombres # et # et si les coefficients ic} des polynomes {P(x)} considérés sont tous inférieurs à K,, K, étant une constante ou une fonction
convenable de r, nous aurons pour | Æretr>1
ACIER CE RUE et
(17) PQ) — PGI Z 2 + 1) Ar.
Le cercle y, et par constquent le point x se trouveraient dans la couronne r
De RES 27
si À
SAN 7 4 & + DAN <& Fa.
c’est-à-dire si (18) L: + 1246” È de
(4 ET WT CU .
: log M(r, f) Nous supposerons pour le moment que cette inégalité ait lieu, donnant plus loin
les valeurs de « et À pour qu’elle soit satisfaite. Au point x nous avons es
1, GI ZIP, Gr) + 17)
dt net
ZG+DEGN+:.
En donnant une borne inférieure au premier coefficient de P{7)— P (x) on peut = trouver une borne inférieure pour |P(4) — P,(z)|. En effet on a : POSER ER 2 AVÉCR os 10, cha 2 Aer er alors & PO — PIS IR IE + ce +] ou
is SAR 6 (20) DES nn ae ES AL $ be r—1 | pourvu que 7] == 7 >> 1. En prenant
F,G) FE) — P.D
est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans ce cercle. En appliquant Pi-
négalité de LANDAU-VALIRON et mettant r — _. dans la formule (12) nous aurons
FE GI < [Max de |P(z) — P,(x)| dans r1[ 4, say (x) de 4]
valable pour tous les points dans le cercle y, et en tenant compte de (17), (19) et (22) il résulte que
LE QI < CHAT et ensuite
API
Pied K = 4(p +1)logr r étant supérieur à C;.
Il nous reste à choisir « tel que l’inégalité (18) ait lieu. En eflet f(x) étant une fonction entière on sait que la fonction log Mr, f) est une fonction convexe et crois-
et donc si
‘sante de logr, d’après un théorème de M. HapamarD. Par conséquent le rapport de
16 D'ANVTID ER AVI LI AMMIS:
log r à log M(r, f) tend vers zéro lorsque r croit indéfiniment: alors, æ étant fixe, est fixe et K gr TOC TO I PAM SX.
68 Mr, D) fr er VE
. I qe ! EUR pour r > un certain nombre r,. En prenant a LS nous voyons que l'inégalité (18) est vérifiée.
Interprétons maintenant l'inégalité E ce qui devient, en tenant compte de (23)
Gr) BL
Par définition q est le plus grand des nombres ? et n, et « est le degré de P(x) — P,(x). Quatre cas se presentent:
Sin TENSIONS UE)
[c, E c,| = ir
Alors on dèduit que la fonction f(x) — P(x) s’annule dans y, pour tous les polynomes P(z) pour lesquels
RIM et LES
DOI = => oO A
4 2 $ ENTES pour DES S ARENCE et
Alors la fonction f(x)— P(x) s’annule pour tous les polynomes P(+) de degré n—t dont les premiers # — © coefhicients sont les mêmes que ceux de P (x) et
lc Se
ue . . 1 re 3° Sin >> 1 l'inégalité (21°°) devient
lc, = ous
ER Tr
et on voit que la fonction f(+)— P(x) s’annule dans y, pour les polynomes de degré
inférieur à # si fe | >>
ï en
COMPLÉMENTS AU THÉORÈME DE M. JULIA. Wz
AMOR ER Dn à
, 2 c| A Par conséquent si le premier coefficient de P (7) est > — la fonction f(z) — P(x)
, s’annule dans y, pour tous les polynomes de degré n <t. Il est bien entendu que les coefficients des polynomes considérés sont inférieurs
à Le en module. En rassemblant tous les résultats on a le théorème suivant: THÉORÈME 3. — Soient f(x) une fonction entière donnée et re n n—1 PO= THE LT + ee +
un polynome de degré 7 p et tel que lc] <'K,. Soit k]=7r C> un certain nombre r.) une circonférence sur laquelle il y à au moins un point où |f(R)Z1. Dans la couronne
Qi — 2a)r <<] (I + 2a}r, œ étant un nombre fixe + il existe un cercle de remplissage Y de rayon r log r og Mr, D)?
(CH une fonction de p et «) possédant la propriété suivante: ou bien la fonction f(x) — P(X) s’annule dans Y pour tous les polynomes P(x) pour lesquels
X, — a ) ou bien parmi les polynomes de cette famille il existe un TE AT EE 2
tel que la fonction f(x) — P,(x) ne s'annule pas dans y, tandis que f(x) — P(X) s’annule dans ÿ pour tous les polynomes P(x) pour lesquels on a
; 2 RUN ER 7, A À 2 2 Mn ice CpOUT LI NS RES lo Let, ln — | Pie, FE £ 2 3 PE NE Del A ed = r
WiLLraMs. 3
et pour les polynomes de degré <[t pourvu que
Ho
On doit remarquer que le polynome P (x) peut dépendre du cercle de remplissage considéré. En outre, plus le cercle de remplissage y est éloigné plus est étendu l’ensemble admis des polynomes P(x).
Pour les fonctions entières d'ordre fini il existe des couronnes r | < kr, k un nombre fini, dont les rayons croissent indéfiniment dans lesquelles f(x) prend lune des valeurs o et 1 et telles que
log M(&r, f) < blog Mr, f), h étant un nombre fixe “#). Cette propriété nous permet d’exprimer la quantité R en
fonction du module de laffhixe du centre de y. En prenant « tel que 1 — 2x >
k des calculs faciles nous amènent au th£orème suivant:
THÉORÈME 3,. — Soient f(z) une fonction entière donnée d'ordre fini et M nt Rs unes Cu
un polynome quelconque. Il existe une suite infinie de cercles {C,(f}} d'équation
k H(, DR (ok, (f) ARE EE v ee L RS log M (kr, (D, P)
H(f, p) étant un nombre ne dépendant que de f(x) et p, possédant la propriété suivante:
ou bien la fonction f(x) — PC) s’'annule dans C,(f) pour chaque P(x) de l’ensemble de polynomes pour lesquels
ei < er
ou bien parmi cet ensemble il ÿ a un polynome ere ’ ot PH) =cx DA Ce ie RUE F0,
tel que f(x) — P,(R) re s'annule pas dans C,(f) tandis que f(x) — P(X) s'annule pour tous les polynomes P(x) de degré n = t si
LCR
RUE
: , 6 ou Sc, —C, pour IN 306 et fe, — | > ————, ou de degré n Lt si
RO
ou de degré n <t si
EE n
k, CP
Si P,(x) est un polynome tel que f(x) —P (x) ne s’annule pas dans C,(f) nous lappellerons un polynome exceptionnel pour C,(f), et si f(x) — P,(z) ne s’annule pas dans aucun cercle de l’ensemble {C,(f)? nous dirons que P (x) est exceptionnel pour cet ensemble. Le polynome peut être exceptionnel dans chacun des cercles C,(f) sauf pour un nombre fini d’entre eux: dans ce cas nous dirons qu'il est exceptionnel au sens large pour la suite {C,(f). A partir d’un certain cercle de rang assez grand le polynome devient exceptionnel au sens étroit.
Nous ferons une comparaison de ce dernier théorème avec celui de M. VALIRON énoncé au ( 4. Dans une suite de cercles {C,(f)} de centres s’éloignant indéfiniment la fonction f(x) prend toute valeur Z de module inférieur à un certain nombre + sauf peut-être quelques-unes; ce qui veut dire que si
RO RAR PL ES
on peut faire varier le premier coefficient dans une région déterminée D(C,, f) du plan des c , sans que les nouvelles fonctions obtenues cessent de s’annuler dans le cercle C,(f), cette région dépendant de f(z) et du cercle C,(f) et devenant plus grande quand le cercle s’éloigne de lorigine.
Représentons le coefficient c, (o Zi Zn,Zp) du polynome P(z) dans un plan P;. Nous allons définir des domaines 4°, comprenant des régions dans les plans P; tels que l’on peut faire varier les coefficients de P{z) dans A%, sans que la fonction
f(R — P(D cesse de s’annuler dans C,(f). Soit 4, (FN — r,. Traçons dans chaque
° de T plan P,o fi,/p, un cercle D, avec l’origine pour centre et de rayon à s'Ée
nombre +# désignant le degré et c!, ..., c, les coefhicients d’une fonction exception-
nelle (t— c! — o s’il n’y a pas de fonction exceptionnelle) traçons dans le plan P,, où o it, le cercle d, d’équation
lc; re ci] >:
D 'ASVID RS AN INE LT A, MS
et dans le plan des P., 51 hp, les cercles d, d’équation
L’extérieur des cercles D, et l’intérieur des cercles d, seront dits des régions exclues.
Nous définirons le domaine 4°, de la façon suivante: il ne contient que les centres des petits cercles d, dans les plans P,, 6 ip; les points non-exclus dans le plan P,; et les points à l’intérieur des cercles D, dans les plans P, où : € 6. A chaque domaine 4°, correspond une famille de polynomes P(z) de degré #. À tous les domaines 47, (5 — 0, 1, ..., p) correspond un ensemble de polynomes de degré ZZ p et pour ces polynomes la fonction f(x) — P(x) s’annule dans le cercle C,(f). On voit que n — 6 sic Ntet de plus si t-£o et le cercle d, contient l’origine il est évident que les polynomes admis sont de degré N #.
Soit
FRE ACER CERN MR EN RE
L’addition de — P(x) à f(x) est la même chose que le changement des # +71 premiers coefhicients de f(x). En faisant jouer au point 4, (t << i 7 p) le rôle de lorigine dans le plan des c,, et au point 4, — c' le rôle du point c! dans le plan des
c, (61), nous pouvons définir des domaines 4°,
nous montre que si nous faisons varier le point 4,, 4,, ..., a, dans un quelconque
analogues aux A°,. Le théorème 3
des domaines Aîe toutes les fonctions correspondantes s’annulent dans le cercle C, (f), ces domaines dépendant de f et de C,(f).
6. Maintenant nous démontrerons qu’il n’y a qu’un polynome qui est exceptionnel pour l’ensemble de cercles $C,(f}}. Supposons que
PO = GX + Hé
soit un tel polynome exceptionnel. Soit
POŸES 6 AE ar 0
un autre polynome quelconque: alors f(z)— P(z) s’annule dans un cercle de la suite {C,(J}} assez éloigné. Supposons que le contraire soit vrai. Te de :
Prenons une suite de circonférences fr] = r;, (r, r,,,, i —0, r, ...) telle que
sur chacune il y a un point au moins où |f(x) Z 1. Alors il existe une suite de cercles {C;(f)} de rayons
Désignons par e, le rapport
D'après le théorème de M. Hapamarp cité précédemment on voit que <, tend vers zéro lorsque ; tend vers infini.
Soit p le plus grand des nombres # et # et prenons à le plus petit entier tel que
Ve,
Soient K, le plus grand des modules des coefficients de P(z7) et P (x), w le plus petit entier tel que
Ad er X, ce es ) et L le plus petit entier tel que Cl > — .
Vr,
Les polynomes P (7) et P(x) n'étant pas identiques, pour au moins une valeur de : nous avons €, — co. Soit K le plus grand de ces nombres i et prenons M le plus petit entier tel que us Vru Désignons par N le plus grand des nombres à, w, L et M. De la façon du choix de N et des calculs de 5 il résulte que la fonction P(7)—P (7) ne s’annule pas dans Cx(f). Evidemment le même résultat a lieu pour les cercles C,,,(f), Cr.,(f}, --..
Ex — xl >
Finalement le rayon du cercle C,(f) est égal à H (x)Vexry, où H (x) ne dépend que de «. La distance du centre de C,.(f) à l’origine est inférieure à _ et
pat suite le rapport du rayon de C;;(f) à la distance de son centre à l’origine tend
vers zéro lorsque N croit indéfiniment. Nous pouvons énoncer le théorème suivant: THÉORÈME 4. — Étant donnée une fonction entière f(x) il existe une suite de cer-
cles C,(f) de centres 3, (Kk]=r,) s’éloignant indéfiniment et de rayons d,r,, d, tendant
I 7 CA Vers xéro avec ——, telle que Péquation
FO — PO
possède une infinité de racines dans l’ensemble des cercles pour tous les pol;nomes P(x) sauf un au plus.
En faisant usage d’un raisonnement de M. VarioN ‘) on déduit immédiatement un résultat qui généralise la première proposition de M. Juita énoncée dans Pintro-
omErct)}Ghap. VVL
duction. Soit L une courbe continue procédant de l’origine à l'infini, et franchissant chaque cercle de centre l’origine en un point seulement. On peut la représenter par l'équation
0 RAC) avec F(r) une fonction de r continue et uniforme pour toutes les valeurs de r. Supposons que F(1)—9,. En faisant tourner L autour de Porigine par un angle & (o 9 27) on obtient une courbe Z, d’équation
= F()+e Une telle courbe et une seule passe par chaque point du plan. Soient Z(v) la courbe qui passe par le centre du cercle C,(f) et x,—e" le point où L(v) franchit le cercle || = 1. La suite infinie de points {x,} à au moins un point limite, soit X — e*. La courbe qui passe par le point X — e* se déduit de L par une rotation à travers un angle 4 — 0 et par conséquent est d’équation
Puisque le rapport du rayon de C,(f) à la distance de son centre à lorigine tend
vers zéro lorsque v tend vers infini il est évident que la bande comprise entre les deux
courbes
O— F(r)—0 +d—e et 0— F(r)—0 +d+e, £ étant positif et arbitraire, contient une infinité de ces cercles. Le théorème précédent s’applique à cet ensemble de cercles et nous avons la proposition suivante:
THÉORÈME 4,. — Soit L'un chemin continu procédant de Porigine à linfini, et n'ayant qu'un point commun avec chaque cercle de cenire origine, et B une bande balayée par Len le faisant tourner autour de l'origine à travers un angle d'ouverture aussi petit que l’on veut. Étant donnée une fonction entière f(x) il existe une bande PE dérivée de B par une rolation autour de l'origine, dans laquelle la fonction f(x) — P(z} s’'annule une infinité de fois pour lous les polynomes P(x) sauf peut-être un.
Nous ferons quelques remarques qui généralisent un peu les théorèmes 3-4.
1° Il est évident que si f(x) n’est pas holomorphe dans un cercle fj < C on ne change rien d’essentiel dans les calculs de 6 $ pourvu que l’on ne considère que la région à l'extérieur de ce cercle. Alors les théorèmes 3-4, restent vrais si au lieu d’une fonction entière f(x) nous prenons une fonction F(7) qui est holomorphe à l’extérieur de |] << C sauf à infini où elle possède une singularité essentielle.
2° Au lieu d’un polynome prenons une fonction H(z) holomorphe à l'extérieur d'un cercle fx} € sauf à l'infini où elle possède un pôle. Le développement de H (x) à l’extérieur de ce cercle est de la forme
LR
2 ce, - AE ess Les
Le théorème 3 s’applique à ces fonctions si les coefficients vérifient Pinégalité 1œ
fie ; ES, (SRI 0 ETI SE D
En modifiant ce résultat dans l’ordre des idées de théorème 4 et en le combinant avec la remarque 1° nous avons l'énoncé général:
THÉORÈME 5. — Soient F(x) une fonction donnée holomorphe à Pextérieur d’un cercle |} °C sauf à linfini qui est une singularité essentielle et (x) une fonction holomorphe à l'extérieur d'un cercle |] °C, sauf à l'infini qui est un pôle. Alors il existe une bande d'ouverture arbitrairement petite dans laquelle l'équation
FG)—1N(G = o
possede une infinité de racines pour tous les (x) sauf un au plus.
7. Les zéros de f(x) — R(x) où R(zx) est une fonction rationnelle. — Puisque les fonctions rationnelles n’ont pas de pôles à l’extérieur d’un certain cercle sauf peut-être à l'infini on peut s’attendre à ce que la méthode employée dans le cas d’un polynome s’étende au cas où P(X) est une fonction rationnelle. C’est cette extension que nous nous proposons de considérer dans ce numero.
Soient €, une circonférence sur laquelle il y à un point x, où f(x) 1, et Fr la couronne
EÉI — 22) hf Tr ax), a —.
Il existe dans cette couronne un cercle y dans lequel f(x) prend l’une des valeurs o et 1 et à son centre on a [f(x =>e". Soient x un point où f(x) égale o où 1, y, et
y, deux cercles de centre x et de rayons R et 2R et R(x) et R,(x) deux fonctions rationnelles :
RO=YD, RO=YE
avec M, (D = RU + a, ARE + La + 2 M, () _— a, 7" - CPE Net - A =! 4, OT ES SE On ER nt 22
NO = PRE HD Ra ee HU
Nous supposerons que le numérateur et le dénominateur de R;(7) G = 1, 2)
n'aient pas de facteurs communs, et que les nombres #»,, "1,, #, et n, Sont tous inférieurs à un nombre p. Pour simplifier les calculs nous admettrons que le coefficient
du terme de degré le plus haut du le dénominateur soit égal à 1. Si cela n'a pas lieu, il ne suffit qu’une division du dénominateur et du numérateur par une même quantité pour que la condition soit vérifiée.
Supposons que la fonction f(x) — R,(x) ne s’annule pas dans le cercle y,. Nous démontrerons que, si les deux fonctions R,(x) et R,(x) différent sensiblement, la fonction R,(x) n’est pas exceptionnelle pour le cercle y,. Car supposons que le contraire
soit vrai.
Le cercle y, se trouve dans la couronne
c AA EC T <ki<< si
(24) : 2ar+2R< TT.
Nous supposons pour le moment que cette condition soit vérifiée. Si les coefficients des polynomes {M(2)! et {N (x)? sont tous inférieurs à ÆX en module on a pour KH=r 1:
LM GO Cr, Ko, NOR EEE 1
(25) | MCE Gr 1) re SN ONE AGREE
D'autre part GLS fe — fx + 2e > fi — K (TH ee Lr Ho)
TA ESS Kurt Tr — 1 ou (26) IN @> — si R=r>2KX + 71, et d’une même façon on a (27) IN, QI >.
La différence des deux fonctions R,(x) et R,(x) peut se mettre dans la forme 81€) NON, @
QC = a" Gb Ha Jet ee.
au [a paie + (a, pie + a, _,) HE ci Ÿ= 5
Veais DE To trs FH WERE ti \
Soit g le dégre de Q(x). On peut le mettre sous la forme
DCR EME TL Re
et ensuite IG D |, — fe, 7
Quelques calculs faciles nous montrent que la borne supérieure des modules des coefficients {c} est inférieure à 2(p + 1) C°. Alors on a pour {|=r>1
: 4 2 ET) KE 2(p + 1)K° OO ra ion: che DATES 7 AS — VAL je NS c,| Fe
et par conséquent
[QG > TK > (pLi)Æ nr si on prend
r étant > 3. Nous mettrons
Gs) =)
et alors l'inégalité (28) devient
MO
NG@ << 2(m, + Se
DE Do
et JR OR O1 0
à « r SA Par conséquent pour un point x dans la couronne . Lis 3
M (z ÈTe ce RS) < 2 + Dr” et (32) RO = RG 256 EE Dr.
Les zéros des polynomes N (x) et N (7) se trouvent à lintérieur du cercle I] 1 + K° : par suite à l’extérieur de ce cercle R (x) et R,(x) sont holomorphes sim, Ln, et m, Ln,, et sont holomorphes sauf à linfini si m, > #, et m, >n,- Les fonctions f(x) — R,(x), f(x) — R,(x) et R,(x) — R (x) sont holomorphes pour ki=>> 1 + K sauf à Pinfini.
Le nombre Æ, étant nécessairement N 1 toutes les conditions que nous avons données pour la borne inférieure de r sont contenues dans la condition
ER DCE EC ce qui est vérifiée si r >> 8.
Les fonctions f(x) — R,(x), f(x) — R,(x) et R,(2) — R (x) ne s’annulent pas dans y, et donc la fonction JO — RQ k,@ — RE
est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et 1 dans y,. Le théorème de M. SCHOTTKY s'applique et nous avons pour 4j — x Z R
—+ [Max. de |R (x)| dans +].
En tenant compte des inégalités (30), (31) et (32) on a
Her à
h étant une constante. En particulier cette inégalité a lieu pour le centre x{ du cercle : . ’ « : CDR NE Tour 1 K de remplissage y. Mais d’après (16) on a aussi pour x = %X l'inégalité f(x) >> e*, et donc nous arrivons à une contradiction si 10p+22 HT RE
ou si , 14 K >= (109 —- 4) log 7 pour r assez grand. Prenons K = (1op + s)logr.
On voit immédiatement que l'inégalité (24) est vérifiée pour r assez grand et rm
Alors pour deux fonctions rationnelles dont les coefficients vérifient les inégalités (28”) et (29) il est impossible que les deux fonctions f(x) — R,(x) et f(x) — R (x) ne
possèdent pas de zéros dans ÿ,. Interprétons maintenant la première de ces inégalités.
Pour cela nous mettrons une fonction rationnelle dans la forme
Ter eu a GARE nt 7e Ua + a RGO = M et
LOC BTE be
où s est un nombre entier qui est positif, zéro ou negatif selon que le degré du nu-
mérateur est supérieur, égal ou inférieur à celui du dénominateur. La fonction R (7) que nous avons supposée exceptionnelle, s’il y en a, peut s’écrire
SE, LAN CA + CRETE RU ie TE = a, ER cn ee
Nous considérons la famille de fonctions rationnelles pour lesquelles les modules des
QE
Nous
: 2 SRE r coefficients du numérateur et du dénominateur sont inférieurs à (1) 4 +4 supposons que g soit égal au plus grand des entiers m,—+-n, et m Æ#,, en d’autres PP q g 8 P 8 UE ! 29 termes nous supposons que 4, 4,,, si s —t. Cette restriction est faite pour simplifier l'énoncé du théorème actuel, après lequel nous nous en passerons. Il y a trois cas à distinguer:
o . Se LC 4 ER 1° Sim, +n, = 1m, + n, l'inégalité (28°) donne
ere a. _ F4
Alors on déduit que la fonction f(x) — R(x) s’annule dans y, pour toutes les fonc-
28 D'AV TD MR N PTT A UMTS.
tions R(x) pour lesquelles
= et DR Eee ee | y v+t K; 2 Sim,—Ln >> m,+n, l'inégalité (28) donne la! ns ja, D k: 2
et on voit que la fonction f(x) — R(x) s’annule dans y, pour les fonctions R(x) si
ANRT EC Mis r
3° Sim,—+n, <m, + n, l'inégalité (28') donne Je, | > re 2
et il résulte que la fonction f(x) — R(x) s’annule dans y, pour les fonctions R(x)
If
où 5 <T # pourvu que la, > on e
En rassemblant ces résultats on peut énoncer le théorème suivant: THÉORÈME 6. — Soient f(x) une fonction entière donnée et R(x) une fonction rationnelle
t+s #+s—1I R y = Atst Here Le Se, Ha, © = A NT A ni À == o° où les degrés du numérateur et du dénominateur sont inférieurs ou égals à p, et les coefficienis sont inférieurs à K, en module. Soit |] — r une circonférence sur laquelle il y a au moins un point où |f(x) 2Z 1. Dans la couronne
r 3r A , FA a 5 TRE 5 il existe un cercle y de rayon r log r kR ne 2 æ& 6" 10 RP SEL us 2 < 24 ( D + Dreartes ñ) ; ë È I Tr 4 hr x s) = où x É et m< re possédant la propriété suivante: ou bien la Jonction arc sin =.
FC) — RD) s'annule dans Y pour toutes les fonctions rationnelles R(x) avec
Ke (es): |
ou bien parmi les fonctions de ceite famille il existe une
v+t V+ 1 , RAR} — CPE + D RAPARE Æ - dæ
LH RH Hi
telle que f(x) — R,(X) ne s'annule pas dans y tandis que f(x) — R(z) s'annule pour toutes les fonctions R(z) pour lesquelles
en)
1° ET Lee a a 4 >” 0 so CETTE. a (#-Es) ; , Fe CR EC ra (#4)
En supprimant la restriction que nous avons faite sur qg nos calculs nous montrent qu’il n’y a qu’une fonction rationnelle qui est exceptionnelle pour une suite infinie de cercles s’éloignant indéfiniment. Car supposons qu’il y ait deux fonctions ex-
ceptionnelles _ © M, VS - KR, (x Un Prenons une suite de circonférences _ désTayons r, fespeciivementiavec fe Pet lim r, — co, telle que sur chacune il y a un point où |f(x)} 2Z 1. Alors il existe une suite de cercles de remplissage {C;(f)? de rayons log r,
R; = 2446" (10p + Dr
Désignons le rapport e. et soit M, le plus petit des deux nombres
og r; log Mr, 1) . et (r.)”, avec Ô <Z 1. Le nombre p étant le plus grand des degrés de M,(X et Ve.
N,(2 (Gi = 1, 2), prenons m le plus petit entier tel que
10 p cn à. < M, Dans ce cas le rayon R, du cercle C,(f) est inférieur à HŸe, r, pour im, où H
KR; ne est fixe, d’où il résulte que - tend vers zéro lorsque r, croit indéfiniment. D’autre Ë
patt pour 1 m on a
S Ur; ET Ée Ge à SE
une quantité qui croit indéfiniment avec 1.
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. nie 2e Soit C la borne supérieure des coefficients de R (x) et R,(x). Ces fonctions né
tant pas identiquement égales il résulte que QG) =MON GE MGR EED et alors il y aura-un entier o tel que O(2) = rc EC où ÉRAO
Soient X le plus grand des nombres C, — Re Er et N le plus petit
nombre >> #” tel que
Des calculs faits dans la démonstration de théorème 6 il résulte que R,(x) — R,(x) ne s’annule pas dans C,,(f) et ensuite en employant le même raisonnement nous arrivons à une contradiction en supposant que les deux fonctions R (x) et R,(z) soient exceptionnelles, d’où:
THÉoRÈME 7. — Soient f(x) une fonction entière donnée et R(x) une fonchon ra-
tionnelle de la forme
a, k2 7e ire RS Re Fa se da za + br Es + ah ci b,
où le numérateur et le dénominateur n'ont pas de facteur commun. Il existe une suite infinie de cercles }C,(fY} de centres {x }(|x,| = r,) s’éloignant indéfiniment, et de rayons
{dr}, d, tendant vers zéro avec —, telle que l'équation f(x) — R(X) — 0 posstde une
infinité de racines dans l’ensemble des cercles pour toutes les R(x) sauf une au plus.
Puisqu’une fonction rationnelle à au plus un pôle à l'infini, on remarque que dans le cas où le degré du numérateur de R(z7) est supérieur à celui du dénominateur le théorème 7 est contenu dans théorème 4, le polynome P(z) ayant été remplacé par une fonction II(x) holomorphe à l'extérieur d’un cercle || = r, sauf à l'infini qui est un pôle.
Une bande B’ construite à la même façon que dans © 6 contient une infinité des cercles .C, (f}-d'otronta:
THÉORÈME 7,. — Soit f(x) une fonction entière donnée et R(z) une fonction rationnelle définie dans le théorème précédent. Il existe une bande d'ouverture arbitrairement. petite dans laquelle la fonction f(x) — R(x) à une infinité de zéros pour toutes les R(x) sauf une au plus.
Les théorèmes 6-7, s'appliquent encore si au lieu d’une fonction entière on prend une fonction Æ(x) holomorphe au voisinage du point 4 l'infini qui est une singularité essentielle.
8. Les zéros de f(x) — g(x) où g(x) est une fonction entière d'ordre nul, — Nous allons généraliser les résultats de $ 5 en remplaçant P(x) par une fonction entière d'ordre nul. Nous ferons d’abord quelques remarques.
Premièrement, soient k’ supérieur à 1, N un nombre entier 0 et h un nombre tel que
(34) b> Cr + h) + 107 (N + 1)2
Soient x, un point de la circonférence | =r où le module de f(z) prend son maximum, et L une courbe quelconque de longueur hr qui part de x,. En partant de x et en cheminant le long de Z moyennant des cercles de rayons 2247, à la façon employée dans $ 4, nous arrivons au bout de L après un nombre d'opérations au plus
h c ; : : « égal à 1 + —. Si nous supposons qu'aucun des cercles ne contienne un point où
f(x) prend l’une des valeurs o et 1 il résulte des calculs de $ 4 que l'inégalité
FOIS M6, À
sera valable dans la suite (5) de cercles ayant les mêmes centres que les cercles employés au-dessus et de rayons «r.
Nous prendrons dorénavant b' MEN = sr TS log, Mr, f)
b' étant un nombre à déterminer. Alors nous aurons
RTE 2 LUN
De 6
16 [log AT(r, FR
gé
= 6.[log MC, PI
si
(36) he 2h logé:
Par suite, si r est assez grand, on a
G7) COL > diese
pour x dans la suite de cercles (5").
DAVID KR. WILLIAMS.
Uy W
Deuxièment, d’après un résultat général que M. VaLiRoN a énoncé pour les fonc-
tions méromorphes *$) on peut déduire que:
Étant donnée une fonction entière d’ordre positif p fini ou infini, on peut trouver : PRE : : NS se \ une suite infinie de nombres ÀR'} croissants indéfiniment et un nombre k' supérieur à 7,
tels que dans chacune des couronnes I FR kr i _ Xl ea î la fonction f(x) prenne l’une des valeurs o et 1, et en même temps
MR, D
où © est un nombre positif inférieur à ». Soit k un nombre supérieur à k’ et choisissons de la suite $R'? une autre suite
{R} telle que les couronnes À S [x A ER)
ne soient pas empiétantes, ce qui est évidemment possible. g. Soient f(x) une fonction entière d’ordre positif et R un des nombres {R;t quelconque. D’après le théorème que nous venons d’énoncer il y a au moins un point
dans la couronne L 1 ’
où f(x) prend lune des valeurs o et 1. Par conséquent il existe dans l’ une portion d’un domaine B, comprenant un ou plusieurs domaines simplement connexes, tel que sur son contour nous ayons
(38) GI = e”,
et à l’intérieur (38°) HO,
A étant un nombre compris entre o et log M(R, f). D'après un principe du module maximum d’une fonction holomorphe on voit que B ne peut pas former une région annulaire entourant l’origine.
Supposons d’abord que Pun (B,) des domaines constituant B soit contenu dans
16) G. VALIRON, Sur une propriété des fonctions méromorphes d'ordre positif [Bulletin des Sciences Mathématiques: 2° série, t. L (1926), p. 168-174]. M. VALIRON, avait déjà énoncé un résultat analogue pour les fonctions entières d’ordre non entier dans sa monographie: Fonctions entières et fonctions méromorphes d’une variable [l. c. 7)]. Le même résultat pour les fonctions d’ordre entier se déduit immédiatement des calculs de $ 13 Chap. 3 de son livre: « Lectures », L. c. 9).
un cercle de rayon 6(R) R, 8(r) étant une quantité qui tend vers zéro lorsque r croit indéfiniment et que nous préciserons plus tard. Ce domaine B, est compris dans la couronne
Lam )R<R< UE +R Alors k étant un nombre supérieur à k', B, se trouvera dans la couronne
: I IN Z À Se kel A k R, si R est pris assez grand pour que
(39) OCR) _. ns
Si g(x) est une fonction entière d’ordre nul, dont nous désignons le module maximum par Mr, g), et x un point sur le contour de B,, nous avons
BC MER
d’où il résulte que
HQ]
| f a Fe
en prenant
(40) A > log M(ER, g).
D’après le théorème de Roucné on voit que les équations OS RC ent CUT
ont le même nombre de racines dans B,. Mais la fonction f(x) possède au moins un zéro dans B,; car sinon, la réciproque serait régulière dans B,, et sur son contour;
par suite prendrait son maximum sur le contour, ce qui est impossible d’après
1Q) (38) et (38°). La fonction f(x) — g(x) à donc au moins un zéro dans B.
10. Prenons maintenant le cas où aucun des domaines constituant B n’est contenu dans un cercle de rayon Ü(R) R. N étant un nombre entier à préciser nous allons démontrer que dans au moins un cercle (C) de rayon OCR) R, à l'intérieur de la couronne TV, il existe N — 1 cercles dans chacun desquelles f(x) prend l’une des valeurs o et 1 et qui sont tels que la distance entre les centres de deux cercles quelconques soit au moins égale à 104R. Nous choisirons N et Ü(r) de sorte que
(41) 1O(N + 1)« <COÇR),
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c’est-à-dire d’après la valeur donnée pour «x dans Ç 9
9CR)lo8, MUR, f).
NAS
Mais R étant un des nombres {R}, cette inégalité est vérifiée si
à cO(R)log R N 3 it ss Er) et à partir d’une certaine valeur de R si fee 2 CUNCESS 11h Prenons , T2 p: 5 CNE = (log r) B,
où 8 est un nombre positif aussi petit que l’on veut. Alors on a pete: 1—$8 NF TR ElOSAR) EE "E
Soient À une courbe sur laquelle le module de f(7) prend son maximum, À le point où cette courbe franchit la circonférence || = R, et L une courbe joignant À à un point à l’intérieur de B. On peut trouver une courbe L de longueur au plus égale à ({r+k'")R. Partons de À et cheminons le long de Z moyennant des cercles de rayon 24R. Nous arrivons dans B après un nombre d’opérations au plus égal à
QT +:
et si nous supposons que f(x) ne prenne pas les valeurs o et 1 dans aucun des cercles employés nous aurons l'inégalité
(42) FQOI> LM, PP
re valable sur toute la courbe L. Le second membre de (42) étant supérieur à d'esM(RM1* cette inègalité sera en contradiction avec (38°) quand nous arrivons dans B si
(43) 3 A = |los MCRe)
Ô étant positif et inférieur à 0 Par conséquent l’un au moins des cercles employés
sera un cercle de remplissage (S).
On remarque qu’avec la valeur de 4 donnée en (43) l'inégalité (40) est valable pour des valeurs de R suffisamment grandes. En effet on a 4 > R°°, où Jo > 0:
D'autre part g(x) étant d’ordre nul À De b; \n log M(RR, g) <(kR})", n étant aussi petit que l’on veut si R est grand. Par suite ce que nous avons constaté devient évident.
Soient y, le premier cercle (S) rencontré en cheminant le long de L et y son centre. Il peut arriver que y, est le premier cercle employé; sinon l'inégalité (42) est vérifiée sur larc de L joignant le point À au centre de y,. Tracons les N +7 circonférences (B;) d’équations
R— y] = 1012, (= 12, ANNE).
On est assuré que tous ces cercles traversent une région B, qui empiète sur Y,; autrement il y aura un domaine B qui est compris dans un cercle de rayon 10(N + 1)2R et par conséquent, d’après (41), dans un cercle de rayon O(R) R, ce qui contredit notre hypothèse actuelle sur B.
Partons du point où la circonférence B, franchit ou bien la courbe Ay ou bien la portion de la courbe A à l'extérieur du cercle |] 7 R, et cheminons le long de B, moyennant des cercles de rayons 2x R. Alors nous sommes assurés que lun des cercles employés est un cercle (S): sinon l'inégalité
FOI > LM, D
+ Etiom(N+1)+1 de
serait vérifiée sur toute la circonférence B., et puisque le second membre de (44) est
2e fe \ œ F1 + 1 “t del supérieur à el°8"R NT, d'après la première remarque de ( 9, nous aurions une contradiction avec (38°) quand nous arrivons dans B. En appliquant le même raisonnement à tous les (B,) nous voyons qu’il existe au moins N + 1 cercles (S), y, inclu, dans le cercle (C) de rayon 10(N + 1)xR. De plus il est évident que la distance entre les centres de deux cercles (S) quelconques est au moins égale à 102R, et le
cercle (C) se trouvera dans la couronne = R << RR si R est suffisamment grand
pour que CR) vérifie (39), d’où nous avons le résultat énoncé au debut de ce nu-
mero.
11. Nous désignerons par n(r) le nombre de zéros de module 7 r d’une fonction entière g(x) et nous considérerons la famille des fonctions g (x) d’ordre nul pour lesquelles
n(r) < (log à au :
Soient #(x) et g (x) deux telles fonctions avec les développements
ECO = Gr ERUX Pie
LG) ar ae
ne =
2 A De
+ ! . . . - En mettant |x,] ou |x,| égal à r, le logarithme des modules maxima des produits infinis est inférieur à
T4) LP
in) 5
pour r suffisamment grand.
Nous supposons que
BRON ERA ee el < £ (log R)
RRCR Se Re
et par suite, Ê étant € A SN R, nous aurons GI < os LOS ie
En mettant en évidence les zéros de la forme
et
g(x) — g, (x) nous avons un développement de
RQ = be T IC - +) ;
Si n,(r) désigne le nombre des zéros de g(x) — g,(x) de module <r, nous avons d’après la formule de M. JENSEN
[ Core < log Mr, g — g,) —loglh] —tlogr,,
vo
r, étant le plus petit des nombres ;]6, |}.
Supposons que
log |b,| => — log R (46) log r, >> — log k
Le (loeuR) 2
1 (2 Re ftp 0na
[Base [Bar < st.
x ter
Prenons r— 1, f>.0, et puis 1 LV .
+ : 1 +) 22 En choisissant y tel que l’expression EE soit un minimum on a
n(r) <1o(logr)É.
Le nombre des zéros dans le cercle x] <'kR est ï n, (ER) < ro(log #R)'# | < rrGogR)
pour R assez grand, et par suite
HÂRR)EQN.
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Considérons les N + 1 cercles de remplissage (S) dans le cercle (C) et désignons , Ë k les par y, (4—=0, 1, ..., N) et soit x, le point dans y, où f(x) prend Pune des va-
leurs o et’1. Soit y; le cercle d’équation k—x|<32R.
Il est évident que les N + 1 cercles {y} n’empietent pas et sont tous contenus dans le cercle (C) et par conséquent dans la couronne F. Une fonction entière ayant au plus N zétros dans le cercle 4] <C&R ne s’annule pas dans au moins un des {y} et donc à chaque couple de fonctions g(x) et g,(x) correspond au moins un cercle y: dans lequel g(x) — g,(x) n’a pas de zéros. .
Étant donnée une fonction entière f(x) d'ordre positif nous proposons de démontrer que f(x) — g(z) s’annule dans le cercle (C) pour toutes les fonctions {g(x)} vérifiant les inégalités (45), sauf peut être quelques-unes. Admettons que la fonction F() =/f(Q) — g,() n'ait pas de zéros dans (C). Nous démontrerons que cela n’arrive pas pour les fonctions de la famille fs (x) qui vérifient les inégalités (46). Car supposons que g(z) soit une autre fonction eo Ile dans (C). Il existe un cercle y! dans (C7) tel que g(x)—g,(x) ne s’annule pas dans y:. Les fonctions F(z), g(2)—g (x) et FC) — [g(x) — g,()] sont holomorphes et ne s Re pas dans y’. Les condi-
tions du théorème 2 sont vérifiées. En mettant 7 — -— dans la formule (12) on aura | 3
pour 7 à l’intérieur du cercle z — x] <2xR
PQ eme ete à I AÉ 5+4]
k,(logR)2—P L = = ï = le Cdt)
où k, est une constante absolue.
A - infér] -a - Il nous reste à trouver une borne inférieure de [g(x,) — g (x). En mettant en ES .
évidence les zéros de g(x) — g,(x) qui se trouvent dans le cercle (| < 2ÆR nous
avons Das [T (+) TT 6-2).
nn, (2kR) nDn, (2KR)
à re Pour le dernier produit — désignons le par G(x) — nous avons
Se Se I 4 est positif et inférieur à —— on a
PA
Ds 4e,
” et par conséquent pour R| LEkR kR _ 6@> [I G-#) ë FER) LE
DER Y ' Le e nn 2kR) lPnl u
Mais par un calcul facile on obtient la rélation
S = D: = [EP ax 200
Sn, (2kR) I6, kR Ÿ 2kR
et puisqu'on a #,(r) = log r pour r assez grand, il résulte que
à Hp ?logx , _ log2kR+1:
D ie
Alors pour les points ? dans la couronne F on aura ; D | IBÉOERAESS
où k, est une constante borne.
La fonction g(x) — g,(x) ne s’annulant pas dans le cercle y! on aura pour
nn, GER)
et.
IX; FE g, >. 2&«k,
b' log2kR a G log, MCR, 5)
LE. ; bn: ; :
si est inférieur à 1, ce qui a lieu pour R assez grand. Par conséquent
pce . 6 Ho ACER UN (#4 log, M(R, eee
Ph où puisque (ER o et LA > gr lo8R
M à AE le (x;) — ra (x) eg Fo+1)logR [A log, MR, mue | A; = —; et R étant supérieur à %. En portant cette borne inférieure de x) = g, (x,)} à (47) on a
| FCO] << tilosR?F grallog MUR, PlogR
STE 5 a > et par suite pour R suffisamment grand
PE FCO << des MR tee |
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En particulier cette inégalité a lieu pour le centre de y,. Mais à ce point on a aussl
Hope
et nous sommes arrivés à une contradiction si
(48) [og MCR, P° > [los, MCR, PI(os RY.
Supposons en définitif que _ MG f)= 87 e(r) étant fini si f(x) est d’ordre fini et croissant indéfiniment si f(x) est d’ordre infini, On sait que pour r = R, H>6s2>0, et par conséquent (log R) est petit en rapport à log M(R, f). Alors (48) a lieu si
PCR) log R © [4 + sCR)][log, pe CR) + log, R],
inégalité qui est valable à partir d’une certaine valeur de R, e(r) étant une quantité positive tendant vers zéro lorsque r augmente indéfiniment.
Il résulte donc que la fonction f(z)—zg(x) s’annule dans le cercle y;. En somme nous avons démontré que la fonction f(?) — g(x) s’annule au moins une fois dans le cercle (C) de rayon 0(R) R pourvu que les inégalités (45) et (46) soient vérifiées.
Interprétons la première des inégalités (46). Si 1 = X et a,-£a; il résulte que la fonction f(x) — g(x) s’annule dans (C) si
EC
Sil—Aeta—a,a,,—4,,,...,4,,—a;., tandis qué a, £a! il résulte que la fonction g(x) n’est pas exceptionnelle pour (C) si
RC Si I<CX ou 1 À la fonction f(x) — g(x) s’annule dans (C) si
I I al>— ou |, _ el > R la] > R respectivement.
Finalement nous avons la proposition suivante:
THRÉORÈME 8. — Soient f(x) une fonction entière d’ordre posihf donnée et g(x) une fonction d'ordre nul ayant un développement de la forme
s@=ar] [tr — sh D PACA
(nu) n
et telle que la densité des xéros vérifie l'inégalité n(r) < (log r) P
où $ est un nombre positif aussi petit que l’on veut. Nous supposons que ja] < C EE
| 1 << (log C)* C étant un nombre positif.
Il existe un nombre k => 1 et une suite infinie de nombres £RX croissant indéfiniment, R, étant >> un certain nombre r., tels que dans la couronne
R il y ait un cercle C,(f) de rayon
H(k FO og RJÈR,,
H(k) étant une fonction ne dépendant que de k et © un nombre positif inférieur à Pordre de f(x), possédant la propriété suivanie: ou bien la fonction f(x) —g (x) s’'annule dans C,(f) pour chaque fonction de la famille ÿg(x}} pour laquelle C=R,, ou bien parmi les fonctions de celte famille il y à une
2e g,@ = 4 [IG -+)
telle que f(x) — g,(R) ne s'annule pas dans C,( f) tandis que f(x) — g(x) s’annule “pour toutes les g(X) de la famille pour lesquelles
sa si (aa >,
Une aa pour IST, a—a£o si (og) et l—af>.,
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Les hypothèses étant les mêmes que dans théorème 8, il existe un nombre borné kR©> 1 et une suite infinie de cercles $C, (f X d’équation
RG TS st
)tog k, CAN
G “dont les centres s’éloignent indéfiniment tels que, ou bien la fonction f(x) — g(x) s’an-
LA2I ë
nule dans C,(f) pour toutes les fonctions g(x) pour lesquelles C —= ou bien
parmi ces fonctions il y a une g (x) telle que f(x) —g, (x) ne s’annule pas dans C,(f),
tandis que f(x) — g(x) s'annule dans C,(f) pour toutes les g(x) vérifiant les conditions kr, CP)
Ainsi nous avons défini une suite de cercles {C,(f)t telle que dans C,(f) la fonc-
(49) R, étant remplacé par dans chaque inégalité.
tion f(x) — g(x) s’annule pour toutes les #(z) vérifiant (49) sauf peut-être une ensemble qui dépend de C,(f). D’autre part il n’y a qu’une fonction g(x) qui peut être exceptionnelle pour l’ensemble de cercles 4C,(f)i. Car soient
g@ = LT GE en EE Dar at] ==
tea is Éæ + 7 ACT EE ES RO À | IG: —+)
deux fonctions de la famille fs (x)}, et supposons que g (x) soit exceptionnelle pour l’ensemble de cercles {C, (f):.
Si 1—3, désignons par t le plus petit entier tel que a, =£a;. Soit 8 =<o le zéro de la fonction g(x) — g,(x) qui est le plus proche de l’origine, et désignons par K
: : : t et : et ensuit LE nsuite Re jee ae :
Ft 1b
la borne supérieure des nombres |a,}, |a
. . t le plus petit entier tel que
Prenons v le plus petit entier tel que
(log RNA Re.
Si N est le plus grand des deux nombres et v il résulte du théorème 8 que la fonction g(x) n’est pas exceptionnelle pour le cercle C,(f) ni a fortiori pour les cercles CK,,(f), Cx,,(P), -... Le nombre k que nous avons introduit en choisissant
la suite de nombres {R,? dépend de f(x) et donc E est une constante qui ne dé-
pend que de f(x); alors nous avons le résultat suivant:
_ THÈORÈME 9. — Soit f(x) une fonction entière donnée d'ordre positif et #g(x)} une = famille de fonctions entières d'ordre nul pour lesquelles
n(r) LUlogr)”?, où $ est un nombre posilif aussi petit que l’on veut. Il existe une suite de cercles iC, (FX _ d’équation | FES k— & O0) = A Ollos x, IR, CP)
H(f) un nombre ne dépendant que de f, telle que l'équation
ICI
ait une infinité de racines dans l’ensemble de {C,(f}} pour toutes les fonctions ig(x}t sauf peut-être une. : s Le rapport du rayon de cercle C (f) à la distance de son centre à l’origine tend vers zéro lorsque v augmente indéfiniment. Alors, en appliquant le raisonnement de Ç 6 on voit qu'il existe un angle d'ouverture arbitrairement petite dans laquelle
f@ — 5 s'annule une infinité de fois sauf pour une fonction g(x) au plus.
Vu ef approuvé :
Strasbourg, le 26 mars 1928.
LE DOoYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
PSEH MULLER:
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— Strasbourg, le 28 mars 1928.
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