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INTRODUCTION
UXNIVERSIT
Ce troisième Volume contient les Leçons que j'ai faites à la Faculté des Sciences dans ces trois dernières années. Il est, comme je l'avais annoncé, à peu près entièrement consacré à l'étude des équations différentielles. On ne trouvera pas cependant, dans ce Volume et dans ceux qui suivront, un ouvrage didactique sur ce sujet qui est immense ; bien des points classiques ont été laissés de côté, et, à cet égard, le titre de Traité cU Analyse , s'il n'était consacré par la tradition, serait assez mal choisi. Le temps des encyclopédies semble passé; j'ai eu surtout pour but d'exposer dans mes Leçons, avec les préliminaires nécessaires, quelques-unes des questions qui intéressent particulièrement aujourd'hui les analystes, et dont l'étude peut être utilement poursuivie.
Il suffira d'indiquer succinctement les principales subdivisions. L'étude des singularités des intégrales des équations différentielles ordinaires, qui trouve son origine dans le Mémoire classique de Briot et Bouquet, forme le sujet des premiers Chapitres. Cette partie importante de la Théorie a fait
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récemment l'objet de divers travaux sur lesquels je m'étends assez longuement, en donnant quelques applications.
Le brillant développement de la théorie des fonctions d'une variable complexe avait fait un peu trop laisser de côté l'examen du cas où tous les éléments figurant dans les équations différentielles sont réels. Sous l'influence des travaux de M. Poincaré sur les courbes définies par des équations différentielles, ces questions depuis quelques années ont été reprises. Je reviens d'abord sur mes recherches relatives à diverses méthodes d'approximations successives, en me bornant pour le moment aux équations différentielles ordinaires, et je passe ensuite aux travaux de M. Poincaré sur les solutions périodiques et asympto tiques. Dans le même ordre d'idées, les profondes recherches de l'éminent géomètre, sur la forme des courbes satisfaisant à une équation différentielle du premier ordre et du premier degré et, en particulier, sa belle théorie des cycles limites trouvent ici leur place.
Le reste du Volume est consacré à la théorie des équations différentielles linéaires; c'est un sujet qui a fait depuis trente ans l'objet d'un nombre considérable de travaux. Je dirai seulement ici un mot sur une digression qui pourra, au premier abord, étonner. Voulant étudier les analogies entre la théorie des équations différentielles linéaires et celle des équations algébriques, il m'a paru indispensable de reprendre les théories algébriques pour faciliter au lecteur la comparaison; c'est ainsi que j'ai consacré un long Chapitre à la théorie des substitutions et aux idées fondamentales introduites dans la Science par Galois. On pourra suivre ainsi, j'espère, avec la plus grande facilité, le parallélisme entre le groupe de Galois pour une équation algébrique et ce que j'ai appelé le groupe
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de transformations d'une équation différentielle linéaire, étude qui fait le principal objet du dernier Chapitre.
J'adresse encore à M. Simart mes affectueux remercîments pour les conseils qu'il m'a donnés en corrigeant les épreuves, et qui m'ont permis d'apporter d'heureuses modifications à ma rédaction primitive.
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ERRATA DU TOME III
Page 24, ligne 12, en descendant, tenir compte de la note de la page 199.
Page 26, ligne i, en remontant, lisez: Cette conclusion suppose que b n'est ni un entier positif, ni l'inverse d'un entier positif, ni une quantité réelle négative, comme on le voit en se reportant au § 1. Sauf quand b est un entier positif, l'équation admettra
Page 33, ligne 7, en remontant, lisez p -^\n — \ au lieu de p -j-'K{7i — i).
Page 33, ligne 7, en remontant, lisez petits au lieu c?e grands.
Page 34, ligne 5, en descendant, lisez § 2 au lieu de § 3.
Page 37, ligne i4, en descendant, lisez équation au lieu de intégrale.
Page 38, ligne 2, en descendant, mettez H au lieu de h.
Page 49, ligne 7, en remontant, lisez z' ç^{x) au lieu de z'ô^{x).
Page 64, ligne 12 en remontant, lisez -7- au lieu de 6.
dz
Page 65. Différentes lettres sont tombées qui se rétablissent d'elles-mêmes.
Page 83, ligne 12, en descendant, lisez p au lieu de P.
Page 85, ligne u, en remontant, lisez dy^ au lieu de dy.
Page 95, ligne 8, en remontant, lisez o{z) au lieu de '^{x).
Page 109, ligne i3, en remontant, lisez <. o au lieu de > 0.
Page 109, ligne 5, en remontant, lisez -^"~^ au lieu de
Page 112, ligne 3, en remontant, il manque le facteur W, dans le second membre.
Page 112, ligne i, en remontant, lisez — au lieu de •^•
Page ii4, ligne 8, en remontant, lisez c[u',^_^_^{x) — u',^^^._^_^(x)]- au lieu de
Page i33, ligne i4, en descendant, lisez l'intervalle au lieu de l'intégrale. Page 144, ligne i, en remontant, lisez —^ + - y = o,au lieu de -—^ -4- 2y = o.
Page 145, toutes les fois que le quotient -^ se rencontre dans celte page, il doit
Page i5i, ligne 11, en remontant, lisez -^ au lieu de —--
dx^ dx'
Page i65, ligne 4, en remontant, lisez x.= o.{t) au lieu de x.— ^.{t). Page 169, ligne 5, en remontant, lisez première au lieu de uniforme.
Page i83, ligne 7, en remontant, lisez ^^ au lieu de -^^
XIV ERRATA
Page i86, ligne 5, en descendant, remonter le t dans les exponentielles.
Page i88, ligne i4, en descendant, lisez ç au lieu de v.
Page 191, ligne 7, en descendant, lisez yi au lieu de y'.
Page 200, ligne 2, en descendant, lisez ap, au lieu de i?{.
Page 202, ligne 5, en remontant, lisez P^ au lieu de P.
Page 218, lignes 9 et 10, en descendant, lisez transformée de la proposée.
Page 281, ligne i4, en remontant, lisez yX^ — x^^ au lieu de arX^ — y^^-
Page 234, ligne i, en descendant^ lisez x = rcoso) au lieu de x = rsinw.
Page 242, ligne 12, en remontant, lisez un cycle au lieu de une spirale.
Page 240, ligne 3, en remontant, lisez Py au lieu de "k^y.
Page 246, ligne 5, en descendant, mettez le radical au numérateur.
Page 261, ligne 11, en remontant, lisez
y,^r, I z dx I H dx,
^ I z dx 1 u dx I ... I w dx.
Page 264, ligne i4, en remontant, lisez l'équation au lieu de l'intégrale.
Page 276, ligne 5, en remontant, lisez 2a^A^ au lieu de a^A^.
Page 287, ligne 4> en descendant, lisez z au lieu de 6.
Page 287, ligne 8, en remontant, lisez a^^f[{%) au lieu de «,,/t(^)'
Page 299, ligne 11, en remontant, le n" 6 doit être remplacé par (6)'.
Page 299, ligne i, en remontant, placez P^r après le signe +.
Page 3o4, ligne 2, en descendant, lisez prise de a^ à a, au lieu de «, à «,.
Page 3oG, ligne 10, en descendant, lisez S, au lieu de S .
Page 3o6, ligne i5, en descendant, lisez 2^ au lieu de S,.
Page 3i5, ligne 8, en remontant, lisez — au lieu de
■2{i — xy 2(i-xy
Page 323, ligne 12, en remont., lisez c^ = — , b- = — au lieu de b'= —, c^ = —
Page 32.'}, ligne 7, en descendant, lisez c = -, è = -•
Page 329, ligne 17, en descendant, lisez j\^ au lieu de y„.
Page 349, ligne 8, en remontant, lisez a au lieu de A.
Page 35o, ligne i, en descendant, lisez second membre au lieu de second cas.
Page 35o, ligne 2, en descendant, lisez e^^^' '"^ au lieu de e^"^"*" /.
Page 352, ligne 9, en remontant, lisez imaginaire au lieu de réelle.
Page 38i, ligne 8, en descendant, lisez dans l'intégrale i-hz' au lieu de i — ^=
Page 38i, ligne 4, en remontant, lisez a^z'" au lieu de a^z"".
Page 386, ligne 3, dans la note, lisez autres au lieu de centres.
TOME III
I. — Intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles dans le voisinage d'un système de valeurs singulières.
i. On peut, comme nous l'avons vu précédemment (t. II, p. 3i6), rattacher la recherche des intégrales d'un svstème d'équations différentielles ordinaires à l'étude d'une équation linéaire aux dérivées partielles. Reprenons l'équation
^df df ^ df
^y. 3— -r -.Vj -T r- . . . -r- ^\n t
ox ôxi dXfi
où X, X, , . . . , X/i sont fonctions des n + i variables ^, ^« , . . • » Xfi' Nous avons démontré que, si les coefficients de cette équation sont holomorphes dans le voisinage de x^^ x% . . . , œ^,^ el si
n'est pas nul, il existe une fonction /(^, ^,, x-^-, P. — III.
, x„) satisfai-
sant à l'équation (i), holomorphe dans le voisinage de x^, ^J, ..., ^J), et se réduisant pour x = Xq k une fonction donnée à l'avance
elle-même holomorphe dans le voisinage de x*^^, ^J, . . - , ^" .
Nous avons déduit ce théorème (voir t. Il, p. 3i8) d'une proposition plus générale. Si l'on a seulement en vue le théorème lui-même, on peut, tout en restant dans le même ordre d'idées, le démontrer plus rapidement comme il suit. Ecrivons l'équation sous la forme
^ ^ ôx ^ dxi ' ^ dX'i ' ' ' " dx,i
Soit, pour abréger,
et soit, de plus, la fonction cp nulle pour ^, = . . . = ^/^ = o, ce qui revient à remplacer/pary* augmentée d'une constante convenable.
Si la fonction satisfaisant aux conditions de l'énoncé existe, on pourra, à l'aide de l'équation (E), effectuer son développement suivant les puissances de ^, ^,, . . ., Xn- On aura, en effet, les valeurs de toutes les dérivées partielles de /pour
X = Xi = . . .= Xa=0\
c'est d'ailleurs ce que nous avons déjà dit (t. II, p. 3 19). Il faut montrer que le développement ainsi obtenu est convergent tant que les modules des x sont suffisamment petits.
La démonstration de la convergence va encore résulter d'une comparaison avec un système convenable. Soit M le module maximum des X quand x reste dans son plan à l'intérieur d'un cercle de rayon a ayant l'origine pour centre, et que ^1, Xo, ... -, ocn. restent respectivement dans leur plan à l'intérieur d'un cercle de rayon b. Nous pouvons prendre comme fonction de comparaison
/ x\ l iPi + .r2 H- . . . + ar,i \
Nous aurons alors à considérer l'équation
dV M
dx ( x\ 1 .ri — . . .— .T/j V \àx^ dx
et nous prendrons comme valeur initiale de U pour x^o
en désignant par N le modale maximum de cp. Or l'existence de la fonction U se démontre immédiatement. On peut présumer de suite qu'elle se réduira à une fonction de x et de ^, en posant
z = Xi^ x^_^ . . .-V- Xn.
On a donc à étudier l'équation
dx I X \ ( z\ dz
et l'intégration de cette dernière équation est immédiate. On peut, si l'on veut, la ramener à une équation à coefficients constants, en faisant sur x et sur z les changements de variable indiqués par les relations
^':= o, ^'= o correspondant à jt = o, ^ = o. On a alors l'équation
— -, = /i M T— , , dx dz
dont l'intégrale est visiblement
U = 'o{z'-{-nMx').
L'intégrale qui nous intéresse s'obtiendra donc immédiatement.
2. Nous allons maintenant étudier le cas où le théorème général qui précède ne trouverait pas son application. Prenons l'équa-
lion à n variables indépendantes
où Xi, Xo, ..., X/i sont des fonctions des n variables ^<, ^25 • • «7 ^/i- Si les X, holomorphes par hypothèse dans le voisinage de ^1 = ^2 = • • • = ^n = o? s'annulent tous pour ces valeurs des variables indépendantes, le théorème précédent ne nous apprend rien sur l'existence des intégrales de l'équation (2) dans le voisinage des valeurs zéro des variables.
Nous remarquerons d'abord qu'on peut, en général, supposer que les termes du premier degré dans les développements des coefficients X,, . . ., X/^ se réduisent respectivement à
Soient, en effet,
Xi = «11 a7i+ «12 ■2^2 + - • • -+- <^i« ^// + - • • ,
X/i — Cl,i 1 CCi -h a, 12 372 H- ... -r- ^nn ^n + • • • •
Faisons le changement de variables linéaire
j^i = an a?! 4- «12 .272 -h . • . -t- ai„ a?/, ,
JK2 = «21 ^1 -t- «22 3^2 + . . . -f- ^inOCii, . • . ,
yn= «rti^lH- art2^2 + -- -H- ^aii^n-
Pour que, dans l'équation transformée en j^, les termes du premier degré, dans les coefficients de
EL, EL, ..., EL
soient respectivement
>^lJKl, >^2r2> •••5 '^nyn,
on devra avoir identiquement
(an.27l-t-«12^2 + . • .-T- ain^n)^il-^" • + («^/il^l + . • • + ClnnXn)^in
— Xi ( a/, xx + a/2 ic-2 ^ • . . H- a/rt ^« )•
Il en résulte de suite que ?., , Ao? • • • 7 ^^ sont les racines de l'équation
an — X «21 ... a,ii !
«Irt «2/i ••• C(;i,i A i
Nous plaçant dans le cas général, nous supposons distinctes les racines de cette équation, et nous pourrons alors déterminer le changement de variables donnant à l'équation la forme indiquée.
Partons donc de l'équation
les termes non écrits dans chacune des parenthèses étant de degré supérieur au premier en ^, , ^oj • • • 5 ^w
Nous allons chercher à trouver une fonction satisfaisant à cette équation. On ne pourra pas, en général, trouver de fonction holomorphe au voisinage de .rj = . . . = ^/i = o.
Laissant, pour un moment, de côté l'équation (3), nous envisagerons l'équation suivante :
Peut-on obtenir une intégrale de cette dernière équation, holomorphe au voisinage de .r, = ^2 ^ • • • ^ -^/i = o? intégrale qui devra nécessairement s'annuler pour ces valeurs? En dérivant successivement l'équation/?, fois par rapport à ^i,/?o fois par rapport à •^2; •'", Pu fois par rapport à x^, et faisant x^ = ^2 ==•••= «^«^ ^5 on obtiendra la valeur de
(4) — (pour ^1 = a-o ==... = cr/i= o),
exprimée à l'aide des valeurs des dérivées partielles de / d'ordre inférieur à/?, -\- P2-T- > • • + fw) correspondant aux mêmes valeurs des variables. Seule la dérivée ■— (pour ^, = . . . = ^/z= o) ne se trouve pas déterminée par l'équation différentielle, tandis que les
autres dérivées partielles du premier ordre ont une valeur nulle. Ce que nous venons de dire suppose que le coefficient de l'expression (4) n'est pas nul; or ce coefficient se calcule immédiate-
ment : il est égal à
Nous devons donc supposer que la somme précédente ne s'annule pour aucune valeur positive et entière de p^ , /?2, • • • , Put à l'exception, bien entendu, de
/?i = i, p2 = . . . = pn== o.
Dans ces conditions, ajant pris arbitrairement le coefficient de Xi dans le développement, tous les autres coefficients sont déterminés. // s'agit de savoir si ce développement est convergent^ les X ayant des modules suffisamment petits.
4. Nous ferons, en premier lieu, une observation d'un caractère géométrique. Considérons le quotient
Nous aurons besoin, pour la démonstration de la convergence, de supposer que le module de ce quotient reste supérieur à un nombre fixe difi'érent de zéro (les p étant des entiers positifs quelconques, en excluant seulement la combinaison y?, = i, ^2 = /?3 = . . .=/>/2= o). On aperçoit facilement un cas dans lequel il en sera certainement ainsi. Marquons sur un plan les points ).,, )^2, • • -7 ^vij et supposons qu'on puisse tracer un contour convexe C comprenant à son intérieur les points précédents, mais ne comprenant point l'origine. On est alors assuré que
P\-^Pï^'--^Pa
reste supérieur à un nombre fixe, car le quotient entre crochets est l'affixe du centre de gravité de masses p^ , yOo? • • - , Pn respectivement placées aux points X,, Ao, . . ., X,;, et ce centre de gravité est certainement à l'intérieur de G. Ecrivons maintenant l'ex-
pression (5) sous la forme
Xi/?l-^. . .— '>^nPn ?ii
D, -^ ^-2 — ... H- Pn Pi-^P-2-h.. .-\- Pn ^
Pi — pi — '- - — Pn
Or les seconds termes du numérateur et du dénominateur deviennent de plus en plus petits à mesure que les/? augmentent. Donc, quand /?, -f- /?2 + •.♦•+ ^« est supérieure à un certain nombre assignable, l'expression (5) n est certainement pas nulle. D'autre part, quand la somme des p reste inférieure à un nombre déterminé, le module du numérateur de (5) doit nécessairement avoir un minimum, et ce minimum ne peut pas être nul d'après la supposition du numéro précédent. Nous sommes donc assuré, sous la condition des deux hypothèses faites, que le module de r expression (5) reste supérieur ci un nombre fixe que nous désignerons par £.
5. Nous allons démontrer que le développement obtenu est convergent en adoptant les hypothèses indiquées ci-dessus. Posons
V commençant par des termes du second degré et A étant une constante arbitraire. Nous aurons
fZ dv ^ dv ^ àv .
\ ' àx-^ ' dx-i ox,i
les développements de cp,, cp,, . . ., cp,, et à commençant par des termes du second degré. ^
Désignons par M le module maximum de cp, , cp., . . . , cp«, et ^ quand les variables sont respectivement dans leur plan à l'intérieur d'un cercle de rayon a. Nous considérons l'équation
\dxi ' dXi " ' dxn 1
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Nous allons voir dans un moment qu'il existe une intégrale V de cette équation s'annulant, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, pour ^, =r ^2 = • • • = *^/< = o- Or la comparaison des équations (6) et (7) est immédiate; le coefficient de
(pour xx = .. .= x,i= o),
dic^' . . . ùx^l;
dans le calcul des dérivées successives à l'aide de l'équation ((3) est, comme nous l'avons vu, égal à
tandis que, pour l'équation (7), le coefficient correspondant est
Il est donc clair, d'après la définition même de s, et en remarquant que cp,, cpo, . . . , cp/j et '} ont été remplacées par des fonctions de comparaison jouissant des propriétés que l'on sait relativement aux valeurs de leurs dérivées partielles, que la série v tirée de (6) convergera quand la série V tirée de (7) sera elle-même convergente. Nous n'avons donc plus qu'à étudier l'équation (7). Nous pouvons présumer que V est une fonction de w, en posant
a = x^^-^ X2-\- . :'. -+- Xii-
L'équation (7) devient alors
élu-- V = / M — M
du / ( Il a i \ du
que nous pouvons écrire
dy_
du
W étant une constante. Il faut voir si cette équation admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de u = o, et s'annulant pour cette valeur ainsi que sa dérivée première. Or l'équation précédente est une équation linéaire du premier ordre que nous mettons sous la forme
/ nM'u'-\ dW ,, X'i'u-i
\ a — u J au a — u
Une intégrale de l'équation sans second membre est
o(u) représentant une fonction holomorjDhe autour de l'origine
[cp(o)^o]. Posant alors Y = Cu'j(u), nous trouvons pour -j-
une fonction holomorphe ; G sera complètement déterminé parla condition de s'annuler pour u = o, et nous aurons bien pour V une fonction holomorphe dont le développement commence par un terme en u'-. Notre démonstration est donc complète.
6. Nous pouvons élargir un peu l'hjpothèse faite au § 3. 11 a été admis dans ce numéro que l'expression
ne s'annulait pour aucune valeur positive ou nulle des p, autres que pi=^i, p2 = . . .^ p,i^ o. Cette somme pourrait s'annuler pour des valeurs positives des p correspondant à
sans que notre démonstration subît de modification importante. Ceci revient à dire ^vC une des quantités Xo, .. ., \n pourrait être égale k X,. Qu'arriverait-il, en effet, dans ce cas?
Si l'on a, par exemple, X=)v,(f>2), la dérivée partielle du
premier ordre j^ pour les valeurs nulles des variables ne sera pas
déterminée par l'équation différentielle, elle restera donc arbitraire; à ce point près, rien ne sera changé dans la démonstration. On posera seulement
/ = A rri + B .r/ H- V,
A et B étant des constantes arbitraires, et la démonstration se poursuivra comme au § o.
En résumé, l'équation (,) (X.x,-^...)g + a.^.H-...)g+... + (X„-«-...);^ = X,/ admettra une intégrale holomorphe dépendant au moins
(UNIVEBSITT
lO CHAPITRE I.
dUme constante arbitraire, si les conditions suivantes sont remplies :
1° La relation
n'est vérifiée pour aucune valeur entière et positive des entiers p satisfaisant à V inégalité
Pl-^P-2-'r-.'.-\-pn^'^\
2° Si Von marque sur un plan les points correspondant aux affixes )v< , Xo, . . . , \i^ on peut tracer un contour convexe comprenant ces points à son intérieur^ mais ne comprenant pas V origine.
On peut évidemment substituer à la seconde condition la suivante : Une certaine droite passant par l'origine laisse tous les points d'un même côté.
7. En supposant remplies les conditions indiquées, cherchons maintenant ce que nous pourrons tirer du théorème précédent pour l'étude de l'équation proposée
Désignons par y, une intégrale holomorphe de l'équation (a), par y*2 i^ine intégrale holomorphe de l'équation analogue à (a), mais où X, a été remplacé par )v2- Nous avons
ce qui peut s'écrire
SINGULARITÉS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. Il
par suite, en retranchant ces deux équations, on voit que
log-=^) et par suite -"^ ?
fh ff
satisfont à l'équation (|3).
11 n'est pas inutile de remarquer que cette intégrale ne devient pas illusoire quand A, = Ao. En effet, dans ce cas, les termes du premier degré en ^, et Xj sont arbitraires dans /, et dans /o (voir § 6)^ on a donc
en n'écrivant que les termes du premier degré; les A et les B
étant arbitraires, le quotient 4^ ne se réduit certainement pas a
une constante.
En mettant successivement dans le second membre de l'équation (a), à la place de A,, les autres valeurs des A, on obtiendra n fonctions holomorphes
/l? fi: •••- ftn
et, d'après ce que nous venons de dire, on aura n — i intégrales de l'équation (ji), à savoir :
JL -i —
fl. f\s fin
fh fF' fi'
Ces n — I intégrales sont distinctes, c'est-à-dire qu'il n'existe pas entre elles de relations. Dans le cas contraire, on aurait une relation entre /<, /2, /«, et, par suite, le déterminant fonctionnel
D(/l./2 fn)
l){Xi, Xo, .. ., Xfi)
serait identiquement nul. Pour démontrer qu'il n'en est pas ainsi,
prenons d'abord le cas où tous les a sont distincts; on aura alors
Al
As
,Xt~ ...
fn =
en n'écrivant que les termes du premier degré. Les A étant arbitraires, le déterminant fonctionnel de ces fonctions ne peut être identiquement nul.
Si l'on suppose que deux ou plusieurs des quantités \ soient égales entre elles, il n'y a pas plus de difficultés, puisqu'on peut encore donner cette même forme aux/".
En résumé, on pourra obtenir, dans le voisinage de ^, = ^o = . . . = ^/^ = o, un système de n — i intégrales distinctes de V équation
quand les conditions du § 3 seront vérifiées (^). Il faut ajouter, bien entendu, qu'à la première condition mentionnée dans ce numéro doivent s'ajouter celles qui en dérivent par permutation des nombres i , 2, . . . , /i.
II. — Applications aux équations différentielles
8.' Nous pouvons déduire des théorèmes précédents des résultats intéressants concernant les équations différentielles ordinaires. Envisageons le système d'équations différentielles ordinaires du premier ordre
,g J\ L dx^ __ dx^. _ _ dxg
Xj A2 x,i
les X s'annulant pour ^, = ^o = • . .-^ Xn=^ o] nous allons indiquer un cas étendu où nous aurons des courbes intégrales pas-
(') Ce théorème, sous sa forme générale, a été démontré par M. Poincaré dans sa Thèse Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux différences partielles (Paris, 1879). La forme géométrique donnée aux conditions est particulièrement intéressante.
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sant par Torigine. Il ne sera pas inutile de préciser cette expression de courbes intégrales. Tout système de quantités x,, ^2, • • . 5 ^/n satisfaisant aux équations difierentielles précédentes, forme une multiplicité à une dimension (c'est-à-dire dépendant d'un paramètre), et Ton peut, si l'on veut, considérer cette multiplicité comme une courbe dans l'espace à n dimensions. C'est dans ce sens que nous parlons d'une courbe intégrale : nous ne faisons qu'étendre à n quelconque une expression dont le sens est immédiat dans le cas de deux et trois dimensions. Le système (8) étant l'équivalent de l'équation aux dérivées partielles
Xi -^ '- Xo -r r- . . . — X„ -T — ■ = O,
dXi ' dX.2 OXn
nous sommes assuré de pouvoir, en général, par un changement linéaire de variables, réduire les équations à d'autres, dans lesquelles on aura
Xi = Ài^Ti —
Xo = Ào:r., — . . . ,
\,i — f-ii^n • • • •>
en nous bornant à écrire les termes du premier degré. Plaçonsnous donc dans cette hypothèse. Je considérerai alors le système
suivant
dxi _ dxi _ __ dxji _ dt^
"xT " x7 ~ x„ " t '
t étant une variable en fonction de laquelle nous voulons exprimer ^,, ^o, . . ., x,t. Nous avons un système de même forme. On a à considérer ici les n -\- i équations
dXi dx-i OXn ôt
dfn+x , Y ^f"^^ Y ^^«+^ ■ / ^^«±1 - /• ^, •
dXi dXi OXn Ot
on pourra prendre pour les// des fonctions indépendantes de t et qui seront précisément celles que nous avons étudiées dans la Section précédente, dans V hypothèse oit les l satisfont aux conditions indiquées. La fonction fi contient simplement un
jC cas où les parties réelles des A seraient toutes négatives pas différent du précédent, puisqu'il suffit de changer t en y être ramené.
Supposons maintenant que les parties réelles soient seule] positives pour
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On fera C^+i ^ . . . = C„= o, et l'on aura des développements de Xi, X.2-, . ' 't Xn suivant les puissances de Û-^, t^--, . . ., Ûr, ce qui donne un ensemble de courbes intégrales passant à l'origine et dépendant de p — i constantes arbitraires. En changeant t en -, et faisant alors G, = Go^ . . . ^ C^ = o, on aura un autre ensemble de courbes intégrales passant à l'origine et dépendant de n — p arbitraires.
Nous nous sommes placé dans les cas les plus simples, de manière à pouvoir faire tendre t vers zéro dans une direction quelconque (l'argument seulement restant fini).
On pourra avoir d'autres intégrales qui correspondent à t tendant vers zéro situant une certaine loi. Ainsi, soit a, == i , ce qui ne diminue en rien la généralité, puisqu'on peut diviser les X
par ).,) et soit
X, = a -I- bi,
a étant négatif. Pour ne pas m'occuper des autres valeurs des a, je
fais
Supposons, pour fixer les idées, b^o. En posant
t = re^i, on a
\t^i\ = pa'°er-69.
Faisons suivre au point (r, 9) la spirale
9 tendant vers l'infini positif. On aura
alogr— 60 = — {am + 6)6.
Si donc jn a été choisi de telle sorte que
ani + 6 > o,
et il suffit pour cela de le prendre assez petit, on est assuré que I ^ I et I t^i I tendent vers zéro.
Si l'on avait eu 6 << o, on aurait pris une spirale
r = e'«9 (m>o), 8 tendant vers l'infini négatif.
On obtient donc ainsi, dans tous les cas, un ensemble de courbes intégrales dépendant d'une constante arbitraire, cjui ne rentrera pas, en général, dans les ensembles de courbes intégrales considérées plus haut.
10. Nous pouvons facilement généraliser les résultats précédents en considérant le système
dXa
~dt ^ ?«(^1'^2, . -',^n, t),
les cp étant des fonctions liolomorphes dans le voisinage de ^^1 = ^2 = - • • = -^/î^ ^= o et s'annulant pour ces valeurs. On voit bien aisément, comme plus haut, qu'en général (*) les termes du premier degré en œ^ , ^o, . . . , Xn, t peuvent être supposés respectivement réduits dans cp,, ..., o,i à \\X^^ X^^ii •••, \iXji : c'est ce à quoi l'on parvient, en gardant la variable t et en effectuant sur les x un changement de la forme
x'i — aiiXi -]-. . .^ aui cc,i-\- bi t,
x'^ = a,! Xi -r . . .-T- flin ^/i-T- ^2 ^
X'n = a,iiXi-{-. . .-^ clnn Xa + bat.
Nous considérons donc le système
dx^ , ,__ =X,ar,+...,
dx-i .
clx ,1 -.
dt ~ ^riOOn-\-...,
(') II y a des cas particuliers où cette réduction est impossible, mais nous ne nous y arrêtons pas pour n quelconque. Nous en ferons l'étude approfondie pour w = 2.
OÙ ici les termes du second degré ou de degré supérieur peuvent renfermer t] c'est ce qui distingue le cas actuel de celui que nous avons examiné dans les deux numéros précédents. Si les n -\- \ quantités
Al, Ao, . . . , A„, I
satisfont aux conditions requises pour l'application de la théorie développée ci-dessus (première Section de ce Chapitre), nous aurons le système d'intégrales
' Yki ' — ^ ^' (t = i,2, ...,/0)
les y étant des fonctions holomorphes en ^, x^, X21 . . ., Xai et le
développement de fi ne renfermant que Xi comme terme du premier degré. On peut étendre à ce système les remarques du numéro précédent : les x se présenteront sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances entières de
et l'on doit ici supprimer ce qui était relatif au changement de t en -> qui n'aurait plus aucune application, puisque les y dépendent de t.
III. — Étude directe de la forme des intégrales des équations différentielles ordinaires.
11. Les développements de x^^ x.^^ . . ., Xn suivant les puissances de ^^1, t^'.^ . . ., ^^", d'où nous venons de tirer (n"*' 8 et 9) des conséquences importantes relativement aux intégrales du système
dxx _ dx^ _ dxn
Xi X2 X,i
n'ont été établis que si les \ satisfont aux conditions indiquées dans la première Section de ce Chapitre. Dans le cas contraire, rien ne subsiste de nos résultats. Il y a là une lacune que nous allons, autant que possible, chercher à combler. Reprenons donc les équations du n" 8.
/ X dxx ^^ dx.-, ^, dxn
P. — iir.
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les X ne dépendant que de Xi, x., •-•, ^n et ayant respectivement pour termes du premier degré )M-^i5 ^2-^2? • • •) Xi^n- Supposons que parmi les quantités 1 on puisse en trouver v,
satisfaisant aux conditions suivantes, dont les deux premières rappellent celles de la Section I.
i" On peut tracer une droite passant par l'origine et laissant d'un même côté les points du plan ayant pour affixes )., , ^2, ••-? ^v
2° Aucune des équations
. Xl /?i -1- X-2 (/>2 — l) -^ • • • -" ^'V Pv = O,
ne peut être vérifiée pour des valeurs des p entières et positives satisfaisant à l'inégalité
3° Nous supposons enfin que, pour aucune valeur des entiers positifs/?, on n'air^
Il Pi, — A2/»2 H- . . • -^- '^-v/^ = '^W ( t = V + I , . . . , /l ),
les p satisfaisant à la même inégalité.
12. Nous allons démontrer qu'o/? peut trouver pour ^, , ^2, •••, ^n des développements procédant suivant les puissances de
et convergents si les modules de ces quantités sont suffisamment petits.
Soient
On va considérer pour un moment les x comme fonctions des
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variables indépendantes jk (')• En écrivant que les équations (g) sont vérifiées, nous obtenons le système d'équations aux dérivées partielles ? -
^ âXn ^ â.Tfi uXn
Montrons qu'on peut satisfaire à ces équa lions en prenant pour les X des fonctions holomorphes des y. La démonstration présente une grande analogie avec celle qui nous a occupé au § 5.
Les équations précédentes permettent de calculer de proche en proche les dérivées partielles des x pour les valeurs zéro des vari;ibles jK- Seules les valeurs des dérivées du premier ordre
dxi dxi dxy
restent arbitraires (-).
Le coefficient d'une dérivée d'une quelconque des fonctions x^
dPi-^P2+---+P,jX/, — — — -— — — ( h = î, 2, . . ., n),
est de la forme
Aipi^l.p2-h...-îrlh(ph—i)-^...-hlypy (pour h^v) et de la forme
liPi-h X2/>2-T-. . --î- Xv/>v— ^A (pour A > v).
(') J'ai pour la première fois appliqué cette idée de substituer, pour l'étude de leurs intégrales, à des équations différentielles ordinaires des équations aux dérivées partielles convenables dans deux Notes Sur la forme des équations différentielles du second ordre dans le voisinage de certains points critiques {Comptes rendus, t. LXXXVII, /878). L'analyse qui suit n'est que le développement de cette idée.
(=*) En disant ceci, je suppose tous les X différents; mais le cas où deux ou plusieurs X sont égaux ne présente pas ici plus de difficultés que dans la Section I.
D'après les hypothèses faites au numéro précédent, les modules de ces coefficients sont supérieurs à
£ étant un nombre fixe. On le voit en raisonnant absolument comme au § 4 de ce Chapitre.
Il est facile maintenant de trouver des équations de comparaison permettant d'établir la convergence des développements que nous venons de former. Écrivons d'abord les équations sous la forme
■s dX/i ^ ox fi ^ dx,i ^
Ai7i- hA272l h...-f- Av7vi- ^n^,i= Oai^u^i, ...,a7„),
les o ne renfermant pas de termes du premier degré. Nous formons alors le système
Y ày, -"'dy^ -^Uy^ J
Pour raison de sjmétrie, tous les V sont égaux, et nous avons seulement une seule équation, qui se réduit à une équation à une seule variable V, ne dépendant manifestement que de
On a finalement une équation de la forme
dW ,, M'V2
du a — n\
et cette équation admet une intégrale holomorphe s'annulant pour w = o, et dont la dérivée première prend, pour cette valeur de w, une valeur arbitrairement donnée.
Nous avons donc, pour ^,, x.^^ ..., Xn-, des fonctions holo morphes de )^< , yo, . . . , yv dans le voisinage de
Ji = 72 =^ • • • = 7v = o.
En remplaçant y,, y 2^ . . . , y^j respectivement par
Cl, t J, • • • } ' '>
on oblient, s'il est^possible de faire tendre t vers zéro, de manière que les modules de toutes ces puissances de t tendent en même temps vers zéro, des intégrales du système (9) tendant vers zéro avec Ja variable t. Ces intégrales dépendeot de v constantes arbitraires.
On voit que le résultat que nous venons d'établir est plus étendu, tout en étant de même forme, que celui de la Section précédente. Les hypothèses essentielles portent seulement sur v des constantes X, au lieu de porter sur toutes ces quantités.
13. La généralisation est immédiate pour le cas où les X contiendraient t^ et où nous aurions, comme au § 10, le système
t-^ =?i(a7i,:r2, ...,Xn,t\
y^dx„
Nous pouvons, comme au paragraphe cité, supposer que les termes du premier degré en ^,, X2, . . . , ^/^ et ^ se réduisent respectivement, dans cp, , . , . , cp,^, à )., -^ij • • • , ^vi^«-
Nous cherchons ici un développement ordonné suivant les puissances de
Nous aurons les mêmes hypothèses à faire que plus haut, sauf que nous avons ici v + i quantités
I, Al, A2, . . . , Av
On devra donc pouvoir mener par l'origine une droite laissant d'un même côté les v 4- i points ayant ces affixes. De plus, on supposera qu'il n'existe aucune relation de la forme
/>i^^i — /?2^^2-^.-.^(/>A— O^^A-^----^/^v>>v+/?v^i = o (pour A^v),
les/> étant des entiers positifs dont la somme est au moins égale à deux.
Enfin on n'a pas de relation de la forme
les/? étant assujettis aux mêmes conditions.
Il n'est pas besoin de recommencer Lin nouveau raisonnement. Nous sommes ramené au cas précédent en considérant le système
dXn _ ,
dXn+\ _
dt -■^«-^"
et en prenant la constante qui figure dans Xnj^K-, de manière que celle-ci se réduise à t.
Nous trouvons ainsi des séries ordonnées suivant les puissances de
t, Ûr, A., ..., t\
et qui dépendent de v constantes arbitraires.
On pourra toujours tirer parti du théorème précédent, ne fût-ce qu'en se bornant à v = o. On aura alors pour les x des fonctions liolomorphes, qui ne dépendront d'ailleurs d'aucune arbitraire.
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES DU PREMIER ORDRE A DEUX VARIABLES.
Examen du cas général.
Nous allons appliquer à l'équation
dx _ dy
les résultats généraux qui viennent d'être établis dans le Chapitre précédent.
On suppose que X et Y s'annulent pour x =y = o et sont des fonctions holomorphes de x ety dans le voisinage de ces valeurs.
Soient
X == rt j" -f- 6jK — . • • ,
D'après ce que nous avons dit (Chap. ï, § 2), on pourra faire un changement linéaire de variables sur x el y, si l'équation du
second degré
a ses deux racines distinctes, de telle sorte que l'équation devienne
dxi _ dxo
les termes non écrits dans les dénominateurs étant au moins du second degré; les deux coefficients A, et )., sont les racines de l'équation (i). On peut évidemment supposer que l'une d'elles se
réduit à J'anité. Nous écrirons alors, comme précédemment, le système d'équations
dxx ^
et nous n'avons qu'à appliquer, dans ce cas particulier, nos conclusions générales.
Reportons-nous au Chapitre précédent; nous avons à considérer les deux points
I et X (on suppose X 7^ o).
Si \ ri est pas une quantité réelle négative, on pourra évidemment mener par l'origine une droite laissant les points d'un même côté. De plus, dans cette même hypothèse, aucune des
égalités
\{pi — i) -\- Pi= o.
ne peut se trouver vérifiée, les p étant des entiers positifs dont la somme est supérieure ou égale à deux. Nous aurons donc des développements de x^ et ^2 suivant les puissances de
G^ et G'^^> (G et G' constantes arbitraires),
développements convergents si G ^ et C'^^ sont de modules suffisamment petits.
Une distinction est manifestement à faire, suivant que la partie réelle de \ est positive ou négative. On pourra, dans le premier cas, faire tendre t vers zéro d'une manière quelconque (son argument restant fini). Dans le second cas, il faut, au contraire, faire tendre t vers zéro d'une manière convenable. Soit
\ =^ a -\- hi (a<o),
et supposons h >> o. En posant t = /-e^'", on a
faisons suivre au point (/', 0) la spirale
6 tendant vers l'infini positif. On aura
a logr— bO = — {am -f- 6)6.
Si donc m a été choisi (il suffit de le prendre assez petit) pour que
ani 4- 6 > o,
I /^ I et I / I tendront tous deux vers zéro.
Si l'on avait eu /; << o, on aurait pris une spirale
8 tendant vers l'infini négatif.
Ainsi, quand A n'est pas une quantité réelle négative, nous pouvons dire que l'équation
dx _ dy
a une infinité de courbes intégrales, dépendant d'une constante arbitraire, /?«55rtn^/>rt/- V origine ou s'en rapprochant indéfiniment, suivant que la partie réelle de A Qsi positive ou négative.
Je rappelJe, comme je l'ai expliqué (Ghap. I, § 8), que j'entends par courbe intégrale la multiplicité réelle ou imaginaire à une dimension, satisfaisant à l'équation différentielle.
Ajoutons la remarque très importante (\\\ il n'existe pas d'autres courbes intégrales passant par l'origine ou s'en rapprochant indéfiniment que celles que nous venons d'obtenir. Pour le démontrer, il suffit de généraliser le raisonnement fait au Tome II (p. 3i5) pour établir, en dehors des points singuliers, l'existence unique d'un système d'intégrales par les valeurs initiales. Reportons-nous à la forme de l'intégrale générale (Ghap. I,
f\ et /o étant holomorphes dans le voisinage de x = o^ y^= o et s'annulant pour ces valeurs. La première fonction f^ renferme seulement un terme enj^ comme terme du premier degré, et/o un terme en x.
Or on peut poser on aura alors nécessairement
Pour une courbe intégrale passant à l'origine, ou s'en rapprochant indéfiniment, t et Û^ tendront nécessairement vers zéro, et les dé^'eloppements précédents donnent, par suite, toutes les courbes intégrales (').
2. Briot et Bouquet ont, les premiers, entrepris l'étude des courbes intégrales de l'équation
dx _ dy
passant par x ^=^0., y =^o, dans le cas où X et Y s'annulent pour ces valeurs des variables. Dans leur mémorable Mémoire (-), sur lequel nous reviendrons bientôt, ces éminents géomètres montrent que, en général, cette étude peut se ramener à celle de
l'équation
dy j
x-f- — ax -\- by ■^. . . , dx -^ '
les termes non écrits étant de degré supérieur à un.
Les racines \ sont égales à un et b. On peut ici prendre ^ = ^, et, d'après le § 1, nous aurons, pour y, un développement ordonné suivant les puissances de
X et G'a7*,
la constante que nous avons désignée par G étant égale à l'unité. Cette conclusion suppose que b n^ est pas un entier positif , comme
(') Outre les noies citées (p. 19), je mentionnerai encore sur cette question un article de M. Poincaré {Sur les propriétés des fonctions définies par des équations différentielles, Cahier XLV) et une Note que j'ai publiée dans le Bulletin de la Société Mathématique en 1884 {Sur la forme des équations différentielles du premier ordre dans le voisinage de certains points critiques).
(^) Briot et Bouquet, Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations différentielles {Journal de l'École Polytechnique, t. XXI j 1806).
on le voit en se reportant au § 1. Sauf ce cas, l'équation admettra toujours une intégrale holomorphe, qu'on obtiendra en faisant G'= o.
Sans se servir de développements en séries, Briot et Bouquet obtiennent les résultats que nous venons d'indiquer. Je veux seulement faire une remarque sur une contradiction apparente entre un résultat du Mémoire que nous citons et un des résultats du § 1. Ainsi on trouve dans le Mémoire de Briot et Bouquet le théorème suivant :
Quand dans V équation
x-f- ~ ax -\- by -\-. ...
ax
la partie réelle de h est négative ^ V équation rC admet pas d'autre intégrale s' annulant pour j: = o que l'intégrale holomorphe.
Ce résultat suppose implicitement que x tende vers zéro en décrivant un chemin de longueur finie et correspondant à un argument restant fini. Nous avons vu, au contraire (§ 1), qu'il j a (6 étant complexe) une infinité de courbes intégrales se rapprochant indéfiniment de l'origine. Mais, et c'est ce qui explique l'apparente contradiction, elles correspondent à x tendant vers zéro en tournant une infinité de fois autour de l'origine.
Briot et Bouquet démontrent de la manière suivante (/oc. cit.) leur théorème. Ils ont établi précédemment l'existence d'une intégrale holomorphe j*< . En posant
' y=yi^z,
l'équation prend la forme
dz , j n \
que l'on peut encore écrire
x-^ = bz(i^0L'z-i- ''^'z^--i-...)^zx^{z,x),
et, par suite,
dz j dx , . ,7
——, — : ; =b-- ^'h{z,x)dx,
Z{l -i- OL Z — . . .) X
^h{z, x) étant, comme (p(^, ^), holomorphe dans le voisinage de c; = ^ = o. En intégrant le long d'un arc de courbe aboutissant à l'origine et désignant par ^o la valeur de z en un point Xq de
cette courbe, on a
logi- +cp(z) = log(^) +/ ^{z,x)dx,
o(z) étant holomorphe dans le voisinage de ^ = o. Puisque l'arc a, par hypothèse, une longueur finie, l'intégrale qui figure dans le second membre restera inférieure à une limite fixe; d'autre part, l'argument de x restant fini, la partie réelle de
log(
grandit indéfiniment en étant positive. Dans le premier membre, au contraire, la partie réelle grandit indéfiniment en étant négative; il y a donc une contradiction qui établit l'impossibilité que nous voulions mettre en évidence. La même conclusion serait encore applicable si la partie réelle de b était nulle.
3. Nous avons supposé, au § 1, que X n'était pas une constante réelle négative. Nous ne pourrons plus faire usage des mêmes développements, si X est réel et négatif, ou du moins ils ne peuvent être, en général, convergents que si G ou G' est nul.
En faisant d'abord G'= o, on aura pour x et y des développements suivant les puissances de ^, convergents pour t assez petit et qui tendront vers zéro en même temps que t. Nous avons ainsi une première courbe intégrale ne renfermant aucun arbitraire.
Une seconde intégrale nous sera fournie en posant
les développements sont alors convergents pour | 1 1 suffisamment
grand, ei x et y tendent vers zéro en même temps que -•
Nous obtenons donc ici deux courbes intégrales passant à Voj^igine.
Il est facile de voir que, dans l'hypothèse où nous sommes
placé, il n'y a pas d'autre courbe intégrale de l'équation
dy _ a' X -h b'y — . . .
dx ax -r- h y -h . . .
passant à Porigine, avec une tangente déterminée, c'est-à-dire
avec une limite finie, et déterminée pour — quand le point ( j:, y)
se rapproche de l'origine, et de plus .r, et par suite y^ ne tournant pas indéfiniment autour de l'origine. Soit, en efl'et,
y = tx, l'équation devient
,„. dt^ _ {a! ^ b't) — t(a -\- bt) -^ x ojx. t)
dx ~ a ^ bt -\- x'i^{x^t) '
t lendanl, par hypothèse, vers une limite quand x tend vers-^f'yo; cette limite ne peut être que Tune ou l'autre racine de l'équation du second degré
a' -h b' t — t(a -\- bt) = 0.
En efî'et, si la limite était une quantité ^o différente d'une racine de cette équation, l'équation précédente pourrait s'écrire
dx
-^ = xy{t,x),
y{tjx) étant holomorphe dans le voisinage de t = i^^ x^=o. Pour cette équation, on aurait une intégrale x tendant vers zéro quand t tend vers ^o ; "^ais ceci est impossible, car l'intégrale de cette équation s'annulant pour t ^ (q est nécessairement x =: o identiquement.
L'équation (E) aura la forme de celle que nous avons considérée au § 2 avec Briot et Bouquet. En désignant par ^, une racine de l'équation du second degré et posant i = /,-^Q,, nous avions
^-7^ = A)a7 -h Biôi-h. . .,
et, pour la seconde racine t.2, nous avons une équation analogue
X -T- = Ao^ -i- Bo6oH
Or Téquation en X,
a, comme nous l'avons supposé an § 1 , pour racines i et A. Un calcul très facile montre alors que
Bi=--^, B2=X-i,
Bj et Ba étant négatifs : les conclusions du § 2 sont alors applicables, et nous n'avons pas d'autres intégrales pour les deux équations en 9 que les intégrales holomorphes, ce qui montre que
l'équation
dy _ a' X -\- h' y + . . .
dx ax -{- h y -f- . . .
n'a pas d'autres intégrales satisfaisant aux hypothèses faites que les deux intégrales signalées plus haut.
Il resterait à démontrer que ces deux intégrales sont, en dehors de toute hypothèse, les seules qui passent à V origine ou qui s'en rapprochent indéfiniment. Je dois avouer que je ne possède pas une démonstration rigoureuse de cette proposition, qui ne paraît cependant pas douteuse.
II. — Étude d'un cas particulier remarquable
4. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que l'équation (i) en \ avait ses deux racines distinctes. Reprenons donc l'équation différentielle
dx
dy
ax -^ bj' -t-. . . a'x^b'y-^..
en supposant que l'équation en A
ait une racine double. On peut alors effectuer sur x et y une substitution linéaire de telle sorte que les équations prennent la
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forme
dx _ dy
Xa7-h .. \J.x -^\y -\- . , .'
Considérons, en effet, Féquation
Faisons le changement de variables
Xi=!xx-}-^y,
nous avons
On détermine a et j3 par la condition que
(x{ax-i- by)-h ^{a'x-+- b'y) = A(a^-|- ^j),
ce qui donne pour à la racine de l'équation du second degré écrite plus haut. Posons ensuite
^{ax + by) -~o{a'x ^ b'y) = ^i^xx + '^y) -^l{^(x + o^),
c'est-à-dire
Y(rt — X) -+- 8a'= fxa, Y6-f-o(6'— X) = fx^,
et ces deux équations se réduisent à une seule, comme on le vérifie aisément, en s'appujant sur ce que l'équation du second degré a une racine double.
On a, par suite, à considérer les deux équations (en divisant les dénominateurs par A, ce qui revient à faire A = i) :
/ dx (a) i
rf = ^^-^->^--
5. Nous allons chercher si l'on peut obtenir des intégrales de cette équation ordonnées suivant les puissances de
Il = — t, ç = t logt.
Nous formons ainsi le système d'équations aux dérivées partielles
àx dx dx
dv ày dy
du ôi^ âi^ ^ '^
en substituant dans les équations, pour x et jr, des fonctions de u et ç^ que nous allons pour un moment considérer comme des variables indépendantes.
Les équations (3) admettent-elles un système d'intégrales liolomorphes dans le voisinage de z^ = o, ^ =^ o? Nous remarquons d'abord qu'elles permettent de calculer les dérivées partielles successives de X et y pour ?^ = o, ^ = o.
En différentiant, en effet, p fois par rapport à u el n fois par rapport à p, la première équation nous donne l'expression
. d"'-^Px ôfi^Px (n-{-p — i)-7 ^ p- (\)our u = o, V = o),
exprimée en valeur des dérivées partielles de ^ et jk d'ordre inférieur à n-\-p. Donc, on pourra calculer toutes les dérivées partielles de X d'un ordre déterminé en fonction des dérivées d'ordre inférieur de x et y; la seconde équation donnera alors les dérivées partielles du même ordre de y en fonction des mêmes dérivées.
La seule dérivée partielle restant arbitraire est la dérivée -t-*
^ OlL
Nous pourrons donc fornver des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de u et v^ et il reste à démontrer que ces séries convergent pour des valeurs suffisamment petites de u et t\ Nous nous trouvons ici dans des circonstances assez différentes de celles que nous avons précédemment rencontrées.
Considérons, au lieu du système (2), le système dx
qui ne diffère de (2) qu'en ce que, dans le second membre, le
coefficient dey est X au lieu de un; X désigne une constante positive inférieure à un.
Avec le système (4), nous rentrons dans le cas général, et nous avons des intégrales développées suivant les puissances de
t et t^.
Nous pouvons aussi considérer ces intégrales comme développées suivant les puissances de
En posant
~t et
on est conduit à former le système d'équations aux dérivées partielles
Idx ^ dx dx
OU ov dv '
^^^ \ ày . dy dy ,
et, ce système correspondant au cas général, nous sommes assuré qu'on peut y satisfaire par des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de u el v.
Or la comparaison des systèmes (3) et (5) est très facile; le coefficient de la dérivée
d"^^Px duP dv"-
est, pour le premier système, p ~ n ^ i, tandis qu'il est, pour le
second,
Donc, dans le développement tiré de (5), les coefficients auront des dénominateurs numériques plus grands (À<C i) que dans le développement tiré de (3). La convergence des développements que nous avons déduits des équations (3) est donc assurée.
Les intégrales du système (2) se présentent donc sous forme P. - m. 3
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de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
t et t\o^t', elles dépendent d'une constante arbitraire.
III. — Réduction de l'équation à des formes simples
7. Nous avons dit (§ 3) que Briot et Bouquet (') réduisent, en général, l'équation à une forme plus simple, moyennant, il est vrai, quelques hypothèses complémentaires. Reprenons l'équation
dx _ dy
que nous écrirons
Les quantités x et y s'annulent en même temps. Supposons que y soit d'un degré déterminé [x par rapport à x^ et de telle
sorte que -~ soit de degré \k — i . Il devra, dans ces conditions, y
avoir dans les deux membres de l'équation précédente des termes de même degré, à savoir les termes de moindre degré. On aura alors une relation de la forme
a' [JL H- P' -h [Jt. — I = a [JL -f- {î, ce qui donne
Le degré [x est donc alors un nombre commensurable (-).
(') Journal de l'École Polytechnique, t. XXI, p. iGi.
(*) Nous supposons que l'équalion donnant [x ne se réduise pas à une identité. Cette circonstance peut se présenter; c'est ce qui arrive, par exemple, pour l'équation
où k représente une constante. Le degré de y par rapport à x, qui est A", n'est pas, en général, commensurable.
^oit u.=^ ~; posons
X = ti,
il viendra
y = vtp,
{k'v'^-tp^-^q'^-^...) fptp-
'r + ^p-^j — (A^•3c^pa+7?-^
mais on a
Oll
\)}i.-\- P'= a;jL + p -M
qtl-
La variable t entre donc au même degré dans tous les termes du premier groupe, et à un degré plus élevé dans les autres termes. Après division par la puissance de t en facteur dans chaque terme, on aura
Considérons alors l'équation Soit Vq une racine de cette équation; eu posant nous avons pour u l'équation
cp étant holomorphe dans le voisinage de w = o, ^= o et s'annulant pour ces valeurs. Ceci suppose que To n'annule pas séparément les deux polynômes
kv^-\-... et A'pa'_u
8. Pour trouver l'ensemble des termes correspondant au moindre degré, Briot et Bouquet procèdent comme dans l'étude des fonctions algébriques. Dans un plan, traçons deux axes rectangulaires O^ et OjK, et marquons les points qui ont pour coordonnées (a, p + i), (a'4-i,.3'), .... Nous voyons d'abord qu'à des termes de même degré infinitésimal correspondent des points
placés en ligne droite; et, en efî'et, la valeur de [jl trouvée précédemment montre que la droite qui joint les points correspondant à deux termes de même degré a une direction constante; cette droite fait avec l'axe des x un an^le obtus dont la tan^^ente en valeur absolue est égale à !jl. Si, par un point quelconque, (a"+ i , jii'') ou (a", p''+ i), on fait passer une droite parallèle à la direction constante, cette droite ayant pour équation
y— ^■'-— I-t(^-a"— I) ou
jK— P"— I --— 1^(37— a"),
son ordonnée à l'origine [3''+ p.(a"+ i) ou ^'^4- » H- J^^c" surpasse d'une unité le degré du terme correspondant. 11 en résulte que les droites parallèles sur lesquelles sont placés les points qui correspondent aux divers groupes de termes s'éloignent de l'origine à mesure que le degré de ces termes augmente; par conséquent, la droite qui passe par des points d'un groupe de moindre degré laisse à sa droite tous les autres.
Nous sommes donc conduits, comme dans l'étude des courbes algébriques, à former une ligne polygonale, aux différents côtés de laquelle correspondront des termes de même degré. Que l'on imagine une droite coïncidant d'abord avec Oy et se mouvant parallèlement à elle-même jusqu'à ce qu'elle rencontre un premier point; qu'on la fasse alors tourner autour de ce premier point en diminuant son ordonnée à l'origine jusqu'à ce qu'elle rencontre un deuxième point; qu'on la fasse tourner autour de ce deuxième point dans le même sens jusqu'à ce qu'elle en rencontre un troisième, et ainsi de suite jusqu'à ce que la droite devienne parallèle à O^. On formera ainsi une ligne polygonale dont chaque côté passe par deux ou plusieurs points et laisse tous les autres à sa droite. Chacun des côtés de cette ligne convexe donnera une manière d'établir un groupe de termes permettant de faire la transformation du paragraphe précédent, et l'on aura ainsi les diverses intégrales répondant aux conditions initiales.
Revenons à l'équation
du , ^ , ^
^ -%- = Cp(M, /), o(o. 0) = 0.
Son élude complète se trouve faite dans les deux. Sections précédentes, pour le cas général où, posant
o{u, t) = at -h bu -^ . . . ,
le coefficient b n est pas nul.
Nos théories générales ne s'appliquent pas à ce cas particulier. Nous savons seulement qu'il j a, dans ce cas, une intégrale holomorphe dans le voisinage de ^ ^ o et s'annulant pour ^^ o; son existence se trouve établie par la même analyse que celle qui a été employée dans l'étude des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de t et t^, au cas où b n'était pas nul (on ne considère ici qu'un développement suivant les puissances de t). En désignant par Uq l'intégrale liolomorphe, et posant
Il =± Wo -T- P,
on aura une intégrale de la forme
le terme Ap'"(m^i) étant le terme de moindre degré en ç se rencontrant dans la parenthèse. Pour avoir quelque renseignement sur les intégrales de cette équation, posons
on aura une équation de la forme
. dl ^ , , av ^
6(X, t') étant holomorphe dans le voisinage de ). = o, ç = o, et étant différente de zéro pour ces valeurs de A et v. Ecrivons l'équation précédente
et considérons d'abord l'équation
ç,m-Hi ^ = X ( A + B P -^ . . . + H (;'« )•
L'intégration est immédiate.
Nous aurons
en posant
cp(p) =
Si l'on fait tendre v vers zéro, dans une direction con^^enable, 1. tendra vers zéro. Prenons alors
l'équation à laquelle satisfera (v sera
On aura pour cette équation une intégrale tendant vers une valeur arbitraire Wq^ quand v tend vers zéro dans une direction telle que e~?^^^ tende vers zéro en même temps que ç', ce qui est évidemment possible. Mais on a
Donc t tendra aussi vers zéro, en tournant d'ailleurs, en général, une infinité de fois autour de l'origine. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
L'équation
dt
^-Jl = ?(^'0 [?(o, o) = o],
'sp(?^, t) étant holoniorplie dans le voisinage de u = o, t = o et ne renfermant pas de terme du premier degré en u^ admet une infinité de courbes intégrales se rapprochant indéfiniment de V origine.
10. En faisant la réduction du § 7, nous avons supposé que Pq n'annulait pas à la fois deux polynômes en v. S'il en était ainsi, l'équation entre u et t prendrait, en général, la forme
du _ au -\-ht -\-. . .
dt a' u -\- b' t -{^
En posant
au -+- bt = wt.
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elle devient
C'est là un type d'équations pour lequel se présentent des circonstances toutes différentes de celles que nous avons rencontrées jusqu'ici. Le point f = o est ici, en général, une singularité essentielle, comme le montre l'exemple simple de l'équation
dt
L'équation (6) n admettra pas, en général, dHntégrale holoniorphe ; c'est une circonstance qui mérite d'être signalée, car le calcul des coefficients du développement peut se faire de proche en proche, et cependant le développement n'est pas convergent. 11 suffira, pour prouver cette assertion, de considérer l'équation
» dw
t^—r = aw H- 3;.
dt
Soit
w = Al ^ -f- Ao r2 -4- . . . -h A„ ^« 4- . . . ,
on aura
aAi-}-P = o. A,a = A,, ..., A„a = (/i — i)A„_,,
donc
A„a«-i = i.2...(/i — t)Ai;
on a donc la série de terme général
qui ne converge manifestement que pour x ^ o.
Nous n'avons rien à dire de général sur l'équation (6); la singularité ^ = o est, en général, pour cette équation une singularité de nature essentielle , et il y aurait là un important et difficile sujet de recherches.
y désignant un polynôme en -^ - Soit un système de valeurs (^oj^o)
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IV. — Équations différentielles du premier ordre non résolues par rapport au coefficient différentiel.
11. Nous avons considéré jusqu'ici des équations différentielles pour lesquelles la dérivée -~ était une fonction uniforme
de X et jK, tout au moins dans le voisinage d'un certain système de valeurs de x et y. Considérons maintenant une équation non résolue
f désignant un polynôme de (^x^y). Si l'équation
admet, pour ^ = ^07 J^ =JKo> une racine simple Yo , on pourra regarder Y comme une fonction uniforme de x et y dans le voisinage de .2" = ^oj JK =JKo7 Gt nous nous trouverons, pour l'étude de l'équation
dy _Y
dx ~ '
dans un cas simple : l'intégrale y devenant égale à y^^ pour ^ = ^^ sera une fonction liolomorphe de x dans le voisinage de Xç^ (si Yq est fini); si Yq est infini (simple), pour ^ = 0:0, y ^/o^ l'intégrale devenant égale à y^ pour ^ = jcq a, en ce point, un point critique algébrique.
Supposons, au contraire, que Yq soit une racine multiple d'ordre m de l'équation
/(rro,rojY) = o, les circonstances seront tout autres. Soit
Y = YoH-Y', X^Xq-\-x\ y=y^^y''^
nous avons d'une manière générale, en développant,
ùxç, dy^-^ d\^
toutes les dérivées -^j • • •? ,^,,,_^ étant nulles.
Posons
y=YQx'-\-y",
ce qui conduit à la relation Nous avons alors
équation différentielle entre x\ y" et Y'=^- Nous poserons enfin
y" = tx' , x' = X""^,
et, par conséquent, en supposant que
on aura
x" -r-r, = — nit -f- x" o(x", t), dx '
C5(^'', t) étant holomorphe dans le voisinage de ^"= o, ^ = o. Or nous savons que cette équation en t admet une intégrale holomorphe s'annulant pour x^' ■=^ o.
Donc, V intégrale de l'équation (E), prenant pour Xq la valeur y ç^^ sera, en général, une jonction ayant m valeurs autour du point Xq.
UNIVERSITY
dans des cas plus compliqués, à celles dont nous nous sommes servi au commencement de la Section précédente. Mais nous renverrons, pour ce point, au Mémoire déjà cité de Briot et Bouquet, et nous terminerons ce Chapitre par quelques remarques sur les singularités des intégrales des équations différentielles du premier ordre, ayant pour objet de compléter ce que nous avons déjà dit à ce sujet (t. II, p. 320 et suiv.).
Ajoutons seulement que la racine multiple Yq a été supposée finie; mais, en regardant x comme fonction de j", la discussion précédente trouvera son application.
13. Supposons que le premier membre de (E) soit un polynôme enjK, -^ et même en x (cette dernière hypothèse ne serait
pas indispensable). Cherchons quelles circonstances pourraient nous arrêter quand nous effectuons le prolongement analytique d'une intégrale. Tant que Y ne cesse pas d'être une fonction bien déterminée ayant une valeur (finie ou infinie) pour le système correspondant de valeurs de x et j^, il n'y a aucune difficulté ; l'intégrale y sera une fonction de x qui ne présentera que des pôles ou des points critiques algébriques. Dans le cas où Y cesse d'être une fonction uniforme de ^ et y pour un certain système de valeurs de ces grandeurs, il en est encore de même en général, comme nous venons de le voir au paragraphe précédent. Ceci peut cesser d'être vrai dans des cas particuliers, mais alors les systèmes de valeurs de ^ Q\y devant satisfaire aux trois équations
sont, sauf des cas très particuliers (^), en nombre limité, et les valeurs de (^), pour lesquelles il peut en être ainsi, sont déterminées.
Changeons, dans (E), jk en — , il y aura certains systèmes de valeurs de (^, jk) où y sera nul, et présentant le caractère singulier de satisfaire à la fois à un système de trois équations : nous se-
(') Nous y reviendrons clans le Chapitre suivant, où nous traiterons des solutions singulières.
rons ainsi conduit à considérer un certain nombre de valeurs parfaitement déterminées de x.
Si maintenant nous écartons les diverses valeurs de x sur lesquelles nous venons d'appeler l'attention et que nous pouvons appeler valeurs singulières, nous sommes assuré que toute intégrale prenant en un point X différent de ces points singuliers une valeur déterminée aura en X un point ordinaire, un pôle, ou un point critique algébrique.
On est donc conduit à cet énoncé que, en dehors de certains points qu on peut marquer à V avance^ toute intégrale dUine équation algébrique du premier ordre ne peut avoir comme singularités que des pôles ou des points critiques algébriques.
Ce théorème est fondamental, et Ton s'est souvent borné, pour l'établir, à des raisonnements équivalents à ceux que nous venons de faire. La démonstration manque cependant de rigueur j car on pourrait se demander si un point X, différent des valeurs singulières que nous avons réservées, ne pourrait pas être pour une intégrale un point d'indétermination où cette intégrale ne prendrait pas une valeur déterminée.
Nous avons déjà examiné cette question dans le cas où l'équation est du premier degré en -j-- Gomme je l'ai dit alors (t. Il,
p. 828), c'est M. Painlevé qui a, le premier, approfondi la difficulté qui subsistait. La marche suivie {loc, cit.) pour établir le théorème de M. Painlevé peut se transporter ici sans modification, comme on le voit immédiatement.
Au point X correspondent certaines valeurs de Y
Yi, Y2, ..., YjjL
(parmi lesquelles peut se trouver l'infini) telles que l'intégrale^, prenant pour ^ ^ X une de ces valeurs, ait en X un pôle ou un point critique algébrique; nous avons vu plus haut comment on pourrait obtenir ces valeurs. Il n'y a qu'à répéter alors ce que nous avons dit (t. II, p. 827 et suiv.).
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I. — Équation du premier ordre
1. Considérons, pour plus de netteté, une équation différentielle algébrique entre x, y et j/,
On envisage une fonction y de ^ satisfaisant à cette équation. Si, pour une valeur de x et la valeur correspondante de y, y est une fonction uniforme et continue de ^ et jk dans le voisinage de ces valeurs, la solution qui nous occupe pourra, dans le voisinage au moins de la valeur considérée de x^ être obtenue par l'application du théorème fondamental relatif à l'existence des intégrales. Mais si, pour l'ensemble des valeurs de x ^\, y correspondant à une solution, y n'est jamais une fonction uniforme et continue de X et y, nous ne pourrons, en appliquant le théorème fondamental, faire dans le voisinage d'aucune valeur de x le développement en série de cette solution. Si une telle solution existe, on la dira une solution singulière.
Ces solutions s'obtiendront en écrivant que l'équation (i), considérée comme équation en y', a une racine multiple. On aura
(') Cette Section n'est que la reproduction d'une Leçon faite en i886 sur ce sujet et reproduite dans mon Cours lithographie (Cours d'Analyse de la Faculté des Sciences, 1886-1887).
donc à éliminer y entre les deux équations
df
On est ainsi conduit à la relation
qui peut se décomposer en plusieurs courbes. Les solutions singulières doivent satisfaire à cette équation. Mais celle-ci ne donnera pas nécessairement des fonctions y de œ satisfaisant à l'équation différentielle; il suffit, pour s'en assurer, de prendre le cas particulier de l'équation
où Q(^, J') est un polynôme arbitraire en x et )•; la fonction définie par l'équation Q(jc, y) = o ne satisfait pas, en général, à l'équation (2).
Nous pouvons donc affirmer que r équation (1) n'a pas, en général, de solution singulière.
2. On pourrait en rester là et se borner à dire qu'il n'j a qu'une vérification à faire; mais la question mérite d'être approfondie, même dans le cas où il n y a pas de solution singulière.
Reprenant l'équation (i) et l'équation
obtenue par l'élimination indiquée, et supposant que la courbe Q^=o ne corresponde pas à une intégrale de l'équation différentielle, ce qui, nous l'avons dit, est le cas général.
Soit X = 0L, J = ? un point arbitraire de la courbe Q == o. Nous allons chercher les intégrales de (1) qui pour x = 7. deviennent égales à 3, et telles que la dérivée correspondante y' soit précisément la racine multiple de l'équation en y' pour ^ = a.
En restant dans la généralité, nous supposons que cette racine multiple est double. L'équation
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a alors pour ^ r= a, j^ = ^ une racine double, et deux racines de cette équation se permutent autour de ^ =: a, j^ = p.
La somme et le produit de ces deux racines seront des fonctions uniformes de ^ et jk dans le voisinage de (a, P); y' pourra donc être considéré comme racine d'une équation du second degré dont les coefficients sont liolomorphes dans le voisinage de (a, p). Nous pouvons, par suite, écrire
A, G et B étant des séries ordonnées suivant les puissances de X — oLely — p. Déplus, lafonction y de^ définie parQ(^, y) = 0 et prenant pour x = ol la valeur p annulera identiquement B{x,y), puisque, pour les points de la courbe Q, les deux valeurs de y' doivent être égales.
Nous pouvons, pour abréger l'écriture, supposer a=p = o; on aura alors
B {a:, y) — ax -\- by -r-. . .,
A(^, JK) = A-}-ai^-t-6ijK+
Pour;r=y=o, on ay=A. Cette valeur doit être distincte du coefficient angulaire de la courbe Q =z o à l'origine ; car autrement, comme cette origine est un point arbitraire de la courbe Q, celle-ci satisferait à l'équation différentielle, ce qui est contre l'hypothèse.
Mais nous avons dit qu'on avait B(x, y) ■= o pour tout point de la courbe Q; donc le coefficient angulaire de la tangente à l'origine est donné par — j; nous devons donc supposer
Ceci étant bien compris, posons
y = Xa?'2, X = x'^,
on aura
^'-7-, = — aX -i- 2A -+-2^'2(ai4- ^iX)
( H- G(^'2, lx'^)2x' \/a-T- bX -i-x\.. .). On peut trouver une intégrale de cette équation différentielle
qui, pour ^'= G, prend la valeur A; car le second membre est une fonction holomorphe de x' et À dans le voisinage de ^'= o, À = A (puisque a-h^A^^o); de plus, il s'annule pour ces valeurs. L'équation (3) rentre donc dans le type de celles que nous avons étudiées (Chap. II, § 2); le coefficient h^ qui jouait le rôle essentiel, est ici égal à — 2. Nous avons donc une intégrale holomorphe de cette équation prenant pour ^'=0 la valeur A, soit
X = A ^ /) a?' -f- qx'^-r-. . -.
Donc on aura
J' = \x -r-px^ -h^ . ..
En employant le langage géométrique, on voit que le point ^ = o, j' = o est un point de rebroussement pour cette intégrale ; d'où cet important théorème :
La courbe Q = o {qui est supposée ne pas satisfaire à U équation différentielle) est, en général, le lieu des points de re~
broussement des courbes intégrales (*).
3. Attachons-nous maintenant au cas où il v aurait des solutions singulières. Ces solutions proviennent de l'élimination àe y' entre les équations
Lagrange a remarqué qu'à ces deux équations on doit en adjoindre une troisième, obtenue en différentiant la première et tenant compte de la seconde
àf àf ,
Ox dy "^
Ainsi, la solution singulière devra satisfaire aux trois équations
r/ 'X àf df df ,
(') On trouvera une démonstration géométrique de ce théorème dans un Mémoire tout à fait fondamental de M. Darboux sur cette théorie des solutions singulières des équations différentielles du premier ordre {Bulletin des Sciences mathématiques, 1878).
Ces trois équations, considérées comme équations en y'^ ne pourront pas, en général, être vérifiées pour une succession de valeurs de œ et y correspondant à une courbe. Une condition nécessaire pour l'existence des solutions singulières est donc qu'il y ait une succession de valeurs de œ et y correspondant à une courbe V{x,y) =■ o, pour lesquelles les trois équations aient une solution commune. Cette courbe pourra constituer une partie de la courbe Q(^,jk) = o précédemment considérée. D'ailleurs, l'équation P(^, y) = o donnera certainement une solution singulière, si — - n'est pas identiquement nul pour la valeur y de x tirée de l'équation P =: o. Soient, en effet, les trois équations
qui ont une solution commune en A, si V{x,y) = o. Cette solution commune peut être considérée comme fonction de ^; en différentiant la première, on aura
dx dy dx et, par suite,
ôy \ dx) ~ ^'
On a donc, si j- n'est pas nul identiquement quand on remplace y et A par leur valeur en fonction de jt,
dx
ce qui montre que lafonctiony de ^ tirée de l'équation V{x^y) = o satisfait à l'équation différentielle
4. Nous avons tout à l'heure cherché les solutions de (i) qui, pour x = oL, devenaient égales à [3 quand (a, p) était sur la courbe Q, cette courbe n'étant pas une courb'e intégrale.
Proposons-nous maintenant la même question en supposant, au contraire, qu'il existe une solution singulière P(^,j^)= o. Soit
(a, ^) un point arbitraire de celte courbe. Nous allons chercher les intégrales de l'équation différentielle proposée qui, pour :c = a, prennent la valeur |3.
Parmi ces intégrales, il y a, bien entendu, la fonction algébrique y^ , définie par l'équation
et pouvant être développée suivant les puissances de ^ — a. Nous allons voir qu'outre cette solution il y a une seconde solution. Reprenons, à cet effet, l'équation différentielle sous la forme
^=A(^,j.)-i-G(.r,j)v/BÛTy).
Gomme nous supposons que y, est une solution singulière, on aura à la fois
Posons l'équation deviendra
-^ = z o^{x) -t- ^2 cp2(.r) -^. ..^C{x,yi -^ z)\/z <h^{x) -^ z'- ^i{x)^. . . :
les fonctions 'j et -l sont des séries ordonnées suivant les puissances de X — a, et ^i(^), en général, ne s'annule pas pour x^ a. Nous avons à étudier les intégrales de cette équation en :;, s'annulant pour a) = a. Il y a évidemment la solution ^ = o. Posant alors
z = z'-^, on aura l'équation
^ d^ = - '^^('^)-^ ^''?^'(^) -^- - -^ ^ (^. ri + -') v/^i(^)4-^'2.].2(^)-+-....
Dans le voisinage de ^ = a, z' = o, le second membre est holomorphe, puisque t!;, (a) ^ o; on fixera d'ailleurs arbitrairement le signe du radical. Cette équation donnera, d'après le théorème fondamental, ^' en série ordonnée suivant les puissances de JC — a, et l'on aura
z = a{x — ay^-h b{x — oLy -h
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Il est clair que les deux déterminations du radical donnent, pour 5', des valeurs égales et de signes contraires, par suite, une même valeur pour z. Nous avons donc la solution non singulière
et il est évident que la courbe P^x^y) = o est tangente au point (a, P) à la courbe représentée par la dernière équation; d'où ce théorème :
Quand il existe une solution singulière, elle est tangente en chacun de ses points à une solution non singulière.
Ce théorème peut encore s'énoncer, sous forme géométrique, de la manière suivante :
La solution singulière, quand elle existe, est V enveloppe des courbes intégrales.
0. Dans cette question des solutions singulières, on s'est longtemps placé, a priori, au point de vue de la théorie des enveloppes. Partant de la conception de l'intégrale générale
F(a7, jK, G) = o,
Lagrange remarque que cette famille de courbes, dépendant d'un paramètre arbitraire a une enveloppe, et puisque l'enveloppe est tangente à chacune des enveloppées, cette enveloppe satisfera, comme les enveloppées, à l'équation différentielle
Il semblerait donc, à ce point de vue, et c'était l'opinion de Lagrange, que les équations du premier ordre ont, en général, des solutions singulières; ce résultat est tout à fait opposé à ce que nous avons dit plus haut.
L'explication de cette contradiction est facile. A une équation différentielle arbitraire/(^, y, y) = o ne correspond pas, comme intégrale générale, une famille de courbes
¥{x,y,C) = o à laquelle on puisse appliquer la théorie des enveloppes; je veux
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dire que Fenveloppe donnée par la théorie classique ne sera pas en chacun de ses points tangente à une enveloppée, mais sera un lieu de points singuliers. Il peut paraître étrange au premier abord qu'à une équation différentielle arbitraire corresponde une famille de courbes jouissant, au point de vue de la théorie des enveloppes, de propriétés spéciales, tandis qu'à une famille arbitraire de courbes, pour laquelle on pourra appliquer la théorie des enveloppes, correspondra une équation différentielle spéciale, qui aura une solution singulière. Mais, comme le remarque Glebsch, ceci n'est pas plus étonnant que le fait auquel nous sommes si habitués relativement aux coordonnées ponctuelles et tangentielles. Nous savons en effet qu'une courbe générale en coordonnées ponctuelles a des singularités tangentielles, et inversement une courbe générale en coordonnées tangentielles a des singularités ponctuelles.
6. Indiquons un exemple des théorèmes généraux démontrés plus haut. Soit l'équation
y — ixy—y^-= o :
les trois équations du § 3 sont ici
Ces trois équations n'ont de solution commune en y' que pour X =y = o. Il n'y a donc pas de solution singulière. En éliminant r^ entre les deux premières, il vient
Q_(cr, y) =y -{- x^- = o.
La théorie générale (§ 2) nous apprend que la courbe
est le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. Dans le cas actuel, l'intégration complète est facile à effectuer, l'équation étant de celles qui s'intègrent par différentiation. On trouve ainsi pour intégrale générale
{3xy^2x^-~Cy-—fi{y-^x^-y = o,
et l'on voit bien que jk + «^" = ^ est le lieu des points de rebroussement des courbes intéerrales.
II . — Systèmes d'équations simultanées
7. L'analyse développée dans la Section précédente s'étend d'elle-même à un système d'équations simultanées du premier ordre. Considérons le système de m équations
les / étant des polynômes. Les dérivées -^j •••j -y^ "^o^^t des
fonctions algébriques de x^ j< , j'2, ..., ym\ elles peuvent donc, d'après un théorème élémentaire d'Algèbre, se mettre sous la forme
-^ = R,„(^,JKi, ..., J-„o-)»
les R étant rationnelles en ^, j,, . . ., y m et ^. Quant à ^, il représente une irrationnelle, fonction algébrique de ^, /,, y^, • • -, yjn^ définie par une équation algébrique
(()) /(^, 71,^2. .... JK ,„,-) = o-
8. Envisageons ce que nous avons appelé précédemment une courbe intégrale, c'est-à-dire un ensemble de valeurs de x^y^^ y-i^ '"^ym satisfaisant aux équations différentielles. Si pour tout point {x^ y^^y^^ " '^ ym) de cette courbe intégrale, la valeur correspondante de z tirée de l'équation (6) est une racine multiple de cette équation, de telle sorte que z cesse d'être une fonc-
tion uniforme des m -h i lettres, dont il est fonction algébrique, dans le voisinage de ce point, la solution considérée ne pourra pas être obtenue par l'application du théorème fondamental relatif à l'existence des intégrales; nous la dirons une solution singulière,
11 est clair qu'ici, comme dans le cas d'une seule équation, il n'y aura pas en général de solution singulière. Pour avoir une solution singulière, on devra d'abord évidemment éliminera entre les deux équations
on obtient ainsi une relation
C'est une certaine surface sur laquelle doit se trouver la courbe intégrale singulière. On aura alors à chercher si l'on peut satisfaire simultanément aux équations (4) et (7). Plusieurs circonstances pourront se présenter. L'élimination d'une des fonctions, y m par exemple, entre (4) et (7) conduira à un système de ni équations km — i fonctions jj', , . . ., ym-\
dvi dym^i \
dx dx )
?i \x, Yu
et ces m équations seront en général incompatibles. De simples dérivations et éliminations permettront de reconnaître si ces équations sont ou non compatibles, et quel est le degré de généralité des solutions communes. Celles-ci pourront, suivant les cas, être complètement déterminées ou dépendre d'une, deux, ... ou m — I constantes arbitraires. Si les solutions ne sont pas complètement déterminées, elles seront données par un système d'équations différentielles.
9. Examinons d'abord le cas où il n'y aurait pas de solution singulière; nous prenons un point arbitraire (a, a,, . . . , a^j) sur la surface
et nous allons chercher les courbes intégrales passant par ce point. Nous n'avons qu'à raisonner comme dans la Section précédente. En supposant, pour rester dans la généralité, que la racine correspondante z soit une racine double, nous aurons pour z une expression de la forme
et nous aurons par suite
-^ = A2(a7,jKi, . . •,JKm)-f- C^ix.yi, ...,y,n)\/B{x,yi, ...,y,n), dy
dx
= A,;,(^,7i, . .., j,„) + G,„(a^,7i, .. ., j^„0/B(a7, jK), ...,7;«j,
les A, les G et B étant des fonctions holomorphes de ^, j^i, . . ., y m dans le voisinage de a, ai, . . ., a,,^. De plus, on a nécessairement B(^, j)/,, . . ., ym) = o pour tout point de la surface Q =; o voisin de (a, a,, ..., ol„i). Nous pouvons, pour simplifier l'écriture, supposer y.z=:y.^=...=: cLfu = o ; on aura alors
AK^, 7i, •••,7/«) = ^i-\- àix -{- auyi-h a.2iy2-^. ' --\- amiym-^- ■ • {1 = 1, 2, ..., m),
B{x,yi, .... j,/0 = kx-h /mJ^i + . . • + /o«r/« + - • •• Pour œ =^y\ = . . . =^ym = o, on a
On devra avoir
A^ + /il Al -F /C2 A2 + . . . -f- k,n k,n 9^ O ;
dans le cas contraire, en effet, le point considéré étant un point arbitraire de Q := o, on aurait l'identité
vérifiée pour tout système de valeurs de x^ y^^ -", ym satisfaisant à l'équation Q = o ou, ce qui revient au même, à l'équation
B = o. Les équations différentielles
en prenant pour système de valeurs initiales un point de la surface Q, donneraient alors une courbe intégrale située sur cette surface; pour le voir bien nettement, il suffit de prendre les m équations
-^ =\i{x,yi. ...,7m),
B(^, ji, ...,7;„) = o.
Une intégrale est complètement déterminée par le système indiqué de valeurs initiales, et l'identité (8) montre que l'on aura
dVm K / \
-j- = km{0C,yu -"^ym)-
Nous n'avons plus maintenant qu'à poser
X=X'-, JKl=)^l^'^ J'2=X2^'2, ..., y„, = l„iX'^.
Le système d'équations différentielles devient
X —i— = — 2 A -^ 2 Aj -f- . . ,
ax
-+-G/(a:'2,Xi^'2,...,X,„rr'2).22:VA--r-/MXi-T-... + A-,„X,„-h^'( ) (i = i,2,...,m).
Il y aura un système d'intégrales holomorphes prenant respectivement les valeurs A,, Ao, . . ., A;„. Il en résulte les intégrales
A JKl = Al X-\-pi X^-r-...,
ym= ^m^-^Pm^^-^
On voit donc que Von obtient une courbe intégrale présentant un rebroussenient au point considéré de la surface Q. C'est le résultat que nous avions obtenu clans le cas d'une seule équation.
11. Supposons maintenant qu'il y ait une solution singulière. Nous transformerons d'abord les équations en posant
d'oii l'on tirera jKm en fonction holomorphe de x^ y^^y.2, . . .^ y„i_^ et z^ dans le voisinage des valeurs zéi'o. Les équations deviennent
-^ = D/ (^,7i,...,jKm-i,-) + E/(^,jKi, ...,7,„-i,^)v/^, {i=i,i,...,ni—\), — = D,n{x,yu ...,jK,„-i, z)-{-E,n{a;,yu ...,y,„_i, z) ^,
les D et E étant des fonctions holomorphes de œ, y^^ . . ., ym-\^ z dans le voisinage des valeurs zéro de ces grandeurs.
Différents cas peuvent se présenter; si la fonction T)ni s'annule identiquement pour i; = o, on voit que l'on pourra satisfaire aux équations en faisant ^ == o et en prenant pour les y des intégrales du système
-^ =D/(a7,jKi,...,7,«-i,o), (ir= 1,2, ..., 7n — \).
Nous sommes alors dans le cas où l'intégrale singulière dépend àe m — I constantes arbitraires. Considérons une de ces intégrales singulières, celle, par exemple, qui correspond pour ^ =:r o à
Nous allons chercher s'il y a une autre intégrale de (9) prenant pour X =^ o ces mêmes valeurs. Ecrivons de nouveau les équations
Or, il suffît de poser z =^ z'- pour avoir un système qui se pré-
sente sous la forme ordinaire. Nous obtenons donc un système d'intégrales autre que le système considéré d'intégrales singulières, prenant les mêmes valeurs initiales, et il est manifeste que, pour l'un et l'autre de ces systèmes, les dérivées de premier ordre ont les mêmes valeurs initiales : nous pouvons donc dire que l'on a une courbe intés'rale tangente à la solution sins^ulière.
12. Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que T>„iix,yi, ...,^,„_i,o) était identiquement nul. S'il n'en est pas ainsi, nous poserons
On pourra tirer de là, en général, j^„j_, en fonction holomorphe de ^, j^,, . . ., jKw_2j if-, et le système prendra la forme
'^ = Ai(a7,jKi,...,JKm-2, u,z)-^Zi{x,yi, ...,y,n-2, u,z)s/z, (t=i,2, . ..,m — 2),
^ = ^m-i{x,y^, . ..,y,n-2, If, z)-{- £,„_i(^,7,, . . . ,7m-2, u, -) /^,
les 'l étant holomorphes en ^, jj^o • • • )JKm-2- Supposons que Ton ait
A,,,_i(a7,JKl' ...,7,„_2, o, o)
identiquement nul. Les deux dernières équations seront vérifiées pour u^=zo, 3 = 0; quant aux j', ils seront déterminés par le système
-^ = \i(x,yi,...,y,n-2,o,o) (î 3= 1,2,..., m — 2),
et l'on aura, dans ce cas, des solutions singulières dépendant de 7n — 2 constantes arbitraires. Prenons l'une de ces solutions; on peut toujours supposer que c'est la solution correspondant aux valeurs initiales zéro. Posons
z = Z'\ Il = ixz',
et considérons x, jKi « • • -, JKm_2j [^ comme £»g§ÇÇ^
UNIVER
aura
I dx I
2 dz' 4^1 z' 4- ^|;2l^ -+-•••+ e/«(^,. .-, !J-s',-'^)
dz' ^1^'+ ^2 !-«•+•.•-+-£//:( 37, ..., [JLZ', ^'2) '
dz' ~ ^"
les yj étant holomorphes dans le voisinage de
^^ =yi = .. . = y,n-2 =z ix = z'=o.
Nous supposons, pour prendre le cas le plus général, que e,n ne s'annule pas pour les valeurs zéro des lettres dont il dépend. L'étude des équations précédentes ne présente alors aucune difficulté ; le coefficient de [jl dans la seconde équation, étant égal à — i , est négatif ; nous aurons un système d'intégrales^, V-iXi^y^, •••? ym-2-, fonctions homolorplies de z' et s'annulant pour z' = o. En revenant aux équations primitives, nous aurons donc une intégrale tangente à la solution singulière. Le contact des deux solutions est évident, puisque les dérivées du premier ordre ont les mêmes valeurs initiales pour l'une et pour l'autre.
13. On peut continuer de la même façon dans le cas où les solutions singulières dépendraient àe m — 2, m — 3, ... ou zéro constantes arbitraires. La conclusion est toujours la même :
Si Von prend un point arbitraire sur une courbe intégrale singulière, on pourra., en général, faire passer par ce point une seconde courbe intégrale non singulière et tangente à la, première.
Le cas extrême où il j aurait une seule solution singulière ne dépendant pas d'une constante arbitraire sera celui des équations (en nous bornant à deux équations)
du dx "
..-^zi{x, u,v) s/v,
dv
es a, ,3, a', ^3', . . • étant des singulière est ici donnée par
les a, ,3, a', '^'^ ... étant des fonctions de x] la seule solution
14. Nous avons vu que, dans le cas du plan, la théorie des solutions singulières se rattache à la théorie des enveloppes. Il en est de même pour un espace à un nombre quelconque de dimensions. Nous nous contenterons de considérer le cas de trois dimensions. M. Goursat(^) a montré, comme il suit, comment la théorie des solutions singulières se rattachait à la théorie des congruences de courbes. Prenons la famille de courbes
dépendant des deux constantes arbitraires a et b. En considérant y et ^ comme des fonctions de x, on définit ainsi un système de fonctions jK et ^ de ^ satisfaisant à deux équations différentielles
Rappelons les points fondamentaux de la théorie des congruences de courbes. On cherche d'abord à déterminer b en fonction de cij soit
de façon que la famille de courbes
f[T,y,z,a,lia)] = o,
ait une enveloppe. On sait qu'il faut et suffit pour cela que les quatre équations (lo) et (i i)
do ào ^
da Ob ^ ^
(») E. GouRSAT, Sur la théorie des solutions singulières des équations différentielles simultanées {American Journal of Mathematics, t. XI).
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aient une solution commune en x^ y et z^ quel que soit a. L'élimination de x^ y, z entre ces quatre équations conduit à une
relation
y [a, X(rt), V{a)] = o;
la fonction X (a) est donc donnée par une équation différentielle du premier ordre. Chaque courbe de la congruence appartient donc à une ou plusieurs familles de courbes de cette même congruence qui dépendent d'un paramètre arbitraire et ont une enveloppe. Désignons, d'une manière générale, par F ces courbes enveloppes. Celles-ci seront nécessairement situées sur la surface définie par les trois équations
f{x,y,z,a, b) = o, ? (37,7, ^, a, 6) = o, df do âf do ôa Ob ôb da '
comme on le voit, en éliminant V (a) entre les équations (ii). Cette surface s'appelle la surface focale de la congruence^ et toute courbe de la congruence est tangente aux différentes nappes de cette surface focale.
L'ensemble des courbes F est évidemment donné par une équation différentielle du premier ordre, puisque ces courbes sont données par les équations (lo) et (i i), et l'équation y= o. Or, considérons une courbe F et un point arbitraire sur cette courbe ; par ce point, passe une courbe de la congruence C tangente à F. En considérant doncjK et ^ comme fonctions de x^ pour l'une et l'autre de ces deux courbes, on peut dire que pour elles
dy dz ' dx dx
ont les mêmes valeurs aux points considérés. Nous en concluons que les courbes F satisfont aux équations différentielles E.
En général, les courbes F n'appartiendront pas à la congruence; elles seront les solutions singulières du système (E).
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I. — Equations de Briot et Bouquet
1. Dans un de leurs Mémoires sur les équations différentielles ('), Briot et Bouquet ont considéré les équations de la forme
y* étant un polynôme, et ont cherché dans quels cas l'intégrale de cette équation est une fonction uniforme de z.
Nous allons suivre une tout autre voie que Briot et Bouquet et nous allons démontrer a priori le théorème suivant, déduit par M. Hermite (-) des recherches de Briot et Bouquet.
Quand V intégrale de V équation précédente est uniforme^ le genre de la courbe
est nécessairement égal à zéro ou à l'unité.
J'ai déjà indiqué la méthode que je vais suivre, dans mon Mémoire : Sur les fonctions algébricjues de deux variables indépendantes {^)^ en l'appliquant aux équations différentielles du
(') Briot et Bouquet, Intégrations des équations différentielles au moyen des fonctions elliptiques {Journal de l'École Polytechnique, t. XXI). (^) Hermite, Cours lithographie de l'École Polytechnique, 1873. (^) Journal de Mathématiques, 1889.
second ordre qui ne renferment pas explicitement la variable indépendante. JNous allons nous appuyer sur les théorèmes généraux relatifs aux courbes algébriques démontrés dans le tome II; j'ai seulement une remarque à ajouter.
2. Nous avons étudié les transformations birationnelles d'une courbe en une autre ou d'une courbe en elle-même. Soient deux courbes algébriques
On peut concevoir qu'il existe, entre les points {œ^ y) et (X, Y) de ces deux courbes ou des surfaces de Riemann correspondantes, une transformation hiuniforme, c'est-à-dire telle qu'à un point arbitraire (^, y) de la première ne corresponde qu'un point (X, Y) de la seconde et inversement. On suppose que cette transformation biuniforme n'ait d'autres singularités possibles que des points essentiels isolés. Il est facile de voir que, dans ces conditions, la transformation biuniforme sera nécessairement birationnelle.
Supposons, en effet, que la transformation ait un point singulier essentiel ; soit x ^=a^ y ^ b muIqX point, qu'on peut toujours supposer un point ordinaire de la surface de Riemann. Alors X et Y seront des fonctions uniformes de x dans le voisinage de X ^= <7, ce point étant un point singulier essentiel pour ces fonctions : soient
A une valeur arbitraire de X correspond, dans le voisinage de X ^= a^ une infinité de racines de l'équation
d'après un théorème que nous avons énoncé (t. II, p. 121); pour ces racines la fonction 'h{x) ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs, celles qui correspondent à l'équation
Donc, à un point arbitraire (X, Y) de la courbe F se trouve correspondre une infinité de points {x^y) de la première dans le voisinage àe x ^^a, y = b\ la substitution ne serait donc pas biuniforme, et le théorème est par suite démontré.
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Nous pouvons remarquer que le théorème précédent ne subsiste pas pouj^ deux surfaces algébriques. Entre les points de deux surfaces on peut avoir une correspondance biuniforme qui ne soit pas biralionnelle. Il suffît pour s'en assurer de prendre la correspondance
qui est biuniforme, mais non birationnelle.
Reprenons maintenant l'équation
dont l'intégrale, par hypothèse, est une fonction uniforme de z. Désignons par U et U' ce que deviennent u et u' quand on remplace z par z -h A, h étant une constante quelconque.
Il est facile de voir qu'à une valeur (;/, u') ne correspond qu'une valeur de (U, U') et inversement. En effet, une intégrale est complètement déterminée si l'on se donne sa valeur et celle de sa dérivée en un point ^, valeurs liées nécessairement par la relation fz= o; cette intégrale sera donc déterminée au point z -+- A, et il est manifeste, d'après la formule de Tajlor, que U et U' ne dépendent que de u et u' et h et nullement de z. Nous pouvons donc dire que la courbe
admet une transformation biuniforme en elle-même, dépendant d'un paramètre arbitraire h. Les seuls couples (z^, u!\ auxquels pourraient correspondre plus d'un point (U, U'), sont les valeurs de (w, u!) qui donnent les points de ramification ou les points singuliers de/*; ce sont des points isolés qui pourraient être des singularités essentielles pour la transformation biuniforme ; mais nous venons de voir au paragraphe précédent que cette circonstance ne peut se présenter. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : la courbe f admet une transformation birationnelle en elle-même dépendant d^ un paramètre arbitraire h. Il en résulte, d'après le théorème de M. Schwarz (t. II, p. 43"), que la courbe f est du genre zéro ou du genre un.
4. Le résultat que nous venons d'établir a priori permet de se rendre compte bien facilement de la nature des fonctions uniformes de z satisfaisant à l'équation différentielle
Supposons d'abord que cette relation algébrique soit de genre zéro. Nous pourrons poser
Il et R, étant rationnelles, et de telle sorte que ô soit une fonction rationnelle de u et -7^ (t. II, p. 499)7 et, par suite, fonction uniforme de :;.
En dérivant la valeur de u et l'égalant à la valeur donnée par la seconde ligne, nous sommes amené à l'équation
cp(8) étant une fonction rationnelle de 0, et nous avons à chercher dans quels cas une telle équation peut donner pour Q une fonction uniforme de ;:;.
11 est d'abord évident que cp(9) devra être un polynôme; sinon Q deviendrait inhuie pour une certaine valeur a et l'intégrale de l'équation devenant, pour une valeur arbitraire d'ailleurs ^oj égale à a, aurait en z^ un point critique algébrique (t. II, p. 824) et, par suite, ne serait pas uniforme. Pour la même raison, en changeant 8 en ^j on voit que le degré du polynôme cp(9) ne peut surpasser deux; sinon, dans l'équation en 6', l'intégrale devenant nulle pour ^0 aurait en ce point un point critique algébrique. On a donc
dz
ce qui donne immédiatement pour 8, soit une fonction linéaire de e^^, k étant une constante, soit une fonction linéaire de z. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : quand la courbe f est
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du genre zéro, la fonction u supposée uniforme ne peut être qu^ une fonction rationnelle de z ou une fonction rationnelle de e''--.
o. Examinons maintenant le cas où la courbe
f{u,u') = est de genre un. Soit
R(m, u') du
rintégrale de première espèce relative à cette courbe. Nous avons dit qu'une certaine transformation birationnelle contenant un paramètre arbitraire h transforme en elle-même la courbe /. On a ainsi la transformation
U'='l'i(u,u'Ji),
U et U' étant ce que deviennent u et a' quand remplace z par 3 + h. On aura nécessairement
B.(u, u') du = \.R{\J,l]' d
la transformation birationnelle devant nécessairement transformer une intégrale de première espèce en elle-même un facteur près. A priori K peut dépendre de A; mais, comme nous l'avons vu d'une manière plus générale (t. Il, p. 43;), il n'en dépend pas, et, puisque, pour h = o,
A est nécessairement égal à un. Nous avons donc R{u, u ) du = K{\] ,\j') d\] ,
et, par suite,
dz "^ ' ^ ' d^z-i- h
Il résulte de cette égalité que la fonction de z
r. / , du R{u, u') —
ne change pas quand on change ^ en ^ + h^ h étant une constante arbitraire; il faut donc qu'elle ne dépende pas de z et nous
avons
^ . ,^ du
a étant une constante. Ainsi
R(w, u) du = az.
La fonction u s'obtient donc par l'inversion d'une intégrale de première espèce relative à une courbe de genre un. Elle est une fonction doublement périodique de z.
6. En résumé, nous avons étudié tous les cas qui peuvent se présenter pour l'équation de Briot et Bouquet
J du\
Quand V intégrale de cette équation est uniforme, cette fonction uniforme ne peut être qu' une fonction doublement périodique de 5, ou une fonction rationnelle de e^^ {k étant une constante), ou une fonction rationnelle de z.
II. — Généralisation des équations de Briot et Bouquet
7. Le problème de Briot et Bouquet peut se poser sous une autre forme qui va nous conduire à une généralisation intéressante. Si nous reprenons l'équation
f{u, u') = o, nous aurons
Le premier membre est une intégrale abélienne relative à la courbe/, et l'on a à considérer les cas où l'inversion précédente donne pour u el u' des fonctions uniformes de z. On peut donc d'une manière plus générale prendre une courbe algébrique
fix,y) = o,
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et se demander si l'on peut trouver une intégrale abélienne convenable
telle que l'équation
J/>(.r,y) f R{x,y)dx=u
(•r,y) (Xo,yo)
donne pour x et y des fonctions uniformes de u.
8. C'est la question qui vient d'être posée que nous allons généraliser. Envisageons à cet effet les expressions de la forme
,y)dx
(i) u = f e^ dx,
\{x^y) étant une fonction rationnelle des variables x et j^ liées par la relation
et en supposant de plus que la fonction u n'ait sur la surface de Rieniann que des pôles ou des infinis logarithmiques, de telle sorte que les singularités de u soient absolument de même nature que celles des intégrales abéliennes attachées à la courbe /*(').
Nous allons chercher (=^) dans quels cas l' inversion de l'expression (1) peut donner pour x et y des fonctions uniformes de u et quelle sera la nature de ces fonctions uniformes. La conclusion de notre recherche va être que la courbe f doit être nécessairement de genre zéro ou un et les fonctions uniformes de u se ramènent aux fonctions doublement périodiques ou à leurs dégénérescences.
Je tiens à rappeler que M. Appell faisait, en même temps que moi, une étude approfondie des expressions (i) dans son grand Mémoire sur les fonctions à multiplicateurs {Acta mathematica, t. XIII) sans toutefois se poser le problème qui nous occupe ici.
(') Nous nous placerons au § 16 dans un cas plus général.
(*) J'ai fait pour la première fois cette recherche dans le Chapitre VI (§ 1, 2, 3, 5, 6) de mon Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables; je suis revenu sur ce sujet dans V American Jouriml of Mathematics (Vol. XVI, n« 1).
9, Commençons par faire l'étude des expressions u définies plus haut, en la réduisant à ce qui sera indispensable pour notre démonstration. Nous supposerons, comme d'habitude, que la courbe /n'a que des points doubles et a ses directions asymptotiques distinctes; m désignera son degré.
L'expression u peut avoir des pôles et des infinis logarithmiques. Il est évidemment permis de supposer que ces points ne se trouvent ni à l'infini, ni en un point de ramification de la surface de Riemann correspondant à la fonction algébrique jk de x^ car il est possible d'efi'ectuer préalablement une transformation birationnelle convenable pour éviter ces circonstances.
Gela dit, envisageons les infinis de à(^, jk). Soit d'abord (a, h) un infini qui ne soit pas un point de ramification. Le point a sera un pôle de X(^, y), et son résidu devra être un entier positif ou négatif, pour que le point a soit un point ordinaire, un pôle, ou un infini logarithmique de la fonction u. Ce pôle ne pourra d'ailleurs être qu'un pôle simple, sinon la fonction u aurait en ce point une singularité essentielle. Désignons par k le nombre des points (a, h) et appelons
«1, a,, ..., ayt
les résidus (entiers positifs ou négatifs) correspondant à ces différents points.
Considérons maintenant un point de ramification (^i, jKi) de la surface de Riemann, rendant a infini. On a
r-Ji
Ws/x — x^-A-... (H^o).
Donc \ {x, y) se développera suivant les puissances de {x — x^ )-, et pour que le point [x^^y^) de la surface de Riemann soit un point ordinaire pour u, on doit avoir pour \[x^y) le développement
Al étant de la forme — , ^\ étant un entier au moins égal à — i
(t. II, p. 383).
Il nous reste à parler des points à l'infini qui sont, par hypothèse, comme les précédents, des points ordinaires pour u. Sur
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un quelconque des m feuillets, nous devrons avoir, pour x très grand, un développement de la forme
R étant un entier au plus égal à — 2. Pour chaque feuillet, on aura un nombre R.
Ainsi nous avons trois catégories d'entiers
a, II, R.
Gomme il est bien connu, on a entre eux la relation
(2) 2a4-3:tjL = 2R,]
en écrivant que
\{x,y)dx = o,
l'intégrale étant prise le long du contour fermé rendant la surface simplement connexe, contour classique dans la théorie des surfaces de Riemann (t. TI, p. 385).
10. Les expressions u^ que nous étudions, se partagent naturellement en fonctions de première espèce, de seconde espèce et de troisième espèce. Les fonctions de première espèce restent toujours finies, celles de seconde espèce n'ont sur la surface de Riemann d'autres infinis que des pôles, enfin il j a des infinis logarithmiques pour les fonctions de troisième espèce.
On voit immédiatement à quelles conditions l'expression (i) sera une fonction de première espèce. Tous les entiers a doivent être positifs, afin que le point (a, b) ne soit pas un pôle ou un infini logarithmique.
11. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théorème énoncé. On va donc supposer que l'inversion de l'expression (i) donne pour ^ etjK des fonctions uniformes de u^ et Von veut démontrer que la courbe sera du genre zéro ou du genre un.
Ecrivons de nouveau la relation
Supposons d^ abord que le premier membre soit une fonction de première espèce. Il est immédiat qu'il ne peut y avoir pour A(^,jk) de pôles (a, 6), car le développement de u suivant les puissances croissantes {x — a) est de la forme
u = Uo-\- C (x — a)^-*"i -h. . .
et l'inversion ne peut conduire à une fonction uniforme que si a = o. Tous les nombres a sont donc nuls, et l'on a alors, d'après la relation (2),
(3) S|jL^SR.
Passons maintenant aux points {Xi , y^ ). Commey — jki et jt — x^ doivent être des fonctions uniformes de w, il en sera de même de \jx — Xx, et il en résulte de suite que tous les a doivent être égaux à — I. Ainsi le nombre \k correspondant à chacun des points de ramification doit être égal à — i .
Il ne nous reste plus qu'à considérer les points à l'infini. On voit encore immédiatement que tous les R doivent avoir la valeur — 2.
Ainsi nous avons
S ;j. = — [ni {m — i ) — ici], en désignant par d le nombre des points doubles de /, et de plus
La relation (3) donne donc
La courbe sera par suite du genre un^ comme nous voulions l'établir.
Allons plus loin, en cherchant quelle sera la forme de l'expression u. Soient \{x^y) et X, {x, y) deux fonctions rationnelles, conduisant à une expression u^ qui satisfassent aux conditions que nous venons de trouver. La différence
[l{T,y) — li{x,y)]dx
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sera une intégrale abélienne n'ayant pas d'infinis; elle se réduira donc à une intégrale de première espèce. Ainsi, quand on aura une fonction \{x.,y) satisfaisant aux conditions requises^ on les obtiendra toutes bien facilement. Or, appelons v l'intégrale de première espèce de la courbe /de genre un] l'intégrale v est une expression ?/, car on peut poser
Une forme particulière de A(x,y) sera donc -, , et sa forme générale sera par suite
a étant une constante, et l'on a comme forme générale de u :
Il en résulte que a se réduit, soit à l'intégrale de première espèce (pour a = o), soit à
abstraction faite d'un facteur constant sans intérêt. Les fonctions inverses sont donc, soit des fonctions doublement périodicjues de u^ soit des fonctions doublement périodiques de la combinaison linéaire
A et B étant des constantes.
13. Nous avons supposé que u était de première espèce. Supposons-la maintenant de seconde espèce. Nous allons montrer d'abord qu'elle ne peut avoir qu'un seul pôle. Supposons en effet que u ait sur la surface de Riemann deux pôles A et A'. Quand {x. y) s'approche de A, u augmente indéfiniment et inversement; aux valeurs de u, d'un module suffisamment grand, correspond uniformément un certain domaine autour de A. Allons de A en A' par un chemin déterminé, d'ailleurs quelconque; u augmentera indéfiniment quand {x^y) se rapprochera de A', et aux valeurs de u d'un module suffisamment grand correspondra uniformément
un certain domaine autour de A'. A une même valeur de u suffisamment grande correspondront ainsi deux valeurs de (^, j^), l'une dans le voisinage de A, l'autre dans le voisinage de A', et il est clair qu'on pourra passer de l'une à l'autre en faisant décrire à u un chemin convenable dans son plan, chemin qui correspondra au déplacement de (^, y) depuis la première valeur jusqu'à la seconde sans s'éloigner du chemin déterminé tracé plus haut entre A et A'. L'inversion ne donnera donc pas, pour x et jk, des fonctions uniformes de u si l'expression (i) a plus d'un pôle.
Le pôle unique est nécessairement compris parmi les points (a, 6), et l'inversion ne peut être uniforme que si la valeur de a correspondante est égale à — 2. L'inversion uniforme exige aussi qu'il n'y ait pas d'autres points (a, h\ pour la raison donnée au paragraphe précédent. Pareillement, tous les nombres a sont égaux à — I et les nombres R à — 2. La relation (2) nous donne
alors
— 2 — [ /?z ( /?i — I ) — icC\ = — '2 m,
d'où l'on conclut
c'est-à-dire que la courbe est unicursale (^).
Puisqu'il n'y a pas de cycles, la fonction de w, qui est de seconde espèce, est une fonction rationnelle de ^ et j^ et, par suite, du paramètre 8 en fonction rationnelle duquel on peut exprimer x etj^. Il est donc évident que x eX, y seront des fonctions rcuionnelles de u.
\ i. Supposons enfin que u soit une fonction de troisième
(') On pourrait arriver à ce résultat, d'une manière plus rapide, sans commencer par établir qu'il n'y a qu'un seul pôle. Supposons, en effet, qu'il y ait X pôles, on aurait
— i\ — [m (m — i) — 2 d] = — 2/?i, c'est-à-dire
\ s'il n'est pas nul, ne peut donc être égal qu'à l'unité, puisque d ne peut sur-
m (m — 3) passer — ^^ -h i .
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espèce. Tout d'abord, dans le voisinage d'un point «, la partie de u devenant infinie ne peut avoir une partie polaire et une partie logarithmique, car l'inversion ne pourrait, dans ce cas, être uniforme.
Supposons, en effet, que l'on ait une partie polaire et une partie logarithmique. On aurait
A cp ( jT ) H- A log { X — a ) -h . . . = w, la partie o(^x^ étant une somme de termes de la forme ' '
, . {x-ai)^^
Cette équation peut s écrire
Le premier membre aura en a un point singulier essentiel isolé.
Donc, pour une valeur arbitraire de <?-^, nous aurons une infinité de racines de cette équation dans le voisinage de a (t. II, p. 121). Donc, pour une infinité de valeurs de x autour de a, l'expression
A o(:r) -4- A log(:r — a) -1- . . .
a la même valeur, à des multiples près de 2 -/A. On peut faire disparaître ce multiple de 2"z A en faisant tournera? autour de «, et nous pouvons, par conséquent, dire qu'à une valeur de u correspond un nombre infini de valeurs de x. Dans l'hypothèse faite, l'inversion ne se ferait donc pas d'une manière uniforme. Donc, dans le voisinage d'un point (a, 6), nous aurons
(4) Alog(j7— rt)-T-...= «,
la partie non écrite étant holomorphe en ^ — a. Posons
u^=u-\-iu', X — a = p (cosô -r- t sinô), A=a-i-i3,
on aura
u' — a log p — ^ô -f- . . . ,
u"= ;ilogp-f-aO + ...,
les parties non écrites tendant vers des valeurs finies déterminées quand x tend vers a. On tire des deux égalités précédentes
a a' -i- ^M" = (a2^ 1^2) logp 4-. . . .
Donc, quand x est suffisamment voisin de a, on a
au' ■+■ j3z*"< o.
Reprenons alors l'équation
A log(^ — a) +. . .= M, que nous écrirons
{x — a)e¥^^ = eÂ,
'\{x) étant holomorphe dans le voisinage de a. La partie réelle
de -r est A
Par suite, en désignant par y une quantité positive suffisamment grande, on voit qu'il y a, par la relation précédente, une correspondance uniforme entre un cercle d'un rayon suffisamment petit décrit autour de a et le demi-plan défini dans le plan de II par l'inégalité
Ceci posé, on voit d'abord, en raisonnant comme au paragraphe précédent, que u ne peut avoir à la fois un pôle et un infini logarithmique, car au voisinage de ce dernier correspond un certain demi-plan, tandis qu'au voisinage du pôle correspond tout le domaine du plan u où le module est suffisamment grand; ces deux régions ont une partie commune et, par suite, à une même valeur de u correspondraient deux valeurs de {jc^r).
Nous devons donc seulement examiner le cas où u aurait un ou plusieurs infinis logarithmiques; ces infinis seront des points (a, h) et la valeur correspondante de a sera égale à — i. D'adleurs il n'y aura pas d'autres points (a, 6), car si un point (a, b) était un point ordinaire pour u^ l'inversion ne se ferait pas d'une manière uniforme (déjà dit plus haut). On voit d'abord qu'il ne peut y avoir un seul point logarithmique : on devrait avoir en effet, d'après la relation (2),
— i — [m{m — \)—'id]^—im,
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égalité impossible, puisqu'elle donne pour cl un nombre qui n'est pas entier.
Peut-il y avoir pour u deux inQnis logarithmiques? En désignant par des lettres accentuées les constantes se rapportant au second infini, on fera correspondre, comuie il a été dit plus haut, au voisinage de ce second point un certain demi-plan
Pour que l'inversion se fasse d'une manière uniforme, les demiplans (5) et (6) ne doivent pas avoir de partie commune. Cette circonstance se présentera si l'on a
c'est-à-dire si les deux droites limitant les demi-plans sont parallèles, et si de plus a et j3 sont respectivement de signes contraires à a' et ^', les constantes positives y et y' étant d'ailleurs suffisamment grandes. Rien ne s'oppose donc à ce qu'il y ait deux infinis logarithmiques, mais notre raisonnement va nous montrer qu'// ne peut y en avoir trois. En eilet, le demi-plan correspondant à ce troisième point aurait nécessairement une partie commune avec l'un ou l'autre des demi-plans précédents, et, par suite, l'inversion ne se ferait pas d'une manière uniforme. Pour abréger, nous ne montrons pas, comme plus haut, que les diverses valeurs de {x, y) se permuteraient bien entre elles, car il n'y a rien à changer à cette partie du raisonnement.
Il y a donc deux a égaux à — i, et nous avons donc
— I — I — [m {m — i) — 2^] = — im,
d'où l'on conclut encore que la courbe est unicursale (').
(■) On pourrait encore ici se dispenser de prouver a pi-iori que le nombre des infinis logarithmiques est deux. En le désignant par >., on aura
— \ — [ m { ni — i) — 2 d] =^ — 1 m ou
Si donc X n'est pas nul, on a
Cette démonstration est beaucoup plus rapide que celle du texte.
Si l'on exprime a^ et y en fonctions rationnelles d'un paramètre B, l'expression (i) sera alors ici une fonction de Q, holomorphe dans le voisinage de tout point du plan, sauf de deux points Oo et ^^ qui sont des infinis logarithmiques; on aura donc
et, par suite, x et jaseront des fonctions rationnelles de e^", a étant une constante. La démonstration est achevée. La courbe f est du genre zéro ou du genre un^ et nous avons indiqué les formes très simples des fonctions x et y de u [^).
15. Comme nous l'avons remarqué au début, l'étude du cas où l'inversion d'une intégrale abélienne
\\{x,y)dx = u, [f(^,r) = o]
donne pour ^ etj^ des fonctions uniformes de u, est un cas particulier de la proposition que nous venons d'établir. Mais ici la démonstration est encore plus simple, et l'on arrive ainsi de la manière la plus rapide et la plus rigoureuse aux résultats obtenus par Briot et Bouquet dans leur Mémoire classique sur les équations de la forme
Aussi ne sera-t-il pas inutile de reprendre dans ce cas particulier la démonstration.
Si l'intégrale (7) est de première espèce, la courbey* est nécessairement de genre un^ si ^ et y sont fonctions uniformes de u. C'est le cas le plus facile, oiî la démonstration ne présente aucune
(* ) Le résultat général que nous venons d'obtenir est en définitive un résultat négatif. En considérant les expressions (i), mon but avait été d'obtenir des transcendantes uniformes ne changeant pas quand on y remplace la variable u par certaines expressions de la forme au-\- b (les a et b étant des constantes, et les expressions formant nécessairement un groupe). On voit en effet immédiatement que u se change en au + b quand {x, y) décrit un cycle sur la surface de Rie mann. On vient de voir que les fonctions cherchées se ramènent à des fonctions connues.
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difficulté, puisqu'on a alors
Q (^, j') désignant un polynôme adjoint d'ordre m — 3. Eu dehors des points doubles, il y aurait des points de rencontre de Q = o avec/, si le genre de / dépassait l'unité, et. par suite, x cesserait d'être fonction uniforme de a. Le genre de f est donc égal à un. Les deux fonctions x el y sont doublement périodiques.
Si l'intégrale (7) est de seconde espèce, on peut supposer (§ 1) que ses pôles sont à distance finie et sont distincts des points de ramification. Raisonnant alors comme au § o, nous montrons que u ne peut avoir qu'w/2 seul pôle. Ce pôle simple de u sera pour R(^,jk) un pôle double. A l'infini, sur chacun des feuillets, on doit avoir un développement de la forme
Ensuite R(.r,y) deviendra infinie aux points de ramification et en ces points seulement, de telle sorte que, pour un point de ramification (jc, y), on aura
Dans toute autre hypothèse, en effet, ^ et y ne pourraient être fonctions uniformes de u. Enfin K{x,y) ne s'annulera que pour les points à Tinfini.
Ceci posé, considérons l'intégrale
(8) y^^logR,
étendue à un contour rendant la surface simplement connexe. Cette intégrale est nulle, et, comme on connaît les racines et les pôles de R, elle se calcule immédiatement, ce qui donne
— 1 — [m {m — \) — id] = — 1 m.
C'est la relation du § o; on en conclut que la courbe est unicursale.
Il ne reste plus à examiner que le cas où u serait de troisième espèce. Le raisonnement du § 6 montre que u a deux infinis logarithmiques ; pour les points à l'infini, et pour les points de ramification, la forme de R(^,jk) est la même que ci-dessus. En prenant encore l'intégrale (8) le long du même contour, on a
— I — ! — Y m {m — 1 ) — icl\ = — 2 /?i ,
d'où se tire encore la même conclusion.
Quant à la forme des valeurs de x et jk, elle s'obtient non moins facilement. Dans le cas où u est de seconde espèce, x ety sont fonctions rationnelles de w, et, dans le cas où u est de troisième espèce, x et y sont fonctions rationnelles de e^
,au
16. Nous allons compléter, pour terminer, le théorème général démontré plus haut. Nous avons supposé que l'expression considérée
/{oc, y) I > eJ ' \{x,y)dxclx
n'avait sur la surface de Riemann que des pôles ou des infinis logarithmiques, de telle sorte que les singularités de u étaient absolument de même nature que celles des intégrales abéliennes attachées à la courbe /. Si l'on prend a priori une expression de cette forme, en supposant seulement qu'elle n'ait pas de singularités essentielles, on pourra avoir certains points (a, b) pour lesquels le résidu correspondant a [voir § 1) n'est pas un entier. La fonction u n'est pas alors uniforme dans le voisinage de [a, b) et la singularité n'est pas de nature logarithmique. Dans quels cas l'inversion pourra-t-elle conduire pour x ei y k des fonctions uniformes? Il faut évidemment que
a -hi = -,
Il étant un entier positif ou négatif.
Si nous voulons faire la discussion, nous distinguerons le cas où la fonction u reste toujours finie et celui où elle devient infinie.
Dans le premier cas, les nombres h seront positifs et finis (A = i
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étant évidemment exclu). Toutes les autres conditions restant les mêmes, nous obtiendrons, en écrivant l'égalité
la relation suivante
21 (~ ^ "^ 7i) ~ i"^^'^ - I) — '2d] = — 2m. Ceci nous conduit à
Oj mi m — 3) ^ ■ j ,
n voit que a surpasse -et, par suite, la courbe sera
unicLirsale. Il faudra de plus que
Désignons par X le nombre des termes de la somme, on aura
/il II 2 li\
les h étant des entiers supérieurs à un. On a manifestement
h y //2 Aà 2
donc ). — 2 < - j c'est-à-dire X ^ 4 •
On doi t par suite avoir soit X =^ 3, soit A = 4- Pour A = 3, on a la relation
Pour A -^ 4? on
/il /io /is
III I _
/il ' h, ' /?3 ' h-^ ~~
Les solutions de ces équations en entiers positifs sont en nombre très limité; il est sans intérêt de les transcrire, car nous verrons
8o CHAPITRE IV
dans un moment que leur discussion a été faite sous une autre forme par Briot et Bouquet.
Passons au cas où u deviendrait infini. Nous avons toujours
Il est un entier qui peut être négatif. Le cas de /^ = ao correspond à l'infini logarithmique, le cas de A = — i au pôle, de telle sorte que tous les cas sont compris dans la formule précédente. Nous aurons encore
La courbe sera donc encore unicursale.
Quant à la nature de x et y, nous l'obtiendrons de suite, en remarquant que, la courbe étant unicursale, on a, pour w,
w= re/R(0'^9Ri(G)^6,
R et R, étant rationnelles en ô. Gomme il n'y a pas de singularités essentielles, nous aurons nécessairement
(6 _ ei)«. (0 - G2 )«.' ... (6 - Ox)«7. ^0,
et nous avons donc à chercher les cas où cette relation donne pour 9 une fonction uniforme de w, problème traité par Briot et Bouquet dans le Mémoire cité plus haut et auquel nous renverrons. On en déduit encore que x et y seront des fonctions doublement périodiques, des fonctions rationnelles de u ou des fonctions rationnelles de e^".
Des équations différentielles algébriques du premier ordre à points critiques fixes.
Considérons une équation différentielle du premier ordre
f étant un polynôme irréductible en j^ et -7^? les coefficients étant
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des fonctions quelconques de la variables. Nous savons (Ghap. II, Section IV) que les pôles et les points critiques algébriques sont les seules s'ingularités mobiles, c'est-à-dire variables d'une intégrale à l'autre. Laissons de côté les pôles et proposons-nous l'étude des cas où les points critiques algébriques sont fixes, c^ est-à-dire indépendants de la constante dHntégration.
C'est M. Fuchs (*) qui a le premier appelé Tattention sur les équations algébriques du premier ordre à points critiques fixes, et il a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation jouisse de cette propriété; il a aussi fait l'étude de deux cas particuliers très intéressants. M. Poincaré a repris ensuite la question (-), et la conclusion bien inattendue de ses recherches est que cette classe d'équations est fort limitée, je veux dire que les équations jouissant de la propriété indiquée se ramènent à des équations déjà étudiées ou peuvent être intégrées par des calculs purement algébriques.
Déjà, dans le Tome II de cet Ouvrage (p. 33o), nous avons examiné un cas particulier du problème précédent, celui où l'équation (8) est du premier degré en ~- Les théorèmes généraux démontrés sur les courbes algébriques nous permettent maintenant d'aborder le cas général.
18. Considérons un point.ro et un point x distinct des points singuliers, qui, par hypothèse, sont fixes; joignons-les par un arc de courbe déterminé ne passant pas par les points critiques. Désignons par j'o etj>^Q les valeurs initiales de y et y' pour x=:Xq : on a, bien entendu, la relation
Quand la variable suit le chemin tracé de ^o à x, l'intégrale se trouve déterminée de proche en proche, et, quand on arrive en Xy on a pour l'intégrale et sa dérivée les valeurs y et y'. On peut donc considérer jK et y' comme des fonctions de yo et y'^, et si.
(*) Fuchs, Ueber Differentialgleichungen deren Intégrale feste Ver^zweigungspunkte besitzen {Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, juin i8S4)- ( = ) H. Poincaré, Sur un théorème de M. Fuchs {Acta mathematica, t. VII). P. — III. 6
écrivant les deux relations algébriques
(9) /(^o,J-o,Jk[,) = o,
nous les considérons comme des relations algébriques, respectivement entre yo et y'^ pour la première et entre y et y' pour la seconde, nous voyons qu'à un point arbitraû'e (jKojJKq) de la première courbe ne correspond qu'un point (j^, jk') de la seconde, et inversement, puisqu'on peut faire en sens inverse le raisonnement précédent. Il y a donc une correspondance biunifoj^me enlre les points des courbes (9) et (10). Pour certains couples de valeurs iya^ JKo)? ^^^^ intégrale de l'équation différentielle peut n'être pas complètement déterminée par les valeurs initiales (jKoî J^o)' i^i^is ces couples de valeurs sont nécessairement eu nombre limité, puisqu'ils correspondent aux valeurs àey^ pour lesquelles l'équation (9), regardée comme une équation en y'^,, a des racines multiples. Donc, d'après une remarque générale faite précédemment, la transformation biuniforme entre les courbes (9) et (10) est nécessairement birationnelle. On a ainsi les relations
/ y = Ri(jKo,yo. ^' ^0),
R et R, étant rationnelles en y^ Qi y'^ et celte transformation est réversible.
19. Il peut sembler au premier abord que nous ne nous sommes pas servi, dans le paragraphe précédent, de l'hypothèse que les points critiques sont fixes, et qu'alors les conclusions précédentes peuvent s'appliquera toute équation algébrique du premier ordre. Si les points critiques de l'équation étaient mobiles, nous ne pourrions pas regarder y et y' comme fonctions de (jKoj JK'o) j ^^ effet, en faisant varier (jKo^JKy), il arriverait un moment où les points critiques variables avec les valeurs initiales (jKojJKo) ^^ trouveraient sur l'arc tracé au début de Xq à Xy et, à ce moment alors, y et y' cesseraient d'être des fonctions bien définies de
(ro,r'o).
Du théorème démontré au § 18 se tirent d'importantes
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conséquences. Les courbes (9) et (10) se correspondant point par point sont du même genre. Désignons ce genre par /? ; sa valeur joue un rôle essentiel dans la discussion qui va suivre.
Soit d'abord /> > i . Il ne peut y avoir alors qu un nombre limité de transformations birationnelles transformant les deux courbes l'une dans l'autre, car, dans le cas contraire, il y aurait nécessairement une infinité de transformations birationnelles transformant chacune de ces courbes en elle-même, et ceci est impossible, puisque le genre est supérieur à l'unité (t. 11, p. 439).
On pourra, par des calculs purement algébriques, déterminer toute transformation birationnelle transformant les courbes (9) et (10) l'une dans l'autre. Considérons, en effet, les P intégrales distinctes de première espèce
j >^i(^, y. y') dy, I liix, y, y) dy, ..., j X,,(^, .7, /) dy,
relatives à la courbe (10); x figure comme simple paramètre dans les A. On aura
>^i(^, y, y')dy = AiX,(j7o, yo, y'o)dyo h-. ..-^Aplp{xo,yo, yo)dyo, ^^2(^, y, y') dy = B,>, (^0, Jo, y'o ) dyo -i-. . . + B/,X/,(a7o, rc y'o) d/o,
les A et les B dépendant seulement du paramètre x. On aura donc, en divisant,
1^(0-, y. y') ^ Al A, r.ro, jko, y'o ) -f- . . . -f- A;, l,Axo, y,u y'o ) l.{x. y. y') Bj X, ^Xq. yo, ^o ) "^ • • •— ^h^ ^(-3:^0, Jo, y'o )
Telle est la forme nécessaire de la correspondance entre les deux points (y-, y') et (j'cj^'o)- ^^ ^^^^^ ^ rechercher si l'on peut déterminer les A et B de manière que cette correspondance soit birationnelle; ceci entraînera un certain nombre de relations entre les A, les B et x^ relations qui, en général, seront trop nombreuses pour être compatibles, mais qui, dans tous les cas, ne pourront déterminer qu'un nombre fini de systèmes des A et B en fonction de x.
En définitive, les relations (11), quand elles existent, se déterminent par des calculs algébriques (pour/? > i); on aura de plus encore à vérifier si y' est la dérivée de y par rapport à x. Quand toutes ces conditions sont remplies, on a une équation à points
critiques fixes dont l'intégrale générale est donnée parla première des équations (i i). On voit que cette intégrale se détermine algébriquement. L! intégrale générale est une fonction algébrique des coefficients de y et y' dans l'équation différentielle proposée. En particulier, si x entre algébriquement dans /, l'intégrale sera une fonction algébrique de x.
21. Nous venons d'examiner le cas où p est supérieur à l'unité. Soit maintenant/? =: o ; on peut alors exprimer y ei y rationnellement en fonction d'u n paramètre 9; on a ainsi
R et R< étant rationnelles en 9, et inversement 0 est une fonction rationnelle de y Ql y' . La fonction B de ^ dépend d'une constante arbitraire connue y, et, comme cette dernière fonction, ses points critiques seront fixes. En écrivant que j/-' est la dérivée àey, nous aurons une équation
/étant rationnelle en 9; nous sommes donc ramené au problème proposé, mais dans le cas où la dérivée entre au premier degré. Il est inutile de répéter ici ce que nous avons déjà dit (t. II, p. 33o) \ l'équation précédente a nécessairement la forme
^ =P02+Q0 + R, dx
P, Q, R ne dépendant que de x. Nous sommes donc ramené à l'équation de Riccati.
22. Le cas où /? = i est plus délicat, nous le traiterons de la manière suivante.
La courbe
correspond p oint par point à une certaine courbe normale de genre un
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le module k étant indépendant de x^ puisque la courbe (12) correspond point par point à la courbe /(^o? J^o? To) indépendante de X. Écrivons la substitution birationnelle, que nous pouvons regarder comme connue, entre ces deux courbes :
Nous aurons nécessairement par cette transformation
/ u: = l ^{^.y.y)dy,
(X, |jl) et (L, M) étant, pour le moment, deux points arbitraires de la courbe (i3), et {y^ y') et (Y, Y') étant les points correspondants de (12). L'intégrale qui figure dans le second membre est manifestement une intégrale de première espèce relative à (12); ses deux périodes ne dépendent pas de x^ puisque les périodes de l'intégrale du premier membre n'en dépendent pas.
D'autre part, nous avons entre la courbe (12) et la courbe
une certaine correspondance birationnelle inconnue : la correspondance (i i). Cette correspondance nous donnera
/ P(^,jK,7')c(/ = A / ^{xQ,yQ,y'o)dy.
A pourrait, a priori, dépendre de x^ mais il n'en dépend pas; sinon, la période de la première intégrale dépendrait de x, ce qui n'a pas lieu_, d'après ce que nous avons vu plus haut. On voit alors de suite que A = i en faisant x =:^ Xq.
On conclut de là que, si Ton prend deux intégrales, j^ et Y, de l'équation différentielle, correspondant respectivement aux valeurs initiales ( l'o: r^ ) et ( Yq, Y^ ), et qu'on désigne par (a, u.) et (L, M) les valeurs correspondantes données par la substitution birationnelle (i4)- on aura
a étant une constante indépendante de x. Soit maintenant (a, [3) un point arbitraire de la courbe (i3) qui va rester fixe, et consi-
dérons rinté2:rale
(à, a) correspondant toujours à l'intégrale (y, y')- Cette intégrale est une fonction de œ que nous désignerons par g {oc). Posons donc
Si, à la place de l'intégrale {y.,}'')^ nous considérons une autre intégrale (Y, Y'), nous aurons
(L, M) correspondant à (Y, Y'), comme (X, ijl) correspond à(jK,JK')- La dépendance entre les fonctions Cj[x) et g{x) est facile à trouver; on aura
a étant une constante indépendante de ^, d'après ce que nous avons dit plus haut. Ainsi la fonction g{x) est déterminée à une constante près. On a
,, , 1 ctk
\x dx
Or \ et ij. sont des fonctions connues de j^, y^ et ^, d'après (i4)' La fonction g{x) étant déterminée à une constante près, il faudra que g' {x) se réduise à une fonction de x en tenant compte àe f{x^ y, y')=z o. Lorsque cette condition se trouvera réalisée, on déterminera g{x) par une quadrature, et Ton aura, d'après la relation (i 5),
X = sn[^(^)4- a],
sn désignant la fonction elliptique; iji sera aussi une fonction doublement périodique de g{x) + a, et l'on a alors la forme de l'intégrale qui s'exprime à l'aide de fonctions doublement périodiques. La constante arbitraire est a, et les points critiques de
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l'intégrale ne peuvent être autres que ceux de la fonction g{x), qui, comme nous l'avons dit, s'obtient par une quadrature.
23. La discussion de la nature des intégrales d'une équation différentielle du premier ordre, algébrique en y et y', à points critiques fixes, est complète.
Suivant la nature du genre p de la relation algébrique entre y
et y,
pour une valeur arbitraire de x, r intégrale s'obtiendra par des calculs algébriques {p > i), ou elle s'obtiendra par une quadrature [p — i), ou enfin on sera ramené à une équation de Riccati {p = o).
SUR CERTAINES MÉTHODES D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
I. — Des approximations successives pour un système d'équations différentielles du premier ordre.
1. Nous avons déjà, au Tome II (p. Soi), indicjué comment on pouvait établir l'existence des intégrales d'un système d'équations différentielles ordinaires en procédant par approximations. Soit considéré le système
(2) rB =/^(^'^^'r2, -..,7.),
-J^ =fm{oc,yuy., ..., Jm)-
On suppose que les fonctions f soient définies, x restant dans l'intervalle {Xq — a, Xq-{- a) ei yi restant dans l'intervalle (yl — ^7 yl + ^) pour i = 1 , 2, . . . , /?z, et soit M la valeur absolue maxima des fonctions dans ces intervalles.
De plus, les fonctions /sont telles que
\fi{^,y'i,y2^ "-y y m)
— fii^^yi^y^, .••j7m)I< Ajj'i— JKiI + B|7'2— JK2!+...-^-Ll7',n — 7/7z!,
A, . . ., L étant des constantes positives.
Dans ces conditions, nous avons vu (/oc. cit.) qu'on avait un
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système d'intégrales prenant pour Xq les valeurs J'J, J^'!^ - » ■ -, y^ et déterminées dans l'intervalle (^o — ^i, XQ-\-h)^ en désignant par h la plus petite des trois quantités
^. Nous voulons d'abord compléter ce résultat, en montrant, comme l'a indiqué M. Ernst Lindelof ('), que les approximations successives convergent nécessairement, /i étant la plus petite des deux quantités
Il suffira, pour démontrer ce point, de modifier légèrement la démonstration donnée précédemment (t. II, p. 802). En gardant les mêmes notations, reprenons les équations de la page 3o3 :
(0 ' I { m = 'JL, . .., y:).
Or on a, tout d'abord,
! «1 — "0 1< M 1 ^ — ^0 1 , . . . , I ti^i — «^0 !< M I X — ^0 !, comme le montrent les relations
-^ =/i(^, î^o, ••., «'0), •••, -^ =/«(-r, Mo, Po, ..., wo)-
Il en résultera alors, d'après les équations (i) pour m = 2, (W2-M1K f ix — Xo)MiX-hB—...-hL)dx =M(A-4-...4-L)^-^— ^, et cette limite convient aussi pour ] ^'o — (^/, . . . , | (P^ — ^^^i |-
(') E. LiNDELOF (Comptes rendus, 26 février 189 '1). Ko//- aussi sur ce point un Mémoire de M. Bendixon (Académie des Sciences de Stockholm, novembre 1898 ).
90 CIIAPITIIE y.
Les équations (i) pour m == 3, donnent alors
Eu continuant ainsi, on a, d'une manière générale,
I Un-Un-X i< M. (A +. . .+ L)-l 1^^^^. ' \ .1 ... Il
Or, la série de terme général
est manifestement convergente. Par suite, la série
Ui)+ (Ui—Uo)-h. . .^{U,i— U/i-l) +.. .
sera uniformément convergente dans l'intervalle (xq — h, Xq -\- h), h étant la plus petite des deux quantités (^)
b a et — • ÎNI
(•) Il est clair que la méthode des approximations successives peut être employée dans le cas des fonctions analytiques. Soit l'équation
la fonction / étant, comme au Tome II (p. 3o5), liolomorphe à l'intérieur des cercles C et G' décrits des points x =^ o etjK = o comme centres avec les rayons a et b, et on la suppose continue sur les circonférences elles-mêmes. Nous désignerons par M le module maximum de /dans ce domaine. Les approximations successives donnent une série
(S) r,H-(r2-rJ-^---- + (r«-r«-)^----
Le terme général de cette série est une fonction liolomorphe dans le cercle de rayon h en désignant par h la plus petite des deux quantités a et — > et, en raisonnant comme plus haut, on a, à l'intérieur de ce cercle,
/: étant le nombre défini (t. II, p. Sog). La série (S), dont chaque terme est holo-
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3. Reprenant le système (2), nous allons considérer une classe particulière d'équations. Admettons que les fonctions / soient finies et bien déterminées quand x reste dans un certain intervalle I et quand y^ y._, . . . , ym varient entre — x et -h x. De plus, les dérivés partielles du premier ordre
restent, je le suppose^ toujours moindres en valeur absolue qu'un nombre fixe N, quand x reste dans I et que les y varient entre — x e^ -|- x.
Dans la détermination du nombre h du paragraphe précédent,
nous n'avons pas ici à considérer la quantité i^- Elle s'est introduite seulement dans la méthode des approximations successives par la nécessité que les y ne sortent pas du champ dans lequel les fonctions /sont définies; or ici ce champ est, par hypothèse, illimité. Par suite, tout sj^stème d'intégrales, prenant pour une valeur Xq de l'intervalle I des valeurs finies quelconques y\i y"? •••^ y m-, J^^ste certainement fini et bien déterminé dans tout V intervalle I.
Ce résultat, quoic^ue très simple, présente quelque intérêt, car il est, en général, impossible de savoir ce que deviennent les intégrales en dehors d'un champ très limité.
morphe et satisfait à l'inégalité précédente, représentera une fonction holomorphe dans le cercle de rayon h, comme on le voit immédiatement à l'aide de la formule fondamentale de Cauchy :
L'équation (E) admet donc une intégrale s'annulant pour x = o et holomorphe dans le cercle dont le rayon est la plus petite des deux quantités
b «et-
Nous retrouvons ainsi plus rapidement le résultat que nous avions déjà obtenu (t. II, p. 3i3).
Pour citer quelques exemples, prenons l'équation
Si les fonctions P(^), Q(^) et R(^) sont finies et continues dans un intervalle I, on peut affirmer que toutes les intégrales de cette équation seront déterminées et resteront finies dans I. L^équation précédente est, en effet, équivalente au système
et les dérivés partielles du premier ordre des seconds membres de ces équations par rapport à jk et à jk' restent moindres qu'un nombre fixe. Si P (^) et Q(^) restent finies et continues pour toute valeur finie de la variable réelle x^ les intégrales de l'équation précédente resteront finies et continues pour toute valeur finie de x^ et chacune d'elles pourra être représentée^ par un développement en série valable pour toute valeur de x. Considérons encore une équation linéaire quelconque
OÙ les P sont des fonctions continues de la variable réelle x. Nous sommes dans les conditions d'application du théorème du paragraphe précédent, en remplaçant l'équation d'ordre m par un système d'équations du premier ordre. Toute intégrale de cette équation peut être représentée par un développement en série valable pour toute valeur finie de la variable dans le champ oit les P sont continues.
5. J'emploierai encore la méthode des approximations successives à la démonstration d'un théorème sur les équations linéaires. Soit une équation linéaire
dont les coefficients dépendent d'un paramètre k et sont des polynômes en k. Les fonctions P sont continues dans un certain intervalle I.
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Il est utile de savoir quelle sera la nature d'une intégrale quelconque par rapport à k\ nous allons voir immédiatement que, pour X compris dans l'intervalle I, toute intégrale est une fonction entière de A", c'est-à-dire holomorphe dans tout le plan de la variable k. Si, en effet, on représente, comme nous venons de le faire au paragraphe précédent, l'intégrale par une série
JKo -^ ( J'I — JKo) + . . ■ -^ {ya — yn-i )-!-...,
chaque terme de cette série est une fonction entière de k. Restons dans le plan de la variable k à l'intérieur d'un cercle C d'ailleurs arbitraire; nous savons que, pour x quelconque dans I et pour k quelconque dans ce cercle, on peut trouver un nombre fixe ). tel qu3
\yn—yn-\\ < — -•
Nous avons donc, en définitive, une série
Uq^ Ui-^. . .-r- 11,1-^. ..
dont chaque terme est une fonction holomorphe de k dans le cercle G, et où l'on a de plus
11 est bien facile de voir que la série des u sera elle-même une fonction holomorphe de k dans C. C'est ce que montre la formule de Gauchj,
la série de terme général Un{z) étant uniformément convergente sur G, on aura
Uo{k)-h...-^Ua{k)-h... = -^. f
d'où se déduit de suite que la série des u est une fonction holomorphe de k dans G, et par suite dans tout le plan.
II. — Cas d'un système d'équations différentielles du second ordre (0-
G. Prenons d'abord l'unique équation
cny
Nous voulons trouver l'intégrale de cette équation, qui prend pour x^a la valeur A et pour ^ = 6 la valeur B. On suppose que la fonction
est définie et continue quand x varie dans un certain intervalle de longueur li comprenant a et b, et que |7 | et |y | varient respectivement entre — L et + L d'une part, et — 17 et + L' d'autre part; nous désignerons par M le module maximum de/ dans ces conditions. On admet, de plus, que
\f{^.yuy\)-f{^,y,y')\< « !j-ri i + ? Ij'-r'i l
a et [^ étant deux constantes positives fixes, les y et j' restant entre les limites indiquées.
On part d'une fonction quelconque y^ satisfaisant aux conditions précédentes, et l'on forme les équations successives
/ ^-n - f(r y ^V \ d'-Y^_ __ I dyÇ\
(2) \ 'd^ -J\^'^'''dxj'
On intègre chaque fois par la condition que jKi , J'2, • • -, Vu prennent les valeurs initiale et finale données.
(') Pour ce qui concerne les approximations successives, on pourra consulter, dans le Journal de Mathématiques, mes Mémoires de 1890 (Cliap. V) et de
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Pour simplifier l'écriture, nous supposerons, comme il est évidemment permis, que
<7 = A = o et 6 > o.
Il s'agit d'abord de savoir si les y successifs restent, ainsi que leurs dérivées premières, entre les limites indiquées.
Arrêtons-nous un moment sur l'équation
on aura l'intégrale s'annulant pour ^ ^ o,
Choisissons la constante P de telle sorte que cette expression prenne la valeur B pour x =: b\ on a ainsi
r=l o(z){x-z)dz-^-^----^ I o{z)ib-z)dz,
qui représente l'intégrale de (3) s'annulant pour ^ = o et prenant la valeur B pour œ =^ b. On peut trouver une limite supérieure de
i J"| el S^ i quand x varie entre o et b. Écrivons j>^ sous la forme
La valeur absolue de la première intégrale, en désignant par M la valeur absolue maxima de 'f (^), est moindre que
La valeur absolue de la seconde est moindre que
X Mib — xyb 1
On a donc, par conséquent,
lrl< h-r -T- -^,T +1^1= +1BI,
d'où, enfin.
Passons maintenant h~; on a
égalité qu'on peut écrire sous la forme
dy dx
on aura, par suite,
ay dx
Mx^ M (b — xyib b 1
et, par suite.
dy\ Ub dx -1
8. Revenons maintenant au système (2). Nous devons évidemment supposer
Nous admettrons, de plus, que
Mè2
ce qui a lieu si b est assez petit. De plus, pour que ^ soit certainement compris entre — L' et + L', nous faisons l'hjpothèse que
Mb
Moyennant les inégalités (4) et (5), nous sommes assuré que
les fonctions y\yy-ii • • -. fa sont toutes comprises entre — L et
-j-L. On doit remarquer que ces inégalités seront certainement
R vérifiées si ^, B et ^ sont suffisamment petits.
Il nous faut maintenant montrer que yn tend vers une limite
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quand n augmente indéflniment. On a
Or, soit M le maxiniuni de
nous aurons, d'après le numéro précédent, puisque jo —j-, s'an nule pour x = ^,
dy-i dvx dx dx
La relation
d'-( y^ — 7-2) dx-^
nous montre que
fl?j:' dx
et, de proche en proche, on arrive aux inégalités
_, KM
dyn _ dyn-i dx dx
/ Af / ^' O b\n-i b
Si donc on a
la série
riH- (72-ri) -+-. . .-^ (j« — J«-i) 4-. . .
sera manifestement convergente, et, par suite, jj'„ aura une limite y pour n = oc. Cette fonction jr de ^ aura certainement une dérivée première représentée par la série
(dy^ _ dy^\ /dyn dyn-A
\dx dx)''~-"'^\dx d^j^-'
^ ^(dyi dy^ dx
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11 est aisé de vérifier que y satisfait à l'équation (i); on a, en effet,
r„=j7(.,j„-„%j)(^-^)rf^
en remplaçant, sous les signes d'intégration, dansjK//-i, la lettre x
par la lettre z. Puisque j/^ et -J^' convergent uniformément vers
dy
leurs limites respectives j/ ^t-r^» on aura
et, par suite, en différentiant deux fois, d'^y I dy
Il est évident, d'ailleurs, que y = o pour .^ = o, et j = B pour
La recherche de V intégrale est donc complètement effectuée] on ne doit pas oublier que les inégalités (4), (5) et (6) sont supposées vérifiées.
9. L'analyse précédente peut s'étendre à un nombre quelconque d'équations de la forme
o?2 7i j. [ dy^ dy,n\
6?2;K-, r ( dvx dy,n\
Noire méthode d'approximations successives permettra de déterminer les intégrales ;k<, ^2, • • . , JKm de ce système, telles qu'on ait
JKl=r2 = -.. = 7m=0 (pour 07=0),
ri=Bi, 72= Ba, ..., 7/«=B,„ (poura7 = ^>).
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Certaines inégalités analogues aux inégalités (4), (5) et (6) devront être vérifiées. On suppose, d'ailleurs, que
< «1 ijl- -1 ! 4-...-+- ^m \y,n-Z,n \ -^ ?i \ f,- z\ \ +...4- p,„ \ y',,,— z'„, \.
En gardant pour le reste les mêmes notations que plus haut, on devra avoir
et enfin
(ai + ,
ih-^h-
10. Je dis maintenant que V intégrale déterminée par la méthode précédente est unique, c'est-à-dire qu'il n'existe qu'un seul système d'intégrales y^,y^2, • • • , y m prenant les valeurs données au commencement et à la fin de l'intervalle (o, b). Bien entendu, nous ne pouvons considérer que des systèmes d'intégrales telles que
!rn<i>, lrH<L',
puisque c'est seulement dans un tel intervalle que nous supposons les /définies.
D'ailleurs, pour abréger, je supposerai que les fonctions / ont des dérivées partielles du même ordre par rapport auxj^, de telle sorte que a^. sera le maximum de
pareillement ,3^ sera le maximum de
ày'k
quand x varie entre o et 6, les j entre — L et -|- L, et lesj' entre - U et + L'.
Supposons maintenant que nous ayons deux systèmes d'inté-
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grales satisfaisant aux mêmes conditions aux limites Tu JK2, •■, y m et Yi, Yg, ..., Y,„. On aura, en retranchant les équations difTérentielles, puis posant
et appliquant le théorème des accroissements finis
<^2wi , , duy du,n
_— - = anUi -i-ai2i«2 +•.•-+- «i, m ^^m -^ ^ii ~dx~"'^ '"' ~dx
\ d-Uni 1 dUi du,n
Nous pouvons considérer les a et ^ comme des fonctions de x^ et nous avons alors un système d'équations linéaires et homogènes, pour lesquelles un système d'intégrales
Ml, 11=1-, • • • 1 U/n
s'annulent pour ^ = o et pour x =^ h.
Nous allons voir que les u doivent être identiquement nulles. De ce que
1 ai^k 1 < ayr. et | bi^,, \<^k ( t = i , 2, . . . , m),
on conclut que, pour le système (E) d'équations hnéaires, la méthode des approximations successives est applicable. Il en résulte que l'on peut trouver im systèmes d'intégrales prenant pour X =^ o et X ^=^ b des valeurs arbitrairement données. Avec ces im systèmes d'intégrales, nous pouvons former l'intégrale générale de (E) et déterminer les constantes de façon à avoir les intégrales s'annulant toutes pour ^ = o et pour x --^b. Or ces constantes seront toutes nulles, puisqu'elles sont données par des équations homogènes du premier degré, dont le déterminant n'est pas nul, toutes les lettres qui forment le déterminant ayant des valeurs arbitraires. Les u sont donc identiquement nulles, et V on a bien
comme nous voulions V établir.
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III. — Quelques cas particuliers
11. Nous avons vu que l'intégrale déterminée parla méthode des approximations successives, quand les conditions nécessaires pour l'application de la méthode sont vérifiées, est unique.
Etudions en elle-même, autant qu'il est possible, cette question de la détermination unique d'une intégrale d'une équation du second ordre par des valeurs initiale et finale.
Prenons d'abord l'équation linéaire
d-y . dv
dx-^ dx -^
A et B ne dépendant que de x. Supposons qu'il j ait une intégrale j>', s'annulant pour x ^= a e\. pour x = ^, et continue de a à b. On a évidemment la relation
qui se transforme de suite, en intégrant par partie, et devient
Si donc on a, pour toute valeur de x comprise entre a et 6,
on est assuré que l'intégrale considérée j>^ ne peut qu'être identiquement nulle.
On peut aller plus loin en employant un artifice dont je me suis servi déjà antérieurement pour certaines équations aux dérivées partielles (t. II, p. 28). Si X désigne une fonction continue quelconque de x entre a et ^, on aura
dx = o.
En additionnant (a) et ([^), il vient
X [(©-^a--)-S-('^-âH-=o-
Si donc X est tel que
g_(X + A).-HB>o,
y devra être identiquement nul. Nous verrons dans un instant une application de cette transformation du problème.
1^. Si nous reprenons maintenant l'équation non linéaire
ax
il est facile de signaler un cas où cette équation ne pourra avoir deux intégrales prenant les mêmes valeurs pour ^ = a et jc = ^, et continues de a à 6. Soient, en effet, j, et jo deux telles intégrales; on a
Si nous supposons maintenant que /ait des dérivées partielles du premier ordre elles-mêmes continues, nous pourrons écrire, en posant
la relation précédente sous la forme
d^u _ du
où l'on a
Je désigne, pour marquer les dérivations, la fonction / par f{x,y^z). A et B peuvent être regardées comme des fonctions de X. Or si l'on a, quels que soient j^ et z^ pour x compris entre a
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il est manifeste que V équation
dx-^ -J\^'^' dx]
n'aura qu'une seule intégrale prenant des valeurs données pour x = a ei œ = b, et continue dans cet intervalle. En particulier, l'équation
OÙ /croît en même temps que j, rentre dans la catégorie précédente.
L'équation linéaire
mérite une étude spéciale. D'après ce que nous venons de voir (§ 12), si B est positif de a à 6, il existera une seule intégrale continue de a à 6 et prenant pour ces valeurs de x des valeurs données.
Le cas oii B est négatif de a à h est beaucoup plus difficile à étudier; nous l'approfondirons dans le Chapitre suivant. L'ana- Ivse du § 11 va nous conduire à un premier résultat. Soit
I B i < A {x variant de « à 6),
h étant une constante positive. Nous serons assuré de l'existence unique d'une intégrale par ses valeurs pour ;r = a et pour x ^= b, si l'on peut déterminer 1, fonction continue de x dans cet intervalle, et telle que
Or, si Ton peut déterminer A de telle sorte que
cette dernière inégalité entraînera la première. Soit /;, > h, l'e-
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quation
— l'-=hi
dx donne
\ = /Â;'t;mg(iPv//r;-h c),
C étant une constante. Si l'intervalle {ah) est inférieur à -4=,
on pourra choisir évidemment la constante C de manière que A soit continue dans l'intervalle. Gomme, d'autre part, A, est aussi rapproché que l'on veut de A, on peut dire que, si Vintei veille
[a, h) a une longueur inférieure à -^^, // existera une seule
V A intégrale de V équation
prenant pour a et b des valeurs données.
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I. — Définition d'une constante fondamentale. Étude progressive de l'intégrale.
1. Nous ferons, dans ce Chapitre, une étude approfondie de l'équation
la fonction A(x) él^wl positive de a à b. Quoique cette équation soit de forme bien particulière, nous allons trouver dans son étude un tjpe de problèmes, qui se poseront d'une manière analogue dans des équations plus générales, et que nous pourrons ici approfondir complètement.
Nous démontrerons d'abord le théorème suivant :
S'il existe une intégrale y de V équation précédente , toujours positive et différente de zéro de a à b^ et continue ainsi que sa dérivée première, cette intégrale pourra être obtenue par la méthode des approximations successives.
Faisons d'abord une remarque préliminaire. L'intégrale de l'équation
s'annulant pour x = a el x =^ b^ est donnée par la formule
On voit que, si o{x) est ^lositif de a à b^ la fonclion y sera positive, el croîtra, si l'on remplace o{x) par une fonction plus grande.
Ceci posé, nous partirons, pour les approximations successives, de la fonction y^ vérifiant l'équation
et prenant les mêmes valeurs que y aux deux extrémités de l'intervalle (a, b). On aura ensuite la succession des équations
y^ ? y 11 ' ' • ^ y/i prenant les mêmes valeurs initiale et finale que y, et étant positives, comme j, dans l'intervalle (a, b). De l'équation
on conclut que
^^^ J' — yo a des valeurs initiale et finale nulles, par suite, y — j',, est positif, d'après la remarque faite plus haut. Écrivons donc
r >jKo- Il résulte aussi de la même remarque que
yo<yi<.--<y,i<.--<y-
Nous voulons établir quejK« ajK pour limite. A cet effet, considérons le quotient
il restera moindre, dans l'intervalle {a, b), qu'un nombre fixe q
inférieur à V unité. Les deux équations
dx'^ montrent de suite que
y —yo
En continuant ainsi, on a, d'une manière générale,
, y—yn-i
et, par conséquent, en multipliant toutes ces inégalités membre à membre,
y—ynKy-q"^^-
Il est donc établi que yn converge uniformément vers y. On voit, de plus, qu'il ne peut y avoir deux intégrales positives prenant les mêmes valeurs en a et b.
2. En supposant, comme au paragraphe précédent, qu'// existe une intégrale y de l'équation, toujours positive et différente de zéro dans U intervalle (a, 6), on peut montrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale, s'annulant en a et 6, que jk = o. Supposons, en effet, qu'il existe une telle intégrale; nous pouvons supposer qu'elle garde un signe invariable dans l'intervalle, sinon elle s'annulerait au moins une fois entre a et b, et l'on raisonnerait sur un intervalle compris dans («, b). Soit donc une intégrale Y s'annulant en a et ^ et positive toujours dans l'intervalle. On peut choisir la constante k de manière que les deux intégrales
ky et Y
soient égales en un point choisi arbitrairement entre a et b. Puisque Y s'annule en a et 6, il faudra qu'il y ait une seconde valeur de X pour laquelle on ait encore
ky = Y,
et nous aurions un intervalle moindre que («, b) pour lequel il
existerait deux intégrales positives et répondant aux mêmes valeurs initiale et finale, ce qui est impossible. Il faut donc que Y soit identiquement nul.
On conclut de là qu'w/ze intégrale est nécessairement déterminée d'une manière unique par ses valeurs initiale et finale dans l'intervalle {a, b) ou dans tout intervalle compris dans celui-ci.
3. Introduisons maintenant une succession de constantes qui vont jouer dans la suite un rôle très important. Nous reprenons les approximations successives en faisant
On aura une suite de fonctions
Yu ^2, ..-, J'/o •••,
prenant pour œ z= a ei x =- b\di valeur un. Posons
JKo=Wo=I, JKi— JKo="l, ..., yn—yn~i=Un, ...:
les u, sauf Uq, s'annulent aux deux extrémités de («, b). J'envisage les deux séries de constantes (*)
^ Il ^ n
du,n dUn
dx dx
Ces deux expressions ne changent pas si l'on remplace u,yi et u, par d'autres lettres ;/, la somme m -\- n restant constante. On a, en effet.
d'^ If, „ 4-1 , f" du,n^] du,,
u,,dx=i ^-';i±i '-1^ dx
dx dx
lhn+1 -J^ dx = + / -^ {^)Um+l Ifn-l dx l
par conséquent, VJ^^n ne dépend que de /n + n.
(•) Ces deux séries de constantes ont été considérées par M. Sch^^a^z dans une question analogue relative à certaines équations aux dérivées partielles {Afatheniatische Abhandlungen, t. I, p. l'ji).
Si nous posons
nous aurons
et, par suite,
» m ,n=- ^^ m-hn—l-
Partons de l'inégalité
j. et ,3 désignant deux constantes arbitraires. Cette inégalité peut
s'écrire ^
a2W2«+ 2a3W2„+i-+- ?nV2„+2> o.
On aura, par suite,
( W2„-t-i )- Wo/i Wo/i-ho > O
OU
>V 2rt W2/t-i-i
On a, de la même manière,
ou
3t- W2„-i -h 2 a,3 \Y2„ H- ?^ W-iu+i > o,
d'où l'on conclut
> ' in ^ " 2 « — 1
Les inégalités précédentes montrent que l'on a W, . W2 ^ W,
Je dis que le quotient vtt-— > croissant avec /?, tend vers une limite pour /z == x. Soit, en effet, g la plus grande valeur que
l iO CHAPITRE VI.
prend la fonction ?/, dans l'intervalle (a, b). Les différences seront toutes négatives dans l'intervalle (a, b). Or on a
donc
par suite, ^^^ ne dépasse pas «•. Ainsi, en posant
c - ^^'^ nous sommes assuré que les quantités croissantes
Cl, C2, ..., C„, ...
tendent vers une limite quand n augmente indéfiniment. Nous désignerons cette limite par c.
D'après un théorème élémentaire sur Jes suites, on peut encore définir c comme la limite de
et nous pouvons de suite faire la remarque, qui nous sera plus tard utile, que, pour une équation correspondant à une fonction A'(^) plus grande que A(.^), on aura une limite d qui sera plus grande c|ue c.
o. Cherchons à comparer Ua{x) à y/W^. On a
d'^ Ufi . , .
et, par suite,
Un{0C)=—J A{z)Un-i(z){x — z)dz
x — ar^, .
"^2nr^ / ^'K^)Un-x{z){h-Z)dz.
On en conclut
\Un{x)\< \ k{z)u„.,{z){b-z)dz.
Or de l'inégalité
a et 3 étant deux constantes quelconques, on déduit
et, par suite,
H étant un nombre fixe. Or „'/'~"^ a -^ pour limite (pour /? = x)). On peut donc écrire
K étant un nombre fixe.
6. Nous allons, des résultats précédents, déduire des conséquences extrêmement importantes. D'après l'inégalité du paragraphe précédent, la série
convergera uniformément dans l'intervalle (a, 6), si la série de
terme général
est convergente. Or, dans cette série, le rapport d'un terme au précédent a pour limite c; par conséquent, 5/ c < i , les approximations successives convergeront^ et il j aura dans l'intervalle (a, h) des intégrales de l'équation restant toujours positives. Si c est supérieur à l'unité, la série
Wo -f- ?<1 ^ . . . -i- U,i^.. .
ne peut converger uniformément dans l'intervalle (a, b). Car autrement, puisque
\\,i=j A(x)un(x)dx,
Ih série
serait convergente, ce qui n'est pas, puisque le rapport -^ij^ a c pour limite.
Chacun des quotients
étant plus petit que un, le produit
Cl r, c,
ln =
décroît avec n, et tend, par suite, vers une limite pour n =y:. Cette limite sera différente de zéro; on a, en effet,
ce que l'on peut écrire
C Kxpl^^^dx = .^
et comme on conclut
r\, .Unix) 1
ce qui n'est autre chose que l'inégalité
Or W,i = Cl r^ » . . c,i Wo ; donc
W2 rf
\V2rt C1C2 C^C'i C2,i-lC2n'
par conséquent, le quotient z^rj-^ décroît avec n; il a donc, puisqu'il est supérieur à rr? une limite différente de zéro. Il en ré-
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suite encore que le produit
Cl Ci C-in
a une limite différente de zéro, puisque -^^- < i . Or on a
Cj _ Cl C.2 Ci C C2 Ci Cs
^3 _ ^3 Cù
C Ce Cj.2
gp _ c-o ClO c ~ Cio C20
et, par suite, le produit
Çi^ £3 ^5 c c c
a pour limite la limite de l'expression (a), c'est-à-dire une expression différente de zéro. Il en sera alors évidemment de même de
C-2 Ci Cfi C C C
et, par suite, de ).„, comme nous voulions l'établir. 8. Nous allons montrer que
Un,
a une limite différente de zéro, quand n augmente indéfiniment.
Soit
et posons
w;,= / k{x)u'„dx,
on aura évidemment
Cl c„
p. — III.
Par suite, d'après le paragraphe précédent, on est assuré que WJ, a une limite pour A^ = go.
Ona ^
Puisque 'W',^ tend vers une limite, il est certain que le second membre est inférieur à toute quantité donnée à l'avance, si n est suffisamment grand . Or on a
I AUcc)( n'a — Un^kY dx<M I A{x){ u'„ — u'a+kY dx,
M désignant le maximum de A(j:); par suite, l'intégrale du premier membre est aussi très petite, pour n suffisamment grand. Enfin, de l'inégalité analogue à celle que nous avons déjà considérée
on conclut
/ vV (37) ( u'„ — u'„+k) {b — x)dx\ ' «Ai '
</ k^{x){u'„-u'„+,,Ydx {b — xydx.
Or le premier membre de cette inégalité est supérieur (§ 5) à la valeur absolue de
pour toute valeur de x comprise entre a et b. Par suite, on peut trouver une valeur de n telle qu'à partir de cette valeur, on ait
£ étant une quantité donnée à l'avance aussi petite que l'on voudra. L'existence de la limite de u'„{x) est ainsi établie.
La fonction u„{x) converge, d'après ce qui précède, uniformément vers sa limite u'. Il est essentiel de remarquer que u'{x)
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n'est pas identiquement nulle. On a, en effet,
W;,= ^ k{x)u'„dx.
Or nous avons vu que la limite de la constante W^ était différente de zéro; donc la limite de u'^ ne peut être nulle. La limite z/(^) satisfait à l'équation différentielle
d-u 1 » , , dx- c
et elle s'annule aux deux extrémités de {a, b).
9. Une remarque importante est à faire sur la quantité c, qui a joué un rôle si important dans ce qui précède. Considérons les expressions
5o{u)=f \(x)ii^'dx. i,{ii)= f f~ydx.
OÙ u désigne une fonction quelconque continue, ainsi que -r-r
dans l'intervalle (a, b). et s' annulant aux deux extrémités de l'intervalle. Soit, d'autre part, la série
u^ + Ujv -T- «2 A- -f- ... H- U,i /i« -f- . . . .
ordonnée suivant les puissances de la constante k. Puisque — ^ a
une limite déterminée différente de zéro, le rapport d'un terme au
précédent a pour limite
ck.
et la série précédente sera convergente tant que
Désignons par U la limite de cette série; c'est une fonction de X prenant pour x ^^ a et pour x ^=^ b [es valeurs w/i, et qui satisfait à Téquation
dx \} dx j
Or, partant de l'identité
(du _u dVy d_ fu^ d\3\ \d~^ ~ V dx) '^ dx\V dx J
on aura de suite et, par conséquent,
J, — /Jo>0.
Le quotient ^^^ ^^t donc, quelle que soit la fonction u satisfaisant aux conditions indiquées, supérieure à toute quantité A inférieure à -• Ce quotient ne peut donc prendre une valeur
plus petite que -• Cherchons la valeur de
Jo(m')'
u' étant la fonction du § 8, qui s'annule pour a et b et satisfait à
l'équation
d- a' I 1 / N r dx'^ c
L'identité donne immédiatement
le minimum - du quotient
est donc atteint pour u = u' .
10. On pourrait se poser, au point de vue du calcul des variations, le problème de rechercher la fonction u s'annulant en a
et b et rendant niinima le quotient
Quand on applique la méthode des variations, on suppose toujours que le minimum est atteint, les questions d'existence de fonctions réalisant effectivement le minimum étant toujours laissées de côté. Soit donc une fonction a, s'annulant en a et ^ et rendant minimum le quotient précédent. Soit m ce minimum.
Nous avons à écrire que la variation du quotient est nulle, ce qui nous donne
Jo(m)8Ji(«) — Ji(m)oJo(w) = o ou
oJi(w) — /?ioJo(«) = o.
Or
r^' du dou ^ r'' d^u ^ ^
— il —, -, — dx = — •>. I -,-— ou dx.
. f dx dx . I dx-
On a donc
/ -y-^ H- m \{x)u ou dx = o,
d'où il résulte que la fonction «, satisfaisant aux conditions indiquées, vérifie l'équation
dr^u . . ^
dx-
Ce résultat est bien d'accord avec ce que nous avons obtenu plus haut.
11. Nous avons, dans ce qui précède, considéré un intervalle fixe (a, b). Supposons maintenant que, a restant fixe, on fasse varier b(b^a). La fonction A(jc) restera, bien entendu, positive pour toute valeur de x à partir de <7, pour laquelle nous aurons à la considérer.
Un premier point à peu près évident est que la limite c croît
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avec rintervallc («, b). On peut, en effet, définir c comme la limite de
['après un théorème élémentaire sur les suites. Or
/> W„ = / \{x)u,i dx.
Soit ùi "^ b; on aura
W/j = / A ( ^' ) ujt dx.
Or, de a à ^, on a nécessairement
U}i > Un,
comme on le voit de proche en proche à partir de u^ = «„= i . La limite c^ correspondant à l'intervalle (a, b^ ), est donc supérieure à la limite c, correspondant à l'intervalle (a, b).
Or pour b^ très voisin de «, on a évidemment c très voisin de zéro. Quand b s'éloigne de a, la limite c grandit. Tant que
les approximations successives convergent (§ 6), et une intégrale s'annulant pour a et b est identiquement nulle. Quand, b continuant à s'éloigner de a, on a
nous arrivons au cas limite extrêmement intéressant. Nous avons alors une fonction u', non identiquement nulle, s'annulant aux deux extrémités de l'intervalle (a, b) et satisfaisant à l'équation différentielle proposée
Quand, b continuant à croître, c devient plus grand que un, nous sommes assuré que les approximations successives ne convergent plus, et qu'il n'y a plus d'intégrales restant toujours positives dans (a, b).
Dans le cas particulier très simple où A(^) se réduit à une con-
stante A, on trouve immédiatement la longueur de l'intervalle minimum correspondant à une intégrale s'annulant aux deux extrémités. Soit l'équation
g+Aj^o (A>o):
l'intégrale générale étant
P sin(a7 /a h- 3t), l'intervalle cherché sera
et nous avons, par exemple, lïntégrale sin(j;y/A), restant positive de 0 à -^) et s'annulant pour ces deux valeurs.
ll2. Considérons une intégrale s'annulant pour x = a, et cherchons à la suivre quand x grandit à partir de a. Elle s'annulera la première fois pour la valeur x ■= b dont nous venons de parler (pour laquelle c = i). Arrivé à. x = bj nous nous trouvons dans les mêmes conditions qu'au point de départ. L'origine des intervalles étant maintenant 6, à ce point b correspondra un intervalle bb'^ pour lequel la limite c' sera égale à l'unité (il pourra, d'ailleurs, arriver que b' n'existe pas, la limite c' étant toujours inférieure à iin^ si grand qu'on prenne l'intervalle à partir de b). Notre intégrale aura donc la nouvelle racine k x = b', et l'on continuera ainsi indéfiniment, si la fonction A(j:) est définie pour toute valeur de x. On voit donc comment on pourra, de proche en proche, faire l'étude de l'intégrale.
II. — Introduction d'une constante arbitraire dans Téquation différentielle (0-
13. Nous allons considérer maintenant une équation différentielle linéaire du second ordre dépendant d'un paramètre arbi-
(') J'ai résumé ce Chapitre dans iiiic Note des Comptes rendus : Sur les équations différentielles du second ordre renfermant un paramètre arbitraire (19 février iSg'i).
traire, et, pour nous rapprocher du cas étudié dans la Section précédente, prenons l'équation
où A(^) est une fonction />05i7iVe dans l'intervalle (a, b) el k une constante. Nous pouvons former une intégrale de cette équation,
prenant pour x = a, ainsi que sa dérivée ~, des valeurs numériques arbitrairement données. Soit
cette solution, qui dépend manifestement aussi de k, et qui, d'après un théorème général précédemment établi (Chap. V, §5), est une fonction de k holomorphe pour toute valeur de A\ Envisageons de même une seconde solution
qui correspond à un second système de valeurs numériques initiales de j- et ^. On suppose seulement que les systèmes de valeurs numériques ne soient pas, dans les deux cas, proportionnels, de manière que les deux solutions soient distinctes. Une solution quelconque sera de la forme
Cf. el ^ étant des constantes arbitraires. Nous pouvons choisir a et ^ de manière que cette solution prenne, pour œ =^ a et x = b, des valeurs déterminées d'ailleurs arbitraires. Il n'y aura d'exception que si le déterminant des deux équations du premier degré est nul, c'est-à-dire si l'on a
(2) ri(«, ^^)72{b, /O -ri{b, k)y,{a, k) = o.
Si k satisfait à celte relation, on pourra choisir a et [3 de telle sorte que la solution
s'annule en « et b. On aura donc, pour les valeurs de k satis-
faisant à V équation (2), une intégrale de V équation (i) s^ annulant en a et h^ et qui n est pas nulle identiquement.
14. Le premier membre de réquation (2) étant une fonction de A', liolomorphe dans tout le plan, les racines ne pourront former qu'une suite discontinue.
Montrons que les racines de Téquation (2) ne peuvent être que des quantités positives. Nous allons voir en effet que, pour une valeur imaginaire ou négative de A", il ne peut y avoir d'intégrale s'annulant aux deux extrémités sans être nulle identiquement. La chose nous est connue pour les valeurs négatives (Chap. V, § 13). Quant à ce qui concerne les valeurs imaginaires, nous aurions, en
posant
y — Uy-\- iu.^. k = k' -{- ik" .
— —^^ H- (A- ^ ik")X(x){ui-{- m,) = o
et, par suite, on aurait
^^ -h k' A{x)ui- k" X{x)u, = o,
d^ II-
——■ -h k' k{x)ui-~- k" k{x)ui= o,
la solution (w,, u-^) s'annulant en a et b. Ceci est impossible; car des deux équations précédentes on tire
/ k" k{x){u\-^ ul)dx = 0]
w, et U2 seraient donc identiquement nuls, si A "^ o.
lo. L'existence d'une suite indéfinie de quantités positives A"i, A"2, . . . , A/j, (A-« augmentant indéfiniment avec /?), pour lesquelles l'équation
^,+AvA(^)^ = o
a une intégrale nulle aux deux extrémités de (a, h) sans être identiquement nulle, peut s'établir simplement comme il suit.
Tout d'abord, le premier terme de la suite que nous désignons par k^ a été déjà considéré dans la Section précédente; il est l'inverse de la quantité c, qui a joué dans cette Section un rôle si important. En effet, tant que l'on a
les approximations successives convergent dans l'intervalle (a, b) pour l'équation
et il n'j a pas d'intégrale nulle aux deux extrémités de l'intervalle [sanï zéro). Nous savons, au contraire, que pour
il y aura une telle intégrale.
Faisons maintenant croître k à partir de /«i {fig. i ); nous au-
Fig. I.
rons une intégrale telle que aQb' s'annulant en a et b' ^ ce dernier point étant à gauche de 6, et une intégrale bC'a' s'annulant en b et en a'. Gomme ces intégrales ne sont déterminées qu'à un facteur près, je puis figurer l'une au-dessus de Ox, l'autre au-dessous. Continuons à faire croître k', a' marche vers la droite et b' vers la gauche. A un certain moment ils coïncideront en un point a, et, comme les intégrales dessinées ne sont déterminées qu'à un facteur près, on peut les choisir de telle sorte qu'elles se raccordent en leur point commun. On aura alors \di fig. 2 et les deux courbes dessinées correspondent à une même intégrale. Nous concevons
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donc ainsi l'existence de la seconde valeur Ao pour laquelle il y aura une intégrale nulle en a et 6; cette intégrale s'annule une fois entre a et h.
Fig. 2.
On continuera à raisonner de la sorte. On aura, k étant un peu supérieur à Ao, le dessin suivant d'intégrales {fi g. 3) : le point y
Fis:. 3.
marchera vers la droite et ô vers la gauche à mesure que A grandira, et pour une certaine valeur de A', soit A3, on aura \^fig. 4,
Fis
et l'on peut choisir la constante dans l'intégrale partant de h (de b en s) et dans l'intégrale partant de a (de a en e) de manière à avoir, par l'ensemble des deux, une seule intégrale. Nous arrivons donc ainsi à une valeur k^ pour laquelle il y a une intégrale nulle en <7 et ^; cette intégrale s'annule deux fois entre a et h. On continuera ainsi indéfiniment, et l'on démontre ainsi l'existence d'une suite
de nombres grandissant indéfiniment, et correspondant aux valeurs de A pour lesquelles l'équation
a une intégrale nulle en a et h. Il est clair que kn augmente indéfiniment avec /i, caries intervalles aa, as, . . . vont en diminuant
indéfiniment. D'ailleurs, ces nombres étant les racines de l'équation transcendante (2) dont le premier membre est une fonction entière de k ne peuvent avoir pour point limite un point à distance finie.
16. Ceci posé, envisageons rinlégrale u de l'équation (i) prenant en a et ^ des valeurs numéi'iques A et B données d'ailleurs arbitrairement. Nous regarderons l'intégrale u comme fonction de k; cette fonction de k sera évidemment uniforme dans le plan de la variable complexe k et elle aura pour pôles les termes de la suite (S).
Nous allons montrer que ces pôles sont des pôles simples.
Ecrivons l'équation
Elle admet une intégrale jTq s'annulant en a et ^, et soit Yq une seconde intégrale distincte de la première et, par suite, ne s'annulant pas pour X ^= a. Soit maintenant l'équation
Cette équation admet deux intégrales y et Y prenant respectivement, pour X = a^ ainsi que leurs dérivées premières, les mêmes valeurs queyo et Yo, et leurs dérivées premières. D'après le théorème général, déjà plusieurs fois appliqué, ces intégrales seront des fonctions entières de [jl, et l'on aura le développement
(4) r=7o+7i;-^+--., Y = Yo-f- Yi[a+...,
y^^ y-i^ •••?Y^,Y2, ... s'annulant nécessairement pour jt = a. Une intégrale u de (3) est de la forme
Cherchons à déterminer les constantes a et [B de manière que cette intégrale prenne pour a el b les valeurs A et B. On a les deux équations
pYo(a)=.A, a[7i(^>)iJL-K...] + fJ[Yo(^.)+...] = B.
On voit donc que ^ est une constante par rapport à u. et que 7. admet le pôle ui = o. Ce pôle sera simple si l'on a
Nous allons établir qu'il en est bien ainsi. On a les deux équations
-^ kik{x)y\ = o,
-^ + A-/ A(.r)jKi 4- A(^)jo = O,
obtenus en substituant dans (3) les développements (4)- Or, des deux équations précédentes, on conclut
La première intégrale s'effectue immédiatement; elle serait nulle, si l'on avait y, (6) = o, et l'on serait alors conduit à une absurdité. Nous arrivons donc à la conclusion que ki est un pâle simple de u.
17. Nous arrivons maintenant au calcul des quantités A\. Tant que k sera inférieur à A", , on aura pour u le développement
u = Ua-i- iiik -i- . . .-{- Un /c" -h ,
Uq prenant en a et 6 les valeurs A et B et les autres u s'annulant aux deux extrémités de l'intervalle . Ces divers coefficients sont des fonctions de x déterminés de proche en proche par les équations
d-ii^ d-iii , , ,
d^Un
•' dx^
Formons les constantes
Vn= f Uoix) Un(x) \{X) dx,
qui présentent la plus grande analogie avec les quantités W/^ con-
sidérées au § 3 de ce Chapitre. Dans ce cas Uq se réduisait à l'unité, tandis qu'ici Uq dépend de x et peut être de signe variable. Quoique Uq et u,i ne soient pas nécessairement d'un signe invariable dans («, 6), toutes les constantes U,/ sont positives; on le voit de suite en remarquant que
U2« = / A(a;)uldx et U.2«-+-i = /
et 1 on a aussi
dx dx ' '
Um-f-,i= / u„iU,iA{^) dx ~ I
la dernière égalité supposant m ^ o.
On établira, comme au § 4 de ce Chapitre, les inégalités
mais, arrivé à ce point, nous devons modifier un peu les raisonnements. Il est clair que ^^^^ doit tendre vers une limite; sinon ce quotient grandirait indéfiniment avec /i, et la série
U 0 + Ui A- -+- . . . H- U„ /c'^ + . . .
ne serait convergente pour aucune valeur de k] or, cette série est égale à
iio(iio-^ iiik^. . .4- Unk"-h. ..) k{x)dx,
qui a un sens déterminé pour k < A,. La limite de ---- est doncau plus égale à -.-'
D'autre part, nous pouvons, comme au § 5, comparer
\lin\ à v/U2«.
La relation
donne pour u,i une somme de deux intégrales et, si l'on écrit l'équation
on aura
les conditions aux limites étant zéro pour A. Il en résulte, d'après le § o, que
\UA^)\< f k{z)\Un-,{z)\{b-z)dz.
Le reste de l'analyse de ce paragraphe est alors applicable, et l'on aura
\Ua{0c)\<K.^\hn.
K étant un nombre fixe. Il résulte de là et de ce qui précède, que les deux séries
lia -h ?<i /v -h . . . -h u,i k'^ -f- . . . ,
ont même cercle de convergence; donc
lim = j- (pour n = x).
18. Nous allons maintenant'calculer Ao. Puisque A", est un pôle simple de u, nous pouvons écrire
u = j- H- To H- (^1 A- -i- , . . H- f „ A« -h . . . ,
la série du second membre étant convergente jusqu'à /i=A\2. La comparaison de ce développement avec
u = «j-j- z/jA -f-. . .4- w„A»-h. . .
donne
et, par suite,
ii'= \im(iink'l),
car \im(i^,ik") est nécessairement nulle. Nous pouvons donc re-
garder u' comme connu et, par suite, les i>. Ces dernières fonctions satisfont au système d'équations, résultant immédiatement du système auquel satisfont les ii^ et de l'équation
a savoir :
-^- —kik{x)u =o,
Tous les p, sauf Cq, sont nuls en « et ^, et Vq prend en a et b les valeurs A et B.
Nous formerons alors la suite des quantités
V/i= / VQ{x)v,i{x)k{x)
dx^
et, sans rien changer à l'ensemble des raisonnements, on démontre que
Il m
Nous calculons donc ainsi la seconde valeur singulière /%. 19. On peut continuer ainsi indéfiniment. On aura
^'o + t^i A" 4- . . . H- v,i k'^ + . . . = -\- Wq-\- Wi A- H- ... + w,i k" 4- . .
la série du second membre étant convergente jusqu'à A' = A3. On obtiendra v' par la formule
ç'=\im{vnk1),
et les constantes
conduiront à la troisième valeur A'3, et ainsi de suite.
Nous avons donc obtenu le résultat que nous avions en vue. Les valeurs singulières kt peuvent être obtenues de proche en proche par un calcul régulier, ainsi cjue les intégrales nulles aux deux extrémités de {a, b) correspondant à ces valeurs singulières.
20. Nous nous sommes borné, dans ce Chapitre, à une équation particulière pour avoir des résultats très simples. On pourrait, d'une manière plus générale, considérer une équation
(^^ ^ + [A-A(^) + Ai(x)]g+[A-B(^)H-B,(:r)]j..o,
les A. et B étant continues dans un intervalle («, b).
Il n'y a, pour cette équation, d'intégrale s'annulant aux deux extrémités de l'intervalle, sans être identiquement nulle, que pour une suite discontinue de valeurs de A, racines d'une équation
G(Â:) désignant une fonction entière.
L'intégrale de l'équation (5), prenant en « et 6 des valeurs données, est une fonction uniforme de k dans tout le plan de cette variable et ayant pour pôles les racines de l'équation (6). La démonstration de cette proposition peut se faire par la même voie que pour l'équation spéciale sur laquelle nous venons de nous arrêter. Nous aurons d'ailleurs à revenir sur des questions de cette nature qui se rencontrent fréquemment en Physique mathématique.
3o CHAPITRE \lï
ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES
I. — Discussion des intégrales passant par deux points pour une classe d'équations du second ordre.
1. Les conditions d'application de la méthode des approximations successives sont très diverses suivant les classes particulières d'équation qu'on étudie. Considérons ici l'équation
et supposons que, œ étant dans un certain intervalle, la fonction /{a',y), définie pour toute valeur de j, croisse constamment avec y et que Von ait identiquement
Il est clair que, dans ces conditions, fi^oc^y) sera positif quand y sera lui-même positif. Nous allons supposer, de plus, que la dérivée toujours positive
décroît quand y augmente.
Ces hypothèses faites, admettons qu'il existe une intégrale jk de l'équation (i), restant toujours positive (et non nulle) lorsque x varie entre o et ^, et ne s'annulant pas pour les valeurs extrêmes. Nous allons montrer que cette intégrale peut certainement être obtenue par la méthode des approximations successives.
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Partons à cet effet de la fonction jKo satisfaisant à l'équation
et prenant aux limites les mêmes valeurs que y. Les équations -successives
d-vy
dx-^
fi^^yù)
{yn prenant les mêmes valeurs que j^ aux deux limites) montrent que
Jo<J'i<...<J'«.
11 faut montrer que y^ a y pour limite. Or considérons le quotient
y — vo y
D'après l'équation
y est plus grand que ro, et, par suite, le rapport précédent est plus petit que l'unité et n'atteint pas ce nombre : soit q son maximum ; on a
Ceci posé, l'équation
d-{y—yi) , r, . ^,
— 5^i ^f(^,y) -fi^o'o) = o
donne
y-y^= f ^U{^,y)-f{^-,yo)-\U-j'\dz (2) <; ^- » ^J
-^l [f(-,y)-fi^,yo)]{b-z)dz,
en remplaçant, sous les signes d'intégration, dansj etj),,, x par z.
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Mais nous pouvons écrire l'inégalité
f(z.y)-f{z,y,) ^ /;(^, ^i)(.r-.ri) ^ .r-.ri^
car ^, > io- Or, de l'égalité
r-yo = f^f{z,y) (i - f ) ^-- + -^ j^ f{z,y) {b - z) dz,
rapprochée de l'égalité (2) et de l'inégalité
f(^^y)—f{z^yo) ^ fy(^-ti)(y — yo) y - yo J\^,y) fyi^.'^^Jy ^ y ^^'
on conclut
On aura de la même manière
y—yi
't ainsi indéfiniment
y—yn
y—yn-i De ces inégalités, on déduit
y~yn<yq"^^'
Cette inégalité établit bien que yn converge uniformément vers y. C'est ce que nous voulions établir.
2. Nous avons maintenant à rechercher les intervalles dans lesquels on peut être assuré d'avoir une intégrale toujours positive, et chercher en particulier s'il est possible d'avoir une intégrale s'annulant aux extrémités d'un intervalle sans être identiquement nulle. Nous avons dit que la dérivée toujours positive
fy{^,y)
allait constamment en décroissant quand y augmente, lorsque x a une valeur fixe quelconque dans un certain intervalle. Pour
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y = Dc, cette fonction aura une valeur déterminée; posons
on aura donc
Q(j:) pouvant être identiquement nulle.
3. Avant d'aller plus loin, rappelons un théorème, obtenu au Chapitre précédent, sur les équations différentielles linéaires. Etant donnée l'équation linéaire
(3) ^-i-Fix)y = o,
où la fonction P(^) est positive et définie pour un champ suffisamment grand de valeurs de ^, il existe une quantité a, telle que, dans tout intervalle (o, a') où a'< a, une intégrale nulle aux deux extrémités est identiquement nulle. Pour l'intégrale (o, a), au contraire, il existe une intégrale s'annulant aux deux extrémités et qui n'est pas nulle identiquement. Dans l'intervalle (o, a') la méthode des approximations successives conduit à une série convergente.
Si Ton considère une seconde équation de même forme
à cette équation correspondra un intervalle (o, ,3). Si Ton a
on aura nécessairement
i. Ceci posé, revenons à l'équation
Proposons-nous de montrer qu'^Y existe une intégrale (ne s'annulant pas identiquement) s'annulant
pour X = o et pour x = a,
a étant compris entre a et ^3.
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Cette intégrale va nous être fournie par la méthode des approximations successives. Nous partons d'une fonction arbitraire, toujours positive, s'annulant pour o et pour a j nous allons montrer d'abord que la série des approximations successives est convergente. Considérons à cet effet une quantité positive s assez grande pour qu'en posant
la quantité, analogue à la lettre a du numéro précédent et relative à l'équation
soit supérieure à a\ ceci est possible puisque pour s = :/d la fonction R(^) se réduit à Q(^).
Ceci posé, cherchons l'intégrale de l'équation (E) prenant pour ^ = o et pour ^ = a la valeur £. La méthode des approximations successives nous fournira une suite de fonctions croissantes
Jo = £, y\. y^, ..., y,n •.••
Il est aisé de voir que cette suite a une limite. On a, en effet,
d'H.r>,— Vn-}) ., N /./ N
-j^^ — - +/(-^. rn-i) -/(^,.r«-2) = o.
Or
puisque j^/i_, eiyn-2 sont supérieurs à £. Or la série des approximations successives converge pour l'équation linéaire
Il en est donc a fortiori de même pour l'équation (E).
Nous venons de trouver l'intégrale de l'équation (E) prenant pour .r = o et ^ = « la valeur s, s étant une constante suffisamment grande. Nous voulons avoir l'intégrale de l'équation prenant la valeur zéro aux deux extrémités. Or partons d'une fonction s'annulant aux deux extrémités et inférieure à s ; puisque les approximations convergent dans le cas qui vient d'être examiné ci-dessus, elles convergent nécessairement encore dans le cas actuel.
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jVous obtenons donc, par la méthode des approximations successives, une intégrale s'annulant pour x=^o et pour x = a. Une objection importante se présente toutefois immédiatement: l'intégrale que nous venons de trouver n'est-elle pas identiquement nulle?
Nous allons établir qu'il n'en est pas ainsi.
Montrons d'abord qu'on peut trouver une fonction continue j>'o de X, s'annulant pour ^ = o et pour ^ = a, et telle que dans l'in-
lervalle (o, a)
d'-Vo j., .^
-j^ +/(^,ro)>o.
Soit r, une quantité positive, et posons
Nous pouvons prendre r, de telle sorte que la quantité a,, correspondant à l'équation linéaire
soit égale à a. Désignons alors par yo la fonction continue satisfaisant à cette dernière équation entre o et a et s'annulant pour ces deux valeurs; de plus, comme elle n'est déterminée qu'à un facteur près, nous la prenons telle qu'elle ne dépasse pas t,. Nous avons ainsi une fonction continue parfaitement définie, telle que
nous allons la prendre pour commencer les approximations successives. La seconde fonction y, est déterminée par l'équation
et par la condition de s'annuler pour ^ = o et pour x = a. Il est facile de voir que
y i> ro-
si nous écrivons, en effet, Vi = i'o^ ^^? nous aurons
d-n d-\vo
dx-^ dx'^
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La somme des deux derniers termes est positive; X s'annulant aux deux extrémités de l'intervalle (o, a) sera donc positif dans cet intervalle. Nous aurons donc bien l'inégalité annoncée. Du moment que y, >jro7 on awra
et ainsi de suite. L'intégrale cherchée y sera donc supérieure à y^ ; elle ne sera pas identiquement nulle.
En définitive, nous avons démontré dans ce paragraphe qu'^V existait une intégrale de V équation
S annulant pour x^=^o et pour x ^ a^ et toujours positive dans cet intervalle.
5. L intégrale dont il vient d^être question est unique. Ceci est une conséquence de l'analyse du n° 1. A la vérité, l'intégrale toujours positive y^ que nous avons considérée dans ce numéro, ne s'annulait pas aux deux extrémités; le raisonnement subsiste sans modification si l'intégrale s'annule seulement à une des extrémités, soit pour ^ = o, et si l'on suppose, de plus, que
-^- ne soit pas infinie pour ^ = o. Il est évident d'ailleurs que — - ne
sera pas nulle pour ^ = o, car autrement y serait identiquement nulle. Si nous prenons alors le rapport
du n° 1, ce rapport sera plus petit que l'unité même pour ^ = o,
car
( yo\ tann^O' x:^o\y J tangO
9 et 9' désignant deux angles aigus différents de zéro et de - et l'on a
O'IO
Si l'intégrale toujours positive y s'annule aux deux extrémités de l'intervalle, le raisonnement doit être modifié, car on ne peut
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faire les approximations successives en partant de la fonction Ko satisfaisant à l'équation
On suppose que Ton parte de la fonction y^ considérée à la fin du numéro précédent, pour laquelle
t?-/(^,ro)>o.
On peut de plus supposer que j)'o<J" {yo n'étant déterminé qu'à un facteur près).
Nous pouvons affirmer alors que l'expression
reste moindre qu'un nombre q plus petit que l'unité, puisque pour
^ = o et X =z a la limite de — ne peut être nulle. Il n'y a plus
alors qu'à raisonner comme au n° 1 pour voir que jV/ a nécessairement une limite, et cette limite est j^. Cette intégrale y est donc unique.
6. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que a était distinct des valeurs extrêmes a et ,3. Montrons que l'intégrale tend vers zéro quand a tend vers a. Nous allons raisonner comme au n° 4, quoique dans des circonstances un peu différentes. Nous pouvons prendre la constante £ assez petite pour que, ayant posé
l'intervalle a' dans lequel s'applique, pour l'équation
la méthode des approximations successives, soit aussi peu supérieur que l'on voudra à a. Choisissons alors a entre a et a'. D'après le n*" 4, l'intégrale y de notre équation
^SE UBR^^
OPTHE
77^-^/(^.j) = o (UNIVERSITY
CIIAPITHE Vil.
est moindre que l'intégrale, prenant pour x ^= o et ^ = a la valeur £, et obtenue comme limite des approximations convergentes
Or on voit que chacun de ces j^ est de l'ordre de e, c'est-à-dire peut se mettre sous la forme du produit de £ par une fonction restant finie; notre intégrale jk est donc elle-même de l'ordre de £• comme on peut faire tendre £ vers zéro à mesure que a se rapproche de plus en plus de a, il en résulte que l'intégrale j^ tend vers zéro, comme nous l'avons annoncé.
Supposons maintenant que a tende vers fj. Nous aurons recours alors à la seconde partie du raisonnement du n" 4. Puisque a est très voisin de [3, nous pouvons prendre la quantité 'r\ extrêmement grande. Supposons de plus que le maximum de la fonction j'o soit précisément t^, ce que nous pouvons toujours réaliser, puisque jKo n'est déterminé qu'à un facteur près. Dans ces conditions, notre intégrale atteindra certainement une valeur supérieure à 'r\. Gomme r\ est aussi grand que l'on veut, si a est suffisamment rapproché de [îi, on voit qu'il n'y a pas d'intégrale continue (sauf j/ = o) s'annulant pour .r = o et pour x =■ ^. Pour une valeur fixe quelconque de X (distincte de o et a) la valeur de l'intégrale y de l'équation
s'annulant pour o et pour a, augmente indéfiniment quand a tend vers p. Il résulte encore de ces considérations que, pour l'intégrale y correspondant à a, la valeur de la dérivée -j- pour x := o
varie d'une manière continue de zéro à l'infini quand a varie de a à [3.
7. Dans tout ce qui précède, nous n'avons étudié que les intégrales restant toujours positives (ou nulles). Pour étudier d'autres intégrales, il est évidemment nécessaire de faire des hypothèses sur la nature de la fonction /(.r,j^) et de ses dérivées pour y né-
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galif. Supposons encore que cette fonction, qui s'annule' pour y=o, croisse toujours en même temps que y, et que la dérivée
toujours positive, ait un maximum pour y = o, et n'ait ni minimum ni autre maximum. On pourra alors étudier toutes les intégrales de Féquation. Faisons seulement, pour le moment, la remarque que l'intégrale étudiée aux n*^' 4 et o, et qui s'annule pour ^ = o et pour X = a, ne sera pas nécessairement unique si l'on ne la suppose pas toujours positive dans l'intervalle (o, a). D'une manière plus générale, une intégrale n'est pas nécessairement déterminée dhine manière unique dans V intervalle (o, a) par ses valeurs initiale et finale; nous allons toutefois montrer qu'il en sera nécessairement ainsi dans le cas où
Soient, en effet, y et z deux intégrales supposées distinctes satisfaisant aux mêmes conditions. On aura
ou
). étant compris entre y et g. Or on a
Il en résulte que l'intervalle, partant de zéro, dans lequel une intégrale s'annulant aux deux extrémités est identiquement nulle, est plus grand pour l'équation
que pour l'équation
Il est dès lors évident que les deux intégrales coïncident (' ).
(») Pour l'extension à un nombre quelconque d'équations des résultats de cette Section, on pourra consulter mon Mémoire de 1898 dans le Journal de Mathématiques.
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II.— Quelques cas particuliers. Exemples de solutions périodiques. 8. Reprenons l'équation
en faisant les mêmes hypothèses que dans la Section précédente. Ces hypothèses étaient relatives à y positif. Si nous voulons étudier des intégrales devenant négatives, il est indispensable de compléter ces hypothèses. Supposons donc que l'équation obtenue en changeanlj/ en — y, c'est-à-dire l'équation
rentre dans le même type que l'équation (E), pour y positif.
Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré de pouvoir suivre une intégrale quelconque pour toute valeur de x^ si, bien entendu, nous supposons /'(.5?, y) définie et continue pour toute valeur réelle de x. L'équation (E) appartient, en effet, au type d'équations au sujet desquelles nous avons démontré (§3) un théorème général.
Toute intégrale de V équation (E) devra nécessairement s'annuler. Supposons, en effet, qu'une intégrale ne s'annule pas à partir de ^2" = o. Désignons encore par a et ^ (n*^ 4) les deux nombres relatifs à .^ = o, qui ont joué un rôle fondamental dans toute la théorie de la Section précédente. Si l'intégrale considérée ne s'annule pas à partir de .r = o, nous aurons une intégrale restant toujours positive et différente de zéro dans un intervalle (o. A), h étant supérieur en [3. On pourra alors obtenir une intégrale, non identiquement nulle, s'annulant pour ^ = o et pour ^ = A, et restant toujours positive dans cet intervalle, ce qui est en contradiction avec les résultats précédemment obtenus, puisque c'est seulement dans l'intervalle (o, a), oi^i
que l'on peut déterminer une intégrale s'annulant aux deux extrémités et toujours positive dans l'intervalle.
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On peut encore démontrer de la manière suivante le théorème précédent, en remarquant que, si a est inférieur à |3, mais en est très voisin, l'intégrale qui s'annule pour ^ = o et pour x ■=^ a devient très grande (n" 6); la courbe intégrale que nous étudions et cette seconde courbe intégrale auront donc au moins deux points communs, et, par suite, nous aurions deux intégrales positives prenant les mêmes valeurs pour deux valeurs de x^ ce qui est impossible.
L'intégrale s'annulant une fois devra s'annuler une infinité de fois, et, comme nous l'avons dit d'une manière générale, on pourra suivre sa valeur de proche en proche.
La courbe représentée par toute intégrale aura donc la forme d'une sinusoïde, et l'on peut dire que le problème de l'intégration pour l'équation (E) est résolu, si l'on entend par là qu'on peut suivre avec précision les valeurs de la fonction quand x augmente indéfiniment.
9. Soient deux valeurs ^o et x, de x{^Xç^<Cx^\ A un intervalle commençant en x^ correspondent pour l'équation (E) une longueur jj et une longueur a, en gardant toujours la même notation générale.
Considérons ensuite l'équation transformée de E
Pour cette équation en x\ nous aurons, pour un intervalle commençant à j;'=: o, une longueur jj' et une longueur a'. Supposons maintenant que les quantités
Xo, ^1— 3', 370 H- ?, ^1
soient rangées par ordre croissant de grandeur et que, de plus,
Nous allons montrer qu'«7 existe au moins une intégrale de Véquation s^ annulant pour x ^^ Xq et pou?' x^= x^. Désignons par \ une arbitraire comprise entre
Xi— '^' et 370+ ^.
Il y aura une intégrale toujours positive de l'équation (E) s'annulant pour œo et X; de même l'équation (E') admettra une intégrale toujours positive s'annulant pour x' =^ o et x' = x^ — ). et, par suite, l'équation (E) admettra une intégrale toujours négative s'annulant pour ^ = .t^ el x =^\. Les deux intégrales que nous venons de trouver peuvent-elles être la continuation l'une de l'autre? Il faut et il suffît que leur dérivée première ait la même valeur
pour X =^\. Désignons par 0 et 9' les angles compris entre o et -'
que font les tangentes aux deux courbes au point ^ = A, y =z o avec l'axe des x. L'équation
est une équation en )., puisque 0 et 9' dépendent de \. Il faut montrer que cette équation a une racine entre Xi — [i' et Xq-{- ^.
Or, quand x est très voisin de Xi — P', 9' est voisin de -, tandis que 9 a une valeur différente de ^j donc 9 — 9' est négatif pour cette valeur de x; au contraire, pour ^ voisin de ^0+ P? 9 est voisin de - tandis crue 9' a une valeur différente de - : la différence
9 — 9' sera alors positive. L'équation écrite ci-dessus aura donc au moins une racine correspondant à une valeur X, telle que
^1— P'<Xi<^o+p.
Est-on assuré que l'intégrale correspondante ne sera pas nulle identiquement? Oui, puisque autrement il faudrait que l'on eût à la fois
ce qui est incompatible avec nos hypothèses. Nous avons donc bien une intégrale non nulle identiquement et s'annulant pour X = Xq et X =z Xi] cette intégrale ne garde pas un signe invariable entre les deux valeurs extrêmes.
10. Occupons-nous maintenant d'un cas particulièrement intéressant : celui où la fonction y*(^,j>/) serait périodique par rapport à ^ et de période to. Considérons un intervalle (xq, ^0+ ^)- En supposant remplies les hypothèses du n^ 9, nous avons une
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intégrale s'annulant pour Xq et jCo-{- co. Cette intégrale ne sera pas en général périodique, car pour Xq et ^o+ ^'^ les dérivées n'auront pas la même valeur. En écrivant cette condition, on aura une
équation en Xq
A chaque racine réelle de cette équation correspondra une solution périodique.
L'étude des racines de cette équation sera, en général, extrêmement difficile. Je veux indiquer cependant un cas simple où l'on pourra établir l'existence d'une solution périodique. Reprenons l'équation
satisfaisant aux conditions des paragraphes précédents. La fonction f[œ^y) est périodique par rapport à .r et de période co. Supposons que
et que, de plus,
Partons de Xq = o. Si, comme nous l'admettons, les nombres a et j3 relatifs à l'origine comprennent entre eux - {fig- 5), il 3^ aura
Fis:. 5.
une intégrale de l'équation s'annulant pour j:: = o et ^ = — et qui
ne sera pas identiquemenl nulle. Je dis que cette solution sera une solution périodique.
Prenons, en effet, la courbe symétrique par rapport à .r == - ? j' = o, de la branche de courbe dont nous venons de parler. Il est aisé de voir qu'elle satisfera à l'équation différentielle.
En désignant par y = cp(^) l'équation de la première branche, on aura pour équation de la symétrique
Donc
el nous devons montrer que l'équation
— f{^ — ^)^f[x, - cp(w — :r)J = o est vérifiée. Or elle pourra s'écrire
Ç"(C0 — a7)-+-/[.r, cp(tO — ^)] zzzo,
et enfin, puisque /(^, y) =/(w — x, y),
cp"(w — X) +/[co — x,^{m — x)\ = (),
qui est manifestement vérifiée.
Indiquons un exemple. Soit l'équation
Nous regardons la fonction f{x, y) correspondante comme admettant la période 27r, c'est-à-dire que w = 271; on a bien en plus
L'équation rentre d'ailleurs dans la classe qui nous occupe actuellement. Il nous faut chercher les deux nombres a et j3 pour reconnaître si l'on a
Or a est le nombre relatif à l'équation linéaire et p correspond à l'équation linéaire
Nous aurons donc ici, pour la première équation,
dx^
iy = o,
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et, pour la seconde,
Pour la première équation, nous avons de suite a= ~; dans un intervalle moindre que -^ une intégrale s^annulant aux deux
extrémités est identiquement nulle. Pour la seconde équation nous ne pouvons trouver la valeur exacte de 3 (si ce n'est sous forme de série), mais nous pouvons avoir une limite inférieure de |â et cela nous suffira. Si, en effet, au lieu de la seconde équation, on envisage l'équation
cl\y ^_
le nombre ?> correspondant à l'équation ^ -|_ 1 j^-sin^j:- — o
sera plus grand que celui qui correspond à cette dernière équation. Par suite
Puisque a— '"^ et ,j>-y 2, nous sommes assuré que les ^/.> 1
inégalités a < - < 3 sont vérifiées.
Il existe donc une intégrale de période 1- pour V équation proposée, et nous pouvons l'obtenir sous forme de série convergente, par notre méthode d'approximations successives.
m» — Sur une classe d'équations à laquelle s'appliquent les procédés alternés.
12. Considérons maintenant des équations différentielles d'un type différent au point de vue des hypothèses relatives aux fonctions qui y figurent. Soit l'équation
où nous supposons, la fonction f(jc, y) toujours positive et croissant en même temps que y. On est assuré (Chap. V) qu'il P. - lir.
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ne peut exister qu'une seule intégrale de cette équation prenant des valeurs données pour ^ = « et pour x =^ b.
On peut supposer que ces valeurs données sont nulles, ce qui revient à remplacer j^ pary + ax+ [i en désignant par a et p des constantes convenables.
Appliquons alors les approximations successives, en partant de y^z=z o] on aura ainsi
tous les j^ s'annulant pour ^ = a et pour x^= b. On voit d'abord immédiatement que tous \.Qs y sont négatifs; on aura de plus
0>J.>JKi,
puisque /(.r,j^i ) <Cf{^, o). De même
Jl<r3<r2, r2>74>JK3,
et ainsi de suite, le sens des inégalités entre trois y consécutifs variant d'une ligne à la suivante. Les, y à indices impairs forment donc une suite croissante et les y à indices pairs une suite décroissante; d'autre part, tout terme de la première suite est inférieur à un terme quelconque de la seconde. Les y à indices impairs auront donc une limite u^ et il en sera de même des y à indices pairs qui auront une limite ç. Ces deux limites sont des fonctions de œ^ s'annulant en a et 6, et l'on aura
et comme on a
on aura
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si toutefois on admet que les y d'indices pairs et les y d'indices impairs tendent uniformément vers leurs limites r et u.
13. C'est une question intéressante de savoir si w = r. La réponse est certainement affirmative d'après un théorème général étudié au Chapitre Y (Section II), si V intervalle {a, b) est suffisamment petit. Mais en est-il ainsi en général? Pour répondre à cette question prenons l'équation très simple
qui rentre dans le type précédent. Considérons une intégrale s'annulant pour œ ^ o et négative pour a: positif et assez rapproché
de l'origine. On aura
y. étant une quantité positive inférieure à un. L'intégrale y ira en décroissant depuis j- = o jusqu'à la valeur loga qui sera son minimum; cette valeur minima sera atteinte pour
La seconde racine de Tintégrale y (après l'origine) correspondra donc à
ou. en posant loga = 3 < o,
dv
L'intégrale considérée y s'annule donc pour .r = o et œ ^ b'^ elle est négative et son minimum est loga.
Reprenons les équations relatives aux approximations successives
Si l'on suppose que^/^ converge uniformément vers j^, il arrivera.
à partir d'une certaine valeur de /z, que - ey'n^x différera très peu de 7 ey et sera, par suite, supérieure à
LZ_%i<>sa ou -(i — £),
en désignant par s une cpiantité positive fixe aussi petite qu'on voudra.
Considérons alors les équations
dx^
dX' 2
rt-Hiî
en prenant «/,_^, = j /^_^^ — y^-^ et les autres a étant déterminés par la condition de s'annuler en o et h. On aura
I "«+/' i < I yii+p — fn+p-i i , (/? = 2. . . . , x)
et la série de ternie général
{yn^p — yn^p-\) est, par hypothèse, convergente.
Or prenons la suite des équations
rZ2 ('„+=> , a
dx-
(l— z)Va^i = O,
les ç s'annulant comme les ii aux deux limites, et en ayant ('/2+I = ^^«+1- l-iGs V seront tous de même signe, tandis que les u sont alternativement positifs et négatifs; les u et v de même indice ont même valeur absolue. Par suite, nous pouvons écrire
\^n+p\<\yn+p — yn+p-ï\\
la série de terme général
sera donc convergente tant que | A | << i , puisque la série de terme général {fn^p — y„+p^\) k'^'^P est convergente dans ces conditions, étant convergente pour /r = i . Ceci revient à dire que la
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série des approximations successives converge pour l'équation
dx- 2 "
dans tout intervalle (o, 6'), y étant inférieur à b^ mais en étant aussi rapproché que Ton veut.
Or le champ correspondant à cette dernière équation est
Si donc cette expression est inférieure à h^ il en résultera que les approximations ne pourront converger vers y. Nous devons donc, par suite, voir si l'inégalité
peut être vérifiée. Nous allons montrer que l'inégalité est bien vérifiée si a est assez rapproché de zéro. Écrivons en efl'et
et dans le développement du binôme qui est sous le signe d'intégration, bornons-nous aux deux premiers termes, les termes négligés étant positifs comme les termes conservés; on a alors dans le second membre
OU, en remplaçant ^3 par loga,
Si donc riné2:alité
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est vérifiée, il en sera de même de l'inégalité (6) puisque £ peut être pris aussi petit qu'on veut. Or, en prenant a assez petit, nous
n'avons à comparer que les termes en —--, ce qui nous conduit à
inégalité qui est exacte.
Donc, pour a assez petit et, par suite, pour b assez grand, les approximations successives ne convergent pas vers V intégrale y.
Les deux limites u et ç du paragraphe précédent ne coïncident donc pas, en général^ comme nous le voyons par le cas particulier qui précède (').
il. Nous avons dit que les approximations successives convergent quand l'intervalle est suffisamment petit. N'ajantà considérer que des valeurs négatives dejK, su])posons que la dérivée toujours positive
reste, pour j/ négatif, quel que soit x dans un certain intervalle, inférieure à un nombre fixe INI. 11 est facile alors de fixer une limite pour la longueur de l'intervalle dans lequel les approximations successives convergeront. Nous allons comparer les approximations successives pour l'équation
et pour l'équation
On a, d'une manière générale, en appliquant les équations à un intervalle (a, P),
(') Je m'étais borné, dans mon Mémoire de 1890 (Chap. V), à l'assertion que u était, en général, difTérent de v\ j'ai donné l'exemple précédent dans les Comptes rendus (avril 189^).
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et l'on peut écrire
Y étant compris entre )•«_, eiyn-i- Or considérons les équations
dx'-
d^ Ui
dx-
les u s'annulant aux extrémités de rintervalle. On aura évidemment
\yn — yn-i\<\Un\-
Or la série des valeurs
est convergente certainement, si l'intervalle (a, ^) est inférieur au champ fondamental (Chap. V, § 13) relatif à l'équation
H- VI U = O
dxet ce champ est égal à
Ainsi, dans tout intervalle inférieur au nombre précédent, les approximations convergent pour V équation proposée,
lo. Reprenant l'équation
nous devons maintenant chercher comment nous trouverons l'm-
tégrale s'annulant pour ;r = a et ^ = ^ si l'intervalle {a, b) est
trop grand pour que les approximations successives y convergent.
Nous allons ici faire usage d'un procédé alterné analogue à
celui dont nous avons fait usage avec M. Schwarz pour l'étude de l'équation de Laplace.
Nous commencerons par démontrer deux lemmes :
1" Soient deux fonctions a et v satisfaisant à l'équation
continues, bien entendu, ainsi que leurs dérivées premières de a à b. Si, en a et en ^, on a
je dis qu'il en sera de même à l'intérieur. Si, en effet, u — v devient négatif entre a et h, il y aura entre a et ^ deux valeurs a et ,3 pour lesquelles on aura
Entre a et |3, on devra donc avoir u = r er, par suite, dans tout l'intervalle (a, b); par conséquent, on a toujours, soit u — r, soit ii'> v\ c'est ce que nous voulions montrer.
2'* Considérant toujours la même équation
l'intégrale u de cette équation s'annulant en a cl b sera évidemment négative de a à 6; on envisage de plus la fonction p s'annulant en a et ^ et vérifiant la relation
on aura manifestement
Si donc M désigne la valeur absolue maxiraa de v^ on aura
Ceci posé, prenons une intégrale de l'équalion
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qui s'annule en h et prenne en a une valeur négalive dont la valeur absolue ne dépasse pas N; nous voulons trouver une limite de la valeur absolue de u en un point a compris entre a et b. Soit // rintéirrale de
qui prend en a et 6 les valeurs données; on voit de suite que
q étant un nombre compris entre zéro et un. Posons alors ;/ ^ U -h A, nous aurons l'équation
et nous devons considérer Tintégrale U de cette équation s'annulant en a et ^. U sera négatif et, comme h est négatif, on aura
a fortiori
|Ui<M.
Nous en concluons, et c'est là notre second lemme.
inégalité qui va jouer le rôle essentiel.
J6. J'arrive maintenant à la solution du problème proposé. Nous voulons montrer que l'on pourra trouver la solution de l'équation
prenant des valeurs données en ^ et ^ {fig- ^) ^i l'on sait résoudre cette question pour les intervalles j3a et ab.
Fis. 6.
Soit w, la solution déterminée dans {a^ b) et s'annulant en a et b. Nous formons alors la solution v^ s'annulant en ^ et prenant, en a la même valeur que u^. Revenant maintenant au premier
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intervalle, formons la fonction u^ déterminée dans («, b)^ s'anniilant en b et prenant en a la même valeur que ç^ et continuons ainsi indéfiniment en passant successivement d'un segment à l'autre. Nous obtiendrons de cette manière deux suites
u^, lU, . . ., u,i, . . .,
?/, est négatif dans (a, b)^ donc v^ est négatif en à et, par suite, en a. Donc, si nous revenons à 112^ on aura, d'après le premier lemme,
Ui > Ui
et, en continuant ainsi, il vient de suite
0> Uv> U2>- ' .> Un>' ■ -, O > Pi > P2 > . • . > Vn>..-:
Il faut montrer que Un et Ça tendent vers une limite; il suffira de faire voir que | Un \ et | (^„ | restent inférieurs à un nombre fixe. C'est ce que va nous donner le second lemme.
Désignons toujours par M la valeur absolue maxima des intégrales de l'équation
d^ Il
s'annulant respectivement en a et b, puis en a et ,3. On a
(pour iT = a) I «1 I < M,
(pour X = a) |Pi|<M^H-M,
(pour X =^ y.) I ;^2 |< ^(M^ + iM) 4-M = M(rf--h q -^ i),
(pour X = a) I t'2 I < <7M(^'+ ^ "^ 0 + M = M{q'i-h q^--+- q ^ l)
et, d'une manière générale,
(pour X = Ol) \lln\< M(<72«-2_|_^2«-3h__ ,_+_,)^
(pour 37 = a) I t'/i |< M(5r2/i-l_|_ ^2«--2_4_. _+ ,).
Dans ces inégalités, ^, qui est moindre que an^ désigne le plus grand des deux nombres de même nom correspondant aux intervalles (<7, b), et (a, P) dans le second lemme.
Les inégalités précédentes montrent que Un (pour ^=a) et Vn (pour œ ■= a) tendent vers deux limites. Les fonctions Un et Çn
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tendent donc respectivement vers des limites u et c; la fonction a est définie dans Tintervalle (a, ^), et la fonction v dans Tintervalle (a, ?j). Je dis que u et v prennent respectivement les mêmes valeurs en « et en a; en effet,
Vn= Un (pour X = a ),
i'„= Un^i (pour X = a).
Donc, à la limite, v prend les mêmes valeurs que u pour x = a, et il en est de même pour x = a. Il en résulte que, dans l'intervalle («, a), on a
Nous ai'ons donc l'intégrale de l'équation s' annulant en b et en î^; elle est représentée par u dans l'intervalle («, 6), et par r dans l'intervalle (a, ^3).
17. Nous avons considéré, dans ce qui précède, une seule équation. On pourrait chercher à traiter des problèmes analogues en prenant un système d'équations de la forme
(l-Vi r / \
-^,y =fi (T,yy,j',, ....J',„),
les / étant des fonctions toujours positives et croissant avec les y.
Je ne dirai que quelques mots sur cette extension, en me bornant à renvoj^er au travail que j'ai déjà cité. Les résultats précédents ne s'étendent pas d'eux-mêmes à un tel système. Ainsi soient, en se bornant à ni = 2, les deux équations
y et 'o étant positifs et croissant avec y et z. On ne doit pas chercher à établir qu'il n'existe qu'un seul système d'intégrales continues prenant pour j: = a et ^ = 6 des valeurs données : le fait
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n'est pas nécessairement exact. Considérons, par exemple, l'équa-
f étant positif et croissant avec y. Il y a une intégrale Y s'annulantaux deux extrémités de l'intervalle («, ^). D'autre part, les approximations successives donnent, en général, deux limites jj/^ et z, différentes, s'annulant en a et b, et satisfaisant, sous la réserve de l'hypothèse faite à la lin du § l^J, aux deux équations
Si donc on envisage ce système, il admet, avec les mêmes conditions aux limites, les deux systèmes de solutions
y ^^ \ i y-^yx.
Ils ne coïncident que si l'intervalle est assez petit,
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DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET DES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES ÉQUATIONS DIFFÉ- RENTIELLES.
I. — Remarques générales sur la continuité des intégrales des équations dépendant d'un paramètre arbitraire.
I. Considérons une équation différentielle dépendant d'un paramètre [A. Soit
Envisageons la solution
qui s'annule pour t = o. Soit, pour >x -= o, la solution
que nous allons supposer être continue de / = o à t ^= t^^. De plus, on admet que
peut, pour t compris entre o et f^^ se développer suivant les puissances de
UL et .r — 0(^, o),
les coefficients du développement étant des fonctions d'ailleurs ([uelconqnes de t. Nous nous proposons de montrer que Vintéqrale
peut se développer suivant les puissances de a, pourvu que ;j. soit suffisamment petit, />of^/- toute valeur de t compris entre o et t^.
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Tout d'abord, on ne restreint pas la généralité du lliéorème, en supposant que 9(^, o) est identiquement nul, ce qui revient à faire un changement de fonction de la forme x' = œ —- ^{t, o). Nous plaçant donc dans cette hypothèse, la fonction
sera ordonnée suivant les puissances de x et de \k pour | ^ | et | ij. 1 suffisamment petits, quel que soit l compris entre o et /„, et s'annulera pour :r =: a 1=: o. Écrivons
f{x, [^, ?) =1 Aa-4- B[jL-f-. ..,
les coefficients étant des fonctions de /.
Posons
fx cil
a désignant la fonction de / satisfaisant à la relation
^, =A„H-B, et s'annulant pour / = o.
L'équation proposée se transforme en la suivante dx'
('^) ^^f = Ai.2''2-i-2Bi^';Jl-f-Gi|Jl2-f-...,
qui est de même forme, mais où il n'j a pas de terme du premier degré en x' et li.. Les coefficients du second membre sont des fonctions de t continues de / = o à / == ^y, et ce développement peut être regardé comme absolument convergent pour toute valeur de x' et UL telle que
p et r étant deux constantes fixes, la variable réelle t ayant d'ailleurs une valeur quelconque entre o et Z^.
2. Nous avons à chercher l'intégrale de l'équation (2) s'annulant pour i = o. Représentons l'intégrale par la série que donne la méthode des approximations successives : cette série converge
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certainement depuis t = o jusqu'à la valeur de /, correspondant à la plus petite des deux quantités
en désignant par M la valeur absolue maxima de
pour
o^t^tQ et l-^'l^o.
Or nous pouvons prendre comme nombre M le maximum de la série
pour t compris entre o et Cq. Si donc nous considérons le quotient
Al ip^-^'2, Bi I rp ^ i Cl j r
nous pouvons donner à /• et p des valeurs indépendantes suffisamment petites pour que ce quotient soit supérieur à Iq.
La convergence de la série donnée par les approximations successives sera donc assurée depuis t = o jusqu'à t = Iq, sous la condition | a | <C /'.
Nous avons donc lïntégrale de l'équation
dx
s'annulant pour ; ^ o, représentée par la série
a^,-i- (jr, — j-i ) 4-. . .^ (\r„_ .r„_i) -^. . .
que donnent les approximations successives, et, d'après la théorie générale, on a
\Xn—Xa-^ 1< X",
À étant un nombre fixe inférieur à l'unité. Chaque terme de la série précédente est une fonction holomorphe de a pour | a |</-; il est aisé d'en conclure que la série est une fonction holomorphe de [j. dans les mêmes conditions. C'est ce que montre immédiate-
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ment la formule de Cauchy,
/ N ï ro(z) ,
prise le long du cercle de rayon /'.
Nous avons donc établi que l'intégrale de l'équation (i), s'annulant pour ^ = o, est une fonction analytique de [i., et peut être développée en série ordonnée suivant les puissances de [7., tant que I ;^ I < /". Ce développement est convergent depuis t := o jusquà i = /()•
3. Nous avons supposé que nous avions une seule équation et un seul paramètre. Le théorème est absolument général : si l'on avait, par exemple, les deux équations
dx . „ ^
-r =A^ -+-B7 +G;jt +...,
dy
_— = Al 37 -4- BijK + Cl ;x -+- . . . ,
les coefficients étant des fonctions continues de ^, de ^ = o à
t=^ tff. Nous avons là un système d'équations ayant, pour <x =z o,
la solution ^ = o, jk = o, correspondant à ^ et jk nuls pour / =r o.
Nous poserons
X =^ [xç 4- Pi,r'+ Qij',
et nous allons choisir u, v^ ainsi les P et Q, de façon que les équations différentielles donnant x' ely' ne contiennent plus de terme du premier degré en x',y et a. On s'arrangera de façon que u et V s'annulent pour / = o. Il suffit pour cela de déterminer u et v par les équations
'-^ = \u -f-Bi; +G, dt
-.— = Âi ?i H- l'iC 4- Gi, dt
et Ton a, pour P et P,, les deux équations
dP
-,- =AP +BPi,
dt
-'ilj ^ AiP + BiPi, dt
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auxquelles salisferont aussi Q et Q,. On prendra donc, pour P et P,, puis pour Q et Q,, deux systèmes de solutions distinctes, et il est clair que le déterminant
PQi-PiQ, qui s'exprime par une exponentielle, ne s'annulera pas de / = o à
t=tQ.
Les équations donnant x' et y' seront alors de même forme que celles qui donnent x et y, sauf que les seconds membres ne renferment pas de termes du premier de «^ré dans leur développement. On peut alors raisonner comme au paragraphe précédent.
Il est évident aussi qu'on pourrait avoir un nombre quelconque de paramètres; V intégrale sera une fonction holomorphe de ces paramètres, dans le voisinage des valeurs zéro de ces paramètres (').
4. Nous avons considéré, dans ce qui précède, l'intégrale de l'équation
dx .,
s'annulant pour t ^-^ o. Conservant l'hypothèse /(o, o, ^) = o qui, comme nous l'avons dit, ne diminue en rien la généralité, nous allons envisager l'intégrale de cette équation prenant pour t = o la valeur JTo. Or posons x~-^x^-~x'\ nous aurons l'équation
avec les deux paramètres x,, et j^. Pour x^,^ y, = o, on a l'équation
et, d'après l'hypothèse faite, l'intégrale de cette dernière équation, s'annulant pour ^ == o, sera identiquement nulle. Elle sera donc
(•) Le théorème précédent a été indiqué pour la première fois par M. Poincaré (/.e* nouvelles méthodes de la Mécanique céleste, p. 48 et suiv.). M. Poincaré le démontre en se servant des considérations habituelles au Calcul des limites de Cauchy.
déterminée et conlinue depuis ^ = o jusqu'à / -- ^0 (^0 étant arbitraire, mais restant (ixe une fois choisi).
D'après le théorème précédent, l'intégrale de l'équation (3), s'annulant pour l = o, sera continue de t ^= o à t = t^, pourvu que 1^0 I et : [^. | soient suffisamment petits, et elle pourra être développée suivani les puissances de Xq et \x.
Nous avons donc le théorème suivant, que j'énonce dans sa généralité.
Soit le système d'équations
On suppose que, pour a = o, on ait l'intégrale
continue de t -- o k t = tç^. De plus, les X sont supposées développables en séries ordonnées suivant les puissances de
[j. et xi—çi{t)
pour toute valeur de t entre o et t^, les coefficients de ces développements étant, bien entendu, des fonctions continues de /.
Dans ces conditions, les intégrales de (S) prenant respectivement, pour t = o, les valeurs
seront continues de o à t^, et développables suivant les puissances de
x\, x\, ..., x% et \x,
pourvu que ces grandeurs aient des modules suffisamment petits.
5. Cherchons si l'on peut obtenir des résultats analogues avec _ d'autres déterminations initiales des intégrales. Prenons d'abord l'équation
dy où /est supposée une fonction analytique dey, ^ et ]x.
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Nous avons, pour a = o, l'équation
d^y J dv \
Soit une intégrale de cette équation continue de a k b. prenant pour X ^= a\di valeur A, et pour .r = 6 la valeur B.
Existe-t-il une intégrale de l'équation (4) prenant les mêmes valeurs initiale et finale, et très peu différente de la précédente, si a est lui-même très voisin de zéro?
Au lieu de (4), nous considérons le système de deux équations du premier ordre
dx -^
Pour jjL =^ o, ce système admet une intégrale {r-ty') continue de a à 6, et prenant pour ^ = « les valeurs
en désignant par A' la valeur initiale de )'. Pour ui voisin de zéro^ nous aurons une intégrale de (5) continue de a à b telle que l'on ait, pour x z= a^
pourvu que 1"'^ soit suffisamment voisin de A'. Cette intégrale y sera une fonction
développable suivant les puissances de ;jl et rj, — V. L'équation
s'annule pour u. = o, y'^ = A'. Diverses circonstances pourront se présenter. Il arrivera, en général, que cette relation sera vérifiée pour une suite continue de valeurs de r^ et de ;jl voisines respectivement de A' et de zéro, et que y'^ sera une fonction liolomorphe de a dans le voisinage de ;jl = o : l'équation (4) aura alors une intégrale prenant en a et b les valeurs A et B, et qui sera une fonction holomorphe de a dans le voisinage de a = o.
Les conclusions précédentes peuvent cesser d'être exactes. Il
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peut arriver que la relation (6), considérée comme représentant une courbe lieu de points (m., Jo)' ^^^ ^^ point |j. = o, y^^=z A! comme point isolé, auquel cas il n'j aurait pas d'intégrale réelle satisfaisant aux conditions initiale et finale pour a =^ o.
11 peut encore arriver que le premier membre de l'équation (()) contienne \k en facteur, le second facteur ne s'annulant pas dans le voisinage de [jl = o, y'^^ = A'. Dans ce cas, l'équation
sera telle que toute intégrale passant par le point {a, A) passera par le point (^,B). Cette circonstance peut se présenter. Les équations linéaires dont nous avons fait l'étude dans un Chapitre précédent nous en offrent un exemple. Soit ht une constante telle que l'équation
-z--^ -^ kiV( x)y = o dx-
ait une intégrale, non nulle identiquement, s'annulant pour x ^=z a et pour X :=b. Toute intégrale de cette équation, s'annulant pour x=^a, s'annule pour x = h : c'est la circonstance dont nous parlions ci-dessus. L'équation
^ -r-{ki-r- \i.) P(.r)7 -= O
n'admet pas, pour [jl suffisamment petit mais différent de zéro, d'intégrale s'annulant pour ^ -- a et pour ^ === ^.
6. Les cas d'exception que nous venons d'indiquer ne se rencontreront pas, si la méthode des approximations successives (Chap. V, § 8) est applicable, pour l'équation
à rinlégrale qui nous occupe.
Nous supposons que, \l étant dans le voisinage de zéro, \g> diverses hypothèses nécessaires pour Fapphcation de ia méthode des approximations successives soient vérifiées {loc. cit.). On aura
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alors l'intégrale cherchée sous forme de série dont chaque terme est une fonction analytique de a, et, en raisonnant comme plus haut, on voit que l'intégrale elle-même est une fonction holoniorphe de u. dans le voisinage de u. ^^ o.
II. — Des solutions périodiques des équations difiFérentielles ordinaires dépendant d'un paramètre arbitraire, d'après M. Poincaré {^).
7. Considérons un système d'équations différentielles ordinaires
-^ =Xi{Xi.T.2. ....Xn,t) (t= I, 2, ..., Jl),
et supposons que Jes X soient des fonctions périodiques du temps t avec la période co. Si l'on a, pour une telle équation, une solution
continue de ^ = o à / = to, et telle que
cette solution sera manifestement périodique, car on se retrouvera identiquement dans les mêmes conditions à l'époque co qu'à Tépoque o.
Nous allons supposer que dans les équations précédentes figure un certain paramètre a. Supposons que, pour |jl = o, on ait reconnu l'existence d'une solution périodique; nous voulons chercher si le système aura des solutions périodiques pour les petites valeurs de |jl. Ecrivons donc les équations
avec le paramètre |Ji, où les X sont périodiques par rapport à t. Pour p. ^ o, nous avons, par hypothèse, la solution périodique
<'t les conditions admises dans la démonstration du théorème général du § 4 sont supposées vérifiées.
Ceci posé, d'après le théorème du § 4, les intégrales du sys-
(•) H. PoixcARÉ, Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste (t. I, p. 79 et siiiv.).
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Lème, prenant respectivement, pour ^ = o, les valeurs
Oi{o)^x1 (i = 1, ■>., . ..,n), sont continues de ^ = o à ^= w, si | ^î* 1 et 1 u. 1 sont suffisamment
petits, et ces intégrales peuvent être développées en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
x\, x^,^ . . . , x% et ;jL.
Représentons cette solution par
^i = fi{t, '^1 , ^^ . . . , ^0 , [^) ( i --- 1,2, . . . , 11),
et écrivons les ii équations
( 8 ) //(w, 07», ... , x%, ij.) — y;-(o, X\, .... X%, IX) = O.
Ces équations sont vérifiées pour
.rjj = .r^ — . . . = xfi = jjL — o,
puisque alors les équations (8) se réduisent à
Oi(M) — 0i{0) = O,
relation vérifiée, puisque ^i{t) admet la période w.
Nous concluons de là que, en général, les équations (8) auront, pour |Ji assez petit, une solution où les x\ seront voisins de zéro.
Il y aiiia donc, en général, une solution périodique pour y. suffisamment petit.
8. Nous sommes resté, au paragraphe précédent, dans les généralités. Diverses circonstances particulières peuvent se présenter pour les équations (8). Le cas général, où l'existence de la solution périodique cherchée sera certaine, est celui où le déterminant fonctionnel par rapport à
des premiers membres des équations (8) sera, différent de zéro pour ^" = ^^ = ...=: ^Jl = ijL = o. Sera-t-il possible de faire cette constatation? Pour abréger l'écriture, supposons pour un
moment, comme il est permis au moyen d'un changement linéaire de fonctions, que cp,(^) soit identiquement nul. Notre système (7) prendrait alors la forme
— -i = an Xi -^ atiXo ^. . .— Gin Xa-^biix—... ( t = I , •>., n ),
dt
les a et b étant des fonctions périodiques de £ à la période co. Les intégrales de cette équation, prenant les valeurs x^ pour / = o, sont développables, comme nous le savons, suivant les puissances de x% . . . , ^,^ et u.; nous pouvons écrire
Xi = A/1 jp» ~ . . . — \fn ^rj» — B/ ta -T- . . . , les A et B étant des fonctions de i, et Ton a évidemment
En substituant les Xi dans les équations ci-dessus, on aura, en égalant dans les deux membres les coefficients de x^^, . . . , ^^^ , un système d'équations différentielles linéaires à coefficients périodiques déterminant, avec les conditions initiales ci-dessus, les fonctions A.
Si l'on peut intégrer ce système d'équations donnant les A, on obtiendra immédiatement les coefficients de j:^, . . . , x^ dans les premiers membres des équations (8), et il sera possible alors de former le déterminant de ces coefficients. S'il n'est pas nul, on sera assuré de l'existence de solutions périodiques.
9. Nous avons seulement supposé, au paragraphe précédent, que l'on connaissait, pour iji = o, une solution périodique du système d'équations proposées (cette solution était Xi = a:2=^-- = ^n = o). Nous venons de voir que la formation du déterminant jouant un rôle important dans la discussion des équations (8) exigeait une intégration préalable d'équations linéaires.
On se trouvera dans des circonstances plus favorables, si l'on suppose que Von sache intégrer complètement le système des équations ('^) pour |jl ==:: o. On pourra alors reconnaître immédiatement si le déterminant fonctionnel qui nous occupe est différent de zéro. On aura, en effet, explicitement par hypothèse les fonc-
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lions
ft{t,x\,x\ ...,^«,o).
Donc, dans les premiers membres des équations (8) développées suivant les puissances de ^", x", . . ., ^/^ et jjl, on aura les coefficients des premières puissances de x^\^ x^, . . . , x\.
10. Quelques remarques importantes sont à faire sur le système des équations (8). Supposons que les équations (^) admettent une intégrale première
F(a?i, iP2» • • ■ , ^n-, t-i H"-) — const.,
dont le premier membre soit une fonction périodique de ^, admettant la période co. Nous désignerons la fonction F par F[^/, ^]. sans mettre ^ en évidence, et en n'écrivant qu'une des lettres x\ nous écrirons aussi, à la place de/'/(^, ^J, . . . , ^J), |jl), simplementy/(^).
Nous allons voir que, dans ce cas, les équations (8) ne sont pas, en général, distinctes. On aura, en effet,
F[/.(o), o] = F[/,H, co] ^ F[/Ka)), o].
Considérons donc l'équation
(9) F[y;(o),oJ--Fr/Kto),o] = o.
Le premier membre de cette équation est développable suivant les puissances de
Supposons que l'on ait
dF
dx„ ^
pour [J. = o, ^ = o, Xi^=-'^i(p)\ le coefficient de /«(œ) — fnip) dans le développement du premier membre de (9) ne sera pas nul pour u, x\^ ..., x\ suffisamment petits, et il est clair alors que les /? — I équations
//(w,^?, • • .,^«, V-) —fi{o,x\, ...,xl, \x) r-^o (t^ 2, .... n — I),
qui sont les n — ii^'»es premières équations du système (8) entrai-
nent, d'après la relation (9), la /z^''™'' équation
Les n équations (8) ne sont donc pas distinctes, comme nous voulions rétablir.
Nous avons supposé que -^ — n'était pas nul; si cette dérivée
était nulle, onprendrait une autre des dérivées du premier ordre, et il n'y aurait que dans le cas où l'on aurait
àxi ~ dXi ' ' ' dxn
pour jjL = o, ^ = 0, a:/=cp/(o), que la conclusion précédente deviendrait douteuse.
fïV
Soit, comme tout à l'heure, -^ — 7^ ^'i il }' aura alors une infinité de solutions périodiques de période co pour chaque valeur de ;j. (suffisamment petite). On supprimera la dernière des équations (8) et Ton pourra la remplacer par
F(j"i,a72, Xn, t, fx) ^ G,
C étant une constante arbitraire que l'on prendra peu différente de
F[çi(o), .... cp„(o),o,o].
Pour une valeur donnée à C, il n'y aura plus, en général, qu'une solution périodique correspondante; elle sera déterminée par les n — i premières des équations (8) et l'équation F = C, où l'on remplacera t par zéro, et qui alors s'écrira
Si on laisse C arbitraire, on aura une infinité de solutions périodiques dépendant d'une constante arbitraire.
Si, au lieu d'une intégrale uniforme, on en avait deux,
F (ari, x^, Xn, t) = const.,
^{Xi, Xi, .... Xn, t) = const.,
on voit immédiatement, par des raisonnements analogues, que les n équations (8) se réduisent à /« — 2, si tous les déterminants
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fonctionnels
D(F,4>) nl^
ne s'annulent pas pour a = 0, /= o, ^/= 'fi(o)'
IJ. On a supposé, dans ce qui précède, que les fonctions X|, X2, . . ., X,j dépendent du temps t. Il est important d'examiner le cas où t n'entre pas dans les équations. Tout à l'heure, la période était nécessairement déterminée : c'était la période to de t dans les X. Maintenant, au contraire, la période pourra être quelconque. D'autre part, si les équations admettent une solution périodique, elles en admettront une infinité; d'une solution on en déduit, en effet, une autre en changeant t en t -\~ li^ h étant une constante arbitraire. Il ne peut donc pas arriver, dans le cas actuel, que les équations (8) déterminent une seule solution périodique.
Ces remarques faites, écrivons le système d'équations
(10) ^^' ^ X/(a7i, iP2, • ..,^«, î-t) (t = I, 2, .. .. 7l),
et supposons qu'on ait, pour jji = o, la solution périodique de période 0)
Ici les cp seront des fonctions analytiques de t; si donc, pour le système (10), nous désignons, comme plus haut, par
la valeur de Xi pour ^ = o, nous sommes assuré que la valeur
de Xi pour ^ ^^ o) -h t sera une fonction holomorphe de
x\, x9^, . . . , x'^i, fjL et T
pour des petites valeurs de ces grandeurs. Si nous écrivons alors les équations
(11) /i{M -r-T, X-J, .. .,X%, IX) -/,(o, ^',', ...,X%, II) _- O (l -^ l, l, .... /l),
nous aurons ii équations analogues aux équations (8). et ces équations seront vérifiées pour
x\, = x\ =^ . . . = a7j', = iJL = -: = o, puisque alors les équations (i i) se réduisent à
cpj(co) — 9/(0) = o.
Les équations (11) renferment 11 4- i Inconnues x\y x\. . . - , x" et T, tandis que les équations (8) ne renfermaient que 11 inconnues et correspondaient à t = o. Or ici, si l'on faisait t = o, on aurait des équations dont le déterminant fonctionnel par rapport à ^^, . . ., x^^^ serait certainement nul, d'après ce que nous avons dit plus haut sur la multiplicité nécessaire des solutions périodiques, quand elles existent. Au contraire, en se donnant arbitrairement un des jp, soit par exemple x\ = o, les équations (11) détermineront, en général,
en fonction holomorphe de a.
Nous pouvons encore faire une remarque relativement au cas où il y aurait, pour le système (10), une intégrale première
F(a7i, ^2, .... Xn^ [A ) = const.
On verra, en raisonnant comme au § 10, que les équations (11) ne sont pas distinctes, et l'on peut, si - — n'est pas nulle pour |jL = o, Xi = 'f <(o), considérer le système
F = G, /•(cu-^T,.rO,...,^î>,{x)-//(o,xî,...,.r«,u) = o (i = i,-2, ..., « -i). G étant une constante peu différente de
F[o,(o), 9,(0), ...,'Xo).o].
Dans l'équation F = G, on a remplacé xi par fi{o,x\,x\. ..,.^o,îjl).
Au lieu de remplacer les équations (1 i) par le système qui vient d'être indiqué, on peut encore le remplacer par le suivant, en fai-
sant toujours ^" = o et en faisant, de plus, t = o,
fi{iù,x\,x\, ...,x%, ^)—fi{o,x\,xl,...,x%, [x)--^o {i= 1,2, ..., Ai — l),
qui détermineront ^,, ^", . . ., ^"_,. D'où se tire la conséquence importante que, dans le cas où il y a une intégrale première, on pourra trouver généralement, pour |jl petit, une solution périodique ayant la période to, ce qui n'a pas lieu, en général, quand les équations ne renferment pas le temps.
12. Nous avons établi, dans des cas généraux, sous la condition qu'un certain déterminant fonctionnel ne soit pas nul, l'existence de solution périodique. Terminons ces généralités en montrant quelles opérations on devra faire pour calculer ces intégrales. C est une question à laquelle nous avons indirectement touché au § 8. Reprenons le système tel que nous l'avions écrit dans ce paragraphe
dxi j
les coefficients de ces développements étant des fonctions de t de période to.
Nous avons, pour [jl ^ o, la solution périodique
% Xj — X2 = . . '= OC,i= o.
D'après ce que nous avons dit, il y aura, en général, une solution périodique pour pi suffisamment petit. Cette solution peut être développée suivant les puissances de pi. Ecrivons donc
^iilJ-
les coefficients des diverses puissances de u doivent être des fonctions périodiques de t avec la période o). Nous aurons d'abord, pour déterminer les xi^, les équations
dxii j
Peut-on satisfaire à ces équations en prenant pour
des fonctions périodiques de t. On voit qu'il en sera certainement ainsi en général, et précisément quand un déterminant, qui n'est autre que celui que nous avions à considérer au § 8, ne sera pas nul. Les coefficients des diverses puissances de jjl dans les xi se calculent de proche en proche sans qu'on soit jamais arrêté, si on ne l'a pas été au début, et l'on aura ainsi la solution périodique cherchée dont l'existence a été antérieurement démontrée.
13. Remarquons, en terminant, que les considérations précédentes trouveront leur application dans un cas un peu plus compliqué. Ecrivons lesyj -\- q équations
[ -^j =Yi{xi,x^_, ...,Xp,y^,y. y^) {i^- r,2, ...,q),
OÙ nous supposons que les X et Y soient des fonctions périodiques des j^ admettant la période 2 7w, c'est-à dire ne changeant pas quand on change yi en yi-\- itz. On pourra appeler solution périodique de cette équation avec la période co une solution
yt^^At) {i= 1,2, ...,^),
satisfaisant aux conditions
cp/(f — to) = ç,-(0,
les ki étant des entiers. Il est clair, d'après la forme des équations différentielles (12), qu'une solution sera périodique, si l'on a
o,(œ) = 0/(0), 6j(a>) = t^,(o) — iki-.
La théorie développée dans les paragraphes précédents pourra encore s'appliquer aux équations (12) et à leurs solutions périodiques. On formera les équations analogues aux équations (i i) ; les ^ dernières d'entre elles auront seulement, dans le second membre 2ki7z, les entiers A'^ correspondant à la solution périodique initiale des équations pour a =: o.
III. — Application au problème des trois corps
14. Une des plus importantes applications que M. Poincaré ait
faite des généralités qui précèdent est relative au problème des
trois corps. Prenons trois points, Mo, M<, Mo, de masse /tîq, in^^
m2', nous allons considérer les deux dernières comme petites, et
nous poserons
nii = ai [ji, /«2 = «2 [j.,
a, et a.y étant des constantes fixes. Concevons que l'on ait écrit les équations différentielles du mouvement de ces trois points s'atlirant suivant la loi de Newton. Que deviendra ce système, si l'on y fait [JL = o? Si (?o) '''loi Ço) désignent les coordonnées du point Mq par rapport à des axes fixes, les équations du mouveuient du point Mo se réduiront évidemment à
dt^ ~ ' dp- ~ ' dt^ ~ '
et l'on aura, pour le point M< (;,,•/],, Ç, ),
et les deux équations analogues, / désignant le coefficient d'attraction. On aura de même, pour le point Mo,
d'il _ ^"?o \-i~h i _ jvnvr") ~dï^-~JT\ -~Fr W2-M0M2;.
Une solution du problème des trois corps, pour |ji =:: o, sera donc obtenue en prenant le point Mq fixe, les deux autres points se mouvant séparément autour de Mo suivant les lois de Kepler. Ce cas particulier se ramène donc au problème des deux corps. Si les temps de révolution de M, et de Mo autour de M„ sont commensurables entre eux, il est clair qu'au bout d'un certain temps tout le système se retrouvera dans sa situation initiale.
Le problème des trois corps, pour \x = o, admettra donc des solutions périodirjues.
En restant toujours dans le même cas (a = o), le problème des
trois corps admet d'autres solutions que l'on doit aussi regarder comme périodiques. Bornons-nous au cas oiî les trois points resteraient dans un même plan. Le point Mq restant toujours fixe, rapportons le mouvement des deux autres points à deux axes tournant d'un mouvement uniforme autour de M^. Nous allons voir immédiatement qu'il peut arriver que les mouvements de M, et Mo par rapport à ces axes soient périodiques. Au bout d'un temps égal à la période, les trois corps se trouveront dans la même position relative, c'est-à-dire que leurs distances respectives auront repris la même valeur. Nous devons regarder un tel mouvement comme périodique. Imaginons par exemple que, pour / = o, les trois points soient sur une ligne droite D ; on peut donner à M, et Mo des vitesses initiales telles que M, et Mo décrivent des circonférences autour de Mo, et désignons par n et n' les vitesses angulaires des droites Mq M7 et M0M2. Soit, pour fixer les idées, /i'> n ; au bout du temps
les angles faits parMoM, et MoM^ avec la droite initiale D sont respectivement
iTzn n' — n
et leur différence est égale à 2-, c'est-à-dire qu'au bout du temps
_Jl^ les trois corps se trouvent de nouveau en ligne droite, ayant n — n ^
repris la même position relative les uns à l'égard des autres. Si donc on rapporte le système à des axes mobiles tournant d'un mouvement uniforme avec la vitesse angulaire /?, les coordonnées de M, et Mo par rapport à ces axes mobiles seront des fonctions
périodiques du temps de période —3— •
15. Nous voulons maintenant rechercher s'il y a une solution périodique pour de petites valeurs de tjL. Nous allons d'abord écrire les équations du mouvement, telles qu'elles sont classiques en Mécanique céleste, des points M, et Mo autour de Mq. Faisons donc d'abord passer parce point deux axes rectangulaires de directions fixes (nous nous bornons au plan), nous aurons, en dési-
gnant par (^,,jki) et {x2-,y-i) les coordonnées de M, et Mo par rapport à ces axes, les équations différentielles où nous faisons le coefficient d'attraction/* égal à l'unité
d^Xi Xx J"i 37» I à\}'
dt^ r\ r\ r| in^ dxi
dt^ j'\ r\ r| nii ôyi
d^Xo Xc, xi x-i I dU'
j -di^ + '"» 7î ^ '"' ,ï - '"'- ^ = -^ ùj,:
\ dt^ r% r\ ri m^ dy^
Dans ces équations, que j'emprunte au Traité de Mécanique céleste de M. Tisserand (t. [, p. 72), /•, et r., désignent les distances de M, et Mo à Mq, et l'on a
en appelant r,2 la distance M, Mo.
Je rappelle encore que le système (S) admet deux intégrales premières, celle des aires et celle des forces vives. J'écris ces deux intégrales
dy^ dxy\ / dv^ dx^
''''V^'dt~y^dtr-'''^v^^~y^^t
y étant la constante arbitraire,
"*" m, \\dt dtj "^ \cÏÏ " ~dt) \ ~ '''
16. Les équations différentielles classiques que nous venons d'écrire ne sont pas celles dont nous devons nous servir. II faut les transformer en rapportant le mouvement à des axes M^^, MoV],
animés d'un mouvement de rotation uniforme autour de Mo avec la vitesse angulaire n. On pourrait se servir des formules de transformation de coordonnées
X = ^cosnt — f\ 'èïnnt, y = ^ sinnt— ri cosnt,
pour transformer le système S. On arrivera bien plus rapidement au système d'équations différentielles relatif à ^ et -/i, en appliquant la théorie des mouvements relatifs. Les équations cherchées seront les équations (S), où nous remplacerons (^,,y<) et (xo,jKo) respectivement par (Ç,, 7],) et- (io,r.o) coordonnées de M, et Mo par rapport aux axes mobiles M^?, MoV), pourvu que nous ajoutions aux seconds membres les projections de l'accélération centrifuge et de l'accélération centrifuge composée. Ces projections seront, d'une manière générale, pour la première,
et, pour la seconde,
dt dt
Nous aurons donc un système (S) qui ne sera pas autre chose que le système (S) où l'on aura remplacé les {x, y) par (Ç, r,), et où l'on aura ajouté respectivement dans les seconds membres des deux premières
d\^ at
rem-
et de même pour la troisième et la quatrième, l'indice deux plaçant l'indice un. Le système (2) admettra deux intégrales premières. En substituant à la place de x et y leurs valeurs en (?) et (t,) dans les équations (i3) et (i4), on obtiendra ces deux intégrales premières et il est à remarquer que le temps n'y figurera pas explicitement. De plus, en remplaçant /?z, et m., par a, ;ji et ol. ;jl, la quantité jj. se trouvera en facteur dans le premier membre des intégrales; ou pourra la supprimer en modifiant les constantes h et y.
Nous aurons donc le système (S) avec ses deux intégrales pre-
mières.
On a, en définitive, huit équations du premier ordre, en
^1? "II1 ^2? ^12) ^1, '^/ij kiJ '^îl-
en posant
~dt -""' ~dt ~''^'' "Z?""^^' ~dt~'''^'
L'application de la théorie générale exposée dans la Section
précédente, pour le cas où la période serait —, — ^ ? nous conduira.
à huit équations que nous aurions maintenant à discuter. Ces équations se réduisent à six puisqu'il y a deux intégrales premières. Écrivons les premiers membres de ces intégrales premières en y faisant a = o (on a préalablement divisé [)ar jj., comme nous l'avons dit plus haut); on aura
(> dr.^ d^i\ ,^, ., , /^ dr^i d^A
/d'z\ r/rj\ , ^,„ ,, /, dr,, r/^i\ , Ml , dr^l
Prenons le déterminant fonctionnel de ces deux expressions par rapport à r^ et '/][,. Il se réduit à
Or, nous prenons comme positions initiales, dans le mouvement correspondant à [i. = o, deux positions de M, et Mo sur l'axe des ^ qui, pour ^ = o, coïncide, comme nous pouvons le supposer, avec Oœ. Les vitesses initiales sont perpendiculaires à Moi, et l'on a évidemment au temps ^ = o
r/j = o, r/2 — ( n' — n) ço-
On a, par suite, pour l'expression ci-dessus,
Quant à ^ et n' ^ ils sont déterminés en fonctions de $, et ^2 par les relations qui se tirent de suite de la comparaison des deux
expressions de la forme
Les valeurs initiales de MqM, et M0M2 étant arbitraires, on n'a pas n = n! . Le déterminant fonctionnel des deux, intégrales premières par rapport à r/, et r,'^ n'est donc pas nul. Nous pouvons donc, des huit équations que nous avons à écrire, supprimer celles qui sont obtenues en écrivant que les valeurs de -/]', et r/^ ne sont
pas égales pour ^ = o et pour t = ^,-^^— (§ 10). Il resterait donc
six équations à discuter; c'est une étude qui ne présente pas, après ce qui précède, de véritable difficulté. Nous ne la ferons pas ici, car nous serions ainsi entraîné à d'assez longs calculs. Énonçons seulement le résultat : On est assuré de pouvoir toujours résoudre les six équations dont nous venons de parler par rapport à six des huit inconnues
(U\ to ^o 50 yO >:'o t'o t'O y'o
qui y figurent et qui, conformément à nos notations précédentes, représentent les accroissements que l'on doit donner aux valeurs des lettres correspondantes, relatives à / = o et à la solution périodique choisie pour iji =:= o, pour avoir les valeurs initiales relatives à t =^ o de la solution que l'on cherche. Il faut toutefois que l'on n'ait pas 71 = — n' et que n ne soit pas multiple de 7i' — n.
Il existe donc, pour le problème des trois corps, |jl étant petit, une infinité de solutions périodiques. Cette infinité dépendra de quatre arbitraires, car deux des inconnues de la suite (H) ont des valeurs arbitraires (petites) et les distances initiales de Mi et de Mo à Mo peuvent être prises arbitrairement (^).
IV. — Sur une autre catégorie de solutions périodiques
17. Nous allons nous occuper maintenant d'une question présentant une grande analogie avec celle qui a été étudiée dans la
(') On trouvera clans l'Ouvrage de .M. Poincaré (les Xoiivelles Méthodes de Mécanique céleste, t. I, p. gS et suiv. ) une étude complète de diverses solutions périodiques du problème des trois corps.
l8o CHAPITRE VIII.
Section II, mais où, toutefois, des circonstances assez différentes vont se présenter.
Prenons le système d'équations différentielles
, _, dxx ^ dxi dxa V
^'^^ -dt =^*' dF^^'- . '•- ~dt^^''^
où les X dépendent de x^, X21 » . >, x,i et d'un paramètre [jl; de plus, les X s'annulent pour ^< = ^^2 = • - •= «^^w^ O5 quel que
soit |JL.
Le système admet alors, pour solution particulière, la solution où tous les X sont identiquement nuls. Nous allons chercher s'il existe des solutions ayant une période to, différant fort peu de zéro quand ^. est très petit, et se réduisant à zéro pour ix 1= o.
Nous désignons toujours par ^", ^ÎJ, . . . , ^" les valeurs initiales de ^1, X2-, ... 1 X/t' Nous aurons
Xi=:=fi{t,X^l,xl, . ..,37», II) (l = 1,2, .. ., n),
les fi sont des fonctions holomorphes de x^^, x^^ . . ., x^^ et s'annulent, quels que soient [i. et ^, pour x^^ = x?^ = . , . = x^^:^ o. Il faut discuter les équations
(16) fi{w,x^i, ...,x%,ix)—fi{o,x\, ...,xf^, iJ.)=o {l = i,2, ..., n)
si l'on veut chercher les intégrales ayant la période to. On voit immédiatement que nous sommes dans des circonstances différentes de celles que nous avions précédemment, car les équations précédentes sont vérifiées, quel que soit [jl, pour ^J =:... = ^" = o. Étudions le déterminant fonctionnel des premiers membres des équations (16) par rapport à ^J, . . ., x^ et calculons sa valeur pour
X^— X^ — . . . =X% = fJL = O.
Cherchons, à cet effet, ce que deviennent les équations (16) quand on fait, dans les équations (i5), [i. = o et que l'on réduit les X à leurs termes du premier degré en ^i,^o, . . ., x,i. Dans ces conditions, les équations (i5) se réduisent aux équations linéaires
(17) -^' = a/io^i -h rt/2^2 + - ••-+-«/« ^/i (i ^-- I, 2, .. ., n);
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les équations (i6) deviennent alors des équations exprimant que la solution de (i-j) répondant aux valeurs initiales :rj, x^,, . . . , xf^ est périodique et de période to. Or, considérons l'équation
«11 — X ai2 . . . «irt
an «22 — X ... «2«
afi2 . . . «rt/î — X
On sait que les racines de cette équation en X font connaître les intégrales du système (17); supposons-les distinctes et désignonsles par).,, ).2, . . ., Xi. En écrivant que (i-) admet une solution périodique, nous aurons un système de n équations linéaires et homogènes en ^J, .r", . . . , œ^, et leur déterminant est le déterminant que nous cherchons. Or (i-) ne peut admettre de solutions périodiques que si Ton a pour un des X, soit À/,
X/co = 'i.k-i {k entier),
car une expression de la forme
ai e>i' -i- aa e^-i'-f- . . . -1- a^ e^«',
où les a sont des constantes, ne peut admettre la période w que si l'un de ces termes admet cette période. Le déterminant cherché ne s'annulera donc que si un des A est de la forme LlJîf . il est donc égal à
comme on le verrait encore, par un calcul facile, en réduisant par un changement linéaire de variables les équations (17) à une forme canonique où la première équation ne dépendrait que de x^ , la seconde de Xo^ et ainsi de suite.
Ceci posé, si A est différent de zéro^ les équations (16) qui sont vérifiées pour :rj = . . . = .r^^ = o, quel que soit ;jl, admettront cette solution comme solution simple et, par suite, nous ne trouvons pas de solution périodique voisine de zéro si ce n'est la solution évidente où tous les x sont identiquement nuls. En d'autres termes, pour avoir une solution nouvelle, il faut nécessairement que to soit de la forme
ik-i
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\i étant une des racines de l'équation en X. Gomme co doit être réel, on remarquera que )./ ne doit pas contenir de partie réelle, et comme les racines de l'équation en X sont deux à deux conjuguées, il en résulte que deux facteurs de A seront nuls quand A sera nul.
18. Nous allons donc supposer que oj soit de la forme qui vient d'être indiquée; cherchons alors s'il y aura des solutions périodiques de période to. Prenons d'abord le cas de deux équations où la discussion sera plus simple. Les équations (17) se réduisent alors à
dt =^^-^y^
-^ — ex -^ dy.
dt -^
L'équation en \ est ici
X--- {a -\- d)\ -h ad — bc — o
et, pour pouvoir trouver une période réelle w, il faut que
a-i-d=o, ad — bc ^o.
Désignons par olî et — olï les racines de l'équation précédente, nous pouvons prendre
Les équations (18) auront alors toutes leurs solutions périodiques et, par suite, les équations en Xq elyo, obtenues en écrivant que les solutions prenant pour t z=: o les valeurs Xq et jKo sont périodiques, seront identiquement vérifiées. C'est là un point très important, car, si nous prenons maintenant les équations
(ï9) /i(w, 370, Jo, {^,)— /(o, ^0, JKo, (J-) = 0 (t = I,2),
nous voyons que, pour |i. = o, ces équations ne renferment pas de termes du premier degré en Xq etjKo- Les équations précédentes pourront donc s'écrire
\ ixiaxo-^ p jKo) -+-... = 0, ( 20 ) {
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les termes non écrits étant de degré supérieur au premier en Xq etjKo- Les coefficients a, a', ji, ,3' sont des fonctions de ;j. et, en général, ajj' — ^'a ne s'annulera pas pour a = o.
On aura à discuter les solutions communes aux équations (20) en Xq et y-Q. Celles-ci, en y regardant Xq et y-Q comme des coordonnées courantes, peuvent être considérées comme représentant deux courbes. Pour tji différent de zéro, ces deux courbes ont un point simple de rencontre à l'origine ; pour ul nul, les deux courbes ont plus d'un point commun à l'origine. Il en résulte que, pour tj. très petit, les deux courbes auront au moins un point commun très voisin de l'origine. Mais ici une remarque très importante est à faire; si les équations (20) ont une solution différente de zéro, elles auront une infinité de solutions formant une suite continue, car, les équations dilférentielles ne renfermant pas t explicitement, il y aura une infinité de solutions périodiques s'il y en a une (en dehors de x=^y=^o). Il en résulte que, en réalité, les courbes (20) ont, pour a petit, une petite courbe fermée commune restant dans le voisinage de l'origine et représentant la solution périodique sur le plan [xq^ JKo), cette petite courbe diminue de plus en plus à mesure que a tend vers zéro. Il est clair qu'il faudrait une discussion plus approfondie pour décider la question de la réalité; il n'y a là toutefois aucune difficulté essentielle, car on peut calculer, comme nous l'avons vu, autant de termes que l'on veut dans les équations (20) et, par suite, la discussion complète pourra toujours être faite dans chaque cas particulier.
19. Après avoir étudié le cas de deux équations, il est aisé de se rendre compte de ce qui arrivera dans le cas général. En écrivant que les équations (17) ont une solution périodique de période w
( to étant égal à ^jfmi devra obtenir non pas seulement une,
mais deux solutions périodiques indépendantes ^ qui seront en
cos etsin - - : ces deux équations se réduiront donc k n — 2
équations et, par suite, quand on fait |i. = o dans les premiers membres des équations
les termes du premier degré en ^"J, . . . , .r"^ se réduisent an — 2
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expressions linéaires distinctes. Les équations pourront donc être ramenées à la forme
a/i^i -^- • •-+-airt^« -^...= o (f = T, 2, . . ., n — 2),
(ji(^a^$-...+(3/«^?,)-4-...-o (p = i,2).
les a et les [i ne s'annulant pas, en général, pour ;j. ^ o. En tirant des n — 2 premières équations ;^ — 2 des quantités ^J, ^!!, . . ., xf^ en fonction des deux qui restent et substituant dans les deux dernières équations, on sera ramené au cas de Ji = 2, que nous avons étudié dans le paragraphe précédent.
20. On peut appliquer le même genre de considérations à un système d'équations dans lequel ne figurent plus de paramètres arbitraires [j.. Soit
■~ =Xi{xi,o^i, '• -j^n) (1 = 1,1, n),
les X^ s'annulant pour .r< = ^2= • • .=^«=0. INous voulons chercher les solutions périodiques s'éloignant peu de zéro. Nous commencerons par répéter ce que nous avons dit au § 17. En désignant par
la solution correspondant aux valeurs initiales ^J,^?, ...,^JJ, nous avons les équations
/,-(w, x% x9^, . ..,xf,) -//(o, 57?, xl, . . ..,x%) = o
pour les intégrales ayant la période to. Si l'on considère encore l'équation en 1 du § 17, on voit que, si w ne satisfait pas aux conditions indiquées dans ce paragraphe, la solution
x^ = xl = . . . =a?JJ = o
sera une solution simple des équations précédentes. En désignant par (1) une quantité satisfaisant à ces conditions, nous allons chercher s'il y a une solution périodique de période w 4- t, 7 étant une quantité petite. Nous avons alors les équations
fi{lxi^X.x\,xl, ...,X%)—fii0,X^,,xl, ...,X%) = 0 (^ = 1,9., ...,/l).
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Raisonnant comme au § 19, nous vojons que, dans ces équations, les termes du premier degré en :r", ^", . . . , ^® se réduisent à /i — 2 expressions linéaires distinctes ; la quantité t joue ici le même rôle que jouait ci-dessus la quantité jjl.
V. — Des solutions asymptotiques de certaines équations différentielles.
Considérons le système d équations différentielles
les X/ s'annulant pour ^^ = ^o = . . . ^ ^„ =2 o et ne contenant pas t explicitement. On peut supposer, comme nous l'avons vu précédemment, que dans les X les termes du premier degré se réduisent respectivement à X, ^i, ^^2-^2? • • • ? \i^n-
Il y a des cas étendus où Ton peut trouver certaines solutions intéressantes de ce système. Faisons d'abord un changement de variable, en posant
nous aurons alors le système
^-^ = liXi — ...-{- {1 = 1,1, .... n).
Reportons-nous maintenant aux § 11 et 12 du Chapitre [. Sous les conditions indiquées dans ces paragraphes, nous pourrons, en posant
développer les œ en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de y,, y27 • • ••) JKv Les valeurs des dérivées du premier ordre
dxi dxi dxy
pour y, = j'o = . . .=jKv= o, restent arbitraires. En désignant par A|, A2, . . . , Av les valeurs initiales de ces dérivées, les développements précédents procèdent, en réalité, suivant les puissances croissantes de -. ^
/ V< CFTHE ^
Aij^i, A272, ..., Av^v (XJITIVERSITY
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Ils sont convergents, tant que ces quantités ont des modules suffisamment petits. Si nous revenons aux équations (21), nous aurons des développements des x procédant suivant les puissances de ^
Ces développements seront convergents, tant que ces quantités auront des modules assez petits. Si l'on veut faire croître t indéfiniment, il faudra égaler à zéro les A qui correspondent à des \ dont la pallie réelle est positive. En prenant les autres constantes A assez petites, on est assuré d'avoir des développements valables de ^ = o à ^ = go. Il est clair d'ailleurs que, si l'on prend seulement des X ayant leurs parties réelles négatives, les points correspondant à ces X sont du même côté d'une droite passant à l'origine, et, par suite, la condition i'' de la page 18 est remplie.
Les solutions précédentes tendent vers zéro quand t augmente indéfiniment : elles sont asymptotiques à la solution
cci~. . .= cr,i= o.
22. Nous allons généraliser le théorème qui précède. Au lieu du système (21), prenons le système
-~ = Xi(Xi,a^2, ...,^«, t) (1=1,2, ..., 7l),
les X dépendant de t. On suppose toujours que les X s'annulent pour ^^ = ^2 ==••• = •^/?= O5 quel que soit t, et, de plus, les coefficients des diverses puissances des œ dans les développements sont des fonctions analytiques périodiques de t et de période air. En réduisant les X à leurs parties linéaires, on aura un système d'équations linéaires
dxi . . ,
— = anXi-^...-haia^a (i = 1, 2, ..., n),
les a étant des fonctions périodiques de t. L'intégrale générale de ce système est de la forme
^1 = Al e>^. ^fn-h...-t- A„e>» '/i„, • î
Xn = Al e>-. tf, Il -h., .-h An e>^" '/„„,
les y étant des fonctions périodiques ('). Remarquons que le déterminant des coefficients de A,, . . . , A,^ dans ces expressions est une fonction de t essentiellement différente de zéro. En faisant maintenant le chane^ement de variable
Il J Mit
^11 — ^\.J in ~r- Zojrvl — • - . — -.11 J mil
nous avons, pour les ;, des équations de même forme, mais où les termes du preùiier degré se réduisent respectivement à
puisque ;,, étant de la forme A,e'i', est l'intégrale générale de l'équation
et de même pour les autres.
Nous pouvons donc partir des équations
dx/c . , - .
-^ = Ak^k-^- • ■ (/v = I, 2, . . ., /i),
les À étant des constantes, et les coefficients des termes de degré supérieur au premier dans les seconds membres étant des fonctions périodiques de t. Posons toujours h = e', nous aurons le système
dcci
(.22) ^-^ ^Ik^/c-r-... (A- = I,2, ...,/i).
Les coefficients, sauf les À, sont des fonctions périodiques de t ayant 2— pour période; ils peuvent donc être développés en séries trigonométriques
(•) Nous nous appuyons sur ce résultat, aujourd'hui bien classique dans la théorie des équations linéaires, comme nous l'avons d'ailleurs déjà fait dans ce Chapitre. Nous reviendrons plus tard sur la théorie des équations différentielles linéaires à coefficients périodiques.
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Si l'on pose e^^"=r a et e~^^-=^ v^ les deux séries ('^3) ^A,.." et ^
seront convergenles dans le plan des variables u et v à l'intérieur de cercles de rayons supérieurs à l'unité; ceci est une conséquence immédiate de ce que nous supposons analytiques les fonctions périodiques de t et, par suite, holomorphes dans le plan de la variable t à l'intérieur d'une bande parallèle à l'axe réel et comprenant cet axe à son intérieur. Désignons par R le rayon supérieur à l'unité d'un cercle à l'intérieur duquel convergent les séries (aS).
Cherchons si nous pouvons trouver des solutions x du système (22) mises sous forme de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
Nous aurons alors le système d'équations aux dérivées partielles, en dissolvant pour un moment, comme nous l'avons déjà fait dans des occasions semblables, toute relation entre jKi, •., JKv7 IL et v^
•^ .. ^^n , > àXn . dXn . dXn . dXn >
les o commençant par des termes du second degré en x^ ,
X21 ' ' ' 1 Xji'
On peut, à l'aide de ces équations, calculer des développements des X suivant les puissances àiQ y^^y^, . . .,jKv, u-, ^^ en supposant qu'ils s'annulent pourjKi=y2 = - • •=yv=o, et que les coefficients des termes du premier degré en ^^15^2» • • • ^ JKv sont des constantes indépendantes de a et v.
Seules les valeurs des dérivées du premier ordre
dx\ dx<i dxy
— — , — — • j • • • > - — 5 4ri ày^ âyy
pour y, = j-2 = . . . =jKv= o» restent arbitraires. Le coefficient
d'une dérivée d'une quelconque des fonctions x^ soit d'une ma-
nière générale
OP,-^...+p^+k^l
dyP^ dyP^- . . . dyP; du^' dv'
dans le calcul des dérivées successives pour les valeurs zéro des variables, est égal à
D'ailleurs, d'après la forme admise pour le développement, on n'a à considérer dans ces calculs que des dérivées pour lesquelles
Nous allons faire maintenant des hypothèses parallèles à celles que nous avons faites (p. i8 de ce volume). Nous aurons seulement ici à considérer les v 4- a points
Al, A2, .... Av, l, — i.
On suppose d'abord que les expressions
liPi— I2P2 — .. .-r- Xv/?v -t- Y ^' — ^^/i
ne peuvent s'annuler, les p étant des entiers positifs dont la somme est égale ou supérieure à deux, et y étant un entier positif ou négatif.
Nous avons encore besoin, pour la suite de la démonstration, que l'expression
(25) I AiyOi— X2/?2 — . . .-T- Àv/?v-^Tt— \k\
reste supérieure à un nombre fixe. Or considérons le quotient
Al/?!— ...-T-Xv/?v^ Y? .
Il représente l'aflîxe du centre de gravité des masses /j),,/?2 7 "•-, Pv et I y I placées aux points A,? • • v ^-/ ^t au point — i ou au point — /, suivant que y est positif ou négatif. Si donc on peut entourer les points X,, âo, . . . , Av et 4- i d'une part, et, d'autre part, les points X,, )w, . . . , Av et — i par des polygones convexes ne comprenant pas Vorigine^ le quotient précédent restera supérieur à un nombre fixe. Or on a
Ài/>i -f- ... H- Xv/?v -t- Y i — \h _ Xi /?i-i-. . .H- Xv/?v -j- Yt \h
/^i-^'-'-^/^v+h'! ~ /?iH-...h-/?v-h(yI ~/>i-^. • — /Ov-^IyT
et, comme le second terme du second membre tend vers zéro, il est clair que les expressions (20), qui par hypothèse ne peuvent s'annuler, resteront supérieures à un nombre fixe, puisqu'elles sont supérieures au produit d'un nombre fixe par la somme p\-\- . • -+-/?v+ I y j- Nous désignerons par s un nombre inférieur aux expressions (sS).
24. n faut maintenant démontrer la convergence des séries que nous avons déduites des équations (24). La méthode suivie dans le cas où u et v ne figurent pas dans les équations, c'est-à-dire la démonstration de la page 20 (Chap. I), ne serait pas applicable ici sans quelques longueurs. Celle dont nous allons faire usage, beaucoup plus rapide, pourrait d'ailleurs être employée aussi avec avantage dans le cas particulier que nous venons de citer.
Les fonctions cp qui figurent dans les seconds membres des équations (24) sont des fonctions holomorphes de œ^^ x.^-, . > .^ x,i autour des origines dans les plans respectifs de ces variables, et de u et V dans des cercles de rajon R(R^> i). Nous pouvons prendre comme fonction de comparaison pour l'objet que nous avons en vue
' a /■-r'-ÏÏ
Ceci posé, en supjjosant que dans les équations (24) nous prenions V unité comme valeurs initiales de
nous remplacerons le système (24) par le système d'équalions finies
IsXi = £7i4-l]>(Xi,X.2, . ..,X„, u, ç),^ ( 2b ) ''
j sXv^i^ ^'(^l' ^2, • • • , X,i, M, V),
\ zXn = '^(Xi,X,, ...,X,„w,0
qui définissent les X s'annulant pour j)/^ = j^o = . . . =yv= O7
comme fonctions holomorphes de )'i, . . ., j\ et de u et ç. On voit immédiatement que les coefficients daos les développements des X donnés par ces équations sont des quantités positives supérieures aux modules des termes correspondants dans les développements des j: donnés par les équations (24). Ceci résulte de (inégalité
£ < ! > i/>r+ hp-2 — . . ^ Xv/^v -r- 7' — Ih |.
Une seule chose reste à considérer. Quel est le champ de convergence des X définies par les équations (26) dans le plan des variables u et ç? Il est essentiel que ce champ corresponde à un cercle d'un rayon supérieur à Tiinité pour pouvoir faire t réel quand nous reviendrons à la variable t. Pour répondre à cette question, il suffira de considérer l'unique équation
en prenant pour les r«, •• ; jKv leur plus grand module y et faisant tous les X égaux enlre eux; M' et H désignent deux constantes positives. La discussion de cette équation du second degré est immédiate; elle peut s'écrire
la quantité sous le radical se réduit à
Si donc on prend y suffisamment petit, on pourra prendre pour champ des variables u et ç deux cercles peu différents du cercle de rayon R et par conséquent de rayon supérieur à l'unité.
2o. Revenons maintenant à la variable réelle t. Nous avons tiré des équations (24) des développements ordonnés suivanl les puissances de
les coefficients étant eux-mêmes des fonctions holomorphes de u
et ç^ et les A représentant des constantes arbitraires. Or on a
0 = ei;
nous avons, par suite, des intégrales se présentant sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
(27) Aie>^i^ i\^e^--t, ..., Ave>-'^
les coefficients étant des fonctions périodiques de t.
Quant à la convergence, elle est assurée tant que les modules des quantités (127) sont suffisamment petits. On peut faire à ce sujet les mêmes remarques qu'au § 21 et, en se bornant aux X dont la partie réelle est négative, on obtient des solutions asymptoticjues à zéro quand t tend vers + ce.
Si, au lieu de supposer, comme au § 22, que, dans les équations
-^ = \i{XuXi, ...,Xn, t) (J = I, 2, ..., /l),
les X s'annulent pour x^ =^ , . .=^ Xn=^ o, on supposait que ces équations admettent une solution périodique :r/= ^i{t), on serait ramené au cas étudié en remplaçant Xi par Xi-i-o(t)^ et ïon obtiendrait alors des solutions asynipto tiques à la solution périodique considérée (^).
26. On peut étendre la démonstration que nous venons de donner à un cas plus étendu et qui se rencontre asse^ fréquemment. Reprenons les équations du § 23
dxk . , , ,
— = hkXk-\- ... ( a: = I, 2, . . . , 7i),
les \ étant toujours des constantes, mais les coefficients des puissances supérieures des x étant développés suivant les cosinus et sinus des multiples de c- arguments
\î.yt, 1X2 t, ..., lX(jt,
(') La démonstration de l'existence de ces solutions est due à M. Poincaré {Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste^ t. I, p. 335). On comparera sa démonstration avec celle que nous donnons dans le texte.
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de telle sorte que l'on sera dans le cas étudié plus haut si a- = i . Posant toujours ô =: e'', nous aurons le système
Admettons que ces coefficients, dans les termes de degré supérieur au premier, .puissent se développer en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
ces séries étant convergentes à l'intérieur de cercles, d'un rajon supérieur ^ un.
Nous chercherons alors, imitant ce qui a été fait plus haut, à satisfaire aux équations par des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
jK, = o>-.. ..., j-v=e>v, Wl=6i^•^ Pi^e-f"''. ..., ur,=^^'
- ft-(^T'
On formera, comme au § 23, un système d'équations aux dérivées partielles; il est inutile de l'écrire. Les quantités qui seront les coefficients des dérivées dans les calculs successifs seront ici les expressions
( îi8 ) X i/?i + . . . ^- Xv/>v H- T 1 :^i '^' -^ T2 [^2 '^' + . . • — Ya 1^(7 ^ — ^/M
les p étant des entiers positifs et les y des entiers positifs ou négatifs.
On suppose que les développements des j; ne renferment pas de termes indépendants des y et que les valeurs des dérivées
pour j'i ^ K2= . . . =yv= o se réduisent à des constantes, d'ailleurs arbitraires, indépendantes des a et v. Nous n'aurons donc ici, comme précédemment, qu'à considérer dans le calcul que des dérivées pour lesquelles la somme/?, -x- . . . -h/>v est supérieure ou égale à deux.
Pour la démonstration de la convergence, nous n'aurons rien à changer à la marche des raisonnements. Notre attention doit se porter seulement sur les expressions (28); la démonstration ne P. — III. i3
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peut réussir que si les modules des expressions (28) pour yOi H- . . . + /îv^2 restent toujours supérieurs à un nombre fixe. Or les [A sont des nombres réels, et posons
A = A j H- t A j , • • • 5 Av = A,^ + t Ay ,
la partie réelle, dans les expressions (28), se réduit alors à
Si donc cette expression ne peut s'annuler, les p étant des entiers positifs remplissant la condition indiquée, et si les V sont tous de même signe, nous sommes assuré que les modules des expressions (28) restent supérieurs à un nombre fixe.
Nous avons alors, dans ce cas, des intégrales se présentant sous forme de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
(29) A^e^^i^, A2e^2^, ,. ., Av<2^v<,
les coefficients étant des fonctions de t dèveloppahles suivant les cosinus et sinus des multiples des arguments \k^t^ . . . , m^y^.
Ainsi se trouve généralisé le théorème de M. Poincaré relatif aux solutions asymptotiques.
La convergence de ces séries exige naturellement que les modules des quantités (29) soient suffisamment petits. Si les V sont négatifs, on aura, en prenant les constantes arbitraires A assez petites, des développements valables de ^ = o, ^ z= -}- oc.
27. En particulier, si v = /i et que tous les A' soient négatifs^ nous aurons une intégrale dépendant de n constantes arbitraires. Or, pour ^ =r o, on a
jp2=A/, + ... (/: = I, 2, . . ., ^),
les termes non écrits étant de degré supérieur au premier en A,, Ao, . . ., A;j. Si donc on prend les valeurs initiales x\ suffisamment petites, il en sera de même des A et, par suite, les séries convergeront. Nous avons donc, avec nos développements, toutes les intégrales répondant à des valeurs initiales suffisamment petites.
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Ces intégrales tendront vers zéro quand t augmentera indéfiniment puisque alors les exponentielles
tendent vers zéro. Ce résultat, qui se déduit de la forme analytique des intégrales peut être facilement établi a priori^ et non pas seulement pour les équations précédentes où les termes sont de forme trigonométrique, mais dans une infinité d'autres cas; c'est ce que nous allons montrer en terminant.
28. Pour donner au théorème toute sa généralité, reprenons un système d'équations du premier ordre
(3o) -^ ^ X/(a7i,rr.2. .. .,^rt, ^) (t=i,2, n),
OÙ les X sont des séries ordonnées suivant les puissances de x^ Xi^ . . ., Xa\ ces séries ne renferment pas de termes indépendants des x^ et chacun de leurs coefficients est une fonction de t dont la valeur absolue ne dépasse pas une limite fixe quand t varie entre o et -^ 30. Elles sont d'ailleurs convergentes quand les modules des x restent, quel que soit t dans Tintervalle précédent, inférieurs à un certain nombre.
Si nous prenons seulement dans les X les termes de premier degré, nous aurons un système d'équations linéaires
(S) -^ = aa^i + ...-^«/«^« (i = 1,2, ...,/i).
Nous nous plaçons maintenant dans l'hypothèse où l'intégrale générale du système (S) serait de la forme
les a étant des constantes dont les parties réelles son\, positives y et les y des fonctions dont le module est inférieur à un nombre fixe. Supposons, de plus, que l'on ait
(«114- «2-2-1-...-+- «««)^^ = — (ai-h...-h a„)^-f-F(0,
|F(^)| restant, quel que soit t, moindre qu'une quantité déterminée.
On voit alors immédiatemenl que, si l'on fait le changement de fonctions
Xi=-^Jii{t)-r-...-^1^n fiait),
les équations différentielles en Ç auront respectivement dans leur second membre comme terme du premier degré
les coefficients des puissances supérieures ayant des modules moindres qu'un nombre fixe.
Imaginons donc que nous partions des équations
dxi
-^j = — cx.iXi -:-... (1=^ ],2, .. .,n),
les a étant des constantes positives, et les coefficients des puissances de degré supérieur étant des fonctions de t, qui restent en valeur absolue inférieures à un nombre fixe. Soient to une valeur positive arbitraire de ty et
les valeurs des x pour t ^^ Iq. On aura
les cp^ étant des fonctions analytiques de x\^ xZ, . ■ • , ^J) et s'annulant pour x\ --- . . . -: x\ --- o. Les termes du premier degré dans cp^ s'obtiennent en réduisant les équations à la partie linéaire, et, par suite,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. Si h désigne une quantité positive qui va rester fixe, on aura, en désignant par x^^ la valeur de xi pour l z= t^-^ h^ .
Ces séries seront convergentes pour | x^} \ assez petits; quel que soit Iq^ ces séries en x^ convergeront dans un même champ, et l'on peut obtenir des développements de même forme dont les coefficients indépendants de t^^ soient des nombres positifs supé-
rieurs aux modules des coefficients correspondants dans les développements précédents.
Si Ton suppose maintenant que l'on parte de ^ = o, on aura la substitution permettant de passer de la valeur des x pour f = o à la valeur de x pour t =- h. De t ^^ h on passera à ^ = 2 A, et ainsi de suite. D'après ce que je viens de dire, il suffit de démontrer qu'une substitution de la forme
où les ai sont des nombres positifs inférieurs à un, répétée un nombre infini de fois, donne pour limites zé/'o, si les valeurs initiales des X sont assez petites. La démonstration est immédiate. Soit A le module maximum des a/; on peut se borner au cas de la seule équation
Pour X suffisamment petit, on a évidemment
t' <C hx,
h étant compris entre A et un. Donc, au bout de n transformations successives, la valeur de x sera inférieure à
et tendra, par suite, vers zéro quand n augmentera indéfiniment.
Ainsi, sous les hypothèses faites, toute solution du système (Zo) correspondant à des valeurs initiales assez petites tendra vers zéro quand t augmentera indéfiniment. Nous établissons ainsi, dans des cas très étendus, l'existence de solutions asjmptotiques à j;, = . . . = jc„= o pour un système d'équations de la forme indiquée.
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I. — Des points singuliers généraux des équations du premier ordre et du premier degré.
1. Commençons par étudier les points singuliers des courbes •définies par une équation différentielle du premier ordre et du premier degré, c'est-à-dire par une équation de la forme
dx _ dy
où X et Y sont des polynômes en ^ et y; ces polynômes ont leurs coefficients réels et nous ne nous occupons maintenant que des parties réelles des courbes définies par l'équation précédente.
Par tout point (^, Jk) du plan à distance finie passe une courbe intégrale et une seule, si l'on n'a pas à la fois en ce point
Les points i^x^y)^ satisfaisant à ces deux équations, sont les points singuliers de l'équation différentielle, et nous allons d'abord chercher ce que deviennent les courbes intégrales dans le voisinage d'un point singulier.
2. En supposant le point singulier à l'origine, l'équation aura
la forme
dx __ dy
ax -h by -4- . . . a X -\- b' y -t- . . .
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier.
D'après ce que nous avons vu (Chap. I, § 2), on pourra faire un changement linéaire de variables sur x et y, si l'équation du second degré en A
as b' — À
a ses racines distinctes, de telle sorte que l'équation devienne
dx' _ dy
les deux racines de Féquation (i) étant A| et Ao-
Différents cas vont se présenter, suivant la nature des racines de cette équation (i), qui s'écrit
À-— (a -h 6'_) À -f- ah' •— a' b = o.
3. Supposons d'abord que les racines de (i) soient réelles et de même signe; on peut alors supposer, en changeant, au besoin, les signes des coefficients a, Z>, a', 6', que
D'après un théorème général ('), établi au Chapitre I (voir aussi Chap. Il, Section I, et notamment la remarque au bas de la page 25),
(') Nous avons cependant une légère correction à faire au sujet des cas à exclure; il semblerait, d'après ce que nous avons dit (page i^), que le seul cas à exclure est celui où le rapport
est réel et négatif. Il y a encore un autre cas, c'est celui où ce rapport serait un entier positif ou l'inverse d'un entier positif . Il est clair, en effet, que, dans ce cas, une des deux équations
delà page 24 se trouvera vérifiée; ainsi la première est satisfaite pour /?, = o,
On doit donc exclure des conclusions générales du § 1, Chap. II, le cas où X serait un entier positif ou l'inverse d'un entier positif. Ces cas se ramènent au
l'intégrale générale est de la forme
(2) ■ «t=Gi4s
//, et u.;, étant des fonctions holomorphes de x ely dans le voisinage de ^ = o, j" = o, et s'annulant pour ces valeurs; C représente la constante arbitraire.
11 résulte immédiatement de ce qui précède que toutes les courbes intégrales se rapprochant suffisamment de l^ origine passent à l'origine. Il est visible, en effet, que la courbe (2) passe à l'origine, quelle que soit la constante G.
INous désignerons sous le nom de nœuds les points singuliers de la catégorie précédente. Un exemple très simple d'un nœud sera fourni par l'équation
d.r _ dy X ~ y '
dont l'intégrale générale esty=G^; l'origine, ici, est bien un nœud.
Dans les généralités qui précèdent, nous supposons que nous ne sommes pas dans le cas dont il est parlé ci-dessus en note, où
X est un entier positif ou l'inverse d'un entier positif. Pour ce
cas particulier que nous avons étudié (page 3o); pour le faire voir, considérons
le système
dx
dt if,=rny + .x^...,
les ternies non écrits étant de degré supérieur au premier et m étant un entier positif. En posant
on ramène ce système au suivant :
dx
^-^ =r (m — i)/H-a'jcH-...;
c'est un système de la même forme, où m est remplacé par m — i ; on pourra donc, en opérant de proche en proche, être ramené au cas où m ~i, qui a été étudié à la page 3o.
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cas particulier, il suffit, comme nous venons de le dire, de se borner à /?î = i , et de considérer les équations de la page 3i
dx
dt ' ^J^
Nous avons vu qu'on peut développer ^ et jk suivant les puissances de t et t\o^t. Les équations (3) en u et r de la page Sa ne changeant pas quand on remplace u et c par a?^ et ar, a étant une constante arbitraire, nous pouvons considérer que jc ety sont développées suivant les puissances de
tt et aMog^, et l'on aura
/et/, étant liolomorphes en ^ et j^et s'annulant pour x =: y = o. On en déduit
, fi(x, y)
et, par suite, l'intégrale générale prend la forme
ef^^;y)=f{x,y
On discutera immédiatement cette courbe en posant
f{x,y)^x', fdx,y)=y\ on a
ces courbes passent à l'origine, quel que soit a, et v ont pour tangente ra:se des y ,
4. Les racines de Téquation (i) restant toujours réelles, supposons-les maintenant de signes contraires. Les théorèmes généraux ne nous donnent plus l'intégrale générale. Nous connaissons seulement (Chap. II, p. 28) deux courbes intégrales passant à
'^l'origine, et les coefficients angulaires (voir loc. cil.) des tangentes à l'origine pour ces deux courbes sont données par l'équation du second degré en t
(3) a' -^ b' f — t{a -h bf) = o,
dont les racines sont réelles en même temps que celles de l'équation (i).
Ces deux courbes intégrales sont les seules qui passent à l'origine ou qui s'en rapprochent indéfiniment. Nous ne pouvons, pour la démonstration de ce théorème, renvoyer au Chapitre II, car il y a là un point que nous avons laissé en suspens (fOi/'page 3o). Il sera aisé de suppléer à cette lacune, en considérant seulement, comme nous devons le faire ici, les courbes réelles. Il suffira d'ailleurs de montrer, d'après le théorème établi (Chap. II, p. 3o), que la courbe a une tangente déterminée.
Remarquons d'abord que, les deux courbes intégrales ayant leurs tangentes distinctes et des points simples à l'origine, on peut faire un changement de variables tel que les axes des x et des y soient les intégrales dont nous venons de parler. L'équation diffélentlelle aura nécessairement alors la forme
dx dy
les termes non écrits, qui sont des séries entières en œ et en y^ étant au moins du premier degré en x ely.
Il est évident d'abord que, dans la région autour de l'origine, où les séries qui sont aux dénominateurs convergent, une courbe intégrale ne peut rencontrer l'axe des x ou l'axe des y. Si, en effet, une intégrale rencontre l'axe des y au point (^ ^r o, y ^ o), elle sera tangente en ce point avec l'axe des y et devra, par suite, coïncider avec lui. Ceci posé, envisageons une courbe intégrale passant à l'origine ou s'en rapprochant indéfiniment, et distincte de Ox et Oy. Nous pouvons supposer que, depuis un certain point P, elle est dans le premier quadrant (angle xOy). Suivons la courbe depuis le point Pq jusqu'à l'origine; si P désigne le point mobile de la courbe, le rayon vecteur OP tourne toujours dans le même sens autour de l'origine O, car autrement, pour la position du point P correspondant à ce changement de sens, la
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droite OP serait tangente en P à la courbe, et l'on aurait pour les
1,1 . dor dy
coordonnées de ce point — = ^, et, par suite.
égalité impossible, puisque A, est différent de )v2-
Supposons, pour fixer les idées, que OP marche dans le sens de O^' vers Oy\ quand P tendra vers l'origine, OP aura nécessairement une limite, puisque la direction OP marche toujours dans le même sens et ne peut dépasser Oy, d'après ce que nous avons dit plus haut. Il est donc établi que la courbe intégrale considérée a une tangente à Vorigine et nous sommes alors assuré qu'il n'y a que deux courbes intégrales passant par le point singulier considéré.
Nous désignerons sous le nom de cols les points singuliers qui viennent d'être étudiés, par lesquels passent seulement deux courbes intégrales.
L'exemple suivant va nous donner, suivant les cas, des cols ou des nœuds. Soit la surface d'un terrain représentée par l'équation
le plan des xy étant horizontal. L'équation différentielle des lignes déplus grande pente, c'est-à-dire des lignes dont la tangente est en chaque point perpendiculaire à la tangente de la ligne de niveau (c z^ constante) passant par ce point, est évidemment
dy
àf
" àf
dx
ày
les points singuliers de cette équation sont donnés par les valeurs de X et j^, pour lesquelles
ils correspondent donc aux points de la surface où le plan tangent est horizontal. En prenant un tel point pour origine, nous avons
;: =z ax'*- -4- ihxy -i- cy- -f- . . .
et, par suite, l'équation différentielle devient dx dy
a X H- by -r . . . bx -v cy -^ . . . L'équation en \ est ici
X2 — ( rt -f- c ) X -h rtC — ^2 = O.
Les racines sont réelles; leur rapport sera positif si h- — ac <<o, et alors l'origine est nxifond ou un sommet de la surface, et toutes les lignes de plus grande pente passent par ce point, qui est un nœud pour l'équation différentielle. Si, au contraire, h- — ac^o, le rapport des racines est négatif et alors l'origine est un col pour la surface, au point de vue topograpliique ; cette dénomination correspond à celle que nous adoptons pour le même point relativement à l'équation différentielle. Il n'y a que deux lignes de plus grande pente passant par un col, d'après le théorème général établi ci-dessus.
5. Supposons maintenant que l'équation (i) ait ses racines imaginaires : )v, et A2 sont alors imaginaires. Il ne peut j avoir une courbe intégrale passant à l'origine avec une tangente déterminée,
puisque l'équation (3) en t, donnant les limites de -, a ses racines
imaginaires, mais la considération de l'intégrale va nous conduire à un résultat important.
Pour passer de l'équation proposée à la forme canonique, il faut faire un changement de variables imaginaires
a^' — aa? -t- ^y ,
a et Y d'une part, [3 et S d'autre part, sont imaginaires conjuguées.
Nous pouvons ici, à moins que ~ ne soit réel et négatif, nous ser-
vir de l'intégrale générale (2)
— const.
les fonctions holomorphes u^ et 112 en x el y sont imaginaires
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conjuguées, et nous pouvons poser
/et cp étant des séries réelles en x et r ^'annulant pour ^^o, j/=z o, et le déterminant fonctionnel de /et cp ne s'annulant pas pour JT ^= o, j- =z o. En posant de plus
li^p — rjL h2 = p -^qi,
nous aurons l'intégrale générale sous la forme
if-}- io)P+ii
-r^ H- . = const.
ou encore
(p-r-ql)\os(f~ i-s)—(p -qi)\og(f- /cp) = const.;
en prenant pour les deux logarithmes des déterminations imaginaires conjuguées, la constante sera de la forme Ci, C étant réel, et la courbe précédente sera réelle et sera une spirale se rapprochant indéfiniment de Vorigine, Pour nous en rendre bien compte, étudions la transformée de cette courbe par le changement de variables
qui donne pour x et j- des fonctions holomorphes de ç et r. dans le voisinage de ? = o, r, = o. On aura, si Ç = p cosG, r, = p sin9,
(/> + 5'0(logp + j6)-(/j-^j)(logp- iO)= Ct
et, par suite,
iq logp -^ 2/?6 = G, et enfin
C étant une autre constante. La transformée est donc une spirale logarithmique, et, par suite, les courbes intégrales que nous étudions sont des spirales tournant indéfiniment autour de l'origine, qui est pour elles un point asymptote. Nous avons donc une infinité d'intégrales ajant à l'origine un point asymptote; ce point singulier sera dit un foyer. Il résulte de ce qui précède que les
"cr^ I V in R SI T Y 1
courbes intégrales, se rapprochant suffisamment de V origine, auront ce point pour asymptote.
Je rappelle que nous avons supposé que —■ n'est pas réel et négatif, ce qui ne peut avoir lieu que si /? = o et alors ^ = — i , cas particulier que nous étudierons à la Section II.
Prenons comme exemple l'équation différentielle
dx _ dy
x—y ~ x-hy
En faisant la réduction à la forme canonique, on trouve que l'on doit poser
x' = x-^ iy, y = x — iy;
l'équation différentielle devient
, ., dr' , ., dx'
ou
(r + i) logj' — (i — i) \o^x' = const.,
et, par suite, si l'on pose
^ = rcosG, r = rsin9, l'intégrale générale est la spirale logarithmique
6. Nous venons d'étudier les points singuliers d'une équation différentielle du premier ordre et du premier degré, que l'on peut appeler généraux , c'est-à-dire les points singuliers qui ne supposent aucune relation particulière à^ égalité entre les coefficients de l'équation.
Ces points singuliers sont les nœuds, les cols et les foyers. Bien d'autres points singuliers peuvent se présenter, mais ils correspondent à des relations particulières; nous allons en voir un exemple dans la Section II de ce Chapitre.
On remarquera que nous n'avons supposé en rien dans les paragraphes précédents que X et Y fussent des polynômes en^ etjKÎ ils peuvent être des séries ordonnées suivant les puissances crois-
santés de x et^', convergentes pour des valeurs absolues suffisamment petites de ces variables.
Les dénominations de nœud, col el foyer sont empruntées aux Mémoires (*) de M. Poincaré Sur les courbes définies par les équations différentielles. Nous avons complété un point qui, malgré son importance, était resté sans démonstration, à savoir que par un col ne passent que deux courbes intégrales (§4).
II. — Étude d'un point singulier spécial; des centres
7. Dans la première Section de ce Chapitre, nous avons étudié les points singuliers généraux des équations du premier ordre et du premier degré. Ces cas généraux sont en même temps les plus simples, mais il peut se présenter des cas particuliers correspondant à des relations particulières entre les coefficients des polynômes X et Y. Il ne paraît pas possible d'entreprendre actuellement l'étude de tous les cas particuliers qui peuvent se présenter; nous allons seulement, pour montrer la complication de celte étude, étudier avec quelques détails un cas particulier (-) ne présentant pas un caractère trop spécial.
Reprenons l'équation
dx dy
X et Y s'annulant pour jr = o, j' = o.
A l'équation précédente on peut associer l'équation aux dérivées partielles
ax oy
et il est tout naturel de rechercher si l'on peut satisfaire à cette équation en prenant pour F une série ordonnée suivant les puissances croissantes de x ely. Si nous désignons par
cix^^y et ^;x-^oy,
(') H, Poincaré, Sur les courbes définies par les équations différentielles {Journal de Liouville, 1881 et 1882).
(') Consulter, pour l'étude des centres, le Mémoire de M. Poincaré {Journal de Mathématiques, 4* série, t. I, p. 172).
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les termes du premier degré en x et en y dans X et Y, on voit immédiatement que le développement de F ne pourra pas commencer par des termes du premier degré, si l'on a
OLO — Py ?^ <^ •
Plaçons-nous dans cette hypothèse ; le développement de F commencera par des termes du second degré, soit
rt.r^ -h -ibxy -^ cyet l'on devra avoir
( ax +^7) {a,x '^by)-\- {^(x -^oy){bx-^-cy) = o,
d'où
(4) I a[i -I- ^(a -I- ô) — cv == o,
\ b^ -\- co — o\
ces équations ne seront compatibles que si l'on a
1 ^^ oc ^ 0 Y I ^- o-
lo ^ o\
Quand cette condition est remplie, on peut obtenir les valeurs de a, è, c. Nous discuterons aisément la condition précédente, en supposant que l'équation ait été réduite à la forme canonique employée dans la Section précédente, c'est-à-dire que l'on a
x, et A2 étant les deux racines d'une équation en \ déjà bien des fois considérée. La condition revient alors à
Si 1, et Ao sont réels, le rapport y sera alors égal à — i , et, par suite, le point sera un col. Si A, et Ao sont imaginaires, on se trouvera dans un cas nouveau laissé de côté au § o de ce Chapitre : c'est ce que nous allons étudier.
Le changement de variable à elTcctuer sur x et jr, pour passer de l'équation primitive à la forme canonique, remplace alors x
ely par deux expressions imaginaires conjuguées. Or, dans l'hvpothèse a = A, , p=z o, y =0,0= ).2 le polynôme
ax- -h ib xy -h cy-
se réduit, d'après les équations (4), à ibxy\ ce polynôme sera donc, en revenant aux variables réelles initiales, une forme définie, qu'on peut d'ailleurs supposer positive. Ainsi nous pouvons, dans le cas que nous étudions, admettre que les termes du second de2:ré dans F se réduisent à
et l'on a alors, d'après les équations (4),
Ainsi, sans diminuer la généralité du cas spécial que nous étudions, nous supposons que
et soit
F = x2 —yi -^ F3 — Fi —
F/ comme X^ et Y^ désignant un polj^nôme homogène de degré i en X ely. Il faut continuer le calcul de proche en proche des polynômes F3, F, , . . . . On voit que, si l'on a déterminé les F jusqu'au rang i — i , le polynôme F/ sera déterminé par une équation
de la forme
Hf désignant une expression dépendant de X et Y et des polynômes F déjà déterminés.
Nous sommes donc amené à nous poser la question suivante : en désignant par H/ un polynôme homogène et de degré / en x etj', déterminer un polynôme F/ satisfaisant à l'équation (5).
Pour résoudre cette équation, posons
a^ = pcostu, y = ps\nii).
On a alors, en désignant par F une fonction quelconque de
X et y,
dF _ ^ _ _ ()F
Soient F,-= p^'f (w), H/ = p''^(co), on a
9 ( w ) = I. A/c cos k (Jù -h B/,. sin A^ w , ^|> ( to ) = 2 G/,, co s A: 0) H- Dyt sin A co ^
les entiers A' étant au plus égaux à /, et de même parité que i.
L'équation (5) s'écrit alors
Pour qu'on puisse y satisfaire, il faut et il suffit que 'h (bi) ne contienne pas de terme indépendant de co , c'est-à-dire que
Cette condition est remplie d'elle-même quand i est impair, et il y a alors une manière et une seule de déterminer cp(o3). Quand i est pair, le terme Cq existera en général, et il n'y aura pas alors possibilité de trouver pour o{io) une expression de la forme indiquée. Quand Co est nul, cette détermination sera possible, et il restera évidemment une arbitraire dans l'expression de cp.
Revenons sur le cas où i est pair et Cq différent de zéro. On pourra alors déterminer une expression cp, de manière que
ce qui revient à déterminer un polynôme homogène Fi^x, y) de degré i, tel que
^ âx ây -^1'— ^o(^ -r-J .) .
8. Ceci posé, dans le calcul successif des polynômes F, on pourra se trouver arrêté dès le calcul de F.,, et on le sera même en général. Pour plus de généralité, supposons que ce soit au rang i (de degré pair) que Ton soit arrêté pour la première fois,
c'est-à-dire que la quantité Cq ne soit pas nulle. Posons
F=:^2_^jt>^F3-i-F4^...--F,-;
le dernier polynôme F/ étant calculé, comme nous l'avons dit plus haut, et l'on suppose que Ton a fixé arbitrairement les constantes restant arbitraires dans F4, . . . , F/.
Il est clair que chacune des courbes de la famille
î étant une constante suffisamment petite, se compose, dans le voisinage de l'origine, d'une petite courbe fermée entourant ce point. Pour £ = o, cette courbe se réduit à un point. L'expression
dx ' dy
d'après la manière même dont ont été calculées F3, , . . , F^, ne renferme pas de terme de degré inférieur à i et ses termes de degré i se réduisent à
-Go(:c--^r2)¥.
Donc, si p = ^/j"- -;-j-- reste moindre qu'un nombre suffisamment petit Cq, cette expression aura un signe invariable, le signe opposé à celui de Cq. Supposons, pour fixer les idées, Co positif. Considérons maintenant, au lieu de l'équation donnée du premier ordre, le système équivalent
Suivons une trajectoire dans le voisinage de l'origine. Si, dans le polynôme F(.r, j'), on substitue les valeurs de x et y en fonction de ;, l'expression F deviendra une fonction de t, et l'on aura
— - X — -4- Y — dt ' dx ôy
Par suite, si le point (^,j^) est à l'intérieur du cercle décrit de l'origine avec le rayon Oq, on aura
F ira donc en diminuant quand t augmentera, tant que {x, y) ne sortira pas du cercle po- Revenons aux courbes
en faisant varier t de zéro à une valeur £« telle que ces courbes (ou du moins la partie fermée autour de l'origine qui nous intéresse seule) ne sortent pas du cercle Oq- Quand £ varie de zéro à £07 ces courbes grandissent et deux quelconques d'entre elles n'ont pas de point commun. Si une trajectoire rencontre une courbe F^£, le point (x^ y) ne sortira pas de cette courbe^ car, d'après ce qui précède, on aura à l'intérieur de la courbe
-di < "•
F ira donc en diminuant, et le point ne pourra pas revenir à la courbe F = £. Quand t augmentera indéfiniment, F diminuera indéfiniment. La limite de F sera donc une quantité positive ou zéro('). Si la limite de F est une quantité positive a différente de zéro, notre trajectoire se rapprochera indéfiniment de la courbe
qui sera pour elle une courbe asymptote. Montrons que la courbe F =^ a sera aussi une courbe intégrale. Tout d'abord, en remplaçant dans l'équation différentielle
d.T dy
les coordonnées rectangulaires par les coordonnées polaires (p, w), nous avons une équation de la forme
les coefficients A, B, ... étant des polynômes en cosco et sin w. Il
(') M. Poincaré suppose immédiatement dans son Mémoire (voir Journal de Liouville, p. 179; i885) que la limite est zéro. En fait, cette hypothèse est légitime, si l'on est suffisamment près de l'origine; mais il n'est pas inutile de développer davantage ce point pour être entièrement rigoureux.
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en résulte que to pourra croître indéfiniment et que notre trajectoire sera asymptote à la courbe F = a en tournant indéfiniment autour d'elle. Nous pourrons représenter la courbe F = a (dans le voisinage de Torigine) par l'équation
y(tL)) étant une fonction analytique de w ayant 2t: pour période. En posant
l'équation dilFérenlielle devient
les coefficients P, Q, R, ... étant des fonctions de g3 admettant la période 2-. Par hypothèse, cette équation admet pour intégrale une fonction ^ qui tend vers zéro en étant toujours positive quand la variable réelle w augmente indéfiniment. Or je dis que ceci est impossible si P n'est pas identiquement nul. Soit en effet Wo une valeur n'annulant pas P, pour ioq -r- ikr. [k étant assez grand) ; la fonction ^ sera aussi voisine que l'on voudra de zéro. L'équation
(Jdi I
donnera pour (o une fonction de v; pour une valeur initiale de Ç inférieure à tel nombre que l'on voudra et pour cj= co^-i- 2 A-, le champ de convergence de to, développée suivant les puissances de w, atteindra Torigine, et l'on aura donc v = o pour une certaine valeur de cd, ce qui est contre notre hypothèse. Par suite, Pest identiquement nul et ^ ^ o satisfait à l'équation différentielle, ce qui revient à dire que la courbe F = a est une courbe intégrale.
Or, si l'on cherche les courbes intégrales de la forme précédente, on ne pourra trouver qu'un nombre limité de valeurs de a. En prenant donc, comme fonction initiale pour notre trajectoire, un point à l'intérieur de la courbe F = a, qui correspond à la plus petite valeur de <2, on aura la certitude que la trajectoire considérée aura l'origine pour point asymptote.
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Nous avons, dans ce qui précède, supposé que Co était positif. Dans le cas où Co serait négatif, on changerait ^ en — ^ et la conclusion à laquelle nous venons d'arriver subsiste encore. Nous pouvons donc énoncer que, dans le cas où Von rencontre une quantité Cq différente de zéro, le point singulier considéré est un point asymptote et peut, par suite, être regardé comme un foyer.
9. Comme nous l'avons dit, il arrivera en général qu'on rencontrera une quantité Cq différente de zéro, et nous pouvons regarder la discussion du point singulier comme faite dans le cas général, mais le cas particulier, où tous les Cq seraient nuls et où par conséquent on ne serait jamais arrêté dans le calcul des polynômes successifs F^-, appelle nécessairement l'attention. M. Poincaré, qui examine ce cas dans son Mémoire (p. i8i du Mémoire cité), démontre directement que la série
est convergente pour des valeurs suffisamment petites de x et y, 11 en résulte alors que l'équation
G étant une constante suffisamment petite, représente dans le voisinage de l'origine une petite courbe fermée et, par suite, les courbes intégrales dans le voisinage de l'origine sont des courbes fermées s'enveloppanl les unes les autres.
La démonstration de M. Poincaré nous entraînerait trop loin. Je préfère me placer à un autre point de vue où nous allons retrouver des solutions périodiques. Prenons l'équation en coordonnées polaires que nous pouvons mettre sous la forme
do
dd ~^^ ^^^
Les coefficients des diverses puissances de p sont des polynômes en cosB et sin8; le premier est homogène et du troisième degré.
Considérons l'intégrale de l'équation précédente prenant pour 8—0 la valeur po- D'après un théorème générai (Chap. VIII, § 4), on pourra la développer suivant les puissances de po, et ce
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développement sera convergent dans un intervalle que nous prenons ici de o à 2- si po est suffisamment petit. On aura ainsi
p = aipo-h aop^ + agp^-f-. . .,
les a étant des fonctions de B, que nous pouvons calculer de proche en proche, a, prend la valeur un et tous les autres a la valeur zéro pour 9 := o.
Dans le cas où il y aura une intégrale de la forme F = C, les fonctions a devront avoir la période 2-, et inversement, si les fonctions a ont la période 27:, toutes les solutions autour de l'origine sont périodiques.
Si nous cherchons les coefficients a, nous voyons qu'en général ils ne sont pas périodiques; on a d'abord de suite
puis
ao sera encore une fonction périodique ; on déterminera la constante de manière que 7.2 s'annule pour Qr^o. Pour déterminer a3, nous aurons une équation de la forme
cp3 étant périodique. Pour que 7.3 soit périodique, il faudra que le terme constant dans C33 soit nul; s'il n'en est pas ainsi, a, ne sera pas périodique, mais on pourra néanmoins le déterminer et l'on choisira la constante arbitraire de manière que ag s'annule pour f) =1 o. On continuera ainsi la détermination des fonctions a de proche en proche, les prenant telles qu'elles s'annulent pour
Donc, dans tous les cas, nous déterminerons la solution p prenant pour 9 = o la valeur po> et elle sera déterminée de o à 27:, si po est suffisamment petit. Un cas très intéressant est celui où tous les a, calculés comme il vient d'être dit, sont périodiques; il faudra pour cela qu'une suite indéfinie de constantes, successivement rencontrées dans le calcul, soit nulle. Le développement qui représente p étant convergent de o à 2- sera alors évidemment convergent pour toute valeur de 9, et nous aurons comme inté-
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grales autour de l^ origine une succession de courbes fermées enveloppant ce point.
10. Il sera intéressant de considérer maintenant le système des deux équations
dx
dt
en nous plaçant dans le cas où les conditions que nous venons de dire sont remplies. Nous devons chercher comment l'angle polaire Q est relié à t. En remplaçant x Çil y par pcosS et psinO, nous
avons
dp f. . f. d^ . ^
-y- COS0 — 0 sin 0 ^- = p sin 0 -f- . . ,
dt ' dt ^
dp . ^ ^dO „
-7^ sin 0 H- p cos e —- = — p cos 9 -[-... ,
dt ^ dt
, do do dO
que nous pouvons écrire, en remplaçant -j- par -~ — ou par
dt d(i dt
Ap2+Bp3+...), [— sinO + p( )] = sin6-f-p( ),
dt d'où l'on déduit
[ cos6+p( )] — — cos0H-p( );
d^W . xn
dt) t'^?^ )]-'-^?(
les parenthèses représentant des séries ordonnées suivant les puissances de p dont les coefficients sont des fonctions périodiques de Q avec la période stu. On a donc
dt ^ /i -t- p ( ) dû.
Pour une intégrale, p sera, par hypothèse, une fonction périodique de 8 avec la période au, et nous ne considérons que les intégrales pour lesquelles p est suffisamment petit. Il en résulte que t est une fonction périodique de 9, t augmentant d'une certaine constante quand 9 augmente de 2-. Les solutions du système (6)
sont donc des fonctions périodiques de t^ et nous avons ainsi un exemple d'un système ayant toutes ses solutions périodiques [pourvu que les valeurs initiales {xq, yo) soient assez petites]; mais la période varie d'une intégrale à l'autre, dépendant de la position initiale (^o^J'o); ce dernier point est évident, car la période de /, considérée comme fonction de 9, dépend de Oq.
III. — Équations du premier ordre et de degré supérieur. Application à la recherche des lignes de courbure passant par un ombilic.
11. Des questions analogues à celles que nous avons traitées dans les deux Sections précédentes se posent pour les équations du premier ordre et de degré supérieur. Soit une telle équation
Nous devons considérer les points {x,y) pour lesquels une ou plusieurs valeurs de -i- sont indéterminées. Supposons que l'origine soit un tel point; la recherche des courbes intégrales passant en ce point et ayant une tangente déterminée se ramènera à des questions déjà traitées. Tout d'abord, l'équation donnant les coefficients angulaires de ces tangentes se forme immédiatement, puisque — et -^ ont, dans ce cas, la même limite. Posant alors y ^=. tx^ on a une équation différentielle en t
et il faut cliercher les intégrales de cette équation, prenant, pour jT ^ o, les valeurs trouvées pour les coefficients angulaires. On sera donc ramené en général à des problèmes de la nature de ceux qui ont été traités au Chapitre 11 et dans la première Section de ce Chapitre.
Prenons, comme exemple ('), l'équation du second degré
{ax^hy^...) (-£) -i- 2 («la:- + 6,jk -^■•■)^^ (^2 t -{- b.y -^ . ..) = o,
(') J'ai indiqué, dans les Comptes rendus (11 mars iSgS), le résultat de cette discussion qui n'a, je crois, jamais été faite.
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OÙ les termes, non écrits dans les parenthèses, sont de degrés supérieurs au premier. L'équation aux coefficients angulaires des tangentes aux courbes intégrales passant à Torigine est ici
(7) (a-r- bt) r--^i{a^-^ byt)t -\- a-i-^b^it = 0.
Des circonstances différentes se présenteront suivant la nature des racines de cette équation du troisième degré 5 les racines réelles seules seront ici intéressantes, et à une racine réelle ^0 correspondront, pour l'équation, une seule intégrale ou une infinité d'intégrales suivant que l'équation différentielle en ^, proposée de la transformée en posant j|^ = tx^ aura une intégrale ou une infinité d'intégrales prenant pour ^ = o la valeur Iq.
L'équation (7) se retrouve en faisant dans l'équation j^ = tx. Résolvant d'abord, on a
dy __ — {a^x -i- &ijK -+-•..) ± s/iaix -+- bxy -h. ..y — {ax -^ by -f-. .,) (a^x -\- b^y -i-...) dx ~ ax -\- by -^ , . .
et, par suite,
dl —1{a^bt) — {ay-\-bxt)-^x{ ) dz /(«i-h èj t)'^— {a + bt){a^_-^ b, t)^x{ )
dx a -\- bt -T- X { )
en marquant par les parenthèses des séries entières en x et t. Pour ^ = o, le second membre se réduit à
— f{a-^bt) — {ax^bxt)±s/{ax-^bxtf—{a^-bt){ai^b^t)
a-\-bt
En égalant cette expression à zéro, on retrouve l'équation (7) du troisième degré, après suppression de la racine t=: — t»
On pourrait avoir à craindre, pour l'équation différentielle en ^, quelque difficulté à cause de cette racine ^ = — -r, distincte, nous le supposons, des racines de l'équation (7). Le second membre de cette équation se présente en effet sous forme indéterminée
pour
du moins pour une des déterminations du radical. Ne pourrait-il
pas y avoir alors une intégrale t de l'équation tendant vers
quand x tend vers zéro? Pour voir que la chose est impossible, il suffira de considérer, dans Féqualion différentielle proposée X comme fonction de y et posant x = t^ y^ on aura une équation différentielle entre y et t\ et cette équation ne pourra
avoir une intégrale ^' tendant vers quand y tend vers zéro,
car il n'y a plus ici aucune difficulté puisque ah-^. — a-^h y^o.
Les courbes d'intégrales que nous venons d'étudier étaient supposées avoir une tangente à l'origine. Peut-il exister d^ autres intégrales? Telle est la question qui doit maintenant nous occuper. 11 est d'ailleurs entendu que nous restons dans le cas général et que nous ne supposons remplie aucune condition particulière d'égalité entre les divers coefficients.
Outre l'équation (7), nous aurons encore à considérer l'équation
correspondant aux directions qui donnent une racine double dy
12. Supposons d'abord que l'équation (8) ait ses racines imaginaires. En se servant des coordonnées polaires, l'équation de la courbe devient
rf p -h p cos6 rf6 d"^ — 0 sin6 rfO
— («1 cosO — ^i ?inB)-f- o( )±/(rti cos6-t-6i sin6)' — (a cosô -t-6 sin6)(a2 cos6-h62siuO)
acos6 -h 6 sin6 + p ( ) que nous écrirons sous la forme
en posant
/(O) = — sin0(acosG -f- h sin6) — cose(ai cos0 -f- h^ sin6)
ricosO /(^rtiCOs6H-èisinO)2— (acos6-f-6 sin6) (aoCOsO-h^iSinÔj,
les coefficients de p, qui sont marqués dans l'équation (9) par des parenthèses, sont des séries ordonnées suivant les puissances de 0 et convergentes quel que soit 6; nous nous appuyons pour ce der-
nier point sur ce que l'équation (8) a ses racines imaginaires^ d'où il résulte que l'expression
(«1 cosO -h 6i sinO)2— (<2 cos6 -\- b s'mB) {a^ cos6 -f- b^ sinG)
ne peut s'annuler. Les racines de l'équation (7) correspondent aux racines de l'équation
et il est entendu, une fois pour toutes, que, parmi ces racines, nous ne comptons pas la racine, sans intérêt pour nous d'après une remarque du paragraphe précédent, répondant à
a cosO -H b sinO = o.
Il résulte de la forme de l'équation (9) que, partant d'une valeur initiale (po, Bq) avec une détermination fixée pour le radical qui figure dans/(Q), nous pourrons toujours faire varier Q dans le même sens {'^), les seules valeurs de Q appelant l'attention étant
(' ) Si l'on veut développer davantage ce point, on peut raisonner de la manière
suivante. Il pourrait se faire que le rayon vecteur changeât de sens de rotation,
si l'on arrivait à un point {x,y) de la courbe intégrale telle que la tangente en ce
point passe à l'origine. Or le lieu des points des courbes intégrales pour lesquels
la tangente passe à l'origine est la courbe que l'on obtient en remplaçant dans
l'équation différentielle -— - par — • Cette courbe a un point triple à l'origine, les
tangentes correspondant aux directions données par l'équation (7). En coordonnées polaires, cette courbe a pour équation le coefficient de t/p dans (9), c'està-dire
On pourrait craindre qu'une intégrale cùt^ sur une branche de la courbe précédente, une infinité de points dans le voisinage de l'origine, pour lesquels la tangente à l'intégrale passerait à l'origine. Dans ce cas, il ne serait plus permis d'affirmer que, si près de l'origine qu'on considère l'intégrale, le rayon vecteur marche toujours dans le même sens. Pour démontrer qu'il n'en peut être ainsi, remarquons qu'il y a une courbe intégrale tangente à l'origine à la branche considérée de la courbe (L); nous pouvons supposer, en effectuant préalablement un changement de variable, que cette courbe intégrale est l'axe des x. Pour une détermination convenable du radical, /(8) s'annulera pour 6 = 0, et l'équation différentielle devant être satisfaite pour 0 = o, quel que soit p, le second terme dans (L) s'annulera pour G = o, quel que soit p. Il en résulte que, dans le voisinage de 6 = o, l'équation différentielle peut prendre la forme
0[i + ( )]o?p = p[cp(0)H-p( )]d^,
la quantité représentée dans le premier membre par une parenthèse s'annulant
les racines de/(8) =^o. Si, 9 arrivant à une telle racine Oqj p prend la valeur zéro, nous serons dans le cas étudié d'une courbe ayant une tangente déterminée à l'origine.
Si 0 ne prend pas la valeur de zéro, le point ne présente rien de particulier pour nous. On pourrait encore a priori faire l'hjpothèse que, 9 tendant vers ôo» p ne tend vers aucune limite, mais oscille entre zéro et une autre valeur, mais on voit de suite que cela est impossible.
Nous venons de voir que Ton pourra toujours suivre une courbe intégrale en faisant varier Q dans le même sens, tant que l'on n'aura pas atteint l'origine. On peut donc penser qu'il est possible d'avoir une intégrale ayant la forme d'une spirale; nous allons voir qu'il n'en est rien.
L'équation (-) ayant au moins une racine réelle, il y aura toujours une courbe intégrale correspondant àTintégrale holomorphe de l'équation différentielle, qui passera par l'origine. (Nous nous plaçons toujours dans le cas général où il n'y a aucune relation particulière d'égalité entre les coefficients.)
Soit G cette courbe; concevons une autre courbe intégrale F, rencontrant en m la première et passant à l'origine ou s'en rapprochant indéfiniment. En suivant F, nous pourrons arriver au point O, B marchant toujours dans le même sens. Cherchons si F peut rencontrer G en un second point ni^ qui sera nécessairement(') situé sur G de l'autre côté que m par rapport à O. En m l'équation différentielle donne pour -j- deux valeurs; l'une convient à G, l'autre à F.
Sous le radical qui figure dans l'expression de -j- se trouve
pour p z= 6 = o. Si maintenant on suit une intégrale à partir d'une détermination initiale (ô^,, pj, 9^ et p^ désignant des quantités positives très petites, et que 6 commence par décroître, il continuera nécessairement à décroître jusqu'à 6 r= o, car le multiplicateur de rfp ne s'annule que pour 6 = o. Ce sera pour celte dernière valeur que p s'annulera si la courbe se rapproche indéfiniment de l'origine; il est clair que y(o) sera alors nécessairement positif.
Les considérations précédentes un peu développées permettraient même d'éviter la discussion que nous faisons ensuite dans le texte, mais l'étude directe fait pénétrer davantage dans la question.
(') Dans le cas contraire, 6 aurait dû rétrograder à un certain moment.
TJ-NTTTr
une expression toujours positive. Les points m et m^ sont de part et d'autre de O et très voisins. Supposons qu'en m ce soit la dé-
Fig. 7.
termination positive du radical qui convienne à F, le coefficient angulaire de la tangente à F en 7?i est
.p,. —{axX^hxy-\-...)-^-\l{a\X^b^y
ax -\- hy -\- . . .
tandis que, pour C, il faudra mettre le signe moins devant le radical. Suivons maintenant [x^y) sur F de m, en m'] le radical gardera toujours le même signe, en m' et m les coordonnées x
et y sont respectivement de signes contraires, les rapports —
ayant, à très peu près, la même valeur. Il en résulte qu'en suivant F nous trouvons en m' une valeur de E très voisine de la
valeur de -^ en m pour la courbe G et, par suite, très voisine de celle de -p en m! pour k même courbe G. Mais, en m' ^ Féqua-
tion différentielle donne deux valeurs différentes pour — -, les
deux valeurs, que nous avons trouvées peu différentes, sont donc rigoureusement égales, et, par suite, la tangente en m' à la courbe G coïncide avec la tangente à F : les deux courbes G et F coïncideraient donc, ce qui est absurde. La courbe F ne peut donc rencontrer G en aucun autre point que O (en dehors de m), et elle arrive par suite en O avec une tangente déterminée, rentrant ainsi dans la classe d'intégrales dont nous avons fait l'étude. Notre conclusion est donc que toutes les courbes intégrales cherchées ont à V origine une tangente déterminée.
13. Examinons maintenant le cas où Téqualion (8) a ses racines réelles. En écrivant que les deux valeurs de — données par l'équation différentielle sont égales, on obtient une courbe ayant un point double à l'origine avec tangentes distinctes. On peut faire un changement de variables tel que les deux branches de la courbe coïncident avec O^ et Oy] nous allons nous placer dans cette hypothèse. Les axes de coordonnées sont alors (Cliap. 10, § 2) le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales, et celles-ci, avant d'atteindre l'origine, resteront dans un même quadrant que nous pouvons supposer être le premier. Quand on suit une courbe intégrale, le rayon vecteur marche toujours dans le même sens, sauf pour les positions Ox et Oy où change le sens du mouvement; c'est ce qui résulte de ce que la seule irrationnelle figurant dans l'équation est le radical
P(6) = v/(«i cos6 -T-^i sin6)2 — (acosO -+- b sïnfi) ( a2 cos6 -i- ^2 sin6),
qui d'ailleurs ici se réduit à y^cosO sinO d'après nos hypothèses. Le signe de ce radical sera à changer quand 9 arrivera à zéro ou à -• Remarquons encore que toute racine réelle t de l'équation (-) satisfait à l'inégalité
(ai-\-b,':y-(a-^ô'z)(a.-hb.2':)>o,
comme on le conclut de suite de l'équation
(a^ bz)'z-—2{ai-r- biz)- -\- a-i-h b^-z = 0.
Il en résulte qu'il y aura, au moins dans le premier quadrant, une courbe intégrale avec une tangente déterminée.
Nous pouvons maintenant chercher à suivre une courbe intégrale qui tendrait vers l'origine. Soit G (Jig- 8) une intégrale
ayant une tangente déterminée à l'origine; suivons une autre intégrale F et supposons que, en suivant la courbe en allant vers l'origine, Q aille d'abord en croissant. Il pourra arriver que
p tende vers zéro pour une valeur de 0 moindre que -? et alors nous
aurons une branche de courbe avec une tangente déterminée.
Dans le cas contraire 0 pourra croître jusqu'à -? et la courbe T
aura un point de rebroussement a sur l'axe des y. Il faut alors faire décroître 8. Deux cas pourront alors se rencontrer : ou bien p prendra la valeur zéro pour une certaine valeur de Q comprise
entre - et o, et alors nous aurons une courbe intégrale avec une
tangente déterminée; ou bien 9 pourra atteindre la valeur zéro et on aura en b sur Ox un second point de rebroussement. Dans ce cas, il j aura certainement un point m de rencontre de G et de F, et pour la branche ab de F le radical \/l'*{^) aura un certain signe. Continuons à décrire F; ou bien la courbe intégrale arrivera à l'origine avec une tangente déterminée, ou bien 9 pourra aller
jusqu'à -; mais alors il y aurait un second point de rencontre m'
de F avec C. Pour la branche bm'^ le radical v/^^(9) a dans l'équation différentielle un autre signe que pour la branche bin. Or,
en m, l'équation différentielle donne deux valeurs de -j- correspondant aux deux courbes intégrales passant en m; ces valeurs correspondent aux deux signes du radical. L'une correspond à Cv, l'autre à F, mais en ni et m' les coefficients angulaires de la tangente à C sont très peu différents. Il s'ensuit que le coefficient angulaire de la tangente en 77i' à F coïncide avec le coefficient angulaire de la tangente à G (puisqu'en m ils étaient distincts, et que le signe du radical a changé en ^). Nous arrivons donc à une contradiction qui établit l'impossibilité du second point de rencontre m', à moins que ce dernier ne coïncide avec l'origine. Nous avons donc dans tous les cas la conclusion suivante :
Toutes les courbes intégrales passant à l'origine ou s'en rapprochant indéfiniment, arrivent nécessairement en ce point avec une tangente déterminée .
L'étude de ces courbes se fera donc sans difficulté, pour le cas
général^ en appliquant les considérations développées dans la Section I.
14. Nous allons appliquer les généralités précédentes à un problème intéressant de Géométrie, celui des lignes de courbure passant par un ombilic (' ).
Supposons que l'ombilic soit à l'origine, et prenons le développement de :; sous la forme
nous aurons
p^kx— \{ax-^--ibxy— cy"^)-^
\{bx'-^o.cxy--dy'^)
r -- /i -^ ax — by s =z bx — cy
t = k — ex ~ dy
L'équation différentielle de la projection des lignes de courbure est, comme on sait,
"~ ^[(^-^')'" — '•'■^'^')^] — tU^^')''~^^'■J='^• En substituant les valeurs précédentes, on a
en posant
if =■ a — c, ig = b — d.
L'équation (7) aux coefficients angulaires des tangentes aux courbes intégrales est ici
{b -^ Ct){t'^-i)^ i{f -r- gt)t = o.
et elle aura évidemment, suivant les cas, une ou trois racines
(') M. Cayley a fait le premier l'étude des lignes de courbure passant par un ombilic, sans la rattacher d'ailleurs à aucune théorie générale {voir Cayley, Mathematical Papers, t. V, p. ii5).
réelles. Quant à réquation (8) du second degré en t^ elle se réduit à
et a, par suite, ses racines imaginaires. En posant /^=: tx^ nous avons l'équation en t^ où nous n'écrivons pas dans le second membre les termes en x inutiles pour la discussion
dt _ — /(6 + cn — (/^^0± /(/-+- ,;?-na-t-( 6-4- c-n^ dx b -\- et
Nous savons que le second membre s'annule pour trois valeurs de t qui sont les racines de l'équation du troisième degré écrite ci-dessus. Soit a une racine de cette équation, il faut trouver le signe de la dérivée du second membre de l'équation précédente pour t = a. Il suffit de prendre la dérivée du numérateur et de la diviser par b -|- et et comme on a
on trouve d'abord, après avoir ainsi fait disparaître le radical,
— sia(ca-f-^)-f-c(a2+[)
et, après quelques transformations, en tenant compte de l'équation du troisième degré que vérifie a,
(a2+i)(6 + ca)
Si cette expression est positive, il y a une infinité d'intégrales langentes à la droite y = a^; il n'y en a qu'une, si elle est négative. Les deux circonstances sont possibles, car cette expression ne contient pas /"qui figure dans l'équation du troisième degré.
11 y a donc, suivant les cas, une seule ligne de courbure où une infinité de lignes de courbure passant par un ombilic et ayant pour tangente une des directions données par l'équation du troisième degré.
15. Un cas particulier très simple est celui où l'on aurait L'équation du troisième degré est alors
Nous avons donc la racine a = o, et l'expression correspondante, dont le signe est à rechercher, se réduit à
Supposons, par exemple, que
Nous aurons une seule intégrale tangente à la droite jk = oî si, de plus, comme il est possible, l'équation
a ses racines imaginaires, nous aurons un exemple d'un ombilic par lequel passe une seule ligne de courbure.
Ces conditions se trouvent vérifiées pour une surface du second degré. On reconnaît aisément que, en prenant pour plan des zx le plan principal passant par l'ombilic, l'équation de la surface peut s'écrire
et l'on a, par suite, un développement de la forme
On a donc
et, par suite.
= -{x-^ y-) -^ - ( « ^3 H- axy- )
On a bien -^ < i et l'équation aux coefficients angulaires des
tangentes se réduit à
Il ne passe donc par un ombilic d'une quadrique qu'une seule ligne de courbure réelle, résultat d'ailleurs bien connu.
SUR LA FORME DES COURBES SATISFAISANT A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ {').
I. — Étude des points à l'infini ; relation entre les nombres des divers points singuliers.
1. Après avoir fait l'étude des points singuliers d'une courbe définie par une équation différentielle du premier ordre et du premier degré (Sect. I, Ghap. XI), cherchons à nous rendre compte de la forme des courbes définies par une telle équation. Reprenons donc l'équation
dx _ dy
où X et Y sont des polynômes en x ely. Nous désignerons d'une ïnanière générale, sous le nom de caractéristiques, les courbes que nous avons appelées jusqu'ici courbes intégrales de cette équation différentielle.
Nous n'avons jusqu'ici considéré que les points à distance finie. Pour discuter plus facilement les formes des caractéristiques à l'infini, nous projetterons ces courbes sur une sphère, en plaçant le point de vue au centre de la sphère. En joignant le point {x^y) du plan au point de vue, on a une droite qui rencontre la sphère
(') Nous suivons dans ce Chapitre le beau Mémoire de M. Poincaré [Sur les courbes définies par les équations différentielles {Journal de Liouville, 1881 et 1882)], en cherchant surtout à mettre en évidence les points les plus intéressants relatifs au côté qualitatif de la question.
COURBES SATISFAISANT A L>E ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
en deux points. En supposant la sphère partagée en deux hémisphères par un plan diamétral P, parallèle au plan (x,y), l'un de ces points sera situé dans le premier hémisphère, l'autre dans le second. Les points à l'infini du plan (^,Jk) correspondront à la circonférence E, intersection de la sphère et du plan P; nous appellerons E l'équateur.
Nous appellerons cycle sur la sphère une courbe telle qu'on revienne au point de départ après en avoir parcouru un arc fini. Nous ne considérerons que des cycles analytiques ; nous entendons par là des cycles formés d'arcs réguliers de lignes analytiques [voîj' t. II, p. 269, pour la définition des arcs analytiques).
Une spirale sur la sphère sera une courbe qui coupe un cycle en un seul point; telle est, par exemple, la loxodromie qui coupe les parallèles en un seul point.
Si Ton considère les deux portions d'une même caractéristique qui se trouvent de part et d'autre d'un de ses points, on aura divisé cette caractéristique (à moins qu'elle ne soit un cycle) en deux demi-cciractéristiques distinctes.
Dans l'équation
dx _ dy X" "" Y '
nous supposerons X et Y de même degré m et, de plus, aucune circonstance spéciale ne se présente relativement aux points singuliers, c'est-à-dire que ceux-ci se réduisent à des foyers, des nœuds et des cols.
Pour étudier les points à Tinfini, on pose, s'il s'agit d'un point non situé sur le grand cercle qui correspond a ^ = o,
et l'on a ainsi, pour le point considéré, ; =: o, ^ étant égale à une quanlitéy?/??^.
Si l'on veut considérer le point à l'infini situé sur le grand cercle jc = o, on posera
3. Nous avons fait précédemment l'étude des points singuliers, P. - m. 16
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qui sont à l'intersection des deux courbes
Nous n'avons considéré que les points d'intersection à distance finie. Si les deux courbes précédentes se coupent en un point situé sur l'équateur, soit, par exemple, en un point non situé sur X = o, l'équation devient^ en posant
(;: =: G, ^ = a correspondant au point considéré à l'infini), — dz z dt — tdz
"(rD^^S'O
OU
en posant X (^-, -j = ^- ,^ , ^ (:^' i j == ~^^' ^'^ ^"^'^' d'après l'hypothèse que ^= o, i=a correspond à un point de
rencontre,
Xi(a, o) = o, Yi(a, o)=o.
4. Je dis d'abord que tout système de caractéristiques admet des points singuliers. Le seul cas, où l'affirmation précédente est douteuse, est celui oii les courbes X= o, Y = o ne se rencontreraient qu'à l'infini ou ne se couperaient en aucun point. Dans le premier cas, il résulte immédiatement de ce que nous avons dit au paragraphe précédent qu'un point de rencontre (^ = a, ^ = o) est un point singulier, car pour ce point
^Xi = o, /Xi— Yi = o,
et, par suite, les dénominateurs de l'équation
dz _ d.t
iXi ~ ^Xi — Yi
s'annulent pour t = y., Zz=^o.
Considérons donc le cas on les deux courbes X = o, Y=o n'auraient aucun point commun, le degré m de X et Y est alors pair évidemment.
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En désignant par Xo et Yo les termes du degré le plus élevé en jc et y dans X et Y, nous devons supposer que l'on n'a pas identiquement
37 Yo — jX2= o :
€ette identité est, en effet, incompatible avec nos hypothèses. Car, si l'on avait
Xa serait divisible par x et Yo par >*. Soit
on déduit de l'identité ci-dessus
X3 est une fonction homogène et de degré impair ; donc elle s'annule, soit pour x r=z o, soit pour une certaine valeur - = a.
On aurait donc
soit pour ^ = 0, soit pour — = a, c est-à-dire que les courbes
X = o, Y = o se couperaient en un point de l'équateur.
L'équation ^Xo — ./Y2 = o, étant de degré impair, a nécessairement une racine réelle, que nous désignerons par a. Or, en j)osant, comme plus haut,
on voit que les équations
jXi = o, /Xi — Yi = o
s'annuleront pour ^ =: o, ^ = a, car ^X, — X ^ pour 3 =z o se réduit à ^Xo(i. ^) — Y^(i, t).
o. Nous plaçant toujours dans le cas général, nous pouvons supposer que les courbes
n'ont que des points simples de rencontre, et que ces points sont à distance finie. De plus, nous supposons que l'équation
37 Y, — vXo = o
n'a que des racines simples. De cette façon, t = ci.^ z =^ o (au paragraphe précédent) est une solution simple des deux équations
^Xi = o, ^Xi — Yi = o.
Dans ces conditions, tous les points singuliers (en dehors de l'équateur ou sur l'équateur) sont des points singuliers ordinaires du type de ceux que nous avons rencontrés dans la discussion du Chapitre précédent '.foyers, cols ou noeuds^ et exceptionnellement des centres (ceux-ci correspondant à des relations d'égalité).
J'ajoute encore que Véquateur sera une caractéristique , comme il résulte de l'équation
dz _ dt 4-^Xi "" ^Xi— Yi'
qui est vérifiée pour 5 = 0. Il en résulte que tout point singulier situé sur V équateur sera un nœud ou un col, car toutes les caractéristiques, passant par un foyer, ont ce point comme point asymptote.
Enfin, le nombre des points singuliers sur la sphère est évidemment pair, puisque tout est symétrique par rapport au centre de la sphère.
6. Considérons maintenant une courbe fermée tracée dans un hémisphère; il lui correspond une courbe fermée C dans le plan (jc,jk). Formons l'intégrale
\d\ — Yd\
que Ton prendra le long du contour C dans le sens positif. Comme nous l'avons vu (t. I, p. 87), l'intégrale J représente la difl'érence entre le nombre des racines communes aux équations
contenues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel
à]<^ àY _dXâY ùx dy dy dx
est positif, et celles pour lesquelles il est négatif.
Si à l'intérieur de C il n'y a pas de point singulier, c'est-à-dire
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<ie point pour lequel X = Y = o, on aura évidemment J = o. Supposons qu'il y ait un point singulier à l'intérieur de G, et cherchons la valeur de J. Si ce point est à l'origine, on aura
X= ax -T- by -I-. . . , Y = a'x -h b'y -r- . . . .
Si on a
ab' — ba y- o,
on aura, d'après ce qui précède, J = i. Au contraire, si l'on a
ab' — ba' <C o, il viendra J = — i .
Or, dans le premier cas [ab' — ba'^o], les deux racines de l équation en A
X2 — (a -T- 6') X -r- ab' — ba' = o
seront de même signe ou imaginaires, et, par suite, le point singulier sera un nœud ou un foyer. Si, au contraire, ab' — ba' <^ o, les deux racines seront réelles et de signes contraires, et nous aurons un col. En désignant donc respectivement par N, F, G les nombres des nœuds, des foyers et des cols contenus dans un
contour F, on aura
On peut appeler J V indice du cycle; il peut être encore défini de la manière suivante. En appelant p le nombre de fois que le
<|uotient
passe de + ce à — ce quand le point {oc-^y) décrit F dans le sens positif, et par ji le nombre de fois que ce quotient passe de — oo à + 00 dans les mêmes conditions, on aura
7. En adoptant cette dernière définition, on peut parler de l'indice de Vérjuateur. Get indice est le nombre précédent pour la fraction
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quand on j pose ^ =. r sinco, y = rsmio et qu'on fait varier o> de o à 2-; ce sera donc l'indice de la fraction rationnelle
-coLX2(l,0j'
pour t variant de - oo à + ^, puisque tout est symétrique par rapport au centre de la sphère (voir, pour l'indice des fractions rationnelles, t. Il, p. 187), et l'on peut évidemment aussi considérer l'indice de l'équateur comme la limite de l'intégral.
quand on pose ^ =. /-cosco, j=:/sinco, /• étant une constante qu'on fait grandir indéfiniment.
Reprenons l'équation du § 5
dz X,
Les valeurs de t, intéressantes pour nous, sont les racines de l'équation
<') Yi(;,o)-^Xi(^o) = o,
mais, puisqu'on a
Xi{f,o)=X,(i,t), on peut écrire l'équation sous la forme
et les racines de l'équation
correspondent à des nœuds ou des cols. Or, considérons l'expression
et désignons par a et [3 le nombre de fois qu'elle passe du positif
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au négatif et du négatif au positif, quand t varie de — x à -h ce. Cette expression peut passer du positif au négatif, soit quand t rencontre une racine de (2), et alors nous avons un nœud, soit quand elle devient infinie en passant de -^ ce à — oc; de même elle peut passer du négatif au positif, soit quand t rencontre une racine de (2) correspondant à un col, soit quand elle devient infinie en passant de — 00 à +cc. D'ailleurs, puisque pour ^ = -{- co l'expression est négative, et positive pour i = — oo, on aura
et, par suite, si nous désignons par 2N' et 2 G' le nombre évidemment pair (puisqu'il y a symétrie par rapport au centre de la sphère) des nœuds et des cols sur l'équateur, nous aurons
U indice de VéqucUear est donc égala
8. En égalant les deux expressions trouvées dans les deux paragraphes précédents pour l'indice d'une courbe du premier hémisphère très voisine de l'équateur, nous aurons une relation entre les cols, les foyers et les nœuds sur la sphère. Nous appelons, comme ci-dessus, 2G^et 2N' les nombres des cols et des nœuds situés sur l'équateur. Désignons de même comme ci-dessus par 2 C, 2N, 2F les nombres évidemment pairs des cols, nœuds et foyers sur lereste de la sphère. Sur un hémisphère, les cols, nœuds et foyers sont en nombre respectivement égaux à C, N, F. On aura donc
i_G'— N'= N-^F — G, que nous écrirons
2(NH-N') — 2F = 2(G-r-G') — 2.
On peut donc dire que, sur toute la sphère, le nombre des nœuds plus le nombre des foyers est égal au nombre des cols plus deux.
II. — Remarques générales sur la forme des caractéristiques
9. Faisons d'abord une première remarque relative à la continuation des intégrales. Quand on suit à partir d'un point une caractéristique, divers cas peuvent se présenter; il peut arriver que l'on arrive à un col ou un nœud (nous ne parlons pas des foyers auxquels on n'arrive pas puisque ce sont des points asymptotes). Quand on arrive à un col, on peut, soit suivre Tare de courbe situé de l'autre côté du col et ayant la même tangente, soit prendre l'arc à droite ou l'arc à gauche et nous ferons bientôt une hypothèse particulière à ce sujet. Pour les nœuds, les choses se présentent différemment et il faut nécessairement arrêter la caractéristique à un nœud. Nous savons en effet que, moyennant une transformation convenable des variables, on peut mettre l'équation des caractéristiques sous la forme
G étant la constante arbitraire, et X une constante réelle positive. Considérons une caractéristique arrivant à l'origine; soit, par exemple, pour une valeur donnée de C, la branche parfaitement définie correspondant aux valeurs positives de œ obtenue en donnant à x^ sa valeur arithmétique. Une fois arrivé à l'origine, nous n'avons plus aucune raison en général de suivre une courbe intégrale plutôt qu'une autre (sauf dans le cas particulier oià X serait commensurable) et nous arrêtons alors l'intégrale à un nœud.
Ceci posé, voici un premier théorème à peu près évident, mais fort important pour la suite. Je considère une demi-caractéristique C passant par un point non singulier A. Nous supposons qu'elle n'aille pas passer par un nœud, et nous allons montrer dans ces conditions que, si cette demi-caractéristique ne coupe tout cycle analytique quen un nombre fini de points, elle se réduit nécessairement à un cycle.
Partageons la sphère, d'abord en deux calottes sphériques S< et So par un cycle analytique. Comme la caractéristique étudiée ne rencontre ce cycle qu'en un nombre fini de points, il arrivera un moment où elle restera toujours dans l'une des deux calottes
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sphériques, soit S,. Celle-ci devra contenir A; sinon, nous la partagerions en un certain nombre de parties par des cycles, et il y en aurait nécessairement une dans laquelle la ligne resterait toujours, cela pour la même raison que plus haut; finalement, on arriverait à avoir des cycles de plus en plus petits, à Tintérieur desquels resterait toujours la caractéristique, cycles qu'on pourrait faire tendre vers zéro, et alors le point limite serait un foyer, ce qui est incompatible avec l'hypothèse que tout cvcle ne coupe la courbe qu'en un nombre fini de points. Revenons donc à la calotte S, ; on la décomposera encore en deux parties, et la caractéristique finira par rester dans l'une d'elles, celle qui contient A. comme le montre toujours le même raisonnement. Finalement nous aurons une série de cvcles de plus en plus petits contenant A, à l'intérieur desquels restera la courbe; celle-ci va donc repasser par le point A, et nous avons bien un cycle, comme nous voulions l'établir.
10. Une considération d'une grande importance est celle du nombre des points où un arc de courbe donné sur la sphère touche une caractéristique, c'est-à-dire le nombre des contacts de cet arc. Pour un arc analytique régulier ou formé d'un nombre fini d'arcs réguliers, le nombre des contacts sera nécessairement fini. Soit donné dans le plan un arc pris entre deux points A et B de la courbe représentée par l'équation
on cherchera les contacts de cet arc en écrivant qu'en un point {oc^y) de cette courbe, le coeflîcient angulaire de la tangente est égal à la valeur de —- donnée par l'équation dilïérentielle, d'oii l'on conclut
ôx ày
Les intersections des deux courbes précédentes comprises entre A et B donnent les contacts cherchés. Si les deux courbes étaient tangentes en un point, il y aurait plusieurs contacts confondus, et alors la caractéristique en ce point aurait un contact d'ordre supérieur avec l'arc donné. En tenant compte du degré de multiplicité, on voit que /es nombres des contacts d'un cycle sans
OFTME -^
XrNlVERSTT-;r
point anguleux et ne passant pas par un point singulier est toujours un nombre pair ; c'est une conséquence immédiate de ce que deux courbes fermées de la sphère ont un nombre pair de points de rencontre.
Si le cycle a un point anguleux, le résultat précédent ne subsiste pas sans modification, car le point anguleux figure parmi les contacts. Nous supposons que le point anguleux est un point ordinaire pour l'équation. Deux cas peuvent se présenter : la caractéristique passant par le point anguleux traverse ou non le cycle. Dans le premier cas, un cycle peu différent du cycle donné, mais sans point anguleux, n'aura pas de contact voisin du point anguleux, et, par suite, pour le cycle donné, nous avons un contact de plus que pour le cycle auxiliaire; la parité sera donc différente pour les deux cycles, et nous pouvons dire alors que le point anguleux change la parité du nombre des contacts. Dans le second cas, il y aura pour le cycle auxiliaire un contact voisin du point anguleux, et le point anguleux ne change'pas la parité du nombre des contacts.
11. Si l'on joint deux points A et B d'une caractéristique par un arc de courbe qui n'ait avec la caractéristique d'autre point commun que ses deux extrémités A et B, l'arc de courbe et l'arc de caractéristique compris entre les deux points formeront pai* leur ensemble un cycle sphérique. Mais deux cas peuvent se présenter, et celte distinction est d'une grande importance. En premier lieu, les deux branches de courbes formées par la caractéristique prolongée au delà de A et B sont toutes deux intérieures ou toutes deux extérieures au cycle formé par les deux arcs. Nous dirons dans ce cas que l'arc de courbe sous-tend l'arc de caractéristique. En second lieu, les deux branches prolongées au delà de A et B sont l'une intérieure, l'autre extérieure au cycle formé par les deux arcs; nous dirons alors que l'arc de courbe sur-tend l'arc de caractéristique.
Ces définitions posées, considérons un arc de caractéristique ne passant par aucun point singulier et sous-tendu par un arc de courbe AB.
Nous allons montrer que le nombre des contacts de cet arc de courbe est impair. Supposons que Tare de courbe AB, supposé
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analytique, soit représenté par l'équation
On pourra définir l'arc de caractéristique par les deux équations
dt ~ ' dt ~ '
et, puisqu'il ne passe par aucun point singulier, on peut admettre qu'on va de A en B sur la caractéristique, en faisant varier ^ de ^o à ^, (^0 <C t\)' Puisque l'arc AB de la courbe F sous-tend la caractéristique, la fonction
quand on substitue les expressions des coordonnées :r ety de la caractéristique, passera d'un signe à un autre, par exemple du positif au négatif, quand ^passera par ^o> et du négatif au positif quand t passera par ?, ; la dérivée de F(^,j') par rapport à t^ c'est-à-dire
' dx dy
sera donc négative au point A et positive au point B. Faisons maintenant décrire à (^,J^) l'arc AB de F ; l'expression précédente s'annulera un nombre impair de fois, et, par suite, le nombre des contacts de Varc est impair.
12. Dans le théorème précédent, l'arc de caractéristique ne passait par aucun point singulier, car un point singulier ne peut être atteint que pour ^ = oc, et nous n'avons plus alors de démonstration. On peut présenter autrement la démonstration du théorème précédent, en supposant alors que la fonction F(^,j^) n'est pas seulement définie dans le voisinage de l'arc sous-tendant AB, mais pour tous les points à l'intérieur du cycle formé par cet arc et la caractéristique. Il résulte, en effet, de ce que nous avons dit plus haut que la fonction
s'annulant en A et B, et passant, quand (^, J^) décrit la caractéristique, du positif au négatif en A et du négatif au positif en B,
passera sur l'arc de caractéristique par un Dombre impair de maxima ou de minima. Or, pour ces maxima ou minima, on a
c'est-à-dire que cette dernière courbe coupe l'arc de caractéristique en un nombre impair de points. Or cette courbe est analytique ; elle coupe donc le cycle formé par la caractéristique et l'arc sous-tendant, lui-même analytique, en un nombre pair de points. 11 faut donc que les contacts sur l'arc sous-tendant soient en nombre impair; c'est le théorème du paragraphe précédent. Dans le raisonnement précédent, on a supposé que les points de rencontre de la courbe (3) avec le cycle étaient des points simples correspondant à des contacts. Le cas où la caractéristique passerait par un col demande un examen particulier, car la courbe (3) passe en ce point. Si la caractéristique, arrivée en un col, continue par la courbe ayant même tangente, la courbe (3) traversera au col la caractéristique; la courbe F (œ,y) =^F(Xq, j-q)^ en désignant par (xq, yo) les coordonnées du col, traversera aussi en général la caractéristique, et la fonction F n'aura au col ni maximum, ni minimum; un point est donc à défalquer dans l'énumération des contacts, et nous avons alors un nombre pair pour les contacts de Varc sous-tendant.
Supposons, au contraire, que la caractéristique arrivée à un col soit considérée comme se continuant par un arc n'ayant pas même tangente. Etudions la disposition de la courbe (3), de la courbe F = Fq et du cycle dans le voisinage du col (.^o>J)^o)> nous pouvons supposer (^o = OiJKo = <^) et que de plus
\ étant négatif. Le cycle est formé d'une courbe tangente kOx et d'une courbe tangente à Oy. La courbe F = Fq a pour tangente
la droite
en posant F z= Fq H- ax -f- a[3jk + . . . , et la courbe (3) a pour
tangente
Ces deux dernières droites ne sont pas dans le même quadrant. Si la courbe F = Fo traverse le cycle au col, la courbe (3) ne le t^raversera pas; nous aurons alors au col deux points de rencontre de (3) avec le cjcle, et il n'y aura ni maximum ni minimum pour F. Au contraire, si (3) traverse le cycle, nous ne devons plus compter le col que pour un point de rencontre ; mais il y a alors maximum ou minimum pour F, puisque alors la courbe F =r Fq ne traverse pas le cycle. Dans les deux cas, la conclusion est la même pour ce qui concerne la parité du nombre des contacts; ici, comme au paragraphe précédent, le nombre des contacts de V arc sous-tendant sera un nombre impair.
13. Dorénavant, quand nous suivrons une caractéristique, nous prendrons pour son prolongement, si nous rencontrons un col, un arc de caractéristique n^ ayant pas même tangente au col. Ce prolongement pourra nécessairement alors se faire de deux manières différentes, car on peut prendre l'arc de droite ou l'arc de gauche par rapporta celui que l'on suivait d'abord. Cette façon de procéder peut paraître au premier abord singulière; il pourrait sembler plus naturel de suivre l'arc ayant même tangente, ce qui ne donnerait lieu d'ailleurs à aucune indétermination; mais alors nous n'aurions plus un nombre impair de contacts pour un arc sous-tendant, et l'on ne peut arriver à quelques résultats généraux que moyennant cette condition.
On peut démontrer, pour les arcs qui sur-tendent un arc de caractéristique, un théorème analogue à celui des §§ 11 et 12. Seulement, le nombre des contacts sera pair.
14. Parmi les arcs analytiques tracés sur la sphère, les arcs sans contact présentent un intérêt particulier. Considérons un arc sans contact ADB, et soit Mq un point de cet arc; par ce point passe une caractéristique que nous suivons dans un certain sens, et supposons qu'en la suivant ainsi nous rencontrions une nouvelle fois l'arc ADB au point M,. On remarquera d'abord que l'arc MqM, sur-tend l'arc de caractéristique MoCM,, car, s'il le sous-tendait, il y aurait un nombre impair de contacts sur l'arc MqDMi, un au moins, par conséquent; ce qui est impossible, puisqu'il est sans contact. Ensuite, si Ton continue à suivre l'arc
MoCM<, de caractéristique, je dis qu'on ne rencontrera plus l'arc MqDMi ; car, si Ton avait l'arc Mi FM2, il serait nécessairement sous-tendu par M< M2, ce qui ne se peut.
Ceci posé, soit Nq un point voisin de Mq et à gauche de M^M, sur l'arc AB {/l^g'' 9) ; par le point Nq passe un arc de caractéristique
.Fig. 9.
voisin du premier. Il viendra rencontrer AB en un point Ni à i;auche de M,, car, dans le cas contraire, il devrait rencontrer MoGM<. Si donc nous considérons le cycle NoCN, DMqNo, ce cjcle ne rencontre la caractéristique MqGM, qu'en un seul point Mq. D'après nos définitions du début, la caractéristique considérée est une spirale.
lo. De ce résultat nous allons déduire une proposition extrêmement intéressante relativement à la nature des caractéristiques. Envisageons une caractéristique de la nature de celle que nous étudions, c'est-à-dire qui, prolongée indéfiniment, n'aboutisse pas à un nœud. Cette caractéristique pourra être une spirale. Dans le cas contraire, elle rencontrera au moins un cycle analytique en une infinité de points, d'après le théorème du § 9. Un tel cycle se composera d'un nombre fini d'arcs sans contact. Un de ces arcs AB au moins est rencontré une infinité de fois par notre caractéristique; en suivant la caractéristique à partir d'un premier point de rencontre Mo avec AB, on en rencontre nécessairement un second Mj et les conclusions du paragraphe précédent sont applicables. La caractéristique est donc une spirale. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
Toute caractéristique ii' aboutissant pas à un nœud est un cycle ou une spirale.
Les remarques qui vont suivre s'appliquent à un systènae
d'un nombre quelconque d'équations; prenons un système de />
équations
«^.r, _ r/.r, _ _ dxp
Xi X, X
oii nous supposons que les X sont des polvnùmes de degré m en x^^ ...,Xp] de plus, les termes du plus haut degré dans ces polynômes n'ont pas de facteur commun.
M. Poincaré a indiqué un développement des intégrales de ces équations. Nous considérerons le système
dTi X/
-dF ^ î_\2_^x2- — ~rxT (^= 1,2,...,/?),
et nous allons chercher à obtenir un développement des x considérés comme fonction de t. Quand les x sont réels, les modules des seconds membres des équations précédentes sont moindres
(lue -• Soit
x\, xl, .... xl
un système quelconque de valeurs réelles des x-, on peut, autour de ces points, dans les plans respectifs des variables complexes X,, ^2 7 • • • , ^p, décrire des cercles de rayon p tels que dans ces cercles on ait
. — xj.
Ce rayon p a un minimum qui n'est pas nul, quelles que puissent être les quantités réelles x]. La difficulté pourrait provenir du cas où un ou plusieurs des x^, serait très grand. Soit, par exemple, x\ la plus grande des quantités x^- ^ nous poserons
x' sera très petit, et les y de modules moindres que lui. Or, en substituant ces valeurs dans l'inégalité ci-dessus, on voit qu'elle sera certainement vérifiée pour x' suffisamment petit, quels que soient les y entre — i et -f- i (en tenant compte de l'hypothèse faite sur les termes du plus haut degré des X) et, par suite, nous pourrons toujours tracer dans le plan des x les cercles de rayon ûxe 0, de façon à avoir l'inégalité indiquée.
Ceci posé, nous allons montrer que les x^ intégrales de l'équation différentielle, sont des fonctions holomorplies de la variable complexe t dans une bande parallèle à V axe réel, ayant cet axe comme médiane et une épaisseur 2p. Il suffit pour cela de nous reporter au théorème général relatif à l'existence des intégrales; en employant les notations du Tome II (p. 3 12) et de ce Tome (p. 91), le rayon de convergence assurée est la plus
petite des deux quantités
'Nous n'avons pas ici à considérer le nombre a, puisque les seconds membres ne dépendent pas de t. Nous avons d'autre part b = o, M = I , et par suite les développements s'effectueront de proche en proche, en partant d'un système de valeurs initiales réelles et en faisant décrire à t l'axe réel, à l'aide de cercles de rayon p ; ceci revient à dire, comme nous l'avons énoncé, que les intégrales sont holomorplies dans une bande d'épaisseur 2 p.
Il est alors facile d'obtenir des développements en séries. Il suffît de faire la représentation conforme de la bande sur un cercle de rayon un; on l'obtiendra en posant
TU
qui revient à
TU
et il est immédiat que la bande et le cercle de rayon un se correspondent uniformément. Toute intégrale se trouve alors holomorphe par rapport à z dans ce cercle, et elle peut être développée en série suivant les puissances de z.
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17. On pourrait obtenir bien d'autres représentations analytiques des intégrales : je proposerai la suivante. Prenons les équations
et reportons-nous à la méthode des approximations successives, et notamment au Chapitre V de ce Volume (p. 91). Nous aurons bien ici des équations rentrant dans la classe signalée, car les dérivées partielles du premier ordre des seconds membres des équations précédentes restent moindres qu'un nombre fixe pour toutes les valeurs réelles des œ. Les approximations successives nous conduiront donc à des développements convergents pour toute valeur réelle de t.
Il est clair que bien d'autres formes pourraient être adoptées, et l'on se trouverait dans les mêmes conditions pour une infinité de fonctions a(jc, , . . . , Xp) qui conduiraient à des équations dxi ,
du type que nous venons de considérer.
18. Les développements précédents, qui paraissent au premier abord intéressants pour la discussion des intégrales, sont en réalité de peu d'importance pratique. On ne peut savoir, en général, par eux ce que deviennent les x quand t augmente indéfiniment. 11 pourra arriver que les x ne tendent vers aucune limite, ou bien les x tendront vers des limites déterminées. Nous pouvons supposer, en transformant préalablement les équations, s'il est nécessaire, que ces limites sont finies; soit donc
rtr, rto
le système limite des x pour t = zc. xNous allons voir facilement que les a doivent satisfaire aux/j équations
Remarquons d'abord que fintégrale du système
dXy dXn
Xp
répondant anx conditions initiales «,, . . . , Op se comporte régulièrement en ce point si, pour ces valeurs, tous les X ne s'anniilenl pas, c'est-à-dire que la courbe intégrale aura en ce point une tangente déterminée. Or soit X^^ o pour a^, ,,.,Op\ nous
avons
dt= ^"'
et par suite t ne peut augmenter indéfiniment quand les x tendent vers les a.
Considérons en particulier l'équation différentielle
dx dy
dont l'étude fait l'objet de ce Chapitre. Nous pourrons former le
système
dx X dy Y
dt ^i + X2-4-Y2 dt ^i_^X2+Y2
Lorsque t augmentera indéfiniment, ou bien ^ et j^ ne tendront vers aucune limite, ou bien le point {x,y) tendra vers un point singulier. Nous arrêtons, comme nous l'avons dit, à un nœud, les intégrales qui passent par un nœud et il n'j a pas à parler des foyers qui sont des points asjmptotiques. Quant à une intégrale passant par un col, nous la prolongeons, comme il a été convenu, par la courbe à droite ou la courbe à gauche (§ 13). Après avoir rencontré une première fois un col, une caractéristique peut rencontrer une seconde fois un col ; mais, en continuant à suivre la caractéristique, il est clair qu'à partir d'un certain moment elle ne rencontrera plus de nouveau un col, à moins qu'elle ne soit une intégrale très particulière se réduisant à un cycle contenant un certain nombre de cols. Nous pouvons donc nous poser le problème <i'a/?/>/'o/o/zâ?/r L'étude des caractéristiques qui, à partir d^un certain moment, ne rencontrent plus de points singuliers, et dont nous savons déjà (§ 15) qu'elles sont des spirales; c'est ce que nous ferons dans la Section suivante.
20. Mais faisons auparavant une dernière remarque relative aux développements que nous venons de considérer. Dans certains problèmes, notamment en Mécanique, la variable indépen-
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dante, à savoir le temps, sera spécifiée. Dans bien des cas, on ])Ourra cependant se servir des développements précédents. Sans formuler des remarques générales, je prendrai l'exemple des équations du mouvement d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. Les équations du mouvement sont ici
(4) ( B^=(G-A)7'/>-MM^(.-oT -xoï"), ^j =pi'-n.
où /?, ^, /• désignent les composantes de la rotation instantanée sur les axes principaux, et r, y', y'' les cosinus de ces axes avec la verticale; A, B, C sont les moments principaux d'inertie et (xq.Voj ^o) les coordonnées du centre de gravité par rapport aux axes d'inertie. On a immédiatement trois intégrales premières, celle des forces vives, des moments des quantités de mouvement par rapport à la verticale du point de suspension, et enfin l'intégrale
Dans le problème qui nous occupe, la constante devra être prise égale à l'unité.
Ecrivons l'intégrale des forces vives qui est ici
(6) A/?2-T- Bq^-h G/-2— •2M^(^-oY+7oT'-i--oT") = const. Considérons le système formé par les équations
dp ^ (B — Ogr-^M^irof—ZoY)
d^r _ '-^(-qi
dx A/?2 _|_ B ^2 _i_ G /-^ _^ v- + ï'- + ï"- ^ Il
et les quatre équations analogues qui diffère seulement du système (4) par la présence d'un dénominateur commun dans les seconds membres, et la variable t remplaçant la variable ^; h désigne une constante positive.
On pourra intégrer le système par approximations successives,
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et, étant choisie une des valeurs initiales, on aura pour
des fonctions de t déterminées pour toute valeur finie de t. Le système admettant les intégrales premières (5) et (6), les y resteront moindres qu'un nombre fixe, et alors, d'après (6), il en sera de même de/>, q^ r. La relation entre ^ et t est
dt
Ap-^ -H B ^2 _^ G /-^ -+- ^2 + y'2 -h y"2 _t- h
et par suite, quand t augmentera indéfiniment, il en sera de même de t. On aura donc une solution valable depuis la valeur initiale ^^ jusqu'à une époque quelconque t. On a ainsi une solution satisfaisante au point de vue du calcul numérique, en ce sens que les fonctions inconnues
sont représentées par des développements convergents pour toute valeur finie de t, et faire croître t indéfiniment revient à faire croître t indéfiniment. D'après ce que nous avons vu plus haut, les développements trouvés n'auront aucune limite ou tendront vers des valeurs des six quantités précédentes, annulant les seconds membres des six équations difl'érentielles (4).
IV. — Des cycles limites
21. Comme nous l'avons expliqué au §19, nous allons considérer les caractéristiques, qui ne sont pas des cycles, qui à partir d'un certain moment ne rencontrent plus de points singuliers et n'ont pas un foyer comme point asymptotique. Nous savons déjà (§ 15) qu'elles sont des spirales. Il va être facile, en complétant les théorèmes de la Section II, d'approfondir davantage la nature de ces caractéristiques.
Une demi- caractéristique, comme celle que nous suivons à partir d'un certain point, rencontrera certains cycles analytiques en une infinité de points. Un tel cycle se composera d'un nombre fini d'arcs sans contact. Un de ces arcs AB au moins est rencontré une infinité de fois parla caractéristique. Ainsi, si l'on considère
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la caractéristique passant parle point My de l'arc sans contact AB, elle rencontre d'abord, au point M,, le même arc AB. Il résulte des explications des § li et 15, que le point suivant M^ de ren-
contre ne sera pas entre Mo et M, ; il sera à droite de M,, c'est-àdire entre M, et B. Or, nous avons une infinité de points de rencontre de AB avec la caractéristique, et, par suite, une infinité de points
Mo, M,. M„ ..., M„, ...,
chacun étant sur l'arc AB, dans la figure, à la droite du précédent. Il en résulte que Mn aura une limite G. Parce point, qui n'est pas un point singulier, passera une caractéristique; si G ne coïncide pas avec l'extrémité B de l'arc sans contact AB, la caractéristique passant par G ne sera pas tangente à l'arc.
Il pourrait arriver que G coïncidât avec B et que, en B, la caractéristique fut tangente à BA. Quoique ce ne soit là la source d'aucune difficulté, nous pouvons toujours supposer qu'il n'en est pas ainsi, car, dans cette hvpotlièse, on mènera, par B, un arc non tangent à AB, qui sera sans contact si on le prend assez petit, et sur lequel nous pourrons raisonner.
Soit donc GG' la caractéristique passant par le point limite G. On voit immédiatement que cette caractéristique est un cycle. En effet, la caractéristique, passant par M/^, passe par un point M„^,, compris entre M„ et G; or, pour n très grand, M„ est aussi rapproché que l'on veut de G. Il en résulte que la caractéristique, passant par G, revient passer en ce point, c'est-à-dire qu'elle est un cycle.
Soit maintenant D un point sur GG', et menons par D un arc analytique DD'. En prenant n suffisamment grand, il est clair que
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la caractéristique, passant par M,/, ira rencontrer DD', et l'on aura sur cet arc une suite de points
Po, Pi, ..., P«, ...
(si la rencontre a lieu depuis n =o) qui se comporteront sur DD\ comme se comportaient les points M sur AB. La limite de V,i sera le point D.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
La demi-caractéristique considérée a un cycle limite.
Nous donnons le nom de cycle limite à la caractéristique CC, qui est une courbe asymptote autour de laquelle s'enroule la demi-caractéristique étudiée.
22. D'une manière plus générale, toutes les demi-caractéristiques, passant par un point de l'arc AB, auront comme cycle limite le cycle CC, si l'on suppose qu'à aucun point de l'arc AB ne correspond une caractéristique passant par un col, et qu'au seul point G de l'arc AB correspond un cycle limite. En effet, nous avons une première caractéristique passant par Mo avec le cycle limite GC Si nous prenons No voisin de Mo, nous aurons une caractéristique voisine de la précédente et définie sans ambiguïté dans son prolongement, d'après les remarques des § 14 et 15, on aura des points de rencontre voisins de Mi,...,M/^, et tous à gauche de ces points, si Nq est à gauche de Mq. En prenant Nq suffisamment voisin de Mq, le point N| sera compris entre Mo et M<, et, de même, N„ entre M„_< et M/^; la caractéristique passant par No aura donc encore GG' comme cycle limite. En allant ainsi de proche en proche, on voit que toutes les demi-caractéristiques correspondant à un point de l'arc AG auront le même cycle limite GG'.
Envisageons maintenant les points de l'arc GB qui sont de l'autre coté de la caractéristique.
La caractéristique passant par le point G revient au point G, puisqu'elle est un cycle. Par un point très voisin de G, sur Gl^ passera, par conséquent, une caractéristique, qui coupera certainement, une seconde fois, l'arc GB; on se trouve alors pour l'arc GB dans les mêmes conditions que pour Tare GA et il en résulte
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que ce est aussi un cjcle limite pour les caractéristiques passant par un point de CB. Le cycle CG^ est donc cycle limite pour deux séries de caractéristiques, qui sont les unes à r intérieur du cycle, les autres à l^ extérieur.
Autour de CC se trouve une région annulaire, telle que toute demi-caractéristique correspondant à un point de cette région est asymptote au cycle limite.
De plus, on peut, dans cette région, tracer une infinité de cycles sans contact. Considérons, en effet, une certaine caractéristique; on peut tracer dans l'anneau un cycle F ne rencontrant la caractéristique qu'en un seul point. Il est aisé de voir que F sera un cycle sans contact, car autrement, on aurait une demicaractéristique rencontrant F en deux points et alors toute demicaractéristique, passant par un point de F, rencontrerait au moins cette courbe en deux points, et il en serait ainsi de la caractéristique dont nous sommes parti.
23. Les deux paragraphes précédents, joints aux considérations développées dans la Section II, nous donnent des renseignements précis sur la nature des caractéristiques. L'existence des cycles limites est un point capital dans la théorie de M. Poincaré. Pour résumer l'étude précédente, nous pouvons dire que les caractéristicjues, dont la continuation ne se trouve pas arrêtée par un nœud, sont ou bien des cycles ^ ou bien des courbes asymptotes à un cycle limite. Le cas du cycle limite, se réduisant à un point, correspond aux caractéristiques qui s'enroulent autour d'un foyer.
Si nous voulions continuer cette étude et passer de la partie cjualitative à la partie quantitative de la recherche des caractéristiques, il faudrait montrer comment on peut arriver à fixer approximativement la position des cycles limites. Nous renverrons pour cette suite aux Mémoires cités de M. Poincaré, où l'on verra que, sinon dans le cas général, du moins dans bien des cas, la question peut être poussée jusqu'à son terme.
24. Terminons par une remarque relative aux équations algébriques du premier ordre, mais de degré supérieur en -~* Un exemple simple va nous montrer que dans ce cas la nature des caractéristiques peut être très différente de celle que nous venons
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(le trouver pour les équations du premier ordre et du premier degré. Prenons, en effet, l'équation différentielle en coordonnées polaires
c/co
a-.-- =sj{b—p){ç>~a) (a<b),
y. étant une constante.
Si des coordonnées polaires on passe aux coordonnées recti- 1 ignés, on aura une équation algébrique en œ, y, ^^. De l'équation
d(jL) = a — ^ — ,
\[ résulte que nous aurons des caractéristiques comprises entre les deux circonférences
Les solutions seront périodiques, si a est commensurable . Mais, si a est incommensurable, nous aurons une courbe qui, à un certain moment, pourra se rapprocher, autant qu'on voudra, d'un point arbitrairement choisi dans la couronne, et qui d'ailleurs s'en éloignera ensuite. On a là une circonstance toute différente de celle qui se présentait pour les équations du premier degré; le prolongement d'une caractéristique se trouve couvrir, en quelque sorte, l'aire tout entière de la couronne comprise entre les cercles p z= a et 0 =:z b.
Cet exemple montre bien l'intérêt de l'étude résumée au paragraphe précédent.
GÉNÉRALITÉS SUR LES POINTS SINGULIERS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES {').
I. — Théorèmes fondamentaux
1. Abordons maintenant Fétude d'une classe particulière d'équations différentielles, qui a fait, depuis trente ans, l'objet d'un nombre considérable de travaux; ce sont les équations différentielles linéaires et bomogènes. On entend par là des équations de la forme
où les coefficients p sont des fonctions de la seule variable x^ que nous supposerons uniformes dans une certaine région du plan à contour simple et n'ajanl d'autres points singuliers que des pôles.
Pour une certaine valeur Xq de x^ qui n'est pas un point singulier des p^ on peut se donner arbitrairement la valeur d'une intégrale et de ses dérivées jusqu'à l'ordre m — i. Soient donc m intégrales particulières
ri. J^2, .... y m
déterminées cliacune par leurs valeurs initiales pour x = Xq et par celles de leurs dérivées jusqu'à l'ordre m — i . On peut sup-
(') On consultera surtout pour ces géaéi'alités les deux Mémoires classiques de M. Fuchs {Journal de Crelle, t. G6 et 68), et deux Mémoires de M. Thomé {Journal de Crelle, t. 74 et 75). Voir aussi la Thèse de M. Jules Tannery {Annales de V École Normale, 1875).
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poser que le Tableau de ces valeurs initiales, c'est-à-dire le déter minant suivant, pris pour x = Xq,
ri
dx
dy.2 dx
dx
dx"^-'^ dx"^~^
d"'-\ym
cix"^-^
ait une valeur différente de zéro. De plus, ces solutions particulières sont toutes holomorphes à l'intérieur d'un certain cercle F décrit de ^o comme centre.
Ceci posé, considérons une intégrale quelconque jv; elle sera déterminée par la valeur qu'elle prend en x^^ ainsi que ses m — i premières dérivées. Or, formons la combinaison
On peut choisir les constantes G de manière que cette expression, ainsi que ses m — • i premières dérivées, soit égale h. y et à ses ni — I premières dérivées pour ^ = ^o- On aura, pour cette détermination, à résoudre un système d'équations du premier degré pour lesquelles le déterminant ne sera pas nul d'après l'hypothèse faite ci-dessus. Or il n'y a qu'une seule intégrale qui prenne, ainsi que ses m — i premières dérivées, des valeurs données pour un point non singulier ^o 5 Ofi 9? par suite,
JK = GijKi -+-G2jK2^
G,„jKm.
On peut donc avec m intégrales quelconcjues [sauf la restriction d' inégalité mentionnée) former V intégrale générale.
Une autre conséquence très importante à tirer de ce qui précède, est qu'wne intégrale quelconque y est holomorphe à l'intérieur du cercle T. Ainsi, considérons une aire A, à contour simple, ne comprenant aucun point singulier des coefficients/? de l'équation différentielle. Pour chaque point de cette aire, nous pouvons tracer, autour de ce point comme centre, un cercle à l'intérieur duquel toute intégrale est holomorphe. Le rayon de ce cercle peut varier avec la position du point, quand celui-ci varie dans A, mais son minimum n'est certainement pas nul.
Par suite, l'extension analytique dans la région A peut se faire de proche en proche avec un cercle de vdijon Jixe (le cercle de rayon minimum) et nous avons cette proposition capitale :
Toute intégrale de (i) est holomorphe dans une région du plan à contour simple ne comprenant aucun des points singuliers des coefficients de Vécjuation différentielle.
Il résulte encore des considérai ions précédentes que les intégrales de (i) ne peuvent a^'oir d'autres points singuliers que ceux des coefficients p. Nous appellerons ces derniers les points singuliers de V équation différentielle.
2. On donne à tout système d'intégrales j', , j'o, . . ...ym-, pour lequel le déterminant (2) n'est pas identiquement nul, le nom àe système fondamental à^\n\é^vû.^s . On doit remarquer qu'entre
les intégrales
jKi, JK2, ..., y,
d'un système fondamental n'existe pas de relation homogène et linéaire à coefficients constants telle que
car en dilTérentiant m — i fois cette relation et éliminant les a, on voit que le déterminant (2) serait nul.
Réciproquement, si pour m fonctions j^, , J^2i • • • 7 JK/« de x^ le déterminant (2) formé avec ces fonctions est identiquement nul, il y aura entre les j^ une relation de la forme (3), les a étant des constantes. Pour le montrer, nous pouvons supposer que le déterminant d'ordre m — i, obtenu en supprimant dans (2) la dernière ligne et la dernière colonne, n'est pas identiquement nul, car autrement on serait ramené du cas de m au cas de m — i. Dans ces conditions, nous pouvons former l'équation linéaire E d'ordre m — i ayant pour système fondamental d'intégrales
yu y 2, •.., ym-i-
Le déterminant (2) étant nul, y„, satisfera à l'équation E et, par suite, on aura, d'après le premier théorème du paragraphe
précédent,
les a étant des constantes.
3. Revenons à la région A du plan à contour simple, où les p sont des fonctions holomorphes de la variable complexe x. La méthode des approximations successives, déjà étudiée à diverses reprises {voir notamment p. 88 de ce Volume), permet d'obtenir pour toute intégrale un développement convergent dans cette région; c'est ce que nous avons déjà dit à la pa^e 92. A la vérité, nous supposions que la variable restait réelle, mais l'extension à la variable complexe se fait d'elle-même, comme nous avons déjà eu l'occasion de le voir (p. 90, en note). Nous avons donc le théorème suivant ( ' ) :
Toute intégrale de V équation {\) peut être représentée par une même série dans une région quelconque du plan à contour simple ne comprenant aucun point singulier de Véquation différentielle.
4. Abordons maintenant l'étude des points singuliers. Nous allons supposer que, dans une certaine région du plan, les coefficients p aient comme points singuliers des pôles. Soit a un de ces points; il pourra être un point singulier pour les intégrales de l'équation différentielle.
Partons d'un système fondamental
7i» JK2, ..-, y m,
défini dans une certaine aire voisine de a et ne contenant pas ce point. Si, partant d'un point de cette aire, nous faisons décrire à la variable x un contour fermé autour du point «, il arrivera, en général, que nous ne retrouverons plus le système initial. Mais, comme l'équation différentielle n'a pas changé, nous retrouverons
(*) Pour les applications de la méthode des approximations successives aux équations linéaires, on pourra consulter une Note que j'ai publiée dans le Bulletin de la Société mathématique (1894).
un autre système d'intégrales de la même équation
Yi, i2> • • • 5 Y„,, et Ton aura
Yi = «11 ^1 -^ «12 ^^2 — • . . — «im^'m, Ys = «21 JKl -T- «22 ^^2 -^ • • • -^ «2mJK/n,
Y„i = «ml JKl — «,«2 J^2— ... -H a,nmym,
les a étant des constantes. Nous allons chercher si Ton peut trouver une intégrale
u= a^yi-h-oc^yo
■Yr
qui se reproduirait, à un facteur constant près, par la circulation précédente. Après avoir tourné autour de a, nous avons, pour w, une valeur U, et l'on a
U = ai Yi -i- a. Y, — . . . ^ a,„ Y,„.
Ecrivons donc que
ai(«iiJKi-V. . .— «im7m) -f- a2(«2iJKi-f-. . .— «2/« J'/«) — . . .
Or, il ne peut pas exister de relation linéaire et homogène à coefficients constants entre les y; sinon, le déterminant (2) serait identiquement nul. On aura donc
3'l(«ll — F^)-i-3t2«2I -^ ••. -^ 3t ,„«,„! =0,
ai «12 -H a, (a22 — ;jl) — . . . -7- a,„«„j2 — o,
a,«ij et on en conclut
«/ni
Il est facile devoir que les racines de cette équation de degré m en li. sontdes invariants, c'est-à-dire sont indépendantes du système fondamental dont on est parti. En effet, toute combinaison li-
néaire des y est une combinaison linéaire des éléments z d'un autre système fondamental et inversement; par suite, à toute combinaison linéaire des y, se reproduisant au facteur [jl près, correspond une combinaison des z-, se reproduisant au même facteur a. Les équations de la forme (3), correspondant à l'un et l'autre système, ont donc mêmes racines.
Remarquons encore que l'équation (3) ne peut avoir de racine nulle, car le déterminant | aïk | devrait être nul, et alors les Y et, par suite, les y ne formeraient pas un système fondamental.
5. Supposons que l'équation (3) ait ses racines distinctes. Aux 771 racines
correspondront m intégrales
ces intégrales seront linéairement indépendantes, car, si l'on avait entre elles une relation à coefficients constants,
/il lli + ki ^2 -T- . . . -H km U/n — O.
En faisant faire un tour à x autour de a, on aurait
/.l [i.1 Ml + Âo Fl2 W.2 -t- . . . + k,n !^/« Um = O,
et donc, d'une manière générale,
ÂTi \J.\ Ui + /t2 [J.^ W2 + . . . -+- k,n [J-'/n ^hn =0 ( i = O, 1 , 2, . . . , m — I ).
Ces 771 relations sont impossibles, car on en déduirait que le déterminant de Vandermonde relatif aux a est égal à zéro.
Ainsi donc, pour le cas général où l'équation (3) n'a pas de racines égales, 07i a lui systè/7ie fo7ida77ie7ital d' i7itég7'ales w,, u-2^ . . . , Unn •5<^ 7'ep7'oduisa7it 7^espectiveT7ient multipliées pa7' les C07ista7ites p.< , ao, . . . , [j.,«, qua7id x toiunie aatoiu' de a.
On peut aisément donner la forme analytique générale de ces intégrales. La fonction
se reproduit multipliée par e-^'i', quand x tourne autour de a; si
donc on a
^2'îtr,/-_ |Xj ou p^ — __logai,
on voit que l'on a
'jji [x) étant uniforme dans le voisinage de a. On a, d'une manière générale, les m intégrales
Ui=^ {x— aYit^i{x) (i = I, 2, . . ., m)
ies C5 étant uniformes autour de a.
6. Supposons maintenant que l'équation (3) ait des racines multiples. Nous allons montrer que, s'il j a des racines multiples d'ordre a, p, ..., on peut s'arranger de manière que les intégrales se partagent en groupes de a, {3, . . . lettres, de telle sorte que a, désignant la racine d'ordre a, on ait pour les a intégrales que nous désignerons par^,, ^o, . . . , x^ la substitution linéaire, correspondant à une circulation autour de «,
/ Xi IJLiiCi, <4) ' ir3 lXiXz-^'>^l-2^-2-^^-22^l,
\ XoL ,ai^a-^ ^-la-i^a-i — •• •— ^^a-i,a-i^i,
et des substitutions analogues pour les autres groupes de lettres. Pour démontrer ce théorème, nous le supposerons vrai pour m — I lettres et nous montrerons qu'il est vrai pour m. Nous parlons donc de
yu fi: "-, y m;
on peut toujours supposer que l'on remplace ce système par un autre système y, .r<, ^o, •••» ^m-t, pour lequel la substitution correspondant à la circulation autour de a sera exprimée par le Tableau
y iMy,
Xi X, -i-l-iy, )
les X étant des fonctions linéaires en ^,, x-^, ..., x,n^.\. Les racines de l'équation en ]j. relative auxjj-, que nous savons être des invariants, se composent de [x, et des racines de Féquation de degré m — I relative aux formes linéaires X,, Xo, .. ., X^^,. Si u, est une racine de degré a, elle sera, pour cette dernière équation, de degré a — i. D'après l'hypothèse admise que le théorème est vrai pour m — i lettres, nous pouvons faire sur x^^ x^-, . . ., Xm-\ une substitution telle que nous ayons pour elles les substitutions de la forme indiquée; nous n'aurons cependant pas encore la forme voulue, sauf pour le premier groupe de a leltres correspondant à la racine ji.,, à cause des termes enj^, qui ne doivent pas figurer dans les groupes suivants. Mais il suffit alors de remplacer
Xi par Xi— kl y (î^ol)
ki étant une constante convenable, pour que la substitution ait la forme indiquée. Ainsi, par exemple, si la substitution relative à Xi est
oci, \i.iXi-\~liy,
nous substituerons à la variable xi la variable
Xi~kyelle se transforme alors en
IXiXi— kiJ,^y -^liy, c'est-à-dire
[M ( Xi — f^y ) -^ A- ( \^i — [-^1 )y -^ ^^if-
Si donc on choisit k de manière que
k{\ii— p.i) -4-X,-=r= o,
ce qui est possible, puisque \y-iy^ [^^j on aura effectué la transformation cherchée.
7. Nous pourrions nous servir de la forme de la substitution (4) pour trouver une expression analytique de x^^ x^^ . . ., Xa.- Nous procéderons autrement, en considérant une équation auxiliaire qui reviendra souvent par la suite. Soit une première intégrale
7i = (^ — ay^'o^{x),
'^,(x) étant uniforme dans le voisinage de a. Posons
y =yi I ^dx:
z satisfera à une équation dilFérentielle d'ordre /n — i de même forme que la proposée
A cette équation d'ordre m — i correspond une équation en -jl analogue à (3) et de degré m~\\ ses racines seront les racines de (3), prises à l'exclusion de ;j.,, divisées par ;ji,. Dans le cas actuel, si /', correspond à la racine multiple ;jl, d'ordre a, nous aurons pour l'équation en 3 une racine multiple d'ordre a— i égal à un. L'équation en ^ a donc au moins une intégrale uniforme autour de a. On opérera sur Téquation en z comme on a opéré sur l'équation en j-, et finalement on obtient un groupe
de a intégrales
yi j dxz I udx,
J'a= Ji I dxz d ux I . . . I w dx,
les a — I fonctions :;, u, . . . , tv étant, comme '^,, uniformes dans le voisinage de a. Les intégrations successives montrent que jk. est de la forme
yi = {^~ciy.^Ooi(x)-^o,i(x)\o>y{x~a)-r-...~Oi^i^i(x)[\os(x~a)y-^l les Z) étant uniformes.
11 est à remarquer d'une manière générale que les fonctions
?01, 'fl2, Ç23j -.., ^i-Uh
coefficients des puissances les plus élevées des logarithmes, sont dans un rapport constant, comme il résulte de suite du calcul successif des intégrales.
8. INoiis avons donc mainlenant la forme analvtique générale des intégrales dans le voisinage d'un point singulier, forme où figurent des fonctions uniformes autour de a, ayant en général ce point comme point singulier essentiel.
Supposons que l'équation proposée ait une intégrale pour la- ([uelle toutes les fonctions uniformes, qui figurent dans son ex- |)ression comme coefficients des logarithmes, aient le point a conune pâle: nous allons monlrer que l'équalioii aura au moins une intégrale de la forme
(37 — a)''o{x)^ '^{x) ayant a pour pôle.
Désignons en effet par
y=--ix^ aY\\ -\-\Mo^{x— a) -^ . . .^ L[\o^{x - a )Y\
cetid intégrale ; les coefficients A, . . . , L sont des fonctions de x ayant au plus a pour pôle, et L n'est pas identiquement nul. Si Ton fait tourner x autour de a, l'intégrale y se transformera en Y, el si l'on forme la combinaison
Y— [jir, ([JL = e27i'-')
on aura une nouvelle intégrale qui sera de la forme
(^ — a)'-j Ai-!-Hilog(a7 — a)4-...-i-Li[Iog(^ — a)]^-ij,
uù L, n'est pas identiquement nul et où les Aj, . . ., T^, ont au plus a pour pôle. En continuant ainsi, on arrive à une intégrale
(le la forme
Ç'(^) ayant au plus a pour pôle Qi^[x) n'étant pas identiquement nul : c'est ce que nous voulions établir.
En augmentant, s'il est nécessaire, /• d'un entier convenable, on peut admettre que ^{x) est liolomorplie autour de a et ne s'annule pas pour x:=- a.
Considérons maintenant le cas où l'équation admettrait s intégrales linéairement indépendantes^ pour lesquelles les coefficients des diverses ])uissanccs des logarithmes auraient seulement des pôles en a, nous aurons d'abord une intégrale ^4 de la forme
jKi=:(a7 — a)'-cp(.rj,
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'^{x) étant liolomorplie en a^ et 'f («) étant différent de zéro. Je pose
la fonction ; satisfera à une équation d'ordre m ~ i .
où les rj ont, comme les />, le point a pour pôle. Je dis que cette équation aura s — i intégrales linéairement indépendantes de r espèce indiquée.
Soient en effet j',,yo, . . ., j-^ les s intégrales de l'équation en j^dont nous avons supposé Texistence, l'équation en z admettra
dx\y,j' ' dx\yj'
<pii seront linéairement indépendantes et de la nature voulue, l-^lles sont linéairement indépendantes, car, si l'on avait
on en conclurait
CiVy— C, Yi -+-. . .-r- Csfs = O.
ce qui n'a pas lieu.
II. — Équations dont toutes les intégrales sont régulières en un point singulier.
9. Un cas très simple, particulièrement étudié par M. Fuclis, est celui où, pour toutes les intégrales, les cp n'ont que des pôles. On dit alors que toutes les intégrales sont régulières en a. Nous allons d'abord trouver une forme nécessaire pour les coefficients/^ de l'équation dillerentielle, et nous montrerons ensuite qu'elle est suffisante.
D'après ce que nous avons dit, nous aurons certainement une
J'i = {x — ay^(x) [3(rt)^o].
" Posons alors, comme ci-dessus,
= jKi / zdx,
nous avons 1 équation
et l'on trouve immédiatement
I / dvx
et d'ime manière générale
I V m( m — ])...( m — ï -M ) d^jx yi [_ i .'2. . .1 dx.i
(m — \)...(m — i-hi) d'-^ Yi . . , dvi
- ' — ri..(^-i) ^' i&Â +• • •^('«-' +■)/>,-. ^- H- PO'
L'équation (4) a, comme l'intégrale proposée, toutes ses intégrales régulières.
Soit d'abord m= i. JNous avons l'équation
dy
il faudra nécessairement C[uey>i soit de la forme -- -^ — y /(œ) étant
holomorphe, pour que les intégrales soient régulières, comme le montre la formule
y =z Ce~-'>ih<^lx.
Faisons maintenant m = 2; l'équation (4) sera alors du premiei-
degré et par suite ^, sera de la forme ~ ~; il en sera donc de
même dey?i d'après l'expression de <7,. D'autre part, on a
\ [ d-y dy\
En substituant j^ = (.r — a)'''jî(:c), on voit que /^o est de la forme -~^— - • Ainsi donc l'é(|ualion du second ordre, dont les intc'-
grales sont toutes régulières, est nécessairement de la forme
d-^y ^ f,U) dy Mx)
dj- {x—a)dx ' {x — ay- '
/, ety*2 étant holomorphes autour de a.
Admettons maintenant que, pour une équalion d'ordre m — i, la forme nécessaire pour que toutes les intégrales soient régulières soit
dm-\ y f^iX) d"i-^- V f.y(x) din--^ Y f,n-y(x)
(/x'"-^ X — a dx"^-' ' (^x — a)' dx»^-'^ "' {x — a}'"-^^ '
les f étant holomorphes autour de <7, nous allons montrer sans peine que la même forme subsiste pour les équations d'ordre m. Nous partons donc d'une équation d'ordre m à intégrales toutes régulières autour du point a. L'équation (4) correspondante en z aura aussi, comme nous l'avons vu, ses intégrales régulières; <3llc sera donc de la forme écrite ci-dessus. En prenant
yi = (x — ay'^{x) o(a)^o,
on déduit de l'expression générale de ^/, que />/ est de la forme
' '_ — -.i fii-^) étant holomorphe autour de a. Il ne reste plus à
trouver que la forme de pm', c'est à quoi l'on parvient à l'aide de la relation tirée de l'équation diflerentielle elle-même
d"y^ d"^-^yi dvi^^
dP^ '^P' 'Ib^ "^ • • -^P"'-' tix
f { x) qui montre que p,n est de la forme • "^ —-> et le théorème est
par suite établi.
10. Traitons maintenant la question inverse, et démontrons (ju'une équation de la forme
dx'"^ ' x — adx"i-^ (^x — ay^ dx"^--^ '" {x — ay ^
où les /sont holomorphes dans le voisinage de a, a toutes ses intégrales régulières au voisinage de ce point.
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Pour abréger récriture, nous pouvons faire a = o. Au lieu de considérer une équation linéaire d'ordre m, nous allons pour un moment envisager un système d'équations linéaires du premier ordre.
Si l'on pose
dy dyi dy,n-^_
on reconnaît immédiatement que jK^^i se met sous la forme d'ui> poljnôme à coefficients numériques en
dy d'^y d''^-'^ y
dx dx- ' dx"^-^
et inversement les expressions préct'dentes s'expriment linéairement en y, ^',, y.^^ . . ., y,„_,. L'équation (5) devient alors
dYm-\
^ ' ^^ - ^ «i7 + «2ji+..-^^/mr//'-i'
les a étant liolomorphes dans le voisinage de ^ = o. Au lieu du système précédent, nous pouvons prendre d'une manière plus générale le système de m équations homogènes et linéaires du premier ordre
dy*
les A étant liolomorphes dans le voisinage de ^ i= o. Cherchons. , s'il existe un système d'intégrales de la forme
yi = x'-in, y.^-xnu^ ..., y^^^^x'-u,„,
r étant une constante convenablement choisie, et les u étant holomorphes autour de l'origine.
En désignant par c,, Co, • . . , ^«^ les valeurs des u pour x = o, valeurs qu'on peut supposer, en prenant r convenablement, n'être
pas toutes nulles, on a, en substituant dans l'équation différentielle,
(«Il — f')Cl<^liC2—...-hai,nC,n =0,
«21 Ci'^{a.2.2 — r)C2-~...-^a2mCm — o,
«m 1 Cl — a, ,12 Co -i-. . .— (a,n „i — /• ) C,n = O
les a désignant les valeurs des A pour ^ = o. Il résulte de ces équations que
«wlî «//r2) • • • ■> (f^mm — '' i
/• sera donc racine de cette équation du /?^''™'^ degré; nous désignerons par
les m racines de l'équation (6). Écrivons alors le système sous la forme
dyx
les B étant holomorphes autour de l'origine. Cherchons à simplifier la forme de ces équations en effectuant sur les j^ une substitution linéaire convenable. Faisons abstraction des termes en j:
dans les seconds membres de (7). Posons x ~ =^ Dy et considérons la substitution
Dj^i = «iijKi + «i2r2-î-----^«i/«j'/«,
^Jm = «m ijl — « m2 JK2 -^ • • • ^ «/« m^m ,
qui consiste à substituer à jKi ,^2? • • • , ym les expressions linéaires placées dans les seconds membres.
Mais reportons-nous à ce que nous venons de dire (§ 4 et o)
sur la rédiiclion des subslilutions linéaires. Nous avons donné une forme canonique à laquelle on peut ramener une telle substitution ; c'est précisément Téquation (6) qui joue le rôle essentiel dans cette réduction. Si cette équation a ses racines distinctes, nous pourrons donc supposer que dans les seconds membres de (7) les termes indépendants de x se réduisent (^ ) à
Dans le cas où il y aura des racines multiples, ces termes se partageront en groupes correspondant à la même racine. Ainsi pour une racine i\ multiple d'ordre a, les a premières équations auront pour seconds membres (aux termes en x près), d'après ce qui a été dit (§ 5),
^\ycL ~- ^i>a-i JKa-1 -T- . . .-H Aa-i,a-i J'i>
et l'on aura des groupes de même forme pour les équations restantes.
11. Supposons donc que les équations (7) aient la forme indiquée. Nous avons, après la réduction qui vient d'être effectuée, les équations
dx
"^-TJ- = ''171+^(61171 +••.):
^^r- =/'l72-^>^ll7l-+-^( ):
dx
^ ~dx = '■i>'a"^^^i'a-i7a-i-+-..-+>^a-i,a-i7i + ^( );
Nous allons porter notre attention sur la racine i\ ; son ordre
(') Comparer les considérations précédentes à la question analogue étudiée à la page 4 de ce Volume.
de multiplicité a (qui peut, bien entendu, être égal à un) ne figurera d'ailleurs pas dans le résultat auquel nous voulons parvenir
Cherchons si le système précédent admet des intégrales de la forme
Jl = X'\ Il i, J2 = •^'■' "2 , . . . , y m = ^'•' W/«.
Nous aurons, en substituant, les nouvelles équations
/ du.
du, dx
r^ All«,
du^ -
^ 'd^ =^ia-iï'a-i
Ui-{-xi ),
les parenthèses étant liolomorphes en x. On va montrer qu'on peut satisfaire à ces équations en j)renant pour les u des fonctions liolomorphes de x, si toutefois certaines relations, que nous indiquerons, ne sont pas remplies.
Les équations différentielles permettent de calculer de proche en proche les coefficients des développements. Pour x = o, les u seront nulles en général, sauf ii^ dont la valeur initiale restera arbitraire. Pour qu'on ne soit pas arrêté dans le calcul des dérivées successives, il faut qu'aucune des différences
ri — ri (fcVO
ne soit égale à un entier positif.
Il ne reste plus qu'à voir que les développements ainsi obtenus sont convergents. Nous emploierons à cet effet les méthodes de comparaison dont nous nous sommes déjà tant de fois servi. Les valeurs initiales des u sont toutes nulles, sauf celle de «a, dont nous désignerons le module par u^. Soit , d'autre part, A le module maximum des quantités ). et de ses analogues dans les équations différentielles, et soit enfin £ le module minimum de la différence
m — (ro — ri),
•îiiirûBR^
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OÙ m est un entier positif quelconque, et de ses analogues poulies différentes racines /^ de l'équation en /'. INous considérons le système d'équations
Su^ — or { ^^ / £Wa+i=a7( ),
Dans les parenthèses, les coefficients de w,, u^^ . . ., ii^ ont été remplacés par des fonctions majorantes (ou fonctions de comparaison) pour un certain cercle autour de l'origine.
Pour X =0, les équations (g) donnent les u égaux à zéro, sauf Uy^ qui est égal à u\. Les valeurs de u^ définies par les équations (9), sont holomorphes autour de :r = o. Nous avons à comparer maintenant les développements tirés des équations (8) et (9). Pour ces dernières, on en tire des développements où les coefficients sont lous positifs, et qui sont certainement convergents dans un certain domaine, autour de l'origine.
On voit immédiatement que les coefficients des développements tirés de (8) ont un module moindre que les coefficients correspondants tirés de (9), d'après la signification de t et de X, et le fait que dans les parenthèses les coefficients de u ont été remplacés par des fonctions majorantes. On aura donc certainement pour (8) des développements convergents.
Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :
Le système (7) admettra un système d'intégrales de la forme
les u étant holomorphes dans le voisinage de x =zo^ en désignant par r^ une racine de l'équation (6) telle qu'aucune différence
ri — rj , /'3 — ''i , • • • , rm — ^1
ne soit un entier positif différent de zéro.
On voit que cet énoncé n'exclut pas le cas où il y aurait, parmi les racines ^2, . . ., r^, une ou plusieurs racines égales à r,.
]j'équation (6) s'appelle Véquation fondamentale déterminante relative au point singulier jj; = o. Dans le cas qu'on peut appeler général, les racines
sont distinctes, et aucune des différences
i'i—rk {ÏT^k)
n'est égale à un entier positif ou négatif. On a alors, pour (-), nt systèmes d'intégrales
les z> étant liolomorplies autour de l'origine.
12. Revenons maintenant à l'équation différentielle (5) d'ordre m, c'est-à-dire à l'équation
dx'"^ ix — a) dx'"-^ {x—a)"'-^ ^'
En appliquant le théorème du paragraphe précédent, on voit que celle équation admettra au moins une intégrale de la forme
y = {x — ayo(x),
o{j:) étant holomorphe dans le voisinage de a. Pour trouver l'équation donnant r, il n'est pas besoin de former le système d'équations linéaires équivalent à l'équation d'ordre m. Il suffît d'écrire que l'expression précédente ['f («) étant différent de zéro] satisfaite Téquation. On obtient ainsi, en égalant à zéro les termes de moindre degré,
(lo) \r(r-.)...ir-m-^.)
Si /'i , /'o, . . . , r„i sont les m racines égales ou inégales de cette équation, l'équation différentielle admettra une intégrale de la forme
yi=--(x — aY.'^(x),
'^{x) étant holomorphe autour de rt, et cp(rt) étant différent de zéro,
si aucune des différences
r-2—ri, r^- /'i, . .., r,a— i\
n^est un entier positif différent de zéro.
L'équation (lo) a été appelée par M. Fiiclis l'équation fondamentale déterminante relative au point singuliers. Un rapprochement très important est à faire entre l'équation (lo) et l'équation (3) en pi (§4). Il résulte de ce que nous avons dit à la fin du paragraphe précédent, que, si les différences des racines de l'équation (lo) ne sont pas des entiers positifs ou négatifs, on aura les intégrales régulières
jKi= (37 — a)'-icpi(;r), jK2=(a7 — a)'-^cp,(^), ..., jk,« = (^ -«)'""' 'fm(^),
et, par suite, les ni racines de réc[uation (3) seront égales à
Telle est, pour le cas général, la dépendance entre les équations (3) et (lo). Cette dépendance subsistera évidemment dans tous les cas, puisque le théorème étant vrai pour des valeurs arbitraires des coefficients /i (a), ...,/,„(«) de (lo) ne peut cesser d'être exact pour des valeurs particulières de ces coefficients.
43. Pour faire la recherche des intégrales, on partagera les racines
de l'équation (lo) en groupe^ tels que, dans chacun d'eux, la différence de deux racines soit un entier positif ou négatif, et que, d'un groupe à l'autre, la différence de deux racines de ces groupes ne soit pas entière. Soient
les racines d'un premier groupe, ces racines pouvant être égales ou inégales. Supposons-les rangées par ordre décroissant de grandeur et posons
On a pour z une équation déjà considérée d'ordre m — i, dont
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toutes les intégrales sont régulières autour de a. Puisque
les racines de l'équation fondamentale déterminante pour l'équation en z seront
ro— /'i — 1, /'s — /'i — «, •••. /'m— /'i — T,
et, parmi celles-ci, nous avons le groupe des a — i racines entières
/•■2— /*i— i, ''3— '"i — I, ..., ry,— ri—i
les autres n'étant pas des entiers.
L'équation en z aura une intégrale de la forme
'^^{jo) étant liolomorphe dans le voisinage de a, et '}(«) étant différent de zéro. En substituant dans l'expression de j', on a alors une seconde intégrale
y^={x-aY.[k{x)-^^{x)\o^{x-a)\,
A et B étant liolomorplies, le produit
{x - ay^^ix),
se réduisant d'ailleurs, à un facteur constant près, à j,.
En opérant sur l'équation en z^ comme on a opéré sur l'équation en jK, et continuant ainsi de proche en proche, on aura finalement les intégrales
yu y-i^ "■' Vol,
et j'a est de la forme
J'a = (^ — «)'•-; Al (x)^A,(ar)lo-(j7 — a) -+-... -r-Aa_i(^)[log(^ — «)]^-ij,
les A étant liolomorplies. Nous avons donc ainsi formé un ensemble de a intégrales correspondant au groupe des a racines de (lo) différant d'un entier.
14. Appliquons ces généralités à une équation différentielle du second ordre, sur laquelle nous aurons d'ailleurs à revenir; c'est
l'équalion différentielle de la série hjpergéométrique
a, fi et Y désignant trois constantes. Les trois points singuliers des intégrales sont ^ = o, ^ ~- i et x =^ œ. Pour ce dernier point, il
faudra faire, pour l'étudier, ^r = —> dans l'équation différentielle,
et considérer le point x' ^= o dans la transformée.
Pour former l'équation fondamentale déterminante relative au point o, nous écrivons l'équation sous la forme
^^.y Y — (a -h [3 — - 1)^ <■/>- OL^ cr _
dx^ ^ ~x{i — x) dx ~ x^i—"x) -^ ~ ^'
(^t l'équation (lo) devient ici
r{r — i) -h rv — o.
(lui a les deux racines
Si donc Y n'est pas un entier, l'équation a, dans le voisinage <le a., les deux intégrales
oi(a-), x^-yoz(x),
's^ el cso étant holomorphes dans le cercle de rajon un, cp, (o) et Oo(o) n'étant pas nuls. La forme des coefficients du développement de (Di (^x) est remarquable. En posant
cp j ( ;r ) = I -:- Cl a? -1- C.2 37^ ^- . . . -f- Cj, xP -!-...,.
on trouve, en substituant dans l'équation différentielle,
\—p{p _ i) _ (a + p -f- r)/? — a?] Cp~~ \p{p + j) 4- y(/? -r- i)]C;,+i = o, par suite
et l'on a, pour cp, (^), le développement célèbre
série convergente dans le cercle de rayon un, et que nous avons déjà rencontrée (t. II, p. 2^9).
Nous avons supposé plus haut que i — ^' n'était pas un entier. Si I — Y est un entier négatif, nous aurons toujours une intégrale holomorphe cp,(^), puisque des deux racines
zéro est la plus grande. La série hypergéométrique subsiste dans ce cas. Les conclusions sont autres, si i — v est un enûev posilij. On a, dans ce cas, une intégrale de la forme
'^^{x) étant holomorphe et 'i(o) ^o; la seconde intégrale renferme un terme logarithmique.
Conformément aux généralités du § 13, elle est de la forme
A(:r) -^ kx^-l'^{x) logor,
k étant une constante, et A(^) étant holomorphe dans le cercle de rayon un [A(o) ^ o].
III. — Théorèmes généraux sur les équations à intégrales irrégulières {^).
lo. Les équations dont toutes les intégrales sont régulières en un point singulier forment, comme on \ienl de le voir, une classe remarquable; on peut obtenir pour elles la forme analytique des intégrales au moyen de développements dont les coefficients se déterminent de proche en proche par voie de récurrence. L étude des équations ayant des intégrales irrégulières est beaucoup plus difficile.
Dans cette étude, il y a d'abord une suite de nombres entiers qui joue un rôle très important. Reprenons Féquation
dm y dm-\ y
-d^^P'dx^^-^---P"'^ = ''- Soient respectivement r, , tto, .... 7:,„ les degrés de multiplicité
(') Pour les généralités sur les intégrales irrégulières, voir les Mémoires de M. Thomé {Journal de C relie, t. 74, 75 et 76).
(le a comme pôle de/>i,/>2i ^--^ Pm- Considérons la suite des entiers
(11) 7ri-h/;i — I, T2-;-/?î — •^, ..., -w-i~i, ~,n.
Elle va être de grande importance pour la suite. Si le plus grand de ces nombres ne dépasse pas m, nous sommes dans la classe des équations différentielles étudiées dans la Section précédente; nous allons donc supposer que le maximum g de ces nombres dépasse m.
16. Supposons que l'équation différentielle ait une intégrale régulière. Nous avons le lemme préliminaire suivant :
Soient g > m le plus grand des nombres
TTi + /?! — 1 , 712 H- m '^ ? • • V T^w-l + I '•>
le coefficient pm admettra a comme pôle avec un degré de multiplicité ne dépassant pas g.
La démonstration est immédiate, car nous n'avons qu'à substituer
dans l'équation
i Vd"^y d'n-'^y dy~\ _
J [ dx^n -^P^ 'chi.^i -f- . . . -^ p,n-X ^^ J - - Pm,
pour voir que t,„i satisfait à l'inégalité indiquée.
17. Nous allons généraliser le lemme précédent, en supposant que l'équation différentielle possède an moins m — h intégrales régulières linéairement indépendantes. Admettons alors que les Il premiers nombres de la suite (11)
TTi -H m — I , 7:2 -T- /?l 2, . . . , TT/i -T- m h
aient pour maximum ^\> 7?z; nous allons montrer que tous les nombres
TT/i+i -\- ni— h — I , . . . , ~„i-\ -h 1 , 7z,fi
seront inférieurs ou égaux à g.
Dans le paragraphe précédent, nous avons démontré celte proposition pour h=^m — i. Nous allons supposer maintenant
qu'elle est vraie pour une équation différentielle d'ordre m — i et montrer qu'elle est vraie pour une équation différentielle d'ordre m. En posant
7 = r 1 / ^ dx^
où y^ est l'intégrale régulière [x — a)'c5(j;) ['j(«) ^ o], nous aurons pour z une équation d'ordre m — i, qui aura au moins m — Il — i intégrales régulières linéairement indépendantes. Soient
les nombres relatifs aux coefficients q dans l'équation en z. On a désigné par g le plus grand des nombres
TTi -h /?i — 1 . ~i-^ m — 2, .... -/i-T- 7)1 — h.
Il résulte de l'expression des coefficients q, à l'aide des p^ donnée au § 9, à savoir :
I V m(m —i). .(m — i-i-i) d^Vi , . , dys 1
?'■= J, L r^TTT -d^' ^...+ (,n-c^ ,)/^.- ^ +/-,■/,]
que le terme maximum dans la suite
sera au plus égal à
On déduit donc, du théorème admis pour les équations d'ordre m — I , que
sont au plus égaux à g — i et par suite, en se reportant à l'expression de Pi en fonction de qi et des p d'indices inférieurs à /, les nombres
sont au plus égaux à ^, et il en est de même aussi (paragraphe précédent) pour iz^.
18. Du lemme précédent se déduit une proposition intéressante. Supposons que pour une équation différentielle, le plus
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p-rand des termes de la suite
(S) TTi -f- ;?i — 1 , 7:2 4- "î — 2 , ..., -éZfn
soit un nombre g> m; désignons par
Il -{-m — h
le premier terme de cette suite égal à g (pour le cas où il y en aurait plusieurs); V équation ne pourra avoir plus de m — h intégrales régulières linéairement indépendantes. Si, en effet, l'équation avait m — A' intégrales régulières distinctes (/i'<A), comme les termes de la suite
sont inférieurs à g^ il résulterait du paragraphe précédent que tous les termes de la suite (S) sont inférieurs k g\ ce qui n'a pas lieu, puisque izh -1- m — h = g.
19, Le théorème qui vient d'être établi donne seulement une limite supérieure pour le nombre des intégrales régulières distinctes, mais malheureusement cette limite peut ne pas être atteinte. Nous en verrons un exemple dans un moment. Cherchons à obtenir les intégrales régulières qui pourraient exister, en attribuant à h, dans les calculs qui vont suivre, la même signification que ci-dessus.
Écrivons l'équation différentielle sous la forme
dx"' ~^(^ — a)^i dx"'-^ '^ {x — a)T^^ dx"'-'^ {x — (1)-^^
les/ étant holomorphes et différents de zéro pour x =^a. En faisant dans cette équation
y =z {x — a)'' II,
u étant holomorphe, et u{a) étant différent de zéro, on aura en divisant par {x — ay le résultat de la substitution et le multipliant par [x — a)S^ puis faisant .2: = «,
i ,. (r _,)...[/'_ (m -A) H- i]//,(a) (12) -^r{r — \)...[r--{m — A) +2] \fu^'^{x) {x — a)^/-'^/.+i+i]^=a
On obtient donc ainsi une équation du degré m — A à laquelle doit satisfaire r pour que Ton ait une solution de la forme indiquée. Cette équation d'ordre m — h est l'analogue de l'équation fondamentale déterminante dans le cas où l'équation a toutes ses intégrales régulières; elle se confond avec elle, si h = o.
20. On peut, avec cette équation en /•, commencer une étude analogue à celle que nous avons faite avec l'équation fondamentale déterminante dans le cas des équations de M. Fuclis ; mais, avant d'indiquer ces généralités, prenons un cas particulier qui nous mettra sur la voie d'une circonstance qui sera générale. J'envisage l'équation du second ordre
dr- y dy
Les intégrales ne peuvent être toutes régulières pour ^i=o. On a ici
On a donc la suite
Ainsi «• == 3, A ::= I, et il y a par conséquent au plus une inté grale régulière, et l'équation (12) en /• se réduit à
L'intégrale régulière, si elle existe, sera donc de la forme
J- = Ao H- A, ;r + . . . -r- A,„ X'n -^ . . . ^ ( Ao ^ o).
Or la substitution montre qu'on peut calculer les coefficients de proche en proche. On obtient les équations
«oAi-i- 6oAo= o, rtiA, -f- «oAo + ^oAi-F 6iAo= o,
m (m — i) A,„-T-(m-i- \)ao\m^i -h b^X^-^ ^1 A,,;_,-t-. . . = o,
qui donnent successivement A,, Ao, . . . , A,„^i, .... Il est donc possible de déterminer le développement, mais il se présente maintenant une circonstance bien remarquable qui dififérentle
complètement ce cas de celui où toutes les intégrales sont régulières : le développement obtenu n'est pas convergent en général, quelque petit que soit le domaine pris autour de a.
Pour le montrer, il suffira de prendre le cas particulier de l'équation
x°^ ce
dx^-^ ssives
dy
dx
«oAi
,Ao
Al
(m -h i)aoAw+i-f-[6o+ m{m — i)]A,„= o,
donnent les coefficients en fonction de Aq et il est visible que le
rapport —^^ augmente indéfiniment avec m et que par suite la
série
Ao+ Ai^ + ., .+ A/„a-"'-i-. .. ■
ne converge pour aucune valeur de x (sauf ^ =o).
Il résulte de ce qui précède que l'équation (i3) n'a pas d'intégrale régulière à l'origine, et nous avons là un exemple où le maximum (ici égal à un) du nombre des intégrales régulières donné par le théorème du § i8 n'est pas atteint.
21. La circonstance relative à la divergence du développement obtenu, qui vient de se présenter dans l'exemple particulier du paragraphe précédent, est générale. Reprenons l'équation difTérentielle d'ordre m du § 19, et l'équation (12) de degré m — h en r, que nous désignerons par
cp(/-) = o.
Si l'on pose
j = (:p— a)>\[c^-^ Ci{x — a) -t- . . .-h Ck{x — aY' -\- . . .],
on pourra déterminer de proche en proche les coefficients c en fonction du premier, en prenant pour r, une racine de l'équation c2(r) = o. On reconnaît bien aisément que, les coefficients jusqu'à Ck-\ aj'ant été déterminés, le coefficient de Cr dans l'équation du premier degré qui le détermine est
et, par conséquent, si l'équation cp(/) = o n'a pas de racine de la forme 7\-]- A\, en désignant par A' un entier positif, on pourra déterminer un développement de la forme indiquée.
Le théorème précédent comprend évidemment, comme cas particulier, le théorème relatif à l'équation fondamentale déterminante pour le cas où toutes les intégrales sont régulières, en ce qui concerne du moins la formation des développements. Mais, pour ce qui regarde la convergence des développements, nous sommes dans des conditions bien différentes. Il est clair, d'après le cas particulier du paragraphe précédent, que les développements ainsi obtenus sont en général divergents et que nous n'obtenons ainsi que des séries saûsiâisdinl for me lie nient à l'équation différentielle sans représenter une intégrale. Si les racines de C3(/-) = o sont telles que la différence de deux quelconques d'entre elles n'est pas un entier, on obtiendra m — h développements.
2!2. Les développements que nous venons d'obtenir ne sont pas les seuls que l'on puisse tirer d'une équation différentielle linéaire dans le voisinage d'un point singulier. Nous énoncerons plus loin un théorème général à ce sujet, mais considérons d'abord un point singulier d'une nature spéciale. Pour plus de simplicité, nous plaçons le point singulier à l'infini, et l'équation étant
nous supposons que tous les coefficients/? soient continus pour jc z= co, c'est-à-dire que les p soient des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de -• Nous aurons donc
ai «,
, bi bo
P2= bo-i i
Pm = fo
Po
sons
chapitrf: XI.
L'équation en u sera de même forme, et le terme indépendant de X dans le coefficient de u sera
En égalant ce polynôme à zéro, nous avons une équation d'ordre w, dont nous supposerons les racines différentes, soit À,, X.- • • • , \ni. En posant donc j' = é^^^^ u^ nous avons une équation
d"i u dx"' ~^
\d'n-Ui
\ du (l\ r,
/ dx \^ X X-
Cherchons maintenant à obtenir un développement de la forme
■^P'(^o+^ +^'-^---) (Ao^^o).
Le terme de degré maximum sera le terme de degré o, — i, et l'on aura comme coefficient de ce terme
Ao(A-;pi+ /; ) = o.
On doit par suite prendre
p étant ainsi choisi, les coefficients A<, Ao, ... se déterminent de proche en proche, et l'on obtiendra finalement pour l'équation (i3), le développement
XX
et m — i développements analogues correspondant aux racines )vo, . . ., Xm- Mais ces développements ne sont pas en général convergents-, ils satisfont formellement à l'équation différentielle, mais ne représentent pas une intégrale.
Une remarque importante est à faire relativement aux nombres p. D'après la théorie générale des points singuliers, il y a en général jn intégrales se reproduisant multipliées par des facteurs constants
quand :r tourne autour d'un point singulier, c'est-à-dire ici, puisqu'il s'agit du point à l'infini, quand .r décrit une circonférence de très grand rayon. Si les développements que nous venons de trouver étaient convergents, nous aurions facilement les nombres w, car on aurait évidemment
co/, = e-T'^?i' ( A = 1 , 2, . . . , m ).
Mais, quand les développements sont divergents, les nombres o n'ont aucune relation simple açec les nombres co. Nous reviendrons plus loin sur les points singuliers de la nature de ceux que nous venons de rencontrer dans ce paragraphe.
!23. Dans tous les cas, on pourra toujours trouver des développements plus ou moins analogues à ceux qui ont été obtenus dans le cas particulier précédent. Enonçons seulement ici une proposition due à M. Thomé (Mémoires cités). Nous reprenons une équation ayant comme point singulier le point a, celui-ci étant un pôle pour les coefficients p. On pourra^ en général, tiou^^er m expressions de la forme
J^\x-u) (^ _ «)p [ Ao -f- Al (^ — a) + .
Q étant un polynôme dUin degré convenablement choisi en > 0 désignant une constante. Il est essentiel d'ajouter que
la série entière
Ao-i- Al (jc — «)-}-...
ne converge pas, en général, et que nous avons là, par conséquent, comme plus haut, une expression satisfaisant formellement à 1 équation difTérenlielle, mais ne représentant pas une intégrale.
La démonstration du théorème précédent ne présente aucune difficulté; mais, comme il y a malheureusement peu de parti à tirer de ce résultat plutôt négatif, nous ne nous y arrêterons pas. J'ajoute seulement que, dans certains cas spéciaux, les formes précédentes peuvent se trouver en défaut; il peut être nécessaire d'ajouter des termes contenant des logarithmes et même, dans certains cas, de considérer des développements où (x — a) est
remplacé par {x — a^ (p étant un entier). Je renverrai, pour ces cas particuliers, à la thèse de M. Fabry (^ ).
IV. — Calcul des intégrales irrégulières et de la substitution relative à un contour fermé. — Groupe d'une équation linéaire.
^4. Les développements que nous venons d'obtenir n'étant pas en général convergents, nous n'avons jusqu'ici aucun moyen, dans le cas des intégrales irrégulières, d'obtenir effectivement les coefficients des développements de ces intégrales dont nous connaissons seulement la forme analytique.
Supposons que l'origine soit, dans le plan de la variable complexe -3, un point singulier de notre équation différentielle. A l'intérieur d'un cercle C, ayant l'origine pour centre, et un rayon moindre que la distance de l'origine au point singulier le plus voisin, toute intégrale est une fonction analytique f{^)^ n'ayant d'autre point singulier que l'origine. Supposons le rayon /• du cercle G moindre que l'unité; nous allons montrer qu'on peut trouvai^' un développement en série de la fonction valable pour tous les points du cercle, quel que soit le chemin suivi par la variable. Faisons, en effet, la transformation
log5
Au cercle G du plan des z correspond dans le plan des x un cercle G' passant par l'origine et ayant pour centre le point
en désignant par //-le logarithme arithmétique de r; et si, comme nous le supposons, r est moindre que l'unité, aux points à l'intérieur du cercle G correspondent des points à l'intérieur du cercle G'. Par la transformation
(') E. Fabry, Sur les intégrales des équations différentielles linéaires à coefficients rationnels (Paris, Gauthier-Villars, i885).
la fonction y*(s) devient donc une fonction de x, qui est holomorphe à l'intérieur du cercle C. On peut la développer suivant les puissances de
et Ton a par conséquent, pour /(^), le développement
où les A„ sont des constantes, et ce développement est valable à l'intérieur du cercle C. Aux déterminations multiples de log-3 correspondent les déterminations multiples de la fonction.
Ce développement peut être utilisé dans diverses circonstances ('). Pour les équations linéaires, qui nous intéressent ici, on peut tirer des développements précédents le calcul des coefficients de la substitution correspondant à une circulation de la variable autour de l'origine. Considérons, en effet, un système fondamental d'intéorales
données par des développements analogues au développement (i 4) et en donnant àlog3 une de ses déterminations. Quand on tourne une fois autour de Torigine, on aura, en revenant au point de départ, d'autres déterminations
qui se déduiront des premières en remplaçant log5 par log^ + irù. On devra avoir
F, (^) = an/i(^) ^ «lo/oC^) -h. . .-i- aim//«(-),
et ce sont les coefficients de cette substitution que nous nous propo-
(') E. Picard, Sur une classe de fonctions non uniformes {Comptes rendus, t. LXXXVIII, 1879).
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sons de déterminer. En représentant/, (z) par la série
log5 -ilr/
on aura
Or la fonction
'ilr
logz -4- '2 7r«
est une fonction de la nature de celles que nous venons d'étudier, c'est-à-dire qu'elle a le seul point singulier O dans le cercle G. On peut donc développer l'expression précédente en série suivant les puissances de
iog^ ilr
En substituant dans F, (s) ce développement, on aura le développement de F,(:3) suivant les puissances de cette différence, et la comparaison des coefficients nous fera connaître par des équations du premier degré les quantités
«11, «12, . . . , «im,
et l'on aura de même les autres quantités a. La substitution correspondante à la circulation autour de l'origine se trouvera donc ainsi déterminée; il est clair que les coefficients de cette substitution se présentent sous forme de séries indéfinies, mais on ne peut songer à les exprimer en général à l'aide de fonctions simples des coefficients de l'équation proposée.
2o. Je proposerai encore une autre méthode pour calculer la substitution relative à une circulation de la variable autour d'un point singulier. Cette méthode va même nous permettre de considérer un contour fermé comp/'enant non pas seulement un point singulier, mais un nombre quelconque de singularités. On peut supposer que le contour fermé est défini par l'équation
P(9) étant une fonction analytique de la variable réelle 0, aduiettant la période in^ de sorte que le point z revient au point de départ quand 9 a augmenté de 27:. En substituant, dans l'équation différentielle, cette valeur de B, on a une équation différentielle linéaire à coefficients périodiques et continus pour toute valeur réelle de 9. D'après ce que nous avons dit (page 92 de ce Tome et §3 de ce Chapitre), toute intégrale peut être représentée par une série convergente pour toute valeur réelle de 9. Représentons donc ni intégrales formant un système fondamental par
ces intégrales étant représentées par les séries que donne la méthode des approximations successives, et que nous pouvons regarder comme connues. Si l'on tourne une fois le long du circuit, on obtiendra
On doit avoir
/i(6 + 27:) = «n/i(e)-hai,/,(e)-i-...^a„«/,.(e),
/2(e -h 2-) = «2,/i(6) + «22/2(6) +...+ «.2mA( 0),
/„j ( 6 -h 2 - ) = a,n 1 /i (0) -t- «,«2/2 (6) + ... -h a,nmfm ( 9 ) ;
et nous voulons calculer les coefficients a. Pour obtenir
nous considérerons les m équations
/l (6 + 277) = «ii/i(0) + «12/2(6) -...+ «„„/. (0),
//"-i'(6 + 271) = «ii//"-i''(6) ^ «i2//«-iK6) + . . .+ «,../i,r-'N;6).
Pour une valeur particulière, d'ailleurs arbitraire, donnée à 9, nous aurons un système d'équations du premier degré déterminant «H, ««27 • • • 7 <^\m- Le déterminant de ces inconnues ne sera d'ailleurs pas nul, puisque nous sommes parti de m solutions formant un système fondamental. On aura donc ainsi tous les
coefficients de la substitution, en calculant de la même manière les autres lignes formées par les a.
26. La méthode précédente nous permet de faire une importante remarque sur la nature analytique des coefficients de la substitution que nous venons de calculer. Supposons que les coefficients de l'équation
soient des fractions rationnelles de x^ et, après avoir décomposé
ces fractions en éléments simples \] ^^-— r , considérons comme
des paramètres les coefficients A^Vf des différents termes. Il résulte immédiatement de ce que nous avons vu (pages 92 et 98 de ce Volume) que les intégrales
du paragraphe précédent, considérées comme fonctions des paramètres A sont des fonctions entières de ces quantités. Il en résulte que les coefficients de la substitution correspondante à un chemin fermé quelconque sont des fonctions méromorphes des h. pour toutes les valeurs de ces paramètres (' ).
27. Définissons, pour terminer ce Chapitre, ce qu'on entend par groupe d^une équation linéaire. Soit une équation linéaire à coefficients uniformes ayant dans tout le plan un nombre limité de points singuliers. Considérons un système fondamental d'intégrales
y\, ^2, •.-, ym
(') M. Poincaré démontre le même théorème dans son Mémoire Sui^ les groupes des équations linéaires {Acta mathematica, t. IV, p. 212) en s'appuyant sur les théorèmes généraux relatifs aux équations aux dérivées partielles. La méthode de calcul que nous avons suivie fait connaître immédiatement, comme on vient de voir, la nature analytique des coefficients de la substitution; on verrait d'ailleurs très facilement que la marche suivie au § 24 conduit au même résultat. On trouvera d'autres méthodes pour la recherche qui vient de nous occuper dans les Mémoires de M. Hamburger {Journal de Crelle, t. 83) et de M. Mittag-Leffler {Acta Mathematica, t. 15). Ko f> aussi le Traité d'Analyse de M. Jordan (t. III, p. 187), mon article cité page 256, et un Mémoire de M. von Koch {Acta mathematica^ t. lô).
définies dans une certaine région du plan à contour simple, ne comprenant aucun point singulier. Quand le point z, partant d'un point de cette région, y revient après avoir décrit un contour quelconque, on a, au lieu dej^nJKi? • • • • JVo rfi autres intégrales de la forme
«11 JKi -4-«i2.r2 — • ••— «im JK/«'
«21 j^i -t- «22 y-i-^- ■'— a-im y m ,
Vi ~!~ • ' ' "^ ^inmy m 1
les a étant des constantes. L'ensemble des substitutions (S) à effectuer sur j^,, y 2^ .... Vm pour trouver toutes les valeurs prises par ces intégrales en un point z^ quel que soit le chemin suivi, s'appelle le groupe de V équation différentielle. Toutes ces substitutions forment bien un groupe ; car, si l'on prend deux quelconques d'entre elles, la substitution obtenue en effectuant sur les y d'abord la première, puis la seconde, appartient encore au groupe, puisqu'elle correspond au chemin total formé par les deux chemins, répondant aux deux substitutions initiales, parcourus successivement dans Tordre indiqué. On désigne sous le nom de produit de deux substitutions la substitution résultant de la composition des deux substitutions, effectuée comme il vient d'être dit.
Si nous désignons par S et S' les deux substitutions, nous désignerons leur produit par
SS
en entendant qu'on fait d'abord la substitution S et ensuite la substitution S'. L'ordre des facteurs du produit n'est pas indifférent, et le produit précédent ne sera pas, en général, égal au produit
qui correspondrait à la substitution S', effectuée d'abord, suivie de la substitution S.
Puisque les points singuliers sont en nombre fini, tout chemin partant d'un point et j revenant se ramènera à une succession de chemin tournant autour des divers points singuliers et, par suite, toute substitution du groupe pourra s'obtenir à l'aide d'un certain
nombre de substitutions
Si, S2, . . ., S,j.
Elle sera donc de la forme
qui correspond à la substitution S, effectuée a, fois, suivie de la substitution So effectuée a^ fois, et ainsi de suite, pour revenir à la substitution S< effectuée p, fois, etc....
Remarquons que le groupe d'une équation différentielle n'est pas absolument déterminé. Nous venons de partir d'un certain système fondamental, ce qui nous a donné un groupe. En partant d'un autre système fondamental, on aurait obtenu un autre groupe ; mais il est clair que ces deux groupes sont étroitement liés Tun à l'autre. Chaque substitution du second groupe se déduit, en effet, aisément d'une substitution du premier. Soit ij la substitution permettant de passer du premier système fondamental au second; toute substitution du second groupe sera de la forme
xss-i,
s désignant une substitution du premier groupe, et 5]-' étant la substitution inverse de S.
Nous avons déjà d'ailleurs donné au Tome ÏI quelques indications au sujet des groupes des substitutions linéaires.
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DES FONCTIONS HYPERGÉ0MÉTRIQLE5.
I. — Le problème de Riemann et le groupe de la fonction correspondante ( » ).
1. Eli reprenant, après Eiiler et Gaiiss, l'étude des séries hypergéométriques, Riemann se pose un problème qui est étroitement lié à la théorie des équations différentielles linéaires, et qui sera pour nous une application des théories générales exposées dans le Chapitre précédent.
Nous allons nous proposer de trouver une fonction jouissant des propriétés suivantes : elle est uniforme et continue dans le voisinage de tout point du plan, y compris le point à l'infini, à l'exception de trois points singuliers a^ b, c\ de plus, entre trois déterminations de la fonction en un même point, existe une relation homogène et linéaire à coefficients constants; enfin, la nature de deux déterminations linéairement indépendantes est donnée comme il suit dans le voisinage de chaque point singulier. Dans le voisinage de a, on a deux déterminations linéairement indépendantes de la forme
/\ et /:, étant holomorphes dans le voisinage de a, et ne s'annulant pas pour j: ^ a. On a de même, pour le voisinage de b, deux déterminations analogues en remplaçant seulement les exposants
(') B. Riemann, Beitrâge zur Théorie der diirch die Gaiissische Reihe F'(^i?iT>'^) darstellbaren Functionen {Œuvres complètes).
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a et a' par p et P', et enfin, pour le point singulier c, on aura les exposants y et y'.
JNous allons voir dans un moment que la somme
ne peut être arbitraire, et qu'elle doit se réduire nécessairement à un entier. Nous achèverons de fixer l'énoncé du problème en ajoutant que cette somme se réduit à V unité.
Nous pouvons, sans nuire à ia généralité, supposer que a = o,
2. Désignons alors par y< et yo deux déterminations linéairement indépendantes de la fonction cherchée y. Celle-ci satisfait évidemment à l'équation linéaire du second ordre
dx'^ clx
d-Xi dy,
dx'^ dx
d-y^ dy,_
dx'^ dx
que nous écrirons sous la forme
d^ dx^-
dy
dx
qy = o.
Nous allons étudier la nature des coefficients p et q. Nous avons
yi
dx"-
(Py^ dx-^
^ dyx ^ cly^ ^' -d^ -^' ^
dyî d'~yi _ dyi d\v^_ dx dx=t dx dx'^
. dy^
dx
yi
dy^ dx
Considérons le produit
dyx
dy-.
"' dx -^ ^ dx
et étudions-le dans le voisinage des trois points singuliers. Puisque le premier facteur se reproduit à un facteur constant près, quand on met à la place de y, et y^ une combinaison linéaire de ces
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mêmes fonctions, nous pouvons supposer que y, ely.i représentent les deux déterminations dont la forme analytique est connue dans le voisinage de chaque point singulier. Or, soit d'abord le point singulier ,2- = o -, on prendra
^1 =. x^f,{x), y. = x^'Mx), [/i(o)/,(o) ^ o].
Il résulte de là que l'expression (i) sera holomorphe dans le voisinage de ^ = 0. Il en est de même pour ^=1. Passons au point à l'infini; on peut prendre pour x très grand
Fi et F2 étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de -• En substituant dans l'expression (i), celle-ci se présente sous la forme
6(x) étant holomorphe dans le voisinage du point à l'infini. La fonction (i), étant holomorphe pour tout point à distance finie, sera uniforme autour du point à l'infini et, par suite, la somme
an- a'-h ^-T- ^3'-^- v-^ y'
se réduit nécessairement à un entier positif ou négatif.
Il n'est pas possible d'admettre que la somme précédente soit en entier supérieure à lui^ car Texpression (i) étant alors holomorphe dans tout le plan, même à l'infini, serait une constante, et, comme elle serait nulle pour j; = ce, elle serait identiquement nulle et nous aurions, par suite,
dvi clv^
ce qui entraîne — ^ const., conclusion contradictoire avec nos hypothèses.
Nous adopterons, comme nous lavons dit, l'hypothèse
L'expression (i) étant holomorphe dans tout le plan, même à P.- III. ..o
l'infini, se réduit encore à une constante, et celle-ci n'est pas nulle pour la raison que nous venons de dire.
Nous pouvons étudier de la même manière l'expression
Elle a pour pôles simples les points ^ = o et ^r := i et n'a pas d'autre singularité à distance finie.
Dans le voisinage de x =^ co, elle est de la forme
7 (x) étant une série entière en -• Elle se réduit donc à une fraction rationnelle ajant pour pôle simple ^ = o et ^ = i à distance finie et s'annulant pour x = œ: elle est, par suite, de la forme
A et B étant des constantes.
En étudiant de la même manière le produit
dans le voisinage des points o, i et gc, on reconnaît qu'il se réduit à une fraction rationnelle de la forme
De là, nous concluons que la fonction cherchée/ satisfait à une équation de la forme
d\y Ax-hB dy_ , G.r^-4- D.r-nE _ ^^^ dx"-'^ x{x — \) dx'^ x-\x — \y^ 7-0,
A, B, C, D, E étant des constantes qu'il reste à déterminer. Cette détermination sera facile en écrivant qu'il y a dans le voisinage des points singuliers des intégrales de la forme indiquée. Nous simplifierons le calcul en supposant que
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ce qui ne diminue en rien la généralité du problème, puisque ceci revient à envisager, au lieu de la fonction r. la fonction
Nous supposons donc a'— [3'— o, et il nous reste quatre constantes a, 3, y et y' liées par la relation
L'équation fondamentale déterminante relative au point x =z o est, pour l'équation (2) qui a ses intégrales régulières en ce point,
r(r — i) — Br—E =0.
Elles doivent être égales k zéro et à a. On a donc
Pareillement, l'équation fondamentale déterminante relative au point X = I est
Elle a pour racines zéro et ,3. On a donc
Il ne nous reste plus que la constante C à déterminer; nous avons l'équation
Posons y = x'-'l(x), 'h(x) étant une série ordonnée suivant les puissances croissantes de -, et substituons dans l'équation différentielle. En égalant à zéro le coefficient du terme de degré le plus élevé en x, nous avons de suite Téquation en r
Cette équation doit avoir pour racines — v et — v'. On aura donc
c = Yï'.
et il faut vérifier que l'on a
ce qui a bien lien, car cette relation, en remplaçant A par sa valeur trouvée plus haut, revient à
a H- P + Y -f- y' == I • Nous avons donc finalement V équation
d^ y dy
C'est, avec un changement seulement dans les notations, V équation différentielle à laquelle satisfait la série hypergéométrique (Chap. XI, § 14).
Si, au lieu de supposer et! ^ '^' z= o, nous les avions laissés arbitraires, nous aurions obtenu par un calcul tout semblable l'équation du second ordre correspondant au cas général, qu'il est inutile d'écrire. Remarquons seulement que cette équation n'aura d'intégrales de la forme voulue que si aucune des différences
n'est un nombre entier. C'est d'ailleurs une hypothèse que Riemann fait explicitement dans son Mémoire. Nous savons, d'après les généralités du Chapitre précédent, que des logarithmes s'introduiraient dans la forme des intégrales si quelqu'une de ces différences était entière.
4. Reprenant, pour plus de symétrie, les six exposants a, a',
p, [^', Y, y' correspondant aux points singuliers a, ^, c, désignons
par
Poe et Pa'
les deux solutions de la forme indiquée dans le voisinage de.r :^ a; chacune d'elles est déterminée seulement à un facteur près. Soient pareillement
Pp et P^' puis Py et Py
les solutions correspondant aux points b et c. Traçons dans le plan un contour fermé F (un cercle, par exemple), passant parles trois points a, b, c {fig- 1 i). Les six fonctions
Pa, Pc, Pp. Pp', Py, Py
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sont holomorphes à l'intérieur de F et à l'extérieur de cette courbe, puisque dans tout le plan, j compris le point à Tinfîni, elles ont seulement pour points singuliers les trois points a, 6, c.
Considérons les fonctions précédentes à l'intérieur de F. On doit avoir entre elles des relations de la forme
(3) - Pa=«^P^-i-a^.Pp',
Pa = «vPy-r- «Y Py,
les coefficients a étant des constantes. Considérons les quotients de deux coefficients de même indice inférieur; de ces quatre quotients
f/g âfO, a^ CLy,
trois doivent être déterminés en fonction du quatrième, puisque les six fonctions P sont déterminées chacune à un facteur constant près. C'est cette détermination que nous allons effectuer avec Riemann.
Quelle que soit la détermination considérée, on a deux chemins équivalents en tournant une fois autour du point c dans le sens positif, et en tournant successivement autour de a et ^ dans le sens négatif. Prenons par exemple Pa; quand la variable tourne une fois dans le sens positif autour de c, P^ se change en
«y e27:n; p^ _|_ ^,,, g27iiy' p^„^
comme le montre de suite l'expression de P^ en fonction de Py et Py-; quand la variable tourne successivement autour de a et 6 dans le sens négatif, P^ se change en
On a, par suite, la relation à laquelle nous adjoignons l'égalité
On a deux relations analogues, en remplaçant a par a' et les coefficients a par les coefficients a'. En éliminant Py et Py' entre ces quatre relations, on aura deux relations homogènes et linéaires entre Pp et Pp , et, par suite, dans ces dernières, les coefficients de Pp et Pp seront nuls, ce qui va nous donner quatre équations entre les a.
Un calcul très facile donne ainsi les quatre équations
[^ + Y')7r _ «p' e-^7^'' sin(a -+- ^'-1- Y')ii
) a' a'o e-^''"^' sin(a'-
[^ + 7')'^ <^S' e-^'''"'' sin( a'-f- ^'-h Y'jti 1 a^' _ a^ e-s^T^' sin(a + p + Y)tc _ «p' e-^Ti' sin(a H- B'-4- 7)71 l a'y, a'o e-a'7^' sin(a'H- p + YJTT ~~ a'o. e-^'^ sin(o('+ ^'-f- y)''^
Ces quatre relations se réduisent à trois, comme il doit être, d'après ce que nous avons dit plus haut. On trouve, en effet, deux fois la valeur du quotient
La comparaison de ces valeurs donne
sin(a -h P'+ y'jtt sin(a'+ [3 + Y)'k _ sin(a -+- P'-f- y)^^ sin(a'-f- p -t- ^()'k sin(a -h p -h y'ji^ sin(a'+ {3'+ y')tc ~ sin ( a' + [B'h- y)'J^ sin(a-i- ^ -+- y)"?^ '
équation qui est bien vérifiée à cause de l'égalité
o. La recJiej'cJie précédenLe conduit à la détermination du groupe de U équation. Remarquons d'abord que, si l'on a un système de nombres a satisfaisant aux relations (5), il y aura certainement six déterminations
(G) Fa, Pa', Pp, Pp', Py, Py'
de la fonction, ayant la forme indiquée autour des points singuliers
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et satisfaisant aux relations (3). En effet, en multipliant les six déterminations précédentes par six constantes arbitraires, on peut faire que les coefficients, remplaçant les «, aient telles valeurs que l'on veut, pourvu que les rapports des quotients (4), correspondant aux nouveaux coefficients, aient les mêmes valeurs que pour les anciens. Nous pouvons donc considérer que nous avons un système de déterminations (6) répondant aux relations (3), où les coefficients a sont arbitraires, sauf qu'ils satisfont aux relations (5). Si alors nous nous attachons aux deux solutions
qui forment un système fondamental, il est facile de trouver les substitutions correspondant à une rotation de la variable autour des points a et h. Pour le point <2, nous avons immédiatement la substitution, puisque P» et Pa- deviennent respectivement
e27:/ap^ et e^T^^a'Pa'.
Quant à la seconde rotation, nous trouverons la substitution correspondante en prenant Pa et P^' sous la forme donnée par les deux premières des formules (3). Alors, nous voyons que Pa et Pa' deviennent respectivement pour une rotation positive autour du point h :
Remplaçons alors P^ et P^- par leurs valeurs en Pa et Pa-, nous aurons la substitution cherchée. Pour faire ce calcul le plus rapidement, écrivons
Pa = «^P^ ^«.3'P^-,
Pa = >^«?P^+ À'«^'P^', en posant
on aura, pour les expressions (6),
XX'(e27r/p_ ^27:/^') X'e2u/p'_ Xe^^'l
Le rapport ^ est donné par les formules (5) en fonction des a,
(3, y. Il reste donc seulement dans cette substitution, une constante arbitraire. 11 devait bien en être ainsi, puisque P^ et P^' sont déterminés seulement à un facteur constant près. Pour avoir des substitutions entièrement déterminées, posons
(X'-)OPa=w, Pa = ^'.
La rotation autour du point a donnera la substitution
La rotation autour du point b donnera la substitution
/ X'e27r/p_Xe2TOP'
^"^ ^ , XX'(e27r/p_e2Tî/p') X'e^Ti/^'— Xe2Tt/,S
'= (r^îy^ — "+ — r^^ '-
Nous n'avons plus maintenant, dans les substitutions (S,) et
(22)7 aucune indéterminée, puisque y est connu et égal à
sin(a -h (â'-i- Y')'7r.sin(a'+ ^ -t-Y')^^ sin(a'+ ^' -+- y')-!!, si 11 (a -h ^ h- y')'J^
Par suite, nous pouvons regarder les deux substitutions S, et So comme les deux substitutions fondamentales du groupe de V équation différentielle hyper géométrique prise sous sa forme la plus générale.
Nous voyons donc comment les considérations développées par Riemann permettent de trouver facilement le groupe de l'équation différentielle hypergéométrique. Après avoir étudié l'expression des fonctions P sous formes d'intégrales définies, nous aurons à revenir, dans la Section suivante, sur ce groupe en le donnant sous une forme plus simple que celle que nous venons d'obtenir.
La méthode suivie par Riemann n'en reste pas moins la plus intéressante, puisque les principales propriétés de la fonction sont
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déduites uniquement de sa nature au voisinage des points singuliers, sans recourir à aucune représentation effective de cette fonction.
On retrouve dans les quelques pages du petit Mémoire de l'illustre auteur l'esprit original et profond, excellant à prendre les questions de haut, que nous avons déjà eu l'occasion d'admirer dans la théorie des intégrales abéliennes.
II. — Intégrales hypergéométriques
6. Appelons intégrale hyper géométrique une intégrale de la forme
y = I [u — «1 )*i-^ ( u — a.,)*^-^ ( u — xy^-'^ du
dont les limites g et h sont deux des quantités a^, «2 et <^- On suppose, bien entendu, que l'intégrale ait un sens. Si donc, par exemple, on prend l'infini pour une des limites, c'est que
L'intégrale considérée est une fonction de œ et satisfait à une équation différentielle, que nous allons former. Posons
U = (ii — ai)b-i{u — aoy^-K
Nous aurons, en appliquant la règle de dififérentialion sous le signe d'intégration
g.._(X_i)^jr u{u-x)y-^^du,
^=(x-i)().-7)jr i]{u-x)->^-^du.
Cela étant, considérons la fonction
G{u)= (w — ai)*.(zi — rt,)*^^ — a7)>^-2;
elle s'annule pour les limites g et h que l'on a choisies, du moment que, pour ces limites, l'intégrale a un sens. Calculons la
différentielle de G(w) : si l'on pose, pour abréger,
f{u) = {u — ai){u — a,_), c^{ii) = bi(ii — a.2)-h biia — a^)^ il vient
dG{ii) = V(f(u){u — x)'^-''du + {l — 2)Vf(u){ii — x)'>^-^du. D'autre part,
On a alors
(> — i)^G(w)= {\ — i){l — i)f{x)V {u — x)'>^-^ du
-{-{l — i)V[^f{x)-\-{l — ■i)f\x)]{u — x)>^--^du
-^IJÏO^- i)^\x)-i-^'^' ^ '^1^'^ ~^'^ f'ix)\(a-x)-^-^ du.
En intégrant les deux membres de cette identité entre g et A, et se reportant aux valeurs de -j- et -r^, on trouve
Telle est donc l'équation linéaire de second ordre, à laquelle satisfont les fonctions y.
Dans le cas où l'on fait
ai =0, a-i = I, et de plus
on a l'équation différentielle
d^ y dv
qui est l'équation hypergéométrique, sous la forme considérée par Gauss.
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7. Nous avons supposé dans ce qui précède les constantes 6<, b-j,-, A telles qu'une intégrale de la forme indiquée ait une valeur déterminée. On aura dans tous les cas une intégrale de l'équation
Fis:. 12.
différentielle en procédant de la manière suivante : Partons du point Uq (distinct de a,, «o et oo), en donnant à l'expression
une de ses déterminations, et prenons l'intégrale
(7) J{u — a,)b.-^ {il - a.)b.-i {u- xj^-^ du,
en décrivant dans un certain sens un contour C, autour de a,, puis un contour C2 autour de <22i ensuite le contour G<, mais en sens inverse, et enfin le contour G2 également en sens inverse {fig- 1 2). La fonction G(w), considérée ci-dessus, reprendra évidemment la même valeur quand a reviendra en Uq après avoir décrit le contour complexe qui précède, et, par suite, nous aurons une solution de l'équation différentielle en prenant l'intégrale le long de ce contour. Si l'on suppose que l'intégrale (7) reste finie pour w = a, et w := «o, on retrouvera bien ainsi l'intégrale du § 6. Soient, en effet,
Ua, et Va,
les intégrales (7), prise de Uq en a, et de Uq en a^. avec la valeur initiale choisie pour la fonction sous le signe d'intégration. L'intégrale correspondant au contour complexe sera
c'est-à-dire
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et la différence U,,^ — U,,^ représente précisément l'intégrale (7) prise de a, en «2-
8. Nous avons, au § 6, donné aux limites g et h les valeurs a,, «2 et oc; on peut aussi donner à ces limites la valeur x. Démontrons-le en supposant que les différentes intégrales obtenues en donnant k g qI h deux des valeurs
«1, ai, X, oc
aient un sens; la proposition sera évidemment générale. Il faudra seulement recourir, dans le cas contraire, aux intégrales considérées dans le paragraphe précédent. Prenons encore un point arbitraire Uq et traçons les lignes
Wo^i, UoT, Uo<^i^ UqCO,
ces lignes se suivant autour de Uq dans l'ordre qui vient d'être
indiqué (y?^. i3). C'est la figure toute semblable à celle que nous avons faite (tome II, p. 223). En désignant par
les valeurs de l'intégrale (7) prise de Uq en a,, ^, «2 et oc avec une même valeur initiale pour la fonction sous le signe d'intégration, nous aurons, comme à la page 224' (tome II),
Cette formule montre immédiatement que
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s'exprime par une combinaison linéaire et homogène de
et est, par suite, une intégrale de l'équation différentielle. Il en est de même de U:r — U„, et U^ — U^.
9. Nous avons, dans la Section I, trouvé, d'après Riemann, le groupe correspondant à l'équation différentielle du second ordre dont Tétude fait l'objet de ce Chapitre. On peut nécessairement donner au groupe différentes formes. La considération des solutions de l'équation sous forme d'intégrales conduit à une forme très simple des deux substitutions fondamentales du groupe pour deux solutions particulières bien précisées. C'est ce que nous avons montré au Tome II (pages 224 et suivantes). Il nous suffira donc de nous reporter à ce passage, en remplaçant seulement a et b par bi et ^o, et les points o et i par «j et a.2. Nous avons considéré les deux intégrales
Wi= U.r— U,,,, CO2 = Uj-— Ua..
Les deux substitutions fondamentales Si et So du groupe correspondant respectivement à une circulation dans le sens négatif autour de «, et à une circulation dans le sens positif autour de «o sont
(Si) (S.)
Si l'on pose
\ W; = t02-^ [e-2 6,-r-A,7:/_ e-2A7:/j toj,
\ O)'; = to,-h [e2 ^+>j7:/_ e2).7î/] w.,
ri!.
on pourra faire correspondre au groupe précédent un groupe linéaire relatif à :; dont les substitutions fondamentales sont
^^^ L' iH- (e-2(6.+).'7i/_ e-2).7î/^ - J '
(S2) [z, e-2(6,+X)TO--f.(i_e-26,7:/)].
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Nous allons montrer, en supposant réels 1, b^ et 60, ({vC on peut trouver un cercle qui est transformé en lui-même par les substitutions (S<) et (S2).
Remarquons d'abord que, z désignant x -\- iy, Téqualion d'un cercle peut se mettre sous la forme
Ps.zz(f-^ B^ _i-Bo.«o+ G = o,
A et G étant des constantes réelles, B et Bq étant des constantes imaginaires conjuguées, et Zq désignant x — iy.
En écrivant que le cercle est transformé en lui-même par la substitution (So), on obtient les deux équations
B(i — e-26.7r/)4_Bo(i — e+26,7îi) _^ G (e26,7i/_i) (e-:6,u/_,^ ^ o, B (e2(/.,+>jTO_i) 3= G(i — e2^i7t'),
et l'on voit facilement que la première est une conséquence de la seconde.
Pareillement la substitution (2<) conduit aux deux équations
3(1 — 6-2^7^') -+- Bo(i — e+2A,7i/j ^ A([ — e-2/-'.7î')(i — e'^^'^'^i) = o, B (e2(A,+)j7i/_ 1) = A (i — e^'b,-Ki),
qui se réduisent aussi à la seconde.
On a donc seulement les deux équations
B [e2(/.,+)jTO_ ,] — A [[ — e2/''.7ï'J, B [e2(^+X)TO_ ,] = G [ 1 — e2^Tt'J.
Il faut qu'on puisse satisfaire à ces équations en prenant A et C réels. On voit de suite qu'il en est ainsi, car on peut remplacer la seconde équation par la suivante :
et l'on s'assure que le second membre est réel, en remarquant qu'il ne change pas quand on change i en — i.
La circonférence que nous venons de trouver peut être réelle ou imaginaire. Elle sera réelle si
BBu— AG>o,
comme il résulte de l'équation du cercle, mise sous la forme
( A ^ + Bo)( A^o+ B) H- AG - BBo = o.
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En substituant les valeurs trouvées pour A, B, C, celte inégalité devient
Suivant la valeur numérique de X, bi et 60, le premier membre peut être tantôt positif et tantôt négatif ( * ).
11. Faisons encore une remarque relative aux substitutions de la forme
a, 6, c, d étant des constantes. Une telle substitution transforme une circonférence en une circonférence; c'est ce que l'on voit de suite en mettant Téquation de la circonférence sous la forme dont nous nous sommes servi plus haut
A^Jo~i~ B^ -h Bo-Sq-t- g = O.
cz 4- d
En mettant ^^_^ ^^ à la place de z^ on a une équation de même forme.
III. — Représentation conforme au moyen du rapport de deux solutions de l'équation hypergéométrique.
Reprenons l'équation différentielle du second ordre
et désignons par y< et yo deux solutions linéairement indépendantes de cette équation. Posons
(') J'ai développé les calculs que je ne fais quindiquer ici dans mon Mémoire Sur les fonctions hyper fuchsiennes provenant des séries hyper géométriques de deux variables {Annales de l'École Normale supérieure, i885). Dans le domaine de deux variables complexes indépendantes, le cercle précédent est remplacé par une hypersphère.
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et regardons cette équation comme établissant une relation entre X et z. Pour une valeur déterminée Xq de x^ distincte de o, i et 00, supposons que z prenne la valeur ^o (celle-ci pouvant être infinie). L'équation (8) donnera pour x une fonction de z holomorphe dans le voisinage de z^ et prenant pour ^ = ^o la valeur ^Tq. Pour le démontrer, supposons d'abord Zq fini; l'énoncé précédent ne serait inexact que si la dérivée de — et par suite
dy^ dyy
s'annulait pour ^ = ^0. Or ceci est impossible, car il est évident quesijKi ^^ y2 désignent deux solutions distinctes de l'équation linéaire du second ordre
d'^y dy
on a
d^^-^PT^^'iy^"'
G étant une constante différente de zéro, et par suite le premier membre de l'identité précédente est différent de zéro pour une valeur de x distincte des points singuliers.
Si ^0 était infini, c'est-à-dire si y^ s'annulait pour ^ = ^0, cette racine ^0 serait simple, l'autre intégrale y^ ne s'annulerait pas pour cette valeur de x^ et l'on aurait alors dans le voisinage de Xq
ri A
J^2 X — Xq
les termes non écrits étant holomorphes : il est clair que l'inversion se fera d'une manière uniforme dans le voisinage de ^ = oo.
Il résulte de la remarque précédente que, si l'on a dans le plan de la variable x une aire limitée par un contour simple et ne contenant aucun des points singuliers o, i et 00, V équation
Il z=^
fe/a correspondre à cette aire dans le plan de la variable z une aire également limitée par un seul contour, et à V intérieur
DES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQLES. 809
de laquelle ne se trouvera pas de point critique de la fonction
X de z. Il n'en faudrait pas conclure que Ton aura nécessairement
ainsi deux aires se correspondant point par point; il peut arriver
qu'à un point z correspondent plusieurs valeurs de x^ et que par
suite l'aire dans le plan z se recouvre partiellement elle-même. H
est aisé de donner un exemple simple d'une telle circonstance;
prenons la relation
et dans le plan x une aire simple ne comprenant pas l'origine et telle que la symétrique par rapport à l'origine de certaines parties de l'aire soit contenue dans celle-ci. On aura comme figure correspondante dans le plan z une aire limitée par un seul contour, ne comprenant pas l'origine à son intérieur^ mais qui se recouvrira partiellement elle-même, de façon qu'à certaines valeurs de ; correspondront deux valeurs de x.
13. Nous allons supposer maintenant que dans l'équation différentielle a, ,3 et y sont réelles et nous voulons chercher quelle est dans le plan z la figure correspondant au demi-plan P de la variable x situé au-dessus de l'axe des quantités réelles ('). Dans le demi-plan P, z est une fonction uniforme de x, puisque j', et JK2 n'ont comme points singuliers que les points o, i et ce.
Partageons, dans le plan x^ l'axe des quantités réelles en trois
segments
Considérons l'un de ces segments; soit, pour fixer les idées, le segment o, i . Je suppose d'abord qu'en un point réel x^i, compris entre o et i , on se donne des conditions initiales réelles pour les deux intégrales jKt et y.2 ; celles-ci seront réelles pour x réel et compris entre o et i et il en sera de même du rapport
(«) Cette étude a été faite pour la première fois par M. Schwarz dans son célèbre Mémoire : Ueber dienigen Fàlle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt {Journal de C relie, t. 75).
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et, par suite, le point z décrira un segment de l'axe des quantités réelles dans son plan quand x variera entre zéro et un. Gomme on a
dz_ ^ ^^îb^-^'-d^ ^ G^ e-/^~!rr-.r^-^"
dx^ y\ ~ y\ '
il en résulte que, suivant le signe de G, z ira constamment en croissant ou en décroissant quand x croîtra. 11 y aura donc une correspondance bien déterminée entre le segment (o, i) du plan x et un segment (qui pourra contenir le point à l'infini) de l'axe réel du plan z.
Si, au lieu des intégrales que nous avons considérées et qui sont réelles pour x entre zéro et un, nous avions pris deux intégrales quelconques, cherchons quelle eût été la courbe correspondant au segment (o, i). La recherche est facile; au lieu de jK) et y-^-j nous aurions les deux intégrales
P^i + Qr-i, R7.--SJ,,
P, Q, R, S étant des constantes et, par suite, au lieu du rapport 3 considéré plus haut, le rapport
Or, quand le point z décrit un segment de l'axe réel, le point
r^ ^ décrit un arc de la circonférence correspondant à l'axe réel.
Il en v^s\\\lQ (\vi au segment (o, i) correspond uniformément un arc de cercle.
Reprenons donc notre question. Ayant fait choix de deux intégrales distinctes, d'ailleurs quelconques, nous posons
Il - ^
et nous considérons le demi-plan P. A chacun des segments de l'axe des quantités réelles correspondent dans le plan :; trois arcs de cercle. Quand x parcourt l'axe réel de — go à H- 00 (en évitant seulement par des petites courbes situées au-dessus de l'axe réel les points o et i), le point z décrit, en marchant toujours dans le
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même sens, les côtés d'un triangle curviligne formé d'arcs de cercle. Les trois sommets de ce triangle correspondent respectivement aux points o, i et x.
Cherchons les angles de ce triangle. Nous désignerons par a, b, c les trois constantes réelles positives
Dans le voisinage du point jr = o, l'équation différentielle a deux solutions de la forme
/, et/o étant holomorphes et différents de zéro pour .r := o. Il en résulte que, pour ce choix particulier d'intégrales, et par suite pour toutes (pour que Ton passe d'une détermination ; à une autre par une substitution n'altérant pas les angles), l'angle des deux côtés du triangle au sommet qui correspond k x = o. compté dans F intérieur de l'aire, sera égal à
puisque l'argument de x'~^: varie de (i — y)-:: quand ^ est à gauche et à droite du point o sur l'axe réel. Si l'angle a- est supérieur à 27:, l'aire du plan des z se recouvrira elle-même.
On verra de la même manière que l'angle compté dans l'intérieur de l'aire est éoal à
pour le sommet qui correspond k x = \ ^ ce qui résulte de l'existence de deux intégrales de la forme
Enfin pour le sommet correspondant à ^= ce, on aura l'ano-le car on a les deux solutions, pour x très grand,
/, et/o étant holomorphes et différents de zéro pour jr = ^d et
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l'on voit alors que, dans le quotient —, s'introduit le facteur .2:°' P.
Ainsi nous arrivons à la conclusion qu'a;/ demi-plan correspond, dans le plan z, une aire à contour simple, limitée par trois aires de cercle; cette aire peut se recouvrir parliellemenl elle-même et aussi contenir le point à l'infini.
Nous avons supposé implicitement qu'aucune des constantes a, b, c n'était égale à un entier. Prenons par exemple a, et supposons que y = I. D'après la théorie générale des points singuliers réguliers, nous aurons dans le voisinage de .2^ = o les deux intégrales
Le rapport — est alors de la forme ^^ Il
'■^{x) étant holomorphe dans le voisinage de ^ =::= o et à coefficients réels. Quand ^ s'approche de zéro sur le segment (i, o), z s'approche de — 00 sur l'axe réel, et ensuite quand x^ décrivant un demi-cercle infiniment petit pour éviter le point o, suit le segment (o, — co), le point z décrit une parallèle à l'axe réel, d'ordonnée 71, et en venant également de — ce. L'angle sera donc égal à zéro.
On vérifiera de même que^ si a = i, l'angle des deux côtés du triangle sera égal à ti, de sorte que le résultat énoncé plus haut est général.
14. Abordons maintenant un cas particulièrement intéressant où l'on aura une correspondance uniforme entre le demi-plan P et l'aire correspondante du plan z. Ce cas est celui où l'on a à la fois
Nous allons voir que l'on a alors d'une manière uniforme une représentation conforme du demi-plan sur un triangle d'arcs de cercle. Nous le montrerons bien nettement en suivant par continuité à partir d'un cas pour lequel la question ne présente aucune difficulté.
Si l'on prend; pour les trois constantes de la série hvpergéo-
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métrique,
on a, pour une des intégrales, une constante, et pour l'autre
M-To(^M— l)To-?o-l<iM,
et cette expression peut servir à effectuer la représentation conforme du demi-plan P sur un espace limité par trois droites. Posons, comme plus haut,
«o=li — Vo', ^o=|?ol, Co=iYo— ?oI-
Nous supposons
«0<'î, bo<-l, Co<2,
de façon que les sommets ne soient pas des points de ramification. Le contour ne pourra se couper lui-même, car alors les trois droites ne limiteraient plus une aire (voir, pour ces questions déjà étudiées au tome II, le Chapitre de ce Tome relatif aux représentations conformes, pages 278 et suivantes). Si l'on a en particulier
on obtiendra, en égalant l'intégrale ci-dessus à :•, un triangle rectiligne tout entier, à distance finie, avec les angles
«o", ^0", Co",
en posant alors
rto = i — 70? bo=%, <:*o = 7o— °o,
et la somme de ces angles est bien égale à t:.
Imaginons maintenant que l'on parte de ces dernières valeurs de ao, i^o, yo ; l'équation hjpergéométrique correspondante nous donne la représentation du demi-plan sur un certain triangle rectiligne. Faisons alors varier les coefficients a, ^, y à partir de ces valeurs de ao, ^07 Jo] la représentation se fera sur un triangle d'arcs de cercle, et l'on peut supposer que les sommets restent les mêmes, puisqu'on dispose de trois constantes dans le rapport des deux intégrales. On suppose d'ailleurs que a, p, y varient de
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manière que l'on ait toujours
Le triangle d'arcs de cercles est d'abord peu différent du triangle rectiligne initial. Il ne peut pas arriver que, pendant la déformation, deux côtés du triangle se coupent entre eux, car cette circonstance ne peut se présenter que si, à un certain moment, les côtés ont fait entre eux un angle égal à zéro ou à 27:; or nous pouvons faire varier a, [3, y de manière que
varient depuis leur valeur initiale «o, ^o, <^o jusqu'à leur valeur finale sans passer par zéro ou par deux dans l'intervalle.
Il résulte de ce qui précède que, pendant la variation continue des paramètres, nous ne cessons pas cr avoir dans le plan z une aire simplement connexe, ne se recouvrant pas partiellement elle-même, et donnant une représentation conforme du demiplan P; cette aire est un triangle curviligne dont les côtés sont des arcs de cercle. Les angles intérieurs de ce triangle sont respectivement égaux à «7:, biz et cr.^ chacun de ces angles étant par hypothèse inférieur à 271.
15. La question de la représentation conforme des triangles d'arcs de cercle sur un demi-plan (ou sur un cercle, ce qui revient au même) peut être posée a priori, et, en analysant ce problème, on retrouve l'équation différentielle de la série hypergéométrique. Nous ne nous placerons pas à ce point de vue qui a fait l'objet d'un Mémoire de M. Schwarz (^); nous allons seulement former, en partant de l'équation linéaire du second ordre qui vient d'être étudiée, l'équation différentielle du troisième ordre,
à laquelle satisfait le rapport z := ~
Soit, d'une manière générale, l'équation linéaire d'^y dv
(•) H. -A. Schwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben {Journal de Crelle, t. 75). M. Darboux a consacré un très intéressant Chapitre à ces questions dans le Tome I de ses Leçons sur la Théorie des surfaces, p. 170.
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dont r, et V2 représentent deux intégrales distinctes. Le rapport
dépend manifestement de trois constantes arbitraires, puisqu'on peut remplacer j-, etyo par des combinaisons linéaires. Il satisfait donc à une équation du troisième ordre que nous allons former. Le calcul est immédiat; si l'on forme
dz^ d^ d^z^
dx ' dx' dx^ *
si l'on différenlie — * on aura, en se servant de l'équation diffélentielle, les expressions de ces trois dérivées au moyen de
dj'i dy=> •^'" •^'•^' -di' lu'
En y joignant z =^ —j on a quatre relations homogènes en jki,
y.,^ ~^j -~' L'élimination de ces quatre quantités donne alors l'équation cherchée. On trouve ainsi
^dzd^_fd^ ' dx^ \ dx-2 1
dx dx^ \ dx- ) i ^ dp
rfï\^ — - = ^î - -^J'— di
\dxj
Dans le cas de l'équation hypergéométrique, le second membre se réduit à
en posant, comme nous l'avons fait précédemment,
Ceci nous explique pourquoi les quantités qu'on peut supposer positives a, 6, c jouent seules un rôle dans les questions relatives
au rapport —y comme nous l'avons constaté plus haut.
16. Nous avons obtenu (§ 14) la représentation conforme du demi-plan sur un triangle formé par trois arcs de cercle, au
moyen du quotient de deux intégrales de l'équation lijpergéomélrique. Nous allons passer de là facilement à une représentation du plan tout entier sur lequel sont tracées deux coupures.
Supposons d'abord que la représentation du demi-plan P ait été faite au moyen du rapport de deux intégrales réelles sur le segment (o, i). Traçons sur le plan la coupure (— od, o) et la coupure (i , +co) que le point x ne va pas franchir. Dans ces conditions, le rapport z est une fonction uniforme de x dans tout le plan. A la partie supérieure du plan des^r, c'est-à-dire au plan P correspond dans le plan z, d'après les paragraphes précédents, un triangle T d'arcs de cercle ; un des côtés de ce triangle est rectiligne ici : c'est celui qui correspond au segment (o, i). Puisque la fonction z est réelle sur le segment (o, i), elle prendra des valeurs imaginaires conjuguées p6urdeux valeurs de x imaginaires conjuguées, c'està-dire pour deA points symétriques par rapport à l'axe réel. Par suite, au demi-plan inférieur correspondra un triangle d'arcs de cercles symétrique du triangle T par rapport à son côté rectiligne. L'ensemble du triangle T et de son symétrique correspondra donc au plan x tout entier dans lequel on a tracé les deux coupures
TTVj
(—ce, o) et (i, -}-cc). On aura, par exemple, les figures suivantes où l'on représenté le plan x et le plan z.
Soit d'abord le triangle ABC avec le côté rectiligne AB, qui correspond au segment (o, i); nous figurons le triangle ABC sy-
métrique de ABC par rapportie/AB. Le quadrilatère ACBC donne une représentation conforme du plan ^ où sont tracées les cou-
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pures ( — 3C, o) et (i, +00). Le côté AG correspond au bord supérieur de la coupure (o, — ce) et le côté AC au bord inférieur de cette même coupure. Ainsi à deux points m et m', considérés comme appartenant respectivement aux bords supérieur et inférieur de la coupure ( — ce, o), correspondent deux points M et M' situés sur AG et sur AG'. En désignant par ::; et z' les affixes de ces deux points, on aura
et la substitution
correspond précisément à la rotation mpni' elFecluée par x autour de O dans le sens négatif.
Il y aurait de même une seconde substitution
transformant BG en BG'* Les côtés du quadrilatère AGBG' se correspondent donc deux à deux par une substitution linéaire.
Dans la figure que nous avons dessinée, nous avons supposé que le triangle AGB était tout entier au-dessus de AB; il pourrait en être autrement, et alors le quadrilatère total pourrait se recouvrir partiellement lui-même.
Si, au lieu de prendre le rapport z de deux intégrales réelles sur le segment (o, i), nous avions pris le rapport de deux intégrales quelconques, le triangle ABC n'aurait plus eu de côté rectiligne. La figure obtenue aurait été la transformée du quadrilatère AGB G' par une substitution quelconque de la forme
az^b\ ^'' cz-^d)
Or, une telle substitution transforme le segment de droite AB en une circonférence; il s'agit de savoir ce que deviennent deux points P et P' symétriques par rapport à AB. Désignons par a^S le segment d'un cercle F correspondant à AB, et soient t: et -' les transformées de P et P'. Tout cercle passant par P et P' est orthogonal à AB; donc tout cercle passant par - et -' est orthogonal
,^ OFTHc '^
TT xr T T^ T-i
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à r (la transformation transformant les cercles en cercles et conservant les angles).
En particulier, la droite titt' sera normale au cercle F et, par suite, passe par son centre E. Or, on sait que deux points t: elrJ,
situés sur le diamètre d'un cercle et tels qu'un cercle distinct de ce diamètre et passant par ces points soit orthogonal au cercle, sont conjugués par rapport à celui-ci, c'est-à-dire que
R désignant le rayon du cercle. Les deux points tt et ti' se correspondent donc dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, qui laisse invariables les points de T. Les deux triangles ay[^ et ay'l^ correspondant respectivement à AGB et AC'B sont donc transformés l'un de l'autre par une inversion relative au cercle F; on peut dire encore qu'ils sont X image V un de Vautre par rapport à ce cercle (^), comme on le dit pour le cas où ajî> se réduit à un segment rectiligne.
IV. — Remarques générales sur les substitutions linéaires transformant un cercle en lui-même.
17. Nous aurons à considérer, dans le Chapitre suivant, des substitutions linéaires transformant un cercle en lui-même. Telles sont les substitutions du groupe de Féquation hypergéométrique,
(') Cette notion de l'image d'une figure par rapport à un cercle avait été déjà posée par Riemann dans ses Travaux Sur les surfaces minima. Elle a été particulièrement développée par M. Schwarz dans les Mémoires que nous avons déjà cités.
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dans le cas où le cercle obtenu au § 10 est réel. On peut toujours supposer que le cercle se réduit à une droite, et que cette droite est l'axe des quantités réelles.
Une substitution linéaire transformant la droite en elle-même
est alors de la forme
/ az^b
a^ 6, c, d étant réels, et l'on supposera, comme il est évidemment permis, que
ad — 6c = I.
Ceci posé, cherchons les points que la substitution laisse invariables. Ils correspondent à l'équation
_ az^h cz -\- d
c'est-à-dire à l'équation du second degré
(8) cz'^-^{d—a)z — h^o.
La quantité sous le radical
{d— a)-2-T- \hc
se réduit (en tenant compte de la relation ad — 6c = i) à
{a-^dy-\.
Nous avons donc différents cas à examiner suivant le signe de cette différence. Remarquons auparavant que, conformément à la théorie générale de la réduction des substitutions linéaires, on peut, par un changement linéaire de variables, ramener la substitution à la forme
(Z, uZ),
ui étant le rapport des racines, supposées distinctes, de l'équation en ).
Si cette équation a ses racines égales, la substitution se ramènera à la forme
On doit remarquer que la quantité sous le radical est la même pour les deux équations du second degré (8) et (9).
Soit d'abord
La réduction à la forme canonique se fera par une substitution réelle, et l'on aura
a et (3 étant deux racines réelles de l'équation (8), et la substitu tion pourra se mettre sous la forme
le multiplicateur jjl étant aussi réel et positif, puisque l'équation (9) a ses racines de même signe.
Les deux points que la substitution laisse invariables sont dits \es points doubles de la substitution. Dans le cas actuel ces points sont situés sur l'axe réel. La substitution est dite alors hyperbolique (').
Supposons maintenant
Nous pouvons encore donner à la substitution la même forme, mais alors a et ^ sont imaginaires conjuguées, et jjl est une quantité imaginaire dont le module est égal à i. Les deux points doubles sont imaginaires et il ny en a, par conséquent, qu'un dans le demi-plan supérieur.
Soit
0 étant réel. La substitution
transforme une courbe passant par Z = o en une autre courb
(') La classification des substitutions linéaires à une variable a été faite par M. Klein dans ses Travaux Sur la transformation des fonctions elliptiques.
DES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 321
par le même point, et les deux, courbes font visiblement entre elles, en ce point, l'angle 9. Par suite à une courbe, passant par le point ^ = a, correspondra une courbe passant par le même point et faisant avec elle l'angle 9. On dit ici que la substitution est elliptique.
Passons au cas particulier où
Soit a la racine double de l'équation (8) ; on peut prendre ici
z — a et la substitution a alors la forme ^
// étant une constante différente de zéro.
La substitution est dite alors parabolique ; il n'y a qu'un point que la substitution laisse invariable : c'est le point ^= a, situé sur l'axe réel. Une courbe passant par le point double a pour transformée une courbe passant par ce point et qui lui est tangente, ce qui se déduit de suite du cas précédent, en regardant la substitution parabolique comme la limite dune substitution elliptique.
322 CHAPITRE XUI.
SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES DÉDUITES DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE HYPERGÉOMÉTRIQUE.
I. — Les fonctions de M. Schwarz
1. Nous allons maintenant étudier des cas étendus, signalés par M. Schwarz, où l'inversion du quotient de deux intégrales de l'équation différentielle hypergéométrique conduit à une fonction uniforme. Nous voulons donc que, y^ et yo désignant deux intégrales distinctes de cette équation, la relation
donne pour x une fonction uniforme de z-.
Revenons d'abord aux constantes \,bi,b2, comme nous l'avons fait dans l'étude des intégrales hypergéométriques (Chapitre XII, Jj 6). Nous savons que l'on peut trouver deux intégrales, dont le rapport dans le voisinage de l'origine x = o peut se mettre sous la forme
P(œ) étant holomorphe et différent de zéro pour x=^o. Il suffît, pour s'en assurer, de prendre les deux intégrales correspondant aux deux racines de l'équation déterminante.
De même, pour ^= i, on aura deux intégrales, dont le quotient se mettra sous la forme
(:r — i)>-+^-iQ(:p),
Q(^) étant holomorphe et différent de zéro pour x =^i. Enfin,
dans le voisinage de ^ = 0:. nous avons un rapport susceptible de la forme
R(j;') étant holomorphe et différent de zéro pour j;'= o.
Pour que l'inversion se fasse d'une manière uniforme, il faudra que les trois nombres
)v 4- 61 — [, 1 -T- b-2 — 1, bi-^bo — F
soient les inverses de nombres entiers. Soient donc
bi— ùo— i — -y P
/n, n, p étant trois entiers que nous pouvons supposer positifs, car nous verrons dans un moment que
a, b, c ajant la signification que nous leur avons donnée au Chapitre précédent.
Nous aurons donc
Nous nous imposons de plus la condition que l'intégrale lijpergéométrique {loc, cit.) ait un sens quand g et Ji sont deux quelconques des quantités o, i, j; et oc, c'est-à-dire que
Les trois premières conditions sont remplies, quels que soient
les entiers positifs m, n^p\ et la dernière revient à l'inégalité
Nous la supposerons vérifiée.
2. Les quantités désignées par a, b^ c dans le Chapitre précédent (§ 13) sont ici, puisque
Le quotient de deux solutions nous donne donc la représentation conforme du demi-plan sur un triangle d'arcs de cercle [voir le Chapitre précédent). Les angles aux sommets de ce
riangle sont
7T Tl
On peut supposer que ces trois sommets sont à distance finie, et, puisque a, ^, c sont plus petits que deux, nous sommes dans le cas où il y a une correspondance uniforme entre le demi-plan et le triangle ABC.
Or, étant donnés trois cercles, il existe un cercle réel ou imaginaire les coupant orthogonalement. Soit F le cercle relatif aux trois cercles formant le triangle ABC, et soit AC'B l'image de ACB par rapport à AB; F coupera aussi orthogonalement AC et BC^ On le verra de suite en supposant que AB se réduit à une ligne droite (ce qui ne diminue pas la généralité, comme il résulte du § 16 du Chapitre précédent), car alors ACB est symétrique de ACB et le cercle a lui-même AB pour axe de symétrie.
Je dis maintenant cjue le cercle F est réel; c'est là un point très important qui résulte de ce que les angles de notre triangle d'arcs
de cercle sont égaux à —, - et - et à ce que, de plus.
l^our le voir, nous pouvons supposer que deux des côtés du
triangle sont rectilignes, car on peut transformer deux circonférences en droite par une substitution linéaire. Nous aurions donc la disposition suivante de lay?^-. i-.
L'angle rectiligne AGB est égal à -; quanta l'arc de cercle AB,
il doit tourner sa convexité vers le point C, car autrement la somme des angles du triangle formé par les deux droites GA, CB et l'arc de cercle AB dépasserait la somme des angles du triangle rectiligne ABC, c'est-à-dire t:. Du point G comme centre, on peut donc décrire un cercle réel T orthogonal au cercle AB, et l'on doit remarquer que le cercle F ne rencontrera pas le triangle GAB. Nous avons supposé implicitement, dans cette figure, qu'aucun des angles n'était nul, c'est-à-dire qu'aucun des entiers /??, /z, p n'était infini. Supposons, par exemple, 772 = oc; on aura alors la fig. i8. Ici le cercle F ne traverse pas le triangle AGB, mais passe par le sommet A où l'angle est nul. Geci est général; s'il v a,
dans le triangle, deux sommets, ou même les trois, pour lesquels l'angle soit nul, le cercle orthogonal passera par ces sommets.
3. Béduisons maintenant le cercle F à être l'axe des quantités réelles, le triangle ABG sera dans un des demi-plans, soit, par exemple, le demi-plan supérieur.
Nous avons donc, dans le demi-plan, un triangle d'arcs de cercle ACB, dont les côtés sont orthogonaux à l'axe réel, et il en
sera de même alors des côtés du triangle AG'B, image du triangle ACB par rapport à AB (Jig. 19).
Si les sommets A et B correspondent aux points o et i, la substitution linéaire transformant AG en AG' est la substitution S, relative à une rotation dans le sens négatif autour de o. (Voir la flg. i4du Ghapitre précédent.)
Le quadrilatère AGBG' correspond au plan de la variable ^, dans lequel on a tracé les coupures ( — 00, o) et (i, H- 00). Si œ, venant du demi-plan inférieur, traverse la coupure ( — co, o), nous aurons, comme correspondant au demi-plan supérieur, un triangle d'arcs de cercle, qui sera l'image du triangle AG'B par rapport à AG'; soit AB'G' ce triangle. Il est clair que le triangle AG'B' se déduira du triangle AGB au moyen de la substitution S,, et le triangle AG'^B', image de AG'B' par rapport à AB', se déduira du triangle AG'B par la même substitution. On peut donc dire que le quadrilatère AG'^B'G' est la transformée du quadrilatère AGBC' par la substitution S,. Gette substitution est évidemment à coefficients réels, puisqu'elle a le point A comme point double et qu'elle transforme le cercle AG dans le cercle AG', le cercle AB dans le cercle AB', ces divers cercles étant orthogonaux à l'axe réel ?i'.
La substitution 2.,, relative à une rotation dans le sens positif autour de 1 et qui transforme BG en BG', est pareillement à coef-
ficients réels ('), et l'on peut appliquer de la même manière cette substitution au quadrilatère AGBC. Nous sommes donc ainsi conduit à transformer le quadrilatère précédent au moyen des substitutions en nombre infini, résultant de la composition des deux substitutions Si et S2. Ceci revient, d'après les explications cidessus, à partir du triangle AGB et à former la suite indéfinie des triangles^ qui s' en déduisent par symétrie en prenant les images de ce triangle par rapport à ses cotés, et faisant de même pour les nouveaux triangles obtenus et ainsi de suite. Nous dirons que deux quadrilatères avant un côté commun AC, tels que ACBC et AG'B'C^ sont limitrophes.
Tous les triangles seront dans le même demi-plan, puisque les substitutions S, et S2 sont à coefficients réels. Il est, de plus, évident, d'après leur génération géométrique, qu'ils ne se recouvriront pas les uns les autres, puisque leurs angles sont respectivement égaux à
ce qui fait que les triangles ayant pour sommet le point A sont en nombres égaux à 2/?z, la rotation autour de A ramenant le triangle initial, et que, par suite, les quadrilatères sont en nombre /n autour de A. En prenant toujours de nouveaux triangles, on étend indéfiniment, sans sortir du demi-plan, le domaine occupé par les triangles, et il est bien vraisemblable que cet ensemble de triangles coui'rira le demi-plan tout entier (-); pour le démontrer en toute rigueur quelques explications préliminaires sont nécessaires.
A. Reprenons la substitution
_ az — b
CZ -r d
{ad— bc — i),
(') Le cercle que laissent invariables les substitutions X, et 'SL^, comme nous l'avons vu d'une manière générale (Chap. XII, § 10), est ici l'axe réel. On peut vérifler directement qu'avec les valeurs actuelles de X, b^ et b^ ce cercle doit bien être réel, en se servant de l'inégalité donnée {toc. cit.).
(») M. Schwarz, dans son Mémoire déjà cité {Journal de Crelle, t. 75, p. 3i8), admet ce point sans démonstration. Nous suivons, pour la démonstration rigoureuse, la méthode employée par M. Poincaré pour établir le théorème général d'existence des groupes fuchsiens {Acta mathematica, t. I).
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(7, />, c Ql d étant réels. Soient ^ == ^ -H ?y et Z — X -^ /Y ; on
aura
dz = dx -T~ idy
et, en désignant par ^o 1^ quantité conjuguée de :;,
dzQ = dx — idy ^
dx"--^ dy'^— dzdz^.
dz^dz
d'où l'on conclut Or
dZdZ
^ " {cz -+- c/)2(c.-o+ dy-
{cz^
dX'-
et comme
on en déduit
Par suite, pour un élément de courbe ds et pour Tare transformé 6/S, on a
dS _ ds
ds ■ '
et l'on peut dire que l'élément — est un invariant pour la substitution linéaire.
5. Revenons au quadrilatère ACBC et à tous ceux qui s'en déduisent par les substitutions du groupe dont S, et IS2 sont les deux substitutions fondamentales. Joignons un point quelconque M à l'intérieur du quadrilatère AGBC par un arc de courbe situé dans le demi-plan, à un point quelconque P de ce demi-plan, non situé sur l'axe réel. Sui\ons l'arc MP en considérant les différents quadrilatères correspondant au quadrilatère initial par une substitution du groupe^ et clierchons à montrer qu'on arrivera au point P après avoir traversé un nombre Jini de quadrilatères.
L'arc de courbe MP sort du premier quadrilatère (que nous désignerons par Rq) par un certain côté. Il entre alors dans un second quadrilatère R,, qui est le quadrilatère limitroplie de R,,, le long de ce coté. Si l'arc MP sort de ce quadrilatère, il entrera dans un troisième quadrilatère Ro, limitrophe de R, , le long du côté par lequel est sorti MP, et ainsi de suite. On aura, de cette
manière, une suite de quadrilatères
Ro, Ri, .... Rrt. . . .
Il faut démontrer que ces quadrilatères sont en nombre fini. Or, quand un arc de courbe traverse un polygone R, deux circonstances peuvent se présenter : ou bien cet arc va d'un côté à un côté opposé, ou bien il entre par un côté et sort par un côté adjacent.
Prenons d'abord la première circonstance et considérons la substitution linéaire transformant R/^ en Rq. Elle transformera aussi l'arc /•// de ^JP, qui traversait R„, en un arc traversant Rq- Or pour un arc de courbe, compris entre deux côtés opposés de Rq, l'intégrale
est une quantité positive ne descendant pas au-dessous d'une certaine limite, que nous désignerons par K. Or, L étant un in\ariant au sens du paragraphe précédent, nous concluons de là que l'intégrale L étendue à y,; sera supérieure à K. Comme l'intégrale L, étendue à l'arc MF tout entier, est nécessairement finie, il en résulte que le nombre des poljgones R, pour lesquels se présente la première circonstance, est nécessairement fini.
Si donc les R sont supposés en nombre infini, il arrivera un moment où la seconde circonstance se présentera toujours. Celle-ci se partage elle-même en deux cas différents. Considérons un polygone R/ et le polygone suivant R/_|.| ; par hypothèse, l'arc traverse les deux polygones en entrant et sortant par des côtés adjacents; mais il peut arriver que les côtés adjacentscorrespondent au même sommet ou à deux sommets différents dans les deux quadrilatères. Dans le second cas, en effectuant la transformation qui ramènera respectivement les deux quadrilatères à Rq et àR,, il est clair que l'intégrale L, étendue à l'arc compris dans R/ et R/.,.) , sera supérieure à K, et nous sommes dans le même cas que ci-dessus. Le second cas de la seconde circonstance ne peut donc se présenter qu'un nombre fini de fois. Il ne nous reste plus que le premier cas de la seconde circonstance, qui se présenterait constamment à partir d'un certain moment; mais ici il n'y a plus aucune difficulté, puisque autour d'un sommet il y a seulement
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soit m, soit n^ soit/? quadrilatères. Nous trouvons donc toujours un nombre fini dans tous les cas possibles, et nous arrivons à la conclusion que le réseau de quadrilatères couvre le demi-plan tout entier, puisqu'un point quelconque du demi-plan se trouve dans lin certain quadrilatère.
Je reprends maintenant le rapport
qui nous a d'abord donné la représentation conforme du demi-plan supérieur sur le triangle AGB. A chaque valeur de x correspondent une infinité de valeurs de^, qui se déduisent de l'une d'entre elles z, et sont de la forme
az -{- b
cz -\- d
a, b^ c ei d étant réels {ad — bc =^ i). Cherchons inversement combien de valeurs de x correspondent à une valeur de z. Le point z se trouve dans un certain quadrilatère R du réseau que nous venons d'étudier. Or, à chaque quadrilatère correspond uniformément le plan de la variable x où Ton a tracé les deux coupures ( — oo,o)et(i + Go);à chaque valeur de z ne correspondra donc qu'une valeur de x.
L'inversion de l'éauation
donne donc pour x une fonction uniforme de z. Cette fonction f{z) n'est définie que dans le demi-plan supérieur de la variable z^ et Von ne peut la prolonger analytiquement au-dessous de Vaxe réel. En désignant par
/ az-\-h\
une substitution quelconque du groupe dont S, et ^2 sont les deux substitutions fondamentales, on a
égalité qui exprime simplement qu'aux points correspondants de deux polygones R la fonction a la même valeur. Nous avons donc là une transcendante extrêmement intéressante, qui généralise d'une manière bien remarquable les fonctions doublement périodiques, en ce sens que le parallélogramme des périodes s'y trouve remplacé par un quadrilatère d'arcs de cercle, et que le réseau des parallélogrammes de périodes est remplacé par le réseau des quadrilatères curvilignes couvrant le demi-plan (*).
7. Nous avons supposé dans les dessins faits plus haut que les
angles
a-, b-, CT.
du triangle curviligne étaient différents de zéro.
Les raisonnements faits ne supposent en rien que parmi ces angles il ne s'en trouve pas d'égal à zéro. Si l'on a a = o, le sommet a sera sur l'axe réel, car on a alors un logarithme dans l'expression d'un système fondamental d'intégrales et la substitution fondamentale correspondante sera alors parabolique. Il peut même arriver que les trois angles du triangle d'arcs de cercle
Fis. 20.
soient nulles, ce qui correspond àl=m = n=:oc. et ce cas particulier présente un grand intérêt. On aura alors un triangle comme celui de la /Ig. 20, où les trois angles A, G, B sont nuls.
(') Les fonctions de M. Schwarz ont donné, après la fonction modulaire qui s'était présentée dans la théorie des fonctions elliptiques et qu'elles comprennent comme cas particulier, des exemples de fonctions uniformes n'étant pas susceptibles d'être prolongées analytiquement au delà d'une droite ou d'un cercle, et se reproduisant quand on effectue sur la variable un groupe de substitutions linéaires. Ce sont les types les plus simples de ces fonctions que M. Poincaré appelle fonctions fuchsiennes, et qui sont désignées par M. Klein et ses élèves sous le nom de fonctions automorphes. Un point capital dans cette théorie est la loi générale de formation des groupes fuchsiens, c'est-à-dire des réseaux de polygones limités par des arcs de cercle normaux à l'axe réel, se déduisant les uns des autres par une substitution linéaire et couvrant une seule fois le demi-plan. {Voir sur ce sujet : Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens {Acta matheniatica, 1. 1)]. L'étude du cas particulier très simple, correspondant aux fonctions de Schwarz que nous venons de traiter, facilitera l'étude du cas général.
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8. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'on avait entre les entiers positifs /??, n, p l'inégalité
ni n p Arrêtons-nous un moment sur le cas de l'égalité
m II p
D'après les valeurs de X, 6, et 62 (§ 1 de ce Chapitre), nous trouvons alors
et par suite, en revenant aux constantes a, [5, v de Gaiiss, on aura L'équation hjpergéométrique se réduit à
Une des solutions est donc y = const., et une autre intégrale est fournie par la quadrature
La question se réduit donc à l'inversion d'une intégrale. Mais ici, d'après ce que nous avons déjà dit au Chapitre précédent, le triangle curviligne se réduit à un triangle rectiligne; ses angles sont égaux à
TT
m n ' p et leur somme est bien égale à 71, d'après la relation
I II m n p '
Les cas où un des angles serait nul, c'est-à-dire où une des quantités m, /i,/? serait infinie, ne présentent aucun intérêt, et l'on ne trouve que des transcendantes élémentaires. La seule circonstance à examiner est celle où nous avons un véritable triangle rectiligne. Ce que nous avons dit plus haut du triangle curviligne
peut nécessairement se répéter pour le triangle rectiligne. On déduira du triangle rectiligne par symétrie une infinité de triangles qui recouvriront le plan. Mais le triangle initial n'est pas quelconque. La relation
soit
nous donne,
Ti'^p
soit
ou enfin
On a dans le premier cas un triangle équilatéral, dans le second un triangle rectangle isosoèle et dans le troisième un triangle rectangle dont les angles aigus sont égaux respectivement à 3o" et 6o°. Dans les trois cas, on obtient par V inversion de V intégrale (i) une fonction doublement périodique. On le vérifierait par l'étude de l'intégrale elle-même en donnant à a et y les valeurs particulières correspondant à chacun de ces cas, et il n'v aurait qu'à vérifier que rintégraleabélienne dont on veut faire l'inversion est une intégrale de première espèce correspondant à une courbe de genre un. On peut aussi le voir par une voie qui se rapproche plus des considérations développées dans les paragraphes précédents, car la double périodicité doit apparaître sur le réseau des triangles. Prenons, par exemple, le triangle équilatéral.
Soient le triangle équilatéral ACB et son symétrique AC'B
{fig.ii). Les substitutions fondamentales du groupe sont la substitution linéaire (ici de la forme P; -^ Q) transformant AC en AC,
et la substitution linéaire transformant BG en BC^ Figurons maintenant le quadrilatère limitrophe AG'B'A', et considérons la substitution linéaire transformant C'A en C'A'. En faisant à la suite les deux substitutions correspondant respectivement au changement de AC en AC et de C'A en C'A', on transforme GA en G' A' ; cette substitution sera nécessairement de la forme
Cl) représentant la grandeur géométrique GG'. Voici donc une première période; une seconde période correspondra à la grandeur géométrique BB'; une troisième période correspondrait à la troisième hauteur, mais il est clair qu'elle est la somme géométrique des deux premières. Un parallélogramme de périodes comprend l'équivalent de trois parallélogrammes fondamentaux tels que AGBG'; je veux dire par là que sa surface peut se partager en plusieurs aires dont chacune est congruente à un parallélogramme fondamental, ou à une partie d'un tel parallélogramme, de manière à correspondre dans son ensemble à trois de ces parallélogrammes.
Je laisse au lecteur le soin d'examiner de la même manière les deux autres réseaux de triangles dont les angles sont indiqués cidessus (*).
II. — Problème inverse
9. Nous sommes parti, dans la Section précédente, de l'équation différentielle hypergéométrique, et, en donnant aux constantes certaines valeurs particulières, nous avons été conduit à diviser le demi-plan de la variable z en un réseau de quadrilatères formés
(') Je n'examine pas ici les cas, en nombre limité, où l'on a
T7l II p
et je renvoie pour ces cas au Mémoire de M. Schwarz et au beau Livre de M. Klein ( Vorlesungen ûber das Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungeii vom fûnften Grade; Leipzig, 1884 ). L'inversion du quotient donne encore des fonctions uniformes, mais ce sont des fonctions rationnelles. Elles sont très intéressantes, car elles se rattachent intimement aux divers polyèdres réguliers.
par des ares de cercle. On peut se poser la question d'une manière inverse, en considérant a priori dans le demi-plan de la variable z un triangle formé par trois arcs de cercles normaux à l'axe réel, et ayant pour angles ( ' )
On prend l'image de ce triangle ABC par rapport à x\B, el, en désignant ce triangle par ABC, on a le quadrilatère ACBC. Il existe une substitution elliptique à coefficients réels ayant pour points doubles A et son symétrique, par rapport à Taxe réel. transformant le cercle AC en le cercle AC, ces deux cercles étant pris dans leur entier; ce sera la substitution
ao z — ao
(') On aura certainement
m II p
comme le montre le théorème célèbre de Gauss sur la courbure totale d'une portion de surface, limitée par des lignes géodésiques. On sait en effet que l'on peut mettre le carré de l'élément de l'arc sur une surface S, dont la courbure totale est constante et égale à — i sous la forme
dx"" — dy'
et, si l'on établit alors une correspondance entre les points de S et le demi-plan {x,y), les lignes géodésiques de la surface correspondront dans le demi-plan aux cercles orthogonaux à l'axe des x. Cette représentation donnant une carte géographique de S sur le demi-plan, il y a conservation des angles; or, d'après le théorème de Gauss, si l'on prend sur une surface un triangle formé par trois lignes géodésiques, et, en désignant par A, B, C les angles de ce triangle, on a
A -FB-+-C
dz étant l'élément de surface, et RR' la courbure totale de la surface en chaque point. Or ici RR'= — i; il en résulte que
et il en est, par suite, de même du triangle formé dans le demi-plan par trois cercles orthogonaux à l'axe des x. On pourra consulter sur ce sujet le Chapitre XI du Tome III des Leçons de M. Darboux (p. 394).
a étant Taffîxe de A et ao la conjuguée de a; l'angle — est l'angle des deux cercles, et nous mettons le signe moins dans l'exponentielle (si le cas de figure est celui de la page 326). Il faut montrer que cette substitution transforme le point C en le point G'. 11 suffit pour cela de faire voir que l'intégrale
ds
MP
OM
ds _
ds'
que nous savons être un invariant pour une substitution linéaire, est la même pour l'arc AG et pour l'arc AG'. Or il en est bien ainsi, car deux arcs sont transformés l'un de l'autre par ravons vecteurs réciproques et l'on aura alors, en désignant par O le point où GG' rencontre l'axe réel et en appelant MP et M'P' deux arcs élémentaires correspondants,
ce qui revient à
les deux intégrales sont donc égales.
Ainsi nous avons une substitution Si transformant AG en AG', et pareillement une substitution S2 transformant BG en BG'. Ges deux substitutions sont les substitutions fondamentales d'un groupe, et nous obtenons ainsi, en transformant le quadrilatère primitif par toutes les substitutions de ce groupe, un nombre infini de quadrilatères couvrant une fois le demi-plan. (On répéterait ici les raisonnements de la Section précédente.)
Passons maintenant à la démonstration a priori de V existence d'une fonction que laissent invariable les substitutions de ce groupe. On j parviendra en s'appuyant sur le théorème général de Riemann, relatif à la représentation d'une aire simplement connexe sur un demi-plan, théorème sur lequel nous nous sommes longuement arrêté dans le Tome 11 de cet Ouvrage. Prenons le triangle ABG ; nous pouvons le représenter d'une manière conforme sur le demi-plan supérieur du plan des x^ et cette représentation est entièrement déterminée si nous faisons correspondre le point A au point ^ == o, le point B au point ^ = i et le
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point C à ;r = X. Soit
la fonction /(;:) pour le moment définie seulement dans le triangle ABC, qui permet de faire cette représentation conforme. L'arc Al^ étant analytique, on peut, d'après la théorie de la représentation conforme (t. Il, p. 2-6), prolonger analjtiquement la fonction f(z) au delà de l'arc AB. A deux valeurs de ^, ajant pour affixes deux points conjugués par rapport au cercle AB, correspondent alors deux valeurs de jc imaginaires conjuguées. On l'établit de suite en supposant pour un moment, comme il est permis, qu'une transformation linéaire ait transformé l'arc AB en un segment de Taxe réel dans son plan, et alors la remarque devient évidente. Par suite, la fonction f{z) sera certainement définie d'une manière uniforme dans le triangle AG'B image de AGB, et les valeurs de la fonction correspondront, dans ce triangle, au demi-plan inférieur. On passera de même du triangle AC'B à un triangle limitrophe, et l'on étendra ainsi, de proche en proche, la fonction d'une manière uniforme dans tout le demi-plan. En deux points homologues de deux quadrilatères, la valeur de x sera évidemment la même, et, par suite, on a bien une fonction uniforme f{Z') invariable par les substitutions du groupe correspondant au réseau de quadrilatères.
JO. Considérons la fonction inverse z àe x définie par l'équation
D'après la définition àe f{z), la fonction inverse z àe x sera une fonction de x définie dans tout le plan de la variable x et holomorphe dans le voisinage de tout point de ce plan, sauf les points o, I et oo. Quand x tourne autour d'un de ces points singuliers, z se change en
az ^- b
cette substitution appartenant au groupe dont S, et I2 sont les deux substitutions fondamentales.
11 nous faut chercher la forme analytique d'une des déterminations de la fonction dans le voisinage d'un point singulier. Suppo-
sons d'abord que le sommet A ne soit pas sur l'axe réel, c'est-à-dire que l'entier m, correspondant à ^ = o, ne soit pas infini.
Pour une détermination convenable de la fonction 5, l'expression
z — a z — ao
Slti
se reproduit, multiplié par e '" , quand x tourne autour de l'ori gine dans le sens négatif, et l'on a par suite
a7'« Cp(^),
cp(^) étant uniforme dans le voisinage de x^=o. Comme pour X = o on a ^ = a, la fonction ^{x) est holomorphe dans le voisinage de X =: o, et enfin cp(o) ^ o, puisque x est fonction uniforme de z.
Si le sommet A est sur l'axe réel, la substitution Si est parabolique, et nous savons (Chapitre XII, §20) qu'on peut l'écrire
h étant une constante réelle.
Donc la fonction de x
a l'Ki
— ;log;r
est uniforme dans le voisinage de x = o. Désignons cette expression par cp {x)\ je dis que '-^{x) est holomorphe dans le voisinage de ^ :== o. On a en efi*et
Si ^ {x) admet x =^ o comme pôle ou comme point singulier essentiel, le second membre, d'après une proposition élémentaire de la Théorie des fonctions ('), s'approche autant qu'on veut dans le voisinage de l'origine de toute grandeur donnée ; mais le
(') Tome II, page 120.
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premier membre, en posant
a pour module
et comme r^ > o, ce module sera supérieur ou inférieur à iin^ suivant le signe de h, et, par conséquent, le premier membre ne peut s'approcher autant qu'on veut de toute grandeur donnée. Nous aurons donc pour une des déterminations z de la fonction r
y-^-.log^r -^ o {cc)f
o{x) étant holomorphe dans le voisinage de j?= o.
11. Nous pouvons maintenant former une équation du troisième ordre, à laquelle satisfait la fonction :; de x. Prenons, à cet efifet, le quotient
dzy dxj
déjà rencontré (Chapitre XII, § 15); il reste invariable, comme
nous Pavons dit, quand on remplace z par — -j- Il sera donc
une fonction uniforme dans tout le plan, et les seuls points singuliers seront les points o, i et ce. Pour toute autre valeur de x, ce quotient est holomorphe, puisque — est différent de zéro pour j:distinct des trois valeurs singulières. Nous n'avons plus qu'à déterminer la nature de ces singularités. Cette détermination sera facile, puisque nous connaissons la forme analytique de z dans le voisinage de ^ = o, jc = I et ^ = oc. On reconnaît ainsi que le quotient ci-dessus est complètement déterminé, en posant, comme
précédemment,
des calculs faciles, mais un peu longs, que j'omets ici, font retomber sur l'expression déjà obtenue
ix'^ i{i — x)- -ixi^i — x)
34o CHAPITRE XIII.
et ce résultat s'applique encore au cas où a, b^ c ne seraient pas différents de zéro.
Il résulte de là que la fonction /(^), qui nous occupe, peut être obtenue par l'inversion du quotient de deu\ intégrales d'une équation hypergéométrique, puisque l'expression précédente est celle qui se présente dans l'équation différentielle du troisième ordre relative à une telle équation.
III. — Quelques cas particuliers remarquables : fonctions modulaires.
12. Nous allons étudier quelques cas particuliers. Un cas intéressant est celui où
ou, ce qui revient au même,
On a alors X = />, — ^^=^5 ^^ ^'^^ 3, par suite, l'intégrale hjpergéo métrique
/''' . du s/ Lt{u l) (W — X)
g et h désignant deux quelconques des quantités o, i, ^etcc. On peut, moyennant une substitution linéaire convenable, choisir pour triangle fondamental un triangle quelconque d'arcs de cercles normaux à l'axe réel, comme celui que nous avons représenté page 33 1 .
Le cas, où l'on prend, comme intégrales de l'équation linéaire, deux demi-périodes distinctes de l'intégrale elliptique
du
conduit à la fonction modulaire, c'est-à-dire au module considéré comme fonction du rapport des périodes, qui a fait, à un autre point de vue, l'objet des travaux de M. Hermite ('). Nous
C) Voir Hermite, Comptes rendus, i858.
avons donné (t. II, p. 280) les substitutions fondamentales du groupe correspondant. Au lieu de prendre les substitutions fondamentales (S«) et (So) données {loc. cit.), prenons les deux substitutions inverses, c'est-à-dire les substitutions donnant les w en fonction des to'; on aura ainsi, pour le rapport 3, les deux substitutions
(Si)
Dessinons le quadrilatère fondamental correspondant rapporté aux deux axes (O;, Or.) (Jig; 22) en posant
- = : -t- in.
Le quadrilatère est symélrique par rapport à Or,. Les deux demi-
à l'unité, se correspondent
cercles OA et OB, de diamètre éga
Fig.
par la substitution ï, et les deux côtés BB' et AA parallèles à Or. se correspondent par la substitution I.. Le quatrième sommet du quadrilatère est à l'infini dans la direction de l'axe Or..
13. Prenons un autre cas non moins remarquable et se rapportant également à la théorie des fonctions elliptiques. Nous donnerons à m, n, p les valeurs
On peut prendre, pour triangle fondamental correspondant à ces angles, le triangle suivant : Décrivons de l'origine, comme centre, un cercle de rajon un et traçons la droite ç = — 1 repré- P. — m. '.3
sentée sur \difig. aS par AC. Le triangle fondamental est le triangle formé par l'arc AB et les deux droites AC, B/j ; le troisième som-
Fig
met est à l'infini. On vérifie de suite que, dans ce triangle, l'angle A
est égal à '-^
l'anffle B à - et l'ançle G est nul.
Le triangle B A'C, symétrique de BAC par rapport à l'axe Or,, donnera avec BAC le quadrilatère fondamental.
On a immédiatement les substitutions fondamentales du groupe correspondant; ce sont
la première transforme AG en A' G' et la seconde l'arc BA en l'arc BA^
Nous avons déjà étudié ce groupe (t. T, p. 446), et nous avons vu que toutes les substitutions de la forme
cz -\- d
rt, h, c, cl étant des entiers réels {ad— bc = i) , résultent de la composition des deux substitutions précédentes (M- Reprenons ce théorème en ne nous appuyant que sur les considérations relatives aux polygones limités par des arcs de cercle. Prenons un point z, que je suppose à rintérieiir du quadrilatère GABA'G', et
(*) Outre le Mémoire déjà cité de M. Dedekind {BorchardV s Journal, Bd. 83), je mentionnerai encore sur le groupe précédent et les fonctions qui s'y rapportent un travail de M. Ilurwilz [Grimdlagen einer Independenten Théorie der elliptischen Modidfunctionen {Mathematische Aiinalen, Bd. 14, 1878)].
soil le point
_ az — h cz ^ d
Le point Z est à l'intérieur d'un certain quadrilatère déduit du quadrilatère fondamental par une substitution S du groupe (i) ou sur son périmètre. En effectuant sur Z la substitution S~', on obtient ainsi un point z dans le quadrilatère fondamental ou sur son périmètre. Si :? = -s', le théorème est établi. Puisqu'on peut passer de -g et de ^' à Z par une substitution à coefficients entiers, on pourra certainement passer de ^ à ^' par la substitution
a, p, V, 0 étant des entiers. Nous allons montrer que deux points z et z\ à l'intérieur du quadrilatère fondamental, ne peuvent se correspondre par une substitution de cette forme, autre que la substitution identique ^'= z. Il est clair d'abord que y n'est pas nul, car alors ;: et z^ ne pourraient être dans le quadrilatère, à moins que |^ ne soit nul. Excluons le cas de v =: o, [^ = 0, qui donnerait z' = z.
Soit z=^\-r i'f,. nous avons par hypothèse
en excluant les égalités; de même ^'^ ;'-+- itl^ avec les inégalités analogues, mais les égalités n'étant pas exclues. On a
or
en prenant le signe + si vo est négatif, et le signe — si vo est positif.
Il s'ensuit que
l'égalité étant exclue; en prenant :: en fonction de z\ on arrive de même à l'inégalité analogue
Ces deux inégalités sont contradictoires; nous sommes donc nécessairement dans le cas exclu, c'est-à-dire que
et, par suite,
a = 0 = dz i;
ce qui donne la substitution identique. Par suite, on obtient toutes les siibslitutions à coefficients entiers au moyen des deux substitutions (i) combinées de toutes les manières possibles. Le groupe précédent est souvent désigné sous le nom de groupe arithméticiue .
14. La fonction /( 3), correspondant au groupe précédent, joue un rôle très important dans la théorie des fonctions elliptiques. C'est un sujet qui nous entraînerait trop loin; je veux cependant montrer comment la considération de cettç fonction conduit à une classe intéressante d'équations algébriques. Envisageant les deux
fonctions
x^fiz),
y=f{mz),
OÙ m désigne un entier, nous allons établir quHl existe entre x et y une relation algébricjue.
On voit immédiatement que jk, considérée comme fonction de X, ne pourra avoir comme points singuliers que les points o, 1 et o), et ces points sont des points critiques algébriques. Ainsi,
pour X =^ o, l'équation
a une infinité de racines en ^, quisont des racines triples, puisque, autour de chaque sommet correspondant à x = o, il y a trois quadrilatères. Soit :; = a l'une d'elles, qui n'est pas située sur Ox. Nous pouvons écrire (§ 10)
f[mz) se développe donc en série suivant les puissances de x'\
Pour X = ce, considérons la racine ^ = go correspondant au sommet à l'infini du quadrilatère fondamental.
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On a, dans le voisinage de ^ = ce, pour la racine g devenant
infinie,
loger , .
ITZl
cp(x) étant holomorphe dans le voisinage de x=:cc, c'est-à-dire que - peut se mettre sous la forme d'une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de e+--^'. Il est évident alors que- se mettra, pour x très grand, sous la forme d'une
série entière en — •
Il faut montrer maintenant que y^ pour une valeur de ^, n a qu'un nombre limité de valeurs. Or, pour une valeur de ^, les valeurs correspondantes de z s'expriment à l'aide de Tune d'elles par la formule
Nous avons donc à chercher si les valeurs de la fonction
sont en nombre fini ; a, [ii, y, o désignant quatre entiers quelconques avec oLù — I^Y = i .
Prenons à cet effet les deux valeurs
(2) m ^ et 771— K7 (ao'— ^Y=0
et cherchons à quelle condition elles sont éqLiivalentes au moyen d'une substitution
On devra avoir
Y^H-ô cm {y.' z -+- '^') -T- d{Y ^ ^ ^')' il en sera ainsi, si l on a
ma = a 771 a' -h bY,
Y = cma' -- clY,
0 — cm'^' -^ do'.
De ces équations, on déduit
d = ol' 0 — YJj'.
On a bien ad — bc = i , et la seule condition est que c soit entier. La condition est donc
yo'— Ôy'=o (mod.m).
En particulier, désignons par o' et r' les restes compris entre o et m des divisions de o et y par m, ou ces restes divisés par leur plus grand commun diviseur s'ils ne sont pas premiers entre eux; les deux expressions (2) seront équivalentes, pourvu seulement qu'on prenne a' et ^' tels que
On en conclut immédiatement que la fonction
az-h [3
quand on donne à a, [^, y, ô toutes les valeurs entières possibles (aS — j3y == i), n'a qu'un nombre limité de valeurs distinctes; ce qui démontre le résultat énoncé plus haut (').
IV. — Théorème général sur les valeurs d'une fonction uniforme dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé.
15, Nous nous sommes déjà servi (t. II, p. 281) de la fonction modulaire, correspondant au cas du § 12, pour démontrer un théorème sur les fonctions entières et sur les fonctions ayant un seul point singulier essentiel à l'infini (-). La fonction modulaire
C) On trouvera une étude approfondie des fonctions modulaires dans les deux Volumes de M. Klein : Sur les fonctions elliptiques modulaires.
C) Faisons seulement remarquer à ce propos que l'analyse de la page ^33 (tome II) est inutile; le théorème qui y est démontré se déduit immédiatement
du § 13 va nous servir à démontrer un théorème déjà énoncé (t. II, p. i2i), mais que nous n'avions pu alors établir.
Désignons par F(:;) une fonction uniforme dans le voisinage d'un point «, qui est pour elle un point singulier essentiel isolé. La fonction F(^) pourra d'ailleurs avoir ou non une infinité de pôles dans le voisinage de ce point essentiel. Nous considérons
l'équation
A étant une constante. Nous voulons démontrer le théorème suivant :
U équation précédente a, en général, une infinité de racines dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant qu'il n'en soit pas ainsi pour certaines valeurs exceptionnelles de la constante A, mais il ne peut exister plus de deux valeurs exceptionnelles {^).
Nous allons procéder en montrant qu'il est impossible que l'équation précédente n'ait pas de racine dans un certain domaine autour de «, pour trois valeurs de A. On peut évidemment supposer, en effectuant sur F(^) une substitution linéaire, que ces trois valeurs sont telles valeurs que l'on voudra. Nous prendrons
Nous avons donc par hypothèse une fonction F(^) uniforme
du théorème de la page 281 (même Tome). On peut dire d'une manière générale qu'une fonction f{z), uniforme dans tout le plan et avec un seul point singulier essentiel à l'infini, et qui ne pourrait prendre les valeurs
ces trois constantes étant distinctes (une constante infinie n'étant pas exclue), se réduirait nécessairement à une constante. On peut en effet substituer à/(^) la fonction
en choisissant a, ^, y, 0, de manière que A, B, C deviennent o, i, x , et nous sommes alors dans le cas d'une fonction entière.
(•) E. Picard, Sur les /onctions analytiques uniformes clans le voisinage d'un point singulier essentiel ( Comptes rendus, t. LXXXIX, 1879), et Mémoire sur les fonctions entières {Annales de V École Normale, 1880).
dans le voisinage de a^ qui est pour elle un point singulier essentiel. La fonction n'a pas de pôle dans le voisinage de ce point et, de plus, les équations
n'ont pas de racine autour de a.
Désignons par
la fonction uniforme correspondant au cas du § 13 et définie dans le demi-plan de la variable u (cette variable a été jusqu'ici désignée par ^), et soit
la fonction inverse ayant dans le plan x les trois points singuliers o, I etco. Dans cette fonction, je remplace ^ par F(^), et je vais étudier la fonction de z
dans le voisinage de a^ c'est-à-dire à l'intérieur d'un cercle F de centre a et assez petit pour qu'à l'intérieur de ce cercle la fonction F(5) ne soit (en dehors de a pour lequel elle est indéterminée) jamais égale à o, i et ce.
A l'intérieur de F, la fonction u{^z) a, comme seul point singulier, le point a. Lorsque z tourne une fois autour de a dans le sens positif, le point x décrit dans son plan un contour fermé, et par suite u se change en
a, p, y, S étant quatre entiers (a8 — i^y =^ i)-
Plusieurs cas peuvent se présenter relativement à la substitution
Elle peut être hyperbolique, elliptique, parabolique ou se réduire à la substitution unité. Nous allons examiner successivement ces différents cas.
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17. Supposons cVabord la substitution hyperbolique, c'està-dire que
En désignant par/? et q les points doubles (cjui sont réels et distincts) de la substitution, nous avons vu à la fin du Chapitre précédent que l'expression
se reproduit à un facteur />05iV(/* près ijl, différent de un. quand on effectue sur elle la substitution (3).
Il en résulte que l'on peut mettre ce quotient sous la forme
k désignant le logarithme arithmétique de tji, et la fonction 'o[z) étant uniforme dans le cercle F. Cette fonction n'aura dans ce cercle d'autre point singulier que <7, car, pour qu'elle ait un pôle, il faudrait que u devînt égal à la quantité réelle ^, ce qui est impossible, car, dans u{x)^ le coefficient de i est positif et différent de zéro pour x distinct de o, i et ce. De plus 'f (^), pour la même
raison, ne s'annulera pas. Par suite, le quotient \ peut se développer par la formule de Laurent, et nous avons
o'{z) A, Al
<?(^) {z — ay z — a ^ '
Puisque ^{z) est uniforme autour de A, il faut que le coefficient A, soit un entier m positif ou négatif, et nous aurons alors
o(^) = {z — ayne^^-),
P(^) étant uniforme dans T, et continu sauf en a. Finalement nous obtenons
Or, dans le premier membre, le coefficient de i a un signe invariable. Nous allons voir qu'il ne peut en être de même dans le
. OFTHE ^*^
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second cas. On peut, en effet, écrire ce second membre
/ ___ + „l j lOg (3 — fl) -t- P (3)
Si, dans le premier membre, le coefficient de / a un signe invariable, le coefficient de i dans
devra rester compris entre deux multiples consécutifs de t:, c'està-dire entre deux limites fixes. Posons
— . -H n^ log(^ - a) + P(x;) = U + iV .
ITZl /
Il est tout d'abord évident que, si m n'est pas nul, V ne peut rester compris entre deux limites fixes, car une rotation de z autour de a augmente V de imiz. Supposons donc m-— o; la relation précédente pourra s'écrire
log(^-a)-H -^P(^) = T^~]r'
ou encore
27r_/ 27rV 27l£U
Mais le second membre a un module restant compris entre deux limites déterminées différentes de zéro, et il n'en est pas de même du premier qui s'approche autant que l'on veut de zéro, que P(^) soit régulier en a ou qu'il ait en ce point un pôle ou un point singulier essentiel.
Nous arrivons donc à la conclusion que la substitution (3) ne peut être hyperbolique.
Supposons maintenant cette substitution elliptique. On
a alors
Deux cas peuvent se présenter; le point double de la substitution (3) situé dans le demi-plan supérieur peut, au moyen d'une substitution du groupe arithmétique, être ramené à coïncider avec le point B ou le point A {fig. 23 du § 13).
1° Plaçons-nous d'abord dans le premier cas. En ayant donc effectué sur a une substitution convenable du groupe arithmétique, la substitution correspondant à (3) devient la substitution laissant B invariable, et par suite, en désignant encore par la même lettre u la valeur primitive transformée, l'expression
Il — i
Il -~ i
se reproduit (§9) multipliée pare - , c'est-à-dire — i, quand on effectue sur elle cette substitution.
On aura donc
'^{z) étant uniforme dans le voisinage de a. D'ailleurs, cp(^) n'aura pas de pôle autour de a, car le coefficient de i dans u étant positif, on ne peut avoir ?^ -^ ; = o. Pour la même raison cp(c) ne peut avoir le point a lui-même comme pôle ou point singulier essentiel,
car alors la fonction
pourrait devenir aussi grande qu'on voudra dans le voisinage de rt, et alors u s'approcherait autant qu'on voudrait de — i.
Il en résulte que ^(^) est holomorphe dans le voisinage de a. Par suite, quand z tend vers a d'une manière quelconque, la fonction u{z) tend vers i\ mais on a
d'où se déduit
quand u tend vers /, la fonction /(w) tend vers un. On en conclurait que F(:;) tend vers un quand z se rapproche de a d'une manière quelconque ; le point a ne serait pas alors un point singulier essentiel.
2° Le même raisonnement s'applique au second cas. Nous avons
seulement alors
(en désignant par p la quantité complexe représentant A et Zq sa
conjuguée), qui se reproduira multiplié par e ^ . Nous aurons donc
u — po ' '^ ^'
et les mêmes raisonnements montrent que cp(^) doit être holomorphe dans le voisinage de a et s'annuler pour z^ a. Mais alors, quand z tend vers a d'une manière quelconque, u tend vers p, et Ton en conclut que la fonction
tend vers zéro, de quelque manière que z se rapproche de «, ce qui est contradictoire avec le fait que a est un point essentiel.
19. Il ne nous reste plus à examiner que le cas où la substitution (3) serait la substitution unité et celui où elle serait parabolique.
Examinons d'abord le cas de la substitution unité. La fonction u{z) serait uniforme dans le voisinage de a. Le point a ne pourrait être pour elle un point singulier essentiel, car la fonction u{z) s'approcherait alors autant qu'on veut de toute grandeur donnée, ce qui est impossible, puisque le coefficient de i dans u est positif.
Le point a ne peut non plus être un pôle, car le signe du coefficient de i, dans une fonction ayant un pôle en a, ne peut être invariable pour toute position de z autour de ce point. Il faut donc que u{z) soit holomorphe dans le voisinage de a; or u{a) ne peut être réelle, car alors u{z) aurait dans le voisinage de a, pour certaines valeurs de z, sa partie réelle négative. La valeur de u{a) est donc une valeur complexe dans laquelle le coefficient de i est positif et différent de zéro. La relation
montre que F(^) tend vers une valeur déterminée, à savoir /[w(a)], quand z tend vers a d'une manière quelconque. Nous arrivons toujours à la même contradiction.
20. Considérons enfin le cas de la substitution parabolique . Les points doubles des substitutions paraboliques du groupe arith-
métique se déduisent tous, par une substitution de ce groupe, du point à l'infini dans la direction de Taxe imaginaire. En effectuant donc préalablement sur u une substitution convenable, on peut supposer que la substitution (3) est de la forme
Donc nous avons la fonction u{i) se transformant en ii{z) -1- i , quand :; tourne une fois autour de a dans le sens positif, et, par suite,
u{z) = ^^log(^ — a) + cp(^),
'^(3) étant uniforme. On en tire
Or, le module du premier membre ne dépasse pas l'unité; il en résulte que 'f (^) aura en a un point ordinaire, car, dans le cas contraire, le second membre aurait en a un point essentiel, et, par suite, son module pourrait certainement dépasser un.
La forme de "(3) montre que le coefficient de i est positif et devient infiniment grand, quand z se rapproche indéfiniment d'une manière quelconque de a. Or, pour toute valeur de
pour laquelle
M étant une quantité positive très grande, la fonction f{ii) est elle-même très grande. On le voit de suite, en ramenant le point dans le quadrilatère fondamental du groupe arithmétique par une substitution
m étant un entier positif ou négatif, et nous savons (\ne f[ii) devient infinie pour le point à l'infini dans ce quadrilatère. Revenant donc à l'identité
nous en concluons que, quelle que soit la manière dont ;: se rapproche de a, la fonction F(^) augmente indéfiniment. Le point a
serait donc un pôle pour F(^) et la même impossibilité est encore mise en évidence.
20. Les contradictions, qui viennent d'être successivement signalées, montrent que l'hjpothèse faite sur les racines des trois équations considérées est inadmissible, si a est un point singulier essentiel; nous avons donc démontré le théorème énoncé au §15, auquel on peut encore donner la forme suivante :
SiY(^z) désigne une fonction uniforme de z dans le voisinage de a, qui est pour elle un point singulier essentiel isolé, il ne peut pas arriver que les trois équations
niaient pas simultanément une infinité de racines autour de a, en désignant par Ai, A2, A3 trois constantes distinctes {la constante infinie n^ étant pas exclue).
Nous pouvons encore dire que :
Si les trois équations précédentes n^ ont pas une infinité de racines autour de a, F(s) étant une fonction uniforme qui^ dans un cercle F, décrit autour de <2, pourrait avoir ce seul point comme point essentiel, on peut affirmer que a sera un pôle ou un point ordinaire de F (5).
21. De ce théorème général se déduisent immédiatement les deux propositions suivantes. Soit G(-s) une fonction entière : si les deux éciuations
a et h étant deux constantes finies distinctes, ont seulement un nombre limité de racines, la fonction entière G(^) sera un polynôme (^ ).
(') On a fait de nombreuses tentatives pour démontrer ce théorème sans rien emprunter à la théorie des fonctions modulaires. A ma connaissance, M. Hadamard a seul obtenu à ce sujet des résultats intéressants dans son beau Mémoire : Suites propriétés des fonctions entières et en particulier d'une fonction consi-
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Le point à l'infini ne pourra être, en effet, pour la fonction, un point essentiel, car nous avons les trois équations
G{z) = a, Giz) = b, G(^) = x,
qui n'ont pas de racine dans le voisinage de ce point.
On a encore l'énoncé suivant, qui nest qu'en apparence plus général : Soit f{z-) une fonction uniforme pouvant avoir des pôles en nombre quelconque et un seul point singulier essentiel à V infini. Si les trois équations
A, B, G étant trois constantes distinctes (l'infini non exclu), n'ont qu un nombre fini de racines, la fonction f(z) sera une fonction rationnelle.
22. Les théorèmes précédents s'étendent immédiatement aux fonctions uniformes sur une surface de Riemann. Représentons par A(^) une telle fonction, que l'on supposera n'avoir sur la surface que des points singuliers essentiels isolés. Si les équations
n'ont qu'un nombre limité de racines, la fonction \(z) n'aura pas de singularités essentielles et elle sera, par suite, une fonction algébrique de z, ramifiée comme la fonction algébrique définissant la surface de Riemann (').
dérée par Riemann {Journal de Math., xSgS). Soit une fonction entière
et supposons qu'on puisse trouver un nombre positif a tel que, à partir d'une certaine valeur de m,
M. Hadamard établît le théorème pour les fonctions entières satisfaisant à cette condition, mais toutes les fonctions entières ne rentrent pas dans ce type.
(•) E, Picard, Sur une propriété de certaines fonctions analogues aux fonctions algébriques {Comptes rendus, t. LXXXIX, 1879).
V. — Sur les transcendantes uniformes satisfaisant à une équation du premier ordre et du premier degré.
23. Les théorèmes démontrés dans la Section précédente permettent de faire quelques remarques intéressantes sur les transcendantes uniformes satisfaisant à une équation du premier ordre
et du premier degré
dy P(a?, y) dx Q(^,JK)
P et Q désignant deux polynômes en ^ et y premiers entre eux. Je les emprunterai à la thèse de M. Pelrovitch (^).
On peut tout d'abord, par une transformation homographique préalable, supposer que le degré de P par rapport à y surpasse de deux unités le degré de Q par rapport à cette même lettre.
Nous nous placerons donc dans cette hypothèse. De cette manière, la valeur y = ce est une valeur ordinaire, c'est-à-dire que l'intégrale qui, pour une valeur arbitraire Xq de ^, prend la valeur infinie, a un pôle au point œ^.
D'après les généralités étudiées au Tome II (p. 3^4 et suiv.), nous pouvons marquer à l'avance sur le plan les points qui ne seraient pas pour une intégrale des points ordinaires, des pôles ou des points critiques algébriques. Une intégrale uniforme ne pourra donc avoir dans le plan qu'un nombre limité de points essentiels.
Nous allons maintenant distinguer quatre cas :
i*^ Je suppose d'abord que l'équation
considérée comme équation en 1, admette, pour a; arbitraire, plus de deux racines distinctes. Désignons par
?l(^), ?2(.37), Os(x)
trois de ces racines; ce seront des fonctions algébriques de x, qui seront ou non des branches d'une même fonction algébrique.
(') Michel Petrovitcii, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équations différentielles algébriques {Comptes rendus, ^^\, et Thèse de doctorat, Paris, Gauthier-Villars).
Pour une intégrale uniforme y de l'équation différentielle, on ne peut avoir
que pour un nombre limité de points x^ car, lorsque cette relation est remplie pour un certain système (^oj JKo)) i^ faut que Ton ait en même temps
P(^o. Jo)=o.
Sans cela, l'intégrale qui, pour ^ = ^Tq prend la valeur j^oj ne serait pas uniforme dans le voisinage de Xq (t. II, p. 325). Par suite, pour l'intégrale uniforme y que nous étudions, les équations
(4) j^çiCa-). y = o.Xx), j' = Ç3(:c)
ne pourront avoir qu'un nombre limité de racines. Ceci posé, envisageons le quotient
C'est une fonction de x n'ayant qu'un nombre limité de valeurs, et ne pouvant avoir qu'un nombre fini de singularités essentielles. Or les trois équations
A(^) = o. A(^) = i, A(.r)=co
n'ont qu'un nombre limité de racines, comme il résulte immédia lement de ce que nous venons de dire sur les équations (4). 11 résulte de là (§ 22) que A(^) est une fonction algébrique et, par suite, y (qui est uniforme) est rationnelle. Ainsi, si l'équation Q(.r, a) =z o a au moins trois racines distinctes, toute intégrale uniforme est rationnelle.
2*^ Supposons en second lieu que l'équation Q(x, ).)i=o ait seulement deux racines distinctes
et, en désignant par j une intégrale uniforme de l'équation, considérons le quotient
Soit Y une seconde intégrale uniforme, et formons aussi le quotient
En divisant ces deux quotients, nous obtenons l'expression
(.r-9,)(Y-cp2)
Elle n'a qu'un nombre limité de valeurs et ne prend les valeurs o, I et ce que pour un nombre limité de valeurs de x. (^eci résulte des propriétés, étudiées plus haut, des équations j^ — C2 = o, et de ce que, en dehors d'un nombre limité de points spéciaux, on ne peut avoir j)^ = Y, ce qui entraînerait l'identité des intégrales. L'expression (5) est donc une fonction algébrique de x, et par suite il ne peut y avoir deux intégrales uniformes qui soient des transcendantes distinctes, en entendant par là que toute intégrale uniforme s'exprime algébriquement à l'aide d'une première intégrale de même nature.
3*' Examinons ensuite l'hypothèse où l'équation Q(x, A) = o n'a qu'une racine distincte^ soit cp, (^) qui est alors nécessairement rationnelle. En posant
l'équation différentielle proposée devient
S étant un polynôme en z et dépendant rationnellement de x. Si nous désignons par ^,, Z2^ ^3 trois intégrales uniformes, le quotient
ne pourra devenir égal à o, i et go que pour un nombre limité de valeurs de x^ et par suite l'expression précédente sera une fonction rationnelle de x. Il ne peut donc y avoir plus de deux intégrales uniformes qui soient des transcendantes distinctes.
4" 11 ne reste plus à examiner que le cas où le dénominateur
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Q('^jJ') ne dépendrait pas de j'. On a alors une équation de Riccati
P étant un polynôme du second degré en y, et // ne peut alors exister plus de trois intégrales uniformes transcendantes distinctes, toute intégrale de l'équation s'exprimant à l'aide de trois d'entre elles.
Ainsi nous arrivons à la conclusion générale que, pour une équation différentielle du premier ordre et du premier degré, il ne peut y avoir plus de trois intégrales uniformes qui soient des transcendantes distinctes. Nous renverrons, pour une étude plus approfondie, au Mémoire cité plus haut de M. Petrovitch.
36o CHAPITRE XIV.
SUR CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES IRRÉGULIÈRES A L'INFINI.
I. — Généralités sur les valeurs des intégrales à l'infini dans une direction déterminée.
1. Désignons par/(^) une fonction réelle de la variable réelle ^, définie depuis une certaine valeur t^ de t jusqu'à ^ = -h oo. Nous dirons, d'une manière générale, qu'une telle fonclion est limitée si, à partir de ûq, elle reste en valeur absolue moindre qu'un certain nombre fixe qu'on puisse assigner; elle sera illimitée dans le cas contraire. Ceci posé, soient )h et Ào deux nombres réels (A, >)^2), et admettons que le produit
soit illimité quand t varie de /q à -h ^, tandis qu'au contraire le produit
tende vers zéro pour ^ = + x. Je dis qu'il existe un nombre A,) compris entre X, et ).2 tel que le produit
est illimité, tandis que le produit
a, pour t = oD, la limite zéro, en désignant par £ une quantité positive aussi petite qu'on voudra. On le démontrera en partageani l'intervalle (}.o Ao) en un certain nombre d'intervalles; il j aura
CERTAINES CLASSES d'ÉQUATIOXS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 36 1
parmi ceux-ci un intervalle tel que, pour la limite supérieure, le produit correspondant sera illimité ou ne tendra pas vers zéro pour f = 3C, tandis que le produit correspondant à la limite inférieure aura zéro pour limite. On partagera de nouveau cet intervalle en un certain nombre d'autres, et Ton a ainsi une suite d'intervalles compris les uns dans les autres et tendant vers zéro. Ces intervalles auront donc une limite \q et pour un intervalle
£ et Tj étant des quantités positives aussi petites que Ton voudra,
le produit
aura zéro pour limite, tandis que le produit
e(X,+£)rx/(/)
sera iUimité. Ce produit ne peut pas être limité, car alors le produit ^
eO^+t)tf(^t) (o <£'<£)
aurait pour limite zéro pour t = -^ y:, et nous aurions donc mal choisi les intervalles.
Le nombre parfaitement déterminé Àqî nous l'appellerons le nombre caractéristique correspondant à la fonction.
La notion de caractéristique se généralise pour un système de fonctions
/i(o, Ain. •••. /«(o,
définies de ^o à -h zc. Si les produits
e>'/,(0, e^tf.in e^t/„{t)
ne tendent pas tous vers zéro pour f = -^ y:, mais qu'il en soit ainsi pour les produits
il existera entre A et ;jl un nombre ).o (qui peut être égal à X), tel que les produits
tendent vers zéro, tandis que^ parmi les produits
il y en a au moins un qui esl illimité.
2. J'envisage maintenant un système d'équations linéaires di premier ordre
(i) dt
les a étant des fonctions réelles de la variable réelle t. Je suppose que tous les a soient limités, c'est-à-dire moindres qu'un nombre fixe M pour t compris entre ^o et oc. Posons
Xi^yte^t {i = i, '1, n),
'). étant une constante pour le moment arbitraire. Le système devient
-2^ == («11— X)jl-i- «12^2 +...+ «1«7«,
-^ = ««Ijl -^ ««2/2 +...+ («„„— À j^,,.
En multipliant ces équations respectivement pary<, ^/•2, ..., jk« et ajoutant, nous aurons
le second membre étant une forme quadratique eny^^y2) •-■j J'/t- Si nous prenons pour "k une constante a suffisamment grande, le second membre sera une forme quadratique définie et négative, et
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nous aurons par suite
dt "^
Par suite, quand t augmentera de /q à — x, la fonction
ira en diminuant. Il en résulte que j^, , j'o, . . .,yn restent en valeur absolue moindre qu\m nombre fixe, et, par suite, les produits
Xie-'*-K x-^e-^i, ..., Xne~^^
seront bmités.
Nous pouvons prendre pareillement pour À une constante ,3 suffisamment petite en valeur relative, pour que la forme définie dans le second membre de (2) soit positive, et alors nous aurons, de t^^
dt ^ '
et, par suite, la fonction
y\^yl-^--'-^yl
ira constamment en croissant. Il en résulte que les produits
Xye-'P', Xoe-'^t, .,., Xne-v>'^
ne peuvent tendre tous vers zéro.
En se reportant au paragraphe précédent, on peut alors énoncer le théorème suivant :
Tout système d'intégrales ^,, x.2, • - -, ocn du système (1) {en excluant seulement jc, = ^2 = • • - = -^^ = o) admet un nombre caractéristique )vo ( ' ) .
Une des conséquences ])ratiques les plus intéressantes de ce
(') Cet intéressant théorème est dû à M. Liapounoff, qui l'a fait connaître dans un .Mémoire important malheureusement publié en langue russe (Kharkoff, 1892). En m'envoyant récemment son travail, leminent géomètre russe a bien voulu me faire une analyse succincte des résultats qui s'y trouvent et qui sont principalement relatifs aux solutions asymptotiques des équations de la Mécanique. J'espère avoir l'occasion d'y revenir dans une autre partie de cet Ouvrage.
théorème est que, étant donné un système tel que (i), à coefficients limités, on peut trouver un nombre réel k, tel que les produits
tendent vers zéro pour t = -i- œ.
J] en sera évidemment de même, d'après les équations différen- -^ tielles, de
at ' dt dt
On conclut de là aussi que, si dans l'équation différentielle
les coefficients p sont des fonctions limitées quand la variable réelle t varie de t^ à + 00, on peut trouver un nombre k tel q
ue
dy . d'"r ,
^'' Tt""' ■■■' dï^ii' tendent vers zéro pour t = -\- co. ■
3. Nous avons supposé que, dans les équations différentielles, les coefficients étaient réels. Si ces coefficients étaient des fonctions complexes de la variable réelle t, on pqurrait employer les mêmes considérations. En posant, en effet.
Xi = x\ H- ixl, . . . , x„== x'„ ^ ix",^,
et de même pour les coefficients, nous aurions un système de 2/1 équations auxquelles s'appliquent les résultats précédents. Il y a dans tous les cas un nombre caractéristique, la variable t restant toujours réelle entre t^ et H- 00.
/^ On peut aussi considérer le cas où la variable t prend des valeurs complexes, mais en la faisant grandir indéfiniment avec un argument déterminé, et en supposant que dans ces conditions les coefficients a aient des modules limités. On posera en effet
et l'on aura une équation où la variable sera la quantité réelle r que l'on fera augmenter indéfiniment, pendant que to reste con-
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stant. Il y a alors un nombre caractéristique pour un argunient déterminé.
D'après le § 2, on pourra trouver un nombre k tel cjue les produits
tendent vers zéro pour /• = -h oo. Donc les produits
tendront vers zéro et, par conséquent, on pourra trouver une constante Jx telle que les produits
tendent vers zéro quand t s'éloignera à l'infini avec l'argument to. Ce résultat nous sera plus tard très utile. ^^
i. Dans le cas où les coefficients a ont une valeur déterminée pour ^ == 00, on pourra trouver une limite inférieure du nombre k dont nous avons parlé à la fin du § % en prenant
A étant telle que la forme quadratique, qui figure dans le second membre de (2) en j faisant / = x, soit définie et négative.
Ainsi, prenons par exemple l'équation linéaire du second ordre
d'^y dy
d^-=Pdx-^'iy^
où /? et ^ sont continues de ^0 i^i -1- ^, et prennent les valeurs p^ et ^0 pour ^ =: 4-co. Nous considérerons le système
dx-^'
dy'
t, en posant
y = ze^-^, y'= z'e^^^,
lous avons le sj:
stème
dz , .
^itsBmn,^
Nous devons prendre X de telle sorte que la forme quadratique
soit définie et négative^ ce qui nous conduit à considérer l'équation
les racines de cette équation sont réelles, l'une est positive et l'autre négative. Soit a une quantité supérieure à la racine positive de cette équation; nous sommes assuré que
y Q-ax
tend vers zéro, quand x augmente indéfiniment.
5. Voici encore, dans un ordre d'idées analogues, quelques remarques sur la façon dont se comporte l'intégrale pour x très grand, mais c'est le rapport
dx
que nous allons considérer. Reprenons l'équation ci-dessus
d^y _ ^dy
En posant
nous avons l'équation de Riccali
/ .. V dz ^
Considérons d'abord le cas où l'équation
— ^2 ^ p^z + ^0 = O [y9o = />(-4- ce), q^ = q{-{- x)j
a ses racines réelles, cpie nous désignerons par a et fj (a >- ^3). Nous appellerons a et b les deux racines de l'équation
— z^ -i~pz -{- q — o,
qui sont des fonctions de x tendant vers a et [5 pour ^ = x. Di-
rfx^ Pd^-*"!^-
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verses circonstances peuvent se présenter relativement à a et h, suivant que chacun d'eux se rapproche de sa limite, en croissant ou décroissant; supposons que nous ayons
et considérons une intégrale de (3), supérieure à a pour la valeur initiale Xq^ intégrale que nous désignerons par z. Nous faisons croître ^ de ^^ à -^- x, et nous voulons voir ce que devient l'intégrale-S. Celle-ci va d'ahord décroître, et elle décroîtra tant qu'elle sera supérieure à a. Or, elle ne peut atteindre a, car, aussitôt
qu'elle serait descendue au-dessous de «, elle devrait croître,
dz
-r- se trouvant alors positif. Il en résulte que z ira constamment en
décroissant en restant toujours supérieure à a; il j aura donc une limite pour l'intégrale z. quand x augmentera indéfiniment. Cette limite ne pourra être que a, car, si z tendait vers un nombre a' supérieur à a, l'équation
(4) x'—xo=j
dz
conduirait à une contradiction, le second membre restant fini quand z tend vers a'. Notre intégrale z a donc y. pour limite. Supposons maintenant c[ue
et prenons toujours une intégrale dont la valeur initiale pour X = Xq soit supérieure à a. L'intégrale :? ira encore en diminuant, tant qu'elle ne deviendra pas égale à a. Si cette circonstance se réalise, z ira ensuite en croissant, mais sans pouvoir atteindre de nouveau a, car elle ne pourrait alors dépasser «, devant à la fois, à ce moment, croître et décroître. Dans tous les cas z aura, par conséquent, une limite, et l'on voit coiiime plus haut que cette limite est a.
Nous venons de voir que toutes les intégrales, qui deviennent à un certain moment supérieures à «, ont a pour limite. La même conclusion s'applique aux intégrales qui deviennent, à un certain moment, égales à une valeur comprise entre a et 6, car elles vont alors en croissant et se rapprochent indéfiniment de a.
Le seul cas qui reste à examiner est celui où l'on aurait constamment
Quand b est supérieur à [3, il peut arriver, si la valeur initiale de z est entre ^ et 6, que z ait pour ^ = oo la limite j3. Si la limite de z n'est pas ^ (ce qui arrivera, en général), z continuera indéfiniment à décroître jusqu'à — a:, et la relation (4) montre que z deviendra égale à — co pour une valeur finie de x. Il j aura ensuite pour z passage de — • co à + co, et nous nous trouverons dans le cas précédemment examiné, c'est-à-dire que la limite pour ^ = co de notre intégrale est encore a.
JNous arrivons donc à la conclusion suivante :
La limite de — pour x = ce existe toujours; elle est, en général, égale ù a et peut exceptionnellement être égale à p.
Tout ceci suppose cjue l'équation
— z- -i-poz -^ <^o = o
ait ses racines réelles. Les conclusions sont tout autres, si l'équa-
• • • • T-\ dz
tion a ses racines imaginaires. Dans ce cas, -j- sera toujours négatif et, par suite, z ira toujours en diminuant, à partir d'une valeur suffisamment grande de x.
Je dis que, pour une valeur finie de x, l'intégrale z deviendra égale à — co. Car d'abord il n'est pas possible que, pour ^ =: + co, z ait une limite finie déterminée^ c'est ce qu'on verra en refaisant le raisonnement du paragraphe précédent. Ensuite, il n'est pas possible que z atteigne seulement la valeur — co, pour x =z-}- ao, comme le montre encore la relation (4), dont le premier membre augmenterait indéfiniment, tandis que le second resterait fini.
Toute intégrale oscillera alors une infinité de fois entre + co et — 00, avec passage brusque de — co à + oo. Telle est l'équation
dont l'intégrale est
dz __ , _
c; = tang(a:-o — ^).
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7. En revenant au cas des racines réelles a et p, il est facile d'établir un lien entre le résultat du § O et les théorèmes démontrés plus haut. Puisque
lim — = a
on peut écrire
la fonction cp(x) avant zéro pour limite pour x ^= yz. Il en résulte que
/ [a + 9 (x)\ dx
Si donc l'on prend le produit
yxe-a^ {a>7.)
il en résultera que ce produit tend vers zéro, quand x augmente indéfiniment. Nous retrouvons donc bien le résultat obtenu plus haut.
8. Nous allons considérer maintenant le cas où les coefficients de l'équation linéaire
d-y dy
dx- dx
sont des fonctions complexes de la variable réelle x^ ces coefficients tendant \ers p^ et cjq quand x tend vers + x. En posant
nous avons Téquation
du
—, II' -\- pu -\- q — o.
dx ^ ^
Supposons que l'équation
u^'-T-poii ^^0 = 0
ait pour racines a et j3, la partie réelle de a étant plus grande que C3lle de 3-
Soit
on aura
(5) jy=(p_-.)4i± /"'+?,.
Soient I « — a I :== /• et I z/ — [^ | cir p. Nous désignerons par s une quantité positive fixe, mais aussi petite qu'on voudra. Dans le plan delà variable complexe 11, les deux équations
représentent deux petits cercles C et C, comprenant respectivement à leur intérieur les points a et ^. Si u est tel que
la partie réelle du second membre de l'équation (5) sera négative, si X est suffisamment grand ; en effet, le dénominateur restera fini, et pour ^ = oo le numérateur devient égal au dénominateur, et, par suite, comme la partie réelle de p ^ a est négative, l'assertion est évidenle. JNous aurons ainsi, en posant
V = (^ -r- jV,
-j- négatif dans les conditions indiquées. On en conclut donc
que, pour ^ très grand, la fonction réelle r va en diminuant du
moment qu'elle est comprise entre — - et + -•
Supposons que pour la valeur initiale Xq^ prise assez grande, ç soit compris dans cet intervalle; il ira en diminuant, et, s'il
descend au-dessous de — 7 ? il lui restera toujours inférieur. Dans
ce dernier cas, v aura nécessairement — co pour limite, puisque s est aussi petit que l'on veut, et n aura alors y. pour limite.
On pourrait craindre que v n'atteignît jamais , et eût, par
suite, allant toujours en décroissant, une certaine limite finie /; u resterait toujours dans ces conditions à l'extérieur des courbes
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C et C . L'équation (5) nous donne
dx
en désignant parla lettre Sl{a) la partie réelle de la quantité et d'où nous concluons
dv
L U'-i-poU--r-qo]
le dénominateur ne s'annulerait pas à partir d'une valeur suffisamment grande de x, et il serait très voisin de ^^^.(^S — a). Donc, i' tendant vers /, le second membre resterait fini, tandis que le premier devrait augmenter indéfiniment.
Le seul cas où u pourrait ne pas avoir a pour limite serait celui où, £ étant donné, il arriverait qu'à partir de la valeur de ^,
pour laquelle y- est négatif quand v est compris entre — 7 et
-i-^j cette fonction (^ fût toujours supérieure à -• Mais alors la
limite de ç serait nécessairement -^ ce et, pa?- conséquent^ u aurait ^ pour limite.
Nous arrivons donc à la même conclusion qu'au § o, mais dans un cas plus général : la limite de u est en général a, et elle peut cependant exceptionnellement être égale à j^ (').
On tirerait de ce résultat la même conclusion relative à l'existence d'un nombre a tel que
ait zéro pour limite, quand x augmente indéfiniment; mais on doit remarquer qu'avec ce mode de raisonnement le cas où les parties réelles de a et ^3 sont égales se trouve ici exclu : nous
savons alors, d'après le § 6, que ~ peut ne pas avoir de limite.
(') Ce tliéorème est dû à M. Poincaré, qui l'a établi dans son Mémoire de VAmerican Journal of Mathematlcs (vol. VII, n° 3), Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences finies. Comparer sa démonstration avec celle que nous donnons dans le texte.
M. Poincaré a étendu le théorème que nous venons d'établir pour une équation de second ordre à une équation d'ordre quelconque, et il a démontré le théorème suivant, que nous nous bornerons à énoncer.
Considérons l'équation linéaire d'ordre n
et soient p\, . . . , pi les valeurs de /?< , , . . , p,^ pour x == ^. En supposant que les racines de l'équation
aient leurs parties réelles distinctes, le quotient ^- a toujours une
limite qui est, en général, la racine dont la partie réelle est la plus grande, mais qui peut exceptionnellement, pour certaines intégrales, être égale à une des autres racines.
II. — Sur une classe particulière d'équations linéaires auxquelles s'applique une transformation de Laplace. Équations à coefficients du premier degré et équations à coefficients constants.
9. Les équations dont nous voulons parler sont les équations de la forme
d"iY p d'n-iy
OÙ les coefficients P sont des polynômes de degré/?. Nous traiterons dans cette Section le cas le plus simple de/? — i, qui est d'ailleurs cehii où la méthode réussit d'une manière complète.
Cherchons, avec Laplace, à exprimer j^-- à l'aide d'une intégrale
I v{z)e^^dz
dans laquelle les limites a et [5i sont des quantités indépendantes de X, que l'on déterminera ultérieurement, et v{z) représente
CERTAINES CLASSES d'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. SjO
une fonction inconnue de z. On aura
dx
Calculons les produits
dv d»'
ix'' ' dx"'^
En intégrant par parties, il vient
^y=J ^'xe--^dz = {ve-^-)l^— f'^.^'-^dz,
Supposons la fonction r et les constantes a et ^3 telles que
(t'e^^)f = o, ..., (vz"'e^^)l = o. En posant
Po^aox-hbo, ri = atx-i-bi, ..., p,^^ = a^^x -^ b,„, l'équation dilTérentielle devient
r^ r d(çz"^) , n
I 1^ _ ao ~^^_ h bovz'" — • • . e--^dz = o.
L'expression entre crochets ne dépend pas de x. Nous égalerons donc tout naturellement à zéro cette expression pour déterminer ç, qui se trouvera alors satisfaire à une équation de la forme
P(;) et Q(:: ) étant des polynômes de degré 77i en z.
En nous plaçant donc dans le cas général où les a et b sont des P. — 111.
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constanles quelconques, on aura
dz _ Q(c) _ ^ , X,
^ni
et l'on prendra
V = eV-^iz - cciy^^' (- - '^2)^- . . . (^ — a,„)^-"'.
Il S'agit maintenant de déterminer a et p; c'est ce qui peut se faire de manières variées.
10. Quand A|, Ao, . . . , A,« ont leurs parties réelles positives,
ou pourra prendre
a = ai, p = a/ (/'= •^,, . . ., m)
et intégrer en prenant un chemin quelconque de a, à a/. Les
conditions
{vzf^e-^^)l^-o (A- -1,2, ...,m)
sont bien vérifiées, puisque (^ s'annule alors pour z :^=^ oc et pour z- = p. On obtiendra ainsi m — i intégrales visiblement holomorplies dans tout le plan ; il résultera de ce que nous allons dire plus bas qu'elles sont linéairement indépendantes.
On peut obtenir ces m — i intégrales d'une manière un peu difïerente qui conviendra, quels que soient les signes des parties réelles des À. Nous procéderons comme nous l'avons fait plus haut dans le cas des intégrales hypergéométriques (p. 3o3). Soit a un point quelconque. Nous considérons un chemin fermé C, partant de a et y revenant, après avoir tourné autour de a,, et jjareillement un chemin fermé G^ partant de a et y revenant après avoir tourné autour de a^. Nous allons prendre
le chemin total d'intégration étant formé des parties suivantes : C, parcouru dans le sens positif, puis Go parcouru dans le sens positif, ensuite G| parcouru dans le sens négatif, et enfin Go parcouru aussi dans le sens négatif. Dans ces conditions, la fonction V retrouve à la fin sa valeur initiale, et les conditions voulues sont bien vérifiées. (Chaque combinaison (a,, a/) nous donne ainsi une intégrale holomoiphe.
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n. On peut adopter bien d'autres chemins d'intégration; les chemins suivants vont nous conduire à m intégrales, dont il sera intéressant d'étudier les valeurs pour x réel positif et très grand. Nous nous plaçons dans le cas tout à fait général où aucune relation spéciale d'égalité n'existe entre les coefficients de l'équation différen t ie lie .
Prenons un des points a, soit a,. Par ce point je mène du coté des \ négatifs une parallèle P à l'axe ; des quantités réelles, en ayant posé
Nous allons prendre, comme chemin d'intégration, une sorte <le l^cet ayant son origine à TinGni négatif sur cette droite P. Le
Fis. 24.
/? Vôj
point a représente dans la figure le point à Tinfîni sur P; le lacet se compose de la portion a/?, d'un cercle G de rayon r, et de la portion /?j3, le point ,3 coïncidant à l'infini avec a sur la droite P. En supposant que la partie réelle de x soit supérieure à celle de — [Ji, l'intégrale correspondante
eV--{z — a,)>M ... (z — oL„^)>me-^dz
aura un sens, et les conditions complémentaires seront vérifiées. Nous obtenons donc ainsi m intégrales de l'équation différentielle. Nous allons chercher comment se comportent ces intégrales pour X positif et très grand.
Nous ne diminuerons pas la généralité en supposant a, = o et remplaçant x par x — [jl, ce qui revient à supposer que ui = o. Nous avons alors l'intégrale
•X (^z — 'j.i")>-i . . . {z — a,„ y-m e-^ dz.
Prenons d'abord l'intégrale
....{z— oc,nyme--^dz.
Je dis qu'elle tend vers zéro, quand x augmente indéfiniment en étant positif. On a, en effet, pour z négatif et inférieur à — /•,
£ étant une quantité positive convenable. L'intégrale sera donc en valeur absolue moindre que la valeur absolue de l'intégrale
iz[x-z)(;lz, c est-à-dire
et tendra, par conséquent, vers zéro pour x = 00. Pareillement le produit de l'intégrale par x^, k étant une constante quelconque, tend vers zéro pour x infini.
Il faut maintenant étudier l'intégrale le long du cercle C, en partant de p et y revenant. Nous commencerons par envisager l'intégrale
f z^e--^dz
le long de ce cercle, et par chercher la limite du produit
a:-X+i / z^e-^dz
pour ^ = 4- GC. Posons x z = — y\ nous aurons, à un facteur numérique près, l'intégrale
y>e-ydy.
prise le long d'un cercle F de rayon rx, et en partant du point rx dans le plan de la variable complexe t. Cette intégrale est une fonction bien déterminée de A; quand A a sa partie réelle supérieure à — i, on voit de suite que l'intégrale a pour valeur
et par suite, pour x --- c/:, nous avons la limile
[cA-^^ — \)y{\~-\),
r(>,4- i) désignant la fonction eulérienne de deuxième espèce. Ce résultat sera général, quelle (jue soit la valeur de la partie
réelle de A. On remarquera que ce produit est difTérent de zéro, sauf quand A est un entier positif ou nul. Quand A est un entier néo;atlf, la fonction F devenant infinie, le produit n'est pas nul.
Si nous revenons maintenant à l'intégrale proposée, nous développerons, pour z de module suffisamment petit,
en série de la forme
et, en appliquant alors le résultat que nous venons de trouver, il apparaît que le premier terme de ce développement donne seul une limite différente de zéro, quand, multipliant l'intégrale par ^'1+', on fait X = -^ yz (on exclut, bien entendu, le cas où )v, serait un entier positif). Quelques explications sont cependant nécessaires pour être complètement rigoureux.
Reprenons, en supposant, comme il est permis, le rayon /■ du cercle G suffisamment petit, le produit
Désignons par [\,t le reste de la série
Ao-T- A,^-T-. . .
f[uand on s'arrête après le terme AnZ-'^- On sait que, étant donnée une série entière, on peut trouver deux nombres ijl et p, tels que
I A„i <:Jip«,
et l'on aura alors
1 / p Nous avons à étudier la somme
[ a7>M+i j AQz'>^xe-^dz^...^x>-i+i f \„z'''+"e-^dz
On voit de suite, en posant zx = —y, que la dernière intégrale
est égale a
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en désignant par A un lacet dans le plan de la variable y partant du point r^ et j revenant, après avoir tourné autour de l'origine. Son module est donc, à un facteur numérique près ne dépendant que de ).|, moindre que le module de
Donc, quel que soit x^ on peut prendre n assez grand pour que le reste de la somme S soit inférieur à tel nombre qu'on voudra, car on peut supposer r^ <C i • ^n fera maintenant croître x indéfiniment, et pour les autres termes de (S), qui sont en nombre fini, on n'a qu'à appliquer ce que nous avons dit plus baut. Le premier seul donne une limite différente de zéro.
Nous pouvons donc conclure en disant que, sauf le cas exclu, le produit de l'intégrale par ^^i+' a une limite finie et différente de zéro pour ^-— + 00.
On a supposé a, =. o. En donnant à a, une valeur quelconque et rétablissant le terme dépendant de a, nous reviendrions à l'inté2:ralc
: CeV-^{z — a,)>M ...{z -- 'x,nj>-me^^dz,
relative au lacet qui correspond à a|. Pour être ramené au cas de a, = o, il suffit de remplacer z par a, -\- z, et c'est par suite au produit
que nous avons à appliquer le résultat qui vient d'être établi. Nous avons donc le théorème suivant, qui résume cette discussion :
En désignant par y, L^ intégrale coirespondant à aj, le produit
a une limite finie et différente de zéro pour x = -f- 00.
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12. Les ni poinls singuliers a nous donnent ainsi m intégrales
ri, y-i, ••.. j/"-
Z<? théorème précédent va nous permettre aisément de démontrer qu'elles sont linéairement indépendantes. Supposons, en effet, que nous ayons la relation
CijKi — C272 — • . --^ G,„j',« = o.
Rangeons les a dans Tordre
aj, aj, . . . , a,,,,
en supposant qu'ils soient ainsi rangés par ordre décroissant de grandeur de leur partie réelle; nous aurons
Faisons tendre x versPinfîni^ tous les termes, sauf le premier, ont zéro pour limite, puisqu'on a
et le premier facteur a une limite finie, tandis cjue le second tend vers zéro. Nous aurons donc
Cl = 0
et, en continuant ainsi, nous trouverions G2 = . . . = C,„ = o.
Le théorème est, par suite, établi.
13. Xous avons supposé que nous étions dans le cas général. Bien des cas particuliers peuvent se présenter; leur étude ne présente pas de difficultés sérieuses. Contentons-nous de considérer le cas où il j aurait deux racines égales pour le polynôme P(-) (§ 9). Nous aurions alors, en supposant a, ^^ 7.0,
ciz A2 Aj A3
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ol, par suite,
On pourra toujours considérer un lacet analogue à celui que nous avons formé tout à l'heure, qui nous donnera une première intégrale. On voit moins immédiatement comment on pourra avoir une seconde intégrale, celle qui correspond à un chemin joignant a, à ao quand ces deux points sont distincts. Il est possible d'approcher du point a, de telle sorte que \> tende vers zéro. Soit
:; — «1 = p ( cos 0 H- / sin 0 ) et soit
_'^?_ ^ i L [cos (G -H a)— /sin(() h- a) I.
Il faudra que cos (8 -f a) soit négatif. Il j aura donc une certaine direction a, ^, et d'un certain côté de celle-ci (à droite par exemple dans V^fig. ^5) on aura les directions pour lesquelles
Icnd vers zéro, quand z se rapproche de a,. Si l'on [)rend alors un chemin partant de a, dans une de ces directions et revenant
en a, également à droite de a, ^, mais après être passé à sa gauche, l'intégrale correspondante ne sera pas nulle en général et donnera une seconde solution de l'équation linéaire correspondant à la racine a, .
14. Indiquons, comme exemple, une équation rencontrée {>ar Bessel dans des recherches de ^lécanique céleste
(Ji y ci y
dx^ dx -^
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En appliquant les résultats précédents, on a
dv
et, par suite,
On a ici
aj = — i, a, = -i- i.
En particulier, Tinlégralc liolomorplie sera donnée par l'intégrale définie
qui n'a de sens d'ailleurs que si la partie réelle de m est positive. En changeant z en zi^ on ramènera immédiatement l'intégrale précédente à la forme
dont le développement en série entière est bien facile.
lo. Clierclions encore ce que donne la méthode de Laplace pour une équation à coefficients constants
En posant
y= I ve--^dz,
et faisant la substitution dans le premier membre de l'équation différentielle, il vient, comme résultat de la substitution,
/ i>/(z)e-^-dz, *- a.
en posant
f{z) = ai z"' -^ «1 ^'«-i -^ . . . ^^ a,,,.
Nous ne pouvons pas ici former d'équation différentielle donnant r. L'application immédiate de la méthode ne donnerait donc que ç = o. Mais l'intégrale précédente sera encore nulle si nous
^;>^SEJJBRA^
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prenons a -— ^3, et si nous intégrons le long d'un contour fermé à l'intérieur duquel le produit
soit holomorphe. Ainsi, l'équation proposée sera vérifiée si l'on prend
P(^) étant holomorphe dans une aire limitée par un contour le long duquel on prendra l'intégrale qui donne y. La méthode de Laplace conduit donc tout naturellement à la méthode dHntêgration des équations à coefficients constants développée par Cauchy dans un Chapitre de ses anciens Exercices.
On retrouve facilement de cette manière la forme élémentaire des intégrales des équations à coefficients constants. Soit a une racine multiple d'ordre /> de l'équation caractéristique
et considérons un contour C n'enveloppant que cette racine. Nous pouvons prendre
G(^) étant holomorphe dans G et les constantes A étant arbitraires. Nous avons à calculer
Jf ve'"-^' dz.
Pour avoir le résidu de rc^^-^, on pose z ^= y. -j- Ji ; il faut prendre le coefficient de j dans le développement. On trouve ainsi immédiatement
e^'^ (Go-h C^x-^- . . . ;- C,,^yxn-^ ),
expression dans laquelle les C sont, comme les A, des constantes arbitraires. On obtient donc ainsi les/? intégrales correspondant à la racine multiple d'ordre p.
Faisons encore une remarque intéressante relative aux équa-
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lions à coefficients constants. Je prends Tintéorale
Je long d'un cercle C, ajant l'origine pour centre et comprenant à son intérieur toutes les racines de f{z-). Montrons qu'on peut déterminer le polynôme P(^) d'ordre m — i, de telle sorte que
dy d"'-\v
^' dx"" ' dx"^-^
aient des valeurs données à V avance pour x = o. On a
Or soit, pour z très grand,
A,, . . ., A„i seront arbitraires si V{z) est un polynôme arbitraire d'ordre m — i. Les valeurs des A se trouveront déterminées de proche en proche en fonction des valeurs initiales de y et de ses dérivées jusqu'à l'ordre m — i. On peut remarquer qu'il résulte de là que C ensemble des intégrales correspondant à chacune des racines de Inéquation caractéristique forme bien un système fondamental.
III. — Application de la transformation de Laplace au cas
général.
16. Nous n'avons étudié dans la Section précédente que le cas où les polynômes P (§ 9) sont du premier degré. Arrivons à l'équation générale
où les coefficients P sont des polynômes de degré/? en x.
Nous reprenons l'intégrale
iNous avons plus haut transformé, au moyen de l'intégration par parties, les produits
dy d"^ y
-^ dx dx"'
Considérons maintenant les produits
dy d"iy
xPy, xi> -f , . . ., xP -— •^-. •^ dx dx'"-
Nous nous servirons à cet effet de la formule d'intégration par parties généralisée, à savoir
- ^^V _ 6^/^-1 V _ f/U di^^^ _^ \P " ~ dzP-^ dz "dzP^^
*-*u .rv^</..
dzP
, dz.
dzP
On a ici
xPy Tzz I vxPe^^'dz.
Nous poserons donc
U = P, V = e=^, et l'on aura alors
xPy^{vxP-^e-^)l -f^^xP-'-e-A ^-. . . — (— i)p-i T e--^ ^''^
Semblablement, pour réduire
xP ,- - = / vz '« xPe-^ dz, dx"' Ja
on posera
U = vz"\ V = e-^, et l'on a ainsi
c?'«v , . .R X , T'^ dPivz'n) ,
dx"^ '^ */a '^-^'^
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Soit maintenant
Po = Go xn —...,
et considérons dans l'équation différentielle transformée Tintégrale définie qui j figure. Cette intégrale est
La quantité entre crochets ne dépend pas de x. En l'égalant à zéro, nous obtiendrons une équation linéaire et homogène en r d'ordre/?, dont les coefficients sont des polynômes de degré /// en z. Ce sera l'équation
dp V
(6) (Go.- - Gi.— i-f-, ..- G,,) ;^, --...= o.
Si Ton peut choisir une fonction ç satisfaisant à l'équation précédente, et si l'on peut, par un choix convenable de a et [3, s'arranger de manière que les termes intégrés soient nuls, on aura une solution de l'équation proposée. Les termes intégrés sont de la forme
^'^ L <i^" Ja^ U=o,i,2 m )
On voit donc que la transformation de Laplace ramène (-intégration de V équation proposée d'ordre m à celle d'une équation d'ordre p.
17. M. Poincaré, dans le Mémoire déjà cité, a montré comment on pourrait réaliser toutes les conditions exigées pour l'application de la méthode, et comment, de plus, on peut ainsi étudier les valeurs des intégrales de l'équation proposée pour .r très grand et s'en allant à Tinfini dans une direction déterminée, que nous pouvons supposer d'ailleurs, sans diminuer la généralité, être la direction positive de l'axe réel.
Nous supposons aussi que Cq n'est pas nul, c'est-à-dire que les degrés de P,, . . . , P,„ ne surpassent pas celui de Vq, Enfin , il
n'existe aucune relation particulière d'égalité entre les coefficients des polynômes P.
Désignons par aj , a^, . . . , y.m les racines de l'équation
Go 5'" + C 1 ^'«-1 -4- . . . -f- G,„ =rr O.
Ce sont les points singuliers de l'éqnation linéaire (6) donnant v. L'équation (6) a, dans le voisinage de chacun de ses points singuliers, m — r intégrales holoniorphes ( ^ ), et l'on a une /?i'^'"'' intégrale de la forme
cp, [z) étant liolomorplie dans le voisinage de a,.
Gomme nous l'avons fait dans la Section précédente, menons par le point a^ une parallèle D à l'axe réel du côté des ^ négatifs (^ n= ^ -|- r/]). Nous allons prendre pour v l'intégrale non liolomorplie dans le voisinage de a,. Quand ;: s'en va à l'infini dans cette direction, nous savons (§ 2 de ce Chapitre) que l'on peut trouver un nombre ^ tel que
dv d"t V
' dz ' dz'"-
tendent vers zéro, quand :; s'éloigne ainsi à l'infini et, en augmentant a s'il est nécessaire, il en sera de même des produits
dv d'"^ V
dz ' ' dz'"- '
quel que soit l'exposant v.
En désignant, comme précédemment, par a et p le point à l'infini sur la droite D, les conditions (-) seront vérifiées si x est positif et suffisamment grand. On formera encore le lacet consi-
(») Nous nous appuyons sur ce que l'équation c/'" y f/"'"' y
où les/? sont holomorphes clans le voisinage de x ^ o, admet m — i intégrales holomorphcs autour de ce point. On voit, en eiïet, de suite, en substituant une série entière dans le premier membre de l'équation, que les ni — i premiers coefficients peuvent être pris arbitrairement, les centres se déterminant de proche en proche. Quant à la convergence^ elle se démontre par les procédés de compa-
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déré au § 10, et nous obtiendrons ainsi \\n système de m intégrales
ru j'i, ••-. y m
correspondant respectivement aux points a,, a^, ..., a„j. Nous n'avons maintenant rien à changer aux raisonnements développés dans le § 11, et nous avons donc encore la conclusion suivante :
Les produits
tendent vers des limites finies et différentes de zéro [sauf le cas d'un A entier et positif) quand x tend vers -r x.
18. Dans un second Mémoire sur les intégrales irrégulières des équations différentielles linéaires (*), M. Poincaré a complété le résultat précédent en montrant qu'on pouvait en déduire certaines expressions asymptotiques. Nous avons trouvé au § 11 que le produit
peut se mettre sous la forme
I x'i-^^ j Xoz''ie-^'dz — . . .
^>ie-^dz
les intégrales correspondent au lacet L, dont les deux extrémités sont à l'infini dans la direction indiquée et qui tourne autour de :; = o.
L'intégrale le long de L se compose d'une partie rectiligne et d'une partie circulaire le long de G. Pour la partie rectiligne, nous savons que le produit de l'intégrale par une puissance quelconque de X tend vers zéro quand x augmente indéfiniment. Bornons-nous donc à considérer
^>i-i I Aoz'>-ie--^dz-r-...~x^-^'^ I Anz'>'i+"e--^dz-^xfi^^ f RnZ>ne-^dz. -^c .'c Je
(') H. Poincaré, Sur les intégrales irrégulières des équations linéaires (Acta matheniatica, t. VIII).
liappelons-noiis, d'autre part, que peut s'écrire
Or, le produit de l'intégrale
^ rx
par une puissance quelconcfue de x a pour limite zéro pour x infini. De même le produit du dernier terme de (S) par ^" a zéro pour limite quand x augmente indéfiniment. Pour le voir reportons-nous encore au § 11 et au dernier terme de la somme S
a7>»+i Tr,,^
\e'-^'ch
Le nombre n est maintenant déterminé. D'après l'expressioi de R/i, on voit de suite que le module du produit de
«^1 Tr^^î
est, à un facteur numérique près indépendant de x^ moindre que
celui de l'expression
I |jp«+ï
Le produit étudié tend donc bien vers zéro pour x = oc. Il en résulte c[ue, si l'on pose
/r pioduit
tend vers zéro pour ^ = H- oo. C'est ce que l'on exprimera en disant que le produit
est représenté asyniplotiquement par la suite ]S.
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Reprenons l'expression de l'intégrale
Il résulte du paragraphe précédent que
CQ tendant vers zéro avec - : nous avons remplacé r(X, 4- 2), . . .,
r(A, -+-n) par leurs valeurs en fonction de F (a, -f- i). Écrivons ce développement sous la forme
Yi = ea.o-^-A.-i (p^^h ^_^^^ ^ :
En étudiant de la même manière l'intéîïrale
d\\ dx
on trouve immédiatement le développement
£, tendant vers zéro et les termes, à l'exception de —e'^^'^x~'^'~K
provenant de la différentiation dey,, quand on néglige — • On a finalement, en allant jusqu'à la dérivée d'ordre m^
dx"' V ^ x'^ x'^j
z,n tendant vers zéro avec -, et les termes, à l'exception de celui
qui contient £,«, provenant de la dérivation 7?i^^'™'^ de r,, quand
on néglige ^^.
Substituons ces valeurs de j, et de ses dérivées dans le premier membre
l"'y CiXP -^... d'"-\y CpXP -h.
dx"' ' CoX/^ — . . . dx'"-^ ' "'~^ CoXP -r-..."^
III
SgO CHAPITRE XIV. — CERTAINES CLASSES d'ÉQUATIONS, ETC.
de l'équation différentielle; les coefficients des puissances successives de - dans le résultat de cette substitution doivent s'annuler,
puisque n est un entier qui peut être aussi grand qu'on veut. Les constantes a<, \^ et les coefficients P sont donc ceux qu'on obtient, quand on cherche à écrire que l'équation est vérifiée par une série de la forme
(P P Po H î- -f- — !- 4- .
Or^ c'est là un problème que nous avons déjà cherché à résoudre (Chapitre XI, § 22); nous avons trouvé m valeurs de a<, et à chacune de ces valeurs a correspondu un développement de la forme précédente. L'expression que nous venons de trouver pourjKi coïncide donc avec un de ces développements, et nous avons vu que ceux-ci sont en général divergents. INous arrivons donc au théorème suivant, dû à M. Poincaré {loc. cit.) :
Les m développements divergents de la forme
Pi P2
représentent asvmptotiquement m intégrales de Inéquation différentielle , quand x grandit indéfiniment en étant positif.
Nous avons, dans tout ce qui précède, supposé que x augmentait indéfiniment en étant réel et positif. D'après ce qui a été dit au § 3, il est possible d'étendre cette théorie au cas où x s'éloigne à l'infini avec un argument déterminé quelconque; mais il est important de remarquer que les rn développements divergents de la forme précédente ne représenteront pas asjmptotiquement, pour tout argument, les mêmes intégrales. Pour certaines valeurs de cet argument, il j aura passage brusque d'une intégrale à une autre, du moins en général. ^
I. — Équations à coefficients constants
i. Nous allons indiquer dans ce Chapitre quelques classes d'équations intégrables. Déjà nous avons trouvé, en appliquant la méthode de Laplace (Chap. XIV, § lo), la forme des intégrales des équations différentielles à coefficients constants; ce type esl le premier dont Euler ait donné l'intégrale générale.
Reprenons cette question pour la traiter d'une manière plus élémentaire. Soit l'équation à coefficients constants
(Jmy d'"-l y
En posant y = e--^" et faisant la substitution dans le premier membre de cette équation, il vient, comme résultat de la substitution,
oii f(z) désigne le polynôme
On voit donc que, pour avoir une solution e--^ de l'équation proposée, il suffit que z soit racine de l'équation caractéristique
Supposons d'abord que cette équation algébrique de degré m ait toutes ses racines distinctes : on obtiendra m solutions dis-
P. — III. on
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tinctes de l'équation proposée en prenant pour z les m racines de l'équation caractéristique, soit a,, aa, ..., a^^. Pour s'en assurer, il suffit de considérer le déterminant formé par ces m solutions et leurs m — i premières dérivées. Ce déterminant, en désignant par s la somme des racines de l'équation caractéristique, peut s'écrire
^sx
e''^n(a/— :Lk).
Il n'est pas nul, puisque toutes les racines sont distinctes, et, dans ce cas, la solution du problème est complète.
2. Supposions maintenant que l'équation /(s) = o ait une racine multiple a d'ordre/? ; nous aurons bien encore la solution e^^, mais les considérations précédentes ne nous donnent que cette solution. Cherchons à exprimer j)^ à l'aide d'une fonction de la forme
où V désigne une fonction inconnue de x. On trouve immédiatement que le résultat de la substitution dans l'équation proposée est
r dv
et, comme
i .1. . .p dxP
puisque la racine a est d'ordre /?, on voit qu'on satisfera à l'équation proposée en prenant pour v un polynôme arbitraire de degré » — i ,
où les C sont des constantes arbitraires. A la racine multiple d'ordre/», correspondent donc/? intégrales particulières, et, dans tous les cas, que l'équation caractéristique ait des racines simples ou des racines multiples, on trouve ainsi m solutions particulières de l'équation linéaire. Mais, pour que la solution du problème soit complète, il importe de montrer que ces m solutions forment
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bien un système fondamental, c'est-à-dire qu'il ne peut exister de relation linéaire et homogène entre ces m solutions (*).
Considérons donc les racines distinctes a,, ao. x^ ajant
des degrés de multiplicité quelconques; nous aurons prouvé que les m solutions précédentes sont distinctes, si nous démontrons <[u'il ne peut pas exister une relation identique de la forme
(A) Pi 6^.-^-+- P,_e-^^^-^...-r-P„e^nX = o,
où Pi, P2, . . ., P/i désignent des polynômes entiers en j:, sans que les P soient identiquement nuls. La démonstration est immédiate dans le cas 71 = 1 et n = 2.
Si /z=:i, c'est-à-dire si l'équation caractéristique a une racine multiple d'ordre /??, la relation linéaire et homogène précédente prend la forme
e^.-^(Go-f-G,.r--...-C,„_,^'"-i) = o,
<e qui exige Cq = C, = . . . = G,„_, = o. Si /i = 2, on devrait avoir
Pjea,^__ p.,ey:^ = o, <e qui est impossible, car on aurait alors
(3r une fonction rationnelle ne peut être égale à une exponenlielle qui est une fonction périodique et admettant un point essentiel à linfini.
Il nous suffit maintenant de démontrer que si une identité de la forme (A) est impossible pour n — i exponentielles, elle est aussi impossible pour n exponentielles.
En posant
l'égalité
Pi e^.-r -+-...— P„e'^„^ = o
(') Ce point a déjà été établi d'une manière indirecte (page 882) à propos delà métliode de Laplace; la démonstration du paragraphe suivant est plus élémentaire et plus directe.
devient
et, dans cette identité, toutes les lettres p sont différentes de zéro et différentes entre elles. Si [x — i est le degré de ?< , différentions jA fois cette identité, le terme Pi disparaîtra et nous devrons avoiiidentiquement
Dans cette identité, le nombre des ^ est égal à /^ — i, les coefficients des exponentielles sont des polynômes en x^ qui devront être identiquement nuls, puisque le théorème est supposé établi pour n — I exponentielles. Donc P2 est un polynôme qui doit satisfaire à l'équation différentielle à coefficients constants
^!^P2 Q ^H--iP2
dont l'équation caractéristique est visiblement
La solution générale de cette équation est
Elle ne peut se réduire à un polynôme, puisque [3, est différent de zéro, que si tous les G sont nuls. Donc P2 est identiquemenl nul. Il en est de même des autres polynômes et le théorème est démontré.
4. Au lieu d'une seule équation, considérons maintenant un système d'équations différentielles linéaires et homogènes du premier ordre à coefficients constants
dvi
-^ = «^21^1 -^ «22/2 +. ..-H Cl,„iyni,
dy
, — «//Jl7l + «/«272 -+-...+ Cimmyni'
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C'est le cas qui se présente en Mécanique lorsqu'on étudie les petits mouvements au moyen des équations de Lagrange, et en se bornant au premier ordre.
On a un système de solutions en posant
yi= Aie>^-^, jr2 = Ao^^-^,
oii les A désignent des constantes et À un nombre convenablement choisi.
En effet, en substituant dans les équations proposées et supprimant e^'-^, il vient
Al («11 — X) H- Ao^io
• •+ A,„ a 2 fil
Al a,
-}- Ao CL/ni
ce qui exige que A satisfasse à l'équation caractéristique de degré m
fW
«ml
«/«2 ^min '^
Si les m racines de cette équation sont distinctes, à chacune d'elles correspondra un système de valeurs pour A,, Ao, .... A,,^ et, par suite, un système de solutions pour jr<, JK25 • • • j y m- Aux m racines distinctes correspondent donc m systèmes de solutions particulières.
5. Supposons maintenant que l'équation /( A) = o ait des racines multiples. Pour traiter ce cas de la manière la plus rapide, nous reviendrons aux expressions deyi, y .2-, .... y m par des intégrales de la forme
yi= j Vi{z)e-^dz
prises le long d'un contour fermé, et dans lesquelles les c sont des fonctions à déterminer.
Substituons dans les équations différentielles : nous aurons m
intégrales qui devront être nulles :
[^l(^ml -f-t^2«//r2 -i- . . . ^ V,n(a,nm— '^)] e--^ dz
Ces équations seront satisfaites si l'on prend pour Pi, (^2, -"j^m des fonctions telles que les multiplicateurs de e^-^ se réduisent à des fonctions iiolomorphes de i; à l'intérieur du contour le long duquel on intègre. Nous pourrons, par exemple, déterminer les fonctions ç à l'aide des m équations linéaires non homogènes
Via^i +f2(«22 -3) -+-...+ Pm<22/« =0,
^'l«/nl -^^2 a ,,12 -^- . -H- ^w(«/«m— -) = O,
où P(^) désigne une fonction holomorphe arbitraire.
Le déterminant des coefficients de ces équations est précisément f{z), et, si l'on désigne par 'i>i(^), • . . , 'lim{z) les mineurs du premier ordre correspondant à la première ligne, on tirera des équations précédentes
UZ)P(Z) ^m(^)P(z)
Il reste à fixer le contour d'intégration. Soit a une racine multiple d'ordre/» de l'équation caractéristique
nous considérons un contour C n'enveloppant que cette racine. Nous avons alors à calculer, pour obtenir les y, les résidus des fonctions (^. On trouve ainsi immédiatement, pour la fonction r, par exemple, que ce résidu est de la forme
OÙ les R désignent des polynômes déterminés en œ de degré/? — i .
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On pourra donc poser
^1 =.ex^[A, R,(>)— ...-H ApRplo-)],
et l'on aura ponr ji'o, y,„ des expressions semblables, avec les
mêmes constantes arbitraires A, mais avec d'autres polynômes R. On voit donc ainsi qu'à une racine multiple d'ordre p du poly nome caractéristique correspondent/? systèmes de solutions.
II. — Sur une classe d'équations à coefficients rationnels et à intégrale générale uniforme.
6. Nous allons considérer maintenant une équation à coefficients entiers,
où les P sont des polynômes en x, dont le degré est au plus égal à celui du premier d'entre eux Po-
On suppose que V intégrale générale est uniforme, et que tous les points singuliers à distance finie appartiennent à la classe particulière étudiée par M. Fuclis (Gh. XI, § 9). Seul, le point à l'infini peut présenter une singularité essentielle.
Halphen a donné, au sujet des équations précédentes, une proposition très intéressante, que nous allons faire connaître ('). Remarquons de suite que si l'on pose
R(^) étant une fonction rationnelle, l'équation différentielle en :; restera de même forme, c'est-à-dire que ses coefficients seront encore des polynômes, le premier étant de degré supérieur ou égal à celui des autres. Cela étant, on peut fixer a priori les pôles .r<, X2i ... de toute intégrale, et leurs ordres maxima de
(') Ces équations ont été étudiées par Halphen dans une Note des Comptes rendus {t. Cl, p. 1288; i883); il les regardait comme un cas limite des équations à coefficients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme. Nous avons suivi dans le texte la méthode donnée par M. Camille Jordan dans le Tome III de son Traité d'Analyse (page 21 3).
multiplicité, que nous désignerons par jx, , jji^, ... Si l'on fait alors la transformée
{X ^1 jlJ'i(a? — X.2)\^J. . .
nous aurons une équation
dont l'intégrale générale sera une fonction holomorphe dans tout le plan. En posant maintenant z = Ze«-^, où a est une constante, on aura encore une équation de même forme dans laquelle le coefficient de Z est
On peut choisir a de manière que dans ce coefficient le terme de degré le plus élevé en x disparaisse. Ecrivons alors l'équation en Z
(3) - Ro^^^-...-f-R,„Z=o.
Le polynôme Rq est alors d'un certain degré/?, les autres polynômes R sont au plus de degré/?, sauf R,„, qui est au plus de degré p — I . On aura
7— ^ ao -i- 1 ,
nu {x — ai)
en désignant par ai les diverses racines de Ro- L'équation fondamentale déterminante relative à ai est
l^a somme de ses racines est
Puisque l'intégrale générale est holomorphe autour de x^=^ai^ ces racines sont nécessairement entières, non négatives et inégales (sans quoi il y aurait des logarithmes dans les développements). Leur somme est donc au moins égale à
, , mim — f) o — I -h 2 4-. . .-f- (/?i — i) ou — ^ -.
(XTNIVERi
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Donc a/ est un entier négatif ou nul et, par suite,
la sommation s'étendant aux différents points singuliers at.
Ceci posé, supposons que R,„ ne soit pas nul identiquement. En
posant -r- '=1^ ■) on a
et, en différentianl,
" dx"^ ^ ^ ' dx"i-^
L'élimination de Z entre ces deux équations donne //'"Z' d'^-'^Z'
(4) Ro R,. -d^-y^K- Ri) R- - RoR;.] ^^— 3r --•••-= o
et cette équation est toujours du même type. Le rapport des deux premiers coefficients est dans cette équation
Ro Ro Rw
Le coefficient de - dans le développement de ^ est égal à y?, et
R' dans -—^ il est au plus égal k p — i , puisque R,„ est au plus de de-
gré/? — I . Donc, pour l'équation (4) en Z', si l'on forme la somme analogue à Sa/, on trouvera une somme supérieure à celle que l'on a trouvée pour l'équation (3) en Z.
On pourra raisonner sur l'équation (4) comme on a raisonné sur l'équation (3), pourvu que le dernier coefficient ne soit pas nul, et l'on continuera ainsi tant que l'on ne sera pas arrêté.
Or, on ne peut continuer indéfiniment ces transformations, car la somme désignée d'une manière générale par Sa est un entier négatif, qui augmente à chaque transformation. Il arrivera donc un moment où l'on aura une équation dont le dernier coefficient sera identiquement nul; par suite, comme ces équations correspondent aux dérivées successives de Z, il y aura une intégrale de l'équation (3) dont la dérivée d'un certain ordre se réduira à une
constante. L'équation (3) admettra donc un polynôme comme intégrale particulière et, par suite, en revenant à l'équation (2), en tenant compte du facteur exponentiel, on aura une intégrale
de la forme
e«'^-G(ir), (t(^) étant un polynôme.
Et nous avons enfin, pour l'équation donnée (i), une intégrale
de la forme
S{x) étant une fonction rationnelle.
7. Nous pouvons maintenant démontrer facilement le théorème d'Halphen, d'après lequel un système fondamental d^ intégrales de l'équation (i) est, sous les conditions indiquées, formé par les fonctions
e«.-^Si(a7), e«2^S2(^), ..., e«m^S,„(^),
les S étant des fonctions rationnelles et les a étant des constantes qui ne sont pas nécessairement distinctes.
Admettons que le théorème soit établi pour une équation d'ordre /??— 1 , nous allons le démontrer pour une équation d'ordre m. Cette équation admet, d'après ce qui précède, une intégrale de la forme
si l'on pose
y ^y\ j udx,
l'équation en u sera d'ordre m — 1 , elle appartiendra au même type, et son intégrale générale sera uniforme, puisque
" "~ dx V Ji / Soit donc une intégrale de l'équation en w, de la forme
e^^ S ( 07 ) , S(;r) étant rationnelle; il correspondra, pour y, une intégrale
y—yx I e^^'^S{x)dx.
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Cette fonction jK doit être uniforme; or, en faisant la réduction d'une intégrale
on sait qu'on est conduit à une fonction de la forme
2 étant rationnelle, et à une somme de termes de la forme j^-^ dx ^ r e>^-^' dx
les coefficients A, B. . . . étant des constantes ; si tous ces coefficients ne sont pas nuls, nous aurons des termes logarithmiques dans les développements et, par suite, l'intégrale ne sera pas uniforme. Aux /?i — i intégrales de l'équation en «, formant par hypothèse un système fondamental , correspondent par conséquent m — I intégrales de l'équation en y qui, avec y^, forme un système fondamental de cette dernière équation, et le théorème est démontré.
8. On peut adjoindre bien aisément au théorème d'Halphen une réciproque. Considérons une équation linéaire dont un système fondamental serait formé par les m fonctions
e«.-^Si(:r), e^2-^S.2(x), ..., e«".-r S,„(a7),
les S étant des fonctions rationnelles et les a des constantes qui ne sont pas nécessairement distinctes. Il est évident que ces fonctions, supposées linéairement indépendantes, satisfont à une équation linéaire d'ordre m, dont les coefficients sont rationnels. En mettant les coefficients sous forme entière, ces coefficients deviennent des polynômes, et l'on a alors une équation de la forme
dx"' dx"'-^ -^ '
les P étant des polynômes. Il faut prouver, et ce sera la réciproque du théorème d'Halphen, que le degré de Pq est supérieur ou égal aux degrés <^e P,, . . . , P,„.
Le théorème est immédiat pour m == i, car si
y = e«i-^Si(a-) on aura
dx _ S', (:r)
Or, si Si(^) représente la fonction rationnelle ^, %^^- est , , , ^ ^i(^)
égal a
irv— uv'
UTV
et le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. Si l'on suppose maintenant le théorème établi pour m — i fonctions de la forme indiquée, nous allons l'établir pour m fonctions de même sorte. Considérons les m fonctions
obtenues en divisant par e^i^Si (^) les termes de la suite donnée. (]es m fonctions satisfont à une équation à coefficients entiers
d'^^z d»^-^z dz
Il n'y a pas de terme en z^ puisque l'équation doit être vérifiée pour z = constante. Or, si l'on pose
on aura l'équation d'ordre m — i
qui admet pour intégrales
dx\ ^,r dx
e..-aM^\, ..., ^ (..».-«.- y
et ces expressions sont de la forme indiquée. Le théorème étant vrai pour m — i expressions, le degré de Qo n'est inférieur à celui d'aucun des autres polynômes Q<, . . ., Q,«_«.
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Si maintenant dans l'équation (5), qui est du type cherché, nous posons
e^^^Siix)
l'équation transformée en y reste du même type, comme nous l'avons déjà dit plus haut, et nous avons finalement l'équation cherchée en y, où le premier coefficient est d'un degré au moins égal à celui d'un quelconque des autres.
III. — Des équations différentielles à intégrale générale uniforme
pour tout point d'une surface de Riemann.
Cas de p = I : équations à coefficients doublement périodiques.
9. Considérons une équation dont l'intégrale générale ii serait uniforme et régulière dans le voisinage de tout point (x^y) d'une surface de Kiemann définie par une équation algébrique f{^,y) = o. Les coefficients d'une telle équation, quand le premier d'entre eux est supposé égal à un, sont des fonctions du point analytique (.r, y), restant non seulement uniformes et régulières dans le voisinage de tout point de la surface, mais restant déplus uniformes sur la surface entière; ce sont donc des fonctions rationnelles de x et y. Nous avons donc une équation de la forme
-i ^- Pi —j ; H-. . .-^ P,«M = O,
dx"^ dx^-^ '
où les P sont des fonctions rationnelles de x et y. Cette équation n'est pas quelconque, puisque nous supposons que, dans le voisinage d'un point quelconque de la surface, l'intégrale générale est uniforme. L'intégrale générale n'est d'ailleurs pas uniforme sur la surface tout entière, c'est-à-dire que si l'on part d'un point et qu'on y revienne après avoir décrit un contour fermé, l'intégrale pourra ne pas reprendre la même valeur. Il n'en serait nécessairement ainsi que si le genre de p de /(^jy) = o était égal à zéro, auquel cas la surface de Riemann se réduit à un plan simple.
Traçons sur la surface de Riemann les p rétrosections (T. II,
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j). 879 et suiv.) et le contour total K, rendant la surface simplement connexe, formé par les p rétrosections et certaines lignes les joignant deux à deux à la manière d'une chaîne. La surface étant rendue simplement connexe, toute intégrale de l'équation différentielle devient uniforme si le point (^, y) ne traverse pas le contour K. Si nous prenons deux points a et b sur une rétrosection, de part et de l'autre de la coupure C, par exemple (se reporter à la figure de la page 891, T. IT), et que
Ml, U2, . . . , u„i
représente un système fondamental d'intégrales, celles-ci, quand on passera de a en ^, sans traverser K, se retrouveront avec d'autres valeurs, qui seront nécessairement de la forme
an Ml -^ «12 M2 -4- . . . ^- a^^ Um ,
«21 Ml -t- «22 M2 -I- . . . -r- «2/« ^^ m ■:
(^ni\ Ml -!- «/«2 M2 -r- . . . -r- dniin M/« ,
les a étant des constantes. Une certaine substitution linéaire correspond donc à la coupure G; il en sera de même, pour chacune des parties des rétrosections, et l'on a ainsi ip substitutions linéaires. Quant aux lignes joignant deux à deux les rétrosections, il ne leur correspond pas de substitutions nouvelles, c'est-à-dire que les substitutions correspondantes sont des produits des substitutions précédentes et de leurs inverses. Ainsi, par exemple, supposons, comme dans la figure de la page Z^jCf (T. II), que la rétrosection (CD) soit la dernière de la chaîne; prenons deux points sur pq, dont l'un est sur un bord de cette coupure et l'autre sur l'autre bord. Désignons par S et 2 les substitutions linéaires correspondant respectivement aux coupures G et D, sur lesquels on aurait marqué un bord positif et un bord négatif, ces substitutions correspondant au passage du bord positif au bord négatif; la substitution correspondant k pq s'obtiendra en faisant le produit des substitutions
qui correspond à la rétrosection (G, D) tout entière. Nous avons donc, pour tout chemin tracé dans le plan, à combiner les 2/>
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substitutions
(6) Si, 2„ S2, 2o, ..., S,„ v^^
correspondant aux p rétrosections. Il y a entre ces 2/> substitutions une relation facile à obtenir. Si l'on décrit le chemin K tout entier, la substitution correspondante doit être la substitution unité, puisque ce contour rend la surface simplement connexe. Soit d'abord p = 2; en partant d'un point de la coupure/?^ et en y revenant après avoir décrit le contour K, nous aurons en choisissant convenablement les sens positif et négatif sur les rétrosections
SiSiSY*l7»S2^.2S7^^i* = i.
La relation a une forme moins simple, si p est supérieur à deux; prenons/? = 3, et supposons que les rétrosections se suivent en chaîne dans l'ordre i, 2, 3. On aura, en dénommant convenablement les rétrosections et choisissant convenablement les sens positif et négatif,
S.v.S-iv-i<2,Q V Q-iv-iv,S-iv-i — ,
et il n'y aura aucune difficulté à obtenir la relation analogue pour p quelconque ( ' ).
Les substitutions (6) ne sont pas, en général, échangeables, c'est-à-dire que Je produit de deux quelconques d'entre elles dépend de l'ordre des facteurs. C'est cette circonstance qui fait toute la difficulté de la théorie des équations précédentes et ne permet pas d' en faire une tJiéorie simple; aussi nous nous bornerons au seul cas où, en général, les substitutions sont échangeables, je veux dire le cas de p ^r:: i .
10. Soit donc maintenant/? =:^ i . Il n'y a qu'une seule rétrosec-
tion et deux substitutions
S„ Si.
Elles sont échangeables ; c'est ce qui résulte de ce que la substitution correspondant à la rétrosection est la substitution unité.
(') A la fin de son Mémoire Sur tes fonctions à multiplicateurs {Acta Ma- Ihematica, t. XIII), M. Appell consacre quelques pages aux équations qui nous occupent et indique quelques exemples.
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(3n a ainsi
d'où l'on déduit immédiatement
SiSi = Ei8,,
c'est-à-dire que le produit des deux substitutions S, et Sj est indépendant de l'ordre des facteurs.
Nous pouvons donner une autre forme à l'équation différentielle ([ui nous occupe; exprimons à cet effet les coordonnées x ely à l'aide de fonctions doublement périodiques d'un paramètres. Si // désigne l'intégrale générale de l'équation, la fonction u de z sera uniforme dans tout le plan de la variable complexe z, puisqu'elle était uniforme dans le voisinage de tout point (^, y) de la surface de Riemann. INous avons donc une équation de la forme
f/fn II (^lni—\ Il
les p [z) étant des fonctions doublement périodiques de z aux périodes co et w', et l'intégrale générale étant une fonction uniforme n'aj'ant , à distance finie, d'autres points singuliers que des pôles.
Les deux substitutions 84 et S,, considérées plus haut, correspondent respectivement au changement de s en s + co et z -\- oj'; et dire que ces substitutions sont échangeables revient à dire que toute intégrale reprend la même valeur quand on change z en s + to, puis dans le résultat z en z -\- co', ou bien quand on change z en z -\- w', puis dans le résultat z en z -\- to, ce qui est évident puisque l'intégrale est uniforme.
\\. Dans ses mémorables recherches sur quelques applications des fonctions elliptiques (i), M. Hermite avait considéré une intégrale particulière du type (E) : c'est l'équation de Lamé
^=[n(/i-f-i)A-2sn2.-H-;i]jK,
(') Gii. ViERsni^, Sur quelques applications des fonctions elliptiques {Comptes rendus, années 1877 ^^ suivantes).
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OÙ sn:; désigne la fonction elliptique de module k^ n un entier positif et h une constante quelconque. M. Hermite avait montré, par un calcul direct, que l'intégrale de cette équation pouvait être obtenue à l'aide des transcendantes de la théorie des fonctions elliptiques. Le résultat qui se présente pour l'équation de Lamé n'est pas fortuit; des circonstances analogues se présentent pour toute équation différentielle du type (E), c'est-à-dire pour toutes les équations linéaires à coefficients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme (^).
Partons donc d'une équation (E) à intégrale générale uniforme, et désignons par
un système fondamental d'intégrales. Les fonctions
seront aussi des intégrales, puisque l'équation linéaire ne change pas quand on change ; en ^ -7- to.
On aura donc
Ol(^-f- W) = «iiOi(^) — ai202(^)-i-.. .+ «l,„'-p,„(^), •)
les a étant des constantes. D'après le théorème fondamental relatif à la réduction des substitutions linéaires (voir p. 20^ de ce Volume), on peut trouver une combinaison des cp à coefficients constants
■ /i(^) = ai?i(-)-^..--^a,„ç,„(^),
qui se reproduise à un facteur constant près, quand on change z en z-\-{ù. En général, on aura m combinaisons de cette forme; mais, dans tous les cas possibles, on en aura au moins une. Soit/*, une telle combinaison; j'envisage la suite des fonctions
qui sont toutes des intégrales de l'équation. Entre les /z 4- i pre-
(') E. Picard {Comptes rendus, 21 juillet 1879, 19 janvier et 16 février 1880, et Journal de Crelle, Tome XC). Voir aussi le Tome II du Traité des /onctions elliptiques (I'Halphen-, et le Tome III du Traité d'Analyse de M. Jordan. P. - m. 28
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mières de ces fonctions, n étant inférieur ou égal à m, existera une relation homogène et linéaire à coefficients constants, puisque Téquation ne peut avoir plus de m intégrales linéairement indépendantes. En prenant pour n le plus petit nombre possible, nous aurons
fi{z-\- nw') = bifi{z)^ àofi{z -^ w')+. . .-4- bnfi[z-^{n—i)bi']^
h\ étant différent de zéro, puisque autrement on aurait une relation linéaire entre les ii premières fonctions de la suite. Posons
f^{z -h m') = bifi(z) -{- . . .-{- b,Jn(z).
En appliquant encore le même théorème sur les substitutions linéaires, on voit qu'il existera une combinaison linéaire
se reproduisant à un facteur constant près, quand on change z en z -^ is>' \ cette combinaison linéaire ne sera certainement pas identiquement nulle, d'après la façon dont on a choisi le nombre n. D'autre part, la fonction ^{z) se reproduit aussi comme /<, à un facteur constant près, quand on change ^ en ^ + w. Nous avons donc pour intégrale une fonction ©(5), jouissant de la propriété suivante
UL et \x! étant deux constantes. M. Hermite, qui, dans le travail cité, a fait une étude approfondie des fonctions uniformes à discontinuités polaires jouissant de la propriété précédente, les appelle des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, en réservant le nom de fonctions doublement périodiques ordinaires ou de première espèce aux fonctions de cette nature correspondant à jjl ;= ]j!z=i\. Avec cette terminologie, nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui est fondamental dans cette théorie :
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Toute équation E admet toujours pour intégrale une fonction doublement périodique de seconde espèce.
Le théorème précédent ne souffre aucune exception ; si l'on se borne au cas général, on pourra aller plus loin. Nous avons trouvé une fonction de seconde espèce comme intégrale de Téquation différentielle, or la méthode qui nous y a conduit donnera en général m intégrales de cette nature, et l'on peut dire par suite que les écjuations E ont en général un système fondamental d'intégrales qui sont des fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
12. On peut obtenir facilement, dans tous les cas, la forme des autres intégrales de l'équation donnée. Soit -i/, [z) l'intégrale doublement périodique de seconde espèce qu'admet toujours l'équation; en posant
y = ^,{z) f\dz\
on aura pour Y une équation d'ordre m — i, du tjpe E, dont l'intégrale générale sera aussi uniforme, puisque
dz\'b,{z)
Elle admettra donc une intégrale '^-^-li^) doublement périodique de seconde espèce, et l'on continuera ainsi de proche en proche, de telle sorte qu'on obtient le système fondamental
y, ='l,{z)J^,{z)dz,
yz =^,{z) f^,(z)dz f^h,{z)dz,
ym
'b,{z)J'}.,iz)dz f. . .J6,n{z)dz
bm étant des fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
13. Si l'on veut aller plus loin, il est nécessaire d'introduire les transcendantes de la théorie des fonctions elliptiques. Je ren-
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verrai, pour l'étude de ces transcendantes, au Cours lithographie de M. Hermite.
La fonction H(^) de Jacobi va jouer le rôle essentiel ; c'est une fonction entière de :; satisfaisant aux deux identités
U(z-{-oi ) = — H(^)
(JÙ
(0 et iù' étant les deux quantités que Jacobi désigne par 2K et ii¥J.
M. Hermite a montré comment on pouvait décomposer en éléments simples toute fonction doublement périodique de seconde espèce. Considérons une telle fonction F(^) dont les multiplicateurs |JL et [jl' ne puissent être mis sous la forme |Jt. = e^^^ '^J -.= e^^\ en désignant par h une constante convenable; l'élément simple est alors la fonction
Hiz)
on peut choisir les constantes Q et X de manière que les multiplicateurs de cette fonction, qui est une fonction doublement périodique de seconde espèce, soient [x et p.'. On aura alors
(5) F(^) = S [Ao/(^ - «) + ...+ AaDa/(^ -^ a)] ,
la sommation s'étendant aux différents pôles a de F dans un parallélogramme (to, to'); les A sont des constantes et le symbole D^^ désigne une dérivée d'ordre a.
Dans le cas particulier 011 l'on a
M. Mittag-Leffler a montré que cette formule devait être modifiée (*); on a alors, comme élément simple,
et il vient
(6) F{z) = aoe^^^ -h I.[Aof(z- a) -h. . .-i- AaD^fiz- a)];
(') Mittag-Leffler {Comptes rendus, 2G janvier 1880).
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dans cette expression les A ne peuvent pas être des constantes arbitraires : on a la relation
Z(Ao-i- Al /i -+-... -^A^h^)e-f'^ =o.
Ce résultat s'applique en particulier pour h = o, cas où la fonction est doublement périodique de première espèce.
La dérivée logarithmique de H(^) se présente constamment^ on la désigne par t{z).
En posant donc
on aura
T^ étant une constante.
j^. Nous avons dit qu'en général on aurait pour une équation E un système fondamental formé d'intégrales de seconde espèce. Il est intéressant de rechercher dans tous les cas possibles la forme des intégrales.
Prenons une équation E du second ordre; on a, comme nous l'avons vu, deux intégrales
^\{z) et '}2(^) étant des fonctions de seconde espèce. Nous devons nous rendre compte de la nature de l'intégrale yo qu^ P^r hypothèse, est uniforme.
Si les deux multiplicateurs de 60 ne sont pas de la forme e^^, e^^' . on devra, dans la formule (6), avoir tous les Aq égaux à zéro, sinon l'intégration donnerait des logarithmes, et l'on pourra prendre, par suite,
L'intégrale y 2 sera, comme y^ , une fonction de seconde espèce : c'est le cas général.
Supposons maintenant que les multiplicateurs de ôo soient e^" et e^^\ alors -b^ sera de la forme (6), et si nous supposons h ^ o,
l'on aura d'abord les Ao nuls et l'intéeration donne
'^,{^)dz = '^ e/-+ S[A,/(^ - a) -^. . .-- AaDa-i/(^ _ a)]
avec la relation
Z ( Al + . . . -f- Aa /i^-0 e^'« = o.
L'intégrale JK2 ainsi obtenue sera encore une fonction de secondes espèce.
11 ne nous reste plus qu'à considérer le cas de /i = o ; on a
alors
<];2(^) = «0 -H 2:[Ao^(^ - «) +. . .+ AaDa^(^ _ a)].
Tous les Ao devront être nuls, pour que l'intégrale soit uniforme, et nous aurons par suite pouryo un polynôme du premier degré, par rapport à ^ et aux Ç(^ — a), avec des coefficients qui seront des fonctions doublement périodiques. Gomme d'ailleurs
la différence
est manifestement une fonction doublement périodique, nous pouvons dire que Vintégrale JK2 se présente sous la forme cV un polynôme du premier degré en z et ^(-s) dont les coefficients sont des fonctions doublement périodiques aux mêmes multiplicateurs.
lo. Considérons maintenant une équation E du troisième ordre ; nous avons les trois intégrales
Ji = ^1 5 72
^i I ^2dz, yz = ^i I ^idzj ^sdz,
^i7 ^21 ^3 étant des fonctions doublement périodiques. Nous connaissons la force analytique des deux premières; nous avons à rechercher la forme de ^-3 supposée uniforme. L'expression
^2 I '\>zdz
est uniforme; si elle est doublement périodique (de première ou de seconde espèce), nous sommes ramené au cas précédent. Dans
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le cas contraire, celte expression sera, d'après ce qui précède, de la forme
P, Q, R étant doublement périodiques, et l'on peut admettre que ^ = o n'est pas un pôle de Q et B, car, s'il en était autrement, il suffirait de remplacer z par a + -, a étant une constante arbitraire, pour réaliser la circonstance que nous venons de dire. On peut en outre supposer que tout pôle a de l'expression (7) est distinct de zéro. Nous avons donc à chercher la nature de l'intégrale
qui est une fonction uniforme. Soit a un pôle de (7), et désignons par/?, q, r les résidus correspondants de P, Q, R. On devra avoir nécessairement
et comme a -7- w sera aussi un pôle, on aura pareillement
jj ~ q t{a) — r {a -i- to) = 0.
On en conclut /• = o, et prenant ensuite le pôle a + to', on aura
donc /? = o, q ^= o. Les résidus des fonctions Q et R sont donc nuls pour tous leurs pôles, et l'on peut, par suite, écrire
Q, et R, étant uniformes. L'intégrale cherchée devient donc
elle est ramenée, en intégrant par parties, à
J[P-Qir(^)-Ri]^--- Si Q et R sont des fonctions de seconde espèce, nous pourrons
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prendre pour Ç)^ et R< des fonctions également de seconde espèce, et nous aurons par conséquent une intégrale du tjpe déjà étudié : y 3 est encore un polynôme du premier degré en ^ et t^(;3) à coefficients doublement périodiques.
Si P;, Q et R sont des fonctions de première espèce, Qi et R, sont de la forme
a et b étant des constantes et o (z) une fonction doublement périodique de première espèce. Notre intégrale prend alors la forme
A, B, C, D étant des constantes, et y(^) une fonction de première espèce. L'intégration par parties nous donne des termes en
et il reste une intésfrale de la forme
[it:{z)^^iz)]dz,
X étant une constante et <J^(^) une fonction de première espèce, intégrale qui se réduit elle-même à un polynôme en 5 et Ç(:3).
En résumé, V intégrale y^ se mettra sous la forme d'un polynôme du second degré en
z et ^(^)
dont les coefficients sont des fonctions doublement périodiques de z aux mêmes multiplicateurs ,
Le théorème que nous venons de démontrer pour m^=^i et m z= 3 est général, et il a été démontré pour la première fois par M. G. Floquet dans toute sa généralité (*); on peut l'énoncer ainsi :
Dans tous les cas, Vintégrale générale d^une équation E,
C) G. Floqukt {Comptes rendus, t. XCVIII, p. 82). On pourra aussi consulter à ce sujet le Tome II du Traité des Fonctions elliptiques cI'Halpiien (page 542).
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cV ordre m^ pourra se mettre sous la forme d\in polynôme en z et 'Ç{z) de degré m — i, les coefficients de ce polynôme étant des fonctions doublement périodiques aux mêmes multiplicateurs. On peut l'établir en procédant de proche en proche, comme nous l'avons fait pour m = 2 et pour /?i = 3 ; mais nous ne nous y arrêterons pas.
16. Gomme exemple d'équation E, nous devons reprendre l'équation, déjà citée, de Lamé sous la forme que lui donne
M. Hermite,
-r4 — [n{n-^ i)/:2sn2^ — /i]j = o.
(tz~
On voit aisément que l'intégrale générale de cette équation est uniforme. Les périodes sont ici 2K et ii¥J^ et il n'j a pour le coefficient dey que le seul pôle ilsJ dans le parallélogramme des périodes. Les racines de l'équation fondamentale déterminante relative au point i¥J sont
— n et n -~ i.
D'après les théorèmes généraux de M. Fuchs, il j aura une intégrale correspondant à la plus grande racine, c'est-à-dire de
la forme
y, = {z-iK')n^^^{z),
'^j{z) étant holomorphe, différent de zéro pour z = /K' et ne renfermant que des termes d'ordre pair. Pour la seconde intégrale y^^ il pourrait y avoir un logarithme, puisque la différence des racines de l'équation fondamentale est un nombre entier; mais il est aisé de voir qu'il n'y en a pas. On a, en effet, l'équation n'ayant pas
de terme en -,-> dz
d'où l'on conclut
d- Yi d' yc,
rcdz
G étant constante. Puisque j^J ne renferme que des termes d'ordre pair, l'intégration ne pourra donner aucun logarithme. L'intégrale générale de l'équation de Lamé est donc uniforme.
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Indiquons, sans approfondir ce sujet qui nous mènerait trop loin, ]a marche à suivre pour trouver l'intégrale. Nous savons que l'on peut donner à l'intégrale la forme
Aof(z - iK') -r-. . .+ A„_i D«-i/(^ - iK') en posant
Ù et 1 étant deux constantes, pour le moment arbitraires. En substituant cette expression dans le premier membre de l'équation différentielle, on aura, en posant ^ = jR'-j-£ et développant suivant les puissances croissantes de s, les termes à exposants négatifs en
Le premier terme disparaîtra de lui-même, puisque c'est en l'annulant qu'on a obtenu l'équation fondamentale déterminante. Il restera donc n -4- i relations homogènes et linéaires en A, dont les coefficients dépendront de A et de Q. On est donc conduit à deux équations en X et 11; et ceux-ci ayant été choisis, on aura les rapports des A. Nous avons écrit que le premier membre de l'équation différentielle, après la substitution, est une fonction doublement périodique de seconde espèce, qui n'a pas de pôle; il se réduit donc nécessairement à zéro et l'on a alors une intégrale. On démontre ainsi, pour l'équation de Lamé, l'existence d'une intégrale fonction doublement périodique de seconde espèce, et l'on a en même temps une indication des calculs à faire pour la recherche effective de cette intégrale. Soit F(^) l'intégrale précédente; F( — ^) sera aussi une intégrale, puisque l'équation ne change pas quand on change ;: en — z ] si A est arbitraire, cette seconde intégrale sera distincte de la première, et l'on a alors les deux intégrales fonctions doublement périodiques de seconde espèce
F(^) et F(-^),
(pii donneront l'intégrale générale de l'équation de Lamé. Soit, par exemple, /i = i, c'est-à-dire l'équation
CLASSES d'équations LINÉAIRES INTÉGRABLES. 4 '7
En effecLuanl les calculs qui viennent d'élre indiqués, M. Hermite trouve
Ù étant donnée par l'équation
S(z-) désigne une des fonctions introduites par Jacobi en même temps qne il{z) dans la théorie des fonctions elliptiques.
Je citerai encore l'équation de troisième ordre, que j'ai indiquée (Comptes rendus^ 1880) comme premier exemple d'une équation d'ordre supérieur au second intégrée au moven des fonctions elliptiques
h et hi désignant deux constantes quelconques, dont on démontrera aisément que son intégrale générale est uniforme. On trouvera dans les Applications des fonctions elliptiques, de M. Hermite (§ XXXVIII), d'autres exemples, dus à M. Mittag- Leffler, d'équations d'ordre supérieur au second rentrant dans la classe qui nous occupe.
17. Je terminerai ce Chapitre, en considérant avec Halphen une classe d'équations à coefficients doublement périodiques, ne rentrant pas immédiatement dans la classe que nous venons d'étudier, mais pouvant cependant s'y ramener au moyen d'un changement de fonctions (M.
Supposons que nous ayons une équation à coefficients doublement périodiques
dm y dfn-'^y
dont l'intégrale générale ne soit pas uniforme, mais pour la-
(') G. -H. Halphen, Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables (Tonie XXVIII ûcs Mémoires des Savants Étrangers ) .
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quelle le rapport de deux intégrales quelconques soit uniforme.
Si a^ est un point singulier, les racines de l'équation fondamentale déterminante devront être
vi, vi + ci, ViH-e'i, ...,
les e étant des entiers positifs et, de plus, aucun développement ne contiendra de logarithmes.
La somme des racines de Téquation fondamentale déterminante
relative à a<, c'est-à-dire
mvi + Se
sera égale à
a< désignant le résidu de p pour le pôle a^. Donc, si les points singuliers sont a,, «o, ..., ax, dans un parallélogramme, le produit
sera un nombre entier, puisque la somme des résidus de p pour les pôles <7<, . . ., ax est nulle.
Si nous rendons le parallélogramme m fois plus grand, nous aurons des points singuliers m fois plus nombreux, et alors la somme des v, qui leur correspondent, sera un entier. Plaçonsnous donc dans cette hypothèse toujours réalisable, et, conservant les mêmes notations que précédemment, nous aurons cette fois
2v = entier = k.
INoiis poserons maintenant
L'équation transformée en Y sera à coefficients doublement périodiques, s\j~~- est doublement périodique. Or, on peut prendre
on aura
CLASSES d'équations LINÉAIRES INTÉGRABLES. ^ig
qui sera doublement périodique, puisque Sv — A' = o. D'autre part, Y deviendra uniforme; on sera donc ramené, pour l'équation en Y, à une équation à coefficients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme. On ne doit pas oublier seulement qu'en général on doit considérer, pour cette équation transformée, le parallélogramme des périodes comme formé de m parallélogrammes de Péquation primitive.
I. — Sur les groupes de substitutions et les fonctions rationnelles de n lettres.
1. Nous nous proposons d'étudier, dans le Chapitre suivant, les analogies entre les équations algébriques et les équations différentielles linéaires. Il est donc indispensable que nous reprenions les théories algébriques, qui sont les analogues de celles que nous développerons ensuite pour les équations linéaires; c'est ce que je vais faire le plus succinctement possible (').
Désignons par
(') La bibliographie sur la théorie des substitutions et des équations algébriques serait bien longue à établir. Je me contenterai de citer quelques Traités généraux sur ce sujet; ce sont tout d'abord le Traité des Substitutions et équations algébriques (Paris, 1870) de M. Camille Jordan, dans lequel l'éminent Géomètre expose les recherches de ses devanciers et les siennes propres, et le Traité des Substitutions de M. Netto (Leipzig, 1882). Dans ces derniers temps ont paru en France deux Livres sur ces matières. L'un de iMM. Borel et Dracii expose en les développant les leçons de M. Tannery à l'Ecole Normale; il est intitulé Introduction à l'étude de la théorie des nombres et de l'Algèbre supérieure (Paris, Nony, iSgS); les auteurs se sont surtout préoccupés du point de vue philosophique et logique dans leur très intéressante exposition des théories algébriques. Le second Livre, dû à M. H. Vogt, intitulé Leçons sur la résolution algébrique des équations (Paris, Nony, 1895), est rédigé avec beaucoup de soin et se recommande particulièrement à ceux qui veulent étudier ces questions pour la première fois.
n lettres représentant n grandeurs indépendantes. On sait qu'on peut effectuer sur ces lettres des permutations en nombre \.i...n. Ces permutations sont les résultais que l'on obtient en écrivant ces lettres à la suite les unes des autres de toutes les manières possibles.
En posant N = i . 2 . . ./?, désignons par
So, Si, .... l>_i
les N permutations dont nous venons de parler. L'opération, par laquelle on passe d'une permutation à une autre, est dite une substitution. On peut représenter une substitution en écrivant entre parenthèses la permutation de laquelle on part et, au-dessus de celle-ci, la permutation nouvelle qui doit la remplacer. Comme l'ordre des éléments qui se correspondent n'intervient pas dans le résultat, on peut supposer que chaque substitution remplace les éléments d'une permutation fixe; par exemple, la permutation So qui représente ^,, x-^^ . , ., x„, par ceux de même rang d'une autre quelconque I/. Nous représenterons ainsi par
la substitution qui a pour etTet de remplacer les lettres de la permutation So par les lettres de la permutation S/. On désigne souvent par de simples lettres S, T, ... les diverses substitutions que l'on a à envisager. Il y a intérêt à considérer, dans l'ensemble des substitutions, la substitution
que l'on appelle la substitution identique ou la substitution unité ; cette substitution indique la conservation de l'ordre des lettres. On a alors N substitutions effectuées sur les n lettres^ nous désignerons ces substitutions par
(i) Si, S2, .... Sx,
la première substitution S, se réduisant à la substitution unité.
On désigne sous le nom de transposition la substitution qui
consiste à permuter seulement entre elles deux des lettres, les
n — 2 autres restant invariables. Toute substitution peut être regardée comme résultant d'une succession de transpositions. On le voit de suite en supposant le théorème vrai pour n — i lettres et l'étendant à n. Soit, en efl'et,
■^1? ^2 5 • • • 1 ^y.-! • • • 1 ^tit
remplacées respectivement par
Nous pouvons d'abord faire sur la première permutation une inversion entre x^ et x^^ ce qui nous donne
et nous n'avons plus à faire ensuite qu'à une substitution relative à /^ — I lettres.
Les substitutions les plus simples sont celles qui remplacent, dans une permutation, chaque élément par celui qui le suit, et le dernier parle premier; on appelle circulaire une telle substitution. Toute substitution de n éléments est circulaire ou se décompose en substitutions circulaires. Soit, en effet, x^ une lettre quelconque, x^^ celle qui la remplace lorsqu'on effectue la substitution, soit de même x^ la lettre qui remplace x^\ et ainsi de suite jusqu'à une lettre x\ qui sera remplacée par ^i . Nous aurons ainsi, dans la substitution, un premier cycle; une lettre non rencontrée donnera naissance à un autre cycle et ainsi de suite, de sorte que la substitution est bien décomposée en un certain nombre de cycles ou substitutions circulaires.
2. Si l'on effectue sur les x d'abord la substitution S et ensuite la substitution T, on aura une substitution résultante, qu'on appelle \q produit des deux substitutions S et T; nous la désignerons par
TS
en indiquant par là qu'o^ fait d^ abord la substitution S et ensuite la substitution T (*).
(>) On fait souvent l'hypothèse inverse; nous-même l'avons faite dans un Chapitre précédent. Nous conserverons jusqu'à la fin de ce Volume la convention faite dans le texte.
Il ne faut pas confondre les deux substitutions
TS et ST,
qui sont, en général, distinctes. Quand elles sont identiques, on dit que les substitutions S et T sont échangeables.
On appelle substitution inverse d'une substitution S, et l'on désigne par S~' la substitution représentant l'opération inverse; on a
ss-i = s-is = I.
Dans le cas où les deux substitutions S et T sont échangeables, on a, comme nous venons de le dire,
TS = ST; on en déduit
TSS-i = STS-i et, par suite,
T = STS-i.
3. Considérons maintenant une fonction rationnelle de n variables indépendantes
Quand on effectue sur
Xx, a".2 , • . . • x,i
toutes les substitutions (i), il peut arriver que la fonction ne change pas. On sait que la fonction cp est dite alors une fonction symétrique de ^,, X21 .,.., Xn et peut s'exprimer en fonction rationnelle des fonctions symétriques élémentaires
D'autre part, si la fonction 'o est arbitraire, on obtiendra N fonctions distinctes, quand on effectuera toutes les permutations possibles sur les x, c'est-à-dire les substitutions (i).
Mais il peut j avoir des intermédiaires entre les deux cas extrêmes dont nous venons de parler ; ainsi pour n^= ^ la fonction
ne prend que trois valeurs pour les vingt-quatre substitutions P. — III. 29
effectuées sur ^<, œ^, ^3, ^i- Ces trois valeurs sont visiblement cp lui-même et les deux expressions
Considérons donc l'ensemble de toutes les substitutions qui laisseraient invariable une certaine fonction cp(^,, x-,, . . ., ^/?), et désignons-les par (G) Si = I, S2, . . ., S;, ;
la substitution unité étant évidemment comprise parmi elles. Les substitutions précédentes forment un groupe, c'est-à-dire que les inverses et les produits de deux substitutions quelconques de la suite (G) appartiennent eux-mêmes à cette suite. Il en résulte qu'en combinant d'une manière quelconque, par multiplication, les substitutions de (G), on aura toujours des substitutions de la même suite. On appelle degré d'un groupe (G) de substitutions le nombre des lettres figurant dans ces substitutions. Uordre d'un groupe est le nombre /• des substitutions de ce groupe.
En particulier, à une fonction symétrique correspond le groupe général des i .2. . ./i substitutions relatives à n lettres. Nous appellerons ce groupe le groupe symétrique.
4. Une fonction rationnelle cp nous a conduit à la notion capitale de groupe de substitutions. On peut inversement concevoir a priori la notion de groupe de substitutions, c'est-à-dire d'un ensemble de substitutions telles que leurs inverses et le produit d'un nombre quelconque d'entre elles donnent une substitution de cet ensemble. On peut établir que, pour un tel groupe, il y aura toujours des fonctions rationnelles que laisseront invariables les substitutions du groupe, tandis que toute autre substitution modifierait ces fonctions. Considérons, en effet,
l'expression
(f = «0 -I- ai a^i -H a2 372 -I- . . . -t- «/, a7„ ,
lésa étant des constantes distinctes. Il est clair que cette fonction a 1,2..., n valeurs quand on effectue sur les x toutes les permutations possibles. Soit d'autre part G un groupe de substitutions d'ordre r\ débignons par
les /' valeurs que prend la fonction o pour les substitutions de ce groupe (cp, = cp), et formons le produit
<l> = ç, cp, . . . Op.
C'est une fonction rationnelle de x^j^o, . . .^ Xn que laissent invariable les substitutions du groupe, puisque ces substitutions permutent seulement les différents facteurs.
D'autre part, toute permutation S, qui ne fait pas partie du groupe G, ne laisse pas invariable la fonction <ï>. En effet, en effectuant sur cp une telle permutation, on obtient une expression ^\ différente de cpo, . . . , cp^, puisque les i . 2 . . . ;i permutalions donnent des résultats distincts. Si <I> restait invariable pour la substitution S, cp', ne pourrait différer de cp2, . . . , cpr que par un facteur constant. Mais si l'on avait
on aurait nécessairement A" = i , puisque ao n'est pas nul, et, par suite, cp', serait égal à cp^, ce que nous venons de dire être impossible.
5. Supposons qu'une fonction o prenne 0 valeurs quand on effectue sur les x toutes les permutations possibles, et soient c5,, Oo , . . . , cpp ces p fonctions. Toute fonction symétrique <ï> de cp,, cpo, . . . , cpp restera invariable quand on effectuera sur les x une permutation quelconque, puisqu'une telle permutation ne peut que changer l'ordre de ces fonctions.
La fonction ^ s'exprimera donc à l'aide des fonctions symétriques élémentaires. Il en résulte que cp,, cpo, ..., csg peuvent être regardés comme les racines d'une équation de degré p, dont les coefficients sont des fonctions symétricjues des variables; nous désignerons cette équation par
F(cp) = o.
6. Etant donné un groupe G, il existe une infinité de fonctions rationnelles dej:,, ^o? • • •> ^n^ que laissent invariables les substitutions de ce groupe. Nous allons démontrer, relativement à ces fonctions, un théorème d'une grande importance. Je dis que :
Deux fonctions appartenant au même groupe s'expriment rationnellement V une par Vautre.
Soit r Tordre du groupe G, dont nous représentons les substitutions par
(2) Si=i, S2, ..., S,..
Soit d'abord cpi une des fonctions correspondant à ce groupe : si a- désigne une substitution n'appartenant pas à G, la fonction cp, se changera en une autre fonction ^2 (]uand on effectuera la substitution a-. Toutes les substitutions
(3) a, aS„ ..., aS,
transformeront cp< en cp2) et ce seront les seules, car si S' désigne une telle substitution, la substitution
transformera cp, en elle-même; on aura donc
a-iS'=S, (t<r);
ce qui revient bien à
comme nous voulions le faire voir. Cherchons le groupe appartenant à la fonction o^- Si S" est une substitution de ce groupe, la substitution a-"' S" a- transformera cp, en elle-même. Donc
d'où l'on déduit que le groupe cherché est formé des substitutions
aS/J-i (f = 1,2, ..., /•).
On désigne ce groupe sous le nom de transformé du groupe G par la substitution a-. Si les substitutions (2) et (3) ne donnent pas Tensemble du groupe des permutations de n lettres, c'està-dire si
il y aura une substitution cr' n'appartenant pas à (2) et (3). Cette substitution transforme cp, en cpj, et le groupe de cpg est
le transformé de G par t', de même que le groupe de Ço était le transformé de G par ï. En continuant ainsi, on voit que, si la fonction '>p prend p valeurs pour l'ensemble des substitutions, on partagera cet ensemble en p groupes de /* substitutions, tels que (2), (3), ... ; on a évidemment
Cela posé, soit '|, une seconde fonction correspondant au groupe G et désignons par
les p valeurs de 6 correspondant respectivement aux substitutions (2), (3), .... Considérons les expressions
<pi l^^l -h Ç>2'|2 -•-• ••H-?p'|'pJ • • 7
Ces expressions sont évidemment symétriques en .r, , ^o» • • •? «^^w? puisque toute permutation effectuée sur les x ne peut que changer 'Zi en '^yi- et ^/ en 6^. Elles s'exprimeront donc à l'aide des fonctions symétriques élémentaires; posons donc
oP-^i^oP-^.-^..
..-i-cpP-'tlp^P
Nous pouvons tirer de ces équations du premier degré les valeurs de 'i^,, •^:., ..., '\r^. Considérons en particulier <i;, ; son expression sera symétrique par rapport à cpo, . . ., 'fp; or, ces dernières quantités sont racines de l'équation
comme il résulte du § o. Cette équation a ses coefficients rationnels en cp, et symétriques par rapport aux x. Il résulte immédia-
tement de là que 'i>i s^ exprime rationnellement à Vaide de cp,, comme nous voulions l'établir. 11 est bien entendu que dans cette expression rationnelle figurent comme coefficients de o< des fonctions symétriques des x,
La démonstration précédente permet d'établir un théorème plus général que celui que nous venons d'énoncer. Les deux fonctions 'h et cp n'ont pas besoin d'appartenir au même groupe. Supposons seulement que '^ reste invariable pour toutes les substitutions du groupe auquel appartient cp. Il arrivera alors que les fonctions désignées par
ne seront pas toutes distinctes, car il j aura d'autres permutations que celles du groupe G n'altérant pas la fonction ^h^. Mais cela importe peu pour la démonstration, et nous avons le théorème général suivant, dû à Lagrange :
Si deux fonctions rationnelles de plusieurs variables 'h et o sont telles que l'une ^ reste invariable pour toutes les substitutions du groupe auquel appartient cp, la fonction 'h s'exprime rationnellement au moyen de la seconde et des fonctions symétriques élémentaires,
7. Un exemple intéressant de fonctions, ayant plusieurs valeurs pour l'ensemble des permutations, nous est fourni par les fonctions entières ayant deux valeurs. Supposons qu'une telle fonction cp existe et désignons par
cpi et cpo
ses deux valeurs. Toute substitution S du groupe qui change cp, en elle-même changera aussi o^ en elle-même, car autrement S~' changerait cp< en cpo, tandis que manifestement S~^ change, comme S, cpi en elle-même. H y a donc deux genres de substitutions, les unes changeant cp, en cpo et cp2 en cp, , les autres changeant cp, et cpo en elles-mêmes. Envisageons la fonction
ce sera une fonction ayant deux valeurs égales et de signes contraires. On appelle alternée une fonction jouissant de cette
propriété de n'avoir, pour l'ensemble des permutations, que deux valeurs ésfales et de siennes contraires. Le carré d'une fonction alternée est une fonction symétrique.
Toute substitution pouvant être obtenue en faisant une succession d'inversions entre deux lettres, il est clair qu'il j aura au moins une inversion changeant le si^ne d'une fonction alternée F. Si cette inversion est entre ^^ et ^p, la fonction F s'annulera nécessairement pour ^a = xq, et sera, par suite, divisible par .r^ — x^. Ainsi F^ est divisible par (xa — x<^)- et, comme il est symétrique, il sera divisible par tous les binômes analogues. Donc F est divisible par la fonction u formée de facteurs linéaires
u = (Xi — X.2){.ri — X3) .. . {Xi — X„)j {T.2—T3) ... (Xo—Xn),
On voit d'ailleurs, de suite, que cette fonction u n'a que deux valeurs égales et de signes contraires. La fonction alternée F sera divisible par une puissance 7?i de u, qui sera impaire, car autrement le quotient
JL
serait encore alterné el, par suite, divisible par w; m ne serait pas alors la plus haute puissance de «, qui divise F. Nous pouvons donc écrire
F = S.zf, S étant symétrique.
Si nous revenons alors à la fonction 'j, on peut écrire
çi — cp, = iV]^u,
* 'fl H- ^2 = ^^-2,
Pi et Po étant symétriques; donc toute fonction à deux valeurs est de la forme
Toutes ces fonctions se ramènent donc à u^ c'est-à-dire à la racine carrée du discriminant des n lettres ^<, ^25 • • -5 ocn- H est clair, d'ailleurs, que la fonction u n'a que deux valeurs, puisque
loiite substitution ne peut que permuter l'ordre des facteurs linéaires et changer leurs signes.
Le groupe de substitutions laissant invariable la fonction u s'appelle le groupe alterné. Soient x^
les substitutions de ce groupe. Pour toutes ces substitutions, la fonction u prend une même valeur u^.
Raisonnons comme au § 6 : il y a, dans le groupe général des i .1, . . n substitutions, une substitution c qui n'appartient pas au groupe alterné, sans quoi u serait symétrique. Nous avons alors une seconde ligne
a, aS,, ..., a S,.
de substitutions transformant u^ en une autre fonction u^, et, comme u n'a que deux valeurs, les ir substitutions précédentes donnent toutes les substitutions du groupe symétrique. Donc
et, par suite, le groupe alterné est d^ ordre ' — On voit bien facilement qu'il est formé des substitutions du groupe symétrique se ramenant à un nombre pair de transpositions. Un second exemple nous sera fourni par la fonction
X1T2 -+■ CC3X
déjà considérée au § 3. Cette fonction a trois valeurs ; il y aura donc trois lignes dans le Tableau des substitutions du groupe symétrique mis sous la forme
Si,
rS„
aS^, ..
•'Si,
., <j'Srj
OÙ les substitutions de la première ligne sont celles qui laissent invariable la fonction. On aura donc
3/- = 1 .2.3.4 ou ;• = 8.
Le groupe des S est donc d'ordre huit.
SUBSTITUTIONS ET ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. ^Sl
II. — De la réductibilité des fonctions entières
8. La notion de réductibilité des fonctions entières joue un rôle capital dans la théorie des équations algébriques. Nous devons nous y arrêter un moment.
Définissons d'abord avec précision, comme le faisait Kronecker(^), ce qu'on doit entendre par domaine de rationalité. Étant donnés des paramètres R,, Ro, R3, . . ., que Ton suppose indéterminés et indépendants les uns des autres, nous appellerons domaine de rationalité l'ensemble des fonctions rationnelles de ces paramètres, les coefficients figurant dans ces fonctions rationnelles étant des nombres entiers. Le domaine le plus simple est formé par les nombres rationnels; il ne comprend aucun paramètre.
Le premier problème qui se présente est de reconnaître si une équation à coefficients entiers
admet une racine commensurable ; c'est là une question classique sur laquelle je n'ai pas à insister ici. Prenons maintenant une équation
(2) /(^,Ri,R2, R3, ...) = o,
dans laquelle les coefficients des puissances de x sont des fonctions rationnelles des R à coefficients eux-mêmes commensurables, et cherchons si cette équation en x peut être vérifiée par une fonction appartenant au domaine de rationalité. Ecrivons l'équation sous la forme
«o(Ri, R2, • . .)^'"4-«i(Ri,R2, ...)x'n-i -^.. . = o,
les a étant des polynômes en R à coefficients entiers. En posant
«o(Ri, R2, ...)oc=y,
(') Kronecker, GrundzLige einer arithm. Théorie der algebraischen Grossen {Festchri/t zum Kummer's Jubilœum, 1882).
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nous aurons une équation en y de même forme, mais où le premier coefficient sera l'unité.
S'il existe une racine x rationnelle par rapport aux R, l'équation en y aura une racine entière, et nous sommes donc ramené à la recherche d'une racine de l'équation
jK'« H- ^>i(Ri, R,, ...)j'«-i -+-... =0
qui soit une fonction entière de R, , Ro, . . . , formé avec des nombres rationnels. On trouve immédiatement une limite supérieure du degré possible de y par rapport à chacun des paramètres R,, Ro, ..., comme le montre, par exemple, la théorie des asymptotes. On fera donc la substitution à y dans l'équation d'un polynôme en R,, R2, . . . d'un degré déterminé, les coefficients A de ce polynôme étant indéterminés. En égalant à zéro tous les termes du résultat de la substitution, on aura un certain nombre de relations algébriques entre les coefficients A. Il ne s'agira plus que de voir si l'on peut y satisfaire par des nombres commensurables.
On aura d'abord à voir si les équations sont compatibles algébriquement; s'il en est ainsi, la résolution de ces équations se ramène, par des calculs où n'entre aucune irrationalité, à la résolution d'une équation unique à coefficients rationnels, et nous sommes ainsi conduit de nouveau au premier problème.
Supposons enfin que nous voulions reconnaître si l'équation (2) admet un diviseur rationnel de degré k. Je désigne par
les m racines de l'équation, et je forme l'expression (3) y—piti—p2t-2—'--—pkfk,
en désignant par /?,, /?2, . . . , /?a les fonctions symétriques élémentaires relatives à ^^,1 ^a,? • • • ? •^"ar Nous représentons par ai, a2, . . ., y./f k nombres distincts de la suite des m premiers nombres, et les t sont des paramètres arbitraires. En prenant pour les a toutes les combinaisons possibles des m premiers nombres k k k^ et formant le produit des expressions (3), nous aurons
n(7 —P^ h —Ptt^ -. ..—pkti,) = F(y, i,. ..., tA; Ri, «2. . .),
et nous avons à rechercher si l'équation
admet pour y une racine rationnelle en ^ et R et à coefficients comniensurables.
Une telle racine, que nous savons trouver d'après ce qui précède, devra être nécessairement de la forme
P\ti -\-pit.2-\-...-^phtkj
et, si elle est rationnelle, c'est que les fonctions symétriques p àe Xy_ ^ Xr^ , . . . , Xfx^ appartiennent au domaine de rationalité (R,,R2, ...)• L! équation est dite alors réductihle , et nous pouvons obtenir les différentes équations en lesquelles elle se décompose.
Une équation qui n'est pas réductible dans un domaine donné de rationalité est dite irréductible dans ce domaine.
9. Démontrons de suite une proposition fort simple, mais de grande importance, sur les équations irréductibles. Je suppose que, dans un certain domaine de rationalité, une équation algébrique ait une racine commune avec une équation irréductible : je vais montrer qu'e//e admettra toutes les racines de cette seconde
équation. Soit donc
F(^,Ri,Ro,...) = o
la première équation, et représentons par
/(^,Ri,Ro, ...) = o,
l'équation irréductible qui a par hypothèse une racine commune avec F. Nous pouvons former le plus grand commun diviseur 8(^, R,, Ro, . . .) entre F et/; ses coefficients appartiendront au même domaine de rationalité. Il faut nécessairement que 0 et / coïncident, car autrement/ ne serait pas irréductible; il est évident alors que toutes les racines de /appartiennent à F.
10. Nous allons généraliser le point de vue auquel nous venons de nous placer pour définir l'irréductibilité d'une équation, mais auparavant établissons une proposition qui nous sera
plus tard très utile. Etant donné un domaine de rationalité, considérons une équation de degré ?i
dont nous désignerons les racines supposées inégales par
X\ , X^^ ' ' ' 1 ^ Il 5
et soit
une fonction rationnelle telle que les i . 2 . . . /i valeurs numériques qu'elle prend, quand on permute les racines de toutes les manières possibles, soient toutes différentes, nous allons démontrer que les x^, X2, ..., Xn s'expriment en fonctions rationnelles de Y (^). Ce théorème joue un grand rôle dans la théorie de Galois, comme nous le verrons bientôt, et nous allons rapporter la démonstration qu'en donne l'illustre géomètre. Mais nous pouvons observer auparavant que le théorème est en quelque sorte évident, car V satisfait à une équation d'ordre i . 9. . . . n dont les racines sont distinctes, et à chaque valeur de V ne correspond qu'une seule valeur de ^i , Xo^ . . • , x,i^ puisque pour deux permutations différentes des .r on a deux valeurs différentes de V.
Ne nous contentons pas cependant de cette vue rapide , et cherchons comment on pourra trouver effectivement les expressions rationnelles des racines en fonction de V. Désignons par V| la valeur de V pour une certaine permutation, soit Xt, X2, . . ., Xfi. Laissons x^ fixe et permutons de toutes les manières possibles Xo^ ^3) ' . .', x,i^ nous aurons ainsi les jji = i . 2 . . . (/i — i) valeurs distinctes de V
Vi, V2, ..., \v.
Les coefficients de l'équation donnant ces valeurs de V seront symétriques par rapport aux racines de l'équation
(') Cette proposition se trouve au commencement du Mémoire célèbre de Galois, dont nous allons bientôt nous occuper. Elle est citée sans démonstration par Abel dans le Mémoire posthume Sur les Fonctions elliptiques.
et seront par suite rationnels en x,. Désignons cette équation par
(4) F(V, xO = o,
Fêtant un polynôme en V et X|. Il en résulte que l'équation en X
(5) F(Vi,^) = o
admet certainement ^, pour racine. L'équation (5) en x et l'équation
ont donc une racine commune Xi. Elles ne peuvent en avoir qu'une, car si X2 était racine de (5), on aurait
Or l'équation
admet pour racines les valeurs de V obtenues en transposant ^, et Xo dans les permutations qui correspondaient aux. racines de l'équation (4) ; cette dernière équation et l'équation (6) n'ont donc pas de racines communes, puisque toutes les valeurs de V sont distinctes. Ainsi l'équation (5) et l'équation
n'ont qu'une racine commune, et nous aurons pour cette racine commune x^ une fonction rationnelle de V, . On aura de même d'autres fonctions rationnelles de V, pour les autres racines X2, x-iy ..., Xn^ et le théorème est par suite démontré, en même temps qu'on a une marche à suivre pour trouver explicitement ces fractions rationnelles.
Deux corollaires du théorème précédent joueront dans la Seclion suivante un rôle capital.
Soit
l'équation donnant les i .2. ..n valeurs de V. Nous venons de voir que x^, X21 . . ., Xn sont fonctions rationnelles de V|. Gomme, d'autre part, une autre quelconque des valeurs de V est ration-
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nelle en Xi^ x^, • • • , ^nj elle sera aussi rationnelle en V, . Donc, toutes les racines de V équation W sont fonctions rationnelles de V une quelconque d^ entre elles.
En second lieu, supposons que l'équation ^ soit réductible, et prenons l'un de ses facteurs irréductibles
dont nous désignerons les racines par
Vi, Vs, ..., Vv.
Nous avons trouvé plus haut, pour les racines de Féquation
les R étant rationnels. Il est facile de voir qu'elles pourront être représentées aussi, quoique dans un ordre différent, par
(7) Ri(V/0, R2(V/0, ..., R«(V/,),
V/i étant une quelconque des racines Vi, Vo, ..., Vv En effet, l'équation /admet par hypothèse la racine R, (V< ) ; l'équation
/[Ri(V)] = o
est donc satisfaite pour V = Vi ; il s'ensuit qu'elle doit être satisfaite pour V2, . . . , Vv (§ 9). Les termes de la suite (7) sont donc des racines; il reste à prouver qu'ils sont distincts. En effet, si l'on avait par exemple
Ri(V/,,)-R-2(V/,) = o (/^F^O,
l'équation
Ri(V) — R2(V) = o
étant vérifiée pour Y == Va serait vérifiée pour V = Vj, ce qui n'est pas.
11. Indiquons encore une conséquence de la proposition précédente : Étant données un nombre quelconque d^ irrationnelles algébriques, on peut toujours les exprimer toutes en fonction d'une même irrationnelle. Soient, par exemple, deux
équations algébriques de degré tjt. et v
on pourra exprimer y et z en fonctions rationnelles d'une même racine d'une troisième équation algébrique dont les coefficients appartiennent au même domaine de rationalité. En effet, les racines
yi, 72, •••» yii'. ^u -2, ..., -V
sont racines d'une même équation algébrique
et, comme rien ne supposait plus haut c[iief(x) était irréductible, nous pouvons appliquer le théorème précédent, et exprimer ainsi les y et ^ en fonction rationnelle d'une irrationnelle auxiliaire V.
12. Nous pouvons maintenant généraliser le point de vue auquel nous nous étions d'abord placé pour définir Firréductibilité d'une équation. Nous avons jusqu'ici considéré le domaine de rationalité (Ri, Ro, ...). Nous pouvons adjoindre à ce domaine des fonctions algébriques de R,, Ro, ..., c'est-à-dire des racines d'équations algébriques
o{u, Ri, R,, ...) = o, ^(^, Ri, n., ...) = o, ....
Cela posé, une équation en x
f{x, u. V, ..., Ri, Ro, ...) = o,
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles à coefficients entiers de u, t', . . . , R, , Ro, . . . , sera réductible, si elle a une racine commune avec une équation de même forme et de degré moindre. D'après le paragraphe précédent, on peut supposer que l'on adjoint une seule fonction algébrique. Nous aurions donc l'équation
que l'on peut supposer irréductible au sens des paragraphes précédents, et l'équation
f{T, U, Ri, R,, ...) z= o,
qui peut d'ailleurs ne pas renfermer a. Il sera facile de reconnaître si cette équation est réductible au sens généralisé que nous adoptons maintenant. En procédant comme au § 8, il suffit de reconnaître si l'équation admet une racine fonction rationnelle de 11^ R, , Ro, ... à coefficients entiers. Or, si m est le degré de cp par rapport à w, une telle racine sera de la forme
37 = Ao-H Al ?i -h. . .-4- A^„-i u"i-'^,
les A étant des fonctions rationnelles des R à coefficients commensurables. En substituant cette expression dans l'équation /, nous aurons une relation de la forme
^{u, Ao, ..., A,,,_i, Ri, R,, '•') = o.
On ramènera toutes les puissances de u dans '^ a être au plus de degré m — i en se servant de l'équation (p, et l'on devra alors avoir une identité, ce qui donnera m équations pour déterminer les A. On est ainsi ramené au problème, déjà étudié, de reconnaître si des équations peuvent être vérifiées par des fonctions rationnelles à coefficients entiers de certains paramètres qui y figurent.
Gomme exemple d'une équation devenue réductible par l'adjonction d'une irrationnelle, il suffira de prendre l'équation
Elle est irréductible quand le domaine de rationalité est l'ensemble des nombres entiers. Elle devient au contraire réductible quand on adjoint l'irrationnelle u définie par
puisque l'équation peut s'écrire
d'oi!i il résulte que x'* — 2x'- — 3 admet le facteur x — u.
III. — Théorème fondamental de Galois; groupe d'une équation
algébrique ( ' ).
13. Arrivons maintenant aux principes si féconds introduits par Galois dans la théorie des équations algébriques. Nous commencerons par la notion fondamentale du groupe d'une équation algébrique. Nous partons d'une équation de degré n
fU) = o,
dont les coefficients appartiennent à un certain domaine de rationalité, et dont les racines sont inégales. Soit, comme plus haut, au § 10,
V = o(.r,, X.2, . . ., Xa)
une fonction rationnelle des racines, dont les i.2.../i valeurs sont différentes quand on permute les racines de toutes les manières possibles. On pourra^ par exemple, prendre, comme l'indique Galois,
V= aiXi-\- a-ix^-r- . . .-T- a,iX,i-,
les a étant des grandeurs arbitraires appartenant au domaine de rationalité. Désignons, comme plus haut (§ 10), par '}(V) un facteur irréductible de degré v de l'équation donnant les i . 2 . . . /i valeurs de V et soient toujours V, , Va, . . . , Vv les racines de ^. D'après ce que nous avons dit, les racines peuvent être représentées
(») Les Œuvres mathématiques d'Evariste Galois ont été publiées dans le Journal de Mathématiques (i" série, tome XI, 1846). La lettre écrite à Auguste Chevalier par Galois, la veille même de sa mort (29 mai iSSa), a été aussi insérée dans ce Volume. Le numéro de septembre i832 de la Revue encyclopédique contient une Notice nécrologique sur Évariste Galois, où l'on trouvera les renseignements les plus intéressants sur la destinée tragique de ce géomètre, d'un incomparable génie, mort à vingt ans.
Galois est surtout connu pour ses célèbres travaux sur les équations algébriques. Il avait fait en Analyse des découvertes au moins aussi éclatantes. Comme on le voit dans sa lettre à Auguste Chevalier, il avait approfondi l'étude des intégrales de différentielles algébriques, les avait classées, comme on l'a fait depuis, en trois espèces et avait trouvé le nombre de leurs périodes.
P. - IlL 3o
par l'une quelconque des lignes horizontales du Tableau suivant :
Ri(Vi), R.2(Vi), ..., R.(VO, Ri(V2), R2(V2), ..., R/,(V.>),
Ri(Vv), Ro(Vv), ..., R^Vv).
Chacune de ces lignes représente une permutation des racines Xi, Xo, .-., Xfi' J'ajoute que toutes ces permutations sont différentes, car, autrement, l'expression «, ^, + «2^2 -h- • • + <^0/-^// devrait être à la fois égale à V, et à Vo- Nous allons montrer qu'à ces pej^mutations correspond un groupe de substitutions. La première ligne se réduit à
X{^ X^, . . . 1 X II
Désignons par
Si = [, 8-2, . , ., Sv
les substitutions correspondant au passage de la première ligne à elle-même et à chacune des suivantes. Nous savons (§ 10) que
9^ étant une fonction rationnelle; le remplacement de \^ par 0^(Vi) donne la substitution S^. La substitution S^ donne donc la permutation
Ri[Oa.(Vi)], R2[0/,(Vi)], ..., R4^U.(V0J. ■
Si nous voulons maintenant effectuer sur cette permutation la substitution Sa, il faudra remplacer Vi parQA(V<); nous aurons donc la permutation
(8) Ri[0/,(0/,)], R2r0/.(0/O], .••, R«[ôa(ôa)];
mais on voit immédiatement que
OA-[0/,(Vt)]
est une racine de ^(V), car cette expression n'est autre chose que Ba(Va). Or, puisqu'on a
4>[e/,(vo] = o,
l'équation
a une racine commune avec ^(V) == o. Elle admet donc toutes les racines de cette dernière équation et en particulier Va- La suite (8) fait donc partie des substitutions de notre Tableau, et celles-ci forment bien un groupe qui est évidemment d'ordre v. Galois appelle ce groupe le groupe de V équation pour le domaine considéré de rationalité. Nous allons maintenant démontrer la double propriété caractéristique de ce groupe, que nous désignerons par G.
14. Le tbéorème fondamental peut s'énoncer de la manière suivante :
Toute fonction rationnelle des racines, invariable par les substitutions du groupe G, appartient au domaine de rationalité, et réciproquement toute fonction rationnelle des racines appartenant au domaine de rationalité reste invariable par les substitutions du groupe.
Il est essentiel de remarquer, avec Galois, qu'on appelle ici fonction invariable non seulement une fonction dont la forme algébrique est invariable par les permutations des racines entre elles, mais encore toute fonction dont la valeur numérique ne varie pas par ces substitutions, alors même que sa forme algébrique aurait varié.
Démontrons d'abord la première partie du théorème. Toute fonction des racines peut se mettre sous la forme
Vêtant une racine de l'équation 'y(\) = o considérée au paragraphe précédent, et, puisque cette fonction a la même valeur numérique pour toutes les substitutions du groupe G, on aura
et, par suite,
F est donc une fonction symétrique de V|, Vo, . . . , Vv; elle appartient donc au domaine de rationalité, comme les coefficients de l'équation à.
Passons à la seconde partie. Soit F une fonction rationnelle des
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racines dont la valeur numérique appartient au domaine de rationalité j nous pouvons écrire
en supposant que ce soit pour la disposition des racines correspondant à V = Vi que la fonction prenne la valeur Q. Mais, puisque l'équation
a la racine commune Vi avec l'équation ^j;(V) = o, elle admet toutes les racines de cette dernière équation qui est irréductible, et l'on a, par suite,
X(Vi) = X(V2) = .-. = MVv).
La valeur^ numérique de F est donc invariable par les substitutions de G.
15. Une remarque très importante est à faire relativement au groupe d'une équation.
jNoLis avons d'abord formé Féquation
n'ajant que des racines simples et donnant les i .2. . . n valeurs de V, et nous avons considéré ensuite un facteur irréductible '|'( V) de cette équation. On doit nécessairement se demander quelle conséquence entraînerait pour le groupe de l'équation la substitution d'un facteur irréductible à un autre. Soit
iF(V) = d;(V).cp(V).../(V),
les difierents facteurs ^, cp, . . . , /^ étant supposés irréductibles et le facteur 'h d'ordre v étant celui qui nous a conduit au groupe G. Toutes les racines de ^^(V) étant fonctions rationnelles de l'une quelconque d'entre elles, une racine de cp(V) est fonction rationnelle d'une racine de '}(V); en désignant par Vi une racine de 'h^ nous avons pour une des racines de cp
o(vo.
Or, en posant
V/ désignant les diverses racines de 'l, les quantités V- satisfont à une équation d'ordre v, dont les coefficients appartiendront au domaine de rationalité, et qui ajant une racine commune avec a, à savoir 8(Vi), admettra toutes les racines de ce dernier polynôme. Donc le degré de cp est au plus égal à celui de à; mais un raisonnement tout semblable montre que le degré de 'y est au plus égal à celui de cp. Donc tous les polynômes 6, cp, . . . , y sont de même degré, et Ton passe de l'un à l'autre au moyen d'une transformation rationnelle.
Nous avons vu que, si l'on substitue dans les expressions
Ri(V), R,(V), ..., R„(V)
les différentes racines V,, V2, . . . , Vv de l'équation 6, on obtient l'ensemble des permutations correspondant au groupe G, la première permutation étant précisément, si Ton veut,
(S) :ri = Ri(V,), ^2 = R2(Vi), •.., r,, = R«(Vi).
Si l'on considère maintenant les racines
du facteur C3, la suite
RUv;), RUV'i), ..., R'.(V\),
où les R' représentent des fonctions rationnelles, donne encore la suite des racines de l'équation f{x) = o. Or
la suite précédente peut donc s'écrire
(2') R'i[e(Vi)], RU9(Vi)], ..., R'„[e(V0].
En mettant dans la suite (S'), à la place de \ i, les autres racines Vo, ..., Vv, on obtiendra le groupe G' qu'aurait donné le facteur cp. Soit S la substitution par laquelle on passe de (I) à (S'), elle fera passer x/i du rang h au rang k, et l'on aura
R/,(VO - RA-[e(Vi)l, d'où R/,(V,) = R',.[6(V,)].
On en conclut que la même substitution S fait passer d'une ligne de G à la ligne de même rang dans G'; donc, si g et g' désignent
ces deux substitutions correspondantes, on aura
et le groupe G' est, par conséquent, la transformée du groupe G par la substitution S.
Ainsi, si W a /• facteurs irréductibles, nous pourrons former r groupes, qui seront les transformés de l'un d'entre eux par r — i substitutions convenables. En considérant comme équivalents deux groupes transformés l'un de l'autre, on peut dire qu'aune équation ne correspond qu'un groupe.
16. Le groupe d'une équation se réduira, en général, au groupe symétrique, c'est-à-dire à l'ensemble des substitutions correspondant aux 1.2... n permutations de n lettres. Ainsi considérons l'équation générale d'ordre n
x'^+pix'^-i +. . .-^pn = o;
j'entends par là une équation pour laquelle le domaine de rationalité soit défini par les paramètres (/?i, . . . , p,i).
Toute fonction rationnelle des racines cp(^i , ^27 • • • j ^n) restant invariable par les substitutions du groupe de cette équation doit pouvoir s'exprimer rationnellement en fonction de p^^ p2-, . - -, fn-, et l'on a
9(^1,^2, ...,Xa) = R(pi,P2, . ..,/>«) ;
mais on peut considérer ici!/?), p2, ••., Pn comme fonction de Xi, œ2i . . . , X/i qu'on prendra comme variables indépendantes, et alors le second membre étant symétrique en x^J x^-, •• . , ^«, il en est de même du premier.
17. Lorsque le groupe G d'une équation n'est pas le groupe symétrique, cette équation est une équation particulière. Elle est caractérisée par ce fait qu'il existe nécessairement entre les racines au moins une relation rationnelle, cette relation n'ayant pas lieu pour toute substitution faite sur ces racines. On a, en effet, d'après ce qui précède, en désignant toujours par ^(V) le facteur irréductible considéré plus liaut.
La fonction 'i>(a,X| + ^2^2 +• • • ~^ CLn^ii)-, dont la valeur numérique est zéro, reste invariable par les substitutions du groupe G, mais elle variera pour toute autre substitution, puisqu'à celle-ci correspond une valeur de V, qui n'est pas racine de '^(V). La relalion précédente est donc une relation rationnelle entre les racines, et cette relation cesse d'être vérifiée quand on permute les X d'une manière quelconque.
Inversement, s'il existe une relation
entre les racines, relation qui ne soit pas vérifiée pour toute permutation des Xj il est aisé de voir que le groupe de l'équation ne sera pas le groupe symétrique. Si l'on remplace, en effet, les x par leur valeur en fonction de V, l'équation précédente, en tenant compte de l'équation T(V), se réduira à une équation
^i(V) = o, '}, étant au plus du degré
et elle ne se réduira pas à une identité, car autrement la relation cp
se trouverait vérifiée pour toute substitution faite sur les x, ce que nous ne supposons pas. La résolvante de Galois
admet donc un facteur rationnel de degré inférieur à i .2. . . n, et le groupe de l'équation n'est pas le groupe symétrique.
18. Terminons cette Section par quelques remarques relatives aux fonctions rationnelles des racines d'une équation. Soit une fonction rationnelle des racines
Supposons qu'elle garde la même valeur numérique quand on fait sur les X une substitution
\ Xy Xo ... X,i j
ceci veut dire que l'on aura l'égalité numérique
cp(a;i,a72, ...,a7„) = o{x^,x9,, ...,xi),
égalité qui ne subsisterait pas nécessairement si les x étaient des variables indépendantes.
Mais cette définition n'est bien nette que si l'on parle d'une fonction '^ parfaitement déterminée. On pourrait exprimer, d'une manière ou d'une autre, par exemple au moyen des relations entre les racines quand il en existe, la fonction cp (^,, ^r^, .. .,.^//) sous une autre forme '^(^i, ^2? • • -^ ^11)1 et l'on n'aurait pas nécessairement
On ne peut donc pas, d'une manière générale, parler d'une fonction des racines restant invariable pour une substitution, à moins de prendre la fonction sous une forme déterminée. Cette restriction, qui pourrait être une source de difficultés, sera heureusement inutile si la substitution (S) appartient au groupe de l'équation. Si l'on a, en effet,
o{Xi,X.î, .. .,Xn) — '\>iXi,X,, ...,Xn) = O,
on a, dans le premier membre, une fonction des racines dont la valeur zéro appartient au domaine et, par suite, d'après le théorème fondamental, on aura encore
<F(^a,^^, • '-,^1)— '^(xa,x^, ..., xi) = o.
Si donc cp est numériquement invariable pour la substitution S, il en sera de même de ^. On pourra donc faire abstraction des expressions multiples que peut recevoir une fonction rationnelle des racines si les substitutions que l'on veut effectuer appartiennent au groupe de l'équation. Cette remarque, que l'on omet généralement, sera d'une grande importance dans tout le développement de la théorie.
Voici maintenant un théorème important rappelant celui de Lagrange, par la forme de l'énoncé. Je considère une fonction
f{XuX2, ...,Xn)
rationnelle des racines gardant la même valeur numérique pour les substitutions d'un groupe G' faisant partie du groupe G de l'équation, et pour celles-là seulement-, toute autre fonction F
numériquement invariable pour les substitutions de G' s'exprimera rationnellement à l'aide de la première. Introduisons toujours l'équation
et les expressions de Xi, œ^^ . - • , Xu sl l'aide de V. Le groupe de substitutions G' sur les x correspond à un échange entre certaines racines
V„ V-2 Va (a<v)
de l'équation précédente.
Quant aux fonctions f{x\, Xo^ .... x,i) et F(^,, x-j, • . • . ^n)nous pouvons les mettre sous la forme
Or, en désignant par a la valeur de / pour V,,V2, . . . , Va,
l'équation
est vérifiée pour V,, Vo, . . ., Va, et ce sont les seules racines qu'elle ait en commun avec l'équation
, Or l'équation donnant les racines communes à ces deux équations s'obtient en cherchant un plus grand commun diviseur, opération qui n'introduit aucune irrationalité. Par suite, V,, Vo, . . . , Va sont racines d'une équation de la forme
X(V,rt) = o,
où les coefficients sont fonctions rationnelles de a. Or, on a aussi
F(VO=F(V,)=...= F(Va);
donc nous pouvons écrire
F = - [F(V,) + F(V,) -h. . .+ F(Va)]
et par suite F, symétrique en Vi , Vo, . . ., Va, s'exprime ration-
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nellement à l'aide de «, c'est-à-dire de/; c'est ce que nous voulions démontrer (^ ).
IV. — Groupes simples et groupes composés ; groupes transitifs .
19. Avant de montrer l'importance de la notion de groupe d'une équation algébrique, approfondissons davantage les généralités déjà étudiées dans la première Section de ce Chapitre sur les groupes de substitutions.
On dit qu'un groupe G relatif à p lettres contient un autre groupe r s'il renferme toutes les substitutions de cet autre groupe. Le second groupe V est appelé sous-groupe du premier.
Faisons voir d'abord qu'wn sous-groupe dhui groupe donné a pour ordre un diviseur de V ordre du groupe.
Désignons respectivement par m et [Ji les ordres des groupes G et r, et soient
(9) Si, S2, S3, ..., % (Si=i)
les substitutions de F; ces substitutions appartiennent à G et l'on a par hypothèse m > a. Il y aura donc une substitution ï de G, qui n'appartient pas à la suite précédente ; les substitutions
(10) TSi, TS2, ..., TS
appartiendront donc à G; elles sont distinctes et, de plus, aucune n'appartient à la suite (9), car si l'on avait
TS,= S
(•) Nous nous sommes placé dans cette section, comme d'ailleurs dans tout ce Chapitre, au point de vue arithmétique, qui est celui de Galois. En se plaçant au point de vue de la théorie des fonctions, et prenant en particulier une équation algébrique en y,
dont les coefficients sont fonctions rationnelles d'un paramètre x, on peut considérer le groupe des substitutions relatives aux permutations des racines quand x part d'un point pour y revenir après avoir décrit un chemin quelconque. On obtient alors des théorèmes analogues à ceux de Galois; on pourra consulter à ce sujet une Note de M. Hermite Sur les fonctions algébriques {Comptes rendus, t. XXXII, i85i). Dans son Traité, M. Jordan appelle le groupe dont je viens de parler le groupe de monodromie.
on en conclurait
T = s,srs
c'est-à-dire que T appartiendrait à la suite (9) qui, par hypothèse, forme un groupe. De là résulte que l'on a m = 2 u. ou m > aji.. Dans le second cas, il j aura une substitution T' de G n'appartenant pas aux suites (9) et (10), et nous aurons une nouvelle suite (II) T'Si, T'So, ..., T'Sa
de substitutions de G et, par suite, m sera égal ou supérieur à 3|i.. En continuant ainsi, on arrive à partager les m substitutions de G en un certain nombre n de |ji. substitutions données par les suites (9), (10), (11), . • • ; nous avons donc bien
comme nous l'avons énoncé.
Un corollaire immédiat est relatif aux substitutions communes à deux groupes. Ces substitutions forment évidemment un groupe, et V ordre de celui-ci, diaprés le théorème précédent^ est un diK'iseur commun aux ordres des groupes considérés.
Le tableau des substitutions de G mis sous la forme
Si, 8-2, ..., S^,
TiSi, Ti So, ..., TiSa, (Si = i)
T«— iSi, T,j_i Sj
•l'^ÎXj
qui se présente déjà dans les Exercices d^ Analyse de Cauchy, est extrêmement important dans la théorie des substitutions.
Si une fonction de p lettres reste invariable pour les substitutions de r et pour celles-là seulement, cherchons le nombre des valeurs que prendra cette fonction pour l'ensemble des substitutions de G. Soit donc la fonction
qui reste invariable pour les substitutions S,, So, . . - , S^^,; toutes les substitutions
transformeront cpi en la même fonction que la substitution T< , puisque la première substitution à effectuer S^ transforme cp< en lui-même. Appelons cpo ce que devient cp, par la substitution T,. De même la substitution T2 nous donnera une fonction CD3, ainsi que tous les termes de la troisième ligne. Nous obtenons ainsi n fonctions
correspondant respectivement aux n lignes du tableau ci-dessus. D'ailleurs, toutes ces fonctions sont distinctes. Supposons, en effet, que T^ et Tp donnent la même fonction et que ^ soit plus grand que a, la substitution
T-iTp
transformerait cp, en lui-même, et l'on aurait par suite c'est-à-dire
T^ = TaS/,,
ce qui est contraire aux hypothèses faites, car on a appelé Tp une substitution de G, qui ne se trouvait pas dans les lignes précédentes.
21. Nous venons de dire que si l'on effectue sur cp, toutes les substitutions
TiSi, Tj S.2, . . . , Ti Sjx
on obtenait la fonction ^2- I^ est facile d'en déduire quelles sont les substitutions transformant cp2 en lui-même. wSi S désigne une telle substitution, la substitution
transformera cpi en lui-même : on aura donc
Tt^STi = S.
et, par suite,
S = TiSaTTi,
Cette substitution est donc une transformée par T^ d'une substitution de la première ligne. Nous avons déjà introduit (§6) cette expression de transformée d'une substitution par une autre,
et défini ce qu'on entend par transformé d'un groupe par une substitution. De ce que nous venons de dire, il résulte que le groupe correspondant à la fonction
est le groupe transformé de F par la substitution T)_, (on doit prendre To = i).
î2^. Un cas particulier intéressant est celui où ces sous-groupes correspondant respectivement aux différentes fonctions '.p,, cpo, ... auraient eux-mêmes un sous-groupe commun ; soit H le sous-groupe formé par toutes les substitutions laissant cp,, cpo, ..., 'j,, invariables. Si h désigne une substitution de H, et que 5 représente une substitution quelconque de G, la substitution
shs-^
transforme cs^^ en lui-même quel que soit a. Car tout d'abord la substitution s~^ transformera cp^ en une autre fonction cp^, la substitution h conserve 'i)p, et enfin s nous ramène à -p^t. Il en résulte que le groupe
SH
transformé de H par la substitution s est le groupe H lui-même. D'une manière générale on dit qu'un groupe H, sous-groupe d'un groupe G, est un sous-groupe invariant de ce groupe, quand la transformée de H par une substitution quelconque de G est identique à H.
Un groupe G qui contient un sous- groupe invariant (non formé de la seule substitution un) est dit composé; dans le cas contraire le groupe est dit smpLE.
^3. Revenons au cas général. La suite
forme l'ensemble des valeurs que prend une fonction 'j pour l'ensemble des substitutions de G. A chaque substitution du groupe G correspond une substitution des lettres cp, et rensenible de ces
substitulions des o forme évidemment un groupe g. Deux groupes correspondants tels que G et ^ sont, d'une manière générale, désignés par M. Camille Jordan sous le nom de groupes isomorphes ; à chaque substitution de G correspond une seule substitution de g^ mais à une substitution de g peuvent correspondre plusieurs substitutions de G. A chaque substitution de g correspond le même nombre de substitutions de G, à savoir le nombre de ces dernières substitutions qui correspondent à la substitution unité des cp ; si, en effet, S et S' sont deux substitutions de G correspondant à une même substitution de g^ la substitution
de G correspondra à la substitution unité des cp et on aura S'= Se en désignant par o- une substitution de G correspondant à la substitution unité des cp.
Or le nombre des substitutions o- est précisément égal à celui des substitutions qui appartiennent à tous les sous-groupes correspondant respectivement aux fonctions cp ; nous venons de les considérer à la fin du paragraphe précédent, et nous avons désigné par H le groupe que forme leur ensemble. L'ordre de H sera le nombre des substitutions de G qui correspondent à une même substitution de g.
On peut désigner par le symbole
le groupe des es que nous venons de définir.
Examinons le cas où F est un sous-groupe invariant de G, le groupe H coïncidera avec F. En revenant au Tableau
Oi, 02, . . . , Ï5^,
Ti Si, Tj So, ..., Ti Sm,
Si, Irt-iSo, ..., T/i-iSu.,
on voit qu'à chaque substitution des cp correspondent dans G les \^ substitutions d'une même ligne j en effet, les deux substitutions
T/Sa et T/S^
donnent la même permutation des cp, à savoir celle qui correspond à la permutation T,-. Le groupe g des cp est d'ordre n.
Si le groupe des o admet un sous-groupe g', l'isomorphisme fera correspondre aux substitutions de ce dernier dans G un sous-groupe G' formé seulement d'une partie des substitutions de G. Ce groupe sera formé d'un certain nombre de lignes du Tableau, et il contiendra la première qui correspond à la substitution unité.
On en conclut que G' contient le groupe F, qui en est un sousgroupe.
Une application importante du résultat précédent concerne le cas où le groupe F est un sous-groupe invariant maximum de G. Nous entendons par sous-groupe invariant maximum d'un groupe G un sous-groupe invariant V tel qu'il n'existe aucun groupe, sous-groupe invariant de G, contenant Y comme sous-groupe. Dans ce cas, le groupe g des o doit être simple, car autrement il contiendrait un sous-groupe invariant g' auquel correspondrait un sous-groupe invariant G', qui admettrait lui-même le sous-groupe F, et celui-ci ne serait pas par suite un sous-groupe invariant maximum. La réciproque est évidente : si g est un groupe simple, F est un sous- groupe invariant maximum.
Si nous revenons au cas général, dans lequel F n'est pas un sous-groupe invariant, on montrera de la même manière que, si le groupe H est un sous-groupe invariant maximum, le groupe g est simple.
24. Après la notion de groupes simples et de groupes composés, introduisons encore une autre notion jouant dans la théorie un rôle capital. On dit d'un groupe qu'il est transitif quand il existe au moins dans ce groupe une substitution remplaçant un élément quelconque ^'a par un autre élément x^ arbitrairement choisi. Un groupe qui n'est pas transitif est dit intransitif.
Reprenons, par exemple, la fonction déjà considérée (§ 7)
Tl existe un groupe de huit substitutions la transformant en elle-même, et parmi ces substitutions l'on peut en trouver qui
remplacent ^< par une quelconque des autres lettres Xo, ^3, ^',. Le groupe correspondant à cette fonction est donc transitif. Prenons maintenant la fonction
ce i X-2 — ^3 17*4.
Parmi les substitutions transformant cette fonction en ellemême, il n'y en aura pas remplaçant Xi par x^ ou X', ; le groupe de cette fonction est intransitif ( ' ).
V. — Composition des groupes; Théorème de M. Jordan
25. La composition des groupes forme un Chapitre important de la théorie des substitutions. Soit un groupe composé G; formons vme suite de groupes
G, Gi, G2, . . . , Gp, I
dont chacun est un sous-groupe invariant maximum du précédent, et dont le dernier est formé par la substitution unité.
Soient
les ordres respectifs de ces groupes. Les nombres
fji mi m,,
sont des entiers, puisque chaque groupe est un sous-groupe du précédent. On les appelle les facteurs de composition du groupe G.
Il peut arriver que les opérations précédentes puissent se faire
(') Outre la notion de groupe simple ou composé et de groupe transitif ou intransitif, une autre notion est encore d'une certaine importance dans la théorie des groupes; c'est celle de la primitivité. Quoique nous n'ayons pas à en faire usage dans la suite, indiquons cependant une définition. Un groupe transitif est dit non primitif, lorsque les lettres peuvent y être réparties en systèmes contenant le même nombre de lettres et telles que, dans toutes les substitutions du groupe, les lettres de chaque système soient remplacées par les lettres d'un même système. Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d'être réparties en de tels systèmes sont dits primitifs.
de différentes manières. A chaque série de groupes correspondra alors une suite de facteurs de composition. M. Jordan a démontré (^ ) que les facteurs de composition sont les mêmes, à U ordre près, et, par suite, sont en même nombre. Ainsi, si l'on a les deux suites de groupes
G, Gi, Ga, .... G;,, I, G, G',, ..., G^/, I,
on aura/? =/>', et les quotients des m relatifs au second groupe seront les mêmes, à l'ordre près, que pour le premier.
26. Pour démontrer cet important théorème, commençons par un lemme préliminaire (-). Soient G et G' deux groupes permutables, c'est-à-dire tels que l'on ait
G'GG'-i = G,
en entendant par là que la transformée du groupe G par une substitution quelconque de G' redonne le groupe G, et inversement. Désignons par m et m' les ordres de ces deux groupes. Les substitutions communes à G et G' forment un groupe F d'ordre u., et l'on a
771 = n f JL , 711 = 7l' IL.
En employant des notations analogues à celles des §§ 19 et 20, nous pouvons mettre les substitutions de G et G' sous la forme des deux Tableaux :
TiSi, TjSo, .... Ti Sjx T'jSi, Tj S2, ..., T'^Sp,,
TjSi, ToSo, . .. ToSjx et T'^Sj, T', S2, .... T'^Sm,
t/i-^l, t«^2i •'•■> A/j^;x A/i'^lj F,j/02, ..., T/,,S(x|
nous introduisons seulement, pour la symétrie, la substitution T, = Ti = I ; on a aussi S, = i, comme plus haut. Montrons que les substitutions
TyT^Sa
(') C. Jordan, Ti-aité des substitutions, page ^8.
(») Nous suivons la même marche que M. xXetto dans son Traité des substitutions (pages 87 et suivantes).
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forment un groupe d^ ordre contenant les deux groupes
G et G' comme sous-groupes invariants, et que le groupe r(S<, S.>, . .., S[j,) est un sous-groupe invariant de G et de G'. Démontrons d'abord la dernière partie de l'énoncé; on a
TpS^Sa(TpS^)-i = TpS^SaSy^Tp^ = Tr^Sa'Tjî^ = Sa".
La dernière de ces égalités provient de ce que les deux groupes G et G' sont permutables, car, Sa' appartenant à G', sa transformée par la substitution Tp de G appartient à G'; d'autre part, cette transformée de Sa' par Tp, formée de substitutions de G, appartient à G : elle appartient donc à G et à G', c'est donc une substitution Sa".
Pour Ja première partie du lemme, faisons le produit de deux substitutions de la forme indiquée; en désignant par la lettre 2 avec un indice une substitution de G, on aura à faire le produit des deux substitutions (£) T;Sx et T^-Sv.
Or, le produit TySx'iy'^X' peut s'écrire
T'yT;.2x'.Sx' , si l'on observe que l'on a
vxt:^, = t;-sx"
comme conséquence de la relation TyT^ S^Ty- = Sx", qui exprime que les groupes G et G' sont permutables. Or, d'autre part,
TyTy = Ty"Sa'.
Nous avons donc le produit des substitutions (s) sous la forme
T:i,.Sa'Sx"2x' = Ty"Sx"';
il est, par suite, de même forme que chacune des substitutions (s). On verrait, par des transformations analogues, que l'inverse d'une substitution de la forme (s) et le quotient de deux telles substitutions est encore de la même forme. Ces substitutions forment donc un groupe ; nous l'appellerons le groupe A.
Pour évaluer l'ordre du groupe ainsi obtenu, et montrer qu'il
est égal an nombre des T' multiplié par le nombre des I, c'està-dire n' Ji'j, ou , il suffît de faire voir que toutes les subsli-
tutions TyTpSa sont distinctes, a, |3, v ajanl les valeurs
P = 1,2, ..., /l, 7= 1,2, ...,Jl'.
Si l'on avait, en effet,
TyTpSa = Ty'Tp'Sa', on en déduirait
le premier membre représente une substitution du groupe G', le second une substitution du groupe G; ils ne peuvent être égaux que si leur valeur commune représente une substitution de F, c'est-à-dire une substitution S. On aurait donc
ou
Ty = TySg,
ce qui ne peut avoir lieu, d'après la loi même de formation des deux Tableaux, que si y = y' et Ss = i . On en déduit
et, par suite, jj = ^', a = a' pour la même raison. U ordre du
groupe A est donc — —
Le groupe A admet évidemment comme sous-groupe les groupes G et G'; il faut faire voir que chacun d'eux. G, par exempte, est un sous-groupe invariant. Soit Sa une substitution quelconque de G, et T^S^ une substitution quelconque de A. La transformée de la première par la seconde est
Or, G et G' étant permutables, la transformée de Sg par Ty donne encore une substitution de G, et le théorème est établi.
27. Arrivons maintenant à la démonstration du théorème de M. Jordan. En partant du groupe G, nous avons, on le suppose,
les deux suites définies plus haut
(I) G, Gi, C,„ ...,
II) G, G',, G
Les deux groupes Gi et G'j sont permutables, et nous allons leur appliquer le théorème que nous venons d'établir pour les groupes appelés G et G' au paragraphe précédent. Que devient ici le groupe A? Il doit se confondre avec G. Tout d'abord, en effet, A n'admet que des substitutions appartenant à G; c'est donc un sous-groupe de G. Ensuite c'est un sous-groupe invariant, comme le sont Gi et G'^, ce que vérifie un calcul tout analogue à ceux que nous avons faits plus haut. Si donc A ne se confondait pas avec G, ce serait un sous-groupe invariant de G admettant G^ etG'i comme sous-groupes, ce qui est impossible, puisque G, et G'^ sont des sous-groupes maximum.
Il résulte de là que, si l'on désigne par
771, nii , m? , . . . ,
m, jn\^ m'g,
les ordres des groupes des deux suites, on aura
p. désignant l'ordre du groupe F formé par les substitutions communes de Gi et de Gî-
D'autre part, le groupe F d'ordre [jl est un sous-groupe invariant de G< et Gî , d'après le théorème du paragraphe précédent; nous allons montrer qu'il est maximum. Supposons, en effet, qu'il existe un sous-groupe H invariant de Gt contenant F.
Nous allons montrer que le groupe H est permutable à G'^ . Désignons respectivement par 5, s' et A, avec des indices, les substitutions de Gi , de G'^ et de H. On voit de suite, en groupant convenablement les termes, que la substitution
appartient à la fois à G, et à G', et, par suite, à F. Soit Sx cette
substitution. On en conclut
ce qui montre que H et G', sont permutables.
Appliquant alors le même théorème à ces deux groupes, on pourrait former un groupe permutable à G et contenant G', comme sous-groupe, ce qui est impossible, puisque G'^ est maximum. Le groupe H n'existe donc pas, et F est un sous-groupe invariant maximum de Gj et G',.
Considérons maintenant une suite de composition du groupe F
les deux suites
IV
formeront deux suites de composition du groupe G. Pour ces deux suites les facteurs de composition sont les mêmes; la chose est évidente à partir de F, puisque les termes sont identiques; et, pour les deux premiers intervalles, cela résulte de la relation établie ci-dessus
jn _ m\ m _ /?? ,
donc l'ordre seulement des deux premiers facteurs est interverti. Puisque les séries (HI) et (IV) ont les mêmes facteurs de composition, le théorème que nous avons en vue sera établi, si nous prouvons que (I) et (III), d'une part, (II) et (IV), d'autre part, ont les mêmes facteurs. Mais, pour ces deux derniers couples, la démonstration est d'un degré moindre de difficulté, car tandis que les suites (I) et (II) n'avaient qu'un groupe commun (le premier), les suites (I) et (III) ont deux groupes communs G et G^ ; en raisonnant de la même manière, on ramènera la démonstration à celle du théorème pour le cas de deux suites ayant les trois premiers groupes communs, et ainsi de suite, de proche en proche ; ce qui établit le théorème.
28. Dans un intéressant Mémoire (*), M. Holder a étendu le (') O. HôLDER, Zuruckfûhrung einer beliebigen algebraischen Gleichung
/|6o CHAPITRE XVI.
théorème de M. Jordan, en établissant que, non seulement les facteurs numériques de composition forment une suite invariable, mais que les groupes considérés plus haut (§ 23), désignés par
G 1 Gi, Gi I G2, . . .,
et que l'on peut appeler les groupes facteurs de G, forment une suite qui est seulement permutée lorsqu^on passe d^ une suite de composition de G à une autre. Nous renverrons pour la démonstration au travail de M. Holder.
29. Comme exemple, considérons le groupe symétrique et cherchons à le décomposer en formant la suite définie ci-dessus. Nous ferons d'abord une remarque générale sur la transformée d'une substitution par une autre substitution; soit S une substitution et
TST-i
sa transformée par T. Montrons que ces deux substitutions sont composées d'un même nombre de cycles portant respectivement sur un même nombre de lettres, ce qu'on exprime souvent en disant qu'elles sont semblables. En effet, soit
S = {XiX,X^.. .){X/c ...)... ,
en mettant les cycles en évidence, et soit la substitution
XiX^X^ . . . X/c. . . Xfi
En effectuant successivement les trois substitutions T~*, S, T, l'élément ^^ est remplacé par œ\j puis par X2, et enfin par ^p ; donc la substitution TST~* transforme ^a en ^p, puis xp en ^y, et ainsi de suite, de telle sorte que
TST-i = (jc^-rp^y .. .)(a7x ...)... ;
ce qui établit bien l'assertion posée plus haut. Il en résulte immédiatement que les deux substitutions S et TST~' peuvent être
au/ eine Kette von Gleichungen {Math. Annalen, t. XXXIV, 1889). Ce Mémoire contient une remarquable et très rigoureuse exposition des principaux problèmes concernant le groupe d'une équation.
obleniies en faisant un même nombre de transpositions, puisque des substitutions circulaires d'un même nombre de lettres correspondent à un même nombre de transpositions.
Ceci posé, nous pouvons montrer que le groupe alterné est un sous-groupe invariant du groupe symétrique, car la transformée d'une substitution du groupe alterné par une substitution quelconque renferme, d'après ce qui précède, un nombre pair de transpositions et appartient, par conséquent, au groupe alterné. On remarquera, en outre, que le groupe alterné est un sousgroupe invariant maximum du groupe symétrique, puisque l'ordre d'un sous-groupe du groupe svmétrique étant un diviseur de 1.2.../?, ne peut être supérieur a
Nous allons maintenant établir que, si n est supérieur à quatre, // 11' y a pas d^ autre groupe invariant dans le groupe symétrique que le groupe alterné. Nous emprunterons la démonstration de ce théorème au Traité de M. Jordan (p. 63).
Soit r un sous-groupe invariant du groupe symétrique. Supposons en premier lieu que, parmi les cycles d'une de ses substitutions S, il en existe un contenant plus de deux lettres; comme, par une substitution convenable du groupe symétrique, cette substitution S se transforme en une substitution quelconque pourvu que cette dernière ait ses cycles en même nombre et avec le même nombre de lettres que S, nous aurons certainement dans F les deux substitutions
Si = {Xr(_xa,Xy . . . a7g) (jTça^ç . . . ) . . . ,
S2 = (x^X:^Xv . . . x^){x.X:^ ...)...,
les cycles non écrits étant les mêmes dans les deux substitutions. Prenant maintenant la substitution
elle fera aussi partie de F; mais elle se réduit visiblement au cycle portant sur trois lettres arbitraires
toutes les lettres autres que œ^, ^p, ^s n'étant pas modifiées. Supposons en second lieu que tous les cycles de S contiennent
au plus deux lettres, nous aurons dans F les deux substitutions
Si = {xy_xo,){x.^xz) . .., s, = {ocy,x^){x<^xi).. . ,
les cycles non écrits étant toujours les mêmes, et, par suite, leur produit 8281 est égal à
'L = {xaXi)(xo,x^),
toutes les lettres autres que x^^ x^, x^, Xy n'étant pas modifiées. Soit maintenant /i > 4 5 le groupe F contiendra de même
S, ={XaX-){x^x^),
Z, étant une lettre arbitraire différente de a, p, y, 0. On a enfin
^lE = (xo^xzxi),
et nous avons encore dans F une substitution circulaire d'ordre trois portant sur trois lettres arbitraires.
Or, il est aisé de voir qu'un groupe, contenant tous les cycles de trois lettres arbitraires, se réduit au groupe symétrique ou au groupe alterné. En effet, le produit T'T des deux substitutions
1 = i^XiX^X^) ,
T'= (X1X2X1,) est égal au produit
{XiX!,){X2X3)
de deux transpositions, et inversement le produit de deux transpositions est égal à un produit de substitution circulaire de trois lettres. Il en résulte que le groupe F contient nécessairement le groupe alterné; si donc il ne coïncide pas avec le groupe alterné, il sera nécessairement le groupe symétrique.
Nous allons maintenant montrer que le gj'oupe alterné de n éléments est simple (/i^4) et que, par conséquent, la suite de composition du groupe symétrique G est
G, Gi, I,
Gi désignant le groupe alterné. J'indiquerai de ce théorème la démonstration suivante, qui m'a été communiquée par M. Simart.
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Supposons que le groupe alterné possède un sous-groupe invariant r. On peut mettre le Tableau des substitutions du groupe symétrique G sous la forme
Oj, 02, .... Ojx» •••> ^x>
TSi, TS,, ..., TSa, ..., TS^.
La première ligne représente le groupe alterné G, et T désigne une substitution arbitraire de G n'appartenant pas à G,, par exemple la transposition (^,^2)-
Soient S|, S2, ..., Sfi, l'ensemble des substitutions formant dans G, le groupe invariant Y. Le groupe transformé de F par T, soit r', appartient à Gi et est un groupe invariant de G,. En effet, en désignant par S une substitution quelconque de G), on remarque d'abord que IT = Tl', puisque ST est une substitution de G n'appartenant pas à G,, et Ton en déduit
i:ts^t-ix-i = (zT)S^(:î:t)-' = ti'S^s'-»t-i= TSaT-i,
Sa, Sp désignant des substitutions du groupe F.
Supposons que ces deux groupes F et F^ aient des substitutions communes : elles forment un nouveau groupe F' invariant de Gi , dont la transformée par T est identique à F'^, car la transformée de F' est F, comme on le voit immédiatement. On en conclut que F^' est un invariant du groupe symétrique. Mais il résulte du théorème précédent que, pour /i > 4? le groupe G symétrique n'a pas d'autre invariant que le groupe alterné Gj. Donc les groupes F et F' n'ont, en dehors de la substitution un, aucune substitution commune. D'ailleurs, F et F' sont deux groupes invariants de Gj, permutables. Appliquant le lemme du §26, on pourra former avec ces deux groupes un groupe A d'ordre [jl^, invariant de G, , dont le terme général sera
et ce groupe A sera aussi un invariant du groupe symétrique G : on a, en efTet,
Par suilCj le groupe A doit, dans le cas général, coïncider avec le groupe alterné G|, ce qui entraînerait l'égalité u- = ,
qui est impossible, comme on le voit facilement en s'appuyant sur ce théorème : Qu'entre a et ia^- 9. il y au moins un nombre premier.
La proposition est donc établie.
La conclusion précédente ne s'applique pas à /? =4 5 le groupe symétrique G contient alors d'autres groupes invariants que le groupe alterné G, ; il nous suffira d'en indiquer un. Nous avoDS considéré (§ 7) le groupe F, d'ordre Jiuit, laissant invariable Ja fonction
et ce groupe F nous a conduit aux trois fonctions cp,, '^o, '-53 en posant
Cp.2 = Xi a"3 -h X.2 -T; .
O3 = Xi Xt, -h X-i X-^ .
D'après ce que nous avons vu (§ 22), le groupe H, laissant invariables cp,, cpo, cp^, sera un groupe invariant dans G. Or, ce groupe H contient d'autres substitutions que la substitution un\ il est formé des quatre substitutions
Si = I, 8,= (^ia72)(a73a'-4), 83 = (371^3) (37.2 ^4), S.v = ( ^1 ^4 ) ( ^2 -3^3 )>
qui laissent toutes quatre invariables les fonctions cp. Le groupe H est aussi un sous-groupe invariant du groupe alterné G,, et si, enfin, nous considérons le groupe H' formé par les deux substitutions
Si =1, 2-2= (^1^2) (^33^4),
ce groupe est un sous-groupe de H, et il en est manifestement un sous-groupe invariant; car la transformée de So par une substitution de H, par exemple S^, est égal à So*
Il résulte de là que, si nous considérons la suite des groupes
G, Gi, II, ir, I,
chaque groupe est un sous-groupe invariant du précédent, et les ordres de ces groupes sont respectivement
Cette suite joue uq rôle important dans la résolution de Téquation du quatrième degré, comme nous le verrons au § 40.
VI. — Réduction du groupe d'une équation algébrique
30. Les propriétés du groupe d'une équation sont extrêmement importantes pour l'étude de cette équation. Nous partons toujours d'un domaine donné de rationalité; nous considérons une équation dont les coefficients appartiennent à ce domaine et nous commençons par quelques théorèmes et remarques préliminaires. Démontrons d'abord que toute équation irréductible a son groupe transitif et réciproquement.
Je suppose, en effet, que le groupe G de l'équation
de degré n ne soit pas transitif; il existera alors au moins un groupe de racines x^, Xo, . . . , .Ta en nombre inférieur à /?, tel que toutes les substitutions de G les laissent invariables ou les permutent entre elles, mais non avec les autres. Les substitutions de G n'altèrent donc pas les fonctions symétriques de x, , . . . , .Ta; donc ces fonctions sont rationnelles et f{x) admet le diviseur de degré a <; n
{X — Xl) ... {X — Xy,),
dont les coefficients appartiennent au domaine de rationalité, et l'équation est réductible.
Réciproquement supposons G transitif: je dis que l'équation est irréductible. En effet, si elle ne l'était pas, nous aurions pour f{x) un diviseur rationnel
Or soit .Ta+i une racine àef{x) autre que .r, , . . . , ^a, G contient une substitution S qui remplace :r, par ^3^^,. Cette substitution transformera donc cp(^) en un autre produit di fièrent de celui-là, puisqu'il contient le facteur ^ — ^j^^,. Donnons à x une valeur arbitraire du domaine de rationalité : dans ces conditions, o{x) devrait être rationnellement exprimable, mais cela sera impossible parce qu'alors il devrait rester invariable parles substitutions
de G, ce qui n'a pas lieu, puisque, après la substitution S, cp(^) se transforme en un autre produit, et les deux produits ne peuvent être égaux pour toute valeur de x du domaine de rationalité, car cela entraînerait leur égalité manifestement impossible pour toute valeur de x.
31. Nous avons rencontré plus haut des équations irréductibles dont les racines sont fonctions rationnelles d'une d'entre elles. Considérons d'une manière générale une équation de cette nature et montrons que V ordre de son groupe est égal à son degré.
Soient, en effet, x^ , Xo^ . . . ^ Xn les racines de l'équation irréductible
et la fonction V considérée dans la théorie de Galois
V = aiXi -h «2^2 +. . .-H a,iOCn.
Puisque X2, . . . , ^/^ sont des fonctions rationnelles de ^1, on pourra exprimer V en fonction rationnelle de x^ ; soit
L'ordre du groupe de l'équation /" est le degré de Téquation irréductible dont V est racine; il ne peut donc être supérieur à /z, car R(^^ ) ne peut avoir plus de n valeurs. Mais, puisque ce groupe est transitif, il faut qu'il contienne au moins n substitutions pour que X\ puisse être remplacé par lui-même et chacune des autres lettres x^-^ , . . ^ Xn- L^ ordre du groupe est donc égal à n.
La réciproque de ce théorème est exacte, c'est-à-dire que si le groupe d^ une équation est transitif et si son ordre est égal à son degré, toutes les racines de V équation sont fonctions rationnelles d'une quelconque d'entre elles. En effet, d'abord l'équation est irréductible, puisque son groupe est transitif. Ensuite, considérons une des racines ^, et adjoignons-la au domaine primitif de rationalité. Le groupe de l'équation se réduira, après cette adjonction, aux substitutions laissant ^i invariable; mais, puisque le nombre des substitutions est égal à /z, il n'y a d'autre substitution que la substitution unité laissant x^ invariable, car s'ily en avait 0, l'ordre du groupe serait égal au moins à on. Donc
le groupe se réduit à la substitution unité. L'équation irréductible '!^(V) = o de Galois est donc du premier degré et, par suite, l'équation est résolue. Donc ^o, . . ., Xn sont fonctions rationnelles de 07].
Le cas où le nombre n est premier est particulièrement simple. Prenons une des substitutions du groupe qui ne soit pas la substitution unité; ses diverses puissances forment un sousgroupe du groupe considéré, dont l'ordre doit être un diviseur de n. Ce sous-groupe est par suite d'ordre n\ il forme donc le groupe total qui est alors formé des puissances d'une même substitution. Celle-ci doit se réduire à une substitution circulaire, car, si elle se composait de plusieurs cycles, l'ensemble de ces puissances formerait un groupe dont l'ordre serait le plus petit multiple commun des nombres de lettres des différents cycles et, par suite, n ne serait pas premier. Il est aisé de montrer que l'équation peut être résolue par radicaux. Soit, en effet, a une racine 72'*^™^ de l'unité; on voit immédiatement qu'en adjoignant a au domaine de rationalité l'expression
est rationnellement exprimable, car elle reste invariable quand on effectue surxi, X2, , . , , Xn une permutation circulaire. 11 en résulte que les n expressions
cci -h ajTo -h. . .-f- oi'^-'^Xii ,
OÙ l'on donne à a les n valeurs racines de l'équation ^« = i , peuvent s'exprimer par des racines n^'''^''^ de quantités connues, et l'équation est par suite soluble par radicaux. En dehors des racines Ai'*"""*^^ de l'unité, il suffît d'introduire dans cette résolution un seul radical; je dis, en effet, que si jî et a désignent deux racines /i'^^^s (jg l'unité distinctes de l'unité, on pourra exprimer
Vp = a-i H- 3j"2 + . . . -H .3"-' ^ii rationnellement au mojen de
On sait, en effet, que [3 peut se mettre sous la forme a?, q étant
un entier; considérons alors le produit
(xi + y.ix.2 -h. . .-4- a'7(«-i^:P/i) X {xi 4- ocx^ H-, . .H- a«-i^,j)-'7.
11 ne change pas quand on fait la permutation circulaire (Xi, x^i ...,^«), comme on le reconnaît de suite. Ce produit s'exprime donc rationnellement et, par suite, Vp s'exprime rationnellement à l'aide de V^; nous n'avons donc qu'un seul radical ;ii*^'"«^ dans l'expression des racines, indépendamment des racines /i'^'"''^^ de l'unité.
32. Nous avons montré, au § 18, que l'on pouvait prendre une fonction rationnelle des racines d'une équation sous une forme ou sous une autre, du moment que les substitutions à effectuer appartiennent au groupe de l'équation ; c'est une remarque qui nous permet, sous la condition indiquée, de raisonner sur les fonctions rationnelles des racines comme si ces racines étaient des variables indépendantes^ soit une fonction rationnelle
des racines de l'équation y*(^) = o, et supposons que, pour l'ensemble des substitutions du groupe G de cette équation, la fonction cp prenne p valeurs numériques (^) distinctes que nous désignerons par
Si p est moindre que l'ordre v du groupe G, il y aura un certain nombre r de substitutions transformant ^^ en lui-même. En raisonnant alors comme nous l'avons fait au §20, on mettra l'ensemble des substitutions de G sous la forme
Ti S,, .,
Sn
Tp-1 Si,
Tp-iS2,
.., Tp_
iS..
(') Il ne s'agira plus, par la suite, que des valeurs numériques des fonctions des racines, et quand nous parlerons d'une fonction transformée en une autre par une substitution, il sera toujours question de la valeur numérique de la fonction.
Les substitutions de la première ligne forment un groupe qui transforme cp^ en elle-même. Le groupe de substitutions
transformera cpo en elle-même; tous les raisonnements sont les mêmes qu'aux §§ 20, 21, 22, 23, et les mêmes considérations trouvent leur place, quoiqu'il s^agisse ici de valeurs numériques des fonctions, tandis qu^on considérait plus haut des fonctions variables indépendantes.
Nous avons déjà dit que cp,, cpo, . . . , cpp satisfont à une équation d'ordre p à coefficients rationnellement exprimables. Cette équation est irréductible, car autrement on aurait un facteur
qui serait rationnel, en prenant pour j)^ une quantité quelconque du domaine de rationalité. Ce facteur devrait rester invariable pour toute substitution du groupe, ce qui est impossible puisque, par une substitution du groupe, on peut changer cp, par exemple en o^', k' étant supérieur à A. Nous désignerons par
l'équation ajant pour racines cp,, -^o, .... -^p. On peut dire que son degré est égal au quotient de l'ordre du groupe G par l'ordre du groupe laissant cp, im'ariable.
33. Ces remarques faites, arrivons au problème de la réduction du groupe d' une équation.
Quand on a formé la résolvante de Galois
et, pour un domaine donné de rationalité, pris un facteur irréductible
la série des opérations effectuables est terminée. Les opérations ne pourront être poussées plus loin que si V adjonction de certaines grandeurs non rationnellement exprimables dans le domaine primitif rend réductible le polynôme ^(V).
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Supposons d'abord que l'on adjoigne une fonction rationnelle
des racines. On remarque tout d'abord que les substitutions de G, n'altérant pas la valeur numérique de cp,, forment évidemment un groupe r, et l'on va montrer que V adjonction de la valeur de cp, réduira le groupe de V équation précédente à F.
En effet, après l'adjonction de cp,^ le groupe de l'équation ne peut contenir que des substitutions du groupe initial n'altérant pas cpi -, donc ce groupe ne peut être que F ou un groupe contenu dans F. Mais il est facile de voir que toutes les substitutions de F feront partie du groupe cherché -, car toute fonction des racines exprimable rationnellement après l'adjonction de o^ sera de la forme
P étant rationnelle.
Elle restera donc invariable pour toutes les substitutions qui laissent cp^ invariable. Inversement, toutes les fonctions des x invariables par les substitutions de F s'expriment rationnellement à l'aide de C5, , d'après le théorème de Lagrange étendu aux valeurs numériques (§ 18). Le théorème est donc établi.
Plus généralement, si Von adjoint plusieurs fonctions des racines, le groupe de V équation sera réduit au groupe des substitutions contenues dans G et n altérant pas les différentes fonctions.
34. Supposons maintenant que l'on adjoigne au domaine primitif de rationalité les racines de l'équation considérée ci-dessus
ou, ce qui revient au même, les valeurs des p fonctions rationnelles cp, , cp2, . - . , cpp. Le groupe de l'équation se réduira au groupe des substitutions contenues dans G et n'altérant pas ces différentes fonctions.
Ceci posé, les sous-groupes correspondant aux différentes fonctions CD, considérés au § 32, peuvent n'avoir d'autre substitution commune que la substitution unité. Le groupe H, considéré à la fin du § 22 et qui représente le plus grand sous-groupe laissant
invariables '^,, cpo, • • ., 'fp, se réduit alors à la substitution unité, et par suite l'adjonction des racines de l'équation S réduit alors à l'unité le groupe de l'équation. Celle-ci se trouve par conséquent résolue, et Ton est assuré de pouvoir exprimer les racines de l'équation f{x)^=o rationnellement au moyen des racines de l'équation S. On n'aura d'ailleurs aucune difficulté pour reconnaître si l'on se trouve dans le cas qui nous occupe, car on pourra, comme on sait, chercher d'une manière régulière le groupe de l'équation en adjoignant cp,, cpg, . . . , cpp , et l'on pourra constater si ce groupe se réduit à la substitution unité, c'est-à-dire si la résolvante de Galois admet un facteur rationnel en V du premier degré. Le cas que nous venons d'étudier n'amène en définitive aucune simplification dans la résolution de l'équation; la résolution des équationsy(j;) et S('^) sont alors deux, problèmes absolument identiques. On remarquera que ce cas se présentera toujours quand le groupe G est simple.
Il en est tout autrement si le groupe H ne se réduit pas à la substitution unité. Après l'adjonction de cp,, cp^, . . . , cpp le groupe de Téquation ne se trouve pas réduit à la substitution unité, puisqu'il se réduit à H. Soient m l'ordre de G et m^ l'ordre de H. Cherchons l'ordre du groupe de l'équation
On trouvera le groupe de S en posant
VV = Ui '-fi -h Z/2?2 -i-. . .-î- «0?05
les u étant des constantes arbitraires appartenant au domaine de rationalité; le degré d'un facteur irréductible de l'équation donnant W sera l'ordre du groupe de S. Mais, d'autre part, W peut être regardé comme une fonction rationnelle des racines de l'équation y(^) == o, laquelle fonction, non altérée par les substitutions de H, l'est évidemment par toute autre substitution de G. Elle dépend donc, d'après le § 32, d'une équation dont le degré est égal au rapport des ordres de G et de H. Nous pouvons donc dire
que U équation S a un groupe (Tordre — ; nous savons d'ailleurs
(§ 22) que H est un sous-groupe invariant de G.
Ainsi, par l'adjonction des racines de l'équation auxiliaire S, P. - m. 32
dont le groupe est d'ordre — , nous abaissons l'ordre du groupe de l'équation donnée / à //?< ; le problème de la résolution de V équation f est donc ramené à deux problèmes d'un caractère plus simple, puisque les ordres des groupes des équations qu'on a maintenant à considérer sont moindres que m.
3o. Nous avons déjà considéré, au § 23, le groupe de l'équation S; les notations étaient seulement un peu différentes. Ce groupe, relatif aux cp, y était désigné par la lettre g] nous avons vu en particulier que, si H est un sous-groupe invariant maximum, le groupe g est simple. Par suite, le groupe relatif à l'équation S sera, dans ce cas, un groupe simple.
Ceci nous suggère une marche à suivre, pour réduire à des problèmes plus simples la question de la résolution d'une équation f{oc) = o. Désignons toujours par G le groupe de cette équation pour un domaine donné de rationalité^ nous avons dit, au paragraphe précédent, que la considération d'une équation résolvante comme S ne simplifie rien quand G est un groupe simple, car les résolutions des équations/ et S constituent deux problèmes identiques. Mais supposons que le groupe G soit composé, et désignons par Gi un sous-groupe invariant maximum de G; on peut former une fonction rationnelle cp des racines de /" restant invariable par les substitutions de G| et par ces substitutions seulement. Cette fonction dépendra d'une équation dont le degré sera le quotient — , en désignant par m l'ordre de G et par
m, l'ordre de G, ; soit
cette équation. Son ordre sera égal à son degré, d'après la règle du
paragraphe précédent, et son groupe sera simple. L'adjonction des
racines de cette équation réduit à G, le groupe de l'équation f.
Nous pouvons continuer de la même manière en partant de
G^, si ce groupe n'est pas simple. Reprenons donc la suite des
groupes
G, Gi, G2, . . ., G/,, I ,
considérée avi § 25, et soient
/?i, mi, m2, ..., tun, I
les ordres respectifs de ces groupes ; nous sommes alors conduit au théorème suivant :
La résolution de U équation proposée dépe ndra de la résolution d^ équations successives
Chacune de ces équations est irréductible dans le domaine primitif auquel on adjoint les racines des équations précédentes et son groupe est simple; V ordre de ce groupe est égal à son degré, et ces degrés sont respectivement
m nii
Le groupe de V équation primitive f, après adjonction des racines des équations S, se réduit successivement à
Gi, Gj, . . . , G/,, I.
On voit l'importance que prend alors le théorème de M. Jordan, démontré dans la Section V. Les degrés des équations que nous venons de signaler sont indépendants de la façon dont on formera la suite de composition. Le théorème de M. Holder (§ 28) nous montre de plus que, non seulement les ordres des groupes auxiliaires, mais ces groupes eux-mêmes restent les mêmes, à l'ordre près.
36. Nous avons supposé jusqu'à présent qu'on adjoignait une fonction rationnelle des racines de l'équation. Galois suppose d'abord dans son Mémoire que l'on adjoigne une racine r d'une équation auxiliaire irréductible F(/-) = o. Il est aisé de montrer que le point de vue auquel nous nous sommes placé est au fond identique à celui de Galois.
Cherchons d'abord la nature des modifications que pourra amener l'adjonction de /*. Le facteur irréductible '}(V) peut alors devenir réductible ; s'il en est ainsi, on aura un facteur
Il n'y a pas, dans celte réduction, à distinguer une racine d'une
autre pour réquation donnant r, et l'on aura ainsi dans ^(V) un nombre de facteurs égal à />, si p désigne le degré de l'équation en r.
D'après cela, si l'on représente par /•,, 7-2, . . ., /> les racines de l'équation F(/') = o, le polynôme '}(V) sera divisible par chacune des fonctions
(O l(y,rô, x(V,/'2), •••, X(V,/>).
Le produit de ces fonctions est une fonction entière de V dont les coefficients appartiennent au domaine primitif de rationalité; désignons-le par n(V). Les racines de Téquation
appartiennent toutes à t];, et elles lui appartiennent nécessairement avec le même degré de multiplicité puisque '^(V) est irréductible. On aura donc nécessairement
II(V) = [-|(V
en supposant, comme il est évidemment permis, que, dans y et à, le premier coefficient est égal à l'unité.
Les racines de l'équation ^ sont toutes exprimables en fonctions rationnelles d'une d'entre elles. Soit Va une racine de
l'équation
et B(Va) une seconde racine de la même équation, ô étant rationnelle. Je dis que, si Vp est une racine de
il en sera de même de 0(Vp). En effet, l'équation
est satisfaite pour la racine Va de l'équation x(^5 ''«) = o; elle admettra donc toutes les racines de cette dernière. Ainsi donc
mise sous forme entière, est divisible par y ( V, /', ) ; la division se faisant exactement, le dernier reste, qui est un polynôme en V
SUBSTITUTIONS ET ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. l\'^
dont les coefficients sont fonctions rationnelles de /•,, sera nul identiquement. Ces coefficients, étant nuls pour r,, devront s'annuler aussi pour /\, et les autres racines de F(/-), qui est irréductible; ce qui établit la remarque énoncée.
Il en résulte que, si deux polynômes de la suite (t) ont une racine commune, ils ont toutes leurs racines communes; par
suite, d'après l'identité
ri(V) = [^(V)]7,
il j aura seulement- facteurs distincts dans la suite (t). A l'ad-
jonclion de chacune des racines de l'équation F correspondra pour Téquation un groupe provenant du facteur de la suite (a-) se rapportant à cette racine. Le nombre de ces groupes ne sera pas égal à/?, mais seulement à -, et leur ordre sera égal au quotient par — de l'ordre du groupe initial. Puisque toutes les racines de l'équation 6 sont fonctions rationnelles d'une d'entre elles, ces groupes sont manifestement les transformés de l'un d'eux par une substitution rationnelle. Si le degré p est un nombre premier et que Tordre du groupe soit abaissé, on remarquera que q est nécessairement égal à un ; les polynômes de la suite (o-) seront alors distincts, et l'ordre du groupe de l'équation sera divisé par/?, quand on adjoint une racine.
Dans le cas où l'on adjoindra toutes les racines de l'équation en /', le groupe de l'équation proposée se réduit aux substitutions
communes aux — groupes dont nous venons de parler.
Supposons que l'adjonction d'une racine r, d'une équation irréductible F (r) = o réduise le groupe d'une équation f[x) = o de G à Gi; je dis qu'on peut opérer une réduction identique en se donnant la valeur d'une fonction rationnelle convenable des racines. On peut, en effet, former une fonction rationnelle des racines dont la valeur numérique reste invariable pour les substitutions de G', et pour celles-là seulement. Cette fonction rationnelle cp,(jr,,X2, . . 'i^n) sera racine d'une équation irréductible d'un certain degré p, soit
S(cp) = o,
qui aura pour racines cp,, cpo, . . ., Çp. L'adjonction de la racine '.pi
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de l'équalion S produit sur le groupe G le même effet que celle de la racine r, ; elle ramène le groupe de G à G', .
On peut aller plus loin et montrer que V adjonction des différentes racines de ¥{r) = o peut être remplacée par l'adjonction des différentes racines deS{o)=zo. Tout d'abord o, restant invariable par les substitutions de G'^ s'exprimera rationnellement à l'aide de ;-< ; écrivons donc
cpi = 0(n).
L'équation
admettant la racine /'i , admettra les racines
de l'équation irréductible F. Les quantités
sont donc conlenues dans la suite
Or l'équation ayant pour racines cp = 8(/v) est à coefficients rationnellement exprimables dans le domaine initial de rationalilé; désignons-la par
P(cp) = o.
Toutes ses racines appartiennent à l'équation irréductible
Il faut donc qu'elle les ait toutes et avec le même degré de multiplicité, et, par suite,
P(^) = [S(cp)][^.
Le nombre p sera donc un multiple de p ; [jl des valeurs 8(/v) sont égales à cp,, p. autres à cpo, et ainsi de suite.
Ceci posé, soit6(/a)= cpa, et désignons par G;^ et Gji les groupes auxquels se réduit le groupe de l'équation, lorsqu'on adjoint respectivement 7^a et cp^. Si G'^ désigne, comme plus haut, le groupe correspondant à l'adjonction de r^, nous avons dit que G'^ et G^, sont de même ordre. Il en est de même de G^ et de G', . Comme o^
est rationnellement exprimable après l'adjonction de /'a, le groupe G^ contient toutes les substitutions de G'^ et, par suite, ces groupes sont identiques.
Le théorème est donc démontré. Le nombre ;jl est égal à l'entier q rencontré dans la première partie de ce paragraphe.
37. D'après ce qui précède, l'adjonction des racines de l'équation F(r) = o ramène le groupe de l'équation au groupe commun aux groupes
G'i, G2, ,.., Gp,
qui correspondent respectivement aux fonctions cp,, cpo, . . ., '•:i^. Le degré/? de l'équation F, qui est égale à ap, est un multiple de p, et les racines de cette équation se partagent en p groupes de ;ji. racines, comme il a été indiqué plus haut.
Arrêtons-nous sur un cas particulier très important pour la suite. Je suppose l'équation F telle qu'une quelconque de ses racines s'exprime rationnellement à l'aide d'une d'entre elles. Quand on adjoindra cette racine, il se trouvera alors qu'on adjoindra toutes les autres; il en résulte que les groupes G',, G.,, . . . , Gp correspondant à l'adjonction des diverses racines coïncident. Le groupe G de l'équation, après adjonction des racines de F, se trouve donc ramené au groupe G', ; le groupe G d'ordre m a donc été abaissé
à un groupe d'ordre — . Il est clair que G', est un sous-groupe invariant de G.
Particularisons davantage encore en supposant de plus que p soit un nombre premier et que l'ordre du groupe soit abaissé. Puisque /j> = ap , il faudra nécessairement que jjl = i et, par suite,
V ordre du groupe de l'équation sera abaissé de ni à
VII. — Des équations résolubles algébriquement
38. Les généralités qui précèdent sur la réduction du groupe d'une équation sont, à la forme près, entièrement dues à Galois, en faisant seulement exception pour l'importante remarque qui découle des théorèmes de M. Jordan et de M. Holder. La plus
belle application qu'ait faite Galois de sa théorie est relative aux équations résolubles algébriquement. On dit qu'une équation est résoluble algébriquement ou par radicaux, quand on peut y satisfaire en substituant à x une expression formée au moyen des éléments appartenant au domaine de rationalité et des signes des opérations suivantes de l'Algèbre : addition, soustraction, mulliplication, division, élévation à une puissance entière, extraction de racines d'indice entier, ces opérations étant en nombre limité. Suivons toujours Galois. Pour résoudre une équation, il faut successivement abaisser son groupe, jusqu'à le réduire à la seule substitution unité. Dans le cas d'une équation résoluble algébriquement, la réduction se fera par l'adjonction successive des racines d'équations binômes que l'on peut supposer de degré premier. Envisageons une telle équation
avec un certain domaine de rationalité, et soit alors G son groupe. Soit/> le plus petit nombre premier tel que l'adjonction des racines de l'équation
rP — A,
réduise le groupe de l'équation; A est supposé appartenir au domaine initial, auquel on a pu adjoindre des racines d'équations de la forme
r?. = Bi, ni = B,, . . . , rii = B,-, . . . , fTk = B),,
les q étant inférieurs à p, et B/ appartenant au domaine initial, auquel on a pu adjoindre les racines des équations correspondant aux indices i, 2, ..., l — 1 précédents.
On peut, par conséquent, supposer que, parmi les quantités précédemment adjointes, se trouve une racine p'"^^^ de l'unité, car cette expression s'obtient par des extractions de racines de degré inférieur à />, et son adjonction n'altérera pas le groupe de l'équation (^), d'après l'hypothèse faite sur p.
(') Nous nous appuyons ici sur cette proposition de Gauss : que la résolution de l'équation binôme xV — i=o{p premier) peut être effectuée à l'aide de radicaux dont l'indice est un diviseur de p — t.
L'équation//' ^= A va jouer le rôle de Téquation F du paragraphe précédent, et nous nous trouvons dans le cas particulier où les racines de F s'expriment rationnellement à l'aide de l'une d'elles. Donc l'adjonction des racines de notre équation binôme réduit
le groupe G d'ordre ni à un groupe G, d'ordre —, et ce groupe G, est un sous-groupe invariant de G.
Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l'adjonction des racines d'une équation binôme, on peut raisonner sur le nouveau groupe comme sur le précédent ; une nouvelle réduction sera opérée par l'adjonction des racines d'une nouvelle équation binôme, et finalement on aura une succession de groupes
G, Gi, ..., I,
chaque groupe étant un sous-groupe invariant du groupe précédent, et le quotient des ordres de chaque groupe et du groupe suivant étant un nombre premier. .
Ce premier résultat suffit déjà à nous faire voir que l'équation générale de degré n (n > 4) n'est pas résoluble par radicaux. En efl^et, le groupe G est ici le groupe symétrique, qui ne renferme qu'un seul sous-groupe invariant, le groupe alterné Gj {voir § 29). La suite précédente ne pourra donc être que
Or G est d'ordre i .2, . . n et G, d'ordre ^ ' ^ ' " ^ ; le quotient
des ordres des deux premiers groupes est égal à deux, qui est bien un nombre premier, mais le quotient des ordres des deux
autres est ' ^" , qui n'est pas premier. Nous en concluons que
l'équation générale d'ordre n{n'> i) n'est pas résoluble algébriquement; c'est le théorème démontré pour la première fois, d'une manière rigoureuse, par Abel (*), qui se plaçait, bien entendu, à un tout autre point de vue que Galois.
39. Nous avons vu que, si une équation est résoluble algébri-
(*) Voir les Œuvres complètes d'Abel ; une autre démonstration du même théorème a été donnée par Wantzel.
qiiement, on aura une succession de groupes
G, Gi, . . ., G^., I,
chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédent, et le quotient des ordres de chaque groupe et du groupe suivant étant un nombre premier. Cette condition, nécessaire pour la résolabilité algébrique de Véquation, est aussi suffisante, comme nous allons l'établir.
Il suffira de montrer qu'on peut réduire le groupe de l'équation de G à G, par l'adjonction des racines d'une équation résoluble par radicaux. Soient ni l'ordre du groupe G et m, l'ordre de Gi,
le quotient — étant un nombre premier/). En désignant par cp,
une fonction des racines correspondant au groupe G^ nous formons l'équation désignée par
S(cp) = o
dans un paragraphe précédent, et sur laquelle nous nous sommes
longtemps arrêté. Cette équation est de degré — ou /?, et l'ordre
de son groupe sera (§ 34) égal aussi à /?, puisqu'ici le groupe H est égal à G], ce dernier étant un sous-groupe invariant de G. Uéquation S est donc une équation irréductible de degré premier, et l'ordre de son groupe est égal à son degré; or nous avons vu, à la fin du § 31, qu'une équation satisfaisant à ces conditions est résoluble par radicaux. D'autre part, l'adjonction des racines de S ramène le groupe de l'équation proposée de G à G) ; par suite, cette réduction peut se faire par l'adjonction de radicaux, et, en continuant ainsi de proche en proche, on voit que le groupe de l'équation peut être réduit à l'unité et l'équation, par suite, résolue en adjoignant successivement des radicaux, ce qui démontre la proposition énoncée.
40. Nous pouvons vérifier, à l'aide du théorème précédent, que les équations du troisième et du quatrième degré sont résolubles par radicaux. Pour le cas du troisième degré, la suite
G, Gi, i,
G étant le groupe symétrique et G, le groupe alterné, est telle que
chaque groupe est un sous-groupe invariant du précédent, et l'ordre de G étant six et celui de G, trois, les quotients des ordres des groupes sont des nombres premiers.
Pour le quatrième degré, prenons la suite
G, G,, H, II', I
que nous avons considérée au § 29 ; les ordres de ces groupes étant
respectivement
les quotients de chaque nombre par le suivant sont des nombres premiers, et l'équation est bien résoluble algébriquement.
41. Les applications du théorème général relatif à la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation soit résoluble algébriquement sont particulièrement simples dans le cas où l équation est de degré premier.
Nous terminerons ce Chapitre par l'étude de ce cas, qui a été approfondi par Galois, et nous renverrons, pour les équations de degré composé, aux Mémoires de M. Jordan et de Rronecker.
Commençons par un lemme préliminaire. Soit
une équation irréductible de degré premier /?. Je suppose qu'elle devienne réductible par l'adjonction des racines d'une équation irréductible de degré premier p
telle que ses racines s'expriment rationnellement à l'aide de l'une d'entre elles. En raisonnant sur l'équation f{x)^ comme nous avons raisonné au § 36 sur l'équation '^(V), on montrera que les
p racines de l'équation F se partagent en - groupes de q racines
correspondant à une même valeur d'une certaine fonction rationnelle 9(7') des racines. Puisque/? est premier, on devra avoir </ = i , et par suite, en désignant par
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le facteur irréductible correspondant à l'adjonction de /•, on aura
Les facteurs du premier membre sont distincts et du même degré. Donc, puisque le degré n àe f(x) est supposé premier, le polynôme y^{oc^ r) est nécessairement du premier degré, et l'on a
De plus, V équation se trouve résolue par L^ adjonction des racines de F. Ainsi, une équation irréductible de degré premier reste irréductible tant que les adjonctions ne réduisent pas son groupe à l'unité. Avant l'adjonction des racines de F, qui va résoudre l'équation, son groupe est d'un ordre v qu'il est facile de trouver. D'après le § 37 , cette adjonction réduit le groupe à
l'ordre — et, puisque ce groupe est l'unité, on a
Nous pouvons donc dire qu'avant la dernière adjonction, l'équation/*( .2:) a son ordre égal à son degré et, par suite, puisque n est premier, son groupe est formé des puissances d'une substitution circulaire (§ 31).
Appliquons ceci à la réduction du groupe d'une équation f{x) = o de degré premier /i, résoluble algébriquement. Après des adjonctions successives de radicaux, nous arriverons à Tavantdernier groupe G^ (§ 39). Il résulte du lemme précédent que l'équation reste irréductible tant qu'elle n'est pas résolue, et nous pouvons appliquer la conclusion précédente : le groupe G^ est d'ordre n et est formé des puissances d'une substitution circulaire de n lettres. Or, le groupe initial G contient évidemment G^ comme sous-groupe. Le groupe initial relatif aux n racines de notre équation contient donc une substitution circulaire d'ordre n.
42. Nous allons rechercher les groupes relatifs à n lettres (/? étant toujours premier) jouissant de la propriété précédente. Mais il nous faut auparavant dire un mot de la représentation analytique des substitutions.
Désignons par
n lettres. Si l'on a un polynôme /(c) à coefficients entiers, et que pour :; =iz o, I , . . . , /i — i ce polynôme prenne n valeurs non congrues suivant le module /z, c'est-à-dire Ji valeurs telles que la différence de deux quelconques d'entre elles ne soit pas multiple de /i, on pourra considérer la substitution
comme définissant une substitution des n lettres, en convenant que
est remplacé par
l'indice /(:;) étant pris suivant le module n, c'est-à-dire étant remplacé par le reste que donne sa division par /?. Toute substitution
/ ^a, ^b, ..., OCfc \
peut être obtenue de cette manière ; il suffît de poser
en désio^nant, d'une manière erénérale, par
le quotient de la division de z'^ — z par z — a. On voit facilement que
f{%) = h (inod./i).
On a, en effet,
z'' — z = (z — oi)'b{z)-{-oL" —a et, par suite,
Soit j3 ^ a, on aura
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Or, d'après le théorème de Fermât, a" — a et jii" — ^ sont multiples de n ; donc '^ C^) sera multiple de n. Par suite, dans/(5), tous les termes, sauf celui qui renferme z — a en dénominateur, seront multiples de n pour z = a. Il reste à trouver la valeur de
— h pour c := a. Or, on a
donc
et la congruence /(a) ^ A(mod. //) en résulte immédiatement.
On doit à M. Hermite d'importants théorèmes sur la représentation analytique des substitutions (Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. LVII, ei Annales de Tortolini). Nous y renverrons le lecteur, n'ayant ici besoin que de la notion précédente pour trouver, avec Galois, la forme de la fonction /"(s) correspondant à une substitution appartenant au groupe d'une équation résolul^le.
43. Nous avons dit que toutes les substitutions du groupe G.ç sont les puissances d'une substitution circulaire et, par conséquent, de la forme
soit donc S une telle substitution , [^ étant un des nombres I, 2, . . . , /i — I. Si maintenant T désigne l'une quelconque des substitutions du groupe G^_j précédant immédiatement G^, la substitution
appartient encore à G^. A la substitution T correspond une certaine fonction /(^), telle que nous pouvons écrire
et 1 on a de même
Exprimons que
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Or
Tv = [/(3 4-?), .^] et v'T = [/(.-) + «,.-].
On aura, par conséquent, la congruence suivant le module n
a ne dépendant pas de z\ en changeant successivement ;: en
:? + 3, ^ 4- 2 ^3, . . . , ^ + ). ,3, on a
Si nous prenons |j =^ i et que nous posions ^ = o, /(o) = Z>, on aura
Ainsi la fonction /(s) est une fonction linéaire az-\-b. Le groupe Qs-{ ne peut donc renfermer que des substitutions de la forme
et a sera différent de l'unité, si la substitution T n'appartient pas au groupe G^. Le groupe G^_, contient des substitutions d'ordre /?, à savoir les substitutions de G^; il est aisé de voir qu'il ne contient pas d'autres substitutions d'ordre n^ ce qui revient à dire que la substitution ci-dessus est d'ordre inférieur à n quand a est différent de un ou n'est pas congru à un (mod. n). En effet, la puissance h de cette substitution est obtenue en remplaçant z par
a'^z -^ b{ rt^'-i -^ rt/'-2 ^ . . . _|- , ) .
On aura Tordre de la substitution en prenant le plus petit entier h^ tel que
Cl'' = I (mod. «),
^(«^'-^ +•..+ !) = o (mod./i),
a étant différent de un; la seconde condition sera vérifiée quand la première le sera, et ceci arrivera pour h =z n — i ou un de ses diviseurs.
Cherchons maintenant la nature des substitutions du groupe G^_2. Il est clair que G^ est un sous-groupe de G^_2; montrons qu'il en est un sous-groupe invariant. Si T' désigne une substitution de (Js-2^ et I une substitution de G,, et par suite de G^__,, la
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transformée de S par T' appartiendra à Gj_,, puisque G^_i est invariant dans G^_2. Mais, S étant d'ordre /z, sa transformée par T' est aussi d'ordre n et elle appartient par suite à G^, ce qui montre bien que G^ est invariant dans G^_2- Par suite, les substitutions de G^_2 sont de même forme que celles de G^_, , et l'on continuera ainsi de suite jusqu'à G. INoiis avons donc le théorème suivant, dû à Galois :
Quand une équation irréductible de de ^ré premier est résoluble algébriquement, toutes les substitutions de son groupe
sont de la forme
(az-^b, z).
44, La réciproque du théorème précédent est exacte, c'està-dire que, si le groupe d^ une équation \irréductible de degré premier ne renferme, en dehors des substitutions du système circulaire (z, ^ -1- t), que des substitutions de la forme
(az + b, z),
V équation est résoluble algébriquement.
Remarquons d'abord que toute substitution du groupe précédent sera le produit d'une puissance de la substitution
par une puissance d'une substitution
(S') {rz,z).
Si /• est une racine primitive pour le nombre premier n, c'està-dire si les puissances
sont congrues dans un ordre quelconque à
le groupe formé à l'aide des substitutions (i]) et (S') combinées entre elles de toutes les manières possibles sera formé des
n[n — [) suljstitutions
{az-\- b, z),
OÙ l'on donne à a les valeurs i , 2, . . . , /i — i et à ^ les valeurs o, i, 2, ..., /i — I.
Si /* n'est pas une racine primitive pour le nombre /?, les puissances de /' écrites ci-dessus ne représenteront pas les n — i premiers nombres, mais seulement un nombre d de nombres congrus différents, suivant le module /i, et le groupe sera seulement alors d'ordre nd.
Pour plus de simplicité, nous allons supposer que le groupe G de l'équation soit le groupe d'ordre iii^n — i), c'est-à-dire que /* est racine primitive; mais un raisonnement analogue s'appliquera aux autres cas. Désignons par a une racine de l'équation
iF«— I
et formons les expressions
X/i_i = [jTo -r- aj-/.'— î-f- -x-x-i
Les quantités X se permutent évidemment circulairement quand on fait la substitution -'. On peut, d'autre part, les écrire sous une autre forme; prenons par exemple Xjx+j,
Xj;.+ 1 = [j-o 4- CCX,.-,'-— X-X.yr:'--r-. • .-h x'^Xu,-:^ -r- . . .-{- X'^'^ X^n-i), ■:'■]"'
Si l'on pose
/i/'H- = k ( mod. /i), o < A" ^ /i — I ,
on aura
/iz-'J- = A-r«-», d'où h = Âv^-'-l^.
Nous pourrons alors écrire
Xa-i = (Xo H- . . .4- Oi^'-"~'-^Xr-h.. . )«.
Or, a'""'"'* représente une certaine racine ,3 de l'équation x'^ =: 1 , et, par suite, Xjj^^, a la forme
Xj;.+ 1 = {Xo -{-'^Xl-^...-h ?^-J-/, ^-. . . )«.
Après cette transformation, il est facile de voir que les fonctions X ne changent pas par la substitution ^, c'est-à-dire quand P. — III. 33
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on fait sur les ^ une substitution circulaire
Ainsi les fonctions
Xj[, Ag, X3, ..., A„_i
sont invariables par la substitution de 2, et elles sont déplacées circulairement par la substitution S'.
Les fonctions X sont les n — i valeurs que prend une fonction rationnelle des racines, pour les substitutions du groupe G; elles satisfont donc à une équation d'ordre n — i dont les coefficients sont rationnels dans le domaine primitif. Les racines ji^''"^^^ de l'unité ne figurent pas dans ces coefficients, puisque toute fonction symétrique des X est symétrique par rapport auK n — i racines de
Soit
F(X)=zo
cette équation; son groupe est formé des n — i puissances de la substitution circulaire effectuée sur les X. Une telle équation esl résoluble par radicaux, car si nous désignons par
Xj, X2, .... X/i_i les racines de F, l'expression
(Xi 4- IX, +. . .+ À«-2x,,_o«-S
où )^ désigne une racine n — i'""'' de l'unité, restant invariable par les substitutions du groupe, s'exprime rationnellement à l'aide de ). qu'on doit supposer adjoint. En donnant à X ses n — i valeurs, on aura donc les X pour radicaux, et enfin
s'exprimera par suite aussi au moyen de radicaux. En donnant à a ses n — i valeurs et en prenant la somme des racines, on aura Il équations donnant Xq, x^^ ..., Xn-_\ exprimés algébriquement; c'est le théorème que nous voulions établir.
45. Dans les deux paragraphes précédents, nous avons trouvé la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation irré-
duclible de degré premier soit résoluble par radicaux, à savoir que le groupe de l'équation ne doit contenir que des substitutions
de la forme
{az-^b, z).
Galois a encore donné une autre forme à cette condition; nous terminerons ce Chapitre en montrant que la condition nécessaire et suffisante est que les racines soient toutes exprimables en fonction rationnelle de deux quelconques d^ entre elles.
D'abord la condition est nécessaire, car, si l'équation est résoluble par radicaux, toutes les substitutions de son groupe sont de la forme ci-dessus. Or une telle substitution, qui ne se réduit pas à l'unité, déplace les n indices si a = i, et elle déplace n — i indices si a est différent de un. Il résulte de là que, si l'on adjoint deux racines x^ et x^^ le groupe [de l'équation ne contiendra plus que la substitution unité, car x-x et xq, devant rester invariables par les substitutions du groupe, celles-ci ne peuvent déplacer jr^ et ^^. Donc toutes les racines sont fonctions rationnelles de x^ et x^.
Passons à la réciproque (*). Nous supposons que toutes les racines d'une équation irréductible de degré premier s'expriment rationnellement à l'aide de deux quelconques d'entre elles j il faut montrer que l'équation est résoluble par radicaux. Soit G le groupe de l'équation et jjl son ordre; quand on adjoint une racine Xy_ de l'équation elle-même, le groupe G se réduit à un groupe F^ dont
l'ordre est - (§ 36). A chaque racine x^ correspond un groupe T^j,
et, d'après les théorèmes généraux étudiés précédemment, les substitutions du groupe G se décomposent en un Tableau de n lignes dont la première sera, si l'on veut, le groupe Fq, et les autres lignes seront les produits des substitutions de Fo par des
substitutions
Ti, T,, ..., T„_,.
Les groupes Fji sont les transformées de Fo par les subslilulions
(•) La démonstration de cette réciproque est seulement indiquée très succinctement dans le Mémoire de Galois; nous suivons ici le commentaire qu'en donne M. Serret dans son Algèbre supérieure. On trouvera aussi dans cet Ouvrage une analyse de M. Hermite donnant une démonstration dii-ecte du même théorème.
précédentes; on doit remarquer que deux groupes F n'ont d'autre substitution commune que la substitution unité, car autrement il y aurait une substitution laissant deux racines invariables. Après avoir adjoint x^ et réduit le groupe à F^, adjoignons maintenant x^^ c'est-à-dire une racine de
ou d'un diviseur rationnel de ce quotient, s'il n'est pas irréductible. Le groupe F^ de l'équation deviendra un nouveau groupe dont l'ordre est égal au quotient de l'ordre de T^ par un diviseur du degré de l'équation précédente. L'ordre du groupe après l'adjonction de Xrj, et de x<^ sera donc
n.in
et, puisque l'équation est résolue, on a
Évaluons le nombre des substitutions de G qui déplacent tous
les indices. En ne comptant pas la substitution unité, les groupes
F renferment
substitutions^ le nombre des substitutions qui ne déplacent pas toutes les lettres n est donc
11 y a donc dans G
mil — {m — \)n — i ou n — i
substitutions qui déplacent tous les indices ^ nous allons voir aisément que ces n — i substitutions sont circulaires et puissances les unes des autres. Soit T une telle substitution; décomposons-la en cycles ; aucun de ces cycles ne sera formé d'une seule lettre, et ils ne contiendront pas tous le même nombre de lettres, puisque n est premier. Si la substitution ne se composait pas d'un seul cycle, il y aurait un cycle d'ordre minimum ô, et la substitution T^ laisserait 8 lettres en place (ô >> i) sans se réduire à la substitution unité; or, le groupe G de Féquation ne peut manifestement contenir une telle substitution, puisque par l'adjonction de o racines
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le groupe ne serait pas réduit à l'unité. Les n — i substitutions trouvées plus haut sont donc les n — i premières puissances d'une substitution circulaire.
Cela étant, distribuons les indices dans les racines de manière que les n — i substitutions de G, qui déplacent tous les indices, soient les puissances de la substitution circulaire
et soit S une substitution quelconque, que nous représentons par
La transformée de ï par S est encore une substitution circulaire et déplace, par suite, tous les indices; elle doit donc être une puissance de T
En écrivant que
STS-i = T' ou ST=:T'S,
on aura, en raisonnant comme au § 43,
a et [^ étant des entiers et, par suite , le groupe ne renfermant que des substitutions linéaires, Inéquation est résoluble par radicaux.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces questions; le lecteur, désireux d'approfondir ces théories, pourra consulter le Traité de M. Jordan et les travaux de Kronecker. Une partie de ceux-ci sont très bien exposés dans le Livre de M. Vogt (voir, en particulier, le Chapitre XII). On lira aussi avec grand intérêt, dans l'Ouvrage de MM. Borel et Drach, le Chapitre VI, sur les groupes résolubles.
ANALOGIES ENTRE LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES.
I. — Généralités sur les groupes continus (i
I. Bien que nous ne puissions faire ici une exposition complète des résultats fondamentaux de M. Sophus Lie dans la théorie des groupes continus de transformation, il est indispensable cependant que nous fassions quelques remarques générales sur cette notion de groupes continus, qui joue un si grand rôle dans la Science de notre époque. Considérons les n équations
\y'ii=fii{yu y-i^ •••,yn, «1, «2, ••.,<^/-)j
les f dépendant de r paramètres <2< , «o? • - • -, (^r- Ces n équations définissent une transformation entre les y et les y\ et l'on suppose, bien entendu, que le déterminant fonctionnel des /"par rapport aux y n'est pas identiquement nul. De plus, on suppose que les r paramètres a ont été réduits au moindre nombre, c'est-à-dire qu'il n'est pas possible de trouver /' fonctions
Al, A2, ..., A;.' ('•'</•)
(>) Pour ces généralités on se reportera aux trois Volumes de M. Sophus Lie Sur les Groupes de transformations ; on trouvera aussi une exposition très condensée et très nette des théorèmes fondamentaux dans les Leçons de M. Lie, rédigées par M. Scheffers (iSgS), aux pages 366 et suivantes.
de Gk , «27 • • -5 ^^r-, telles que l'on ait
fiiyi^yi, '--,yn, «i, <^2, ••., «/•) = ^iiyuiî, ---^yn, ^^i, ^2, ..., a,.')
circonstance qui amènerait la réduction du nombre des paramètres. Si cette circonstance se produisait, on aurait évidemment une relation de la forme
y, .(ai, «2, ...,ar) ^ = o (i = i, 2, . . ., n),
et la réciproque est immédiate, c'est-à-dire que, si les /satisfont tous à une relation de cette forme, il y aura au plus r — i paramètres distincts.
Ceci posé, les équations (i) définissent un groupe de transformations à r paramètres si, ayant successivement
y'i=fi{yuyi^ ^-..yn^a^.a^, ...,«/•), y"L=fi'^y\^y'%^ •.•,r/n^i,^2, .•.,^/-) («^' = ^5', .••. ri\
les a et h étant des constantes arbitraires, on a
y"i=fi{y\^yt^ -"^ymCuc^i, ...,cr),
les c ne dépendant que des a et des h. On a donc
Ck= ^k{ctu ,..,ar,bi, ..., b,.) (A- = 1, 2, ...,/')•
Faisons de suite la remarque que les c considérés comme fonctions des b, par exemple, seront des fonctions indépendantes. On a, en effet,
fi{y\^y'%^ '•'.y'a.bub,, ...,br)=fi{yi,yi, ...,JK«,'J>1,<1^2, ---Ar)'
En différentiant par rapport aux b successivement, on voit que l'on aurait, si le déterminant fonctionnel des ^ par rapport aux b était nul, une relation de la forme
>,(«!,...,«;., 6,, ..., br) -^ -i-...+ X/.(ai, ..., «r, ^1, ..., ^r) ^ = O,
quel que soit ?', et, en donnant aux a des valeurs fixes arbitraire-
ment choisies, on aurait une relation de Ja forme (a), et, par suite, les paramètres ne seraient pas réduits au moindre nombre.
Nous n'allons considérer que les groupes de transformations comprenant la substitution identique, c'est-à-dire que nous supposons que, pour certaines valeurs a", ..., <2^, de «i, ..., a,-, on ait
«^ I — ^ 1 ? 2 — ■ 2 ? • • • ? ^ fi — ^ n •
2. Dans le cas oii il n'j a qu'un seul paramètre, le problème de la recherche des groupes est extrêmement simple. Il nous suffira de prendre deux variables ; la recherche serait la même pour un nombre quelconque de variables. Considérons donc le groupe à un paramètre a
D'après la notion même de groupe nous aurons
c étant une fonction de a et ^, soit
Des lettres a, b, c deux sont indépendantes, et la troisième est fonction des deux premières. Nous allons, pour un moment, regarder b comme fonction de a et c. En différentiant par rapport à a les deux membres des équations (:>».), on a
dx' da dy' éa db da ~ '
()cp dx' t)cp dy' d'^ db dx' da dy' da db da ~
On tire de là, en résolvant ces deux équations par rapport à
dx' dy' da da
dy' ^., , j . db
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da
Or, de l'équation c = '}(<7, Z>), on tire la valeur de -7-^ soit
y {ci, b). Nous avonc donc
da
Les équations étant écrites sous cette forme, nous pouvons regarder a et b comme indépendants, et nous avons un système d'équations auxquelles satisfont x' et y' considérées comme fonctions de a. Donnons à b une valeur fixe d'ailleurs arbitrairement choisie; les deux équations pourront s'écrire
âr'
Si l'on fait enfin un changement de paramètre, en introduisant au lieu de a un paramètre t lié à a par la relation
%{a)da = dt, nous aurons le système
dy' et, pour une certaine valeur de <7, on a, par hypothèse,
On peut supposer que cela a lieu pour t = o. Donc notre groupe s'obtiendra en considérant le système d'équations différentielles ordinaires
et en cherchant la solution (x',y) se réduisantJui^PjJ^ pour
^ OFTHE ^
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t = o. Cette solution donnera les deux fonctions
qui correspondront au groupe cherché.
La réciproque est exacte, c'est-à-dire que deux équations
dx' ^ , ,
prises arbitrairement, peuvent être regardées comme définissant un groupe à un paramètre. Ceci résulte de ce que ^ et -^ ne dépendent que de x' ety'. Concevons, en effet, qu'on ait trouvé l'intégrale de ce système telle que x' = x^ y' =y pour ^ = o, et soit
cette intégrale ^ye dis que ces équations définissent un groupe. Écrivons
Les expressions précédentes se réduisent à ^ et y pour t^ = o. D'autre part, les équations
y"=t^{x',y', t — ti)
définissent les intégrales x'^ ely" se réduisant à x', y' pour t = t^. Il en résulte que x\ y" représentent les intégrales se réduisant à (x, y) pour ^ r= o. Donc
y"^tf{x,y,t),
ce qui revient à dire que, des égalités
^'=f(^,y,fi), oc" = f{x',y\ti), y'=o{x,y, ti), y"=c^{x', y', t,),
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on déduit
et Ton a donc bien un groupe.
Pour un accroissement infiniment petit ô/, donné à / à partir de t z=Oj x' et ^''prennent à partir de x et >' des accroissements dont les parties principales Zx et or sont évidemment
aussi appelle-t-on
; c^ et T, o/
la transformation infinitésimale dn groupe, et, d'après ce qui précède, un groupe à un paramètre est défini par une transformation infinitésimale.
Nous avons considéré le cas de deux lettres; il est clair qu'un groupe à un paramètre pour n lettres peut être défini par le système
-^ = îlV^i» ^5» • - - » •'«/>
-^=t«(x„Xi. ...,x,).
où les ç sont des fonctions de x,, -Tî, — , x», d'ailleurs quelconques.
3. Considérons maintenant le cas d'un nombre quelconque de paramètres. En nous bornant d'abord uniquement, pour avoir des notations plus simples, à deux variables, nous envisageons le groupe
à r paramètres. Ecrivons, comme plus haut,
(3) /{^,y,àu ...,br)=f{x,y,cu...,cr).
OÙ l'on a
avec ridentité de même forme pour cp.
Nous considérons encore les c et les a comme des arbitraires, les h étant des fonctions de ces quantités. En différentiant l'identité (3) par rapport à ah-, il vient
df_d^ àl_ èy_ àf_ dbj_ df db,
dx' daji df' âa/i ùb\ ôa/, ' ' ' ùb,. ôa/^
et pareillement
d^ dx' do dy' do dbi do db,. . , ,
-rS -3 h T^ T^ -+- :t7- 1 ^- ---^ TT- 1 — = ^ (// = i, 2. .. ., /•)•
dx da/i dy da/i db-, da/^ db,- da/,
On tire de ces deux équations, en calculant les dérivées partielles des b par rapport aux «, au mojen des relations Ck = '%,
-£- = ^^2'kh{ciu •••. «/', bu ..., br) Q/A^\ y, bu ..., br) A = 1
Le déterminant formé avec les X/çh n'est pas identiquement nul, car autrement on aurait une relation de la forme
^X/,(ai, ..., a,., bi, ..., ^,0 ^ = O'
et la même relation pour y' ; par suite, les paramètres ne seraient pas réduits au moindre nombre. Gomme les c ne figurent pas dans les identités (4), celles-ci sont vérifiées quels que soient a et b. Donnons aux b des valeurs arbitraires mais fixes; les équations précédentes deviendront
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rSous avons là un système de 2/- relations auxquelles satisfont x' el y considérés comme fonctions de a, . . . . , Gr-
Nous avons déjà dit que le déterminant | Hkh \ n'était pas identiquement nul; il en résulte que l'on pourra écrire
et le déterminant | a^A | ne sera pas identiquement nul. Xous pou vous conclure de là que les deux relations
2^A-U(^', y) = o, ^eji.r,,,.(x\ y) = o,
il = 1 A-l
OÙ les e seraient des constantes qui ne sont pas toutes nulles, ne peuvent avoir lieu simultanément. Elles entraîneraient en effet les relations
dx'
2 ^CA-a^/i^^ = o
et la relation analogue en remplaçant j:' par y'- Mais, les paramètres étant réduits au moindre nombre, ceci ne peut avoir lieu que si
d'où l'on conclut que le déterminant ! Xf(/i ] devrait être nul.
4. Les équations (5) jouent, dans la théorie des groupes, un rôle extrêmement important. M. Lie démontre à leur sujet un théorème réciproque, que nous nous contenterons d énoncer.
Supposons que Ton ait un ensemble de transformations à /• paramètres (je ne dis pas un groupe)
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tel que, pour certaines valeurs des paramètres, on ait x'^=x, v'= y, et que les x^ et y' considérés comme fonctions des a satisfassent à un système de la forme (5), avec les conditions indiquées plus haut relatives à certains déterminants différents de zéro. Dans ces conditions, on peut affirmer que V ensemble des traiisj or mations précédentes formera un groupe: c'est la réciproque du théorème du paragraphe précédent.
Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de cette réciproque, et nous allons montrer immédiatement ce qu'on entend par transformations intinitésimales d'un groupe.
Nous avons dit que, pour certaines valeurs des a, soit
«2 = «2 , cLy — a)
on a .r'=^, y'=J- Donnons aux a des accroissements infiniment petits la à partir de a^ . Les parties principales Ix' et oj des accroissements de x^ et y seront
(dx'\ . , [ dx' \
6^'=,-^, oa,-H...-( — j^ô^,,
et, par suite, en désignant par £< , ^2? •••,£/- des quantités infiniment petites qui sont des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants de oa,, û«2? • • • ■> ^^ri on aura
ox'= îi;i(.r,jK)+...-^£r?r(^,7), oy' = Si r,i (^, jK) + . . . -+- 2r-^i/'(.^S y),
en calculant, à l'aide des équations (5), les valeurs des dérivées
On dit alors que le groupe admet r transformations infinitésimales^ dont l'ensemble représente la partie principale de l'accroissement de x^ ety' à partir de x et y, pour des accroissements arbitraires des a à partir des a^. Ces /• transformations infinitésimales sont
Elles sont linéairement indépendantes, c'est-à-dire que, pour
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des valeurs de constantes convenables e, on ne peut avoir
comme nous l'avons vu plus haut.
5. Les équations (5) vont nous permettre d'obtenir les sousgroupes à un paramètre contenus dans le groupe donné. Cherchons à cet effet comment nous devons déterminer a, , . . . , <7,. en fonction d'un paramètre t, pour que l'ensemble des transformations correspondantes forme un groupe à un paramètre. D'après ce que nous avons vu au § 2, le paramètre t peut être choisi de telle manière que le groupe soit défini par des équations de la forme
D'autre part, les équations (5) nous donnent
dx ^ dx dan V Va / ^^ / ' '^ ^^/'
Il résulte de là que le second membre ne dépendra pas de t. Les coefficients de ^k{x' , y') sont donc des constantes, et l'on aura, par suite,
^eA-A(ai,...,a,.)-^' =X/, (A=i,2,...,r),
les A étant des constantes. D'ailleurs, bien évidemment, en prenant pour les X des constantes quelconques, et en prenant pour les a des fonctions satisfaisant au système précédent d'équations différentielles, on obtiendra un groupe à un paramètre contenu dans le groupe donné, et défini par les équations
dx'
-^ = Xi^i(x',y)4-...^X;.^r(^',y),
dv'
Pour trouver ce groupe, on doit intégrer ces équations, en prenant les conditions initiales
x' = x, y — y (pour^ = o).
On voit que ces intégrales se présenteront sous la forme
comme le montre le développement de x' ^ y' suivant les puissances de t.
En même temps que la réciproque admise au paragraphe précédent (5), M. Lie démontre que, du groupe à un paramètre que nous venons d'obtenir, on peut déduire le groupe général, défini par les équations (5), en remplaçant )., t^ X.o ^ . . • , V^ par t^ arbitraires a,, ao, . . ., «o qui ne représenteront pas en général les mêmes quantités que les a primitifs.
Le groupe donné pourra donc s'écrire
x' = ¥{x, y, ai, . .., a,.), y'= <ly{x,y,ai, ..., a,.),
la substitution identique correspondant à «1 =.. .= a,==o, et l'on aura le développement
37' = :r -+- ai ;i (x, j) -f-. . .+ «/• çri-^, r) +. . . ,
^"^^ l y'=y-^air^i{x,y)-^...-{-arr,r{^,y)
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier par rapport aux a.
6. Il est important de remarquer que les l et les '/i ne peuvent être pris arbitrairement, c'est-à-dire que si l'on prend dans le système (6) les ^ et les 'f\ arbitrairement, les équations (7) qu'on en déduit ne définiront pas un groupe aux r paramètres X, t, \.,t, ..., \r^' Un point capital de cette théorie consiste donc à trouver les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent exister entre les ? et 71, pour que l'on soit conduit à un groupe de transformations en opérant comme ci-dessus.
Il est aisé de trouver des conditions nécessaires; c'est ce que nous montrerons de la manière suivante.
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Prenons Je groupe à un paramètre défini par les équations
obtenues en faisant, dans les équations (6), )., =^i ,Ao = . .. = ).,. = o. 11 pourra être représenté par le développement
en posant
, , ., , àf df
et en regardant A, (/) comme un symbole d'opération à effectuer sur une fonction /. De même un second groupe à un paramètre correspondant aux équations
sera représenté par le développement
en posant
Désignons par S^ la première substitution et par S^' la seconde, et faisons successivement sur (x, 1) les substitutions
SS S-'', S-^ s-''.
Un calcul un peu long, mais très simple, nous donne le résultat suivant
j ^-t-^<'[Ao(|0-A,(c%)] + ...,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au second en t
et t'. Cette substitution doit être comprise dans le groupe (y) du
paragraphe précédent, en prenant pour les a des séries entières
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ordonnées suivant les puissances de t et t^ . Ces séries devront nécessairement commencer par des termes du second degré en t et t\ car, s'il y avait des termes du premier degré, leur ensemble devrait être identiquement nul et les /• transformations infinitésimales ne seraient pas linéairement indépendantes (§ 4). En identifiant (c) et (a-'), on voit donc que les développements de a,, ..., Œr doivent commencer par des termes du second degré et sont nécessairement de la forme
rt] = Cl tt' ^ . . . , rt,. = c,.tt'-^. . . ,
les c étant des constantes, et Ton a, par suite,
On peut écrire ces deux identités sous une forme plus condensée. On a, quelle que soit la fonction/,
A2[Ai(/y]-Ai[A2(/)] = [A2(^i)-A,(^,)]^{
-|-[A2(Y]i)-Ai('^2)j[|^-
On aura donc, quelle que soit la fonction/, la relation
A2[Ai(/)] - Al [A,(/)J = CixVi(/) H- C2A2(/) -4-. . .+ c,A,(7),
qui revient aux deux égalités ci-dessus. La combinaison qui figure dans le premier membre se présente dans de nombreuses questions d'Analyse, notamment dans la théorie des équations linéaires simultanées aux dérivées partielles. On l'appelle le crochet de A, et A2, et on la désigne souvent par la parenthèse (AoA,); c'est un symbole d'opération à effectuer sur une fonction/
Nous avons raisonné sur Ai (/) et Ao (/) ; en considérant d'une manière générale
les crochets
(A.Ax)
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devront être des combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants des ;• expressions
Ai(/), A,(f), ..., Arif).
Nous trouvons donc ainsi un ensemble de conditions nécessaires pour que les /• couples de fonctions (ç, r^) correspondent à un groupe de transformations.
7. Ces conditions nécessaires sont en même temps suffisantes. La démonstration de ce théorème fondamental de M. Lie nous entraînerait trop loin, et nous nous contenterons de cette affirmation. Aussi bien, il suffira souvent de savoir l'énoncé de ce théorème pour pouvoir faire des applications de la théorie.
Nous avons supposé qu'il n'y avait que deux variables. Dans le cas de n variables oc^y^ ..., z et d'un groupe àr paramètres, ce groupe sera défini par r transformations infinitésimales qui correspondent aux r expressions
les ç, r,, . . . , T étant des fonctions de x, y, ...,;.
Ces r transformations infinitésimales définiront un groupe
si tous les crochets
(A/Aa.)
sont des combinaisons linéaires et homogènes de k^, . . . ^ Ar-
Pour obtenir ce groupe, on considérera les équations diff'érentielles ordinaires
dy . . .
dz ^ .
—j~ = AiTi-H A2T2-I-. . .H- A,.
dt
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OÙ les X sont des constantes arbitraires. On intégrera ce système en prenant comme conditions initiales
^ = ;ro, J=yo, •••, z=Zo (pour« = o).
L'intégrale générale sera de la forme
^ =A{^o,yo, . . ., ^0, ^1^, ^2^ • • -, ^^rO»
En mettant à la place de )., ^, Xo^, ...,lrt des constantes «1,^25 ...,«r» nous aurons un groupe à r paramètres entre (^o,yo, .-.,-0) et (x,y, ..., z). Rappelons que les A(/) ont été supposés linéairement indépendants, c'est-à-dire qu'il n'y a pas entre eux de relation de la forme
les e étant des constantes qui ne sont pas toutes nulles.
8. Faisons encore une remarque applicable à tous les groupes de transformations dépendant d'un nombre fini de paramètres arbitraires. Soit le groupe G à /^ paramètres
Considérons une fonction F(j<,yo, . . . , jr«) î ^^ arrivera, en général, si l'on forme l'expression
F(YiY2, ...,Y„)
qu'elle dépendra réellement de r paramètres, c'est-à-dire ne pourra pas être considérée comme une fonction dépendant d'un nombre moindre de paramètres. Nous voulons examiner le cas où il en serait autrement, c'est-à-dire où l'on aurait
F(Yi, Y,, ..., Y„) = *I>(7i,j'.2, ...,7«, Al, A,, ..., Ap),
les A dépendant des a et 0 étant moindre que r. Désignons par A% ..., AJ les valeurs des A pour aj, a'î, ..., a^ (valeurs de paramètres correspondant à la substitution identique) ; si l'on pose
A, = A'>, A2 = A», ..., Ap = ^p,
on établira entre les a des relations qui en laisseront au moins /• — 0 arbitraires. Pour ces relations entre les «, on aura, d'après ridentité ci-dessus,
• F(Y,, Y2, . . . , Y„) = F(ji. j2, • . .,r«)-
Il existera donc un sous-groupe du groupe donné, dépendant à' au moins /• — o paramètres, qui laissera invariable la fonction F.
Traitons maintenant la question inverse, et supposons qu'il j ait dans le groupe G un sous-groupe F à ;• — o paramètres, qui laisse invariable la fonction F; je dis que la fonction
F(Yi.Y2, ...,Y„),
où les Y correspondent à la substitution générale du groupe G, dépend au plus de p paramètres.
Le sous-groupe F correspondra à des valeurs a, , ao, . . . . a^ des paramètres a, liées par p relations convenables, de telle sorte qu'il y ait seulement parmi les a un nombre d'arbitraires égal à /• — 0. En effectuant successivement sur les y une substitution du groupe G et une substitution du groupe F, on obtiendra des
expressions
Y:-=//(7i,J2, ...,r.. Bi,B2, ...,B,),
où les B dépendent des a et des a. Pour des valeurs fixes, d'ailleurs arbitraires, données aux a, on pourra choisir les a de telle sorte qu'au moins r — p des B puissent prendre des valeurs arbitrairement données, car, dans le cas contraire, le groupe F ne serait pas à r — p paramètres. Ceci posé, dans
F(Yi,Y,, ...,Y„)
effectuons sur les Y' une substitution du groupe F, en posant
y;- =//( Yi, y,, . . ., Y,„ ai, a,, . . . , v) =/,(7„JK2, • • • ,r«, B„ B,, . • ., B,.),
on aura
F(Yi,Y,, ...,Y„) = FiY'i,Y;, ...,Y;),
d'après la propriété du sous-groupe F. Mais, d'après ce que nous avons dit plus haut, on peut, pour des valeurs arbitraires des a, donner dans les Y' à r — p des B au moins telles valeurs fixes que
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l'on voudra. Il en résulte que la fonction F(Yi, Yo, . . . , Y„) dépend au plus de p paramètres.
En rapprochant les deux remarques que nous venons de faire, on peut énoncer le théorème suivant (* ) :
Etant donné le groupe G à r paramètres, la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
F(Yi,Y2, ...,Y,)
dépende seulement de p paramètres (p << /') est que la fonction F(y4,y2j "'lYn) reste invariable pour les substitutions d'un sous-groupe Y de O^ à r — ^paramètres.
Ce théorème peut être regardé comme l'analogue de celui que nous avons établi au § 20 du Chapitre précédent. Nous avions là une fonction prenant n valeurs pour les substitutions d'un groupe G d'ordre m\ il y avait alors un groupe F, sous-groupe de G et d'ordre —, laissant la fonction invariable. Dans la aueslion actuelle, c'est la différence r — p qui remplace le cjuotient — ; c'est ce qui arrivera généralement par la suite, où nous trouverons des différences au lieu de quotients dans des énoncés par ailleurs de même forme.
II. — Des groupes de transformations homogènes et linéaires, et des fonctions symétriques dans la théorie des équations linéaires.
9. Une classe très spéciale de groupes de transformations sera pour nous particulièrement intéressante : ce sont les groupes de transformations linéaires et homogènes et, de plus, renfermant algébriquement les paramètres. Considérons donc la substitution linéaire
Y„ = «/iiji -h ««2/2 -f-. . . + annYa-
(') On trouvera dans la Thèse de M. Vessiot (^Annales de l'Ecole Normale, 1891) une autre démontration de ce théorème.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. SoQ
Si tous les a sont arbitraires, ces équations définiront évidemment un groupe continu de transformations à n- paramètres.
En considérant les y comme des fonctions arbitraires d'une variable x^ nous allons étudier d'abord les fonctions rationnelles des^ et de leurs dérivées, qui restent invariables quand on effectue sur les r et en même temps sur leurs dérivées des différents ordres la transformation du groupe précédent. INous les appellerons par analogie/o/ic^/o/i5 symétriques des y et de leurs dérivées.
Il est tout d'abord facile de former des fonctions de cette nature. Etant données n fonctions arbitraires
y\i y-i-) • • '■> y II
de œ, on peut former l'équation linéaire d'ordre n dont ces fonctions seraient un système fondamental. Soit
cette équation. Les p sont des fonctions rationnelles de jK,,y27 •••• )-,i et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n, et il est évident qu'elles restent invariables quand on effectue sur les ),, j^o? •••;JK/i ^^^ substitution linéaire quelconque. Ces fonctions jouent le même rôle que les fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique ; nous allons en effet établir le théorème suivant :
Toute /onction rationnelle des y et de leurs dérivées invariable par les substitutions du groupe linéaire général s^ exprime rationnellement à Vaide des fonctions p et de leurs dérivées.
Remarquons d'abord que dans la fonction considérée, on peut toujours ramener l'ordre de dérivation des y k ne pas dépasser n — \. Il suffît pour cela de se servir de l'équation différentielle linéaire écrite ci-dessus. Après cette réduction, nous avons donc une fonction rationnelle
^{yx.y-i^ '-'^yn^y'i^ ■.•,y'rn --..r
dont les coefficients sont eux-mêmes fonctions rationnelles des p et de leurs dérivées. Nous allons montrer que, sous cette forme, R ne peut dépendre des y. On a, en effet,
R(jKi. . . ., j«,yi ,. • .,7«, . -'^yr'^ • • -, y,r")
= R(Y„ . . . , Y„, y;, . . ., y;„ . . . , Y(«-t', . . ., Yr' ),
5io
les p et leurs dérivées, dans les coefficients de R, n'ayant pas changés. Or, pour une valeur donnée d'ailleurs arbitraire de ^, nous pouvons choisir les constantes a de manière que
Yi,
prennent telles valeurs cjue Ton voudra. Si donc R dépend d'une des lettres précédentes, l'égalité ci-dessus est impossible, puisque le premier membre est indépendant des <2, tandis que le second a une valeur variable avec ces paramètres.
Il résulte de laque R ne dépend pas de jn, •••jJK//, J^', , ..., xlf '^ et la fonction se réduit, par suite, à une fonction rationnelle des p et de leurs dérivées ('). C'est le théorème que nous voulions établir.
10. Parmi les fonctions symétriques élémentaires, que nous avons désignées par/?, il en est une qui est particulièrement intéressante : c'est la première/?,. En posant
on a
ri Yi •'
' Xa
ri
' Yn
dyi dyo_
dVn
dy.
dy.
dya
dx dx
dx
dx
dx
dx
d'^-^Vn
d'^-yv.
d'^-'ya
d'^-^yi
dx-^-i dx'^-"'
dx'i- -2
dx't-^
dx'^-^
dx'i-^
d'yi d"y^
d"yn
dx'^
dx"-
dx"-
Pi =
or D, est précisément la dérivée de D par rapport à x. Admettons, en effet, que ce fait soit exact pour n — i fonctions; on va voir immédiatement qu'il est encore exact quand on passe de n — i à n. Concevons D développé suivant les termes de la dernière ligne, et écrivons
d"-\ri
dx"-^
d"-^y, d"-yy„
(') Les fonctions de cette nature ont été étudiées particulièrement par M. Appcll dans son Mémoire Sur les équations dij/érentielles linéaires {Annales de Ecole Normale, 2« série, tome IX).
OU
les A étant des déterminants analogues à D, mais relatifs seulement k n — I fonctions. On aura alors
dx ' ' dx'^
d"y.i - dx'^
dx'
les autres termes disparaissant, car, d'après ce qui a été supposé au sujet des déterminants d'ordre n — i, ces termes forment le déterminant D, où l'avant-dernière ligne aurait été remplacée par la dernière, de telle sorte que les deux dernières lignes s'v trouvent identiques. On a donc bien
comme nous l'avons énoncé. On conclut de là
D = ^-fp^^^dx^ La valeur du déterminant
dyy, dx''
d\Vn
dx-
est maintenant facile à calculer en fonction des p. La résolution des n équations du premier degré en /?, , p.^, , . . ^ p,i donne
p.jx) = {-iY
et 1 on aura par suite
D'une manière plus générale, considérons le déterminant
j dx"^'
dx''
dx'* lv=a„a,,
les a étant n entiers distincts quelconques; il résulte immédiatement de ce qui précède que ce déterminant est égal à une fonction entière des/? et de leurs dérivées multipliée par e~^P^^^.
On trouvera dans le Mémoire cité de M. Appell des applications intéressantes de cette théorie des fonctions symétriques des intégrales d'une équation linéaire, particulièrement à la transformation d'une telle équation.
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Soit
une fonction rationnelle entière z des intégrales JKi , JK2, • • • , y/t' formant un système fondamental, et de leurs dérivées jusqu'à un ordre d'ailleurs quelconque. Le problème général de la transformation est de former l'équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la fonction z. Tout d'abord, pour voir quel est l'ordre de l'équation différentielle en ^, on remplacera jki, JK2 7 --v yn' par les éléments d'un autre système fondamental, c'est-à-dire en remplaçant yi par
L'ordre de l'équation différentielle en z est égal au nombre des termes linéairement indépendants qui entrent dans l'expression de z ainsi transformée. Le développement de/ donne un certain nombre de termes monômes de la forme
Soit, après la réduction à l'ordre n — i , au plus, de l'ordre maximum de dérivation des r, q le nombre des termes algébriquement indépendants. On pourra former l'équation différentielle d'ordre q admettant ces ^ solutions ; les coefficients de cette équation se présenteront manifestement sous la forme de fonctions symétriques dejKijJKoj .-MjK/i'. Dans certains cas particuliers, il pourra arriver cependant que les termes algébriquement distincts ne soient pas linéairement indépendants ; on s'en apercevra à ce que tous les coefficients de l'équation formée sont identiquement nuls, et l'on cherchera alors à former une équation d'ordre q — i : on arrivera ainsi forcément à l'équation cherchée au bout d'un certain nombre de tentatives.
Soit, par exemple, l'équation
d'^y _ dy dx- dx "^ '
Posons
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l'expression générale de z sera
(«iri+«2jK2)--
Nous avons ici les trois termes
et l'équation donnant ; sera en général du troisième ordre.
11. Après avoir considéré les fonctions rationnelles de n fonctions arbitraires de x et de leurs dérivées, que nous avons appelées fonctions symétriques, il est naturel de considérer des fonctions rationnelles quelconques. Prenons donc une fonction rationnelle dey,,jK2? •••7jK« et de leurs dérivées jusqu'à un ordre d'ailleurs quelconque, en désignant toujours par jk,,j>'o, ....y,i des fonctions arbitraires de x^ et désignons-la pour abréger par
sans marquer explicitement les dérivées qui peuvent figurer dans R.
Reprenons la substitution linéaire générale
!Yi = «iiji ^ «12JK2 -H. . .-i- «i«7«, Y2 = «2iri-+-«22.r2-^.---^«2«r«.
Y„= ««iri-+-<^«272-i-...-f-«««r«'
et écrivons la relation
(9) R(Yi, Y2, .... Y„)-R(ri,r2, ..•,r«)-
On peut chercher à déterminer les constantes <2, de manière que cette relation soit identiquement vérifiée, quelles que soient les fonctions y<, yo, ..., yn de x. En général, il n'j aura pas d'autres solutions que
mais, pour certaines fonctions R, il y aura d'autres déterminations possibles des a. Supposons que l'identité précédente entraîne seulement
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relations entre les a , qui seront d'ailleurs évidemment algébriques; on pourra exprimer n- — p des a en fonction des p restants. Dans ces conditions, les équations(8)défînissent un ensemble de transformations dépendant de p paramètres arbitraires. Cet ensemble de transformations forme un groupe linéaire, homogène et algébrique de transformations ; il est clair, en effet, que le produit de deux substitutions de l'ensemble appartient encore au même ensemble, puisque pour ces deux substitutions la fonction R reste invariable, d'après l'identité (9). Prenons, comme exemple, l'expression
En écrivant l'identité (9), on trouve
On a ainsi un groupe de transformations à deux paramètres a et b. Il pourra arriver que l'identité (9) ne définisse pas un seul groupe, mais plusieurs. Les n- — p relations entre les a, dont nous avons parlé plus haut, peuvent ne pas former un système irréductible et se partager alors en plusieurs systèmes irréductibles de n'^ — p relations. Le groupe dérivé de la fonction R est dit, dans ce cas, un groupe complexe. Prenons, par exemple, pour R, la fonction
Le groupe linéaire, laissant invariable cette expression, correspond à l'ensemble des transformations de coordonnées rectangulaires, Cet ensemble se partage en deux groupes distincts; pour l'un d'eux, le déterminant des coefficients de la substitution est égal à -f- I et pour l'autre à — i .
Une question inverse se pose maintenant : étant donné un groupe linéaire homogène et algébrique, existe-t-il toujours une ou plusieurs fonctions rationnelles des y considérés comme fonctions arbitraires d'une variable x et de leurs dérivées que laissent invariables les substitutions du groupe. On répondra immédiatement à cette question en se reportant à un théorème général de
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M. Lie, que je ne fais qu'énoncer ('). Reprenons un groupe quelconque
En regardant les y comme fonctions arbitraires de x^ dilTérentions ces équations un nombre suffisant de fois pour qu'elles soient en nombre supérieur à /'.
En éliminant alors les a entre les équations ainsi obtenues, nous obtenons des relations que M. Lie démontre être nécessairement de la forme
dx
En particulier, si nous avons un groupe b'néaire homogène et algébrique, les relations précédentes seront nécessairement algébriques, et, en prenant des combinaisons symétriques de ces relations, on obtiendra une ou plusieurs fonctions rationnelles àes y et de leurs dérivées que laisseront invariables les substitutions du groupe, et, parmi ces fonctions rationnelles, on pourra en trouver qui ne restent pas invariables pour les substitutions d'un autre groupe à un plus grand nombre de paramètres.
12. Les théorèmes établis dans la première Section de ce Chapitre nous permettent de faire quelques remarques générales sur les groupes linéaires, homogènes et algébriques.
Commençons par un groupe à un paramètre. On obtiendra un tel groupe en prenant un système d'équations linéaires à coefficients constants
dxn
On calculera Fintégrale générale, et il sufflra de choisir les n constantes arbitraires de manière que, pour ^ = o, on ait
Xx = t\, ..., Xn = xl.
(') S. Lie, Théorie der Transfovmationsgruppen (pages 2i5 et 524).
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On aura ainsi un groupe de transformations avec le paramètre t^ entre les x et les Xq. Si nous voulons que ce groupe soit algébrique, il faudra que dans les expressions linéaires des x en fonction des ^0, deux coefficients quelconques des Xq soient liés par une relation algébrique. Si nous désignons par /'<, /'a, ..., /'a les racines différentes de zéro et distinctes de l'équation caractéristique
chaque coefficient sera de la forme
Pi(0 e''i'+ P2(0 e'-^^H-. . .+ Pyt e''^^+ PA-f.i(0.
les P étant rationnels. *,
JNous avons vu, en étudiant les équations à coefficients constants, que, si les [jl représentent des nombres distincts et différents de zéro, une identité de la forme
(a) B{t)-+-ZXi{t)e\^^^ = o,
OÙ B et les A sont rationnels, entraîne nécessairement B = o, Ai= o. Ceci posé, une relation algébrique entre deux coefficients entraînera une relation algébrique (E) entre
(p) t, e'•.^ ..., e'-kt.
Il pourrait arriver que cette relation fût vérifiée quels que soient tj e^i^, . . . , e^^^ considérés comme étant k -\- i grandeurs indépendantes; alors les deux coefficients pourraient être regardés comme fonctions rationnelles d'une de ces lettres, les autres prenant telles valeurs numériques que l'on voudra, et, si cette circonstance se présentait pour tout groupe de deux coefficients, tous ces coefficients seraient fonctions rationnelles d^une arbitraire. Dans le cas contraire, (E) donnerait réellement une relation entre les quantités (P); mais, d'après ce que nous avons dit des identités de la forme (a), il faudrait qu'il y eût au moins deux termes avec la même exponentielle, pour qu'ils puissent se détruire. On aurait donc nécessairement au moins une relation
n 1 1\ 4- ^2 /'s H- ... + rik ru = o,
les n étant des entiers positifs ou négatifs qui ne sont pas tous nuls .
Soit rik différent de zéro, nous remplacerons t par nk^\ nous pouvons alors considérer les coefficients comme des fonctions entières de
(y) 6, e'-.^ ..., ea-,e,
et nous pouvons raisonner comme précédemment. La relation algébrique entre deux coefficients entraîne une relation (E') entre les termes de la suite (y); il pourrait arriver que (E') fût vérifiée, quels que soient 8, e'*!^, . . . , e^/-i^ considérés comme étant k grandeurs indépendantes, et dans le cas où il en serait ainsi pour tout groupe de deux coefficients, il est clair que tous ces coefficients seraient fonctions rationnelles d^une arbitraire. Dans le cas contraire, nous serons conduit à une relation
les n' étant des entiers qui ne sont pas tous nuls.
On continuera ainsi de proche en proche, et l'on arrivera à la conclusion suivante : ou bien les coefficients peuvent s'exprimer rationnellement à l'aide d'une arbitraire, ou bien les r sont commensurables entre eux. Dans ce dernier cas, on pourra alors exprimer tous les coefficients en fonctions entières de
0 et e«^ a ^ o.
Une relation algébrique entre deux coefficients amènera une relation algébrique entre 9 et e^^, qui ne peut être qu'une identité, et, par suite, tous les coefficients sont encore fonctions rationnelles d'une arbitraire. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
Dans un groupe linéaire, homogène et algébrique à un paramètre, on peut choisir le paramètre de telle manière que tous les coefficients de la transformation soient des fonctions rationnelles de ce paramètre.
Un théorème analogue s'étend aux groupes à un nombre quelconque /' de paramètres. Pour définir un tel groupe, il faut se donner /• transformations infinitésimales satisfaisant aux conditions relatives au crochet. Il sera suffisant de prendre ;• = 2. Nous au-
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rons alors les équations
les ?j Ti, . . . , T élanl des fonctions données linéaires et homogènes des x^ satisfaisant aux conditions relatives au crochet {voir § 7); 1 et [JL sont des constantes arbitraires.
Puisque ce groupe peut s'obtenir en combinant les substitutions du groupe à un paramètre correspondant à pi = o, et celles d'un second groupe à un paramètre correspondant à X = o, tous les coefficients de la transformation seront des fonctions rationnelles de
/■,, /o, . . . , /> étant les racines de l'équation caractéristique correspondant aux n fonctions linéaires
racines distinctes et différentes de zéro; pareillement r\^ z'^, . .. y /y sont les racines, distinctes et différentes de zéro, de l'équation caractéristique correspondant aux n fonctions linéaires
Tous les coefficients sont ainsi des fonctions de It et de [1./^ et l'on peut regarder les coefficients comme fonctions rationnelles de
0, 0', e'-iO, ..., e'-k^, e'-'.^', ..., e'i^' .
En raisonnant absolument comme plus haut, si ce n'est que la relation algébrique est entre trois coefficients au lieu de deux, on établit que : ou bien les coefficients s'expriment rationnellement à l'aide de deux arbitraires, ou bien
ru ''2, ..., r/,
sont entre eux dans des rapports commensurables, ainsi que
et l'on retombe alors encore sur la même possibilité d'exprimei-
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les coefficients d'une manière rationnelle à l'aide de deux arbitraires. Nous avons donc le théorème général suivant :
Dans un groupe linéaire homogène et algébrique à un nombre quelconque de paramètres, on peut choisir ceux-ci de manière que les coefficients de la transformation soient fonctions rationnelles de ces paramètres.
13. Terminons ces généralités par un théorème qui est l'analogue du théorème de Lagrange en Algèbre (Chapitre précédent, § 6). Soit une fonction rationnelle des y et de leurs dérivées jusqu'à un ordre d'ailleurs quelconque, que nous représentons, pour abréger, par
et considérons le groupe linéaire et homogène général à n- paramètres
'^n = ClnlTl H- a,i-2j'i ^.. .-h annyii.
On suppose qu'à la fonction R corresponde un groupe linéaire et homogène G à p paramètres. Dans ces conditions, je prends pour les y des fonctions arbitraires d'une variable .r, et j'envisage l'expression
C'est une fonction de x^ dépendant, d'après le théorème du § 8, de n- — p constantes arbitraires, c'est-à-dire que Ton a
R(Y,, Y, , \„) = ^(y,y.2, •••..'■//; Bi, . ., B,,-._p),
les B dépendant des a. Elle satisfera donc à une équation différentielle d'ordre n- — o, que l'on pourra obtenir par des calculs algébriques d'élimination. Les coefficients de cette équation différentielle seront visiblement des fonctions rationnelles de v,, y-it " ' 1 yn et de leurs dérivées. L'un de ces coefficients peut être rendu égal à l'unité et les autres sont alors des fonctions des y et de leurs dérivées, qui rentrent dans la catégorie des fonctions que nous avons appelées symétriques, et ils s'exprimeront par suite rationnellement à l'aide des fonctions élémentaires désio-nées par p (§ 9). En effet, si dans l'expression de <I> on effectue les P. — IIÏ. 33
substitutions du groupe linéaire général, on obtient la même fonction $, les coefficients B ayant seulement d'autres valeurs.
L'équation différentielle d'ordre n- — p, à laquelle satisfait w, est l'analogue de l'équation algébrique à laquelle satisfaisait une fonction non symétrique de plusieurs lettres (Ghap. XVI, § 5).
Ceci posé, désignons parj^oJ^!!, ••vJ'îl? ^' fonctions arbitrairement choisies de x, et soient jKi i J'27 • • • > Yn '^ fonctions linéaires et homogènes quelconques de y^\, yî|, . . . , yj|. Nous considérons une autre fonction rationnelle
des fonctions y et de leurs dérivées jusqu'à un ordre quelconque, admettant le groupe G, c'est-à-dire ne changeant pas quand on effectue sur les y les substitutions de ce groupe. Gherchons s'il est possible d'exprimer S à l'aide de la fonction u. La fonction S satisfera à une équation différentielle dont l'ordre sera au plus égal à n- — p, et que nous pouvons obtenir en procédant comme nous
l'avons fait pour R; soit
cette équation, dont les coefficients sont fonctions rationnelles des/>^ et de leurs dérivées. Posons
a étant une fonction rationnelle arbitraire de x^ et r*,*, j'*I, . . . ,ji'" désignant les fonctions particulières de x arbitrairement choisies plus haut. On aura
l^osons, d'autre part,
la fonction W satisfait à une équation différentielle d'ordre /?- — 0 que nous pouvons former et dont les coefficients sont fonctions rationnelles des/?^ et de leurs dérivées, ainsi que de a et de ses dérivées; désignons-la par
Les deux équations différentielles (a) et (,3) en V et W ont une
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solution commune immédiate qui est
Nous allons voir que cette solution commune est unique; en effet, pour que Vz= W, il faut
les \ étant nécessairement comme les y des combinaisons linéaires à coefficients constants des j'q. Puisque ceux-ci représentent des fonctions arbitraires de x, et que a est une fonction rationnelle arbitraire de ^, l'identité précédente entraîne
S(Y„Y, Y,)=S(ri,r2, ...,r.);
la première égalité montre que J'oJ'2> • • • ? J'// se déduisent de r",,)", • • . , J'," au moyen des transformations du groupe G; on aura donc aussi
et, par suite, il n'y a pas d'autre solution commune aux équations (y.) et (,3) que
Des calculs algébriques d'élimination feront connaître la solution commune aux équations (a) et (P), en opérant comme nous le verrons dans la Section suivante (§ lo). On trouve ainsi une relation algébrique
et Ton exprime par suite Vo, c'est-à-dire
« R(r^72, • . -,n ) -^ ^irlrh ' • . , >')) )
algébriquement à l'aide de la fonction Rq et de ses dérivées, des p^ et de leurs dérivées. Cette fonction algébrique doit d'ailleurs être rationnelle, car si j",J'!!, - • • ^ Xu sont uniformes, il en sera de même de Yq. La conclusion est que
s'exprime rationnellement à V aide de R(jKi5 y-i-, - - - , yn) (^t de ses dérivées, et des p et de leurs dérivées. Ce théorème est bien Tanalogue du théorème de Lagrange (^).
III. — Intégrales communes à plusieurs équations et réductibilité des équations linéaires.
14. Nous avons, dans la Section précédente, étudié les fonctions rationnelles de n fonctions arbitraires d'une variable et de leurs dérivées, et les groupes de transformations linéaires qui s'y rapportent; cette étude était l'analogue de l'étude purement algébrique faite au début du Chapitre précédent. Revenons maintenant aux équations différentielles linéaires et traitons tout d'abord de quelques problèmes qui se présentent d'eux-mêmes quand on cherche à comparer la théorie des équations différentielles linéaires avec celle des équations algébriques.
Une première question très élémentaire est la recherche des intégrales communes à deux équations linéaires. Soient
-r^- -^ Pi -, -, -+-... + />/;; r = o,
dx'"^ ^ dx"^-^ ^ -^
dn y Ja- 1 y
deux équations linéaires dont, pour abréger, nous désignerons les premiers nombres par P et Q.
La méthode suivante, donnée autrefois par M. Brassine, conduit de la manière la plus élégante à la formation de l'équation différentielle linéaire dont les intégrales sont les intégrales communes aux équations précédentes. Soit m ^ n et posons m ^ /^ = ul. On peut déterminer des fonctions /',, ;-2, . . • , /'[j, de jr telles que la différence
P _ ( Q'iJ.) + r, Q> -1'^ H- . . . + /-j,, Q ) ,
oiiQ^H-' désigne la dérivée d'ordre adeQ, etoùjK est pour le moment
(•) Cette extension du théorème de Lagrange a été donnée par M. Vessiot dans son intéressante tjièse (déjà citée pag« 5o8) Sur les équations différentielles linéaires; nous aurons à revenir sur ce travail dans la dernière Section de ce Chapitre.
une fonction arbitraire de x^ ne contienne plus de dérivées de y d'ordre égal ou supérieur à n. Ces coefficients r s'obtiennent manifestement de proche en proche.
Nous pouvons donc écrire l'identité
R désignant une expression différentielle analogue à P et à Q, où le premier coefficient est Tunilé, mais renfermant au plus la dérivée d'ordre n — i .
Les solutions communes à
sont communes a
et inversement. On continuera ainsi, de proche en proche, par ce même procédé qui rappelle la recherche du plus grand commun diviseur, et, quand lereste sera nul, la dernière expression employée sera l'équation différentielle donnant les solutions communes aux deux équations proposées.
On pourrait encore suivre une méthode qui rappelle la méthode suivie en Algèbre et basée sur la théorie des fonctions symétriques. Soit
ri; y-i- '-■, y m
un système d'intégrales fondamentales de l'équation P. On devra avoir, pour des valeurs convenables des constantes G,
c'est-à-dire
GiQO'i)+G,Q(j,)-h...-hC.,QO',,) = o, et, par suite, on aura
dQ(y)
dx
dx
Q(r..) d^yjn)_
dx
dx'"-^ dx"i-^ '" dx'"-^
Or, cette expression est une somme de déterminants de la forme
de ceux que nous avons considérés au § 2. L'expression précédente est donc égale à une fonction entière des /?, des q et de leurs dérivées, multipliée par e"-'^^!^'*', et nous obtenons donc ainsi la condition cherchée.
io. Arrivons maintenant à la notion importante de la réductlhilité d'une équation différenlielle linéaire. M. Frobenius a, le premier, appelé l'attention sur cette notion (^); considérant une équation différentielle linéaire à coefficients uniformes, l'éminent géomètre définit son irréductibilité en disant qu'elle n'a de solution commune avec aucune équation linéaire de même nature, mais d'ordre moindre, en faisant abstraction de la solution jj/ = o, et il donne à ce sujet divers théorèmes d'un grand intérêt.
Cette notion d'irréductibilité n'est pas bornée, d'ailleurs, à une équation linéaire. Envisageons une équation différentielle algébrique
OÙ y* est un polynôme par rapport à j^ et ses dérivées, les coefficients étant des fonctions uniformes de x dans tout le plan. L'équation précédente sera dite irréductible, si elle est algébriquement irréductible par rapport à -7—^, c'est-à-dire si/n'a pas
de diviseurs de moindre dea^ré en -r^ avec des coefficients ra-
tionnels par rapport a j^, . . . , ^^^j^ et uniiormes en ^, et si, de
])lus, elle n'a aucune intégrale commune avec une équation différentielle de même forme et d'ordre moindre.
Quelques remarques générales se déduisent immédiatement de cette définition. Je suppose qu'une équation ne soit pas irréductible; l'équation a alors par définition au moins une intégrale commune avec une équation
f/ X ^r d^'yl
(') P^ROBENius, Ueber den Begrijf' der Irredactibilitàt in der Théorie der lincaren DiJJ'erentialgleichungen {Journal de C relie, t. 7G).
qu'on peut supposer algébriquement irréductible par rapport à
dfy
Des équations / et o, on peut tirer une nouvelle équation 'l d'ordre Ji — i au plus, à laquelle satisferont les solutions communes à/et cp; il suffît de se servir de l'équation cp pour faire disparaître dans/ toutes les dérivées d'ordre supérieur à Ji — i . Si l'équation 6 n'est pas une identité quel que soit y, on raisonnera sur C3 et 6, comme on a raisonné sur f et o et finalement on arrivera à une équation dilTérentielle y^ telle que toutes les solutions de y appartiendront à/^ il peut arriver d'ailleurs que l'équation différentielle y = o soit d'ordre zéro, c'est-à-dire se réduise aune équation algébrique en y. Nous voyons donc que, quand une équation n^ est pas irréductible, il existe toujours une équation différentielle d'ordre moindre dont elle admet toutes les intégrales.
Le même mode de raisonnement permet d'établir de suite une proposition analogue à un théorème de la théorie des équations : Si une équation différentielle a une intégrale commune a^^ec une équation différentielle irréductible, elle admettra toutes les intégrales de cette dernière.
16. Nous renverrons, pour le développement des considérations précédentes, au Mémoire cité de M. Frobenius; on peut se placer à un point de vue plus restreint, mais qui se rapproche davantage du point de vue algébrique. Prenons d'abord, avec M. Kœnigsberger (*), une équation différentielle algébrique
dx' " ' dx"i
OÙ y* est un poljnôme en x^ y^ -^ y • - ••> -j—;' Une telle équation sera dite irréductible si elle est algébriquement irréductible quand on regarde ^— ^ comme fonction des autres lettres qui figurent dans l'équation, et si celle-ci n'a aucune intégrale commune
(') Kœnigsberger, Lehrbuch der Théorie der Differentialgleichungen mit einer unhabangigen Variabeln, page i55.
avec une équation difTérentielle de même forme et d'ordre moindre.
Si l'équation y = o est linéaire et homogène à coefficients algébriques de x^ on peut prendre la définition que nous venons d'indiquer, et cette manière d'envisager la réductibilité des équations linéaires est importante dans plusieurs questions. On peut aussi, se plaçant à un point de vue plus restreint, exiger que la seconde équation différentielle soit également linéaire et homogène. Ainsi, nous restreignant d'abord aux équations linéaires à coefficients rationnels, nous dirons qu'une telle équation est réductible quand elle a une intégrale commune en dehors dejK= o, avec une équation linéaire d'ordre moindre et à coefficients rationnels; nous savons que dans ce cas elle possédera toutes les intégrales d'une équation d'ordre moindre et de même forme, comme il résulte des remarques générales du paragraphe précédent.
En se bornant aux équations que nous venons de considérer en dernier lieu, il est possible de reconnaître si une équation linéaire à coefficients rationnels est réductible; c'est ce que nous allons montrer (^ ).
Nous ferons voir d'abord que tout revient à reconnaître si une équation linéaire à coefficients rationnels admet une intégrale dont la dérivée logarithmique soit rationnelle. Supposons, en effet, que l'équation soit d'ordre n, et que q de ses intégrales linéairement indépendantes {q <, n) satisfassent à une équation linéaire d'ordre q à coefficients rationnels. On considère le déterminant
dx^' ' dx' ' ' dx'^*
et les déterminants en nombre q
dx'' ' dx'^ ' ' dx'^ |v=o,i,...,7-).-i,7-).+i,...,7 correspondant à X = i , a, . . . , ^. Si ji , y^? • • • 5 J> satisfont à
(') Outre le Mémoire de M. Frobenius, je citerai encore, relativement à cette question de la réductibilité des équations linéaires, un Mémoire de M, Ivar Ben- DixsoN, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Stockolm (février 1892) et un article de M. E. Beke {Math. Annalen, tome 45).
une équation d'ordre q à coefficients rationnels, les rapports ^-^ seront rationnels (§ 10 de ce Chapitre), et Ao est de la forme çSr{x)dx^ la fonction r{x) étant rationnelle; il s'ensuit que les A>. seront de même forme. Or nous pouvons former une équation linéaire E) à laquelle satisfait
Ax
en regardant ce déterminant comme une fonction des intégrales de Téquation initiale d'ordre ii] l'équation Ex devra admettre une intégrale dont la dérivée logarithmique sera rationnelle. Ainsi les q H- I équations, faciles à former,
Eo, Ex (X = I, 2, ...,q)
admettront chacune une intégrale à dérivée logarithmique ration^ nelle.
Quand on aura vérifié ce point, on aura, avec les intégrales trouvées des équations Eo et Ex, la ou les valeurs possibles de Ao et de Ax et par suite de leurs quotients. On devra pouvoir les associer de manière que les quotients
Ax
soient rationnels; pour chacune des équations linéaires d'ordre^, que l'on aura ainsi formées, il restera à reconnaître si son intégrale générale satisfait à l'équation donnée, opération que nous savons effectuer.
On voit donc que nous sommes ramené à reconnaître si une équation linéaire donnée, à cofficients rationnels, admet une intégrale dont la dérivée logarithmique est rationnelle : c'est le problème que nous allons traiter.
M . 11 suffira de prendre l'équation du troisième ordre
les P étant des fonctions rationnelles de œ. On peut d'abord s'arranger, par un changement linéaire de variables, de façon que le point à l'infini soit un point ordinaire pour les intégrales. En
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posant ensuite
on a pour u l'équation du second ordre
^ + ( 3 ï, + Pj ) 1^1 _|_ ï,3 _,_ Pj ^,2 ^_ p^ z, + P3 == o.
u pourra avoir comme pôles les points singuliers de l'équation différentielle et aussi d'autres points du plan. L'ordre de multiplicité k de tout pôle de u est limité, car il faut que l'ordre de multiplicité SA" d'un pôle de u^ ne dépasse pas l'ordre de multiplicité d'au moins un des autres termes; ce qui donne pour /r une limite supérieure. Décomposons u en fractions simples. Les pôles autres que les points singuliers de l'équation différentielle sont nécessairement des pôles simples, leur résidu étant égal à un ou deuoc, suivant qu'ils correspondent à une racine simple ou double de y^ une racine triple n'étant pas possible en un point non singulier. Désignons par R(^) la partie de la fraction rationnelle relative aux points singuliers de l'équation, nous aurons
les a n'étant pas des points singuliers de l'équation différentielle. On a pour R(^)
Il n'y a pas dans u de partie entière, d'après l'hypothèse faite sur le point à l'infini. Les degrés k de multiplicité sont limités et les B peuvent donc être calculés de proche en proche par substitution dans l'équation donnant u. On peut poser
V désignant un polynôme. En faisant cette substitution dans l'équation linéaire, on aura à reconnaître si l'équation linéaire en ç ainsi obtenue admet un polynôme pour intégrale, ce qui ne présente aucune difficulté.
18. Prenons, comme exemple particulier, Féqualion difl'érentielle hvpergéométrique, et cherchons dans quel cas elle est réductible. Soit donc l'équation
Si elle est réductible, il y aura une intégrale^ telle que le quotient — sera rationnel. Pour simplifier les calculs ultérieurs, désignons par u, non pas ^j mais l'expression
y' 7 — Ca — 3 -i-i)a7 11 = ' ' '
On forme immédiatement l'équation de Riccati, donnant w, da , lu hc, Al A-i
dx ' XX- I — X ( I — X)-
où l'on a posé
/., = A,=-a3-iY(v_a-3-i),
Si la fonction rationnelle u a un pôle distinct de zéro et un, ce pôle sera nécessairement du premier ordre. Il en est aussi de même des pôles o et i, et l'on a nécessairement
«■(j?) étant un polynôme; il n'y a pas dans u de partie entière, car u doit s'annuler pour .r = oc d'après la forme de l'équation. La substitution donne
«ï-ai .,. ^
Nous obtenons donc pour a, deux systèmes de valeurs, et aussi
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pour a^
Eq substituant dans l'équation lijpergéométriqiie, nous avons y pour déterminer le polynôme g{x)^ l'équation
Si n désigne le degré de g{x)^ on aura
— n{n — I ) 4- 9. /? ( a2 — a 1 ) + 2 ai 3:2 — a {j — 1 T ( T ~ ^ — ^^ — i ) = o.
Nous pouvons adopter pour a, et a^ quatre combinaisons; ce qui nous conduit pour n aux Jiuit valeurs
Donc, //2 condition nécessaire et suffisante pour que inéquation différentielle hyper géométrique soit réductible, est qu'une des quatre grandeurs
soit un entier négatif.
19. Nous nous sommes borné jusqu'ici aux équations à coefficients rationnels. On peut définir, d'une manière plus générale, undomaine de rationalité . Soit un certain nombre de fonctions
«i(^), a±{x), ..., ap{x).
telles qu'aucune d'elles ne puisse s'exprimer par une fonction rationnelle de x^ des autres fonctions et de leurs dérivées ; nous considérons, comme faisant partie d'un domaine de rationalité, l'ensemble des fonctions rationnelles de x^ des a{x) et de leurs dérivées. Dans ces conditions, la définition de la réductibilité se posera comme plus haut et, ici encore, l'on pourra se placer à deux points de \'ue, suivant que l'on demandera ou non que l'équation ait une intégrale commune avec une équation d'ordre
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moindre, linéaire ou non linéaire, les coefficients des dérivées étant d'ailleurs dans les deux cas, pour les équations différentielles considérées, des fonctions de x appartenant au domaine de raticnalité. Il est clair que nous ne pouvons songer, sans particulariser les fonctions a{x), à résoudre le problème traité dans les paragraphes précédents pour le cas où le domaine de rationalité se réduisait aux fonctions rationnelles de x. Une étude spéciale sera à faire dans chaque cas.
IV. — Groupe de tranformations d'une équation différentielle
linéaire .
^0. Nous allons voir maintenant comment on peut étendre aux équations différentielles linéaires le théorème fondamental de Galois, relatif aux équations algébriques, que nous avons exposé dans la Section IJI du Chapitre précédent (*).
Prenons d'abord, pour plus de simplicité, le cas d'une équation linéaire à coefficients rationnels
Jniy (/"i-iy
et désignons par )',, )'o, ...,!',„ un système fondamental d'intégrales. Soit l'expression
où les u sont des fonctions rationnelles arbitrairement choisies
de.r. Cette fonction satisfait à une équation linéaire d'ordre m- à
coefficients rationnels, équation qui se forme immédiatement, en
exprimant
dx dx"^-
{ ' ) J'ai montré pour la première fois comment on pouvait étendre aux équations différentielles linéaires la théorie de Galois dans une Note des Comptes rendus {Sur les groupes de transformations des équations linéaires; avril i883). Voir aussi un Mémoire plus développé {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1887); je suis revenu récemment sur cette question dans les Comptes rendus du 8 octobre 1894 et du 2 décembre rSgô.
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à l'aide des dérivées des y jusqu'à l'ordre m — i. Entre les m- -H I équations ainsi obtenues, il suffira d'éliminer les y et leurs dérivées pour avoir l'équation cherchée, que nous désignerons
par(E),
V / ri vin- * ri vin'' -1 '"
Cette équation a pour intégrales les fonctions
myic (/■, A- = 1,2, ..., m)-
Si les u sont pris arbitrairement, ces m- dernières fonctions sonl bien linéairement indépendantes ('); il suffit, pour le faire voir, de prendre un cas particulier. Supposons que x ^o ne soit pas un point singulier de l'équation différentielle, nous prendrons
les a étant des constantes arbitrairement choisies. S'il y avait une relation linéaire et homogène à coefficients constants entre les Uiyhi nous aurions
les 111^ constantes X n'étant pas toutes nulles. Or, en égalant à zéro dans ce développement les coefficients de
/y.0 /y> nrl nnlll — 1
nous obtenons m équations homogènes entre Leur déterminant est la valeur du déterminant
7i dy, dx
dy-i 'dx
dy,n
d"'-^yr dx"i-^
d'n-ly.
d"'-'y,n dx»'-^
(') J'avais regardé ce point comme évident; la démonstration si simple du texte a été donnée par M. Beke dans une Note des Math. Annalen (Tome 16).
pour :r = o; or cette valeur est différente de zéro, puisque le système des y est un système fondamental et que l'origine n'est pas un point singulier de l'équation différentielle. On en conclut que
Xii = Ài2 = . . . = Xi/,i = O.
En passant ensuite aux puissances x"^\, . .., jc-'""', on démontrera que
et, d'une manière générale, l'on arrive à la conclusion que tous les ). sont nuls, ce qui est absurde.
De ce que les uiyk sont linéairement indépendants, on conclut qu'au moyen des expressions de
' dx' * * ' ' dx"'--^
en fonction linéaire des y et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre m — I, on peut tirer, par la résolution d'équations du premier degré, les valeurs des j' et de leurs dérivées en fonction de V^et de ses dérivées ci-dessus ; car, dans le cas contraire, on pourrait former pour V une équation linéaire d'ordre m- — i au plus, el entre les m- quantités
existerait donc une relation homogène et linéaire à coefficients constants, contrairement à ce que nous avons établi.
Nous aurons donc en particulier, pour y^, y.yj .... y„i des expressions
dV d">'—^y
' dx '" dx"^'-^
où les a, j3, . . . , A sont rationnels en x.
A toute intégrale de l'équation (E) correspond un système d'intégrales j^u JKsj "'^ym de l'équation proposée (7); ce système pourra n'être pas fondamental. Gela arrivera si le déterminant
desy et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre m — i est nul; en écrivant ceci, on obtiendra une certaine équation en V
k étant au plus égal à m- — i . On aura donc un système fondamental
si l'on prend pour V une intégrale de l'équation (E) ne satisfaisant pas à Inéquation (o).
Ceci posé, il arrivera, en général, c'est-à-dire si l'équation (-) est prise arbitrairement, que l'équation (E) n'aura aucune solution commune avec une équation différentielle (linéaire ou non linéaire) à coefficients rationnels, d'ordre inférieur à m-, si Uon fait abstraction des solutions qui satisfont à L'équation cp.
Mais il pourra, dans certains cas, en être autrement; supposons donc que l'équation différentielle d'ordre/?
clN di>\\
dx' * ' ' ' dxi> ]
remplisse cette condition, jetant un polynôme. Parmi toutes ces équations, considérons celles qui sont d^ ordre moindre^ et prenons l'une d'elles que nous continuerons à désigner par la lettre/. Nous pouvons supposer l'équation /" algébriquement irréductible par rapport a -y—-; il est clair alors que toute solution de/ qui n'appartient pas à cp satisfait à E, car, dans le cas contraire, on ])ourrait déduire (par un procédé dont nous avons bien des fois fait usage), des équations (E) et (/), une équation d'ordre moindre, qui ne serait pas certainement une identité, et à laquelle satisferait la solution commune à (E) et à (/).
Soient y 1,^2 5 • • -^YnA^ système fondamental correspondant à une certaine solution de l'équation /(solution n'appartenant pas à cp), et Y,, Y2, . . ., Yto le système correspondant à la solution générale de la même équation; on aura
\ Y 2 = «21 Ji -^- «22JK2 -^ • •
f^ïm y m 1
\ ^/« = «S^mlJ-'l-r- (^iniyï-- •
T- Clininy
Les coefficients a dépendent seulement de p paramètres arbitraires, et nous allons voir facilement qu'on peut les considérer comme des fonctions algébriques de p paramètres arbitraires. En effet, considérons l'intégrale générale de l'équation
cette intégrale générale sera nécessairement de la forme
les r étant /?z- solutions linéairement indépendantes de l'équation E. En écrivant que cette expression de V satisfait à l'équation/, nous obtiendrons des relations nécessairement algébriques entre les constantes a, et comme il doit rester p arbitraires, les a seront des fonctions algébriques de /? constantes arbitraires. Donc dans
figureront algébriquement p constantes, et, par suite, si y,, yoi • • -î ym désignent un système fondamental correspondant à une solution particulière de /, les coefficients de la substitution, désignés plus haut par a, dépendront d'une manière algébrique de p paramètres arbitraires que nous appellerons les paramètres \. Les relations algébriques ainsi obtenues entre les a expriment que si les y correspondent à une solution arbitraire de y, les Y déduits de (S) correspondront aussi à une solution de /. Dans ces conditions, il est évident que si l'on considère deux subsitutions, telles que (S), correspondant à deux systèmes distincts de valeurs des paramètres )., le produit de ces deux substitutions sera une substitution de même forme, les paramètres À étant représentés par un troisième système de valeurs. Les substitutions (S) forment donc un groupe continu de transformations; nous désignerons par G ce groupe continu et algébrique de transformations linéaires, et nous l'appellerons le groupe de transforma^ tions (^) relatif à l'équation linéaire. Dans les deux paragraphes
(') Comme cas très particulier, il peut arriver que l'équation / soit d'ordre zéro, c'est-à-dire que V soit une fonction algébrique de x', l'intégrale générale de l'équation linéaire sera algébrique, et le groupe de transformations est alors un groupe ^^i qui ne dépend d'aucun arbitraire.
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suivants nous représenterons par j-, , y.21 - - ■ ■> y m un système fondamental correspondant à une solution de /.
Faisons encore la remarque très importante, dont la démonstration est immédiate, que l'intégrale générale de V équation (/) peut s' exprimer linéairement en fonction cVune intégrale particulière et de ses dérivées, les coefficients de cette expression linéaire étant des fonctions rationnelles de x dépendant de p constantes arbitraires.
21. On peut établir, à l'égard de ce groupe, la proposition suivante qui rappelle le théorème fondamental de Galois dans la théorie des équations algébriques :
Toute fonction rationnelle de x, de yi,y2^ • • -, ym et de leurs dérivées, s' exprimant rationnellement en fonction de x. reste invariable quand on effectue sur y^^y^^ . . -, JKm les substitutions du groupe G.
En parlant d'une fonction des jk restant invariable, nous entendons que cette fonction reste la même fonction de la variable x. Cette invariabilité est donc l'analogue de l'invariabilité numérique de la théorie des équations.
Considérons une fonction des y et de leurs dérivées jouissant de la propriété indiquée dans l'énoncé; en y remplaçant y<, JK2) • • • 7 ym par leurs valeurs en fonction d'une intégrale. V de/, qui n'appartienne pas à cp, et désignant par R(^) la fraction rationnelle de X à laquelle est égale, par hypothèse, notre fonction, on aura l'équation
F étant rationnelle. Cette équation se trouvera donc vérifiée pour une certaine solution V de / n'appartenant pas à cp. Elle le sera par suite pour toutes les solutions de /, qui n'appartiennent pas à o; en effet, dans le cas contraire on pourrait, de l'équation (8) et de l'équation
^ V"^' ' dx- ' ■ " dj:P ,
que nous supposons de degré [a par rapport à ^— - et algébriquement irréductible par rapport à cette dérivée, tirer une seconde
•équation
de degré a au plus, par rapport à -^— . La fonction V satisfait à
ces deux équations; si l'équation y n'est pas une conséquence de Téqualion /, on pourra obtenir une équation différenlielle algébrique d'ordre moindre que p à laquelle satisfera V, ce qui est contre nos hypothèses sur /. 11 faut donc que y soit une conséquence de/, c'est-à-dire que toute solution de/, ne satisfaisant pas à cp, vérifie la relation (8). Du moment, d'ailleurs, que la solution générale de /vérifie (8), il en sera certainement ainsi pour toute solution particulière, et, notamment, pour celles qui satisfont à '^, s'il en existe. La restriction ne se trouve donc utile que pour le raisonnement.
Dire que la fonction F garde la même valeur R(jc) pour toute solution de/, revient à énoncer que la fonction rationnelle considérée de X, desjK et de leurs dérivées ne change pas quand on effectue sury,,;'o, ...,ynt les substitutions du groupe G, et le théorème est alors démontré.
A ce théorème, on doit joindre une réciproque
Toute fonction rationnelle de x et d'un système fondamental yif y., ..., Vm et de leurs dérivées, qui reste invariable par les substitutions du groupe G, est une fonction rationnelle de x.
Soit ^(a:,y,,jKo, ...,y,n, ;£^» •••) une fonction satisfaisant aux conditions de l'énoncé; il faut montrer que, si l'on met à la place de j,,jK2, ..., JK^ un certain système fondamental, la fonction ^ sera une fonction rationnelle de x. Or, remplaçons les r et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de V, nous aurons
Je dis que, si l'on prend pour V une intégrale de / n'apparlenant pas à cp, celte expression sera une fonction rationnelle de x. Remarquons d'abord que, d'après l'hypothèse faite sur cj), la fonction ¥{x, V. . . . ) représentera la même fonction de x, quelle
que soil la solution V de l'équation / n'appartenant pas à C5, et, par suite, pour l'intégrale générale V^ de /. Or, soit encore pi le
dp V degré de /par rapport à -7—7; pour des valeurs arbitraires données à
l'équation f z=:z o di u. racines distinctes en -r— • En se servant de
l'équation /", on peut supposer que dans F la dérivée -j—^ ne figure qu'au degré m — i au plus. Cette substitution faite, F devient une fonction
\ ' dxP
rationnelle par rapport aux 'ettres dont elle dépend et contenant
— — a la puissance a — i au plus dans son numérateur et son de-
dxP ^ ' A
nominateur. Comme pour une valeur donnée d'ailleurs quelconque de œ, la fonction Fi prend la même valeur pour toutes les valeurs des constantes arbitraires figurant dans l'intégrale générale de l'équation /, il s'ensuit que, dans les mêmes conditions, la fonction F, prend la même valeur pour toutes les valeurs
, ^^ dW dP\ . r • , ^ 1 1 »•
de V, -T-y ' ' •? -1 — satistaisant a la relation ' dx dxP
f ^. d\ dP\\
de degré [j. et algébriquement irréductible par rapport à -j—j;', il faut donc que F< ne dépende que de x. La fonction ^ est donc une fonction rationnelle de x, comme nous voulions l'établir.
23. Les deux théorèmes précédents sont entièrement analogues aux théorèmes fondamentaux de Galois étudiés dans la Section III du Chapitre précédent. On voit que les groupes de substitutions linéaires et algébriques remplacent dans cette théorie les groupes de substitutions entre n lettres.
Pour une équation linéaire arbitrairement donnée, l'équation E correspondante n'aura aucune solution commune avec une équation algébrique d'ordre inférieur à 7?^-, cette solution n'apparte-
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nant pas à Téquation cp. L'éqiialion désignée par /se réduit alors à l'équation E elle-même; le groupe de transformations de l'équation différentielle est alors l'ensemble des substitutions linéaires efifectuées sur jKi, JK25 • • •? y m-, c'est un groupe à m- paramètres.
Quand le groupe G est un groupe à moins de in- paramètres, l'équation est une équation particulière : elle est caractérisée par ce fait cjuil existe au moins une fonction rationnelle de Xj de y ^^ y. 21 . • • , jr/« et de leurs dérivées, égale à une fonction rationnelle de x^ cette relation n'ayant pas lieu quel que soit le système fondamental y,, y.^, . . .,jK7-i-
Substituons, en effet, dans
./ ^, c/V dpy\
à la place de V, l'expression U\ys -f- «2JK2 -4- • • • + "mjKmî nous obtiendrons une fonction rationnelle des y et de leurs dérivées qui ne sera pas identiquement nulle, quels que soient les éléments du système fondamental jKi , J'2j •••5 JK/w? et qui, pour certains systèmes fondamentaux, se réduira à zéro, et pourra donc être regardée comme une fonction rationnelle de x.
Inversement, supposons qu'entre les éléments d'un certain système fondamental JKi , JK2j > - -, y mi cm ait la relation
y. (-r, /.> rs. ---r», ^' •••)
qui ne soit pas vérifiée pour un système fondamental quelconque.
En remplaçant les y par leurs valeurs en V, V étant une intégrale de E ne satisfaisant pas à c2, on aura
k étant au plus égal à m- — i. Cette relation ne se réduira pas à une identité, car alors la relation y serait vérifiée quand on fait sur les y une substitution quelconque. On a donc une équation d'ordre moindre que m- à laquelle satisfait une solution V de E, n'appartenant pas à cp, et, par suite, le groupe de l'écjuation n est pas le groupe général à ni- paramètres. Ces remarques
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sont cnlièremcnl analogues à celles que nous avons faites pour les équations algébriques (Chapitre précédent, § 17).
24. Nous avons donné au groupe que nous venons de trouver le nom de groupe de transformations, pour le distinguer du groupe que l'on désigne sous le nom de groupe de V équation linéaire (page 288) et qui est relatif aux substitutions qui correspondent aux différents chemins suivis parla variable. Ce dernier groupe n'est pas un groupe continu, je veux dire qu'il ne dépend pas de paramètres arbitraires. Faisons la remarque très simple, mais qui n'est pas sans intérêt, que le groupe de V équation est contenu parmi les substitutions du groupe de transformations. Ceci résidle immédiatement de ce que ce dernier groupe correspond à hi substitution d'une intégrale quelconque de l'équation f à une autre également quelconque. Si, en particulier, ces deux intégrales sont deux déterminations différentes d'une même intégrale correspondant à des chemins différents, on aura une substitution du. groupe de l'équation, et elle sera bien contenue dans le groupe de transformations.
25. Nous avons dit que, parmi les équations /d'ordre moindre /?, on prendrait l'une d'elles; mais on doit nécessairement se demander quelle conséquence entraînerait, pour le groupe de transformations de l'équation différentielle, la substitution d'une équation y à une autre équation, que nous désignerons par/,. Cherchons les relations qui peuvent exister entre les intégrales de ces deux équations d'ordre />
/(V)-o. /i(Vi)-o.
Puisque V, est une fonction linéaire des y^ et que celles-ci s'expriment aussi linéairement à l'aide des V et de leurs dérivées, nous aurons pour \ ^ «ne expression linéaire par rapport à V et ses dérivées. Si donc nous considérons deux intégrales déterminées V et Ti de ces équations, n'appartenant j^as à C5, on aura
„ dv a et ^ étant des fonctions rationnelles de x. Or, considérons
d'autre pari l'expression
(T) W=aV-3^-....
dx
V élant l'intégrale générale de /: elle satisfera à une équation d'ordre p
Les deux équations /, et /^ ont une intégrale commune, n'appartenant pas à cp, à savoir c,. Il faudra donc que l'équation /2(W) coïncide avec l'équation /, (V, ) = o, puisque autrement (', satisferait à une équation différentielle algébrique d'ordre moindre que p.
On voit donc la dépendance qui existe entre les deux équations /et/, ; l'une est simplement la transformée de l'autre. D'autre part, transformer l'équation / au moyen de la substitution (T) considérée ci-dessus, c'est substituer seulement un système fondamental d'intégrales à un autre et, par suite, le groupe de transformations que nous aurait donné l'équation/ est le transformé de celui que nous a donné V équation f au moyen d' une substitution linéaire convenable effectuée sur les y. Les deux groupes doivent être regardés comme identiques.
26. Nous avons examiné uniquement jusqu'ici le cas d'une équation à coeffîcienls rationnels. Nous pouvons supposer que les coefficients de U équation différentielle appartiennent à un domaine de rationalité plus étendu. On peut supposer, comme nous l'avons fait dans l'étude de la réductibilité (Section 111), que l'on a un certain nombre de fonctions
ax{x), a^ix) «p(-2")
telles qu'aucune d'elles ne puisse s'exprimer par une fonction rationnelle de X, des autres fonctions et de leurs dérivées jusqu'à un ordre quelconque. On considère, comme faisant partie du domaine de rationalité, l'ensemble des fonctions rationnelles de :r, des a[x) et de leurs dérivées. Les diverses équations différentielles que Ton aura alors à considérer devront être des équations différentielles algébriques dont les coefficients seront fonctions rationnelles de X, des ai^x) et de leurs dérivées. Telle sera en particulier,
quand elle existera, rëqualion/(V) = o, qui joue dans la théorie précédente le rôle essentiel; au domaine donné de rationalité correspondra un groupe de transformations pour Inéquation linéaire.
27. Nous devons immédiatement faire une remarque qui accuse, malgré bien des analogies, une différence importante au point de vue des applications entre la théorie que nous venons de développer et la théorie de Galois sur les équations algébriques. Dans cette dernière, la résolvante irréductible pouvait être trouvée par des calculs toujours effectuables, une fois donné le domaine de rationalité. Il en est tout autrement dans la théorie actuelle ; nous co/ice(^o/25 seulement l'existence de cette équation différentielle/', de telle sorte que le groupe de transformations, pour une équation donnée, ne peut pas être obtenu par des opérations susceptibles d'être régulièrement effectuées. ïl en résulte qu'en général on devra, au point de vue pratique, commencer par chercher tous les tjpes de groupes algébriques de transformations linéaires et homogènes pour un nombre de variables égal à l'ordre de l'équation différentielle ; d'après ce que nous avons dit plus haut sur les groupes en général, on se rend compte que l'on possède des principes sûrs pour effectuer cette recherche, si pénibles et longs que doivent être les calculs à faire. Il reste alors à reconnaître si un groupe déterminé est le groupe de transformations de l'équation différentielle.
Soit G un tel groupe; d'après ce que nous avons vu (§ 11), nous pouvons former une fonction rationnelle
^{■r,y„y,_,...,y„Jj^,..yj
restant invariable quand on effectue sur lesjr les substitutions du groupe G, mais qui n'est pas un invariant pour un groupe d'un plus grand nombre de paramètres. Nous avons vu, d'autre part (§ 13), que cette fonction satisfaisait à une équation différentielle algébrique E d'ordre îi- — p, en désignant par p le nombre de paramètres du groupe G, les coefficients de cette équation étant des fonctions symétriques àesy. A l'endroit cité, lesj^ étaient des fonctions arbitraires; ici ce sont des intégrales de l'équation linéaire
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donnée; mais si l'on pi end r/«/i<:?5rt/Y/ une fonction R jouissant de la propriété d'invariance indiquée, on peut encore affirmer qu'elle ne sera pas invariante pour un groupe d'un plus grand nombre de paramètres, les y formant un système fondamental de l'équation linéaire. Ceci dit, supposonsque l'équation donnée soit à coefficienls rationnels ; aj^ant pris le groupe G et la fonction correspondante R, nous formons l'équation E, qui est aussi à coefficients rationnels. Si G est le groupe de transformations de l'équation linéaire donnée, la fonction rationnelle R, qui reste invariable par les substitutions de G, devra être une fonction rationnelle de x^ pour un système convenable d'intégrales fondamentales, à savoir pour celles qui correspondent à Téquation / en V de notre théorie générale. 11 résidte alors du second théorème fondamental que V équation E admettra une intégrale rationnelle. Nous sommes donc conduit à rechercher si une équation différentielle algébrique admet pour solution une fonction rationnelle; c'est un problème que l'on ne sait pas actuellement résoudre dans toute sa généralité, mais, dans bien des cas, la méthode des coefficients indéterminés permet, avec des considérations spéciales à la forme de Téquation, de trouver la solution (').
Quoi qu'il en soit, en se plaçant à ce point de vue, on commencera les essais en prenant d'abord les groupes algébriques à un paramètre (-), puis, s'il n'existe pas d'intégrales rationnelles pour les équations E correspondantes, on passera aux groupes ayant, après les groupes à un paramètre, le moindre nombre de paramètres, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive, pour un certain groupe G à /* paramètres, à une équation E ayant une solution rationnelle, tandis que pour tous les groupes à un moindre nombre de paramètres cette condition ne s'était pas trouvée réa-
(') En dehors des équations linéaii-es, nous citerons l'équation aux dérivées logarithmiques des intégrales d'une équation linéaire, qui a été étudiée à ce point de vue par Liouville. Dans son xMéinoire couronné, Sur les équations différentielles du premier ordre {^Annales de l'École Normale, 1892), M. Painlevé a montré comment on pouvait résoudre le problème proposé pour toutes les équations du premier ordre et du premier degré.
(^) Nous ne nous occupons pas du cas où le groupe de transformations ne serait pas à un groupe continu, c'est-à-dire un groupe dépendant d'un ou de plusieurs paramètres arbitraires. Dans ce cas, l'équation aurait son intégrale générale algébrique, comme nous l'avons déjà dit dans une Note du § 20.
lisée. Le groupe F de l'équation dépendra de /• paramclres, car s'il dépendait de moins de /• paramètres, nous aurions trouvé dans les essais précédents une équation E à intégrales rationnelles; d'autre part, il ne peut dépendre de plus de r paramètres, car dans le cas contraire une ionction rationnelle des y^ invariante pour les substitutions de G et prise au hasard, n'étant pas invariante pour les substitutions du groupe F qui aurait plus de /• paramètres, ne pourrait s'exprimer rationnellement. Il résulte de là, ou bien que F coïncide avec le groupe G, ou bien que F est un groupe complexe à /• paramètres contenant le groupe G. En étudiant de la même manière chacun des types de groupes à /• paramètres, on déterminera ainsi le groupe F, qui pourra être un groupe non complexe ou un groupe complexe formé de plusieurs groujjes G à /* paramètres.
La méthode que nous venons de suivre dans ce paragraphe, pour obtenir le groupe d'une équation linéaire, est, à très peu près, celle qu'a suivie M. Vessiot dans sa Thèse, déjà citée, sur les équations linéaires. Ge géomètre se sert même de ces considérations pour arrivera la notion de groupe, mais cette marche très naturelle et très intéressante pour obtenir Je groupe, quand on a acquis cette notion, laisse subsister des difficultés sérieuses pour arriver aux deux théorèmes fondamentaux. Aussi me paraît-il préférable, pour poser les bases de cette théorie, de suivre. la voie que j'avais antérieurement indiquée et qui présente une analogie si complète avec la marche suivie [)ar Galois dans la théorie des équations algébriques.
Remarquons, en terminant, qu'il ne faut pas s'exagérer l'importance des difficultés pratiques relatives à la recherche du groupe de transformations d'une équation linéaire. Il en est ici comme en Algèbre; les théories de cette nature ont surtout pour objet d'établir des classifications et d'indiquer des types pour les différentes circonstances qui peuvent se présenter. II arrivera généralement, dans les applications, que les considérations qui ont conduit à une équation donneront des renseignements sur son groupe ; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on étudie, au point de vue algébrique, les équations modulaires de la théorie des fonctions elliptiques.
V. — Études de quelques cas particuliers
28. Arrêtons-nous sur quelques exemples, et commençons par l'étude des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients rationnels. Le groupe d'une équation arbitraire est le groupe linéaire et homogène d'ordre quatre. Les cas particuliers correspondront aux groupes à un, deux ou ^/o/V paramètres, sans parler du cas où l'intégrale générale de l'équation serait algébrique, et que nous laisserons de côté.
Considérons d\ibord un groupe linéaire à un paramètre : supposons d'abord que les deux racines de l'équation caractéristique correspondant à la substitution infinitésimale sont distinctes : dans ces conditions, en effectuant une combinaison linéaire convenable, les équations définissant le groupe sont
et Ton a alors le groupe défini par les deux équations
Il sera algébrique si - est commcnsurable, et Ton a, par suite, le
grouj)e
m et n étant des entiers. Si une équation linéaire du second ordre, à coefficients rationnels, admet ce groupe comme groupe de transformations, on aura évidemment comme invariants du
groupe
dyj^ cjy,
dx d.r rr
■tr 1- -1'"
Il existera donc un système fondamental (yijjKa) pour lequel
ces trois expressions seront des fonctions rationnelles de x. Il en résulte, en particulier, que l'équation de Riccati, admettant comme intégrale*^, admet «^ewjc intégrales rationnelles; ces intégrales étant obtenues, ce qu'on peut toujours faire quand elles existent, on aura y, et y^ par des quadratures, et il n'y aura même en fait qu'une seule quadrature distincte, puisque la troisième des expressions ci-dessus doit être rationnelle.
Dans le cas particulier, où nous ne pourrions avoir la forme réduite qui précède, nous aurions, conformément à la théorie de la réduction des expressions linéaires, les deux équations suivantes, pour définir le groupe,
drx
dt -^ -^
et l'intégration de ces équations nous conduit au groupe
Y, ^ jKi^e^' + jKoC''^
Si a n'est pas nul, ce groupe ne sera pas algébrique; le seul cas qui nous intéresse est donc celui de a = o, qui donne le groupe
Puisque y, est une fonction invariante, y^ est une intégrale rationnelle. Un second invariant sera fourni par
dy\ dy:i
Cette expression sera donc une fonction rationnelle, et l'on obtiendra par suite 72 à l'aide d'une seule quadrature portant sur une fonction rationnelle. Telles spnt les circonstances extrêmement simples qui se présentent quand le groupe de l'équation est à un paramètre.
29. Passons au cas d'une équation linéaire du second ordre dont le groupe serait à deux paramètres. Il faut commencer par
énumérer les tvpes de groupes linéaires et homogènes à deux paramètres. Nous avons deux substitutions infinitésimales, réduisons l'une d'elles à sa forme canonique ; si aucune circonstance particulière ne se présente dans cette réduction, nous pouvons prendre, en nous reportant aux notations du § 7,
qui représente la première transformation infinitésimale, la seconde étant
Mais nous devons écrire que le crochet
(AiA,)
est une combinaison linéaire aA| (/") -\- |j.Ao(/). En calculant ce crochet, on trouve de suite
(6 - «) 3 r, 1;^ - (« - Jn^n j^'
On doit donc avoir identiquement
ib — a) ^y-i = ^(^Vi -+- ;^( V^i -^ ?J"2)> {a — b) Y^Ki = À^j'2 -T- ;^(7J'i -r- or-,),
A et ui désignant des constantes. Ces équations donnent
À rt -I- ;j.a = o, (6 — a j 3 = [jl^,
{a — b)^=\x\% Ib -i- <xo = o.
Puisque a — b^ o, il faut que [j ou que y soit nul ; mais ces deux hypothèses rentrent évidemment dans le même tvpe, en permutant entre elles les lettres j', ely-i', faisons donc p^ o, et nous aurons les deux expressions
qui définiront un groupe à deux paramètres si l'on a la relation,
résultant immédiatement des équations ci-dessus,
au — bo(. — o, et nous poserons
Pour obtenir le groupe, il faut, conformément à la théorie générale indiquée dans la première Section de ce Chapitre, considérer les deux équations
'^- ^ {lia-^ l-i^)yu (Il
et les intégrer en choisissant les constantes de manière que, pour / = o, on aitjK, =^y% JK2=J^Î- On trouve ainsi le groupe à deux ])aramètres entre (ji, JK2) et (jj, y"), les deux paramètres étant lit elly^' On obtient ainsi, en changeant seulement de paramètres, le groupe
T, et 7.2 étant les deux paramètres du groupe qui sera algébrique si s est rationnel. On voit que
dx
yi
sera un invariant du groupe, et, par suite, si une équation linéaire du second ordre admet le groupe précédent comme groupe de transformations, l'équation de Riccali donnant
dy dx
aura une intégrale rationnelle. Mais on peut trouver autrementjK, , car, en éliminant t, et cto entre les équations du groupe et les équations dérivées, on trouve un autre invariant
dyi dyi
^' ~d^ ~^'' Tz;
Pour le mettre sous forme entière, posons .s—- -; nous aurons alors l'invariant
Ifi <^(ki\''
•^* ~d^ ~^'''- Ht
Cette expression devra être une fonction rationnelle, et, par suite, le numérateur étant connu par une quadrature, on obtiendra y, par une extraction de racine.
Nous nous sommes placé, pour obtenir les équations du groupe, dans le cas général où, pour l'une au moins des deux substitutions infinitésimales, les deux racines de l'équation caractéristique correspondante étaient distinctes. Il n'y a aucune difficulté à examiner tous les cas particuliers possibles; nous laissons au lecteur le soin de faire cette discussion et de montrer que, dans tous les cas, r équation s'intégrera par quadratures, quand son groupe de transformations est à deux paramètres.
30. Si nous voulions maintenant passer aux groupes à trois paramètres, nous aurions à faire une assez longue énumération. Je ne m'y arrêterai pas, et je remarquerai seulement que l'on ne doit pas s'attendre à ce que le fait d'avoir un groupe de transformations à trois paramètres diminue toujours la difficulté de l'intégration d'une équation du second ordre. Il suffît, en effet, pour s'en rendre compte, de prendre l'équation linéaire
où p-ii^x) est une fonction rationnelle arbitraire de x. On voit de suite que le groupe de transformations de cette équation est un groupe à trois paramètres; on a, en effet,
<-/>'.) dv^
Le groupe de transformations sera donc le groupe à trois paramètres
Yi ^ay^-^byi,
avec la relation
ad — ^c = I,
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et nous n'avons pas ici^ comme dans les cas précédents, une équalion intégrable par quadratures.
31. Pour faire une application d'une autre nalure, considérons une équation linéaire du troisième ordre
d^y cP'Y dy
à coefficients rationnels, dont tous les points singuliers sont réguliers, et supposons qu'entre trois solutions y^ , jKo? ys formant un système fondamental, il existe une relation algébrique
homogène et d'un degré nécessairement supérieur à l'unité (^), la courbe algébrique représentée par l'équation précédente en coordonnées homogènes étant irréductible. Envisageons le groupe G de l'équation (E). On peut évidemment supposer que le système fondamental JKt,y2?y3 correspond à une solution de l'équation en V désignée par / dans la théorie générale de la section précédente. Ceci posé, la fonction
ayant la valeur zéro est exprimable rationnellement, et, par suite, elle reste invariable par les substitutions du groupe G.
En désignant par ¥< , Yo, Y3 les expressions linéaires eny^ ,y2îJK3 correspondant au groupe de transformations de l'équation, on aura
F(V„ Y2,Y3) = o, puisque
Ces deux relations entre jki, y^^ y:] ne peuvent être distinctes, puisqu'il ne peut manifestement exister deux relations homogènes
(') Ce problème a été étudié par AI. Fuchs dans un Mémoire inséré au Tome I des Acta Mathematica {Ueber lineare homogène Differentialgleichungen, zwischen deren Integralen homogène Relation hoheven als ersten Grades bestehen). M. Fuchs ne se place pas au point de vue de la Théorie des groupes de transformations; on va voir combien celle-ci se présente naturellement dans cette question.
distinctes entre les intégrales d'un système fondamental dune équation du troisième ordre. La substitution faite correspond donc à une transformation de la courbe en elle-même.
Or, supposons d'abord que la courbe F soit de genre supérieur à un; elle ne pourra alors être transformée en elle-même que pour un nombre fini de transformations birationnelles (t. II, p. 436). Si donc on pose
'Il
l'équation de la courbe devenant
F(i, II, v) = o,
il résulte du théorème rappelé que les substitutions de G conduisent, pour u et V, à un groupe fini de substitutions linéaires fractionnaires. Or, le groupe de l'équation linéaire étant contenu dans son groupe de transformations (§ 24), le groupe des substitutions linéaires fractionnaires relatives aux diverses déterminations de u et p sera contenu dans le groupe G' des transformations linéaires fractionnaires, relatives à u et t', qui se déduisenl du groupe de transformations de l'équation. D'après ce que nous venons de dirC;, le groupe G' ne contient qu'un nombre fini de substitutions; donc u et v n'ont qu'un nombre limité de déterminations. Nous arrivons donc d'abord à la conclusion que les deux quotients
et ^
sont des fonctions algébriques de x, que nous désignerons par a et ç. Or on a
ri ^2 .n
dyi dvz djs
dx dx dx
d^Yi d^y.^ d=^y^
— Q-Sp,dx^
dx^ dx"*' dx^- I
On en conclut, en remplaçant /o etj-g par wr, et ty, , />, , /du d'^v di> d^ii\ . ,
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et, par conséquent, yt s'exprime par une quadrature et 11 en est de même pour j^o ^^y-i' Si ^^^ racines des équations fondamentales déterminantes pour tous les points singuliers de E sont comme ns arables, l'exponentielle qui figure dans le second membre sera nécessairement une fonction algébrique, et l'intégrale générale de l'équation sera alors algébrique. Ainsi l'étude de la nature des intégrales de l'équation (E) est très facile quand le genre de la relation F est supérieur à l'unité.
Nous sommes dans des circonstances moins simples si le genre de la relation F ne dépasse pas l'unité. La courbe F(i, ^/, p) i= o doit être alors une courbe qui se transforme en elle-même pour un groupe de transformations projectiles. Or MM. Klein et Lie ont déterminé toutes ces courbes {Comptes rendus, ^^1^) et voici le résultat auquel ils sont parvenus; ces courbes, pour un choix convenable de coordonnées, se ramène à une des formes
ce — yy- = o, x = ey, A J7--f- Bj' = o.
Sans entrer dans le détail de cette recherche, il ne sera pas long d'en indiquer le principe. Le groupe projectif qui, par hypothèse, transforme la courbe en elle-même admettra au moins un sous-groupe à un paramètre; soient
dx f. , . dy , .
les équations définissant ce groupe F à un paramètre. Supposons que
soit l'équation d'une courbe que F transforme en elle-même. On aura nécessairement alors, pour tout point de la courbe,
ùx ^ ùy et, comme
Tx^-^Ty^y-'-'^
il en résulte que la courbe satisfait à l'équation différentielle
dx dy
La courbe cherchée sera donc une courbe intégrale de cette équation différentielle. On conçoit alors comment, après avoir fait la recherche de tous les groupes projectifs, on peut, par l'intégration d'une équation différentielle, arriver aux courbes cherchées. MM. Klein et Lie démontrent de plus que, pour les deux premiers types, en supposant que le premier ne se réduise pas à l'équation d'une conique, il n'y aura pas d'autre groupe projectif transformant la courbe en elle-même que le groupe à un paramètre
X =^ax, Y = hy (a = b'-^)
pour la première, et, pour la seconde, le groupe
Revenons maintenant à notre problème. En laissant d'abord de coté le cas de la conique, nous aurons pour relation entre u et r le seul type
m et ji étant des entiers, puisque le second type est transcendanî. Donc, pour l'équation linéaire E, en excluant les cas déjà étudiés et celui où la relation entre j-,, jko, ^3 serait du second degré, on peut admettre que cette relation a la forme
en posant toujours u = ^, v = ^. Le groupe relatif aux transformations de u et (^, déduit du groupe de transformations de l'équation E, sera nécessairement, s'il dépend d'un paramètre arbitraire, le a roui
U = au, \ = Ov On voit que l'expression
du fhn
est une fonction rationnelle de y,^ y,^ y.^ restant invariable par les substitutions du groupe de l'équation, et, par suite, u s'obtiendra par une quadrature, et v s'en déduira immédiatement. Il
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en résulte que u cL v seront de la forme
On aura ensuite y, par la formule ().), et y^ sera de même forme, ainsi quejK2 etys-
Supposons, en particulier, que les racines des équations fondamentales déterminantes soient commensurables pour tous les points singuliers deE; il est visible que y<, y 2, y^ seront alors algébriques, et nous retrouvons alors un théorème donné par M. Fuchs dans le Mémoire cité :
Si ta relation F est de degré supérieur à deux, V équation E s'intègre algébriquement.
3^. Jl reste à examiner le cas oii la relation F est du second degré. M. Fuchs démontre alors que l'équation E est l'équation donnant le carré de l'intégrale d'une équation linéaire du second ordre. Nous allons l'établir, en nous plaçant toujours au point de vue de la théorie des groupes de transformations.
On peut supposer que la relation quadratique a la forme
Le groupe de transformations de l'équation I Yi = afi -i- by^ -4- C73,
sera nécessairement un sous-groupe du groupe général à quatre paramètres, transformant en elle-même l'équation yi — jKiJ'2 = o. Posons alors
on en déduira
j3 = wc ;
nous avons donc
J3 = UV.
Soit de même,
Yi = u^
Y3 = UV
nous aurons alors
\ji = au- -\-bv- -^cuv,
V2 — a'îf2— b'v"--^ c'uv,
UV = a"u''--^ b"v'^-^ c"uv.
Or u et p élant fondions des deux quantités^, et j'o, ainsi que U et V, il est clair que U et V sont des fonctions de u et r, et ce sont les expressions de U et V en u et v que nous nous proposons précisément de trouver. Or, des trois dernières équations écrites, on peut conclure que U et V sont des fonctions linéaires de u et V. Les «, b, c sont, en effet, tels qu'on a, quels que soient u et t^, l'identité
iau"--^ ^p2 ^ cuv){a' u^ -^ b' v'^ -^ c' iiv) =(a" u^--i- b" v"- -^ c" uv Y .
11 en résulte, ou bien que les deux trinômes
au- -4- bv"- 4- cui\ a' a- — 6'p'--r- c' uv
ne diffèrent que par un facteur constant, ou bien que chacun d'eux est un carré parfait. La première hjpotlièse est inadmissible, car on aurait alors
et, par suite, le déterminant de la substitution (S) serait nul, ce qui est impossible, car les Y doivent être comme les y des intégrales formant un svstème fondamental. Il en résulte que nous sommes dans le second cas, et alors U et V sont des fonctions linéaires de u et r. Par suite l'équation linéaire du second ordre ayant pour intégrales
s/yu ^yî
sera à coefficients rationnels, puisque les coefficients de cette équation, mise sous la forme
seront des fonctions rationnelles de y<, y2t invariantes par les substitutions du groupe de l'équation (E). Nous arrivons donc à la conclusion que ï équation (E) est l'équation obtenue en posant
z étant rintégrale générale d'une équation (E') du second ordre: c'est le résultat oblenu d'une autre manière par M. Fuchs. On pourra aussi consulter sur ce sujet divers Mémoires de MM. Laguerre, Appell et Goursat («). Je montrerai seulement, pour terminer, comment on pourra reconnaître si une équation linéaire donnée
rentre dans la catégorie précédente. Si l'on pose
z étant l'intégrale générale de l'équation
dx^ dx
on aura, pour j^, diaprés ce que nous avons vu (§ 10), une équation du troisième ordre ; un calcul facile donne pour cette équation
d^y ..d\v / da\dy fdh \
d^'-'''d^^-v'"''''^d^)£-''\dj^--'''')^'-^'-
En identifiant cette équation avec celle qui a été écrite plus haut, on a
B =-«, 3G = ',a^ -M~ '^, D =.-- .2 Uab - f' V
dx \ dx)
L'élimination de a et h enlre ces trois équations donne l'équation de condition
qui exprime la condition cherchée.
(') Laguerre, Cow/>^e5 rendus, t. LXXXVIII, p. 124 et 21G; kvvELL, Annales de VÉcole Normale, 1881; Goursat, Bulletin de la Société mathématique,
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VI. — Réduction du groupe de transformations d'une équation linéaire ; théorème de M. Vessiot sur les équations intégrables par quadratures.
33. On peut, relativement à la réduction du groupe de transformations d'une équation linéaire, développer une théorie analogue à celle qui a été étudiée daus la Section YI du Chapitre précédent; c'est l'objet de la thèse déjà citée de M. Vessiot. Ce sujet, pour être approfondi, demanderait sur les groupes de transformalions des éludes plus complètes que celles qui ont été faites plus haut; il appellerait d'ailleurs encore bien des recherches. Nous allons nous borner aux analogies les plus immédiates entre les deux théories en nous plaçant à un tout autre point de vue que M. Vessiot et en prenant toujours pour guides les idées de Galois sur la théorie des équations.
Nous considérons, pour uu domaine donné de rationalité, une équation linéaire ajant le groupe G comme groupe de transformations. Soit
'■?('■'•■- ''"'fz?''---)
une fonction rationnelle d'un système fondamental d'intégrales, dont les coefficients sont des fonctions de x appartenant au domaine de rationalité. Reprenons aussi l'équation
d'ordre p qui joue dans notre théorie le rôle essentiel. En remplaçant les y par leurs valeurs en fonction de V, on peut regarder c5 comme une fonction de V et de ses dérivées, et nous écrirons
f/V dp\
Si la fonction es est prise arbitrairement, elle dépend de p con~ stantes arbitraires, quand on prend pour V l'intégrale générale de l'équation /; la fonction o satisfera alors à une équation différentielle d'ordre/?. Mais il pourra arriver que, V étant toujours l'intégrale générale de/, la fonction cp ne dépende que de p' con-
stantes arbitraires {p' <p). Dans ce cas, o satisfera à une éqiia tion différentielle d'ordre /»',
d(p dp z)
dx dxP' ' '
les coefficients étant des fonctions de x appartenant au domaine de rationalité. On voit que celte équation est analogue à l'équation S(cp) = o considérée dans le Chapitre précédent au § 32.
Si l'on prend pour V une intégrale déterminée ç de f, la fonction cp est complètement déterminée. Quand on j remplace ç par la combinaison linéaire de ç et ses dérivées, qui donne l'intégrale générale de / (§ 20), on obtient par hypothèse une fonction dépendant, non de/>, mais seulement dep' arbitraires. Il en résulte que la fonction cp restera invariable pour les substitutions d'un groupe G' de transformations dépendant de p — p' arbitraires. Ce groupe G' dépendra, en général, de la solution choisie (^, mais il peut arriver que ce groupe ait un sous-groupe T ne dépendant pas de ç; alors ce sous-groupe T, dont nous désignerons par s le nombre des arbitraires, laisse invariables toutes les fonctions cp déduites de la fonction initiale par toutes les substitutions du groupe; on peut encore dire qu'il laisse invariables toutes les intégrales de S. Il est l'équivalent du groupe (H) qui, en Algèbre, laisse invariable les fonctions cp racines d'une équation S(cp) (§ 3i du Chapitre XVI).
34. Avant d'aller plus loin, cherchons quelle dépendance existe entre deux fonctions rationnelles des intégrales et de leurs dérivées restant invariables par les substitutions d'un même groupe G, contenu dans G et dépendant de q arbitraires; nous supposons que la fonction cp considérée ci-dessus reste invariable par les substitutions de G, et par ces substitutions seulement.
Quand on met à la place de V une intégrale déterminée ç de l'équation /, la fonction
'^ V ' dx' ' ' ' dxP ) '
envisagée plus haut (§ 33), représente une fonction déterminée de X, que nous désignons par cp, et elle reste invariable quand on met à la place de v une autre intégrale V dépendant de q constantes
arbitraires, cette intégrale correspondant précisément au groupe G, de transformations; ceci revient à dire que, les deux équations différentielles en V,' désignées par (/) et (a), ont une solution commune dépendant de q constantes arbitraires. On peut former, par des calculs d'élimination, l'équation différentielle d'ordre q donnant cette solution; elle sera de la forme
' dx dx'i ' ' dx
où nous avons mis en évidence cp et ses dérivées.
Soit maintenant c^, une seconde fonction rationnelle des intégrales restant invariable par les substitutions de G, ; nous pouvons exprimer les intégrales y,, ..., y« à l'aide d'une fonction V intégrale de l'équation R : cette fonction '^, prend alors la forme
/,, d\ d^\ do \
et elle doit rester invariable, quand on met à la place de V une
intégrale quelconque de l'équation R. Si cette dernière équa-
dqy lion est algébriquement irréductible par rapport à ~j-^ et que
X soit son degré par rapport à cette dérivée, on réduira dans y,, mis sous la forme d'un quotient de polynômes, le numérateur et le dénominateur à être seulement de degré A — i en
L— , en se servant de Téciuation R, et dans y, ainsi préparé, on
dxi \ , .
voit immédiatement, en raisonnant comme nous l'avons fait dans
l'établissement du second théorème fondamental (Section IV de ce Cliapitre), que V et ses dérivées doivent disparaître, et, par suite, (Di s'exprime rationnellement à l'aide de z), de ses dérivées et des quantités du domaine de rationalité.
Si R n'était pas algébriquement irréductible, le groupe G, serait complexe, mais cp, restant par hypothèse invariable pour le groupe G,, le raisonnement précédent est applicable à tous les groupes non complexes composant G,, et nous avons toujours la même conclusion qui rappelle entièrement le théorème de Lagrange étendu aux valeurs numériques des fonctions rationnelles des racines d'une équation : la fonction cp, s^ exprime rationnellement à Vaide de o et de ses dérivées.
p. — III. 37.
35. Nous arrivons maintenant à la réduction du groupe d'une équation. Adjoignons au domaine primitif l'intégrale générale co de l'équation S considérée plus haut, qui reste invariable par les substitutions du groupe rdu§ 33. Nous aUonsélahVir que l'adjonction de o réduira àT le groupe de V équation donnée^ proposition toute semblable à celle qui a été établie au § 33 du Chapitre précédent. Eu effet, après l'adjonction de cp, le groupe de l'équation ne peut contenir que des substitutions du groupe initial G n'altérant pas cp ; donc le groupe ne peut être que F ou un groupe contenu dans r. Mais il est facile de voir que toutes les substitutions de F feront partie du groupe cherché, car toute fonction des intégrales exprimable rationnellement, après l'adjonction de cp, s'exprimera rationnellement à l'aide de o et de ses dérivées; elle restera donc invariable par toutes les Substitutions de F. Inversement, toutes les fonctions des inté<;rales, invariables par les substitutions de F, s'expriment rationnellement à l'aide de cp et de ses dérivées, d'après le théorème du paragraphe précédent. Le groupe de l'équation, après l'adjonction de cp, est donc bien le groupe F.
36. On peut étendre à un sous-groupe F, contenu dans un groupe G de transformations, la notion de sous-groupe invariant si important dans la théorie algébrique; il n'y a rien à changer à la définition. Montrons que le groupe F, auquel nous venons de réduire le groupe de l'équation, est invariant dans le groupe initial G. Nous avons
dv di> v\
dx dxi> J
et cette fonction ne change pas quand on remplace v par une combinaison linéaire de p et de ses dérivées répondant précisément au groupe F. Soit h une substitution de F, et s une substitution quelconque de G; la substitution s transforme les y en des Y, et, par suite, v en une certaine intégrale V de/". La fonction cp devient <ï>, et l'on a
/.^ ^V dP\\
'^ = y^[^'dx""'d^)'
Cette fonction ^, considérée comme fonction des Y, reste in-
variable quand on effectue sur ceux-ci la substitution Ji^ ce qui revient à remplacer V par la combinaison linéaire de V et de ses dérivées dont nous avons parlé plus haut. Si, enfin, on remplace les Y par lesjK, c'est-à-dire si Ton effectue la substitution 5~*, on retombe sur la fonction cp; par suite, la substitution
s-^hs
transforme la fonction cp en elle-même. Donc cette substitution appartient à T. Ainsi la transformée de h par une substitution quelconque 5~' de G appartient à F : c'est dire que ce dernier groupe est invariant dans G.
37. On voit que l'on est conduit par les théorèmes précédents à décomposer, s'il est possible, G de manière à avoir une suite de groupes algébriques linéaires et homogènes
G, Gi, .,., G;f,
tels que chacun d'eux soit un sous-groupe invariant du précédent, le dernier groupe G^ n'ayant pas de sous-groupe invariant dépendant de paramètres arbitraires. Par l'adjonction successive des intégrales d'équations S, nous ramènerons, à ne plus avoir d'arbitraires, le groupe de l'équation qui sera alors intégrée. Déjà M. Lie, dans la théorie générale des groupes, avait été conduit à envisager, pour un groupe de transformations quelconque, une suite analogue à la précédente, où chaque groupe est un sousgroupe invariant du précédent. On peut même supposer de plus que chaque groupe est un sous-groupe invariant maximum du précédent, c'est-à-dire que, étant considérés par exemple G et G,, il n'existe pas de sous-groupe invariant de G, dépendant d'un plus grand nombre de paramètres que G<, et contenant Gi. L'établissement d'une telle suite constitue ce que M. Lie a appelé une décomposition normale du groupe G en une série de sous-groupes, et l'on peut établir à ce sujet un théorème qui rappelle celui de M. Jordan. Mais nous n'insisterons pas sur tous ces points qui nous entraîneraient trop avant dans la théorie des groupes de transformations. Nous allons étudier seulement le cas où l'on adjoindrait les intégrales d'une équation différentielle auxiliaire, étude analogue à celle qui a été faite au § 36du Chapitre précédent.
38. Supposons que nous adjoignions au domaine primitif de rationalité l'intégrale générale r de l'équation
que nous désignerons par F(r)= o. Nous supposons que l'équation n'a de solution commune avec aucune équation algébrique d'ordre moindre; les coefficients de P, qui est rationnel par rapport à 7' et ses dérivées, appartiennent au domaine de rationalité. Si l'adjonction de r réduit le groupe, l'équation
aura une intégrale, correspondant à un système fondamental, commune avec une équation différentielle d'ordre moindre, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités du domaine primitif, de /• et ses dérivées. Soit/i l'équation d'ordre minimum jouissant de cette propriété; l'équalion
^ A, dV dP'Y dr d^^-^rX , ,
joue, dans le nouveau domaine de rationalité, le rôle que jouait/* dans le domaine primitif. I^e groupe de transformations de l'équation, après l'adjonction de r, dépend de p' paramètres. Nous allons établir, au sujet de ce nombre, une inégalité très importante. Je dis que
Supposons, en effet, p' z= p ^\ — p ; différentions )vfois Féquationy^. Nous aurons ainsi X -\- i équations entre
dW dP-py dr d>^-i
dx dxP-9 ' dx 6/xA-i
Nous pouvons entre ces équations éliminer r et ses A — i dérivées, et nous avirons ainsi une relation de la forme
'^y^dx-'-'d^^'' ^p->)'
où les coefficients appartiennent au domaine initial de rationalité.
L'expression V, correspondant à un système fondamental, satisferait donc à une équation d'ordre moindre que /?, ce qui est impossible. Cette équation ne se réduira pas à une identité, car chaque équation contient une dérivée de V ne fij;urant pas dans les précédentes.
L'inée^alité
est donc établie et nous pouvons, par suite, dire (\\x'après V adjonction de r, le groupe de l'équation contient au moins p — \ paramètres. Nous désignerons par G le groupe initial, et par T le groupe après l'adjonction de /••
11 importe d'approfondir davantage la nature de ce groupe T. Pour une intégrale r de F(/') = o, nous avons une équation/, déterminée, et l'intégrale générale de cette équation s'obtient linéairement à l'aide d'une intégrale particulière et de ses dérivées, les coefficients qui appartiennent au domaine primitif dépendant de /?' arbitraires. Je dis que, si l'on met à la place de r une autre intégrale R de F, l'intégrale générale de la nouvelle équation /, s'exprimera de la même manière au moven d'une intégrale particulière et de ses dérivées. Désignons par
l'expression de l'intégrale de/,, correspondant à /• ; les deux équations
dy
dx' "
dp'\
' ' dxP' '
dr
dd
dx' '
sont deux équations eu V, et toutes les solutions de la première appartiennent à la seconde; ceci entraîne des relations entre /■ et ses dérivées, qu'on peut ramener à l'ordre a — i au plus. Ces équations de condition doivent être des identités, d'après l'hypothèse faite sur l'irréductibilité de F, et Ton en conclut de suite le résultat annoncé. On remarquera encore que l'on passe de l'équation/,, correspondant à r, à l'équation /,, qui correspond à R, en remplaçant V par une combinaison linéaire convenable de V et de ses dérivées.
39. L'intégrale générale de/, appartient à/; pour une intégrale /• de F, l'équation /, en V a son intégrale générale dépendant de /?' constantes arbitraires; en faisant varier /', on doit obtenir toutes les intégrales de/, car si l'intégrale générale de / dépendait de moins de p constantes {y compris les constantes figurant dans /•), on formerait par des calculs algébriques l'équation d'ordre inférieur à/? dont dépendrait cette fonction, et cette équation aurait ses coefficients appartenant au domaine initial de rationalité. Le nombre p ne pourrait pas alors correspondre au groupe de l'équation pour ce domaine.
Nous pouvons maintenant démontrer que T est un sous-groupe invariant de G. Soit une intégrale v correspondant à une équation/ dans laquelle on a mis une certaine intégrale /• de F; il correspond à v des intégrales j, ,jKo, . • . , ./« de l'équation proposée. Effectuons sur les y une substitution quelconque s du groupe G; lesjK deviennent des Y auxquels correspond une fonction V. Celle-ci est une intégrale d'une équation/ dans laquelle /• a été remplacée par R. En effectuant sur les Y une substitution h de F, on remplace V par une autre intégrale V de la même équation, d'après ce que nous avons dit plus baut ; enfin la substitution 5~* nous ramène de V à une intégrale v^ de l'équation initiale/ relative à /*. La conclusion est que la substitution
transformée de h par s~^ , appartient au groupe F, puisqu'elle est la substitution correspondant au passage de v à v' ; donc V est invariant dans G.
11 est inutile d'insister sur l'analogie des tliéorèmes précédents avec les propositions établies au § 36 du Cbapitre précédent.
40. Nous allons appliquer, avec M. Vessiot, le tbéorème précédent à la recbercbe des équations linéaires intégrables par quadratures; c'est un problème que l'on peut regarder comme l'analogue du problème de Galois, relatif aux équations résolubles par radicaux. Mais il nous faut auparavant revenir un instant sur la théorie générale des groupes de transformations pour définir une classe particulière de groupes étudiés par M. Lie. Un groupe de transformations est dit intégrablc s'il contient un sous-groupe
invariant ayant un païamèlie de moins que lui, celui-ci de même et ainsi de suite. Nous aurons donc une suile
chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédent ei ayant un paramètre de moins que lui, et le dernier groupe étant à un seul paramètre.
M. Lie a donné la condition nécessaire et suffisanle pour qu'un groupe d'ordre r soit un groupe intégrable. Cette condition est la suivante : on pourra prendre les /• transformations infinitésimales du groupe, que nous désignons comme précédemment par
<le telle sorte que tout crochet
qui doit être une combinaison linéaire des X, soit seulement une combinaison linéaire de
11 s'agit ici de groupes de transformations quelconques. Si l'on considère des groupes linéaires et homogènes, M. Lie (') a démontré que, le groupe étant supposé intégrable, on peut choisir les variables de manière que toutes les transformations infinitésimales du groupe soient de la forme
i, ne dépendant que de .r,, Ç^ que de x^ et ^o, - ■•> et, d'une manière générale, li de .r< , ;ro, . . . , ^/, toutes les lettres ? représentant d'ailleurs des fonctions linéaires et homogènes."
Considérons maintenant une équation linéaire
«o - — ~ -r- a, —, — — ^ -^. ..— a,ny = o,
que nous supposons intégrable par quadratures. Soit G son
(') S. Lie, Théorie der Transformationsgruppen, t. I, p. SSg.
groupe. L'adjonction d'un certain nombre de quadratures, qui se présentent d'abord dans le calcul de l'intégrale, peuvent ne pas réduire G, mais il arrivera nécessairement un moment où l'adjonction d'une quadrature réduira le groupe de l'équation; or, adjoindre une quadrature, c'est adjoindre une intégrale de l'équation
dr ' -cî^ = ^^
b appartenant ici au domaine primitif auquel on a adjoint les quadratures antérieures qui par hypothèse ne réduisaient pas le groupe. L'adjonction de /• diminuant le nombre/? des paramètres de G, le groupe se trouve ramené, d'après le théorème du § 39, à un groupe d'au moins p— i paramètres (à= i); le groupe réduit Gi aura donc ce nombre de paramètres. On continuera ainsi jusqu'à la réduction du groupe de l'équation à un groupe ne renlermant plus d'arbitraire, et alors l'équation sera intégrée. Wous aurons donc une suite de groupes
G, Gi , . . . , G^,
chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédent, la différence du nombre des paramètres de deux groupes consécutifs quelconques G,- et G/+, étant égale à l'unité, et le dernier groupe ne dépendant que d'un paramètre. Nous pouvons donc dire que, ù une équation linéaire est intégrable par quadratures, son groupe de transformations est intégrable.
42. La réciproque de ce théorème est exacte : nous allons montrer que si le groupe de transformations d'une équation linéaire est intégrable, cette équation sera intégrable par quadratures.
Il résulte d'abord du théorème du § 40, que l'on peut choisir les intégrales d'un système fondamental de telle sorte que les transformations finies du groupe soient de la forme
Yg = a2iJKi -+- a22j'2»
Y3 = «31JK1 H-«32jK2 H- «33^3,
m\yi -^ Ctm^.yi -i-. . .-f- a,nmy
Le groupe G de l'équation ne comprenant que des transformations de cette forme, il est visible que l'expression
dvi dx
reste invariable par les substitutions de G et est, par suite, exprimable rationnellement.
Nous aurons donc une première intégrale dont la dérivée logarithmique sera rationnelle. Faisant alors le changement de variable
dx ,
nous aurons une équation d'ordre m — ^ i, dont l'intégrale générale sera
dx \yj
En désignant par z^-, z-2. ■ • • , ^-m-i les intégrales de cette équation correspondant 'dy-i, • • • ^ ymy ^on groupe aura seulement des substitutions de la forme
Zi 2 "^ ^ 3 2 •^ I "'"' ^■2 2 -^2 ■>
^m-l = ^/n,2 ^l ~^ <^/«,3 -^a -^ • • • -h Clm,m ^m \ ■
Nous pouvons donc raisonner sur l'équation en z comme sur l'équation initiale. Nous aurons pour l'équation en z une intégrale dont la dérivée logarithmique sera rationnelle dans le nouveau domaine de rationalité, c'est-à-dire après l'adjonction dey, au domaine primitif. On continuera ainsi, de proche en proche, et l'on voit que l'on trouvera, par des quadratures successives, tous les éléments d'un système fondamental. Le théorème énoncé est donc établi, et nous avons la proposition suivante, due à M. Vessiot :
La condition nécessaire et suffisante pour cju une écj[uatLon linéaire soit intégrable par cjuadratures est que son groupe de transformations soit intégrable.
43. Il résulte immédiatement de là et des théorèmes généraux de M. Lie sur les groupes linéaires que l'équation générale d'ordre /?i, c'est-à-dire une équation linéaire dont le groupe est le groupe général à m- paramètres n'est pas intégrable par quadratures. M. Lie a, en effet, montré (*) que le groupe linéaire à m- paramètres admet un seul sous-groupe invariant d'ordre în- — I ; c'est le groupe pour lequel le déterminant de la substitution est égal à l'unité. De plus, ce dernier groupe n'admet aucun sous-groupe invariant. Il est clair alors que les conditions du paragraphe précédent ne sont pas remplies.
Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie des groupes de transformations d'une équation différentielle linéaire. Nous pensons avoir suffisamment montré, dans cette Section et dans la précédente, l'intérêt de cette théorie, qui n'est que l'extension bien naturelle à une question d'Analyse des idées si fécondes introduites en Algèbre par Galois.
(') S. Lie, Théorie der TransformuLioiisgruppea, t. I, cliap. WVI.
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