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DE LA CINQUIÈME ÉDITION
Cette cinquième édition diffère peu de la précédente.
La faveur méritée que le Traité d'Algèbre de M. Laurent a rencontrée auprès des étudiants nous faisait une loi de ne pas modifier l'ordre suivi dans l'exposilion des matières et traçait notre rôle :
Revoir le texte avec soin, le rendre aussi correct ■ que possible, et ne toucher qu'avec discrétion au fond même de l'Ouvrage.
Aussi, les modifications que nous avons introduites sont-elles essentiellement de détail et à peine pouvons-nous indiquer comme refonte plus complète la I démonstration du théorème de RoUe et celle de la loi L de l'inertie de Sylvester.
Il était difficile, d'ailleurs, de faire plus, alors que MM. Gautliicr-ViUars, propriétaires du Livre, et moimême, nous étions convaincus que son ensemble laissait peu à désirer comme perfection didactique.
PRÉFACE DE LA TROISIÈME ÉDITION
L'édition que je |nibliR aujourd'hui de mon Trotté d'Algèbre diffère pour la forme des précédenles; mes idées sur l'enseignement de l'Algèbre n'ont pas varié beaucoup quant au fond, mais j'ai dû mettre à profit quelques observations de mes collègues, et surtout les perfectionnements récemment apportés dans les méthodes d'enseignement. C'est ainsi que j'ai pu donner tantôt im tour plus rapide à certaines démonstrations, tantôt plus de rigueur k d'autres qui laissaient un peu à désirer sous ce rapport. Enfin, j'ai cru devoir augmenter beaucoup le nombre des Exercices proposés, en donnant une solution très-sommaire de quelques-uns d'entre eux et en v joignant des Notes sur des questions étrangères aux programmes, mais qui m'ont paru instructives et intéressantes. On voudra bien remarquer, d'ailleurs, que les exercices que je propose sont le plus souvent tirés des œuvres des grands maîtres.
Je veux maintenant me justifier de quelques re-
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proches qtii m'ont été adressés et dont je n'ai pas cru devoir tenir compte.
On a critiqué la façon dont j'entrais en niatièi'ô (mais je dois dire que beaucoup de professeurs m'oiit approuvé); on prétend qu'il est difficile de donner dès le début des notions exactes sur les quantités négatives et qu'il faut rejeter leur théorie après les équations du premier degré.
Je réponds à cela que la quantité négative n'est pas plus difficile à saisir que la quantité positive, et que -t- 3 est aussi absurde que — 3 au point de vue concret. Tout élève comprendra parfaitement que l'on peut appeler quantité algébrique un nombre précédé d'un signe, pourvu que ce nombre et ce signe fassent partie d'une formule. Ainsi, dans 2 -+- 3 — 4i je dis que — l\ est un terme négatif du polynôme a + 3 — 4- Il n'est pas difficile non plus de (aire comprendre que ( + 3} x ( — 2) — — 3 X a est une définition. Je ne tarde pas à montrer que le but de pareilles définitions est de simplifier les énoncés de certains théorèmes. L'interprétation vient plus tard, mais jamais la quantité négative n'a apparu comme une chose absurde.
Au contraire, ceux qui ne veulent pas entendre parler de quantités négatives au commencement de l'Algèbre ne font que tromper les élèves et leur donner des idées fausses, en leur cachant l'absurde et en les faisant passer outre quand ils le rencontrent.
Par exemple, comment est-il permis de dire que l'on peut faire passer un terme d'une équation d'un membre dans un autre en changeant son signe avant
d'avoir parle des quantités positives et négatives ? le suppose qu'il s'agisse de résoudre
La soUirion est a; =; 4; mais, si l'élève ne sait pas c que c'est qu'une quantité négative, cette équation, a priori, n'a pas de sens, car, quand a; = 4i on a
Mais encore, si vous écrivez, je suppose, cette autre équation
pouvez-vous faire passer x d'un membre dans uti autre? Savez- vous d'avance si l'opération sera possible? Etc., etc. On croît avoir fait un chef-d'œuvre en passant du simple au composé; mais c'est aux dépens du bon sens, en trompant l'élève et en lui faussant le jugement.
J'ai souvent entendu dire dans le monde que l'étude des Mathématiques rendait l'esprit faux : c'est parfaitement exact si on les enseigne mal et si l'on exerce les élèves à ne pas apercevoir les fautes grossières de raisonnement que l'on fait «levant eux.
Telle que je l'expose, la théorie des imaginaires ne laisse aucun nuage dans l'esprit ; dans une Note placée à la suite du Chapitre IV de la II" Partie, j'ai indiqué sommairement une manière diflérenle de présenter cette théorie. Croit-on aussi rectifier le jugement des élèves quand on leur dit que l'on convient de considérer y— I comme une quantité qui aurait pour
carre — t? Pourquoi ne peut-on pas convenir aus! qu'en ajoutant 2 et a on obtiendra 10?
Plusieurs absurdités ont déjà dispani de t'enseigut ment : les séries divergentes, l'infini en tant que quar tité déterminée très-grande, etc. il faut espérer qu'oi fera disparaître aussi les théories qui font de \ — une quantité dénuée de sens.
Dans cette édition, je me suis mieux conformé au: programmes officiels que dans les précédentes; j'a développé plus simplement et plus complètement 1; théorie des déterminants, la théorie des fonction; dérivées et celle de l'élimination. Enfin, on voudri bien remarquer le dernier Chapitre sur les polynômes homogènes du second degré et leurs applications à la séparation des racines des équations; cette théorit m'a paru une bonne préparation à l'élude des coniques et des surfaces du second ordre, indépendamment des immenses services que la loi dite de l'inertie est appelée à rendre à la théorie des équations.
Que l'on me permette à ce propos une digression : plus d'une théorie importante a été portée à un haut degré de perfection lorsqu'elle a été régulièrement introduite dans l'enseignement, et, quand on compare cette ihèorie avec ce qu'elle était cinq ou six ans auparavant, on y rencontre des énoncés plus nets et plus féconds, une précision et une rigueur qui en ont fait un instrument riche et puissant. C'est ainsi que la théorie de l'élimination s'est bien perfectionnée depuis qu'elle est exigée pour l'entrée à l'École Polytechnique. Je suis convaincu que, si nos professeurs voulaient introduire peu à peu la théorie des formes
quadratiques dans leur enseignement, comme ils ont introduit autrefois celle des déterminants, on verrait cette théorie faire faire à l'Analyse des progrès prodigieux.
Le jour n'est peut-être pas éloigné où l'on pourra substituer au théorème de Stunn, déjà si riche en conséquences, une méthode réellement pratique pour la séparation si'ire et rapide des racines d'iuie équation.
Que l'on veuille hien se rappeler combien les élèves redoutaient autrefois l'introduction des déterminants dans les Cours de Mathématiques spéciales, Que de récriminations n'en tend ralt-on pas aujourd'hui si on les empêchait de se servii- de ce précieux inslrunient, qui vient si à propos soulager leur mémoire et leur sllention ! Peut-être n'est-il j>as Inutile de rappeler que c'est M. Moutai'd qui a surtout coutrihué par son enseignement à la vulgarisation de ta lliéorie des détermiiiauts.
I. — DES LIMITES ET DES IHCQUIElTSTiaUtEB
Les mois égaler, ajouter présentent, le plus souvent, nn sens assez net à l'esprit pour que I'od n'ait pas besoin de les délinir, loutefois nous ferons observer qu'il serait impossible d'en donner une définition générale parce qu'ils ont des significations 1res diETérenics suivant la nature des objets auxquels on les applique. Mais, s'il est impossible de donner une définilion générale de ces mots t-galcr, ajouter, il est facile, il est même quelquefois iadispensablu de les définir quand ils s'appliquent à des objets déterminés.
Qut^Ue que soit ta définition que l'on donne de l'additton de plusieurs choses, nous supposerons toujours que le résultat de cette addition est indépendant de l'ordre dans lequel on considère ces ciioses. Nous supposerons aussi que la définition de l'égalilé soit telle que deux choses égales à une autre soient égales entre elles.
On appelle quantités ou grandeurs mesurables, toutes les choses à propos desquelles on peut concevoir ou définir l'égalité et l'addition.
On dit qu'une quantité A est plus grande qu'une autre B, quand on obtient A en ajoutant ù B une certaine qnuntité C, et alors on dit aussi que B est plus petit que A.
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i démontrerons que l'unité étant connue et déterminée, il est possible de désigner neitement une quantité déterminée et toules celles qui lui sont égales ait moyen de ce que l'on appelle un nombre.
Ainsi, le nombre qui mesure une quantité, est une locution ou un signe qui sert à désigner une quantité et toutes celles qui lui sont égales, de manière à les distinguer de celles qui sont plus grandes ou plus petites. Mesurer une quantité, c'est chercher le nombre qui la mesure. Nous dirons que deux nombres sont égaux, quand ils serviront à mesurer des quantités égales; un nombre sera plus grand ou plus petit qu'un autre, quand il servira à mesurer une quantité plus grande ou plus petite que la quantité mesurée par cet autre.
Ajouter dos nombres, c'est trouver le nombre qui mesure la quantité que l'on obtient en ajoutant les quantités mesurées par ces nombres.
Hcirancher uu nombre B d'un nombre A, c'est trouver le nombre qu'il faut ajouter à B pour obtenir A.
Nombres e>tiriis. — Les nombres entiers sont ceux qui mesurent les quantités résultant de l'addition de plusieurs unités. On convient de dire que les unités sont mesurées par le nombre un, que le résultat de l'addition de l'unité â l'unité est mesuré par le nombre deux, et l'on donne ainsi un nom particulier aux nombres mesurant les quantités formées d'addîtjous successives d'unités à
il exatnii:
oiére doDl lioisis, nous supposerons seiilenienL m nom à tout nombre natter et qu'on
'anité, nous n'avi ont élé que l'on ail donné l'ait reprt'senté par un signe particulier,
La mulliplicatcon des nombres entiers est une op(!riitîon qui a pour bnt de trouver le résultai de l'addilion d'autant de nombres égau\ à un nombre donni^ appela
iiltiplicandt: qu'il y a d'uniLés dans un autre nombre Appelle multiplicateur; le riîsultal est appelle produit.
L&dii'ision des entiers est une opération qu! a pour
U UULttlIL ui:^ u
iniiltiplicana
I Appelle multij La division but, étant (loi viseur, de iro dans le dividi successivemci 4p>e cela est p Nombres fr
s deus nombres appelés dividende et diviseur, de trouver combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende, ce que l'on peut faire en reiranebani successivement le diviseur du dividende autant de fois ■«Joe cela est possible; ce nombre de fois est !e quotient.
Nombres fractionnaires. — Quelquefois l'unité est indivisible : c'est ce qui arrive, par exemple, quand celte unité est un être animé, mais le plus souvent elle est divisible, et il existe des quantités autres que celles qui réisolient de l'addition d'iinité«. Supposons qu'il s'agisse df. mesurer une quantité A qui ne puisse s'obtenir en ajoutant des unités; on partagera l'unité en deux parties égales qu'on appellera des demis, en trois parties égales que l'on appellera des tiers, etc.; s'il arrive que A résulte, par exemplf, de l'addition de sept tiers, on dira que A est mesuré par le nombre fractionnaire sept tiers. Ainsi les nombres fractionnaires sont ceux qui mesurent les quantités résultant de l'addition des parties égales de l'unité.
Les nombres entiers et fractionnaires portent le nom de nombres commensurables. Deux quantités sont dites tommensurabUi quand i) existe une unité qui peut
vir à les exprimer toutes deux en nombres entiers. Algilin; I. b
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Multiplier un nombre par une fraction, c'esl preadn celle fraction de ce nombre; diviser nn nombre par uni fraction, c'est trouver un nombre qui, multiplié par celti fraction, reproduit le nombre propOs«f.
Nombres incommensurables. — Nous appellerons timitt d^tine quantité variable une quantité fixe dont celic-c s'approche de manière à en différer d'aussi peu que l'oi veut.
Supposons que, ayant successivement partagé l'unité er 2, 3, . . ., n, . . . parties égales, la quantité A ne puisse jamais résulter de l'addition de parties égales de l'unité, on dira que A est incommensurable avec l'iinilé, et esl mesuré par un nombre incommensurable. Il s'agit mainteuani de définir ce nombre, c'est-à-dire de désignei toutes les quantités égales à A de maniéi-e à les distingue! de celles qui sont plus grandes ou plus petites. Pour cela, je dis qu'il suffit de dire quels sont les nombres commensurables mesurant les quanlilés plus grandes que A et les nombres commensurables mesurant les quantités plus petites que A. Eu eil'et, si l'on connaît tous les nombres commensurables mesurant des quantités plus grandes el plus petites que A, on saura, par exemple, que A est compris entre les m et les {m -*- i) n'*""' de l'unité, quel que grand que soit n, et, si une autre quantité B pouvait jouir des mêmes propriétés, A et B différeraient entre elles de moins que la n''""' partie de l'unité, c'est-à-dire d'aussi peu que l'on voudrait : B serait donc une des quantités égales à A. Ainsi, un nombre incommensurable sera défini en donnant le mojeu de se procurer les nombres commensurables plus grands et plus petits, c'est-à-dire les nombres commensurables mesurant des quantités plus grandes el plus petites que celles qu'il mesure lui-même.
On peut maintenant dire que l'on appelle limite d'un
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nombre variable, un nombre iixe dont ce nombre variable peut s'approcher de manière à en différer d'aussi peu que l'on veut.
Nous admettons qu'élanl données un nombre limité ou inimité de quantités (et par suite de nombres mesurant ces quantités), si toutes ces quantités sont inférieures â une quanlilé Q, il y en aura une et une seule fixe, telle qu'elles ne pourront h dépasser, mais telle qu'elles pourront en approcher de manière à eu diiférer d'aussi peu qne l'on voudra; dans certains cas, elles pourront arriver à l'égaler; dans d'autres cas, elles pourront s'en rapprocher, mais sans jamais l'égaler; en tout cas, cetle quantité fixe sera la limite des quantités considérées.
Ce principe est de toute évidence; quelques géomètres ont essayé de le démontrer, mais en s'appuyanl, â notre avis, sur d'autres principes bien moins évidents, et tanl6t en dissimulant la vraie nature de la quantité, tantdt en donnant des quantités incommensurables des définitions tout à fait funlaisisles et qui ne sont pas dans la nature des choses.
Il ne faut pas oublier que les détinitions ne sont pas toujours arbitraires, et que bien souvent elles ne servent qu'à donner de la précision à des idées déjà existantes dans notre esprit. Les définitions que l'on est obligé de donner au début de la Science sont de celte nature; la définition du nombre n'est pas arbitraire et la définition que nous en avons donnée n'est que la traduction précise, en langage scientilique, de l'idée que tout le monde, que l'enfant, se fait du nombre ( ' ).
l ' ) Il iioiu est impoilibte d'admellre eette diOnilion : une (racllao s'etl l'tniemble df ilfiix rilieri léparit par une barre. Dimaiidn ■ un vattax te qii'Ml la moilîj d"uo gileBU, il ne vou* répondra puqne c'ul un, (tpart de dflux p«r uno barre ; il coupen ton gnteia il lani
xvni
Noua pouvons donc poser le principe suivant :
i" Si l'on considèrf une suite illimitée de nombn croissants, mais moindres qu'un nombril donné N, i ont une limite gui est le plus petit nombre qu'ils /. peuvent dépasser, qu'ils l'atteignent effectivement o qu'ils ne l'atteignent pas.
2" Si l'on considère une suite illimitée de nombn décroissants supérieurs à un nombre donné N, (7s or, une limite qui est le plus grand nombre au-dcssott duquel ils ne peuvent descendre.
Il en ri.'sulle qu'un nombre incommensurable est I limite commune des nombres commensurables décrois sanis plus gninds t]ue lui el des nombres comniensurable mis plus petits que lui.
n. ~ GÉNÉBALISATIOlf DES fiDATBE OFÉRATIOHS.
Nous avons dL-lioi, d'un..- mani.'re -^i^iu-rAi^, l'addilioi el la soustracLion, mais la muUiplicalion el la divisioi n'ont pas eucore été définies pour les nombres incom inensu railles.
Soient A et If Jeu\ nombres commensurabies ou in commensurables; soient
«Il "jt ■ ■ ■■, "m — 't's nombres commensurables crois sants avanl pour limite A;
bi, Oj, .... b„, ... les nombres commensurables crois sants aytknl pour limite B;
c((, tti, . ■ ■ . 3„, ... les nombres commensurables décrois sants ayant pour limite A;
P,, Pi, . . . , fl„, ... les nombres commensurables décroissants ajantpour limite B,
. moindres que a
tite l; de même, les aoinbrea décroissants x, ^,, , tous supérieurs à a,A(, ils ont un
el = \.En effet. 1
.„)lA,-t-in„)-aa*„
i»-+-fr.«
[ Or aaJB„, b„bi„, t^a^a étant aussi petiis <]ue l'oa veut, il
f «n est de même de leur somme a«^„ — c„ba, ce qui revient à dire que a„p„ et «u^n dilTèreal l'un de l'anlre d'aussi peu que l'on veut, el il en est alors de même de leurs limites / et À; donc ces limites sont (égales, cnr si elles différaient, on ne pourrait pas prendre leur dîffé-
I rcncc aussi petite que l'on voudrait. Alors l ^z\ est ce
t <jue l'on appelle le produit de A par B.
Il est clair qu'un produit ne cLange pas de valeur quand on intervertit l'ordre des facteurs, etc.
lîcmarqne. — Les nombres sont des quantités puisque [ Vou a déRni leur égalité et leur addition.
Le quotient de deux incommensurables appelées diviy-dende et diviseur est un nombre qui, multiplié par le [diviseur, reproduit le dividende.
Soient D le dividende, <l le diviseur; je dis que le quo- ' lient existe toujours. En effet, soient A, i', 5, 3' des quantités commensurables satisfaisant aux relations
on trouvera toujours deni nombres if el ef satisfaisnnl aus relations
Si l'on fait tendre \ el A' vers D, 3 et 5' vers d. q di-
minue, (;r' augmente, mais on a toujours 17 >■ t^'; don et q' ont chacun une limite. Je dis que ces limites s égales; ea cll'el, eu appelant /■ la diiïérence entre A el et s la difierence entre 3 et S', on a, au lieu des f
mules{r),
et, en retranchant membre à membre,
ou bien
Mais, s et /' pouvant être pris aussi petits que l'on ve 5q' et Si/ peuvent être pris aussi voisins l'un de l'au que l'ou veut, et par suite q et q' aussi, ce qui prou bien l'esistence d'un quolienl unique.
m. - APFUCATIQN DES THÉOBIES FBÉCÉIIEIITES.
Les notions qui piùcodent suKistul pour édifier théorie générale des nombres, mais elles ne suffisent p pour en faire des applications : nous allons les complet*
On appelle produit d'une i/Hnjiii/t' A par un nomb entier n le résultat de l'addition de n quantilrs égal à A; produit de A par la fraction - . le résultat de l'adc tion de m quantités égales à la n''"' partie de A, ou 1 — de A; enfin, le produit de A par un nombre incommc surable 1 est la limite des quantités que l'on obtient t multipliant A par les nombres commensurables qui 01 pour limite (, et l'on démontre l'existence de celte limii en employant le même mode de raisonnement que si. était un nombre.
Ceci posé, nous appellerons rapport de deux quanuie
K, B de même espèce le nombre par lequel il faiil mtillialier B pour avoir A. Ce que nous voulons prouver, *'esl ; te rapport de deux qiiantiiés est le quotient des nombres qui mesurent ces quantités, quelle que soit Vunilê qui sert à les mesurer.
D'abord, je dis que le rapport île A à B est le nombre qui
mesure A quand Best pris pour unité; cela est évident si ce
rapport est commensurable. Si, on effet, il est y, A est les |
1 de B el, par suite, A est mesuré par le nombre 4 si B est
Kl'untté. Supposons maintenant le rapport de A à B ïncom-
iurabie cl égal ù i ; A étant le produit de B par i sera
P^ompris entre les — el les — ^^ de B par exemple, n étant
i nombre que l'on pourra prendre si grand que l'on
voudra, — et ■ désignant les valeurs de i à - près.
Si B est pris pour unité, le nombre [* qui mesure A est
Iftussi compris entre — el : donc/ et jxdi(ri''renl entre
|«ux de moins de —, c'est-à-dire d'aussi peu quel'on veut; lils sont donc égaux. r. q. f. n.
Maintenant, calculons le rapport r de A à B. En pre- ' nant U pour unité, les nombres mesurant A el B seront; par exemple, a et b. Pour former A, nous fornious B en mulli])IiBnl U par A; pour former A, on multiplie B par r : donc A s'obtient en multipliant U pur /», puis le résultai par r; mais on peut aussi l'obtenir en multipliant U par a; mais, U étant l'unilé, le produit de U par un nombre est une quantité représentée par ce nombre, donc
TRAITÉ
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[1 est difficile de donner une définition bien nette et bien précise de l'objet de l'Algèbre ; toutefois, on peut dire que la science des nombres comprend l'Arithmétique et l'Algèbre.
L'Arithmétique a pour but de trouver des nombres inconnus d'après leur mode de dépeodauce avec d'autres nombres donnés.
L'Algèbre, au contraire, a pour but c. de trouver le système d'opérations à faire sur des quantités données pour en déduire les valeurs des quantités que l'on cberchc-.. Le tableau de ces opérations... est ce que l'on appelle tme formule » (Lagkabgb, De ta résolution des équations numériques).
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est postérieur de deux siècles à celui de Diophanle, mais la perfection de son Ouvrage annonce certainement que l'Algèbre avait déjà une existence très-ancienne dans l'Inde. .. {Id.. p. 489.)
L'Algèbre des anciens difTéraît beaucoup de l'Algèbre moderne, dont l'origine remonle à Vièle, qui a le premier eu l'idée de représenter dans les calculs les nombres par des lettres.
n. -- DSS OIUHTITtS AlBÉBBiaUES.
En Algèbre comme en Arilboiéti^jne, nous ferons usage des signes -H et — pour exprimer <jue les nombres séparés par ces signes doivent être ajoutés ou retranchés
l'un de l'autre. Les nombre
qui,
! formule,
sont précédés d'aucun signe, ou qui sont précédés du signe +. sont appelés quantités positives ; ceux quî sont précédés du signe — sont appelés quantités négatives.
On considère souvent les quantités algébriques indépendamment des formules dans lesquelles elles doivent I entrer; mais, quand nous parlerons dorénavant d'une quantité ni^'gatïve, il faudra toujours sous-enlendre qu'elle fait partie d'une formule sans laquelle cette quantité n'ollrirait aucun sens net à l'esprit. Ainsi, par exemple, quand nous parlerons de la quantité — 4i nous devrons toujours nppoaer une formule, par exemple
dont — 4 fasse partie, sans qu'il soit cependant nécessaire
de préci
- la for
ule
■stion. On c
nçoit,
n effet,
que le signe — placé devant le chiffre 4 donne à ce chiffre certaines propriétés dont il jouira, quelle que soit la formule dans laquelle il se trouve écrit. Ce que nous venons
de dire du symbole — 4 pourrait se répéter de cet aut: -t-4> l*!^ l'o° "^ saurait concevoir que comme faisa partie d'une formule existante.
On.
ïUe valent
absolut
L quelquefois aussi modu d'une quantité positive ou négative le nombre précédé c signe -t- ou — qui entre dans cette quantité.
On dit que deux quantités sont égales lorsque leu valeurs absolues sont égales et que leurs signes sont 1 mêmes; cette égalité algébrique s'exprime à l'aide c signe ^=, qui n'amène aucune confusion si nous convi nons de regarder comme précédées du signe + les quai lilés arithmétiques qui n'ont pas de signe.
On convient de regarder les quantités négatives cumn plus petites que zéro, et d'autaJit plus petites que leur v leur absolue est plus grande, et l'on conserve les signes < ]> de l'Arithmétique pour exprimer qu'une quantité pos tive ou négative est plus petite ou plus grande qu'ui autre.
Ces conventions n'ont d'autre but que de simplifier langage et d'éviter de longues périphrases; on Unit p: s'y accoutumer, et l'on y trouve souvent le grand avanta^ de comprendre dans un seul énoncé plusieurs propositioi qui sans cela nécessiteraient autant d'énoncés distincts.
ADOmOH.
L'addition algébrique est une opération qui a poi but de faire la somme algébrique de deux ou plusieu quantités.
Ou appelle somme algébrique de deux quantités t même signe la somme de leurs valeurs absolues précéda du signe commun ; la somme algébrique de deux quantité de signes contraires est la différence de leurs valeurs absc lues précédée du signe de la plus giande.
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Ai'dsï la somme de — 4 ^t — 5 est— g, la somme de
— 4 el -t- 5 eal -(- i , celle de H- 4 et — tJ est — a.
La somme de plusieurs quantités telles que — i, -f- a,
— 4i + 7 est 1"^ résultat obtenu en ajoutant la première ei la necODde, puis la troisième à la somme des deux premières,
s la quatrième à la somme des trois
prei
lières, etc.
Pour indiquer que plusieurs quantités doivent être ajoutées, on fait usage du si^ne + : ainsi
représente le résultat obtenu en ajoutant — aà — 4et4- 5 à la somme ainsi obtenue. Le plus souvent, on se contente d'écrire les quantités les unes à la suite des autres sans changer les signes; ainsi
est équivalent à
Le symbole 3 + 6 — 4 ^- ' — 2, qui en Arithmétique représente une suite de sommes et de différences, et en Algèbre une somme, conduit dans les deux sciences au même résultat lorsqu'il est arithmétiquement possible, ce qui est très -avantageux au point de vue des applications.
Quelquefois on désigne une quantité positive on négative telle que — 4 P^"" ""^ seule lettre a. Pour exprimer que plusieurs quantités a, b, c, ... doivent être ajoutées, on les sépare les unes des autres par le signe •+-, ainsi : a-i-b-hc-i- ... {').
Lemme I. — Soit N u
m/ire plus grand que hf
(>] On pourrt k una première tuinnlcs, M admettre le théorème I Mni dimonilnti
lecture pour 1«i lemtnM el ramarqnM
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leurs absolues de a et de a'; si l'on a
on aura a = a'.
D'abord je dis que les signes de a et a* sont les mêmes car si, par exemple, a étail négalif et n' positif, en meltar les signes de a et a* en évidence et en appelant a et a' leur valeurs absolues, on aurait
ÎV~ « = K-t-«'.
ce qui est absurde, car le premier membre est plus peti que le second. Les signes de a et a' étant les mêmes, la for mule (i) revient àN-hC^N-t-a'ou àN — iï = N — «' ce qui ne peut avoir lieu que si « ^: a'. Donc « et «' son égaux en valeur absolue et en signe. c. q. t. d.
Lbmme II- — Si N est plus grand en valeur absolue que a, h et a + b, on aura
N + (« + fi) = N + a -4-6;
en explicitant les signes de a éli, cette formule revient aux quatre suivantes, où a et p sont les valeurs absolues de a et & •'
(3) H + [ + ,_pj=N-^«-p.
La formule (i) est évidente, car, +a4'j3 étant positif, pour l'ajouter à N, il faut faire l'opération arithmétique qui est l'addition de la somme a H- Pi ou, ce qui revient au même, ajouter « puis p. Pour démontrer la formule {a), on observe que — « -+-â est égal à +{& — «) sijS>0! et à
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— (a — p)8ÎaX3; on doit donc, dans le premier cas, ajoDler^ — «à N, ce qui revient à lui retrancher «,puis ft lui ajouter j3, et dans le second cas lui retrancher a — p, ce qui se fera en retranchant tt et en ajoutant |B au résultat : donc, en tout cas, la formule (a) est exacte. La rormule(3) revient à(a),car-4-a — (3 = — (3-f-« d'après la définition même de l'addition de deux quantités, définition dans laquelle l'ordre n'intervient pas. Enfin, la formule (4) se démontre en observant que — « — fî est égal à — («-t- P) et qu'ajouter — («-t-{3) à une quantité positive plus grande N, c'est en retrancher a + (3, ce qui donne
Remarque. — Il est indispensable de bien observer qua les lemmes précédents, évidents si a, h étaient des nombres, ne le sont plus si a, b sont des ijnantitës algébriques. En ce moment, nous ne prenons pas dans son acception ordinaire le mot ajouter; d'ailleurs, il s'applique à autre chose qu'à des nombres, de sorte qu'une démonstration est nécessaire pour établir des faits <jui seraient de toute évidence si a, b étalent des nombres et si nous avions conservé ■u mot ajouter son sens vulgaire.
THiOBÈm I. — Une somme ne change pas de valeur quand on intervertit l'ordre de ses parties.
Considérons, en effet, la somme a-h b -i- c-hd. Soit N un nombre positif assez grand pour que N surpasse les sommes que l'on peut faire avec a, b, c, d en les prenant I à I, 3 à 3, 3 à 3 et4 à 4> dans un ordre quelconque; nous aurons, en vertu de notre lemme II,
Ki) = N + (o + 4 + «| + J
mais il est clair <juc, quels que soient tes signes de a, b, c, oo a, par exemple,
(chacune des opérations indiquées étant arithmétiqi ment possible et l'addition d'une quantité négative re\ nanl toujours ici à une soustraction); donc aussi
îiA-[a + l'-t-c^d] = TS-h{b-i-U-i-c-ha],
et, en vertu dn lemme I,
a + /.-i-c-hd = b-\-d-\-e + a.
Le théorème est donc démontré.
Théorème II. — Pour ajouter une somme à une tfuai tité, il suffit de lui ajouter successivement chacune de si parties.
is d'ajouter a-\- b + c à P , 1
En eOel, propoï résultat sera
Mais on peut supprimer la parenthèse dans cette dernier formule, car elle exprime qu'au résultat obtenu en ajou tant £ à (I et c à la somme ainsi obtenue il faut encor< ajouter P, ce qu'exprime également le symbole
que l'on peut aussi écrire
hô + c
en vertu du principe précédent; donc, etc. c. q. f. d.
Tbéorehe III. — Une somme algébricjue peut s'obtenir en ajoutant séparément les quantités de même signe, en
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rj^isant la différence des résultats obtenus et en donnant I à cette différence le signe du plus grand-
a -^ h ~ c + d - f= n -^ h -^ d — c —f, l'èt, en vertu du prÎDCÎpe précédent,
Ice qui démontre le principe en question.
Théohèhe IV. — Pour changer le signe d'une somme Moigéhriquc , il suffit de changer le signe de chacune de mies parties.
En elTet, pour faire la somme de plusieurs quantités, on
(fkjoule les quantités de même signe, on fait la différence
des résultats A et B, on donne à cette différence le signe
Idu plus grand de ces deux résultais. Or, en changeant les
Lsignes de tous les termes de la somme, on change les signes
e A et de B, et par suite le signe que l'on doit donner à
teurdilTérence, qui est la somme algébrique en que.stion.
nr.
SOnSTUCTIOH.
La soustraction algébrique est une opération qui a pour int, étant donnée une somme et l'une de ses parties, de fODver l'autre, que l'on appelle reste oa différence.
Théomhb. — Pour soustraire une quantité algébrique d'une autre, il suffit de l'ajouter à celle-ci en changeant ,,lon signe.
En effet, soit à soustraire — ^ de «ipar exemple; je dis gae le résultat sera a + ^ (les signes de «c et ^ sont censés
en évidence). D'abord il est facile de vérifier que a + est tel, que si l'on y ajoute — ^ on retrouve a; en effi a-f-p — pest égalàj3 — p -(- oi, c'est-à-dire à o -(-» ou à La même vérification se ferait pour d'autres combinaiso de signes.
Il reste à prouver qu'il n'existe pas d'autre nombre q a -(- (3 ^= 7 tel que si l'on y ajoute — (3 on retrouve « ; ce fi est facile â établir. En effet, supposant par exemple y p sitif, il n'est pas possible qu'un autre nombre positif donne 5 — j5 ^y — J3, car les différences des valeurs a solues de d et p, de y et p ne peuvent être les mêmes â ely sont tous deux plus grands ou tous deux plus peti que p; s'ils sont l'un plus petit, l'autre plus grand que ce seront les signes des résultats qui seront différents.
On voit de même que a -f- p ne saurait étr« négatif égala — J, car — S — 13 serait pins grand en valeur absoli que y — j3.
T. — HlILTIPUCiTIOIl ET DIVISIOll.
MuLTiPLic&TioM . — Multiplier algébriquement une quai tité par une autre, c'est faire le produit de leurs valeu absolues et donner au résultat le signe -t- si elles ont même signe et le signe — si elles sont de signes contraire Les dénominations de multiplicande, multiplicateur, Ja leurs, produit s'appliquent à la multiplication algébriqt comme à la multiplication arithmétique.
On donne quelquefois la définition de la multiplicalto sous forme de règle, en disant d'une manière abrégée qu
-h multiplié par 4- donne -i- ,
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C'est en cela que consiste ce que l'on appelle souvent la e des signes; d'après celte règle, on voit, par exemple, — 7 multiplié par + 4 donne — a8, que — ^ 5 multiplié I par — d donne + 3o, etc. Lorsqu'une seule lettre désigne ; quantité avec son signe, on exprime que plusieurs [ <{uantités doivent être multipliées entre elles en les sépaj ranl par le signe X, par un point, ou encore en les écri- [ Tant sans aucun signe les unes k la suite des autres ; ainsi
a-X. b :< c, a.b.c, ahc
sont trois notations qui indiquent que l'on doit multiplier la quantité a par b et le résultat par c. Quand un des facteurs est un nombre positif et l'autre une lettre, on ne met ordinairement pas de signe entre le multiplicande et le mulliplicateur. On conçoit que cette convention ne saurait s'appliquer à plusieurs facteurs numériques d'un même produit: en effet, 33, par exemple, offrirait un sens ambigu et représenterait également les deux nombres 6 et (20 + 3).
Division. — La division algébrique est une opération qui a pour but, étant donné on produit de deux facteurs appelé dividende et l'un de ses facteurs appelé diviseur, de trouver l'autre appelé quotient.
Le quotient de deux quantités algébriques est égal au quotient de leurs valeurs absolues précédé du signe •+■ si elles ont te même signe et du signe — si elles sont de signes contraires.
Le quotient doit être tel que, multiplié par le diviseur, il donne le dividende; donc sa valeur absolue multipliée par la valeur absolue du diviseur doit donner la valeur absolue du dividende, donc la valeur absolue du quotient doit être le quotient des valeurs absolues du dividende et Il diviseur.
Si le dividende et le diviseur sont de mêmes signes quotient doit avoir le sigae + , car, s'il avait le signe — diviseur multiplié par le quotient donnerait un produit a le signe — - si le diviseur était positif et avec le signe -4 le diviseur était négatif, c'est-à-dire en tout cas de si( contraire au dividende ; le signe -i- est au contraire par temcnt admissible.
On verrait d'une fa^'on analogue que, le dividende ei diviseur étant de signes contraires, le quotient doit por le signe — .
Le quotient de a par b se représente, comme en Ari métique, par l'une des notations
Théobëme I, — Un produit ne change pas de valt quand on intervertit l'ordre de ses facteurs.
En effet, ainsi sa valeur absolue ne change pas, car e est égale au produit des valeurs absolues des facteurs; qu: au signe, il est en tout cas + si les facteurs négatifs s( en nombre pair et — dans le cas contraire. En en"et, le sig des produits partiels successifs change chaque fois q l'on rencontre un facteur négatif.
TnÉonÊME II. — Pour multiplier une quantité al^ brique par un. produit, il suffit de la multiplier succi sivement par chaque facteur du produit. {Même dëmc stration qu'en Arithmétique.}
Corollaire. — Le produit ahcdef peut s'écrire à v lonté
ab[cd^)f, {ab]c[J^f], ae(Wç/-)
THËoitÉME III. — Lorsque l'on multiplie le diuident
CHAnTBB PBBXIEH. |3
d'une division par une certaine tjuantité, le quotient est muUiplié par cette quantité.
En eflet, soient D le dividende, d le diviseur et ^ le t auotîenl, OD a
en multipliant par m les deux membres de cette égalité, un trouve
Dm = f/çm.
Cette égalité montre que d multiplié par i/m reprodoil Dm ; donc fn est le quotient de Dm par d; donc, etc.
■ TetoKèMB IV. — Lorique l'on multiplie le dîweur par un certain nombre, le quotient est ditdâé par ce nombre.
En effet, en coiuenant U m^ine notalioD qœ tout 1 rbenre, l'^alité
peni s'écrire
Es effet, — est une quantité qui moliipliée par m repfodnil q; donc, multipliée par dm. elle reproduira (2f ; donc enfin D est le produit de deux facteurs dm d — i ce qui rrricnt à dtre que — est le qutilieul de D dirisé pardm.
t V. — Lorsque l'on muilipUe le dividende et le difiteur par une même quantité, le quotient ne change
En effet, en cooECiruit taayoan les mêmes notaûoiu,
ce qui démonlre que tj est aussi bien le quotient de D visé par d que le quotient de Dm divisé par dm.
TuéonÊMB VI. — Pour diviser un produit par l'un ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur.
En efTet, le réeultat ainsi obtenu est tel, que, multip par le facteur eu question, il redevient égal au prod proposé.
THÉoBfeME VII. — i" Quand on divise le dividende p une certaine quantité, te quotient est divisé par cette qui tité; a" quand on divise le diviseur par une certaine que tité, le quotient est multiplié par cette quantité; 3" enfi quand on divise le dividende et le diviseur par une méi quantité, le quotient ne change pas.
Ces principes deviennent évidents si l'on observe q'
diviser par m une quantité, c'est la multiplier par -- I
effet, en désignant par A une quantité quelconque, si l'i
multiplie le produit A X — par m, on a
AX-Xm=- XmXA.
Or — X fi est évidemment égal à i , car, par définitio
même, — est un nombre qui multiplié par m donne i ; o a donc
A X - X ni = A
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Ainsi 1g produit de A par — , multiplié par m, donne A , donc Ax — est le «guotienl de A divisé par m.
Xhëobehb VIII. — - Pour diviser une quantité par un produit, il su/Jit de la diviser successivement par chacun des fadeurs du produit.
En effet, proposons-nous de diviser A par abcd. Divisons A par a, soit q le quotient; divisons q par b, soit y' le quotient; divisons q' par c, soit y" le nouveau quo- I tient; enfin soit q" le quotient de la division de tf par d, I on aura
At^ ag. q ^ liq', q' =^ cq" . q° -- dq' . Ea maltipliant membre à membre ces égalités, on a Kqq'q' ^abcàifq'q'q' .
en divisant par y, par ^ et par tf les deux membres de celte égalité, on a
L ce qui prouve que y™ est le quotient de la division de A par abcd.
EXERaCES ET NOTES.
Noud ne proposoroos pas d'Exercices sur le Chapiire que l'on vieni de liru; nous duus bomuroos à donner ici, mtu louiez rèterrei, quelques Dotium historiques sur les comme ocemcols de l'Atgêbre.
L'hiittiire de le partie élénieutaire des Mathématiques est très^îfficilc 1 faire, ï cause de la rareté des vieux livres, de la difficulté que présente leur lecture et du temps qu'exigt' celte lecture; peu d'ërudiis «OBODt livrés à culte branche ardue des coonaissancea buti)aiDee;8Uâsi
est-ce tous toutes réserves que noua allons donner les docnmenlb i vanls, en nous appuyant do l'autorUi d'un homme trés-énidii considéré comme compétenl.
D'apros Olry Terquem [Bulletin lies Sciences mathématiques) :
La première apparition des signes -i- el — a lieu dans un Ouvr intitulé : Die ciisz Chrislorfs Radolfs, mit schùnen Exempeln der i durrh Michaet Slieffel, gebesscri tind sehr gemelirt i S7 1 . — Le si ^ est employé dans cet Ouvrage.
Les signes -1-,— sont dus à Rudolf {iSï4)-
Le signe = est dd à Robert Recorde ( 1 557] [ Descartes se servait signe B el Rudolph du point).
Les lettres pour représenter les nombres ont été imaginées Viète (1Ï40 à i6o3), mais Vièle n'employait que tes majuscules; minuscules sont de Thomas Harriot. Harriol a autisi imaginé signes >, <,
Les parenthèses et les crochets sont dus à Albert Girard.
Le point comme signe de multiplication est de Leibnilz, ainsi que signe :.
La barre de fraction se trouve dans Léonard de Pise, Fibonac elle est probablement duo aux Hindous
Le signe >: est de Oughtred (Clav s nathcn t a i63i]. Mie SlJeiïel n'emploie aucun signe; pour lu b equ aul à u x é (1S4,
La règle des signes est indiquée dans Diopl anle qui emplois qu quefois le V renversé comme signe d add t on
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PBËLIlIIIlAiaES.
On ii[i[jclfe monôme oa terme une quantité prise iso-
t, ou tiQ ensemble de quantités qui, dans une Ibr-
lule, ne sont liées entre elks par aucun des signes +
est u
monôme.
On appelle poljnôme une quantité composée de plu- I sieurs termes séparés par les signes -.-ou — : ainsi fab — c -hde est un polynôme- Les polynômes se divisent
inâmes, trinômes selon qu'ils ont deux, trois, . . .
I termes.
On a déjà défini en Arithmétique ce que l'on appelait
r puissance d'un nombre; en Algèbre on appelle, couimc en
Aritlimétique, puissance n^*"' d'une quantité le produit
de n quantités égales à celle-ci; la deuxième puissance
d'une quantité s'appi
die
ede cette quantité, la
troisième cube.
Pour indiquer d'une manière abrégée la puissance n'"" de la quantité a, on écrit le nombre n au-dessus de a, ; le nombre « ainsi placé porte le nom d'ejcpouant('). On convient en outre de regarder a* comme égal ■ I, en sorte que la puissance u d'une quantité quelconque
( *) Ln BipouDU nnl M [m«|)iiié* p«P Ei . - Traité dAlgrbrt, ■■
aie à r. Cette convention peut paraître inutile, i on verra plus loin qu'elle permet souvent de simpl le langage; elle est d'ailleurs logique, a" indiquant a a été pris zéro fois comme facteur, c'est-à-dire n'c pas comme facteur dans le produit où il est écrit; a" donc être considéré comme équivalant à un.
On appelle coajjicienr. d'une quantité dans un le l'ensemble des facteurs de ce terme qui n'entrent pas ( la quantité en question; ainsi, dans le terme 3(i/), ia
le coefficient de b, 3 est le coefficient de ab. Dans
2 est le coefTicient de -• - est le coefficient de h.
Ou appelle termes semblables ceux tfui ne différent t par leurs coefficients. On voit par là que la similitude deux termes est une chose tout à fait relative et dépe des quanUlés que l'on coBsidère comme coefficients ; ai aaè et Zab sont termes seml>lai>tcs si l'on considère 2 e comme coefficients, an'i et 4«A ne sont plus semblab si l'on ne considère comme coefficients que les fact^t numériques; mais ils le sont encore si l'on considère a comme coeffideot du premier terme et ^a comme coel cient du sciuiid.
Nous verrons plus loin que ta considération des lerni senil]lables permet de simplifier considéra blemeni le cak algébrique.
n. — ADDinOIl ST SOnSTBACTION DES polthohes. Proposons-nous d'additionner les deux polynùmcs
B résultat chercbé esl
, pour ajoul£r la somme Q&a-f- l> — c -\- tl, il suffit t d'ajouter à cette quanlilé successivement cliacune des parlliesde Q(p. 8); gn a donc
P-t-Q^a-hb — e-^-d-hs — f'-hh — i.
D'où l'on voit qae, pour ajouter ensemble deux /tofyrnômes, il suffit de les écrire l'un à lu suite de l'autre sans w-(hanger les signes de leurs termes.
Cette règle s'applique évidemment à plus de deux polyïiômes.
Proposons-nous maintenant de retrancher le pol^nAmc Q du polynAmc P.
Retrancher Q de P revient à ajouter à P le polynôme Q
t «haogé de signe ; la question est donc ramenée à celle-ci :
Il cltanger le signe du polynôme Q. Pour y parvenir, je dis
I qu'il sufllit de changer les signes de chacun de ses termes.
En effet, pour trouver la valeur d'un polynôme, il faut
ajouter les termes de même signe, retrancher la plus petite
des sommes ainsi obtenues lie la plus grande, et douncr
I an résultat le signe de la plus grande. Si l'on change alors
I les signes des termes du polynôme, les sommes qu'il faut
* Wtrancher l'une de l'autre pour obtenir la valeur du poly-
oAme changent de signe; la plus grande de ces deun sommes
CD particulier change de signe, et par suite le polynôme
lui-même, qui est de même signe que celte dernière somme.
Ceci posé, on voit que, pour retrancher Q de P, il suf-
I fira d'ajouter àP le polynôme Q. dans lequel on aura eu
tJoin de changer les signes de tous les termes; ou, ce qui
I revient au même :
Pour retrancher un poljnôme d'un outra, il *i*f^
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d'écrire à la suite de celui-ci chacun des ternies polynôme à soustraire changé de signe.
Il esl inutile d'ajouter que ces règles bien simples s'a pliquent encore au cas où i'un des polynômes considérés
réduirait au
mondme.
III. — UnLTIPLICATIOK DES POITNOHES
Proposons-nous d'abord de multiplier un polynôme
par 1
1 monâme r
° Supposons d'abord P et m positifs, a, h, c, d et commensuraLles ; m sera une fraction que nous pouvoi
e à-^; alors la question est ramenée à prend,
supp(
les ^de P. Or,
L l'on ajoute quatre polynômes égai
OU retrouve P, en vertu des règles de l'addition des pol) DÔmes ; doue le polynôme Q est égal à -: • Ajoutons main tenant trois polynômes égaux à Q, le résultat sera égal
trois fois
et l'oi
j des règles de l'addition
d'où l'on voit que, pour multiplier P par /. multiplier par m chacun de ses termes.
a* Supposons acluellement (]ue, P et m restant toujours [ positirs, a, b, c, d, m puissent prendre des valeurs incommensurables. Désignons par a', h', c' , (/', m' les nombres commcnsurables supérieurs à a, l>, c, il, m ayant ces Dombres pour limites, el par a", b", c", d", ni" les nombres commensurables inférieurs k tt, b, c, d, m aj'anl ces quan- • tilés pour limites, (Si quelqu'un des nombres a, b, c, d, m était commensurable, a par ex.emple, il faudrait remplacer dans la démonstration a' et a" par a.) On a évidemment
„,'(„'_ i," -1- r'-r/- ; >mP> m"(n"- ft' + c"- (Z*). OU, en vertu de la règle trouvée tout à l'beure,
> mP > m'a" - m" t' ■+ m"c" - m''d\ lel, a fortiori ,
Or les membres extrêmes de cette inégalité difli&reDt loua deux de ma — mb -)- me — md d'aussi peu que l'on veut, ' En effet, posons
-i-{m'c'—mc) -t-fm'tf— mil).
Hais m'</ a pour limite ma, n^V a pour limite mb, etc. ; donc les difl'érences entre parenlliésea peuvent être rendues aussi petites que l'on veut, et la différence A — C par suite aussi. On verrait de même que C — B peut être pris
moindre (|uc toulc qnaiiihé donoée; mais, en verta de formule (i), fRp resie compris entre A et B, qui diffère de C d'aussi peu que l'on veut; donc, a fortiori, les qnai lîlé» fixes mP et C difTèreot l'une de l'antre d'aussi pi que l'on veut. Elles sont donc rigoureusement égales, l'on a
ou bien, d'après la formole (3),
mP ^= ma — mb + me — mil.
3" Siippusons maintenant P négatif et m positif; si noi changeons le signe de P, nous changerons évidemment signe du produit sans changer sa valeur absolue. Or q change le signe de P en changeant les signes de chacun ( ses termes, et l'on a
— V -^ ~ a -h h — e --r d; — P étant posîlif, on aura, d'après ce qui vient d'être di
et, par conséquent, nous trouvons, comme dans le cas où est positif, en changeant les signes des deux mcmijres,
mV = ma — mb -<- me — md.
Il resterait à examiner le cas oii P serait positif et m né gatif, et celui où m et P seraient négatifs tous deux; 1 lecteur complétera facilement lui-même la démonstratto) que nous venons de commencer.
En résumé, pour mulfifilier un polynôme par un mo nôme. il su/jfit de multiplier chaque terme du poljmômpar le manôine, en considérant chai/ue terme du poly
ne comme ajj'ecté du signe qui le procède, et en ajan
1 d'appliquer la règle dea signes.
Proposons-nous maintenant de faire le produit des dcui polynômes
le rêsullat cherché sera
ou, en remplaçant aQ, ÂQ, cQ, . . . par leurs valeurs , obtenues en appliquant la règle donnée précédemment,
h et- — fp] -hirtm H
Lorsque l'on aura effectné les additions et soustractions indiquées, on voit que le prodoit se composera : i" du produit de chacun des termes de Q por le premier terme de P; a" du produit changé de signe de chacun des tcrnm de Q par le second terme de P, abstraction faite de son signe, ou, ce qui revient au même, du produit de chacun ' des termes de Q par le seeond terme de P, en tenant compte de la règle des signes ; 3" etc.
Ainsi donc, pour multiplier entre eux deux poljnômes,
il suffit de multiplier cliar/ue terme du multiplicande par
' vfintfue terme -du mullipUcnteur, en tenant compte de la
règle des signes, et d'ajouter les résultats ainsi obtenus.
Considérons maintenant placeurs polynômes P, Q,
R, S, ... ; si nous voulons en faire le produit, il faudra
d'abord multiplier P par Q, le rt'sultat par H, et ainsi de
«uile. Or PQ est la somme algébrique des termes obtenus
l^fen prenant un terme diins P et dans Q de toutes les ma-
'niëres possibles, et en faisant leur produit; PQIl sera U
, somme des termes obtenus en multipliant de toutes les
' manières possibles un terme de PQ par un terme de H, ou,
} ce (jiii rerient m mèine, PQR sera la sonmc de» produits
M TiuiTK d'algèbre.
obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chacu des polynômes PQR de loutes les manières possibles. E continuant ce raisonnement sur un plus grand nombre d polynômes, on arrive à celle conclusion, qui nous set Irès-uiile :
Le produit de plusieurs polynômes est la somme de produits obtenus en prenant de toutes les manicros pos siltlcs pour facteurs un terme de chacun des polynôme, en f/ueslion.
n. — SUR auELauEs sihflitications qui se fbésehtent
SUIS L£ CUCm. ALBÉBRIQIŒ.
Il peut arriver, en faisant une addition, une soustraction ou une multiplicaLÎon, que certains termes du résultai soient semblables ; dans ce cas, le résultat se simpliGe. Er effet, considérons des termes tels que
2a»i, -3oU, -1 SaH;
si ces termes entrent dans un même polynôme, on peut les écrire l'un à côté de l'aulre, et l'on aura évidemment
an'i -
Car, en vertu de la règle donnée pour la multiplication des polynômes, le second membre de Tégalîté précédente 1 au premier; en sorte que les irois termes con-
sidérés se réduisent :
là que :
Règle. — Pour réduire dt seul, il suffit d'ajouter leurs d des signes, le terme réduit de dont il dérive.
;nl à 4"'^- On conclut de
ï ternies semblables en un 'efficients en tenant compte meurant semblable h ceux
Lorsque l'on multiplie entre eux deux monômes, il peut
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■TiTCT que ces ntonAraes renrennent une même lettre; iW» ce cas, le résultat se simplilic. En eDet, considérons kprudail
« l'on observe que, pour multiplier une qtianLÎtij par lui pnxhtii, U suffit de la multiplier successivement par chann <lc« facteurs de ce produit, le résultat clierclié devient
a o» X A X C >t 4 >- "* X A' ; e* :-: il,
M. eu întervertlssaDt l'ordre des facteurs,
3X4 Xo'a'ii'c't'rf.
Uiu ce produit ne changera pas si l'on remplace cjitelqiies bnear* pjtr leur produit; si l'on remplace, par exemple, locorfliciirnts a et 4 par 'cur produit 8; si l'on remplace tsfin les facteurs, tels que a*, à', par leur produit a''*'' v% a*, qui indique que la lettre a a été prise quatre fois {int lieux fois comme facteur; en sorte que le résultat (inal ■tn
Dr U on déduit cette r^glc. appelée icgl<^ de la niultifliâaCKM dv* moRÔmei :
ftifii^. — Lorsifue deux monômes renferment crlaines Ifttrr* fit commun, pour les muliiplier entre eux il sujjil it jmri^ le prwiuit de leurs coejjicients et d'écrire à la MÛe de cr produit tes Irttres communes affectées clmcune fia» ttrffOfanl ègnl it la somme des exposants dont cette lettre rxt affectée dans les deux /ricteurs, et les lettres non
I n «a tans dire qu'une lettre quî n'a pas d'exposant est retu^ uorter l'exposant i. car l'exposant est le nombre «si indique combien de l'ois cette lettie est prise comme
a6 TnAmi d'alsësbe.
facteur. On pourrait même ajouter qu'une letLre porta l'exposant /.éro est égale à i, car l'exposant zéro indiqi que celle lettre n'entre pas comme facteur; en sorte qu'i crire a" à la suite d'un produit, c'est n'y ajouter auci facteur ou le facteur i , ainsi qu'on l'a fait observer (p. i j En s'appujant sur les règles que nous venons de démoi trer, on aiTÏve facilement aux formules suivantes :
OU
L'usage des parenthèses et des exposants placés en hai de ces parenthèses a déjà été enseigné en Arithmétique ; est donc inulilc de l'expliquer ici. Les formules que noi venons d"écrire correspondent â des théorèmes qu'il l'ai se rappeler, el qui soûl d'un usage continuel en analyse
Le carré de la somme ou de la différence de deux i/ua, lilés est égal à la somme des carrés de ces ifuanlités, pli ou moins leur double produit.
Le produit d'une somme par une différence de deu termes est égal à la différence des carrés de ces terme
Voici encore quelques formules à retenir :
(<.H-i)» = a' + 3a'6 +3ai= -i-b\ [a- bf^t^ - 3«'* +3ai> - È>,
e l'on vérifiera sans pcînc.
T. — DITISIOH ET FMCTIOltS UGÉBBiaïïES.
La plupart dn temps, en Algèbre, la division ne pei que s'indiquer; ainsi il n'existe pas toajouM un polynûin
s lettres conservent is plus loin A quels un polynAme quo-
' quotient de deux autres dans lesquels l<
des valeurs indéterminées. Nous verro 1 s^inpLâmes on reconnaît l'existence d f lient.
Quoi qu'il en suit, une division u'élanl. qu'indiquée, on I pourra simplifier les écritures en supprimant des facteurs
commnns au dividende el au diviseur lorsqu'il y eu aura
On appelleyrocff'on algébrique le quotient non elTeclué de tleux quantités algébriques; le dividende porte alors le I nom de numérateur, le diviseur le nom de dénominateur \ de la fraction.
Théorème I. — Etant données plusieurs /raclions, nn r jffut toujours tes réduire au même dénominateur, e'esfà-dire trouver des fractions égales aux fractions données et a\ ant toutes le même dénominateur.
Eu efl'et, il suffit pour cela de multiplier les deux termes I de chaque fraction par le produit des dénominateurs des , autres. Quelquefois l'opération est moins compliquée ; ainsi
I lesfractio
se réduisent au même déi
bd' dh
leur en multipliani les deux termes de la première par dh, I eeu\ de la deuxième par h, ceux de la troisième par h.
THËonÈHE II. — Pour ajouter ou retrancher des fractions, il suffit de les réduire au même dénotninaleur et d'effectuer, comme en Arithmétiijue, les opérations sur les numérateurs.
Considérons les fractions —■ 1 , ■.-. a^ant toutes le
I dénominateur m; nous avons déjà vu que ~ était égjal à
• Oa le vériûe du reste ftiséuient en reniarquaat
que — et a X — multipliés par m donnent tous deux a ; o ^ m m ' *
a donc
abc 1,1 1
1 h--— «X \- byc cX--f--9
ou bien, en considérant a,bj c, ... comme coefficients d
termes semblables relativement au terme — >
Cette égalité renferme le théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Théorème III. — Le produit de deux fractions est um fraction qui a pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs des fractions proposées,
En effet, soit à multiplier j par-; une fraction ou quotient, comme on a vu (p. i3), est multiplié par un nombre quand on multiplie le dividende par ce nombre, de sorte que Ton a
et, pour la même raison,
ac\ a c \ d I
mais, pour diviser la fraction -T- par i, il suffit de multi-
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plier par b son dénominateur; de sorte qu'on a Gnalement (p. .3)
a c ac
Corollaire. — S'il s'agissait de plusieurs facteurs , on aurait
a c e g ac e g ^ iice ^ g aceg
ce qui généralise le théorème.
Théorème IV. — Le quotient de deux fractions s'obtient en multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
En effet, soit à diviser y par-» le quotient est évidemment
ad
Je' car, si Ton multiplie cette fraction par -? on a
adc
qui se réduit à T> en divisant ses deux termes par cet par ^.
On donne quelquefois aux fractions le nom de rapforts et à l'égalité de fractions le nom de proportion; les numérateurs portent alors le nom d^ antécédents; les dénominateurs sont les conséquents de la proportion; enfin le premier numérateur et le dernier dénominateur portent le nî)m d'extrérnes, les deux autres termes portent Je nom de moyens.
On appelle quatrième proportionnelle à trois quan-
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tîtës a^ by c ane quantité d qui fasse avec celles-ci 1 proportion
On appelle moj enne proportionnelle entre deux quan tilés a et i (ou encore moyenne géométrique) une quan tité c telle, que Ton ait
en multipliant par b et par c les deux membres de cell égalité, on trouve
ab = c*.
On a généralisé la définition précédente et Ton a appel moyemie géométrique entre ay b, c, d, , . . une quantité z telle, que
:r^ :-— abcd. . .,
n étant le nombre des facteurs a, b, c, . . . , et Ton a ré serve le nom de moyenne arithmétique à la quantité définie par Tégalité
Lorsque Ton a
on dit quelquefois que b est une troisième proportionnelle k a eic,
Tni^.onÈME I. — Dans toute proportion, le produit de: extrêmes est égal au produit des moyens; en d' autres termes, de l'égalité
CBANTIB II. 3l
n.i tire
adzzz bc.
Pour cela, il suffît de multiplier par b et d les deux membres de Tégalîté donnée.
THtoB.k3tE 11, — L'égalité
fit raine les suii^antes :
En effet, la première se déduit de la proposée en divisant ."-nilê par les deux membres de la proposée; la seconde «' .'blient en multipliant les deux membres de la proposée [♦jr h et en les divisant par c; enfin, la dernière s'obtient ^n multipliant les deux termes de la proposée par d et en >< divisant par a.
t-es ré>iiltats peuvent s'énoncer ainsi : Dans toute proi,^->rtii.>n, i^ on peut remplacer les antécédents par les . a<fi/uenfs, et vice versa; 2" on peut alterner les moyens ; n peut alterner les extrêmes.
Théorème III. — Les égalités
rntratnent la suivante :
b "" biT^by'TT'yrT. '
p .,\ p'"^ . . . iiésignant des quantités quelconques.
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En effet, les égalités (i) peuvent s'écrire
ap _ a'p' _ n*'fj" _
bp "~ ly - b'y' '
en désignant par q ia valeur commune de toutes ces fra tions égales, on a
np r :: bp X </, «'/?' — b' p' X 7» '^Z'/' -~ ^'V >" 7- • • ?
d*oiï I*on déduit, en ajoutant membre à membre ces ég lités,
ap -+- a'p' -+- a^p" -^.,,—[bp-h b' p' i - b'' p" -î- ... ; 7,
et, en divisant par bp-\-h'p'-r .les deux membres c celle dernière formule,
, , ,. a ap-^- a'p' -î ti" p" -^ . . .
7, cest-à-dire T — t r,", -nr-7, c. q. f. o.
^ bp->r b' p' -^ b"p"-\- ,,.
Corollaire, — De Tégalité
'b~ b' on déduit en particulier
a a±a' azha' bzhb^
b p-iîzb a b
on en déduit aussi, en alternant d'abord les moyens,
a±b a'±.b' . a±b a'dlb
a a * azizb €t zjzb
Ces formules sont très-utiles et permettent souvent d simplifier considérablement les calculs.
EULER
, cù— A<r')2 -h (ne — ca')^ -h (ab'— ba')^
l <.>a a plus généralement
(cb'— bc') {rb''—bc')-h{ac'—ca') {ac'-ca') -r-(ba'-ab'){har-ab'')
— . an' -+- bb' H- ce') [ au" -+- bb' -^ ec").
5 ua a encore
ycb' -àc)^-^[ae'—ea'Y-^(ba'—ab'Y
-i-(da—ad'Y-^{db'^bd')^--\-[dc'-ed'Y ^ ( ,,t _^ ^î -^ c» -f- r/2 ) ( fl'» -H Z»'î -H c'î -H r/'s)
— (aa-^bb'-^ec'-i-dd')^.
f^ Ij^ formules précédentes sont d'un usage fréquent. En voici de '2.'.r.^ uiile> :
__ . , -r- /i)'C« -^^)*-+-(' ■^by(a-h b]'i-h{ï-^a-^ b — aby.
(Catalvn.)
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On a aussi
(i -h a -+- b -1- a^ -h au -h ù^)^ = r/«(r/-+- ^-h i)*-f- 6'(<7-f- Ah- i)*-4-(rt-+- ^-4- i)^ -h {a -+- b -h ab)
(Nevberg.)
7. iVo/ff sur les inégalités. — On peut toujours ajouter ou retranche aux deux membres d'une inégalité une mémo quantité, mais on n'a pf toujours le droit de multiplier les deux membres par une même quao tité; en effet, si cette quantité est négative, il est clair que l'on reu verso le sens de l'inégalité.
On peut toujours ajouter des inégalités de môme sens membre membre, mais on ne peut pas les retrancher l'une de l'autre en gêné rai. Ces préceptes sont des affaires de bon sens, et il suffit de le énoncer.
8. Prouver que «* -f- b^^iab, «' -+- Z»« -h c*^ ab -+- bc -h ac.
abc^(b -i- c — a)(c -{- a — b){a-i- b — c).
9. On appelle moyenne arithmétique des n quantités at, A, c, l\
quantité
la quantité yrt-t-Â-t-cn- . . . -t-/ est leur moyenne géométrique, li quantité - ( ~ "^ y "^ • • • "^ 7 ) ^^^ ^^^^ moyenne harmonique.
Cela posé, montrer que la moyenne arithmétique, la moyenne géométrique et la moyenne harmonique de plusieurs quantités sont comprises entre la plus grande et la plus petite d'entre elles.
10. En général, on appelle moyenne de plusieurs quantités une
quantité comprise entre la plus grande et la plus petite d'entre elles.
Ceci posé, prouver que, si b, b\ //. .... sont des quantités positives
r7 -^ rt' -+- a' -+- . . .
a a' a!* est une moyenne entre -r» j,^ py
On a
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i2. On a
bc ca ah
i3. On a
\a — o b — c c — <i / 14. Prouver que x, j, z étant positifs
n désignant le nombre des quantités x, v, z, ...,/. On a aussi
//=(.r>-T- v«-f- 5»-f-. . . -T- /») Xx -4- V -4- 3 4-. . .-h 0*- (Généraliser).
i5. X, ) , 3 étant plus grands que zéro, prouver que (X -h/ H- 3)î> 30" -4- 5)(5 -+- J:)<,.r -i-x).
I -f- X — Sx
est un polynôme entier en x.
Un polynôme peut être entier par rapport à plusieurs lettres a, b, c, Xy . . * . Ces lettres sont alors les ^variables du polynôme.
Un polynôme entier s'appelle aussi une Jonction entière de ses variables.
On dit qu'un polynôme est ordonné par rapport aux puissances croissantes ou décroissantes d'une même lettre lorsque les exposants de cette lettre y vont en croissant ou en décroissant depuis le premier terme jusqu'au dernier.
On appelle degré d'un terme par rapport à des lettres déterminées la somme des exposants dont ces lettres sont affectées dans ce terme; ainsi ia^b est du troisième degré par rapport k a et b y du deuxième degré par rapport à a seul, et du premier par rapport à b seul.
On appelle degré d'un polynôme le degré de celui de ses termes dans leauel la somme des exposants des lettres
par rapport aiixtiuelles on compte le degré est la plus graDde.
Un pol^oâme est dit homogène par rapport à plusieurs lettres lorsque tous ses termes sont de même degré.
Il est clair que la somme et la dîfl'érence de deux poljoAmes homogènes de munie degré sont des polynômes homogènes.
Le produit de deux polynômes homogènes est encore un polynôme homogène dont le degré est égal à la somme des degrés des facteurs.
Cette remarque est d'une grande utilité dans le calcul et permet de vérifier à chaque instant les fautes que l'on peut faire eo omellant des lettres ou des exposants : on a très-souvent l'occasion de calculer sur des polynômes homogènes; il faut proGler de cette circonslance toutes les fois qu'on le peut et vérifier que les formules que l'on obtient par multiplication de polynômes homogènes restent homogènes.
Un polynôme du preniiei- degré s'appelle aussi funclion linéaire.
IL — HULTIPUCITIOV DES FOLTHOKES EHTIEBS.
Toutes les fois que l'on peut ordonner un polynôme, il [ fout le faire; la symétrie qui en résulte guide beaucoup dans les calculs, et surtout lorsqu'il s'agit de faire le produit de deux polynômes.
Considérons, par exemple, les deux polynômes ordonnés
P ^ i-t- aj: + 3^» -(- 4j^ -I- 5-c'.
Q := 2 - 3j: -1- 4*' — Sx»,
et cherchons leur produit; nous suivrons la règle générale, mais nous écrirons sur une première ligne homoD-
laie le produit du polynôme P par le premier terme i de Q; nous obtiendrons ainsi un premier produit partie ordonné ; multiplions ensuite le pnlyiiôme P par le seconc terme — 5x de Q, nous obtiendrons un second produil partiel ordonné; nous l'écrirons au-dessous du premier, dt telle sorte que les termes de même degré se correspondeni dans une même colonne verticale, et ainsi de suiLe : la réduction des termes semblables porte alors sur les termes inscrits dans une même colonne verticale. On dispose le calcul ainsi qu'il suit :
a-1-4 x + 6 x'+S a:> + io
l --IO
en évitant de répéter la partie commune au;^ divers terme» semblables.
La disposilioD de ca.lcul que nous avons adoptée est surtout avantageuse lorsque les coefficients de la lettre ordonnatrice sont eux-mêmes des polynômes.
Remarque. — Lorsque le multiplicande, le multiplicateur et le produit sont ordonnés de la même manière par rapport à la même lettre, le premier et le dernier terme du produit sont égaux respectivement aux produits des premiers et des derniers termes des polynômes facteurs.
En effet, supposons les polynômes ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x ; les premiers termes des facteurs sont les termes de degré le plus élevé, leur produit est un terme du produit total, et il est Lien
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érîdenl qu'il est de degn: plus élevé que tout autre terme du produit total: par conséquent, il ne se réduira a\ec aucun d'eux et sera le premier terme du produit total. On Terrait de même que le produit des derniers termes des facteurs est le dernier terme du produit total.
m. — iftviiRii m
Deux pî»lynùraes entiers en or sont dits identiques quand ils sont égaux, quelle que soit la valeur attribuée à x. Si deux polvnùmes contiennent plusieurs variables, ils peu- Tent être identiques par rapport à certaines \ariable> el ne pas léln? relativement à d'autres: ainsi deux pciKnômes en X et a peuvent être ésaux pour a ^^ i et «i ^^rz 2. quel qu.soit x : ils sont alors dits ideniitfues par rapp^u t à x <fuan<! a=~ i ei quand a =: 2.
D'après la njéthode que nuus a\ons exposée au p^iragraphe précédent pour faire le produit de deux polvTiùmes, on voit que ce produit est identiquement é^l au multiplicande multiplié par le multiplicateur, c'est-à-dire quel que soit X.
Doréna\ant nous dirons qu'un polvnome entier en x est la somme. la différence, le prcnjuil, le quotient de deux autres quand il sera eiloctiveinent la somme, la différence. le prc*duit ou le «quotient de ces deux polvnômes identiquement, c e>l-à-dire quelle que soil la valeur attribuée a X.
Ainsi on a. quel que soit x.
X— I X — I jn — l;
alors x' — I est le produit de x — i par x — i . x — i est le quotient de x* — i par x — i . etc.
Malsx* — 2X — 1 n'e^t pas le prtnJuit dex — i par j — !•
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bien que pour :c = o, par exempli
parce que cette égalité n'a pas lieu cpiel que soit x : elle n'ii pa» lien, en effet, pour x= i.
Un poljnAmc A entier en X est divisible par un autre £ qitand ils ont un quotient entier en x. En d'autres termes :
Un pol^nfïme entier A en x est divisible par un autre B quand il existe un polynôme Q tel, que l'on ait i/ientii/uement, c'est-à-dire quel que soit x,
'I'méoiiïmk I. — x"* - n"* est divisible pai ICii rlTel, il est facile de constater que l'o
I identiqui
l*our le vérifier, il suffit d'effectuer la multiplication indiquée dans le second membre de celle formule; les produits de o-""^' ^-flx™"' -+-■■■ -l-rt'""' par ,r €l par — a sont
I TH*o»i
en les ajoutant et en observant que tous les termes se dé truisent deux à deux, k l'exception des termes eslrêmes, ou trouve bien x^—n".
Cette proposition, à la forme de son énoncé près, était connue d'Archim^de, c'est-à-dire bien longtemps avant l'invention de l'Algèbre; elle o des applications nomlireuses, et In formule (i) est à retenir.
TRkOKfcm II. — Si HA polynôme P entier en i en divise
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d'autres A, B, C, . . . , ef si les quotients de A, B, C, . . . par P sont A', S'y C, . . . , P dis^isera aussi
ak -f- /;B-f- cC
a, &, c, . . . désignant des poljnônics entiers en x ou des //uantités indépendantes de x. Le quotient sera
a A' -4- bh'-hrC -^
C'est ce que Ton vérifie en multipliant ce dernier polynôme par P; on obtient en effet ainsi, quel que soit x^
«A'P-i-^B'P-hcC'P-^.,.,
-en observant que, A', B', C, ... étant les quotients de A, B, C, . . . par P, on a A'P :^ A, B'P = B, . . . . Cette <3xpression devient précisément
flA -4- ^B -f- cC -I-. . . ;
doncaA'-i-iB'-f- . . .est bien le quotient de a A -f-iB-f- . . . par P.
Théorème III. — Aï le polynôme P entier en x s^annule pour x = a, il est divfisible par x — a, et, si m est le degré de P, on pourra toujours effectuer le quotient de P par X — a, de telle sorte que ce quotient soit de degré m — I.
En effet, soit
•ir — Aq ~r" A.\X — T" Aj.î* — T~ . . • ~r~ A m Jr ^
Aoy A|, ..., Am désignant des quantités indépendantes de X, Puisque P est nul pour x = a, on aura
o = Ao-4- Ajrt -î- Aja' 4- ... 4- A,„fl'"; retranchant cette égalité de la précédente, on a
4^ TBAITÉ DALGÉBftE.
X '/z, jr* - '/ï', . . . sont divisibles par x — a i théorème I)
fX \v% i\iiiA\îtnK% Mint i , x -j- «, x* -h ax -r- û-, Donc
lîn v<îf'tij du ihitorhm: précédent, Psera divisible par x — i #ît b; rpjoti#;nt pourra »e mettre sous la forme
OU <în<:onî
L<î (|ii()liciit/;oii/7*a donc bien se mettre, quel que soit x, HOUM la fornie d'un polynAme de degré m — i . c. q. f. d.
La (b^nionstralion précédente est de Lagrange [Traite tirs (u/uatioNs nuuwrùjues, Note II).
'riii<;onJ:MK IV. - - Un polynôme en x du degré m ne fHutt ss'annu/rr pour plus de m valeurs de x, à moins d'ctro idrnfit/uement nul,
Ku ofVot, soil V un polynAnie en x du degré m. Si ce polvnAnio s*iuuudo pour x :- </( , nous venons de voir qu'il iSUxh i\\\h\h\c parx — rt,, et que Ton pouvait poser
<>, dt^i^nant ici uu poKui^mo du degré m — i. Si Ton Mipposo alors quo P >*annulo onooro pourx^^^j, il en sora do nn^mo do son ôj;al V}, i x ~- <i, ^ : mais, si a^ est difféivnl do «i,»,r <i, no sora pas nul pour x = ^j, et le piN^bul 1^, ^.r «j,^ no pourra s*annulor que si Q, =. o. V},* s'annulani pour x «7** sora dixisiblo jvar x — j*, et Ton pouïTa posor
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Q, désignant ici un polynôme de degré ni — 2. Supposons que P s^annule encore pour x ^=^ a^^ on démontrera, comme tout à l'heure, que Qi s'annule aussi pour x = a» et, en vertu de l'égalité précédente, que Q2 s'annule également pour X = a,. On pourra donc pose'
Qs désignant un polynôme de degré m — 3. En continuant ainsi, on finira par obtenir une formule telle que
dans laquelle Q« désigne une quantité indépendante de x, ou, comme on dit quelquefois, du degré zéro.
Si l'on multiplie membre à membre toutes les égalités que nous venons d'écrire, on trouve
PQiQiQj • • Qm-i = QiQi • . Qm (^ — ^1) [^ — ^t] • • (^ — «ml>
ou bien, en supprimant le facteur QiQ2---Qi»-i aux deux membres de cette égalité,
et il est bien clair que le polynôme P ne peut plus s'annuler pour aucune valeur de x différente de «i , «a» ^i? • • • » amy à moins que Q,„ ne soit nul, auquel cas P serait constamment nul, quelle que soit la valeur attribuée à x, ce que l'on exprime en disant que P est identû/uenient nul. Cette démonstration repose, comme on voit, sur ce que la quantité Q^ ne contient pas x, et, par conséquent, ne peut devenir nulle pour aucune valeur de x, à moins d'être toujours nulle.
Théorème V. — ITn polynôme identiquement nul , ou, d'après le théorème précédent, un pol} nôme qui s'annule
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pour un nombre de valeurs de sa variable supérieur son degré, a sas coefficients nuls.
En cfTcL, soit
P = A|,-+- A,x-^-AJJ:'^-.. -f-A„i'"
le polynôme en question; ce polynôme, étant nul tjuel qi aoit X, sera nul pour x = o. Or, si l'on y fait x = o, < polynôme se réduit à Ao ; donc Ao est nul. On a donc sin
plcment
Mais, P étant nul quel que soit jr,
- ^ A] -t- A, j: h- . . . -!- Am-c™— '
sera encore nul pour toutes les valeurs de x, excep peut-être pour J!^ =^ o. Mais il est nul pour un nombre ( valeurs de x supérieur à son degré, qui est m — i ; doi il est certainement nul pourx'^o. On en conclut qt A| = o, et ainsi de suite ; donc enfin le polynôme P a tôt ses coeflicients égaux à zéro. c. q. f. d.
Théorème V. — Lorsque deux polynômes P, Q enlie. an X sont égaux pour plus de m valeurs de x, m dés gnanl le degré de celui de ces polynômes qui a le degi le plus élevé, ces pol_} nâmes sont identiquement égauj c'est-à-dire qu'il" sont toujours égaux et que les coeff, cients des mêmes puissances de x sont égaux.
En efifel, soient
P = A„-i-A,j:-t- Ai-r'-i-
les deux polynômes en question ; le polynôme
P-Q = fA,-B,)-l-(A,-B,)« + (A,-B,).r'-i-...
r esl du degré m au plus. Or, P ëtaol égal à Q pour plus de > m valeurs de x, leur différence P — Q s'annule pour plus de m valeurs de jr, et l'on a
1 ce qui revient à dire que les polynômes sont idcniiijues et I de même degré.
ReMingnE I. — Si les polynômes P et Q étaient égaux pour m valeurs de x et si l'on avait Ao,= Bm, la différence P — Q serait de degré m — i , et l'on aurait encore P — Q nul pour plus de m — t valeurs de x ; donc
COEOLLAIBES.
Les corollaires que nous allons énoncer sont tellement F importants, que nous avons voulu éveiller l'attention du I lecteur en les plaçant dans un paragraphe spécial.
ConoLLAiBE 1. — L'addition, la soustraction, la nutlli- I pUcation et la division des polynômes (^i/iiand elle est /los- ] lihle) ne peuvent se faire <jae d'une seule manière, tfuand on veut le résultat sous forme dti polynôme eniier.
Ainsi, par exemple, le produit de deux polynàmcs ne 1 pourra pas se faire de deux manières dilTérenles, car les Y résultats, devant être éf^aus quel qui I leurs coefficients égaux.
oit T, devront a
Cobou-aikeII. — Deux polj nômes entiers e.
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égaux entre eux quels que soient Xy y y z, . . . , ont toi leurs coefficients égaux.
En effet, ces deux polynômes peuvent s'écrire sous le Ibrmes
Ao-4- A,x -h Ajx'h-. . .-h Am^^,
Ao, Bo, A|, B|,. . . désignant des polynômes en j^, z,. . . Si nous donnons à j', 3, . . . des valeurs fixes quelconques les deux polynômes devant être égaux quel que soit x, o\ aura
Ao = Bo, Ai = B,, ..., A;„ = B;„;
mais A/= B/ quels que soient j', z, . . . , puisque les valeurs attribuées kj'jZ, ... sont quelconques. Si donc les polynômes donnés ne contiennent que x eij^, A/ et B/ ni contiennent que la variable j^, leurs coefficients sont égaux ce qui veut dire que, dans les polynômes primitifs^ Icî coefficients de x^j-^ sont égaux quels que soient i et y.
Si les polynômes donnés contenaient encore z, on raisonnerait sur Ai et sur B/ comme on a raisonné sur les polynômes donnés, et Ton verrait que dans A/ et B/ les coefficients de ^'\3*sont égaux; il en résulte que, dans les polynômes donnés, les coefficients de x^jJz^ sont égaux, et ainsi de suite. c. q. f. d.
Corollaire III. — Pour que le quotient de deux polj-
nomes ~, ; — ; r— soit un nombre inae-
pendant de x, il faut et il suffit que l'on ait m = n et
En effet, en appelant q le quotient indépendant de x, on
V. — DmSION DES POLTHOHES ENTIERS
Diviser un polynôme par un autre, c'est chercher un polynôme qui, multiplié par le second, reproduit identiquement le premier. La division n'est pas toujours possible, mais nous allons voir comment on peut Teffectuer quand elle est possible.
Proposons-nous tout d'abord de diviser deux monômes l'un par l'autre.
Si deux monômes renferment les mêmes lettres, leur quotient se simplifie en supprimant des facteurs communs au dividende et au diviseur; ainsi, par exemple, proposons-nous de diviser 8a' i*c^rf par — 3a*i'c'rf*; le quotient
peut s'écrire, en supprimant au dividende et au diviseur quatre fois le facteur a, trois fois le facteur i, deux fois lo facteur c, une fois le facteur rf, etc..
D'une manière générale, pour dwUer un monôme par
un monôme, il faut indiquer la division et suppmtû tous les facteurs communs apparents; si, par excmpl une même lettre entre au dividende et au diviseur, el doit disparaître dans celui de ces deux termes où el entre avec le moindre exposant, et dans l'autre terme se exposant doit diminuer d'autant d'unités qu'il j en ava dans V exposant correspondant au premier terme. Ceci posé, proposons-nous de diviser le polynôme ? = .«"— S-t'-i-iox^— lox'-t-Sj: — «' par le polynôme
Ces deux polynômes sODl entiers ena-; nous supposerons; divisible par Q, nous appellerons V le quotient, et nou supposerons ce tjuotienl entier et ordonné comme P et Q P sera le produit de V par Q; donc, en vertu d'une re marque faite (p. 38), le premier terme de P sera le produi du premier terme de V par le premier terme de Q, don le premier terme de V sera le quotient du premier term de P par le premier de Q ou *■' : x*, c'est-à-dire x* :
-il*" — 3j'-i-3T
-jr. + Bx'-
— ■iJ* +
qx'
JC'-
3jr'
Si alors du polynôme P ou retranche te produit :c"x Ç (que nous avons écrit changé de signe inimédialemen' au-dessous du polynôme P), le reste (qui se trouve inscri au-dessous du produit x^Qchangé de signe) ne contieii'
•^''^P'TRE m. 49
L tira plus que le produit des termes du premier degré et du terme indépendant de jr dans V par le diviseur Q ; en raisonnant sur ce reste comme sur le polynôme P, on est conduit à diviser son premier terme par x', et ainsi de suite. On déduit de là cette règle :
Règle. — Pour diviser deux polynômes entiers et
ordonnés de la même manière l'un par l'autre : i ° diviser
le premier terme du dividende par le premier terme du
[ diviseur; le quotient ainsi trouvé est le premier tern,e
\ du quotient total; a" du dividende total retrancher le
I produit du diviseur par le premier terme du quotient; on
f obtient ainsi un premier reste sur lequel on opère comme
r le dividende total; on obtient alors le deuxième terme
T du quotient, et ainsi de suite.
On abrège quelquefois les calculs. D'abord on peut remarquer qu'il est inutile d'écrire complètement les restes partiels; on peut se contenter d'abaisser le seul terme dont on va avoir besoiu ; enfin on peut éviter aussi d'écrire les produits du diviseur par chaque terme du quotient, et faire les soustractions de tête ainsi qu'il suit.
Je reprends l'exemple précédent; j'ai trouvé x^ pour premier terme du quotient, je multiplie alors le diviseur I par.r', et je m'exprime ainsi : -t-o^'par -+- .r' donne -i-x*, et, pour retrancher, — x^ ; ce terme détruit le terme x* du I dividende; -h j;"par — 3 x' donne — 3x', et, pour retran- ■her, -i-ix* ; ce terme se réduit avec le terme — 5x' du dividende et donne — 2 j"', et ainsi de suite.
Nous avons supposé que le quotient èuil un polynôme F entier en x; s'il n'en était pas ainsi, en suivant le procédé que nous venons d'indiquer, l'opération ne se terminerait I pas; c'csl-à-dire qu'en retranchant du dernier reste le produit du diviseur par te terme du quotient indépendant [ de j, au lieu de trouver léro, on trouverait un polvnôme . Alaihre, t. 4
Ho TR4ITK a ALGËBHE.
de degré inférieur au diviseur. En désignant par R polysôme, on aurait évidemment
P = VQ + R.
car P se compose identiquement de la somme des produi de chacun des termes de V par Q, augmentée de R.
De là on conclut évidemment que, si le polynôme n'esl pas divisible par Q, la suite des calculs le montrer puisque l'on devra <!lre conduit à l'opération qui co sisterait à diviser un terme du polynôme R par un tern de degré plus élevé que lui : le polynôme R auquel c esl ainsi ramené porte le nom de reste de la division t PparQ.
Celte remarque nous permet de généraliser la déiinitic de la division des polynômes, et nous dirons que :
Diviser un polynôme P par un polynôme Q, c'est dt composer le polynôme dividende P en deux parties, dot l'une VQ soit le produit du diviseur Q par un poly nùme V appelé quotient, et dont l'autre partie soit u polynôme R de degré inférieur au diviseur.
l\ esl l'acile de démontrer que la division ne peul s faire que d'une seule manière, et qu'il n'esl pas possibl de trouver pour V et R des valeurs différentes de celle que l'on a trouvées par la méthode précédente. Supposons en effet, que l'on puisse trouver par dos procédés dilfé rents, R el R' étant de degrés inférieurs à Q,
P= VQ-i-R et P= V'Q-hR'i
on en conclurait
VQ + n^V'QH-R' on
(V — v'jQ = u' — n,
identité impossible, puisque (V — V')Q Rst au mnins de ne degré que Q, tandis que K' — R est de de^ré infér à Q, à moins que l'on n'ait V — V':= o, el par suite
rR=R'.
TnëoncME. — Le reste de la division d'un polynôme Ypar X — aesl égal au résultat obtenu en rem/ilaçant dans V te polynôme X pnr a.
En effet, soit P un polynAme entier en x, divisons-ie L par X — a, soit Q le quotient, R le reste ; on aura
J Celte formule a^ant lieu quel que soii .r, on peut y fair = fl ; on a alors, en observant que x — « esl nul,
Or, le reste R est de degré inférieur à :r — a; il ne contient donc pas x, el, par suite, il est égal à P quand x = a ; en d'autres termes, R est égal i la vateui'que prend P pour I x = n. c. Q. F. D.
ConoLLAiBE I. — Le reste de la division de x" — rt" I par X — a est a" — a" ou zéro; x™ — a" est donc divî- I lible par x — n, ce que l'on savait.
CoRotLAittsII. — j:™-|-a'" est divisible par x + 11 quand I m est impair, ce dont on s'assure en changeant a en — a.
ConoLLtiRE III. — x™ — fl™ est divisible par x -t- a I quand m est pair.
Coitoi.LjiinE ! V. — Le reste de la division d'un polynôme par ,r'-|-i s'oblient en remplaçant x' par — i dans ce Lpolynâme, etc.
n. — BEMABaOES BILATIVIIS S. LA THÉOBIE DE LA OtVISIOn.
Prt^miére remari/tiff. — ^Noiis avons montré commeoton pouvait trouver le quotient de deux polynàines, eti l'ordonnant suivant les puissances décroissantes de la variable; mais il est clair qu'on aurait pu Toidonner par rapport aux puissances croissantes. Ainsi, le ternnc de degré le moins élevé du quotient est égal au quotient du terme de degré le moins élevé du dividende par le terme dn degré le moins élevé du diviseur, car le produit du diviseur par le quotient doit donner le dividende, cl. d'après le théorème énoncé p. 38, le produit des termes du degré le moins élevé dans le quotient et le diviseur doit donner le terme de degré le moins élevé dans le dividende-
Supposons le premier terme du quotient trouvé. Si du dividende on retranche le produit du premier terme du quotient par le diviseur, le reste ne contiendra plus que le produit des autres termes du quotient par le diviseur; on trouvera alors le second terme du quotient comme on a trouvé le premier, en considérant le reste comme un nouveau dividende, et ainsi de suite.
Pour donner un exemple de celle manière de procéder, divisons i — x — ax^ par i-hx :
Nous raisonnerons comme il suit : i divisé par i donne i au quotient; en multipliant le diviseur ■ -f-xpar i et en le retranchant du dividende, on trouve — ^x ■ — ax* qui, divisé par i -i- x, donne le second terme du quotient — ix. Le quotient est donc i — 3 x.
Deuxièrtte remarque. — Je suppose que l'on donne deux
polynômes U et V entiers en x, que nous appellerons dividende cl diviseur, ordonnés par rapport aux puissances décroissanlesdex; divisons le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur; soit a le premier terme du quotient, qui pourra être de la forme — ou Kx", suivant que le degré /n de U sera plus petit ou plus grand que le degré n de V; de U retranchons le produit aV, nous aurons un reste U'; divisons le premier terme de U'par le premier terme de V ; soit b le quotient; de V retranchons ftV, soit U" le reste, et ainsi de suite ; nous aurons identiquement
l =nV^ U'. U'
ztV-
U— ' = ;v-HUt'i.
et par suite
(ij u=:;o + 6 + ... + /)v-t-u(-'.
Maintenant, si l'on considère un poljn6me contenant, ouUt des termes de la forme Ro*', oi!i K est indépendant de ;*',
des termes de la forme — ■, oo pourra dire qu'un polynôme
est de degré — m s'il ne contient que des termes de la
forme - et si la moins forte puissance de - est m. jr'' • j^
Ceci posé, n est de degré m — n,è est de degré m — n — i, c de degré m~ n — a. . . : U' est de degré n- — i au plus. U*de degré n — a au plus, . . . Donc la formule (i) monHf que, étant donnés deux polynAmcs U et V de degrés m et n, il est toujours possible de décomposer U en drtia- parties dont l'une soit le produit de V par un certain poly nânie(^de degré m — noyant v termes de la forme Ka'
^1 et dont l' nuire ioit un polj nome de degré n — >
au plus.
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Troisième remarque. — Si l'on ordoDoeles polynômes U el V suivant les puissances croissantes de x, on pourra de U retrancher le produit de V par le quotient a du premier tenue de U par le premier terme de V, . . . , comme si l'on voulait diviser U par V, et continuer ainsi l'opération indéfiniment. On voit que l'on aura ainsi
U = QV + U,.
St, pour fiser les idées, nous supposons le premier terme de U de degré p, le premier terme de V de degré q, Q sera composé de v termes el son dernier terme sera de deçré ^ -i- v au moins.
EXEMPI
- En div
I par I -
visant I
si l'on ordonne le quotient par rapport aux puissances croissantes de^. Dans le cas contraire, on a
On conclut de ces deux formules
Ces formules sont souvent utiles.
TH. — MÉTHODE DES GOEFnCIGHTS niSÉTEBHIirËS.
Dans un grand nombre de questions d'Algèbre, on a à chercher un polynôme de forme donnée, mais dans lequel certains coefficients sont inconnus; la connaissance des
* ^rwprrfl^s du polynûme en queslion peuvent alors servir ■ détrnniner ces eoefficienls. La mêlliode qui a pour biil ie Iniuver ainsi les coeHlcients d'un polynôme donl les popriéUïs soîit connues porte le nom de méthode des ttfffiaents indéterminés { il serait mieux de dire à dcter- •rf. Celle méLhode est une des plus fécondes que l'on aissc; elJe est d'ailleurs susceptible d'une grande , aUBsioa; nous la devons à Descaries.
r faire connaître l'esprit de la méthode, nous l'ap-
■ons ici à nvx seul e\emple, parce que nous aurons
t l'occasion tle l'employer dans la suite de cet Ou-
- Proposons-nous de diviser x* — S.r'-f-^x — i par
Le quolient est un polynôme inconnu du
d degré, le reste est du premier degré. On peut donc
' le (juotienl par ax' H- ix 4- c et le reste par
■, b, c-, p, *f sont alors des coefficients à déier-
indéter-minês. Mai
: dividende
fnt division est égal au produit du diviseur par le quottu itifiuenté du reste; donc on doit avoir
•fatiqoement ; le second membre effectué donne
Gtone il doit Être identique au premier, les coeflîcienls *n mimes puissances de x doivent ôtre égaux; on doit ^t avoir
i_^^-_/j — 3^. — 8=fl— 36-i-c. 7=/^— 3c -(-/), — i = c+^. b la première de ces formules on tire
o = i— 3 ou 6=3,
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de la troisième
— 8 = 1 — 9-1-c ou r = o, de la quatrième
7 = 3-j-/? ou /î = 4»
de la cinquième
— 1=7 ou y == — i.
Le quotient cherché est donc
x^ -h 3x, et le reste
et il est clair que Ton pourrait emplojrer la niétiie métliode pour faire une division quelconque.
EXERCICES ET NOTES
\. rt* -h ^* -+- c* — 3 abc est divisible par o h- ^ -f- r ; former le quotient.
fl'» H- ^'» H- c*» — (rt -4- ^ 4- f )'^ est divisible par
quand m est impair; former le quotient.
3. A quelle condition x"»— i est-il divisible par r»— i (m doit être multiple de /i)?
4. Tout polynôme entier en x et ^ qui change do signe sans changer de valeur absolue quand on change x en ^ et^ en x est divisible par X— j.
5. Un polynôme entier en x et j qui ne change pas de valeur quand on change x en ^ et j en x et qui est divisible par x — r l'est aussi par X -h /.
Démontrer la formule
(1 -h nx) (i -¥■ rt'x)(i -h a^x) .. . (i H-zi^x)
— I -+- - — (tx -h • ,- -~ r-^rt»-^« x» -H . . .
£/ -— I (/i* — i)(ri — i)
(/ï"-'-i)...(/7«-»— iiU/"-»— 1)(^«— I) , . , ,. / , -j_ * i î l: /^ !/■» 1 -i-S-f •••+■(« -h l)W 4-1 _i_
Pour faire la démonstration, on posera
on observera ensuite que Vax — Px •
8. Conclure de là que (jt" — 1) (.r«--» — 1) . . . (j:«~'+t — 1) est divisible par (j: — i) (x* — I) .. .^x'— 1).
9. Développer, à Taide d'un artifice analogue à celui de l'exercice 7, le produit
(1 -+- ax) (i -f- a^x\[\-^n^x\ ... (1 -4-w"»-»-*^).
On a
1i Pour que
A-^B.r-^Cr-4- Ds
A-t-B'i^-nS-f-b'z conserve la même valeur quels que soient x,^-, z, il faut et il suffit que
A'~b' C'~i)'' Mi. En général, pour que le rapport de deux polynômes entiers en
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^1y^^^'" ne dépende pas de j?,^, z, . . . , il faut et il suffit que ces polynômes aient leurs coefficients proportionnels.
Prouver que
(cosa -4- X sina)"» — cosma — x sin/raa
est divisible par i -h x<. (Il est bien entendu que les exercices que nous proposons doivent ôtre résolus avec le seul secours des matières exposées précédemment, et non -à Taide de celles qui sont exposées dans la suite. )
15. [x -\-y)"^— x^—y^ est divisible par x* -h xy -^y* quand m est impair et ne contient pas 3 en facteur. ( Cauchy. )
CHAPITRE IV
THÉORIE DES RADICACX ARITIDiÈTlOCES.
L — DtriiiTievs.
On appelle puissance «'*" de A, comme on sait, le produit de n facteurs égaux à A.
On appelle racine n"** de A un nombre qui, élevé à la
Iîssance n, reproduit A; cette racine se désigne par le nbole suivant, appelé radical, s,
n désigne ce que l'on appelle Vindtce du radical.
Si le nombre A est positif et s'il n'existe pas de nombre
entier ou fractionnaire dont la puîssaoce n""* soit A; on
appellera racine n'*"" de A la limite vers laquelle tendent
fractions croissantes dont la r'*** puissance est inf^
ire & A, ou décroissantes dont la n*** puissance est
leure à A.
D'après CCS conventions, loul nombre positif aura une racine n"" positive, et une seule; de plus, il aura une racine négative égale et de signe contraire à sa racine pu- 'Ktive si n est pair.
f Les racines d'ordre pair des nombres négatifs n'existent pas; enfin les nombres négatifs ont une racine d'ordre impair négative.
Ces théorèmes sont trop faciles à démontrer pour qu'il 6oit nécessaire de nous } arrêter plus longtemps.
On efieclue sur les radicaux des opérations qui odI beaucoup d'analogie avec celtes que l'on cfîectue sur les fractions; nous allons les passer successivement en revue. Nous supposerons toujours les quantités placées sous les radicaux positives; enfin nous ne considérerons que la valeur positive des radicaux, en un mot leur valeur arithméliifue.
n. — BtDUCTIOH DES BADICAUX AU KÈHE miGE.
Théuhème I. — Lorsque l'on mulliplie par un ce; nombre l'indice d'un radical, on en élirait la n donl l'indice est égal à ce nombre.
Considérons le radical
Or, le produit de mn facteurs égaux à )/a est égal à a; donc le produit de n facteurs égau^ à i/a donne un nombre qui, pris m fois comme facteur, reproduit a : ce nombre est donc Yâ. On a donc
TnÉonÈME II. — Lorsque l'on divise l'indice d'un radical par un de ses sous-multiples, il se trouve élevé à une puissance dont l'exposant est égal à ce sous-multiple.
TaitofiÉwE m. — Lorsque l'on élève la quantité placée sous un radical à une certaine puissance, le radical se trouve élevé à cette puissance.
En effet, considé)
I Si l'on élève ce radical à la puissance m, ou trouve a*; tandis que Va élevé à la puissance m ne donne que a. Mais le produit de n facteurs égaux à Ta élevé à la puissance m donnera o; ainsi donc ( j/ô )" et v^ô" sont deui nombres (posilifs par bj'polhèse) (jtii, élevés à la puissance m, deviennent égaux. Ce .sont donc les racines m''™" d'un même nombre; ce sont donc deux quantités égales; donc enlin
REMAïQt'E. — Il est bien entendu, comme nous l'a dit en commençant celte diéorîe, qu'il ne s'agit ici que de nombres positifs; ainsi, il est bien clair que l'on n'a pas
i l'on prend les radicaux négativement.
TsÉOBÊHB IV'- — Lorsque l'on multiplie l'indice tl' un radical par un certain nombre et 4fue l'on élève la quantité placée mus le radical à une puissance dunt l'exposant est marqué par ce nombre, le radical ne change />as de valeur.
De là un mojen de comparer deux radicaux. Pour y parvenir, on les réduit au même indice en multipliant l'indice de chacun d'eux par l'indice de l'autre et en élevant la quantité placée sous cbaque radical à une puissance dool l'exposant est égal à l'indice de l'autre radical.
S'agit-il, par exemple, de trouver le plus grand des deux nombres
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on rtJdiitra l«! radicaux au même indice, et l'on aura
III. - HULTIPUCAnOir ET OmUOl SES U9ICADX. TiiËontHB I. — On a
lin cffel, élevons le premier membre de celle égalité i In puissnnce m, il faudra faire le produit de m facteur égaux â ^'\ et de m facteurs égaux à v^B, on obtiendn ainsi AB; donc le premier membre de l'égalité est bîei égal il la racine m"°" de AIî, c'esl-à-dire au second.
Cette démonstration s'applique évidemment à un nombrt quelconque de focteurs, et l'on en déduit, ce que nous sa> vions déjà,
rv'À)'=7r".
v^a: »'B = Va:b.
"lin effet, en multipliant " A:B par vB, on trouve "VX. lorsque l'on veut faire le produit ou le quotient de deux radicaux qui n'ont pas le même indice, on commence par les n'duirc au même indice, après quoi l'opéntlion n'offre plus la moindre difficulté.
TatokàMB m. — Si Van a une mite de raf/ports égaux 1 , , - «• ••
'5'ii^**» + »*i+.
CHAPITRE ir. n
Eo eOety des formules (i) on tire
«• «'" fl""
6» 6'* b"" et par suite (p. 82)
c'est-à-dire
I?. — FOBMULE SU BIIQHE.
La formule du binôme a pour but de faire connaître le développement de [x-ha)" en polynôme ordonné suivant les puissances de x. Il est bien évident que {x -h a)" est un polynôme en x du degré n ; on peut donc poser
(1) (x-+-a)«=A^x"-hA«_,x»-*-+-A^^,x*-»-4- . . . -h Aç,.
An, A|,.|,. . . , Ao étant des coefficients indéterminés. Si dans cette formule on change x en r, il vient
Si Ton retranche Tune de l'autre ces deux égalités, on trouve
Or on a
(x-4-a) — (« -+-rt) =x-- s.
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Divisant membre à membre ces deux égalités, on trouvi
Cette égalité a lieu en laissant x fixe pour toutes les valeurs possibles de z, excepté peut-être pour z = x, caj nos calculs n^oQrent aucun sens dans ce cas. Néanmoins comme les deux membres sont deux polynômes entier en Zy égaux pour plus de valeurs de z qu'il n'y a d'unité,' dans leurs degrés, ils sont égaux quel que soit z, et ei particulier pour z = x. Si l'on fait alors z = a:, on trouva
N [x -haY'-^^nAnX"-^ + [n — i ) A„_i .r""» -+- . . . -h Aj.
Multiplions les deux membres de cette formule parx+a nous trouvons
//(.r-4-^î)'*-— /îA;,x'*-4-[(« — i)A„_i-i-/iaA„]x«-»-h ..-+-A,fl
Or, en multipliant par n les deux membres de (i), oi trouve
n [x -^ a)*^ = n \ f^x" -\- /iA„_iX'*— * -f- ... 4- /iAq.
Or les deux développements que nous trouvons poui n [x -f- a)" doivent être identiques; on a donc (p. 44)
/jA„ = /iA„, /iA„_, = («— i) A„-i-h//aA„, . . .,
♦■/i~--^/»t A;,-.! =:z — /ï A,j, A„_2^^^ ^flA/^-l, ....
La loi suivant laquelle procèdent ces égalités est évidente, et, quand on connaîtra A«, on calculera successive
CHAPITRE lY. 6S
l A«_ I , A«_2, . . . , el l'on aura
l'on substitue ces valeurs dans la formule (i), il vîcnl
«aj-n-a
. .-?-rt»
it^ formule devant avoir Heu quel que soit x, on peut >poser jr = o : il vient alors
a'= A,, a'», ^i-à-dire A« = i : d'où Ton conclut Gnalement
I . .>. i . . . a rile est la formule que nous voulions établir.
T. — PUISSAHCE /li^-»' D'UH POLTHOME.
Li)r>que, dans un polynôme, tous les lermcs se forment iprès une même loi, c'est-à-dire en attribuant dans un >ême terme et à une même lettre les valeurs entières accessives /n, /n -r- 1, m 4- 2, • • . . rfi'j on le représente à 4hie d'une notation abrégôe qui consiste à placer le
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terme qui sert à former tous les autres après la lettre grecque ^^^ au-dessus et au-dessous de laquelle on écrit m et m'; ainsi
représentera la quantité
Cl on lira somme ou sigma de n=^ m jusqù!à n:= m' de a^* La formule du binôme, en faisant usage de la notation en question, pourra s^écrire
asn
On se sert aussi de la notation abrégée
pour désigner le produit r7,„^/w+i ^1114.2 • • «^m'î de sorte que la formule du binôme peut encore s'écrire
Proposons-nous actuellement de trouver le développement do \a-\- h'^ c -^ * ^ *Y\ dans la formule du binôme, le terme général
^ — — aXx*""*
p. 1.2. 3. ..(ai— a— p
En convenant de remplacer 1.2. 3...^ par i quand on fait P = o, cette formule peut encore s'écrire
y — ç ^'-""f •-,— «. ««WX—-P,
Ad 1.2.3. . . a.i .2.3. . . p. 1 .2.3. . . ( n — a — p) '
et la quantité écrite sous le signe ^représente le terme
général du développement de (a -+- ^ -+- .r)" ; si nous changeons alors X en x-\-c^ et ainsi de suite, il est facile de voir que Ton arrive à la formule générale
(a-4- 6-+-c-i-...-h ly
= >. \ ^ ^ o ra'^?cY...A,
le signe Vs'élendant à toutes les valeurs de a, ,3, v, ..., \
telles que a -h ^3 -f- y -r-- . .-^ A=-- aî, en convenant toujours de remplacer, i .2.3. . .m par i toutes les fois que Ton a m = o.
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VI. — BACHES DES POLTHOMES
On dil qu'un polynôme entier par rapport à x
<îMl une puissance m^""^^ parfaite^ lorsqu'il existe un polynômo
entier qui, élevé à la puissance m^ reproduit P, quel que Boit X.
Proposons-nous de reconnaître si un polynôme est une ])uiHsunce m*^"** parfaite, et dans ce cas cherchons sa racine, (considérons le polynôme
si sa racine m*^"* existe, dt^signons-la par
.\ppHquons au polynôme Q la formule que nous avons dômontrt^o au paragraphe précédent, nous aurons
OU hiou
Ku iiloulitiaul les polynômes Pet Q*, on trouve
w^.'*" * h,^ i jr*»-- ï =- a
De U première de ces fcomiules on eonclul que : i« mi = n Ott ( ^ — : donc n doil éliie divisible par m\ ;^up|>os\>K^ v|u'il en soil «iusi;
CHAPITRE IV
a» t'i est la racine m»^"»* de a„.
De la seconde formule on lire
ou
Supposons que Ton ait calculé 6/ et 6/_i ; du polynôme P OD retranchera (A/x' 4- 6/_, x' "')'"; le reste sera compos<! comme il suit :
Or, dans celle expression, le terme du degré le plus élevé est
en régalant au terme du degré le plus élevé dans le résultat trouvé directement et que nous désignerons par c, on trouve
Connaissant 6/_j, on retranchera du polynôme P la quanlîlr
el Ton continuera ainsi jusqu'à ce que Ton tombe sur un re>te nul ou sur une soustraction impossible à effectuer.
Tn. ~ CAS DE LA RACINE GABBÉE.
\jn cas de la racine carrée élant le plus simple, nous Loii> V arr<}lerons un instant, et d'abord nous ferons obser-
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ver que Ton a
= a'-i- 'lab -!- 2ac -r-. . .-+- ft*-h2 6c H-. . .-^ c'^.. .-4- /*.
Cette formule s'obtient en faisant n = 2 dans la formule ( i ) (p. 67) ou bien encore directement, en observant que
= a* -*- 7.ab -+- aac h- 6* -+- 26c -*- c',
Le carré d'un polynôme se compose donc, comme on voit» de la somme des carrés de ses termes et de leurs doubles produits.
Ceci posé, proposons-nous d'extraire la racine carrée du polynôme
Si nous désignons par
la racine, nous trouverons, comme tout à l'heure,
bi = /«/!, bt-\ =
2 bi
Nous retrancherons de P la quantité (t/^r' -|- 6|_ï.r'"*)^; nous obtiendrons enfin 6/_2 comme tout à l'heure; mais, au lieu de retrancher de P le carré de
biX* -+- 6/_iar'-* h- 6/_jar'-*,
nous nous contenterons de retrancher du premier reste que nous avons obtenu la quantité
lile. Un
mphlieE
aingiie potirraitsans
Aoale itre apportée dans le calcul Je la racine rn"°", mais \ei ca\cu\s exigeraient une grande attention de la part de celui i^ui se livrerait à ce genre de sp^citlaiions.
Tm.
mUHftlIES.
Nous avons supposé que les poljnâmes dont nous c)i«rcbtons les racines étaient ordonni^s par rapport aux BtÛMaDces décroissantes d'une même lettre; l'hypothèse tantmire aurait pu être adoptée; elle conduit à cette condusioD :
L'exposant du terme du degré le moins élevé d'une puîssiDce n' *** exacte doit être zéro, n ou un multiple de n.
Il est souvent avanlogeux de modifier la marche que siHts avons suivie ainsi qu'il suit :
On développe l'expression Q™ par la formule de la p»ee <i- ; on identifie ensuite le polynôme P avec le déveliippenient de Q". On a ainsi des égalités qui permettent, i t'aide de procédés que nous étudierons plus loiu, de délennîner h^, à,, . ■ ■ • oi.
.\^rt.lcATlo».
Troui-er la condition pour que
tait un carré ptiifait.
L'expression précédente ne peut élre que le carré A\ Mlvnônie Ju premier degré. Posons alors
OD bien
oa en déduit
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De ces formules on lire sans difficulté
Cette relation est donc nécessaire pour que le polynôme P soit un carré parfait : elle est sufGsante. En effet, alors on a
P = ax* -f- 2 y/acx -f- c ou
P = (v^)*a?2 -r- 2 /à s^cx -f- (y/c)' ou
P=:(/âa:-4-v''c)'.
EXERaCES ET NOTES.
Si Ton a
chacun de ces rapports sera égal à Tun quelconque des suivants
a a fl'
V^û'* -4- a'" -h a"" -f- . . . \lfia
^bb'b"
i. Si l'on a
hx \h b\ Bi "■ B, b, •
on aura
/B, 6, -h /B, br -h /B3 /-'s H- . . .
= /(B|-!- Bî-hBa-f-. . .)(/»! -t- /;j -H ^5 -'-. . .).
Déduire de là la mesure du tronc de pyramide en le décomposant en troncs triangulaires.
3. Désignons par laij = 2 «y/ le coefficient de xtxj dans un polynôme du second degré P ; ce polynôme pourra s'écrire
P = latjXiXj
CHAPITRE IV
ônsi. pour le cas de deux variables,
iHDonirer qoe, pour qae le polynôme P soit un carré parfait, il faut VJe. quels que soient i et y, on ait
Mrs cette condition n*est pas suffisante, il faut y adjoindre certaines aegalités; ainsi
c*e>: pas un carré, l. Prouver que Ton a
— « jr* --7*-+-z* — ajs — axe — ax) )
5. Trouver la condition pour que x» -h/?x* -h 7X -h r soit un cube 6 Prouver que Ton a
- G t <'i^r -r- filjd 4- ^rfc -1- ... I.
T. App:iquer la méthode des coefficients indéterminés à Textraction .■: là racine carrée d'un polynôme, par exemple
jc* — l'jx* — 60X* — iCox* -T- 240X' — 192X -+- G\.
^ [lOrEontrer que tout polynôme P de degré pair 'im est de la
rtLc
P -= IP -r- K,
t: >• ,:nant un polynôme de degré m et K un polynôme de degré ■; -- 1 3ti filus. (Généraliser.)
f* Tn»uver la condition pour que x^ -^ px^ r- qx - r soit divisible ^.:r ua carré.
iO. Trouver la condition qui doit exister entre les coofBcients;?, q, r pour que x*-\-px^ -h qx^ -\- r soit un carré parfait.
11. Montrer comment, en suivant un procédé analogue à celui que Ton suit pour extraire la racine carrée d*un nombre, on pourrait extraire la racine cinquième d'un nombre donné.
12. Trouver les relations qui doivent exister entre p, 7, r, s pour que
x^ -h ^px^ -h 6qx^ 4- ipx -4- s
soit un carré parfait. (On traitera cette question soit par la méthode des cocfûcients indéterminés, soit en exprimant que le reste provenant de l'extraction de la racine carrée est nul. )
13. Soient a,b, c, . . ., A, B, C, . . ., A', B', C, . . ., P, Q, . . . des nombres rationnels, et /a, \^b^ v^i • • • des irrationnelles ; prouver que la fraction
A f- By« -^C /b -. . ._ A'-+-B'v^-i-GV^ -+-...
peut se ramener à la forme
quand \/nb^ ^ac^ . . . sont rationnels.
I. — PBmCIPES fitirtBAUZ
U)K4^ue, daDS une égalité, les deux uieaibres sonl égaux, fidWt *foe soient les valeurs attribuées aux lettres, cette Iplilé porte le nom d'identité; telles sout, par e&ctuple, béplités
i^a --^ 6 ita — 6)= a'— 6',
Ixrtqae, au contraire, l'égalité n'a lieu que pour cer- Wms valeurs des lettres qu'il s'agit de déterminer, elle ftnc le nom inéquation ; les valeurs positives ou négH- )>*et d«s lettres qui rendent les deux membres réellement ipaxporlenl le nom de racines de l'équation. Quoi qu'il M io«t, on confond souvent dans le langage les mots égabt, équation; au fond, cela n'a pas grand inconvénieDt.
TictoxÈMK I. — On ne change pas les racines d'une éjaaiion en ajoutant une même quantité aux deux memtbrrM.
Ea «(TcL, considérons l'équation
Âoieni jr, y, s, . . . les inconnues, ou, sî l'on veut, les hurcii dont on doit déterminer les valeurs pour rendre A inllement ég»^ ^ B; il est bien évident que les systèmes
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de valeurs de a:, _^, ^, . . . , qui rendent A égal à B, ren^ dront encore A -H m égal à B -I- m ; que réciproquemenl les s^slèmes de valeurs qui rendent A + m égal àli ~\- m; rendront encore A égal à B : en d'autres termes, l'équation considérée a mêmes racines que
Cette règle comporte une exception : si la quantité m cessait d'être définie algébriquement pour des valeurs de :r, y, S, ... qui rendent A égal à B, l'équation (2) pourrait ne plus admettre les racines de l'cquation (1).
CoROLLAiBB. — Le signe de m ajant été supposé quelconque, on peut dire que l'on ne change pas les racines d'une équation en retranchant une même quantité aux deux membres.
TaÉoH ci/uation
— On n'allère pas les racines d'une uttipliant ses deux membres par une
même quantité ne contenant pas les inconnues.
En effet, considérons l'équation
si l'on multiplie par ni les deux membres de celte équation, il est bien clair que, si pour un système quelconque de valeurs des inconnues on a A=B, on aura encore Am^^Bm; et réciproquement, si l'on a Am=^Bm, on aura pour les mêmes valeurs des inconnues A=:; B. Il y a cependant un cas d'exception : si, en eflet, A était différent de B, on pourrait avoir Km égal à Bm si m pouvait passer par zéro; or il n'y aura rien à craindre â cet égard si m ne contient pas les inconnues et si l'on ne choisit pas le facteur m égal à zéro, ce qui n'aurait aucun but raisonnable.
lUPiTim «
Nons allons monlrer sur un esemple que, en multipliant ppar tm même facteur les dotix membres d'une ^qiiotîon, un tpeut introduire de nouvelles racines. L'éqiinlion
aduiel évidemmentia racine i et la racine i seulement, lin r multipliant parx — 2 les deux membres, on a
il est facile de voir que la nouvelle équation admet la tracinc jr = 2 ; cela tient à ce que le facteur x — a passe ipar zéro pour :r = 2. En général, quand on multiplie par Im les deux membres d'une équation, on introduit dans Icelte équation les solutions de l'équation m = o.
Ea elTet, les systèmes de valeurs des inconnues x, _y, ., qui rendent \m égal à Bm, rendront A égal à 6 rou m égal fk zéro; donc ils appartiennent à l'une des deux i équations I A ^ B, m =0.
I Si cependant, en supposant m =^ o, A et B cessaient d'être ~ «IgébriquemenL définis, il est clair que Am = Bwi n'eu- I irainerait pas m = o, car on ne pourrait pas dire que Am I et hm sont nuls si A et B n'existaient pas. Pour me l'aire [Comprendre, je choisis un exemple : l'équation
L admet la racine j; := 1 et n'admet évidemment que celle- I U, puisque pour x^i on a ->i- Multiplions par x les I deux membres de cette équation, nous n'introduisons pas I pour cela la racine x ^ o, parce que - n'existe plus, en I un mot n'est plus défini en supposant le diviseur x égal à
, ei elTecliveiiient l'équ;
uesLioD devient
quand on muUiplie par x ses deux membres.
De même l'équation A=^ B pourrait être satisfaite pour certaines valeurs de x, j', 2, ■ - - , sans que
le fût pour les mêmes valeurs de x,y, .... car m pourrait n'être plus défini pour les valeurs de x, y, z. . . ■ , qui rendent A égal à B.
En résumé, quand on multiplie les deux membres d'une équaiioD par une même quantité, on ne change pas les racines si cette quantité est indépendante des inconnues; si, au contraire, le multiplicateur en question contient les inconnues, il peut se faire que l'on change les racines, ' que l'on en introduise de nouvelles, ou enfin que l'on en supprime. .
Théouême III. — On peut diviser par une même quantité les deux membres d'une équation sans changer les racines, pourvu que cette quantité ne contienne pas les inconnues.
Ce théorème, au fond, revient au précédent et donne , lieu aux mêmes remarques, si l'on observe que multiplier , par — et diviser par m sont deux opérations équivalentes.
Tbéoeèhe IV, — Lorsque deux équations admettent les mêmes racines, l'équation que l'on obtient en les . ajoutant ou en les retranchant membre à membre peut remplacer l'une quelconque d'entre elles.
En eflet, considérons les deux équations en x, y, s, . . .
A = B, 0 = Di
i systèmes de valeurs de x. _v, ;,..., qui rendent k la I fois A égal à B et C égal à D, rendent A -h C fg»i à B + D, l«t récîproquemenl les sjslèmes qui satisfont à l'i^quatioD
[3) A-kC = B + D
t i l'ane quelconque des équations (i) ou (a) satisfont à I^Fàutre.
Remarques. — On peut évidemment aussi remplacer m système de n équations par n — i d'entre elles, et celle lijae l'on obtient par l'addilion des autres effectuée membre I i membre; il est bien évident aussi que la dilTérencc effectuée membre â membre de deux équations peut remplacer l'une quelconque d'entre elles, etc.
Les iransfoimations que nous venons d'indiquer auf- 1 6sent à l'objet que nous avons présentement eu vue; L l'usage en fera connaitrc d'aulrcs, soumîmes, en général, I aux mêmes restrictions que celles dont nous venons de f parler.
a — Dues DES PBDTCIFES FRËCËDERTS.
Résoudre une équation ou un s^stîinn,' d'éijualions, |(C'est cbercher leurs racines.
Lorsqu'une équation est de la forme
FP et Q désignant des polynômes entiers de degré m par ■ rapport aux inconnues, on dit qu'elle est du ditgri m. [Lorsque l'un des polynômes P, Q est de degré intérieur Pi m, l'autre restant du degré m, on dit encore que l'équa- Btion est du degré m.
Pour résoudre une équation ou un système d'équatiuo*,
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on commence, en général, par effectuer les opérations indiquées : on ramène de celle façon les deux membres à être aussi simples que possible ; on chasse ensuite les dénominateurs, ce qui se fait en multipliant les deux membres de chaque équation par le produit des dénominateurs qui enlrcnt duns ses deux membres.
Il peut se fairi; alasi que l'on altère les racines : il faudra discuter les résultais, afin d'étudier l'effet produit Gur le système que l'on cherche à résoudre. On fait en- , suite passer les termes qui contiennent les inconnues dans un même membre et les lermes indépendants des inconnues dans l'autre; on fait passer un terme d'un membre d'une opéralion dans un autre en changeant son signe. Celle opéralion revient, eu efTet, à relrancher aux deux membres de l'équation une même quantité égale au terme en question; enfin, s'il y a lieu, on réduit les termes semblables.
La règle que nous venons de donner est une règle générale et qui, bien entendu, n'a rien d'absolu. Nous avons dit que pour chasser les dénominateurs d'une équalion il fallait multiplier les deux membres par le produit des dénominateurs; il suflii d'en multiplier les deux membres par le plus petit multiple des dénominateurs, dans lesquels chaque lettre sera considérée comme représentant un facteur premier.
Quelquefois on conserve à dessein dans une équation certains dénominateurs, mais on peut en faire disparaître d'autres. Pour faire disparaître un dénominateur, il suffit évidemment de multiplier les deux membres de l'équation par ce dénominateur, ce qui se fait en multipliant par le dénominateur en question tous les termes qui ne le contiennent pas et en l'effaçant dans les termes qui le contiennent.
Pour donner une application des principes précédents,
CHAPITRE V. 8l
nous nous proposerons de résoudre Téquation
ar-f- 1 6
Chassons les dénominateurs en multipliant par 6 et par j: -i- I , ii vient
6a? -hîSx(x -h i) = 2l(x — i)(x -'r- 1) — (Gx — y)(x '\' i).
En multipliant par x-\-i, nous avons pu introduire la solution a: = — i de Téquation
Maïs pour x= — i le premier membre de IVquation proposée n'est plus défini , car il contient le terme
ou — -; en sorte qu'il peut se faire que nous n'ayons pas
introduit de nouvelle solution : la suite nous l'apprendra. Si nous effectuons les produits indiqués, il vient
6x — i8x' -f- iSjt = a4-2P* — *4 — ^^* -r- a? -r- 7 ; réduisons les termes semblables, nous aurons
i8jr»-f-a4x = i8x»-T-x — 17.
Si nous faisons passer dans le premier membre les termes qui contiennent l'inconnue, il vient
aSx = — 17,
et eo divisant par 28 les deu\ membres, on a
L. — jiIgHrt, I
Ba
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nous
ne retrouvons pas la solution ,r =^ ^ r
on
dut
que.r = -
-~ satisfait seul à IVquation
pro
losée, ce
que
'on peuLd
j reste vérifier directement.
us allons
voir maintenant comment o
] si
nplifie, à
l'aide d'arlilïces
de calcul, la règle générale q<
e nous avons
donn
ée. Proposons-nous de résoudre l'équalion
1 y a égalité entre les deux membres <i
e cette équa-
lion
pour une
certaine valeur de x, nous
poi
rrons de
chaq
ue numéra
teur retrancher son dénoniin
teu
■, diviser
les numéraleui
s par les résultats, et îl y
aura encore
; ainsi
é pour la
même valeur de x (voir p.
Sa)
Il vient
ei.en inulliplia
[)t par 4 les deux membres de
e.'galité,
aar-i- -j ^ r+ ;.
Fais
ns passer
es termes en x dans le prcn
ier
membre,
les Le
rmes conn
us dans te second, il vient a,i.-2- = 7-a ou x = 5,
ce qi
'il est faci
e de vérifier.
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Te
ute équali
on du premier degré à une incoi
nue peut
filre
amenée à
a forme
(iJ
AetDétant deux quantités indépendantes dex; pour cela il tuffit de faire passer dans le premier membre les (ermcs ifui conlîcuocnl l'inconnue, et dans le second cotw r|ui ne bconlienneat pas.
On résout imniédiatcment l'éqtiaiion (i) en divisant les Atitx mciubres par A, ce qui donne
tll'iifualïon (i) n*a pas d'autre solution.
On peut donc dire que toute cqualion du premier degré à itné inconnue a toujours une sùlution et une seule.
Si B éuil ^-gal à Kt-ro, il est cluîr que l'on aurait .r = o Quelques auteurs examinent le cas oii A =^ o, mais alors dans l'équation, x n'existe plus, l'équalîon n'est plus d premier degré ; elle se réduit à une égalité absurde o ^^ D oa a une ideotiliî si Pou a n = o. On peut ëtie condui i ie semblables rL-5ultats en clierchant à résoudre certaines ^nations absurdes ou certaines identités que l'on p< cofBme équations.
pir exemple, quel que soit x, nous avons vu qi:e I mit
11 II tu comme
lî Fun regarde actuellement cette ^^valion, on trouve
jç faisant passer les termes inconnus dans le prcmie ■rctniirtf 1^^ termes connus dans le second,
si une tdentiti^. Cela tient Ji ce que l'on
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d'une identité, ou, si l'on vent, d'une équation s
quel que soit x; si, au conlraire, on avait posé
on aurait trouvé
résultat absurde et qui prouve que l'équation (2) n'a pas de racines. Et, en effet, comme (:c + i)* est égal à x^i + aa: -t- 1 , il est impossible qu'il soil égal k x^ -f- ij:, c'est-à-dire au même nombre diminué de 1.
Si l'on écarte donc le cas où A = o, c'est-à-dire où la formule (1) n'est pas une équation, on peut dire que loule équation du premier degré à une inconnue admet une racine et une seule ( ' ).
IT. — DES ÉaiTATIOSS DV PBEHIER DEGRÉ A PLQSIEnBS
nicoHirccs.
Une seule équation à plusieurs inconnues suflll très rarement à la détermination de ces inconnues. En effet, si l'on donne à toutes les inconnues, sauf une, des valeurs arbitraires, on peut en général résoudre, par rapport à l'inconnue restante, l'équation en question, ce qui montre que l'on peut ainsi trouver autant de solutions que l'on veut.
Bien qu'il n'en soit pas toujours ainsi, nous verrons qu'un système de n équalious du premier degré à n inconnues admet ordinairement une solution et une seule.
nsiJér
a forn
plui grande! au Tiir et ï mesure qus A devient ptui jjctit; de lurle qa'k U limite, quand A devient nul, z ■ pri* une valeur limite déjiaasanl loul nombre donné; elle est devenue injtiiît. Avec cette conveulion l'enoncd ne coiajwrlera pai de reïtrictioo.
cDAPiTnn V.
ToDlrs les Tois qn'il n'en admet pas, on dit que le système tsl incompatible ; toutes les fois qu'il en admet plus iTniie, on dît qu'il est indéterminé.
JIK|U
in svstème de n équBlioDS à n inconnues admet ordiRairement une solution, un sjstéme de n — i équalion», ou moins, à n inconnues, doit être insufTisant, ^^ue l'on peut choisir au moins une inconnue arbitrai- TciiKat. et qu'il reste alors assez d'équations pour trouver le» râleurs des inconnues restantes.
De m^me, un svslème de n + i équations, ou plus, à n inmnnues, ne peut pas en général être résolu, car, n quelcuti<|ues d'entre elles admettant une solution et une seule, ttXXr solution ne conviendra pas toujours à un autre (VMême fartné de n des équations données.
Lorsqu'un système d'équations du premier degré admet d«a\ solutions, il en admet un nombre illimité, et c'est te qui tait dire qu'il est indéterminé.
Ea effet, considérons le système
ol X, y, X, . - - sont « inconnues et où di&ieaent des quantités connues. Soient
n premier système de solutions,
latecond système de solutions; on aura o,«' + fî,j5'-i- -. . =4,;
les autres lettres
8G TflAFTB ri'AI.GKIinE.
soientu cl p'deus nombres lels, quefx + fi'=:^ i; mullîplio la première de ces formules par fi, la seconde par fi', ajoulons; nous aurons
Onv
L que
«ft + a>', iS.rx + PV, . ..
constituera une nouvelle solution, et, comme fi est arbi~ traire, on voit que le nombre des solutions du système est illimité.
Eliminer une inconnue entre plusieurs équations, c'est remplacer ces équations par d'autres qui ne contiennent plus celle inconnue, et qui cependant admettent les mêmes solutions pour les inconnues restantes. Nous allons exposer diverses méthodes d'élimination.
1° Elimination par subslitulion. — L'élimination par substitution consiste à résoudre l'une des équations par rapport à l'une des inconnues et à porter la valeur trouvée dans les autres équations, qui alors ne contiennent plus celle inconnue. Voici un exemple de celte métliode. Considérons les équations
Tirons de (i) la valeur de -r, en supposant i connu; il
et l'équation (3), en vertu des principes exposés fp. 73^, peut remplacer l'équation {1). Si alors on remplace .r par
— ^ — dans l'équation (2), on trouve une équation qui
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^ ne (^onlient plus y et qui peut remplacer rë<)u»tion (a) ou rëqaation (3). c'esl-à-dire l'équatton (1). Eu cDTel, remplacer x dans l'équaliou (1) par sa valeur lirie de l'équation (3) revicnl à écrire l'équalion (3) li'uboni sous la forme
puis à miilriplier pur 12 ses Jeux meiiilircs cl 1^ la rotranclier de iV-quation (s). La raélhodc de substitulion n'altère donc pas les racines el peut élrc employée dans , lous les cas ; le calcul s'achève facilement et l'ùqualion ( a ) devient, après la mbs/itittton de la valeur de x tirée de l'équation {i),
Ij/i n5-8r
IW) '3 — 3 7^ = 2»;
r d'où l'on tire, en résolvant celle ëqualîon ii udo incour: I par rapport à y,
L'équation (5), qui admet les mêmes racines que l't^quation(4}< peut remplacer les équations (i) ou {a); si aliirs on porte la valeur obtenue pour j- dans l'une de ces équations, on élimine j et l'on trouve une équation à une inconnue en x qui permet de calculer la valeur de cette inconnue. Si l'on fail^= 3 dans l'équation (i}, on trouve
3 j + iG — a5, j := 3.
RKHAnQDB. — La méthode que nous venons d*cmplovor s'applique k un nombre quelconque dY-(|uatii)ns et réduit t igrst^me total des équations à un nombre moindre d'une é et ayant une inconnue de moins. On peut alors pror le nouveau sysléue comme sur le premier et faire
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disparaître une inconnue et une équation; on arrive alors fiiialemenl à une seule équation contenant une seule inconnue, si le nombre des équations est égal à celui des inconnues, et l'on peut en tirer la valeur de celle inconnue. Si le nombre des équations est supérieur à celui des inconnues, on a plusieurs équations contenant une même inconnue; ces équations ne fournissent pas en général la même valeur pour cette inconnue, et l'on conçoit que le système d'équations est surabondant. Si au contraire le nombre des inconnues est supérieur à celui des équations, on tombe sur une équation â plusieurs inconnues, et l'on voit que l'on peut choisir arbitrairement l'une d'elles : le système a une infinilé de solutions.
Ce raisonnement est très-vague, en ce sens qu'il suppose que les équations à une inconnue que l'on est censé résoudre ont une solution bien déterminée; aussi verronsnous les conclusions précédentes, qui tendent à établir qu'un système de n équations doit contenir n inconnues, tomber en défaut.
a** Elimination par addition. — Celte méthode consiste à multiplier par des facteurs convenables deux des équations à résoudre, de telle sorte que les coefficients de la même inconnue soient égaux. S'ils sont de même signe, on retranche les équations membre à membre; s'ils sont de signes contraires, on ajoute ces équations, et l'on fait ainsi évidemment disparaître une inconnue. L'équation à laquelle on arrive peut, en vertu des principes démontrés plus haut (p. yS), remplacer l'une quelconque des équations qui lui ont donné naissance.
Reprenons les équations considérées (oui ù l'heure
Pour donner des valeurs égales aux coeflicients de x, on
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peut multiplier la première équation par le cocfTicient de X dans la seconde, et vice versa; mais il est plus simple de multiplier par 4 l^s deux membres de l'équation (i); en retranchant alors membre à membre, on trouve
3® Elimination par comparaison. — Cette méthode, peu usitée, revient au fond à la précédente; elle consiste à égaler les valeurs d'une même inconnue tirée de deux équations différentes.
4" Élimination paf la méthode des multiplicateurs. — Cette méthode, attribuée à Bezout, consiste à multiplier les équations par des facteurs tels, qu'en les ajoutant toutes les inconnues disparaissent à Texception d'une seule.
Considérons d'abord les équations
{i\ ax -*- bjr —c,
[1] a'x -+- b'jrz=:d.
Multiplions la seconde équation par X, ajoutons avec la première, il vient
a -ha'Xjjr-h [b -h b'\]j=zC'^ c'\.
Déterminons maintenant \ par la condition
a -\- n'\ -^- o^ d'où
Féquatiou (3)
devient
ab\
ad
d*où
l'on tire
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En posant dans l'équation (3)
b -h 5'}. = o ou \ = — — ,
on aurait trouvé
__ ch' _ hc' '''^ Ob''- Û
Considérons en second lieu les équations
(l) ax -\- hy -+- CZ rrr rf,
['>.) a! X -f b' y -f- c'z nz d\
(3) a'*x-\-b"y-\c''z — dr
Multiplions la seconde par le facteur indclcrminé X, la troisième par )/, et ajoutons; il vient
Profilons de rindéterminalion de X et )/ et posons (5) b->ry\-\-b"M =0,
(6) C-f-c'X -^c"V^_zO.
Multiplions Téquation (6) par jui et ajoutons avec l'équation (5); il vient
Posons enfin
Il Ê f*'
O -hC ti=:0 ou f* = ; ;
l'équation (7) donne
d'où
Lf f h' ^
^,_ cb'-^bc'
Sî Ton se reporte aux équations 5^ cl (6\ on voîl que» pour en déduire /. ~uand on connail W il sullil do cliangor« dans la formule qui donne X', h' en A', M on h\ c on v* ei (f en c\ car, quand on opère ce changomonl dans le* équations 3 et ^6 . il est bien clair que la valeur do V qui satisfait est Tancienne valeur do À, et vic^ vct\Uf. l)n a donc
Si Ton porte alors dans Téquation (4) les valeurs quo nous venons de trouver pour i et À', il vient, en vorl» dos équations ; 4) et (5),
/ ^ cb' - bc" , cb' - br \
d'où Ton tire, en ordonnant par rapport aux aooonls»
^ dh'c' — de' b" -4- CiTb" — bd'c' -\ cb'(r - b ',r ^ ~ ^r^^^ ne' b"~-^ T^i" -- Va' v" -4 cb' a" hc </ ' '
Pour déduire de cette formule la valeur de j, il suflil do changer a en i, h en c et c en a. Kn effet, par ce rhaiif^cment, les équations (i), (a), (3) fourniront pour > la valeur qu'elles fournissaient avant pourx, et pour 5 la valeur qu'elles fournissaient pour j. Enfin on pourrait aussi se contenter de changer a an b ci b en a.
Ce qui est remarquable, c'est que par ces chan);onirnt!t le dénominateur de la valeur de x ne change pas, en sorte que les trois inconnues ont le mémo dénominateur. Le numérateur d'une inconnue ne difTére du dénominairur que par le changement en d de la lettre qui sert de rcM'Hicient à cette inconnue dans les équations (i), (a), (3); nous généraliserons plus loin ces résultats.
ga TRAITE n \LCEDnE.
T. — Discnssion des us qui feifveiit se pbésebtib dus
LÀ BÉSOtOTIOH D'un 818TÊHE DE DEDI ÉQUATIONS A DEUI
I ncoHiniES.
Reprenons les cqualions dont il a déjà été question,
(a) »',+ JV = e'.
Ces équations renferinent toutes les équations numériques à deux inconnues et du premier degré que l'on pourrait se proposer de résoudre ; il sullit pour cela d'attribuer à a, b, a\ b', c el c* des valeurs convenables, nulles au besoin.
Multiplions par b' la première équation et par b la seconde ; eu retranchant alors membre à membre, il vient (3) (nfi' — ia')x==c//'— ic'.
Jusqu'ici nous avons implicilemenl supposé que b et b' n'étaient pas nuls à la fois ; sans quoi nous aurions (ail une opération illusoire conduisant à l'identité
Nous allons supposer ni' — ia' différent de zéro, et alors l'équation (3) donnera
On trouverait de même, en supposant que a et a' ne sont pas nuls à la fois,
Ces formules montrent que, si ahf — ia' est dilTérent de
icn», le syslème de» équations (i) et (al admet toujours ui« solution el une seule ; caries hj'polhèses que nous »ons raïtcs, que a et a* ne sont pas nuls fi la fois ou que b cl&'ne son» pas nuls à la fois, rentrent Hann c.pWp.-i-î
ab' — ba ? o.
Sopposons actuelle I
tt loates les quanti t4^s a, a', h, b/, c, c' dîfl'érenles de zéro; linrs les valeurs de ;r et Aey se présentent en général sous iilortne
Sl'on remODLe à l'équation (3), qui a fourni celle va- Inr de jt. on voit que cette équation se réduit à une ab- Mniîté, puisque son premier membre est nul el que le Mcnndne l'est pas en général. Les équations (i) el (a). Induisant par <]es calculs légitimes à une absurdité, sont ■oMiip^liblcs ; c*esi du reste ce qu'il est facile d'établir irrctrmenl.
I* \uu9 supposerons le numérateur de la valeur de x,
ct)l-A-dire le second membre de la formule [3), diffèrent
^léro; nous aurons alors
cb'—be'>r,.
ïii* de la formule (6j on tire
II. foitt.ule
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et, par conséquent, de ces deux dernières formules,
(lO)
ou
ac — ca '^o.
Cette quantité est précisément le numérateur de la valeur dej', qui va se présenter aussi sous la forme — • Si Ton désigne alors par /> la valeur commune des rapports -?> p» on tirera de la formule (8)
az=pa\ b = pb\
et de la formule (y)
c^pc .
En portant dans Téquation (i) les valeurs que nous venons de trouver pour a et h, on trouve
pa .r -^pb y = Cppc .
Mais réqualîon (2) multipliée par/; donne
pa .r -+- pb' y =: pc ,
On voit donc que les équations (i) et (2) impliquent des conditions contradictoires, puisqu'elles exigent que la même quantité soit à la fois égale et inégale à pc\
2° Il pourrait arriver que le numérateur de la valeur de X fût égal à zéro; Téquation (3) ne présenterait plus rien d'absurde; au contraire, elle se réduirait à Tidentité
La valeur de x prend la forme --; il est facile de voir que dans ce cas les équations (i) et (2) rentrent Tune dans
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Tau Ire el que les valeurs de a: et de y sont indéterminées; nous supposerons toujours les coefficients a, i, c, a\ h\ c ditlérents de zéro, et la relation
ô al) — bd z=z o
f >urnîra comme plus haut
Si nous supposons actuellement le numérateur de la valeur de jc nul, ou
II cb' — bc = o,
il vient
Il -7 = r7;
el, en vertu de Téquation (8),
a ou bien
ac — ca z= o,
el l'on voit que le numérateur de la valeur dey est cgaîtment nul. Si Ton désigne par p la valeur commune dos
ri|jporls — 7» p> -/> les équations (i i) et (12) donnenl
a^^pa , b z:= pb\ c-=-pc,
^i Ton porte ces valeurs de «, i, c dans Téquation (i), on
trouve
pd X -h pb' y ■=! pc\
éqnation que Ton déduit en multipliant par p Téquaiioii ' 2). On voit qu'en réalité on n'a qu'une seule équa-
g6 TriuiK d'alcébhb.
lion entre X et y, ce qui esl insufïisant pour délerminer
ces inconnues, puisque alors on peut choisir l'une d'elles
arbitrairement.
il reste maintenant à examiner les cas où quelques coeflicients des équations (i) et (a) seraient nuls; mais, auparavant, observons que les formules (4) et (3), qui font connaître x ety, satisfont aux équations (i) el (a) toutes les fois que al/ — £a' n'est pas nul. Nous supposerons donc
i" Si aucun des coefficients u, A, a', h' n'est nul, on lire de cette équation, comme nous avons vu plus haut,
el, si c seul esl nul, on voit que les équations (i) el (a) sont incompatibles, et les inconnues se présentent sous la
forme — Si c et c* sont nuls tous deux, les équations (i) et (a) rentrent l'une dans l'autre, et les inconnues se présentent sous la forme -
2° Supposons a = o; alors l'équation (6) montre que a' ou £ doit être nul; sï e/ est nul, on n'a plus, à proprement parler, deux inconnues dans les équations (i) et (a), qui ne peuvent déterminer x et qui sont surabondantes pour délerminer y, à moins que ces deux équations ne soient une conséquence l'une de l'autre. Dans ce cas, les formules [4] et (5) donnent des résultats de la forme
Dans le cas où cl/ — £c'= o, x se présente aussi sous la forme — Cependant, dans ce cas, la valeur de y est par-
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faitement déterminée, puisque —, est égal à y-,: les équa-
tions (i) et (2} rentrent Tune dans Tautre et sont à une seule inconnue. La formule illusoire
a laquelle on arrive, lient à ce que Téquation (5) a été obtenue en multipliant par a! el a les équations (1) et (2;. Or a et a* sont nuls^ on a donc fait des calculs illusoires. Si Ton supposait i = o avec a = o, Téquation (i^i se réduirait à Tabsurdité c = o, à moins que c ne fût naturellement nul. Lorsque c est différent de zéro, les équations 4) et (5' donnent
lorsque c est nul, on a au contraire
3** Supposons a = o avec a' = o et i' = o. Dans ce cas, les équations (i^ et (2) se réduisent à une absurdité, a moins que 6"^=: o, et à une équation à une inconnue
I^s formules '4^ ^^ \^ donnent, dans ce cas,
- pour c :o, c-.Oy
- |)Our c = o ou c = o,
L. — Algèbre, I
4" Si l'on a a = o, n'=o, b^ lions (t) et (a} sonl ubsurdes ou i mules (4j el (5) donnent
, les cqua-
el les for-
De cette discussion résulte que, si l'on a réellement deux équations à deux inconnues ne présentant rien de contradictoire et ne rentrant pas l'une dans l'autre, les formules (4) et (5) pourront servir à résoudre le système (i) et (2). Nousavons.enelTet, examiné tous les cas possibles, à savoir:
" Aucun des coefficienis a, b, a', b'
Il nul.
1" Un coefficieni d'inconnue iml cimi-
I prenant l'un des deux suivants I a. Deux cucrUcienta iipjiartenan
II. ab'— ba
I b. Deux roeflicieats n'appurtenant ]
3° Trois cocrCcienis nuls.
4° Quatre coefficients nuls.
Dans chacun de ces cas, nous avons supposé c et <.' nuls ou différents de zéro, et toujours la condition ab' — bi^ =. o nous a conduit à affirmer que les équations (1) et (a) étaient incompatibles ou insutïisanlcs.
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Pour résoudre un problème dans lequel le résultat cherché est un nombre ou même se compose de plusieurs nombres, on désigne les inconnues, c'est-à-dire les quantités à déLeiiuiuer, par des lettres ; puis on suppose les
F résuhaU connus eï l'on indique, à l'aide des signes algé- I bri([ues, le^ calculs qii'ît laudrait elTectuer sur les li-llrcs qui désignent les inconnues pour vérifier qu'elles s« ni bien les solutions du problème : on arrive ainsi à des (équations que l'on essaye de résoudre. Lorsque ces équations peuvent élre résolues, les solutions que l'on en déduit , sont ordinairement celles du problème que l'on a mis en I équation : je dis ordinairement, parce qu'il arrive quelquefois que les équations auxquelles ou est conduit fuurnt non-seulement la solution chercbée, mais encore , des solutions étrangères à la question que l'on traite. Nous De pouvons pas i présent donner la raison de cette anomalie, sur laquelle nous aurons bien souvent l'occasion de revenir. Donnons quelques exemptes.
PttoBLÉME I. — Laiommede deux nombres est 18, leur différence est 6 : trouver ces deux notnbres.
Soit T le plus petit des deux nombres; le p! sera jr + 6, puisque leur diiîérence est ti, et, somme l'ait 18, on doit avoir
grand leur
Ainsi le plus petit des deux nombres est (i. le plus ^rand «l donc 13.
Pboblsme II. — Dans quel système de numirratîon te nombre i5 est-il représenté par 23?
Ici l'inconnue est la base: désignons-la par jt. Le nombre total des unités contenues dans ^3 est de deux fois ta base augmentée de 3. On a donc
aj-t- 3 =;i5,
Ainsi la base da système cherché est 6.
pRODLÈMB III, — Ua marcfiaud vend en deux Jours 600 oranges et reçoit en tout ^o francs, àsavoir la francs par jour ; mais te second jour II vend ses oranges deux fois meilleur marché que le premier : on demande à quel prix il a vendu ses oranges et combien il en a vendu chaque Jour.
Soil X le nombre des oranges vendues le premier jour ; le pris, de ces x oranges csl de 20 francs; donc le prix
Le second jour, il vend le reste de ses oranges, c'cslà-dire 600 — x pour 20 francs ; donc le prix d'une orange
leur marché que le pi
mais, comme elles sont dcu' T jour, on doit avoir
h,n mulliphanl par — — ■ les deux membres de celle
équation, on risque d'y introduire les solutions x^^a ou = 600; mais il n'en est rien. En effet on trouve
600 — JT^ 2X
Ainsi, le premier jour, il a été vendu aoo oranges; par conséquent, on en a vendu 400 le second jour. Le premier jour, le prix d'une orange était o^', 10 ; le second jour, il était o^^oS.
Pmovi-r.MC IV. — Deux joueurs ont gagné 6000 freines à eux deujc en deux parties; après la première partie, h gain du premier joueur est triple de celui du second; te premier donne alors iQoo francs au second; après la féconde partie, le premier joueur a gagné deux fuis plus fae le lecond, mais il lui donne encore In moitié de son gain, après quoi ils se trouvent chacun en possession de iooo francs ; on demande quel a été le gain de chaque fWteur à lajin de cliaque partie.
Soiulegain du second joueur après la première partie, le fflia du premier sera "ix; soit y le gain du second jdorar it la fin de la seconde partie, le gain du premier ten 3/. Or le gain total des joueurs faittioou francs: on *dooc
;ij X -i-ix -i-y -r- ijr ^ 6000.
bis â )« fio de la première partie le second joueur posriile^-f- tooo, puisiju'il a reçu 1000 francs; àlaGndela Mt(>nde partie* il possède d'abord jr+iooo, plus son pin y, plus la moitié _j' du gain du premier; il a donc a tutit
lll X -t- 1000 -\-x + j = 3ooo.
Laëqnatioos (i) et (a) peuvent s'écrire 4* + 3j = 6000,
«o lirr de ce* équations
y = 400, * = 1 aoo.
AÏDiï le E»»«* **" premier joueur est de 3x ou 36oo francs iprés la prcniièrc partie, et de iy ou 800 francs après la
Tti»iTii d'algèere.
et cejieudaiil le pi'obli'ine n'a. pas de solulioo, car si l'on veiil vérifier la solution trouvée, on est coodiiil à ôter aoo iiûis d'un sac qui en contient i5o, ce qui est absurde.
Mais nous dous attacherons surtout à la discussion des solutions négatives, parce qu'elles donnent lieu à une théorie qui exerce une influence capitale sur toutes les branches des Mathémutiques.
Conitneni;ons par essayer de résoudre le problème suivant :
Un père a ()8 aiis, son fils en a 4° '■ o« demande au bout de combien de temps t'dge du père sera le double de celui du fils.
Désignons par x ce temps ; au bout du temps x, le père aura GH-\- x années, le fils 4o + x, et l'on doit avoii
n trouve
en résolvant cette équatioi
Ce résultat prouve que l'équation (i), qui est la traduction du problème en langage algébrique, n'admet pas de solution positive ; en d'autres termes, le problème n'admet pas de solution. Et en elTet, l'âge du père n'étant pas le double de l'âge du fils, il ne le deviendra jamais, et le rapport des deux âges se rapproche toujours de i .
La solution négative x = — la n'est cependant pas aussi absurde que l'on pourrait croire au premier abord. En effet, changeons x en — x'; 3? sera égal à 12, ctl'équation (1) deviendra
»ccuc dernière équation admet évidemmetil pour soluduo ^^ la. L.Vqualion (3) est ta traduction algébrique l^lu problème suivant :
€^n père a 68 ans, son fils en a ^o : à ijiiellc époque \'V4igc tiu père a-l-il été le double de celui tlujth?
Nous trou%'Ons alors pour rcpoDse ; il y a la ans.
En général, toutes les fois que l'ou trouve une solution [ Béçative à un problème, il faut changer le signe de la lettre L qui représcDle l'inconnue dans l'équaliiin à laquelle conduit 1 le problème ; la solution négative devient alors positive, et, \ efi le plus souvent la réponse d'un problème analogue à I celui qui 3 été posé, et dont l'écjualion raodiûée est la Ira- ) dnctioR algébrique.
Obser^'ons qu'à l'aide d'une simple convention deux ^ pn>blèmes peuvent être compris sous le même énoncé. Rrt>r<Tnons le problème de tout à l'heure ; posons-le en ces tenues :
f^n f>èrv a 63 ans, son fils en a 4" '• ifuand l'dgc du ocre scra-t-ii ou a-l-il vté le double de celui du fils?
Ainsi posé, le problème est en quelque sorte donble; mais si nous convenons de regarder comme positif le temps à venir, comme négatif le temps passé, si nous convenons, en un mot, que les locutions (/«hj —N an- ^HÔcs et i^Jf' " ^ années soient équivalentes, nous raison- Knerons ainsi qu'il suit : soit x le temps positif ou néntif au bout duquel Tâge du père sera le double de celui do fils.
Au bout du temps X, le père aura U8-1-x' années; ceci e»t évident si l'Age du père devient dans l'avenir double decriut do fils. Dans le cas où l'âge du père a été le double de celui du fils, 68 -h :r représente encore l'âge du père
lorsqu'il est le double de celui du fils, car, x' diisignanl la valeur absolue de j; cet âge esl tiS — x', c'esl-ù-dire 6S H- jr. De même, à l'époque cherchée, l'âge du fils esl 40'hJ:: or on doit avoir
h^=[4o + a-]xa
Comme ou trouve x= — i a, on en conclut que l'âge diT père a été, il y a douze ans, double de celui du fils.
En Algèbre, lorsqu'une quantili5 variable peut être comptée dans deux sens oppos<^s, comme le temps dans le présent ou dans l'avenir; les longueurs sur une même ligne à partir d'un point fixe; la fortune d'un négociant qui peut être active ou passive, etc., on convient de regarder comme positives les grandeurs comptées dans uo sens et comme négatives les grandeurs comptées dans l'aulre ; l'avantage que l'on retire de cette convention est de comprendre sous un seul énoncé plusieurs questions du même genre.
Problème nés couRn[Eiis. ~ DeuxTnobilp-i KM^pavlml simultanément de deux points P et Q et cfipmmriit sur la droite PQ, le premier parcourant a mètres par seconde, le second b mitres par seconde; la distance PQ est de l luécres : on demande à quelle époi/ue leur rencontre a lieu.
Convenons de regarder comme positives les dislances parcourues dans le sens PQ et comme négatives les distances parcourues dans le sens QP; convenons de regarder les temps passés comme négatifs, les temps à venir comme positifs.
Soit .r la distance à laquelle la rencontre a lieu, comptée à partir du point P, le sens positif étant toujours PQ ; nous désignerons par R le point de rencontre; la distance PB esl égale en valeur absolue au temps employé à la par-
courir, que nous désignerons par ( niuUlpliiï piir a, en surte qu'en %'aleur absolue on a
^H Voyons si celte é°;alilë a encore lieu quand on a ùgard ^BBx sigmes. t" Supposons a et t positifs. Si a est positit. ^Hb point A se meut de P vers Q; si r est pnsitîl', la ren- Bbo»''^ «Mra lieu. Donc le point R est placé du côté de Q par rapport au point P, comme dans la Jig. i ; par conséquent f est positif, et par conséquent la fornuile (i) est
exacte, a* Si a est positif, mais t négatif, le point A se ■enl dans le sens PQ, mais la rencontre a eu lieu. Le point R, celle fois, se trouve du coté opposé à Q par rapport à P, comme dans lajig. 2; alors j: est négatif, al est ■égatif aussi: donc la formule (1) convient encore à ce cas.
Si a es( négatif et t positif, la rencontre aura lieu. le point A se meut dans le sens QP, en sorte que R
trouve encore placé comme dans ia (ig. a, et x est négatif ainsi que nt. La formule (i) convient encore à es
Fia. »■
40 Si " et l sont négatifs tous deus, la rencontre a
t lira, et, comme le point A se meut dans le sens QP,
lOint K se trouve placé comme dans la fig. i; jr est
oc positif comme at , el la formule (i) est encore (cic dans ce cas.
, nou» déïiignnns par^- la distance parcourue par le
point B entre Q et R., une discussion analogue à la précédente fournit Téquation
(2) y=zbt.
Cela posé, je dis que Ton a
Cette équation est évidente si a: et / sont positifs tous deux, car alors le point de rencontre se trouve placé comme le point R' de la fig, i , et Ton a
PR'— QR':=PQ ou
Mais, si la rencontre a lieu entre P et Q au point R de la
fig, I, on a
PR -H RQ = PQ.
MaisPR = j:, RQ= —y, puisque j est négatif, etPQ = /: on a donc
Enfin, si le point de rencontre se trouve placé cominc le point R de \difig, 2, on a
CHAPITRE V
et, en comparanl avec Téquation (3), d'où
Les équations (i) et (2) donnent alors
ni hl
Proposons-nous de résoudre la question suivante :
Dciix mobiles parlent simultanément de deux points P et Q; ils marchent à la rencontre l'un de l'autre. Le premier parcourt 10 mètres par seconde, le second 40 mètres ; la distance PQ est de i i5o mètres : au bout de combien de temps se rencontreront-ils?
Pour trouver ce temps, il suffit de faire dans la formule (4) l égal à laSo, a égal à 10 et £ égal à — 4o; on
trouve ainsi
10 -h 40 Bien que le problème des courriers soit éminemment propre à mettre en évidence les avantages que l'on tire de l'interprétation des quantités négatives, nous allons encore traiter une question d'Arithmétique d'une grande importance et qui se trouve considérablement simplifiée par les théories précédemment exposées : je veux parler de l'étude des erreurs relatives.
H, — THÉOBIE DES EBBEURS BELÂTITE8.
Lorsque l'on ne peut pas calculer exactement un nombre.
OD cherche à en approcher; la dilTérence entre le nombre exact et le nombre approché porte le nom d'erreur absolue. Cette erreur peut être par excès ou par défaut, selon que le nombre approché est plus grand ou plus petit que le nombre exact. Nous regarderons comme positives les erreurs par excès et comme négatives les erreurs par défaut, en sorte que, A étant le nombre exact, a le nombre approché, l'erreur sera toujours en grandeur cl en signe
On appelle en le nombre exact.
■e/««Ve i'e
absolue divisée par
Théoiième I. — L'oircur relative d' un produit de deux facteurs est égale à la somme des erreurs relatives de ses facteurs augmentée du produit des mêmes erreurs.
En effet, s
« et /3 les ( iioriilires appro
t A, ei B les l'acleur.i exacts du produit, absolues de ces mêmes facteurs ; les hés net A seront donnés par les foiinules
6 = Rh
Quels qn,
lités précédenles
nt les signes de x et ^, on déduit des
En retranchant AB aux deux membres de celle équation et en divisant par AB, on a
Si l'on observe que ab — ^AB esl en grandeur et en signe
l'erreur absolue du produit, ^ désignera son erreur
leUûve, -
r seront les erreurs relatives de ses fadeurs
l'égaillé précédente démontre le théorème énoncé.
Od voil encore dans cet exemple combien l'usage des (jnintités négatives sîmpliiie l'énoncé des théorèmes et leur démoDïUation.
ThComèmb 11. — L'erreur relative d'un quotient est tentibiement égale à la iHJférence des erreurs relatives du flividcnde et du diviseur.
Soient D le dividende exact, d l'erreur; A le diviseitr cuct. d rerreur; Q le quotient exact, </ l'cneur : on a
t ()uotîent approché est
oas divisons tes équaiic rient
s ( 1 ) et (a) membre à niembn
l premier membre de celle équation est l'erreur relative I qaoûent, le second membre doit donc être une autre
expression de celle erreur. Il est sensiblement égal à
si l'on observe que — esl en général Ir6s-petit, ce qui démontre le ihéorème en queslinn.
X. — SIS SOLVTIOHS D£ LA FOaB!E
Uappelons que l'on appelle limite d'une quantité variable une quantilé fixe dont celte quantité variable peut s'approcber indéfiniment, e'est-à-dire de telle sorte que la dill'érence entre ces deux quantités puisse être prise moindre en valeur absolue que toute quantité donnée.
On dit qu'une quantité variable est infinie quand on a l'i.itention de la faire croître indéfiniment; ainsi il est absurde de dire qu'une quantité qui ne varie pas est infinie, et zéro peut être une valeur particiliére d'une quantité infinie. On voit quelle différence il existe entre l'infini métaphysique, qui est une chose complètement ' vague et incompréhensible, et l'infini mathématique, qui se définit d'une manière très-précise.
On <lit qu'une quantité est infiniment, petite quand elle a zéro pour limite.
Le symbole — peut se présenter comme solution d'un
problème et représente alors l'infini; mais cette loculion ne présente aucun sens si on la prend à la lettre, et
la solution — ne sera censée représenter l'infini que si au
zéro on substitue mentalement une quantité variable et infiniment petite. Essayons de nous faire comprendre par Exemple :
Concevons
i-chanl
auL-c une l'i/e.t.ie
Je a tnirtres par seconde dans le même sens qu'un courrirr B pttrcoiirant b mètres par seconde .' on demande à ifuelle cpwfue ils se rencontreront, ta distance à lai/ueUtîL j« trouvent l'un de l'autre étant l au moment du drpttrt.
Nuas avons déjà résolu ce problème, el, en désignant par I le temps qui s'écoule depuis le moment du dépat'L
ua peut alors dire que les courriers se rencooLrenl ù l'iii- CqÎ ; mais voici ce qu'il luul entendre par cette locution. A proprement parler, ils ne se renconlrenl pas du Luul. quand a = A, c'cstr^-dire ijiiand ils marchent tous deus avec la mcm*; vitesse; mais, si au lieu de faire brusquement n= A un suppose n fixe et b variable, a — b prendra diverses valeur!», et l'on voit que ( deviendra d'autant plus grand que a — A »era plus petit, car une fraction est d'autant plus grande que son dénominateur est plus petit, el croit au delà *le toute limite quand son dénominateur tend vers térvt. c'est-à-dire devient infiniment petit. Ainsi , dire ponr a ;=&, I est infini, c'est énoncer d'une manière ■W^gfe la proposition suivante :
X^ ttftnps axt bout dui/uel la rencontre des courriers a (îeu crxttt au delà de toute limite à mesure tfue tu diff<'-rr^ce tle^s espaces a et b parcourus dans une seconde tentl wertsëro-
XL — THÉOEiKES SVB ISS LISITES.
THÉonÊMK I. — Si (/eie.r fjiianlUil'S snnl ronstammenr égales, si l'une d'elles admet une limite, l'autre en admet une aussi, et ces deux limites sont égales.
En elTel, soient a et i les qHanliti^s Vîiriableô et A la limite de a; X^ a peut devenir moindre en valeur absolue que toute quanlilé donnée. Il en sero de nièine de A — i, qui lui csl égal; donc, par définition, A est la limite de b.
TllÉOnÊME II. -
est égale à la :
parties.
Soient, (
La limite d'une somme algébrique mme algébrique des limites de ses
dilFiircncc a
leurs limites respeetïvi ~x, p la dilTiirence 6 — y-
des quantités variable»
ni enfin a la
d'où
mais a, |3, ... peuvent ôire pris chacun moindres que toute quantité donnée, puisque ces quantités représentent les différences entre les variables et leurs limites; si donc les quantités x, j, s, ... sont en nombre limité, a, P, ... seront en nombre limité, et leur somme pourra être rendue moindre que toute quantité donnée, ce qui que rt -f- i -I- ... et j- -h 1 + . . . peuvent que l'on veut ; en d'autres
revient à di différer l'un de 1' termes, on
utred'a
;uppo<
Il est essentiel de remarquer que nous av nombre des parties de la somme variable 1 était plus ainsi, le tbéorème précédent pourrait tomber en
défaut : c'est ce que nous ùlalilirons neUciiicnt un peu plus tard.
Tbéoremb m. — La limite d'un produit de plusieurs facteurs est égale au produit des limites de ces /acteurs.
Pour le démontrer, désignons par x, y, z, . . . les facteurs variablus, par a,h,c, ... leurs liniites respectives; posons
a, ^, y. . . . pourront ôtre pris aus«i petits (jue l'on voudra, et l'on aura
ou bien
Si l'on EfTectue les multiplications indiquées, on trouve
.rr;.., =.nb.-. .-!-„,
w désignant un eosemble de lennea dans chacun desquels entre comme facteur l'une des quantités «, ^, y, ...; chacun de ces termes peut donc élre pris aussi petit que l'on veut, et leur somme u par conséquent aussi ; donc la différence w entre xyz ... et abc . . . peut être prise aussi petite que l'on veut; en d'autres termes, xyz. . . a pour limite abc. ... c. q. F. d.
Il faut observer que, en supposant que nous pouvions prendre u moindre que toute quantité donnée, nous avons implicitement admis que le nombre Jcs termes contenus dans ta était limité, ce qui suppose enfin le nombre des fadeurs x,^ , z. . . . limité.
TBÉonkMB IV. — La limite d'un quotie/tt est égale iia quotient des limita: du dividende et du diviseur.
En effet, soient D le tlividcnJe, d le diviseur, y le qiiftimD = lini./î ^3 linu/liraç,
m. — Bim LES soLvnoHs de u fobhe ■ , - , •■■■
o ro
Eu résolvanl l'équation d'un problème, on peul trouver
une solution de la forme - : en général, ce symbole indique
une indétermination dans les équations du problème, el par suite dans le problème luî-nitfme. Toutefois, la solution que l'on trouve ainsi peut provenir d'une solution plus générale dans laquelle on a donné des valeurs particulières à certaines lettres qui entraient comme données dans le problème; il peul arriver alors que le problème ne soit pas réellement indéterminé : c'est ce que nous allons constater sur un exemple.
PnosLÈME. — Du sommet d'u^t angle droit DOA comme centi'o on ilécrit un cercle (Jîg. 3 ); par deux points M et N de cccercte onjait passer une droiteMTi ; les distances MP et NQ des points M er N à la droite OD sont respectivement 3 et y, le raj on du cercle est a ton demande de calculer la ligne AO,
Désignons AO par ,r. Les triangles .\BM, MCN, semblables, donnent
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ou
yla^ — $t ^a*__^t__ ^/,,î _ ^-1
Cette équation donne
Si l'on fait d ^=- 5', on trouve
Fig. 3.
La ligne AO, dans le cas que nous considérons, est réellement indéterminée, puisque toute droite passant en M passe aussi en N lorsque i est devenu égal à 9\ cependant le point A tend vers une position limite à mesure que le point N s'approche de N; cette position limite estrendroil où la tangente au cercle en M vient rencontrer OA : la quantité x a donc une valeur limite que Ton peut se proposer de déterminer à Taide de la formule (i). Pour y arriver, il suffît de multiplier par ^^a- — o'--f- \Vi- — 5- les deux termes de la fraction qui entre dans la formule (i); on trouve ainsi
JTT. 0-^ ,
Les deux membres de ccUe formule sont constamment égaux : donc leurs limites sont égales; or la limite de la fraction qui entre dans la formule précédente est égale au quotient des limites de ses deux termes (th. III, p. iiG): la limite de \/«' — d'^ quand 3' teud vers 5, est yja^^â^, comme i! est facile de le prouver par un raisonnement très-simple ; donc enGn
résultat exact, ainsi qu'il est facile de le constater directement.
Il serait difficile de donner des régies précises pour lever l'indétermination apparente que l'on rencontre dans la résolution des problèmes. Le plus sonvent les quantités
limites qui se présentent sous la forme — ou même - —
premient des valeurs déterminées après la suppression d'un facteur commun aux deux termes de la fraction, qui
devient — ou — ■
o oo
Ainsi, par exemple, l'expression . qui représente l'aire d'un trapèze dont la hauteur est h et dont les bases sont a et b, se présente sous la forme - quand on y fait a=b, c'est-à-dire quand le trapèze devient un parai-
lélo^ramme : cette indétermination ;ip>p3rente. on pIutAc cette aLsardîté apparente, disparaît loT'^qu'on a inf>f,nmé
aas. deux termes de la fraction ^ le facteur a — 4.
L*aife du trapèze prend alors la valeur
/7 — Zi — -
Cette dernière expression est tonjonrs égale à la précéilente; leurs limites §ont donc égales lorsque l'on l'ait tendre b vers a^ et l'on trouve, dans ce cas.
-- -af}.
c'est l'expression connue de l'aire du paralléloîrnmme,
Proposon.s-nous de trouver la limite vers laquelle tend Fexpression
Lorsque n augmente indétiniment. cette e-t pression est de celles «(iii ^e présentent sous la forme — On a
'il I
donc
i -. - îim II — -) f -t- hm -
t .'- { ^ n tt n
lim rr !im - "~ - r
j -. - limi I - I — iini -
EXERCICES
1. Diophanic passa dans sa jtsuricssQ le - de l'âge qu'il v^cut, —
dans l'adoleâcence ; ensuite il se maria el passa dans cette union le -
de 53 vie augmenté do 5 ans avant d'avoir un Ris, auquel il survécut de 4 ans, el qui n'alLoignit que la moitié de l'âge oh son père est parvenu. Quel Age avait Diophan te lorsqu'il mourut? (Traduction d'un passage grec trouvé dans un Recueil d' épi grammes. )
2. a bœnfs en m jours ont mangé a mètres carrés d'herbe; b bœufs en n jours ont mangé ^ métrés carrés d'herbe ; combien c bœufâ en ;j jours mangeronl-ils d'herbe, en admettant que l'herbe croisse pendant qu'ils mangent ? ( Posé en d'autres termes dans X'Àriihmêtiqac naivci'' /te!lc de Newton.)
3. Â quelles heures ont lieu les rencontres des aiguilles d'une montre t
L'aiguille des heures, celle des minutes et celle des secondes peuventelles se rencontrer ailleurs que sur midi?
i. Un homme entre dans une église avec une somme composée de pièces de a"; il donne aux pauvres autant de sous qu'il a de pièces de a''; Dieu change les pièces de a'' qui lui restent en pièces de 5''; l'homme rentre chez lui avec le double de ce qu'il avait en entrant dans l'église, après avoir dépensé 7 pièces do 5" : quelle somme avail-il d'ubord T
Les quatre problèmes suivants sont extraits de l'Algèbre d'Euler, où le lecteur pourra trouver des énoncés très-originau<i.
S. Quelqu'un a deux gobelets d'argent avec un eeul couvercle pour tous les deux; le prcraior pèse la onces, et si l'on y met le couvercle il pèse deux fois plus que l'autre gobelet ; mais, si l'on couvre l'autre gobelet, celui-ci pèse trois fois plus que le premier : trouver le poids du second gobelet et celui du couvercle.
(i. Un jière hnac à sa mort quelques cnfania avec un bien qu'ils parUi^enl comme il suit
CIIAlMTltK V. i'^l
Le premier reçoit if>oécijit, plu* lu tUximi*^ imrita <Ju f<»U', Le deuxième * 'à(m> » *
Le troisième t^ 3fK> « »
et ainsi de suite; lebieo m; trouvi; uïmi ^*i^,iiU*.ttumi \mr\M^(t ii^uU*: U»u» les enfaoti; trouver leur iiofubn; H la p^it d<f <;W;uii d'«'u>.
7. Ud capitaine a troib tyjmirr/uinh, I'uim; <1« Hgjj>bi*^. 1 «uti* d*' SoutiU», la troisieuie de S^ioa*; il veut *i'mtin;r uu iiwrf^ut <»v4m: <;«« lfuup4*^ et il proioet uxte ré^Mmi/t^t^. d« </>f ^;t>e ;i dt'^lli}^ul*f «^^^iiniitf j! buii
Chaque B'/riat de la «/Miyn^/ui^. ituffAt^ui U pfviiiit^ft- <i l4»aodu( recevra un é'ju. el ie re«Ut b*^^ ^iiMiil^ué (^ifU^nn^i au>. «tutn^t «;*^upa^iiies-.
Si le? Sui»»e« dottiMsut iet> prvuiiei>. K\iHi*\M^ Mfidat <lee auif^ec 4;oiU'
pa^iiieè' rb^ujt ^ wt : b. i<^ b'^ucii/ee d^Miueul 1*% pfufiiii^fe <;ii<»qu4f fiollal a»^ auln* coiiipaj;iiiet fv>oi. , <î «V;ii «jutiu *■ i»îî bcAoïu ov^uiitrut ieè prenii*??*. cuacuti det bOiCktW ow aun-«« cviiip<if;u»»a' iv,oi: -, 0 »;m.
de combi^L d'iioium*?* bv C'jjupow. cixbqut <^uitjpci;^iii»' *
nii*fn perb'iiii** ;* iiiuil*». p.u? i* luyiU». c' ui uru'. « nu* »*.-.ini'j«.
Jier^^MlW tt- llJ01i« II*- '^ <4U lU 1«5?**.- plU.- îi UjJlll^ (^ Uî U^l' € UUf
i -». iri.ni,*. diu*> ui* »;îp. t i»ju; >«rliîJi *;\/iiibi^l. ii^iii.-*.*" Cii.'Jl- «r*! ri'. «ri ^' u-.*'
:1 •.•■.»u:,it'' I .■ i.. ^'v.T •
iln'.
est pas i
incompalible, on doiL avoir ideiH
iquomcnt
Uc3 formules
iijT-î- 6x +
CZ
a'x-^by-t-
ax--^by +
ifx-^ i/y->-
cV=i,
(Pluceer).
Le lecteur fera bien de n^soiidrc par l'Algèbre lea r^les d'int^rfit, de partages propurlionneU et d'alliage ou de mélange; ces dernières surtout se rfcwlveat ainsi avec une estrâme facilité. Voici du resta quelques problèmes que l'on trouve proposés dans les cours d'Arithmétique, mais dotit la solution dépend facilement des équations du premier degrâ.
i3. Une fontaine coulant seule remplit un bassin eo a heures \ ww seconde Fontaine coulant seule te remplirait en b heures : combien leur raudrail-il de temps pour le remplir si elles coulaivnt simultanément î
14. On a deux billets, l'un do loou''' payable dans 3 mois esconiplo 3 pour loo, l'autre de a5oo'' payable dans deux mois; on propose d'acheter ces deux billets moyennant une somme de ^Ao^'' payable dans i5 jours : à quel taux se trouverait ainsi escompté le second billet?
IS. Un individu acbèle une montre et sa chaîne ; il dépraise ainsi la moitié de la somme qu'il possède dans son porte-monnaio; réfléchissant qu'il a fait une mauvaise afTaire, il revend sa montre aux trois quarts du prix oi^ il l'a achetée, et sa chaîne au double du prix qu'il l'a payée; il se trouve alors en possession de 3.00'''; s'il avait revendu sa montre io''< de plus et sa chaîne 100^', il serait rentré dans ses fonda : quelle somme possédait-il, et combien a-t-il acheté la chaiue et la montre?
IG Tnmver une rreclion qui aii^inenl« de ~ quand on »j»ii|p 3 à
rcLrancho % de ses
dtmx termes et qui diminue de — quand ( termes.
17. Un eabnt a des billes dans chacuna de ses mmn^i- s'il en iMire 4 *^ ^ main gaocbe pour les mettre dans la main droHe, il aura itmx loiâ pins de billes dans la main droilo que dans la main gauche; ■ on contraire il retire deux billes de la main droilo, il aura qualro lois plus de billes dans la main souche que dons la main droite : combwB >-t-il de billes dans chaque main T
18. Ud appelle carré mogiqur une sorte d'écbiquier contcnani j^ «ans; dans chaque case on écrit aa nombre, de telle sorte que la aaowdas nombres inscrits dans une monte ligne liorizontale ou vertiote Mil la inAtne quelle que soit la ligne considérée. Voici un i-\omple éb cÊtré owgKiue :
Oa vati qos la somme des nombres plac^ dans une même nngie lariMalale on verticale donne i5; la somme des nombres placés dans watdÏBgoaMlo donne i5 aussi. La formation d'un carré magique dépend dk II rteolstion do plusiL-uri^ équations du premier degré ; ces équations Mrt en nombre infi^rieur à celui des inconnues, mais les solutions «âreal être calibres
IÇ, jU désignanl la distance de deux points compliki de A vem B «r OD «x« fisc. J^B aura un signe et l'on aura AB = — BA -, cela posé,
maier qtio, si Too a troisjHiintfeii ligne droite A, lt,C,ona toujours
I trM«qO«tro points en ligne droite A. R,C,D. o AB.CD-h AD.BC-, AC.DB -.
si P et Q sotil les points où les Lisscctricos de l'un^le A O'ui rencontrent la base fiC, on a
PB.RC^-PC.QB = o.
21). Trouver des valeurs de x elj- satisfaisant aux inégalil
a limite des quaalîtés suivantes :
Trc
lim -
pour
M, Si l'on joint les milieux A', B', C des côléa d'un triangle ABC, on obtient un nouveau triangle A'B'C; si l'on joint les milieux A', B', C doscùtésde A'B'C, onobtienl un nouveau triangle A'B'C, et ainsi de suiU) : prouver que les points A', B", C" ont pour limite pour n = oo le centre de gravité du triangle
S3. Soit j-un nombre quelconque; posons
proavBT que j^b a pour limite i quand « = os .
2*. Inscrire dans un triangle donné un rectanglede périmètre donné. (On calculera la base et la hauteur du rectangle en fonction de la base «l de la liauteur du triangle. )
23. Trouver les rayons de deux cercles, Cflnnaissanl leurs centres et les points de concours de leurs tangentes coramuncs intiJrieures et extérieures.
9S. Calculer les c4[^ d'un triangle, connaissant trois des rayons I des cercles qui toudieot ses côlés.
37. ÉU)nt données les bases et la hauteur d'un trap6i;e, calculer la longueur de la ligne parallèle aux bases qui pailago ce Irapè/e en deux parties i^quivalontcd.
28. Dans quel rapport une droite de longueur donnée, parolliito aux bases d'un trapèze, parla go- l-ello les côtés non parallèles de ce lr8[H;ïB î
20. Tar un point donné, on demande de faire passer une droite qui
intercepte sur les cûléj d'un anglo donn<J deux segments dont la moyenne harmoniquo soit une ligne donni!>e.
30. Deux points parcoiircnl tk-s druili'S OA et Ofi concourantes avec des vitesses a et b\ i\i parlent en mémo temps de points A el D : on demande do prouver qu'au bout d'un curlaîn temps (positif ou négatif) ils se trouveront de nouveau à une distance égale à celle qu'ils avaient ou moment du dâpart. [Discuter le résultat.)
N. S. — Il est entendu que les questions de Géométrie post'^s ridessus doivent être résolues avec le seul secours de l'Algèbre.
31. Etant donnés quatre points lî.xos A, B, C, D dans un plan, pour tout point M de ce plan on aura
».MA -^b.m
r-.Sli: -rf.HD
a,b, e, d,p désignant des nombres qui restent les mSmes quand on fait varier la posiUon du point M. La condition nécessaire et suffisanla pour que les points A, B, C soient on ligne droite est que il = o. Étant donnés les points A, B, C, déterminer D de telle sorte que
32. I\lant donnés cinq points fixes A, B, C, D, E dans l'espace, pour tout point M on aura
ri, b, r, i/, e, p désignant des nombres indépendants de la posiliou du peint M. La condition nécessaire et suffisante pour que A, B, C, D soient dans un même plan est e =^ •>.
33. Trouver un poinUi^lqiio ses dialancos^ trois ilroi les GxosBoioni proportiunnoUos à trois ligneB données. Discuter h sidution.
J4. Trouver dans l'ospiino un point tel quo bus dislancos à qualru plajis TisLoe soient propoi-tionneiles à quatre nombres donnas. Disculor la eolutioQ.
33. Trouver dans un plan uu point tel que ses distances i (rois points donnds soient proportionnelles k des nombres donnés.
36. Trouver dans l'espace un point tel quo ses diittances à quatre points donnas soient proportionnelles h des nombres donnés.
37. Sur cliaquo côté d'un triangle T on donne trois segments, et l'on propose de trouver dans le plan du triangle un point tel quo, en le prenant pour sommet d'un triangle ^aj'ani pour base l'un des segments en question, les sommes des aires de trois triangles ayant leurs bases sur trois cotés diUi^ronts du triangle T soient les m^es.
38. Un cûne solide dont la densité est S est posé par sa base sur un liquide dont la densité est A > S : les dimensions de ce cène étant données, on demande de combien il s'enfoncera dans le Uquide.
I. — DÉnilITIOllS
L/OrâC[UC l'on a un système de n' qiianlilés
on appelle lignes tes rangées horizontales ou, si l'on veut, l'ensembie des lettres affectées du môme premier indice; W colonnes sont les rangées verticales on l'ensemble des l^urr^ aOectées du même second indice. Ainsi a,-j sera Vélént^rU de la i**™ ligne et de la y'*™ colonne.
On appelle déterminant (*) du système des h' éléments (•) la somme de tous les produits obtenus en prenant un élément dans chaque ligne et dans chaque coloonr, de lelle sorte que dans aucun de ces produits il ne •e lrou%e deux éléments appartenant à la même ligne ou h la ni<!tn(: colonne (c'est-à-dire portant n'.émc premier indice aa tn^me second indice); chacun de ces produits porte un sine dét«niinij par les considérations suivantes.
Cl |>-.pr«*n»>Me
l Ja«obi i rJiullanle i'Aprc* Lflplaca et Cauchy. Oiu-
(h. M J-ccbl -n» ■"«
i eroployii la Ucnomiintioii <]o sommet alleniért »>eo
bneUtîon Xiir<r„<t,
laS TRAITE u ALaEiinE.
Considérons le produit
de II fucleurs, qui fait partie du déterminant; ellecluons les iliirérencea des premiei-s indices dans l'ordre où ils se préscDtenl, et les dKTcrences des seconds indices aussi dans l'ordre où ils se présentent (*), et fornaons le produit de ces différences, à savoir ;
Si ce produit est positif, on donne au ternie (a) le signe -h; on lui donne le signe — dans le cas contraire.
Je dis que la définition précédente est nette et précise; en d'autres termes, je dis que le signe du produit (a) est bien déterminé et indépendant de l'ordre dans lequel on écrit les facteurs a^-., n^,, .... Pour le prouver, il snffit de faire voir que le si^ne en question ne change pas quand on intervertit l'ordre de dcu\ facteurs consécutifs quelconques, parce qu'alors on pourra, en intervertissant successivement l'ordre d'un certain nombre de facteurs consécutifs, faire passer tel facteur à la place que l'on voudra. Considérons donc les deux facteurs consécutifs
du produit (a). Les permiiler, c'est permuter dans le produit (3j les lettres p et y d'une pnrl dons la première ligne de ce produit, ct et ;^ d'autre part dans la seconde ligne du même produit (3), or le cbangement do
(*) J'enUadi par lï que, éUnI raal écHU Jani le proiluit (i), le rem tWo TaiWi en relrauchanl to
o l'ardre dans lequel lu lacleiin n
CBAPITKE VI. lay
p en q altère te signe de la seule dlfTérencc q — p, qui «ifricnl p — fj ; le changemetit de ^ en n altère le signe de U 9«ule différence X~~^i T^^ devient n — ■^■, ainsi, la pennutaiion des facteurs a^^, a introduit un double changemenl de signe dans le produit (3), c'est-à-dire que, en définitive, ce produit et par suite le produit (a) conservent leur signe quand on permute leurs lacleufs.
PBOPEIÉTfiS DES DÉTERMINANTS.
ThéOU-Ème 1. — Un déterminant conserve sa valeur ^uand ses lignes deviennent colonnes et que ses colunnes dt^enncnl lignes.
£n efTett soit D le délenninant des quantités (i], D/ ce tfue devient ce déterminant quand on remplace les lignes par les colonnes. D cl D' contiennent lous deux le terme •j^^T, • ■ ■ "(i fi' dans D comme dans D' le signe est celui da produit (3).
TatoaËMe II. — Lorsque dans un déterminant on permute deux lignes 'ou deux colonnes), ce déterminant ae trouve multiplié par — i .
Un cffcl, soient pelq les numéros des lignes permutées ; le déterminant est une somme de termes de la forme ^. . -a-^a-j . . . (')oùlcs points indiquent des lel très manaoaaies ne portant aucune le premier indice p ou q. En pennaLaot les deux lignes en question, on permute dans dunoe produit tes indices pelq\ mais alors le signe du
) Ko** 'Vf i' Kl <iu* l'iD poufail icrire lot faeleurB dans un ordre ■tous «eriroa* lion l'êliiineiit a^ ■ cûlù ils a,, puur raBÎlllor
produit (3) est changé, en sorie que le signe «lu terme considéré ±. . -Opart-j. . - est simplement changé; celle proposition étant vraie pour tous les termes du déterminant considéré, il eu résulte que le signe de ce déterniinant se trouve lui-mâme changé. c. q. f. d.
Théobème m. — Un {ièlerminant dans lequel il existe deux lignes [ou deux colonnes) identiques est nul.
En effet, supposons que la ^'*"* et la i/'*"" ligne soient identiques : en les permutant, on n'allère évidemment pas le déterminant, qui reste identique a lui-même; mais, d'après le théorème précédent, il doit se trouver multiplié par — I . En appelant D la valeur du déterminant en question, on doit donc avoir D = ^ D, c'csl-à-dire D = o.
Il est bon Je faire connaître la définition que l'on donne souvent encore du signe de chaque terme dans un déterminant. On suppose un terme quelconque ordonné par rapport à ses facteurs de telle sorte que, par exemple, les premiers indices aillent en croissant. On dit alors que le signe du terme est -+■ si le nombre des inversions est pair et — si le nombre des inversions est impair; d'ailleurs dcuK lettres forment une inversion si le second indice de la première est plus grand que le second indice de la seionde. Celte définition est comprise dans la nôtre, puisque nous avons prouvé que nous pouvions écrire les facteurs d'un produit dans un ordre arbitraire sans changer
Tuéorèmf: IV. — Si dans un déterminant tous les éléir.etits d^U'te même ligne {ou d'une même colonne) sont nuls à l'exception d'un seul, ce déterminant se réduit auproduit de cet élément par un déterminant de degré moindre.
En eOet, considérons le détermiDant (i) et supposons d'ïbord ai, = (>,!= "ii= - . . ^=o,„^ oeln,,^o. Si nous •ppolons e le signe du produit
P = 1,5 -, 1 : 7 -»,... iv - «;nv -?)(■-- S) ... (v - ^).
\c ilétcrmînaDt (i) pourra se représenter par le symbole
en supprimant alors les termes pour lesquels « > i , lesquels sont nuls, puisque a,, est nul pour a ^ i, il reste
/ tlêsi^ant ce que devient le signe de P pour et = t. Ce Rgne est évideoimeot celui du produit
On voit immédiatement alors que l'expression (D) est, par «léfinitîon, égale au produit de a,, par le déterminant obtenu «n supprimaut dans (i) la première ligne et la
prpintere
coloni
Supposons maintenant que tous les éléments de la i**" ligne soient nuU, à l'exception de «,y. Ëcliangeons la »"••* lïgoc successivement avec chacune des i — r lignes placées Bv»nt elle; le déterminant se trouvera multiplié par (' — ')'~'r niais la i'**" ligne sera devenue la première. Échangeons la /""* colonne successivement avec chacune de» pr^cédeniirs; elle deviendra la première, et le déterminant se trouvera multiplié par ( — i)'~'x[ — t)-/'' ou par ( — i)^'- Toutes les lignes et toutes les colonnes auront caa*ervé leur ordre, k l'exception de la i'*"' ligne el de la /•■" colonne; mats l'élément a,j occupe la premiiVe place,
t3a TRAITÉ DALCÈBnE.
el Dous sommes ramenés au cas examiné loul à l'heiirc. Ainsi, dans le délerminanl (i), le cocfiicicnt de n,j est égal au produit de ( — 1)'+-' par le déLerminant obtcuu en supprimant dans (i) la i"™* el la y'*"'" colonne qui contîenncnt aij.
Od verrait de la même façon que le coefficient de t^iittia — ^iiiii est le déterminant obtenu en supprimant les deux premières lignes et les deux premières colonnes, elc, etl'oD peut ainsi décomposer un déterminant quelconque en une somme de produits de déterminants lie degrés moindres. Nous n'insistons pas sur ce point, qui n'offre pas de grandes difûcultés. Le problème suivant va éclaircir ce que nous venons de dire.
Problème, — Etant donné le déterminant
on propose de l'ordonner suivant les éléments d'une m fine ligne ou d'une même colonne.
En d'autres termes, si nous posons par exemple
D = A;rt, + B,i,. -i- . . . H- r.,/„
il s'agit de déterminer A/, B;, . . . , L/. Pour y parvenir, on observe que A,-ai n'est autre chose que ce que devient D
quand on y suppose
que B,t, est la valeur de D pour
CHAPITRE VI
On a donc, en vertu du théorème précédeut,
Ci^
B, = (-iy-+^
'rt
A/, B/, . - - sont ce que l'on appelle les déterminants mineuj's Ail déterminant (i).
En général, on appelle déterminants mineurs d'un déterminant ceux que Ton obtient en supprimant un nombre quelconque de lignes et un égal nombre de colonnes ; Vordre d'un mineur est le nombre de lignes que l'on a supprimées dans le déterminant primitif.) On trouve ainsi successivement
fi,
Ok
—^fibir3 — friCiù;^ — aibir.^-\-rfo/\b^~ha^bir
(fy'inj
- BÉSOLVTIOH D'DH STSltHG BËIÉBIL D'ÉQUATIDIS UHÉ&IBIIS.
C'est en essayant de irouver des foritules générales puur la résolution des équations linéaires ou du premier degré que les géomètres sont arrivés à la notion des délerminants. En étudiant avec soin les propriétés du dénominateur commun des inconnues dans les équations à deux, trois et quatre inconnues, ils ont fini par y découvrir une loi de Tormalion qui n'est autre que celle des déterminants.
Considérons le système d'équations suivant, dans lequel Xi,X2, ■-■, r„ désigneront les inconnues el dans lequel les autres lettres désigneront des coefficients indépendants des inconnues :
Désignons par D le déterminant formé avec tous les coefficients des inconnues pris dans l'ordre où ils se présentent;
désignons par A,j en général le délerniînant mineur obtenu en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent l'élément aij, ou, si l'on veut, la /"'"'ligne et lay''"°" colonne. On pourra ordonner D, suivant les éléments de sa première
CIHPITIIE VI.
colonne
A,7 sera le cocdGcient de
ajj dans D et l'on
D=A„Ou-f-A„«„4-.
maison aura aussi (p. f3o)
o=A„o„-HA„«„-f-
o = A,trti, + A„(i„ +
o = A„fl,.-(- A„fl,,+
..-(- A„,rt„„.
En effe
, les seconds membres de
ces équations ne
sont 1
taire chose que le déteriuinani D,
dans lequel on a
rem- ■
placé la
première colonne par la sec
onde, la troisième
Cela posé, nous examiaerons d'abord le c
tous le^
détermiDanls mineurs Ai,
, A, , A^.nc
sont '
pas nids
à la fois.
...la
secoude
par Aji, la suivante par A.3
et ainsi de suite,
et en
ajoutant
les résultats, on obtiendra
une conséquence
légi-
Une do
ces équations (p. 79) ijui
pourra remplacer
l'une
qoelconque d'enlre elles. Or dan
s le résullal, en
vertu
e coefficient de x; sera D
1 celui dex„ cel
L>i de
Xt, ...
seront aub; ils sont en elTel égaux aux seconds M
nembrcs des é^ualioDs (3), et l'on
aura simplement
Dzr, = A„i, ■+■ A„ï,-»- .
d"ob l'on conclura la valeur de l'inconnue x, :
Aii».-f-A,,/.-t-
On aura
l de la même façon
■ + A.fï,
Tnvirn DAiGËnni!. Ainsi, quand les mineurs de D ne sont pas nuls, on peul énoncer la règle suivante, dite de Cramer :
Tbéorëmj
linéaires, en nombre égal à celai
■ Les racines d'un système d'équations
sont des le déier miel pour remplaçant dans qui contient les
/'raclions ayant pour dénominateur nant du système des coefficients des numérateurs les déterminants obtenus le dénominateur commun la colonh coefficients de l'inconnue que l'on cherche par une colonne Jormée des seconds membres des équations proposées.
iT. ~ mscnssiOH des foriidiis précédentes
Les conclusions précédentes tomberaient en défaut si le dénominateur D élail nul, Eti efiel, la formule (^ ), conséquence légitime des équations (i), serait en général absurde, le premier membre étant nul et le second différcnL de zéro; le système (t) serait donc lui-même absurde. Toutefois, si le déterminant
-r A„,,Ci
était nul aussi, la formule (4) se réduirait à l'identité o ^ n, qui n'aurait plus rien d'absurde; mais alors, en multipliant la deuxième équation ( i) par Aj,, la troisième par Aj,, etc., et en les ajoutant, on aurait une équation qui, en vertu des formules (2), (3), (4)% se réduirait identiquement à
C'est la première équation (1) multipliée par An. La première équation (i) est donc une conséquence des autres, et, X( étant choisi arbitrairement, n — i des équations (i) serviront à calculer les autres inconnues, si leur déterminant n'est pas nul.
Si Ai « , Aat > • • t An, étaient tous i serait bien une identité, mais ou ne serait plus en droit de ronrlare que les équations (i) forment un système indélermioé; en effet, (4) ne serait plus une conséquence du «vsièine (i) puisqu'on l'obtient en ajoutant les équalîiios Je ce système (i) multipliées par zéro, ce qui n'a ■orun sens.
il rc^te donc à examiner le cas où tous les déterminants mineurs A/y sont nuls. Ce cas a été traité pour la première fois par M. Fonténé, maître d'études au lycée Saint-Louis, rt par M. Rouché.
Nous supposerons en général que tous les déterminants mineurs obtenus en supprimant i — i lignes et i — i cokionrs <Ians D soient nuls (ce qui suppose les déterminants I de degrés supérieurs nuls ainsi que D). Mais aoaâ supposerons que l'un des déterminants mineurs «litcnus en supprimant i lignes et / colonnes ne soit pas : ce sera, si l'on veut, le déterminant obtenu en ôtant k D les * premières lignes et les i premières colonnes. 'Ecrivons alors nos n — i dernières équations et l'une des wUeSi la y**"" par exemple, comme Jl suit :
tw*.-
V*+ ««.rf^-l '(-n ■
Si Foo y considère x,, X,, . - . , x,_( comme donnés, le déterminant A du système des inconnues J7/, Xj^, , . . . , x„ term nul ; mais le mineur de ce déterminant qui multiplie «,, ne M:ru pns nul parhypol{ièse(c'eslcclui que l'on obtient en «uppritnant dans D les i premières lignes et les i premièn^f colonnes}. Appelant alors A;. A/+,, .. . A„ les eoenicienis de n,„ d,,^, ,j k,, , dans i, on iiiia en
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ajoutant les formules (5), après les avoir rauliipliiiesrospcctiveinenl par Aj, A,-^,, .... A„,
car Ions les coeUficicnls Icls que
soni des déterininants mineurs do D nuls par hjpothèse. Si donc une ou plusieurs des ijuantités telles çite
n'est pas nulle identiquement. Pn supposant
le sj-stémo [i)sera Incompatible, sinon il sera i/tdctnrminé; la pretnière équation (5) sera une conséquence des suivantes, ainsi que toutes les équations (i) non écrites dans le groupe (5), en sorte que i des quantités x pourront être choisies arbitrairement; les autres auront des valeurs bien déterminées, exprimées nu moyen des premières.
T. — EEU&BOnES.
KEUtKQCB I. — La règle de Cramer montre que les inconnues sont des fonclions linéaires des seconds membres des équations (i).
Reuàbqde II. — Le système d'Oquations i
a. x + i, r-\-c, z-h.. .-hl, a
est évidemment indéterminé dans le cas général; mais, si l'on divise chacune des équations par u el si l'on considère
les rapports ~,Jet l'on aun
I ils auront âa valrt
RsKAkQOK m. — Si l'on veot éliminer les n quantités y, K, . . ., u entre les n + ■ équations
1,' X+tt J'-f-'-'+'t ■+*! =0.
JB saflil de porter dans la dern
en: les valenn de x, Tt *
« tirées des n premières; on
trouve Mail
I Si actuelleiueat , <laD» chacun des déterminants qoi figurenl rdans réc|ualion précédente, on place la colonne des s la I dernière, ces déterminants vont élre multipliés par cerrtaînea puissances de 1 — 1), celui qui multiplie t,^, l'Cscepté, car dans celui-là la colonne des i est la dernière; Lies signes de ces déterminants seront alternativement -+- — : si enlin on cLangc les signes dans la colonne des $, ihaqtie déterminant clian^e de si^ne, excepté le coelTicicnt ., ; on voit ainsi ( prohlémci p. t^i 1 aue le résultai
Mo TBAITÉ D
cherché de l'élimination est
fi.
Cette équation s'appelle la résultante des équations proposées.
autrement, éiimincrx, y. — , u entre les équations (S) ou éliminer .r, }', . . . , u, l entre les suivantes.
qui sont homogènes tt dans lesquelles on peut considérer
les rapports - • - > - comme les quantités à éliminer, sont
deux opérations équivalentes. Or, éliminer x, y, . . . , u, t entre les formules (R), c'est écrire que ces équations ont encore lieu pour des valeurs de a:,/, z, . . . , u, t difTérentes de zéro; c'est donc exprimer que le système (R) est indéterminé, ce qui se fera en égalant à zéro le déterminant des coeflicieots (p. iS^).
Rehauque IV. — Pour qu'un déterminant soit nul, il faut qu'il existe une même relation linéaire et homogène constante entre les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne; l'équation (T), en effet, exprime qu'il existe dus quantités or, j', 2, . . . , k satisfaisant aux équations ( S ).
Remarque V. — Lorsque deux systèmes d'équations linéaires ont les mêmes solutions, l'une quelconque des équations du second système peut s'obtenir en ajoutant les
équations du premier multipliées rcspecii factenrs convenablement choisis.
les valeurs de jr,, x^, ..., Xn !e5 équaliiios (r) ont u
quantités i
, d'après la règle de Cra
= I, a, ..., n. Si l'on multiplie alors la première Mtïon (i) par X,, la seconde parXj, ... et si on les ajoute, ~ on tronve
.-hl„j
Celle éqnalion et (U) ont lieu pour les mOmes valeurs de
x,,lt ^b\ leurs seconds membres sont donc identiques :
dfinc cnlin (U) s'obtient en multipliant les équations (i) pftT des fadeurs 1 convenablement choisis et en les QJnutanl. c. y. F. D.
TI. - CORDITIOH POÏÏS OUI DES ronCTIONS LIHÉAIBES
SOIENT mStPEKDAIITES.
Can»>(lérons p fonctions linéaires et homogènes /<. /,. .... /"p *le :r,, Xi, . . ., ï„, p étant censé moindre mmcn-t-i- Pour qu'une nouvelle fonction /p^, dépende ie celleft-cî, ou si l'on veut pour que les équations
•ment înd<^ terminées (les p premières étant supposées toJlc* qu'elles dt^lerminent t,, :r,, ..., Xp en fonction it» autre» ^t ^ nouvelle équation ne pouvant pas servir
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à (lëtermiRer une inconnue de plus), il faudra (jiie X, )>j, ..., Xp^.1 d^aignanl des quantités indépendantes di
Xi, Xi, . - - , x,„ on ait idenliqnement
ce qui fournira en égalant à zi^ro les coefficients de x,
, n éqnalions linéaires en \^ devront rentrer dans p ■+- 1 d'entre elles,
ige que
s mineurs d'un 'nts, toutes les
i tous les miuls, il faudra r coefficients
-p délerminanls à (p + i)" éléments soient nuls. // faut donc n ~p conditions distinctes, pour exprimer que p-\-i fonctions linéaires de n variables ne sont pas distinctes.
Il résulte de là que, en égalant à zéro le certain ordre d'un déterminant à n" éléini équations ainsi oLtiïniies ne sont p.ns dislii
Si l'on veut esprimer, par eiemple, qui s à/» -!-i lignes elp + i colonnes son In exprimer que p fonctions linéaires ayant pou les éléments des p premières lignes étant données, les 71 — p fonctions linéaires ayant les autres éléments pour coelïicients ne sont pas distinctes de celles-ci. En exprimant que chacune de ces m —p fonctions linéaires dépend des premières, on devra écrire m — p conditions. Donc, en tout (n — pY conditions.
En particulier, si l'on exprime que tous les mineurs du premier ordre d'un déterminant sont nuls, on n'obtient que (rt — i)* conditions ; en exprimant que ceux du second ordre sont nuls, on en obtient (« — a)-, etc.
TU. — S0R DES SWFLinC&TIOITS RELATIVES AC CALCUL DES DÉTEBHmAHTS.
Pour ajouter deux déterminants qui ne diiïiïrent que par une -seule rangée, il suffit d'ajouter terme ù terme
les rangées doii itJenliques; c'est ce qu'il est facile de prouver eo mettant les deux délerminants sous la forme
a,, a^ a„ela,, 1X3 ■ . . . «a désignant les éléments des
colonnes qui diffèrent. On aouve alors pour somme des déterminants en question
ce qui démontre la règle que nous avions énoncée.
Cette règle n'est pas sans importance : il en résulte, en effet, qu'un déterminant ne change pas de valeur quand aux lemics d'une rangée on ajoute ceux d'une rangée pArallête multipliés par un facteur constant, car cette opération revient à ajouter au déterminant proposé un détenainant dans lequel une rangée a ses termes équlmul- Itples d'une rangée parallèle, c'est-à-dire nul. En appliquant cette remarque, on trouve 2 3 4
Nons donnerons encore la démonstration d'une formule remarquable.
Proposons-nous d'évaluer le produit des différences de m qiianlitvs
(i-o|.,.'l-cl =P.
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Si l'on considère le tlélermiiiaul
D el P sonl deux polynômes du degré n — i en a qui se réduisent à zéro pour les n — i valeurs l>, C, - . - , / de a ; ils sont donc loiis deux égaux an produit de
{a~l,)(a-c)..-(a-{) par une quantité indépendante de a; en d'aiilres termes, leur rapport est indi?pendanl de a (voir p. 42 )■ On démon- Irerait de la même façon que leur rapport est indiSpendant de 6, r, -..,/; pour déterminer ce rapporl, il suflit d'observer que les termes en \ ,b.c' ■ . . /''~' ont tous deux pour coefficients l'unilé dans P et dans D, et, par suite {p. 4^- Remarque I), on a P =^ D. c. o. f. n.
On peut conclure de là que le résultat de rélimin;ilion de x,y, z, . . ., u entre les équations
s'obtient en égalant à zéro le produit des diiîérences des quantités a, b, c. . . . , l\ si donc toutes ces quantités sonl inégales, les équations précédentes sont compatibles.
VIU. — HULTIFLIUnOII BES SÉTEBUHAKTS. Lemhe l. — Soient
«M a„ ... «„ „_ An b„ ... b,„
deux déterminants du même ordre.
£e déterminant
' dont letjuel tous les éléments placés au-dessous des été' ments a sont nuls, est égal à AB.
En cOet, le délerminant C se composera de termes conte- □ani n étémcats a et de termes contenant moins de n élénenU a. Or un lerme qui contient moins de n éléments a contient au moins un élément appartenant aux colonnes des a, mais pris en detiors des lignes des a, c'est-à-dire un élëinenl nul, et sera nul ; donc le développement du détei^ minant C ne se composera que des termes contenant n éléloriits a, et par suite n éléments b ; il sera donc icdépentlanl des p.
Désignons par P le nombre des différences négatives I «lue l'on peut former avec les indices ce, ^, .... 5, et. par I Q le nombre des différences ni^gatives que l'on peut 1 former avec les indices X, jx, . . . , p ; le déterminant C sera I de U fornic
C = S(- j )P*Ort|«a,p . . . -i„aA,iAi|t - . . 6„p, signe S se rapportant aux indices a, ^, ..., S, \ , ..., p. On peut encore écrire
je'esl^-dîre, par définition,
ifa,3,a,f,...
,îB =AB.
Ainsi on a bien 1.
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Lemme II. — On verrait de même que
o ^11 ... ^ij
O . . . o bn\
^1/1 Pn
^nn Pn\
'an
— AB(— i)".
On passe, en effet, de ce déterminant au déterminant C eu faisant n permutations de lignes.
D'après le lemme I on a
[i) AB
flll
«in
Otn
fl •
«ni
^nn
bu
Ceci posé, 1° multiplions la /ï-hi**"* colonne par an, la Ti-J- 2'®"® par a2i, . . ., la dernière par a^i, et ajoutons ces colonnes aiasi modifiées à la première; 2" multiplions la 71 -H i'*°® colonne par «ij, la /i -|- 2**"® par a^^^ . . , la dernière par â 122, et ajoutons ces colonnes ainsi modifiées à la seconde, et ainsi de suite. Si nous faisons, pour abréger récriture,
^n^ii-i-^îi^iî4- . . . -f-^irti^i,, =^1,
•*i/^yi "+- ^i/^ys +...-!- a„ihj,^=z cj,.
I formule ( i) deviendra
Cl, 6|i i|, O-n *nl Kx
fMi, en vertu du temme II, (3) JB = . "■■
C'est dans celle dernière égalité que consiste la règle donnée par Binct et par Cauchy pour la multiplication de deux déterminants.
La formule (3) donne lieu encore à trois autres formules, que l'on obtient en changeant les lignes en colonnes dans les déterminants A et B. Ainsi, dans la formule (3), on peut «apposer à volonté
C,,;= a., 6,, -H fl., 6,j -i- ... -H a-il/^j.
ey = «„6,^ + fl„6,;-i- ,.
<tj=a„bj,-i-a,,bj,-f- ..
ArPLiciTios. — On a
1 « * [ [ «f rf 1 1 «c + fc-/
! «■ 6' Il c' r/ 1 1 a'c+i'rf
a' ■■■-+- A' rf
1 a. -4- ûV
(fa/ -i^a'J
^ 1 Ar -u /. c'
bd + i'rf'
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ce ((uî donne les identités
(ab'— ba'){ctir-~iù/] = {a,
_(ac'+irf') [fl'
odH
t,'d'){ùc '^- b'c')-
mple, on fait a
exemp
iab--ba-Y = {a-+b']ia"+b")-{aa'+bb'r-^..-
CoKOLLAiRB I. — Si l'on suppose a„i = o, «,,5— o, . . . , n,„= o, a„_,i =^ o, a„^n=z o, . . ., «„_,„:= o, . . , on voit que le déterminant SdiCn 151 ... c„„ sera nul, cij étant défini par l'équation
oij^^ii^ij-^ iii-^ij+ ■ ■ ■ -^"tibt/ (A<n).
ConoiximE II. — Si l'on forme avec les deux systèmes d'éléments
I "*! "il
les éléments
'^ij = "il ^/t -^ "/i ■'/> ' ■ ■ ■ + i(,, bja,
le déterminant 2 rh C| , , Cja, . . , t ,. , sera égal à la somme des produits des déterminants obtenue en prenant A' colonnes dans les Tableaux (3) et [4)-
Cela tient évidemment à ce que, si dans un délenninant
on change /»,, en p,,-h '/,, -\- r,,, ptienp,j-i~ ^^-i- , . . ., p, , vn pi,, H- q,„ -h i,„, ce déterminant devient
Voici ane application :
j «* -»- ^* -4- c* aa-h b^ -{- cy \ aa ^ b^-h cy a* -+- p* -4-7*
b^ aoL-^bp b^-\-c^ b^-^-cy
fl* cy H- «a*
c* cy
aa.
OLCy\
ce qui revient à ridentlté, souvent utile en Géométrie,
(a* -h 6« -4- c«)(a* -h p« -4- Y*) — (aa-4- 6P -f- cy)*' «. (a? — ba)^ -+- (6y — cP)» -^ (ca - /îy)«.
EXERCICES ET NOTES
Si Ton considère le déterminant
«/Il «m
nn
ei si Ton désigne par <z/y en général le coefficient de atj dans le développement de D, le déterminant
*ii «11
«m «ni
«in «1»
sera ce qae Ton appelle le déterminant à éléments réciproques. Cela posé, on vérifiera que
pour cela on multipliera D par A, et Ton trouvera un déterminant dont tous les éléments seront nuls, à l'exception de ceux qui forment une diagonale et qui seront égaux à D. (Caught. )
II
1 a-hX ^-t-X C -hl
(Sylvester.)
^\—p\ «2— Pi «rt— ?l
~pl «î - p2 «« — pi
est égal au produit des difTérences que l'on peul faire avec les quan-
lilés a, multiplié par le produit des dilTi^rencc» que I'od peut former
>c les quanlilés p et divisa par le produit de toutes le:^ dilTérences
telles que a, — 5
(C*ucnT.)
10. a. Cayley a appelé déienninanis gauches ceux dans lesquels on a la relation a,'yt-ayf= o', si I'od a en outre a/,: = o, on dit que le délerminant est gaucbe et symétrique. Un dëtermitiant gaucho et symétrique qui a un nombre impair d'i^lémenls est toujours nul. (On démontre ce tliéorème en s'appuyant directement sur la définition que noua avons donnée des déterminants et on montrant que les termes "i»">f ■■- "«i ^^ "iic^i--- "in sont égaux et do signes contraires ou nulâ. ) (La notation est celle de l'exercice 7.)
Un rjéterminant gauche et symétrique qui a un nombre pair d'éléments est lo carré parfait d'une fonction entière de ses éléments. (Nous ne proposons pas ici la dèraonatralion de ce théorème, mais on pourra la trouver quaod on aura lu le dernier Chapitre de col Ouvrage. ) La racine carrée d'un déterminant gauche et symétrique est ce que l'on appelle un pfaffien. ( C*ïleï. )
11. Le déterminant I. ± anou. . .nni-nn-u où an+n = «m+i = ' pour i < n -)- r et dans lequel <z„.^,,+i = o, ne change pas de valeur quand on remplace t>ij par aij-irhi-\- hj, les quantités A,, /i], ..., /(„ A,, ^'i, ...,k„ élant arbitraires; pour le prouver, on multiplie le délenniuant proposé successivement par
(SVLVESTER,)
12, Oiifrnges il cnnsiilier. — Daltzer, Irad. par Hoiiel; Brioschi, Ind. parCombescure; X'Jlgébre siipéri/'iirv, de Salmon, trad.parHesal ; Dostor ( c'est l'Ouvrage le plus complet et le plus élémentaire }. Le tout en vente chez Gautliier-Villars.
13. Voici un exercice propre à familiariser le lecteur avec le calcul numérique des déterminants. Les quinze déterminanlâ que i'ou peut
former en preoant quatre lignes parmi les suivantes sont nuls :
^^ az
— flj
i4. Un déterminant ne change pas de valeur si l'on change le signe des éléments dont la somme des indices est impaire. ( Janni).
DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET DES QUESTIONS 001 EN DÉPENDENT
DE U RAGIHE GABBËE.
Le carré d'une quaulilé ou celle quaiitilé esl, comme on fadeurs ^gaux ù cette quî esl une quantilé essenlicl
On appelle racine cai qui, multipliée par elle-
raciue carrée d'une quanlité A se désigne pi bole slÀ..
seconde puissance de :, le produil de dcus
tilé; il en résulte que tout carré
ornent positive.
e'e d'une quantité une quantité
léme, reproduit la première; la sjra-
Théouêmb.
vacille carrèi égales et lie qui esl zu'ro.
En effet, s< nition même,
— 1° Les quantités négatives n'ont pas de s; a" les quantités positii'es ont deux racines signes contraires; 3° zéro n'a qu'une racine
)it .r la racine carrée de A; on aura, par défi-
Or, si A est négatif, l'équation précédente n'a pas de racines, puisque le premier membre esl positifetle second négatif; si nous supposons idors A positif et si nous désignons par a le nombre pusitirqui, élevé au carré, donne
t-quatiou peut encore s'écrire
Or il n'y atjuedeux manières d'annuler le premier membre de c*Ue équation : c'est de faire x — o= ooux-i- a = o, d'où l'on lire
:eprésentaDt par ± à volonté les
^A désignant l'une quetconi|<ic des deux valeurs de la ncine carrée de A, la valeur positive, par exemple. Si A ^ o, il est Lien clair que de l'équation
j:'=A ou ,r»=o
OD ne poorra conclure que x=^ o.
Nous avons admis qu'il existait toujours un nomlire positirqai, élevé au carré, reproduisait le nombre positil'A. Nou« avons vu en elTel que, s'il n'existait pas de nombre coaimensurable tel que'
on él»il convenu de définir racine carrén de A la limite ver* laquelle convergeaient les fractions croissantes dont le cjuné était inférieur à A. Donc, etc. c. Q. F. n.
Rappelons enfin que le carré d'un binûme (n-l-ftl se coraposc lïu carré de a, du double produit de a par b et du
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carré de b ; c'est ce qu'exprime la formule suivanlc :
n. — BÉSOLQIIOIf DE L'ÉQUATIOH DU SECORD lEGBÉ A \SSL nCQHRUE.
Nous allons tout d'abord démontrer ud théorème qui sera fréquemment employé dans la suite et qui est Tondamental dans la théorie des équations du second degré.
Théohèke. — A (7( B étant tous deux rendus positifs.
era équivalente aiix deux suivantes '.
al VÀ=^B, ^ = — ^B ou v^Âz^dr^/D.
Eu effet, la formule (i) peut s'écrire
Or, le produit ( y'Â -t- ^B J ( y'A — \/l3 ) ne peut s'annuler que si l'un deses facteurs est oui, et, réciproquement, il s'annule dès que l'un de ceux-ci est nul; les valeurs des inconnues qui satisfont à (i) satisfont doue à (à), et vice versa.
La forme la plus générale sous laquelle peut se présenter l'équation du second degré est
a désignant une quantité essenùellement différente de zéro; J et c sont d'ailleurs quelconques. Pour résoudre celte équation, on commence ordinairement par diviser
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chacun des coefBcients par a {*), puis on pose
■Al -=p. --7-.
elle prend alors la forme
Si Ton observe alors que x^ 4- px sont les deux premiers termes du carré de a- -f- ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x, Téquation précédente pourra s'écrire
ou bien, en faisant passer les termes connus dans le second
{*) On peut résoudre directement l'équation (i) de la manière suivante : oo la met sous la forme
xJa-t — -] — h c -- Of
« t l'on TériGe aisément^ en développant le carre indiqué, l'identité de cette formule avec Téquatiun (i). On déduit immédiatement de là
pois
a \'a 1 yja
xya-i -= = -±1 — »
ou
oa enfin
tya = ^
membre,
Jusqu'ici nous n'avons fait subir à l'équation (3) que des
transformations incapables d'altérer la valeur des racines.
Appliquons le théorème démontré au commencement de
ce paragraphe ea observant que la racine du premier
membre est x-1--; nous aurons, au lieu de la formule (7),
Mai»
obseï
-Vï-'^-V?-'^
1 peut arriver directement à ce résultat en faisant T que X -\ — élevé au carré, devant reproduire ^ a, est par déQnition la racine carrée de cette quantité.
Or cette racine a deus valeurs H en sorte que l'on a
pourvu toutefois que y soit positif ou nul- Dans le
cas où Y — '/ serait négatif, l'équation (y) et par suite l'équation (3) n'auraient pas de racines, car il n'e&iste pas de quantité x -t- - dont le carré soit négatif. De l'équation (9) on tire enfin
-IW^
cniPlTRE VII.
Si Von remplace p eiq par leurs valeurs {4), il vient
— _ -1 — ■ ŒïT^
"Il bien
Les formules (lo) et (ii) sont d'un fréquenl usage dans r.'Vnalyse; nous allons en donoei' immédiatement quelques applications.
PaeuiÊitE APPLicATios- — Rêsonifre l'équation
Noos assimilerons cette équation à l'équation (5), nous ferons p = — 4> ? = 3, et, en appliquant la formule (lo), nous trouverons
ainsi l'une des racines est 3, l'autre i, ce que l'on peut «érificr a posteriori.
Nous avons vu que, si ^- q étail négatif, l'équation du
•econd degré n'ndmcttait pas de racines. La formule (lo), dans ce cas. ainsi que la formule ( 1 1 ). deviennent absurdes, en sorte que ces formules mêmes, lorsqu'on ciierchcra à les appliquer, indiqueront l'absence de rocinc;.
Deusiéxb applicaiioh. — Jtésoudie l'èguatioii
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La formule (lo) donne
j: .= I zh y I — 7 ou bien
X = I zr: V — C> ;
ce résultat montre que l'équation considérée n'a pas de racines.
Troisième application. — Résoudre l'équation
jr*-h 7.r -h lo = G.
Nous pourrions encore appliquer la formule (lo); mais, comme nous introduirions ainsi des fractions, le coefiicient de x n'étant pas divisible par a, c'est à la formule (i i) que nous aurons recours. Nous assimilerons alors l'équation proposée à l'équation (3) ; nous ferons a = i, i = 7, c = 10. Nous aurons alors
-7dzj% — 40
c'est-à-dire
Xz=: — 5 ou xz=i — 2.
Quatrième application. — Résoudre l'équation
Il faut faire, dans la formule ( 1 1 ), a = 36, b = — 1 2, c = i ; il vient alors
_ i2zhv/i44 — 144
ou
ici nous ne trouvons qu une racine.
CHAPITRE YII. I6l
Avec un peu d'habitude, on simplifie mentalement la formule (i i) lorsque b est divisible par 2, et alors c'est la formule
lh\_^ llby
ar.
obtenue en divisant par n les deux termes de la fraction qui entre dans le second membre de la formule (11)» que Ton applique.
Cinquième APPLicATioif . — Résoudre l' équation La formule (12) donne
4 àzJib — 12
ou
ou
X =r — et x = - .
l/applîcation de la formule (ix) aurait donné des chiffres plu:» gros ; ainsi on aurait trouvé
jr ^^^ î
m. - DISCUSSIOH DES RAGIHES DE VÉftUATIOH
L. — y^^Sébic, I
Nous avons trouvé que les racines élaienl données par la
-^Vf
Nous avons vu que, si la quantité -j — q était négative, il
n'y avait pas de racines, et alors la formule (2) devient absurde; on convient dans ce cas de dire que 1 de l'équation ( 1 ) sont imaginaires.
Lorsque la qui
-q est nulle, l'équation (i;
n'admet qu'une seule racine; elle est égale à — -■ On CDDvieot de dire que l'équatioD (i) a deux racines égales
Euûn, lorsque^ — q est positif, on a deux racines dîtes réelles et illégales. On peut observer â ce propos que, si la quantité q est négative, l'équation (1) a toujours deux racines réelles et inégales, car alors ^^ q sera toujours positif.
Lorsque dans l'équation
(3) a^-k-bx + c = a
c et a sont de signes contraires, il y a forcément une racine positive et une négative, car dans la formule (2) le radical
a une valeur absolue plus grande que ■
Lorsque, les racines restant réelles, y est posilif, on voit que les racines seront de môme signe, car alors la valeur absolue du radical dans la formule (3) est moindre que
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— — • Sî p est positif, elles seront négatives; sinon, elles
seront positives.
Si nous désignons par xf et af les racines de l'équation (i)y nous aurons
Eln ajoutant ces deux formules membre à membre, on trouve
Eo les multipliant membre à membre, on tronve
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème. — La somme des racines de V équation (i) est égale à — p\ leur produit est égal à q.
Ou, ce qui revient au même :
La somme des racines de l' équation {Z) est égale à — ?
leur produit à - • ' a
Si donc on se proposait de former une équation du second degré admettant pour racines deux nombres donnés
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x' et j/', il suffirait d'écrire
Du reste, en résolvant cette équation, on trouve
x' -4- y' zb v'( ^•' -+- Jc" j* - 4^' .-l"
ou
c'est-à-dire
Il arrive dans certaines questions que Ton connaît la somme s de deux quantités a/ et a.^ ainsi que leur produit P; pour déterminer ces quantités, il suffit d'observer qu'elles sont racines de Téquation du second degré
En effet, la somme des racines de cette équation est s, leur produit est P; du reste, il est facile de prouver que Téquation (4) fournit la solution complète du problème. Kn effet, si Ton pose
on voit, par la première de ces équations, que
el, par conséquent, la seconde peut s'écrire
x'[j— x')=P Dv bien
X* — Jx'-l-P=0,
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ce qui prouve que ocf est une racine de Téquatlon (4). On verrait de même que od^ est racine de la même équation. Si l*on donnait
ji/ et — xf seraient racines de l'équation
X* — dx — P = o.
ExEAiPLE. — Trouver deux nombres dont la souwie fasse \a et dont le produit fasse 27.
Ces deux nombres sont les racines de Téquation
j:' — 1 2.1- -h 27 = G, d^où ron tire
et, par suite, les nombres cherchés sont 9 et 3.
lY. — DISCUSSIOH DU TBIHOHE a.r^-\- bx-^c.
Proposons-nous d'étudier la manière dont varie le trinome
■ 1 .V = fi'^^ -+- b.r -{- c
lorsque l'on fait croître x depuis — 00 jusqu'à -i- 00 . Si nous posons, comme plus haut,
il fi
la formule (i) donne successivement
j = r; x' -h - X -I - , \ u ai
f.) y-za' x'^-y p.r A- q\
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Nous dtstingueroDs trois cas :
i" y — y ^ o. L'équation y -^o a ses racines réelles et inégales. Dans ce cas, la formule (2) donne
y étant posilif, on peut le po!
mule préciidenle donne
(4) r^^li^^^X-
là^.cl la for-
Celle égalité montre que le trinôme j est la diiTérence de
deux carrés; ces carrés sont f j-*-- 1 ijziza et{Xy'±Ti)*,
le signe -h placé sous le radical convenant au cas où a est posilif et le signe — au cas où il est négatif.
Le Irinômej' peut encore se mettre sous une autre forme. L'équation (3) peut s'écrire
c'est-à-dire, en désignant par y etx" les racines de l'équation jy =: o,
Ainsi le trinftmcjj', dans le cas que nous examinons, est le produit de deux binâmes du premier degré. Si noua identifions cette valeur de j avec celle que fournit la for-
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niile(a], il vient
Cette relation ayant 1
a (Chap. III,
S retrouvons les rela tH posé, supposons i
.ions démontrées page 164.
> o, et reprenons la formule (4):
Si nous faisons varier x depuis — oo jusqu'à — -> j^ya dé-
I croître , car le seul terme variable I x + - j décroît et
[ s'annule pour j;= — -•SÎDouscoiilinuonsà faire croître x,
le terme I x + - j va croître ''.t repassera, pour des valeurs
de X équidistantes de > par les mêmes valeurs que pré-
c^emmenl, en sorte que la plus petite valeur que peut prendre _r correspond à x ^ — -1 demi-somme des racines
1 de l'équation _r ^ o. Cette valeur est — aX" ; du reste, I pour X = ± X , j' est égal à l'infini.
Pour a = o,jr est toujours nul.
Enfin, pour rt <^ o, il est facile de voir, sans recommen- L cer la discussion, que t' croît depuis — 00 jusqu'à — aX*
[.lorsque x varie de — 00 <k — -, puis décroît depuis — iil' IJaMpi'l — 00 lorsque x varie de — - -|- à 00 .
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a® Supposons -j — (j = o. L' équation j = oa ses racines égales. Dans ce cas, on peut écrire, comme plus haut,
Mais, comme Ç — « = o,
Le trinôme ^ est donc un carré parfait si a est positif et un carré parfait pris en signe contraire si a est négatif.
X variant de — oo à — -) demi-somme des racines,
y décroît si a est positif, croît dans le cas contraire ; x variant de — - -f- à oo , j' croît si a est positif et décroît dans le cas contraire.
3° Supposons Y — ^ <C <>• L'équation j z=. o a ses racines imaginaires. On a toujours
pV p^
Mais, comme y — q <C^f ^^ P^"^ poser
il vient alors
et dans ce cas on voit que j' est, au signe près, la somme de deux carrés dont l'un ne contient pas la quantité x; aussi y ne peut-il s'annuler pour aucune valeur attribuée
à cette lettre ; c'esl ce ijui explique pourquoi, dars ce cas, l'équation^ ^ o n'a pas de racines.
Les variations de y s'étudient dans ce cas comme dans le premier; de cette discussion résultent plusieurs faits tm portants :
i" Si réqualion j ^o a ses racines réelles, le trinôme j' passe dcus fois par zéro; il est de même signe que son premier terme ax' quand x n'est pas compris entre les mcioes, ce qui peut se voir sur la formule
I) esl de signe contraire à son premier terme quand x varie entre les racines y, a"; enfin il esl la difFérence de deux carrés.
g" Si l'équation j- ;= o a ses racines égales, le trinôme jjesl toujours de même signe que son premier terme ax', excepté lorsque X devient égal à l'une des racines ; il est un carré parfait.
3" Si l'équation j':=o a ses racines imaginaires, le Irinùme y conserve toujours ie signe de son premier terme ; il e:sl, au signe près, égal à la somme de deux carrés.
Daiiâ tous les cas le trinôme atteint sa plus grande ou sa
plu» petite valeur ou, comme l'on dit, son maximum ou
K>n minimum, pour x = — - ■
Nous venons de voir que, dans le cas où le trinôme
é^lé à léro avait ses racines égales, il était un carré parfait, du moins au signe près. Il est facile de démontrer qac :
Pour ^u'un trinôme du second dugré soit un carré parfait, il Jaut ifue, égalé à zéro, i'èi/uniitin résulla/it" ait le-j racinvi igahs.
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En effet, ax^-^bx-hc ne peut être que le carré d'un binôme. Soit mx + n ce binôme; on doit avoir
ax^-h bx -f-c=r(mjr-f-/y)'.
Or, en égalant (mx-+-/ï)* à zéro, on trouve deux racines égales. Du reste, la formule précédente donne
et, en identifiant.
On déduit de là
m=z^a et nz=^'Cy et par suite
aa^ -h bx -\- c = [x^u -i- ^cj •
En remplaçant dans Téquation
2/WI = b
meln par leurs valeurs ^ et y/c, on a
l^aczrz by
ou bien, en élevant au carré,
4«' = 6*, b* — ^ac'=:o.
Nous retrouvons ainsi par une autre voie la condition qui doit être satisfaite pour que Téquation
ax^ -^ bx -\- c^^Q ait ses racines égales.
V. — EXAHEN DU CAS OU LE GOEFnCIElIT r* EST TBÈS-PETR. La formule
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qui donne les racines de l'équalion
(a) oj:'+ ijT-H f = 0,
a été démontrée pour toutes les valeurs de n différenles de z<?ro. !I est intéressant de rechercher ce qu'elle devient qoaad OD y introduit Thypotlièse a = o, qui fait disparaître l'une des racines de l'équation (a) en l'abaissant au premier degré; en d'autres termes, nous allons voir ce que devient la racine qui disparaît pour a:= o. Si l'on introduil directement zéro à la place de a dans la formule (1), les racines
li)
prennent respectivi
:nl les formes illusoire
Os formules ne nous apprennent rien ; mais, si nous multiplions les deux termes de la fraction qui représente la valeur de x', formule (3), par — i — ^A' — 4"C, cl les deux termes de la fraction qui représente la valeur de x", formule (4}i p^^ — 1> -t- \/b^^^/i'*c , en observant que Ton a
00 trouve
'^b'-iav}
-iac)
OU simplement, en supprimant le facteur commun aa,
— b — y^* — ^fiC — b -{- yj b^ — L[cc
Si l'on fait alors tendre a vers zéro, on voit que \jb'^ — J^ac
tend vers b ; par suite, ocf tend vers — y 1 racine de Téqua-
tion
tandis que xf' augmente indéfiniment. Ainsi, en employant un langage figuré dont nous avons fait connaître le sens (p. 11 3), on peut dire que pour a = orune des racines de Téquation (a) devient infinie et que Tautre est
égale à -
VI. — DES ÉaUATIONS BIGARBËES
On appelle équations bicarrées les équations de la forme
(i) aa;^-f- ^.r'-h c = o;
elles se ramènent immédiatement aux équations du second degré en prenant x^ pour inconnue. On en conclut
— b'Az\j //- — 4 ^<' la
Une éqnation bicarrée aura donc en général quatre racine^. Si i^ — 4^<?<C^> elle n'aura pas de racines, car alors il n'existe pas de valeur pour x^ qui satisfasse à Téquation (i). Si Tune des quantités comprises dans la formule
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csl négative, l'équalion n'aura que deux racines; si elles sont négatives toutes deux, Téqualion (i) n'aura pas de racines.
Nous allons faire connaître une formule qui permet de simplifier dans bien des cas le calcul des racines de Téquation (i) ; les racines de cette équation sont de la forme
Va + v^b.
Le problème que nous allons nous proposer de résoudre est celui-ci :
Problème. — A e^ B étant censés rationnels, on demande de trouver deux nombres u et v rationnels satisfaisant à la relation
Remarquons auparavant que, si Ton a
m, /i. mfj ni désignant des nombres rationnels, on aura forcément
si ku et \n ne sont pas comniensurablcs. En efTcl,
et, en élevant au carré, 3 n^z' m' — m .• -+- /ï' -i- 2 \n 'm* — m ).
Or le produit i\n'[m — m) sera incommensurable tant que /// — ni' ne sera pas nul, car, si ce nombre était coniaiensurable, on pourrait poser
^^r^'i^„,'^fn]= i-,
V étant des nombres entiers, d'oft
\[^ serait donc égal à un nombre commensurable, ce qui est contre notre hypothèse. Mais alors, si m^ni', le second membre de la formule (3) est incommensurable, le premier ne l'est pas; donc il faut que l'on ait m^ m', et
Cela posé, revenons à la formule ( carré, on a
. En élevant ;
A— U4-W, ^B^a^HC ou yB — UI'.
Nous ferons ensuite observer que, si le radical <JB est pris avec le signe — , les radicaux \/u et \/v devront être pris avec des signes contraires. On connaît ainsi la somme et le produit de u et w; ces quantités (p. i6i) sont donc racines de l'équation du second degré
T;i=Y/ïI^:^y^
(4) Va
Cette formule résoudra le problème toutes les fois que A* — B sera un carré parfait. Toutefois, nous ferons observer que la formule (4) est une identité et qu'elle a lieu
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dans le cas où les nombres Â et B sont tout à fait quel* conques. En efTet, les deux nombres u et (^ ont été déterminés par la condition de satisfaire aux. formules
qui satisfont à la condition
u-^ pztiT. ^luç = A db v'B , c'est-à-dire
V^r±iV'p = VA±\ B,
quels que soient A et B. Du reste, la formule (4) se vérifie aisément en élevant ses deux, membres au carré.
Exemple. — Résoudre Téquation
On a
Appliquons au calcul de x la formule (4)* Pour cela. Il faut faire dans cette formule
il vient alors
(/pi- I p
La transformation en question réussira donc toutes les fois que q sera un carré parfait; ainsi l'équation
j:* — i^x^ -h 36 -- o donnera
VII — PROPBIÉTË BEMARaUABLE SU TBIKOKE x^ + />:r<-4 -7.
Le trinôme x* -f- px^ -h ç peut toujours se mettre sous la forme d'un produit de deux trinônes du second degré. Ceci est évident lorsque les racines de Téquation
sont réelles, en considérant x* comme Tinconnue; alors, en effet, en désignant par j/ et x'^ ces racines, on a
Supposons donc xl e\ ocP imaginaires ; alors on a
D'un autre côté, en considérant x* et q comme les termes extrêmes d'un carré, on a
(2) j:*-+-/>.r*-t-^ = (j7*-hV'7)' -+-(;? — 1\1(j),t^.
Mais de la relation (i) on tire successivement, en observant quey>o,
Si p est négatif, cette formule sera satisfaite d'elle-même. La formule ( 2 ) peut alors s'écrire
X* -H px^ -t- q = [jc^ •+■ \jq j^ — x* (y 2 y/7 — p)
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I oa bien
X* <- px' -h rj
:=^ij^+ \q — *\ t^/q - p) {■^-i-'i/'l + -^x'^s'l — p)- C. Q. F. D.
APFLICiTIOBS. On a
DES aUESTIOHS SX MiXUfOlI BÉSOLDBLES PAB DES taïUTIOHS DO SEGOn) DE6KÉ.
On (ij.pelle maximum Lriint; quantité varialils une valeur de celte quanlilt; plus çranJc que ccllci qui la précèdent el la suivent imnii'tlitilemenl.
On appelle minimum d'une quantité variable une valeur de celle ciuantité plus peliie que celles qui la précédenl et la suivent immédiatement.
Comme ou voit, le maximum d'une quantité n'est pas la plus grande de toutes ses valeurs; celle-ci porte le nom de maj'imuiit absolu. On appelle de même minimum absolu d'une quaniiti'? la plus petite de toutes les valeurs de cette quantili^'.
Si nous consid<^rons, par exemple, une courbe sinueuse MN {fig. 4) el une droite DE situées dans un
Fis. 4.
Ky
m^me pbr
distance d'un point quelconque de MN
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à DE est UDe quantité variable qui est maximum un B et en K, minimum en A et en C. Un minimum, comme on voit, peut être plus grand que certains niaxima.
PnOBLÈMB [. — Trouver le maximum d'un produit de deux facteurs dont la somme est constante et égale
Soit X l'une des parties de la somme ; l'autre sera lo — X, et l'on aura, en désignant par j le produit que
ou bien d'où l'o
A l'inspection de cette formule, on voit que la plus grande valeur que puisse prendre t est a', car, pour de plus grandes valeurs de y ^ n'existerait plus; pour j- = a*, on a .r = n. Ainsi les deux facteurs du produit i sont égaux lorsque ce produit est maximi:m absolu; du reste, j) peut décroître de rt^ à — co .
PnoBLiiME II. — Trouver le minimum d'une somme de deux facteurs dont le produit est constant et égal à p^.
En appelant x l'un des facteurs, l'autre sera —t el,j désignant la somme que l'on veut rendre i
-j-dz-v'/'— 4/''-
îSlt imnâédiatemeiil que l'on peut faire croître j-* au delà de toute limite, maïs que l'on ne peut pas lui donner lie val(!urs inférieures à 4/'*- ) ^= a/' est donc un niini-
, ^' ^^= "zp un maximum; du reste on a alors
cl l'on reconnaît que les facteurs doivent être égaux et pontifs pour iju'il y ait minimum, égaux et négatifs pour qu'il y ait maximum.
de ta Jraclion
• Trouver les mnxinia et les minima
Résolvons parrapport à ,r;
Si nous posons alors
n* .^ mp :^ V — a/i6 -4- 4 me -»- 4 "y =
il vient
Ibrnrtulc tlans laquelle le trinâmc u placé sous le radical devra ^ire positif. Nous aurons trois cas à distinguer :
,o ^a — i^iv^o. Le trinâme ^7 '+ ui -f- v ^ u peut alors se mettre sous la forme
u = iir—y]lr—j'), ->ù r<7".
ny' — h
", au contraire, sera
1 minimum
OnJanlc de x sera
Si alors \ esl positif, le Irinôrae u ne sera posJlif que poui tomes les valeurs de_j' non comprises entre y' e.ly"\ y' sera alors une limite d'accroissement pour y, un maximum. La valeur correspondante de x sera
et la valeur corres-
■2.{my-a)
Sî, au contraire, \ est négatif, u ne sera positif que pour les valeurs de jj' comprises entre _j'' et j'";j' sera un minimum, j^" un masimum.
a" Si fi* — 4^1* est nul, le trinôme u est un carré parfait BU facteur \ près ; si ce dernier est positif, les valeurs de x prennent la forme
11 est clair que,/ peut passer par tous les états de valeur possibles; il n'y a donc ni maximum ni minimum. Sî \ est négatif, on ne peut donner qu'une seule valeur admissible h. y, celle qui annule le trinôme u.
3" fi^ — ^'i.-v<I^Q, dans ce cas, le trin<3me u conserve toujours le signe de X; si donc 1 est positif, il n'y a pas de maximum ni de minimum; si X est négatif, il n'y a pas de valeur admissible pour x : ce cas ne peut pas se présenter. 11 est bien clair, en effet, que, si l'on donne à x une certaine valeur dans l'équation ( i], il en résultera une autre pour y, et par conséquent, pour certaines valeurs données de y, îl existera des valeurs correspondantes pour X.
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Revenons au cas où l'on aurait Si Ton remplace X, jj., v par leurs valeurs, on a ou bicD
p»— 41, =|6|0!'<-' +(!>'+ ffc/j'+mpi>
— i/inbc — ti/i/>ri — 7.'irm[i \.
Si l'on suppose a=^ mi. f< =^ ni. c = />i. la relation préeédenie donne
Nous savoDS, i?ii elTet, qu'alors y conserve une valeur
iodépendanlc (le j:.
^v II nous reste â examiner le. cas où t :== o. Dans ec cas, ^Hpjr a toujours un maximum ou un minimum donné par la
Cbobluib I. — Trouver le maximum d un produit de plusieurs facteurs dont la somme est constante.
^H Considérons d'abord le cas de di
STTB aOELaHES QUESTIONS DE MAXOTOH ET DE HtlIIIfnH a£S0LIIE8 a L'&lDi: DE PROCÉDÉS ÉLÉHEHTAIBES.
tassons la somme a-i-b consiante; il est clair que le urcmicr membre de cette égalité sera masimum quand le
^crme soustractif
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minimum. Si donc on lors la valeur maximum
peut prendre a=^b, on i de ab.
Considérons maintenant un nombre quelconque de facteurs alic.l; il est bien clair qu'on ne change pas
leur somme en remplaçant a el b par ■ Mais, si a et A
sont diGTérents, on voit, d'après ce qui précède, que ab
sera inférieur à ( \ ; donc, tant qu'il existera deux
facteurs inégaux dans le produit, il ne sera pas maximum ; donc enfin le maximum cherché a lieu lorsque tous les facteurs sont égaux.
On peut conclure de là le théorème suivant :
Théorème. — La moyenne arilhmélique de plusieurs quantiléna, i, c,. . ., l esl plus grande que leur moyenne géométrique.
En effet,
est un produit de n facteurs tigaux tels que dont la somme esl
ce produit est donc la plus grande valeur que puisse prendre le produit abc.l sans que la somme de ses
hctears cesse de conserver sa valeur; donc
PsosLÊME II. — Trouver le minimum d'une somme de ternies dont le produit est cotistant.
Nous considérerons d'abord deus termes n el i; nous aurons alors
Od voîl imniédiateDient que, ab étant constant, a + b sera cl''3Utant plus petit que (a — b) sera plus petit; si donc on peal prendre a=b, a-\-b sera minimum.
En raisonnant comme dans le problème précédent, on démontre racilemcnl que le minimum d'une somme de termes dont le produit est constant a lieu lorsque ces facteurs sent égaux ou ont entre eux des dijjérences aussi petites ijue possible.
pROBLÊUE III. — X -\- y -^- = -i- ■ ■ . est cotistant : trouver ie maximum de
Fifjcpressioii dans Uttjwdle m, n, /-, ... sont des nombres constants.
Il est clair que le maxiinum de J."'_j" s''. . . a lieu en Knéme temps que celui de
l'expression précédente est le produit de
facteurs dont la somme est égale à x + i + r -4- . . . . c'està-dire constante; le maximum aura doue lieu quand ocs (acteurs seront égaux ou quand
On verrait de même que ces égalités consliluenl la condition pour que x-(-> ■+-■■. soil minimum quand x") " zP... est constant.
PnoBLÈME IV. — Trouver le cône maximum inscrit dans une sphère de rayon donné.
St l'on désigne par a le rayon de la splière, par x le rayon de la base et parj la hauteur du cAne, la quantité
qu'il faut rendre maximum a pour expression ^ T:x^y ou simplement x^y . Or on trouve facilement entre .r et y la relation
Si l'on remplace alors x^ dans l'expression à rendre maximum par la valeur que nous venons de trouver, elle devient
J'("-rl-
Or la somme des facteurs } , an — y est constante et égale à an; il y aura donc maximum [voir le problème préciîdent) lorsque l'on aura
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Pboblême V. — Trouver le ci à urte- x/théie de rayon donné a.
Soient X le rayoo de la base, y la hauleiir du cûne; la quantité à rendre Diinimum esl toujours
Si Ju centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire sur l'une (les géDéralrices du cône, on oblienL uoe figure
dans laquelle deux triangles semblables qu'il est aisé
d'apercevoir donnent la relation
Si nous résolvons par rapport à .1
Ea multipliant par^- et en ayant égard a l'équation (1 ), il vïrnl
mum. Or cetle dernière expression peut s'écrire
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Si l'on observe que — ; est constanl et que la somme des - 3i7 an I
Celte donnée sui'fit pour coiislrcire le cône minimum.
NOTES ET EXERCICES
t. On a employé deux ouvriers gagoanl des salaires différents : le promiur, ayant été payé au bout d'un certain nombre de jours, a regu g6 francs, et le second, ayant travaillé six jours de moins, n'a eu que 54 francs; s'il avait travaillé tous les jours, et que l'autre etll manqué six jours, ils aurdient reçu tous lus deux la même somme. On demande combien de jours chacun d'eux a travaillé et le prbc de sa journée.
2. On remet à un banquier donx biUeU sur la même personne, le premier de 55o francs, payable dans sept mois, le second de 730 francs, payable dans quatre mois, et il donne pour le tout uiie somme de laoo francs. On demande quel est le taux annuel de linlérûl d'après lequel ces billets ont été escomptés.
3. Dans quelle direction faut-il lancer une bille de billard pour qu'après deux réflexions elle vienne repasser par lo point de départ? On supposera l'angle d'incidence égal à l'angle de réflesion; on supposera le billard circulaire (dans ce cas la solution dépendra d'une équation du troisième degré dont on connaît à priori une racino, ce qui permet de la ramener au second); on supposera aussi le billard composé de deux bandes rectiliijines indéfinies [pour que le problème soit possible dans ce cas, il faut que l'angle des bandes soit aigu).
A. Trouver sur une droite donnée un point t«l que la somme des Urrês de ses distances à d'autres points donnés sur celte droite soit
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égal« a an nombre donné m. Discuter le problème ei dire quelle psl ta plus pvtile valeur que l'on paisse adopter pour m.
5. Tfxiuver sur une droite donnt^e Afl un point M l'pnlemenl édaindo deax lumières, d'intensités a et b, plact-ea on A et B respect ivemenl.
G. Trouver deui nombres connaissant leur moyenne arithmétique et Jear moycDoe géométrique. Conclure de la discussion que la moyenne ariilimétiquede dfux nombres est plus grande que leur moyenne géométrique.
Résoudre les équations
j:i-Kr>-t. ji=„>
ior résoudre (1), on remarque que i' cl^' sont racines de
(3} se remèoe à (i) en élevant la seconde équation au carré et en (cUvnchent la première; (3) se résout en divisant la première équa- ■ du système par la seconde.
, Résoudre en nombres entiers l'Oquallon z'= j-'-t-i'.
Mtiion. — On a .t»= (b + j-)(z— j ); on pose alors i+ j- = n', r = t*, n' tt i' étant des carréfl de mÉmo parité, olin qiio
fc= 3; alors j-= 4, t = 5, i=4; . /=0. 1 = 10,
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Pdiit résoudre une iufcgalilé de la forme
on observe que nj'-t- bx -*- c est de même signe ou do signe coniraire à son premii;r terme selon que t psI compris en rieliors ou dans l'inlervalle compris entre les racines. Cela posé, résoudre les i Dégel i tés
)u montrer qu'elles ne peuvent pas être si 10. Résoudre l'iDégalité
On ne chassera pas le dénominateur; pourquoi serait-ce u.ie faute? On fera passer a dans le premier membre, et l'on sera ramené à résoudre une inégalité de la forme
Pour résoudre cette inégalité, on décomposera les deux termes de la fraction en facteurs du premier degré, si c'est possible. Si aucun des deux termes de la fraction n'est décomposablo en facteurs du premier degré, les racines de ces deux termes seront imaginaires, ces deux termes conserveront toujours le môme signe, et l'inégalité (i) sera ou toujours satisfaite ou toujours impossible. Si un seul terme a ses racines imaginaires, il conserve son signe, et l'autre terme change de signe quand x passe par les racines de ce terme égalé é zéro. Soient a, ^ les racines rangées par ordre de grandeur. Supposons a' et A positifs ; la fraction aura le signe h- quand x variera de — as à a, le signe — quand x variera de a à p, et le signe + quand x variera de p à -1- Œ . Si les deux termes de la fraction sont décomposables en facteurs du premier degré, en appelant a, p, 7, S les racines des équations Xx*-^^x + C = o, a'x ■+■ b'x -i- c'=r o rangées par ordre de grandeur, la fraction aura le signe de Âo' quand avariera de— œ âa, puis changera successivement de signe seulement pour x = p,-j, S.
Rfeoudre ainsi
11. Si CE -*- ^^ 6st racine d'une équation du second degré à coeflicienta entiers, x et |3 désignant des entiers et /^ une irrationnelle, a — \^ sera aussi racine de celte équation.
Toicî maintenant quelques questions de maximum que Ton résoudn par les procédés indiqués dans le texte.
lî. Haxima et minima de
13. Trouver le maiimum ou le mJniraum de Af + /'j- quand .rj est constant, de jy quand ax-t-bx est constant, de .c'-*-/' quand x/ an X -*- X est constant.
14. Une colonne verticale est surmontée d'une statue : trouver en qtuïl point du terrain, supposé horizontal, il faut se placer pour voir U statue 9ouâ un angle maximum fconstruction géométrique de cet kngle). Bésoudro le môme problème en supposant la gurrace du ternin sphérique.
15. Étant données deux paralléleâ AB et CD. une sécanlo AD et un t>olDt B sur l'une dVIle^, mener par le point B une sécante BC renooolrant AD en un point 0 tel que h somme des aires des triangles AOlt. COD soit minimum.
16. Trouver le trapèze de périmètre ou de surface maximum ou minimuin inscrit dans un demi-cercle, la grande base du trapèze coïncidant avec le diamètre du dcmi-cercle.
17. Étant donné un angle BAC et un poinl P situé dans son plan, faire passer par le point P une droite BC telle que l'aire du triangle ABCI foit un maximum ou un minimum.
18. Dans un trapèze, Iniis celés consécutirsso'il égaux;délenniner le quatrième cûlé, qui est ccnsiï être l'une des bases, de telle sorte que l'aini (la trB])èie soit maximum.
19. On inacrit un rectangle dans un firand cercle de la sphère; on prend ce rectangle pour base d'un prisme droit donl les pans découpent dans lo âphèro un quadrilatère curviligne : on demande comment doit être clioi^i lo rectangle pour que ce quadrilatère soil maximum.
ao. Trouver le cylindre droit à ba« circulaire do volume ou di> surrace latérale maximum inscrit dans un cône donna.
21. Trouver le tronc de cône de surface latérale maximum inscrit dans un hi^misphèro, l'une des bases du tronc étant le grand cercle qui sert do base â l'hémisphère.
Voici maintenant quelques théories facilitant la recherche des maxims et dts minima.
On trouve facilement le maximum de
où a, b, c, a', b', e', m, n, /j sont donnés, au moyen do l'arlifice suivant. La quantité à rendre maximum peut être renqilacée par
a, ^, 7 étant indépendants do .x; si l'on dispose de a, p, y de telle .sorte
ce que l'on peut faire d'une inHuité do manières, la somme des facteurs de l'expression que nous voulons rendre maximum sera constante, et on la rendra maximum en posant
Ces deux équation.'i el (i) font connaître .r et les rapports -i -i que
l'on n'a pas besoin d'ailleurs de calculer.
Voici un exercice dans lequel on appliquera ce qui vient d'être dit.
23. Étant donnée une sphère, déterminer un petit cercle do telle sorte qu'en le prenant pour base de deux cAnes droits ayant leurs sommets sur la sphère la différence des volumes de ces cônes aoit maximum {vuir l'exercice précédent).
0ii*PiTnE vil.
' a*. On trouve facilement le minimum de y/j' ± a* -t- \/y :t 6' quand
= V reste constant; en élevant nu carré, on a è rendre
En remplaçant^ par sa valeur / — j, en élevant au carré et en faisant les roductioRS, on a une équation du sccdqiJ degré en x\ on In réaout et oo ^galo A zéro la quantité placée sous le laJical; on arrive ainsi â une équation du Imisiëme degré en m, mats qui se décompose facileawDt eo nnc équation du premier et du second det,-ré. Ainsi on reconnaU que m = dzab. Voici deux jolies a|iplicatioDS.
35. Trouver le pins court cljemîn d'un point à un autre en passant par une droite donnée située dans un métne plan avec les points
li joint les centres de deux cercles i:
"Sa. I rouv^r sur ui uroiie qui jomi les centres ui point Ici que In somme des tangentes menées de ce point aus deux eercte aoit maximum ou minimum (foirrexercicoSl}.
37. On a (*■+- «)*-*-(*— B)'">a^"' : en conclure que, si X- ' + Y"" est maximum pour X = Y. On a aussi
I peut en déduire une conclusion analogue. (Ce théorème a des apjilts nomlirouses et évidentes.)
t foule du questions de maximum se simplifient on s'aidanl de indurations syntbétiques ; en voici des exemples.
. Prouver pur Tancdyse que do tous les quadrilatères forméa avec latre celés donnés, le plus grand est ïnscriptiblo dans un cercle (on Mm bïTv usage de la Trigonométrie ) ; en conclure que, de tous les Itlygoncë que l'on peut former avec des célés donnés, le plus grand t àtscriptible dans un cerele.
prisme hexagonal régulier et droit. Soient AfiCDEF
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une d9 ses bases, A'B'C'D'ET' l'aiilre (les sommets A,B,C,D",'6,P ee succëdeDi dans l'erdrealphabâliqueet lesarËlessont AA', BB', . . .). On joint AC, CE, EA ; on fait passer des plans également inclinés sur la base par ces droites AC,CE, EA; ces plans se coupent en un point » de la droite qui joint les centres dos bases el coupent les arêtes BB', DD', FF' en des points h,il,J. On demande comment il faut mener tes plans en question pour que lo solide jAÈCtfE/A'B'C'D'E'F' ait une surface latérale minima. [ Deux solides semblables, accolés par leur base A'B'C'D'E'F, forment précisément la Ggure d'une alvéole d'abeille.) (BuFros) (*].
30. De tous les polygones ayant le même périmètre et lo mémo nombre do cAtés, le plus grand est convexe et régulier.
31. A l'aide de l'application 22, on résondro encore ce problÈme : Étant donnée une spbère et un plan P, trouver le cône droit niinimiim ayant sa base dans le plan P et son aie perpendiculaire circonscril â la sphère. (Prendre pour inconnue l'inverse de la hauteur du cùne.)
32. Un quadrilatère inscrit dans un cercle a sos diagonales rectangulaires; le point de rencontre de ces diagonales est fixe : dans iiucllo position son aire est-elle ma\imumî
33. Trouver les limites des oxprossions suivantes pour j: = la-.
,/iîTT
,{,p^^,-,), i^yx'+i-,),
34. Inscrire dans un cercle un triangle de périmètre donné el d'airo maximum.
35. Toute section faite dans un tétraèdre parallèlement à deux arêtes opposées est un parallélogramme; do tous ces parallélogrammes quel est le plus grand?
(' ) BiFTon, sïiiB tue raalbâinatii-ieD, n [uît preuve de connuiâiuiaces eletiduei en Aualjie : il a traduil le Calcul des fiaxiavs de Newton, et ilani Mn Biitoire naturelle il a traité diverses quuitiun* relatives nu (Calcul di:s
probtbltllé*.
Rendre n
u minima les eipreaaions
sinj; -t- cosj', sin.r — cosj-, langj-t- cotx, 41. Quand oo donne j--t-/ + : + . ,.-»-(, la somme des prodiijla « A 3. 3 â 3, ... des quautitéa j', j . :, . . ., I est miiximum ijusiid on a.r=j- = j.,. =/,
En effet, par exemple, ta somme jj -+- a^x. .. + jj -i- );-=-. .. ml s'écrire */ -•- X(r -i-.r) -"- fl, A. B ne contenant plus ui j ni r, i changer jr+ r-^ . . .-t- r, on peut remplacer x et/ par
- et six n'est pas égal â j-, jy -t- A (j' -+-/)-*- B augmentera
iai»iue «r, seul terme variable de cotte somme, augmente (p. i8i); me, etc. Ponr continuer la démonslralion, on mettra la somme des daiU 3 à 3 sous la forme
*ji -^ At j:/ +■ ts ■^- îj-) -+- fl(,r +j- -4- z> + C,
I. — PBOesESSIOnS ABITEHÉTiaUES
On appelle progression aril/imclii/ui: une siiUe de termes dans laquelle chacun d'eux esL tigal au précédent augmenté d'une quantité constante positive ou négative que l'on appelle raisondc la progression.
Considérons la progression arithmétique
Soient r la raison et n le noi lar définition môme
; termes; on aura
On voit déjà, d'après cela, que le second terme b est égal au premier plus la raison ; le troisième terme c est égal au second b plus la raison, c'est-à-dire au premier plus deux fois la raison ; en ajoutant la raison à c, on trouve d : donc le quatrième terme est égal au premier plus trois fois la raison, et, en général, le n""" terme / est égal à a plus n — I fois la raison. On peut donc écrire
ce qui donne lieu au théorème suivant :
Thëoiièhe I. — Dans toute progression, un terme quelconque est égal au premier [et l'on peut prendre pour
:il\PtTRR VIII, 19^
lier terme celui que l'on veut ) plus autant de fois la raison qu'il y a de termes avant lui.
Problème. — Trouver la somme des termes d'une progression arithmétique.
Désignons par s la somme des termes de la progression (i). Nous auroDSj en conservant d'ailleurs les mêmes notations que tout à l'heure,
Nous pouvons aussi écrire, en renversant l'ordre des
nota tic
\ou lerates
Or la suite l, k, . . ., c, b, a peut être considérée comme une progression arithmétique a^ant pour premier terme / et pour raison — ;■. Si l'on considère alors les i'*""" termes des progressions (1) et{a), on trouve respectivement pour leur expression « -t- 1 — w et / — i — w; leur somme est donc « 4- /. Il résulte de là que, si l'on ajoute les lorcaulcs(i) et (3) terme à terme, la somme des termes de même ranç sera toujours a -|- /; on peut donc écrire
'eal-à-dire
rnmiule que l'on peut encore écrire ( g remplaçant / par sa valeur a -i- n — i /■ :
La formule (3) montre que :
TstoRkME U. —^ La somme des termes d'une progrès-
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sion arithmétique s' obtient en ajoutant les termes extrémei
et en multipliant le résultat par la moitié du nombre des
termes.
Applicatious. — Les entiers successifs forment une progression arithmétique dont la raison est i . On a donc ici a ^ 1 , /' = 1 , et, en di^signant par s la somme de // entiers consécutifs commençant par i,
Les nombres impairs forment aussi une prngression arithmétique. La raison est a, le «'*""' nombre impair est i-l-/i — 1.2 ou 2« — I, et l'on trouve, pour la somme des a premiers nombres impairs, u-.
a. — DES FBOSBESSIOHS BÉOMËIBiaUES.
On appelle progression gàométriijue une suite de termes dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent multiplié par une quantité constante, que l'on appelle raison de la progression.
Considérons la progression géométrique
Le second terme b est égal au premier multiplié par la raison; pour avoir le troisième terme c, il faut multiplier b par la raison, ou, ce qui revient au même, multiplier a dcus fois de suite, par la raison; on verrait de même que, pour avoir le quatrième terme, il faut multiplier le premier trois fois de suite par la raison, et d'une manière générale :
Tbéokèmb L — Un terme quelconque d'une progrès-
tion géométrique s'obtient en multipliant le premier autant de fois par la raison qu'il j a de termes ayant
Il résulte de là que, en désignant par q la raison de la ses termes peuvent s'écrire de la manière
nivante :
a, fiq, a(j', ..., aq"~'.
Si DOus désignons par^ la somme des termes de celle progression, nous pourrons écrire
Or, si l'on se reporte au Chapitre 111, p. \o, on reconklt immédiatement que la quanlilé écrite entre paren- ^ses n'est autre chose que le quotient de ^'' — i divisé
rtf — t , en sorte que l'on a
ieue formule peut encore s'écrire
On peut uouver la quanlitt'- ,* d'une autre manière, > observant que
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Insérer des moyens enlre deux oombres a et b, c'est trouver des nombres compris entre a el b el obéissant à certaines lois. Ainsi 1
Insérer m moyens arithmétiifues entre deux nombres «0 et iïin+(, c'est trouver m nombres n,. "ï dm tels que
forment une progression aritbmcliquc. Pour résoudre cette question, il suOil de trouver la raison; or, a„,^, étant le »i-t-a"°"' terme (puisque entre «o eta„^., il y en a m), il est égal au premier Ug plus m ■+■ i fuis la raison j:. On a donc
d'où l'on tire la raison
La raison une fois
Insérer m mo) eus géoméCrii/ues entre «n el im+ii c'est trouver m nombres a,,ai, . . . ,nm tels que la suite
soit une progression géométrique.
Soit ,r la raison de la progression inconnue ; a,a+\ est le m -h a'*™" terme de celte progression. Donc
CtlAPITRE ÏILI.
d'où l'on tire
-V'îf-
La raison une foi, conoae, on .
aHELatlES THËORÉKES 8UB 1 DBS HOHBBES.
LES FinSSUCES ^^^|
Lemmb. -
— Soif m un nombre enliei
'■ plus grand que i , ^M
z un nombi
•e plus grand que zéro; or.
Fn effet, on
donc la formule (i) esL vérilîée pour 'i
1 ^ a. SupposODS-la H
vraie pourn
T = /I ; démontrons qu'elle est encore vraie poui |
Si l'on a
Kn multiplia
inl les deux membres par
fl
Hfol-è-dire
. nforliwi.
P^ formule
{i) subsiste donc pour m :
= H + i. Or elle est
vraie pour
m = a : donc elle l'est poi
JF m^ 3, puis pour
«=4.elc.
; donc elle est générale.
™ TetonfeME I. — Les puissances suc.
ccssii'es des nombres
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plus grands que i vont en croissant et peuvent dépasser
toute limite.
En eOet, tout nombre plus grand que i pcul titre représenté par i-t-«, et l'on aura, en appelant n un entier quelconque,
La formule précédente montre que, en prenant ^i sulïisaininent grand, (■ + «)" pourra élre pris plus grand que toute quantité donnée; du reste, il est bien évident que
Théouiîme 11. — Les puissances successives des nombres moindres que i vont en diminuant et om zi-ro pour limite.
En effet, loiil nombre moindre que i peut élre considéré comme le quotient de l'unité divisée par un nombre (i-f- a) plus grand que i, et alors le théorème que nous venons de démontrer rend celui-ci évident.
Théorème III, — Les racines successives des nombres plus grands que i vont en diminuant et ont l'unité pour • limite.
En effet ; i" a désignant un nombre plus graud que i,
donc évidemmenl
a" Je dis que l'on peut toujours prendre n assez grand pour que
CH4PITBB ÏIII.
ri désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. Ep ' effet, de l'inégalité précédente on déduit
or (théorème I)
I Si donc on prend
% Jorliori l'inégalité (a) sera satisfaite, et par suite (i); Epour salii^raire à lu question, il suffit, comme on voit, de ttreodre
! qoî retient à dire que la racine h'*°" de n a pour li- Ûle I lorsque n augmente indétiniment.
MjBÊMB IV, — Les racines successives d'un nombre Mtndre yue i t>o/U en croissant et ont l'unité pour li~ \ite.
Ce titéorùinc est une conséquence du précédent.
— DE8 PB08BESSIOXS GËOHËTBIftlIIS DÉGBOISSAUTGS.
Soit
I- rt
ne somme de termes en progression géométrique; celte yMinme est égale, d'après ce que l'on a vu, à
Supposons ? <Ci-
loi TRAITÉ d'ALGÉBHG.
1° Les termes de la progression géométrique qui sont les produits de a par les puissances successives de q ironl en décroissant et tendront vers zéro, en vertu du Uiéorème II du paragraphe précédent.
, puisque 9" tend
ira en croissant et aura pour limite vers zéro. Ainsi :
TaÉonÈMB. — La limite de la somme des n premier termes d'une progression géoméirii/ue dont la raison es moindre t/ue i quand n croît indéfiniment est égale ai premier terme divisé par la différence entre la raison e l'unité.
Exemples :
a" Une Craction périodique telle que o,3535,.. est égale a la somme des termes d'une progression géométrique :
[,oo}> [■oo)' r 35
sa valeur est ; — =; — 1 ce que l'on savait déjà.
Au fond, la démonstration donnée en Arilhméiique esl
identique avec celle-ci.
- DÉFlHITIOll D'DB STSTÈHE DE LQOAfilTEHES.
Si l'on considère deux progressions, l'une géoméirique commençant par l'unité, l'autre arilbmétique commençani
chaque lerme de la progression arilbmétique esl ce que, d'après Neper, on appelle le logarithme du terme de même raog dans la progression géomélrique : ainsi nr esl le logarîtlmie de i/".
On pourra, comme Ton voit, lormer, en variant les raiftODs (/ et I', une infinité de systèmes de logarithmes.
Voici une propriété du système (i) et (2) qui va faire comprendre toute l'importance de la théorie qui nous occnpe. Soient y" et y" deux termes de la progression géométrique, mr et nr les deux termes correspondants de la progression arithmétique; le produit q"'»i"^= ^m-h» gg[ m, terme de la progression géométrique; le terme correspondant de la progression arithmétique est [m-h'i)r on mr •+- nr. On voit donc que :
I Théoiiéme. — Le logarithme d'un produit est égal à HSb somme des logarithmes de ses fadeurs.
1 Théorème eilrémemenl important. On conçoit en effet qne, si tous les nombres avaient des logarithmes connus, on pourrait au moyen de ce théorème convertir les multiplications en additions. Nous allons montrer qu'effectivemeot oD peut l'aire en sorte que par une généralisation convenable de notre définition tous les nombres acquièrent
I des logarithmes.
Tout d'abord nous supposerons nos progressions (i) et *£*) prolongées vers la gauche et écrites sous les formes
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alors, en supposant {ce qui esl conforme à l'usage) if'^i, r^o, nous voyons que les logarithmes des nombres moindres tfue i seront iit-gatifs. Cela posé :
Théoiieue I. — Si l'on insère entre deux termes conséculijs de la progression (i) un nombre suffisamment grand de moyens, la nouvelle raison différera aussi peu que l'on voudra de l'unité; si entre les termes correspondants de la progression (a) on insère le même nombre de moyens, la raison de la nouvelle progression sera rn même temps aussi peu différente de zéro que l'on voudra.
En effel, les raisons des nouvelles progressions seront respectivemenl
Or ces deux quantités ont respeclivement pour limites i cl zéro (p. 201); donc, etc. c. g. f. n.
TnâonÈMK II. — Désignons par i -\- a la raison de la nouvelle progression géométrique, par |3 la raison de la nouvelle progression arithmétique; k et ^ pourront, comme nims avons vu, être pris aussi petits que l'on voudra, et, lorsqu'ils seront sujjisamment petits, la différence entre deux termes conséculijs des nowelles progressions pourra être prise aussi petite que l'on voudra.
Soient (i + a )", { i -t- a )"+' deux termes conséculU's de la progression géométrique; leur difTérence est
Je dis que l'on peut prendre a asse?, petit pour que
S désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. En
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ffet, l'ùiégalité précédente peut s'écri
I Prenons alors non-seulement « < cî, mais encore
l'inégalité {4} sera alors satisfaite ajor/iori. et par suite l'iné^liié (3), ce qui démonlre le théorème que nous avions énoncé relativement à la progression géométrique. La différence entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique a pour expression générale
ell« peut donc être prise aussi moindre que toute quantité donnée.
II résulte de ces théorèmes que l'on pourra toujours insérer entre les termes des progressions (i), (a) un nombre de moyens asse» grand pour que la différence entre un nombre donné N et un certain terme de la progression soit moindre que $. Soit (i -H «)'' le terme de la progression géométrique le plus voisin de N; n^ sera le terme correspondant de la progression arithmétique ; np sera alors le logarithme de N à Ci près. Or, n croissant in<lé(îniment,îîi tend vers zéro et n|3 vers une certaine limite qui est le logarithme de N.
La ibéorie précédente montre la possibilité de la construction d'une Table donnant les logarithmes de tous les E nombres avec telle .-ip|) rôti ma lion que l'on voudra.
I TH. ~ FBOPBIÉTÉS DES LOSABITBMES.
Le logarithme d'un produit de detix facteurs est égal à ta mmme des logarithmes de ces facteurs.
En effet, soit NN' un produit de deux facteurs s'ils ne font pas partie de la progression géométrique ( i ) du paragraphe précédent; soient v et v' les nombres de celle progression les plus voisins de N et N'. On aura
logï
-lo-
= logw
d'après ce que nous avons vu plus haut. Mais, si l'on suppose que les progressions (t) et (a) soient remplacées par celles que l'on obtient en insérant des nombres indéliniment croissants de moyens, v et v' se rapprocheront de N .etN',el vv'de NN'; log v, log v' etlogvv' tendront alors vers ce que nous avons appelé log N, log N' el log NN'. La formule (5) deviendra alors
logN + IlIgN'^: IllgNN'. C. Q, F. D.
De là découlent les théorèmes suivants:
Théouème i. — Le logarithme d'un produit d'un nombre giielconrfue de /acteurs est égal à In sotnme des logarithmes de ses facteurs.
En effet, soient a, b, c, d des facteurs ; on a
!og[icf/)= iog6[r;/) =^l(igft J- iiigct/.
loge,; =r loge -Hbgrf.
On en conclut
lng(a6cJ) = Inga -i- log6 + Ingc + log J. c. q. f. n.
I Théorème I au logaritJm diviseur.
. — Le logarithme d'un quotient est égal ' du dividende moins le logarithme du
En effet, soient D le dividende, d le div
-, , le qu,
3IL On a i d'où lel par suite
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D = dij,
logD = log,/-Mog9,
logD — lr.gr/. C. (J.F.D
Ta^onÊME m. — Le logarithme d' une puissance d'un •tibre est égal au logarithme de ce nombre multiplie ttr l'indice de cette puissance.
En effet.
log«'=: Il
.) = lt'gn + l"g« H
«lng«.
TtiËORkuE IV. — Le logarithme de la racine d'un nombre est égal au logarithme de ce nomhro divise par l'indice de la racine.
I En eflet, soit i- la racioc n""" de «; on a
d'où, par le théorème précédent,
loBO = nlogj',
nsieC DES T&BUS.
Les Tables de logarillmies dmit on fait usage donnent les lognrillitnes vulgaires. On appelle ainsi ceux (jut sont dcCnts par les progressions
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la hase de ce sjslème, c'est-à-tltre le nombre qui a ponr logarithme i, est lo.
Les avantages de ce système résultent des propriétés que
Les logarithmes des nombres compris entre i et \o, 10 et loo, 100 fl looo, . . . sont compris entre o et i , i et 2, 9 et 3, - '■ : donc la partie entière d'un logarithme, ou sa CARACTémsTiQUE, est composée d'autant d'unités que ce nombre contient de chiffres entiers moins 1 .
Les logarithmes des nombres moindres que i sont négatifs ; or tout nombre négatif compris entre deux entiers — n et — (n-t-i) peut se mettre sous la forme — {n -H i}+ a, a désignant un nombre positif moindre que i. Tout logarithme d'un nombre moindre que 1 pourra donc être conformé d'une partie entière négative, sa ca- \ et d'une partie fractionnaire positive.
'hre compris entre o et 0,1 aura son loga-
la caractéristique de son
général, la caractéris-
sidéré ractéristiqi
Tout no rithme com.pris enir logarithme sera doi
tique d'un nombre décimal dont le premier chijjre est placé au rt'''"" rang après la virgule a pour logarithme un nomhre dont la caractéristique est — n.
Deux nombres composés des mêmes cbiijjres écrits dans le même ordre ont des logarithmes qui ne diffèrent que par leurs caractéristiques.
effet, .
3 par e
mple
log 3783,5 ==log[37.8a5Xioo)
= Iog37,825-t-logtoo =log37.8i5 -1- a;
les logarithmes de 3782,5 et 3 7, 8a5 ne diffèrent donc quh par un nombre entier, c'est-à-dire que par leurs caractéristiques.
Il existe un grand nombre de Tables de logarithmes; lOup en faire usage, il convient de lire l'Iiilroduclion. Je décrirai ici la manière de se servir des Tables de \ Lalande à sepl dt^uimalcs.
Si l'on vcul le logarithme d'un nombre entier compris
I entre o et loooo, on trouve ce nombre inscrit dans la Table
dans la colonne Nomb.; son logarithme est à gauche dans
ia colonne intitulée Locarit. et en face. Entre deux loga-
I hllimes de la Table, ou a écrit dans la colonne Diff. leur
difK'rence.
Four trouver le logarithme d'un nombre quelconque, a calcule d'abord la caractéristique ; cette caractéristique, es nombres plus grands que i , est égale au nombre tes chill'res signiGcatifs entiers moins i. Pour les nombres Doindres que i , elle est négative et égale au nombre qui ndiquc le rang du premier chiffre placé après la virgulc- I caractéristique une fois déterminée, on prend pour «rlie décimale la partie décimale du logarithme du lOtubre composé des mêmes chilfres que le nombre pro- , mais compris entre o et loooo. Voici maintenant ommenl on trouve ce logarithme.
iCxeuPLE. — Calculer le logarithme de 1893(17.
Il suffit de calculer le logarithme de iSyS.ti;. A cet
elTet, on observe que, i8<)3, G-) tombant entre i6ç)3 et iS^4i
le logarithme de 1893,67 est compris entre les logarithmes
«aAu/mrcj 3, 2771506 et 3,2773800 de 1893 et 1894. Pour
Lirouvcr la quantité x qu'il faut ajouter au logaiithme
i9:.347i 3.3935071 3.i,^7Sé
3,i96',4St 3.i9â66i>:
La différence 1 entre les deux nombres entiers consécutifs iSgî, 1894- ?"' comprennent le nombre donne 181)3,67, est à la différence 0,67 entre le nombre donné et le nombre entier immédiatement plus petit, comme In différence 0,0002394 entre les deux logarithmes tabulaires des deux nombres entiers qui comprennent If nombre donné est à la différence x entre le plus petit de
t deux togarUhmes tabiilni, é. On a donc
s et le losiirit/ime chnr-
On ajoute celle valeur de x au logarithme 3,3771506 de 1893 :1a somme 5,-xyyiii4^ cslle logarithme de 1893,67. L Le logarithme de i S9367 est donc 5 , 2773043. I Nous avons maintenant à résoudre la question inverse :
pROm^ME. — Troiivnr à quel nombre a/iparlient un logarithme donné.
La caractéri»li(|iic, augmentée d'une unité, iu>li(]uc com- Ijîen il _v a de chiffres dans la partie entière du nombre auquel appartient le logarithme donné. On est donc ramené au cas où la caractéristique est 3. Cela pusé :
Quand la carnctéristu/ue du logarithme donné est 3, le nombr(- cherché est compris entre 1000 cl luooo.
Pour Irouver ce nombre, on cherche le logarithme donné dans les colonnes intitulées LoGArtiT.
Lorstjue le logarithme donné se trouve dans la Table, le nombre cherché est placé à sa gauche, dans la colonne iplitulée Noms.
Quand le logarithme donné, dont la caractéristique est 3. ne sa trouve pas dans la Tnhh, il tombe nécessair«nicol entre tes logarithmes tabuluires de deux nombres entiers consécuiiCs de qualre chiin-es; le plus petit de ces deux nombres exprime la partie mtière du nombre décimal auquel appartient le logarithme donné.
La partie décimale du nombre cherché est déterminée :e[le proportion ;
Jm différ
I entre les deux logaritlunes tabulaires
qui comprennent le logarithme donné est à la différence entre ic logarithme donné et le plus petit de ces deitx logaritfimes tabulaires comme l'unitc est h la partie décimale x du nombre aui/uel appartient le logarithme donné. On calcule x avec trois décimales.
Exemple. — Déterminer à quel nombre appartient le ioga/illime 3,aj73o43.
On voil dans la Table que ce logarillinie tombe entre Icslogaritliines 3, 2771506 cl 3, 2773800 des nombres 1 Hy3 cl 1894; 'a partie entière du nombre ciieiché est donc
Pour calculer la partie décimale x de ce nombre, ou prend dans la colonne intitulée Dikf. la différence entre logiSg^î et 1051894, qui est 0,0002294; oa cherche la dinérenceo,oooij37 entre le logarithme donné et le logarithme tabulaire immédiatement plus petit, et l'on pose l<i inoponlon
qui d'où
aagi : i53^
Le logarillinie 3,3773043 appartient donc au nombre 1893,67. On verrait de même que le logarithme 2,2773043 appariienl au nombre 0,0189367, etc.
UN EXBMI'LE DE CALCUL LOCAItlTI
Pour montrer comment on dispose un calcul logarîMimique, nous allons LrÛLer l'exemple suivant ■ Calculer x
oonnê pav la foi
i.36787.'i6oi
lo3o,3(;;8756o-.-log27,3a5i;o- loga43.5i-ï83 10^0,36787560 1 ,5657010 Ioga7,3a5i7o
logal3,5ia
i5 l"go, 36787560 =7,4855i5o
lni;37,3a5i7o -- i,4365()2g
— 10^343,51287 ^ 3,Gr3478i
L'invention des logarithmes remonte, d'après Montucla I et d'après M. Terquem [Bullelm, arliclu Beujamin Bran j à Juste Byrge (Jobsl Burgi), qui avait construit une ^ Table en 1610, imprimée à Prague en i6ao, et avait indiqué le moyen de simplifier Jes calculs à l'aide de cette Tahic.
Hais OD attribue généralement l'invention des loga Lrilhmes à Jean Nepcr, qui publia sa découverte en i6i4i W^aa%aTi\J\'nc\n\.\\.\\\éLogaiitbmoiumcnnonisdescriptio.... ■Tiepero'avjtil pas tout d'abord fait usage de deux progrès- Vmons pour définir son système, mais 11 avait eu recours à I considérations mécaniques à peu pr^s équivalentes. |>Lcs logarithmes que l'on appelle aujourd'tiin nepétiniis ne r«ont pas de cet auteur, mais bien d'un géomiitre nommi- ISpeidel; les logarithmes de Speidcl sont d'ailleurs égiiiiv ^Arcux de Ncper, au signe près.
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Les togarillmies dits népériens ont pour base le nombre e ^ a , 7 1 8a8 ... ; le chois de celle base sera expliqué plus tard.
Roberl Neper, fils de Jean, publia les œuvres posthumes de son père sous le liire Miripci logaritlimorum canonis conxtractio. C'est seulement dans cet Ouvrage que Neper fail connaître sa méthode de construction des Tables cl les avantages d'un s^slëme dont la base serait in.
Briggs consiruisil la première Table de logarithmes vulgaires vers 1618, sous le litre de /^gariflimorum c/iilias
pru
I travail fui complété pa
Gellibra
oublié
i le titre de Trigonomciria briiannica.
Les Tables de Vlacfj à onze décimales (i6a8 et i636), de Vega à dis décimales, de Gardinier, revues par Callet, ont été célèbres; citons les Tables construites sous la direction de Pron^ pour le cadastre, qui n'ont pas été imprimées et dont un exemplaire est déposé à la bibliothèque de rinstilul.
Les Tables de Schriin, publiées chez Gaiilhier-Villars, nous parais.ient les plus commodes pour les élèves; mais les petites Tables à cinq décimales de Lalande ( même éditeur) sonl plus portatives et plus commodes pour des ingénieurs.
H. — BÉGLEE D'inTÉRÊT COMPOSÉ.
De l'argent est placé à intérêt composé lorsqu'à la Hu de chaque année on place les intérêts avec le capital.
Soient a un capital, r l'intérêt de 1 franc su bout d'un an; proposons-nous de calculer la valeur A du ce capital au bout de n années.
Au boul d'un an, 1 franc est devenu (i-l-/): a francs sonl donc devenue « (1 -*- r], d'où l'on voit que, pour obtenir la valeur d'un capital placé pendant uu an, il bullît
de miiUiplier [lar (i -h r) la valeur primitive de ce capital.
Si donc OH place !e capital n, qui est devenu a(i-^r),
encure un an, il deviendra n (i -<- r) (i ~h r) ou (i(i -!-/■)*;
si l'on place encore ce capital pendant un an, il deviendra :{i -l-r)»(i-+-r) ou fl(i+f-)', etc., et enfin, au bout de I années, il deviendra a (i -f-r)". On a donc
C'est dans celle formule que consiste la règle d'intérêt composé; elle sert à résoudre plusieurs problèmes que nous allons examiner successivement.
Pboblêmb l. — Trouver ce t/ite devient une somme a %piacée au taux de i oo r pour t oo pendant un temps t.
Soient n l'entier contenu dans t, ^ la Irac Iplète le temps t; on aura
' ^ étant exprimé en fraction d'année.
Problème II. — Çuet est le capital a i/m I pour loo, devient A au bout du temps il
I- f^, n étant le plus gr
Si i'on pose t ^ tenu dans t, on a
;"(. + fO
PiiOBifexE III- — .4u bout de combien de tem/u le ca- I pttat a ptace a loor pour lOo devient-il A?
Si l'on désigne par n -i-^h temps cherché, n désignant
loujours \<i plus grand enlier contenu dans « + ^, <
Cl, en prenant les logarithmes,
logA = iag« + !og[i +},.■; + n H'f, 4-,-)
ou bien
logA — loga l"{;(lJ-J_')
Mais '"«'; ^ '"■' esl moindre que , ; .>n a donc, à
d'une unité près,
_ l«gA — log«
log A — H'n
log(,
pnv défaut ii moins
Si donc on évalue
nnÎL<5 près, on aura n; nune fois connu, l'équation (i) l'cra connaître f par la résolution d'une équation du prt dcgic.
pROBLËHE IV. — j^ ifuct taux faui-il placer la pour obtenir la somme A eiii bout du temps n -j- '^
On partira toujours de la formule
Le taux qui dépend de /■ s'oljlienl par la résolution d'une équation du (h -h ly»™» degré; mais on peut profiter de la petitesse de /' pour la résoudre par approxinialions successives, et l'on pose d'abord
bgfl
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première valeur de r
trop grande. Si dans i'é(|iialion (i) ou remplace le facteur/- ■lu produit ff pnr r,, on iroiive, en it^solvant par rapport à /■, une seconde valeur approchée /j de ;■,
>og^
logA-Ios[(
■jt'\_
Irop grande. En opérant avec r, comme avec ficnl une valeur /*, trop petite, et ainsi de suite.
X. - DES AinnnTÉs
Une annuité est une somme tjire l'un pa^e t I Dée, soit pouréteiudre une dette, sojt pour ^e r I ea pilai.
Problème 1. — Pendant n années on /m) e a francs au coitunencevtent lie chaque annt^'e : un ih'niandf ijuel ca/iitttt on tuira Jormé au bout des n années, le taujr de l'argent étant luor pour luo.
Les a franco pinces au cornu année sont devenus a(i + M".
Les a l'rancs placés au comir année sont devenus a[i + r "~
.1 de la prc de 1,1 deu
ILes a l'rancs placés au commencement de b sont devenus a fi -+-(■).
On pourra donc retirer, au bout de n années
c'est-à-dire (p. 197)
Problème II- — Quelle annuité a faut-il payer poui éteindre une dette K en n années, le taux étant de mai
Au bout de n années, A est devenu A (1 -4- r)"; en désignant par a l'annuité qu'il faut pajcr à la (in de chaque sunée, on devra poser
ou bien
Probi.ème III. — -^u bout de combien de lem/is aurat~on éteint une dette A par une annuité de a au taux de too r pour 100?
En désignant par n ce temps, il laudra poser
Ou résoudra par rapport à n, en a^ant soin de eliolsîr
le plus petit nombre ealier saLisfaisant à l'ioégalité. En n — I annL'cs, la délie ne sera pas tout à fail élciate; un fera alors la différence
[On trouvera une quantité d inférieure à A ; cette i
\ resterait à paver. Si donc on veut attendre encore un an,
\ la dernière annuité devra être 5[i-l-r),
PnoBLÊME IV. — Quelle somme faul-il placer pour obtenir pendant n années une rente de a francs, le taux élant loorpour loo?
' ftomme vaui
I reçue équivaut à
ar .V la somme qu'il faut placer, cette 1 bout de n anntfea, j:([ 4-r)"; la rente
Fusons n — aa; nous aurons la somme ^j- qu'il faut placer pour obtenir une rente perpétuelle de a francs ;
aao tihitf; D'vLGÉunE.
Ainsi la somme qu'il faut placer pour obtenir la renie [>o
pétuelle est -•
Pour lout ce qui concerne l'intérêt de l'argent, on coi sultera avec fruit la Théorie mathémnfiijue des opéralioi Jinancières, de M. Charlon.
1. Trouver le produit des termes d'uoo progression géornitriqua.
Problème analogue pour les progressions géométriques
4. Les termes des progressions géomûlriques croissent avec une rapidité qui dépasse l'imagination. Voici quelques exemples qui pourront convaincre le lecteur.
Trouver la quantité de blé obtenue en plaçant i grain sur la i" case d'un échiquier, a sur la a', 4 sur la 3', et ainsi de suite on doublant toujours jusqu'à la 04*. Cette quantité de blé avait été demandée, diton, par l'inventeur du jeu d'écheca comme récompense de sa découverlo. (Hâtons-nous de dire que cette anecdote est d'une authenticité Tort douteuse.}
E(. En supposant qu'Adam ait eu 3 fils, cliacun d'eux 3 autres Qls, ot ainsi de suite; en supposant de plus que la vie d'un homme soit de 1 siècle, on demande quelle devrait être actuellement la population mâle du globe.
6. En supposant que le prix du pain augmente de — de sa valeur chaque année, on demande quel devrait ëtro aujoard'hul la prix de
la li\rc de pain, ^chanl que du loinps d'Adam ce prix s'éleva! roo liilo{;rammei.
7. Si la population d'un «tapire s'ost accrue en aoo ans de — de sa valeur primitive, calculer t'accroisse menl anouei moyen de la populalkin.
8. Démonlrer que l'on pciil construire une progression géométrique, connaissant le nombre des termes, la somme de ces termes et la somme de leurs canfe.
9. Trouver cinq nombres en progression arithmélîiue connaisstuil leur somme et leur produit.
AA
12. Cn polygone régulier de n cAti''S est inscrit dans un cercle do rayon donné R ; on mené les rayons de co polygone et on le décompose ainsi en triangles i:<osc«les. tels que 0A6 ; dans 0-4B on inscrit un cercitt Kl. on trace un second cercle Ki tangent à Ki et aux droites OB el OA plus petit que le cercle Kj ; on trace un troisième cercle Ki plus petit que Kt et langent à Ki ainsi qu'aux droites OA, OB et ainsi de Mile. I* Calculer pour un polygone d'un nombre de cdiés donné n
la limite de la somme des aires des cenles K|, Ki, Ki, a° Le
nombre n croissant indéfiniment, calculer la limite de la somme de tous les cercles analogues à K|, K), ... : en d'autres termes, calculer Ih limite de n iK,-f- K,-r-Ki-i-.. .} pour » = ».
H. Cn \ase plein, de volume V, contient de l'eau salfe, et dans celte eau il y a en dissolution un poids /> de sel. On vide ce \ase. et l'on admet qu'il reste adhérent aux parois un volume <• do liquide. On remplit ce vase d'eau pure et on le vide de nouveau pour le rincer, et ùnw de suite un nombre de fois représenté par n. Trouver que,
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quel que soit /?, le vase V contiendra toujours du sel; calculer le poids X de sel qu'il contiendra après la /i**^ opération.
15. Quelle somme faut-il placer actuellement pour obtenir dans p années une rente de a francs payable pendant n années?
16. Au bout de combien de temps un capital placé au taux r est-il doublé, triplé, ... ?
17. A quel taux faut-il placer un capital pour le doubler en n années?
18. Calculer le logarithme de 2 à un centième près dans le système de logarithmes dont la base est 16.
IfiN OB LA PREMIERE PARTIE
NOTE SUR UNE QUESTION DE MAXIJniM.
A la p. i8i, nous avons donné une méthode qui n'est peut-être pas à l'abri de toute objection, pour trouver le maximum d'un produit de facteurs dont la somme es' constaolc. Tout revient à montrer que la moyenne arilhmétique de plusieurs quantités (nécessaîremenl positives) est plus grande que leur moyenne géométrique.
1° Supposons qu'il s'agisse d'abord Je dcu\ quantités a, b; il est clair que
(a-<-b)'^iab, I
et il n'y a égalité que si a ^ 6.
a" Supposons maintenant qu'il s'agisse de quatre quantités ot, b, c, et; on a, en vertu des considérations précé-
i '/i/âh ^cd,
I S'il s'agit de S qnanlttës a, b, c, d, e, /, g, h, on aur
NOTE SUR UNE QUESTION DE IIAXIUUM
OU
-y '- ^ i ^abcde/gh ;
et ainsi de suite. Le ihéorèuie est donc établi pour un nombre de quantités qui est une puissance de a; pour l'élablir d'une façon générale,, il suffira de prouver que s'il est vrai pour un nombre de quantités égal à /?, il est encore vrai pour n — i quantités. Et en effet, si Ton a
2 \ abc, . .A7,
on aura
\a -^b --...— l \'^'^' tV*^.a.b,c. . . kl.
Dans cette formule, posons
et il viendra
ou enfin
/,yi ^n'^.abc. .k {
c'est-à-dire
{ a ' b -- c -\- . . . /i)"-* . , , ; : abc. . .A*,
~ Uabc.k.
I. — DES ASRAHfiDISirtS
On appelle arrangements de m objets pris n S n les Esnltats obtenus en prenant n de ces objets de toutes les
inières possibles, de telle sorte que deux quelconques B ces résultats diffèrent soit par les objets dont ils sont composés, soit par l'ordre de ces objets.
Proposons-nous de trouver le nombre des arrangements de m objets pris n à n, nombre que l'on désigne habituellement par le symbole A^. A cet effet, supposons que l'on connaisse le nombre des arrangements de m objets pris I k j, ou A'„ ; si l'on veut former les arrangements de m objets pris 1 -t- I à (' -h I , il faudra ajouter successivement k chaque arrangement des m objets pris i à i les m — i objets qui n'y entrent pas. On formera ainsi m — i noa-
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veaux arrangements avec chacun des anciens, c'est-à-dire en tout Aj„ (m — i) nouveaux résultats.
Je dis : i° que tous ces résultats sont des arrangements différents, car ils diffèrent, soit par l'arrangement composé de i objets qui a servi à les former, soit par le dernier objet ajouté; a^ qu^un arrangement quelconque composé de i 4- I objets s'y trouve, car, si à cet arrangement on enlève son dernier objet, on retrouve un arrangement de i objets. Or, comme ils ont été tous employés, l'arrangement composé de i -h i objets se trouve parmi ceux que nous avons formés ; on a donc enfin
Si l'on observe alors que A^ est égal à m et si dans la formule précédente on fait i = i, ?., S, ..., n — i, on trouve
AJ, = /7i(w — i), A,'„ = Aj,(/7i— 2)
et, en multipliant ces égalités membre à membre, puis en supprimant dans les deux membres de la formule résultante des facteurs égaux,
n. — DES PERHUTATIOnS.
On appelle permutations de n objets les résultats obtenus en disposant ces n objets les uns à côté des autres de toutes les manières possibles.
Proposons-nous de trouver le nombre des permutations de n objets; désignons ce nombre par ?«(*). Supposons
(*) On désigne quelquefois ce nombre par le symbole /il.
que l'oD sache Tornier le nombre P, : à chaque permutalion de i objets ajoutons un nouvel objet, en lui faisant occuper successivemenl la première, la seconde, ■■-. la i-)-i'*"' place; on iVirmera ainsi (i -(- i )Pi résultais différents, soil par la permutation de i objets qui a servi à les former, soit par le rang occupé par le nouvel objet. En second lieu, une permutation quelconque de i + i objets fïit partie de celles que l'on vient de considérer, car, en lui enlevant le dernier de ses objets, on retombe sur une des permutations de i objets, permutations qui ont été toutes employées. On a donc
. En faisant successivement «'=^1, a, .... n — i clcn ob- Itiervsnt que Pt est égal à i , on a
P,=;1.2. Pii-P,.3, .... P„ = P„_i./I,
[ et par suite, en multipliant ces égalités membre à membre,
On peut remarquer que
Et, en elTel, si dans la formule trouvée page 2 ou fait :n, on trouve
m. — SES COHBDâlSOKS.
Od appelle combinaisons de m objets pris n i n les résultats obtenus en prenant n de ces objets de toutes les BUiicres possibles, deux résultats différant seulement par
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la nature des objets qui enlreut dans chacuD d'eux et non
par leur ordre.
Désignons par C^, le nombre des combinaisons de m objets pris i à i; pour former les combinaisons de m objets pris t + ( à t -l- r , on peut, k chaque combinaison composée de i objets, ajouter chacun des m — ï objets qui n'y entrent pas. On obtient ainsi C'„ x{iti — i) résultats qui contiendront toutes les combinaisons formées de 1 + t objets, puisque, en retranchant un objet à l'une des combinaisons formée de i + i objets, on retrouve une combinaison formée de ('objets, et que toutes celles-ci ont été employées; mais les résultats que nous obtenons de la sorte ne sont pas tous différents. En elTet, si nous considérons l'un quelconque d'entre eux, quel que soit l'objet que l'on en retranche, on retombe sur une combinaison différente formée de i objets; une combinaison quelconque
i donc
par
de m objets pris
notre procédé de i + 1 manières différentes, en sorte
que Ç'u,{m — i) représente i -f-i fois C'^'. On a donc
d'où l'on conclut, en faisant i =^ i , 2, 3,. . . , n — i, et en observant que le nombre des combinaisons de m objets
d'où l'on conclut
On voit, d'après ce qui précède, que
Celle formule peul du reste se démontrer direclcmenl en observant que les arrangements de m objets pris «an peuvent s'obtenir en permutant les n objets de chaque combinaison de m objets pris n à n, de toutes les manières possibles. On a donc
a: = c,';, xp„
d'où l'on déduit la formule précédente, et par suite, si l'on veut, la formule (i).
Si l'on adopte la notation ni pour représenter le produit 1 .3.3. . ./i, ta formule (i) peul encore s'écrire
IT. — BOURBUSS iO BtriCT DES TEÉ0BIE8 FBËCÊDCnTES.
Problême 1. — Concevons qu'après at'oir formé les ^vrangemeiits de m lettres prises n an on suppose i Je ces idenlii/ues à a, j de ces lettres itientiijiies à b, etc. : léitrn uhtiendra-l-on de résultats différents?
Supposons d'abord qu'il n'y ait que ï lettres iden-
t** Les arrangements où a n'entre pas seront tous diflérents : ce sont les arrangements de ni — i lettres prises n kn\ leur nombre est A^_( ou
ta" Les arrangements où a entre u us dilTcrcnts : si nous voulons en
! fois seront encore mnaîLre le nombre,
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considérons les combinaisons correspondantes; 6toas a, nous aurons les combinaisons de m — i lettres n — i à/i — i. Si dans chacune de ces combinaisons nous permutons les a lettres cjui y entrent y compris a, nous aurons PnC^,l',
résultats diffc^rc
3° Les arrangements où a entre deux fois ne seront pas tous diti'érents; si nous ôtons deux fois a et si nous considérons les combinaisons correspondantes, elles sont en nombre C";', et, si nous permutons les lettres qui y entrent en y comprenant deux fois a, nous aurons P^C^"' résultats qui ne seront pas tous dilféreuts, car, en permutant les deux lettres a dans chaque combinaison, on ne
sullats difTérents, etc. Le nombre cherché est donc
Supposons maintenant qu'il y ait i lettres égales à a, y lettres égales à h.
Le terme général de la quantité cherchée sera le nombre des arrangements dans lesquels a entre fi fois et b v fois. Il est facile de voir que ce nombre est
en sorte que le nombre des résultats cherchés est
ft et V restant toujours moindres que i et j, etc.
Problème II . — Trouver le nombre des permutations dîfférentei que ton obtient en supposant un certain nombre de lettres identiques dans les permutations de n lelties.
Pfl lïtant le nombre des permutations de n lettres, sî> 1 parmi ces lettres il y en a t identiques à a, il est clair; j qu'en permutant ces lettres a on aura des résultats identiques; les permutations P„ se partagent en groupes de P; | permutations identiques : donc les permutations essentiellement didérentes se réduisent au nombre de Pg, : P, quand i | lettres deviennent identiques à»; si, en outre, y lellrea deviennent identiques à />, le nombre des permutations I
distinctes se réduira à ™-i etc.
Problème 111. — Trouver ie nombre des résultais dîf^ \ férenls obtenus en supposant, dans tes combinaisons da m lettres prises n à n, i lettres identiques à a, j lettres identiques à b.
Considérons une combinaison dans laquelle a entre fifois, b V fois, etc.; supprimons les lettres a et A de cette combinaison, nous trouvons une combinaison de m — i — / lettres prises n — u — v à n — ft^v; donc le nombre des combinaisons distinctes où a entre fi fois et £ v fois «si CJ^y, d'où l'on conclut facilement le nombre cberché.
T. — rOHinilE DU BHOMS.
On appelle yo/mu/fi ila binôme celle qui fait connaître le développement d'une puissance quelconque d'un bi~ Ji6me. Celte formule (dans le cas où l'exposant de la puislance est entier et positif) parait avoir été connue bien avant Newton, on la trouve dans les Œuvres de Pascal. On peut consulter à ce sujet : i" l'article GinAme dans le Pictionnaire des Mnthcmntitiues de Montferrier; a" un article de M. O. Terquem, inséré dans ses Nouvelles Annales, Vi ; 3° enfin, X Histoire des Malhématiques de Monlucla.
Voici commeat on peut
l'analyse combinatoire
Multipli
river à celle foroiule à l'aide de
entre eux les bindmes
Poor faire ud produit de deux polynAmes, on multiplie chaque terme du multiplicande par chaque terme du multiplicaleur; en d'autres termes, le produit de deux polynômes est la somme des produits obtenus en prenant pour fadeurs un terme dans chaque polynâme de toutes les manières possibles.
Le produit de trois polynômes est égal à la somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chaque polynôme de toutes les manières possibles, et ainsi de suite (t. I, p. a4^'
Cela posé, le produit que nous cherchons est égal à ta somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chacun des binômes {x + n),(x-t-i), ... de toutes les manières possibles. Prenons d'abord x dans chacun des m binômes en question, nous formons le terme x"", prenons ensuite x dans m — i binômes el le second terme dans le /h'*"» binôme restant; faisons cette opération de toutes les manières possibles, la somme des termes ainsi obtenus sera x'""' (n -t- />-i-. . . -t-/), que l'on peut désigner par la notation abrégée
déjà employée (1" Partie, ] nous prenons
, 6t)). En général, sî H — n binômes, il faudra prendre les seconds termes dans chacun des ii binâmes restants; en répétant cette opération de toutes les manières possibles el en ajoutant les résultats, on trouve
. '^«bc.f.
CHAPITRE PHEUicn. g
. . ./"désignant, pour abréger, la somme des pro-
btenus en prenant pour l'acleurs n des m lettres
a,b,c,,, .,/de toutes les manières possibles, ^abc. ..J
représente donc la somme des combinaisons des m lettres
«,£ /'prises n à n sous (orme de produits. Si donc on
lient à supposer a=: b^c ^= . . . := t, le terme que nous iCDons de calculer se réduit à
Enfin, pour achever la formation du produit que nous cKerclions, nous prendrons tes seconds termes des bi- DÛmes, et nous aurons le terme abc. . ./; nous pourrons [donc écrire
y Nous aurons plus loin occasion de faire usage de cette amie; si l'on y fait a^ b =:c = — ^ /, il vient
Celle formule peut encore s'écrire, en remplaçant C", par
Nous ferons, au sujet de celte formule, plusieurs remarques importantes.
i" Deuj: coefjîcienfs également éloignés des extrêmes te développement de [x -j- aY'sont égaux.
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£n efiet, çn changeant x en a et a en x, les coefficients* des termes ne changent pas ; le premier membre de i^équa-* tion (2) ne change pas non plus. On a alors, en identifiant les deux développements de (x -Ha)'" que l'on obtient ainsi, c'est-à-dire en égalant les coefficients des mêmes puissances de x, le théorème qu'il s'agissait d'établir; il conduit à la formule
Cn ftn—n
que l'on peut vérifier directement. Elle revient, en effet, à la suivante :
m {m — i)...(/i/ — /i-A-i) m {m — i)...(/iH-i) 1.2.3.../? 1.2.3. ..(m — n)
Si l'on réduit les deux membres de cette égalité au même dénominateur, les numérateurs deviennent égaux
2^ Si Ton fait a = x = 1 , on a
2'« = 1 -+- Ci, -f- c;„ -+- . . . -4- CJ, H- . . . H- C,^. 3® Si Ton fait a = — x = — 1, on a
0=1 — C„^ -^ C^ — . . . ± C^, qz . . . dz CJJ.
4^ Si, dans la formule (2), on met le terme général sous la forme
il désignant d'une manière générale le produit 1.2.3.../, si Ton change ensuite a en a 4- i, le terme général du développement de (x 4- « -h i)*" sera donné par le terme général du développement de l'expression (3) dans la-
CHAPITRE PREMIER
quelle on aura changé a en a + & ; il sera donc
mil m — /i ) !
ni [m — n)\[m — n — a] lai
ni (m — /i— a)!al
Ed changeant ensuite b en 6 + c, on obtient de la même façon le terme général du développement de (x-f-a-hi H-c)*», et, en continuant ainsi, on trouve, comme t. I, p. 67,
formule dans laquelle on a toujours
les entiers ot,p,... pouvant être nuls, on y supposera a^ égal à I , et o ! égal à 1 .
¥1. — DU TBIAHGLE ABITHMÉTiaUB.
Considérons les coefficients des puissances successives du binôme; écrivons sur une première ligne les coefficients de la première puissance, c'est-à-dire 1 et i ; sur
Tj
ai
une seconde ligne écrivons les coefficients de la seconde puissance, c'est-à-dire 1, 2, i, et ainsi de suite, de sorte
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que les coeflicients des termes de même rang se correspondent dans une même colonne verticale. Le Tableau que nous formons ainsi porte le nom de triangle arithmé^ tique; les propriétés de ce triangle ont été développées avec beaucoup de soin par Pascal dans son Traité da triangle arithmétique; toutefois il ne dispose pas son
lO
triangle tout à fait de la même façon que nous. Si nous concevons que, dans le triangle dont nous avons parlé en premier lieu, on fasse glisser chaque colonne verticale de manière à amener toutes les unités qui sont en tête sur une même ligne horizontale, on aura le triangle de Pascal. Les nombres qui sont inscrits dans la (/i+i)*^^ colonne verhcale du triangle portent le nom de nombres /igurt^s liu /i*«^'"' ordre; les nombres du premier ordre,
ou I , j, 3, 4 portent aussi le nom de nombres natU"
reh. les nombres du second ordre celui de nombres fnii/i;;i</iii/'o\ les nombres du troisième ordre celui de f*yranttdiiUA\ les nombres du quatrième ordre celui de trian^ulo-trian^ulaires.
Tuk-oHi.MK I. - /.«' j*'^'«' noml*rf ti::ui'é de l'ordre n a
^ . *Hl , , i-
Kl» ollVl. lo» ii\»nihiv^ tij;mv* de Tordix» n sont les nombres dr (-\uul»u)ai«\»M« m A '4 ; le pivuùer est rvUtif à n objets^
le second à n + i , . . . , le i""" à n + i — i , le i"*" nombre figuré de l'ordre n est G^^,.. un corollaire (p. lo), C^~/-ii c'est-à-dire
1 sorte que ou, d'uprès
Ii-i
expressions ideoliqucs avec celles que nous avions annoncées.
Théorêhb II. — 6'n nombre figuré est égal au nombre écrit imiriéditUenient aa-desius de lui dans le triangle arithniétiguc, augmenté du nombre placé à la gnnc/ie de ce dernier.
En d'autres termes,
Cette formule se vérifie trés-facilcment en remplaçant les svmboles C"^,-, C^.,_,, C"",'-,- par leurs valeurs. Voici comment on peut l'établir directement. Considérons la formule
démontrée pages 8 et 9; multiplions ses deux membres pir(x-f-c}i nous aurons
or, en identifiant cette formule avec celle que l'on obtient CD appliquant directement la formule du binâme 1 l'expressioD [x + a )"■*-' , on trouve
»ê]|E III. — Il résulte du théorème précédent
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ifu'un nombre Jïguré quelconque est égal à la somme des nombres J! g lires de l'ordre précédent, placés immédiatement au-dessus de lui dans le triangle arithmétique.
Ainsi, Von a
Le Irisngle arithmétique dont nous venons de parler est un cas particulier d'un triangle beaucoup plus généra], que Pascal appelle aussi triangle arithmétique et que doub allons apprendre à former.
Dans une première colonne verticale écrivons le nombre a; dans une seconde colonne contiguë écrivons tes |
nombres a, « -t- è, 311 -h b obtenus en ajoutnnt au (
nombre b les produits de a par les nombres figurés du pre- > mier ordre-, dans une troisième colonne écrivons les pro~ f duits des nombres du second ordre par a augmentés des | produits des nombres du premier ordre par b, et ainsi de i; suite; nous formerons le Tableau ci-contre.
■ oé
Les propriétés connues des nombres figurés montrent : 1° qu'un nombre inscrit dans le Tableau précédent est égal à celui qui est placé au-dessus de lui augmente de celui qui est à gaucho de ce dernier; a" qu'un nombre
aeltonijue est égal à la somme de tous ceux t/ut sont s ati'dessus de lui dans la colonne précédente.
Considérons la troisième colonne de notre dernier Tableau; faisons h^ i, elle se composera de la suite
lii«rsque n=:i, on retrouve les nombres triangulaires:
lorsque a := 2, on obtient les nombres carrés, qui ne sont
lUtre chose que les carrés des nombres naturels; lorsque
|p^3> on obtient ce que l'on a[t[>elle les nombres ponla-
maux; lorsque « = 4i on obtient les nombres Uexago-
X, etc. Voici maintenant la raison de ces dénouilna-
îonsidërons la^^. 5 : elle commence par un point; au- ^ssous on a placé deux points, puis trois, puis quatre, etc. W n représente le nombre de points placés sur le côlé AJ3, Ruooibre total des points contenus dans la figure sera
Rtmme des n premiers nombres naturels, c'est-à-dire rcprésentt'ra le n"'"" nombre triangulaire.
Si nous considérons maintenant la Jig. 6, si nous désignons par n le nombre de points contenus dans le é AB, il y aura n^ points en tout dans la Ggure; or, on ml évaluer ce nombre d'une autre manière, en obser- Ot qac l'on trouve de chaque côté de la diagonale AC
k points, k désignanl le (n — iji*"" nombre triangulaire: U y a donc en tout
points dans la figure, c'est-à-dire un nombre de points marqué par le n'"" nombre carré.
Si nous considérons la fig. y et si le cAté AB contient n points, nous voyons que la figure totale contiendra, en désignant par A le (n — i)'*°' nombre triangulaire, 3AH-rt points, et ainsi de suite.
TH. — SOmŒ DES ?insS&NCES 8EKBLULES DSS TEBKQ S'ME FEOGRESSIDR AfilTHHËTiaUE.
Considérons la progre
rithmélique (*)
Soit h la raison ; nous aurons, en désignant par r lier quelconque,
(*} Lb Ibéoriedea nombrei polygoDini et das pra^frcsaioni irilhmétlqoa eilile cjsna les CBUTres da DiuphantE. Ardiiroéde a fait connnttre la somina d<H ciirri!s des n premiers nombres eDtii?ri, il l'a appliquée ï la rccberchi de l'aire de la pnrnlinloi In somme des cubss des n premiar» nntiers a êu donnée pnr Hralime[;iiptii, nu m' siècle; la somme des quairiéine» puis. uiicei ■ éU donnée par Djamchid ban Mas'oud ben Mahmoud, médecfa tralie du xii' siècle ; Fermai a donné le premier une méthode gcnéralo pour Il iiimmation des puissances semblables des termes d'une progression iirill» métiqne.
CHAPITRE PREUIER. I
Ajoutons ces égalités membre à membre, Il vient, en sup* primant des termes communs de part et d^autre,
l=ifi i=im
J*où Ton tire
Cette formule permet de calculer la somme des puissances 71*^"^ des termes d'une progression arithmétique lorsque Ton connaît la somme des puissances i, 2, 3,..., n — I.
Proposons-nous par exemple de trouver la somme des carrés des/7 premiers nombres. Il faudra, dans la formule précédente, faire /i = 1 et /i = a ; il viendra alors
ou bien, réductions faites,
,-,__/'(/' -^Of^/'-M)
La même formule (1) donne ensuite, pour /i =3, i=p
I Jl^tre, II.
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c'est-à-dire, réductions faîtes,
Tm. — A7FUCATI0H OLS THÉOBIES PHÉCÉDEHTIS 1 U BOmiATIOIl DES FILES DE B0DLET8.
Dans les arsenaux, les projectiles emmagasinés sont aujourd'hui de deux espèces : les uns sont destinés aux pièces lisses el sont sphérîqucs; les autres sont destinés aux pièces rayées et ont une forme cylindro-conique.
Nous nous occuperons d'abord de la sommation des piles de projectiles cylindro-coniques; ces piles sont formées d'une première rangée de projectiles se toucbanl tout le long d'une génératrice cylindrique. Soit n le nombre des projectiles placés dans cette rangée; au-dessus et entre les intervalles laissés par les projectiles de la première rangée, on place une seconde rangée de n — i projectiles; au-dessus de cette rangée, on en place une troisième composée de /i — a, et ainsi de suite. On forme ainsi une espèce de triangle dans lequel le nombre des projectiles employés est évidemment le h'*"' nombre
triangulaire, ou -^ -\ pour donner plus de solidité à
la pile, on place plusieurs rangées verticales, semblables à celle dont nous venons de donner la description, les unes contre les autres. En désignant par p le nombre de ces rangées, le nombre total des boulets sera
Donc, pour avoir le nombre des projectiles oblongi
CUIPITHE FRBHtEn. I{)
contenta dans une pile, comptez le nombre des boulets contenus en long et en large à la partie inférieure de la pile,' si n désigne le nombre contenu dans le sens du diamètre et p le nombre contenu dans le sens de la Ion-
gueur des projeciilet, p — représentera le nombre
total des projectiles contenus dans la pile.
Les boulets sphériques sont rangés le plus souvent sous forme de piles rectangulaires ; les piles carrées ou t/uadrangulaires sont moins fréquemment usitées. Enfin on n'emploie que rarement les piles triangulaires, et seulement pour un petit nombre de projectiles, à cause de l'espace qu'elles exigent.
Occupons-nous d'abord de la pile triangulaire. Soit n le nombre des boulets contenus dans le cAté du triangle équilaléral qui forme la base de la pile ; celte base con* tient évidemment un nombre total de boulets égal au
«'•■• «ombre triangulaire, ou — boulets; au-dessus
de celte base ou première rangée, on en a placé une seconde, en ayant soin de mettre les nouveaux boulets eotre les interstices laissés par les premiers. Le côté de celle seconde rangée ne contient que n — i boulets; par conséquent, la rangée elle-même contient un nombre de boulets représenté par le {n — i)""' nombre triangulaire, et ainsi de suite. Il y aura donc en tout dans la pile un nombre de boulets égal à la somme des n premiers nombres iriangulaires, c'csl-à-dire égal au «'"" nombre pyramidal (de li le nom de nombres pjrvamidaux donné aux nombres du troisième ordre).
Donc, si n désigne le nombre des boulets contenus dans (ecôté d'une pile triangulaire,
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représentera le nombre total des boulets contenus dam la pile.
Considérons maintenant une pile quadrangulaire. Dans cette pile, la base est formée de boulets tangente, les points de contact ayant lieu aux extrémités des diamètres rectangulaires: la forme générale de celte base est un carré« en sorte que. si n désigne le nombre des boulets Cv^ntonus dans le ciNté, n* représentera le nombre total des boulots contenus dans la base. Au-dessus de la base se tri>u\-e une rangée de '^n — i)- boulets, et ainsi de suite, en sorte que le nombre total des boulets contenus dans la pile est la somme des carrés des n premiers nombres, on
Ainsi donc, n Jtfi^n4tnt I^ nomhre des boulets con^
:rfiu,< *i^ins /i* *\V:r ^iu^i^ pîlr cu^*iran^ul*ure,
»r*;vv.sr*xjr,-»*vî vV )>,'>?>î^'r l*"C,:7 ,:V,^ hc^iJ^j conTtams dams
^,^î^,N^î;•ï\^r.^ onîm «i>r p-.lc r^ïvtanp;ljèirf ; jul base est %N^yi^;:*^;.l^ or k Ws'nrïf W4iïi"..:r q«c *•*?-'. ic 3f la pile q«avi r« r^*:'* J ;; ; ; v S,m *^ï^ ; i. oî *; K> ;•; .^ n; Sr;> ô f K>t i ris coxiteass ,i«n> K'> ,\M,"> *v k S*Ni-. 4;i; o,^Nvj;> ôf k i«i.sf, c* place
,\^î;v ^'i «iiix; ,î,* >4,.;,^ l\vx,Nrix I. 1. ■ : . .'i- nAm^iTic total
,},*x îs^ii ',•.'* *!,• ij; 4%.!," xo,T
On aurait pu arriver à ce résultat en observant que la pile pouvait se décomposer en une pile quadrangulaire ayant n boulets de càté et en une autre pile analogue aux piles de projectiles oblongs, mais inclinée, et ayant /j et n boulets de côté.
Donc, n et i/ désignant le nombre des boulets contenus dans le petit et le grand côté d'une pile rectangulaire, le nombre total des boulets contenus dans la pile
ISi dans cette formule on l'ait n'^n, on retrouve la formule qui convient aux piles quadrangulaires.
NOTES ET EXERCICES
I. Dans les probléiueâ rclalirit il l'analyse combinalolre, on est sou*
TCBt amené à évaluer le produit i.ï.3...n — n\; quand a esl grand,
le nlcul de c« produit est pres^iue impraticable. Voici une formule
(dont nooâ ne proposons pas la démoDslraLiuQ ) que l'on donne dans
LlwTraités de Calcul intégral et qui permet de calculer rapidement n! :
1, 4341945] + o,3ggo8g9 + -log/i-^
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(les logarithmes ont pour base lo). L'erreur commise par l'emploi de cette formule est moindre que ;•
Il ne faut pas oublier que Cg, = , '—, — rj A;2 = — f> P„ = /i!.
Exemple, — De combien de manières loo personnes peuvent-elles se ranger à table? De loo! manières. On a logioo! = 167,97 i3i. Lo '^ nombre cherché a donc i58 chiffres; les premiers sont gSSgS.
2. De combien de manières peut-on écrire les unes à la suite des autres a lettres a et p lettres b ?
3. De combien de manières peut-on écrire les unes à la suite des autres a lettres a, p lettres ^, . . . , > lettres /?
^/'- aljB!..,; — •
4. Le nombre de manières dont on peut amener le point N avec /A dés à jouer est le coeflicicnt de x^ dans le développement du polynôme ( j: -I- x' H- x' -+- X* -+- j:« -h j:8 Y,
5. Trouver le plus grand terme du développement de (« h- ^)'".
En appelant -y^, a^h^ ce terme et on écrivant qu1l est plus grand que celui qui le précède et celui qui le suit, on trouve
d'où l'on tire
Donc a est le plus grand entier contenu dans j—»
6. De ce que le nombre des combinaisons de m objets pris n ù n
^ m(m — i) , , Am — n -h i) . , , j .» j^
est —' ^ ^ on peut conclure que le produit de
Démontrer la formule
(x-i-fl)'»« = jr'WH — ^(j:-i-6)'»~>h ^ -aya — ao)(x-f-ao)*«-"
H ^ ^^- itf(fl— 3^ «(x-h3^)'»«-» -+-....
(ÂRBL.)
10. On appelle factorielle un produit de facteurs en progression arithmétique. On pose, d'après Vandermonde,
Kramp remplaçait le signe [/i, r]» par /i'*^'» Cela posé, on demande de prouver que
[a, o]" = fl", [/i, /•]'» = [/i, r]'»-' [a -h 71 — ir, r]*.
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Cette dernière formule est connue sous le nom de binôme de Famler^ monde ou des jactorielles.
il. On a
i.2.3.../i = w« — CA(/i — O^-h C,î(/i — a)»--...d:CJ-«i».
Si // > t, on a
o = /i' — CA (/? — i)' -h C2(/i — a)' — . . . ifc CJ-' I'
13. Combien y a-t-il de termes dans un polynôme de degré mJ (Un de degré o, - du degré i, — ^ •' du degré a, etc.; en
tout ^ ' y n désignant le nombre des variables).
14. Avec des dames à jouer on forme une pile comme il suit : à la partie inférieure on forme une sorte d*hexagone régulier en plaçant n dames ayant leurs centres en ligne droite; contre cette rangée on place une seconde rangée contenant n + i dames, puis une troisième en contenant /i -h a, . . . , puis une /i**"* rangée, en contenant /n- /i — i; après quoi on place une (n + i )'*™* rangée contenant une dame de moins, et ainsi de suite, jusqu*à ce que Ton ait placé une dernière rangée de n dames. Par-dessus cette Ggure on en place une autre formée de la môme façon, mais contenant n — i dames seulement sur son côté, et ainsi de suite, de sorte que la pile contienne une dame à sa supérieure, sept immédiatement au-dessous, puis dix-neuf, etc. Prouver que le nombre total des dames de la pile est //>.
15. On peut toujours trouver pour A, B, C, ... des nombres rendant identiques les formules
En conclure les valeurs de 2/?*, ï/i», etc.
16. On peut toujours déterminer des nombres A, B, C, . . . tels que Ton ait identiquement
CHAPITBE
REXieS.
Ed proGter pour calculer i/t'
Combien peut-on mener
dédia
gonales
unpolygon
SO. Etant donnés n points, on les joint doux à deux de toutes les manières possibles ; en combien de points les droites ainsi menées ee renconl rent -elles T
9t. Étant donnés n points, par tous ces points pria trois à trois on bit pa^er des cercles : en combien de points tous ces cercles se nMDContrent-ilsf
^Hr tS. On appelle prababilité d'un «événement le rapport du nombre ^Htcaa favorables à l'arrivée de l'événement au nombre total des cas ^KtHibles et élément po^isibles qui peuvent se présenter (|uand oo ^^Bend l'arrivée de l'cvéDement.
^^^ Hati la probabilité d'amener le point 6 avec un dé estvt parce que six cas peuvent se présenter quand un dé est jelji sur un Lapis et qu'un seul de ces cas est favorable à l'arrivi'o du point 6. Cela posé, oa propose de résoudre les questions suivantes -
SS. Calculer la probabilité d'amener le [xiint i5 avec 3 dés.
M. On prend m billots dans une loterie de N lots : quelle est la prot^Uté do gagner a lots?
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25. Une urne contient quatre-viogU-dix numéros, on en tire cinq an sort, on désigne un, deux, trois, quatre ou cinq numéros à l'avance : quelle est la probabilité de deviner juste dans chaque hypothèse
Rép. :
La probabilité pour que i des numéros désignés sorte est
a 8oi
11748 5iio38
NOTIONS GÉNÉRALES
- IKTBODOCTIOH.
Nous allons mainlenanl aborder celte partie de l'Algèbre appelée analyse algéltritjiie par Cauchj, introduction à l'Analyse infinitésimale par Euler. L'Analyse algébrique a pour but de préparer l'esprit à l'étude des branches élevées de TAnalyse, en ajoutant des coaceplions plus pKilosopltiques aux spéculations de l'Algèbre élémentaire.
Dans l'Analyse algébrique, les quantités que l'on considère sont systématiquement variables; l'emploi des lettres devient donc tout à fait indispensable pour tes représenter. Les théorèmes sur les limites, la notion de l'inGni et de l'infiniment petit reviennent à chaque instant et constituent le véritable fondement de la science que nous allons étudier.
Quelques auteurs ont défini les mots de constante et 'iabies nous ne pensons pas pouvoir substituer à ces
its des idées plus claires que celles que l'on y attache édiatement f ').
{*] . QuinUlu cuiouii
ulomn lerrins Qu»n
BBiic* oBinina iilorcs deb
iriila, |]iirp(!luo eutnilem
EuLU, Imrodutlio in flj
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Lorsque deux quantiu-s dépendent l'une de l'autre de telle sorte que, l'une d'elles variant, l'autre varie aussi, et que, l'une d'elles restant constante, l'autre reste constante aussi, on dit qu'elles %ov.\. fonctionii l'une de l'autre.
Les fonctions d'une quantité x se désignent par les
notalions/(x), F(^), . - -, <ï(x}, .... F'(j:), F, {x)
Si y est une fonction y( J:') de x, x sera une fonction ^{y) de^; les deux fonctions ^(j^) et 111(0:) sont dites inverses l'une de l'autre.
On dit qu'une quantité f est fonction de plusiewi'^ autres lorsque, celles-ci restant constantes, à l'exception d'une seule x d'entre elles, y et x sont fonctions l'une de l'autre; on représente les fonctions de plusieurs quantités par les notations /(x,r, 3, . , .),<s[x,y),'^[x,y, z) ....
Il .... Le Tf\oi fonction a été employé par lea premiers analystes pour désigner en général les puissances d'une même quantité; depuis, on a étendu la signification de ce mot à toute quantité formée d'une manière quelconque d'une autre quantité- Leibnitz et les BernouJIi l'ont employé les premiers dans celte acception générale »
(Lacrahre, Equations numériijues.)
U. — BAPFEL DE amCLaUES DÉrmiTIOHS IT théob£mes FONDAUGRT&DI.
On appelle limite d'une quantité variable une quantité I fixe dont elle approche indéfiniment, de manière à pou- I voir en différer d'aussi peu que l'on veut.
La limite d une somme ou d'un produit de plusieurs quantités variables eh hombiie LiMiTi est égale à la somme ou au produit des limites de ces quantités.
La limite d'une différence ou d'un quotient de deux
variahlet est égale à la différence ou au ijuotienl des limites de ces variables.
Ces théorèmes s'étendent encore au cas où quelques-unes des variables seraient remplacées par des constantes, pounu que l'on considère ces coaslanles comme étant à eUes-mèmes leurs propres limites.
On dit qu'une quantité variable est infinie lorsqu'elle peut croître en valeur absolue au delù de toute limite.
On appelle valeur d'une fonction pour une valeur infinie de sa variable la limite vers laquelle tend celte fonction lorsque celte variable croît indéfiniment; ainsi on dira que - est égal à zéro pour x^9s .
On appelle quantité infiniment petite une quantité variable qui a pour limite zéro; ainsi on pourra dire que
- est infiniment petit pour x infini. Toutefois, il ne faut
pas confondre ou assimiler te xéro à l'infiniment petit; le zéro est constant, TinGoiment petit est variable; il peut
Knc passer par des valeurs trcs-considérables avant d'aïndre sa limite xéro.
- DE U COHTIKUITÉ.
On dit qu'une quantité varie il' une manière continue entre deux limites a et b lorsqu'elle ne peut passer entre ces limites d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
On dit qu'une fonction /(:r) de x est continue pour x=a, quand t étant une quantité donnée quelconque, aussi petite que l'on voudra, il existe une quantité finie h ttlle que, quel que soit 9 compris entre — i et +ii i" y(a + 6A) resle fini et bien déterminé; a" on ait '{a + ^h) — Aa) <î, en valeur absolue.
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On dit qu'une foncLiony(j-) est continue à partir de a ou (à droite de a) quand e étant donné arbitrairement, il existe une quantité positive h telle que, quel que soit Q compris entre o et i, môme pour 0 = 0, i"_/'(a + 8A) «si bien déterminé et fini, n' /(a-i- 6A) — /{a)<e en valeur absolue.
La fonction y(a;) serait dite continue, jusqu'à tz ou à gauche de a, si les mêmes choses avaient lieu en supposant 0 compris entre o et — i.
Enfin une fonction est continue entre les limites a et b quand elle est coutinue à partir de a jusqu'à b, et quaoct elle est continue pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 6.
On peut dire d'une manière abrégée que /(a;) est continue pour X = a, quand à un accroissement infiniment petit quelconque de a correspond un accroissement infinimcnt petit de /{a).
Tbéorème I. — Si une /onction /{x) est continue pour foutes les valeurs de sa variable comprises entre deux limites a et b, elle passera par tous tes états de valeur compris entre f{a) et f(b).
En effet, subdivisons l'intervalle compris entre a et é en n parties égales à /i,, et, ^». désignant une quantité donnée comprise entre /{ a) et/{b), cherchons dans la suite /(a), f{a-\- h), . . .,/{« + n — i A) deux termes consécutifs /(c,) eiy(c, + A,) comprenant ji, si aucun
d'eu;
,là,*
Subdivisons encore l'intervalle compris entre c, et c, + A, en n autres égaux ù A^; cherchons dans la suiie /(c.), /{c,-l-Aj), ..., f{c,+~,r^h,) deux termes consécutifs /{cj) et /(Cj + Aa) <
nanti*, si aucuu nombres c, d, C\ H- A|,Cs + A,,
iix n'est égal à ji, et ainsi de si . . . vont en croissant et les r . en décroissant. Maisci, Cg, .
mpre-
.e; les mbres \ . sont
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ionsmoindresque6;ci + A|,C]4- Ai, >.. sont plus grands que a : donc les uas et les autres ont une limite ; cette limite est évidemment la même pour c,- et C| + A/, car ki lend vers zéro avec i. J'appelle c celte limite commuoe; je dis que l'on a précisément /(c)=^ [x. En elTet, îl esl toujours possible de déterminer la quantité positive H de lelle sorte que, pour A < H en valeur absolue, on ait /(c+ A) — /{cXe; maison peut toujours prendre i assez grand pour que c/et c/4- A,dill\;rcnt de leur limitée d'une quantité moindre que H, et alors /(c,) — /(o) sera moindre
Ie t,/{ci 4- A,-) — /(c) également. Donc [t, qui esl coma enire/(e,-t- A,) ei/(c,), dillérera a fortiori de /(c) lae quantité inférieure à e; donc eaûn/(c)^ [x. c. Q. F. D.
tatotikitE II. — Si une fonction f{x) ne peut pas tser de la valeur f{<3L) à la valeur f(_p) sans passer par toutes las valeurs intermédiaires quand x varie d'une manière continue entre a. et ^, a. et ^ désignant deux nombres quelconques compris entre a et b, si de plus entre i et p la fonction f{x) ne passe qu'un nombre fini de fois par la mêmevnleur(^)et possède pour chaque de X une valeur finie et déterminée, elle est conpour toutes les valeurs de x comprises entre a et b.
En efTet, soit c une valeur comprise entre a et b; donnons à X une valeur fc voisine de c et un peu plus grande 4{ae c. Quand x variera entre c et k, f{x) variera entre
{*) Celle londllion, que l'on ne menlionne pu ordinair paadanl Dpeecuira : ainii uae fonction écile 1 lin - pour laora dr i diffirentct ds léro el icale k lero pour 2 = o n •nv pour 1^0; cila utUfait cepondanl aux autrei eondltioi •tu «t sliir qas/(A) — /(o) oaf(,à) = iln ^ ne lond pu ri
Il Tll«ITé d'aixiébiir.
des limites qui pourront être l'une supérieure et l'autre inférieure à /(c). Supposons, pour fixer les idées, l'une d'elles supérieure ^ f{c) et égale à/(c) + u; si l'on pose
(I) /(C+1I)-/(C)=£ ou /(C)+II=/(C)+E,
on trouvera toujours pour H une valeur satisfaisant à celle équation si e est très petit, parce que f{x), passant par la valeur /(c) et par la valeur /(c) + o), doit passer par la valeur intermédiaire _/"(c) + £. De plus, il n'j a par hypothèse, entre c et k, qu'un nombre limité de valeurs de II satisfaisant à l'équation (i). Si donc nous prenons H égal â la plus petite solution de (i), pour toute valeur de h moindre que H, on aura
/(c + A)-/(c)<£ ou f{c + h)<f{c)^t,
sans quoi, f{c-\-h) pouvant devenir plus grand que /(c)-)- E, il passerait entre c et C + H par la valeur/{c) -1- e, et H ne serait pas la plus petite racine de (i).
Si/(j:) variait entre deux limites dont l'une soit inférieure ày(c), on prouverait de même qu'il esiste une quantité H' telle que pour A'-< H' on aurait
On verrait enfin d'une façon analogue qu'il existe une ijuantilé H( telle que toute valeur négative h moindre en valeur absolue que H, satisfasse aux inégalités précédentes. La fonction / est donc continue pour x^C compris entre a et b. c. q. f. n,
Théorème II. — La somme, la dijjérence, le produit, le quolienl de plusieurs fonctions continues sont encore des fonctions continues.
Eu elTet, prenons, par exemple, le produit de plusieurs fonctions continues/", (ir)/'j(:r), . ./„(*), changeons j: en
ciiAi'itnE 11. 33
Vx -f- A : le produit devient
lors<fDe l'on fait tendre h versïéro; /i{.r-t-/j),/"j (x-i-/i), ... tendent vers les limites y, (.r), /3{,r), .... Or la limite
(du produit /,(„■ + /,:/„,, + /,)...
est égale au produit des limites de ses facteurs : donc Mi+I.)f..{x + !,)... a pour limite /,(x)y.(i), ... et par conséquent peut eo différer d'aussi peu que l'on TCUi; donc /t (x)_/",( j;). . . représente une fonction continue.
Il faal bien remarquer que, si/{x) n'était pas continue pour la valeur a de sa variable, _/"(« + /() n'aurait pas pour limite _/"((!), ce qui peut arriver de deus manières : l"U fonclion/(x) passe brusquement d'une valeur à une tnlre lorsque x ne varie pas sensiblement; ces cas sont tris-rares : nous en verrons plus loin des exemples; a" la foncliony(a') existe pour x = i -H /i, mais n'existe plus pour x^ a; alors, /"(a) n'existant pas,y(« 4- A) n'a pas
de limite. Par exemple, la fonction - n'existe pas pourx=o;
elle est discontinue pourx = o; la fonction \/i — x est discontinue pour x = i, etc.
Rkhahque. — Un quotient de deux fonctions continues
sse d'Atre continu lorsque le diviseur passe par zéro. Ea
, alors le raisonnement exposé plus haut tombe en
F défaut, car le quotient des limites de deux quantités dont
le diviseur est nul n'existe plus.
TBÉOBÊMt: m. — Si u^=f{^x) est une Jonction con- I tiautt de x pour x '=a et si y est une fonction continue Véeu pour n =J^a), y sera une Jonction continue de x [ pour X ^a.
- AlgUr', II- 3
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En effet, à un accroissement iolioinient petit de x correspond un accroissement infiniment petit de u, à un accroissement infiniment petit de ii correspond un accroissement infiniment pclît dey : donc, en définilive, à un accroissement infiniment petit de .r correspond un accroissement infiniment petit de_j-; donc r est fonclioD continue de x.
Théobême IV. — Si _/{u, v) est Jonction continue de u et de V, et si u et ii sont Jonctions continues de x, f(u, v) sera fonction continue de x.
Mais, pour que ce théori^me soit vrai, il ne suffit pas que_/"( u, f) soit continu pour des valeurs déterminées de u ci V, il faut quey(u, i') soit continu pour toutes les valeurs de II comprises entre deu\ limites fixes rt + £, « — î' et de V comprises entre deux autres limites A -f- e, et 6 — t',, simultanément, e, c', fi, s', désignant des nombres finis, A ce prix seulemenl,_/'(H-t-K, l' + i'ï) — /(", i') tendra vers zéro quand les accroissements a et j^ de u et v produits par l'accroissement très petit de x tendront vers zéro. En effet, cette différence peut s'écrire
et les deux différences dont elle se compose ont pour limite zéro pour a =^ o cl p = o.
Une somme ou un produit composé d'un nombre illimité de fonctions continues peut fort bien cesser d'être .continu. Nous verrons plus loin des exemples de ce fait.
Sirona_j' = /(x),on en conclut j:=: tp(('); les fonctions /{x) et 'f (.z) sont alors dites inverses l'une de l'autre; ordinairement une fonction et son inverse sont continues en ;uéme temps.
IT. — 8DB U TABUTIOS II£S FOlICTIOltS.
Une fonction /{x) de x est croissante pour x = o quand il existe une quantité positive h telle que, Q étant
.^Til
sompris entre o et i
1 <]ue soit d'ailleurs Q. Si la première égaillé seule est iatisfaite, la fonction est croissante à partir de a; si In seconde seule est satisfaite, elle est croissante jusqu'à a.
' Les définitions précédentes subsistent en rein|)iaçanl le
^^Ebot croissante par décroissante, pourvu que dans tes for- ^^■ales (i) on remplace le signe > par < et < par >. ^^F 11 e^i important de remarquer que, d'après nos défîn!- ^^Bons, unefonction peulfortbien être continue pourx^a, ^^bns être ni croissante ni décroissante; il existe de nom- ^^fevux exemples de pareilles fonctions.
On dît qu'une fonction f{x) de x passe par un maximum pour x:=.a quand il existe une quantité A, telle que, tel que soit fl compris entre — i et + i , on ait /{a:+8A></(a);
I contraire, elle passerait par ' ll'on avait f{x + 1/<) >/{a.).
leière commun au niaiimum -OA) — /■{«) conserve le i
itnimum pour x = peut dire que le c
de-
léme signe quand 6 v
iable!
Une fonction de plusieurs
> y^ ^)» pBsse par un maximum pour x = c quand il existe des ». variant entre — i et
z, à savoir
/ telles que 0.
toujours
/{a + ih, fc-vX*..
I dirait que la fonction passe par un minim
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Théohéhe. — Toute fonction f{x) continue quand a varie entre a et b qui s'a/inuff pour x=: a et x =^b et qui ne reste pas constante passe par un maximum ou un minimum pour une valeur de x comprise entre a et b. Il paraît que celte proposition n'est pas évtdeDte; voici commecl on peul convaincre les esprits didiciles :
/{x), étant conlinii, ne peut lievenir infini entre les limites a et fc de sa variable : il y aura donc une valeur M surfisaminenL grande en valeur absolue qu'il ne pourra dépasser; mais (dil-on) il ne pourra pcul-étre pas l'atteindre, bien qu'il puisse en approcher autant que l'on voudra; il reste donc à prouver que pour une valeur c dex on aura/(c) = M, c étant compris entre a et b. Or
/( jr), pouvant s'approcher de M tant que l'on voudra, tend vers la limite M pour une valeur de x que nous pouvons appeler c; formons /(c), si l'on n'a pas/(c)= M, il existera entre /(c) et M une différence finie A; mais,/(x) étant continu, il existe une quantité A telle que
Va\!,hi[f(c + lih)-/{c)i<~,
Q étant compris entre o et i ; maïs, quand QA est suffisamment petit, par hypothèse, y"(f-f-Q A) diffère de M d'aussi peu que l'on veut; donc on peul prendre
Valabs[/(c + e/0-M]<y et alors on aurait
Valabs[/(c)-Ml<A. ce qui est contraire à Tliypollirse /(c) — M = i. On a donc bien /(c) = M . c. y. f. d.
ConoLLiinE. — Si /(x) est continu et non constant entre les limites a et b de x et si l'on a /(n)=/(b), /(x) passe par un maximum ou un minimum pour une valeur de x comprise entre a et b.
I. — PRÉLIMIIAIRE
Lemme I. — Les puissances successives des nombres plus grands que i vont en croissant et peuvent dépasser toute limite.
Lemme II. — Les puissances successives des nombres moindres que i vont en diminuant et ont zéro pour limite,
Lemme III. — Les racines successives des nombres plus grands que i vont en diminuant et ont V unité pour limite,
Lemme IV. — Les racines successives d'un nombre moindre qu(i i vont, en croissant et ont l' unité pour limite»
Il était indispensable de rappeler ces propositions, déjà établies page aoo (T* Partie).
n. — DE L'EXPOSAHT FRACTIOiniAIBE.
Désignons par a un nombre positif : si nous observons que Vov a
Jl — .» ,
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toutes les fois que m est divisible par n, nous serons con-
duits naturellement à représenter par le symbole a'* l'expression 'y/^, lors même que le nombre m ne sera plus divisible par n. Mais, pour que cette notation soit logique, il est nécessaire que les règles de l'exposant entier s'appliquent encore à l'exposant fractionnaire; c'est ce qui a lieu. En effet,
On a donc, pour toutes les valeurs positives et commensurables de a,
on en conclut et, en général.
On a aussi, pour toutes les valeurs positives et rationnelles de a, (3, 7, ...,
car
On a encore
En eflfety
ffip ^ y,P
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Enfin on vérifie aisément que
(abY=za^b% (a : b)* z=z a* : fj\ ....
m. — DE L'EXPOSAHT IIGOHBElISnBABLE.
Lemme I. — Supposons, pourjixer les idées, le nombre a plus grand que l'unité; alors, — désignant un nombre commensurable, on aura
m il j> I .
En effet, a" est égal à \/â/^] or, a"» est plus grand que i : donc v/a"* sera aussi plus grand que i (p. 35). Au contraire, si a était moindre que i, on aurait
Lemme II. — a" croit avec — si a est plus grand que i ; il décroft dans le cas contraire.
En effet,
rn mi m w^
mm'
Si donc a est plus grand que i , a" **' sera plus grand que
a" ; il serait évidemment plus petit dans le cas contraire, ce qui démontre le lemme énoncé.
Lemme III. — Si le nombre commensurable — a pour
limite zéro, a" aura pour limite l'unité.
En effet, les racines croissantes de a ont pour limite
Tunité (p. 37) : donc il existera toujours une racine, la p^ième pj||. exemple, qui sera telle que
I -+- 8 > ai^ > I
8 étant une quantité aussi petite que Ton voudra, et, pour toutes les valeurs de — inférieures à ~» on aura a /brlcori
ceci revient à dire que a" a pour limite Tunité.
Ces préliminaires une fois posés, nous pouvons définir
l-exposant incommensurable comme il suit.
ooient - » — , 9 - « • • • • une série de tractions avant pour n n tr " .
limite le nombre incommensurable or ; la limite vers laquelle
tendent les quantités a" y a" , ... est ce que nous appellerons a^. Cette limite existe, car, si Ton suppose a^i
et — î — r9 • • croissants, a^ ^ n\ ... seront des nombres n n
croissants inférieurs à a\ 6 désignant un nombre commen-
surable supérieur k x\ ils auront donc une limite X. Sup-
posons mamtenant que —i—j^ ••• tendent vers x dune
manière quelconque : on peut toujours prendre- moindre que X, mais assez voisin de x pour que
i désignant uu nombre aussi petit que Ton voudra ; mais quel que soit — ? pourvu qu'il soit assez voisin de - et par
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eoDséqneat de x, on pourra toujours poser, eu vertu du lemme précédent,
e'est-i-dire
val. abs. f 1 — a" J<J,
ce qui prouve que a" a pour limite X, de quelque manière que — tende vers x. Nous avons supposé a ^ i ; en supposant a<^t, le raisonnement se fait identiquement de la même fa^on.
Il va sans dire que les règles de l'exposant entier s'appliquent à l'exposant incommensurable; en effet, on y
— et - étant les fractions qui ont pour limites x et z. On lire de là
a'n--=\\m(i''„''z=\\ma" ";
or, limfl" ' est ce que nous avons appelé a^-, cnr x -I- a est la limite de — h -; donc
De cette égalité on peut déduire, comme au paragraphe précédent, toutes les propriétés des exponentielles.
tr. — DE L'EiPosm vtwm vt hul.
Si l'on observe que pour m ^ » on a *
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on est conduit à poser dans tous les caSi comme définition,
^m-«_-^/ii . f^n^
et en particulier, si ni = n^ Or on a, dans le cas où nK^rif
on est donc conduit à écrire
ou enfin
I^s règles de Texposant négatif sont les mêmes que celles de Texposant positif. En eifety on a
«-• X «^ = fl^ : a" = rt^~*, donc, quel que soit a et quel que soit (3,
On en conclut, comme à la page 36, Enfin, je dis que Ton a
En eOel,
si « en négal
r et égal à -
Si P est négatif el égal à
-f-, on a
Si « et p .
3nt tous deux
négatifs et
On verrait facilemeDt que
[al>)' = a'l.: (a:i]'=^«':ù'
Si l'on considère x comme variable et si m désigne un sombre constant, jt™ est ce que l'on appelle h fonction
^* mètres ne regardent la fonction j"" comme algébrique qu'autant que l'exposantntest coinmensurable[voi/' Asel, Sur le.f fonctions algébriques des différents ordres
^mtOEuvres complètes)].
^H « .... La position d'une grandeur à la suite d'une autre
BPsiiOit pour exprimer leur produit; si ces grandeurs sont [es mêmes, ce produit est le carré ou la seconde puissance (le cette grandeur. Mais, au lieu de l'écrire deux fois. Descaries imagina de ne l'écrire qu'une fois (*), en lui Ltlonnant le nombre a pour exposant, et il exprima les jliiissanccs successives en augmentant successivement cet Vposant d'une unité. Cette notation, en ne la considé-
F.(*)ilî«»»d« Laroche aT(fl «n ivini Deicirin l'id^ dnnpaianu, mail I Dnoru* u'i pai la<*nt<' l«i »po>aiits il en s Tiil^riM l'uiii|[(-.
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ranl que comme une manièrii abrégée de représenler ces puissances, semble peu de chose; mais tel est l'avanLage d'une langue bien l'aile, que ses Dotations les plus simples sont devenues souvent la source des théories les plus profondes, et c'est ce qui a eu lieu pour les exposants de Descaries. Wallis, qui s'est allacbé spécialement k suivre le fil de l'induction et de l'analogie, a été conduit par ce mo^en à exprimer les puissances radicales par des exposants IraclionDaires.... Wallis supposa généralement que
l'exposant exprime l'unité divisée par la racine n""
de la grandeur élevée à la puissance m. Ce fut dans son Ouvrage intitulé -/irithmelica inpnitorum que Wallis exposa ces remarques » (Laplace, Jliéorie analj Uijue
des probabilités. V" Partie. Livre I.)
V. — DE U rONCTIOn i:XFDI(miELI.E
Lorsque â désigne un nombre positif constant et :i: un exposant variable, la fonction a' est ce que l'on appelle
la Jonction exponentielle simple. « L'extension la
plus importante que cette notation (celle des exposants) ait reçue est celle des exposants variables, ce qui constitue te Calcul exponentiel, l'une des branches les plus fécondes de l'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le premier, dans les Actes de Leipsick pour itiSa, les transcendantes à exposants variables.,..» (Liplace, 77iéorte analytique des probabilités, 1" Partie, Livre IL]
VI. — CONTminTÉ DE II FOHCTtOU ALeÉBBiaUE ET DE LA FDKCTIon EXFOUENTIELLE.
TutouÈME L — La /'onction x^, dans laquelle a désigne un exposant constant ifuelconifue, est croissante et continue pour toutes les valeurs positives de sa variable.
CJIAPITRB III. j5
FaîsODS varier x entre les limites afXb\jf prendra des râleurs cumprises entre a' et b'. En effet, jc' croit avec x si a, est positif; il décroît dans le cas contraire. Pour le démontrer, il suffit d'observer que, si par exemple « est posïliret si l'on pouvait avoir
■ ce qui est impossible, puisque les puissances entières et \ les racines d'un nombre plus grand que r sont plus grandes I ^e I .
En second lieu, si p est compris entre n' et &*, il est l&cïle de voir que x* passera par la valeur ^. En effet, il
tsnffit pour cela de faire x-=-^'\ donc x^ ne peut passer
■ d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs
■ intermédiaires; il oc passe d'ailleurs qu'une fois par la î valeur;»; x" est donc une fonction continue pour
s valeurs positives de x.
Quand on donne à x des valeurs négatives, la contii peut être interrompue; il y a plus, la fonction x'
ni alors mal défin'
Libelles l'exposant est le même, représentent rcspectivcmt J*^^ ou — a et
lu est impossible de se faire une idée de la valeur d'une
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expression telle que ( — 1)>/^. Enfin, si le nombre a est une fraction telle que -» -» • • • ^ x* n'existe pas.
Théorème IL — La fonction a^^ dans laquelle a est constant et x ^variable, croît avec x si a est plus grand que i; elle décroit dans le cas contraire; de plus, elle est continue.
En efiet, supposons, pour fixer les idées, ^ ^ i ; pour démontrer que o^ croît avec x, il suffit d'établir que Ton a
a'" > a" pour m ]>> /«.
Si m et 7z sont commensurables et de la forme m = -*
n=z ", p^ qy /'y s désignant des nombres entiers, on a
Mais
- 2> - ou sp^ rq,
Or rt*^ est plus grand que i, puisque a]]>i; doue
ou, en vertu des formules (i),
Supposons maintenant Tune des quantités m on n incommensurable; soit / un nombre commensurable compris entre m et w, de telle sorte que
Faisons tendre / vers m, par escmple, en le faisant croître et passer par des valeurs commensurables; a' ira en croissant, et la limite de a' est ce que nous avons appelé a""; cette limite est le plus petit des nombres auxquels a' reste inférieur; donc, que m soit commensurable ou non, on a toujours
On verrait de
c que
I Donnons maintenant à x n petit /i ; a^ prendra l'accroisseï :
accroissement inlinimcnt
n est facile de prouver que cet accroiss t petit. En clTet, on a
pour limite l'unité quand h tend vers -téro. Cette ■oposition a été établie pour les valeurs commensurables de A (p. 35); mais, comme a* décroît avec A, il en résulte que la limite de a* est encore l'unité pour les valeurs incommensurables de A, ce qui revient à dire que k a pour tîmitc zéro; donc a^ est une fonction continue.
Nous avons supposé n > i : la démonstration se fait de Kli même façon dans le cas contraire : il est bien entendu, u reste, que a est censé positif, la fonction a* n'ayant été Ufînie que dans ce cas.
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Vn. — 8UB LA PROFBI£t£ FOIDAMERAIE de L'EXPOnmOKE*
Si Ton pose a*=ç(x), on aura
réciproquement, il est facile de prouver que toute fonction <f{x) continue satisfaisant à cette formule est de la forme a*.
En effet, si Ton multiplie par (^(z) les deux membres de (i), on a
En multipliant par <^(£) les deux membres de cette nouvelle formule, on aurait
et ainsi de suite. Donc, m étant entier, on trouvera
en faisant x =^== r ==.... Je dis que cette formule a lieu pour les valeurs fractionnaires de m ; on a, en effet, en supposant p et q entiers,
d'où
(f) = Wx)'
et, en élevant les deux membres à la puissance /?, en vertu de la règle ( 2 ),
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Si la fonction (f est continue, la formule (a), qui a lieu pour les valeurs fractionnaires de m, aura encore lieu pour les valeurs incommensurables de cette lettre.
Si dans (i) on fait j^' = — a:, on a
et, en faisant x = o,
?(or=?(o),
d*où Ton conclut, ^(^) i^'^tant pas toujours nul, (p(o) = i et 9( — x) = — — -» et par suite, en élevant à la puissance positive m,
I^a formule (i) est donc générale. On en conclut
et par suite
quels que soient m et x; donc (f{xY est une constante a, et, par suite, •cj'(x) = <î^. c. q. f. d.
?in. — DES LOfiABITHMES.
La fonction x** reproduit une fonction algébrique quand on en prend Tinverse; la fonction inverse de a' est ce que Ton appelle le logarithme de x pris dans la base a : on la désigne par le symbole
Lorsque a = lo, on écrit simplement
|()gX.
L. - jiigèbrf, II
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Ainsi le logarithme d'un nombre peuL se définir : l'esposant de la puissance à laquelle il faiit élever un nombre constanl appelé base pour reproduire le nombre proposé.
Théorêxe I. — Tout nombre positif a un logarithme; les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes.
En effet, si l'on désigne par x un nombre posilif el si l'oii pose
y sera ce que nous avoas appelé le logariibine de x. Or, si nous faisons varier j- d'une manière continue depuis — M jusqu'à -H», ay variera d'une manière continue (p. 44) dire zéro et -(- co ; donc il passera par la valeur x; donc le nombre j: a un logarithme. De plus, on voit qu'il n'en aura qu'un seul.
Si l'on avait supposé x négatif, on n'aurait pas pu satisfaire à l'équation (i), puisque a^ est toujours positif; donc les nombres négatifs n'ont pas de logaritlimes.
Reh&kquks. — On a toujours
lof..=o,
car
log.o = -=o
poi
c.,r«lors»- = o.
logaO = -t- 50
pou
car alors a*' = o.
TnÉonÈME II. — Le logarithme est une fonction qui croit avec sa variable lorsque la base est plus grande que i; " " contraire.
elle décroît lorsque sa variable croit, dans le cas
TnÉonàME III. — Le logarithme d'un produit est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs.
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En eifel, si Ton pose
on a, par définition,
donc c'csl-à-dire
OU bien
loga-Ti -H loga-r, -+-... = loga-r, .r, . . . x„.
Des formules (2) on tire jti : j-j = a.^~/« ; j-, — ^, est donc le logarithme de X| 1x3. Donc :
Théorème IV. — Le logarithme d'un quotient est égal à la différence des logarithmes du div^idende et du diviseur.
On a également x'^ = a^Ti, Donc my^ ou mlogXi est le logarithme de x"^ ; donc enfin :
Thkorème V. — Le logarithme d'une puissance quel- (onque de x est égal au logarithme de x multiplié par r exposant de cette puissance.
Théorème VI. — Soit (f[x) une fonction continue de x\ si l'on a
?(-^)-<-?(r) = ?(-nr)»
/a fonction 9(x) sera un logarithme de x.
Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration {voir p. 4^).
IX. ~ GORCOBIIUICL DS LA SÉFIIirTIOIl HtPÊBIEIfllE DES L06£- BITHHES AVEC LA DÉnHITlOIl ROIJTELLE.
Neper définissail, comme l'on a vu, les logarithmes an moyen des deux progressions
nr était, d'après lui, le logarithme de ç"; cette définition s'accorde avec celle que nous avons donnée dans ce Chapitre. En effet, on a
nr, logarithme de </" d'après Neper, est donc bien l'exposant de la puissance à la(juelle il faut élewer le nombre
constant i/'" pour avoir q". Du reste, ç"" a bien pour logarithme 1 : c'est la base.
Réciproquement, si nous considérons des nombres en progression géométrique «, a', s', . . . , leurs logarithmes dans la base a quelconque seront loga, aloga, 3log«,..., c'esl-à-dire seront en progression arithmétique.
Z. — DU HODDLE D'UV STSltUE DS LOQABITHUEES.
11 est souvent utile de savoir passer d'un système de logarithmes à un autre. Ainsi, par esenipie, les premiers logarithmes calculés par les soins de Neper n'avaient pas pour base lo. Pour les calculer dans la nouvelle base, il suffit de les multiplier par un nombre constant : c'est ce que nous allons établir.
Soient x le logarithme de N dans la base a et / le loga-
nthme du môme nombre dans la base A; on aura
CD prenant les logarithmes des deux nombres dans la base !>,
log,,N = .rlog,« OU bien
(i) log,H = H„N.l..s*«.
De là le théorème suivant :
TutORÊMB I- — Le logarithme d'un nombre pris dans ie nom-eau sj stème s'obtient en rnulti/jliant le lugarithnie de ce nombre dans l'ancien système par te logarithme de l'ancienne base dans le nouveau système.
Si l'on fait N =;& dans la formule (i), on a
I 1 :=ln6^i.log6« ou loy^a^j-—;
donc :
ThëOrèhe II. — Le logarithme de l'ancienne base dans le nouveau système et celui de la nouvelle base dans l'ancien système sont inverses l'un de l'autre.
Le nombre constant log^t ou ittog^i est ce (jue l'on appelle le module qui sert à passer du système dont la base est b au système dont la base est a.
Lorsque Neper eut invente- les logarithmes, il ne tarda pas à s'apercevoir que, si ce représente un nombre Irèspelil et si (3 est le logarithme de i-ha, le logarithme de I -»-a«, qui diffère fort peu de i -+- 2«-i- ot*^ (i ■+■ 2)', différera fort peu de i(S; de même, 3j3, logarithme de (1-+-3)', différera fort peu du logarithme de i-t-3a...; , donc les nombres très-voisins de l'unité croissent propor-
tionnellement à leurs logarithmes. La limite du rapport -^
pour ce = o était ce que Neper appelait le module d'un système de logarithmes. Neper crut iaire Thypothèse la plus simple en posant
lim - = I .
Il obtint alors un système de logarithmes que l'on a appelés naturels, népériens ou hyperboliques. EiTectivemenly les logarithmes népériens sont ceux que Ton rencontre le plus fréquemment en Analyse. Proposons-nous de calculer la base.
La base est le nombre qui a pour logarithme i ; or, i + a
ayant pour logarithme ^, ( i + ^e )^ aura pour logarithme ^ ou 1 ; si donc nous supposons ~ = i , on aura, en appelant e la base des logarithmes naturels,
e=\\m[i -h a)^ |)our a =: o et lim -= i,
ce
ou
tf = Um;i -h a)*^= lim(l -ha^*.
Nous calculerons plus loin la limite de l'expression ( i -+- a)*.
Elle est égale à 2,7182818^8459045
Cherchons maintenant le module qui sert à passer de:i logarithmes naturels aux logarithmes pris dans la base a. Ce module sera i:log«.a. Soit j3 le logarithme de i -h a dans la base a ; on aura
a = lim I -h a ^ pour a = o,
ou bien
log^rt = lim jl logeviH- 3t ; •
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Or, pour a très-pelit, on a log, ( i + a ) = a, ou , pour élre plus rigoureux, log(i -t-a) esl un nombre qui, divisé para, donne i pour quotient lorsque l'on passe aux limites et que l'on fait a := o ; on en conclut
log^rt est donc ce que Neper appelait le module. Aujourd'hui c'est log^e ou lîm - que l'on appelle le module d'un
système de logarithmes; c'est, d'après ce que nous avons vil, le nombre par lequel il faut multiplier tes logarithmes naturels pour avoir ceux du sjslèine dont ta base est a.
EXERCICES ET NOTES
I. Supposons que la somnie a soit placée au taux r. Au bout du temps 9 très-petit, qui sera, si l'on veut, - d'année, elle deviendra
«I i-F - h si on la retire alors pour la replacer au mémo taux, elle
dcTiendra, après un nouvelinlervalle de temps -i égale à ni n-- l ;
lu bout du temps 3 9 elle deviendra ali-t--
t = rnù = — elle deviendra ai ' -^ - )
I au bout du tomps
■ Or,
82845... (nous l'avons
.t plus loin]. On a donc pour
h valeur acquit par le capital a plaça pundanl le temps l, quand on
I suppose n iDdéfiniment croissent, ac". On pose e''={t-t-i) ou
= logfi -)-()• on appelant alors A la valeur du capital a au bout du
aps t, on a
A = ai, ■
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C'est la formule dont les financiers font usage. Cette autre,
A = «lH-/)«(l-4-//),
où n est entier et où / = /i -f-^, n'est pas usitée dans les afbires. / est dit le taux instantané,
Résoudre les équations
3. Trouver dos fonctions 7, Xi ^ continues telles que Ton ait
?l'«^)-»-?(r) = ?(-nr), 3c(-^)-+-x(r) = x(->^-»-r)»
i. Lorsque a est positif et moindre que 1, Texpression o^** tend vers une racine de Téquation /^ = x. (Eisenstun).
5. Dans un système do logarithmes, dont la base est entière, il n'y a que les puissances commensurables do la base qui ont des logarithmes oommensurables*
6. (Va a consiruît des Tables qui, étant donné logx, font comialtre log v* -^ ^') ^ log ,1 — x^ ; à Taide de ces Tables, on calcule facikmenl logiit -^ ^\ connaissant loga et log 6« ainsi :
k^ 4f :t ^ ' • K>g«i -+- loi: 1 1 i - » ; o» Tables f-crUNit le nom lie TMts dt c\ufxt
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I. — PBÉLIHIirAIBES
Lorsque Ton cherche à résoudre une équation du second degré, telle que
et qui n*a pas de racines, on est conduit, en appliquant la formule générale, à un résultat impossible,
Jr = CK± va*- (a» -4- p») = a =t v/- ;3^
et en récrivant ainsi
on arrive à ce résultat singulier que, si Ton remplace dans la formule {i) x par sa valeur (2), en traitant le signe
absurde y — 1 comme une lettre dont on remplacerait le carré par — 1, cette équation (1) se trouve satisfaite; en eiïet, on a
; a dz .^ V — I ;' — ^a\« ± } \- — i) -^ cr^ -\- t
ip 2 «5 y — I -h a* -f- S' .
Si Ton eflface les termes qui se détruisent dans le second
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membre et sî l'on remplace {\J — i)' par — i, on trouve bien zéro.
L'introduction du signe y' — i dans les calculs a souvenl conduit à la découverte de résultats nouveaux et importants, reconnus exacts a posteriori; les géomètres se sont alors crus autorisés à faire usage de ce signe ^/^t.enle traitant comme une quantité dont le carré serait — i . Mais on sent tout ce qu'une pareille convention a de contraire à l'esprit de rigorisme qui caractérise les sciences mathématiques, et l'on a dû chercher si l'emploi du signe ^ — i devait nécessairement ou seulement accidentellement conduire à des résultats exacts. Dans le premier cas, il y a toute une théorie nouvelle à édifier; dans le second, il faut renoncer à classer dans le domaine des faits acquis ceux que l'emploi du signe en question aura fait apparaître.
n. — EXPLICATION D'ON FABADOXE.
Reprenons l'équation (i) du paragraphe précédent .
(Il
Il tsl
e l'on ne peut y satisfaire si (3 n'est pas nul; mais, au problème impossible qui consisterait à résoudre l'équation (i), essayons de substituer un autre problème qui n'en diffère pas beaucoup et qui soit pour ainsi dire la rectilication de son énoncé (c'est ainsi que l'on agit pour l'interprétation des solutions négatives des problèmes). On a vu que or -t-(î \'—', mis à la place de x, satisfaisait à l'équation quand on remplaçait (^^ — i)' par — i, en traitant y*— 1 comme une quantité ordinaire. Au lieu de rem-
placer x par « -t- ^ ^ — i, remplaçons-l lignant une indéterminée; on aura
Le premier membre de (i) devient, comme l'on voit, divisible par I •+- j^j en sorte que, si i -+- (= pouvait s'annuler pour une certaine valeur de i, celle valeur de 1 l'ourniraiL pour j =:£ -l-P( une valeur salisfaisanl à l'équatîon (1). Cette remarque nous permet de rectifier comme il suit le problème qui consiste à résoudre l'équation (i) :
Étant donné le polynôme x^ -\- t.ot.v -4- a=H-/3^, trouver expression de la forme a ■+- bi //uî, substituée à la ;e de x rende ce polynôme divisible par i' ■+- 1 ou^ ce revient au même, égal à zéro, à un multiple de i"~h 1
Oq trouve alors, comme nous l'avons vu, la solution -+■ j3 1'. Mais négliger 1" + 1 dans les calculs, c'est regarder comme égal ii — 1 : on voîl ici le germe d'un nouveau
de calcul, qu'il importe de régulariser.
m. — DES aDAHTITÉS DUfilKAIBES.
rOésignons par t une variable susceptible de passer par ms les états de valeur entre — « et -t- 00 . Tout polynôme iticr en 1 est ce que nous appellerons une imaginaire. Bus conviendrons de regurder deux imaginaires comme nlea entre elles quand elles ne dilTcreront que par un mul- '4-1 ou quand les restes de leur division pari-+i ront eiTectivement égaux; cette convention n'aura rien ^aarde si Ton sous-enlend toujours dans l'un des mbrea de l'égalité un multiple de /'+ ■ ; et dans l'éga-
a=Bh
ilti|>tede[.
Go Tinn
oa peut sans ïnconvénient efTacer ces mois multiple de I (i*+ i), s'il est bien convenu, une fois pour toules, qu'ils I devraient y être écrits, ou que dans le langage ils doivent être sous-enlendus.
D'après cela, totite quantité imaginaire n'ait être ramenée à la J'arme i; -i- bi, a et b désignant deux e/uantité." indépendantes de i.
En effet, dire qu'une imaginaire est égale à a + bi, c'est une manière abrégée de dire qu'elle est égale à a~i-bi augmenté d'un multiple de P + i . Or soit P l'imaginaire en question; en la divisant par i--l-t, on obtient un reste du premier degré. Appelons-le a •+- bi, ou aura rigoureusement, en appelant Q le quotieut,
Donc, en négligeant ou en sous-entendaut un multiple de
Les quantités indépendantes de i s'appellent quantités réelles.
Une quantité imaginaire quelconque se ramenant à la forme a -+- bi en la remplaçant par le reste de sa division il importe de montrer comment on peut trouver
part
le reste de la division dey"(t ) pai
Pour trouver le reste de la dii /■-j-i, il suffît d'y remplacer i" pat i* par 1, 1* par i, ..,, en général i*" par
d'un polynôme par
et i'
une quantité dont te
' par — i [c'est-à-dire d'y regarder i
van -
En elTet, soity(() un polynôme en /. En appelant ^{i*) 'ensemble des termes de degré jiair et "Ki") l'ensemble
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des termes de degré impair, on aura rigoureusement
Hais, le reste de la division de <f (x) par x + i s'obtenant en remplaçant, dans cp(x), xpar — i, on a, quelque soitx,
Q désignant un polynôme entier en x. Cette formule ayant lieu quel que soit x, on peut y faire x = i^, et Ton a
on aurait de même
et, en vertu de (i),
/(/) = (Q-hQ'i)(/-'-M)4.7(-f.-h/-M-0.
Le reste de la division de /(/) = cp(i^) -+-i^(i*) par i^-^ i est donc ç( — i) -h i^{ — i); on l'obtient bien en remplaçant!^ par — idansy(i). c. q. f. d.
nr. — DES aUATBE OPÉRATIONS.
D'après nos conventions :
i" Toute égalité de Informe
OÙ a. b^Cy d sont réels, entratneray puisque i est arbitraire (c'est-à-dire puisque cette égalité doit avoir lieu quel que soitf),
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en sorte que la formule ( i ) sera une manière abrégée d'écrire les deux formules (2) {*}.
a" Leprofliiir de deux imaginaires a + hi, c ■+■ disera
[3] ac-bd+i[b>:^ad],
car, rigoureusement, il estrtc+ bdi- -\- i(/)C -t-ad); et, en remplaçant, t^ par — i, ce qui revient à négliger ud multiple de t'-(- I, on trouve bien l'expression (3).
3" Le produit de plusieurs imaginaires est indépendant dr l'ordre des facteurs; la somme de plusieurs imaginaires est indépendante de l'ordre dans lequel on écrit les par-
4" Pour i/u'un produit de plusieurs imaginaires soit nul, il faut et il sujjit que l'une de ces imaginaires suit nulle.
Le sens de ce ibéorème est celui-ci : Pour t/uf le produit de plusieurs i/uantités telles que a •+■ hi, c -f- di, . . . , en nombre n, soit multiple de i' -h i , il faut r/ue l'une d'elles soit nulle. Supposons que l'on ait
Xdéstgnant un polynôme entier en i . Le premier membre de cette formule est de degré n en i; le second doit être du même degré : donc X est de degré n — a. Or le premier
membre s'annule pour i :^ — jt ~^"/' '"' ^^ ^°"' pour
CJ II foui bien lu ror>ou1c(i] est
en i^flet quand deux polyndi
lanière abrégea d'écrire = c-t-'/i-t-mulliplo cio (i'H iple de
[, lei
n diiii
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«râleurs de i. Mais, i^ + i ne s'annulant jamais, il faut que
X 8*annule pour les n valeurs de i, — 7? -t •••• Or il
* bu
est de degré n — 2 : donc il est identiquement nul ; donc
enfin on a rigoureusement
[a -\- bi)[c -f- di), . .=io,
qui exige que Tun des facteurs a + éiy c-hdi, ... soit nul.
THÉonÈME. — // existe toujours une imaginaire qui, multipliée par une imaginaire donnée, appelée diviseur, reproduit une autre imaginaire donnée, appelée dividende (à un multiple de i^ -f- i près).
En effet, soit a -h l>i le dividende, c -t- di le diviseur; si Ton pose
a -h bi = (c -h di] [x -4- j/),
on en conclut
a -h bi = cx — djr -h i [dx ■+• cjr), ce qui exige que Ton ait
<7 = c.r — dr, b = dx -\- cy.
Ces deux équations donnent pour x et pour y les valeurs finies et bien déterminées
ac -f- bd bc — ad
Si c' -4- d^ est différent de zéro, c'est-à-dire si c et rf ne sont pas nuls à la fois, en d'autres termes si le diviseur c + di n'est pas nul. On a donc
ac ■+- bd -h iibc — ad) X -i' ix=^ ; -ji •
Ce résultat, qui est ce que Ton appelle le quotient Ae a-^hi parc-hflij peut s'obtenir, comme il est facile de le vérifier, en efiectuant les opérations dans l'expression
(n-h bi){r-'di) (c -\- di)[c — ai)'
Théorème. — Le quotient de deux imaginaires Detdne change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur par une même quantité réelle ou imaginaire.
En efiet, en appelant q le quotient, on a
D=dq;
en multipliant par m^ on a
Tym=zdmq,
Donc q est le quotient de Dm par dm.
Si nous convenons de représenter par -- le quotient de D par d, on voit que Ton aura
(I -^- hi [a ->r bi][c — di) nr -h bd -h i{bc — ad)
c -h di ~ \c^di)[c — di) ~~ c^-^-d^ '
comme tout à Theure.
Nous appellerons racine carrée d'une imaginaire a + bi l'expression imaginaire x H- 1 ) , qui, élevée au carré, reproduit a -\- bi (à un multiple de i^-h i près). Bornons-nous pour le moment à chercher la racine carrée de — i, nous réservant de revenir plus loin sur le cas général. En appelant X ■+• ij cette racine, si elle existe, on aura
(à la rigueur, on devrait écrire dans le second membre un multiple de i^-f-i, ce qui ne présente rien d'absurde a
riori). L'égalité précëdenle revient à
e qui exige que l'on ail (p. 5g, ligne 18) rigoureusemenl
11 faut donc que x ovj' soit nul ; or on ne peut pas supposer^ nul, car on aurait a:' = — 1, équatiou absurde; ou doit donc prendre ^^o, et l'on a alors j'=i ou «■ ^ di 1 , Ainsi la racine cherchée x~i- ij a deux valeurs cela justifie les formules
«t dorénavant i sera toujours remplacé par le signe \/ — 1. Toute imaginaire « + bi pourra donc s'écrire a-\- b \J — 1 . Quelques géomètres ne font pas usage du signe y' — 1 el. cooservent la lettre 1 dans les calculs. En résumé :
I " ^ — 1 représente une quantité qui peut rccei-oir toutes les valeurs possibles entre — ao et -j- ao dans toutes tes égalités dans lesquelles il se troui-e écrit, el 2" dans ces égalités il faut toujours sous-entcndre que l'on a écrit dam l'un des membres un multiple de { y' — 1 ) ^ -t- 1 . Ce multiple Kut d'ailleurs élre nul.
T. — DD HODIILi; ET DE L'ABSmiEST.
[ Toute quantité imaginaire x + > y' — 1 peut élre mise ) la forme suivante :
Si l'on remarque alors que la somme des carrés des qaan-
- esl égale à l'unité, od pourra poser
- — • = sinS.
Si l'on pose, en outre, l'égalilé (i) pourra s'écrire
La quantité r est ce que l'on appelle le module de l'expression j: -+-_! \l — 1 ; l'angle S est son argument.
On convient de prendre le module toujours positif; quant à l'argument, il peut varier entre — ■x et -|- oo , en sorte que, cet argument n'étant absolument donné que par son sinus et son cosinus, sa valeur se trouve indéterminée et comprise dans la formule
9, désignant le plus petit argument positif répondant k l'imaginaire en question, et k pouvant prendre toutes les valeurs entières comprises entre — oo cl -f- oo .
Deux imaginaires qui ont le même module et qui ne différent que par le signe de leur arguEnent, en d'autres termes deuï imaginaires de la forme
^ + .rsl—i, j.- — jv — ' sont dites conjuguées {'). Une imaginaire dont le module
cuaftthb iv.
est rnnilé est ce qiie l'on appelle une expression réduite; la forme la plus générale des expressions réduites est
Traçons dans un plan deux droites reclasguUires xOj', }tOy (Jig- 8 ) ; donnons-leur le nom d'axe des x et à' axa
Cela posé, considérons l'imaginaire
Prenons sur x'x, à partir du point O, une longueur OM ^aJe en valeur absolue à x, dans le sens Ox si x est positif, dans le sens Ox' s'il est négatif; prenons de même ON égal à la valeur absolue de y- et dans le sens Or si y est positif, dans le sens Oj' si ■) est négatif. Construisons enfin un rectangle sur ON et OM; le sommet A de ce rectangle sera déterminé toutes les fois que l'on se donnera x et y, ou, ce qui revient au môme, x -^j \l — i. Réciproquement, à tout point A du plan correspondra une imaginaire déterminée, et une seule, dont la partie réelle sera l'x du point A et doot le coefficient de y — i sera l'y.
En sorte que nous confondrons souvent dans le langage les expressions point et t/uaiiitCé imaginaire. Si nous
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Qienons la dregocale OA, nous aurons
OA = VI^^TP
el, par consé<]ucnl, OA est le module de a:-hj'\l — i, l'angle MOA en est l'argument, cet ai)gle MOA devant être compté depuis la droite OM jusqu'à la droite OA dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d'une montre. Nous ne nous arrêterons pas à généraliser les formules précédeDtes; il faudrait, pour les établir en toute rigueur, supposer successivement le point M dans chacun des angles xO ) , _> Ox', x'Oj ', j'Ox, el discuter les signes de x el de j. Nous laissons au lecteur le soin de cumpicler celte démonstration.
Voici un autre mode de représentation des quantités imaginaires, proposé par Mourey dans un excellent Ouvrage publié sur cette théorie.
A partir du point O, que l'on appelle origine des imaginaires, traçons une droite OA ayant pour longueur le module de l'imaginaire x-\-y}j — i el faisant avec Ox un angle égal à l'argument de cette imaginaire; la droite OA représentera l'imaginaire x -\- y sj— i aussi bien que le point A.
TaÉonÈME 1. — La somme de plusiours imaginaires est représentée par la résultante des droites qui représentent les imaginaires en question.
En effet, considérons les îni
laginaires
leur somme est
i-(ri+,?-,-H...V-
Orx,, Ji, . . . représenlenl les projections sur l'axe des x deâ droites qui représentent respeclivemeiitr,, r^, rj, . , . ; donc j-, +Xî + j-j-H - . . représente la projection de la
résultante de ces droites sur Ox, J i -f-j ;■+ i'a+
représente la projection sur Oj de la résnlianle des mêmes droites; donc enfin Z est représenté par la résultante des droites qui représentent ;,, rr^, ....
CoBOLLiine. — De là résulte immédiatement que le mo- Jide d'une somme est moindre que la somme des modula de ses parties.
Tbéokcme II. — i" Le module d'un produit est égal au produit des modules de ses facteurs; a" l'argument d'un produit est égala la somme des arguments de ses /acteurs.
En eîfct, considérons les imaginaires
r(cosfl + v'~»'n9) et r'(cosS'+ y~aLn9'); H nous en faisons le produit, il vient, en intervertissant
lutlipliaiil
in()H
; résultat par une nouvelle
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nairc /■'{coB9''-f-^ — i sinfi"), on trouvera
rr" i' [««{e + 9' + 8')+ v'^^sin(9 + 9' + S*)!, et Binai de suite, ce qui démontre le théorème énoncé.
TtttonkMK in. — Lorsqu'un produit de plusieurs Jacteiitra est nul. L'un de ses Jnttifurs est forcément égal à zéro.
En rlTet, le module d'un produit étant égal au produit de» modules de ses facteurs, si le produit est nul, son module sors nul, el par conséquent le module de l'un des facteura su moins devra être égal à zéro. Mais une imaginaire dont le module est zéro est évidemment nulle; donc, etc., comme on l'a prouvé plus haut (p. 6o).
TuËonkME IV. — Le module d'un quotient est égal au çuotient dos modules du dividende et du diviseur. L'argument d'un quotient est égala ta d'jjérence des arguments du dividende et du diviseur.
En «ffei, soient r(cos9+v — i sinô) le dividende, p (cosfti 4- \> — I sinw) le diviseur; le quotient sera donné parla formule
r(cm9 -i- yl~ tin»)
^« l'on peut écrira
r (nw> + ^— IMB«)(co«w — \^— isinw] f (ctHu^-^— 'ï»BM}(eos*> — ^— 1 sÎrh) t'«U-M)re
ti* M) dénoatre le Uifertee èsoneé.
RsviSQUB. — Le quolienl de i par une e:ipression 'éduite est l'imaginaire conjuguée de cette expression KXéduite; on a, en effet,
n. — THÉOUE BIS RADICAUX AUÉBHiaUES.
Jusqu'ici, nous avons pu remarquer une analogie comlète entre le calcul des imaginaires et le calcul des quanréelles; celte analogie cesse dès que l'on essaye de généraliser la notion de radical ou d'exposant, ainsi que nous allons le constater.
Si nous représentons par le symbole
ii nous appelons puissance n'"" de j: + y \/ — i le protduit de 7) facteurs égaux à cette imaginaire, nous aurons, D vertu du théorème H (p. 67),
[r(cose-f- V^7ain9)J'' = r"(cos/iS^- v'^SÎnnS).
l'on suppose en particulier r^^ 1. on obtient la lormule
^co3S+ \'— isinflj" ^^cnsnH + y— isinnfl,
EStée célèbre sous le nom Ae formule de Moivre, du nom 1 géomètre français qui l'a découverte ( ' ).
(CMÎ-t-i »in6," — (coimfl-i- i siumfl) = multiple de (l'-t-i); ■ (igoiflD que(coi0 •r-i**in0]'' — (coin0 -i- i*ûdhS) e>l dirUibla
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On appelle racine n^^'»' d'une imaginaire A u qui, élevée à la puissance n, reproduit A.
Théouèue I. — Toute imaginnire a n racines n''""'. 1
En efTet
considérons l'imaginaire
R{coBe + v'^siiis);
désignons
par r(cos'e+v'^^s'De) sa racine
aurons, pa
r définition,
s9+ i/^sine)]" = R(cose-+-v^7
sine),
c'esl-à-dire, en verlu de la formule de Moivre,
snS-4- ^~sinnfl)^R{cos0 4- v'^
sine).
Cette égal
lé se décompose en deux autres ;
i r"cos«9 = Rcose.
{ /^sinBfl= RsinB:
si l'on élè^
e au carré ces deux égalités et si l'or
ajoute, on
trouve
par i"-»- 1 : es
que l'on prouverai! directement par les procFdéi ordinairei
inuUiple da -
eu éeri.flDt i au lieu de v'^ el bd rélabliisant partout la + ■ dans les rormutcB du Icite où il a élé omis.
Si l*ar réd
Dit le premier membre do la formule da Mo
•rc à l> rormo
losmS et 6 a
raisanl usage de li rormulc du bJuCuie, a d
.ra *lr« ép>l ù
OOjmS = CDE-S - *"'""'' cm— -0 Bili'fl -h.
1 *"* fl'iQS , ., j ' »" ^
ma» l'éludo
de ces formulfli irouTcra fin place dans la Tr
GUnoDii^tiie et
^^^ ooiu no nom
} urtterons pu.
et, en observant que r doit élre un nombre essenliellement positif oa nul,
W forniulcs (i) donnent alors
cosn5= dise, sinriO = sîiiO, Il par suite
ï désignant un entier quelconque, c'est-à-dire • • fl _ ® ■'' ' ^' '^
Si l'on désigne alors, avec Caiichy, par le symbole ^ ((A)) b racine «'*"" de l'imaginaire A, on voit que la racine n'*"" ie R (cosO+ ^ — I sin O) aura n valeurs données par la
v((R(cose-H v*— isine)))
(bmiule dans laquelle il sufiJra de faire A' successivement
égala o, I, 3,3 n — i. linelTel, si l'on fait A^ égala
ai-i-J, j désignant un entier compris entre o et n — i iDclusivemenl, et i désignant un entier quelconque positif OU oégatil, on obtient, pour la racine »'"°* de
tt(c,
'iino valeur dont l'argument ne diffère de que d'un
inaltiple entier de la circonfiirence, c'est-à-dire une valeur déji comprise parmi celles que l'on obtient en faisant k
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égal ko, I, 2, 3, ...,n — i dans la formule (3); donc enfin la racine n'*"* d'une imaginaire a n valeurs, comme nous l'avions annoncé.
Au surplus, il est facile de voir que ces n valeurs sont toutes différentes, car les arcs compris dans les formules
diffèrent de moins d'une circonférence ; deux quelconques d'entre eux ne sauraient donc avoir à la fois même sinus et même cosinus,
REMAnQUE I. — Si, dans la formule (3), on suppose 6 ^ o, on trouve
JR ( cos - — 4- v^— I sin ■
- La formule (3) peut encore s'écrire
^— ism- I Icos h v*— [sn ]■
Or, en vertu de la formule (4)i dans laquelle on peut supposer R = I , cos h \l — i sin - — désigne une quelconque des racines n**"" de l'unité; 0 peut être censé représenter l'un quelconque des arguments de
R{cose-H v'^sine}
La formule précédente nous montre donc que les n racines n'*""' d'une imaginaire quelconque peuvent s'obtenir en multipliant l'une quelconque d'entre elles successivement par chacune des racines n'™*' de l'unité.
Dorénavant, lorsque nous ne spécifierons pas la valeur
(41 vm=
Rehikqde il .
v((R(cose-i- v'—
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d'uDe racine n'*". nous la représenterons par le symbole \/(( );; au contraire, lorsqu'il sera question d'une valeur bien déterminée de celte racine, par exemple lorsqu'il s'agira de celle qui a le plus petit argument positif, nous ferons usage du signe ij sans doubles parenlbèses.
TO. — CALCUL DES BADIGAUX ALfi£BBIQn£S.
Théorème I. — Si l'on multiplie chacune des valeurs de y [[ A )) par chacune des valfiirs de ^({ B)), on reproduit chacune des valeurs de y ((ÂB)).
En eiTet, soit
A = r,(cr.sfl, + v/^^sm9,).
(Bl par suite
(v(W)X?jÎB)j =
^sl-
^sin?
- . fl
pibrfflules dans lesquelles k, et kj, et par suite k, +^~3i Id^signent des entiers tout à fait quelconques. D'un autre
1 désignant un entier quelconque. De la comparaison de celte formule avec la précédente on déduit
Si l'oa voulait supprimer les doubles parenthèses, on le pourrait; mais il faudrait choisir convenablement les valeurs des radicaux.
Tréohêmb II. — Si l'on divise chacune des valeurs rfey((A)) par chacune des valeurs de y{(13)), on obtient n résultats différents qui sont les n valeurs de i^(( A ; B)),
Théobème III. — Si l'on élève à la puissance m les valeurs de'i^{{A.)), on obtient les valeurs de'^, ((A")).
Théoiièhe IV. — Si l'on extrait les racines m'*""" des n valeurs de y ({Al), on obtient les valeurs de "y ((A)].
RE.ujkiiQi.e. — Quand on a un radical de la forme
'■yffn).
il faut éviter de le simplifier et d'écrire
en effet, le premier membre de cette formule a mn valeurs, le second n'en a que n; quand on n'agit pas avec précaution dans le calcul des radicaux imaginaires, on s'expose souvent à tomber dans de grossières erreurs ; il ne faut pas en accuser l'emploi des symboles imaginaires, dont le calcul n'est pas loutà fait soumis aux mêmes règles que celui des quantités réelles. Ainsi, par exemple, on raisonnerait mal en écrivant
ïXj-
ciupiTnc IV.
En effet, dans la formule (i).
1 désigne une valeur parlicnlîère de \ {( — a)), [( — 2)( — 2) désigne une valeur particulière de {((4)); on ne peut, sans examen, égaler ces deux valeurs ; ei eu efiet , on a
(Prenons les D'aara pas
adJcaux avec le signe ■
; ou voit que l'on
Si l'on prend les radicaux avec le signe — , on arrive «ncore au même résultat. Dodc la formule (1) est touymn fausse si ^ — 2 j représente toujours la même valeur
Vm. ~ sus us ÉBUATIOIS El SÉStiUL.
s règles de la multiplication et de la division algébrî-
ws s'appliquent évidemment aux quantités imaginaires
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comme aux quantités réelles; il en est de même de la formule du binôme.
On peut former des iSqualions à l'aide de quanlilés l'éelles et imaginaires, et chercher s'il n'existe pas des quantités imaginaires satisfaisant à ces équations; les principes fondamentaux que nous avons démontrés sur la résolution des équations, dans la première Partie de cet Ouvrage, sont encore applicables aux cas où l'on considérerait des égalités entre quantités imaginaires; ces principes ne dépendent absolument que des quatre premières opérations de l'Algèbre, reconnues applicables aux quantités imaginaires. Ainsi, il n'y a rien à ajouter à la théorie des équations du premier degré et à la théorie des déterminants. 11 n'en est pas de même des équations du second degré où interviennent des questions sur les radicaux; il y a donc lieu d'examiner de nouveau la théorie des équations du second degré : c'est ce que nous allons faire.
- SUS LES iAU&TIOHS DU SECOND DSSEÉ.
Nous conviendrons de ne pas écrire l'indice d'un radical lorsque cet indice sera 2.
Cela posé, cherchons la raci ne carrée de n 4- A \ — 1 ; désignons cette racine par x -i-y y/ — 1 , nous aurons
1 bien
U + ^^Z-ij-
-iy/-
x' — y^+ ZXJ- ^— 1 = d -(- A ^— I
Cette équation équivaut aux deux suivantes : (1) 2*r=»i
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la dernière peut s^écrire, en la généralisant un peu,
(3) _xV.=:_£-.
A l'inspection des équations (i) et (3), on reconnaît immédiatement que X* et — j^ sont racines de Téqualion en u
ir — au j- = o,
d'où Ton déduit
c'est-à-dire, en observant que j^ doit être positif,
On déduit de là
L'équation (2) montre avec quels signes on doit prendrez: et j\ si, par exemple, b est positif, on prendra x et y de même signe, en sorte que l'on aura
Bo TEAlTé D*ALGSBaE.
si b est négatif, on aura, au contraire.
Si Ton fait i = o, on trouve : en supposant a > o,
en supposant a <C o,
ou, en explicitant les signes,
Une équation du second degré a toujours deux racines lorsque Ton admet pour Tinconnue des valeurs imaginaires : voici comment il faut entendre cette proposition. Considérons Téquation
x* -h px -f- 7 = o.
Supposons -j y <C o ; on peut se proposer de chercher
s'il existe pour x des valeurs de la forme a H- j3 ^ — i vérifiant cette équation, c'est-à-dire en sous-entendant dans le
second membre un multiple de (y/ — i)*--f-i. On trouve
alors successivement
(.fiAi'rTnG IV.
Z. — DES rOSCnORE DE TABIISLES nUGtRJUEES.
ToBl polynôme entier en r = j-(-j)v' — ' c*' ce que l'on appelle une fonctioii entière de =.
Soiiy"{u. s) une fonction entière de net*; toute expression de la forme X + ^ — lY qui, mise à la place de u dans l'équation
y satisfait, est ce que l'on appelle une fonction algébrique de z, mais il faut encore pour cela que X et Y soient des fonctions de j- et ^ i*).
En général, toute expression qui peut être ramenée lia forme X -H Y yj — i ou qui est définie par cette forme, X et Y désignant des fonctions de x et j, est ce qtte l'on appelle une fonction de x -f- y' — 1 1 , Toutes les fonctions qui ne sont pas algébriques sont transcendantes.
Une (onction X ■+- Y y' — i do j--t- i ^^^ — t est continue lorsqu'à un accroissement inliniment petit quelconque Aex-^-j\j — I correspond un accroissement infiniment '^petïl de X -+- Y ^ — 1 , et nous appelons ici accroissement d'une quantité la différence entre deux valeurs de cette 'quantité.
Pour qu'une fonction X-t-Yy' — t dej--hy'\' — t «oit continue, il faut et il sufTit évidemment que X et Y soient des fonctions continues de .r et dej; il faut et il sullit aussi que son module et son argument soient des fondions continues du module et de l'arguaient de sa variable. Ces
(*] PtuEi:!, Mimoirt uir Ut fonetiomt atg^brlqnrt {Jotirna! dt Liaui-iUf, j t- XV )i BiioT et BocQcn, Fnnttioni tllîiiiiquet, «oui pent-ètre Impmnian I qol llcDl adapUs eetic delliiition, iDJourtlIiui iJmUe pa: loui Ici «annU. 1 ilsit>,t^ II. û
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proposUions deviennent évidentes si l'on représente les ima^instires à l'aide de points, comme il a été expliqué
plus haut.
XI. — DÉFINITIDIf DE LA rOHCTlOH EXPOHEHTIELLII. Nous avons dtfini le sjmbole
pour toutes les valeurs entières el positives de x, comme étant le produit de x facteurs égaux à r{cos6 4- \ — i Liinff}; nous en avons déduit la formule
Nous pouvons maintenant nous servir de cette formule pour définir le symbole [rlcosO -t->J — i sinO)]' lorsque X sera fractionnaire, incommensurable ou négatif. Ainsi /■*(cosSx + v' — > sinSj-) est ce que nous appellerons dorénavant la j:'"°" puissance de r(cosS-f-\/ — isinô).
La puissance ar'*"" de /■(cosS-*-^' — i sinS) n'a qu'une seule valeur lorsque j: est entier; mais il n'en est pas de même dans les autres cas. En elVet, l'expression (■(cosâ-+- ^ — i sinô) ne change pas quand on remplace 9 par 0+ aAjt, A désignant un entier quelconque ; ainsi les valeurs de [r{cosO-\-\/— isinô)]* seront données par la formule
HV'-
Si :r est inccm mule
e, les arcs compris dans la for-
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loront pour ainus et cosinus uue infinité de nombres difTë- Knts, en sorte que la puissance x''°" d'une quantité iinagjjnaire a en général une infinité de valeurs.
Le lecteur se demandera sans doute pourquoi nous
défîni la puîssimce Iraclionnaire - de
D avons pa:
r(cosô + ./-
puis
0)à laide de la furf
[I) [KcosM
$)X~'^[r{cos(l^
pourquoi enfin noui
des puissances de q
que dans la définition des pu
tives. La raison en est simple
n'avons pas suivi dans la définition
quantités posintre défiuilioa,
[r(cose-r- v' — isin^jj^'cst une quantité qui possède plusieurs valeurs, îl est vrai, mais dont le nombre des valeurs ne change qu'avec la valeur et non avec la forme de x; ainsi nous avons
[j) [r(„.« + ,'3T,i„|))]'= rr(oo.( + ^^.in»)f= ....
Au contraire, en partant de rëqualion(i) pour définir les puissances fraciionoaires, on voit que
aurait q valeurs, et par conséquent varierait avec la forme
de la fraction '^i en sorte que, par exemple, la formule (a)
serait inexacte. De la défîntlion que nous venons de donner résulte la généralisation de la formule de Moîvre, à savoir
(cosO + v/— isinO)'^ Une quantité réelle étant t
nilablc à une imaginaire,
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on voît qu^une quantité réelle peut avoir une infinité de puissances a:'*'"~ dont une seule est toujours réelle.
Les règles des exposants s'appliquent encore aux imaginaires, avec certaines restrictions toutefois ; ainsi on a
[r{cos$ -h\/— \sm9)Y[r(cos9 -h\'— i sinô)]'
= r^(cosOxH- y— i sin(?.r)r*'(c()s^x' -h V"- isinôx')
= [r(cosO H- V I^siuÔ )]'■*■•''.
Les autres propriétés des exposants se démontreraient d'une manière semblable.
Théorème L — La fonction a^ est continue, lors même que l'on suppose a imaginaire.
Cela résulte évidemment de la formule
[r(cosô 4- \l — I sin6)J*^= /^(cosô^- -h y/ — isinO^r),
dans laquelle i^^ cosdx et sindj: sont des fonctions continues. Nous verrons plus loin comment on peut encore généraliser davantage la fonction exponentielle, en supposant sa variable imaginaire, et nous verrons qu'alors encore elle reste continue.
Théorème IL — Si Von a pour toutes les valeurs réelles de X et de y
et si la fonction ^{x) est continue, on a nécessairement a désignant une quantité réelle ou imaginaire*
Calculer cl metlre bous la forme
t. Quellos sont les racines cubiques de ^— 1 f
5, La théorie des imaginaires remonte aut premiers travaux dfs modernes sur la théorie des é.]uations, mais elle n'a été assise sur des bases solides que dans ces derniers temps, grâce aux recherches de Français, Argand, Vallès, Mourey, True! et Cauchy. La théorie exposte dans le texte a été ébauchée par Cauchy.
Uourey, dans sa i-'raie théorie, etc., a présenté comme il suit la diéorie des imaginaires ;
Appelons ifuantUé imugimiin; une droite située dans un plan sur eqiiel est tracé un axe fixe do direction donnée. La longueur r du cette droite sera ce que nous appellerons son module; l'angle S qu'elle bit avec l'axe fixe, compté comme on compte les angles en Trigonométrie, sera ce que nous appellerons son argument,
La droite en question sera représentée par la notation r^ et l'on convient de ne pas écrire l'argument quand ilest nul, ainsing^u. La résultente de r^. i\ . /J-, . . . s'appellera aussi leur somme et sera rcpré-
teotéepar r,+ r|, -i- /J, -*- La différence de deux imaginaires se
déQuira comme plus haut. Le produit de deux imaginaires r, et Resera, par définition, l'imaginaire ayant pour module rR et pour argument 8-t-e. Ce produit existe cl est bien défini. Le carré de r, sera rj^.
D'opr^ cola, on voit que i, a pour carré 1
I . Ainsi l'on
peut dire que la droite i, ou ~ i est le carré de i«, que Ton peut
alors représenter par /— i- Toute droite pouvant être considérée comme la résultante de deux autres, Tune, £i ou ^ot parallèle à Taxe
fixe, et Tautre, ^^= ^o.U= ^/--^> perpendiculaire à cet axe; elle
pourra être représentée par un symbole tel que
a-\-b\J — I , etc.
Ilamilton ( Lectures on quatcrnions) a essayé d'étendre ces notions à la Géométrie de l'espace. M. Despeyrous (Mémoires de V Académie de Toulouse) a fait une tentative du même genre. Les imaginaires do M. Despeyrous sont jusqu'ici la généralisation la plus naturelle des imaginaires de Mourey ; les quaternions d'Hamilton sont soumis à des règles bizarres: ainsi le produit do deux quaternions peut changer avec l'ordre des facteurs.
6. Une droite étant déterminée par ses deux extrémités, on propose de trouver son milieu en faisant usage d'un compas, mais sans se servir de la règle. (Mascheroni.)
Les propriclés de l'hexagone régulier et la théorie de Mourey permettent de donner un grand nombre de solutions de ce problème. (foir Mascheroni, la Géométrie du compas. Napoléon 1* faisait, parait-il, grand cas de cet Ouvrage.)
7. Consulter la théorie des équipollences de Bellaviti.s, traduite pur Laisant, député.
THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉR
sËrnnTions.
On appelle série une suite illimitée de termes qui se I formi-nt et se suivent d'après une loi détermiDée. On I appelle encore les séries suites infinies.
Une série est dite convergente si la somme de ses n premiers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n ■«augmente indétinimenl, en suivant du reste une loi quel- 1 conque; cette limite est ce que l'on appelle la valeur de \ la série ou la somme de ses termes ( ' 1.
e série qui n'est pas convergente est appelée divertie. La série
(dans laquelle ix„ désigne i
li«ro, 1d
ique R au£;mente indéfini
I car la somme des f quantité a pour li
umbre qui a pour limite nt, est convergente,
i n premiers ternies est «g ■ nite c, pour n := oo .
(■) Quoi oil l'iDirenlËur da la Ihé I BelU ■ tranchsri Aruhiinède ■ lamii M. ffillii. LeibniB, Mercitnr. Mi La0raiise, de., ont momme bien iIdi qU6nl en geairal de riQUnuri Abel i)nl (ifnl niMinné jiiila dan* celle du Ualhémalijuti de Hontucla.)
C«I iiiiB qutniion dîr-
Dt géomélriquot, NaM- ;, Ici Burnoulli, Bul«r.
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Au contraire, la série
est ilivergente, car la somme de ses n premiers termes est alternativement zéro et i; elle ne tend par conséquent pas vers une limite déterminée lorsque n croît d'une manière quelconque.
On comprend difficilement comment d'illustres analystes ont pu écrire des formules telles que
(Leibïïitz, Lettre à Christian Woljj. — Ecler, Instilutiones Calcuti diflerentialis et integralis. Pars posierior, Cap.l, etc.).
Une séi'ie divergente ne ssiurail représenter - En effet,
quelle idée peut-oo se faire d'une somme composée d'un nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n'a pas même le droit d'écrire
lorsque «„ tend vers zéro, c'est-.i-dîre lorsque la série est converg'enle. On le fait cependant, mais seulement en vertu d'une convention qui consiste à séparer une série convergente de la limite vers laqucUe tend la somme de ses termes par le signe ^. Ainsi la formule (t) est une manière abrégée d'écrire
La formule (A) est donc complétcnicnl absurde, puisque la limite de la somme de ses n premiers termes n'existe '
pas : elle n'est donc pas égale
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Si nous însislons sur ce point, c'est que malheureusement OD trouve dans d'excellents auteurs, parmi les princes de la Science, des fautes analogues à celle dont nous venons de parler. Ahel s'en plaint amèrement dans One de ses Lettres à Hoiraboë (voir OEuvres coin/ilètes).
S?R LA COmrERGEKCG.
Théorème I. — Pour qu'une série soit convergente, il faut que ses termes diminuent indéfiniment.
En eOet, soit la série
, Uj, ..., K,„ .,
e des n prcmic
et en général £„ la
Si l'on suppose la série proposée convergente cl si l'on ciésigne sa valeur par s, on aura
4onc
limj„+| — lira ï, = lim (*,<., — s,,] =0,
c'est-à-dire, en vertu de l'équation (1),
BEHàiiQUE I. — La démonstration que nous venons d'employer, comme du reste toutes celles que nous emploierons dans l'exposition de ces principes, est basée sur le calcul des limites; elle précise le sens que nous devons attribuer à la locution diminuer indéfiniment. Quand nous disons que u„ doit diminuer indéûniment, nous devons
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entendre par là que cette quantité, réelle ou imaginaire, doit avoir zéro pour limite, rien de plus : ainsi Un peut tendre comme on veut vers zéro ; il n'est nullement nécessaire, par exemple, que Ton ait
Remarque II. — On aurait également pu écrire les équations suivantes,
lim s„^p = j,
lim Sf^ =1 Sy d'où, retranchant la deuxième de la première,
lim (Un -h Un+i -H «/i+i -H . . . + Un^p-i) = O,
résultat que nous énoncerons ainsi :
Pour qu'une série soit convergente, il faut que la somme des p termes qui suivent le n'^'"^ diminue indéfi^ niment quand n augmente indéfiniment, quel que soit du reste p.
Remarque III. — Il existe des séries dans lesquelles u„ peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appartient ce terme soit convergente; par exemple, considérons la série suivante, appelée série harmonique :
iH l-:r-h7--f-^4-...H 1 1
Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car, si Ton prend n termes après le /z**"®, la somme
est plus grande que — répété n fois, c'est-à-dire que -• Si
donc on groupe les termes de la série harmoniqui qo'il suit,
V'^il
on voit que la somme de ses an premiers termes est plus grande que - répété autant de fois que l'on veut, en prenant n sufEsamment grand. La somme de ces in premiers termes croit donc au delà de toute limite; donc la sërie est divergente. c. o. r. n.
Il arrive souvent que l'on rend une série convergente I par un simple changement des signes de quelques-uns de i termes. Ainsi la série
est convergente. En général :
TstoitÈHe II- — 51 dans une s(-iie les rptmes sont, à W partir de l'un d'eux, indéfiniment décroissants et allet- Ii Itafioemfi/it positifs et négatifs, cette série est conver- ^MeiUe.
En effet, considérons la série
DidaDS laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et 1 kltemativement positifs et négatifs à partir de u„.
Appelons en général S» la somme des m premiers ^mes de la série. Si nous remarquons que les termes
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vont constamment en diminuant, les quantités
seront toiilcs posilivcâ, et, par conséquent,
Les quanlitcs — u„+i + ««+3, ■ ■ ■ . ^ iin+\p-i + seront toutes négatives, et, par suite,
Or
Donc S,;^3p est plus grand que S„+jj,_|. et, à cause de la suite d'inégalités (1), plus grand que S„^,. Ainsi donc une somme quelconque comprise dans la suite S„+a, S„^.,, S/i+Of ■ ■ ■ est plus grande que Su^., ; il en résulte que ces sommes, allant constamnient en décroissant et restant supérieures à S„^,, qui est fixe, ont une limite S. Or on a
Faisons croître p indéfiniment ; le premier membre de cette équation a pour limite S, car u„+.;p+i a pour limite zéro; donc S„+2p4.i a pour limite S également; donc, de quelque manière que croisse l'enlier m, S^ a une limite, ce qui revient à dire que la série proposée est convergente.
ConoLLÀiKE. — On voit que, la valeur de la série étant comprise entre S, et S«+| , l'erreur commise en prenant S^ pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que
Tbéobéme III. — Quand une série à termes positifs a ses termes respectivement plus petits yue ceux d'une autre
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série également à termes positifs et de plus convergente, la première série est aussi convergente.
Soient, en eflet,
la série convergente donnée (on représente ordinairement une série convergente en séparant la somme d*un certain nombre de termes de sa valeur par le signe =, on supprime le mot lim) et
{1) t'y -h i', 4- Pj 4- . . . -+- f,, -h . . .
la série proposée. Soit 5,} la somme des n premiers termes de la série (i), f« la somme des n premiers termes de la
série (a) ; comme i^o <C "o> ^i <C '^1 > • • • 1 ^'/i <C "«^ ^^ ^ ^^i" dcmment
donc, a fortiori.
Or, n croissant. In croît, mais t,t reste constamment inférieur à 5; donc, en vertu duri principe déjà invoqué, la a une limite; la série (2) est convergente.
Théorème IV. — Une série à termes positifs et négatifs est convergente lorsque la série des valeurs absolues de ses termes est convergente.
En effet, considérons à part les séries des termes positifs et des termes négatifs pris dans Tordre dans lequel ils se succèdent dans la série proposée.
Soient
( I ) ^y -r ^/i -f- ^-l* 4- . . 4- rt', 4- . . .
la série des termes positifs et
(2) io-+-*i + ---+'U-t---
celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue.
Soient xi la somme des t premiers termes de la série (1), j'^ia somme des k premiers termes de la série (a), et r„ la somme des n premiers termes de la série proposée. Nous pouvons toujours supposer que a„, a,,. . ., ai soient les termes positifs de Jn, et io. ^h- • ■> ^* les termes négatifs; alors on a, en appelant s'„ la somme des n premiers termes de la série proposée rendus positifs,
(3) i„ = jr/-l-7i,
L'équalioD (3) montre que s'„ est plus grand que x/ et que y/,; donc, a fortiori, la limite de .('„, qui par hypoilièse existe, est supérieure à :c/ et à j-*. Or x, et^* sont des nombres croissant avec ( et A, mais constamment inférieurs à la limite de .»'„; donc ils ont une limite chacun; donc les séries (i) et (a) sont convergentes. L'équation (4) montre que Sa a une limite égale à la différence des limites de X, et j'*, c'est-à-dire que la série proposée est convergente et a une valeur égale à la différence des valeurs des séries de ses termes positifs et de ses termes négatifs.
TBËOBkMB V. — Quand une série ne perd pas sa convergence lorsque l'on rend tous ses termes positifs, on peut, sans altérer sa valeur, inlervertir l'ordre de ses termes.
En effet, considère termes positifs :
i d'abord une série convergente à
taUrvertissons l'ordre de ses termes, ei soit
U nouvelle série obtenue après ce changemeot. Soient .('„ la somme des n premiers termes de la série (2), s„ la somme des m premiers termes de la série proposée ; on pourra toujours choisir m de telle sorte que tous les termes dej', soient contenus dans les m premiers termes de la série (t). On aura alors
Nous voyons par là :
]' Que la série (a) est convergente, puisque /„ croît avec n sans dépasser s;
3° Que la valeur s'^iiins\ de la série (a) ne saurait I surpassera. Or on démontrerait de la même manière que t Is valeur s de la série (■} ne saurait surpasser s"; donc on 1 doit avoir
lidonc la série (i) n'a pas changé de valeur. Supposons actuellement la série
à termes quelconques.
Soient
|1r série de ses termes positifs pris dans le même ordre que 1 dans U série (1),
' u série de ses termes négatifs également pris dans l'ordre
où Us se trouvent dans l'équation (i). Supposons que la série (i) conserve sa convergence quand on rend ses termes positifs. Les séries (3) et (4) sont convergentes, et, si X etj- désignent les valeurs respectives de ces séries.
Cela posé, changeons l'ordre des termes de la série (i); la série de ses termes positifs sera encore la série (3), à l'ordre des termes près. Or, cette série est à termes positifs; donc elle conserve sa valeur. Même observation pour la série des termes négatifs et pour la série des valeurs absolues des termes de la série (i)- Il en résulte, d'après le théorème IV, que la valeur de la série (i) transformée est encore x — j'; donc la série (i) ne change pas de valeur quand on change l'ordre de ses termes.
RsMiLitQtiE. — Toute cette démonstration repose sur l'égalité (5); lors donc que x ou y n'cxisleront pas, c'està-dire quand dans la série proposée les termes positifs et négatifs ne formeront pas des séries convergentes, la démonstration précédente tombera en défaut. 11 est facile, du reste, de donner un exemple dans lequel on voit une série changer de valeur quand on change l'ordre de ses termes.
Considérons, par esemplc, la série convergente
Remarquons que la série des valeurs absolues de ses termes est identique avec la série harmonique qui est divergente.
Posons
et COD sidérons la série
ArrËtOQB-nous au terme — ; cette série, comme on voit,
renferme les mêmes termes que la série proposée ; leur ordre est différent, et l'on prend d'abord deux termes positifs, puis un terme négatif, puis deux termes positifs, puis un terme négatif, ... ; nous aurons
= fM-i
La quantité qui suity(n), composée de n termes, est évi- I demment plus grande que « X ■: ou que . Ou a
Si nous supposons que n devienne infini, le premier ' membre de celte inégalité ou la valeur de la série (a) dif- I férera de limy(n) ou de la valeur de la série (i) de plus I de -t; donc évidemment la série (a) a une valeur toute I différente de celle de la série (i).
Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à termes t réels ; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries I à termes imaginaires.
Une série k termes imaginaires peut se mettre sous la
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forme
Cette série sera convergente si les deux séries
UQ-h Ui-^ Uf-^. . .-h Un
i'o -+- ♦'i -^ «'î -+-••. -+" ffi
formées des parties réelles et des coefficients de ^ — i dans tous ses termes, sont toutes deux convergentes.
En eflTety soit ^;i la somme des n premiers termes de la série (i), (7/< et z,t les sommes des n premiers termes des séries (2) et (3); on a
En passant aux limites et en désignant par a et t les valeurs des séries (a) et (3), on voit que
limj„= GT-h Tv/ — 1;
donc la série (i) est convergente. c. q. F. d.
Remarque. — Il est clair que, si Tune des séries (a) et (3) eût été divergente, la série (i) Teût été pareillement.
THÉOBkME VI. — Dans une série à termes imaginaires, si la série des modules des dijférents termes est conter'» gente, cette série est elle-même convergente et l'on peut, sans altérer sa convergence, intervertir l'ordre des termes.
En effet, considérons la série (i). Les séries de ses
termes réels et des coefTicients de \J — 1 sont convergentes indépendamment des signes de leurs termes, car ceux-ci sont respectivement plus petits que ceux de la série des modules qui est à termes positifs. On peut donc changer
l'ordre des termes de ces séries sans en allérer la valeur, ce qui revient à dire que l'on peut changer l'ordre des lennes de la série proposée elle-même. c. y, f. d.
nt.
. BÈ6LIS DE CORnSBEHCE.
On conoatt un grand nombre de règles permettant de reconnaître si une série donnée est convergente; mais un petit nombre de caractères suffisent dans la plupart des cas, et nous allons les faire counailre.
TaÉOBÈME 1. — Toute progression géomèiriifue dont la raison est un nombre réel ou imaginaire de module moindre que i est une série convergente.
En effet.
! telle progression peut se mellre !
Or.quelquesi I égale à
j premiers termes est
Si le module de jr est moindre que t, x"'*'' tend vers zéro, et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie — pour n =: co, La série (i) est donc convergente, et I l'on a
f Si l'on remplace X par -.en supposant mod -tCI i, on a
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et. en' faisant a = -9
a — 3 a ce* a' a**^*
cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour toutes les valeurs de z et de a telles que modz<^ moda.
Théorème IL — Si, dans une série à termes positifs
(1) i/j -f- tf, -4- . . . -4- tt« -4- ««+1 -h
le rapport -^^ d'un terme au précédent tend vers
une limite inférieure à l'unité ou reste constamment inférieur à un nombre cl fixe moindre que i, cette série est convergente.
Observons tout d*abord que, la limite de -^ étant
moindre que Tunité, -^ — finira, pour des valeurs suffisam-
ment grandes de /?, par différer ds sa limite de moins que
cette limite ne diffère de l'unîté, et par suite -^^ finira
par rester moindre qu'un nombre a fixe, moindre lui-même que Tunité ; ainsi nous n'avons besoin de démontrer le théorème que pour le cas où Ton a, pour n suffisamment grand,
^/ï-fi
De là on tire et de môme
Od lire de ces formules
La série considérée a dooc ses termes respecûvement moindres que les termes de la progression géométrique
dont la raison a est moindre que i et qui, par suite, est convergente ; la série proposée eUe-même est donc convergente.
ConoLLAiKE. — Si dans une série à termes quelconques la limite du rapport d'un terme au //recèdent a un module moindre que l'unité, ou si le rapport d'un terme au I précédent conserve un module moindre quun nombre ai fixe moindre que i, cette série est convergente.
Car la série formée des modules de ses termes est convergente, en vertu du théorème précédent (p. g6).
REHAnQuEl. — 51 le rapport -^ tendait vers une
limite supérieure à l' unité ou restait à partir d'un certain terme supérieur à l'unité, la série serait divergente, car les termes iraient en ausmentant.
Remarque 11. — Si la limite -^^ était l'unité. ^^
n'étant pas constamment supérieur à i, on ne pourrait plus rien affirmer relativement à la convergence de la série, cl il faudrait avoir recours à d'autres caractères pour décider si la série proposée est convergente ou divergente.
Reuaiiqub m, — Il est facile d'évaluer une limite de reiTcur commise quand pour calculer la valeur de la série (i) on se borne à faire la somme des n premiers
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termes. En effet, cette erreur est
or u„^i<C(xuny ttrt_2<^a2M;,, ..., d'après ce que Ton a va : donc l'erreur est moindre que la valeur de la progression
aUn-\- «•«»-!- «*"/,-!- . . .
OU que
TnÉORkHE m. — «Si ron a deux séries à termes positifs, Vune conçergente,
(i) j = iio-f-ai-Hfli-î- . . . -4- a» -t- <»«+i -*- . . .j
et Vautre,
telle que le rapport d'un terme au précédent, -4^» soit
constamment inférieur au rapport correspondant ""^* dans la première, cette dernière est conx^ergente.
On
En effet, la série (1) étant convergente, la suivante le sera aussi ( * ) :
^0 H «i H û, -f- . • . H On"^ ^/»4-l -*-•..•
C^) Si Ton éprouvait quelques doutes à cet égard, ils seront levés par le théorème II du parafjraphe suivant, théorème aui pourrait trouver sa place
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e tèrie peut s'écrire ainsi :
1(3) /■,+ /, ^ + i.^' ^ -+-... -f- /-„ ^ ^ ■ I liais la série (a) peut se mettre sous la forme
t cette série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes I respectivement moindres que ceux de la série (3), qui I est convergente; donc la série (a) est elle-même conver- I génie. c. Q. F. n.
Il est facile de déduire de là le théorème précédent.
Tbéonèhe rV, — La série
lefC convergen'e ou divergente selon que h est plus grand ni plus petit que i ,
En effet, supposons d'abord h plus grand que i ; la série Lprécédenie peut s'écrire, en groupant les termes (ce qui In'all^re pas la convergence ou la divergence de la série, ftpaisqu'elle a ses termes positifs), de la manière suivante :
Si l'on suppose A>-i, le terme général de la nouvelle
série est moindre que -^ répété a" fois, c'est-à-dîre
loindre que -rrr— rri les termes de cette série sont donc
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moindres que ceux de la progression géométrique décroissanté
elle est par conséquent convergente.
Si au contraire A*<^i, alors la série (a) a ses termes plus grands respectivement que ceux de la série harmonique ; elle est donc divergente dans ce cas.
Dans la série (i), le rapport d'un terme au précédent est de la forme
(/i-hi)*'/i^-
si k est plus grand que i, cette quantité est évidemment
moindre que t« Donc (*) :
Théorème V. — Si dans une série le rapport d^un terme au précédent, ayant pour limite Vunité, peut se
mettre sous la forme > et si n a. finit par rester plus
grand que i ou tend vers une limite k plus grande que 1 , cette série sera convergente.
Les règles de convergence que nous venons de donner suffisent dans la plupart des cas; nous donnerons dans les exercices quelques règles nouvelles, en laissant au lecteur le soin de les démontrer.
Applications. — i° Cherchons si la série
(*) Raabe et Duhamel l'ont trouvé à peu près en même lempi.
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est convergente. On a ici, pour l'expression du rapport d'un terme au précédent,
In -+-i)*-»-i /i'— I ^*
pour n = 00 , la limite de cette expression est x. Donc la série est convergente si modx<^i, divergente si modx>i; enfin, si moda: = i, elle est encore divergente, parce que les modules des termes ont pour limite i et par suite ne tendent pas vers zéro, a® Cherchons si la série
est convergente. Le rapport d'un terme au précédent a
pour expression générale :? dont la limite
est I . Cette expression peut s'écrire :
En multipliant -5 par ti, on obtient une quantité dont la
limite pour 71 = 00 est 2. Donc la série est convergente.
I?. — DES CALCULS QlUE L'OH PEUT EFFECTUER SUR LES SÉRIES.
Théorème I. — Si l'on considérée les séries convergentes
\j — Cq -j- C| -t~ ... ~T~ C/i ~r~ • • • 1
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la séné dont le ternie général est
est convergente et a pour valeiw A ±: B db C db . . . . En eOety on a
Si Ton suppose que n augmente indéfiniment, on voit
que \^ ti a une limite égale à±AdtB±:C±:..., ce qui
démontre le théorème énoncé. Théouème II. — Si la série
est convergente et a pour valeur s,
oUq -h aui -♦-... -h au^ -h . . .
sera convergente et aura pour valeur as. En effet,
y {au)=ay u.
Donc, si n augmente indéfiniment, \] (au) a une limite égale à alim^ u ou k as, c. q. f. n.
Théorème III. — Si la série
5 zn if^ -h M, H- i/j -f- . . . 4- w^ -h . . .
est conifergente et a tous ses termes positifs, si de plus ao) ^o •••' ^/<7 •*• ^^^^ des nombres positifs qui ne
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croissent pas au delà de toute limite,
sera convergente.
En effet, en désignant par Â un nombre plus grand que aty «2, . . ., a„, . . ., cette série a ses termes respectivement plus petits que ceux de la série convergente
A^ = A Mq -h A /«i H- . . . -h A M„ -4- . . . ,
qui est aussi à termes positifs. Âbel a démontré que le théorème précédent était encore vrai pour une série convergente quelconque si les nombres a^y ai, a^, . . . allaient constamment en décroissant; en efTet, dans cette hypothèse, en posant
(l) «o-f- Wi-f-...-f-«„=Jn»
on a les relations suivantes,
et par conséquent, en portant ces valeurs dans l'équation (a),
ce que Ton peut écrire ainsi :
Dans cette équation, les coefficients de5o, .^o • • • sont tous positifs, car ao, Ut, ... vont en décroissant; mais, si S désigne une moyenne entre les quantités So, Sif . . ., ^;i, on aura
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Or, n augmentant indéfiniment, 6 conserve une valeur finie ; donc t„ conserve une valeur finie. Supposons alors 5o, Si, . . ., s„, ... positives (s^il n'en était pas ainsi, on augmenterait convenablement ixo)i t„ croît, en vertu de l'équation (3), avec n^ sans devenir infini; il a donc une limite; par suite, la série ( 2) est convergente.
Théouème IV. — Si les séries
( I ) 5 = //o -f- tt, -f- tt, -h . . . -f- «rt -♦- . • . ,
sont coni^ergenteSj la série dont le terme général est
est convergente et a pour valeur st dans certains cas que nous allons examiner»
1° Supposons d'abord les séries (i) et (a) à termes positifs; nous aurons
f^ X^ (\ Le terme
de ce produit dans lequel la somme des indices est la plus élevée est 2m. Si donc 2 m est au plus égal à n, tous les
termes de > w X ^ se trouvent compris dans X <^- On a donc
Op, en vertu de l'égalité (3),
Mais si l'on suppose que ni et n augmentent iudéfiniincnt, %" II 51 '' cl 2 « 51 '' ^^"'J''0"l '0"S deux vers st. Alors y_ IV, qui reste compris cooslammenl entre ces deux produits, tendra aussi vers la limite st. Le théorème qui nous occupe est donc démontré pour le cas où les séries (i) et (a) sont â termes positifs.
Supposons que les séries (i) et (a) ne perdent pas leur convergence quand on rend leurs termes positifs. Considérons d'abord les termes des séries (i) et (a) en
TlJeur absolue. Tout ce qui dans l'égalittî (3) suit ^ "'
pour limite zéro, car 51 " S '''^^^ ''' °"^ même limite, d'après ce que nous venons de voir tout à l'heure. Il en sera encore de même a fortiori quand on aura rendu aux termes des séries (i) et (a) leurs signes respectifs. Par conséquent, si dans l'égalité (3) nous supposons que r ;«ugmentc indéfiniment, il vient, en passant aux limites,
■ ce qui démontre que le théorème est encore applicable ins le cas oi'i les séries ne perdent pas leur convergence I quand on rend leurs termes positifs.
' Considérons enfin le cas oii les séries (i) et (a) sent à termes imaginaires. Nous supposerons les séries s modules de leurs termes convergentes, et nous pose-
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rons en général
«» = />» (cosa/» + v/^sîn «a).
ÂlorSy en vertu de ce que nous avons démontré dans le premier cas, la différence
/^y ^-- y P1=PlQn-^Pt[qn-l'^qn)-^"'
aura pour limite zéro; il en sera de même a fortiori de la quantité
/?, (cosaj -h v'— I sinai)^„ (cosp,, + v^^sin?;,)
-h />, (cosa, + v/^ sinaj) [<|r;»«i (cos p«_i 4- v^~ sin p„_i )
-h7„(cosp„-f-v/^sinp^)]
qui n'est autre chose que M| 1^2 -H "2 (^/i-i -h ^'/î )-+-.... L'égalité (3), en passant aux limites, fournira donc encore
*^ = 5j *^î ^' '® théorème est encore vrai dans ce dernier cas.
RsMiiRQUE. — Ce dernier théorème et le théorème V de la page 92 montrent toute l'importance des séries dont les modules des divers termes forment une série convergente, puisque l'on peut effectuer sur ces séries des calculs analogues à ceux que l'on effectue sur des polynômes composés d'un nombre limité de termes. On a donné à ces séries le nom de séries absolument cotwergentes.
ClUPtTRE V.
T. — THÉOBÂHE D'ABEL.
LmuB. — St une série ordonnée par rapport aux puissances croissantes d'une même lettre x est convergente pour le module R de x, elle l'est encore pour tout module moindre- Si elle est divergente pour le module R de X, elle l'est encore pour un module plus grand.
En effet, considérons la série
i laquelle ag, n,, . . . . a„ sont constants; celte série étant convergente pour un certain niodnle R de x, les , modules de flo, a,R, . . ., auR" devront tendre vers zéro. £i l'on considère alors la progression
i est une siîrie convergente quand le module de x est
re que R. en multipliant ses termes par les nombres
nodctg, mod^'iR, modaiR^, ..., modi7„R'', qui ne
^croissent pas indériniraent (p. iij5), on obtient la série
Vcon verge n te
a convergence de cette série i
e celle de (1).
ConoLLiiRE. — Il FL^sultc de là qu'il existe un module R |Ae X tel, que pour tout module moindre la série {1} est lonvergente, pour tout module plus grand elle est diver- ; ce module s'appelle le rayon de convergence de ie. En représentant les imaginaires par des points, tonformément aux métliodes de Csuchj, on voit que la
série (i) est convergenle pour toutes les valeurs de x contenues à l'intérieur d*un cercle décrit de Torigine comme centre avec un rayon égal au rayon de convergence. Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle de convergence de la série.
Une série
dont les divers termes sont fonctions de x est dite unifor^ mément convergente entre des limites donnétss de x (qui peut être réel ou imaginaire) si le module du reste
peut être pris moindre qu'une quantité donnée e pour une valeur convenable de n et rester moindre que e pour des valeurs plus grandes de /i, quel que soit x compris entre les limites données.
Théorème. — Si les fonctions cpo, Çi, . . . , Çw, • . . sont continues entre certaines limites données de x, et si entre ces limites la série
est uniformément convergente, sa valeur F(x) est une fonction continue de x entre ces limites.
En eflet, posons
//i(^) =?o(a?)-+-...-+-<pn(a7),
on aura
F(ar) = /„(ar)-f.R„(ar),
et en appelant h un accroissement infiniment petit
F{x -h h) =fn(3: -+- A) -+- R„(.r -h h),
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d'où
I F(a?-+-A)-F(^) = /«(rr-+.A)-/,(rr)
Or, si l'on suppose x et a: + A compris entre les limites données, on pourra prendre n assez grand pour que
(a) mod[R«(x-f.A)— R„(ar)]< -,
puisque la série est uniformément convergente. Enfiny)i(jî) étant continu, on pourra prendre h assez voisin de zéro pour que
(3) mod[/„(ar-hA)-/«(ar)]< ^
les formules (i), (a), (3) donnent alors en observant que le module d'une somme est moindre que la somme des modules de ses parties^
mod[F(a: -+- /i)— F(a7)] < E,
ce qui démontre la continuité de F(a:).
Théorème d'Abel. — Une série ordonnée par rapport aux puissances croissantes d'une même lettre j
dans laquelle «o, ^i, . . ., ^/i, . . ., sont indépendants de X, i" est uniformément com^ergente dans son cercle de convergence, 2° sa valeur est donc une fonction continue de X dans le même cercle.
En eflTct, soit
L. — Algèbre^ II
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soient pi* le module de a/, rie module de â?, R une quantité un peu plus petite que le rayon de convergence, on aura
mod On (a?) < p»4-i '*«-»-> -h p^+i r«+« -+-...,
mod©„(ar)< |^ Rn+l r«-»-l -+- £^±1 Rn^-l^n+l^.. ..,
et a fortiori en appelant M la plus grande des quantités p/R*
modtp„(a?)<Mn 0"^ -H f 0"*" -+-...J,
où la quantité entre crochets est la valeur d'une progression géométrique dont la raison est moindre que un, sa
valeur est (ô) __ > on peut prendre n tel que cette
R valeur soit moindre que tï et reste moindre que j^ quand n
croît; donc on peut rendre le reste ç«(^) moindre que e quel que soit x compris dans le cercle de convergence, ce qui démontre le théorème d'Abel.
Remarque très importante. — Deux séries ordonnées par rapport aux puissances de x et qui représentent la même fonction ont les mêmes coefficients ; en d^ autres termes y une même fonction ne peut pas^ pour les mêmes valeurs de a?, se développer de deux manières en série ^ ordonnée suivant les puissances croissantes de x.
En effet, si l'on avait
«0 4- «1 a? -h aj a?' -h . . . = 6o -+- 6i a: -i- ^j a?* -H . . . , on aurait, pour x =o,
ao = ^0 ;
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divisant alors par j?, on obtiendrait régalité
«1 -+- a\X -I-,.. =6i-+-6ia?-+-...,
qui subsiste môme pour x = Oy car les deux membres de la formule précédente sont continus, en vertu du théorème d'Abel; on a donc a^ = bi, et ainsi de suite.
TL — LIMITE DE ( i + ^ j POUE m =co , m ÉTAHT ERIEB.
On a souvent besoin, en Analyse, de connaître la limite
vers laquelle tend ( iH — W quand m croît indéfiniment.
Pour trouver cette limite, nous nous appuierons sur le lemme suivant :
Lemhe. — &' «, (3, . . ., X sont des nombres positifs moindres que V unité et tels que a-f-j3-h...-»-X<^i, on aura
0 désignant un nombre compris entre o et i.
En effet,
d'où
(A) (,-«)(, -Pl>.-(a+|3).
Eln multipliant par i — y, on en déduit
oa, en vertu du théorème contenu dans la formule (A),
(,_«;(,_jS)(,_y)>i_(«H.pH.y).
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en multipliant par i — d, on trouvera de même
(i-«)(i-p)(i-7)(i-^)>»-(«-+-P + V + ^)' et ainsi de suite. On a donc
et, si 0 désigne un nombre convenablement choisi entre o et I , on peut écrire
(l — a) (i — P) . . . [l — XJ = 1 — 0(a 4- |3 -f-. . . -f- >).
I -H j . En supposant d'abord que m croisse en passant par des valeurs entières et positives, la formule du binôme donne (p. y)
IH-- =,-t-_(- U.-J ! _ 4-...
ni (m — i)..(/72 — p -\- i) / x\P 1 .2.3. . ./y \'^/
ou bien
] \ m) \ mj 1.9.
'"i +(,_!) (,_£)...(,_ez:;)^^,
^ \ ml \ m] \ m J i ,1.0. . .p
Supposons que m augmente au delà de toute limite ; si Ton remplaçait dans le second membre de cette formule (i) chaque terme par sa limite, on s'exposerait à trouver un résultat inexact, parce que la limite d'une somme n'est égale à la somme des limites de ses parties qu'autant que le nombre m de ces parties est fini (t. I, p. 117, ligne 11). Quoi qu'il en soit, je dis que le second membre de la for-
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mule (i) a pour limite la valeur de la série
qui esl convergente, car l'expression générale du rapport
d'un terme au précédent est -, quantité dont la limite esJ
réro pour /i = 00 (p. 99).
Pour le démontrer, observons qu'en vertu du lemm€ précédent on a, en désignant par B|, 821 •• • des nombres compris entre o et i,
car la somme — | f- • • • ^- est ^-^ • La lor-
mule (1) peut alors s'écrire
jr \ '^ JT j:' x^*
IH
ml I 1.2 1 . 2 . 3 . . . /w
(3 { i-hO,- -h 0,
Si Ton suppose m = 00 , la quantité écrite sur la première lifçnc du second membre de celte formule tend vers la valeur S de la série (2); quant à la quantité écrite à la
suite, elle se coiupose de deux facteurs, l'un — qui tend
vers zéro et l'aulre dont le module est inférieur à la valeui de la série convergente
Il R« R"
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<]ans laquelle R désigne le module de x. Cette quantité a donc pour limite zéro, et, par suite, la formule (3 ) devient, pour m ^ ao ,
(4) lim(, + i)"=S = ,+î + -^ + ... + j-£^-^....
Cette formule est démontrée en supposant que m tend vers l'infini en passant seulement par des valeurs entières et positives; nous allons prouver qu'elle a encore lieu quand m devient infini en passant par des valeurs quelconques.
TO. — UMITE DE 1 I + - 1 ■ ÉTtBli DU CU OO m EST ÛOEL- GOsaM. DfiTILOFFElIiaT DE e^, GALCUL DE e.
Supposons X réel et m positif; soit n un entier tel que n<Cm<^n + i. On aura, en supposant d'abord x'^o,
Or, « et n + I étant enlicrs, ( ' + - ) el. ( i H ^ j
ont pour limite la quantité appelée S au paragraphe précédent quand m ac 00 ou n = «o ; les facteurs iH — et
I H ont évidemment pour limite i.Donc f H J *
qui est compris entre deux quantités ayant pour limite S, a luî-môme pour limite S. La démonstration serait la même 81 l'on avait a: <[ o ; il faudrait seulement changer le sens des inégalités précédentes.
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Si m était négatif, en le remplaçant par — n, on aurait alors
\ m/ \ n/ \n — xj \ n — x/
Or, la limite de f i h — —-— j pour n — jr = oo, c'est-àdire pour 71 = 00, est S, tandis que la limite de [ i h — — J
est I ; on a donc encore, dans le cas où m devient iniini en passant par des valeurs négatives,
(i) lim ( n — ) =S = n 1 h
Remarques. — Si dans cette formule (i) nous faisons j; =: I , nous aurons
lim ( n ) =n 1
On désigne par e le second membre de cette formule, ou sorte que
(2) lim(^i-h-j =e.
Ce nombre e est, comme on Ta vu, la base des logarithmes népériens; on peut, en posant m = -9 lui donner la forme
(3) ^ = lim(H-a)*,
que Ton a rencontrée (p. Sa).
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On a
H'^^T=^^[{"^^yj''
(\ I -H - I > en vertu de (a) ou de (3), a pour limite
quand m ou — croît indéfiniment; on a donc
et par suite, en vertu de (i), la formule de Leibnitz
jr JC* x'*
Si dans cette formule on remplace x par zloga, elle donnera
La formule (4) peut servir au calcul de e*. Supposons que nous ne prenions que les /i -f- i premiers termes de cette formule; Terreur commise sera
si X est positif, cetie erreur sera inférieure à
ou à
J./H-1 /i -h I jt"
ou
I.2.û...(/l-l-l) /î-hl — Jr 1.2.0. ../î «-i-l — X
si Ton suppose x négatif, le premier terme négligé dans la série fera connaître une limite de l'erreur (p. go).
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£n appliquant ces considérations au cas où x = i, on peut calculer le nombre e au moyen de la formule
e=rn 1 h. . .H •
On a, par exemple,
donc, en s'arrétant au treizième terme inclusivement , l'erreur commise sur le calcul de e sera moindre que
et Ton aura e avec huit chiffres exacts. On a trouvé
Le nombre e est incommensurable. En effet, si l'on pouvait avoir
p et (j désignant deux entiers, on en déduirait, en multipliant par 1 . 2.3. . .(/,
-MH h- : -+-....
Or cette égalité est absurde. En effet, le premier membre est entier; quant au second, il est évidemment fractionnaire, car
"4- . • • ^^ ~t" '. ri ~T~ . • • j
q-r-l (^-HOI^"^^) '7 + 1 (7-HO*
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c^estrà-dîre
oa bien
La formule (5) est donc absurde, et le nombre e incommensurable, c. Q. F. D.
TOI. — LIMITE DE f I -f- - — — — - j POUR m = oo .
8ÉBIE8 DE HEWTOH.
Soil
et proposons-nous de' trouver la limite de Z pour m = oo , X et y désignant deux nombres réels. Pour éviter toute ambiguïté dans la valeur de Z, nous supposerons que m ne passe que par des valeurs entières (ou que Ton prenne Z avec son plus petit argument}; on a
modZ= ( I H h
1 mx -\r 'T-
m* ~|aimx-t-x«-4-jr«
Quand m croît indéfiniment, la quantité entre crochets tend vers e (*), Texposant de cette quantité tend vers x; donc
(») En effet on a
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on a
liininodZ = tf*.
Calculons Targument de Z. Soit op rargument de
celui de Z sera mcp (p. 69), et Ton aura
(1) âny=^ ' -^r^, tangyn^-^---.
\ / IH 1 p-
Or l'arc 9 a une tangente et un sinus très-petits; on peut le supposer très-petit, positif ou négatif, car son cosinus est très-voisin de -H i ; il est alors compris entre sa tangente et son sinus, dont on a les expressions (i). L'arc mcp, qui est Targument de Z, sera donc compris entre
CCS deux quantités ayant pour limite y quand on fait /7i= 00 , on en conclut que mcj> ou Targument de Z a pour limite j; donc enfin
(2) lim( iH j =:limZ = ^(cos7 ■♦"V"" ' sinj).
Mais on a trouvé (p. 1 15, 1. 4)
iH ) =l-h~-h-^ h...
et il est maniTcste que pour m = 00 cette quantité tend Tors zéro, de mémo
:— = X H • a pour limite x pour m=>cc.
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quel que soit x; donc
et par suite, en vertu de (a),
e*(^cosj -+- V — ' sm^j = i H ^^
Voici maintenant les conséquences importantes à tirer de cette formule. Si l'on y fait x =: o, on a
/ . rV — ' '> r'v/ — I
cos r -+- i/— I sm r = i h -^ r- -f- . . . ;
en égalant alors de part et d'autre les termes réels et les coefficients de ^ — i , on a
(4)cosr=i--^+ ^ +...± •^'" q:...,
formules remarquables dues à Newton et déduites d'un développement de arc sinjc par une méthode peu usitée aujourd'hui et dite du retour des suites; ce développement de arcsino: avait d'ailleurs été découvert par Newton luimême, ainsi que la méthode du retour des suites.
Les formules (3) et (4) peuvent servir au calcul des
Tahles de sinus et de cosinus natitrels; elles serviront à vérifier de lemps en lemps les résultats obtenus par la mOthode de Simpson. Mais elles seront surtout utiles pour calculer un sinus ou un cosinus quand on n'aura pas de Tables à sa disposition, car elles sont très-convergentes. Pour les appliquer à un arc de p secondes, on commencera par calculer la valeur y de cet arc en prenant le rayon du cercle trigonométriquc pour unité; on aura alors
•^ i«o.bo.tio' I ce serait une faute grossière que d'écrire
et que je signale pour l'avoir vu commettre trop souvent par les élèves.
n. — ftUELaOES MOTS aux les THAlISCEIlDAimS IHIODIAIBES. Reprenons la formule (3) du paragraphe précédent ;
Le second membre de celle formule ne diffère du développement de c^ que par le cbangenient de x en a" +_) ^— i; il parait donc tout naturel de prendre ce second membre comme définition de l'exponenlielie e^JV^; alors, par I définition, on aura (p. i a i , 1. 5 )
k(s) r'+'V^=e«(eosj -t- ^/— I sin/).
n est très-facile de constater que les propriétés des exponentielles imaginaires sont les mêmes que celles des exponentielles réelles. Ainsi, je dis que Ton aura
en efTct, cette formule équivaut à
e^ (cos^ -+- ^ — I sinj) c'' (cosy -+- v^ — i sin^') = e'-^' [cos{x-^y) -+- v/^^sin (y -4-/)],
qui a lieu en vertu de la formule de Moivre.
La propriété fondamentale des exponentielles étant démontrée, les autres s^en déduisent (p. 4o).
Si dans (a) on fait x = o. on a
( 3 ) eW--* = ces r -f- ^ — i sin^*,
d'où Ton lire, en changeant j^ en — j,
(4) eryy/—^ == cosj — ^ — i sinj.
Des formules (3) et (4) on tire les suivantes, dues à Euler :
( 5 ) cosj = î sm^ = •
Ces deux formules, à leur tour, peuvent servir de définition aux fonctions cosj^ et sinj^ quand y est imaginaire, et,
quand on y remplace ey^^* et e""W-^ par leurs développements en série, on retrouve les formules (4) et (5) du paragraphe précédent, que Ton pourrait également prendre pour définitions des fonctions cosj^ et sinj^
Toutes les formules de la Trigonométrie se retrouvent avec la plus extrême facilité en partant des formules (5); en les ajoutant après les avoir élevées au carré, on trouve
cns'y-hsin^y=i. Les formules d'addition des arcs se retrouvent aussi facilement. Les fonctions tang^', col/, tiécjr, cosécj^ seront définies par les équations
sinv osr Vmsr=: -1 cotr^= 1 ■•■■
CDS^ ■ Slll^
n existe deux fonctions présentant avec le sinus et le cosinus la plus grande analogie : ce sont le cosinus et le sinns hyperboliques, délînîs par les relations
On vérifiera facilement cjue
ci>sA(* + J-) ^ cosA:c cos/jj -+- sinAi sinAj-, sinA(4^+j-] ^ sinAxcosiij- — cosAjainAj-, coa/i*,r — sinA'/^ i.
Maintenant posons
* sera ce que l'on appelle le logarithme népérien de x, et, comme l'on a, par définition, en appelant logr le logarithme népérien ordinaire du nombre positif r,
e''^'-"V=î=ei'><'(cos9 + v'~»inS) = r(cosfl-4- v'^sinS),
on voit que logr + ô^ — i est le logarithme de
Donc :
Le logarithme d' une imaginaire est égal au logarithme réel de son module, augmenté de l'un quelconque de tel
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arguments mulliplié par \—î ; '/ a donc une irifinitê de valeurs différant entre elles d'un multiple de a ir \j — i . Le logarithme d'une quantité réelle et positive r, ou r(cosaA--i- \/ — i sinaAn), aura donc une infinité de yaleurs log/'-f- aAity' — i, Ainsi log i ^ aki:\/ — i; le logarithme de — rsera log^-|-(2A^- i)t^\/ — i , H va sans
dire que l'on a toujours, quand x et y sont imaginaires,
log* + lcigj' = logJ-^; mais il ne faut pas oublier que, logx conlenanl l'arbitraire ^/ît:^—-!, les deux membres de l'égalité prccédenle ne sont vraiment égaux qu'en choisissant convenablement les arguments dex,^- et xj.
Les fonctions arcsîn^, arccosjr, arc tan g jr, ... sont naturellement définies par les équations
sinj- := jr, cos^ =; x, t-^a^J' ^ ,c, .... (foirïa Trigonométrie de J.-A. Serrel.)
X. ~ DÉHÉKALISATIOIT DC LA FOBMIILE DD BtnOHE, HfSOLOTIOB DE ojl' -i-bx + c=o ftUAKD a EST TEÈS PETIT.
Nous ferons une dernière application de la théorie des séries à la généralisation de la formule du binôme.
La série
nim
[qui pour m entier et positif est limitée el a pour valeur (i + j")"'] est convergente quand on suppose le module de X moindre que i ; elle est divergente quand le module de X est supérieur à i .
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En effet, le rapport d'un terme au précédent a pour expression générale x ; pour n = <» , il se réduit
à — X. Si donc le module de x est plus petit que i, la
série sera convergente; elle serait divergente si le module
de X était supérieur à l'unité.
Supposons donc modx <[ i et posons
m'itn — I ) . . A m' — /i -4- 1 1
Si nous multiplions ces formules membre à membre en observant la règle donnée p. 106, nous trouvons
, . ,. m -\-m' f/w -i- m'] [m-^-m — i ) _ ?Mî>^/n'j= IH — X -f. ^ '—- x« H- . . .,
'■ Vmm — \]...{m — w-i-i) m' m[m — \]..Am — n] 1
Soit, pour abréger, A le coefficient de ar" dans cette formule; A est un polvnôme entier du degré ti en m et tvl. Si l'on supposait m et 7/1' entiers, o(m)cj*(m') se réduirait à (i-f- J^)'""*''^', car ^{in) cl 'p(///') se réduiraient à (i-h-r)*" et à (i -f-x)'"'; le coefficient A serait donc égal au polynôme de degré n
que nous désignerons, pour abréger, par B. Les polynômes
L. — Alg^bre^ II
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A et B sont égaux pour toutes les valeurs entières de m et Tn\ c'est-à-dire que, m' étant entier, on a A = B pour plus de n valeurs de ;;/; on a donc A = B pour /// enlier, quel que soit m. Mais on a A = B, quel que soit m, pour plus de n valeurs de ni' \ donc enfin on a A = B quel que soit m' eX, quel que soit ///. En remplaçant A par B dans (3), on a alors
oi^tnj(j>[m j ^ I H .r -4- . . .
c'est-à-dire
Or CD (m) est fonction continue de ni, car, si l'on suppose m! trcs-pclit,ç(m'), en vertu do ( i), est très-voisin de i ; donc (f(m-j-m') diffère très-peu, en vertu de la formule précédente, de cf( m). La formule (4) exprime (p. ^6) que <f{m) est de la forme rz"*, a désignant une quantité indépendante de m que Ton obtiendra en faisant m = i dans la formule (i); on a alors
(jf[\]z= i -y- a:zrzc^ et y ( //? ' ii_ ' i -|- j: )'",
La formule (i) devient ainsi
H-X '" = I-f-— XH ^ :^^^«4-...
c'est la formule du binôme généralisée. Le premier membre a en général plusieurs valeurs, mais il est facile de voir qu'il faut prendre celle qui a son argument com-
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pris entre ■' et -f- //i-- En effet, pour j.' = o, le pre-
mîer membre de (5) doit se réduire à i comme le second; son argument peut alors être pris égal à zéro ainsi que celui de jl:\ pour que rargumenl de (i-r-a')'" puisse
franchir les limites ^ et H -^ il faut que celui de
m 7: miT
I -h ^' puisse franchir les limites ^ et -h - ; or c'est ce qui
n'aura jamais lieu, car, si l'on pose x=^a-\- A y — :, l'ar-
crûment de i H- x aura pour cosinus— =^=:r:.—iz^=:z=^5 quantité
toujours positive, car, .7' ayant un module moindre que un, Ci cl h re-lent moindres que un en valeur absolue. Cri v.iit que, si m est négatif, on aura
1 li — x]"'
r-* -If-
La forinulcî du binom'? pc rmet de résoudre l'équation
a.ir -h ^.r -4- c =1: G,
quand a est très-petit, avec beaucoup plus de rapidité qu'en appliquant la formule
On écrit cette formule ainsi, en ne prenant que le signe - -,
ï (IC
el, si "^-rr <C ' > surtout s'il est très-petit, on aura, en uppli*
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qxiant i ( i — -, -- ] la formule du binôme,
I .3 l^ac
Si a et c sont de signes contraires, rerreur commise en s'arrdtant à un lermc quelconque sera moindre que le premier terme négligé. Si a et c sont de même signe, l'erreur,
en s'arrétant au terme en (•yr) > sera moindre que la
somme des termes d'une progression géométrique dont la
raison serait -^— et le premier terme ( -.— J 5 ou que
Soit à résoudre, par exemple,
on ai:ra
iT I 1.3 1
Kn se bornant aux termes écrits, l'erreur sera moindre que - o , 000000 1 , et 1 on aura
l'autre racine s'obtiendra en retranchant celle-ci de
ou de 200, ou encore en prenant 100 fois l'inverse de la
première, puisque leur produit doit faire 100.
Il est bon d'observer qu'à un degré d'approximation
toujours facile à évaluer on a, pour de petites valeurs
CHAPITRE V. l
dea»
i/ 1 ih a =: I dz - a, ^ 2
:tr-= I ip - a.
\/i in a
La formule du binôme pour le cas où l'exposant m est fractionnaire a été donnée par Newton, mais Tillustre géomètre n'en a pas donné de démonstration bien satisfaisante.
S. — SËBIES LOftABITHMiaUES , CALCUL DB ir. La formule du binôme donne
I — x)-"' = IH- - X H ^ ^ x« -f- . . .
rn peut être quelconque : nous le supposerons positif; quant à x, son module doit être plus petit que i. On en tire
' ^ r=xH- H-//2 h...
-f-fi-hw: 14 — •••( i-f- — 1 h ••••
^ ^V 2/ \ njn-hi
Faisons tendre m vers zéro ; la limite du premier membre s'obtient en observant que
1 ,. . /wlofifi — x) m'ioc'fi — x)
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Oa en conclat
^^ ^ =- log(i - .r) -^- _log»(i - .r) -. . .,
et, pour m := o,
,. (i — Xi—'"^ I , . .
lim ' = — lo- ; I — .r '.
On a donc
Soient S,, la somme des /z -f- i premiers termes de la série écrite entre crochets, R,, le reste; soient S'„ la somme des n -h 1 premiers termes de la série suivante et K„ son reste :
qui est évidemment convergente, puisque le rapport d'un terme au précédent a pour expression générale - ? quantité qui a pour limite x, lequel par hypothèse a un module moindre que i.
Soit p le module de a: ; on peut toujours prendre /i assez grand pour que R,, soit moindre qu'une quantité donnée e lorsque x se trouve remplacé par c, et alors il est clair que l'on aura non-seulement
mod R;, <; s, mod ii'^ <^ s,
mais que ces inégalités seront encore satisfaites quand m diminuera. On aura alors
ni()d(R. — r;,)<?.2.
Cela fait, on pourra toujours prendre m assez petit pour
CHAPITRE Y. l
qce
mod ( S;, — S'„) < «,
car Sn a pour limite S'„. Donc alors on aura
iiîod ; s,, - s;, ) H- mod ( R„ - r; )< 3 s,
eiafortioi'i, puisque le module d'une somme est moindre que la somme des modules de ses parties,
mod;s,-S', + R,-R'J<3s ou bien
mod(S„-f-H,, — S)<3c.
€ étant aussi petit que Ton veut, cette formule exprime que S,i -t-Rrt a pour limite S. La formule (2) devient alors, pour les valeurs de x dont le module est plus petit que i,
(3) — lojî(i— .r)=3.r-4- — -f-~ +. . .H
En changeant x en — .7-, on a la série de Mercator (Kauffmann)
( 4 ) I0-: ; i -:-./•■ =1 .r — -h - ■- — . . . db h . . . ,
et Ton doit toujours avoir mod.r<^i (*). Néanmoins, s'il y a convori^cnce, (juand mod.r = 1 , la formule sera encore
(*) (^)iie X soit rtM'l ou iniH;^in.iiro, loç^n-x) cl lo{;'i — x) ont unfi infiiiiti* (Je %.il«-u('s, et il e>l Wwii cluir ({uc quand x est réel, c'o&t la valeur nrlle ih's 'îuaiililis !*»;; i — x% I»*J,i -H •*") qu'il faut prendre dans les formules (,>; et ( 1). Ouand x est iin:ii:în.iirc, les valeurs qu'il faut prendre Bont un peu i)Iuii dilliciles à déterminer, mais avec un peu d'attention on y arri\i*; si l'on .sep.ire les parties réelles des parties imaginaires, on obtient ainsi des furniMli^s curieuses, mais sur Icbqucllcs nous ne croyons pas devoir nou» arrêter.
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vraie; ainsi, pourx = i, on a
III
lOî'2 = 1 \- - — ~-f-....
En ajoutant (3) et (4), on a
(5) iog-_=::.(^x+_ +_+... + _^-...j,
et, si l'on fait x = —=-, j on trouve
log(N-f-i)— logN=2(-^^ h^riJ- — 7i-*-F7-i;" — --^'' • • V
Celte formule, très-convergente, sert pour le calcul des Tables de logarithmes. Si Ton y fait N= i, on trouve log2; en triplant Iog2, on a logS; en faisant N = 8, on calcule log9 — logS, d'où Ton conclut logg; puis, faisant N=9, on a le logarithme de 10. Les logarithmes
ainsi calculés sont népériens. .— — est égal au logarithme
\Tilfiraire de e. Or on a lofirvul£rN= lo^^N ; ; la for-
mule (5) donne alors
(6j logT«lg(N-4-.;-logvalgN=,^(^^-..3j^j^'_^.+ ...) .
Dans cette formule on fait N = 1 000, 1 00 1 , 1002, Comme
le logarithme vulgaire de 1000 est connu et égal à 3, on a des séries très-convergentes pour calculer les logarithmes de looi, 1002,... [la série qui figure dans la formule (6) est évidemment d'autant plus convergente, et, par suite, il est d'autant plus facile de calculer sa valeur que N est plus grand].
Si dans la formule (5) on remplace x par j: ^ — i, on
CHAPITRE V
trouve
(7) — =ïog v_=_^_ . ^ ^
Soit alors
, I -h xv^—i
2^/ — I I — Xyj — I
on en tire
i-t-.rv — I — , ^rv^—ir-A'^
= = tf'^V-* et .r V — I = = z^i
OU, en vertu des formules (p. i23, 1. 16),
X = lang.r, jr = arctmgx.
Remplaçant j)" ou log ' par cette valeur
dans (7), on a la formule suivante, due à Grégory et trouvée également par Leibnitz, mais postérieurement,
(8) arctin^.rmx— .--4--: . . . ,
pour toutes les valeurs du module de x moindres ou égales à I pour lesquelles le second membre est convergent (*). Si l'on fait attention que, d'après Euler, on a
TT , I I
- = 4 arc tiing ■= — arc tang — rr- ' 4 o '^^\)
ce que le lecteur vérifiera sans peine, on pourra calculer
{*) I.n fonction arc t.in(;j: a une infinité de raleura, pour une valeur donnée de u-, mais la valeur que l'un doit choisir quand x est réel doit évidemment se réduire à zéro pour j: = o, quand x varie d'une manière con- Unue en se rapprochant de zëro, et c'est la valeur de arc taogor, comprise
entre et - 1 qu'il faut adopter.
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-r au moyen de la formule précédente en y remplaçant
arctang -p et arctang---- parleurs développements fournis par la formule (8). On a ainsi
TV
Pour avoir y avec dix décimales, il suffit de prendre sept
termes dans la première série et deux dans la seconde; vingt minutes suffisent à un calculateur ordinaire pour effectuer Topcration complète.
zn. — coNCLUsion.
La théorie des séries est surtout utile, comme l'on voit, pour le calcul des fonctions transcendantes, ou même poui le calcul des fonctions algébriques, dans certains cas où le calcul arithmétique ordinaire entraînerait à des opérations trop compliquées.
Mais, à un point de vue plus abstrait, la théorie des séries permet de définir et d'étudier une foule de transcendantes nouvelles; ainsi elle nous a servi à généraliser la fonction exponentielle, et, en posant
cos.r = - ;6''v-* 4- 6*— ^v'-i)^ sinx = — ■. , c^'^v'^-^c' '-/-*),
elle nous a permis de donner une définition purement analytique du sinus et du cosinus, d*où il serait facile de déduire toute la Trigonométrie, sans employer de considérations géométriques (*).
(*^ Terminons ce Chapitre par uue réilcxion que l'on ne fait pas asscx
La série
est convergente : calculer sa valeur ù o,oooi près. 3. On a
x(.r-Hi) [.V -h i) [.V -^ -i) '" (JT -+- //; ( X H- // H- I
[.f -r- /y — 2 ) ( X -f- // l)[.C-t- fi ,
4. Soit uq h- wi -t- ;/2 -i . . . -H //« -+-... une v^érie quelconque, mais
souvent. Plus tard on fora connaître une formule dite for rnu/e de Tarlor, qui donne les dévclu|i{ten)ents de <•', sinx, cosx, lo(j(n-x) et (i-Hj)*, mais cellf formule ne donne (juc poniLlenuMit d'autres dével(<ppements; fii outre elle suppose la variable x réelle. Ou voudra donc bien reconnaJlro la supériorité et rexeellence <Ies méthodes que nous Tenons d'exposer, à cause de leur «grande Qénérali'.c. Ajoutons que les développements eu question et.iient connus bien avant l'invention du théorème de Taylor et que les théories exposées ci-dessus se rapprochent beaucoup de celles des inventeurs.
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divergente et à termes positifs ; la série suivante sera convergente et aura pour valeur i :
«0-t-l ("o-Hi)(//i-*- i) (/<o-+- i)("iH- i)(//î-+- l)
formule remarquable en ce sens qu'elle renferme une infinité do quantités arbitraires. En y remplaçant Un par — j on a
La série
alogti 31og3 ' * //log/i est divergente, le signe log désignant un logarithme népérien.
6. Considérons une série «o h- "i -+- "2 -+- ... h- //«-+-... , dans laquelle le rapport -— - tend vers une limite finie /; on pourra écrire
= /-+-£!, = /-He2, ..., = /H-eA,
Cl, fî, . . . étant tous moindres qu'une quantité îj, que Ton peut prendre aussi petite que Ton veut en prenant n sufiisaminent grand. Multiplions toutes ces égalités membre à membre; on aura
ô désignant un nombre compris entre — i et -h i . On en conclut
» n+fc/ tin ,
or, en prenant A suffisamment grand, la racine {n -h X)'*"'do -- — ^ aura pour limite i; donc, pour X- = co , on aura
lim v^"/i-tA: = '-*~ Oïj.
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Mais n peut toujours être pris assez grand pour que q soit moiodre qu'une quantité donnée; donc, enfin,
liin'*"*"v///«4 jt = ' ou lira 'y^w^ = / z= lim ^"^^ (/w = » ).
n résulte de là (p. 99) que, la limite de ^'*"' étant la même quo
celle de 'v^^> m/ié? séné sera convergente ou divergente suivant que
lim '\/"m ^^'^û p^^ pf^m ou plus grand que i . Démontrer ce théorème directement. (Caucuy, Anal, aigébr.)
7. Supposons que, dans la série wo -1- wt -h w* h- . . . -+- w„ -h . . . , on ait
/i^ H- an^-^ ■+■ brt^-^
Si la première des différences A — ^z, B — ^, . . . , qui ne s'annule pas, est positive, la série est divergente. La série sera convergente ou divergente, suivant que A — ri -h i sera négatif ou positif.
(Gauss.)
8. La série dont le terme général est « » est convergente ou divergente suivant que Ton a
hm-i ^> ou <i.
\i>\zn
9. La série à termes positifs <j)(i)-f-7('2)-h. ..-i-y(/2)-H.. ., où 9[x) désifïne une fonction positive décroissante, est convergente ou diverj;enle suiNant que l'aire de la courbe/ = ?(j^) comprise entre l'axe des x et les ordonnées (j'(i) et (î»(<») est finie ou infinie. (Ce caractère de convergence, dû à Cauchy, est l'un des plus puissants que Ton connaisse.)
i-+---H„-f-...H log/i tend vers une limite ûnio pour
i4a trait': d'algèbre.
n s= 00 : prouver seulement Inexistence do cette limite. (On lui donne le nom d3 constante d'£ulcr.)
12. Si ^0, ^î '*!,... sont dos nombres indéfiniment décroissants et si 0 n est pas un multiple de 2 7r, les séries
/'o -+- /'i cos 0 -h To ces 2 0 " . . .-*- Tn cos /; 0 H-
r, sinO -f- /"jsinaO -,-... -r- r„sin//ô -i-. . .
sont convergentes. (Faire usage du théorème des projections.)
(Bjobling.)
Étudier la série
Quand m est entier et positif, et quand on arrête le développement au terme égal en valeur absolue à Tunité, la valeur de la suite ainsi limitée est zéro pour m impair et (i — x) (i — .r^) . . . (i — x^-^] pour m pair. (Gauss.)
i4. Étudier la série
wP mP ( mP — I ) mP[mP — \)[ mP — •?./') 1^ \P ,iP iP.'iP.ZP ^•••1
quand m est entier et positif, sa valeur est zéro.
iV). a, b^ c, ... désignant les nombres premiers impairs, on a, pour x< I,
I — JT "" ^ 7— T« "*" ^ 7~-^r^r«^ ~~ ^ 7^ JT^^- "^ * * ■
= j: ^- x= 4- j:^ -1- JT» -t- — ( Catalan.!
4G. On a
lim / • • • • • • \
On a les formules
c:c cosx =: — ^~ loirl^.r -±1 v .r- — i;»
arc laiigj:= — .— :- 1o;.t •
i\- — I I — .ri/ — I
(J. Bernoulli.)
Ce? forinwlis s'obtiennent en résolvant par rapport à 1/ les équations qui uoùncut bin//, cos//et tang//.
Montrer que ces formules mettent en évidence la périodicité des fjiutiOi*s siux, coàJT et taug^r.
IS. :^i Icn con<iùère des foCteurs en nombre illimité, mais dans un ordre déterminé, on dit que leur produit est convergent si le produit ces // premiers tend vers une limite déterminée différente de zéro, lorsc;ue // augmente indéfiniment.
Un produit quelconque peut se mettre sous la forme
(l -T- ^i);! -r--i:\ ..:i H- a,j) (iH- a„_Hi)4- ...,
et, pour quil soit convergent, il faut que a^ tende vers zcrv. En effet, en appelant 1\ le produit des n premiers facteurs, on a
Or la limite do P^, ?i le produit en question est convergent, doit être la môme que cela' do P^-i ; donc a„ doit avoir pour limite zéro.
Le produit suivant, dans lequel aj, aj, .... 7.^ sunt positifs, \) i» -*- aj) (i H- aj).. .(i -+- «rt). . .,
est convergent ou divergent en même temps que la série [%) ai-h a|H- aj-^-. . .-+- a|,-+-.,..
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En effet, on a
Si donc la série (a) diverge, ai -i- a, -h . . . -h a,, augmente indéfiniment; donc Pn augmente indéfiniment avec n et le produit (i) est divergent.
D*un autre côté, on a
IH- ai < 6'", I -H a, < 6''5, . . . , I -♦- a„ < 6'*", ... ;
donc
(i H- ai)(l -+- aj).. .(l-+- a„)< t.«t-f-«î r...-t ««,
Si donc la série (i) est convergente,?,» aura une limite pour /t = » , et par suite le produit (i) sera convergent.
Lorsque le produit
(l) (l 4- a,)(i-Ka2)...(i-f-a„)...
est convergent, la série
(a) log(l -H «i) -+- log(l -4- a,) -H . . .
l'est aussi.
Si le produit [\] devient convergent quand on remplace ai, aj, . . . par leurs modules, il l'était primitivement. (Cauchy, AnaL algébr. )
jft r A t '■ '' '^ '^ I sinx
19. Le produit cos — cos t ^'o ; 77 • • • cos — • • • a pour valeur •
20. Soient 2, 3, 5, . . ., /z, . . . les nombres premiers consécutifs; le
produit fi-H-jfi-HJ»«'M-H-J-'- est divergent : en conclure
que la série formée des inverses des nombres premiers est divergente.
I. — DÉruriTiois
On appelle fraction continue une expression de la forme ( * )
bi-^'.
dans laquelle les quantités a^^ a^, a^y ...,£,, b^y b^, ... peuvent être en nombre illimité. Dans ce dernier cas, il est indispensable de définir ce que Ton appelle valeur de la fraction continue.
Lorsque Texpression
(*) La théorie des fractions continues est due à lord Brouncker, qui a donné sous cette forme l'expression du nombre ir. Quelques professeurs déOnissent la fraction continue en supposant a^y a,, ... égaux à l'unité; cette déflnitionji'est pas conforme à celle des bons auteurs dans lesquels nous ayons puisé notre déGnition ; d'ailleurs la théorie générale n'est pas plus compliquée que celle des fractions très-particulières dans lesquelles
«1 ^ tfg = tfg = . . . ^ !•
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que nous désirerons par le symbole F", tend vers une limite finie quand n croît indéfiniment, la fraction continue est dite convergente, et la limite de F" ou F^ est ce que Ton appelle la valeur de la fraction continue; dans le cas où F" ne tend vers aucune limite, la fraction est divergente.
La valeur de F" est ce que l'on appelle la n"*"" réduite,
■T'^' •■' sont ce que l'on appelle les fractions intégrantes.
F", F^, F', . . . sont ce que l'on appelle le premier, le deuxième, le troisième quotient complet^ ils jouent ici un rôle analogue aux restes dans les séries.
Occupons-nous de la formation des réduites. On a
La loi de formation de ces réduites est exprimée parla formule suivante,
dans laquelle P, désire d'une manière générale le numérateur et Q, le dénominateur de la i""" réduite. Pour dénvonlrer la formule (2), admettons qu'elle se vérifie jusqu'à une certaine valeur m de n, changeons m en m -|- i; nous allons voir qu'elle subsiste pour la nouvelle valeur de n. Eu effet, pour passer de la m -h i""" réduite à la
m-+-a'*"*, il suffit de changer i;i,.^i eo iiB+i+ï^— } ''
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vient alors
■Pm-4-t ( Pm ^m-H "^~ Pm— 1 ^/;>h-1 ) ^m-*-l "^" ^m ^w4-»
Q/H-4-1 (Q/« ^m+l "+~ Q/n-l "//i-Hii ^/in-i 4- Q/« "///^-j
c'est-à-dire
"m-*-î P/ii-4-1 '^m-f-» "+" Pm ^/r-»-î
La formule (2) est donc vérifiée pour ;i = /n -h i; or elle est satisfailc pour n = a, comme le prouve la relation (1); elle Test donc pour « = 3, par suite pour ;i = 4,- . .; donc elle est générale. c. q. f. d.
Ainsi, on peut poser les formules
Po =^oi Qo =1,
Pi =Po*i-t-«i, Qi =^1,
(3)'P, =Pj/;,-+-Po/7„ Oi =Qi^,4-Qo^,.
P/i-hi "P/i ^/i+i -^ P/i-1 «/i+i» Q/i+i = Q/» '^/i+i H- Q/,-1 *
De là on pourrait tirer P,,^, et Q/i+« sous forme de déterminants en fonction des a et des h.
Théouème I. — On a
(4) P/i-Hl Q/i — Q«4-l P// = (— I î" «1 fl'; . . . ^'w^-i.
En effet, remplaçons dans le premier membre P^^i et Q/i+i psir leurs valeurs (3); on a
Pn-4-1 Q,. — Q/,+1 P/» = ( P« ^«+1 4- P«-i ««-Hi )Q
— ( Q/i ^/iH-i H- Q«-i "//+! ) P,
Pn+l Qn - Qn+1 P« = - ( P/i Q/,-1 - Qr, Pn-1 ) ««4-1 •
En remplaçant dans cette formule n par i, 2, 3, . . ., /i,
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OU obtient des formules qui, mulûpliëes entre elles, donnent P,+>Q,-Q,+,P, = (->)"[P.Q.-Q.P»)''.''.--''-.-M
(4) P-+,Q™-Q«+iP« = (-
ce qu'il Tallait établir.
Les conséquences de cette formule (4) sont très-nombreuses.
I ConOLLAIRE I. — On <
. Si dans cetLe formule < ajoute les résultats, on a
il'ait/j=i,j,3,
De là un moyen, si la fraction continue est limitée, de calculer sa valeur sans avoir besoin de former les P,.
De là un moyen aussi de reconnaître si la IVaction continue donnée est convergente ; en effet, si elle est convergente {ou divergente), -^-- aura (ou n'aura pas) une limite
puur/i = 00 ,et la série (5j sera (uu ne sera pas) convergente pour n:= » .
ConoLLAinE 11. — La formule {S) Jait connnilre un développement de la fraction continue en série. Elle permet aussi, par t identification de son second membre avec une série donnée, de convei lir celle-ci en fraction con-
tinue. (Consulter à ce sujet le Calcul dijjér M. Bertrand.)
n. — ÉTUDE DD CAS OD LES iniHÉB&TEUBS DES ntACTlOHS IHTËGB&HTES SOHT ^GAUX 1 L-UHITÉ.
Lorsque les numérateurs des fractions intégrantes sont égaux à l'tinilé, les formules du paragraphe précédent se simplifient; mais, si l'on suppose de plu:> les dénominateurs entiers et positifs, la fraction continue jouira de propriétés arithmétiques intéressantes dont nous allons nous occuper.
1° D'abord une telle Jractîon est toujours convergente, car la série (5) du paragraphe précédent se réduit à
=ty,.Q„,^--
Les formule» (3) du niên
ae paragraphe don
ou Q.>Q,>s,
ou Q4>Q,>3,
Ainsi Q«+i>-«, et par suite le terme général de la série (i), tend vers zéro; celle série, et par suite la fraction conlinite elle-même, est donc convergente en vertu du théorème de la page 83.
a° J{écipro(jueiitent, tout nombre peut être développé de celte manière en fraction continue. En effet, soient en généra] E [x) le plus grand entier contenu dans x et N le nombre à développer ; on peut poser
et N' sera"plus grand que l'unité. Si N <[ t , on a d'ailleurs E(N) ^ o. On posera de même
ce qui démontre notre proposition.
La fraction sera limitée si N^ vi aelb désignant deux
entiers. En effet, E | -r j ou E(N ) est alors le quotient de a
par b, et, en appelant R le reste, on a N' = - : en appelant
R' le reste de la division de h par R, on a N"= — ,, ■•--
L'opération que l'on a à faire est identique avec celle dn plus grand commun diviseur, en sorte qu'elle se terminera si fi et & sont entiers.
3° Les réduites sont des fractions irréductibles.
En elTel, la formule ( 4 ) du paragraphe précédent donne
ToDt facteur divisant P„ et Q„ devrait diviser d: i . Ce facteur commun ne saurait être que l'unité, et par suite Pa
et Q„ sont premiers entre eux ; donc -~ est irréductible.
4° La différence entre deux réduites consécutives, étant
de la forme ± — — -- — t tend vers zéro en diminuant in-
dé/iniment. car
5" Le nombre N est compris entre deux réduites successives. On peut le voir aisément sur la fraction etleméme; mais on peut observer que la série (5) du paragraphe précédent donne les voleurs successives des réduites quand on prend son premier, ses deux premiers, ses trois premiers. . . termes. Or, la valeur de la série ou de la fraction continue est comprise, comme l'on sait, entre deux sommes successives, c'est-à-dire entre deux réduites consécutives (p. tjo); d'ailleurs, chaque somme ou chaque riïduite se rapproche de plus eu plus de N quand n augmente.
6" Los réduites sont les fractions les plus simples t/ue ton puisse employer poiu- approcher du nombre N.
En effet, «oil - un nombre approchant de N; il sera
compris entre deux réduites consécutives, par exemple
P» Pn-i
el sadifTérence avecN sera moindre que
en faisant celte différence, on trouve ^P„-.ft-Q„-,'»
Mais le numérateur de cette fraction est au moins ég à I ; donc la fraction précédente est au moins égale à ^-^ —
que b ]> Q„ ; donc la fraction j a sou dénominateur plus grand que celui de —■
ArPLicATtoH. — Réduisons 7t = 3,i4i39. - ■ en frac-
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tion continue ; on trouve
Les réduites successives sont les nombres bien connus
01 333 355 3, — * — -7> — T> •••• 7 I ob I 1 3
m. — APPUGATI0H8 DE LA THÉORIE DES TBACnOBS C0RIHUE8
A L'ANALTSE HUMÉRIttUE.
Lorsqu'on veut démontrer Tincommensurabilité de certaines transcendantes, un excellent moyen consiste à les développer, si Ton peut, en fractions continues, et le théorème suivant permet alors, dans un grand nombre de cas, de trancher la question.
Théorème L — Si les fractions 7-^5 t^» ••• sont toutes en valeur absolue moindres que i , la fraction
représentera un nombre incommensurable, pourv^u que la dijfcrence entre an et bn ne soit pas toujours égale à un. Nous supposons ««, i|, «2» ^21 ••• entiers, mais du reste quelconques, positifs ou négatifs.
On aura d'abord en valeur absolue
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mais, -p étant inférieur à l'unité, &i + 7^ sera encore plus grand que ai, car la difTérence entre a^ et b^ est au moins d'une unité, en sorte que, quand même ~ serait de signe contraire k b^, on aurait toujours
Soient F{, FJ, FJ, ... les réduites successives de la fraction continue considérée et F*, F*, ... les quotients complets successifs. En continuant ce raisonnement, on voit que F^, n étant un nombre fini, sera moindre que i; mais on ne peut pas affirmer a priori que F* soit moindre que I . Tout ce que Ton peut dire, c'est que la limite de F" est au plus égale à 1 . Mais, pour que F* = i, il faudrait que i| différât de ai d'une unité et que l'on eûtF*=i, c'est-à-dire que ia différât de a^ d'une unité, etc., en sorte que l'on ne pourra avoir F^ = i que si la différence entre a« et bn est un, encore F* scra-t-il moindre que un si ai, a^, . . ., i|, ^21 • • • sont tous positifs.
Ce cas est le cas d'exception signalé dans notre énoncé. Posons alors
on aura
c'est-à-dire
B^,4-C = fliA ou C = £i,A— 61B.
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Si donc B et A sont entiers, C le sera aussi, et ainsi de suite. Or, si F^ est commensurable, on peut supposer A et B entiers ; mais on a en valeur absolue
c'est-à-dire
Ainsi A, B, C, ... seraient des nombres entiers indéfiniment décroissants, ce qui est absurde; donc F* est incommensurable, c. Q. F. D.
Afplicatioh. — La fraction
dans laquelle a et 6 sont des entiers positiis tels que b<^a^ est incommensurable. Supposons ces entiers constants, et soit z la valeur de la fraction ; on aura
c'est-à-dire
x'-f- rtS — ^ = o,
ou bien
^/l'-h 4 A est donc toujours incommensurable ; donc enfin a}-\'f\b n'est jamais un carré parfait si Ton aa^&, ce qu'il est facile d'établir directement.
17 — AFPUGATI0I8 DE LA THÉORIE DES FBAGTIOVS COHTIIUES A LA BÉSOLUnoa EN HOMBBES EITIER8 DES ÉaUATIOHS IHDÉ- TEBMUnËES DU PREMIER DEGRÉ.
Considérons Inéquation
ax -\- bY=i c,
dans laquelle nous supposerons fl, i, c entiers; réduisons j en fraction continue, et, à cet effet, soit b^ le plus
grand entier contenu dans - • Posons
on déduit de là
mm ^ ■ ■
On peut poser
et ainsi de suite; on a alors
Cette fraction est forcément limitée, sans quoi (p. i5o) le second membre ne saurait représenter un nombre commensurable.
Soient 77 ravant-dernièrc réduite, -j- la dernière; on a b i)
(p. 1 45) pour deux, réduites consécutives quelconques la
relation
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-^ est égal à y Supposons que a et & soient premiers entre eux; on aura alors a"^=ny b"=:h et
ab' — ba' = zt I ,
d'où Ton tire
a[b' c) -^ b[— a' c)z=zz^c.
On satisfera donc à Téquation proposée en prenant
Connaissant une solution, on connaît facilement toutes les autres. En eflet, soit {jCo,ro) une solution; on aura
on déduira de cette équation et de la proposée
et cette équation peut remplacer la proposée; on en déduit
X = a —-^ H-Jo-
Or, a cl b étant premiers entre eux, pour que y soit une
solution entière, il faut et il suffit que -^ — soit un entier,
et Ton a alors, pour satisfaire à la question, les systèmes de valeurs suivants :
j' = x^±b, \x = .rQ±2b, i.r = .r^±:3b.
Nous avons supposé a ei b premiers entre eux; s'ils ne Tétaient pas, et si du reste n, i, c n'avaient plus de diviseur commun, il est facile de voir que l'équation
ax -+- by •=■ c
n'aurait pas de solutions entières, sans quoi le plus grand commun diviseur de a et £ diviserait le premier membre de l'équation sans diviser le second.
Si a, b, c avaient un facteur commun, il faudrait le supprimer, après quoi on rentrerait dans le cas que nous venons de traiter.
EXEBCICES ET NOTES.
1. Toute fraction conlinuB qui devient périodique est racine d'uno équation du second degré, dont les l'oeOicienls sont ralionDels par rapport aux termes dos fractions inli^granlcs.
2. Démontrer que, si N est premier avec a, b, .-, ... et moindre que leur produit, on a
A, B, C, . . . désignant des entiers.
3. La fraction continue dont toutes los fractions intégrantes sont
égales â -
est é
4. Former les réduites successives de la fraction continue dont toutes les fractions intégrantes sont égalos A - ou â -j trouver l'expression générale do b «i*™» réduite.
5. Consulter le Traiié de Calcul ilifférencid de M. Bertrand et VAlgi'-bre d'Euler avec les Noies de Lagrsnge. Consulter aussi le Traité des éijuatians namérii/iiex de Lagrange, Pour la résolution des équations du premier degré en nombres entiers, voir ï Analyse numériqno de M. V.-A. Lebesgue, un des plus grands arilhmologues de notre époque.
6. Des ouvriers, hommes et femmes, ont gagné ensemble 146'', chaque homme est payé 10''', chaque femme S''; combien y a-t-il d'botnmes et de femmes?
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7. Des ooTriere, hommes, femmes et enfants, au nombre de 34 , ont été payés en tont a6o''; chaque horame a touché 10'', chaque femme B", chaque enfant 2'' ; combien y avait-il d'hommes, de femmes ot d'enbntsr
Prouver que, m et n Étant deux nombrea JDCommensurablea
quelconques, on peut toujours trouver deux nombres entiers x, y tels que
Trouver etfcctivemoat ces deus nombres.
Cette proposition très-importante se démontre en réduisant — eo une fraction continue dont les numératours des fractions intégrantes sont l'unité et dont les dénominaleurs sont positifs. Soient ^ et
J^ deux réduites successives; leur différence est jr — 77-* Or — est compris entre deux réduites consécutives; donc
U reste donc à prendre -■ — < (, ce qui est toujours possible, car 0^«i croit indéSniment avec f, 9. IncommeasuraUlité de tt, — Posons
Le ucond membre de cette formule est une série convei^nle, car la rapport d'un terme au précédent a pour expression générale
i6o TnAiTÉ d'algèbre.
quantité qai a pour limite zéro poar n » oo . On a, en changeant
(fou Ton lire aisément
on, en multipliant par -7 :)
Si Ton pose alors
zcp(z) on pourra écrire l'équation précédente comme il suit
OU bien
En changeant z en z + i , z + 2, . . . , on a
>KZH- 1)= ,- • ,
^^ • Z -H 2 H-iI/^Z-i-i)' .•• >
et par conséquent
Z-H/— l-H^Ks-hl)
I . vfc
Cette équation peut encore s'écrire (p. 117) (4) ^(1) = ,.^.'-'^--"'^
nyx
2v'j: _|_ t'-îv'x
En second lieu, la fonction ^(z) peut se mettre sous la formo
, , ^ X \ Zr- l 1 . -2 ( 3 -+- I ) ( S ■+• 2 ) -h . . . y ( 3 ) = :— ■ -:- ,
IX I x'
et, si l'on fait augmenter / indéûniment, ^(s-t-/) tend évidemment vers zéro, en sorte que pour z = - l'équation (3) devient
av/x
-îvG
Changeons x en -• ? nous aurons
j«i jpi j^i
Quel que soit x, les fractions -0-' "T' "~' ' " finissent par devenir
L. — algèbre, II
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moiiidres qae i. Si donc nous supposons x entier, nous voyons que
fix e-x
j^ est une quantité incommensurable, en vertu du théorème
de la page i5o; donc e* est aussi incommensurable. Ainsi : Les puissances entières du nombre e sont incommensurables.
Dans la formule (5), changeons a: en j:i/— i; nous aurons
c*cst-à-diro (p. lai ), en vertu des relations connues,
= sin:r, '■ = cosj:.
tangj: =
on bien, en changeant x en ^ >
tang^ =
On voit donc quo, si un arc - est commensurable, sa tangente ne
pi p\ pi
Test pas, car les fractions ^ > '— ' -—i • • ' finissent par devenir ■^ ' ifj ofj yq "^
moindres que l'unité; il en résulte que le nombre 7 est incommensu-
rable, car, s'il était commensurable, sa tangente, qui est i, serait incommensurable. On en conclut le théorème suivant :
La circonjérence d'un cercle est incommensurable avec son rayon ,
CHAPITRE VI. l
10. Le rapport des vitesses de deux roues d'engrenage est le môme
que le rapport inverse de leur nombre de dents. Sachant que le
i855 rapport des vitesses doit ôlre d'environ -r-q' ^^^^^ ^^ rapport
commensurable plus simple approchant de celoi-là, afin de construire moins de dents.
i 1 . Développer e en fraction continue et calculer les premières réduites.
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I. — DÉFINITIOnS
On appelle dérivée d*nne fonction la limite du rapport de l'accroissement de cette fonction à l'accroissement c</rrespondant de sa variable lorsque celui-ci tend vers zéro.
Cette définition, pour être bien comprise, exige que nous entrions dans quelques détails. Lorsqu'une fonction /'(x) est continue, à un accroissement infiniment petit // de sa variable x correspond toujours un accroissement infiniment petit A* de la fonction y(a:), mais il
k n'est pas évident a priori que la limite du rapportai que
nous avons appelée dériv^ée de la fonction, soit finie et déterminée; en d'autres termes, il n'est pas évident que,
k quelle que soit la manière dont h tend vers zéro, j tende
toujours vers la même limite.
Nous verrons dans la suite que les fonctions de variable réelle ont en général une dérivée uni(iue et bien déterminée, et nous ne nous occuperons que de ces fonctions (*).
{*) Toute fonction /(j:) qui admet une dérivée Hnieet bien déterminée pour X = a est évidemment continue, parce que raccroissemcnt de / est nécessaiieuKMit infiniment petit avec celui de jt; mais il n*cst pas prouve que toute l'onction continue ait une dérivce : quelques auteurs ont cité des fonctions continues ne possédant pas de dérivées.
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Lagrange, rlsns sa Thi-Diif ilus fondions analytiques, propose df rrpr(5senler la dérivée de la fonction _j' parj'(*); j'à son lour pouvant être considéré comme fonction de la même variable que j, sa dérivée sera représentée par_y'' : elle porte le nom de dérivée seconde àej. La dérivée de y" représentée par y'" : elle porte le nom de dérivée troi- Stênie de y, etc.
Tbéobcmb I, — Soient /{x) une Jonction quelconque. f{x) sa dérivée, li un accroissement quelconque donné à x; on aura
I désignant une quantité qui s'atmule avec h.
En effet, d'après la définition même que nous avons donnée de la dérivée, on a
■■fi'
c'est-à-dire, en désigi «vcc k,
it par e une quantité qui i
['où l'on lire la relation (il.
L'expression de la différence /(x + A) — /(x) est sus-
protrinmei. t» iiouiion infcnUe p«r Leibuiti t-y- pour rsprésenier U ■)<ri*é« de _f' rclallie i x] cit (Dcore eelJo dotil nn fait uaagc aujourd'hui uni- U f BrMtl«tn»M : elle > de erinils ri t(««t«n loiil le» inienleun ^U C^leml diffémiiti, le ucatid Calad det fiua
celle de LagraiisB (LeIhniU
I dei dériiëea; le p.
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ceptible de prendre une autre forme, qui nous sera très utile dans la suite, et que nous allons faire connaître.
Théorème IL — Soit f{x) une fonction qui reste continue {*) quand x varie de a à b et qui ait dans cet intervalle une dérivée f {x) unique, déterminée et finie pouf chaque valeur de x ; si Von a
/(a) = o, /(fe) = o,
il existera entre a et b une valeur c telle, que Von aura
En effet, on a vu (p. 36) que f{x) passait par un maximum ou par un minimum pour une valeur de x comprise entre a et 6; appelons donc c la valeur de x qui rend /(a:) maximum ou minimum. D'après ce que l'or a vu (p. 35) pour des valeurs suffisamment petites de A,
f(c'^h)-f[c] et f[c^h]^f[c) sont de même signe
sont alors de signes contraires. Mais, d'après la définition que nous avons donnée de la dérivée , chacune de ces expressions a pour limite y'(c), dont la valeur, par hypothèse, est unique et bien déterminée; f'{c) est donc la limite commune de deux quantités. Tune positive, l'autre négative, et par suite ne peut être que zéro. c. q. f. d.
{*) II est inutile, à la rigueur, de dire quo/(j:) est continu, car, si la dérivée existe, la fonction est continue.
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Celte démonstration, due à O. Bonnet, est extrêmement remarquable, en ce sens que Ton n'a pas besoin de supposer la dérivée /^(j;) continue.
Corollaire I. — Si la fonction f[x) conserve une dérivée bien déterminée entre les valeurs x et x -h h de sa variable, on a
$ désignant un nombre compris entre zéro et i . En effet, posons j: -+- A = X, X — j: = A et
on en conclura
Si Ton considère alors la fonction de z,
elle s'annulera pour z = x. Mais elle s'annule aussi pour z = X ; donc sa dérivée s'annule pour une valeur l^de z comprise entre x et X. Cette dérivée est la limite de
pour « = o; cette quantité peut être remplacée par
dont la limite est, par définition, — J'[z)'hA. Remplaçant z par ^, on a donc — y^(Ç)-+- A = 0 ou A=y^(f) ; par suite, la formule (i) devient
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Remplaçons X par x + A et la valeur Ç comprise entre X et x-{-h par x-i-dh, 6 désignant un nombre positif moindre que i ; nous aurons
f[x-^h)^f[x) = lif'[x-\-Oh),
n. — DÉBIYËE D'UKE SOIOIE, D'UH PRODUIT, D1JH aïïOTIEIT.
Théoueme I. — La dérwée d'une somme composée d'un nombre limité de parties est égale à la somme des dérivées de ses parties (*).
En eOet, considérons la quantité
(i) j= tt -f-w — «'di. . . ,
u, (^y (Vy • . . désignant des fonctions quelconques de x en nombre limité; représentons par le symbole Ax un accroissement arbitraire donné à x (le signe A ne représentant plus ici une quantité, mais une opération). Soient Ay, Au, Auy Awy ... les accroissements correspondants dej^, u, ç», çv, . . . ; en remplaçant dans Téquation {i) x par j: 4- Ax,ii deviendra alors u-hAuy \f deviendra i^-4-Ar, etc., et Ton aura
(2) y -{- ^jr = u -^ Lu -\- V -\- ^v — w — Am'±....
Si Ton retranche les équations (i) et (2) membre à membre,
on a
A^ = am -4- Af» — Aw* dz . . . ,
(*) Nous suppus'ïrons toujours dans la suite que les fonctions sur lesquelles nous raisonnons ont une dérivée. L'existence de la dérivée cherchée sera seule à démontrer.
c'esl-à-dire, en divisant
Or, si l'on fail Icndrc dérivée de j, — icndra i
ciupiTne vit int par A.r,
[idra
, etc., en sorte qu en prenant les limiles des deux membres de l'équation précédenlo, et en observant que dans le second membre de cette équation le nombre dei fiaities est limita, on a
ce qui démontre le théorème énoncé.
Rkuaik^ve. — Nous avons insîslé sur ce point que le nombre des parties ii, v, w,. . . devait être limité; en efTel, [uand nous avons fait tendre Ai vers zéro, nous avons
tdmis que
la limite de la
somme \ — + ■
■ était
Içale à la somme des limites de ses parties, ce qui cesse (Titre vrai lorsque l'on suppose le nombre des parties illi- Blité ( * ). Ainsi le théorème que nous venons de démontrer n'est pas applicable aux séries, ou du moins, pour qu'il
pdevîennc applicable aux séries, il faut nécessairement une
fnouvclle démonstration.
(*) On démontre pur Be Calcul ipircnl U fonnul»
comme il le Becond mambre Bvuii itti nombiv lîmilA de tcrmiM, an Uvuva, k l'aida de procédé* qui tsront cipllquea p)ui loin, U rormuie
- = eo»j — co«ïJ--i- <o>3x — . ..± eninx, ...
(arda, ht l» leoiuid sombre ett diiergent.
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Théorème IL — La dérwée d'un produit de plusieurs jonctions en nombre limité est égale à la somme des prch duits obtenus en multipliant la dériifée de chacune de ces fonctions par toutes les autres.
En efict, soient li, v, çv> . . . différentes fonctions de x en nombre limité; posons
(i) jrzzzuufv. . , .
Changeons dans cette formule x en x-h àx ; y^ u, i/, çv, . . . deviendront ^ -+- A^, u -»- Au, . . . , Aj', Au, . . . , représentant, comme plus haut, les accroissements de ^, 1/ y • . . correspondant à l'accroissement Ax de x. Nous aurons
Or le produit des facteurs qui entrent dans le second membre de cette équation est égal à la somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chacun des binômes u -+- Au, i^ -4- Aj^, ... ; on aura donc
(a) j^ 4- A j = ttiw. . .-I- Att.vri'. . .4- Av.utv. ..-}-«,
(ù désignant une somme de termes contenant en facteur au moins deux des quantités Au, A^, Afv, ....
Or, des équations (i) et (2) on tire par soustraction
A^ = Aa.PfT. . .4- ^tf,uw, . .4- A(f .MP. . .4- w,
ou bien, en divisant par Ax,
,^. Ar Aa Al' M
[6] — = — f(i'...4 Mff...4 •
^ ' Ax ^x Aj: Aj:
Or, si Ton fait tendre Ax vers zéro, —y — 9 ••• auront
Ax Ax
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pour limilesj', 1/, .... Quant à -- 1 îl se compose de termes de la forme — a, dans lesquels « est un produit
contient au moins un des facteurs Au, Ap, ... ; si dous ntpposons donc qu'aucune des dérivées 1/, t^, ... ne soit infinie , — n'augmentera pas iadéflniment ; d'un autre
talé, a aura pour limite zéro, cl par suite u aussi ; donc, ■i l'on suppose les facteurs u, 1; w, . . . en Dombre limité, la formule ( 3 j don::era, pour A,r = o,
Corollaire 1. — Si l'on divise les équations (1) et (4) membre à membre, on trouve
relation remarquable et dont on fait un fréquent usage.
— est ce que l'on appelle la dérivée logarithmique de j ;
on peut donc dire que :
La dérivée logarithmique d'un produit est égale à la wmme des dérivées logarithmiques de ses facteurs.
Cokollaihe II. — a désignant une constante, la dérivée i sera W, car la dérivée de a est nulle. En effet,
, quelque petit que soil
; donc la limite de — sera zéro.
Rxiuhqvb. — On a quelquefois besoin de prendre n fois a dérivée d'un produit uv. On peut le faire à l'aide
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de la formule suivante, due à Leibnitz,
dans laquelle Cj^, Cj[, • • • représentent les coefficients de la
formule du binôme -> — ^j . . . , et dans laquelle uf^
désigne en général la dérivée i'*°* de u.
Pour démontrer cette formule, il suffit d'observer qae Ton a
et par suite, en prenant encore la dérivée,
La formule ( i) a donc lieu pour n = i , « = 2, .... Admettons qu'elle ait lieu pour la /i'*"* dérivée, démontrons qu'elle a encore lieu pour la {fi -+- i )'*"•, et, comme elle a lieu pour n = 2, elle aura lieu pour /i = 3, /i = 4^ • • • î elle sera alors générale. Si nous prenons la dérivée des deux membres de (i), nous trouvons
Or, par un théorème connu, on a (p. i3)
Crt 4- I = C^^j, C;, -h C,j 1= ^/f*-ty • • • î
donc
Celte formule n'est autre que (i), où Ton a remplacé n par (//-hi); donc enfin la formule (i) a lieu quel que soit n. c. Q. F. D.
Théorème III. — La rlériuée d'un quotient est égale au résultat obtenu en divisant par le carré du diviseur la dérivée du dividende multipliée par le diviseur, dimi^
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nuée de la dérlsfée du div^iseur multipliée par le dii^i^ deude.
En eflTel, soît
le quotient des deux fonctions u et (^ de x. Changeons x en X H- Aj:; w, if,j deviendront u H- Aw, 9 4- Ai», j -+- Aj' et Ton aura - . // -h Aa
Des équations (i) et (2) on tire
// -h lu u A/ = — ^ ,
V -\- Iv V
c'est-à-dire
d'où l'on tire
vin — ulv
^^ ^ 'v]v-{- lu) '
lu Al'
l.L i'* -f- »■ Ac
Si l'on fait tendre A.r vers zéro, il vient alors, en obsei*vant
A.r lu iv 1- •. I I j
que --5 — •» - ont pour limites 7 , // , v y
* Ix Ix A.r *
Corollaire. — La dérivée de - s'obtiendra en faisant
fi = I dans la formule précédente, et par suite //= o. On d alors
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m. -. DÉRI¥£S8 DES FOICTIOHS DE FOIGTIOIS ET m
FONCTIONS COMPOSÉES
Soient V une fonction de x, w une fonction de 9^ y une fonction à^ w\y sera ce que Ton appelle une Jonction de fonction de x.
Théorème I. — La dérivée d' une fonction de Jonction est égale au produit des dérivées des Jonctions dont elle est Jormée,
En eOet, soit y une fonction de w, w une fonction de v^
V «ne fonction de x. Changeons x en x -+- àx\y dcTiendra
Y -+- A)^, w deviendra w -+- Afv, v» deviendra i^ -f- A«^, et l'on aura identiquement
. Ar àr An» Ai»
^ ' Ax A«' A<' Ax
Si Ton fait tendre Ax vers zéro, — aura pour limite {^.
— est le rapport de l'accroissement de iv à l'accroissement correspondant de i^; sa limite est donc la dérivée de w prise en considérant w uniquement comme fonction de V et non comme fonction de x : nous désignerons cette dérivée par çv'^ pour ne pas la confondre avec çv', qui es* la dérivée de w considérée comme fonction de x. De même
-^ aura pour limite r'^,» dérivée de y prise en considérant j)^ uniquement comme fonction de w. La formule (i) peut alors s'écrire
ce qui démontre le théorème énoncé.
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Rehàrqve I. — Nous avons tacitement supposé le nombre des fonctions iotermédiaires w et y limité; en effet, en passant aux limites dans la Cormule (i), nous nous sommes appuyés sur ce principe que la limite d'un produit était égale au produit des limites de ses Taeteurs : ce principe n'est pas applicable aux produits composés d'un nombre illimité de facteurs.
REM*nQrE II. — Il ne faut pas confondre les expressions y^ et y-, elles sont, comme on voit, essentiellement difFéreirtes el bées entre elles par la relation [ a ).
Soient u, v, w.... des fonctions de x, et f{u,v, w,...) une fonction de u, w, tv, . . . ; y sera par rapport à x ce que l'on appeUe uae Jonction composée.
T&tonÈME II. — La dérivée d'une Jonction composée est égale à la somme de ses dérivées prises par rapport à cliai/ue fonction dont elle est composée, respectivement multipliées par les dérivées de ces Jonctions etlesméntes.
En eflel, considérons la îoncûon J[u, v, w), u, v, w dédes fonctions de x; on aura
Bîp"
A/_A-» + A», .■ + i,■..,■^^.,■] -flu,
AUf Av, Atc, A/* désignant, comme plus haut, les accroissements de II, V, w, y correspondant à l'accroissement Ax de x. Or on peut écrire comme il suit l'équation précédente :
; if^/ju -H A«. - 4- A-. »- -I- A.v) -/(i + Aa. P -t- M; ■■■)
. , 1 /(W+AH.I'+A^'.H'}— /(«-t-AH,.-,H')
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Or la première partie du second membre de cette équation
est l'accroissement que prendy(u-h Aa, v -f- £iv,w) quand on change wenw-h- àw. Or, en appliquant ici la formule
démontrée (p. 164), nous pouvons écrire ainsi la quantité (2),
(3) /w("-^ Aw,P-h Ac, »i' -hOAcr) ,
Ax
OÙ 6 désigne un nombre compris entre zéro et i. Pour bien comprendre cette formule, il faut voir dans la notation /^ une dérivée prise ^ar rapport à w, comme si m-I-Aii et v-^ ^v étaient des constantes ; et en effet, dans l'application de la formule (a), on ne suppose pas que la fonctiony(j:) ne contient pas d'autres variables que l'on pourra ultérieurement regarder comme fonctions de x, et la dérivée qui y entre n'est relative qu'à la quantité recevant l'accroissement A. Ainsi/^, pour nous résumer, représente une dérivée prise comme si u -h Aa, v -^ ^v étaient indépendants de fv; la variable est w, et on la remplace par w-h 0 Açv. En mettant le second et le troisième terme de (1) sous une forme analo£;ue à (3), on aura
^=zf^[u^- Attji'H- At', !*' + (? Aa-; — AJ7 Ax
/v / . ^ X Al* ^ , ^ , A«
•4-/; [u -4- A«, i'-+-ôii', iv] -- -4-/; 1 ^/ -h 0,A«, v,w)—-y
0i et B2 désignant comme B des nombres compris entre zéro et I. Si alors on suppose que x décroisse indéfiniment,
Am, Af', Açv tendant vers zéro et — > — > — vers les limites
Ax Ax Aj:
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, 9^, */,xi.'^ vient, en supposant les fonctions_/'„,/^,yil con- F tÎDUCS par rapport à m, 1', w,
/,=r.(«.'..«)»'+/.(«.',")^+/ii«.'."'i«'-
1 Telle est la formule qui fait conaaîLre la dérivée d'une fonc- I lion composée; y^ , rappelons-le, est la dérivée dey(u,i',Hj) prise en supposant c et iv coDslants et u seul variable [voir l une application au § VIII).
IT
- THÉOBËHE DES FODCTIOIÏS HOHOGÈHES.
La fonction y(j-,j, z) de plusieurs variables est dite homogène et de degré m quand elle satisfait, quel que soit ^ Jt, à la relation
it x^+j'' est homogène et du second degré, etc. Si loous prenons les dérivées des deux membres de (i) par lirapport à A, nous aurons, en appliquant le théorème dé- ^nontré au paragraphe précédent,
r qui devient, pour A" ^ 1,
I En prenant encore la dérivCe de (aj par rapport à A et en ' faisant A" ;= 1 , on trouve ( voir § Xll)
Nous laissons au lecteur le soin de développer celte déaonstralion très-facile et de la généraliser.
C'est dans la formule (3) que consiste le théorème des fonctions homogènes, dont l'utilité se manifestera plus f loin en Algèbre et dans toute la Géométrie analytique. L — AlgUre, II. la
T. — d£rITÉES des rOHCTIONS mPUCITES.
Lorsqu'une foDclion est définie comme solulion d'une ou de plusieurs équations dans lesquelles entre la variable, on dit qu'elle est implicite; elle est explicite dans le cas contraire.
AÎDsi^, défini par l'équation
est implicite; si l'on tire de là
}■ devient explicite.
Nous allons trouver la dérivée d'une fonction implicite, mais nous ferons l'hypothèse que cette dérivée existe, en nous réservant de prouver plus loin>' l'existence de cette dérivée pour un grand nombre de cas.
1° Considérons d'abord la fonction y déiinie par la seule équation
Cette équation étant une véritable identité quand j- y est censé remplacé par sa valeur en x, ce que nous supposerons, J(x,j) est identiquement nul ; sa dérivée est donc nulle, et, en supposant çuej ' existe, la règle des fonctions composées, démontrée § 111, donnera
Pour bien comprendre commenlou aobtcnurcqualioQ(i),
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il faut remarquer quey(a:,j^) est une fonction composée de Xj composée des deux fonctions x et y. Sa dérivée se composera donc de la dérivée Jl. multipliée par j/, qui est I, et de la dérivée ^^^ multipliée par j^'.
2** S\j était donné par deux équations telles que
on prendrait les dérivées de ces deux équations en appliquant toujours la règle des fonctions composées, et Ton aurait
On aurait ainsi deux équations permettant de calculer y' et z'. Il n'est pas nécessaire de montrer comment on obtiendrait la dérivée de j s'il était défini par un plus grand nombre d'équations.
DÉBITÉES DES FOHGTIOIS 8IMFKE
Dérivée de a^. — Posons
en changeant x en x -f- ^Xyj devient j^ -H A/, et Ton a d'où Ton tire
Aj = a'-*^^' — a*
ou bien
ày^a'la^—l]
On lire de là
Ar_^,«^-i,
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Si, dans cette iormule, on vient à poser
elle devient
. loff(i-+-a)
a^=H-a ou Ax= ^. ■ '-9
loga
Ar a'iosrr
OU bien
Ax l<)g(i-+-a)
Ar ^' ï^^o^
Ax
log(i-+-a)*
Si l'on fait alors tendre Ax vers zéro, a tend vers zéro, (n- a)* tend vers e, et par conséquent on a
Remarque. — La dérivée de a* étant a* loga, celle de e^ est e^.
Dérivée nE log x, — En posant
on a
c'est-à-dire
ou enfin
jr = logX,
Ay _ log(a?-i- Aj?) — loga?
Aa? Â5 '
JH
sJ = '*'8('^f)'^='°s
si l'on fait alors tendre A:r vers zéro, la limite d^
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sera e*, et l'on aura
ou bien
y = -loge.
Si le logarithme est un logarithme népérien, on aura simplement
Dérivée de x**. — Si m est entier et positif, la dérivée de x^ est la limite vers laquelle tend le rapport
ou bien
c'est-à-dire
Si m est négatif, mais entier, on posera a:'"= or-^sz: i Ij:" et la règle de la page i<^9(l. aj) donnera — /ix-""-*=mx'*""*. Si m n'est pas entier, il faut supposer x positif, soit :
d'où
logr = m log X ;
si Ton donne à x l'accroissement infiniment petit ÙlXj la fonction x"^ étant continue, y prendra l'accroissement infiniment petit A)% et Ton aura
A hmr m A loi^x A Xocy Ar A \oex
iii- ^ 11— ou — = /n 2—
A.r Ax A/ Ax Aj:
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OU
^X Alogx^Alo;>r.
Aor Ax A^
si Ton fait tendre ûix vers zéro, on a
lira-— ou y = 'w(logx)'^: (log/)'^=: - / = mx^-\
comme dans le cas où m est entier et positif.
Corollaire I. — La dérivée de V-^ est égale à celle de
x*", c'est-à-dire égale à - x"* ou à - i/
^ m m y jc'"'-^
Corollaire IL — En particulier, la dérivée de ^x sera
Corollaire III. — Si ix désigne une fonction de Xy la dérivée de u'^ s'obtiendra en prenant la dérivée de u^ par rapport à w, ce qui donnera mu'^"*, et en la multipliant par la dérivée u' de u, en sorte que (p. 171 )
Corollaire IV. — La dérivée de u^ ou de Ju est — 7= •
7U. — DÉBTirÉBS DES FOHGTIOHS GIBGÏÏLAIRES. Dérivée du siwds. — Posons
on a, d'après la déûnition même de la dérivée,
, sin(a:-+-Ax) — sinx / = lim — ^ : 1
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c'est-à-dîre
. I ^ 2 sm — Ajt cos
y=zlim
(x+Iax]
mais, si Ton observe que le rapport du sinus à l'arc a pour limite l'unité quand l'arc tend vers zéro, l'équation précédente devient, pour Ax = o,
y = cosa?.
Dérivée du cosinus. — La dérivée de cosx se trouve de la même manière que celle de sinor; cependant on peut y arriver plus simplement en observant que
COSJT
sin ( x\ est une fonction de fonction. Pour obtenir sa
dérivée par rapport à x, il faut d'abord la prendre par
rapport à - — ^x, ce qui donne cos I x\ ou sinx,
puis multiplier ce résultat par la dérivée de la somme - — Xf qui est — i ; on a donc
[cosxy = — sinx.
Dérivée de la tangente. — On a
sinx
tang.r= 1
cosjr
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et, par conséquent, pour trouver la dérivée de tangXy il faut prendre la dérivée d*un quotient; en appliquant la règle donnée (p. 169), on trouve
, ,, (sinj:)'cos:c — (cosjf)'sînx
tangx'=^ '- ^ '- ,
c'estrà-dire
(tangx)'=: — — .
Dérivée ob la cotangente, etc. — On trouve ainsi
(C0tx)' = r-i-9
(seca:)'=: —-,
(cosecxr = r-j— •
^ sur.r
Dérivée oe arcsmx. — Si Ton pose
^ = arcsinx, on en déduit
(i) sinj = a?;
si Ton prend les dérivées par rapport à x des deux membres de cette équation, il vient, en observant que sinj^ est une fonction de fonction,
ycosj = I
ou bien
cos/ et, en remplaçant cosy par sa valeur tirée de (i),
OU
suivant que / sera compris entre aAir et aAir H — 9 ou
entre (a/r-f-i)?: cl(2A-f-i)7:-+--«
Cette démonstration suppose que Ton sait àTavance que y a une dérivée ou que — a une limite, mais ce fail est
Ax
évident, puisque — a une limite qui est la dérivée
Xy= COSJ^.
Dérivée de arccoso:. — On peut poser
arccosor = arcsmor;
on déduit de là que les dérivées de arcsino: et arccosj: sont égales et de signes contraires.
Dérivée de arc tangx. — Si Ton pose
y = arctiuigo:, on a
tang j = X,
et, en prenant les dérivées des deux membres de cette équation,
cos*/
d*où Ton tire
y' = cos*r ,
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c'est-à-dîre
¥m. — AFPUCiTIOH DES PBDIG1PE8 rBÉGÉDEITS.
Nous pouvons maintenant prendre les dérivées de toutes les fonctions qui sont jusqu'ici entrées dans nos calculs; nous allons le montrer sur quelques exemples.
Dérivée nE x'. — La fonction x* est composée; pour bien le comprendre, considérons la fonction u^^ u et 9 désignant deux fonctions de x. Cette dernière expression est de la forme /(ix, ^); sa dérivée sera donc de la forme
c'est-à-dire
si Ton prend m = i' = x, on a la dérivée de x*, qui est ainsi
Dérivée nE arc tang • — Cette expression est
une fonction de fonction; pour en obtenir la dérivée, il
faut regarder '— comme seule variable, prendre la
° I — ax *
dérivée dans cette hypothèse, ce qui donne
et mulliplicr le résultat par la dérivée de » qui est
I — a.r -+- a { fl -f- jr ) I H- rt*
(i — ax-Y (i — ax^
I -f- JL
résultat auque. on aurait pu arriver immédiatement en observant que
arc tang = arc tanga 4- arc tangx.
I — ax
DéBivÉE nE \og{x -4- v^i -Hu.'^). — Cette fonction peut être considérée comme fonction de (onction; en regardant
xH-yi-hx^ comme variable, la dérivée de cette fonction est
Mais, comme x est la variable , il faut multiplier cette quantité par la dérivée de x -h y/r-t-a?, c'est-à-dire par
1 H — === î ce qui donm V I -t- x*
OU
n. — DÉBIVÉES DES rOlfCTIOlfS DE YABIABLE IHA6IHAIBE.
Si l'on appelle fonction de x -hj ^ — i toute expression de la forme X -f- Y y — i , où X et Y sont fonctions de x et^,
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une fonction de x et y n*aura pas en général de dériyéei et l*on ne considère en Analyse que les fonctions admettant une dérivée. Pour faire comprendre cette espèce de
paradoxe, observons que la dérivée de X •+• Y ^ — i est la limite de
Aj: -f- ^x \l — I
quand x e\.y tendent vers zéro. Or £iy et ùx peuvent tendre vers zéro en suivant des lois très diverses. De là une infinité délimites différentes pour le rapport considéré. Supposons, pour fixer les idées, x eij fonctions d*une variable f, qui pourra être x si Ton veut; le rapport (i) pourra s'écrire
/AX AY , \ /A.r Ar \
ou, en passant aux limites,
, , x; -f- y; y/- 1 x^y, ^ xv>-; + y/- . (YV.r- -h yv/,)
La dérivée que nous trouvons ainsi dépend, comme l'on
ce voit, du rapport -r> et, pour qu'elle soit indépendante de
ce rapport, en d'autres termes, pour que la dérivée
de X -H Y yj — I ne dépende pas du mode de variation de x et de^, il faut que les coefficients de x\ ely[ dans les deux termes de la fraction(2)soicnt proportionnels, ce qui donne
ou bien, en égalant les parties réelles et les coefficients de v/ — 1>
Xjp= Ty, X^.= Y^.
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Ces relations ne seront pas, en g;énéral, satisfaites quand on prendra X et Y au hasard.
Quoi qu'il pq soit, parmi les règles que nous avons données pour prendre la dérivée d'une fonction, il en est qui ne supposent pas la variable réelle; telles sont les régies relatives aux sommes, aux produits, aux quotients, aux fonctions de fonctions et aux fonctions entières. La rèftle des fonctions compostes peut se généraliser ainsi :
Soity(u, i') une fonction composée de j- -i-y \f- — 1 . Si u et i- ont une dérivée unique et si de plus/ ^ ^^/l sont bien déterminés, on supposera a: et^ fonctions de (, et l'on aura pour dérivée de y l'expression — — — ' — ■ ai'i la variable t est réelle. On a ainsi
Mais '■ est la dérivée u' de u relative à x-+-t- v' — ' ;
^-4onc la dérivée cherchée de^'est bien^'„u'-t-y|,i' comme
^kuand la variable est réelle.
^P La dérivée de e^^y^ s'obtient en observant que cette fonction est égale à ^(cosj'4- ^ — isinj-). Supposons^ et X fonctions de / et prenons la dérivée ; nous aurons
»«'jr'(co*j- -t- ^— r sin,r )+«'( — sin j- + V~ " cos/)/ = ^^(00»^-+ V— isiiij-}(j:'+yv'~')
En divisant par a.'+y \J — 1 , on trouve la dérivée unique p«+jV-t; la dérivée de log(jr-+-_i \—>) s'en déduit facilement, et l'on reconnaît qu'elle est-
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n reste à montrer que la dérivée de sînx est toajoon coso:. On a
sinx = ;
on en conclut
(sinxr = =:cosx«
On verrait de même que la dérivée de coso: est — sinx (*).
Z. — PBOPBIÊTËS DES FOHGTIOHS DÉRIVÉES.
Théouème I. — Toute fonction f[x) réelle et continue entre les limites x = a et x = b de sa variable passe foi^ cément au moins une fois par la valeur u comprise entre les valeurs f {a) etf[b) qu elle prend pour les valeurs a et b de sa variable, et, en particulier j sif[a) etf(b) sont de signes contraires, l'équation
admet au moins une racine comprise entre aet b.
Ce théorème a déjà été démontré à la page 3o de ce volume.
Théorème II. — i** Une fonction réelle et continue dont la dérivée est positivée croît avec sa variable ; 2° unefonc-
(*) On ne fait pas généralement dans les Cours les remarques que nous venons de faire, et cependant on ne se gène en aucune façon, en Gcométrio analytique, pour prendre des dérivées quand la variable est imaginaire; on a bien soin, il est vrai, de ne pas attirer l'attention de Téléve sur ce que la variable peut ne pas être réelle, et voilà comment l'étude des Mathématiques, qui devrait servir à rendre l'esprit juste, peut contribuer à fausser le jugement.
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non réelle et continue dont la dérivêeest négative décroît W lorsque sa iiariable croît.
En efTel, considérons la fonction réelle f{x)\ suppowton&f{:r) positif entre les limites a clb delà variable x;
r, général (p. i65)
■ < désignant une quantité qui tend vers zéro avec h. Or, t supposons :r et x-i-A compris entre les limites a cl ^ ; e, ■Ajant pour limite zéro, pourra être pris moindre en valeur E.absolue quc_/'(x). Si donc nous supposons l'accroissel h positif, le second membre de la formule précé- (idente sera de raênie signe que /''(x) ; donc enfin
Ijerade miîme signe quey(j7), ce qui revient à dire o(aef{x) ecx quand sa dérivée est positive et décroit quand j: pCroU dans le cas contraire. c. q. f. d.
Tbéorème III. — Une fonction J {x) réelle et continue asse ordinairement par un maximum ou un minimum lorsque ,ia dérivée s'annule.
En effet, supposons la fonction _/"( a:) continue ainsi que ivées pour x^n; si l'on & f'[a)=ia, trois cas teuvent se présenter :
" /'{x), en s'annulant pour x ^= a, passe du négatif
t positif; cette fonction est donc croissante; donc sa
'^évivée J'" (x) doit être positive ou nulle pour x = a, car,
yû elle était négative, /*(x} décroîtrait en faisant crot ire x
Ulhéorèrac II). Maisy(x) ayant changé désigne pour x^ a,
1 passant du négatif au posilif,/(x) a dû être décrois-
inte pour les valeurs de x moindres que a et croissante
pour les valeiiis dex plus grandes q«ea;elle a donc dA passer par un minimum pour x = <a.
a" Siy(x), en s'annulant, passe du posilif au négatif, cette fonction est décroissante, et, par suite, sa dérivéey(x) est négative ou nulle pour x^ a; en second lieu,y*{xj passant du positif au né^-alir,y(x} passe, pour x^n, d'une période croissante à une période décroissante, c'est-^-dire quey(a)eslunn,o,imu,„de/(^).
3° Sif{x) ne change pas de signe en s'annulant, celte fonction croît pour décroîlre ensuite ou décroît pour croître ensuite lorsque x passe par la valeur a ; donc alors /"(x) doit changer de signe pour a =a; donc eotin, dans ce cas,y''(fl) est nul.
Ainsi, en résumé, si l'on a f[a) = o et
r(«)>o,/(fl) est un minimum de /(^), /'(aXo./(a) est un maximum de/(j:).
Lorsque /'(a) et /'(a) sont nuls à ta fois, trois cas peuvent se présenter comme tout à l'heure :
1° Siy''(x) passe du positif au négatif, cette fonction décroît, et alors /"'(rt) est nul ou négatif; mais dans ce cas f'{a) est un maximum de_/'(x), et/(a) n'est ni un maximum ni un minimum; a" si /"(x) passe du négatif au positif, /•'(o) esl nul ou po.ilif,/ (») est un minimum de/{i)
serve le
maximum ni minimum; 3° si/"(x) conjne en s'annulant, /'(a) n'est ni un maxinimum, et il peut arriver quej(ti) soit
raum m ui maximum ou min
Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion; on voit que
fournira des valeurs de x qui rendent y{x)
et) en développant cliaque parenthèse par la foi )>jndme, puis en ordonnanl par rapport à h,
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nimum toutes les fois que/"(.r) ne s'annulera pas en Sme temps queyf^); je dis dns valeurs, parce cju'il ne laflît pas de résoudre l'équation (i) pour en diiduîre tous 1 maxiina ou minima àiif[x).
n. — tb£ob£me de tatldb.
Considérons un polynôme enlier l'on change x enx-^h, on a
nie du
ins celte furmule, le terme indépendant de h est V[x),
coefficient de - est V{x), le coefiicient de — est la I ^ ' i,a
irivée de F'(jî), que l'on désigne par F"(j,), el ainsi Je
ïte. Oq peut donc écrire la formule
lifait connaître raccroissemeat F Cx + h) — F(x)d'unp
I, — ÂlgUre, II. i3
fonction entière, correspondaat à l'accroissement A de M variable.
Nous allons essayer de généraliser cette formule; k cet effet, désignons par Ph' le terme qu'il faudrait ajouter au second membre pour qu'elle devînt exacte lorsque la fonctionF(z) cesse d'être entière. Le terme additionnel pourra toujours élre mis sous la forme que nous lui avons assignée P/i', ( désignant un entier, si nous supposons tous les termes (!e la formule précédente Gnis. Nous poserons donc
1 r(» + i|-r(x)-iF'(^)--ilF-(xi-...
Celte formule est une identité : en d'autres termes, P a la valeur que l'on en déduirait en résolvant cette équation comme si P était une inconnue entrant au premier degré. Nous supposerons que la fonction r( z ) reste finie et continue, ainsi que ses n premières dérivées, quand z varie de j:à,r-t-/j; quanta la dérivée F""'"' {;), nous supposerons simplement qu'elle existe et qu'elle ait entre les limites en question une valeur unique. Alors la fonction suivante, où l'on a faitX = .r-|-/i,
— ^—~i)lvi,A^ t^~')" vnl,-: .-y -»D
sera finie et continue entre les limites z =^ x et
sa dérivée n'aura qu'une valeur bien déterminée. Or <f{X)^ o, et, si l'on suppose X = ;r-t-A, ç(x) sera nul en vertu de l'équation (i).
Si l'on y fai irécédeiiLe,
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Donc, en vertu du théorèmell, déinonlré à Upa^e itiS, la dérivée de !^(3)doit s'annuler pour une valeur de r comprise enlre u- el x-^h, valeur que l'on peul représenter par X ■+- SA, & étant compris entre zéro et i . Or la dérivée de ^{z) est donnée, réductions faites, par la lormule
= x-\-Qh, on a, d'après la remarque
- F"' ( j: + efl ) + /(X — j: — !!/(}'-' P,
l*où l'on tire la valeur de P suivante, dans laquelle on a paplacé X par j: + A,
l'on porte celte valeur de P dans la formule (i), ii vient, B faisant passer dans le second membre tous les termes égatifs,
hr^ [i — ay- <
Le dernier terme porte le nom de reste; on lui attribue généralement deux formes : l'une correspond à i ==: n -f-i; ; conduit à la formule suivante, duc à Lagrange et tdiquéc par d'Alembert :
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Eo faisant i = i , on a la formule suivante, doe à Cauchy :
F(xH- A)=F(x)-t--F'(x)-l- — F'ixj-h...
La formule (2) est celle dont on fait le plus fréquemment usage ; on peut lui donner une autre forme, très-utile dans les applications, quand F'*+*(x) est continue. On a, en effet,
e désignant une quantité qui s'annule avec A, et, par suite, la formule (2) donnera
F (x -4- // ) = F(x) -h àF'(x) -f. ^ F^» H- . . .
F«+»[x)-ht/i''-^\
et, pour que cette formule ait lieu, il suffit que F{x) soit continu, ainsi que ses /i + 1 premières dérivées dans le voisinage de x.
SI. — auEiauES déyeloppehehts en sëbie.
La formule de ïaylor permet quelquefois de développer une fonction en série. Si dans la formule (2) du paragraphe précédent le terme complémentaire
que nous appellerons le reste, tend vers o quand n croît indéfiniment, on aura
F(a;H-/») = F(a;)-f-^P(a?)-h-^FV)-r-...,
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et le second membre de celte formule sera une série convergente.
Ordinairement on suppose j: = o et la formule que l'on applique au développement en série est
on lui donne alors le nom àa formule de Maclaurin, I" Si l'on suppose F(X)= sinA, on trouve
Sin A = -r- r-r . . . Zt ■: r-r ©,
6 désignant un terme de la forme sinOA ou cosOA ; le terme complémentaire tend donc vers o pour n = oc et l'on a
s,nA=--^-j--^-....
2** On trouve de même
ros A = i r-^TT — •••»
4" Pour obtenir le développement de (i4-A)*, 11 faut partir de la formule de Cauchy
F(^j:-t- A) = F(x)-+- - F'(ar) -+-...-+- —^ F^Car)
y faire F(:r -|- A) = (i -^ A)", jc = 1 , et Ton trouve
(l-h A)« = iH- _ // H 1 ^»
R = — j- a(a — 1} ...(a — /i)(i — 0)«(i -h ÔA)*-»-^";
on peut écrire
,„-,.M,î-.)»-(?-.)Hr^ir'-
ndre que i ej
Si l'on suppose A ii 'facteurs aA, (a — i)/i
pour n :^ X tenu l'unité, (rM-Q/fy-r et l'on a
[leur absolue, les t un produit qui — — ^ ne peut être supérieur à li : doue Rdcns ce cas lend verso
C'est la formule du binûme généralisée. Il est inutile d'examiner le cas où A> i en valeur absolue, car dans celle hypolhése la série qui figure dans l'équalion précédente est manifestement divergente {voir p. ia5).
5° L'applic;ition de la même formule â la fonction Iog(r + A)donne
log(i-i-/,)= h
le reste est un peu plus simple ; les facteurs — renldansrexpn^^slonnrécédenle son [remplacé'
I qui (igumrruniLé.
xm. — ixTEHSion au cas de plusisubs variables.
TafonÉME. — Soient f{x, y) une fonction de j: et dey, fjsa dérivée prise en regardant x comme seule variable et y comme une constante, J'y sa dérivée prise par rapport à y en regardant x comme une constante; soient/"^ la dérivée prise par rapport à x de f'j.-,f\y la dérivée de f'j prise par rapport ày, f^^la dérivée de f'yprise par rapport àx et /'^, la dérivée de J'y par rapport à y ; on a
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En eSet, od a, par le théorème de Tajlor,
' i + il/:, ,.,,,+ „..,
^t ceci suppose simplemeDty(^,^) conlinu dans le voisinage de X et y, ainsi que ses dérivées premières et fécondes prises par rapport à x; s'il en est de même des dérivées prises par rapport i x ct_^ ou par rapport à y deux
, j3, y désignant des quantités qui tendent vers zéro [Uand h et k tendent vers zéro. Si dans la formule (i) on Aange^ eay-\-k, elle devient
joaissant toujours de la propriété de tendre vers zéro lur A et A ^ o ; en vertu des formules ( a ), cette dernière 'écrit
désignant un polynôme du deuxième degré en h el h, int les coefficients a, [3, y, t deviennent nuls pour A = o, et qui, par suite, tend vers zéro lors même qu'on
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l'a divisé par hk, pourvu que le rapport 7 reste fini. Or;
on aurait trouvé de la même iaçon, en permutant l'ordre des opérations reiatlvea à h et A^,
Qi étant un poljnArae de même espèce que Q. Comparant cette formule avec (3), on a
D'après ce que nous avons dit de U et 12,, sî h tend vers zéro, le rapport -r restant arbitraire, maïs fini, il vient à la limite
On peut donc intervertir l'ordre de deux dérivations successives sans changer le résultat des opérations; mais ctd suppose la continuité des dérivées auxquelles on parvient et de toutes celles qui précèdent ou qui sont de mâme ordre. Si l'on avait plusieurs dérivées successives à prendre par rapport .aux mêmes variables x,j, ou même à des variables différeoles z, t, u, . ■ ., en pourrait intervertir l'ordre des opérations. La démonstration de cette proposition est calquée sur celle que l'on donne en Arithmétique pour prouver qu'un produit est indépendant de l'ordre de ses facteurs.
Ceci justifie la notation
r désigner le resuUat obtenu en prenant la dérivée de_/
1 nombre de fois éRal h a-h^ +y, à savoir a fois par
rapport kx, ^ fois par rapport à 7 , y fois par rapport à z.
Théorème db Taïlor. — Considérons une fonction de plusieurs variables,y{j:, y) par exemple; la fonction
m.r+ti]
1 élrc considérée comme une fonction de la seule iriable t, que nous appellerons pour un moment if (']. La [brroule de Tavlor, appliquée à la fonction ^ (l), donne
J(« + l)= ,[.) + (,■(.) + , . .4- ^ J'^ ,^ T"(") + ""'. ,pouro. = o,
Eet I, désignant des nombres finis pour / := o el que nous tvons appris à écrire sous diverses formes. Calculons ç'(fi)}, ().''(uV . . .; nous avons
■'où, par le théorème des fonctions composées (p. 172),
il nous écrivons x et y en indice au lieu de x + h<ù et f •f-^d), uniquement en vuedcsimplifier l'écriture. Soit en
Snéral à prendre la dérivée par rapport à « de G^Vj , G jésignanl un facteur indépendant de u; le résultat sera
i*esl-â-dire le même que si l'on avait multiplié le terme
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primitit par^^ h -\-J^ A et traité les indices comme des laeteurs de la leltrey'; on aura donc symboli^^uement et en corrigeanL les résultats, comme nous l'avons dît,
et en général
Si l'on fait w = o, le second membre de celte formule ne change pas, car nous avons écrite au lieu de j- + iù!i, . . ., et l'on a
cette fois avec une Dotation plus régulière, mais en attachant toujours à l'exposant n le même sens que tout à l'heure; on a alors, au lieu de la formule (i). en remplaçant <f(t), ?(")! ■ ■ ■ p^r leurs valeurs et t par l'usité,
-(A/'+ZV*)--
Ë désignant une quantité nulle avec h et l, de la forme
par exemple si les dérivées de l'ordre n -|- i existent, et qui peut toujours être remplacée par un polynàmc de degré n en h et A^, dont les coefficients sont nuls pour A := o, A ^ o si les dérivées d'ordre n sont continues ainsi que les précédentes.
Il va sans dire r[ue la formule de Taylor s'applique à un nombre quelconque de variables.
xnr. — SDB u coNTiirtriTÉ des roircTioirs implicites.
Lorsque nous avons démonlré la règle qui permet de trouver la dérivée de la fonction _y définie par l'équalion
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(p. i'jB)/'(x,y)^=Of nous avons admis qney avait une dérivée; nous allons prouver que ;
Si/(j:,_y) est continue par rapport à x et à y quand x et y varient dans le voisinage des valeurs Xt ety^, ya désignant une racine de f{xe, y)'^o telle que dans le voisinage de x, cette équation n'ait pas d'autre racine, 1° y est /onction continue de x pour des valeurs de x voisines de x„ a" si, en outre, /'^ st/' existent et sif^ n'est pas nul, y aura une dérivée.
Soit k une quantité très petite ; on aura
1 étant compris entre o et i , et, comme f{xa, y a) = o,
Oo aura de même, W désignant une quantité conipri:ie entre o et i ,
fOr, si/^(j"o,,)'o) n'est pas nul, ce que no: I étant très petit, ' /;(^..j. + U, et r,{x,.y,.
seront de même signe; donc, en vertu de (i) et (a), /(xo, y^+k) et /{xot .ro — k) seront de signes con- ' \ assez petit pour que
is supposerons,
ais on peut preni
J{xs->-h,y„-^k) et /(*o + A,/,— A)
■ont de signes contraires; donc, en vertu d'on théorème nnnn (t. If, p. 3o),y"(j*o + A, j) devra passer par zéro pour
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une valeur de^ comprise entre y,, -\- k ei y^ — ^i donc, à un accroissement k â,^ x sufUsaminenl petil correspondra un accroissement aussi pelil que l'on voudra de y, qui, par suite, sera continu. Cela posé, on a /(x^-\-k.yB+k)=o et /{x^-^ h, y,,^ k) — f{XB,y,) = o, A et k désignant deux accroissements simultanés et infiniment petits de x el y; en développant le premier membre par la formule du paragraphe précédent, on a
d'où l'on tire
Or, quand h lend vers zéro, si/^ n'est pas nul, on a vu que A" tendrait vers zéro ; on a donc, en passant aux limites,
Considérons maintenant une fonction y donnée par deux équations
(3) o{T,y,z) = a. il/{x.y,z) = o,
définissanl deux fonctions, y el z àc x.
En vertu de ij; = o, s est une fonction de X et de_^, continue par rapport à x comme par rapport à^r; si l'on suppose que de cette équation on ait tiré z pour le porter dans ç ^ o, cette équation prendra la forme Y(^X, y) ^o et dëGnira une fonction continue j' àc x, pourvu que F^ ne soit pas nul. Or
aissest donné pai
la foi
= 0 et 3
par
la formule
ciiAPiTni; vu. io5
Donc, pour que F^ ne soit pas nul, il faul et il suffit (jue le di'lerminant »y}i^— oj'fi^ soil différenl de zéro. S'il en esl ainsi, _>" et 3 sont fonctions conlinues de x, et l'on a, en dounant daûs (3) à x, y, z les accroissements A, k, /, Ao;(ar + fl/i, ^ -t- OX-, ^ -+- fl 0 + *<?;<...)-(- /^; (...) = o, A^-i(ir H- 9'A,^ -+- fl'*, i -1- 07)+ X-4-;( ...)-<- 4= (■■■) = o. Q et 6' étunt compris entre o et i ; divisant par A et faisant tendre A vers aéro, on a les équations suivantes pour cal-
Içuler^ et s',
■ ou I on tire
X ainsi de si
DES EXFR£SSIOirS CCI SE PHESENTERI SOUS LES
Certaines fonctions se présentent pour une valeur particulière de la variable sous la forme ~; cela lient souvent à ia présence d'un facteur commun qui entre au numérateur et au dénominateur de la fraction qui constitue la fonction en question, facteur qui s'annule pour la valeur
particulière de la variable qui donne â la foni illusoire - - Tel esl le cas de la fonction —r-
lion prend la forme - qui comme on peut supprime commun x — a, on a
tion la forme ■ - Cette fonc-
nd on suppose x^=.a; mais, aux deux termes le facteur
- a esl ce qu'on appelle la vraie valeur de la fonction — ^~ , pour x^a. En général, si /(*) se pré-
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sente sous une forme illusoire pour x = cij on appellera valeur de /(x) pour x = a et l'on désignera par la notation /(a) la limite vers laquelle tend/(^) lorsque « tend vers a.
La théorie des dérivées fournit un moyen assez général et assez rapide pour trouver la valeur d'une expression qui
se présente sous la forme -; il repose sur la formule
Pour démontrer cette formule, où d a la même valeur au numérateur et au dénominateur, on pose
d*où l'on tire
Si l'on applique à la fonction y^x) — f^^^(^) la formule de Taylor, on a
f[a -+• h] - kf[a -f- //) - [f[a) - /•y(«)] = h[f [a -f- ô//) - kff'{a 4- 0//)];
or, le premier membre étant nul en vertu de la formule précédente, on a
f'[a 4- ô/i)— kf'[a -I- Bh)= o, d'où Ton lire
En éliminant A* entre celte formule et (2) par comparaison, on obtient la formule (i), qu'il fallait démontrer.
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Lorsque y( a) et y (a) sont nuls, la formule (i) devient sî alors on fait tendre h vers zéro, celte formule pourra
s'écrire
lira -f = Iim — ; r-yi pour /* = o,
ou, ce qui est la même chose,
iim — ^ — - = hm -— — - pour x = a.
Donc :
i^ Si ^, — { pour j: = a a une limite bien connue, si par exemple y( a) et ^'(«) ont des valeurs déterminées, la limite de sera connue et é^ale a -,, . »
2** Si, ce qui arrive souvent, ,} ! se présente aussi sous
la forme -^on lui appliquera la règle que Ton vient d'appli-
quer à — — > et Ton aura
lim ; = lim H-r- = ""^ — /T^ ?
yt-r) <f(a:) y^(a:)
et ainsi de suite.
3^* S'il arrive que — tJ — n*ait pas de limite, parce que
y'(a)= o et que /'(a)^o, — )— { n'aura pas de limite non plus. Ainsi :
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Règle. — Pour trouver la vraie valeur d'une expression
qui se présente sous la forme -9 on peut en génénd rann
placer le numérateur et le dénominateur par leurs dérivées relatives au paramètre variable en vertu duquel la
fraction devient - •
Cette règle, due à L'Hôpital, n'est pas sans exception. En eflfet, elle s'appuie sur la formule de Taylor et elle tombera en défaut quand yi[x) etf(j:) ne seront pas développables par cette formule pour x = a. Ainsi, en particulier, la démonstration ne s'applique pas au cas où a = oo; mais alors,
en posant x = -y on aura
im •-— — - ( pour a? = 00) = lim — -, — r- ( pour z = 0),
et nous rentrerons dans le cas étudié plus haut; d'ailleurs
hm -7 — - = lira ■ . ■ = hm — —-f ,
d'où
hm-i-i-^rzrliin-ST— -;
la règle démontrée plus haut subsiste donc encore.
Les expressions qui se présentent sous la forme - se ramènent immédiatement aux précédentes \ si^ par exemple,
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y(a) = 00, o(a) = 00, on aura
"n™ / V = lim — ^JT-^ = lim \,\ ' V V/ v",> o(ar) i:/(ar) /(a?) : [/(a:)J«
d'où l'on déduit
lim -^ ' = lim î^t; — - ,
étant entendu que lim ^ — \ ne soit ni nul ni infini. Sup-
posons donc
lim -^-r — ( = o ;
<p(a?) on aura
lim f^^^^\^^^^ = ;t,
Ar désignant un nombre quelconque; de cette formule on déduira
et par suite
|im/'ifl = o, c'est-à-dire =lim:^!. Enfin, si -j-4- était infini, ~ — ( serait nul, et Ton aurait
d'où
Ainsi, /7oar trouver la vraie i>aleur d'une expression qm se présente sous la forme — > la règle à suivre est la
même que si elle se présentait sous la forme -•
L. — Algèbre, II. l
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Les expressions qui se présentent sous la forme o X « se ramènent au cas précédent; ainsi, par exemple, si Ton
ay(rt) = d, cf (rt) = Qo , on aura
lim/(x)xy(-) = lim-=?ifl-, et le second membre de cette formule est de la forme -
pour x= a.
Si l'on ^f{fi) = o, cj»(a) = 00 , on aura
lim[y(x)]A')= Ume/O'tC);
on est ainsi ramené au cas précédent. Les expressions de la forme oo® se ramènent donc aux précédentes; celles-ci, I*, 00 — co , ..., s'y ramènent à l'aide d'artifices analogues.
XTI. — APPUGATI0H8.
Problème L — Trousser la limite de -^\-4- pour a: = oo , F{x)etf[x) désignant deux polynômes entiers.
Soient n le degré de F(a:), m celui dey(x); si l'on suppose n > m et si l'on remplace F(jc) etf[x) par leurs
dérivées, on trouve encore — si m est ^ i , et, si m = i ,
la fraction se réduit à oo . Pour se débarrasser de la forme illusoire, on voit qu'il faudra prendre m fois la dérivée des deux termes de la fraction, et, en faisant x = oo dans le résultat, on trouvera l'oo . Si au contraire on avait eu n = m^ la fraction se serait réduite au rapport des coefficients de x"^ dans F(.r) e\.f[x). Enfin, si l'on avait eu /i<^m, on aurait trouvé zéro pour la limite cherchée. Ces résultats pouvaient se découvrir sans le secours du
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calcul des dérivées. En eflcty on a
Si l'on fait a? = oo , la seconde fraction devient manifestement 7-^ si m = /î, 00 si /i ^ m, et o si /i <^ w.
fgX
Problème IL — Trouver la limite rfe — ;^pourx = oo .
Nous supposerons //i ^ o, a > i . On a (p. 117)
. xXosa (xloefl)* a^ — ex \o%a _ j _, L- 4_ i Î1_L 4- ... ;
donc
a^ I T log/i I (logii)*
^/n ^m ^//».-l , ^/n-« , ^ jj
Tous les termes tendent vers zéro jusqu'à celui où l'exposant de X est négatif; à partir de celui-là tous les termes
a' sont infinis et de même signe ; donc — est infini pour
X = co . Il en serait de même a fortiori si m était négatif.
jc .. ^'"
Corollaires. — Hm-r r— = oo pour x=oo , lim — = o
(logx)"» ^ ' a-'
pour j: = 00 , etc.
ProblèmeIII. — Trouver la limite de pourx^=<x> ,
Si Ton prend le rapport des dérivées des deux termes de
COS./^ i I
cette fraction, on trouve — > et, cosx étant indéter-
81 n JT —4— X miné, on pourrait en conclure que n'a pas de
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limite. Or on a
sinx-t-x sinx = hi;
or, sînx étant toujours moindre que l'uniléy a pour
limite zéro. On a donc
,. sinx -f- X lun = I .
A quoi tient cette contradiction?
Si Ton réfléchit à la démonstration de la règle que nous avons appliquée, on verra qu'elle s'appuie sur la formule de Taylor; notre règle du rapport des dérivées ne s'applique donc qu'aux fonctions f\^x) développables parla formule de Taylor. Pour rendre ce fait sensible, recommençons sur notre exemple la démonstration de la règle.
On fera - = z, et Ton aura à chercher
I I sin — \ — z z Hm pour 2 = 0,
ou enfin de
I : i sui - -f
Or (sini-+--) n'est pas développable par la formule de
Taylor, et c'est pourquoi la règle de L'Hôpital tombe en défaut.
PaoDLÈME IV. — Limite dr ^," — j— poui- x = a.
•m 4.' - siu a
• En Eppliquanl la règle de L'Hûpïtal,
dont la limile est oo . Mais là encore il est à craindre que le résultai soit inexact, car <^x — a n'est pas développable suivant les puissances de x — a par la formule de Taylor. Mais ^sin^ — y'sin a l'est, et le premier terme est
la limite cherchée est donc bien infinie.
XTIL -
aDELUniS KOTS sus L£g KiSMA ET LES HUniU.
Nous avons vu que /(j.) passait en général par un uiasium quand on avait /*(a") = o, La formule de Tajlor rend parfaitement compte de ce fait; ainsi l'on a
Si fia) n'est pas nul et si h est suffisamment petit, h OA) ne sera pas nul non pluseï sera de même signe ie/'(^a);/{a + A) — /(a) changera alors de signe avec A nir de petites valeurs de celle variable et ne sera ni
timum ni minimum. On suit en effet que f{a) est niaxii«m s'il est plus grand quc/(rt -h A), quel que soit le signe I h, et qu'il est minimum quand il est plus petit que
-*- A), quelqucsoiile signe de A; le caractère du maxi-
a et du minimum est donc quey"(rt -f- h) — y(i) a le
ie signe quel que suit le signe de h.
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D'après ce qui précède, /( « ) ne sera donc maximum qae si/'(o) esl nul; la formule de Taylor donne alors
S'if'la) n'esl pas nul, le signe du second membre pour de petites valeurs de h sera celui de/"[a), el, par suite, ce sera aussi celui dej'{a-i~h) — /{(*)■ Ainsi
/(a) sera
ii/(«
ri«)>o.
On ne peut plus rien dire sij'"[a) =^ o. Mais sohJ'"[a'^ ta première dérivée de /'(jt) qui n'est pas nulle pour x = a; la formule de Taylor donne
La difrérencey~(a-t- A) — /(«) ne changera pas de signe avec A si n esl pair, el il y aura maximum si/''(a) <^o et minimum si/"{a) ^ o; au contraire, si n est impair il n'y a ni maximum ni minimum, parce que f{a ■+- />) — f{a] change de signe avec h. Nous retrouvons ainsi des résullats àéjà indiqués plus liaul.
On obtient d'une façon analogue les conditions du maximum et du minimum des fonctions de plusieurs variables. Ainsi la formule de Tavlor donne
/(« + /-, in
Pour que le premier membre ne change pas de signe avet A et A, il est nécessaire que y^ ety^, soient nuls tous deux. Ainsi, po«r qu'une fonction de plusieurs variables soit maximn ou minima, il faut que ses dérivées prises par rapport à chaque variable soient nulles.
Noua ne pousserons pas plus loin celte discussion, qui n'ofTre aucune difficullé, mais qui appartient à un autre Cours. Nous ferons observer toutefois que nos conclusions ■<iie sont exactes qu'autant que la formule de Ta^lor est applicable, et la recherche d'un maKimum est pour celte i^ison une chose assez délicate.
Pour ne citer qu'un exemple bien connu des cas où les méthodes précédentes peuvent tomber en défaut, pro- ■jj)Osons-nous de trouver le maximum de la distance d'un lipoint à un cercle situé dans le même plan.
Soient a la dislance du centre au point, iJ la distance d'uu Dint du cercle au point donné; soit x la projection du t^on de ce point sur la droite qui joint le centre au point ionné. On a, en appelant r le rayon,
âi pour avoir le maximum de S' on prenait la dérivée par apport à X, on aurait, en l'égalant à zéro, — 2 «^:o, résultat ibsnrde ; cela lient à ce que S' est maximum et minimum tour a: =: ± /■ et que la fonction S" est dîsconlinue pour = ±r: elle cesse en eirctd'existerpourjr^roua:*;; — /■, par conséquent de coïncider avec la fonction conpnue /-'H-o' — anx. La formule de ïaylor ne lui est : pas applicable. 0' est une fonction qui n'existe pas lour X <. — r, égale ii r' 4-a' — a tu: pour — r<^x <ir t qui n'existe pas pour x > r.
Problème 1. — Discuter la function
Il s'agit de voir comment varier quand j- passe de — oo
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à + 00 d'une façon coniioue; en formant la dériTée y', on voit 'l'abord, en discutant son signe, quand^ croit et quand il décroît, ce qu'il serait sans cela difficile de décider quand le numérateur et le dénominateur varient dans le même sens. On a
On peut observer tout de suite que y ne change pas de valeur quand x se cbange en — x, mais qu'il change de signe. Des valeurs dçj pour x positif on déduira donc les valeurs correspondantes pour j? ni^galif, et nous n'aurons pas besoin de discuter les valeurs de j- pour les valeurs négatives de x si nous avons discuté ses valeurs pour les valeurs positives de x. Nous pouvons mi^me observer que y reprend périodiquement les mêmes valeurs quand x prend des accroissements égaux à an. Nous n'aurons donc qu'à faire varier x de o à an, et par cela même nous connaîtrons la marche de la fonction j en dehors de ces limiles.
Or, tant que r reste moindre que -j les deux termes de_j^ sont positifs; j croît donc dans cet intervalle; il est nul pour X = 0 et infini pour x = -r : _^ passe alors brusquement du positif au négatif, mais, ^' étant encore positif,
jr croît tant que l'on n'a
c^ ~. alors
j s annule, et.
comme j est continu, il passe par un maximum; 7' change
de signe; y décroît jusqu'à ce que l'on ailx = -^;y redevient infini, mais, comme^j-'reste négatif,^ passe du négatif au positif, décroît encore, s'annule pour x^it, décroît
négative, il passe du négatif au positif et décrotl pour
aUeiodreun minimum quand j: ^ - — ; la dérivée alors passe
du négatif au positif; j' croît, devient infini pourx^ ^»
et, comme ^' ne change pas de signe, ^ passe du positif au négatif et croît jusqu'au moment où :r ^ ait; alors y est nul et repasse par la série de valeurs que nous venons de trouver indéfiniment. L'un des objets de la Géométrie analj'tique est précisément la discussion des fonctions et leur représentation géométrique; nous renverrons donc pour cet objet le lecteur à un autre Cours, en bnroant là ce genre de discussion, que nous ne saurions traiter complètement ici avec les seules ressources de l'Analyse.
PaOBLÊHE II. — Trouver les maa^ima et les minima de fonction xe~',
La dérivée de celle fonction étant c"^ — xc~-' ou e~'{t — j:r), on voit qu'elle s'annule pour j:^ i et e~^^^ o; or, c~' n'étant nul pour aucune valeur finie dex, la fonction en question est masima ou minima pour .r ^ i , car pour x = i elle est continue; la dérivée seconde de xo~' est
st-à-dire négative poui loue xe~' maximum.
r^i; cette valeur de x rend
- De tous les parallélépipèdes rectangles A' inscrits dans la sphère de rayon R,
Pboblème m. •
pis même surjact lat est celui dont le volume est maximum?
• Soient x,jr, z les c6tés du parallélépipède ; on a
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Il faut rendre xyz maximum. Pour résoudre cette question, il semble qu'il soit nécessaire de calculer xyz en fonction de x, par exemple, pour égaler ensuite sa dérivée à zéro ; mais on peut poser
(3) m:=xyz
et prendre la dérivée de m comme celle d'une fonction implicite. Observons d'abord que Téquation (i) peut être remplacée par
(4) x-hr ^-«= v^R*-+- 2/t',
qui est plus simple. La variable indépendante pouvant être à volonté x,j^y z ou toute lonctiou de ces variables, laissons-la indéterminée et prenons les dérivées des équations (a), (3), (4) ; en remplaçant m' par zéro, nous aurons
xx' -f- yy' -h zz -=• o,
x' yz -h y zx H- c'xr = o ;
en éliminanto:', j^', z', nous aurons une relation qui, jointe aux conditions (i) et (2) ou (2) et (4), lera connaître X, j^, z. En éliminant x\ j\ z\ on a
celte équation est satisfaite pour y = z. Les formules (4) et (2) donnent alors
iy -+-x = ^/R*-f-2/fS 27«-f-x*=R*,
d'où l'on tirera les valeurs correspondantes de x et de j% Nous laissons au lecteur le soin d'achever le calcul.
Problème IV. — De tous les cylindres inscrits dans
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I hémisphère, (juel est celui dont la surface totale est ^maximn ?
En appelant R le rayon de la sphère, x le rayon de base tvariable, la surface à rendre maxima a pour expression
Nous devons égaler la dérivée de celte quantité à léro; ' nous trouvons alors
olant le radical dans un membre el élevant au carré, on a
4^-»(iv' - ^') = 4.r' - 4R'r' + R'
Cette équation bicarrée donne pourseule solution réelleel admissible
La solution correspondant à la plus petite valeur de x donne évidemment un maximum et l'autre un minimum.
Le calcul de la dérivée seconde sérail, sinon dilTicile au moins de peu d'intérêt, à cause de sa complication.
On arrive au mémerésultalcn posant x^R cos^ ; la quantité à rendre maxima ou minima est alors cos'^ + sintf cosf; en égalant sa dérivée à zéro, on trouve
iS'f-t-3iaogy — i = o
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on en déduit
tangy ^ -^i-Jk/Z, cosp = - \/a d= v'a,
ce qui donne la valeur de x trouvée plus haut.
ZTUI. — DES FOlfCTIOHS PBDIRmg.
La recherche de la dériviïe d'une fonction est un pr( blême résolu, d'après ce qui précède, pour toutes les fonclions que l'on a i, considérer dans les éli^ments; il n'en est pas de même du problème qui a pour but la recherche d'une ronclion dont on donne la dérivée. Ce problème, qui est de la plus haute importance en Analyse, est du ressort du Calcul intégral ; nous n'en dirons ici qu'un seul mot.
La fonction qui admet /'{j:) pour dérivée s'appelle la fonction priniUii'e ou l'intégrale de/(x). Bien quel'on ne sache pas toujours trouver cette fonction primitive, il est bien des cas dans lesquels on peut la deviner; ainsi l'on voit
de suite que la fonction primitive de kx"" est A ^ .
excepté si m ^ — i; la fonction primitive de — est Alogx.ctc,
Mais on peut se demander si une fonction n'admet qu'une seule primitive; les théorèmes suivants ont pour buld'éclaircir celle question.
Théohèhe I. — La dérivée d'une constante est nulle, et réciproquement, si la dérivée d'une fonction continue entre les limites a et b de la variable est nulle; cette fonction reste constante entre ces limites.
En effet, soient /(a:) la fonction en question, x clx-i-h deux valeurs de la variable comprises entre a et i ; la formule de la page ifij lui est applicable, puisque la dérivée,
étanl nulle par hypothèse, existe et est hien déterminée, et l'on a
f[x^k)=/{^) + bf[x + U]
./"(j:) étant nulle poura < j < A, on a.f[x -t- BA ) = o, et par smief{x-\-h):^{Jx); Aoacf(x) est constant, cr qu'il fallait prouver. La réciproque est évidente.
TiiÈonÉME II. — Deux Jonctions ayant la même dérivée ne (tirèrent entre elles que par une constante.
En effet, soient/{x) et V{x) deux foDclions telles que l'on ait
Ls fonction /(j:) — Ff.r) a sa dérivée nulle; donc cette functioD est constante, el par suite
f[x] = f{x) +con«.
Ce théorème reposant sur le précédent, il est sous-entendu ■qne les foDCtionsy(x) et F( j:) sont continues. |t D'après cela, on voit que la fonction primitive de
\o^>e + consl. = logcx,
— totx -4-ci)nsl.,
Pour faire comprendre l'utilité des considérations précédentes, nous résoudrons quelques problèmes :
l" Quelle est la fonction de x constamment égale à M dérivée?
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Soitj^ la (onction inconnue; on a ce que Ton peut écrire
Avec un peu d'habitude, on reconnaît que —est la dérivée
y' de logr; les deux quantités — et i sont donc les dérivées
de logj^ et de x\ comme ces dérivées sont égales, log^ etx ne peuvent différer que par une constante c; on a donc
log f=. .r. -if c^ y=. e*"^,
2® Trouver le volume d'un segment sphérique à deux bases?
Soient R le rayon de la sphère, h la hauteur du segment ou la distance de ses bases. Supposons Tune des bases variable de position ; soient r son rayon et z sa distance au centre de la sphère. Si z reçoit Taccroissemcnt A^, le volume cherché V reçoit un accroissement AV que nous allons estimer. Ce volume AV est compris entre celui de deux cylindres ayant pour hauteur A3 et pour bases deux cercles de rayons r et ;• -f- Ar ; donc
on en conclut
av
7r/^<-— <7r(r-h Ar)*.
As
av
Si Ton fait tendre As vers zéro, — tend vers V. et la for-
As *
mule précédente donne, en passant aux limites.
CHAPITRE VII. aa
Or on a r^ = R2 — z- ; donc
On reconnaît que le second membre de cette formule est la dérivée de tt ( R^ z — — ] ; on peut donc écrire
V = 7r(R*s— — J-f. const.
Pour déterminer la constante, on observe que le volume V est nul pour une certaine valeur de z que nous appellerons Zo ; il vient alors, en faisant z = zqj
o = 7r(R*3o — ^)~^ const.,
d'où, retranchant cette formule de la précédente,
V = «[R«(,-z,)-l(r'-zJ)]
On peut remarquer que z — Zt=zh et que
v = !^(3ii'- «•-*;-«,).
On peut évidemment donner plusieurs formes à V suivant les données que Ton introduira dans la question.
EXERCICES ET NOTES
Prendre les dérivées des fonctions suivantes
/^arctang- /= ,
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r= arcsin — ^• •^ I -f- ^^
^= (3x«— 6)sinj: — (x» — 6x)cosx.
Rép. : y'
tf«'.
/ = -cotx
\sm'x /
y» log(log8inx).
X=arcco8écx.
= arctang^.
xarcsinx
log/i — X*.
v/i-+-x' arctang
r = log
sjhr
Si Ton pose
(H-X«)/l-*-JF* /= tf«*C08^X.
^= x*8inx.
sin^x
cotx logsinx
e' -f- ff-*
/ = (arcsinx) (i •— x«)
olncrjj
ax— I
ax(^— i)
■T' h— logX).
xr— j« = o,
on a
Si l*on pose
, ^^log7—7-xr-t ^
xr iog X — X^'" * '
JT* -+-/* -♦-«* = 1 ,
on a
Si Ton pose
Trouver la /!"■• dérivée de «w
4. Trouver la n^^^* dérivée de arcsinx : si Ton appelle cette fonolion jr, on se bornera à prouver que
5. Trouver la/i*^°>« dérivée de arctangx; en appelant cette fonction jr, on a
6. On étendra la formule du binôme au cas d'un exposant quelconque en développant (i-h A)*» par la formule de Taylor. On aura ainsi
R étant donné par la formule
R= _: L-— i ^^«-»-î(i — ô)'»(i-hô/ij'»-»-«.
On supposera
et Ton étudiera dans quels cas le reste peut tondre vers zéro. Celte discussion présente quelques difficultés : on essayera de vaincre le plus grand nombre d'entre elles.
7. Démontrer, en s'appuyant sur la formule de Taylor, les équations suivantes :
arc tangx = x ——-+-—-—.. .
arc smx = x h ^ -{ ; -=- -;- —
8. La formule de Taylor permet d'évaluer une limite de l'erreur commise en admettant que les différences entre les nombres sont pro-
portïoDoelles aux dJH'érenceâ qui existent enlre lears logarilbmes, lorsque l'on fait uaage iea labiés.
En effet, soient x et ^ -t- 1 deux nombres de la lablc, x -i-/i un nombre compris entre ^ et j: + i, A la différence tabulaire, on a par h formule de Taylor
(1) loslj: + A)-IPg-^=/'log'(x + S/,) = ^-^^,
m 6 est compris entre zéro et i . Si l'on suppose /i ~ i , on a
Iog(r + i)— log* ou ù. = ~^^- ; Bi étant compris enlrczcroet i, on établit ordinairement la proportion
>0ii
'êi^
A)-log:
bis, en comparant co résultat avec te résultat eiacC (i), on voit que 'erreur est 1 r-r; cette erreur est donc moindre que
X est un nombre de
- ou que
a même que -
cinq chiffres ; on voit que l'erreur est bien loin de porter _ seotième chJSre.
r le
9. Évaluer d'une manière analogue une limite de l'erreur commise
faisant usage des tables Irigonométriques, quand on admet la pro-
i entre les différences des arcs et les dilféreaces entre
les dilTérences procèdent de lo'en io';il faudra donc éviter l'usage petits arcs x. — Ëtude analogue pour les logaritbmes cosinus et m tes.
10. Étant donnés un angle droit et un point dans son plan, par co point faire passer une droite qui, limil4^ aux câtés de l'angle droit, •oit de longueur minima.
lis
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M. Un poiiil se meut avec une vitesse v dans un milieu A et avec uue vilfsâe v' dsus un milieu A'; ces deux milieux sont séparés par une surface plane : quelle doit Ôlre la irajeclaire do ce point pour sa rendre d'un point M sllu^ dans le milieu A on un point M' situé dans le milieu A', pour que le temps du trajet soil un minimum (on doit trouver que l'angle d'incidence et l'angle do réfraclion ont un rapport de sinus égal à <■ -. «')î (Fcdmat-i
12. Trouver sur la droite qui joint dcus lumières le point le moins
13. D6mDDlrer que, e, p, y, ... étzal des nombres quelconques ;t j: -t- j- -t- X -r- . . . étant constants, le maximum de t'j*-'' ... a
H. Étant donnés deux points A et B et une droite parallèle à AD, trouver sur celle droite un poiol M lel que a MA -1-6 MB soit un minimum, a ei b désignant deu» nombres donnés.
19. Sur la ligne des centres de deux splièrcs, trouver un point lel que la somme des calottes vues de ce point soit ui
16. Démontrer que si/(.r) a'onnule pour j: = «, j les quantités n, t, r, ... / étant ou nombre de n, on ;
X désignant uno quantité comprisG entra ia plus granda et la plus petite des quantités x, ii, ù, . . . I.
Trouver une fonction égale a sa dérivée seconde
51. Trouver une fonction égale et de signe contraire à sa dérivéo
seconde [y — c cosx -h t'sinx ).
22. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour x = o \
tangx cosx — c"^ j-sinx — •_, --_ , -.
X sin* J I g-x^
23. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour x = cd :
Ioj;.r — X \/ \ ^ X -^yj'x -^ X iogx-rx' ^
2r Démontrer que, si la fonction symétrique /(x, j, « ...) rcsto constante, la fonction symétrique a>(x, j, z . . . ) sera maxima ou miniraa quand on aura x = / = s = . . . .
25. Soit Z une fonction imaginaire de la variable réelle x; le module
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de Z croit ou décroît avec x suivant que la partie réelle de =- est poeî"
tive ou négative. (Pdisbux).
26. Trouver le poids d*un cône dont la base est B et la hauteur A, sachant que la densité reste constante dans chaque section parallèle à la base, mais vraie proportionnellement à la distance de la section ao sommet. On donne la densité A sur la base B et la densité 9 au sommet.
27. Démontrer que, si aucune cause nes*oppose à l'accroissement de la population d*un pays, cette population à Tépoque / sera donnée par la formule
P=Po£r*',
Po désignant la population à Tépoque ^ » o et A- un coefficient constant. C'est dans cette proposition que consiste la loi de Maltuus.
I. — HOTions sïïB US mnmciiT fetits
Od appelle infiniment petit toute quantité vnrinbla pi a pour limite zéro (t. I, p. 1 15).
L'infini ment petit n'est donc pas une quantité nulle, et
y a cette dilTérence entre le zéro et l'inGniment petit que B zéro est un nombre fixe, tandis que l'iafinîment petit ist essentiellement variable de sa nature.
On dit que deux infiniment petits «, p sont de môme
Wdie quand la limite de leur rapport - est finie et diffé-
«Dte de zéro. Quand la limite de - est nulle, on dit que P
IBt d'ordre supérieur à a.
Si la limite de -^^ est finie et différente de zéro, on dit
ipie ^ est d'ordre m par rapport à a : ainsi a." est d'ordre m lar rapport à a.
Dans une question d'Analvsc, on prend en général l'un les infiniment petits de la question pour infiniment petit |»incipal ; tout infiniment petit de même ordre que l'infinimcnt petit principal est alors considéré comme étant du premier ordre, et, en général, tout infiniment petit d'ordre mpar rapport à l'infiniment petit principal est simplement I «ppelé un infiniment petit d'ordre m. Nous pouvons ré-
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Kumer ces notions dans une formule. Soit a
petit principal; |3 s<
nfiniment petit d'ordre r
ii".-i;=/.
p désignant une quantité Unie dilTérente de zéro, et de celte formule on déduit, en appelant s une quantité infiniment petite
«"« est d'ordre supérieur à a", puisque son rapport à a" est Cf qui par hypothèse est infiniment petit, c'esl-à-dire a pour limite zéro. On voit donc que tout infiniment petit d'ordre m est de la l'orme pa"" -t- un inlluiment petit d'ordre supérieur à m.
Il y a ici une remarque importante à faire : pour que l'ordre d'un infiniment petit (3 soit supérieur à l'ordre de a, il n'est pas nécessaire que l'ordre de ^ soit déterminé par
rapport à ae; il sufTit que lim - = o. Ainsi il y a des infî-
niment petits qui sont d'ordre supérieur à celui de ot, sans être pour cela d'aucun ordre par rapport à x.
a{\ogx)~* n'est d'aucun ordre, parce que ' — ~- ne tend
vers aucune limite, quel que soit m, pour a ^ o. II est cependant d'ordre supérieur à celui de a,
n. — théob£iiiii: romAinan'AL.
Lorsijue l'on cherche la limite du rapport de deux infiniment petits, on peut sans inconvénient remplacer ces injiniment petits par d'autres, pourvu que la limite du
rapport de chaque injînimeiit petit à celui qu'on lui subtitue soit l'unité.
!lela résulte de la suite d'égalités
n ^ = lim ^ lira - lim |- = lim ^ - ;^ — - lim ^•
On peut donner à ce théorème fondamental une autre me plus commode dans les applications. Remarquons
1 effet que, si lim — ^ i, z' ne diffère de « que par un
ifiniment petit d'ordre supérieur par rapport à a et à er',
[ni sont de même ordre. En effet, si lim — = i , c'est que
■ f, E tendant vers zéro avec as et «'; donc
t a't est d'ordre supérieur à celui de a', car -^ = j, qui
ind vers séro. Donc, deux infiniment petits leU que la ) de leur rapport soit i ne di^rent que par un e d'ordre supérieur.
téciproquement : Si la différence de deux infiniment etits est d'ordre supérieur par rapport à chacun d'eux, j limite de leur rapport est i .
En effet, soient a et «' deu\ infinir îifféreDce; on aura
ni petits, E leui
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d'où
Si e est d'ordre supérieur par rapport à a', -7 tendra ven zéro et Too aura
lim -r = I .
De là résulte que nous pouvons énoncer notre théorème fondamental en ces termes :
Quand on cherche la limite du rapport de deux infini^ ment petits, on peut négliger, dans l'expression de cha" cun d'eux, des infiniment petits d'ordre supérieur •
Supposons, par exemple , que Ton veuille trouver la li-
mite de — - — 5— pour x = o ; on observera que, x étant
infiniment petit principal, x' et x^ sont d'ordre supérieur par rapport à — x et à — 3x; on peut donc les négliger, et
la limite cherchée est celle de — ~ ou ;r-
— ôx 3
m. — DES DIFFÉBEimELLES.
Soit j' une fonction de x ayant une dérivée j'; on a
Ak
lim-^=j' (pourAjr:=o)
ou, si Ton veut,
Ax -^ ^ »
e désignant un infiniment petit, c'est-à-dire une quantité
IHAPITBK «
nulle avec Ax, mais dool l'ordre précis nous est d'ailleurs ÏBConnu, ce qui pour le moment esl tout à fait iodilTéreoL On en conclut
Edét ment par est!
Le d'ord:
calcul Ouh on le
iipnant le produit de î par ùx, c'est-à-dire nn inlinipetil d'ordre supérieur par rapport à Aj-, et par suite
apport ky^x, dont la limite du rapport à ^x oay
a général finie et dilTérenlede zéro.
produitjj'Ar, dilTérant de A^- par un infiniment petit
're supérieur E, pourra remplacer Ay dans une limite
ipport, et, comme il sera généralement plus facile i er, il y a lieu de prendre ce produit en considération, .donne avec Leibniu le nom de di^erenriclle dey, et représente par dj'. On a donc par définition
rfr =
Ainsi :
" La différentielle d'une fonction est le produit de la ivêe de celle fonction paf l'accroissement arbitraire ùx de la variable;
a" Quand l'accroissement donnée la variable est infirment petit, la différentielle de la fonction est infiniment ^lite, et elle peut, dans la recherche des limites de rapports, remplacer l'accroissement de la fonction, dont elle diffère par un infiniment petit d'ordre supérieur;
Z" Quand l'accroissement de ta variable est égal à i , ta différentielle de la fonction est égale à sa dérivée.
Cette dernière remarque n'a d'autre utilité que de faire lûeti observer que la dillérentielle d'une fonction n'est ni nne quantité nulle, ni une quantité très petite, ni une quantité égale à l'accroissement de la fonction.
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r a un cas remai
r = x. En effel,
lequel on a Ay ^ dy :
I sup'
= X, on a, en obi
Ainsi, la différentielle de la variable est égale
tissument . Si al dx, on a
t alors, dans (i), Ax par son
Puisque la dérivée j' est égale au rapporl^i rien n'empêche de représenter à l'avenir la dérivée de lu foticlion_j' par la notation ~\ c'est ce que l'on fail soiivenl.
IV. - ATAUTABES de la HOTATIOR LSŒHITZIIiHlIE
La notation -j- prése ■uses avantages.
nte sur la noialion plus simple _y' pressive; elle rappelle par sa iorme
1° D'abord e l'origine de la dérivée.
î° Un autre avantage de la notation différentielle consiste en ce que dj est toujours la différentielle dej', quelle que soit la variable indépendante, tandis que la notation >-' représente des fonctions bien différentes, suivant la nature de la variable indépendante. Je m'explique. Soient j- une l'onction de x el t une autre fonction de x; alors y sera par cela même fonction de t. Soient y'^ la dérivée de y relative ù x,j', sa dérivée relative èit;soienld,u, en général, la différentielle d'une fonction u relative à (, d^u la
dilTérenlielle de la même fonclioii relative à:r; on a •f^r _ , _ j't _ y, àj I _ d,y
Ainsi -^représente la dérivée dejj relative à ,r, que j" soit
variable indépendaDte ou que t soitvariable indépendante,
puisque -y^ :=. ~- ; au contraire, j^ n est pas égal a _jj,
puisque 7;i = y,t'^aMy^= ^.
3° Mais la notation différentielle présente encore un autre avantage sur celle des dérivées, et celui-là est immense.
Supposons que, en négligeant des in&niment petits d'ordre supérieur à ceux que l'on a conservés, on aoil parvenu à une équation de la forme suivante, où A, B, C, D,sonlGois:
Arfj- + Bi/r + Crfs -I- D dt -
Une pareille équation, en vertu de la notation dont on a fait usage, est rigoureusement exacte; les erreurs se sont compensées d'elles-mêmes.
Pour expliquer cette proposition un peu paradoxale, observons que, si l'équation (i) est inexacte, la suivante sera parfaitement exacte :
hJj:-\- hdx-JfCd:.-\-Odt~t,
c désignant un terme d'ordre supérieur à di, puisque, par
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, hypothèse, on n'a négligé que des termes d^ordre sapérieur. Divisons alors par dt et observons que, quelle que soit la valeur de dt, on sl
nous aurons
dx , dy , ^ __ '
^•"^'' Tt^^'' 57-*''
Aj^'i -f- B/t -h Cz't -4- D = ^-
dt
Or — tend vers zéro avec dt, puisque i est d'un ordre supérieur à celui de dt. Le premier membre de l'équation précédente, pouvant être pris aussi petit que l'on veut en prenant dt suffisamment petit, est rigoureusement nul, puisqu'il est indépendant de dt; on a donc rigoureusement
Ax\ 4- B/t -h Cz\ 4- D = G.
En multipliant par dt et en observant que x\dt=^dxy y\dt = dy-y . . . , on a aussi rigoureusement
Adx -+■ Bdr •+- Cth 4- Dr// = o.
L'erreur e était donc bien nulle.
CHAPITRE VIII
On a
et, en multipliant par dx,
On a
On en conclura, en mullipliant par la difTérentielle dx de la variable
d,uv= ( «' r/jT ) i' -h ( v' dx ) u ou
d, uv •=. vdu H- udv.
De la formule
(M Y vu' — uv'
on déduira, en multipliant par dx.
u vdu — udp
Le théorème des fonctions de fonctions donne Tégalité
yx=r»!r»
, dr , fiu , dx
et, en remarquant quej^„ = —, u,= --, ç.,^= --, on a
t/u •^ di' " dv
dy dy du //»• dr du dv dx
OU plus exactement, en mettant au bas de la lettre d la variable par rapport à laquelle on difTérentie,
djrY __ duX^ d^ d^
djpX d^u li^v djgX^
xi» TIHITÊ
mais on a vu que Ton pouvait supprimer les indices place au bus de la lettre rf el les supposer identiques (p. a3o), en sorte que cette fiirmule ou (i) est évidente.
Nous ferons au sujet du théorème des fonctions composées une remarque importante. Si/(u, v] désigne une telle fonction, u, t' désignant des tondions de x
ou, en multipliant par lix,
Jen'aipasremplacéy^ct_/„'par-^ el ; parce qu'il en résulterait une confusion; l'équation précédente pourrait eu
On serait tenté de simplifier, et alors, en supprimant des facteurs communs, on trouverait df^ ^4f' "^^ l"' ^s' absurde; mais il est facile de voir que cette simplification ne doit pas se faire, les trois f//~lîgurant dans ces formules ayant des significations distinctes.
dj qui est écrit dans le premier membre représente, aux termes du second ordre près, l'accroissement dejdù à l'accroissement dx donné àj-. Au contraire, le premier rf/ qui est écrit dans le second membre représente, aux termes d'ordre supérieur près, l'accroissement que prend f quand tiseul croît de du, t* restant constant. Or on conçoit quey prendra des accroissements tout différents, quand on fera varier à la fois u et i" par un accroissement donné à x ou quand on fera varier c tout seul. Pour éviter toute confusion et pour marquer que l'on ne doit pas chasser les dénominateurs, on représentera les dérivées partielles de f
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par les notations -^^ » -r- » et la formule ( 2 ) s'écrira
'^ ou du ^ '
ou Ôv
OU encore
^ — ^ £îî ^î^
<ilr du dx 09 ilx
et Ton convient de regarder -~ comme un symbole irréductible (*). Si en particulier u = x, on a
(Lr dx dtf dx
équation qu'il serait difficile d'écrire avec les notations de
Lagrange; en effet, -^ et -^ sont essentiellement distincts,
et avec la notation de Lagrange on les représenterait tous deux pary^. Si Ton considère la fonction x", on aura
df , df ^ , du
-f- = // j"-J, -;- = ux**-^ -h x" logx — dx dx dx
ainsi, on n a pas — = —
L. — Alghbre^ 11. l
u'*LCéBIlK.
mais y'âx on ây a lui-même une dilTérentielle que l'on désigne par tl'^j et que l'on calculera en muliipliaot la dérivée dej^rfxpar dx. En prenant celle dérivée, on doit regarder dx comme une constante, en d'aulres levraes, supposer rfrfx ou rf*^nul, parce que l'accroissement de j; est arbitraire, et par suite indépendant dex; on a donc
Ainsi, ce qui caractérise la variable indépendante x, c'est que dx est indépendant de x ou que d^x = o. De même, lî^y oay"dx^ a une diiTérenlielle égale au produit de sa dérivée ydx^ part/x; on représente cette différentielle par d^jr, et l'on a
En généra],
d''y est ce que l'on appelle la différentielle n''"" de /. La formule précédente donne
d'où la notation — -^ pour représenter la dérivée «'*"" de y.
VU
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sidère des dérivées d'ordre supérieur, :nlielle perd une partie de ses avantages.
Lorsque l'on t la notation différ
Ainsi, en convenant de représenter par dy, d-y, ... les différentielles d'une fonction j prises par rapport à x et par dy, d^j, ... les différentielles de la mému fonction prises par rapport à t, on a. comme on l'a vu (p. a3-),
'Il ^ = ^-
* J dx dx'
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mais on n*a pas
fj^ y //î y
Nous allons calculer --—» — j-t ••• en fonction de dy^ d^j, ..., dxy d^Xy ....A cet effet, différentions la formule ( I ) par rapport à a: ; le premier membre deviendra —-ç •
Pour obtenir la dérivée par rapport à x du second, nous appliquerons le théorème des fonctions de fonctions et nous prendrons sa dérivée par rapport à t, que nous multiplierons par la dérivée y- de éprise par rapporta x; nous aurons ainsi
dx* dt dx
^g . dt ôt . A ^ ^r ., . ^ 1 1 d^Ydx — d^xdr
Mais -— = -— : quant à d -r-t il est éeal à — = t-t '-•
dx Ox ^ ox ° ôxr
On a donc
. d^Y <y^r â.r — r)'.r dy
<^^ ^=^ — dP — -'
(/Y Ô^xÔY
résultat qui diffère de -r— 5- par le terme Tzr^* Si l'on
voulait calculer ~^y il faudrait prendre la dérivée du second
membre de la formule précédente par rapport à £ et la
, . i. dt dt ...
multiplier par -— ou -r- ; on aurait ainsi
.d^ydx — â^xdr
d^ Y Jx» de
OU, réductions faites,
et ainsi de suite.
Ces formules servent à changer de variable. Le changement de variable est un problème qui a pour but, étant donnée une expression contenant les dérivées d^une fonctions^ de x, la fonction j^ et la variable x, de calculer cette expression en n'employant que les dérivées d*une autre fonction m prises par rapport à une autre variable |, la ionction yj et la variable \, y et x sont donnés, bien entendu, en fonction de ^ et de y}. Pour résoudre cette question, on remplacera d'abord y ei x par leurs valeurs en \ et u, qui sont censées données; puis, désignant par un d les dérivées de m relatives à ^, on aura
^ * dx dx
d}y à^r d.r — d^ r dy
ct.r* dx
et l'on remplacera ôy, àx^ à^Jf O^x, ... par leurs valeurs tirées des équations donnant x elj en fonction de \ et n.
d*r Exemple. — Que devient r équation -r-^ = o quand on
remplace xetj par \et fi donnés par les formules
[a] x=:Ç-+-ï3, jr = Ç — Tj.
En vertu de (2), on peut écrire l'équation proposée ,. . d'rdr — d^x ôr
or les équations (n) donnent
J,r = d= + (),. d'jT = d'^ -V d'iî,
et (è) devient, eu prenant J pour variable indépendante, c'est-à-dire en faisant d*^ ^ o (p. a4'')
TlII. — BEH&BaUE AU SÏÏIET DE LA FOBHULE DE TATLOB. La formule de Tajior peut s'écrire
/(x-FA) -/M = A/V) + T^/'W
RA
R désignant une quantité nulle pour fi =o ; ceci suppose seu- 1 !enieniy"(j-) continu. Si l'on fait A =^dx,f{x-\-h) — J{x) sera A/" et hj''{x) sera (//, li^J''{x) sera égal ^ d'y, etc. (p. 34a] par définition même ; on pourra donc écrire
f désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à n. Cette lormule montre bien que la dill'érence entre A/" et dj n'est pas nulle; on voit qu'elle est égale à \d^j\ en négligeant des termes d'ordre supérieur au second. 11 ne faut pas oublier d'ailleurs que la formule (i) suppose /"(x) continu pour la valeur de x à laquelle on applique celle formule.
n. — DE8 DiFrÉuacTiEms totales.
Soit_/*(ar, y, s) une fonction de plusieurs variables; on appelle di^èrenliclle totale, ou simplement différentielle J
dey, et Ton dénote par {//^Texpression
dx ^ dy -^ dz '
dans laquelle dx^ dy^ dz sont des accroissements arbi«
Iraires donnés à x, r, z. Quant à -r-> ->-9 -ri ce sont les
Ox ojr âz
dérivées partielles de f relatives à x, j-^ z\ en d'autres termes, -r- est la dérivée de / prise par rapport à x en lais-
sant j^ et z constants, -r- est la dérivée de/* prise par rapport à j^ en laissant x et z constants, etc.
Si, conformément à Tusage, on suppose dxy dy^ dz choisis de telle sorte que leurs rapports restent finis, en d'autres termes si on les suppose de même ordre, la différentielle dj pourra remplacer dans la recherche d'une limite de rapport Taccroissement A/de f. En effet, on a,, en donnant à x^jy z des accroissements dxj dy, dzj
^f=f[x -\-dx^y-{. djy z-\- dz) —f[x, X, z) ou
àf=/{x -f- rfx, j H- djr, z-hdz) — /(x, ^ -+- Jj, « H- rfs) -♦-/(•^»r-f-^(>', 2-^dz)—f{x,Xy z-^dz) ^-/(•^» r» z-i-dz) — /(x, j, z],
A/* est ainsi décomposé en trois différences qui peuvent respectivement se mettre sous les formes (p. 176)
dx/;^[x -h Odx, jr -^df, z-h dz), dyf^[x, ^ 4- ô'^//, z + dz)
et
dzf.[x,y,Z'^rdz\
cniipiTiiE vtii, 2^7
fl, 9', S'désigaant des oombres compris entre o el i.Maîs, si les fonctions y^,y^,yj'sonl commues (ce<jue n ous supposerons), les coefflcients de dx, dj, dz dans les Iroîf expressions précédentes diffèrent înrmimcnlpeu iief^,J^,
fl ou de y» -j-t-T-i el, par suite, ces trois expressions différeront de -p dx, -^ dj, -^ dz par des infinimenl petits d'ordre supérieur; on aura donc
a désignant un inlinimeni petit d'ordre supérieur.
La différentielle de rf/'se désigne pûTd'f: c'est la diffiirentielle totale seconde de dj. La différentielle de d^f que l'on désigne par d'J est la diffère ntîeile troisième de/,....
De même que nous avons remplacé les notations fj,f'y,
f, par-^, — j -T-, de même nous remplacerons la nota- " ^ o.T df oz "^
tion J"y^ , asseï incommode, par ta notation symbolique
nn sens précis aux éléments dx*, ây*. . . ., d'*^ ■/■ Cela posé, calculons d'^f. On a, par définition,
àj-
C'esl-à-dire, en observant que dx^ dy, dz ne sont pas fonc-
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^ions de x^ y y z, puisqu'ils sont arbitraires.
OU
dV d*f dV
(//(/5 dxd^ d-co;'
On peut écrire cette formule symboliquement
en traitant d aux numérateurs comme une véritable quantité; puis, en effectuant la multiplication par y, en l'écrivant à côté et à droite de d^ en numérateur, je dis que l'on a plus généralement
pourvu que, après avoir développé le produit
-j- ilx -h -j- ar -^ -^ dz Ô.V ôx oz
en considérant d aux numérateurs comme une véritable quantité, on écrlve^immédlatement après la lettre d". Cela résulte de la formule
^r àf , df ^ df ,
■en yertu de laquelle, pour différentier une quantité y. il BufSl de la multiplier symboliquement par
Pour difl'érentier (//", il faudra différentier chacun de ses termes, c'esl-à-dire multiplier chaque lermc symbolique-
meot par -r- dx -i
- -;- (Iz, ce qui donnera
Pour avoir d*J', on rouliiplicra celte expression par le synihoie (i), comme il a été explique, ce qui donnera
X. — auELauxB théobékes sim les dutébehtielles toxuu
I. Le théorème de Taylor, appliqué à la fond f(x, y, z], donne, en appelant dx, dj , dz des accroif menu arbitraires de x, j, z,
oa, par délinillon,
- (/;rf-f +/;./r +/;</i]'+ . .
E désignant an intinimenl petit d'ordre supérieur à l Celle forme du théorème de Tajior est fréquemnient < L ployée.
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TI. En général, si l'on trouve une relation de la/orme
a faudra, si dx, <lj, dz sont arbitraires, t/ue l'on ait
car
àf
ét.n.
égal
^fj-
Prfj:
+ Rf/= =
et, comme celle relalion a lieu quels que soient dx, dy, dz, elle enlraîne les formules (i) (i. I, p. 43, dernière ligae).
\\\..Sila différentielle totale d' une fonction est toujours nulle, cette Jonction est constante.
En eÉFel, dire que df^ o, c'est dire que l'on a, quels que soient dx, dy, dz.
Or
élai
àf
,yestconsuot qL
and, faisant varierx
laisse _^ et z constants : doncyne conlient pas x. On voit de même que/ ne contient ui r ni s. Donc enSn f, ne dépendant ni de x, ni de j, ni de z, est une constante ou, plus exaclement, ne varie pas quand, toutes choses égales d'ailleurs, on fail varier x,y, z.
IV. Si l'on a établi unejormule telle que
A ((/■ + B (^ + . . . -t- P(/j^ + Qdj -t- . . . = o,
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en négligeant des infiniments petits d 'ordre supérieur au premier. A, B, C, ... ne contenant pas dx, dy, ..., df, dg, .... différentielles des variables x,j, ... et des Jonctions f\ g, ..., cette formule se trouve rigoureusement établie en vertu de la notation employée.
En effet, si cette formule n'est pas exacte, son second membre o doit être remplacé par un certain inâniment petit £ d'ordre supérieur; en divisant par dx, elle devient alors
à g df dj dx
Or, si l'on fait tendre dx vers ïéro
dr di ,
ports —1 -T~< ■■■ des
tend vers zéro, et l'on i
coDservanL aux n aleurs finies y, z', ..., fiscs, rigoureusement
ôj--'
en multiplïanl par dx et en observant que -f-> -t-< ' ^ ' dx dx
sont restés les mêmes bien Que dx ait pu ^ goureusement
kdf+ Brfff + . . . + Pf/^ -t- Q<//- -h . .
On verrait de môme que, .
une équation telle que ■ Pdx* -t- Qrf/' + . . . = O
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a été établie en négligeant des ternies d'ordre supérieur au second, elle est rigoureusement exacte, etc.
Nous terminerons ce qui est relatif aux différentielles totales en faisant observer que Ton a
d[u±vzt:(v) zzzcludidifzh dm»,
duv =z udv -^ 9 du^
u V du — u dv d-'=. -T j
dans le cas où d représente une différentielle totale comme dans le cas où il n y a qu'une variable indépendante. Ainsi, par exemple, dans le cas où il y a deux variables x, y, on a
àuv , dut*
duv = — ;— dx H ;— dr
ax ôy
dtf , du , dv . du .
= Il 3- f/x -i- c 3- rfj? 4- tt ^- «r -+- «' ^- or ox dx âjr dx
l dv , de . \ . Idu du \
=z U dt> -h V du.
Les autres formules se démontrent de la même façon.
Si 9 est fonction de u, ^, et sî u et i^ sont fonctions de x^ y^ la différentielle totale de 0 sera
djô ^d — /^— — — — ^rf
dx du \du dx dv dx)
de^du ded9\
^ du dy dv df)
dB [du , du \
du\dx dy I
dB fdv dv
dv \dx dy
-H ^ ( ^ ^^ 4- 3^ dy\
de , dQ , = —- (lu -H ^- dv.
Ou Ov
XI. — ÏÏTILITÉ DES DirrÉBElTTIELLES TOTALES
La consiili^ralioi» des diiïtTenli elles totales permet de rcconaaitre s'il existe des relations entre des fonctions données y,,/*!, ...,/„ de «(, arj, . . ., j;„. En elFet :
Si l'on a entre les différentielles d/,, d/^, . . , une, deux, trois, ...relations linéairesel homogènes lellesque
il existera une, deux, trois, ... relations de la forme
entre les fonctions/ et réciproquement.
En elTel, toute équation de la forme (2) dîUérentiée fournit une équation
àf^
■frJf-^=
de la forme (1), et réciproquement, une relation de la forme (i) esprime que sî df^, fif,, ..., df„ sont nuls, c'est-à-dire si fa, /„ ..., f„ sont constants, t//', est nul, c'est-à-dire que/( est constant, ce qui veut dire que y, est fonction def^, . . . , fa, ou qu'il existe une relation de la forme (a).
Cette proposition peut se traduire en d'autres termes. Ed elTel, s'il existe entre les fonctions /(, /j, ... une relation telle que (3) on en déduit (3) ou, ce qui revient ,u même, les n relations
à/, àxi àfx àr, '^'"'^ à/„ fj, ~"'
J/7 àx„ "*" à/t àxii ''
I on tire, en élr
Réciproquement, si cette relation a tieu, il existera quanlil(î>iX).Xi, ...,Xa que l'on peut apptlerrfj-,, dx-j, dxa telles que
ou telles que l'on ait à la fois
rf/,=
rf/« = o
c'est-à-dire en même temps /", ^ const., f^=. consl ;
donc la relation (4) entraîne une relation telle que (2). Le déterminant {{) est ce que l'on appelle le Jacobien ou le déterminant da système des ionctions/,,/;, . . .; on le représente souvent par la notation
<'t^ll3^ «/.)
On volt que ia condition nécessaire et suffisante pour qu'a existe une relation entre /, , /!., ...,/„ est que leur Jacobien soit nul-
Zn. — nouons sue les INTÉfiRAISS.
Nous avons vu (p. aao) que, si une fonction admettait une fonction primitive ou intégrale, elle en admettait une infinité diUérunt entre elles par une constante. Dans les traités de Calcul intégral un peu étendus, on donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction admette une intégrale, et l'on donne de l'intégrale une définition un peu plus générale.
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' Lafonctioii primitive de /"(j;) ou, plus correclemenl,l'tnlégrale delà différeiitieUe_/(^)(/j; se désigne parla notation
et celte notation représeate l'une quelconque des intégrales àe J{x)dx. Ainsi on a
*t en giincral
On peut dél valeur parltcul
fx" dr^-
f/'(,x)dx = /(x)~i-cansi.
On peut déterminer la constante en donnant à x une valeur particulière a, et il est facile de voir que /'(j:) — /(à) est la valeur de l'intégrale de /'(x)dx qui pourx=:a s'annule. Si l'on fait x ^= &, la valeur particulière/(6) — f(a) de l'intégrale ainsi obtenue se représente par la notation
l* fy'{x)dx^f(b)-/(a),
et porte le nom d'intégrale déCnie de /{x) prise entre les limites a et b, on lit la formule précédente : somme de a à b àtf{x)dx cgate/(rt)— /(t). L'intégrale sans limites s'énonce somme de /'{x)dx. La raison de ces dénominations et la notation / qui est l'ancienne forme de l'S déulent du théoFL'me suivant :
L'intégrale
r{x)dx.
est ta limite vers laquelle converge la somme «u A = quand n croit indéjiniment.
1A1TË DALGÊDRE.
/(a + /,)-/(a) = hf(a)-t- hi,,
;d ajoulaDt,
lAl =^((i+n — iA)-t-/iE,_,
/(6)-/(a) = A[/'(a)+/'(a^-A)...+/'(fl-^/l-.fi)]-^ASî;
or nous admettrons que, quand k lend vers o, lous les e tendent vers o. En appelant E le plus grand d'entre eux, Aïe sera moindre que n/iE ou que (i> — a)E, c'est-à-dire tendra vers o, et l'on aura
/(b)-/(a) ou
d^ = lim[fia)^
-iA)lA.
Cette di^moDStralion n'est pas très rigoureuse, mais elle suffit ponr le moment, la question qui nous occupe devant être reprise pins lard et étudiée avec beaucoup de soin. Maintenant, appliquons ces considérations à un exemple et reprenons la question traitée à la page sas.
Trouver le volume d'un segment sphén'que à deux bases.
Soient, comme à l'endroit cité, R le rayon de la sphère, k la hauteur du segment; supposons l'une des bases variable, soit r son rajon, z sa distance au centre de la sphère, soit dz un accroissement donné à l, le volume V du segment prendra l'accroissement AV ou dt' aux termes du second ordre près; cet accroissement est, aux termes du second ordre près aussi, égal à itr^rfs, car la quantité uégllgée d.ins son évaluation est inférieure à
-Ar)'-
-Mrf-;
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et celle formule esl rigoureuse en vertu du théorème p. 281. En intégrant alors depuis Sqî distance de la base inférieure du segment au centre de la sphère, jusqu^à z, od a
on
V= r Tzi,R'- — z'-)dz;
rintégrale indéfinie étant tz( K^z — -^ ) » 0° aura comme plus haut.
EXERCICES ET NOTES
1. Les soûles fonctions d'une variable dont les difTérenlielles sont cpalcs aux accroissements sont de la forme ax -h b^ a ei b désignant
des constantes.
2. Traiter les exercices 26 et 27 du paragraphe précédent en faisant usage de la méthode infinitésimale.
3. Déterminer l'ordre infinitésimal de e ', sinx, i— cosx par rapport à x.
4. Déterminer l'ordre infinitésimal de (i-t- x)-^ par rapport à a, de log'x par rapport h jr — i, de x«— 1 par rapport à x.
I. — PBfalimiAIBES
Considérons une fonction ^=/(a:) de x^ et donnons à X raccroissement A:r, y subira un accroissement
Les accroissements Ao:, Apportent souvent le nom de différences finies ou simplement de différences de x et dey. Ay est une fonction de x^ elle a une différence A.Ay que Ton désigne par A^j/'et qui porte le nom de différence seconde de y ; la différence de ^^y se représente par A'y et porte le nom de différence troisième de y^ et ainsi de suite.
Appliquons ces considérations au polynôme entier
Si, pour abréger, nous supposons Ao: = A, nous aurons
Ax = Ao(a?-+- A)« -+- Ai(ar -+- A)"*-» -+- A«_i(a? -h A)-*- A,,, — XoT** — Aiar"»-* . . . — A,i,-iâ7 — A,^ OU
Ar = mAoa?«->A-h|în— I A|H ; ^Aq |ar''«~»A«-h...A;„_i/(i,
en sorte que ÙLy sera un polynôme de degré m — i dont le coefficient de x"^^* sera niA^hj la diflérence seconde A*j' sera un polynôme de degré m — 2, et le coef-
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ficient de x'"~^ dans A^^ sera m(m — i)Ao A', Enfin,
A*»^ sera égal à m(m — i). . . 2 . i A-o A*" et les différences suivantes seront nulles.
Nous nous bornerons à citer les formules suivantes que le lecteur vérifiera sans peine.
Uj Vj Wj • . . désignant des fondions de x et a, 6, e, . • . des quantités indépendantes de x, on a
^{au ± bv ±1 cw , , ,) = a \u ± b ^v ± c Acp . . .,
Ai/p = M A(» -4- i» Am -h Am Ap,
u p Aw — H Ap A — = — — > • • • •
V r(t'-+-Apj
n. — CALCUL DE A'' Y.
On peut calculer A"^ directement comme il suit : Posons Ax = A, et
on aura
et, par suite,
de ces deux formules on déduit par soustraction, en observant que ùkyt — A^o est égal à A^^o?
( -i ) ^ Vo = r« — vi -+- yo,
et, par suite aussi,
^ V*i = r» — ^r J -^ ri »
en retranchant ces formules membre à membre et en observant que A^^i — A^^'o est égal à A'^o
( 3 ) Aî'^'o = r I - 3^1 -h 3 j', - ro.
CHAPITRE IX
L'examen attentif des formules (i), (2), (3) condiiît à soupçonner la formule
(4) ^"vo=yn'-C}^n-i -+- Cîj„_, — . . .±yoj
dont elles ne sont que des cas particuliers et où Ton a posé
comme dans la formule du binôme. On démontre bien facilement cette formule (4) en montrant que, si elle a lieu pour la différence /i*''™*, elle a encore lieu pour la différence n-|- i»^™«. A cet effet, observons qu'en vertu de (4)
et en soustrayant (4)
c'est-à-dire en vertu d'une propriété connue des nombres c;;,,
celte formule ne différant de (4) que par le changement (le /i en /i -h I, la formule (4) est générale.
Pour faire une application de la formule (4), faisons
nous iii.rons
A^^'o «u A"x' = /i' — Ci(/i — i)*.+-Cî(/i — 2)' — ...dio^ en particulier si /'< n
\nxi -. O rrr /l/— Ci(/l — ly-h...
et si / = /î
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Théorème. — La limite de -^-~ pour A^ = o est la
j^ième dérivée de y, en sorte que d'^y et ^^y diffèrent entre eux par un infiniment petit d^ ordre supérieur à n. (Cela D^est vrai que ûy est développable par la formule de Tajlor.)
En efTet, si dans la formule (4) on fait
y=f{^u Aa? = /i,
on a
et si l'on applique la formule de Taylor
AV(^) =/(ar)(i- CA-h CJ-. . .-:- C2)
e désignant des termes d'ordre supérieur à /i; en vertu des deux dernières formules du paragraphe précédent, on a donc
OU
Or T^ a pour limite zéç<) pour A = Ajr = o ; donc
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m. — CALCUL DE 7„ AU KOTEI DE A^o, . . ..
On peut calculer y„ en fonclion de j^o? A>'oi • • • ? ^^^'o comme il suit.
On a
el, par suite,
.ri = yo -4- A70, A>', = A/o -t- A«^o,
et, en éliminanl.^i et A^i,
^2 = ro -+- a A^o -^ A«^o,
on vérifie que Ton a
en montrant que cette formule qui a lieu pour n = i et /i = 2 a encore lieu quand on remplace n par /i -f- i , si Ton. admet qu^elIc a lieu pour une valeur déterminée de n. Et, en effel, en rappliquant à la suite A^o> AX«» Avo. .... on a
A/u = A vo -+- C » 1^X0 --r- C J A» vo -+-...:
en ajoutant cette formule à (i) et en tenant compte des relations
on trouve
ce qui établit la formule (i) pour toutes les valeurs de n,
Vf. — FORMULE D'HTERPOLATIOH DE HEWTOH.
La formule (4) du paragraphe précédent permet de trouver un polynôme de degré n prenant n -f- i valeurs
données j^o, yi? •••> Vn pour n valeurs données .r©, Xo-hh, ..., Xo-{-nh de sa variable j? en progression arithmétique. En efl'et, si Ton considère le polynôme
7o/x—x^ \ /.r — xo \ l"yo
\ Il ■ \ ft / t.j. ). . . n
X— Xo /x —
ilse réduit pour. r^Xoàj^oî pour:r = j^oH-'* ou — . * '^ — i ,
il se réduit à ^0 4- -\Xo ou à j^,, ... pour - r— 'ou
pour X =z Xo-t- ili il se réduit à
OU k yi et cela quand £ = o, i, ...,/?; le polynôme ^{x) jouit donc de la propriété énoncée. La foimule (i) porte le nom Aq formule d^ interpolation de Newton,
USAGE DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES
Le calcul des différences peut servir à abréger considérablement le calcul des tables. Supposons d'abord que l'on veuille calculer une table dos valeurs d'ime fonction entière d;% par exemple, pour des valeurs de x en prof;ression arithmétique et qui seront si Ton veut o, i, 2, 3, 4i • • • ^ on s'appuiera sur ce fait (]ue A* j:* est constant et égal à i . 2.3. 4 = 24. On calculera alors — i *, o*, i^, 2*5 3*, ce qui permeltra de former les diflérences
A — i^, Au', A r*, A '2»,
et par suite les difFérences
A«- iS Aî()S A«i^
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et par suite
el enfin
qui comme vérification devra élre égal à 24. On formera alors toutes les diflerences, A'i*, A'ci*, A'3*, ... qui sont en progression arithmétique de raison égale à 34 ; connaissant les différences 3*^™* et A^o*, on formera A* i*, A'-'y. \ ... par de simples additions, puis les diilerences premières et enfin les nombres 1 *, 2*, 3*, ... eux-mêmes. La même méthode s^applique encore aux fonctiono transcendantes quand la différence constante de la variable est suffisament petite.
EXERCICES ET NOTES
1. La rormulo de Newton peut s'ccriro en supposant la fonction y quelconque, mais possédant une n -h i*"»* dérivée bien déterminée, et pour // = Ax
/., , .. . r — .r„ A f(.r„) .r — .r„ /.r — ./\, \ A«/(.ro) /(.r) - / (.r«) H -. 1 . I — ^ h . . .
.r ..r,, /.r — .ro N /.r ./•„ \ V'^U'i)
// \. // / \ // / I . Ji . . . (/< -h I ;
Ç dési;:iianl un nombre compris entre ./© cl ./o-»- "/'.
On déduit <).' là
///'(x)=A/- ; AV'-^ ' AV- -^J'^'d)'
3. Former une table do la fonction x* pom* des valeurs do -r en progression arithmétique do raison un.
L Former la dilTéronce «""• de - » ou do «■»".
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5. Il y a doux moyens de faire la différence /i*^*^ do - > soit directe-
ment ainsi , = —, j-r = A - , • . • i soit en faisant
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I. — auEiauEs Honoirs foidakehtales
TnÉonÈME I. — Tout polynômeY [x) entier en x est une fonction continue de x.
En efTct, x^ est une fonction continue de x, A.r'" également, A désignant une constante; donc un polynôme entier qui est une somme de termes de la forme Aa'" est aussi une fonction continue, autrement, le polynôme F(x) a une dérivée finie F'(x) qui est un autre polynôme et
aF qui est finie pour toute valeur finie de x; donc — tend
vers une limite finie, et à un accroissement infiniment petit quelconque de x correspond un accroissement infiniment petit de F; donc, etc. c. q. f. d.
L. - yihcbre, III
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THÉonfeME II. — Le polynôme
îend vers Aq quand x tend vers zéro, et il deuient infini pour X = oo . Si les coefficients A^, A|,i_i , . - . , A© sont réels pour de très grandes valeurs de x^ ce polynôme sera très grand et de même signe que son premier terme A,» jc*. Pour x = o on a évidemment F (x ) = A© , et, comme F (x) est continu, quand x tend vers zéro F(x) tend vers A«.
, On peut écrire
Quand le module de x croît indéfiniment, - tend vers zéro :
donc la quantité écrite entre parenthèses tend vers i, et F(x) se composant de deux facteurs, dont l'un hmX"^ devient infini pour x = co et dont l'autre tend vers i, est infini lui-môme pour x = ce .
Enfin, si les coefficients A^, Am-.\^ . . ., A© sont réels, on voit que la quantité entre parenthèses ayant pour liniile I finit, pour de grandes valeurs de x positives ou négatives, par devenir positive; F(x) est alors de même signe que K^x^, c. <^. f. d.
Rappelons enfin que
Si le polynôme F(x) s'annule pour x = a, il est diui^ ible par x — a, et s'il s'annule pour x = a, x = 6, . . . , X = /, on peut le mettre sous la forme
Si un polynôme est nul quel que soit x, ou même seulement pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans son degré, il a tous ses coefficients nuls.
CHAPITRE PREMIER
Deux polynômes égaux pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans leurs degrés sont égaux quel que soit X et ont leuf s coefficients égaux deux à deux,
U. — THÉOBÉIEE DE D'ALEMB£BT.
Toute équation de la J orme
dans laquelle F(z) représente un polynôme entier à coefficients réels ou imaginaires de la forme a -h (5 \j — i , admet nécessaii'ement une racine de la même forme.
Ce théorème est souvent attribué à Cauchy. Voici comment Gauss s'exprime à ce sujet dans un Mémoire publié
« Prima theorematis demonstratio illustri geometnc
d'Alembert debetur [Recherches sur le Calcul intégral^
Histoire de l'Académie de Berlin, année 1746, p. 182
et suiv.). Eadem exstat in Bougainville [Traité de Calcul
, intégral; Paris, 1704, p. 47 et suiv.). »
Gauss, dans le Mémoire en question, discute successivement plusieurs démonstrations données par d'Alembert, Euler, Foncenex et Lagrange; enfin il propose la sienne, qui, extrêmement remarquable en elle-même, prête cependant à des objections sérieuses.
Pour démontrer le théorème qui nous occupe, considérons Téquation
(i) A^3'"-hA;„«,3'''-»H-A,„_j3'"-*-+-...-f-Ao = o ou F(»)=o,
dans laquelle Aq, A|, A3, . . . sont des coeiBcients réels on
(*) Cauchy, né vers 1789, n'availdunc guèro plus de dix ani.
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imaginaires. Posons
zz=r[cos$ -h ^— I sm$), A/=p/(cos W/-4- v' — J sinw/).
Le premier membre F(z) de Téquatioi (i) prendra la forme
F(3) = 2r'(cosiô-f- \/ — i siDi6).p/(cos«/-4- v^— i sinM/)
ou
F{«)==2p/r'[cos(/0 + w/)4- v'--^sin(/Ô-4-«/)]==P-hQv^irrj
l'argument de F{z) est Tune des valeurs de Texpres^ion
, , 2o//^sinf/ô -t- w/) O
( 2 ) arc tan'' — — -. )—- r^ arc tan? /^ •
Ceci posé, laissons r constant et faisons varier 0 de 9^ k ^o-H 271, l'expression précédente subira un certain accroissement positif, négatif ou nul qui ne pourra être qu'un multiple de 27r, puisque l'argument de F(z) est déterminé à un multiple de 2Trprès, et que, pour& = 6o ct0 = ôo-hair, l'expression placée sous le signe arctang a la même valeur. Cependant l'accroissement en question pourrait être indéterminé si P et Q s'annulaient en même temps; or le
module de F(^) est y/P^-f-Q^. Si donc nous admettons que P et Q puissent être nuls à la fois, nous admettons par cela même que F(^) peut s'annuler; c'est le théorème qu'il faut établir. Admettons donc que P et Q ne puissent jamais s'annuler ensemble, et alors la variation de l'expression (2) sera nécessairement un multiple de 2 71.
Maintenant, considérons deux valeurs de r très voisines, à savoir /j et /•2; soit Pi et Q^ P2 et Qj ce que deviennent P et Q quand on y fait /• = /'i, /• = z^, les rap-
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j^ el -Tj! diCTëreront peu l'un de l'niilre, et les arcs
■dont ils sont les taDgeoles difTércroiiL peu l'un de l'autre lu on les a choisis peu dilTérenls pour O^Q^- Les arcs en LqnesLion seront encore peu difféienls pour I'i=o ou
^Pi^o, parceque leurs cotangentes -~ et ■- seront peu
différentes; les différences des arcs considérés pour n^ ^0+ 371 seront donc peu différentes, et, par suite, si EViin des arcs a varié de «jr, il faut que l'autre ait varié aussi Pde nit, sans quoi leur différence serait voisine d'un niul- ■Jtîple de n, puisqu'alors leurs tangentes sont peu différentes; cette différence ne resterait donc pas très petite.
En résumé, si P et Q ue s'annulent à la fois ni pour/' = /'«, lî pour r = rt, ni pour des valeurs intermédiaires de r, de
telle sorte que l'on puisse admettre que j=p <^L -^ diffèrent
prieront de quantités égales pour une variation de an de l'argument 6. Ceci revient à dire que, si P et Q ne peuvent s'annuler en même temps, ou que si F^z)^ u n'a pas de racines, la variation de l'expression (a) pour uue variation Aie de 6 sera la même, quel que soit r.
Or, si r est très petit, l'expression ( a ) se rtduit à peu
arctan°; -° ou àwB + Air, A désignant un entier,
t varie très peu avec 9; donc sa variation totale, quand S ^yarie de iic, est nulle.
Au contraire, si r est très grand, l'expression (a) se
■réduit sensiblement à arctaug-
âH- w„-h Alt, A désignant un entier; cette quantité varie
! amw quand ô varie de an.
La variation de l'expression (a) n'est donc pas constanic
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quand /* varie; il faut en conclure, d'après ce qui précède^ que F{z) doit s'annuler pour certaines valeurs de r et 0, c'est-à-dire au moins pour une valeur de z.
ni. — COROLLAIRES DU THÉORÈME DE D'MXMBEET.
CoROLLÀiiiE I. — Tout polynôme F[z) du degré n peut se mettre sous la Jorme
Fb désignant une constante.
En effet, si nous posons F(5) = o, l-équalion ainsi obtenue a une racine. Soit ai cette racine, F(5) s'annulant pour 5 = a, est divisible par z — a, ; on peut donc poser
(1) F(^) = F,(;5)(z-aO; on trouvera de la même façon
F„ désignant une constante, F«_| un polynôme du premier degré, F^., un polynôme du second degré, etc. En multipliant les équations (i), (2), ..., (n) membre à membre, on a
F(;ï) = F«(a?— ai)(ar— a,)...(a? — a«).
Nous admettrons maintenant que la décomposition ne peut se faire que d'une seule manière, ainsi du reste que nous l'établissons page 10.
Corollaire II. — Si donc on pose
CHAPITRE PREMIER
V équation ainsi obtenue peut se mettre sous la forme
(.r — ai)(j:— a,) . . . (j: — «„) = o,
à laquelle on peut satisfaire en posant x = âC| , «2» • • • * ^/f « donc toute équation du degré n a en général n racines. Il pourrait se faire que quelques-uns des facteurs z — «i, - — ^2; • • • fussent égaux, et l'équation
n^aurait pas n racines; mais alors on considère comme racines doubles, triples, etc., celles qui correspondent aux facteurs binômes qui entrent deux, trois, etc., fois dansF(3). A Taide de cette convention, on peut énoncer ce théorème général :
Toute équation du degré n a n racines.
Corollaire III . — Supposons le polynôme F[z) à coef ficients réels; si l'équation F[z) = o admet pour racine
|ui _j_ V ^' — I , elle admettra un nombre égal de fois pour
racine fx — v y — i .
En effet, décomposons F(z) en facteurs linéaires, nous
aurons
Ce polynôme ayant ses coefficients réels ne doit pas
changer quand on change \' — i en — ^ — i, ;: restant réel (*); en désignant alors par a\, a'j, ... ce que de-
(*) En géueral, si F(x) est iino ronclion rationnelle, et si l'on a
F(^-i) = aH-^^~ on aura
F(— v^37) = a_^yCr7.
En cfTot, pour former F(^— i], on forme F(i) en traitant i comme une
viennent a^, a^y ... par ce changement, on a
(3 — ai)(3— a,)...(z — «;,) = (s — a, )...(z — a„).
Comme un polynôme de degré Ji ne peut s'annuler pour plus de n valeurs de sa variable, il en résulte que les quantités «4, «21 ' ' • •, oTn et y\y cr\,^ . . . , «^ sont égales deux à
deux; donc ii-\-vy[—i sera aussi souvent racine que
fX V y/ I. C. Q. F. D.
Cohollaihe IV. — Un polynôme réel est décompo^ sable en un produit de facteurs réels du premier et du second degré.
En effet, considérons toujours la formule
F(s) = F/»(- — «iK-— «2)... (5— a„).
Si l'on considère deux facteurs binômes correspondant à deux racines conjuguées a -f- vy — 1 , ^ — v \j — i , leur produit
se réduit à un trinôme réel du second degré. Or, les racines imaginaires étant conjuguées deux à deux, il en résulte que F(z) se réduit, comme nous l'avions annoncé, à un produit de facteurs réels du premier et du second degré.
Ce corollaire est le théorème que Gauss substitue au
quantité dont le carré serait — i ; F (y^ — i) ne peut donc différer de F ( — y^— i )
que par le si{;nc de i ou de ^ — i.
Ce raisonnement no s'applique évidemment plus aux fonctions irrationnelles ou transcendantes, car les opérations qui ne dépendent pas exclusivement des quatre opérations de rArithmetique no peuvent pas se définir comme les premières.
BELATIONS ENTRE LES GOEmCIENTS ET LES RACIHES
D'UHE ÉQtJATION ALGÉBRIQUE.
Théorème I. — Si l'on désigne par <7, jS, y, . . ., X /e5 racines de l'cijualion
( 1 ) /. ./• = r/ç -h «, J7 -I- «,.r* 4- . . . -h iin-\ ^^^^ 4- -ï^" = O,
on aura les relations
tin-i^ ^«.5 — c<3-*- «7 -f-.. .-H j'î'/ 4-.. .,
En effet, le premier membre de Téquation (i) peut se mettre sous la forme
Or, nous avons appris (t. Il, p. 8) à Ibrmer ce produit Le coefficient de x" est i ; celui de x"~* s'obtient en prenant le second terme dans chacun des facteurs binômes et en ajoutant les résultats; celui de x""^ s'obtient en multipliant entre eux les seconds termes de deux facteurs pris de toutes les manières possibles, etc., ce qui fournit les relations (2).
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Remakque. — Puisque le théorème précédent fournit m relations entre les racines, il semble que Ton pourrait profiter de ces relations pour résoudre l'équation (i) ; eSec^ tivement, ces relations peuvent être utiles dans certains cas, mais on peut montrer que, en cherchant à éliminer (3, y, . . . y ^, Téquation en a que Ton obtient ainsi ne diC< fère pas de (i). En effet, si l'on multiplie par a""* la première des équations (2), par a""*^ la seconde, et ainsi de suite, si Ton ajoute les résultats, on trouve, réductions faites,
fl;,_i a"-* -f- a^-i a'*-* 4- . . . -h rt'o = — a**,
équation identique avec (i). On aurait pu écrire celte formule a priori, en observant que le résultat obtenu en éliminant n — i quelconques des n racines devait être toujours le même à cause de la symétrie des formules (2); Iç résultat de l'élimination devait donc admettre pour racines a, j3, . . . , X, c'est-à-dire être identique avec l'équation (i).
V. — DES DIVISEUBS ALGÉBRIQUES
Si l'on désigne par F(x) un polynôme du degré w, nous avons vu que ce polynôme s'annule en général pour m valeurs réelles ou imaginaires de sa variable x, ou, pour parler plus exactement, nous avons vu que tout polynôme F(a:) du degré m pouvait être mis sous la forme d'un produit de m facteurs linéaires multipliés par une quantité indépendante de x. Cette décomposition ne peut évidemment se faire que d'une seule manière; en eflet, si l'on pouvait avoir à la fois
F(x)r=A (x — «)>* (jT — j3)v..., Y[x)z= a! [x - ol'Y [x ^ P'Y , , .,
A et A' désignant des quantités indépendantes de a:, on en
CSAPITAG J'RbUIEIt.
A[^-«]-(x-pi-=...=A'(^-.').-'(^_3' )•'.-..
Or, le premier membre s'annuUnt pour x =^ «, p, et
seulement pour ces valeurs de x, il doit en être de même du second, ce qui ne peut avoir lieu que si les quantités «', p', . . . sont respcclivenienl égales à a, ^, ... ; en outre, je dis que f< =^ a'. En effet, si l'on supposait, par exemple, ft>f*', en divisant les deux membres de l'équation précédente par {x — a)'', le premier membre s'annulerait encore pour X = a, tandis que le second serait essenliellement différent de zéro. On a donc ji := u.', v =^ v', ... et par suite A = A'; les facteurs linéaires d'un polynôme jouent donc le même riMe que les nombres premiers en Arithmétique.
On appelle plus grand commun diviseur entre deux polynômes Pe^Q le produit des facteurs linéaires communs à ces deux poljniJmcs multiplié ou non par un facteur constant.
PaOBLÈME. — Trouver le plus grand commun dit'iseur entre deux polj nômes U et V.
Pour résoudre ce problème, nous suivrons une marche I analogue à celle que l'on suit en Arithmétique pour trouver * le plus grand commun diviseur entre deux nombres; nous diviserons U par V en supposant le degré de U égal ou supérieur à celui de V. Si V divise U, il sera le plus grand commun diviseur cherché; sinon, en désignant par Q le quotient et par R le reste, nous aurons
n = VQ-(-R.
Or R, en vertu de celle formule, est identique à U — VQ; I il doit donc forcément admettre les facteurs linéaires
communs à U et V; donc le plus grand commun diviseur entre V et R contient les mêmes facteurs que celui qui existe entre U et V. De mi!me, U admettant les facteurs linéaires commiiDS à V el à R, le plus grand commun diviseur de U et V contient les mêmes facteurs que celui de V el R; donc enfin les deux plus grands communs diviseurs en question, se composant des mêmes facteurs linéaires, sont égaux, â ud facteur constant près, c'est-àdire sont les mêmes puisque nous faisons abstraction des facteurs constants. Mais Pv est de degré inférieur à V; donc la recherche du plus grand commun diviseur de V el R est plus simple que celle du plus grand commun diviseur de tJ et V.
Divisons V par R; si la division se fait exactement, R sera le plus grand commun diviseur cherché ; sinon, en appelant Q' le quotient et R' le reste, on aura
V=IIQH-R'.
Un raisonnement semblable à celui que nous venons de faire nous conduit à diviser R par IV; si la division se fait exactement, R' sera le plus grand commun diviseur cherché,' sinon on posera
ll = R'Q''+ H",
et l'on divisera R' par R*, et ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton tombe sur un reste divisant te précédent (et dans ce cas ce reste est le plus grand commun diviseur cherché), ou bien jusqu'à ce que l'on tombe snr un reste indépendant de x, et dans ce cas il n'existe pas de diviseur commun enlre U et V.
Remarque. — On n'altère évidemment pas les facteurs linéaires du reste d'une division algébrique en multipliant chaque dividende partiel par une quantité indcpendante de la lettre ordonnatrice x; car celte multipUcation n'io-
ciiArirnE prruier. i3
troduit dans le reste que des facteurs indépendanls de x. Od pourra donc, pour éviter les déDominateurs, multiplier par des facteurs convenables les dividendes partiels que l'on rencontre dans la rcchei'che des restes successif'ii dont le dernier doit être le plus grand commun diviseur.
TaÉonÈHE I. — Pour que le polynôme F{x) admette n fois le Jacleur x — «, ilfitul et il suffit que ce poljnùnie s'annule pour x- ^ a, aimi que ses n — i premières dérivées.
En d'autres termes :
Pour que l'équation V(x) = o admette m Jois la racine a, il faut et il suffit que F(x) s'annule pour x^a, I ainsi que ses n — i premières dérivées. :
En effet, on a identiquement
et par suite, en posant dans la formule de Tajior (t. H, :== «, /i = x — a, il vient
ru désignant un ensemble de termes qui contiennent tous
I le facteur [x — «)"; les termes qui précèdent Û étant
de degré inférieur à [x — a)" représentent le reste de la
division de F(^} par {x — »)", et, pour que F{x) soit
divisible par (x — a)", il faut que ce reste soit nul quel
^^ que soit x, et, par suite, quel que soit x — a; on devra
^K-llonc avoir
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Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est bien évident que F (a:) sera divisible par [jo — «)" (*).
Théorème II. — Le plus grand commun dwiseur entre F{x) et F' (a:) se compose de tous les J acteurs linéaires multiples de F (a:) élevées chacun à une puissance égale à leur ordre de multiplicité diminué de i .
En effet, soit
on aura (t. II, p. i65)
F'(:r) = Afx(jr — «)»*-» (x — P)"-!- ,. .
-f- Av (.r — uY[x — (3)*-' -h
Les seuls facteurs linéaires communs à F(a:) et F' (or) sont X — a, X — (3, . . . , et j: — a n'entre que [>. — i fois dans la dérivée, [x — (3), v — i fois, etc.; le plus grand commun diviseur entre F (a:) et 1*^(0:) est donc
On verrait de même que le plus g^rand commun diviseui entre F(x) et ¥"{x) est
et ainsi de suite. c. q. f. d.
Applications. — i° a:'" — i a pour dérivée mx^"^ ; si Ton divise x^ — i par ma?"*"*, ou, pour éviter les déno-
(*) Nous verrons plus loin, Cbap. X, § VIII, comment on exprime par des relations entre les coefficients qu'une équation a une racine double, triple, etc.
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minatcursy si Ton divise //ix*" — m par mx'"""*, on trouve pour reste — în\ x"^ — i n'a donc jamais de diviseur commun avec sa dérivée; donc x^ — i = o n'a pas de racines égales.
2*^ Cherchons le plus grand commun diviseur entre
x^ -f- /^x* -+- 7.r -+- r = U cl sa dérivée
3x'-+- o^px -4- 7 = U';
le reste de la division de U par U' est
à un facteur constant près. En divisant U'= 3jf'--H ^px-i-r/ par ce reste, on trouve, à un facteur constant près, pour nouveau reste
en égalant ce reste à zéro, Téquation proposée acquiert deux racines égales.
La méthode du plus grand commun diviseur est bien simple en théorie, mais d'une complication inouïe dès que l'on entre dans le domaine des applications; on cache cette diiJliculté aux élèves en leur donnant des exemples choisis d'avance et pour lesquels les calculs se font avec facilité. Si le lecteur veut se convaincre du fait que j'avance, il n'a qu'à chercher les conditions pour qu'une équation du quatrième degré
x' -+- p.r^ -f- (jx* -T- r.r -h s = o
ait ses racines égales deux à deux. On doit exprimer que
le plus grand commun diviseur est du second degré; les
calculs sont iort longs, et l'on arrive aux conditions bien
simples
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si faciles à obtenir en exprimant que le premier membre de Téquation est un carré parfait.
VI. — THÉORIE DES RAGIHE8 ÉGALES
Lorsqu'une équation algébrique a des racines égales, on peut la décomposer en plusieurs autres, de degrés moindres et, partant, plus faciles à résoudre; cette décomposition n'exige pas, comme nous allons le voir, d'opération d'un ordre plus élevé que la division.
Soit F(x) = o une équation algébrique : pour reconnaître si cette équation a des racines égales, il suffit de chercher le plus grand commun diviseur entre F(jt:) et sa dérivée P(j:); si ce plus grand commun diviseur est une quantité indépendante de x, Téquation F(x) = o n'a pas de racines égales (p. i4)» Si au contraire il existe entre F(x) et F'(j:) un plus grand commun diviseur, il est de la forme
abstraction faite d'un facteur numérique qui est le coefficient de la plus haute puissance de x dans F (a:). Si donc on désigne d'une manière générale par V/ le produit des facteurs binômes de F(x) correspondant aux racines dont Tordre de multiplicité est i, et par D| le plus grand commun diviseur entre F(a:) et F'(a:), on pourra écrire
F(:r) = v,vîvj...v;:..., (i) D, = V5v;...vr'...,
et par suite
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On est aînsî ramené à une équation
qui ne contient plus que des racines simples, à savoir les racines de F(x) = o dont le degré de multiplicité aurait été réduit à Tunité. Mais on peut calculer séparément V| , Va, . . . , V/, ... et abaisser considérablement le degré de Téquation à résoudre en procédant comme il suit.
Soit D2 le plus grand commun diviseur entre D| et sa dérivée, Téquation (i) donnera
et par suite
les équations (2) et (3) donnent alors
On calculerait Vj, V3, ..., V/ d'une manière analogue ; ainsi, en appelant D3 le plus grand commun diviseur entre D2 et sa dérivée, D4 le plus grand commun diviseur entre D3 et sa dérivée, et ainsi de suite, on aura
L. — ^igitre, III
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Les équations V| = o, V,= o, ¥3 = 0... que l'on forme ainsi par de simples divisions feront alors connaître les racines simples, doubles, triples, etc., de F( j?) = o.
Remarque. — Toute racine d'une équation F(jc) = o algébrique, seule de son degré de multiplicité, sera alors fournie par une équation V,- = o du premier degré, et, comme V/ se trouve par de simples divisions, cette racine sera une fonction rationnelle des coefficients de Téqu a t ion; ainsi :
Théorème I. — Toute racine d'une équation seule de son degré de multiplicité est Jonction rationnelle des coefficients de l'équation,
Vn. — D£ L'IBBËBUGTIBILITÉ.
On dit qu'une équation F(j?) = o est irréductible quand, en considérant ses coefïicients comme des fonctions rationnelles de quantités données p y y,r, ... (qui peuvent, être ces coefficients eux-mêmes), elle ne peut pas se décomposer en d'autres équations à coefficients rationnels par rapport à ^, </, r, . . . .
L'irréductibilité d'une équation est donc une chose relative; ainsi, par exemple, l'équation X'-\-i^=^o sera irréductible si l'on considère comme donnés tous les nombres réels, et seulement ces nombres; elle devient réductible dès que l'on adjoint à ces nombres l'imaginaire \J — I .
Une équation dont les coefficients sont donnés esH réductible quand elle a des racines égales, etc.
Théorème II. ~ Lorsque deux équations, f=o F(a:) = o, ont une racine commune, si f=zo est irréductible, F(x) = o admet toutes les racines def^= o.
Eneffel, cherchons le plus grand commun diviseur entre felF : ce plus grand commun diviseur sera au moins du premier degré cl à coelTicients rationnels par rapporl aux qiianlitës données, puiscjue la recherche du plus grand commun diviseur n'exige <]ue des divisions. Maisy' étant divisible par D, qui est ralionncl, _/"=; o ne pourra être irréductible que si /~est le produit de D par une constante; mais alors F est divisible pary, et F ^ o admet toutes les racines de/= o. {F est une puissance de/.)
CoROLL*inE I. — ITfie eifuation iriéducti/>!e a toutes tes racines simples. (Les cueflîcients sont donnés. |
^ta^ les racines multiples sont donnces par des équations coefficients rationnels.
ConoLLOss II. — Si une équation à coe/Jtcients entiers niiiitet la racine a + yè, où \[b est irrationnel mais où n vt b sont entiers, elle admet aussi la racine a — y/t, car a-i- t/f} et a — Y " *""' racines de l'èi/ualion irrcduclihle
s tous les nombres rationnels.
CoKOLLAiBE III. — Si une êt/uatîon à coe/Jtcients réels Imet la racine a+h \j — i de l'équation irréductible
elle admet taiUre racine t,
, Tin. — BEHuani: au sqjct dis ÉanAnons atiELcoHainia.
F Nous nous occuperons plus spécialement des équations IpDt le premier membre est de la forme yjx) ^ o, /(x)
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désignant un polynôme entier; mais souvent nos raisonnements s*appIiqueront à des équations quelconques : nous en préviendrons toujours le lecteur. On dit qu'une équation yi[x) = o est algébrique ou transcendante, suivant que la fonction f est algébrique ou transcendante.
Quand y*n'est pas un poljnome entier, on dit que a est racine dWdre de multiplicité a Ae f[x) = o, a pouvant être
f(x] entier ou fractionnaire, si - — ^—'- a une limite finie cl
dilTérenlc de zéro pour x = a.
TnéonÈME. — Si f[x) a ses n premières dérisfées finies et continues pour x = a, la condition nécessaire et suffisante pour que f[x) = o admette n fois la racine a (/i étant entier, bien entendu) est que : i^ f(x) soit nul ainsi que ses n — i premières dérivées pour x = rt ; 2° que /" [a) soit différent de zéro.
En effet, on a par la formule de Taylor, applicable au moins pour de petites valeurs de x — a,
0 désignant un nombre compris entre a et x', pour que , ^' — ;- soit fini et diflerent de zéro, il faut et il sufit que
(JT — «)'* *
/(/,) = o, f{a) = o, ..., /n-^(a) = o, lim/'»(0)>o;
mais dire que Vimf'* ( 0 ) doit être différent de zéro, cela veut dire que/" (a) doit être lui-même différent de zéro, car f" (6) tend vcrs/(ri).
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DES ÉaUATIOHS.
On appelle transformée d*une équation une seconde équation dont les racines soient des fonctions données des racines de la proposée.
Problème I. — Soient «, jS, *. . ., X les racines d'une équation F(j:) = o; on propose déformer une équation admettant pour racines ff [a), 9((3), — , 9(X)» sans résoudre V équation donnée.
Voici une solution, et la seule qu'il soit utile de mentionner pour le moment. Posons
en résolvant cette équation, on en déduit
Si Ton forme alors Téquation
il est clair que celle dernière sera satisfaite quand on y remplacera x par y(a),9(j3), ..., ^(X). En effet, des équations (i) et (2) on tire
et par suite donc
donc enfin réqualion (3) est bien la transformée demandée.
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Première application. — Changer les signes des racines de l'équation F(x) = o.
On a L'équalion qui satisfait à la question est donc
elle porte le nom de transformée en — x.
Deuxième application. — On verrait de même que
a pour racines les inverses des racines de l'équation F ( x) = o ; c'est la transformée en - de cette équation.
Troisième APPLicATrow. — y/ugmenter d'une quantité h toutes les racines de l'équation F(x) = o.
la transformée est ici
F(x_A) = o (•), c'est-à-dire
ou, ce qui revient au même,
(*) Tout co qui vient d'olre dit Jusqu'ici dans ce parn(jraphe s'appliquo aux équations transcendantes.
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Remarque. — En augmentant d'une quantité convenable les racines d'une équation, on obtient une équation transformée de même degré que la proposée. Supposons que Téquation proposée soit du degré n ; si Ton pose alors
le terme en x' disparaîtra de Téquation transformée, et Ton voit que pour faire disparaître ce terme il faudra résoudre l'équation précédente, qui est de degré n — /. Les solutions feront alors connaître les quantités dont il faut augmenter les racines de l'équation proposée pour faire disparaître le terme en x* de la transformée. On voit que pour faire disparaître le terme indépendant de x il faudrait résoudre l'équation
ce qui revient au fond à résoudre l'équation proposée. On conçoit, en effet, que, la transformée ayant alors une racine égale à zéro, il faille diminuer chaque racine de la proposée d'une quantité égale à l'une d'elles, ce qui suppose que l'on sache résoudre celle-ci.
L'évanouissement du terme en a"~* dépend de la résolution d'une équation du premier degré
Si l'on a
F{.T) = a„.v'' -^ a„_iX"'-^-\-, ,,-haQ, l'équation précédente pourra s'écrire
— na„/i H-a„«j = o;
d'où l'on déduira
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et l*équatioD
ne contiendra pas de terme en x""*.
Par exemple, l'équation générale du troisième degré
pourra toujours se ramener à la forme
j:'-f- pjP -f- <7 =r o.
A cet effet, il suffira de remplacer x par x — 5— et de diviser le résultat par le coefficient de x^ dans la transformée.
L'équation du second degré
.T*-{- px H- ^ = O
se ramènera à la forme
En remplaçant x par x — y les racines de la transformée sont
celles de la proposée sont donc
Z. — RECHERCHE DES HACIHES GOHHEISURIBLES. Théorème I. — Une équation de la forme
x^-h a^-x-J^'^ 4-, . . H- r/jj- -f- a^=: o,
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dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de X est l'unité et dans laquelle les autres coefficients sont entiers, ne saurait avoir de racines fractionnaires.
En effet, si a; = - satisfaisait à cette équation, p et q désignant des entiers premiers entre eux, on aurait
pn pn^X p
OU bien, en multipliant par y"""*,
pn
et l'on déduirait de là pour— une valeur entière, ce qui
est absurde puisque p'^ et q sont premiers entre eux. (On sait, en eff'et, que si y:; et y sont premiers entre eux, /?" et q le sont également. )
Si Ton donne une équation à coefBcients entiers de la forme
et si Ton change x en —y cette équation prend la forme
Ses racines ont été multipliées par an, mais, en vertu du théorème précédent, elle ne contient plus de racines fractionnaires; la recherche des racines commensurables se ramène donc en dernière analyse à la recherche des racines entières.
Théorème II. — Les racines entières de l'équation à coefficients entiers
F(j:) = x'»-h #ï,,_t.r''-»-f-. . .-f. rtj.r -h <7o= O
ne peuvent se trouver que part, nier terme.
i les iliviseurs de to/i der-
:ine entière de celle équalion, par X — u{l. I, p. 41); d'après
Soit, en effel, d F(j:) devra êlre di
la manière même dont se forment les dilTërenls termes du quotient (t. l,p. 4'}' °° *oî^ ^"^ *^^^ termes auront def coerficients entiers. Or, de quelque manière que l'or opère la division, on doit toujours trouver pour quotient le même poIjoAme. Nous allons alors ordonner par rapport aux puissances croissantes de x et nous diviserons F(a) par w — j?, ce qui ne fiiît que clianger le signe du quotient; les coefficients devant être entiers, Og : m, premier terme du quotient, devra donc être un nombre entier, ce qui démontre notre théorème.
En poursuivant le raisonnement précédent, îl est facile de constater si le nombre u, diviseur de a^, est une racine de F [x'j ■= o. Achevons la division : si dans le courant de l'opération nous rencontrons un coefficient fractionnaire, nous nous arrêterons, car oi ne sera pas racine. Cette méthode a l'avantage de fournir immédiatement une équation débarrassée de la racine m, de degré inférieur à F( J:^), partant plus facile à résoudre et admettant du reste toutes les autres racines de F(jr).
Pour bien faire saisir l'esprit de la méthode précédente, nous l'appliquerons à l'équation
x^— 8-r'-i-^j-' + ^^j;»_ iGo.r + 3' = o;
nous vérifions immédiate meot que + 1 et — i ne sont pas racines ; il faut essayer successivement les diviseurs de 3a : nous commencerons par les plus petits, les calculs éUnt ainsi plus faciles. (Nous verrons un peu plus loin qu'il n'est pas toujours nécessaire d'essayer tous les diviseurs, parce que l'on détermine facilement des nombres au delà desquels il n'existe pas de racines de l'équation.)
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Si Ion essaye le diviseur a et si Ton divise
32 — 1 6oar -h 74 -^^ ^~ 7 •'^' — Su*-}- x' par 2 — X, on trouve pour quotient
iG — 7227 -f- .r' -H 4^^ — ix^. . .;
le terme en x^ donne un reste; donc 2 n'est pas racine : c'est du reste ce qu'indique la suite de la division. On verrait de même que — 2 n'est pas racine. Si l'on divise par 4 — -3;, on trouve au contraire pour quotient exact
En divisant de nouveau par 4 — J^, on reconnaît que 4 est encore racine, et l'on trouve pour quotient
On est ainsi ramené à chercher les racines de l'équation
qui n'admet pas de racines entières.
EXERaCES ET NOTES.
Toute équation algébrique peut se mettre sous la forme
jt' X a^ a
Ses racines sont alors a,b,c^ • • • i A n^^iâ <^ll^'â sont supposées inégales. 2. Soient A et 6 des nombres commensurablcs, et v^ un nombre
irrationnel, loule équation à coefficients entiers qui admet n fois b racine a-^-yJb admet le même nombre de fois la racine a — |/S.
3. Soit F(j:] = (x — ^)(x — ^)...(x — /],le déterminant suivant est indépendant de x :
4. OÂo, AoAi, Âi As, ... sont des droites de longueurs données oé, ^1, ^/2, . . .; la première est perpendiculaire sur la seconde, celles! sur la troisième, etc. OKi fait avec OAo un angle f ; par le point Ki, oè
Ks
OKi rencontre AoAi, on mène une perpendiculaire K i Ki sur OKt ; par le point Ks, où elle rencontre Ai As, on lui mène une perpendiculaire, et ainsi do suite, etc. Prouver que
ArtKn = /iqH- ^1 tang<p -h «j tang*^
an tang" 7.
En conclure un moyen de résoudre graphiquement Téquation
Un appareil pour la résolution des équations, fondé sur ce principe, a été construit par M. Lill.
5. Trouver le plus grand commun diviseur de plus de deux polynômes
Étant donnée une équation
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on remplace les cocfTicicnts a„t, ^m-i* . . . , ^'o respectivement pardef nombres b„ij ffm-i, . . ., ^o qui en diflerent peu; calculer Terreur commise ainsi sur les valeurs do j:.
Posons &/=/?/+ 1^7/ : on aura, par exemple^
(l) X= ff («^, flm-l, . . . , ^'o)
et, par suite,
En développant le second membre par la formule de Taylor, on a, eo tenant compte do Téquation (i),
Ax ^ ln„, y„, ( fT„i -h 0 l<t,„ ./'/,„_ t -H 0 ^ft,„-^ . . . . )
-h ^f^n,-l <p,„-i (n„i-i- 0 A.7,;t, ff„i^i -+- OA'/„i_i, . . . ) >
?m, Ç'/;i-i, • • • désii^nant les dérivées dof relatives à /7;„, ^m-i, . . . el9 désij^nant un nombre compris entre o et i. A-c est l'erreur : la formula prccédonto vn donnera facilement une limite supérieure. On a en effet
yi = — x' : [/tiff,„x'"-i ■+■ (/// — i)r/„i_i.r'"-2. . .] ;
ainsi, en appelant q ce que devient x quand on remplace ai par
ni-^Olfi/,
d'oii l'on conclut facilement une limite supérieure de Terreur Aj:.
13. L'équation .r'«H- Pu:'"-» 4- Q-r^^-î-H. . . T = o a des racines imaginaires si P* —'^Q < '" TT*.
(Faa de Bruno, Journal de Liouvillfi, !'• série, t. XIV).
a. Une équation du troisième degré à cocfGcienls rationnels ne
peut pas avoir de racine de la forme a -+- y^p -h ^y^ à moins que \^ soit un nombre rationnel. (Léonard de Pise.)
15. Dans quel cas un polynôme est-il divisible par sa dérivée?
Condition pour que
JT* H- ^\p^^ -+■ Qtfjx^ -h 1 rx •+- s — o
ait une racine double, triple, quadruple.
18. Soient U et V deux polynômes entiers en x et X une quantité indépendante de x. Si
U-XV = o
a une racine double, elle satisfait à Téquation
UV'-VU'=o.
(Jacodi, Fundamenta nova.)
19. Soit D le plus grand commun diviseur entre /(x) et sa dérivée P(j:)\ soient de plus
Le produit dos facteurs de f(x) dont Tordre de multiplicité est n est le plus grand commun diviseur entre P et Q — /iP', P' désignant ladérivée de P. (Ostrogradskt.)
20. Soient a, b, c, . . . , / les racines de/(x) = o au nombre de w, le reste de la division de/(j:) par /'(x) est
(SVLVESTFÎR. )
I. — UARCHi: A SDITHE FOCB RÉSOITDBE UNE ËaDATIOI
On ignore à qui l'on doit la résolution des équations du I premieretdu second degré; Tartaglia, Hudde, Cardan, etc., is ont appris â résoudre celles du troisième (*}; Louis I Ferrari, disciple de Cardan, a résolu celles du quatrième; les l eflbrts des géomètres ne les ont pas conduits au delà du qua- ) U'ième degré, et Abet a démontré que l'équation générale du l cinquième degré ne pouvait être résolue en ne faisant usage Lque des signes H-, — . ,, ;, \J usités en Algèbre. (Pour la \ démonstration du théorème d'Abcl, voir : i " ses OEuvres ou ■* \'j4lgèhre supérieure de J.-A. Serret; 3" ou la 27iéorie L des substitutions et des équations algébriques de C. Jor- L dan.} On ne sait pas en général résoudre les équations I algébriques; on sait encore moins résoudre (j'entends au I moyen de formules analytiques) les équations transccn- I dantes, mais on peut approcher tant que l'on veut de la I valeur numérique des racines. Viète (i54o-i6uo) est le I premier qui se soit occupé de ta résolution numérique des I équations de degré quelconque [De nuruerosa polifstntani I ail/cctaium resolutione.)
(*) L'équttioQ du MCOnd de;;ri ei I* Piia(FitKinicci}.
L. — Algthrt, Ul
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Pour résoudre une équation algébrique, on la débarrasse de ses racines multiples par la méthode donnée (p. i5); pour résoudre une équation transcendante, on essaye également d'en faire disparaître les racines multiples, maïs souvent on ne pourra pas constater leur présence et encore moins s'en débarrasser. Cela fait :
i" On cherche des limites au delà desquelles il n'existe plus de racines; afin de diminuer rintcrvallc dans lequel on doit chercher les racines, on essaye de resserrer autant que possible ces limites : nous verrons comment on peut trouver de telles limites.
2° S'il s'agit de résoudre une équation algébrique, on procédera à la recherche des racines entières, parce que cette recherche simplifie toujours l'équation, mais on ne procédera à cette recherche qu'après avoir trouvé les limites des racines, afin d'éviter les essais infructueux autant que possible.
3'* On cherche des nombres séparant les racines, c'est-àdire tels qu'entre deux de ces nombres il n'existe qu'une seule racine de l'équation à résoudre.
Le but de ce Chapitre est de montrer comment on peut séparer les racines d'une équation.
Quand ces opérations préliminaires sont terminées, on ap|)lique alors les méthodes d'approximation, qui ieront l'objet du Chapitre suivanl.
n. " PROPOSITIONS FONDAMENTALES.
Nous allons avoir souvent besoin de former la valeur d'un polynôme donné pour une valeur donnée de sa variable : voici le moyen le plus expcditif d'arriver au résultat.
Soient m la plus haute puissance de x, a/ le coefficient de jc', s la valeur numérique attribuée à x; après avoir
formé le prodail i(a„, on y ajo le résultat par s. On ajoute «m.
LÎplie ce nouveau résultai par s, el ai régie n'a pas besoin d'être démontrée.
Thëohème. — Désignons par F( j ) u en X à coefficients réels.
l" Si¥{a)elF{l>}sont de signes cor,
te «m_i et l'on multiplie ( au produit et Ton mul-
nsi de
jite. Cette
I poljnôme entier mires, l'équation
admettra au moins u
e réelle comprise entre a et b, 1 tout cas un nombre impair de racines comprises entre ces limites,
t" SiF(a) et F[b)sont de marnes signes, l'équation [i) n'aura pas de racines comprises entre a et b, ou bien en ■ aura un nombre pair.
En effet, la fonction F(.r) étant continue entre les limites a et b, si F(rt) el F{i) sont l'un positif, l'autre négallf, zéro sera une valeur intermédiaire par laquelle F(x) devra passer; en second lieu, je dis qu'entre a el i il existe forcément un nombre impair de racines. Pour le i démontrer, désignons par et, ^, y, . . ., X les racines comprises entre a et £; plusieurs d'entre elles pouvant être égales, on aura
f {x) désignant le produit des facteurs binâmes de F(x) correspondant aux racines non comprises entre a et .*■. f (n) et flb) sont deux quantités de même signe, sans quoi tf [x) pourrait s'annuler entre les limites a et b, serait par conséquent divisible par un facteur tel que x — m, u étant compris entre a et b, et pourrait se mettre sous forme
et P{x) s'anDulerail pour a: ^ <Ji; x, ^, y, . . . , X ne 96raienl donc pas les seules racines comprise- cnli'o a et l>. Ceci posé, si l'on fait successivement a::=n, j := & dans l'équation (a], le premier membre prend des valeurs de signe contraire ; il doit donc en être de même du second. OrŒi(") elf (A) sont de même signe; donc
sont de signe contraire, ce qui ne peut avoir Itcu que si les facteurs (x — a), (x — fi), ..., (x — X) sont en nombre -«, rt — p el A — p, ... sont de signes contraires, et par suite le nombre des racines «, , , X est impaii'. Si au contraire F(rt) et F(i) étaient de même signe, a, ^, . . . , X devraient être en nombre pair OU nul. C. Q. F. D.
RF.MAnQL'R. — Ce théorème aurait encore lieu si F[x) était une fotiction quelconque continue entre a et b, mais n'ayant entre ces limites que des racines d'un ordre de multiplicité entier, car F(x) serait encore Je la forme (a).
ConoLLAiBË I. — Toute éiiuatlon F(x) ^ o de degré intpair à cue/ficienl.t réels admet au moins une racine rralle et toujours un nombre impair de racines réelles.
Car le premier membre prend les valeurs -h oo cl — w quand on y fait .r = ±ao et j'^ zp oa .
ConoLLAinE II. — Toute équation F(i) ^ o de degré pair à coe/Jicienis réels admet un nombre pair de racine* réelles, ce nombre pouvant du reste se réduire à zéro.
Car son premier membre a le même signe pour
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CoïOLLiiDE III, — Tonte pquation F(x)^o de degré pair, dana Itit/uelle le premier terme et te dernier sont de signe contraire, a au moins deux racines réelles.
En effet, F(o) et F{-\ F{o) et F(-c«) aussi.
3 ] sont de signes contraires,
m. — UIEITES D£8 BACIHES.
On appelle limite supérieure (ou limite inférieure) des racines d'une équation un nombre supérieur (ou inférieur) à la plus grande (ou à la plus petite] des racines de cette équation.
Une limite supérieure des racines d'une équation F(x) = o est un nombre qui, substitué à la place de l'inconnue X, fait acquérir au premier membre un signe qu'il ne perd plus pour des valeurs supérieures de x.
Soit, en clTet, ). une limite supérieure des racines positives de F(.r) ^ o et supposons F()) positif; si l'on avait, pour une valeur a de j~ supérieure à /, F(«)<^o, il y aurait une racine de F(jr):^o entre A et «, ce qui est impossible, puisque ^ est plus grand que la plus grande racine de ¥{x) = o.
Une remarque analogue pourrait être faite sur la limite inférieure des racines positi^■es et sur chacune des limites des racines négatives.
Réciproquement, si. pourx>i, F(x} conserve toujours le même signe, À est une limite supérieure des racines; si, au contraire, poura-^X, F{x] conserve toujours le même signe, l est une limite inférieure des racines.
C'est sur ce principe que nous allons nous appuyer dans la rccbcrcljc des limites des racines; nous indiquerons seulement le moven de trouver une limite supérieure des racines positives. En cfl'et, la limite inférieure des racines
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posilives de F(x)= o est égale à la limite supérieure des
racines posilives de I*" ( ~ ) = o, que Ton peut ramener à la
forme /(x)= o,/* désignant un polynôme entier en x, en chassant les dénominateurs; de même, la limite supérieure des racines négatives de F(a:) = o est égale à la limite
inférieure des racines positives de F( j = o. Enfin la
limite inférieure des racines nép^ativos Tient autre chose que la limite supérieure des racines posilives de
Première MÉTHonE. — Considérons Féquation
¥[x)= x'* -h a„..ix"-^ -{- . . .-+-rt',./-'4-. . .4-
En supposant j:> o, en désignant par N la valeur du plus grand coefficient négatif et par a/x' le premier terme négatif, on a
ou bien
F(x)>.r«-iN
c'est-à-dire
et a fortiori
On rendra donc F (a) positif en prenant à la fois
La seconde formule pont s'écrire comme il suit :
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et elle sera satisfaite a fortiori si Ton prend
OU
n—ii-^
1 -h V^N est donc une limite supérieure des racines positives, et, si N > I, on voit que N -+- i sera a fortiori une limite supérieure des racines [*).
Seconde méthode, dite de Newton. — Si X est une valeur de x qui rend positif le polynôme F (or) et toutes ses dérivées, X est une limite supérieure des racines positives de F(j:)= o.
(*) Cette méthode permet aussi de trouTer une limite supérieure des modules des racincR. Soient en eflet /9m_p Pn^a» •••> Po ^^ modules respectifs de û^_,, tifv • • •» **-? **" \te\x\, écrire
et il est clair que, si Ton choisit le module r de x tel que
on aura
mod
cette inégalité subsistera pour des valeurs croissantes de r, et Ton satisfera à la piemière inégalité en prenant
R étant le plus grand des modules p^.,, /s,.,, . . ., p., ou en prenant r> 1
ou enfin en prena t r > K -f- 1 ; R -t- 1 ca donc une limite supérieure des modules des racines de F(jr) = o.
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En effet, en désignant par A une quantité positive, la formule de Taylor donne
F(X-f.//)=F()i) + AF'(X)-f.— F^(X)+...
Si donc F(X), F'(â), ... sont positifs ainsi que h^ F(X + /<) le sera aussi, quelle que soit la quantité posi tive h ; ce qui revient à dire que X est une limite supérieure des racines positives.
On peut généraliser le théorème précédent et lui donner une forme plus utile :
Soit F(j:) = o une équation quelconque dans laquelle F ( j: ) reste fini et continu ainsi que ses n premières dériifées quel que soit x\ si pour une valeur 1 de x on a
et si en outre, pour toute valeur de x supérieure à 1, on a F"(x)>'0, X sera une limite supérieure des racines de ¥{x) =o.
En effet, quel que soit le nombre positif A, on a
B étant compris entre zéro et i , et Ton voit que F(X -}- A) est une somme de termes essentiellement positifs si les hypothèses admises sont satisfaites; donc, pour toute valeur de X supérieure à X, F (a*) est positif et, par suite, ne peut être nul.
Pour appliquer la méthode de Newton, on commence par former les dérivées successives du premier membre de Téquation proposée F(x) = o en les divisant, si cela sim-
l ftliCe, parles facteurs numériques i, - — . -■: ■■•; jiuis
I on change le signe de F(x) s'il y a lîcu, de telle sorte que f F( + ocj ) soit positif.
Soit F"(x) une dérivée de F(x) qui reste positive pour [ a:>fl. [Si F{jr)est un poljnôme entier, l'avant-dernière i dérivée de ce polynôme, qui est du premier degré, restera L évidemment positive pour toute valeur a de x supérieure à f la racine de l'équation obtenue en égalant cette dérivée à I séro.] Si arend positifs F"-'{x}, F"-ï(x), .... F{x), era la limite cherchée; s'il n'en est pas ainsi, soîl t F''~i'{x) la dérivée d'ordre le plus élevé qui cesse d'être [ positive pour,r = «: on substituera dans celte dérivée des I nombres plus grands que a jusqu'à ce que l'on trouve un I nombre £ qui la rende positive. F"~'^'(i), ...,F''(A} seront ■ positifs, puisqu'ils le sont ponr j- = n<^è, en vertu du I théorème que nous venons de démonirer. On substituera I alors b dans les dérivées d'ordre inférieur an — p et dans r F(j). Si l'on obtient des résultats positifs, A sera la limite I cbcrcbée; sinon, on déterminera un nombre c d'une façon inalogue à celle dont on a déterminé b, et ainsi de suite.
Considérons, par exemple, l'équation
Cette dernière dérivée est positive pourx>- -r=; - V^x) ■ est positif pour cette valeur de x; F'(x) est encore positif
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ty/'jr c^lUï valeur de x; mais F x est négalif poarx= -=;
t//'it fjo«*Lre jjIu* srand que — ^ rendant F x positif sera
iil^r^ une limite «supérieure des racines de cette équation,
X = \ -ï par exemple.
M. I^:ruerre a fait connaître une méthode beaucoup plu A simple que c^-lle de Newton pour trouver une limite •up';rie»ire de^ racines de Téqualiun algébrique
On a 't. I, p. ^2 •. en divisant /l'x ) par x — a.
formule où Ton a posé
f'Ja}— A«.
/j^a; = A^a' — Am_ia-h A„_î, ....
Il résulte de cette formule que :
Si If nomhrf* positif a rend positifs f^ (a)^f^{a^^ ..., fm-t ^ ^i), f*f* nombre a sera une limite supérieure des racines positives de f( X)-=, o.
Lîi siipZ-riorilé de cette méthode sur celle de Newton consiste en ce que le calcul des polvnômesy, ,^/'2, ... est iriniiirn''nt plus fîicilc que celui dos dérivées de^^ chacun rj'eiix se déduisant du précédent en le multipliant par a et en lui ajoutant un nombre A.
Mi'.TiionE nu onoupEMENT nEs TERMES. — Souvcut la meilleure manière de trouver une limite supérieure des racines d'une équation consiste à décomposer son premier membre en plusieurs parties qui restent toutes positives;
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mais cette méthode, laissant beaucoup ({^arbitraire dans les calculs, demande à être maniée avec habileté. Le théorème général qui suit en facilitera l'application :
Considérons une expression de Informe
dans laifuello il existe une série de termes positifs suiv^ie d'une série de termes négatifs, ces termes étant ordonnés suivant les puissances décroissantes de x\ si¥[x) est positif pour a: = a^o,F(j:) restera positif pour toute valeur supérieure de x.
En effet, on peut écrire
F(x)=x'YA,,r--''4-A;„>K"-*H-...4-A„~^-...--^^
cria quantité entre parenthèses se compose de deux parties, Tone additive croissante, Tautre soustractive décroissante quand x croît à partir d'une valeur positive a quelconque de x; si donc F(a) est positif, F(j:) sera, a fortiori, positif pour des valeurs de x supérieures à a. L'équation considérée tout à l'heure
peut se décomposer en deux groupes, x^ — ix^=x^[x^ — 3)
et Sx^ — yx — S; le premier est positif pour x^ y/'i, le
second aussi : donc ^/3 est une limite supérieure des racines de ré(juallon.
TtlAITK D'aLGËBRS.
- HÉTBODE DIS SOBSTITimOllS SnCCESSmS POUB S£FAS£B LES BACIHE8 D'USE tQOAnOH.
Lorsque l'on vewl si^parer les racines d'une équation F{.r) = o, la première idé*; qui se présente est de substituer à la place de l'încon^iue, dans le premier membre de l'équation, didérenls nombres; lorsque deux nombres su fllsamment rapprochés donneront au premier membre des valeurs de signes contraires, ils comprendront au moins une racine (p. 34). En substituant des nombres intermédiaires, on pourra donc resserrer indéfiniment l'espace comprenant une racine et, ainsi, calculer les racines réelles avec une approximation qui ne peut être limitée que par la patience du calculateur.
Cependant, cette manière de procéder, dite méthode des substitutions successives, présente de graves inconvénients.
11 peut se faire que deux racines soient peu différenles, et alors on sera exposé à faire un nombre 1res considérable de substitutions avant de soupçonner l'existence d'une racine dans un intervalle déterminé. Lagronge, à la vérité, a proposé de former l'équation aux carrés des dilTérences ('), Soit X' une limite inférieure des racines positives de cette équation; si, à partir de la limite inférieure A des racines de l'équation proposée, on substitue des nombres A, A -H )., A -I- aX, . . - , jusqu'à ce que l'un deux, A -|- nX, devienne égal à la limite supérieure des racines de l'équation proposée, on est sûr que l'on aura ainsi séparé toutes les racines, et deux valeurs consécutives A ■+- il et A +(1 -I- i)i, qui donneront des résultats de signes con-
il loi Giirres dus dîlTunuicei
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Ixaires, comprendront une racine de l'équation proposée et une seule. Si les valeurs A -+-ii et A + (i-j- i)l donnaient des résultats de même signe, ces quantités ne comprendraient pas de racine de l'équation proposée; mais la mélliode de Lagrange est encore très difGeile à appliquer, car la formation de l'équation aux carrés des différences est une opération très pénible, qui peut ne pas dispenser d'un nombre très considérable de substitutions. Quoi qu'il en soit, la mélbode des substitutions successives ne doit pas être complèlctnent bannie et, danfl un grand nombre de cas, elle sera encore plus avantageuse que d'autres procédés dont la perfection théorique ne laisse rien à désirer. Nous alluns, dans les paragraphes suivants, f:iire connaître divers théorèmes qui conduisent aux méthodes de sépar^ition le nlus fréquemment en
V. — TSÉOBËIQ DE OESCABTES
Deux termes consécutifs d'une suite n, h, c, . . ., l forment une permanence lorsqu'ils sont de même signe cl une variation lorsqu'ils sont de signes contraires; nous appellerons variations ou permanences d'un polynôme F(x) ou d'une équation F(j:)^o les variations ou les permanences que présente la suite des termes de F{x). Ceci posé, Yoici en quoi consiste le théorème de Descartes.
Thëoheme I. — SiP{j) =^o désigne une équation algébrique dans lai/uelle F(x) représente un polynôme ordonné par rapport aux puissances de x, le nombre des racines positives de F(x) ^= o ne pourra Jamais surpasser le nombre des variations de la même équation, et la différence entre ces deux nombres, si elle n'est pas nulle, est toujours paire.
Pour dtSmonirer celle proposition, considérons nn poîj- DÔme ordunnÉ par rapport aux puissances décroissantes dex
Le signe de chaque terme ayant été rais en évidence, nous supposerons que de Ajt" à — Bx" exclusivement it n'j ait que des termes positifs, de — Mx" à + Cj:^ excluiîvetnent il n'y ail que des termes négalils, etc., le signe du dernier terme Sx" pouvant être quelconque.
Multiplions ce polynûme par j- — n, a désignant une quantité positive ; le résultat de cette multiplication pourra s'écrire comme il suit, en plaçant l'un au-dessous de l'autre les coefficients des mêmes puissances de x provenant des produits partiels du potynûnie par x el par — a :
Ax"-» -4- ...-CI JT-'+'H- ...-+• C ] .r'-^' -f- ... ± S I X"-'
Dans la première ligne, les coefficients des ditTérenls termes sont identiques aux coefficients de même rang dans le polynôme (i); dans la seconde ligne, les termes, à partir du premier jusqu'au terme en x""*"' exclusivement, ont le signe — ; ces termes pourront se réduire avec certains termes de la première ligne, mais, en tout cas, le terme A j.""*' de la première ligne ne se réduira avec aucun autre. Quant au terme en x"+', il a encore le signe — , puisqu'il
provient du produit par — a du ten
n jr""*"' dans le po-
lynôme (i), terme positif par liypoihèse; en se réduisant avec le terme immédiatement supérieur dans la première ligne, il fournira un terme négatif en x""*"' au produit total. Le même raisonnement prouve qu'au produit total le terme en j:*^' a le signe -f-, el ainsi de suite, en sorte que les termes en a:"*', x""^', xP^', ... du produit chercbé ont les mômes signes que les termes en x", x", xP, . . .
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timaltiplicande (i); donc, jusqu'au terme en :r'^', »■ désint l'exposant du Icrme à partir duquel le multiplicande W-ne présente plus que des permanences, te produit présente sau moins autant de variations que le niuliiplicande. J'ayoute que, si ce nombre n'est pas le nt^meau multiplicande Lt produit, la diflérence est nécessairement un nombre Ipair; en eiTei:
Si l'on considère deux termes présentant des signes con- Ktraires, pour passer de l'un à l'autre il a fallu changer de viigne un nombre impair de fois; cliaque changement de pUgne représentant une variation, ils comprennent un nombre impair de variations. Si l'on considère alors les ^termes en jr"'*"' et en x"*' du produit, on voit qu'ib "comprennent un nombre impair de variations; les termes en J-™ et en x" au multiplicande en comprenant une, la différence est un nombre pair. Ce qui vient d'être dit de l'intervalle compris entre les termes en x" et x" pourrait
1K répéter pour les autres intervalles qui correspondent à une variation du multiplicande; en sorte que, depuis le terme en x™"*"' jusqu'au terme en .v^' inclusivement, le produit possède un nombre pair de variations de plus que le multiplicande.
Mais le dernier terme :^ S flx" du produit est évidemment de signe contraire au terme en x'^' ; il y a donc là un nombre Impair de variations qui n'ont pas leurs corres-
» pondantes au multiplicande; donc le produit présente au nolns une variation de plus que le multiplicande, et en tout ras un nombre impair de variations de plus que le multiplicande.
En résumé, si l'on mulfif/lie par x — a un polynôme à I coefficients léeU, le produit préfente un nombre impair I tfe variations de plus que le multiplicande.
Ceci posé, considérons une équation algébrique à coef-
(al r(.) = o.
Appelons X le quotient de F (or) par le produit de ses facteurs linéaires correspondant aux raciues positives de l'équation (a); six n'est pas une quantité indépendante de X, ce sera un polynùaie qui pour a; = o elx = oo conservera le même sij^ne, et dont le premier et le dernier terme seront par conséquent de mêmes signes : il présentera donc un nombre pair de variations. Si nous multiplions alors X successivement par chacun des facteurs linéaires de F(x) correspondant à ses racines positives, on introduira à chaque opération un nombre impair de varialions et l'on reproduira Jinalemenl le poljnûme F(j"). Soit alors/» le nombre des racines positives de F(x), le nombre de variations de F(.r] sera ua nombre pair augmenté de /' nombres impairs, c'est-à-dire un nombre pair plus/) (*J. c. y. F. D.
Cor.oi.LAïuEl. — Considérons une équation àcoefTicients réeIsF(-i.) = o et sa transformée en — x, F( — aj = o, le nombre des racines négatives de F(,r) =: o ne pourra pas surpasser le nombre des variations de la transformée
CoROLLAine II. — Si une èifuation algébriz/ue a toutes ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal
jéga-
nbre des variations, et le nombre des
tives est egi
;ala
lombre des variations de la transformée
En eB'et, soient m le degré de l'équation, v le nombre des variations, i^le nombre des variations delà transformée en — X, p le nombre des racines positives, n celui des racinfi négatives. Soient Ox^ et H.i* deux termes consécn-
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tifs quelconques de réqualion. Si v est égal kfi — i, il est évident que, si ces termes présentent une variation , les termes correspondants de la transformée en — j: n'en présenteront pas, et vice versa. Il résulte de là que, relativement aux deux termes Gx^, Hx", la somme des variations de Téquation proposée et de sa transformée en — x est au plus égale à i si u — v est égal à i , et au plus égale à a dans les autres cas. Donc cette somme est toujours égale ou inférieure à fjL — V. On a donc
c'est-à-dire
Mais on a
ou
Mais, puisque l'équalion a toutes ses racines réelles,
on a donc
En comparant cette formule avec (3), on en conclut
ou bien
Les formules (4) donnent alors
!.. - Ali;cbrcy III. 4
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Corollaire III. — Toutes les Jois quil manque un terme entre deux de mêmes signes, ou deux termes entre deux de signes contraires, cette circonstance introduit un couple de racines imaginaires au moins.
En effet, si Ton considère deux termes consécutifs Oxf'f Hx% la somme des variations de la proposée et de la transformée en — X relativement à ces deux termes est
0 s'il manque un terme entre G. r** et 11 x* de mêmes signes.
1 » deux termes • de signes contraires. I » deux termes » de mêmes signes.
Dans ces trois cas, et a fortiori s'il manquait plus de deux termes, la somme des variations de la proposée et de la transformée en — x relatives à ces deux termes serait au plus égale à |jl — v — 2. On peut donc écrire
(i) v-\-v'^ni — a5,
s désignant le nombre de fois que la circonstance en question dans l'énoncé se présente. On a en outre, en appelant i le nombre de couples de racines imaginaires,
de (i) et (3) on tire
n -¥ p 2 f>^ — '-* ^ î ajoutant avec IVqualion (2), on a
oli — 2S ou i^is, ce qu'il fallait prouver.
CtlÀVITltE II.
VI. — DÉMOKSTB&TIOir D'US UamE WPOBTAKT
TbéobêmbI. — Soit f [a:) une fonction continue ainsi tjue
1 dérivée pour x^a; si l'on a/{o) = o,/(x) etj'[x)
seront de mêmes signes pour des valeurs de x un peu
supérieures à x, et de signes contraires paiu- des valeurs
de X un peu inférieures à a.
Soit m l'ordre de multiplicité de la racine a, on aura f (.r) n'étant ai nul, ni infini pour x^a,oa en conclut
d'où
/(^)^;_,. _s ff^)
, si X est suffisamment voisin de a, le multiplicateur Mc a: — a sera très voisin de — et yr — aura le signe de
X — a. Il passera donc comme x — «du négatif au positif
qriBnd X croîtra en passant par a, ce qui démontre notre
théorème. Cette démonstration suppose que <9' {x) n'est
s infini ; en voici une autre qui n'est pas sujette au même
iconvénient. On a, par la formule de Ta^lor,
/(,)=/(.H-(;r-,l/'[«+>(.r-.|l, pétant compris entre o et t. Si l'on fait/(n)=: o, on a /(.) = [..-<. )/'[« + 0[--«)];
f[a-\-B{x — a)]esldcmémesigneque/'(x} sixestsuf- 'lammenl voisin de a : le théorème se trouve donc ainsi lBU pour le cas où_/''(x)^o.
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On peut encore démontrer le théorème suivanti
Th^.obemb II. — Soit y (x) une Jonction qui s'annule pour x = a, mais en restant continue ainsi que ses dérivées; soit f"f^x) la première de ces dérivées différente de zéro pour X = a; si l'on désigne par c une quantité positive sujjisamment petite, f [a ± e) aura le signe de [± 1)"^" (à).
En effet, la formule de ïaylor donne OTyf{a),J'{a), . . ., /"■"*(«) étant nuls, on a
f{adz^) = —^(±i)-f'{a±Os);
or, f"[a±Qe) est de môme signe quey^(a), si « est assez pclii; le théorème est donc démontré.
Vn. — THËOBÉHE DE BOLLE.
On donne aujourd'hui le nom de théorème de Rolle à des théorèmes qui sont des généralisations plus ou moins étendues d'un théorème énoncé par Ilollc, et dont il a fait usa^c dans une méthode qu'il avait inventée pour la résolution des équations et à laquelle il a donné le nom de méthode des cascades (*).
(*) Rolle donne le nom de cascades à une équation algébrique /(*) =0, dniiî, laquelle /'(x) csl \\n pohnôive entier^ et aux équations /'(jr) = o, J"(j:) = Of ...; il apiellc hypothèses d'une cascade /'(or j = o, les racines de l'équation /'+' (a:) = G et une limite supérieure des racines de /^{jl) = 0. Eufia il ai>pi*lle racines effectives d'une éf/uation ses racines po-
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Voîcî maintenanl l'énoncé du théorème de RoUe textuellement copié dans son Algèbre ( 1690) :
<c Lorsqu'il j a des racines effectives dans une cascade, les hypothèses de cette cascade donnent alternativement l'une -H et l'autre — . »
Nous ferons d'abord quelques remarques; nous rappellerons que (t. II, p. i6j) :
*Si f{x) s'annule pour x = aetx = beta une dérivée bien déterminée pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b,/'[x) s'annulera pour une valeur c de x comprise entre a et b.
En particulier:
SiJ{x) est un polynôme entier, deux racines réelles de Inéquation /(x) — o comprendront au moins une racine de Inéquation f'{x) = o.
Mais on peut aller plus loin :
f{x) désignant toujours un polynôme entier , deux racines consécutives a et b dej\x)= o comprennent toujours un nombre impair de racines dej^[x) = o.
En cfTet, soit e une quantité positive assez petite pour que m f[x) u\f\x) no chanjje de signe quand .r varie entre a et a -f- c ou entre b — e et i ; d'après le leninic démontré
, , , fa-^i /"/; — s) ,
au parairraphe prccécicnt, '-,.' et ■.— -serontde
signes contraires; mais, a et b étant racines consécutives deJ'{j'),J(a -f- «) ot /'{b — c) sont de mêmes signes; donc y*'(rt-H£) ci f\b — i) sont de signes contraires; donc entre « -h e et b — e, ou entre a et &, il y a un nombre impair de racines dey^(x) = o.
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Ce théorème s'appliquerait encore à une Jonction traitscendante continue entre a et b f{x), si, entre a et b, ft^x)=:o n'avait quedes racines d'un ordre de multiplicité entier. En ei'fei, rien n'a supposé y(j:) entier dans notre raisonnement; on a seulement admis que,/' (« + s| el J''[li — e) étant de signes contraires, a + ! et li — t comprenaient un nombre impair de racines dej''[j:)^ o. Ce qui n'est pas vrai pour toutes les formes dcj[x).
Il résulte de ta remorque précédente que :
Entre deux racines def[x)=o consécutives, il ne peut exister plus d une racine de f\x ) =^ o ; sans quoi) entre deux racines dey*(x) = o, il n'y aurait pas toujours une racine de/'(a:) = o.
De toutes ces remarques résulte le théorème de Rolle, que nous traduisons en langage moderne ;
TflÉoiiLME DE RoLLE. — Soit f[x ) un polynôme entier; soient a, 6, c, ..., l les racines réelles de f (x)= orangées par ordre de grandeur croissante. Formons la suite
Elle présentera autant de variations que l'équation f{^x)^0 aura de racines réelles, et les quantités — oo ,
a, b, ,.., l-\-ca serviront à séparer les racines de f{x) = o, c'est-à-dire que Jiy( a ) etj\ b ) sont, par exemple,
de mêmes signes, il n'j aura pas de racines de J\x)
entre a et b, tandis qu'il n'y en aura qu'une si f[a) et f[b) sont de signes contraires.
En efTel, soient pelq deux termes consécutifs de la suite — oo , n, ô, . . . , / -t- 00 ; entre ;; et ^ il ne peut y avoir au plus qu'une racine àef[x) ^ o; il y en aura une si J{p) tl f{q) présentent une variation, il n'y en aura pas s'ils présentent une permanence.
ConoLLiinE. — Pour qu'une éqoalion/'(j-) = o, /(:r) désignaat un polynôme entier, ait toutes ses racines réelles, il faut et il sulfil que, a, b, , / désignant les racines de
( jr) ^ o, i" toutes ces racines soientréeltes; a" qu'étant tngées par ordre de grandeur, la suite
Be présente que des variations.
Nous appliquerons ces considérations à la recberchc de b condition de réalité des racines de l'équation
li l'équstion{i) a toutes ses racines réelles, l'équalion (a) ara ses racines réelles aussi. Il faut donc que /> soit légatifpourqueréquation(i) ait toutes ses racines réelles; gais il faut en outre", et il suflil, que les racines de équation (a), substituées â la place de :t'dans l'équation (i), Durnissent, la première un résultat positif, la seconde un iaullal négatif.
Les racines de (a) sont li: i/— |; en substituant ces valeurs dans te premier membre de l'équation (i), on a
en prenant le sif;ne — . on devra donc avoir
OU bien
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ce qui a lieu si gr > o et ce qui donne, si y < o,
en prenant le signe + devant le radical, on aura au contraire
ce qui a lieu si q <Co et ce qui fournit le même résultat que tout à l'heure si ^r >► o ; ainsi — + y < o est la condition de réalité des racines. Si Ton veut savoir dans quel cas les racines sont égales, il suffit d'exprimer que les équations (1) et (2) ont une racine commune : le résultat auquel on arrive ainsi est l'une des formules (3) ou (4)i dans laquelle on remplacerait le signe >> ou < par =. On est donc conduit à l'équation de condition
Pour que l'équation (1) ait ses trois racines égales, en d'autres termes, pour que a:^ -hpx H- {/ soit un cube parfait, il faut que l'équation (2) ait deux racines égales, ce qui ne peut avoir lieu que si /; = o; mais alors l'équation (1) se réduit à
Pour que cette équation ait ses racines égales, il faut que f/ = o. Du reste, x = o satisfaisant à l'équation dérivée, x' = o devait satisfaire à l'équation (i), ce qui exigeait que l'on eût p = y = o.
TOI. — THÉORÈME SE BUDAH ET FOURIER
Théokème. — Soit F(x) =0 une équation algébrique; si l'on considère la suite
formée de la Jonction F(x) et de ses déris^ées, et les deux suivantes :
(2) F(«), P(a), F"(«), ..., F-la),
dans lesquelles a représente un nombre inférieur à P; si, de plus, on désigne par v le nombre des variations de la suite (2) et par v' le nombre des variations de la suite (3), 1° On aura toujours
2° Si l'on désigne par N le nombre des racines de F(x) = o comprises entre a e^ j3, on aura
3° Enfin, In dijjérence [y — i*') — N svra toujours un nombre pair.
Pour démontrer ce théorème, observons d'abord que le nombre des variations de la suite (i) ne peul changer que si Tun des termes passe par zéro ; le dernier terme étant
(*) ('e théoiôino, trouvé à pou près en même temps par Fourier et par Iluduii, a i>u un grand succôs, mais il a beaucoup perdu de son importance après la dccouvt>rtc du thi'on'me de Shirm que l'on va lire ci-après; quoi qu'il en soit, le théorème de Budan, moins parfait en théorie que celui de Sturm. est d'une application assez t'ucilo, taudis que celui de Sturm rebutera souTont le calculateur lu plus intrépide.
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indi^pcndant de x, nous n'aurons que deux cas à e
i" Le premier terme de la suile (i) passe par zéro pour X = X; soîl F''{x) la première dérivée de F{x) qui ne s'annule pas pour x^i; F[J-f-ï), F'{X-|-ï), ... seront demémesignequeF>{X);quanlàF{X — e},F(> — e), ..., ils seront alternalivement de môme sigue el de sign« contraire à F^(X), en sorte que le passage par/, l'era perdre à la suite (i) ju varialious. Or, nous avons vu (p- i3) que, si F^(x) était la première dérivée de F(x) qui ne s'annulait pas pourx=: X, F(x) = o avait ^ racines égales à X ; on peut donc dire que, toutes les fois que x passe par une racine de F(x) ^ o, la suite (i) perd une variation, une racine multiple d'ordre fx étant considérée comme jouant le même rôle que /n racines simples.
a" Si l'uD des termes F'{x) de In suite (i) passe pai zéro pour x ^1, F(X] étant censé dilTérenl de zéro, nous supposerons F'~'(),) dilTérenl de zéro. Soit alors F/(x) la première dérivée de F'{x) qui ne s'annule pas pour .r;=X; F'{X+ï), F^* (l + e), ... seront de môme signe que F*(X), et F'(X — b), F'-»-' (X — e), ... seront alternativement de même signe et de signe contraire à F.'{X}. Le passage par X a donc fait perdre à la suile (■) un certain nombre de variations, el, comme F'~*{x) el F'ix) n'ont pas changé de signe, le nombre des variations comprises eulre ces termes n'a pas changé de p.irilé.
En résumé, x variant de a à j5, la suite (i) a perdu un nombre pair de variations (ou zéro variations] par ses termes intermédiaires, et un nombre de varialions N égal à celui des racines comprises entre a el (i par son premier terme; on a donc
IZ. — IHËOBËKB DE STIIBM.
Aucun des théorèmes précédents ne peut servir à séparer à coup sur les racines d'une équation, mais Ils suftisent dans la plupart des cas. Au contraire, le théorirne que l'on va démontrer permet de décider combien il exisie de racines réelles d'une équation algébrique comprises entre deux limites données : il est à regretter que ce ihéorème soit d'une application aussi pénible.
TnËonÈME I. — Soient Vo un poljnôme entier en jc, V, sa dérivée; divisons Vn par V( ; soient Q, le quotient et — V, le reste; divisons V, par Vj ; soient Qi le quotient et — V( le reste, et ainsi de suite. Supposons que l'équalio«Vo=:o n'ait pas de racines égales (et Con peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi), on finira par tomber sur un reste numérique dijj'érent de zéro que nous désignerons par — \ „ \ ceci posé, le nombre des racines réelles de V'o = o comprises entre deux limites données a et^ est égal au nombre de variations que perd ta suite
quand x varie de aù^.
D'après la définiiion des quantités V,,, V,, ,,., V„, Q,, Qj on doit avoir
I|r, 1° deux fonctions Vf_t, Vf consécutives de la suite (i)
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ne peuvent s*annuler à la fois, sans quoi de
on d(îdiiirait V/^i = G et par suile V/^2 = o, etc., enfin V„ = (), ce qui est contre notre hypothèse, V« étant supposé indépendant de x; 2" si Tune des quantités Vo, Vj, V2, . . . s^annule, celle qui la précède et celle qui la suit immédiatement sont de signes contraires; si, en effet, dans Téquation (2) on fait V/:= o, on a V,..i = — V/^|. 11 résulte de là que le passage par zéro d'une des fonctions Vi, Vo, . . ., V„_i n*allèrc pas le nomhre des variations de la suite (1). En effet, V,_i et V,.j.i ne pouvant s'annuler avec V/ conservent leur signe quand V/ change de signe; or, V,_i et V/+i étant de signes contraires, on ne peut avoir avant et après le passade de V/ par zéro que les combinaisons de signes suivantes :
Pour V^_i I -i-. -h ! H- -+- ] ' t
Pour V, - — : -,- -h
Pour V,.^, , ; -h
qui prrscnlent constnmment une seule variation^ mais (juaiid Vo passe par zéro, d'après ce que nous avons vu (p. Oi), il est d'abord de signe contraire à V|, puis, après le passage, de même signe que V| ^ la suile (i) perd donc une variation, et à chaque racine de Vq = o correspond ainsi une variation perdue; donc enfin le nombre tolal de variations penbies par la suite (i), quand a: vari(i de a à ,:, est i)icn égal au nombre des racines de Vo = o conq)rises dans cet intervalle.
On peut considérablement généraliser le théorème de Slurm, ainsi que Slnrm lui-même Ta fait, et lui donner une forme qui le rend infiniment plus utile dans les applica-
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lions ; car, il faut l'avouer, si le théorème de Sturm, tel que nous venons de Ténoncer, permet, théoriquement, de séparer les racines d'une équation comprises entre des limites données, il est d'une application presque impossible, à cause de la longueur des calculs qu'il exige. Voici le nouvel énoncé dont nous voulons parler :
Théorème IL — Si l'on a une série de fonctions de j:, continues entre les limites a et p, de la variable ( a <^ (3 ), à savoir
satisfaisant aux conditions suiv^antes :
1^ Deux fonctions consécutiv^es Vmf V^+i ne s'annulent jamais pour la même valeur de x ;
2° Quand l'une des fonctions Y m s'annule, celle qui la précède et celle qui la suit sont de signes contraires;
Z^ La dernière [ou la première) ne change jamais de signe quand x varie rfe a à j3,
Le nombre des racines réelles de Vo = o (ou de V,i = o) comprises entre a et j3 est és^af ou inférieur à la différence qui existe entre le nombre de variations que présente la suite (i) pour x z= cl et x = ^.
En efTct, la suite (i) ne peut gagner ou perdre des variations que par son premier (ou par son dernier terme), et à chaque variation gagnre ou perdue correspond une racine de Vo= o (ou V«= o).
Théoiikme III. — Aï, toutes les conditions du théorème précédent étant remplies pour la suite (i), quand la /onction Vo {ou \„) s'annule, la Jonction V| [ou V/,_| ) est de signe contraire à Vo [ou à V/,) avant le passage de cette Jonction par zéro et de monte signe après, la suite (i) perdra nécessairement autant de vainations
Ca TNMTK d'algëhbe.
quand on y fera successivement X = X, X = ^, ifueVn =o
(ou V,,^ o) (1 de racines réelles comprises entre aet ^.
Si V„ {ou V„) était de même signe que V, {ou V,_,) avant le passage par zéro et de signe contraire après, la suite (i) gagnerait nécessairement autant de variations que Vo = o [ou Vn = o) a de racines réelles entre a et p.
En effet, les variations ne pouvant se perdre ou se gagner que par le premier (ou par le dernier termej, cbaque fois que je passera par une racine de Vi,= o (ou de V,= o),il se perdra une variation si V, (ouV„_,) est d'abord de signe contraire à Vo {ou V„); il se gagnera une variation si V, (ou V„_|) est d'abord demêmesî|^ne que Vo (ou V„).
Pour faire comprendre l'utilité de ces théorèmes, nous sllons en faire quelques applications.
Pkemiére APPLicATiOM. — Le théorème J est encore vrai quand l'équation Vo = o « des racines multiples.
V„ dans ce cas est le plus grand commun diviseur de Vo et V,. Divisons tous les termes de la suite
Vo. V,, ..., V„ par V„ et soient
Uo, u„ ...,u,
les quotients; de l'égalité
on conclut
U^_, = U,Oi— D,v^,.
Donc : i" U,_i et U,- ne peuvent s'annuler en même temps, sans quoi U,^.,, U,.,.;, ... et Um= i seraient nuls, ce qui est absurde; a** quand U,= o, U,+, et U,_( sont de signes contraires ; 3° Um ^ i ne change pas de signe ;
in U, Va Uo Vo, , ..
4° comme "^^ " rr = y" ' ïT passe comme y- du nëgalifaa positif quand Uo ou Va s'aoDuIe; donc enfin le nombre des racines réelles de Un ^ o ou de Vu ^ o, abstraction faite de leur degré de multiplicité, comprises entre x et ^ est égui au nombre des variations perdues par la suite Uo, U, , . - . , U, ou, ce qui revient au même, par la suite Vo, V,, . . . , V«, quand on fait successivement^ = k,x^ ^. c. q.f. n.
Deuxième application. — Considérons la fraction con-
iLppelons Qit Qsi Qii ■ • ■ les dénominateurs des réduites iccessîves, et supposons a,, /?;, ng, . . . positifs; nous sQ,=x, Q, = ^= — flj,Qj = j:*— ^{ai-t-nj), ... , en général,
Ri) Qn^.^Qn-^ — InQn-i-
Ion suppose « ^ i dans cette formule, elle servira à
téfinir le terme Qo = Mdérons la suite
indépendant de x. Ceci p
Qo. Qi. Q,.
•Deux fonctions consécutives ne peuvent pas s'annuler 'en même temps, car en vertu de l'équation (a), si Q„ = o et Q„+, = o,on auraQ„_, = o, ... et Qo=o, ce qui est absurde, a" Toujours en vertu de(a), siQ„=:o, Qa+i etQs_i sont de signes contraires. S'Q» a un signe constant. Pour x^ — 30 , la suite n'a que des variations; pour j^ 4- ao , elle n'a que des permanences; donc Qn)=o a au moins
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m racines réelles; or Q^ est de degré m; donc Q« = o a toutes ses racines réelles. Résultat d'autant plus curieux que Ton n'a même pas l'expression générale de Q^».
Un dernier mot sur le théorème de Sturm.
Le ihéorùme de Sturm donne les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équationy*(j:)= o ait toutes ses racines réelles (ou c(>ni|)rises entre a et jS). Pour trouver ces conditions, il suiTit de substituer à la place de x, dans la suite des fonctions de Sturm, — oo et -H oo (ou a et |3) et d'exprimer que, pour la première valeur de a:, la suite ne présente que des variations, et que pour la seconde valeur de X elle ne présente que des permanences.
Par exemple, considérons l'équation
Les fonctions de Sturm sont
x5-H/Ar -I- ^, 3x*-hy^, — (2/?ar -h 3<7), — (27(7*-f- 4/'*)-
Si l'on fait x = — oo eta: = -f-oo,on trouve
— :o -+- X p, ce — (27 7*-f- 4/'^'),
4- GO -h oo — />. co — (^'7 ^'-^-4/'')• Si^on ap <^oci — (4/''-+- îi7y')>oou 4p^-+- îi7 7*<Co, la première suite n'aura que des variations et la seconde n'aura que des permanences, et, comme 4/^^+ ^7'y*<Co entraîne la condition /><^o, il en résulte que 4/^^ H- ^^y q^<Cio est la condition de réalité des racines de l'équation x^-i- px-i-q= o.
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Soit 2 7rN la quantité dont varie l'argument de la /onction entière F[z) quand le point z décrit un contour fermé C ; le nombre des racines de F ( z ) =:^ o contenues dans le contour G est précisément égal à N.
Lemme. — Quand le point z décrit le contour 0^ i argument d(f z — a croît de zéro ou de 27r selon que le point a est extérieur ou intérieur au contour. (Le contour sera
toujours supposé décrit par un personnage qui aurait l'aire du contour à sa gauche : c'est de cette manière que Ton peut définir le sens positif en Trigonométrie, quand le mobiic qui décrit les arcs se meut sur la circonférence du cercle trigonoinétrique. )
En effet, soient OZ la droite qui représente Timaginaire z, OA [ ou OA') la droite qui représente la quantité a ; la droite AZ (ou A'Z} représentera z — a (t. II, p. 66), et l'argument de z — « sera ranp^le X'AZ (ou X" A'Z) queAZ (ou A'Z) fait avec Taxe fixe OX {/ig* i).
Si le p(ânt A qui représente Timaginaire a est intérieur au contour, on voit que Targument X'AZ de :: — a varie de 2 7r quand le point Z décrit le contour et revient à son point de départ. Au contraire, si le point A' qui représente a est extérieur au contour, l'argument de z — a varie entre deux limites qui sont données par les tangentes extrêmes menées de A' au contour et que le rayon A'Z ne doit pas franchir. Cet argument reprendra alors sa valeur primitive quand le point Z reviendra à son point de départ.
L. — .4/ffèhre, III
Passons à la dcmonstration du ihéorème. Soit
Ou a (t. II, p. 68)
argF(3) = arg(5-- a) -f-argfs ~ b)-\- , . .-\- arg(a — /).
Si le point :: décrit le contour C, les arguments des binômes [z — a) pour lesquels a est intérieur à C croîtront de 9.7:, les arguments des autres binômes reprendront leurs valeurs primitives. Donc l'argument de F[z) aura précisément varié d'autant de fois 9.n que l'équation P{z] — o possède de racines à l'intérieur du contour.
Nous supposons, bien entendu, qu'il n'existe pas de racine de F[z) sur le contour même, ce dont on s'apercevrait d'ailleurs en faisant varier z sur ce contour.
Le nombre 1 N est égal à la différence entre le nombre
de fois que le rapport devenant infini passe du positif
au négatif et le nombre de fois oîi il passe du négatif au positif, les fonctions o et ^ étant données par la formule
Eu effet, si Ton suppose que sur le contour C il n'y ait pas de racine de F { ;? ) = o, cf et (p ne seront jamais nuls à la
fois; alors -? qui est la tangente de l'argument de F(«),
|)eut devenir infinie sur le contour C, mais ne prend jamais de valeur indéterminée. L'argument de F(c) est donc lui-même toujours bien déterminé. Soit w l'arc
compris entre - - et -i '■ qui ji pour tangente -7, l'argu-
ment de F (5) sera w - - Ât:, /,• désignant un entier. Faisons
cheminer le point :; sur le contour C. Tant que - reste fini,
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l'argument de F(^) reste compris entre les mêmes multiples de - ; mais, si çfz) s'annule, - devient infîni et Tar-
gument àcF[z) passe par un multiple de -• Alors :
1" Si - ne change pas de signe, l'argument de F(z) ne
franchit pas le multiple de - qu*il a atteint.
2^* Si - passe du positif au négatif, Targument de F(z)
qui a pour tangente - franchit un multiple de - en croissant, et sa valeur devient de la forme w -i- (A' -4- 1)71.
3° Si - passe du négatif au positif, l'argument deF{z) ?
franchit un multiple de - en décroissant, et sa valeur prend
la forme w -:- (k — 1)7:.
Alors, si n désigne le nombre de fois que - devenant infini
passe du positif au négatif, n^ le nombre de fois qu'il passe du négatif au positif, la valeur de l'argument de F(2), quand z aura parcouru tout le contour G, sera de la forme 0) -f- A" 71 -i- ( « — '^')7^> et (M> aura repris sa valeur initiale: donc ( /i — //) TT est la variation 2 tt N de l'argument de F (2 / .
EXERCICES ET NOTES
Exercices sur la recherche des limites des racines d'une équation.
i. Si l'on considère l'équation /(jt) = o, dans laquelle le coefRciout de la plus haute puissance m de x est i, si Ton appelle
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les lermcs négatifs et si N/ et Ny sont les deux plus grandes des
quantilôs Ni, Nj, ..., y^N/ h- v'^V sera une limite supérieure des racines positives de/(x) = o. (Lagrange.)
2. Divisons chaque coeflicient négatif de réquation/( j:) = o par la somme dos coefficients positifs qui le précèdent : la plus grande des quantités ainsi formées augmentée de i donne une limito supérieure des racines de {\x) = o. ( Bret. )
3. Cauchy appelle im/ice d'une fonction, pour uno valeur a de la variable qui la rend infmie, + i, o, — i suivant que la fonction passe en devenant infinie du positif au négatif, ne change pas de signe,* ou passe du négatif au positif. Cette notion de Tindice lui a été très utile pour démontrer d'une manière uniforme tous les théorèmes exposés dans ce Chapitre. Ure le Mémoire de l'illustre autour intitulé : Sur la théorie des indices des fonctions (XIX" Cahier du Journal de l* École Polytechnique).
i. Dans l'équation
qui ne renferme que les puissances impaires de x, il y a toujours une racine réelle comprise entre
(TcUEnYCIIEFF.)
Exercices sur le théorème do Descart^s.
î). Si, en multipliant le premier membre d'une équation algébrique par x — a^on introduit aX- -f- 1 variations, elle a au moins ik racines imaginaires.
0. Si, dans une équation ordonnée, il y a un coeflicient nul entre deux coofTicients de même signe, celte équation a au moins un couple de racines imaginaires, et au moins autant de couples de racines imaginaires que cette circonstance se présente de fois.
Si, dans une équation ordonnée, il existe deux coefficients consécutifs nuls entre deux autres différents de zéro, cette équation a au moins un couple de racines imaginaires.
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Si, dans une équation ordonnée, il existe trois coefficients consécutifs nuls entre deux coefficients de môme signe, cette circonstance décèle la présence d'au moins deux couples de racines imaginaires.
Si, dans une équation ordonnée, il existe quatre coefficients consécutifs nuls, cotte équation a au moins deux couples de racines imaginaires, et ainsi de suite.
7. Quand, dans une équation ordonnée, il existe trois termes consécutifs en progression géométrique, elle a des racines imaginaires. (En eflbt, soient /\r'-+- Xaj*'-^» -h Xa*j:''-î ces trois termes. En multipliant le premier membre par i — a x, on obtient une nouvelle équation dans laquelle il existe deux termes consécutifs nuls. ) (De Gua. )
8. Quand, dans une équation ordonnée, il existe quatre termes consécutifs en progression arithmétique, elle a des racines imaginaires. (En effet, soient «x'-»-(aH-^)x'-^-»-+-(a-hap)a:'-»-«-+-(a-T-3^)jr'-»-» les termes en question. En multipliant par i — x, trois termes consécutifs deviennent ^x'-*-* -i- p jt'-»-* -h p j:'+» et forment une progression géométrique.) (llBilllITE. )
9. Si, dans Téquation à termes alternativement positifs et négatifs
on a, quoi que soit /, ' ■ ' «v ■. ^ -: ►
cette équation a toutes ses racines imaginaires.
Soit
f(x) = Ao-»- Aix-r- Aï j:» -+-... -f-A,rtJ:'«, /i(.r^ ^ A;„, J^(j:)=- A,„.r-+- A;„_i, /s(-f) =^ A;„x«-f- A,„. iX-^ A„,-î. ...
Le nombre des variations de la suite
.A(«),./i(^), '",Jm(»),f{n)
est au moins égal au nombre des racines de f(x) = o supérieures à /i, et, s'il est plus grand, la diflcrence est paire ( on suppose Ao| o et a > o ).
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Ce théorème est dû ù Laguerre. M. Lucas propose de le démontrer en prouvant que, si Ton multiplie l'identité
fS''). .-. x'n-if.ln) -i- X- \f,(a -H. . .-h/;;, (./)-+- :;^'-^.
par X — b ou b^ ayOn introduit au moins une variation danâ le second membre de cette formule.
Exercices sur le tliéorème do Kollo.
H. On démontrera la formule
dans laquelle les exposants entre parenthèses représentent des dérivées relatives à x. Ainsi
12. On prouvera, en s'appuyant sur le théorème précédent, que réquation
a toutes ses racines réelles.
i3. L'équation
tn(m — \)\tn~-i)
a toutes ses racines réelles.
i4. Si l'équation /(.r) -4- ^/'(j:)-t-r/«/''(«r)-H...-+-^/«y«(x)=: o ou <p(j:) = o
a toutes ses racines réelles, l'équation /(x) = o aura aussi toutes ses
racines réelles (on s'en assure en multipliant <p par 6'"« et en prenant la dérivée)
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15. Si/i x) = o a toutes ses racines réelles, il en sera de môme de
j\x) ■+- xf\x ) :r=: Q, dc /(x ) -+- 4 xf (x) -k- x^f''(x ) =-^ O. GénéralisOF ce théorème.
IG. Si j\x) = o a toutes ses racines réelles, /'(.r) -h af[x) = o aura aussi toutes ses racines réelles. (Généraliser.)
17. Si /(x) = o a toutes ses racines réelles, f\f — /'* = o aura toutes ses racines imaginaires.
18. Si Ton a -^(/?)— y(^) = o et si la fonction <p reste Gnie et continue entre a et 6, si de plus elle a une dérivée bien déterminée dans cet intervalle, ^'[jo) s annulera pour une valeur de x comprise entre n et h.
Si A, B, C, . . . sont des nombres positifs, l'équation
aura toutes ses racines réelles. .\o peut-on pas déduire de là le théorème de Rolle relatif aux équations al;;ébriquos? Taire A - - B - . . . = L -~ i.)
24. Les racines de/(x) = o et de^j^lx) F {x) —f[x) V'[x) = osêparentcelles de F (x) = o. On suppose que/(x) et F (x) n*ont pas de racines communes. En appelant a et p deux racines successives de F = o,
(Maleyx. )
25. Si > désigne un nombre positif et si <p(x) = o, ^j/ (x) = o ont toutes leurs racines réelles, ^ (.r)Tj;'( x) -+- ^^(x) <p'(x) = o aura aussi toutes ses racines réelles. — Comment doit être modifié ce théorème quand (p =r o et>p = o n'ont pas toutes leurs racines réelles?
26. Si Ton multiplie les termes successifs d'une équation (p(x) = o ordonnée suivant les puissances croissantes ou décroissantes de x par les termes d'une progression arithmétique ou géométrique, la nouvelle équation -^[x) — o aura toutes ses racine^? réelles si <p(x) = o a toutes ses racines réelles. Il en sera encore de môme si l'on remplace les progressions par des suites de la forme i"», 2'»,3'«, ...,/w désignant un entier.
Exercices sur le théorème de Sturm.
L'équation
où /i x) est un polynôme de degré //, a toutes ses racines imaginaires si/(x) a aussi toutes ses racines imaginaires. [S'appuyer sur l'égalité
On peut en conclure que/( x ) -+- x/'( x ) -^x^f* ( .r ) 4- . . . -h x»/'» ( x ) = o a aussi ses racines imaginaires en même temps que /(x) =0.
29. Le théorème de Sturm permet de séparer et de compter exacte-
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ment le nombre des racines réelles de Téqnation
//i lit i ni — * ' «
•^ I I . Jl
A cet effet, on observe que
Vn désignant un polynôme do depré //, montrer qu'il existe une relation linrniro entre Vn-x y 1*/» ot P„4-i et prouver que l'équation P« = o a toutes s<^r. ra< inos réelles.
31 . Soit R le reste de la division de f(x) par sa dérivée; si / ~ o a toutes ses racines réelles, les racines de R -- o sépareront celles de
Si l'on |)ose
y I - -nxX'i-OL*
30. Si Ton prend la //'"'"• dérivée do ♦ -s^o /-^v^. i'j '" ' *
on trouve qu'elle est de la forme
74 TRAITE D AI^ÉRRE.
les coefficients Xo, Xi, . . . , X/,, ... seront des polynômes entiers en Xs étudiés par Legendre; toutes leurs racines sont réelles. (On admettra la possibilité du développement, mais on pourra la démontrer à l'aide de la formule du binôme généralisée. )
^. Si l'on pose
X H — — Zi= z,
jc* f — T = Zj, • . • 5 .r"*H — — — : Z|^, . . . , Zi, Zf, • • . , Z/m • • • seront
des polynômes entiers en z\ ces polynômes auront toutes leurs racines réelles. Si l'on pose
I -4- L\ H- L*i -+-•.• -H Ufi = U/i
l'équation U/, - o aura toutes ses racines réelles.
36. Soient V© un polynôme en .r, V| la dérivée prise par rapport à y de ce polynôme rendu homogène en multipliant ses termes par des puissances convenables de y\ soit Va le reste de la division changé de signe de Vq par Vi, . . .; soient a et p deux nombres positifs : le nombre do racines réelles de Vo = o comprises entre a et p sera égal au nombre de variations gagnées par la suite Vo, Vi, . . ., V» quand on fera successivement .r — a, x — p.
37. Soient V^ un polynôme quelconque, Vn_i sa dérivée, où un autre
polynôme tel que rr-— passe toujours du positif au négatif, ou toujours
du négatif au positif en s'annulant. Si V/,= o n'a pas de racines communes avec V^-i, on pourra toujours déterminer deux polynômes Vrt_2 et V',4_2 de degrés inférieurs à V«-i et à V», tels que Tenait
puis deux polynômes Vn -3 et V)»», de degrés inférieurs à V»-! et Vrt-t, tels que
Vn-i\/i 3 — V/i-îV«_3— — I,
et ainsi de suite. Les polynômes V», V« 1 Vi, Vo jouissent des
propriétés des polynômes do Sturni.
38. Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que l'équation aux carrés des différences soit complète et ne présente que des variations.
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30. Prouver que la //**"*• dérivée de e-'^ est de la forme P^r-**, la lettre P^ désignant un polynôme de degré n. On a
Prt -i-f- aP„.r-»- 'xnVfi-i = 0.
En conclure que P^ — o a toutes ses racines réelles.
(Heruite.)
40. La /2**~ dérivée de ( 1 -♦- x*)" « est de la forme P„ f 1 -f- x«)" a '
où Pa est un polynôme entier de degré /?, et P» = o a toutes ses racines
réelles.
ft»^- i-y' •'*'
41. La fonction (i-j- aj*)* e-' a pour /i**"* dérivée par rapport à x une fonction qui, pour x = o, se réduit à un polynôme P» entier en a; réquation P„ = o a toutes ses racines réelles, et soit nulles, soit positives.
/JM • n»
I. — rOBMULE D'APPBOXmATIOH DE HEWTOH ET DE FOUBIEB
Concevons que, ayant convenablement séparé les racines d'une équation algébrique
on ait substitué à la place de x deux nombres a çxhj> a peu différents Pun de l'autre, donnant à F(j:) des valeurs de signes contraires et comprenant par conséquent une racine, mais une seule. On arrivera toujours à ce résultat après un nombre plus ou moins considérable d'essais. Soit «4- A la racine cherchée, on aura par la formule de Taylor
F(a-4-/r;,, c'est-à-dire o ™F(^)4-/iF'(a; -+- ^- F''(a-i-0A).
On tire de cette formule
En partant au contraire de la valeur approchée i, en désignant par A — h la racine exacte et par X un nombre compris, comme 0, entre o et i, on trouve de la même façon
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et par suite
Si les quantités k et // sont sufCsamment petites, on peut négliger leurs carrés et prendre
Telle est la méthode indiquée par Newton pour l'approximation des racines des équations; elle est peu sûre, comme on voit, et, pour qu'elle puisse être appliquée avec succès, en un mot, pour approcher de la racine à l'aide des termes
de correction - - - /,— ■ et 7,, ■:- il faut être sur qu ils sont
positifs; il faut ensuite, en vertu des formules (3) et (4)y
que les quantités — - --Yj^y-^ et - ^^.^^^ ' soient
positives, car alors seulement on sera sûr que a — / ■
eto-- v.,\-/\ sont plus approchés que a et o.
Mous supposerons les limites a et b assez resserrées pour que, dans rinlervalle, F'(j:) et F"[x) n'aient pas de racines, ce qui sera toujours possible si les équations F(x) = o, F'(a:) = o et F"(j:) = o n'ont pas les mêmes racines (on voit ici l'utilité de la théorie des racines égales).
Alors : 1° le dis que — «,^-. ^^ Trrrrr sont positits; en
efl'et, si V{(i) est négatif, par exemple, F(x) devenant positif pour x = b croît dans l'intervalle a, i, et P(x)
est positif; donc — y/ - ^ ^^^ positif, et il en est de même
de ï;vW^- sî, au contraire, F(a} était positif, F(x) serait
décroissant, F'(x) négatif, et Ton arriverait toujours aux mêmes conclusions.
2® Puisque F"(a7) et F'(x) n'ont pas de racines dans rintervalle a, i, ¥"{a-\-Bh) et ¥"{b — ÂÂ) auront les mêmes signes, P(a) et F'(i) aussi, et alors Tune des quantités
sera positive.
Donc, pourvu que F'(x) et W[x) ne s'annulent pas entre a et i, Tun des termes de correction de Newton donnera toujours une valeur plus approchée de la racine
cherchée, et le terme qu'il faudra employer sera — ;:,t- —
si ¥"[x) et F'(j:) sont de signes contraires, et rrry-r si
Y"[x) et F'(.r) sont de même signe. Mais nous venons de
voir que — t„ — 1 et que —-—-, étaient positifs; si donc
F" (a) et F'(«) sont de signes contraires, F (a) et F" (a) seront de même signe; si F''(5) et F'(i) sont de même signe, F(A) et F'^(i) le seront aussi. De cette petite discussion il résulte que :
Le terme de correction à employer est celui pour lequel F(x) et F"(x) sont de même signe.
Cette proposition est duc à Fourier; si l'on veut avoir une limite de l'erreur commise en employant le terme de correction, il suffit de considérer le terme complémentaire
h^r^a^dh) X«F^ — X/t)
"' 2 "~F'(û) "" ^^ 2 ribf"'
F«td'T remplacer ^ ou A par J — a, et F''(i — >.A) par le I maximum M de F''(x) dans l'intervalle a, b: on a aiasi
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équation transcendante ou algébrique; la discussion l'de la courbe représentée par rùquation
I fera souvent connailre avec une certaine approximation I les racines de l'équation (i); d'autres fois on arrivera au même résultat par l'inlersection de deux courbes. Os I procédés sont décrits dans les Traités de Géométrie anallytique : mon intention n'est pas de va y arrêter, et je L fnpposerai que l'une des racines de l'équation (i) ait été riëparée.
Soient a etb^a deux nombres qui ne ccmprennent I qu'une seule racine de l'équation (i) ; supposons qu'entre -a cl b,J'[x) et /"(x) restent continues et ne changent I pas de signe.
Construisons la courbe représentée par l'équation (a); [ soient M le point où elle coupe l'ase des x, O l'origine I des coordonnées. Soient de plus Oi\!^=n, Olfr^A, KA' ^^J{a). B13'=^/(ft); la courbe que nous avons considérée ne pourra entre a et i arfecler que l'une des quatre formes suivantes; dans les quatre figures, si l'on mène la corde A6, OD sera une valeur approchée de la racine
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et plus exacte que a et i. On remarquera en outre que, si Ton mène en A et en B une tangente, l'une d'elles coupera Taxe des x en C, entre la courbe oi Vabscisse du
Fig. a.
Fi^;. 3.
Fifî. /|.
Fig. 5.
AT
point de contact; OC sera une seconde valeur approchée de la racine et, ce qui est précieux, rapproxiaiatlon sera en sens contraire de celle l'ournie par la corde AB.
Voyons comment on doit choisir le point de contact pour que le point C remplisse la condition dont nous venons de parler. Sur la fig, S on ^f{h) <] o: le point B' satisfait à la question, le point A n'y satisfait évidemment pas. Or, on peut observer quey^(x) décroît; donc J'\x\ S^o : ainsi, au point de contact, /"'^(o') eiy(a:) sont de même signe. Le même fait peut su constater sur chacune des fig. 'À, 4> ^î reste à calculer OD et OC. Nous ne ferons le calcul que pour la fig, 3; les autres fourniraient des résultats semblables.
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L'cquation de AB est
on en conclut, en faisant j = o et en résolvant par rapport à Xy
.V ~ 01) :~ Il — - — — - :
c'est la valeur approchée donnée par la méthode dite de fausse position ( * ).
L'équation de la tangente en B est
y-f[b] = [x-h)J'[b); on en conclut, pourj=<),
c'est la valeur approchée fournie par la méthode de Newton. Ainsi, en résumé :
Siy[x) et J"[x) conservent le même signe entre a et b en restant continues, on aura deux valeurs approchées, l'une par excès, l'autre par déjaut, en appliquant la méthode de jausse position et la méthode de Newton , pourvu qu'en appliquant cette dernière on parte de la valeur approchée de la racine pour laquelle f[x) etf{x) sont de même signe.
Application. — Résoudre
ILX — C()SX=:r o.
(•) On obtiendrait le tornie ilo — ■ :;: — r= h en admettiint que \v%
accr«>ihS(Muontii h et b — a de la variable «ont proportionnels aux accrois- »emonlA/;fii; ct/(^) — /("; de la fonction.
V — cosx = f'[x)f on reconnaîl, après quelques essais
que
Entre a5° et 26°, /"''(x) est positif; nous partirons donc de/(26**), et la méthode de Newlon fournira
X = arc 2D'* 7^0/ = 0,450?. = 25"4 7 4^
La méthode de fausse position donne
X ■=. arc 20° ^ . — — = o , j4qo = 2D"43' 32^.
Or on a
Les lermcs de correction sont :
-TTh-Tisî = - 3'45^6 Newlon ,
0,0005578X0,0012 ^irtin f ,e •• N
TTTT = — 345*4 ( fiiusse position j ;
ou en conclut, à une seconde près,
xn:25"43'55^
nr. — UÉTHODE DE LAGaANGE.
Cette métlioile apprend à développer l'inconnue en fraclion continue. Soit a une valeur approchée d'une racine
de l'équotion F(.r)=o', on pose jr=::a-h — cl l'oi
l'équatinn F ( *« -f- - j = o ; on la ramène à la l'orme enli
et l'on trouve ainsi une équalion telle que F, (.),) = Soit a, une valeur approchée de x, : on posera eue
X, ^ n, H et l'on obtiendra une transformée Fj (ts) =
et ainsi de suite. On en conclura
Dans les applications de cette méthode, il conviendra de séparer les racines de l'équation F(.r):=o et de transformer d'abord celle équation de manière que ses coefficients soient entiers et que la dilTércnce entre deux racines soil plus grande que l'unité, ce qui se fera en multipliant les racines par une puissance conveuiible de lo. Quant BUS nombres a, a,, a^, — , on prendra pour ces valeurs les plus grands nombres entiers contenus dans les acines x, x,, x-, - . --
Quand on ne procède pas comme nous venons de le dire, on pcutélre entraîné à des calculs très longs et très pénibles. De plus, la méthode que nous avons indiquée en dernier lieu dispense de séparer les racines des i lions successives F(xi), F(j~i), ... qui ne doivent avoir qu'une racine supérieure & l'unité.
Appliquons ces considéralions à l'équation du second degré à coefficients entiers
et, a
«■'• + ?■'--*- 7 = 0 , a„ désignant des entiers positifs, sup-
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posons que Ton ail trouvé
X = rt H- -
tin -r- - •
Soit - la dernière rédiiîle que Ton obtient en négligeant
le terme irrégulier — (quotient complet); soil — ^^ Tavantdernière réduite obtenue dans celle hypothèse : on aura
Si Ton porte celle valeur dans Téqualion (i), on aura
a, [j, / ayant les valeurs suivantes :
Do la première de ces formules (a) on lire
Or, ' - est une valeur approchée de x ((ue Ton peut
ie[)résciiler par .r -h c, g désignant un nombre qui tend
p _ vers zéro pour /i = oo ; remplaçant donc :.r^^ par J-hc,
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OU; CD verlu de réquation (i),
maison sait que e est moindre en valeur absolue (pie 7-^ donc
Y < 2ajr-4- p -+- -rry- en valeur absolue;
done y' ne croît pas indéfiniment; a', pour une raison analog;uc, ne croît pas non plus indéfiniment. Enfin, on verrait que p' ne croit pas non plus indéfiniment avec ti en remplaçant dans i^expression ('2) de |3' les fractiods
- - cl -~— par jr -h Ts cl .?• -f- y/ et en observant ensuite que
Les nombres a', f:', / sont donc entiers et moindres que des nombres que Ton peut se donner a priori. LY*quation a'x* -+- (S\r,v-4-/= o, qui définit x^, finira donc par se reproduire, et Xn finira par reprendre une valeur qu'il possiidait pour une valeur moindre de n. Il résulte de là que la froc lion x sera pcriodique. Ainsi :
ÏHÉoui:Mi:. — Les racines d'une équation du second degré à cor/jicinnts entiers peuvent se développer en fractions continues limitées ou périodiques.
Ce beau théorème est de Lagrange; la démonstration très simple que nous venons d'en donner appartient à M. Charve.
lii'ciproquement, tonte fraction continue périodique est racine d'une équation du second degré (à cooriicienls entiers, si les fractions intégrantes sont les inverses de
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nombres entiers). En efTet, considérons la fraction
"rt
dans laquelle on n*a écrit que les termes constituant une période. Appelons j' la partie périodique, j: sera de la forme
- ; 5 a, hy c, d désiârnant des nombres connus. Or, si
c -h tfy » ' ' o >
Ton borne la valeur de^ à une période, en appelant -^ et -
les deux dernières réduites, on a y =. » ce qui dé-
montre que 7' est racine d'une équation du second degré,
et il eu est de même pour x évidemment.
IV. — MÉTHODE DES SÏÏBSTITUnOHS SUCCESSIVES. Lorsqu'une équation peut se mettre sous la forme
il est souvent avantageux de procéder comme il suit : soit a une valeur approchée ; on aura une valeur encore plus approchée en prenant
en désignant par «, cette nouvelle valeur, on en obtient ane encore plus approchée par la formule
et ainsi de suite. Cette méthode est celle que Ton applique à Téquation ax^-r bx'{-C'=-o lorsque a est très petit;
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pour que cette mélhode puisse s*appliquer avec succès, il faut que, si a désigne la racine cherchée, on ait
mod. [a — a)> mod. (<î| — a), ou
mod.(/i — a)> mod.[y(a) — y(a)], OU
f,) „,od. ?i" ^--?ii^ < , ;
or, pour une valeur X de x comprise entre a et a, on aura
d'où Ton lire
et, en vertu de Téquation (i),
mod. 9;'(X)<[ I.
Or cette condition aura certainement lieu si ^'{a:)<^i pour toutes les valeurs de x comprises entre aet a-f-a. Cette méthode sera d'ailleurs d'autant plus avantageuse que y'(rt) sera plus petit.
V. — DES ÉaUATIOHS ttUE L'OI PEUT BÉSOUDBE
PAB ABAISSEMEHT.
yihaisser une équation, c'est lui faire subir une transformation qui diminue son degré et qui, par suite, facilite sa résolution.
On abaisse facilement les équations dans lesquelles les exposants de x sont multiples d'un même nombre |cx; en effcl, il suffit pour cela de prendre x'^ pour inconnue et d'employer la transformation a"* = J'.
La connaissance d'une relation entre deux racines per-
met souvent TabaissemeDl. Ainsi, par exemple, si Ton sait qu'il existe entre deux racines a et j5 de f[x)=: o la relation y (a, (3)= G, on observera que Ton a
L'élimination de ex. donne une relation telle que
Cette équation ety([D)= o ont alors une racine commune ou plusieurs racines communes que Ton obtient par des procédés que nous exposerons plus loin et qui conduisent à résoudre une équation de degré moins élevé en général que Téquation proposée.
Lorsque l'on sait que les racines d'une équation peuvent se partager en groupes tels que, Tune étant a, une autre soit ^(a), en sorte que 6[0(a)]= o^, on l'abaisse par la transformation j* 4- 0(.r)= )*. En effet, le nombre des racines de l'équation en y sera moitié moindre que celui (les racines de l'équation en jr, l'expression x-{-B[x) n'ayant qu'une seule valeur quand on remplace x par deux racines de l'équation en x. L'équation proposée s'abaisserait évidemment aussi en posant j) = x6{x) ou en prenant pourj)' une fonction de x et de 0{x) qui ne change pas en permutant x et 9, 11 faudra toutefois, pour que la méthode réussisse, que la fonction que l'on aura choisie de X et 0{x) ne se réduise pas à une quantité indépendante de X.
Su])[)()sons, par exemple, que l'on sache que l'équation fi^x)^^ (» est telle que ses racines aient deux à deux pour produit I ou — i : une telle équation est ce que l'on appelle une (u/ualion réciproque. On abaissera cette équation en posant
y =z .r -J- - on y zzz. r .
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Arrélons-nous quelques inslants à ce cas, qui esl inléressant. Pour qu'une équalion de degré pair
( I ) Ao.r-'" -4- A , ./•»'"-« -+-...-+- A.,„_i X -+- Aî,„ = 0
soit réciproque, il faut qu'en changeant j: en it - elle
conserve les mêmes racines. Or, par ce changement, elle devient, après Tévanouissemenl des dénominateurs,
(2) Aoit A,.r4-...=lzAj,„_,.r*'" ' -^- A,„,./-"' = o.
Les équations (2) et (1) devant avoir les mêmes racines, leurs premiers membres doivent être égaux, à un facteur près; en d'autres termes, leurs coefficients doivent être proportionnels. On peut considérer d'abord le cas où le produit de deux racines est égal à -+- 1 . Alors on a
Ao A| A„i -A?'/;
et l'on voit que les termes également distants des extrêmes sont égaux. Réciproquement, s'il en est ainsi, l'équation ne
change pas quand on la transforme en -• Si le produit de
deux racines est égal à — i, il iaut distinguer le cas 011 m est pair de celui où il est impair. Si m est pair, on a
Aq= \^„,, Ai^=^ ^sm-li Aj=:iAj,;^_i, A^:=-^ — Aj,;|_3, ...;
sinon.
Une équalion de degré impair peut être réciproque, si elle admet pour racine i ou — i; mais en supprimant cette racine on sera ramené à une équation de degré pair. Dans une équation réciproque de degré impair, les termes également distants des extrêmes sont encore égaux ou égaux et
de sigTies contraires. Soit donc une équation réciproque de degré pair
Ao.4*"*-f- Ajo:-'"-'-!-.. .-+- A„,x^-I-. . .-4- AiX-+- Ao=0.
Kcrivons-la ainsi en divisant par x*" :
-h A,;,., Lr-h- j -+- A;„=0.
bi nous posons a: H — = } , nous aurons
et en général j;'"H — — sera un polynôme entier en j' de
degré m.
Posons en effet
Multiplions cette équation parx H — =.) , nous aurons
OU
OU enfin
Celle formule permet de calculer Pm+i en fonction de P;,i et de Pm_i« On voit que, si Ton fait m =2, Ps sera un polynôme du troisième degré en^, puisque Pj est du second degré et P| du premier^ que P4 sera du quatrième degré, etc.
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Celte transformation donne une équation du degré m en r* Quand on Taura résolue, l'équation
x H — = j ou u.* — xy -^ iziz o
fera connaître les deux valeurs de x correspondant à chaque valeur àej.
L'équation
se résout en posant
Les équations réciproques du huitième et du neuvième degré se ramèneront ainsi à des équations du quatrième, que Ton sait résoudre comme nous le verrons.
Supposons encore que, étant donnée Téqualiony [x) = o, on sache- que la différence de deux racines a et & est 0. On aura
On tire de la dernière b=z a — d, et par suite on doit avoir à la fois
Ces deux équations ont une racine commune a au moins. Donc f (a) et /{a — $) ont un plus grand commun diviseur D, et Téquation D =: o, de degré inférieur à /{a)^ admettra parmi ses racines la racine a.
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¥1. — ÉaUATIOHS BnrOMES.
On donne le nom (ï équations binômes aux équalions
de la forme
Ces équations, comme on sait, se ramènent à la forme
x'"- dz 1 = o.
Les racines de Téquation
(l) .r"' — l=rO
sont données, comme on Ta vu (t. 11, p. 72), par la formule
or z=z cos h V — ' sm 9
où h désigne un nombre entier quelconque. On peut d'ailleurs vérifier, au moyen de la formule de Moivre, que la yjjiemo puissance de cette expression est
(;o i 2 / rr -j- \—-i sin 2 X -,
c'est-à-dire un; quand on y fait A= o, i, 2, ..., 77/ — i, on obtient dVii Heurs m valeurs différant, soit par le cosinus, soit par le sinus, de leur argument; en sorte que le calcul
de sin- ' ' et de cos* -'* se ramène à la résolution de Té-
ni m
quation (1). Le côté du polygone régulier de m côtés est éffal à 2 sin- '"; ie laisse à dessein le facteur h sous le
signe sin, parce que, outre le polygone régulier ordinaire de m côtés, il existe encore dans la plupart des cas des polygones ctoîlés oblenus en joignant les sommets du polygone ordinaire de deux en deux, de trois en trois, etc. En procédant ainsi, on ne forme pas nécessairement un
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pol)^gone de m cûlés; pour que ce polj-gone existe, il faut que l'on ne revienne au sommet dont on est parti sur le polygone convexe qu'après avoir traversé tous les autres sommets. Supposons que Ton ait joint les sommets du polygone convexe de Ar en h\ si Ton revient au point de départ avant d'avoir passé par tous les autres sommets, c'est que n fois Ar forme un multiple de m; en d'autres termes, m et Ar ont un diviseur commun ; réciproquement, si ni et h ont pour diviseur commun d, en joignant les sommets du. polygone convexe de A' en h y quand on aura passé par d sommets, on sera revenu au point de départ; on
n'aura donc décrit qu'un polygone de — côtés. Ainsi :
La condition nécessaire et suffi santé pour obtenir un polygone étoile de ni côtés en joignant de k en k les sommets du polygone convexe est que ni et k soient premiers entre eux.
Nous venons de dire que asin — ^ représentait le côté du polygone régulier de m côtés, polygone convexe si A = I , étoile si k et //i sont premiers entre eux ; or sin - - '
est le coefficient de ^ — i dans les racines de l'équation
JL* " — I r_: o.
Ainsi, on voit que la résolution de l'équation binôme a une liaison intime avec l'inscription des polygones réguliers convexes ou étoiles.
Remarque, — Si Ton représente par a la racine de l'équation (i) qui a le plus petit argument positif, les autres racines dé cette équation pourront être représentées par a-, a', . . ., y/'""', a" =^ s : celte remarque nous sera utile plus tard.
Résolution de x* — 1 =0. — Cette équation se dé-
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compose en deux autres :
.r' — I = O, Jr'-h I = O.
Les quatre racines de l'équation pl*oposée sont donc données par les formules
.r = lil I , .r=z± \l — I ,
et, comme on doit avoir
X = COS ; h l/ I Mil y— 5
on en conclut, après une discussion facile,
COS- = O, COSTT = — I, COS — =r: O, C0S27r = I,
sm-=i, sin7r=:o, sm — •=^ — r, sm2 7r = o.
Résolution de x* — 1 = 0. -r- Cette équation se décompose en deux autres :
x> — 1 = 0, déjà résolue, et or* -j- i = o; la seconde donne
ou bien, en appliquant la formule identique
v'A^ = l/ii4l^"±y/i^f^'.
démontrée (t. I, p. 17^),
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on a donc
Dans celle formule, on doil supposer k impair; on en déduil
CCS —77- = db — •> sm -r,- =1!:: — •
Le plus pelit arc compris dans la formule — - ayant son
sinus el son cosinus positifs, on a
it 1/2 . 2 7r
es - = - = sm-g-
Le côte du polygone régulier de quatre côtés est 2 sin-^
c'est-à-dire y/2, comme on le savait.
Résolution de j:'* — i. — Cette équation se décompose en
.r* — I = o, déjà résolue, et x* H- 1 = o ; cette dernière donne
c'esL-à-dire
En appliquant encore ici la formule ( 2 ), on a
Si Ton veut calculer sin-rri il faudra prendre la combi-
gG Tn.iiTÉ d'algèdrk.
naison de signes qui Ibiirnira la plus petite valeur possible
du coefficient de y' — i ; cette valeur est
le côté de Toctogonc rrgulinr est donc
Le côté de l'octogone étoile obtenu en joignant les sommets du précédent de trois en trois sera donné par la i'orniule
On voit sans peine comment on passerait de là aux équations x^' — 1 = *>, j ^•■' — 1 = 0, ....
Résolution de ./;^ — i = o. — Cette équation admet la racine x = 1 ; elle se décompose donc en deux autres :
Cette dernière donne
un en déduit
Cns -. ,
cos-^_— -, 3 2
. 7.T7 V3 Slll- - — ,
sin -î- — — 3 2
Z I fOTT T
C0S-7T-=-^ COS—p-=:-,
. 2 7r v'J . lOTT V )
Sin -77- ^::= — f Sin -7:- r= •
Le cote du polygone régulier de trois cùtés est donc ^3, ainsi ({u*on Ta vu en Géométrie.
On passerait de là aux équations j:'^ — 1 = 0, a- ' — i = <j, ... en faisant usage de la formule (2).
Résolution de .r* — i = o. — Cette équation se décompose en deux autres ;
j: — I :— <j et .r* H- .» ' -h .»• -]- .r H- I -_j= O.
Cette dernière est une équation réciproque; elle peut s'écrire
(3) x*-i-^-MH h — = 0.
En posant alors
L. — jélgèbre, III
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et en
observant
que
Féquation (3) d
cvient
d^où
Fon tire
■i-Hv'5
Mais Téquation (4) donne
or ==
on a donc finalement
x=: ; — ^— dz^vî — i::iiv/5j — i6
OU bien
-IZÎZv/^ . I
x=^ __Ll±l \ho±'?. \5J—i.
En discutant convenablement cette formule, on trouve
tlk — 1-4-4/5 4^^ — ï — v5
cos -^ = 7 — ^— » cos -' - = j — î—,
ôtt — 1 — v5 ^^ — ï "*" ^^5
cos -^ = > — ^— y cos -=- = ; 9
. 7.7r I ,- • ^'f ' ./ rp
sm — r = 7 V 10 -i- 2 i/f), sin-î^- = 7 V 10 — 2 v5,
. 67r 1 . ;= . Stt I / 7=s'
sm — = — -:y/io— 2v/5, sin — = ~ y V ïO H- 2 v5.
Résolution dex*^ — i = o. — Celle équation se décom« DOse en deux autres :
X* — 1 =r o, déjà résolue, et x* -h i = o.
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Mais cette dernière a évidemment ses racines égales et de signe contraire à celles de la première; on a donc, en particulier,
sin — = 7 V 'o — 2 v5, sin — = -7 y lo -h 2 v5; 10 4 10 4
les doubles de ces quantités représentent les côtés du pentagone régulier ordinaire et étoile.
Résolution de x^^ — i = o. — Cette équation se décompose en deux autres :
.r*o — 1 = 0, (Irjîi résolue, et x-^^ H- i = o.
Mais, si dans la première on change x en x y — 1 , elle se transforme dans la seconde ; on conclut de là la valeur du côté du décagone ordinaire et du décagone étoile :
^* . , ,» !.. .air — 1-1-^5
Cote du decai^one ordmau^ = 2 stn — = j
Côté du décagone étoile = 2 sin — = — :
la diflerence des côtés de ces polygones est donc égale au rayon.
Résolution de x*' — 1 = 0. — On reconnaît immédiatement que son premier membre est divisible par x' — i et par x^ — i ; en supprimant d'abord le premier facteur, il vient
Le premier membre de cette équation n*est plus divisible par or* — i , mais il Test encore par ou par x^ 4- x 4- 1 ;
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CD supprimant ce facteur, on a
Cette équation est réciproque et son degré s'abaisserait en posant X H — =i z^ mais il vaut mieux chercher à résoudre Téquation (5); celle-ci se déduit de Téquation
en y remplaçant x par x*, en sorte que,/ désignant une racine de Téqualion précédente, les racines de l'équation (5) sont données par la formule
Les racines de l'équation (5) sont donc les racines cinquièmes des racines de l'équation (6); on les obtiendra en multipliant les racines de l'équation (6) par les racines cin(|uièmes de l'unité. On trouve ainsi
i\/iozt-^'ûv-i j— i
Vn. — THÉORÉMŒS DE HOIVBE ET DE COTES. Si l'on désigne par a la quantité
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égal à rargiiment, les quantités i, ar, a-, . . ., a'""* pourront être représentées par les rayons d'un cercle décrit du point O comme centre et faisant avec Taxe OX des angles
égaux à o, '^-9 — » . . ., ou, si Ton veut, par les rayons
ni m \ j
d'un polygone régulier de m côtés ayant son centre et l'un (le ses sommets sur OX. Si l'on désigne alors par Ao, A|, Aa, .,., A;n_i les sommets de ce polygone, et si OM représente la quantité a*, en vertu du théorème démontré t. II, p. 66, a: — a' sera représenté par A/M, et par suite le module de x — a' sera A/M. En prenant alors les modules des deux membres dans la formule (i), on aura
AqM. A|M. AoM. . .A,„_,M = m()d.\r'" — i )
ou, si l'on pose x = r(cos 0 -4- y/ — i sinô),
AoM. A, M. . . A;„_, M = VH"* — ar"' cos/;i 5 H- i ;
c'est dans cette égalité que consiste le théorème de Moivre, Si l'on fait ô = o, le second membre devient /•"* — I et l'on a le théorème de Cotes.
CoiioLLAinE. — Si l'on divise les deux membres de la formule précédente par A© M = r — i dans l'hypothèse où ô= o, on a
A,M.A,M V,„_iM = r'' -» -h r'"-* H- . . +1.
Si l'on fait tendre r vers l'unité, il vient alors
A 1 M . A f M . . .A ,„— i jM = m.
Cette formule exprime que le produit des diagonales d'un polygone régulier de m côtés issues d*un même point par le carré du côté de ce polygone est égal à m fois la [m — ij»'™e puissance du rayon du cercle circonscrit.
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¥in. — ÉauATiom du troisième deubé.
Nous avons vu que, en augmentant toutes les racines d^une même quantité facile à déterminer, on pouvait toujours faire disparaître la (m — i'y»<^^«« puissance de Tinconnue dans toute équation du degré m\ nous pouvons donc considérer Téquation du troisième degré sous la forme
(1) x'-^-yïjr -+- /y = G.
Pour résoudre cette équation, nous poserons
(2) j:=:j-f-s; elle deviendra alors
j» -f- z' -f- ir -4- 3) (3.r3 4-/^)4-7 = 0.
Nous pouvons profiter de rindétcrmination de j^ et de z, pour poser
Tcquation précédente pourra alors être remplacée par celle-ci :
Les équations (3) et (4) déterminent entièrement y et 3, et par suite x; de Téquation (3) on tire
Les équations (4) et (5) font connaître la somme et le produit de j' et z^; ces deux quantités sont racines de
Téquation
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d'où Ton lire
et par suite
Chacun des radicaux qui figure dans cette formule a trois valeurs, de sorte que x paraît susceptible de neuf valeurs y quoique nous sachions cependant que Téqualion (i) n'a que trois racines distinctes. Ce paradoxe s'explique facilement en observant que les équations (4) et (j ), qui nous ont servi à déterminer r et j, sont plus générales que les équations (3) et (4)y auxquelles j' et z sont assujettis à satisfaire; aussi ne devrons-nous prcridre
que les valeurs de j et z dont le produit fait — r • Soient j'i
et 2| des valeurs de i et de z satisfaisant à cette condition, I, y ety^ les racines cubiques de l'unité; les valeurs de )■ sontj^'i, j\)Ut pj i î celles de z seront Zt, Jz^,p Zi. Cela posé, avec z^ on ne pourra combiner quej^j, car
les autres valeurs de ^> ne donneraient pas rz = — ^.
avecy-| on ne pourra combiner quey^ ) i, et avec y'' C| on ne pourra combiner quey'^i, en sorte que les racines de ré(| nation (i) seront
dans tout ce qui suit, nous supposerons/^ et q réels. La formule (6) est très incommode pour le calcul des
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racines de réquatîon (3) : lorsque la quantité ^ -f- — est
positive, on voit clairement que Téquation (i) a deux de
ses racines imaginaires ; mais, lorsque y- 4- ^ est négatif,
les racines sont compliquées de radicaux, et il n*est pas possible de décider immédiatement si elles sont réelles ou imaginaires.
Si nous supposons ^ -^ '—- = OjTéquation (i) acquiert
manifestement deux racines égales.
Voici maintenant un moyen de calculer les racines de Téquation (i) au moyen des Tables de logarithmes :
I® Supposons d'abord y H <Co; on pourra poser
— - 4- \/~ H- — = r(cos0 H- v^— j sinô):
on en déduira
la lormule (6) deviendra alors
X = ar^ fros--»- \f—i si"- 1 + i^H f ces-— \'— i sin- jt
a et |3 désignant deux racines cubiques de Tunité dont le produit fasse i . Si Ton prend alors a = i et (3 = i , on a
jri= 2r=*C0S -\
en prenant a = cos-^-4-\/ — isin-^i il faudra prendre
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|3 =r a^ = cos -^ — ^ — I sin -^» ce qui donnera
x-= ?.r' cos
en prenant a = cos~- -4- y/ — i siii^> il faudra prendre p = a- = cos^^^ y — I sin-~> ce qui donnera
X, =: 2 /^ COS 5 = — 2 r' COS r •
Ces formules, jointes aux formules (7), montrent que les racines de Téquation ( i ) sont réelles et permettent d^effectuer par logarithmes le calcul de ces racines.
2® Supposons Y 4- — > o. Si l'on observe que le produit des radicaux cubiques qui entrent dans la formule (6) doit faire — ^» on sera porté à représenter Tun
par ai/^cot'^ et Tautre par — pl/^tangy, si p est positif, a et ,3 représentant des racines cubiques de Tunité, telles que a 3 = 1 . On trouve alors, si a = jî = 1 ,
X = y/^ (cor, - tang») = y/^ £^^- = . y/'^ cota,. Si Ton su|)pose
2 77 . 2 ÎT ? TT . 0.7Z I
a = COS -- -r V — isiii-r-» p = 005-5 sin -TpV—'»
on en conclut
siii — ;coty -+- tangy ) V — i
loG TBAITÉ D* ALGÈBRE.
OU
Ip ( lit . 2ir i/— I \
V 3 \ 3 ^ 3 Slll 2î;/
Le cas où Ton supposerait a = cos-ir y' — i sin^\
0 = cos-^-|-^ — isiii-^- n'offre pas plus de difliculté. Enfin, si; au lieu de supposer p positif, on le supposait
négatif, on poserait Tun des radicaux égal à ai/ — ^tangç
et l'autre égal à (3 l/ — ^ coty; .r pourra donc ùtre calculé
par logarithmes lorsqu'on aura calculé Tang^le f (ou du moins la partie réelle cl le coefUcient de y' — i sont calculables parlogîirillimcs).
V^oici maintenant comment on pourra calculer l'angle f . On observera que, si p est positif,
^(cot^y — tang'y) = — 7, et, si p est négatif,
sf-
- ^ (c°^'? -*- tang'y) = — q;
en posant alors
tin^''y 1= taugip, cot'y = coIt}»,
l'angle ^ sera déterminé par la formule
ot2i = — -:i/— si />>o,
in2A!* = — i/ ;- si p <lo.
IX. — éauAnois du auATBiÈiiE dsobé
Considérons Téquatlon
A* -h /?.r' -h <7.t* -h tj: + j = o. On peut la mettre sous la forme
{"■^H'-ii-^y
-t- rx 4- 5 = o ou bien
Si le second membre de cette équation était un carré parfait, on pourrait regarder Téquation comme résolue;
mais, en ajoutant aux deux membres 2 1 x- -f- - px j )
le premier reste un carré, quel que soitj^; quant au second, il devient
j — 7-+- 2j).i*-+-(/îr — r)x-+-j»--.ç.
et il sera un carré parfait si Ton détermine ^ par la condition
Cette équation est du troisième degré en j. Lorsqu'elle aura été résolue, Téquation proposée s'abaissera au second degré.
Exemple. — Proposons-nous de résoudre Téquation
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on récrira comme il suit :
puis, en désignant parj^ une indéterminée,
On disposera alors de^ de manière que le second membre soit un carré parfait, ce qui fournit la relation
ou, en développant.
c'est-à-dire
L'équation (i) devient alors .
d'où Ton tire
La question est ainsi ramenée à la résolution d'une équation du second degré. Cet exemple simple montre qu'il vaut encore mieux avoir recours aux méthodes d'approximation exposées plus haut qu'aux formules algébriques, surtout si Ton observe que Téquation du troisième degré en y que nous avons rencontrée aurait pu être complète, et par suite beaucoup plus diiiicile à résoudre.
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EXERCICES ET NOTES
1. Partager un hémisphèro en deux parties égales par un plan parallèle à sa base.
Prouver que, si Ton pose
on pourra résoudre l'équation
jt' — px — «7 = 0
en posant
co-fv/?' '-<9\/î
C(x) et S(x) s'appellent le cosinus et le sinus hyperboliques de x; ils jouissent, comme on peut le constater, de propriétés analogues aux lignes trigonométriques [voir ie Traité de M. Irisant, député, sur ce sujet, et les Tables numériques de M. Holiel).
iO. Prouver qu'en désignant par a, a», ... , a»-i les racines /i*^""* de l'unité et en posant
on a
11. Calculer la somme des termes du développement de (x-^ a)*^ pris de deux en deux, ou de trois en trois, ou de quatre en quatre, elc. Voici la solution : en appelant i, a, a*, . . ., a»-» les racines /i**"*" de l'unité et ^(x) lepolynôme^o-*-''i«^-*-^î'^*-*-«*'» on a
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Résoudre complètement l'équation
16. Démontrer que ox' -h Zbx'*-y -h '^cxy^-\- d)'^ =f peut se décomposer en une somme de deux cubes. Si l'on pose
/=(axH-P7)»-h(a'x-h^»», on trouve
I fy* J 7
= 36 (a^'— pa)«(ax-hp/) (a'x-i-P>).
I)e là un moyen fort simple de calculer ax -h pj et a'x -h p'j.
Le polynôme / ayant été ainsi décomposé en une somme de deux cubes, rien n'est plus facile que de résoudre l'équation /= o, où Tod peut supposer maintenant j = i. En effet, elle peut se mettre sous la forme
d'où l'on tire, en appelant i et i' les racines cubiques de l'unité,
(a.r^^)^(a'x + p') = o, (ax-+- pj-H /(a'x-h^'] = o, (ax-Hp) -+-/«(x'x-+- p') = 0.
Faire les calculs pour l'équation xs+ 3/^x + ^ = o.
DE L'ÉLIMINATION ET DES FONCTIONS SYMÉTHIQDES
I. — sm LSS BICINES DES ÉQn&TIOKS 071 COimESniHI DES PARAMÈTRES VARIABLES.
Quand les coefficients d'une équation sont des fonctions d'un paramètre variable (et ce paramètre peut être l'un des coeflîcienls lui-même), les racines sont évidemment des fonctions de ce paramètre. Nous allons démouLrcr que :
TuÈOBÉME. — Si les coefficients d'une équation sont fonctions entières d'un paramctre, les racines sont Jonctions continues de ce paramétre.
Lëm^mii^. — Si les p derniers coefficients de l'équation
tendent simultanément vers zéro, p racines de l'équation tendront simultanément vers zéro.
En effet, soient et,, aj, ..., a„ les racines. Puisque a„ tend vers zéro, ix,a^. ..«„,, produit des racines, Leud aussi vers zéro; donc l'une des racines ^„ au moins tend vers zcro. Or on a
le signe S indiquant une somme de termes analogues à celui i]ui est écrit et obtenus en permutant les indices i ,
a, , , ,, m — I, (»■ Mais, si at„ tend vers zéro, il faul que le terme a, a^ ... «„,_■, le seul qui ne contienne pas ol„, teode vers zéro, ce qui exige que l'un des facteurs de ce produit, «n-i par exemple, tende vers zéro. Si a„^t tend aussi vers zéro, comme l'on a
il faul que le second membre de celte formule tende vers zéro, et, comme «„ et x„_, tendent vers zéro, il taut que le seul terme de 2a, ni . . . «m-i q"' ne contient ni «m ni ^m-ii ^ savoir x,a.j. . .a„^i, tende aussi vers zéro, ce qui exige que l'on ait, par exemple, Xa_-2 ^ o, ....
Réciproquement, il est clair que, si p racines tendent vers zéro, les p derniers termes de l'équation tendent vers £éro.
Nous pouvons maintenant démontrer notre théorème; en eflel, si nous supposons que les coefficients de l'équation (i) soient fonctions entières de^', on pourra représenter le premier membre de celte équation pary"[a7, j'J,ydésignant un polynôme entier. Supposons que pour^^|3 l'équation (i) ou /"(x, j) ^oailp racines égaies à se; alors on aura, pour_j" = [i et .f =^ st,
Or, en posant x = a + A, l'équation (i) devient
HA
Si l'on suppose y = ^, cette équation en /i a, en vertu des
formules ( 3 ), /> racines nulles; donc, quand _)- tend vers p,
I Jie^irr. m. 8
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p raciDes de cette équation tendent vers séro, on, ce qui revient au même, p racines de (r) tendent vers a; donc cnfm les racines simples ou multiples de (i) sont des fonctions continues de j^. c. q. f. d.
Remarque importamte. — Si les p premiers coefjicients d'une équation
tendent vers zéro, p racines de cette équation croissent indéfiniment.
Car p racines de la transformée en -
^0 -f- /ij jr H- . . . -f- Op-vP -h ...-*- «;;i J:'" = O
tendent vers zéro.
Une équation à deux variables telle que ( i ) , dans laquelle aoy ai y a2, • . . sont des polynômes de degrés o, i, 2, . . . respectivement, sera dite du degré m; si Ton suppose que «0» «<> • • •> ^p-i tendent vers zéro, p racines x de cette équation croissent au delà de toute limite ou, si Ton veut, sont infinies pour ao = o, . . . , a^.4 = o. Nous dirons alors que l'équation en réalité du degré m — p en x
est du degré m et admet p racines infinies. C'est là une façon de parler nécessaire pour l'exactitude de certains théorèmes qui sans cela manqueraient de généralité.
n. — BEBIARaUE SUE LA DIVISION DES P0LTN01QI8.
Considérons deux polynômes
f[x) = flTo -f- <7j .r -4- . . . -4- a„^.z"\
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divisons-les l'un par Tautre, en ordonnant le quotient, par exemple, suivant les puissances ascendantes de x; arrêtonsnous à un terme de degré i. Soient Q/(x) le quotient, x'+*Ri(x) le reste, et
nous aurons
/*n*étant pas en général divisible par F(x), le quotient Q, pourra contenir un nombre indéfiniment croissant de termes; mais on aura toujours, en divisant par F(x),
Je suppose maintenant que Ton sache d'autre part que ~-{ est développable en série convergente de la forme
F(ar)
je dis que Ton aura /o = <^o> ^'i=Ci> •••; en d'autres termes, la division pourra fournir le développement cherché. Cela suppose, bien entendu, Aq ou (^(0)^0, sans quoi
y au lieu de se réduire à ko pour x = o, serait infini,
et d'ailleurs Q,- contiendrait un terme en -•
Si nous appelons <Ji(x) la somme desi-Hi premiers termes de la série et x'+*<p,(x) le reste, la fonction (|// sera finie pour x = o et l'on aura
De celle formule et de (i) c
Si l'on fait jr:^o,on v et divisons par x; nom
To ^ Cfl. Supprimons !(q ctf,
En faisant encore j- ^ o, il viendra k, ^ C| et ainsi de
suite; si do
est développable suivant les puissances la division donnera le développement.
ascendantes <
Celte proposition est encore vraie quand ia = F[o) = o, car, £|, étant différent de zéro, elle sera vraie pour les fonc-
On verrait de même que, si l'on peut développer ^|r-^
suivant les puissances descendantes de x, la division donne le développement; seulement, au lieu de faire x=:o, on
fera x = qo , ou, si l'on veut, on changera x en - et l'on
sera ramené au cas que nous venons d'examiner.
m. — SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES DIS RACimS D'DIIE ÉODAIION.
On appelle _/onc(ion sjmélriçue de plusieurs quantités a, h, c, ... une fonction dont la valeur ne change pas quand oa permute ces lettres entre elles : ainsi «H- i -t- c, abc sont des fonctions symétriques de a, b, c.
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Nous allons montrer comment on peut calculer les fonctions symétriques des racines d'une équation sans pour cela avoir besoin de la résoudre.
Nous commencerons par montrer comment on peut calculer les sommes des puissances semblables des racines. Considérons Téquation
(1) /(x) = 0 ou /7;„-|-a;n-lJ^-+-«m-î-^*-*-"«-t-«0J^"* = O;
soient a, (3, . . . , X ses racines. Posons
(1) Si= 0* 4- S' -h ... -h V = 2a';
nous aurons, en particulier, On sait que
En prenant les dérivées des logarithmes des deux membres, on a
Supposons le module de x plus grand que ceux de a, (3, ...,).; on aura (par la formule de la pa{>;c 98 du t. il)
Ku portant ces valeurs dans (3) et en ayant égard à (a),
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Donc, en vertu du théorème démontré au paragraphe précédent, SofS^ ,52,... sont les coefficients de -» — j^ • • • dans le
quotient de la division de f*[x) parfi^x).
On peut mettre 5o, ^j, .vj, . . . sous forme de déterminants. Écrivons (4) ainsi :
ou, en remplaçant y (x) par sa valeur.
Égalons de part et d'autre les coefïicients des mêmes puissances de X ; il viendra
et, en observant que So = m,
I <?, -4- jp, fl(, = o,
On en conclut à voJonté les Si en fonction des a/ ou les a/ en fonction des ç/.
0/ï prouverait de même que 5_i, 5-.2> ^-3» • • • sont les
coefficients dex^, x, x^, ... dans le quotient de — ,., J
ordonné suiv^ant les vuissances croissantes dex.
CHAPIThE IV. IJQ
Remarque. — En vertu des formules (5), si Ton suppose ^0= I, ce qui est permis, 5j sera du premier degré en a<, «2» ^3> • • • > car Si = — ^1 ; S2 sera du second degré, 53 du troisième, etc., 5/ du i**"* degré.
On appelle poids d'une fonction de ao, aj, «a, ...la somme des indices des lettres qui y entrent : ainsi le poids de a^al sera 4 -f- ^^ X 3, etc. Il en résulte que le poids de Si est I. On peut le vérifier en observant que, si Ton remplace ^0,^4,^2, • . • par
m m(m — i) , mlm — i](m — 9.) ,
f{x) devient (x — a)'" et 5, devient ma'.
Théorème. — Toute fonction symétrique rationnelle des racines d'une équation algébrique s'exprime rationnellement à taide des coefficients de cette équation.
Il suHit évidemment d'établir ce théorème pour les fonctions symétriques entières ; or, toute fonction entière des racines a, (3,. . . , Xest une somme de termes de la forme koL^^J, . . ; si cette fonction est symétrique, elle sera la somme de termes de la forme
Si donc nous prouvons que cette fonction s'exprime ra* tionncllement au moyen des coefficients de Téquation, le théorème sera démontré. Or on a, pour i^y,
et, dans le cas où i = j\
:t^^< pj = sj - s,..
ûti aarait de même, en supposant ( ■^j ^ k,
cl ainsi de suilc. Donc, elc. c. y, r, n.
Remarque. — On voit que le poids d'une fonction du degré fj. des racines d'une équation sera de poids ft par rapport aux coefficients; cela résulte de ce que Sj est de j>oid3 i.
IV. — DE L'ÉUKUrATIOIl EN GÉNÉRAL
ÉlirrUner j:,y,M,, . . entre des équations L = o, M = o, N ^o, . . ., c'est trouver des équations qui soient des conséquences nécessaires de celles-ci et qui ne contiennent plus jc.y.z, .... Ces équations portent le nom de résut- Kmtes des éqUdttuDs proposées,
Pour éliminer centre les équations ifi(x)=: o,({'(x) = o, il suffit d'exprimer que ces équations ont une solution commune, ce qui peut se faire, pour fixer les idées, en égalant à zéro te plus grand commun diviseur de f(x) eti|'(-c)- Eu effet, l'équation qui exprime que y(:f)=o et '^{x) ^ o ont une solution commune est bien une conséquence nécessaire de ces équations, car, tant que CCS équationsn'auronlpasde solution commune, elles ne poui^ ronl avoir lieu en même temps. Toutefois, comme çfx) et ^{x) pourraient s'annuler ensemble, quel que soit x, en choisissant convenablement un facteur indépendant de x entrant dans if et dans \^, nous préciserons et nous appellerons dans ce Chapiire résultante de deux équations la condition nécessaire et sufjisnnte pour qu'elles aient au moins une. racine commune, à moins que nous ne prévenions expressément du contraire.
Nous observerons, en passant, que rien ne nous auto-
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I que la r^sullanle de deux équi
tîsc â croire a prie
puisse remplacer l'une quelconque d'entre elles, el nous
prouverons d'ailleurs plus loin qu'il n'en est pas a
'général.
iUSHIliTIOll PAB LES FOSCTIOHS STKÉTBIQUES.
Considérons les deux équations
appelons a,, «a, ..., a„ les racines de la première,
p,,p, ^„ celles de la seconde. Pour que ces équations
aient lieu en même temps ou aient une solution commune, il tant que l'une au moins des quantités «, — |Sy s'annule, et cela est suffisant [j'écarte le cas où s< et tjj auraient un facteur indépendant de x commun et susceptible de s'annuler, où par conséquent l'on pourrait supposer <f{jc) = o, quel que suit x]. 11 faut et il suffit donc que l'on ail
ce qai peut s'écrire indifTérerament sous l'une ou l'autre des formes
jj:*(«,lt(".). .■♦(..)=<!, (-■)-"^t(P,)t(f.)---»(P.) = o-
Chacune de ces deux formules pourra se calculer par méthode des fonctions symétriques.
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La première forme de la résultante nous montre qu^elle est de degré m par rapport aux coefficients de ({/, la seconde qu'elle est de degré n par rapport à ceux de f . On peut voir que son poids est inn. En effet, un terme quelconque de la résultante est
hia1'*bjOL\-L..bkOL
le poids de i/iy. . . ^a est i 4-7 + . . . -hA'l celui de a;'-'<-A..a;;,-* est
n — i -\- n — / 4- . . . -4- /i — /' = mn — / — j — ... — / ;
le poids total du terme considéré est donc mn. De là résulte un théorème important :
Théorème de Bezout. — Si l'on suppose que aofa{,,.,^am soient des polynômes en y de degrés respectijs 0fi^2^.,,^m, que hQyb\y. . . , i/i soient également de degrés o, i , 2,..., /i respectivement par rapport à y, la résultante des équa^ tions 9 = 0, ij; = o sera de degré mn en y au plus.
En effet, le poids de la résultante est alors précisément égal à son degré relatif à j^, puisque chaque coefficient a un poids égal à son degré. La résultante est donc du degré mn au plus. Je dis au plus parce que certaines réductions peuvent parfois faire évanouir les termes en ^'»'», mais il est facile de voir qu'en général ces termes existeront, et, pour cela, il suffit de considérer un cas particulier où cette circonstance se présente.
Soit
on en conclut la valeur suivante de la résultante :
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on
y'"(p'} — Dipi — l) ... = O. C. Q. F. D.
On prouverait facilement que la résultante de trois équations
peut se mettre sous la forme
(ai, ^f), (a2, ^2)1 • • • désignant les solutions communes à çp = G, i = o, et ainsi de suite.
La méthode d^élimination que nous venons d'exposer a parfois des avantages, mais le plus souvent elle conduit à des calculs inextricables.
En voici une autre qui permet d'exprimer la résultante sous forme explicite. Supposons o(x) de degré /w, ^{x) de degré n et soit m^n et
f{x) = (a: ■— «1 )(ar — a,) . . . (a? — a,n ),
éZi , nro^ . . • désignant des quantités arbitraires inégales ; une fonction F(a;) quelconque de degré m pourra se mettre sous la forme
{voir au besoin le § I du Chap. V qui suit). En particulier, si l'on pose
on aura
0(j:, rt,) =0,,$, -+-0,,$, ...-»-0,„Ç;„
0(T, a,n)= 0«|lÇ|-h 0,„j;t . . .-T-0,„;;, J;ff.
Si dans ces formules on remplace x par les racines «i, «2» • • • > «m de ©(x) = o, on trouve m* équations en vertu desquelles
(3) S zt 0(a,, a, )0(a„ a,) • • • ^(«in, «m) = BX,
0 désignant le déterminant dont Tclément général est 0/y, ainsi
et X le déterminant dont Téiément général est
K^j-ai)f\aiy or
de sorte que (3) devient
( — i)/nn,};(ay)n<p(a/)2=t — î — ... — !
ai — ai a„i — a
= eA:^^i:±— : !
De là on tire, en observant que
n?(a/)=n/(ayX(-i)"«,
Il4;(ay) =
voilà donc un mojen très simple de former explicitement
n^(ay)et
est la résultante de (i), (2).
YI. — SUR LES POLTNOMES MÏÏLTIPLICATEUBS.
Lorsqup les deux équations
(i) <p(ar) = o, '^{x)-o
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ont une racine commune x = a,tl existe toujours deux polynômes ft et ^, tels t/ue l'on ail
Quel que soit x, et réciproquement, si la formule (a) a lieu quel que soit x, ^i désignant un polynôme de degré inférieur à celui de ^ et Ç( désignant un polynôme de degré inférieur à celui de y, les équations (i) auront une racine commune.
En effet, soil a. la racine commune aux équations (i);
ideiUir[ucinenl
car cette formulerevient à»,iîii(j' — a) — ij;,a|(x — (i) = o; ainsi (a) est une idenlilé.
Réciproquement, soient m le degré de o. n le degré de i{i; soit m ?rt. Si la relalion (a) a lieu, y, étant de degré m — i et 'J'i de degré n — i, désignons par a une racine def ^o; elle annulera ^-J/, ; donc elle annulera o, ^. Or toutes les racines de f ^ o ne sauraient annuler ^,, qui est de degré inférieur à -f ; donc une des racines de ç annule '{*, et les équations (i) onlune racine commune.
Ce raisonnement ne tombe pas en dL'faut quand 9^0 a des racines multiples, car, si l'on admettait que y, possède ces racines, elle devrait les posséder toutes, à moins que ^ n'en possède une aussi.
Si les équations (t) ont deux racines communes, il existera des polynômes 91 et i, de la forme % ^ et
ï ^ 5-, de degrés//! — aet n — 2, satisfaisant à (-a)
quel que soil x, et réciproquement, s'il existe des pol^odnies de degrés m — u el n — a satisfaisant à (a) quel que
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soîtâ?, les équations(i) auront deux racines communes^ etc. y car sur les m racines de cp = o, en vertu de ridentité (a), ni — 2 seulement pourront annuler cp* et au moins deux d'entre elles annuleront ^, etc.
Si la formule (a) ne peut pas être rendue identique par des polynômes y i , ^i de degrés m — i et /i — i au plus, les équations (i) ne pourront pas avoir de racines communes, sans quoi il existerait de tels pol^'nômes.
VU. — FORMATION DE LA RÉSULTANTE
Soient
<};(.r) = 6oa-'* -H^iar'»-» -4-. . .-+- 6,|,
^0,^1, ...,&oi ^1} ••• désignant des quantités indépendantes de X et m désignant un entier supérieur ou égal à l'entier 71. Proposons-nous d'éliminer x entre les équations
A cet effet, divisons ^{x) par i^{x). Soient q^ le quotient etcp, le reste, divisons j?(p(^) par îj^(a:); soient ^2 le quotient et cpj le reste, . . . , divisons x'*~^ ?(^) P^r ^{x)\ soient çr^ le quotient et ^n{x) le reste, nous aurons
<p(ar)= yi4'(a:)-Hcpi(T), i •••• • ••)
Les polynômes îpi, cpj, ... sont de degrés n — i; soient
donc
?i = Cio -+- CxxX -+-. . .H- cin-,ar«-»,
o, = Cjo -H Cjia? -h. . .-h Cj/i -i^F'»-',
Ç/i = c«o-^c«iar -f-...-T-c„„_,a7''->
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et désignons par R le déterminant S d= Cio^si • • • ^/<w-i des coetricicnts des polynômes îjpi, Ça, ..., ^,i; je dis que
sera la résultante des équations (i), (2). En effet, développons R par rapport aux éléments de sa première colonne
et soient
R = Ri cio -H Rj c*o -h • . . -4- R/i C/io )
multiplions la première équation (3) par R, la seconde par Ro, ... et ajoutons, nous aurons
o(a7)[R,-h Rjar-h...^-RrtiF'»-M — 4;(x)[Riyi-+-R,^,-+-...-+-R„y„l = RiQi-hR,o,-+-...-+-RnÇ„.
Le second membre de cette formule est égal à R, en isorte que
(5)cp(a-)[Ri-HR,ar,-+-...^-R„ar'»-i]-iK2r)[R,gr,^-...-hR„^;,] = R.
Dans celle formule le coefficient de ç est de degré n — i, le coefficient de ^ est de degré m — i, car q^j ^2» • • • sont respectivement de degrés
m — /ï, m — /i-hi, ..., m — /i-h /i — 1 = m — i.
Si donc R est nul, en vertu du théorème démontré au paraf^raphc précédent, les équations (1), (2) auront au moins une raison commune : R := o est donc bien la résultante elle reliée.
Celle méthode fournil, en même temps que la résultante R = 0, les polynômes multiplicateurs
Ri-H Rjr-T-. . ., Ri7iH- Ri^i- ..
et enfin la racine commune ainsi que ses n — i premières puissances (|ui sont les solutions des équations linéaires
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Oi ^ o, ^j ^ o, . • , tfn = o, lesquelles se réduisenl an — i dislinctes eu verlu de R ^ o .
Remarque. — Si R est différent de zéro, les polynômes b el ^ n'ont pas de f'acteui- commun; en divisant les deux membres de (5) par R, on trouvera
Donc quand deux polynûmcs '^ et iji n'ont pas de facteur commun, en appelant m et n leurs degrés respectifs, il exislera des polynômes f, el ■{/, de degrés m — i et n — i donnant lieu à ridenlité (6).
Si les quantités R, , R^, ..., R^ étaient nulles, notre raisonnement tomberait en défaut; faisons alors abstraction de la dernière équation (3), développons R„ suivani les éléments c, , , C;, , . . , , c„_, et soient
R„= S,c„ + Sic,i-H..
hS„_,
Si nous multiplions la première formule (3) par S,, la deuxième par Si . . . , la n'"" par S„_( el si nous ajoutons, nous aurons, en vertu des propriétés connues des déterminants,
ç(3')[Sl-|-S,H-...-4-S,-,37''-»]
•ile
<f, et <]i| de degrés n
el les équations (3) auront deux
[ polynôm
communes ; ces
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deux racines s'obtiendront en éltminanl x*. x', ,.., jr"~' entre o, r= o, tp^ = o, . . . , ^„_, =: o et l'on aura une équation du second degré en x qui donnera les deux racines communes. On verrait de même que si S( , Sj, . ■ . , S„_, étaient nuls, les équations (i), (a) auraient trois racines communes données par une équation du troisièrpc degré, etc. Bien entendu, les racines communes peuvent (}tre infinies-
Eiilin, si tous les c,y étaient nuls, ^ serait divisible |>ar f
Thëobème de Béiout. — Supposons que a,- et bi soient des polynômes de degré i en y, il est facile de voir que R sera de degré mn en y. En effet, si dans le Tableau qui représente ce déterminant R on remplace cliaque élément par son degré, on forme le Tableau
et l'on voit que tous les termes du déterminant H développé seront du même degré mn.
a. — &ÉSOLUTION SB DIOI fifiOATIOHS A DEUX IHCOKHDXS.
Supposons maintenant que les équations (i) et (a) des paragi'aphes précédents contiennent une seconde inconnue ^, de sorte que a,- et bi soient des polynAmes entiers ea y de degré j, et proposons-nous de résoudre ces deux équations. Commençons par éliminer x, ce qui nous donne t'équaiion (4) de poids mn ou de degré mn cnv.
La ri'sullanic (.i) est une conséquence de (i) et (a), mais elle ne saurait remplacer l'une quelconque de ces iquations; rien ne le prouve, et nous allons même voir
L. - Algèbre, III
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4ue le sjstème [(i), (4)]. qu' admettrait m'n solutions,
est plus général que [(i), (a)], qui n'en admet que mn.
L'équalioa (4) fait counaître les valeurs qu'il taut attribuer à j- pour que (i) et (a) aient une solution commune. Soit j', une de ces valeurs ; si l'on attribue alors à y cetle valeur, (i) et (3) n'auront en général qu'une seule racine commune :r,. Ainsi, en général, à chacune des racines j^ de l'équation résultante ('i), on ne pourra associer qu'une seule valeur de x. Les équations (1) et (a) ont donc seulement en général mn solutions.
Ceraisonnemenl tombe en défaut : 1° quand la résultante (4) a des racines égales; a" quand les équations (1), (a), pour la valeur jj-, de^ tirée de (4), ont plusieurs solutions communes. Ces deux cas rentrent, comme nous allons le voir, l'un dans l'autre.
Désignons par R le premier membre de la résultante ( 4 ) et par c un élément quelconque c/j du déterminant R. On a, par le théorème des fonctions composées,
rj=£r;,c;.
Si les équations (i), (2) ont deux solutions communes, tous les mineurs R^ de R sont nuls, R' sera nul et la résultante aura une racine double. On verrait de même, en appelant c et d deux éléments quelconques de R, que
R;.=ï(R;dC^4-i-R;c;,),
et, par suite, si (i) et (a) ont trois solutions communes, tous les mineurs du second ordre R^,, de R étant nuls, la résultante R ^= o aura une racine triple, et ainsi de suite. Cela montre bien que jamais les équations (1), (a) n'auront plus de mn solutions.
Le raisonnement qui précède suppose les coeflîcients ai, hj tout à fait quelconques et la résultante du degré mni
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mais la rësultanle peut être d'un degré moindre, et une discussion devient nécessaire.
Puisque la résultante, dans le cas général, est nécessaireiseal du degré mn, si son degré s'abaisse, il faut que quelques-unes de ses racines soieat inllnies pour les valeurs particulières de a«, «,, ...,£g. — (nous avons expliqué le sens tle cette locution p. i a5). Les équations (i) et (2) sont alors satisraitea pour des valeurs infinies de^. A ces valeurs infinies de j pourront correspondre des valeurs finies de a; que l'on trouvera très simplement a priori eu cherchant pour chaque équation les valeurs Cuies de X qui rendent y infio'i, et pour cela il suffira d'égaler à zéro les coefficients des plus hautes puissances dej dans chaque équation; on aura ainsi deux équations dont les solutions communes seront les valeurs cherchées de a:. H j a plus: à des valeurs finies de^ pourront correspondre .des valeurs infinies de x. Ce phénomène se présentera (jtiand les équations (.1) seront incompatibles.
Disons enfin qu'à une racine double de R = o peuvent correspondre deux valeurs égales de x, et, en comptant la solution correspondante pour deux, on voit que l'on peut dire que deux équations de degrés m el n ont toujours mn solutions, simples ou multiples, finies ou infinies.
Remarquons, en terminant, que R peut être identiquement nul (quel que soit y ); alors les équations proposées ont un facteur commun el par suite une infinité de solutions.
X. - THÉOBiSE SÉRÉRII DB BÉUOT
l'our trouver la résuliante des équations
(1) ?(ï)=o, ^lx) = o
des degrés respectifs fneln'^m, on divise f(x) par'}i(x); soient ^1 le quotient, o, leresie, on divise :Xif(^) par <j'(x'j;
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soient ^2 1^ quotient, 02 le reste, etc. Soient
Oi{x) = c,o -+-ci,ar -4-. . .4- ci„_i r«-i,
on a
?/i(^) = C/,o-t- Crtia7-H. . .->r- Crt/i-iar""*;
et, par suite, en appelant ai , as, ... les racines de '^(x) (3) a;9(ay)^ç)/^,(ay).
Or, si Ton forme le déterminant
' ?i(ai) ?i(ai) ; <pi(ai) ?i(aî)
I ?»(«!) ?/i(2ti) ... ©/i(a«) ■ en vertu de (2), il sera égal au produit
Cîl
C/îO C/Il
Cin-1 Cîrt-l
6nn-l !
aî->
et en vertu de (3), au produit
On a donc
Cto
Cm
Cno C„i
Cj/i-i Cj/i-i
= ?("i)?(aj)... ?(««),
ce qui prouve une fois de plus que R = o est la résultante
de Cp = G, •]> =rz o.
CHAPITRE IV. l
Théorème. Soient cp, ^ des polynômes entiers en x et en y des degrés m et /i, supposons m 5 n, il existe des polynômes A, jjl donnant lieu à V identité
V{jr^ y) étant un polynôme donné, et / désignant un polynôme en y seul de de*j[ré mn — i au plus.
En eilel, si nous supposons que cp et «{^ n'ont pas de résultante R(y) = o telle que les mineurs de R soient tous nuls en même temps, les formules (2) donneront, par exemple, en éliminant .r^, x^, . . . , .r"^*,
(4) :r-^-r.Pç-t-Qi}.-r-H;
acii
d'ailleurs on en tire aussi
(5) arB-PiO--Q,4;;
en multipliant la première par , la seconde par > ■••
et en ajoutant, P, Vt, (), Qi désignent alors des polynômes entiers en x et r, et H un polynôme entier en y seulement.
Or R et — ne sont pas nuls en môme temps : donc il
existera des polynômes w, t> entiers en y tels que
donc, si l'on multiplie (4) et (5) par u et v respectivement et si on les ajout(^ on trouve
M et j\ désipiantdes polynômes enliers et 0(^') une fonction entière de y; il est clair qu'en élevant les deux membres de cette formule à la puissance 2, .'5, ..., on
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trouvera pour ^*, :r', ... des valeurs de la forme
et 6| sera égal à 6'(^') dans la valeur de x^\ il en résulte que tout polynôme entier F(j^, j^) pourra se mettre sous la forme
Je dis que l'on peut supposer y(^) de degré mn — i au plus; en effet, divisons/()') parR(r); soient W le quotient et /<(y) le reste, comme RQ') est de la forme X|(p -f- f^i ^, on aura
et le théorème est démontré.
Proposons-nous maintenant d'éliminer x ^V y entre les équations
des degrés /;, m, n respectivement cl à coefficients quelconques; d'après le théorrme précédent, on pourra poser
et si a/^/ désigne une solution de 0 = 0, i =0, on aura
Soient alors mn = 5 et
Si Ton pose
CUAPITRE lY.
• ^10 du
^iM ^îl
"is-t
dso ds\
dss—i
Xo(Pî) .
■■ Xo(P»)
X*-<(Pi)
XsMh) .
on aura, en vertu des formules (6),
D désignant le produit de toutes les dilTérences des quantités ^4, fia, . . . , p,; et en vertu de (7)
S ^- AD, d'où l'on conclut
A = o est donc la résultante des équations y =rr o, ç = o,
En supposant que les fonctions (f, ^, ^ contiennent un
paramètre z tout en conservant leurs degrés /w, /i, p^ il
est facile d'évaluer le degré de la résultante A = o. En
effet, si nous observons que l'on peut supposer toutes no»
formules homogènes en indice, le déterminant À, en y
remplaçant les éléments par leurs degrés par rapport à 2,
deviendra
son degrr est donc sp ou mnp, — On voit comment on démontrerait que les éqnalions ç = o, ^ = 0, X^^^ ^^^ mnp solutions, comment on pourrait les calculer et comment on éleudrait le théorème de Bézout à 4i À 5, ••• équations.
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On pourrait craindre, d'après Tanaljse précédente, que la résultante de trois équations, par exemple, fût de degré inférieur à mnpj mais on peut prendre un cas particulier où Télimination est facile et montre que ce dernier est mnp\ il ne peut pas être moindre dans le cas général. II suffit pour cela de considérer les équations
{z^i^x — Pi7)(5 — a,a- — Pj^). . .(;: — dpX — ^py) = o,
xm — ^//i =3 o, yn _ ^rt = o.
Les deux dernières équations ont mn solutions de la forme x^=^\z^ ^==jjl5, et il est clair que la résultante sera z'^'^pK == o, A désignant une constante.
n. — ÏÏSA6ES DE L'&nOKATIOH. — BEGHERGHE DES BAdHES mAGINAIRES DES ÉaïïATIOHS. — ÉVAHOUISSEMEHT DES BADI- CAUX.
L'élimination a des usages très-variés dans toutes les branches de l'Analyse.
Si dans une équation algébrique à une inconnue on remplace l'inconnue par x -{-j V— i^ elle prend la forme
Cette équation se décompose en deux :
En éliminant alors successivement x et y, on aura deux équations à coefficients réels, dont les racines, convenablement discutées, feront connaître les racines imaginaires de l'équation proposée.
Dans certaines recherches, on est conduit à des équations contenant des radicaux; ces équations, lorsqu'elles
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ne contiennent pas de signes transcendants, se ramènent toujours à la l'orme ordinaire sous laquelle nous sommes accoutumés à considérer les équations algébriques. En effet, observons d'abord que, après avoir chassé les dénominateurs, les deux membres de Téquation seront deux fonctions entières des variables et des radicaux. Considérons, par exemple, Téquation
( I ) \/.r -h I V\r -h y j: H- I — V .r — ^x -f- i -f- j: — i r j: o. Si nous posons
(2) ^X^^ï-^X, *yjx-^X=:Z, ^yJx—X---U
nous aurons
IJZ — t -\- X — I=:o, ^ — —
Si Ton élimine alors j^, z, /, Téquation résultante ne contiendra plus de radicaux et pourra remplacer (i), à la condition, toutefois, que les radicaux, dans cette équation, seront pris avec leurs valeurs multiples; en effet, les équations (3) ne remplaceront les équations (i) et (aj qu'à cette condition.
Ainsi, par exemple, l'équation
n'a pas de solution, tandis que
obtenue en chassant les radicaux, admet la racine x=^ \, Quoi qu'il en soit, Téquation résultante, obtenue par la
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méthode que nous venons d'indiquer, contient toujours les solutions de Téquation proposée, quand elle en a, de sorte qu'une discussion facile fait connaître les solutions à rejeter.
Xn. — PROBLÉB GâlÉRAL DE LA TBAISTOBEATIOS
DES ÉaïïATIOHS.
Problème. — Etant donnée une équation
admettant les racines «4, a^, . . ., a^y former une équa^ tion ayant pour racines les valeurs de la Jonction
Posons
et soient yi, j^'i •••OV ^^^ valeurs distinctes qu'acquiert j^ quand on y permute les racines ai, «>» • • •> «!»• Le nombre // de ces valeurs est au plus égal à i .2.3. . .m, nombre des permutations de m lettres, mais il peut être moindre; c'est ce qui arrivera, par exemple, si (f est une fonction symétrique; alors jtx = i. Si Ton considère alors le produit
Téquation F(j^) = 0 satisfera à la question. Or F(j^) est une fonction symétrique dcj^i, )2? •••>JV> ^^ V^^ suite de ai, (X2) • • • ) «m ; on pourra donc en calculer la valeur, et, en l'égalant à zéro, on aura l'équation transformée.
Un autre moyen déjà indiqué page 21 consiste a éliminer ai, «2» • • • ? «m entre l'équation
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et les équations
L'un et l'autre procédé seront généralement impraticables. Nous allons néanmoins en iaire une application à la formation de l'équation aux carrés des différences, pour une équation algébrique.
L'équation aux carrés des différences d'une équation donnée est celle qui a pour racines les carrés des différences que Ton peut former avec toutes ses racines.
Soient /'(j:) = o une équation donnée, «i, «a, . . ., «m ses m racines. L'expression (a,, — «2)^ est susceptible de
valeurs par la permutation des racmes. L équation
aux carrés des différences sera donc de degré • Pour
la former, nous formerons d'abord l'équation aux différences, c'est-à-dire qui a pour racines les diverses valeurs de l'expression ai — «2» Cette expression possède m^ valeurs, si l'on y comprend m valeurs nulles provenant de la soustraction d'une racine d'elle-même. Nous allons alors trouver une équation de degré m^ ; formons-la. Il faut éliminer oct et a^ entre
/(ai) 1=0, /(«,) = o, jr = ^i — (^i^ OU, ce qui revient au même, ai entre
/(ai)— o et /( j- 4- a, ) = o.
La résultante est
OU bien
Or y(a, j, y(aa), ... sont nuls, et cette résultante se
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réduit, après la suppression de tu racines nulles, à
[/(«. 1-1- ir/'i".)^ •••][/'(«.) +ir/"(«.)+. ••]•••=<>.
Cette équation n'est plus que du degré
ni^ — ni zs=i m (^m - - i ) .
Si Ton observe alors que, a< — «a étant racine de cette
équation, a, — oct doit être racine aussi, on voit qu'elle aura
ses racines égales deux à deux et de signes contraires; elle
devra donc conserver ses racines quand on changera^' en
— y ; elle ne devra donc pas contenir de puissances impaires
1 1-. o I»' • 11 , i?i{in — i) dey. bn posant ^'2=z, 1 équation eu z sera de degré
et sera précisément Téquation aux carrés des différences.
Si Ton suppose que l'unité soit le coefficient de x*" dans f(x), on voit que le terme de degré le plus élevé dans l'équation en y aura aussi pour coefficient i ; or le terme indépendant de 7 est /''(a, )J^[<X'i). . . f[oc„i). Cette quantité est donc égale au produit des carrés des différences que l'on peut former avec les racines ai , «2» • • • ? «/«•
Le produit des différences a^ — aa est égal, comme Ton sait (t. I, p. i44)» ^" déterminant
et, si Ton fait son carré, on trouve, en posant Téa^=zs^ (p. i45),
.Vy .V| ... ^m-\
^rn—i ^m • • • •^2m— ï
Maintenant, indiquons quelques simplifications qui pourront se présenter dans l'application des méthodes que nous venons d'exposer.
Si Ton veut former une équation ayant pour racines des
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fonctions 9 ( a"! des racines d'une équation donnée /'(x) = o, on pourra toujours, si 9 (a) est rationnel, le remplacer par Tine fonction entière de a de degré inférieur à celui de /(a) (que nous supposons entière, bien entendu). En i^ffet, soit
© ( .r Un^ •
On pourra toujours trouver des polynômes N et D tels ([ue Ton ait (p. 128)
Si dans la formule précédente on fait x:=:ay comme /(a) = o, on a
'^(a)D(a) = I ou ^(«)r._^^,
et alors ^ — - = /(«) D(a) se trouve ramenée à la forme
entière. Divisons ;^(a:)D(j?) par/ (x) : soit Q le quotient. K(x)le reste. On a
et, pour a: = a,
x(«;D(«) ou ^=:.R(a).
Pi(a) est de degré inférieur à /(a). Le théorème est donc établi.
En écrivant Téquation (i), nous avons supposé -, — ^|
irréductible, puisque cette équation n*a lieu qu'à cette condition. Si cette fraction ne Tétait pas, notre méthode
tomberait en défaut, mais Moi) serait nul et -]-. — serait
infini ; on connaîtrait d'ailleurs une racine dey'(j:) = o, et
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il faudrait supprimer cette racine avant de faire la transformation (*).
Zm. — GOHDmOH POUB aU'UHE ÉQÏÏATIOI AR UHE BAGUE
MULTIPLE
On appelle discriminant d'une équation le premier membre de Téquation qui résulte de Télimination de l'inconnue entre cette équation et sa dérivée.
Quand on veut exprimer qu'une équation a une racine double, on écrit que l'équation et sa dérivée ont une racine commune; en d'autres termes, on élimine x entre cette équation et sa dérivée, ou, si Ton veut, on égale à zéro le discriminant de l'équation.
D'après ce que Ton a vu au paragraphe précédent, on peut former le discriminant de bien des manières :
1° Directement par les fonctions symétriques, en appelant y( J.) = o l'équation proposée et «i, «2» • • • » «/« ^^^ racines. On a, pour ^aleu^ du discriminant A,
2^ On a encore (p. i/j<^>)
^in—\ '^m • • • '^ï//. —s
(*) II fnut 8(» rappeler que, si J{x) et ^(jc) ont un facteur commun (p. I2 8)f on peut satisCuirc à réquatioii
et, s'ils n'ont pas do facteur commun, à l'équation
^{x)\){x) - f{x)^{x)-.--±:u D(x) et N(jc) étant de degrés inférieurs à / et ^ respectivement.
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3^ Remplaçons, dans l'équation y( a:) = o, x par- (c'e5f
ce que l'on appelle rendre l'équation homogène) ^ et chassons les dénominateurs; on aura une nouvelle équation que nous désignerons par /(j?,') ) =:o, laquelle se réduira à la proposée pour^ = i. Nous supposerons alors j^ = i. Nous allons voir quel avantage il y a à introduire cette lettre, dont la valeur est i. La fonction /'étant homogène, on a
et Téquation proposée peut s'écrire
Mais, comme on doit avoir^^ = o, Téquation proposée se réduit à /y = o, en sorte que Téquation A = o s'obtiendra en éliminant x ou x et^ ( car, en éliminant x^ on éliminej^) enlre /x= o, f'y = o, ce qui est plus simple que d'éliminer X entre y*=o ei fj,= o, car /^ est de degré moins élevé que/".
Supposons maintenant que l'on veuille exprimer que f\x) = o a une racine triple. Il faudra exprimer que
JV] = o, /, = o, /; = o
en même temps ; en éliminant x entre ces équations, on aura deux résultantes qui exprimeront la condition cherchée. Mais on peut simplifier le travail de l'élimination.
Rendons réqualiony(x) = o homogène ; on aura, par le théorème des fonctions homogènes (p. 174)
[m — ri/x(.r, y) — .r/;. -f xfly.
En vertu de f= o,y]^ = o et /, = o, ces formules de-
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viennent
et il suiïira d'éliminer x ou x ^X.y entre ces trois équations, évidemment plus simples que /*= o, /^ = o, ./^«= o.
En général, pour exprimer que/= o o\x fi^x^y^ = o a une racine d'ordre m -f- i , il faudra éliminer x entre
/v — fm -. fin fm _
O — j yi», o - — y xy» -»» • • • » yx** — "•
HV. — SUE UHE MÉTHODE RAPIDE D'ÉUMISATIOI. Pour éliminer x entre deux équations
«0 ^'" H- «1 J?"*-* -f- - . -h ^/,n = o OU y =-r O,
Ôq x^ -+- b^ o;'*— * -f- . . . -h ^;j = o ou ij> = o,
on emploie quelquefois une méthode pratiquement assez rapide. Si m'^>n^ on multipliera ^J^ = o par aoX^^" et y = o par bo ; puis, par soustraction, on remplacera cp = o par une équation de degré m — i ; en opérant sur celle-ci comme sur(p=o, on la remplacera par une équation de degré m — a, et ainsi de suite. Considérons alors des équations de même degré
CqX'^ -}- Cj j:'*-* -f- . . . -I- c„ =: O, /^o-r'» -f- Ù^ x'»-* -I- . . . -T- ^„ — o.
Multiplions la première par Jq» la seconde parc©, et retranchons. Multiplions ensuite la première par b„, la seconde par c„, et retranchons. Nous aurons le système suivant, équivalent au système primitif,
(C| ^0— biCQ).v"-^ -+-. . .-+- [c„bn — b^CQ] =o, système qui ne contient plus x qu'à lu puissance n — i . On
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remplacera à son tour ce système par un aulre plus simple, et ainsi de suite, jusqu'à la complète disparition de œ; mais il est clair que cette méthode introduit des solutions étrangères.
NOTES ET EXERCICES
1. Pour (éliminer X entre y(x) = o, >[/ (x ) = o, de degrés m et /i, on pont éliminer x^^ ^, J^'» . . ., x'»-»-»-* entre les équations
7 = 0. jTv = Oy .... jT^-iy =0, •]/ = 0, x!j = 0, .... a-'»-i«y = o.
(Méthode diai/tique, Sylvester.)
2. Trouver la condition pour que jt* -t- 4/^-*^ -j- C^x« -»- 4 ''J^ -*- * = o ait une racine double, triple, quadruple.
L. — Algèbre, III. lO
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degré
8. Prouver que, si R « o est la résultante de ^(j:) » o, {^ ( x) = o,
(R s o, R/ = o) est la condition pour que ces équations aient deux
solutions communes, (R =i o, R'^ = o, R/ = o) est la condition poar
qu'elles aient trois solutions communes, etc., / désignant le terme
indépendant de x, soit dans 7, soit dans ^,
(Lagrangb.)
En partant de là, trouver la condition pour que l'équation du troisième degré ait une racine triple.
9. Considérons les équations ^(x] = o, >{f( j:) = o; si on les rend homogènes, elles prendront la forme
et l'élimination de x fera aussi disparaître/. Prouver que la solution commune à ces deux équations appartient aussi à
Si cette dernière quantité est identiquement nulle, les équations proposées rentreront l'une dans l'autre ou seront incompatibles.
CHAPITRE rV
^1, • • •« -Tn- On suppose atj = aji\ la résultante des équations
est
laijXi
•Xy =
«Il
J^i -h atj .r.
H- «in
«ÎJ J^j H- , , .
-t-aj»
l./l-ÎTrt
^ni
(Otto Hkssë.)
13. Prouver que^ si f (x) =« (/i — x)(6 — a:). ..(/ — jt), on a
a .r jr
(Salmox.)
14. Consulter Faa de Bruno, Théorie de rÊUmination; Salmon, Jlgêbre supérieure; un Mémoire de M. Lemonnier, Annales de l'Écoie Normale pour 1878; Caucht, Nouveaux exercices, Mémoire sur l'éli» minntion; J.-A. Sërret, Algèbre supérieure
iS. Une équation do degré pair a ses racines telles que, Tune étant désignée par a, il en existe toujours une autre qui peut être désignée par r — a. Abaisser cette équation.
Soient ô(j:) une fonction de x, et
Montrer que, si les racines d'une équation peuvent être représentées para, 0(a), 0«(a), ..., Ô»-»(a), ensorte que 6*(a) = «, cette équation peut être résolue algébriquement.
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i7. Soit
On propose de former Téquationqui aurait pour racines/(a),y(a'), ..., /"(a») ; a, a*, . . . , a« = i désignant les racines «'*"*■ de l'unité. Cette équation est
r/Q — X rtx Oi
Si dans cette formule on fait j: = o, le premier membre se réduit, au signe près, à/(a),/(a«), . . . , /(a""*)» ^^^^ on a ainsi la valeur sous forme do déterminant.
18. Pour résoudre Téquation algébrique f(x) = o, on peut diviser f[x) par/(x) en ordonnant le quotient suivant les puissances descendantes de x\ le rapport d'un terme du quotient au précédent tend vers une limite qui est ordinairement la racine de/(j:) = o qui possède le plus grand module. Comment cet énoncé doit-il être modiûé quand deux ou plusieurs racines ont le module maximum ?
(Jean Bernoulli.)
19. Former l'équation aux carrés des racines de/(x) = o, et montrer comment cette équation peut servir à trouver une limite supérieure du nombre des racines imaginaires de/(x) = o.
I. — FORMULE DE LâftBAHftE
Problème. — Trouver une fonction f[x) entière de x qui prenne pour x = sr , [5, y, . . . , X des valeurs données rz, i, c, , . .^ l en nombre 71.
Nous pouvons choisir cette fonction du degré n — i et poser
(i) /(x) = Ao -+- Aix -+- A,^« -h . . . -t- A„_i .»•"-*;
nous aurons alors la suite d'égalités que voici,
/ rt = Ao-^ Aja -h Aja* -f- . . . -+- A^-ïa"-*, (^) I /. = Ao-f-A,.'5-f-A,p«-t-...-+-A„_,;5«-»,
en nombre n; en les résolvant par rapport à A©, A|, . . ., \n-ii la fonction yT( a:) se trouvera complètement déterminée. L'existence d'une fonction y (a:), du degré n — i, satisfaisant à la question, est donc démontrée. On pourrait cependant craindre que le déterminant du système (2) soit nul; mais ce déterminant a été calculé (t. I, p. i^l)? 6t nous avons vu qu'il était égal au produit de toutes les différences que l'on peut former avec a, ,3, y, . . . , X. Or, ces quantités étant distinctes par hypothèse, le produit de leurs différences ne saurait être nul. Le système (a) est donc compatible et donne, pourAo, A|, ...,A;,_|, des fonctions linéaires
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de «, i, c, . . ., /(t. I, p. i4o)î en substituant ces valeurs dans (i), le second membre de cette formule devient luimême une fonction linéaire de a, i, ...,/, et nous pourrons écrire
(3) /(j:)=A^-+-B/y-t-Cc + ...-hL/.
Le second membre de cette équation devant se réduire k a, b, . . . , / pour j; = «, j3, . . . , X, on satisfera évidemment à la question en prenant pour Â une fonction qui s'annule pour j: = jS, y, . . . , X et qui, pour x = cf^ se réduise à i, et, en choisissant B, C, . . ., L d'une manière analogue, il faudra donc poser
A = P(ar — P)(x — y). ..(x — X),
et, en faisant j: = a,
En divisant ces relations membre à membre, on trouve
on trouverait B, C, . . . , L d'une façon tout à fait semblable. La formule (3) devient alors
* (.r— «)(.r — yK. .[.r — /)
Telle est la formule connue sous le nom de formule d'interpolation de Lagrange,
La formule (4) peut s'écrire d'une manière un peu plus simple en posant
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On déduit de là, en prenant la dérivée de cette expression,
et par suite, pour x = a,
n«) = (a-5)(a-7)...(a-À); de même
et ainsi de suite; la formule (4) devient alors
^ r [CIL) jc — a h [p] X — p
n. ~ DÉCOMPOSITIOH DES nULGTIOIS BATIOHIELLES
EH nULCTIOIS SIMPLES.
Etant donnée une fonction rationnelle, on peut toujours la mettre sous la forme ^7—!» ?(^) ^^ ^{^) désignant
deux polynômes entiers; en effectuant la division et en désignant par E(x) le quotient, pary(x) le reste, on a
FTxi-^'t-^'"*"FT7)'
f{x) étant de degré inférieur à F(j:).
Une fonction rationnelle telle que - — ,'^ dans laquelle
f{x) est de degré inférieur àF{x),est ce que l'on appelle proprement une fraction rationnelle.
Théokème I. — Toute fraction rationnelle peut se décomposer en une somme de fractions plus simples de
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la forme — > h. et a désignant des quantités indé^'
pendantes de x, et m un entier.
En efiety reprenons la formule de Lagrange,
., , F'.r) I , Ff.r) I
l'^ajx — a l'(|5).r — p
dans laquelle y(x) est une fonction qui, pour x = a, (3, ..., k, se réduit à a, i, ...,/, et dans laquelle F(x) désigne un polynôme de la forme
On peut écrire cette formule comme il suit :
Elle a lieu quels que soient a, |3, ..., ^,/(a)>yi(lS), --m/C^) et quel que soit x\ cela revient à dire qu*elle a lieu quel que soit F(x), a, j3, — , X désignant les racines de ¥[x) = o, et quelle que soit la fonctiony(x) de degré inférieur à F(x). En effet, la fonction /(a:) n'a été assujettie qu'à être de degré inférieur à F(x) et à devenir /(a) pour j; = a,/((3) pour j: = {i, . . ., et, comme/(a),y(|3), ..• sont arbitraires, y(j:) est une fonction arbitraire de degré inférieur à F(x). Le problème général de l'interpolation, dont nous n'avons du reste pas à nous occuper ici, consiste à déterminer une fonction quelconque qui admette n valeurs données pour n valeurs données de sa variable. Ainsi, en supposant 0r, |3, . . . , X différents, on peut poser
ffix] A B L
A, B, . . . , L désignant des quantités indépendantes de x. Si le degré de /(x) égalait ou surpassait celui de F(j;),
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il faudrait compléter cette formule par rintroduction d'une fonction entière E( x), et Ton aurait
r (j:j .r — oc ;c — p
Multiplions par les deux membres de celte for-
mule; elle devient
f[x] YAx) A B
F(.rj(^— «) X ■— OL (j: — a)* (x — ol)[^ — P)
D'après ce que nous venons de voir, tous les termes du second membre de cette équation, à partir du troisième, pourront se décomposer en fractions plus simples, et Ton aura un résultat de la forme
E|(j:) désignant une nouvelle fonction entière de x, quotient de E(x) par x — a, et A|, B|, ... désignant de
nouveaux coefficients constants: en multipliant par
les deux membres de cette nouvelle équation, on a
F[x;(x — a)* X — oc [x — a)' (j? — a)*
Bt
par une transformation analogue à celle de tout à Theurc, on arrive à la formule
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et ainsi de suite ; on trouve alors
/(x) __ , . A Ai
Vix) (x - a)'«-* "" *^'«-» l"^^ "^ (.r - a)''* "*■ (or - a)"-*
— ft
On peut maintenant multiplier les deux membres par -j n — I fois de suite, par » p — i fois de
suite, etc., et Ton arrivera alors à cette conclusion que toute fonction rationnelle est décomposable en un polynôme entier plus une série de fractions simples de la forme
' r,ï ^ désignant une racine du dénominateur ésale
[.r — ro)' ^ ^
à zéro, et i désignant un exposant égal ou inférieur au degré de multiplicité de cette racine.
-. r^ est ce que Ton appelle une fraction simple.
Théorème II. — Une fonction rationnelle ne peut se décomposer que d'une seule manière en un polynôme entier et une somme de fractions simples.
En effet, si Ton pouvait avoir à la fois
Cm'
ail
CHAPITRE
ur«
Or, si Ton fait x = a, le premier membre de cette formule devient infini; le second doit donc le devenir aussi, ce qui exige que l'un des binômes x — a', x — (3', ... soit nul pour X = a ou que Tune des quantités a!, jS', ... soit égale à a. Nous supposerons a! = ol\ mais alors il est bien clair que m = ni . En effet, si Ton avait ni' <^m, en multipliant les deux membres de la formule (6) par [x — a)*"', le premier membre serait encore infini pour x = a et le second serait fini. On verrait de même que l'hypothèse ///]>;/* est inadmissible; donc m = m'. Si l'on multiplie alors par [x — a)'" et si l'on faitx= a, il reste An»= am'\ on supprimant alors les premiers termes des deux membres de la formule (6), qui sont égaux, on procédera sur la nouvelle formule ainsi obtenue comme sur l'ancienne, et l'on démontrera, comme tout à l'heure, l'égalité de deux nouveaux termes, et ainsi de suite.
m. — SUR LA KÂinËBE DE DIBIftER LE CALCUL DES FBACTIOHS SIMPLES.
Dans le cas où le dénominateur de la fraction à décomposer ne contient que des facteurs simples, on peut faire usage de la formule
^ ^ F(.rj '^^V'[a) X — a'
mais on peut aussi faire usage de la méthode des coefficients indéterminés et poser
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On déduit de là
on en conclut, pour x = a, /a =Alini— i— i =Ahm-^ i î— ^ = AF' a h
on retrouve ainsi
et par suite
Cette égalité ayant Heu pour x = «, (5, ..., X, c'està-dire pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans le degré dey(j:"), est une identité; en divisant alors par F(j:), on retrouve la formule (i).
Première application. — Soit à décomposer
En posant
on en conclut
x= A(x-f-i)-4-B(x— i); en faisant x = i , on a
I =: aA, d'où A = -:
en faisant j; = — i , on a au contraire
— 1 = — aB ou B=-M
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d'où Ton déduit
du reste, Tapplication de la formule (i) aurait donné, en posant x^ — I = F(x),
Deuxième application. — La méthode des coefficients indéterminés s'applique encore dans le cas où le dénominateur a des facteurs multiples; ainsi, par exemple, considérons la fraction
(x— ij»{x + ij»(x— 2)' elle se développera de la manière suivante :
.r'— r-hi A A' A*'
(jr— I)*(x-Mj*(.r — 2J (x— i)» (j:— I.* x— i
(.r -h 1)* X -h I X — 2 En chassant les dénominateurs, on a
X* — xH- 1 = A(.r-4-l)'(.r — 2) -♦- A'(x — • l) (x + i)*{x — 2)
-4-A"(.r-i;«[.r-f-i)*(x — 2)4-B(x-i)»(.r— 2, B'(.r-hi)(.r-i)>(x — 2)+C(x-i)»(x-hi)».
Si Ton fait x = i , on a
En faisant x = — i , on a
3 = 4-24B, d'où B=^
JL _»
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En faisant j: = 2, on a
3 = 9C, d'où C=:^«
Si l'on remplace A, B, C par leurs valeurs, il vienl, réductions faites,
= 24A'(x-i)(x+i;--(j: — 2)-f-24A"(.r-i)«(a;-f-i)'(jr — 2) -f- 2 4 D' ( .r -4- I ) ( .r — I ) » ( j: — 2 ) ,
et, en divisant par (x — i)[x-h i){x — 2),
= 24 A' (x -f- 1 ) + 24 A"(-r — i) (^. + 1) + 94B'[x — i)*. Si l'on fait alors a* = i , on a
Si l'on fait x = — i , on a
io = 96B', B'=A.
Si enfin on fait x = o, en tenant compte des valeurs déjà trouvées, on a
7 = -6-24A"-f--, d'où A'^=-~, '2 48
et par suite
^* — .r -h I 1 I ai
(j-— i/;x-hij*(.r— 2j 4i.r — 1)3 4/j,.— i^« 4^(-=^ — 0
8x-rl)» 48(.r-4-i) 3(x— 2)
On peut quelquefois abréger les calculs comme il suit.
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Posons
La fonction ^(x) est une fonction rationnelle qui a pour dénominateur ^(x); quant à son numérateur, il est évidemment de degré inférieur à cp(x), en sorte que, si l'on change x en z -f- a et si Ton multiplie par z*", on a
Amy A,„_|, ... sont donc les termes du quotient de
-; r^ ordonné par rapport aux puissances croissantes
de z.
Troisième application. — Lorsque le dénominateur d'une fraction contient des facteurs imaginaires, la règle à suivre est toujours la même. Toutefois, il est bon d'observer que, si ces facteurs sont conjugués deux à deux, on peut faire disparaître les imaginaires en adoptant une nouvelle espèce de fractions simples.
Considérons, par exemple, la fraction réelle
_fir) _ ^/(-r).
elle se décomposera de la manière suivante :
A-4-A\— I B-hBV— I
.r — a — S ^ — I X — OL-h p V — '
OvA-hMj^^i est égal à âl±bl:Z^ B + D'v'^^ est égal à — =Tî ces deux quantités ne diffèrent
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donc que par le signe de ^ — i , ei Ton a
/{jc) __ A -4- A^ \f~ A — A^ yCn
c'est-à-dire, en réduisant les deux fractions écrites au même dénominateur,
/[:r)_aA(.r — a) — 2A/p
On voit que deux facteurs imaginaires conjugués donnent
lieu à une fraction simple réelle de la forme -^ ;
en suivant le même mode de raisonnement que plus haut, on verrait que, si le dénominateur F(x) possède deux
facteurs imaginaires multiples d'ordre i conjugués, ttt — (
peut se mettre sous la forme
On peut encore ici employer la méthode des coefficients indéterminés, mais voici une méthode qui sera peut-être plus expéditive dans un certain nombre de cas. Considérons la fraction suivante,
dont le numérateur est censé de degré inférieur au dénominateur ; on posera l'identité
IA\ /(x) _ Mx + N /Ix)-(Mx+M)?ix)
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puis on déterminera Mx -f- N de telle sorte que
devienne divisible par [x — a )- -f- jS^ ; il suffira pour cela
d'exprimerque celte quantité est nulle pour a:=a-4-j3^ — i . En faisant
K^-^? \/^) = A -h B \f^, ? ( a -f- 13 v'~) = C + D \f^, on aura alors
A -h D \/~— (Ma -+- M|3 v/Zr7-^ n)(c -1- D \/^) = o.
d'où, égalant les coefficients de ^/ — i et les termes réels,
A — (Ma-4-N)C-f-DM(3 = o, B — M3C — (Ma-|-N)D=ro.
On tire de là pour M et N des valeurs finies, carie déterminant du système est (3(C^-hD^), qui ne saurait être nul, car (3 est différent de zéro et G et D ne sauraient être nuls à la fois si cp(a:) ne contient plus le facteur [x — a)*-|- (5-. On divisera alors les deux, termes de la dernière fraction qui figure dans le second membre de (A) par (x — a)^-hl3-, et Ton aura un résultat de la forme
[(x - a;« -f- S*] V.-r) ~ [(X ~ «)« + 13*]'' "^ [(X - «;« ^. is^^tï:^^
fi est de degré inférieur de deux unités à /"(a*), et par suite de degré inférieur à son dénominateur ; on est alors ramené
à décomposer f, r^ — ' ^>i»_i , — r> M"! se traitera comme
la proposée et ainsi de suite.
Voici enfin une dernière méthode qui conduit assez rapidement au résultat.
L. — yfiffèbre, III
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Après avoir mis la fraction „ [ sous la forme
A, M, N restant indéterminés, on chasse les dénominateurs; on remplace alors successivement x par chaque racine de F(x)=o : on détermine ainsi autant de coefficients que de racines. On prend ensuite les dérivées des deux membres de Tidentité obtenue, et Ton remplace x par chacune des racines doubles de F(j:) = o : on détermine ainsi autant de coefficients nouveaux que de racines doubles, et ainsi de suite.
Traitons un exemple. Posons
^ A Mx-4-N M'.r + N'
(j;*H-ij*^.r — i) X — I j:* -I- I (x--T-ij*
Chassant les dénominateurs, il vient
(l) J:3=A(.i.*-hl.*-4-(Mx-4-N)(x— i)(x»-t-i) + (M'x-|-]S')(a7 — i). Si Ton fait j: = i , on a
Si Ton fait x = ^ — i, on a
et, en identifiant, M'-f-N' = o, M' — N' = i, d'où M'=-î-, N'= — -.
Prenons maintenant les dérivées des deux membres de ridentité (i); nous aurons, en n'écrivant pas les termes
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nuls pour X = yj — i.
3ar* = ( Mx + N ) ( X — I ) 2x 4- M' X -h N' + M'(x — i),
et, en faisant x = y — i et en remplaçant M' et N' par leurs valeurs
On en conclut
— 3 = 2M — 2N — I -+- v^^{i — 2M — aN) et, en identifiant.
d'où
On a donc
(x'-hl)*(x — i) 4-^ — * 4**"^"' 2(x*-4-l)*
I¥. — A QUOI 8EBT Là DtCOlIPOSITIOH DES FEAGTIOHS
RATIOnELLESÎ
1° La décomposition des fractions rationnelles en fraction simples facilite la recherche de leurs dérivées successives, difficiles à obtenir sans cela. Les dérivées d'une fraction simple telle que -. r- sont, en effet,
— ffiA
2° Elle sert aussi à trouver les fonctions primitives des
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fractions rationnelles, la fonction primitive de étant
lofirf x — a) et celle de 7 --étant -, r=— ;•
Mais nous n'avons pas ici à insister sur ce point, qui est du ressort du Calcul intégral.
3° Enfin la décomposition des fractions rationnelles a surtout pour but, en Algèbre, de permettre d'effectuer le développement de ces fonctions en série.
Théouème I. — Toute fonction rationnelle ï- ;— r est dé-
veloppahle suivant les puissances croissantes de sa variable x, pour toutes les valeurs du module de x moindres que la plus petite (*) des racines de l'équation F(x) = o.
Toute fraction rationnelle - — - est^ au contraire, dévelo/?-
pable suii^ant les puissances décroissantes de sa variable x pour toutes les valeurs de la variable dont le module est supérieur à la plus grande des racines de F(x) =0.
Enfin, le dév^eloppement de ^ — r aura lieu à la fois 5itt-
vant les puissances ascendantes et descendantes de x lorsque x sera compris entre la plus grande et la plus petite des racines de F{x) = o.
En effet, soit
F(x) = (x — fl)'«(x -. ^)«(x — c)/'. . . ; on pourra écrire
(*) y appelle /)lus petite ou plus grande racine d'une équation celle qui a le plus petit ou le plus grand module, uniquement pour éviter les périphrases.
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Or, si le module de x est moindre que ceux de a, i, . . . , on aura, par la formule du binôme (t. II, p. 1 25), le module
de - élant <^ i,
A(— l^' / jr\-'_ A(— l)'
[x — aY fi' \ (I ) u^
— 1 • • • se développeront d'une façon analogue, et, en
f{x] ajoutant les résultats, on aura le développement de ^ry— '•
Au contraire, si le module de x est supérieur à ceux
des racines a, 6, . . ., celui de - sera moindre que i , et Ton
aura
— ay x\ xj x'\^ X 1.2 x" J'
• • • se développera de la même façon et, par
[x-by
suite, '-^ — -. sera développable suivant les puissances décroissantes de X,
Il est clair enfin que, si x était, par exemple, supérieur
à a, inférieur ù h^ le développement de -— - - se composerait
de deux autres, ordonnés Tun suivant les puissances ascendantes, l'autre suivant les puissances descendantes de X.
Dans les deux premiers cas, il est clair que le développement pourra s'obtenir par la théorie de la division
(p. ii4).
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NOTES ET EXERCICES
Décomposer en fractions simples les fractions
mx'^ I 1.2.3.../;/ r I l*»
j;î'« — i' X"* -i- I ' x\x-^\)[x-^'i.)..\x-i'm)^ L(j: — fl)(jr — b)\
2. Soit f-T — [ une fraction dont le degré du numérateur soit inférieur
à celui du dénominateur. Soit
démontrer que Ton a
¥(x) ^\^[x^a)"^ "*" i.(x — tf)'»-» i.-2.(x — û)'»-»'^'*'
ce qui peut encore s'écrire
-^aif^) désignant la fonction — ^-^ = Çr-\ ir — a)"*-^. ^ ^ ' ° X — a r (x) ^ '
(Cadchy.)
f(x) 3. Soit • ' , , une fraction rationnelle. Si l'on ne sait pas décom-
poser <p(x] et >p(x) en facteurs du premier degré, on peut néanmoins décomposer la fraction précédente en deux autres plus simples. En effet, on a vu que, ^ et >{^ étant supposés sans facteurs communs, on
pouvait déterminer des polynômes 91 et ^i de degrés inférieurs à ^ et
fix] à "^ tels que f^^l — i{/<pi = i. Si l'on multiplie par i-~- , on a alors
Soient alors Ri le reste de la division éef^x par >p et Rs le reste de la
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division de/fi par o; il est facile de voir que Ton aura
On peut aussi employer la méthode des coefBcients indéterminés. 4. Trouver la n^^* dérivée de -r j dearctangjr et de
X* -h pjc -h fj °
log • Trouver la fonction qui admet pour dérivée -^ •
je "T" I X ^"^ 1
— arctang-—
5. La fonction ^^ _ '^a pour (/?— i)*^**** dérivée relative à a
i.i.ô,,.[ii — i) '
la fonction primitive de , r— relative à x,
On appelle série récurrente une série telle que
dans laquelle il existe une relation linéaire entre p coefficients consécutifs, telle que
HOfi -h Aj /7/i4.| -h ... -h Ap_i ûfi-hp—l = O.
Les nombres >0) ^i) ••• constituent ce que l'on appelle Y échelle eie relation. Cela posé, prouver que toute série récurrente est le développement d'une fonction rationnelle, et trouver l'expression de cette fonction, connaissant réchclle de relation. Réciproquement, le développement de toute fraction rationnelle est récurrent.
7. Soient a, b, c, . . ., / les racines de F(x) = o; soit f(x) une fonction entière de x, La fonction symétrique
f{ci)^f{0)-^..,-^f(l)
est le coefficient de - dans le développement de -p— -'/(a-).
F'jx)
(Caucut.)
8. Prouver que, si /est un entier inférieur de deux unités au moins
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au degré de
on a
ni ^ /'
A quoi est égal le second membre poor les autres valeurs entières
de/? (EULER.)
I. — DÉCOKPOSinOH EH GABBÉS
Nous désignerons par afj-=aji un coeflicîent indépendant des variables X|, X2, • . ., Jc„. Alors lout polynômey homogène du second degré en x pouiTa se présenter sous la forme
Ainsi, pour n = 2, on aura
car a,2X|a*2 -h fi-n Xj j^ = arijoJ^i-ï'a = 2^121X1X0.
On donne quelquefois le nom de formes aux polynômes homogènes i^quantic des Anglais) ; elles sont quadratiques, cubiques, etc., lorsquVIles sont du deuxième ou troisième degré; enfin elles sont binaires, ternaires, etc., suivant qu'elles sont à deux, trois, etc., variables. Nous n'emploierons pas ces dénominations, évidemment inutiles.
Théorème 1. — Tout polynôme homogène du second
(*) Quoique les matières de ce Chapitre sortent des programmes classiques, nous engageons les éléyes à les lire ; ils y trouveront résumée, tous une forme analytique, la théorie des coniques et des surfaces du second ordre.
degré à n variables est une somme de n carrés positifs^ négatifs ou nuls (c'est-à-dire de carrés précédés d'un coefficient positif, négatif ou nul).
Pour le démontrer, posons
(a) Z^i/yx/ry = X* -hXJ -♦-. . .-+-XJ,
X|, X2, . . . étant définis par les équations
En identifiant alors les deux membres de (2), on aura
n(n — 1] , . , . , «(«-»- 1) — ^ relations entre //* quantités a/y, et, comme — ^ ■'
est toujours plus petit que n^, on pourra déterminer les a/y d'une infinité de manières. Nous allons voir que l'on peut toujours effectuer cette décomposition directement.
Supposons d'abord que l'un des coefTicientsan, a22» ..., ann ^^ soi^ p2is nul. Soit «H ^o, on aura
y désignant un polynôme du second degré en X2, X3, . . ., Xn' On peut alors écrire
(4 ) /= a-\ (^/ji-r, -+- a^^x, H- ... -h a^^x^ )* -h/",
j ' désignant un polynôme ne contenant plus Xi. Si /in, /Ï22i • • •) ^nn sont tous nuls, on observera que
f désignant un polynôme ne contenant plus X\ ni x^* On peut mettre le produit qui entre sur la première
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ligne sous la forme d'une difTérence de deux carrés par la
r 1 vv /X-*-Y\2 /X — Y\2 „ . ,,
formule Ai = f j — I 1 » et 1 on voit que 1 on
peut toujours ramener /^ à un ou à deux carrés, augmentés d'un polynôme/^ ne contenant plus que n — 1 on n — a variables. En procédant sur J* comme sur /, et ainsi de suite, on démontre le théorème
Théorème II. — De quelque manière que s^effectue la décomposition de f en carrés, on doit toujours trouver le même nombre de carrés positifs, négatifs ou nuls.
En effet, considérons deux groupes de fonctions lin éaîres et homogènes de j:i , j:2> • • • » -^z* indépendantes X| , X2, . . . , X/ et Y|, Y2, . . . , Yy, où i^j 'y les X ne sauraient s'annuler tous quand on suppose tous les Y nuls. En effet, les Y étant indépendants, on pourra calculer x^, X2 -, ^ » , Xj en fonction des Y et de ^y+i, . . . , ^/i, et on pourra exprimer les X en fonction des Y et de ^y+i, . . . , wC/j. Soit alors
Xjt = Xj Y| -+- ... -h Xy Yy -h Xj^iXj^i -+-... -h Xn J"rt,
Xi , ).2 désignant des constantes. Si les X s'annulaient avec les Y, on aurait i équations de la forme
qui, ayant lieu quels que soient xy+i, . . . , Xnt donneraient Xy.,.1 = 0, . . . ,)v;, = o: les X pourraient s'exprimer en fonction des Y qui sont en nombre moindre; les X ne seraient pas distincts.
Cela posé, soient
Ui)Uj, . . ., U/, V|, > 2, . . ., Vy, Xj^X;, . . ., Xjt, Yi, Yj, . • ., Y/
des fonctions linéaires et homogènes des x] supposons les U et les V distincts ainsi que les X et les Y, on aura
iH-y^/i, k-hlUn.
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Je dis que Ton n'aura pas à la fois, quels que soient les x,
y — 1^ j .... -1- Cl ^ Y j ... Ty ,
ou
(r) U* -+- ... H- U? - V» - ... - V; = XJ -h ... -*- X« - YJ - ... - Y ^
si l'on n'a pas / = A*, y = /. En effet, supposons / < A*; on aurait aussi i -h / <^ A -h / ; mais, si l'on suppose nuls les U et les Y, les X et les Y qui sont indépendants et en nombre supérieur aux U et aux Y ne sauraient s'annuler à la fois 5 c'est cependant ce qui aurait lieu en vertu de (i) qui devient
XJ -r- X« -^ . . . -+- X* H- VJ H- . . . -4- V; = O
et ne saurait avoir lieu que si tous les X sont nuls.
n. — DES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES.
Lorsque dans une fonction/ (xi, .rs, . . ., .r„) on pose
les quantités y étant indépendantes des x et des Ç, on dit que Ton fait une substitution linéaire et la fonction /devient F( J, , $2, . . . , Ç« ) ; F est dite transformée dey par la substitution (i). Le module d^une substitution telle que (i) est le déterminant 2 lii 71, 722 . • • ynn ^e ses coefficients.
La substitution (i) sera dite orthogonale quand on aura
( ^ ) 7i/7iy -^ 72/7ty -»-..• + 7/i/ 7«y = o P^"»* ' -^
Les substilutions orthogonales joinsscnt des propriétés suivantes :
1° Elles transforment la fonction j- j -h j:J -+- . . . 4- ^J
En effet, la première fonction devient SP/y ÇiÇy, et l'on reconnaît que P/y et P// sont précisément les premiers membres de (2) et (3).
3" En multipliant la première équation (i) par Yi/, la seconde par Vji, etc., et en ajoutant en ayant égard à (2) et (3), on a
(4) ?/ = Ti/^i H- Yî/^î -+-...-+- Yfl/^«»
et il est facile de s'assurer que, si Ton changeait dans cette formule jr en ç et vice versa y on obtiendrait de nouvelles formules de substitution orthogonales. En effet, nous avons vu que, en verUi de (1), (2), (3), on avait
Ç{ H- Çj -4- . . . -t- Çrt =^ ^l "^ «^î -î- . • . H- Xfi
identiquement. Remplaçons dans cette formule les \ par leurs valeurs (4); le cûclïîcient de XiXj sera
c'est-à-dire nul si i^j et l'unité si i=j. Les formules (4) sont donc celles d'une substitution orthogonale.
m. — BÉDUGTIOH A UHE SOMME DE GABBÉ8 PAB UHE SUBSTITUTIOH
ORTHOGONALE
Considérons un polynôme du second degré à n variables
(1) /(J-i.J^s, ...,^/*) = ^atjXiXj.
11 existe, en général, des valeurs des variables satisfaisant acx
relations
^ 0/ i _ i 0/ i ^ __ i àf i
•1 OjTi Xi X OjCf Xf À Ox„ Xa
l "r" «Tj ~T" ... "T" Xfg
Pour le démontrer, égalons cette suite de rapports à 5, nous aurons
et, en remplaçant ^> ~-y ••• par leurs valeurs tîréps de(i),
ou
•Pi ~t~ 3>« ~T~ • • • ~T~ "P /( — " I
(«II — *)^l-<- ai 2 3-5-+-... -4- axn^n = O,
«îi a7| -I- ( a,j — 5 )a72 -t- . . . H- a,„ ar^i = o,
Pour résoudre ce système, nous éliminerons ^1, . . ., x^^ ce qui donne
«11 — * «lî
ûfji ^22 — ^ • • •
«/îl
^rtî
II
équation que nous écrirons aussi, pour abréger,
en désip^nant par 0 le déterminant qui est son premier membre. En général, Péquation 6 = 0 est du degré n et a n racines distinctes; ces racines, portées dans (4), fournissent des valeurs déterminées pour ^1, Xo, . . ., x^, de sorte que les équations (i) ont en général n solutions.
CHAPITRE VI
Soient 5| , S2, . . . , 5/1 SCS racines, soieiil wTii, x/2, • • • 1 ^in les valeurs dc:riy :r2. . . .,^/i que i^on déduit de (3) quand à 5 on substitue Si.
Théorème 1. — A une racine simple de ^ (s) zz^o correspondent des valeurs bien déterminées de x^^ût^. . . . •
En effet, si les équations (3) donnaient pour r 1 ! .r* : X3 : . . . des valeurs indéterminées, les mineurs de 6(5) seraient nuls; or, comme on a
V(s) serait nul avec 8(5) : la valeur de s pour laquelle on calcule Xtj x-j^ ... ne serait pas simple.
Théorème II. — Les valeurs x^^ J?i2, •••« x^n ^^ X3t9 ^22> • • • 1 ^2/i d^ ^n ^2i • ' ' 1 ^n correspondant à des valeurs différentes 5| et s^ de s satisfont à la relation
En effet, les équations (2) donnent
- ÂZ =*1^!1»
}_ àf(xx\, X|t, ..., Xxn) __
djTi
= *l^lî»
on en tire
I df{xx\. ...) ^ _^ I àfJTxx, ...)
= Sx{xx\X^x-\- XitXii-^ , ..); on aurait de môme
I àf{X^Xy •••^ ,, _x_ ' «l/'''^îl« •••) ^
•i t^Xji a ox^
= «j(^iia:ji-f-T|,T,j-K.. .).
En vertu d^un théorème connu (*), les deux premiers membres de ces équations sont égaux : on en conclut
et comme s^^s^ par hypothèse,
(6) TiiXii-h XiiXii-^, , .-^XinXtn = 0, C.Q.F.D.
Théorème III. — Si les aij sont réels, Véquation 8(5) = o, aura toutes ses racines réelles.
En eflet, soit, s'il est possible, 5| une racine imaginaire, il y aura une racine 52 conjuguée de celle-ci, et x^, x^, ... seront respectivement conjugués de Xzi , ^22? • • • > mais St et 52 étant conjugués, c'est-à-dire inégaux, la relation (6) aura lieu : elle revient à
( mod .r, 1 )* -T- ( mod a^u )* -f- = 0,
ce qui ne saurait avoir lieu sixn, ^12^ • • • n'ont pas des modules nuls, c'est-à-dire ne sont pas nuls, ce qui est absurde, puisque
wP J 1 ~v •*■' T 2 "" » . • — 1 •
0 (5) = o ne saurait donc avoir de racines imaginaires.
Théorè:me IV. — Si l'équation 0(5) = 0 a une racine double, tous les mineurs de 0(5) sont nuls quand on y remplace s par cette racine,
(*) Co thêorèino pout s'énoncer ainsi :
ai f{x^^ iTj, ..., x^) désigne une fonction du second degri\ on a
d/(g;,dç;, ...) df{x\yx\, ...)
__ , àj\x,y x„ ...) àf{x^, x^y ...)
dx^ ' ôx^
Il se démontre en développant /(a*, 4- Xj, x, -f- ar',, ...), par rapport aux puissances de r,, x^, ... ou de x\f x\y ..., par la formule de Tuyior * dans l'un des cas, on trouve
dans l'autre.
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En effel, rien ne nous empêche de regarder la première équation (4) comme étant l'équalion 0(5) = o; il suffit pour cela de supposer a?«, Xz, . . . lires des autres équations (4) et substitués dans la première; x^, x^^ . . . sont alors fonctions de s et en différentiant la première équation (4) dans cette hypothèse et les autres pour en tirer
X ^ = —r-j x.^= -j-ï • • • > on a les équations
[ a;ix x\ -h a/,5 x'^-\-. . .-^{ann — s )^n = ^/i •
Multiplions la première par ^ — > la seconde par -r — , • et ajoutons, nous aurons
* * âaii ' âa^i âa,n
ou si 6 = o
mais, en vertu de (4),
jo de
xi : -j — = Xi
Oa^i - dan
la formule (8) devient alors
/ de \ï / do \î
donc, si les a/y sont réels
de de de
da,,"^' àaxi ' Wj"'"' ....C.Q.F.D.
Théorème V. — Si Inéquation 6(5) = o admet une racine triple, cette racine annule tous les mineurs du second ordre de ^{s).
En effet, en différentiant encore les équations (7), on a («Il — s)x'[ -h aija:; -f- . . . a^x; = ao?; ,
En multipliant la première de ces équations par^-y-y la
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seconde par ^ ; — > • • • et en aioutant on a
^ oaiiOaii "*
Oaix oa\i Oaxxoait
Si Ton observe que le premier membre est nul en vertu du théorème IV et que x\^ x'^^ ... sont proportionnels à leurs coefficients, il vient
\da\J "*" \daxxôaxj
d'où
datjdaki et ainsi de suite. Donc :
Théorème VI. — Si 6(5) a une racine d^ ordre de multiplicité i, cette racine annule les mineurs d^ ordre i-f-i de^{s).
Réciproquement, si les mineurs d^ ordre m — i de^(s) sont nuls pour s = Siy^(s) = o a Si pour racine d^ ordre de multiplicité m.
En effet,
^mà ùau dOjj oakk • • .
Maintenant concluons. A chaque racine simple de 8(5) = o correspond un système unique et bien déterminé de^i, x^i ... 1 Xff, A une racine double de 8(5) = o correspondent une infinité de systèmes de valeurs de x^^ x-^^ ..., Xn] mais, comme tous les mineurs du second ordre de 6 ne sont pas nuls, sans quoi la racine considérée serait triple, on pourra choisir arbitrairement x^ par exemple, et les autres valeurs x^, ^3, ... seront déterminées. A une
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racine triple de 6(5) correspondront une infinité de systèmes de valeurs de ^Ci , j^j, . . . , j:^ ; ^1 et x^ pourront être choisis arbitrairement, mais alors jTs, x^^ .... Xn seront bien déterminées, etc. ; donc :
Théorème VII. — Les équations (2) ou (3) auront toujours au moins n systèmes de solutions.
Théorème VIII. — Soient
^11» -^Ht .... ^l/i»
•^îlï '^îii •••. ^im
^/ili ^nti ..•» ^nn
n systèmes de solutions des équations (3); si l'on pose
^n =^niyi -^ ^mXi -^' . »-^ JPnnyn,
la fonction f r=: Y^aijXiXj se transformera en
En eflet, en faisant le changement de variable en question, on a
(I l) S atjXiXj = 2 a/y (X/j y^ -H X/, J/", . . . )(Xy, ^^i -+- Xy,^, . . )
Dans le second membre, le coeiTicient dejKj est
celui de Vpt^v est
( 1 3 ) 2 atjXi^Xj^ = 6av ;
or on a
ô,4v = 2 aijxi^xj^, = - a?iv •— — E
, I ^ à/{Xtn, Xfn, .. . )
3 axta
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OU, en verlu de (2),
Oq déduit de là el du théorème II
^{iv=o, si fx^
b^ = 5ji, si p. = v.
T-ies formules (11), (12) et(i3) donnent alors
Donc YtOijXiXj =^f pourra se décomposer en une somme de n carrés j respectivement multipliés par les racines de l'équation en s.
Le dernier terme de l'équation 0(5) = o, qui est le déterminant A = S±: ajia22* • '(^\ni est ce que nous appellerons le discriminant de la fonction /== ZaïjXiXj,
V. — APPUGATI0H
PnEMiiiRE APPLICATION. — Quclles sont les conditions pour qucf= XaijXiXj soit un carré par/ait?
Il devra pouvoir se mettre sous la forme Sij'i] l'équation 6(5) = 0 devra avoir toutes ses racines nulles sauf une : donc 8(5) ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux du second degré inclusivement devront être nuls pour 5 = 0; en d'autres termes, le discriminant A de / devra être nul ainsi que ses mineurs jusqu'à ceux du second degré inclusivement; ainsi on aura
Rien entendu, ces équations ne sont pas toutes distinctes.
Deuxième application. — Quelles sont les conditions pour que f soit un produit de deux facteurs^ c'està-dire la somme de deux carrés?
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6(5) = o devra avoir toutes ses racines nulles sauf deux, donc A et tous ses mineurs devront être nuls jusqu'à ceux du troisième degrv3 inclusivement.
Troisième application. — /= Y^atjXiXj peut-il conserver un signe constant, quels que soient Xi, x^y . • ., x,if
Oui, si toutes les racines de 8(5) = 0 sont de môme signe, c'est-à-dire si 8(5) ou 0( — s) n'ont que des variations ; dans le premier cas / sera positif, dans le second il sera toujours négatif.
Quatrième application. — Trouver la condition pour que Von puisse, par une substitution linéaire, transformer le polynôme
/ = A j-'- H- A>s -+- yz^- -+- X \iyz -+- '1 ?>xz H- a H'xy -t- -iCx -+- 'iCJy -\- iCz -¥■ D
et le mettre sous la forme
Xî -+- Y« -+- II,
II désignant une constante (*).
Il faut quc^ rendue homogène puisse se réduire à une somme de trois carrés ; donc, son discriminant étant désigné par A, on devra avoir
Une substitution linéaire faite sur l'ensemble des termes de second degré doit ramener cette somme à deux carrés;
donc, en appelant 8 le discriminant -rjr des termes du
second degré, on doit avoir
{b) — = 0 ou 8 = 0.
Les conditions (rt), (6) peuvent se transformer; en effet,
(*) C'est dcinandor la condition pour que/=: o représente un cylindrt*.
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on peut vérifier que
OUdX'
~ dD dX" \0C') '
donc, si A et -n^ sont nuls, on a aussi
dC''' dC'""^' 5(7"^' 5D""°' et vice versa d'ailleurs.
VL — aUELaUES MOTS SUR LA BÉDUGTIOH SQEDLTAltE SE DEUX POLYNOMES A UNE SOMME DE CABBÏS.
Une substitution orthogonale n'altérant pas une somme de n carrés, en d'autres termes, x] -^ x\ -h ..,-{- x\ devenant j^| +JK5 -i" • • • H" J'î P^^ u"C substitution orthogonale, il en résulte que l'on peut toujours, au moyen de deux substitutions orthogonales successives, ramener simultanément deux fonctions du second degré à des sommes de carrés. En effet, considérons les deux fonctions à n variables
effectuons la substitution orthogonale qui ramène / à la forme54r; ■+-...-+- .^„j Jî, en posant} « = -^9 ^ 2 = -^> •••;
la fonction f sera ramenée à la forme z\ '■\- z\ -{- . , et la fonction g pourra être représentée par ^CijZiZj. Si maintenant on effectue une nouvelle substitution orthogonale, celle qui ramène HtCijZiZj à une somme de carrés
A,f' -h. . .-h A„«,%/ prendra la forme
puisque la définition même de la substitution orthogonale est de conserver leur forme aux fonctions
CHAPITRE VI. l
La méthode que nous venons d'indiquer tombera en défaut quand y*et g seront à la fois des sommes de moins
de n carrés, parce qu'alors la substitution j>= -4ii •••
sera illusoire, Vune des quantités s^ s'annulant. Mais alors fel g ne sont plus, à proprement parler, des fonctions de n variables, et c'est sur les variables effectives, c'est-à-dire réduites à leur minimum, que l'on effectuera les substitutions orthogonales dont il a été question.
Comme on le voit, la substitution unique qui revient aux deux substitutions orthogonales que l'on est obligé de faire ne sera pas toujours réelle, puisque l'on doit remplacer j^« par -rlri • • • et que 5,, 52, ... peuvent être néga-
tifs; mais on voit qu'elle sera réelle si V une des formes j ou g est une somme de carrés tous positifs ou tous négatifs.
La possibilité de réduire deux formes à des sommes de carrés étant établie, voici comment il conviendra de procéder dans la pratique.
On effectuera sur y et sur g la substitution (i) sans la supposer orthogonale, c'est-à-dire sans supposer les relations (2), et, pour ramcneryet g à des sommes de carrés, on posera, comme on a fait plus haut pour/ seul,
(16) 2^/V7/Hi7yv = o, lb,jyi^yj^ = o,
(17) 2fl/y7,>7y^=A^, lb,jyf^yj^=:B,;
en appelant alors/Jj/i? • • • les demi-dérivées de
prises par rapport à y,^, ya^, ..., et gi, gt^ ... celles ^^ Siy^y^^ y^H^î •••) par rapport aux mêmes variables y^,
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y.j^, . .., les formules (i6) et (17) s'écriront
1' yi7iv ~1~/j7îv -f- . . . ;- .///V 'V = O»
(»9) /(7i:*'7îji> •••)=^^:m fi [y \\>.^ '/ z^^ ...) = Dj
Des équations (i8) on tire
et, si l'on désigne par X cette suite de rapports égaux, on aura, pour déterminer y i^,, yojt» • • •> 7/ïnj les équations
que Ton peut écrire
(''Il — >-^n)7ii*
-4- ;«is — >^i2)72j^-+--- .-^- (^'i« — ^^i/i)7/îi» = o»
(«ni — X ^.71)711*
\ -H («;/ï— ^•^/iî'7::*-+-- • •+ («.7/t — ^^/l«)7//:*=^• Pour les résoudre, on formera Téquation en k
•'ni — '' ''/Il '''//î '' '''//S • • • 'hin '• '''// •/ .
Cette équation a n racines X|, ).2, ..., Âi, . ., X^. Os racines, portées dans les équations (20), feront connaître les rapports des quantités y,.^, yo.^, ... à Tune d'elles; on
ciiapitrï: VI. ig'j
achèvera de les déterminer, si Ton veut, en se donnant Â|, A V
Chaque racine de l'équation en i faisant connaître un groupe des quantités y, .4, y^j*? • . ., le problème sera résolu.
Si Ton multiplie les équations (îîo) par yi^, y^j^, . . . respectivenïent et si on les ajoute, on trouve, en remplaçant X parX^,
Ainsi, en résumé, pour ramener simultanément deux formes à des sommes de carrés, on peut se donner aroi^ frairement la forme réduite de l'nnn
et Vautre sera alors
ii, Ij) • • •) Xi étant les racines de l'équation obtenue en égalant à zéro le déterminant dont les éléments sont les coefficients des dérivées def — Xg,
La discussion de Téquation en X est un peu compliquée; nous ne la donnerons pas pour ce motif.
Vn. — SUR IE8 IHYAEIAIITS.
Soient, en général, '^(.ri, .^2, ...,x„,«, i, c, ...)une fonction des variables Xi, j'o, . . ., x,;, et a, h, c, , . , ses coefficients; si Ton fait subir à ses variables une substitution linéaire, c'est-à-dire si Ton pose
*^*l =^ ''11. ^'1 "H ^lï.Vj -h . . . -+- ^i,7.X/|, l *^« ^^^ ^rtl y'i "+" ^'ntXi~^ . . • -t- <^nnXn*
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cette fonction ^ se changera en une fonction
des variables /« ,^'3, • • v dont les coefficients seront cl^ V^
Ceci posé, si Ton a 12 désignant une puissance du déterminant
ti
tt
«1 *'rti
on dira que d(a, 6, c, . . .) est un invariant, C est ce que Ton appelle le module^ ou le déterminant de la substitution. Une substitution est unimodulaire quand son module est I.
Un invariant 6(a, 6, c, . . .) est absolu quand on a
On appelle discriminant d'une fonction homogène du second degré le dernier terme de Téquation en s relatif à cette fonction, ou, si Ton veut, le déterminant de ses coefficients.
Théorème I. — Le discriminant d' une fonction homogène du second degré est un im^ariant.
Considérons, en effet, la fonc ti o n ^ a/y XjXj , et détcr-
minons la quantité s de telle sorte que
se réduise à une somme de /i — i carrés. Pour qu'il en soit
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ainsi y il faut écrire que le discrimiDant de cette fonction est nul ou que
^in
^ia
^nl
f'ni
nn ^
Celaposéy appliquons à la fonction (2) la substitution (i); elle prendra la forme
^^ijfiXj — ^^^'ijriXj^
^bijjiji désignant la fonction dans laquelle se transforme ^aijXiXj et^kijjnjrj la fonction dans laquelle se transforme
J"? 4- ^ î -f- . . . -h x' , en sorte que Ton a
^ij = ^U^IJ -^ ^ii^lj -f- . . . -f- CniC„j.
Or, si la fonction (2) est une somme de n — i carrés, la fonction (4) devra être aussi, pour les mêmes valeurs de 5, une somme de /i — i carrés, en vertu de la loi de M. Svlvester (p. 175); donc on devra avoir
^in —
^/il — ^'nl^ ^ni — ^/il-^ ••• ^/i/i —
^nw^
Les équations en 5 (3) et (6) ont donc les mêmes racines^ et, par suite, le produit des racines doit être le même dans ces deux équations; on en conclut
B A = - ou H = AK, K
A désignant le déterminant des quantités a/y, B celui des quantités bij et K celui des quantités Â/y. Or A est le dis-
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criniinant de la fonction ILaijXiXj^ B est le discriminant de la ionction transîormce ^bij ) ijj\ quant à K, c'est précisément, en vertu des relations (5), le carré du déterminant C de la substitution (t. I, p. i40* ^^^^ •
Le nouveau discriminant est égal à l'ancien, multiplié par le carré du déterminant de la substitution; donc le discriminant d'une fonction du second degré est un invariant.
Théorème II. — Les coefficients de l'équation en s (3) sont, si Ton peut s'exprimer ainsi, des invariants de la fonction ^L ai jXiXj pour toute substitution orthogonale.
En effet, Téquation en s s'obtient en égalant à zéro le discriminant de
or, ce discriminant étant désigné par S et celui de la fonction F transformée par ï, on a identiquement
Les coelFicients de T ne diffèrent donc de ceux de S que j3ar le facteur C^= i . c. q. f. d.
C'est ce qui était presque évident a priori; en effet, en égalant à zéro les coefficients de l'équation en Sy on exprime que léUijXiXj se décompose en n carrés, dont un, deux, trois, etc., sont nuls.
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a.n ses racines. Le polynôme
{jr. — ai)(j:oH- .r, aj -f- .rjaj -4- . . . -h .r;,_,aî*~*)* H- ( jî — «5) ( Xq + X| aj + Xj a* + . . .4- J^;,_| aj""* )*
que nous représenterons aussi par
( I ) V ( jr ) = 2 (.r — a,) (oTo -♦- -^1 a/ + . . . -*- .»-«-ia?"*)*,
est une somme de n carrés, qui contient autant de carrés positifs qu'il y a de racines réelles de [{^x") inférieures à x et autant de carrés négatifs qu'il y a de racines de y( j^) supérieures à x. J'ajoute qu'un couple de racines imaginaires introduit deux carrés imaginaires, dont la somme réelle peut être remplacée par la différence de deux carrés réels. En effet, considérons la somme
(a: — /? — <7 v^— I ) [xo -H Xi(/> -h 7 v^'— I ) -i- . . . ]' + (x — /^ -H 7 V''— 0 [-^0 + -^i (P — 7 v'— I / -♦- • • • j*.
oii p-h q \/ — I cl p — (/ \/ — 1 désignent deux racines conjuguées; elle peut se mettre sous la forme
A, B désignant des nombres indépendants de x©, Xi, . . . , x„_iy et P, Q des fonctions linéaires de ces variables. En effectuant les calculs, on trouve aAfP^ — Q^) — 4BPQ, ce qui est bien une différence de carrés, les coefficients de P^ et Q^ étant de signes contraires.
Cela posé, soient N le nombre des racines réelles de /(x)= o inférieures à x, N' le nombre des racines réelles inférieures à j/, C le nombre des carrés positifs de V(a:), C'ie nombre des carrés positifs de V(j/), ai le nombre
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des racines imaginaires Aef[x) = o; on aura
Donc le nombre N — N' des racines def{x) = o comprises en Ire x et jf est égal à la différence des nombres do carrés C et C positifs dans lesquels on peut décomposer Y{x)etY{xy
Reste à montrer comment on peut former V(x). En appelant So^Si^ s^, ... les sommes des puissances o, i, 2, . . . des racines dey(a:)= o, on a, en développant (i),
V (-r) = ^li^'^o^ — .^i) -f- 2-*-o-'*iS^i^ — ^i) + •^îl-^ï-^— *») -f- 2.ro.r, (^,x — 5j) -H . . . .
Le discriminant de V(x) est
Sq»V ■"- ^1
Si .1 .Vj
*i» — I «^ «»/i ^ Êi^ ^»—
ou
►rt-t
«jX — a^
•^rt •' *«+!
Jf«fi — «"3? ^«n—
»tn-î
fn— I
X — oin
/ï-i /i-i a, aj
ou y en appelant P le deuxième déterminant, qui n'est autre que le produit des différences des racines af , a^, . . . , a„j
0 [x) sera donc identiquement nul quand /{x) = o aura des racines égales. V(x), ce qui alors est bien évident, ne
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sera pas la somme de n carrés, mais de moins de n carrés. Le polynôme
S(^X — Si — s 5|J: — S^ ... ^n-l'' — ^rt
étant désigné par ^[s, x)^ on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Soient v le nombre des variations de ^{s, x) et (/ le nombre des variations de t|/(5, xf)\ le nombre de racines deff^x) = o comprises entre x et aJ sera la différence des nombres u et $/,
THÉORËKE DE BOBGHARDT.
Soit /(a:) une fouction entière du degré m, dans laquelle nous supposerons le coefficient de x"^ égala i ; soity(x) sa dérivée. Divisons J\x) pary'(x); soient q^ le quotient et — Ri le reste. Divisons ^^(j:) par Ri; soient q^ le quotient et — R, le reste, et ainsi de suite. On aura
et Ton pourra ainsi supposer^' = Ro, afin de régulariser la notation. Cela posé, on tire de là
OU bien, en inversant,
et Ton développe ainsi —z en fraction continue. Si Ton appelle — -- - ' tt^' • • • ? tt^ = -?■ les réduites successives
^' Ql 7l Q* Q/;i /
de cette fraction continue, on a, comme Ton suit (t. II,
L. - Algèhre, 111. l
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Q/i+1 = Çn-^l Q/i — Q/.-H Ï^n-Hl = 7»-Hl ^ii — R/i--f
La dernière relation se déduit de (i). P{ous nous servirons de ces formules pour définir deux quantités P©, Qo» en y faisant ti = i , et nous aurons Pq = o, Qo = i , en observant
que Pi = I, Q, = <y,, Pa = ^2) Q2 = ^i Va — '• Cela posé, si Ton élimine ^,,+1 entre les formules (2), on trouve
P«4.iQ. -Q«H-iP„ = P.Q«-i-Q«P«-i= . = PiQo-QiPo.
P/î-f-I "« "n-+-l P/i -~ P» I^«- 1 — R/i P/i— 1 =^ • • • == Pi Rq «^1 Po»
Qn-M Rfl — R^/i-+-i Q/t -~ Q/i Rn-1 — R/i Q/i-1 = . . . = Qi Ro — Ri Qo»
c'est-à-dire
IP/i-hi Qn — Q/î+i P/» =^ ï »
Si Ton multiplie la première de ces équations par R,,, la deuxième par Q,,, la dernière par P„, on trouve, en les combinant convenablement par voie d^addition,
d'où
Si Ton observe que Q„ est de degré «, que P;i est de degré n — i et R„ de degré m — n —- i , et si l'on pose
(5) Q,^z=:n^-h âr,ar -h a^x* -;-... }- /?„ x'*,
NOTES. jq5
-et
^'oi ^1) ^2î ••• seront les sommes des puissances o, i, 2, ... des racines de Téquation y(j:) = o, et l'équation (4 his) deviendra
\~jc^ i^ -!-•••)( ''o -:- ^i ^ -+-••• -i- «« -^^ ) - ( ^0 -+- '^'i -^ ^" •• •)
Le second membre de cette équation peut être développé suivant les puissances de —\ le premier terme est
'"z^.Si Ton éffale alors les coefficients des mêmes puis-
sances de x et de - dans les deux membres, on a, entre
autres formules,
^o'^o "'" ^1^1 + • • • -î- f'n-^n = o ( coefïicient de - ) »
o 1 coefiicicnt de - j
Des 71 premières on tire les rapports des quantités a^^ ri,, . . ., a„ à Tune d'entre elles, et, en les portant dans la dernière et dans (5\ on trouve
formules dans lesquelles 1„ désigne un coefficient constant
encore inconnu et dans lesquelles on a posé
Dans la dernière des formules (3), égalons les coefficients de X'", en observant que dans Q„ le coefficient de x" est K^n-if que dans Qn+i îl est X//+i A;,, que dans R^ il est In^/ty que dans Q/|R/;+i il est zéro et que dans y* il est I par hypothèse; on aura
Aji^f A» A. — I
OU
Or, en divisanty(x) pary^(a:),on trouve ^,= Q, =:::: — ou
nv
Sf,x — s^ Gi
Si Ton égale cette valeur de Qi à )., G| on en conclut que ?.| est égal à ~» et la formule (lo) donne
On a ainsi l'cxprcssiou de X„ et de Q„ sous Ibrmc explicite
et il faut observer que X<, I21 • • •? ^/i sont essentiellement positifs, en sorte qu'à un facteur posili/' près Q^„ = G,/. Il V a une conséquence importante à tirer de là; comme
— ^= — r— Tî il faut en conclure, les polynômes f'(x) et
f[x) étant de mêmes degrés que Vm et Q^, que f{x) est égal à Qm à un facteur constant près, et Ton peut remplacer Téquation f(x) = o par Q;„ = o. Mais les polynômes Qo> Qi> ' ' y Qm o^ Go, G<, . . . , G;„,qui n'en difTèrent que par des facteurs positifs, forment une suite de Sturm. En effet, la deuxième formule (2) prouve que : i® quand Q„=o, Q/i_i et Q/î+i sont de signes contraires; '2" Q;, et Q/i+i ne peuvent être nuls à la fois, sans quoi on aurait Q„_< = o, Q;i_2=o, ..., Qo=o ou Qo=i; 3" quand Q^ ouy(x) s'annule, Qm-< est toujours de même signe que Q;;,, ou toujours de signe contraire avant le passage de Q^m par zéro; cela résulte de (4), qui devient, pour/(a:)=o,
Qnf = B,, et en particulier
Rm-< étant une constante; Qm-i est donc, poury = o, ou toujours de même signe ou toujours de signe contraire ày'(il va sans dire que Ton suppose Rm.i ^o, et, par suite, y n'a pas de racines doubles).
Corollaire. — Si dans la suite Go, G<, ..., G^t on suppose X = — 00 et X =■ 00 , les signes de ses termes seront ceux des suites
*^o» ^1» ^a» •••» — ^m> donc, pour que J\x) =. o ou G m = o ait toutes ses racines
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réelles et inégales, il faut et il suffit que A,,, A| , . . . , A soient tous positifs.
Ce théorème est dû à M. Borchardt, qui Ta démontré par d'autres considérations.
SÏÏB L'ÉLIMIHATIOH.
Je vais dans cette Note montrer que l'on peut mettre sous forme explicite la résultante d'un nombre quelconque d'équations algébriques. Ce résultat est la généralisation de celui que j'ai fait connaître à la page 1 9.3 ; je l'ai obtenu pour la première fois en iS^S. La démonstration que Ton va lire est le développement de celle que j'ai donnée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques ; elle repose sur une généralisation de la formule de Lagrange que je vais d'abord faire connaître.
I. — Formule de Lagrange généralisée
Posons, en appelant Xi, a*2, . . . , d7„ des variables quelconques et F une fonction entière de ^<, . . . , ^„,
/i(.ri) — (a?!— aii)(a?i— au). ..(a^rt— ai,w,),
fni^n) = i^n — ^nl)(^n — ««2)- • • (^/t — «n.m,,),
o^iit ^i2i ^13 désignant des quantités distinctes, et
ku...k =
iXi—aii){Xi — ajy ). . .{Xn — a„A*)/i(aii)- • -/ni^nk)
La fonction Ç/y...^ sera nulle pour les valeurs des^ annulant les f excepté pour ^, = a,,-, ^o '-^ ^2/> • • • > valeurs pour lesquelles elle se réduira à l'unité; donc on a
(0 j _ V> fi(^ri)/2(Xi)...f„(.rn)F((Zxf, «Vy^/zA')
( ~-^(J^i— ail-;... C:r„ — a„;t)/iCai/ ).../«(«/!*)*
pour toutes les valeurs des x annulant les/*. En particulier, si F est de degrë /w, — i par rapport à ^i, . . ., de degré m^ — 1 par rapport à x^^ . . ., la formule (i) sera une identité.
Il y a plus : divisons F par/,, soient Q, le quotient, R, le reste, divisons R, par /a» soient Q2 le quotient, Rj le r«ste, etc., on aura
et par suite
et R« sera de degré m, — i en ^r, , . . . , du degré m^ — i en x^y ... ; de plus, R„ étant égal à F quand les/sont nuls, on aura
/ Fr-/,Q,H-/îQ,-f-...-i-/«Q« (2) I _^ y^ /i(3^t)'.-//i(^/i)F(tti/, . ;_:. «/fit) ^
II. — Préliminaires
Je vais démontrer que, étant données /i équations algébriques (i) /, — o, /s i~ o, . . . , fn -■- o,
^^ f\y fil ' ' "f fn désignent des polynômes en x^^x-^y . . . , x'n des degrés //i, , w^, . . . , rïin :
I** // est possible de mettre leurs résultantes
(2) (j\(xi)=zOy Gi(a:,.»-^o, ..., Grt(ar„) = o
sous la forme de déterminants symétriques égaux à zéro, et d^ écrire e()'cctiKement, sans calculs préalables, les quantités G, , Gq, ... ;
2"* Les polynômes G,, G2, ..., G„ sont de degrés [X = /;i, m-i . . . mn\
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3® Les polynômes G|, G2, . . . sont de la forme
Gi = h.\\f\ -h Aiî^i , ,,-\r \\nfni
les )^/y désignant des polynômes entiers de degré (jl — m,- ; 4® ^^5 équations {\) ont ordinairement [x solutions.
Ces théorèmes sont surabondamment démontrés pour le cas où w = 2 ; j'admets qu'ils sont vrais pour le cas de n équations; je vais démontrer qu'ils ont encore lieu dans le cas où l'on considère n -\- i équations
(4) <Pl = 0, Cpî = 0. ..., Cpn-M— O.
©I, çp2, •.., ^n+\ désigneront alors des polynômes de degrés mi , m^^ . . . , /m^+i , en X| , ^2, . . • , Xn^\ \ je supposerai que niii^K est au plus égal au plus grand des nombres /Wi, m^^ mn- Les théorèmes seront alors démontrés.
Puisque nos théorèmes sont admis pour n équations, je choisis les équations (i) de telle sorte que l'on en connaisse a priori les solutions, et que ces solutions
0^11» ûtji, ..., a,,!,
soient distinctes (on pourra, par exemple, prendre les f égaux à des produits de facteurs linéaires).
DiflTérentions les équations (3), nous obtenons /inéquations de la forme
NOTES. aoi
et si Ton donne aux x des valeurs annulant les ^
Si l'on pose
^^ d^ ^' "■' Z7" ^^^»' *' -Ma^n),
D/ = D(ai/, Oî/, . . . , (ini)i A = Z di Al] Aïs • • • ^n/i»
A/ = A ( ai/, oj/, . . . , «„/),
les [jL/i^ équations analogues à (5) montrent que
(6) A/D/= g; (a,/)G;(a„). . . G;(a„/) = O Gf (ay/);
la fonction A est d'ailleurs de degré /1(jl — V^m*; si alors
on applique la formule de Lagrange à la fonction F A où F désigne un polynôme entier, on aura
V F - \^ GjGt . . .Gw A/F(ai/, 0»/, ...)
^ ( j^i — «1, ). . .(ar„ — art/)n Gy (ay/)'
u> désignant une somme de multiples de G| , Gs* • • • ou, en vertu de (6),
-j. , V^GjGî . . GnF(a,/, îj,, . . .)
Aà (r, — a,/).. .(ar„— 2«/)D/ OU
AF — eu ^ V^ _ F («!/•> «lit .'«)
G1G2 . ..G« ^ Aà (j-,-— «iiX^Tj — a,/)...D/
Si Ton égale les coefficients de dans les deux
membres après les avoir développés suivant les puissances de - » — , • • •> — t on voit que le coefficient de
X\ X\ Tn Xi â?s • • • ^n
dans
AF
G] Gs . . . Gyi
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est la fonction symétrique 2*'^°"' *'{;.■-" '—• Or A
étant de degré /i jjl — \] /?ia, s» F est de degré moindre
que ^///A — '', c'est-à-dire de degré inférieur à celui de D,
on aura
F(ai^ «j/. • Lt.iiL'ii^ —
D/ Ce théorème est de Jacobi.
III. — Formation de la résultante
Posons maintenant
/^. ^ ?y~^?yV*ii> "^îii •••î *.î/)
les <pyy^ seront, si Ton \euJ, des polynômes entiers en x^<, .ra, . . . , oLii, 0L2ij ... du degré mj-—i\ cette formule n'est au fond que la formule de Taylor où les termes ont été convenablement groupés. Nous supposerons (mais seulement pour plus d'élégance dans les résultats) que les ç'-^ ne changent pas quand on change jîi en a^-, x^ en ao/, ... à la fois et vice versa,
[Cette hypothèse peut être justifiée en observant que, si l'on permute x^ et ai/, x^ el ag/, . . . , la formule (7) devient
(8) ?y(ai/, «îi-, ...) — ?y -'-(«!/ -^i)'}'yi-+-
i^^jj^ désignant ce que devient cpy^ après la permutation.
En retranchant (8) de (7) et en divisant par (2), on trouve
?>- 9y(a,i, aj/, ...)-r ^(xi -ai/)(o;i — 4'), )-+-...
et les fondions ^((py;j -h ^y^) remplissent bien la condition que nous avons supposée.]
NOTES. ao3
Posons alors
! ?1 ?î/ ••• fin
^/y = ^/(«ly» «îy> — ««y) " Oy(«i/, ««y» • • • » ««y ),
les fonctions 0/ jouissent des propriétés suivantes :
1** 0/ ne change pas quand on remplace la première colonne par cpi(a,i, aj/, . . .), cp2(a,/, aa/, . . .), ... et cela en vertu des relations (7).
2° 8 est de degré ^^m^ — n en a,,, aj,, ..., et, par
3« On a
£/ désignant une quantité indépendante de Xi , ^2, . . . , x». En effet, les coefficients des termes qui contiennent les x dans le coefficient de <pi sont des polynômes en au, a^/, . . .
de degré inférieur à y^/WA — /i; le coefficient dexf xj . . .
dans £/ est donc une fonction symétrique nulle, en vertu
du théorème de Jacobi.
Cela posé, considérons le déterminant symétrique
. . 6,jjt
le,.
OjM
Le produit 0A|A2...A|x est nul pour aii-^ais, pour aiiT-ais, .... pour a^ -- a^y^ : donc il est divisible par G', (ail); on verrait de même qu*il Test par tous les
G^- (a/y ) ; par suile il Test par leur produit : donc
OAi At • • • An.
nGi(a„)...nG„(a«jt)
ou, en vertu de (6), y: -pr ^r- est un poljnôme entier par
rapport aux a/y qui peut se mettre sous lu forme
«Il
0 étant de degré (jL(2m — n) au plus, par rapport aux a/y. Le déterminant précédent est donc au plus de degré
or on démontrerait, comme on Ta fait pour 8, que s'il n'est pas indépendant des a/y, il est encore divisible par D1D2 . . . Dp^, ce qui ne peut pas être, son degré étant inférieur à celui de D| Do ... Dm. Pour évaluer ^r — ..-; on
peut donc supposer les fonctions/ quelconques, les faire coïncider, par exemple, avec <pi, ^29 • • • ^ ?/}) niais alors
±: 0/y = cp/»-4-i(aiy»" «ly» . • . , ««y)
le déterminant est nul quand {<y, en vertu de (7), et pour i=J il se réduit au déterminant
doLit à^ii âoLnt
ou actuellement à D/, puisque les /sont identiques aux 9,
On a donc, dans l'hypothèse actuelle,
donc on a, identiquement, en général,
or D| Da . . . ne dépend pas de la forme des fonctions f , e en dépend à la rigueur, mais seulement par les termes du degré le plus élevé ; il ne contient pas Xn^^ . Donc 6 = 0 est la résultante des équations (4).
ly. - Propriétés de la résultante.
Il reste à prouver que la résultante est de In forme
qu'elle est de degré (xm^+i, et que le système 1,4) 21 [f-nin^i solutions.
Pour établir le premier point, nous renverrons au § V ; nous observerons ensuite que, si Ton pose
en général Ç/ sera nul pour Xi = a^j, x^ - : aay, . • . , si i^j et égal à 1 dans le cas où i'-^j'^ pour s'en convaincre, il suffit de faire a^i :^ an , X2 = aoi, ... ; on a alors
équations satisfaites pour Ç, = 1 , ;2 == o, . . . , Ç^^ = o. Si l'on forme la fonction ?i 4- ?2 + • • • -:- i/i» il arrivera parfois qu'elle sera constante, et par suite
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De cette formule et de (9), on tire
«Il
ou
Â.|y A3, . . . désignant des constantes et X|, X3, ... des polynômes entiers en j;|, X2, . . . , J?/i.
Pour évaluer le degré de 6, nous donnerons au coefGcient de xf ^J . . . :r^ dans <p/ l'indice m, — p — q , . , — 5, il sera de ce degré en Xn^\' Si l'on assimile les indices à des exposants, B/y sera par rapport aux indices des cp et aux lettres a/y de degré 2 m - - /i ; 0 lui-même sera de degré
c'est-à-dire de degré (xS/n - ^^.^k ou y-nin^i- C'est le
degré de la résultante en Xn^\ •
Il reste à montrer que les équations (4) ont bien (i.m/,+1 solutions, au moins dans le cas général ; on voit bien que, la résultante étant de degré [JLm;,^.| , il y aura au moins [x/W/i^i solutions, mais on ne voit pas qu'il n'y en aura pas plus. Or, si, pour une valeur de Xn^\ tirée de la résultante, il pouvait y avoir plus d'un système de valeurs de x^ , X2> • • • ? les équalions (9) seraient satisfaites pour plusieurs valeurs des Ç, les premiers membres étant nuls; alors 8 et ses mineurs seraient nuls : on aurait
et 6 =0 aurait une racine double, ce qui n'aura pas lieu en général; d'ailleurs, 6 = 0 aurait alors moins de (JL/n„+i solutions et on rentrerait dans le cas général.
D'ailleurs une solution quelconque sera déterminée par la formule (théorème de Jacobi)
V. — Corollaire
Pour terminer, je démontrerai un théorème important, souvent admis sans démonstration, ce qui est d'autant plus fâcheux qu'il n'est pas vrai sans restrictions.
Reprenons les fonctions Çi, 02, . . . , ç„ et supposons (|uc les équations
.10) ?i--o, <pi = o, ..., <p» = o
admettent les [jl solutions finies et distinctes en x^^
Û^il» <*81» • • •» *«! » Q'ijl) *ÎJ1» • • • » */l|l
(rVst supposer les o identiques aux/), (X étant toujours éj^al à mi, /7I2, . . . , ffin- Si nous posons
73/ s'annulera en vertu de (7),. pour toutes les valeurs des x annulant les (p, excepté pour Xi = a,/, .rj — - a^/, . . ., et pour :ri = ai/, Xo = a^/, . . . , on aura Tij/= 1 . En outre, on aura
(11) nj| -1- CJj -i- . . . H- Wji, :^ I ,
car le premier membre de cette équation est égal à i pour les valeurs des j* qui annulent les (p et est indépendant
des Xy en vertu du ihcorèine démontré § II. Soit alors ©«+1 une fonction entière quelconque des x^
s'annulera avec les cp et Ton aura
d'où l'on conclut
û désignant une expression de la forme
où
sont des polynômes entiers; nous désignerons paru', Cy',. .. des expressions de même forme. Si dans (12) on fait i = I, 2, 3, . . ., [xetsi l'on ajoute en tenant compte de (i i),
en sorte que, si ç,;+i s'annule avec les ç, o/i awra ouy si l'on veut,
Xj, Xa, ... désignant des polynômes entiers en Xi , x^^ Xa- C'est le théorème. que nous voulions établir; il suppose les solutions a/y au nombre de jjl distinctes et finies.
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PREFACE
Les Traités d'Algèbre supérieure coDtieQaent la théorie des fonctions algébriques inverses et des substitutions, ou la théorie des transi'ormatious que l'on peut faire subir aux fonctions entières, sans en altérer certaines propriétés essentielles. Aucune de ces théories ne sera abordée dans ce petit opuscule dont le but, très modeste, est de compléter l'Algèbre élémentaire enseignée otnciellement, en étudiant les propriétés fondamentales des polynômes à plusieurs variables, et en essayant de généraliser les propriétés connues des polynoaies à une variable.
On y trouvera une théorie complète de l'élimination et des fonctions symétriques, fondée entièrement sur un théorème de Jacobi, qui a déjà rendu des services dans l'analyse des fonctions abéliennes, et qui est appelé à en rendre encore beaucoup d'autres.
Je crois avoir considérablement simplifié la théorie de l'élimination, assez, je pense, pour la mettre à I» portée de toutes lus personnes qui ont suivi un cours de Mathématiques spéciales.
TRAITÉ
I. — PRÉLOmiÂIBES
Éliminer j^i , x^, . . , x„ entre n 4- i équations, ce sera, pour nous, trouver la condition nécessaire et suffisante pour (^relies aient au moins une solution commune. Cette
condition est la résultanle. Si ^q{xi^ x*, '■/i) = o,
îpi = o, .... '^,, = o sont ces équations, la résultante sera évidemment Téqualion
dans laquelle a/,, a/2, . . ., a/„ sera une quelconque des solutions des é(|uations ;pi = o, cpa = o, . . . , ^;, = o.
Dans ce qui va suivre, j'admettrai que : 1" /« écjualions aljjébriques des degrés Wi, //i^, ..., lUn en x,, Xa, . . . , x,/ ont //Il //ij . . . tHn solutions ; o? qu'elles ont L. - Algèbic, IV. I
une résuhante du degré mi m^ • • • fn„, quand on élimine n — I quelconques des variables; 3^ que la résultante est de la forme
où A|, "kit • • •) ^/i désignent des polynômes entiers.
Je montrerai qu'en admettant ces hypothèses elles permettent d'établir que n -f- i équations des degrés w©, mi, m^, ...,m« à /i -f- 1 variables ont m^rrix . . . lUn solutions ; que leurs résultantes sont de degré rrii^mi . . . ni/t et sont de la forme
XoOo -f XiÇi 4-. . .-+- X,t^,i = o,
'fo» 'fi? • • • désignant jes premiers membres des équations et Xo, )hî ••• Jcs polynômes entiers. Comme nos hypothèses sont réalisées pour /ï = i, /? = '>., elles se trouveront pleinement justifiées.
.\vant d'aborder la démonstration de ce théorème, je crois devoir dire ce que j'entends par équations qui admettent des solutions distinctes et normales. Supposons
(|ue
soient satisfaites. Pour Xx ^^^ n^^ X2^^- a^, . . . , on a
ç/(^i, J7j, . . . ) = ç/(ai, a,, . . . j
-+- (a?, - a, ) -i| -:-...H.(a?„_rt„)-li'.
Si ces équations admettent une autre solution «i 4-/i|, f/j -h /i-i, . . ., en remplaçant Xx, x^^ . . . par ces valeurs, on aura
ai, a2, . . . , a,| désignant des quantités comprises entre cix et fix -{' hx^ ff'2 et (1-2 -h à 2, .... On conclut de cette
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équation et de ses analogues
et, si Al, /ij, . . . tendent vers zf-ro,
(>(ai, as, . . ., a,t)
Dès lors, nous dirons que les équations cP|, ^2j •••> ^;2 ont leurs solutions distinctes et normales, si le déterminant
ne s'annule pas avec les f. Hàtons-nous de dire que ce déterminant peut être nul, sans pour cela quUI v ait de solutions confondues; néanmoins, supposer les solutions distinctes et normales, ce sera supposer ce déterminant différent de zéro.
n. — THÉORÈME DE JAGOBI.
Soient /i,/2j ' • "> fa des polynômes entiers en uTi, X2, . . ., Xn^ des degrés mi, Wo, . . ., nia respectivement et choisis de telle sorte que les équations
aient leurs //i| m.j . . • ffht = [x solutions
«II» *1I> • • •- 31/11» *U» *2îî • • • t *af »
Ofl|JL» ^î|lj • • • > *«{i
finies, distinctes et normales. Soient X/y des polynômes multiplicateurs tels que
F,, F2, . . . , F;, désignant des polynômes de degré [x, dans lesquels nous supposerons les coefficients de jr'"*, a:^*, ... égaux à l'unité. Soit
A = — — A 11, Aji, . . . , À/i/i ;
A sera nul pour toutes les valeurs des x annulant les V sans annuler les f^ et, si l'on désigne par A, la valeur de A pour x^ = octi, Xx = a^/, . . . , en général A/ sera différent de zéro.
Si Ton diflerentic les équations (v.), on trouve des relalions de la forme
ô\ic\ à A An ]
en sorte que, si l'on fait x^ = ai,-, x.2 = «2/. . . . , on aura
\ J ) '^Al -j • • • — ''A/1 -. — - '. . . ^ , •
oxi Oxj [ o SI y ^ A
Si Ton pose alors
et si l'on appelle D/ la valeur de D pour ^1 = ai,-, X2 = «2/, . . . , la formule (3) montre que l'on aura
Soit maintenant G(^i, x-^^ . . . , .r„) un polynôme quelconque ; divisons G par F|. Soient Qi le quotient, Gj le reste; divisons G| par Fj. Soient Q2 le quotient, Go le reste, et ainsi de suite; nous aurons
(a) G = Q, Fi -i- QiF, -4-. . .-^ Q«F„ -h G,„
et Gfi sera de degré a — i au plus en x^^ de degré [x — i au plus en X2, La formule d'interpolation de Lagrange
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donnera
puis
et (inalement
^ (^i — aii)(a:2 — «jy; ... F', (an) F;(a,y) . . . ' •• /» • • •
mais, en vertu de (a),
0(ai/, aj/, . ' .^
^/ï(aii, «14, . . .)
et celle formule (a) pourra s'écrire
( G = QiF,4-Q,F, + ...-4-Q„F, S) ) -r- V — G( «!/>«»;> «••>
est égal à
Si G est de degré inférieur à jjl les termes Q|F|, (^aFo, ... disparaîtront.
Maintenant si, dans la formule (5), nous faisons
G = \^(xijXt, . . . Xft),
•i désignant un poljnome entier, on aura, en vertu de la première propriété de la fonction A,
A6r=(i,Fj-HQ,F,-4-...-^-Q;,F„
_ v^ [^y_ >v/^(giôg»/» ...)
et, en vertu de (4),
A'V-QiF,-...-r-Q„F«
11 F 'Xii/, «î/, .. .).
Y^ Ut
^{xi—3u){jri-aiii).r.
on en lire
flF IlF -^ (,^1 — ai/)(ir2— «îi ).. . L)/'
Le deuxième et le premier membre sontdéveloppables en série procédant suivant les puissances de x~\ x~^, ... et leurs produits, et Tidentification montre que le coej/î-
cient de î dans ^ est égal à S il^i£i^!£^iiO .
Si donc A^ est de degré inférieur à niji — /i, il n'j aura pas de termes en dans ^> et Ton aura
Soit 0 le degré de ^, celui de A est
S ( {JL — m) = n\x — 2 /?? .
Pour que la formule (6) ait lieu, il suffit donc que
ou que
Or S m — n est le degré de D ; donc la formule (6) aura lieu si le degré de i^ est moindre que celui de D. C'est en cela que consiste le théorème de Jacobi.
m. — ÉTUDE DES FONCTIONS INTEEPOLAIHES.
On peut toujours poser
y]f désignant un polynôme entier en ^|, x^^ ••., x^-, ai/, a2,', . . ., a,,/, qui ne change pas quand on permute à la fois Xi et aj/, x^ et cn^i^ .... En effet, on peut d'une
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îniinilé de manières poser
g\', g'i^ . , .j gn désignant des polynômes entiers et x^y Xni ^hi 0L2j ..., OL,i, Si dans cette formule on
ÛC2
change x en ai/ et vice versa, x^ en aj/et v/ce versa, etc.,
on trouve
5"*» ^iî ... ne différant de gtj g^^ • • . que par la permutation simultanée de x^ et ai/, .... on en conclut
et il est clair que ^ ^^ jouira de la propriété que nous
avons attribuée à fl^j .
Posons alors
fin
fin
//Il
.//Il
• • J nn
Los fonctions $/ seront ce que nous appellerons les fonctions interpolaires relatives au système /"n/a,..., y*,,, pour une raison que l'on comprendra un peu plus loin :
I" ;/ ne change pas quand on permute à la fois Xi et a,/, Xi et aj/, . . . au numérateur.
'i" 5/ s'annule pour toutes les valeurs des j: qui annulent les /, excepté pour x^ = ai/, x-i = a2/, ...» valeurs pour lesquelles il se réduit à Puni lé.
En effet, en vertu de (7), la formule (8) pourra s'écrire
ii(xx — au) =
Jn J II • • • J nn I
Le second membre est donc nul avec les/; donc \i est nul avec les y, excepté pour x, = a,/, x^ = aj/, ... ; mais,
dans ce cas, /]lj= -.— > et Ç/ égal à un.
3® // n^ existe pas de relation linéaire et homogène à coefficients constants entre Ç|, Sa, . . ., \^. Car, s*Il pouvait exister (ine semblable relation
on en déduirait pour X\ = aj/, x-i = a^/, . . .
4^ On a
ai = o.
$I-t-$t f-...-i-$pi = I
En effet, en vertu du théorème de JacobI, l'expression
/il S \t • • ' f \n
J n 1 J ni • • • Jnn
se décompose en termes dont les coefficients sont nuls, à Texception du terme indépendant des a:, qui est de même degré que D/ par rapport aux a/y; XÇ est donc indépendant des jr, et, pour avoir sa valeur, il suffit par exemple de faire »r, = a, 1 , ^2 = ^2< » • • • pour voir ([u'il se réduit
a un.
5® Si ron désigne par f^ une fonction entière de X\ , ^2, . . ., x,t^ on pourra toujours la mettre sous la forme
< G) f(t= ^1/1-+- Xj/î-+-. . .-h X,|/,4-|-/oi5i -t-/oîÏ2-+-- • --^/oijlSii,
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Xi, Xa, . . . désignant des polynômes entiers^ et f^i désignant^ pour abréger, fo{^\i't «j/, . . .).
6" Si /o est de degré inférieur au plus petit des nombres //i, on aura seulement
ce qui justifie le nom de fonctions inlerpolaires donné aux 5, et si fo s'annule en même temps que les f, on aura
En effel, on a
fo—fi fil
A fii
jn fi 1
fU
car, en multipliant la deuxième colonne par x^ — aj/, la troisième par x^ — aa/, ... et en les retranchant de la première, celle-ci se trouve composée de zéros ; on en conclut, en divisant par D/,
(fo — foi )?/-H ^1/1 -T-. . .-r- X;, = o,
X|, ).2, .. . désignant des polynômes entiers. Si dans cette formule ou fait / = i, 2, . . ., |jl et si Ton ajoute en tenant compte de la relation (9), on a
fo =foi 5l -*-• • •-î"y 0{i5{i-r- ^^ifl -f-. . .-4- ^njn»
Pi, Pa, ..., P/, sont évidemment des polynômes entiers, et il est important d'évaluer leurs dejjrés. P, est de la forme
. /il
Jon f \n
fi fi
I n\ • • • J nn
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Le délerminanl placé sous le signe S est, en appelant mo le degré de/o par rapport à ai/, a2i, . . . ou à j;i, ^r^y . . .,
Le coefficient d'un terme en x^, a:^, ..., ^« de degré
V — h dans P^ est de degré h en ai/, a,/, Si donc
h'^^m — n — I, ce terme sera nul, en vertu du théorème de Jacobi ; le degré de P ne surpassera donc pas
il sera au plus égal à ce nombre ou à
En particulier, si le degré /Hq de /est inférieur au plus petit des nombres /7?|, tms, . . ., m,t^ on aura seulement
et si/o est nul en même temps que les/,
si en particulier mo = mi =. . .= m^, dans la formule précédente, )^o ^*2> • • •> '*« seront des constantes.
Remarque L — Gc théorème et ses conséquences supposent les solutions des équations (i) distinctes et normales, il ne faut pas l'oublier.
7° Le produit /fnf 02 . . • fo^ est de la forme
OU, si Von veut, la résultante des équations
/o = o, /", = o, . . . , fn = o est de la forme
Ao, A,» • • • désignant des polynômes entiers.
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En effet, le polynôme
yoi yoi • • • yoiJL — ( -? — '" y '-...'— -=— \ j^J oi • • • /ofi
est nul pour toutes les valeurs des x annulant les/; en exprimant qu'il est de la forme Xi/i-f-. . .-h A«y«^ on a
yoi Joi • • • joy. = jojat • • • Jotx ( •> — *- . . . -^ -.— I
Remarque II. — Dans la formule (c), comme d'ailleurs dans (6), les polynômes X n'ont pas de valeur bien déterminée ; on pourrait les remplacer par une infinité d'autres, car on a évidemment l'identité
si l'on choisit les polynômes Oqj «i. ...,«,, ainsi :
et si les c/y satisfont aux relations
Ct'i = O, Cfj = — Cy|.
Les coefficients des Ç, au contraire, sont bien déterminés, car la formule (b) devant avoir lieu pour jTi =: a,|, ^2= «2/, . . . , on a forcémenl/oi pour coefficient de $/.
IT. — SUR LA rOHCnOH A.
La fonction A joue un rôle important dans la théorie des polynômes entiers, mais elle n'est, jusqu'à [)résent, définie qu'à des multiples des fonctions/ près; nous allons achever de la définir avec plus de précision, et nous po-
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serons
C'est sous cette forme que nous allons en étudier les propriétés.
1 ® La /onction A est de degré /i [x — S m.
En effet, la quantité placée sous le signe ^, dans la formule (lo), est une fonction enliiTe de degré n\L — n; le coefficient de a:"x§ •••''*« ^'^^^^ A est un poljnome entier, par rapport aux a/y de degré
/iji — n — (a -h p-»-...-f-X),
en vertu du théorème de Jacobi ; ce polynôme sera nul si
l'on a
n^i — n — (a-T- 3-...-f-X)j:SA7i — n ou
a -f- ^ -î- . . . -^ X ^ X /i jji — 2 m.
Donc A est, au plus, de degré /itx — Sm.
2" La /onction A est nulle pour les valeurs des x annulant les F, sans annuler les /.
«) 2 OUr JC \ ï^^ ^i/) «^2 -— - ^'2(t • • • ï
car, en vertu de la formule (lo), elle se réduit bien à cette quantité.
n résulte de là que la nouvelle fonction A est égale à l'ancienne, à des multiples des F prés, et même à des multiples des y prés.
I. ~ DÉnHITIOH DES FOHGTIOHS STMÉTRiaUES
Soient /i, /"a, ..., fu des polynômes entiers en jr,, ara, • • . . Jr,i, de degrés mj , /W2, • • • * '^'/i î
«/Il»
3tll»
«tl.
«/lî.
Œ||JL>
«îjAï
les m\ m^. . . /^i/i = pi. solutions supposées Tmies, normales et distinctes des équations
(i) /i = o, ft'=^o, fn = 0.
On appelle fonctions symétriques des solutions de ces équations des fonctions qui ne changent pas de valeur, quand on permute les éléments de deux solutions, par exemple, quand on permute à la fois ai/ et aiy, a^i et a^y, etc.
Le théorème de Jacoki, qui a servi de base à la théorie de Télimination, peut être pris aussi comme point de départ de la théorie des fonctions symétriques; il montre, par exemple, que la fonction symétrique
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est le coefficient de x^* x.^^ ... dans ^ (voir § II,
Chap. I).
Malheureusement, pour former celle fonction symétrique, il faut avoir formé les fonctions F et A. Il montre aussi que la fonclion ÏU^(a,/, a2i, • • • ) est le coefficient
de x^* x"* . . . dans le développement de ., - On voit
que Ton pourra calculer les fonctions symétriques de la forme S']^(ai/, a^/, . . . ).
IL — DEÏÏZIÈIIE EXEMPLE.
Soient 'i|, ^^^ • • • j '}{i des polynômes entiers et ^îj la valeur de *bi pour Xi = a/y, Xo^ a/y, .... Soit
Le produit ^'^A, A^ . . . A,a est symétrique; il s'annule pour a,| = 3^21, ail = aji, . . - ; donc il est divisible par le produit des différences ai/ — a/y et même par les autres produits analogues; et, comme il est symétrique, il est divisible par leur carré, en sorte que
n^^ViA,...A{j, = lIF'i(ai|V| IIF',(aîy) ... K,
K désignant un polynôme entier par rapport aux a/y. En vertu des propriétés de la fonction A, cette formule peut
s'écrire
^'» = D,D, ...njj^K,
et, si W^ est de degré [jl(2//i — n), il sera égal à D|D2...D,a, à un facteur près indépendant des /, ou plutôt des F. Si W^ est de degré inférieur à [JL(2m — /?), il est nul.
Supposons, par exemple, que '^i, '^a, ... soient les termes du produit
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au nombre de |jl. Le degré de W sera la somme des exposants des termes de ce produit, ou la valeur pour
Xt = X2 = ' ' -= i du polynôme — -— . . . -^ — G ou
Ox,
[i ntiinii — i) fji m^im* — i) m,
c'est-à-dire -(2m — n). Donc, dans ce cas, W^ est égal à DiDj . . . Djx, à un facteur près, indépendant des F.
m. — rORMATIOH DE LA BiSULTAITE.
Soit/o un polynôme entier, el ii , 'i-i, . . . , ij^ les lernios du produit
( I) ( I -^ j-i 4- x} H- . . . -h j^f''~0 . . . ( iH- -r„ -h x,i -+- . . . -h ^""^ ); faisons le produit des deux déterminants
4'ii/oi
4'ii/ot •-
. • ^ia/o|x
" IV i
'Wi/oi
'l'ii i).
Il est égal à ^'^ ITIF \}^* ouà/o,/o2.../o|i* à un facteur près indépendant des F : c'est le premier membre de la résultante de
D'autre part, il est égal à
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En égalant ce déterminant à zéro, on obtiendra la résultante des équations (2). On voit que tous les termes de ce déterminant sont calculables par la méthode de Jacobi.
On a ainsi une première méthode pour la formation de la résultante, méthode impraticable, et qui exige la formation successive de la résultante d'un grand nombre d'équations, par des méthodes qui se compliquent de plus en plus. D'ailleurs, la méthode précédente repose sur une hypothèse : c'est que le déterminant
n'est pas nul. Il ne serait pas difficile de montrer qu'il ne l'est pas en général, en le calculant dans un cas particulier, mais les cas 011 il s'annule sont nombreux, et il est important de ne laisser planer aucun doute sur la possibilité de former la résultante dans tous les cas.
Nous allons donc présenter une nouvelle méthode qui nous permettra de former la résultante d'un nombre quelconque d'équations, d'une manière explicite, et d'en déduire une méthode pour le calcul de toutes les fonctions symétriques.
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Q/, si Ton veut, ne changera pas quand on remplacera, dans sa première colonne, cpo, 'f 1, • • • P^^
<po(3t/l» 3tti> • • •)» îpl(2/l) «lîj . • .)' •••• /t
0| sera donc de degré ^ m — /j, soit par rapport aux x^
soit par rapport aux a, pourvu que ni^ ne soit pa^ plus
grand que le plus grand des nombres //i|, 7712, . . . , ce que
nous supposerons. De plus, si l'on désigne par 0/y la
quantité 9(?i/, ^ao • • • » 2t,y, aay, . . .\ on aura
Considérons alors le déterminant
2 zh 6n 0]2 . . . 6|4jjL = 8,
et supposons que les ^/y soient les solutions d'équations
obtenues en modifiant les coefticienls des /", de sorte que nous pourrons ultérieurement faire a/y=r^ ^S/y.
d/y est de la roriue ïA/By, A/ désignant une fonction de 3ti#j 3^24, . . . , et By une fonction de p/y, fi^y, . . . , et l'on a
2A,Bi SAiB, vA,B| SA,B,
lAp,B^
sA,B{x i;
donc B est une somme de produits de la forme
an au «11 «tt
où les ^//y sont fonctions des a,y, et les A/y des fonctions des ^/y.
Désignons par w le premier facteur et pur r le sectmd; la première ligne de u ne contient que les a^,, la seconde
L. — algèbre, IV. a
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ne conlienl que les a^2, ... ; la première ligne de c ne contienl que les p^i, .... D'ailleurs, a pi et Opj ne diffèrent que par le changement de ai/, aa/. ... en aiy. ajy, .... Les éléments de u et cexin de v sont de degré
\] /?î — /i : donc u et r sont chacun au plus de degré
[XI ^^ni — n |: donc, d'après ce qu'on a vu au § 2, u-
sera ou nul, ou égal à D| D^ . . . D,,,, à un facteur près, indépendant des a/y. De même, si Ton appelle D'^D'^ , . . ce que deviennent DiD^... quand on remplace les f par les /', v- sera ou nul, ou égal à D, D'^ . . . D^^, à un facteur indépendant des ^/y près; donc, enfin, %'- sera de la forme Di Dj . . . D||.D', D'^ . . . D||.£'-, e^ étant indépendant des a/y et des fi/y.
Si maintenant on suppose les/' identiques aux/, ou
aura
e« = {DiDj...Dji.)«£«
ou
0= DiD,...Dji.£,
£ étant indépendant des a/y, c'est-à-dire de la forme des F ;
il pourra dépendre de la forme des/, mais non de leurs
solutions. Faisons alors coïncider les a/y avec les solutions
des équations
<?/=o, (pf==o, <p/i = o.
Ô/y se réduira à
?o(3tio a*/, . . .)
?11 ?'iî ••• ?!/» j
?ii ?M ••• ?ù K-^'"^ *»-" ^^ = ^*>' •••)^
il sera nul si i^j\ et égal à cpo/D/, si / =zj\ en sorte que Ton aura
U j l 'j . . . Um
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et fT-yr pr- = O Sera la résultante des équations
JD| L)j . . . Dm
Oo = o, Qi=o,
Théorème deBkzout. — Supposons que cpo, 'f i, . . ., çp^i contiennent, outre les variables x^, x-^s ..., x,,, w/îe autre variable Xq, et que ces polynômes restent^ par rapport à Xq^ x^^ . . . , j:„, des degrés m^^ m^^ . . . , //ï,;. Le degré de B ou de la résultante sera m^j m^^ .... m,t en Xq.
En effet, le degré de B par rapport aux a/y ai k x^ est I ^ //i — 'O [^ î celui de D, Da ... l)|i est
^ m - n j a; donc le degré de - — j > par rap-
, J I 2 • • • Jl
port à JTo esl
Hi I > m — n
V. — LES POLTHOM£S MULTIPLICATEURS
(Considérons maintenant le déterminant
Oi
Oiy.
OpLl
il est de la forme
AOÎPO -'- AlÇl -1-. . .-+- À;,©;, - - 6 ~ T.
et le coeffîcîent Xo est égal à
TïTi 6ii ... Oii
— Ao,
77/ désignant le déterminant
?ii ?iî •
Or, il est facile de voir, en raisonnant sur le déterminant \qj comme on Ta fait sur B, que
D,Dj...D^
ne dépend pas des a,y.
avec les îp, on trouve
Or, si l'on fait coïncider les /
DiD, ...Du
c'est-à-dire
^ ^ ^ \?oi Tôt <?oji/
C'est, en vertu de la première remarque, Chap. I, § ?, le multiplicateur qu'il faut appliquer à 'f u pour obtenir l'identité
On a donc ainsi une méthode pour former les mulliplicateurs Xq, X|, ... qu'il faut appliquer à ©o? ?», • • • pour obtenir la résultante.
GOHGLÏÏSIOH
Nous avons admis qu^in svslème d*équations composé de n équations à n inconnues et de degrés /7ï|, /Wa, . . . , rrin avait un système de a = m, m^ . . . //î^ solutions, racines d^équations à une inconnue de la forme
nous en avons conclu qu'en général les équations (\) avaient une résultante de degré m^rtii , . . m„ en x^* A chaque racine de la résultante correspondra une solution de (4) et, par suite, les équations (4) auront m^m^. . , nia solutions^ d'ailleurs, la résultante est bien de la forme
Aq îpo -^ • • • -^ '»/! ?/l ="■ O*
On peul donc conclure de là que, sauf dans des cas exceptionnels :
// équations de déférés /?î| , m^, . . . , ni^ ont m^ m^*** ni„ solutions y puisque ce théorème est vrai pour /i = i et n =z 1.
Toutefois, nous avons admis que les équations
Çj =0, Çl =0 Ç/i — o
admettaient m^rn^ > > • m,i solutions, et, s'il n'en était pas ainsi, nos raisonnements ne seraient plus valables. Enfin, nous avons trouvé que H était au plus de degré ni^nix • • • f^hi' 11 convient donc de soumettre nos conclusions à une discussion : c'est ce que nous ferons après avoir achevé la lliéorie des fonctions symétriques.
¥n. — CALCUL DES FOHGTIOHS STMÉTRiaUES.
Nous appellerons /?o£V/5 d'une fonction des coefficients des équations
le degré de cette fonction, par rapport à Tq, paramètre
contenu dansyi,y2> •••>//*> ^^ *^' q"6y^i?y2j ••• conservent leurs degrés en ayant égard à ce paramètre.
Il est clair que le poids d'une fonction des coefficients ne changera pas, en supposant que Xq n'entre qu'en facteur dans chaque coefficient; et, par suite, v fois en •facteur dans un coefficient de poids v. Les éléments d'une solution sont de poids un et, par suite, si "^ est de degré ç, par rapport aux éléments des solutions^ et si o est une fonction rationnelle des coefficients des /, '^ sera de poids ç. Si donc une fonction symétrique telle que Sep/, par exemple, est fonction entière des coefficients des /, son poids sera égal à son degré, par rapport aux a/y.
Or, il est facile de prouver que toute fonction symétrique entière des solutions des y est entière, par rapport aux coefficients de ces fonctions. Soit, en effet, T un terme d'une semblable fonction syi^iélrique ; ï sera luimême symétrique, sinon la fonction contiendra les termes obtenus en permutant toutes les solutions dans T, et la somme des termes ainsi obtenus sera une fonction symétrique; il suffit de prouver qu'une fonction symétrique ainsi obtenue est entière, par rapport aux coefficients des/.
Soient îp, y, i, ... des polynômes entiers en x,,
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Nous allons montrer comment on peut calculer en fonction entière des coefficients des/. On posera
(2) Zr^f^iyj^^^ ...,
et Ton aura
fit = O, fil =0, . . . , /ni = O,
en posanl/j4,= /ji(a,/, «2/, . . •) .... Si, entre (2) et (3), on élimine les a/y, on aura une équation en z dont les coefficients seront entiers, par rapport aux coefficients des/, et dont les racines seront les valeurs de la fonction ?' /> ^ff ' ' ' ' Si 8 est le degré de cette équation, le coefficient de z^~*y pris en signe contraire, divisé par le coefficient de 5^, donnera la valeur de lloiyj'Sfff ... ; donc évidemment, d'après la forme connue de la résultante, ^^iyj'^k ••• sera rationnelle, par rapport aux coefficients des/ Le coefficient de z^ sera évidemment indépendant de la forme de © (ce qui est évident à l'inspection de la forme que nous avons donnée à la résultante); il sera donc le même que si l'on avait pris ?/'/^" • • • = '> ^^ ^^ dépendra que des termes de poids zéro, ^^i'/j • •• î^^ra donc entière, par rapport aux coefficients dont le poids n'est pas nul.
Toute fonction symétrique rationnelle est le quotient
P de deux fonctions symétriques entières. En effet, soit j-
une fonction symétrique rationnelle, P et Q étant entiers,
p par rapport aux a/y. -^ est égal à un facteur numérique
entier près, égal à 51 rT' '^' désignant une des valeurs que
ai TRAITE D ALGEBRE.
Pi
prend P quand on y permute les a/y. Or, Xtt ^^t de la
forme ^r—rr ; le dénominateur ne change pas quand on
y permute les a/y. Il doit donc en être de même de V.
Puisque toute fonction symétrique rationnelle est le quotient de deux fonctions symétriques entières, elle s'exprimera rationnellement au moyen des coefficients des/.
vni. — RÉsoLunoN d'uh système D'ÉQUAHONS.
Reprenons le système
dont la résultante a été mise sous la forme
(5) e = i:iiiO,,e,î...o^jj, = o,
et que Ton peut également présenter sous la forme
R et B ne différant entre eux que par un facteur de poids nul, cpoi désignant la valeur que prend 'f o quand on y remplace x^, X2, ..., JTft par les éléments anuy ^211 •••? x,n d'une solution des équations
?i = o, <pj = o, ..., ç>« = o.
Soit c le coefficient de x^x\ . . . j:^Ji dans ^o> on aura
de «poi ** ** ooi ^' **
Supposons que x^^x^x-" soit et soit seule solution de cpj, = o, on aura simplement
àc ©01
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soit k le terme tout connu dans f q, on aura de même
dR R
âk ~ ©01
et, par suite,
âc ' âk -^ii^îi
On a ainsi le moyen de calculer les élémenls d'une solution commune quand elle est unique.
Lorsque les équations (4) ont deux solutions com-
âK 1.1
munes, Xt ^X2^ ... et Jr 12^22 • • • 7~ sont nuls et, il en esl
de même de toutes les quantités analogues ; mais, en différentiant une seconde fois (6), on a
à^R ïR « s a s
àc^ ~ ?oi?ot '* *' " ** " '
de même
âcâk " ?oi<?oî^ »» *^ '" ^•^«î'^«»-*->' ••• â^R aR
âk^ ©oiOo,
Si Ton suppose vT^ ^12 . . . et X2\ ^j2 . . . solutions coni munes, les termes représentés par des points disparaissent, et Ton a
â^R âH\ ^ ^
âc^ âk^ 1» »>
âcâk " (M« V^»»-- ~^it"'
On a alors la somme et le produit de x*, ... et x^^ . . . el par suite une équation du second degré dont x'^^ . . . et x*j seront racines et ainsi de suile.
Réciproquement, si tous les — sont nuls, il esl clair que
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les équations (4) auront deux solutions différentes ou égales, etc.
Maintenant, il faut remarquer que, si tous les -r- sont
nuls, on a
^^ -_ V ^'^ rfc
et par suite R = o, ou 0 = 0 a une racine double; si toutes les dérivées secondes de R par rapport aux c sont
nulles, -— j est nul, R = o ou0 = oa une racine triple, etc.
On peut donc dire qu'à chacune des m^m\. ..nin solutions de 8 = 0, ne correspond qu'une solution des équations (4); donc, ce qui restait à prouver, les équations (4) ont nto m i .,. nin solutions au plus. Cependant, cette conclusion tomberait en défaut si R ou 0 étail nul quel que soit ûOq et alors les équations (4) auraient une infinité de solutions.
Il est bon d'observer que R ou 0 peuvent être identiquement nuls sans que les -p le soient, de sorte que à
chaque valeur de Xo correspondront des valeurs de x^, X'ij ..., Xa\ mais il peut arriver que certaines valeurs
de iCo annulent les -j-j et constituent, en quelque sorte, des
solutions singulières remarquables, en nombre fini, et isolées de la solution générale.
R et tous les -r— peuvent être nuls, la solution des équations (4) prend alors un caractère d'indétermination plus élevé, et des solutions singulières peuvent encore s'introduire, si, pour certaines valeurs de x^^ les dérivées secondes de R sont toutes nulles, etc.
I. — PRÉLnmrAiBES
Soit F(Xi^ JC2', . Vfi) un poljnome de degré m en X|,
Xi, . . . , x,, ; sî Ton remplace x^ par — > X2 par — > • • • • et
si Ton multiplie par xj*, le poljnome F(j:<, Xa, ...) deviendra
et sera homogène; il est clair que Ton aura identiquement
le polynôme F( Xo, x^^ . . ., x,,) est ce que Ton appelle le polynôme F rendu homogène.
Eliminer Xi, 0*2, ..., jr^ entre les polynômes homogènes
c'est en définitive éliminer Xq, jC|, ..., x„, car, dans la résultante, il entre Xq en facteur que Ton peut supprimer, si Ton rejette la solution Xq = o.
Il importe d'observer que, de quelque manière ([ue l'on fasse l'élimination, la résultante reste toujours la môme
après la suppression du facteur en Xq, en Xi qui
provient de la variable non éliminée.
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En effet, pour faire rëlimination, résolvons les équations
Xi Xt
our solutions que l'on peut représenter par
et pour cela divisons par Xq, on aura pour — » — » • • • des
CLoi
et les porter dans /q^ ce qui donne, après l'évanouissement des dénominateurs,
OÙ les a/y ne sont déterminés qu'à un facteur commun près. Les mêmes équations (a) peuvent être résolues par
rapport à — ,—?»..-» et comme, en définitive, elles ne font
connaître que les rapports des inconnues, leurs solutions seront
et la résultante restera la même après Tévanouissement des nouveaux dénominateurs. Ces raisonnements supposent seulement qu'il n'y a pas de solutions nulles.
n. — CHANGEMENT DE VARIABLES.
Soient /oî /i ? •••?/// des polynômes homogènes en Tq, Xi, ^2, ..., Xn des degrés m^^ m,, ..., m,,. Considérons les équations
et posons
Yo yi y/î
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•j/i, •^2î •••j'î'/i désignant des pol)^nomes homogènes de degrés p en yo^yt, •••,JK/i; éliminons Xo, X|, ... entre (i) et (2), ce qui se fera en remplaçant œ^y Xi, ... par ^o> ^i« • • • dans (i); nous obtiendrons de nouvelles équations
où goi gij ••• seront des polynômes homogènes en jtq^ J^i» -mJ/i) des degrés /?mo, /?/«!, ,.., pnin.
Si l'on désigne par ao/, a,,-, . . . une solution de (1), en la mettant à la place de jto, J^^, ... dans (3), on aura
ce qui déterminera pour Vo? J'n •••? ou pour les rapports yo ' y\ ' y-i • --'yP" valeurs correspondantes; ces valeurs et leurs analogues seront les solutions des équations (3); si les équations (1) n'ont pas de solutions, (3) n'en auront pas non plus.
La résultante des équations (1) peut être mise sous la forme
celle des équations (3) sous la Ibrme
n^o(?oy, ?\j, ?//y) = o,
ou
"/ol^o(?oy, ?!/ ), •î'iOoy, ?iy, ...\ ...1 = 0.
Dans celte dernière formule, les valeurs des (i/y se décomposeront en groupes de p" solutions donuant les mêmes valeurs à -^o, ^1, ••-. valeurs proportionnelles à ao/, a,i, ... ; donc la résultante des é(|uations (3) contiendra le facteur IV'", R = o désignant la résultante de (i); ainsi, IV désignant le premier membre de la résultante de(3\
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on aura
S désignant un facteur à déterminer. Or, les g s'annulent pour les valeurs des^,non toutes nulles, annulant les i^^ s'il y en a ; R' s^annulera donc quand le premier membre de la résultante T des équations
s^annulera; S d^ailleurs ne s'annulera que dans ce cas, en sorte que S sera une puissance q de T, et Ton aura
R' = Ra>" Ty.
Pour déterminer </, il sufiit d'évaluer le degré de
par rapport aux coefficients des •} ; il est évidemment np [jl, donc <jr = u.
Il résulte de là qu'e/i effectuant sur les variables une substitution linéaire, le premier membre de la résultante est multiplié par la puissance (jl du déterminant de cette substitution.
On peut rapprocher ce théorème, évident sur la forme que nous avons donnée de la résultante :
La résultante des équations
<lOO ^0 -:- «01 ®I H- . . • -- «0/1 f /l — - Oj
où les aij sont indépendants des x, est le produit de la résultante des équations Oq = o, ç^ = o, ... par la puissance [jl du déterminant 2 ± aoo a^ . . . a„„^ \x désignant le produit des degrés de ©oî ?«? . . ., ^p^,.
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m. — THÉOBÊME SUR LES DÉTERMIirAlITS.
Considérons un système d^ équations homogènes en x^y X21 . . . , Xnj de même degré m^
/l = <>' ft=^ o /,„ = o.
U équation
admettra les mêmes solutions^ ainsi que
dx\ dXi ôxn,
En eflet, on a, par le théorème des fondions iiomo-
genes :
axi dXf,
On en conclut (et cela môme lorsque /i, /a, ... ne seraient pas de même degré) que, si f\^fxt • • •? fn sonl
nuls,
D'ailleurs, on aurait
ôxi Ox,
el, en difTéren liant par rapport à xj ouy ^ /, I dU dfx ù\) ùft dTi
m ôxj ' Oxj dfx dxj dl\
dxi dXi
^ d dï) ^ d d\)
Air -rrr-"/
^^J dtù ^^J d^-^
dxi dXi
or, la première ligne du second membre est nulle ; donc
I dh à M
m ôxj^' --'' ôxj ~ô£, ■'*••'
Oxi
et, par suite, — s'annule avec les y. c. q. f. d.
Ce théorème a été parfois utilisé pour écrire la résultante de trois équations homogènes du second degré.
I. - NOMBRE DES GOHDITIONS HÉGESSAIRES POUR DÉTERMINER
UN POLTHOMB.
Considérons ud polynôme homogène de degré m k n variables :r<, Xa, ...,x,i; soîtN(m,/i) le nombre de ses termes. Les lettres x y entrent un nombre de fois égal à mN(m, /i), en comptant pour a fois le cas où un x entre dans un terme avec l'exposant a; chaque lettre entrant un même nombre de fois, il en résulte que x^ , par exemple,
entre — N (m, /i) fois dans le polynôme. D'un autre côté,
les termes qui contiennent x^^ si Ton en retranche une fois Xi^ seront les termes d'un polynôme de degré m — i ; ils sont donc en nombre N (m — i, /i) et ils contiennent X|
fois; x^ est donc contenu dans le polynôme primitif - - - N (m — I , /«) fois plus N(m — i ? /«) fois, qui représente le nombre de fois que l'on en a ôté a?!, donc
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34 TRAITÉ d'aLGÈBRK.
(1*011 Ton tire
mN{m, n) = {m-~ n — i)N(/n — i,n)
ou
]\(//i,Ai) — rs(m — I, /i).
TVT/ \ m -h n — 2-. -
N(/?î — I, /i) = N(/w — JL, /i),
d'où Ton déduit
Si l'on considère un polynôme non homogène à n variables, il a le même nombre de termes qu'un polynôme homogène de même degré, à /i 4- i variables de même degré; le nombre M(m,n) des termes d^un polynôme du degré m à n variables^ non homogène, sera donc N(m, /2 + i) ou
_ (m -'-\)(m'^i^ . . . ( m -^ n) _ (m-^n)l 1 . 2 . 3 . . . n ~ ml ni '
Il résulte de là que Ton peut assujettir un polynôme du degré m k n variables à prendre
valeurs données, pour un nombre égal de valeurs simultanées données aux variables, au moins en général. Toutefois, il convient d'examiner la question de plus près avant de conclure d'une façon absolue.
Nous commencerons par prouver que :
L'on peut toujours trouver un polynôme f du degré m
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à n variables x,, jtj, .. .. x„ nul pour
systèmes de valeurs de ses variables. Ce polynôme est, en général, bien di-lerminé à un facteur constant près.
Je suppose ce théorème démonlré pour les polj'nomes à » — I variables, el pour les polynômes de degré m — i à n variablt^s. Je vais ie di^montrer pour les polynômes de degré m à n variables. A ceL effet, je décompose / ea groupes de termes liomogènes, et je pose
/=?-— T™-i-f-.---^Çu.
'j, désignant l'easemble des termes de degré /. Soit ç/j la
valeur de s; pourx, = ;r,/, ar^ = J'jy Eu exjn-imant
que/est nul pour v systèmes de valeurs des x. on aura V équations de la Torme
Ifl) <f™/-?m-i,/-1---.-^?oy-o.
On pourra résoudre ces étjualions par rappurlauxcoeflîcienls de fm-iifm-i, •■■<^ii en fonction linéaire des coefficients de Çm, et cela en choisissant, par exemple, Saj=^ i; en effet, le déterminant des équations, considérâmes à ce point de vue, est le dénominateur commua des inconnues dans les équations que l'on aurait à résoudre, si l'on voulait exprimer qu'un poljnome de degré m — r est nul," pour autant de systèmes de valeurs des variables, qu'il y a de coefiicients moins un dans ce poljnome; ces équations ont des solutions bien déterminées en vertu de notre hypothèse.
Si l'oa porte les valeurs des coefficients en question dans les équations {a) non employées, celles-ci prennent
EA(a,
OÙ A, fi, k sonl indépendants des valeurs x,i, x^i, ... qui eiilreiil dans les étjuaùons, dans k-squclles on a fait la subslilulioQ. (n,-, au contraire, sont des argumentstiomogènes par rapport à ces valeurs des jr,,, x-,,; ... ; il reste alors à montrer que le d«^termînanl des coeflicients A des 01/ n'est pas nul. Or, ce déterminant est celui des inconnues qu'il i'audrait considérer, si l'on vou lait assujettir le polynôme if™ à s'annuler pour un nombre de valeurs des variables x, , x^, . . . , Xa-i , égal au nombre de ses coetrictenls moins un; par hypothèse, ce dckerminant est différent de zéro. Donc la proposition que nous voulions établir est démontrée, grâce aux liypolfiêses que nous avons faites.
Or, le théorème est vrai pour un polynôme quelcoocjUR du premier degré, donc il est vrai pour un polynôme du second, etc.
Bien entendu, ce théorème sera soumis à de nombreuses exceptions et dous ne tarderons pas k en signaler.
Puisqu'il est possible de trouver un polynôme de degré m nul pour M{m, n) — i systèmes des valeurs des variables et renfermant un facteur arbitraire, on pourra disposer de ce facteur de manière à lui faire acquérir une valeur donnée pour un nouveau système de valeurs des variables; et, par suite, il sera facile d'écrire un polynôme de degré m prenant M(m, h) valeurs dormées pour M(n?, n) systèmes de valeurs données des variables; ce polynomt: sera de la forme
P,+ P, + ...-Pv.i.
1*,- désignant un polynôme nul pour v systèmes donné» des variables et égal à l'une des valeurs données pour le v-l-i système.
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Il y aura, bien entendu, de nombreux cas particuliers dans lesquels ces conclusions seront en défaut.
n. — BEUnONS EHTBE LES SOLUnONS.
Supposons que Ton se donne
ml ni
•systèmes de valeurs de o^i, x^y •••? -^T/,, et que l'on astreigne un polynôme de degré m à s'annuler pour ces systèmes de valeurs; il restera n coefficients arbitraires dans ce polynôme qui sera de la forme
y^ A» •••>/« désignant des polynômes entiers du degré m en général bien déterminés, et X|, ^2) •••>^/* des constantes arbitraires. L'équation
admettra les m" solutions de
<i) /i=o, /2 = o, ..., fn=o;
donc, en se donnant
ml ni
solutions d^un système d'équations du degré m à n inconnues, les m^ autres solutions sont bien déterminées et sont par conséquent fonctions de celles-ci. Il y a donc entre les solutions
m^-^n — ; — relations.
min!
Tout porte donc à penser qu'il y aura également des relations entre les solutions d'un système quelconque.
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En écartsDt les cas paiiiculiers, on peut dire (jue l'équation
/,■ ddsignaut un polynôme de degré «t,, est l'équalîon la plus générale admettant les solutions de (i)
»\, m désignant le plus grand des nombres m,, ni.^, .... m„, y.i est un polynôme arbitraire de degré m — (', le degré de (a) étant assujetti à ne pas dépasser m.
L'équation («) pourra remplacer l'une des équations (i) de degré m, car elle admet les ijL = m,m2 ...m,, solutions de (i), et le système (i) (a), abstraction Caite d'une
équation de degré r Or, en se donnai
let que ces [jl solutions.
solutions, on détermine, autant qu'ilpeut être déierininé, le premier membre de (a); donc, en se donnant v solutions du système (i), les autres sont déterminées.
11 est bien difficile d'écrire les relations distinctes qui existent entre ces solutions, mais on peut théoriquement les obtenir en éliminant les coefficients entre les équations de la forme
ni.
S DIVEBSES rORlISS OïïE FUnT R£V£IIB UITI rOHCTIOH DES SOLVTIOITS CDHlinKES.
les équations algébriques en Xi,.i ii,,m2, ■■ ., rn„\ soient ^i. =m,, . .
x,, des degrés
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oLni les éléments d'une solution \ soit enfin coi, 0)2, . . ., iù^ [x polynômes choisis de telle sorte que le déterminant
soit différent de zéro, coy,- désignant la valeur de coy pour Xi = ai/, 0:2 = «211 •••• Supposons enfin les solutions de (1) distinctes et normales.
Etant donné un polynôme entier *]f prenant pour Xs =0Lii^ ^2 = otai, ... la valeur A/, on pourra toujours déterminer des constantes a^ ^2, . . . donnant lieu aux [x
équations
<];, = ai Wii -f- aitiifi ... 4- a^itù^iiy
car le déterminant S ±: coh ... to^^^ par hypothèse, n'est pas nul; il résulte de là que :
1® Toute fonction entière ^ peut se mettre sous la forme
les X désignant des polynômes entiers et les a des constantes,
2** Toute fonction entière des solutions de Ci) est équivalente à une fonction linéaire à coefficients constants des iù.
Si Von pose (ce qui est possible)
«<j/(Oi = 6iiu>i -+- 6|ju>, ... -h ^ijjtWjjt,
Le déterminant S ±: on 622 • • • l^]^\s. sera le premier membre de la résultante des équations
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en effet, si dans (2), on remplace j?i, :c2i ••• par les solutions de (i), on obtient [jl^ équations, en vertu desquelles
donc
Les poljnomes i, jti, ^'f, . . ., x^~^ étant pris pour (0|, (O2, . . . , (0(17 I^ déterminant 2] =iz (Oh (022 • • • n'est pas nul, puisquMl se réduit au produit des différences des ai/; on peut donc énoncer les théorèmes suivants :
Toute fonction entière de a:|, Xx^ ,,,^Xn est, à des multiples des f près, égal à un polynôme entier de degré [jl — i à une seule variable Xiou X2, " "
Toute fonction entière d'une solution (i) est équivalente à une fonction entière et de degré jjl — i d'une des quantités a/i, aa/,
On peut prendre en général pour (0|, (02, ..., coji. les termes du produit
( I -H ari -+- rrj -h . . .4- arj*»-*) (i h- a:j . . .)
( i -H a?,, -f- arj -h . . .-^-^f*""*).
C'est en s'appujant sur cette remarque, qu'il n'a pas pleinement justifiée, que Bézout a fait connaître la première méthode d'élimination. Dans le cas qui nous occupe, la mise sous la forme
Xi/i H-, . .-h X;,/„-f- ai 0)1 f- ajojj-f-. . ,-^a^iù
(le la fonction ']* est la généralisation la plus naturelle de l'opération à laquelle on donne le nom de division, '} est alors un dividende, f\^fys ... jouent le rôle du diviseur, /7| <i),-+-r/2W2 -+-... -h ajjLWjijoue le rôle du reste; il est en X\
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de degré inférieur à /i , en x^ de degré, inférieur à /jj
Malheureusement, la division ainsi généralisée n'est pas toujours possible, même quand les f ont leurs solutions distinctes.
Quoi qu'il en soit, le jour où l'on aura trouvé un moyen simple d'effectuer cette division généralisée, on aura par cela même découvert une méthode d'élimination simple, qui au fond sera celle de Bézout rendue pratique.
I¥. — THÉORÈME D'ABEL
Il existe entre les solutions des équations d'un système d'équations telles que (i) des relations différentielles, qui sont la généralisation d'un théorème d'Abel resté célèbre et qui a reçu un grand nombre de formes diverses. Nous allons faire connaître les relations en question.
Je suppose que l'on fasse varier simultanément tous les coefficients des fonctions y*; une solution x^^ x^y ..., Xn quelconque variera, et alors, en différentiant les équations (i) dans cette hypothèse et en représentant par un 5 une différentielle totale prise en faisant varier les coefficients c, c', c", . . . des/", mais en laissant les x constants
en sorte que 6r = -— ac -f- ^- de -\- - . . ), on aura
* de oc I
P- d.Ti-h...-h -^ dXn -H 5/, = O,
Si l'on résout cette équation par rapport kdx\^ dx^^ ..., dx„, . . ., on a
Oxi ôxi
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D désignant, comme toujours, le déterminant
Supposons o/*2 = 2/*3 . . . == ù/fi = o, c'est-à-dire supposons que l'on fasse varier seulement les coefficients de y*i, les autres restant fixes ; on aura simplement
dxi
Multiplions par G(j:i,^2, . . .), en désignant ainsi un
polynôme de degré inférieur à S m — n — /Wf, et divisons
dD par —ry ; nous aurons
ÔXi
Remplaçons 0^1,^2) ••• successivement par toutes les solutions 0C| 1 , 0C21 , « * • I ^i2> ^22? • • • f ^1 ti) ^211) • • • de (ly et ajoutons, nous aurons en vertu du théorème de Jacobi
^ G(giy, «;y, . . . ) doLjj __
à%ij
C'est là une relation, qui en contient un grand nombre d'autres, et qui est remarquable en ce sens qu'elle ne contient pas les difi'érentielles des coefficients variables de/i, ni ces coefficients eux-mêmes.
Supposons que les équations (1) se réduisent à deux
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Téquation (4) prend la forme
dOLij
C'est surtout sous cette forme que Ton emploie le théorème d'Abel.
y. — HOTIOirS SUR les DISGBnmiAlITS.
Le discriminant d'une fonction est le premier membre de l'équation qui exprime qu'elle s'annule pour un même système de variables que ses dérivées, ou, ce qui revient au même, le discriminant de la fonction
rendue homogène par l'introduction de la variable Xq^ est le premier membre de la résultante des équations
à/ àf df
dXo OXi ÔXn
qui ont pour conséquence y*= o, en vertu de l'équation
^ àf àf àf
•^ àXii ÔXi ^ 0Xn
m désignant le degré àef. Nous poserons
et la recherche du discriminant de / reviendra à la recherche de la résultante des équations
/o = o, /i — o, . . . , fn — o.
Nous supposerons dans la suite que (i) /t=o, /î = o, ..., fn — o
ont leurs solutions distinctes et normales.
Si/o = o ^ plus de
solutions communes avec (i), elle admettra toutes les solutions de (i), et il existera une identité de la forme
OÙ Xo> ^11 • • •? ^n désignent des constantes. Cette relation peut se mettre sous la forme
à(jj Xj, Xg, . . . , \,i)
X|, X2, . . . , X« désignant des fonctions linéaires, et cela d'une infinité de manières ; donc f est une fonction homogène de n fonctions linéaires et homogènes ; f n'est pas, en réalité, fonction de n variables quand on rompt l'homogénéité. Si l'on écarte ce cas, on voit que le discriminant ne peut pas s'annuler pour plus de
systèmes des variables.
Le discriminant d^iin produit de deux polynômes est nul.
En effet, soit ç et if deux polynômes entiers en x^^
àf r
on aura, en posant toujours -^ =^fi^ • • • >
ces équations sont satisfaites pour cp r= o, '^ = o ; elles ont donc une infinité de solutions communes et leur résultante est identiquement nulle.
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Ce raisonnement est évidemment en défaut : Quand /est une fonction d'une seule variable, ou une fonction homogène de deux variables.
Le discriminant de f est encore nul quand f est fonction entière de moins de n polynômes.
En effet, si
f = f(^u^ti ...»?*) (A:< n)
on a
•^ ' ôxi df^i dxi dç j ôxi ' ' ' dffk dxi '
^^ f^jf^j - ' *\fn sont nuls en même temps que ^> • • • . —- qui, égalés à zéro, donnent un système d'équations qui a une infinité de solutions.
I. — ÉaUIVALEirGES ALGÉBRiaUES
Nous dirons que deux polynômes A, B entiers en Xi, Xij . . ., Xn sont équivalents par rapport à /i,y2> • • •?//!> quand on aura, en adoptant les notations du Chapitre 1,
X|, X2, . . ., A,/ désignant des polynômes entiers, et nous exprimerons cette équivalence au moyen de la notation
D'après cela
voudra dire que A s'annule avec les/*, et l'on voit que l'on aura
(I) Ç/$/ = o si «>>, 5?^$i.
Maintenant, soient y un polynôme entier en a^i, x^, ---i Xfi ; yi la valeur qu'il prend pour j?< = a^, x^ = aa/, .... On aura ( * )
^lx-l^^f-lÇ,^...^^[J-tÇl.,
(■) Il est clair que Ton peut remplacer le signe = par £3, mais non = par =.
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et, en supposant
-"--^J^lJi • • • J^ >"»
on aura évidemment
Ç|jL -- «{10 -^- «{11 r -^ • • • -^ «{ili-i 7^~* » a/y désignant une quantité indépendante des x. Quant à y, il pourra être égal, si Ton veut, à l'une des variables x. Il résulte de là que tout poljnome G pourra se mettre sous la forme
G ^= 6o -t- ^>, j- -T-. . . -i- b^-iyV--^,
puisqu^il peut se mettre sous la forme
G - GiÇi —. . .-^ Gjxjji.,
les Gi et les 6/ étant indépendants des x.
n. — RAGHIES DES ÉaUI?ALEHGES.
Considérons l'équivalence suivante, où F(X) est entier
en -^j Xij x^^ • • •
et dans laquelle il s'agit de déterminer X en fonction de ^Ti, ^2, • • • , Xn* Les valeurs de X satisfaisante cette équivalence sont ce que l'on peut appeler ses racines. Un premier sjslème de racines coïncidera évidemment avec les racines de l'équation
F(X) = o; mais il y en a d'autres, soit en effet
F(X) — «0-!- a|X -r-rtjX* -h.. .-I- ap\t'. Si l'on pose
notre équivalence prendra la forme
5i(aoH-aiXi -T-. . .-¥-apXP) -f-
$j(«o -+- «iXj -{-. . .-h apXP) -+-... ==0.
Je suppose que les coefficients a<, «2, • . ., s'ils coutiennent les ;r, aient été préalablement mis sous forme linéaire en ^i, Ça, . . ., en négligeant les multiples des/*; alors, dans la formule précédente, si Ton a
il s'opérera des réductions, et l'on aura (en vertu de
S,iy ^ O, i? = h)
ce qui exige que Ton ait séparément
?oi -^ ?iiXi -+-... -T- Ppi Xf = o,
Ces équations déterminent X|, X2, . . ., ^^^ et par. suite
chacune d'elles élant de degré/?, il y aura [x/> solutions en négligeant les multiples des/*; mais ce nombre [x/> est évidemment un maximum.
On voit qu'il y aura une infinité de solutions si l'on a
Po/ = 0, ?i^ = o, ... Pji/ = o.
Mais, pour que F(X) soit identiquement équivalent à o, c'est-à-dire quel que soit X, il faut que tous les p/y soient nuls, ou que tous les ai soient équivalents à zéro.
Désignons par Z| l'une des solutions de Téquivalence
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F(X) -^ o. On devra avoir
S/ désigoanl une solution de
Po/-H?nX/4-...4-pp,Xf =:=o; on aura donc
Ai désignant un polynôme entier en X/ de degré p — i . Il en résulte que F(X) peut être mis sous la forme
On peut dire alors que F(X) est divisible par X — Z|, par rapport aux diviseurs /i, yi» •••?/îi> ^^ que le quotient de F(X) par (X — Z|) est SA,(X/)i/.
Il est remarquable que la division par X — Z| a fait disparaître [jl solutions, car S A|(X/)Ç, n'est plus que de degré /> — i ; et Ton voit que F(X) sera décomposable de bien des manières en un produit de p facteurs linéaires.
m. — EZTENSIOir DE LA HOTIOIT DE FOUGTIOir.
Désignons par Ztj ^Ja? •••• ^\l des variables indépendantes des X et par Z|, Z2, . . ., Z|x des fonctions des z. On pourra considérer une expression de la forme
comme une fonction de
pourvu que
k désignant une quantité bien déterminée à des multiples
L. — Algèbre, IV
ÔO TRAITÉ D'ALOÈBRB.
des /près. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le rapport de
du ~ dzi Çi -f- dzi Jî -t- . . .
soit bien déterminé. Or, ce rapport est
du " dzi \dzi * dzt
dzt -+-... 1 $1 -^- ... ;
il dépend en général des rapports dz^ l dz^ \ dz^ : ... et, pour qu'il n'en dépende pas, il faut que
En général , Z/ devra donc être uniquement fonction de 5|.
Pour montrer l'utilité des considérations qui précèdent, je ferai une application; je supposerai que les fonctions/ se réduisent à une seule, fr=zxV- — i , alors
t _ ^^ — ' 1 a désifirnant cos 1- J — i sin — > racine de x^ — i = o.
^ JX V JX
Alors
37» ^a'5i H-**5jH-----t-a*l*J|A,
tH- =s I == $1 -f- J, -^ . . . -f. Ç
Si l'on regarde comme fonction de
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Yo, Y|, . . . étant foDCtions àey^jy^» . . . , il faudra que -r- soit bien déterminé. Ce rapport est égal au quotient de
par
dyo -f- xdy\ -f- a?« dyt + . . .
et, pour qu'il ne dépende pas de dy^ : dy^ : dy2 ! . . . , il faudra que l'on ait
^1« ^^Y« _x_^î^Y, . _ I /<^Y« dY, ^ \
^0 c(xo c(^o a?\<^j^o <^J^I /
ou bien
Oyo dyo \ ôVq dyt
ce qui exige que l'on ait
r)Yo ôYi êYt
l'V) { dyo dyt ùy
^y^ ~ ày\ ~ ày^ àY, dY, âY^_
à^ ^àYj ^àY,
Or, si dans V et v, on remplace Xj x'^^ ... par leurs valeurs en Ç|, ^2? ' - ", on ^
Vf= Çi(Yo-4-aYi -ua«Y,^...) -$î(Yo--a«Yi~a*Y,-: ...>
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, pour que V soîl fonclioti île i-, il faut que
V„-Fa»V|~.,
On lire de là les valeurs des Y qui sont alors les solutions des équations (A),
Cet esenaple montre le parti que I'od peut tirer de la théorie des équivalences algébriques. Cette théorie a été développée à un tout autre point de vue par MM. Weierstrass et Dedekind, mais d'une façon moins simple, à notre avis , en considérant les fonctions interpoiaires comme des quantités imuginaires dont la véritable nature se trouve ainsi masquée et qui les rend moins propres'aux applications.
IT. — IXPBESSIOH 9£ LA BÉSULTAlITi: SOïïS rOHME DE rBODÏÏIT.
Soit G une fonction quelconque de Xf , x^, . . ■ , Xi, entière, et G,- sa valeur pour x, = a.,/, x^ = ti^j, .... On
scond membre de celte formule . circulairemenl, on obtient de
si Ton permute dans le
.ntités G,, Ga, uvelles fonctions
Gfi-i = G^ïi -,- Gi ï, -i- . . . -,- Gp._, J^, et il est clair que l'on a
GG'G'...Gi'-' sGiGi ... G^[E, -t- £, + ...-+- S^), GG'...G|i-'=^G,G,...Gi,.
Si, au lieu de permuter circulaire ment les G,', ou les
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permutait de toutes les manières possibles, le produit des G, G/, G", . . . serait une puissance du résultant.
Si Ton convient d'appeler conjuguées les expressions que Ton obtient en permutant les coefficients a^, a^^ . . . dans une expression de la forme
il est facile de voir que l'équivalence
à coefficients indépendants des x^ admettant une solution de la forme a\\\ H- ... 4- a^\y^^ admet toutes ses conjuguées; et alors il est naturel d'appeler module d'une fonction G, par rapport aux diviseurs /{^f^i - - -, le produit
Le produit de toutes les conjuguées de G est une puissance de son module (à des multiples des/* près).
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