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AVEUTlSSIiMKNT.
Le Calcul des Probabilités, inventé par Pascal et l'ermat, n'a pas cessé depuis d'exciter l'intérêt et d'exercer la sagacité de leurs j)lus illustres successeurs; mais les éléments de cette branche des Matliématiques appliquées sont restés bien en arrière de l'état de la science. Après quelques ouvrages superficiels ou incomplets, on ne trouve plus que des Mémoires académiques ou des Traités fondés sur les parties les plus élevées de l'Analyse; en sorte que, même avec des connaissances assez étendues dans les Mathématiques élémentaires, il faut encore se borner à croire sur parole la vérité des points fondamentaux de la théorie des probabilités, qui peut cependant s'établir d'une manière très-solide, par le seul secours des éléments d'Algèbre. C'est pour rem- |)lir cette lacune que j'ai rédigé le Traité que j'offre en ce moment au public. Dans le texte, je ne suppose presque rien au delà de ce que contiennent mes Eléments d'Algèbre. De plus, j'ai eu soin de mettre en évidence les énoncés des principes, et de multiplier les résumés, afin qu'on pût encore acquérir une idée de la théorie, indépendamment des formules algébriques. Enfin, poiu^ rendre plus facile le passage de ce Traité à ceux où l'on a déployé toutes les ressources de l'Analyse transcendante, je l'ai
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terminé par quelques Notes, où, partant des formules contenues dans mon Traité élémentaiie de Calcul différentiel et de Calcul intécjral, j'ai exposé les premières applications de ces calculs aux problèmes concernant les probabilités.
Les nombreuses citations que j'ai faites des écrits originaux donneront aux lecteurs les moyens de suivre la marche de cette iloctrine dejjuis son invention, et d'en approfondir les détails et les applications aux sciences morales et politiques, aj)plications dont j'ai indiqué les bases, et que j'ai tâché d'apprécier à leur juste valeur. Condorcet désirait que leur ensemble fît la matière de l'un des cours des Écoles publiques; et il en a donné deux excellents programmes, le premier à la suite de ses Mémoires sur l'Instruction publi(jue, t. IX de ses OEuvres, p. 566, et le second dans le Tableau général de la science qui a pour objet r application du calcul aux sciences politiques et morales, t. XX[ de ses OEuvres, p. 23^, ou Eléments du Calcul des Probabilités, p. 171.
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES SUR LE SENS DES MOTS CERTITUDE ET PROn.lBJLTTÉ .
{. La co//JCïe/zce d'une sensation actuelle, \dL perception instantanée cl avec pleine évidence delà convenance ou de la disconveuancc de deux idées : voilà où se trouve, sous le double rapport de nos facultés physiques et intellectuelles, le plus haut degré de certitude, la certitude absolue ; bien entendu qu'il faut écarter de la sensation les jugements dont on pourrait l'accompagner pour prononcer sur sa cause ou la rapporter à un objet particulier, et de la comparaison des idées tout ce qui ne se réduirait pas à des idées simples et tellement circonscrites, que rentendement puisse les embrasser d'une seule vue (■*'). C'est en vain que les philosophes ont cherché pendant longtemps un critérium de vérité différent de la parfaite intuition que je viens de rappeler, puisqu'au bout des plus longues explications il faut toujours en venir à reconnaître dans l'esprit la faculté de saisir immédiatement l'accord ou la convenance de deux idées ou de
(*) En employant les mois facultés physiques et intellectuelles, je u'ai vn vue que de me conformer à la division établie par le langage ordinaire, sans rien préjuger sur l'origine et la connexion de ces facultés, ^•^ édition^ i
deux notions. Aussi tous leurs clTorls, quand ils les ont bien dirigés, j/onl servi qu'à les ramener à ce terme avoué maintenant par tous les bons esprits, qui paraissent convaincus que le seul objet des règles essentielles du raisonnement est de prévenir toute illusion dans le jugement que nous portons de celte évidence, en examinant avec soin Tétendue que reçoit chaque idée dans les diverses combinaisons qu'on en fait, et en contrôlant sans cesse la vérité de nos souvenirs et l'exactitude de nos énumérations. C'est en e(ïet à cela que se réduisent les fameuses règles deDeseartes, auxquelles on n'a rien ajouté d'essentiel (*).
2. Des sensations et des jugements simples confiés à notre mémoire, naissent des séries de conséquences dont la certitude dépend d'un nouvel élément, la fidélité avec laquelle cette mémoire nous rend ce que nous avons éprouvé. La conGanee que nous acquérons à cet égard n'est fondée que sur la constante répétition du fait, et sur l'assurance que celte répétition nous donne de son renouvellement chaque fois que nous le désirerons ou que les circonstances l'exigeront. Ici se montre un penchant ou
(") Voici ces rL'jjIes, suivies de celles <iiic Nowlun a prescrites pour les recherches physiques.
Règles de Descaries {Discours de la Méthode, édit. de iGS^, p. ao).
(( 1*' Ne recevoir jamais aucune chose pour vraie que je ne la connusse » évidemment être telle : c'est-ii-dire, éviter soigneusement la pré- » cipitation et la prévention, et ne rien comprendre de plus en mes ju- » gemcnls que ce qui se présenterait si clairement et si distinctement à » mon esprit, que je n'eusse aucune occasion de le mettre en doute.
» 2° Diviser chacune des diflicultés que j'examinerais en autant de .1 parcelles qu'il se pourrait, et qu'il serait requis pour les mieirs rei> soudre.
« 3° Conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets « les plus simples et les plus aisés h reconnaître, pour monter peu à peu, » comme par degrés, jusqu'à la connaissance des plus composes, et en
r)r,.s i'iioi)Miii,iTl':s. 3
une loi de l'esprit humain, la tendance générale à eroire au retour dos faits (jne nous avons observés plusieurs fois sur nous-niènies ou sur les autres objets, pen< haut qui se lie à l'opinion (|ue nous aetpiércnis bientôt delà constance des lois de la nature.
Ces propositions : Tout lioinnic mourra; le soleil se U'.K'era demain ; jai suivi telle dcmonstralioti, fcii ai irouvc toutes les parties exactes, et fai la conviction de la vérité énoncée, n'ont pas d'autre fondement.
Tant de faits, auxquels on n'a pu jusqu'ici en opposer aucun de bien constaté, ont vérifié la mortalité de l'es- |)cce humaine; le soleil s'est levé un si grand nombre de fois 5 tout homme, reconnu en état de santé et doué d'une
» snpposnnl même de l'ordre entre ceux qui ne se précèdent point natu- •1 rellenienl les uns les autres.
» 4" l'aire partout des dénombrements si entiers et des revues si jéni'- )> rnles, que je fusse assuré de ne rien omettre. »
f{èf;lis de JS'owlon (Traduction de ses Principes, par M"'*" du Chasielet, t. II, p. i).
« 1° Il ne faut admettre de causes que celles qui sont nécessaires pour » expliquer les pliénomènes.
» '2° Les effets du même genre doivent toujours être attribués, autant » qu'il est possible, à la même cause.
» 3° Les qualités des corps qui ne sont susceptibles ni d'augmentation Il ni de diminution, et qui appartiennent à tous les corps sur lesquels on •1 peut faire des expériences, doivent être regardées comme apparte- » nant à tous les corps en général.
Il 4" liaus la philosophie expérimentale, les propositions tirées par » induction des phénomènes doivent être regardées, malgré les hypo- » thèses contraires, comme exactement ou à peu près vraies, jusqu'à ce Il que quelques autres phénomènes les confirment entièrement, ou 11 fassent voir qu'elles sont sujettes à exception, n
Comme développement de ces règles, je crois devoir rapporter le passage suivant du même auteur:
(i Eu Physique, il faut, de même qu'en Mathématiques, employer dans » la recherche des choses dilTiciles la méthode analytique, avant de re-
inlelligcncc saine, a si conslarumcnl senti, quand il a voulu y revenir, la vérité de cliacuu d(;s jugements simples qui composent une démonstration, qu'on ne forme aucun doute sur la répétition de ces événements, quoiqu'on ne puisse s'crmpèclier d'y reconnaître une dillércnce essentielle avec la conscience d'une sensation ou l intuition d'un jugement porté sur deux idées simples dont la connexion est évidente. Aussi le degré de certitude acquis par cette voie est-il bien près de la certitude absolue; cependant, quelle garantie avons-nous qu'une loi naturelle, qui ne s'est pas encore développée à nos yeux, ne modifiera pas la succession de ces faits répétés un nombre presque inlini de fois, mais pourtant sans que nous ayons
» courir à la méthode synthétique. La première consiste h faire des n expériences, à observer les phénomùties, à en tirer, par induction, des 11 conclusions générales, en n'admettant d'objections que celles qui ré- » sultent des expériences, ou d'autres vérités certaines; car, dans la phin losophie expérimentale, il ne faut avoir aucun égard aux hy]>othèses; 1) et bien que tirer des inductions des observations et des expériences ne >> soit pas une méthode générale de démonstration, cependant c'est » la meilleure manière de raisonner que puisse admettre la nature des >• choses. La conséquence doit être jugée d'autant plus ferme, que l'in- » duction a été plus générale. Si les phénomènes ne fournissent rien à » opposer a. cette conclusion, on pourra la regarder comme universelle; 1) mais si des faits ultérieurs y font reconnaître des exceptions, on devra » les indiquer toujours dans son énoncé. Par cette analyse on pourra » remonter des composés aux simples, des mouvements aux forces mo- » triées, et en général, des effets à leurs causes, des causes particulières » à d'autres plus étendues, jusqu'à ce qu'on parvienne aux causes les » plus générales. Telle est la méthode analytique. La synthèse consiste à » prendre pour principes les causes reconnues et vérifiées, à donner par » leur moyen l'explication des phénomènes qu'elles produisent, et à la » prouver. » {Optique de Newton, vers la fin du Livre Ul.)
Telle est la marche qui a conduit Newton à ses immenses découvertes; mais Descartes n'eut pas plulôt pose ses règles, qu'il s'en écarta, niême dans le petit ouvrage où elles sont énoncées; et, ne s'occupanl plus que de construire l'univers à />n'ori, sa philosophie n'a guère été qu'un tissu d'hypothèses téméraires que les observations ont bientôt renversées : c'est toujours des faits qu'il faut partir, et c'est aux faits qu'il en faut revenir, dans toute science véritable.
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j)U saisir la luaiiièrc (Fagir des causes (|ui 1rs produisent, nti la iiéccssiléde leur dépendance itriproque (*) ?
'A. Si des faits au\([uels nous ne connaissons encore aucune exception nous passons à d'autres ([ui nous en ont ollci't, nous verrons le doute s'introduire dans notre cspiit, par des nuances de plus en plus fortes. Quand il s'agiia, par exemple, de nous en rapporter aux témoignages des autres, la multitude d'erreurs involontaires et de mensongesprcmédités rendra très-circonspect l'homme de sens, dans son acquiescement aux informations qui lui seront données. Chaque fait qu'il aura pu vérifier par iMi-même, ou qui, ne sortant pas du train habituel des choses, n'aura été le sujet d'aucune réclamation, établira dans son esprit la validité des témoignages, mais les déceptions Tébranleronl d'autant plus qu elles seiont plus répétées. Il balancera les uns avec les autres les résultats contraires, demeurera souvent en suspens, et, s'il est forcé de prendre un parti, il ne le prendra que dans le sens où les autorités lui paraîtront plus nombreuses, mieux d'accord entre elles, plus conformes à ses observations ou aux faits bien avérés.
Un observateur qui a remarqué les fréquentes coïncidences de la chute de la pluie avec l'abaissement du naercure dans le baromètre, avec le règne de certains vents, avec un certain état des nuages, lorsqu'il veira le concours de tous ces indices, regardera la pluie comme prochaine, sans pouvoir assurer néanmoins que le fait arrivera infailliblement 5 car il se rappellera en même temps que ces apparences ont été c^uelquefois trompeuses, ([ue le mercure a baissé dans le baromètre et que le temps a été couvert sans qu'il ait plu, que des vents ou des courants supérieurs inaperçus, ou d'autres modifications de
(*) Voyez, dans les Essais philosophiques de Hume, ses réflexions sui
l idcc dr connexion nécessaire.
6 TUAITÉ l':i.KME.MAir.E
l'air ont dissipé les nuages les plus menaçants : mais il aura une ronfiance d'^julant plus grande dans rarrlvée de la })lui(', que la comparaison des faits conformes à sa conjecture avec les faits contraires lui donnera lieu de foimer un plus grand nombre de jugements pour l'afOrraer que pour la nier.
L'événement, qui est ici la cliule de la pluie, quoique douteux pour celui qui en observe les indices, n'est point cependant livré au hasard; il résulte de Kétat antérieur et présent de l'atmosphère et des conséquences nécessaires de cet état. Une intelligence supérieure, qui en saisirait toutes les conditions, en conclurait tout de suite ce qui doit arriver : l'homme, borné dans ses connaissances, ne pouvant démêler les conditions premières qui établissent la nécessité de l'événement, ou n'en pouvant faire une énumcralion exacte, récapitule les indices qui lui en tiennent lieu; et si, dans cette opération, les jugements successifs qu'il porte sont plus fréquemment affirmalifs que négatifs, « la vue de son esprit (dit Hume) revient » donc plus fréquemment sur un événement que sur son » contraire. C'est cette concentration de plusieurs vues ■» dans un seul événement qui produit, par un mécanisme » inexplicable de la nature, le sentiment de croyance: )) c'est par là qu un événement triomphe de son antago- )) niste, qui a moins de ces vues pour lui, et qui revient )) plus rarement à l'esprit (*). »
i. L exemple développé ci-dessus est de ceux où les jugements se forment immédiatement sur les indices tirés de l'expérience; mais c'est encore le même procédé lorsque la chaîne des raisonnements est plus longue.
Dès que le sujet n'oflVe pas toutes les conditions nécessaires pour arriver à la ccititude dune dénionsliation,
( " ) Lisais philcfophiijucs ilo nimii-: siii la l'iobahilitr .
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on ne sauiail plus faire qu'un examen de toutes celles de SCS conditions qui sont connues, en peser l'iinportancc, en considérer le nond)rc. S'il s'agit, par exemple, d'une question de crititpie littéraire, comme de déterminer si un ouvrage est bien de l'auteur dont il porte le nom, il faut puiser d'abord dans la discussioii des faits et des témoignages, dans la comparaison des formes du style, tous les indices qui sont favorables et ceux (jui sont contraires à l'attribution supposée. Si d'un côté aucune des circonstances, ne présentant de contradiction manifeste, n'établit rimpossibilité absolue du fait avancé; et de l'autre, si toutes les aflirmalions ne portent que sur des énuméralions qu'on puisse démontrer incomplètes, ou auxquelles on puisse trouver des modifications, il ne résultera de tout le travail qu'un assemblage de jugements allirmatifs et de jugements négatifs, qui produiront un effet proportionné à leur nombre ou à leur force, si d'ailleurs celui qui fait l'examen a soin de se garantir de toute illusion, et n'a pas pris son parti d'avance.
Ici se présente la distinction de la force des indices et de leur nombre : mais presque toujours la première qualité se ramène à la seconde; car qu'est-ce (ju'un indice plus fort? c'est celui qui trompe le moins souvent, qui, par conséquent, embrasse un plus grand nombre de cas favorables à la production de l'événement qu'il annonce, ou des développements duquel il sort un plus grand nombre de circonstances qui ramènent à la même conclusion. En suivant ce raisonnement, on voit que, dès que l'esprit humain ne peut plus rencontrer la certitude, la marche du raisonnement prend la forme d'une sorte de calcul dont le résultat acquiert de l'empire sur notre croyance, précisément par l'ellet de la répétition des jugements ou des observations. La bonté de ce calcul dépend ici, comme partout, du choix des données, et ensuite du bon emploi qu'on en fait; et ce bon emploi ne peut
consister que dans rexanien le plus détaillé dos circonstances de chaque donnée, dans le soin de les décomposer autant qu'il est possible, afin de n'avoir à prononcer que sur des propositions d'une égale simplicité et d'une égale évidence, et surtout de tenir son esprit en garde contre toute partialité en faveur du résultat, <juel qu'il puisse être.
5. Il n'y aurait rien à désirer si l'on pouvait amener les choses au point qu'il y eût une parité exacte a\ec le jet d'un dé comprenant un certain nombre de faces marquées de couleurs ou de points divers. Si la figure de ce dé était bien régulière, sa matière bien homogène, les circonstances de son jet bien variées, bien inqirévues, en sorte qu'on n'eût aucune raison de s'attendre à le voir tomber sur une face plutôt que sur toute autre, et qu'il y en eût, par exemple, cin([ blanches et une noire, l'esprit, trouvant le nombre des faces blanches plus grand que celui des faces noires, reviendrait plus fréquemment à juger possible l'arrivée de l'une des premières que celle delà dernière, et, par l'eiret de celte répétition du/wij-enienl de possibilité, cojume je l'ai déjà dit, d après Hume et Condorcet, croirait plutôt à l'ariivée d'une face blanche qu'à celle d'une face noire. Ce que tout esprit tant soit peu éclairé ne peut manquer de sentir dans lexemple précédent frapperait les plus ignorants, si, au lieu d'un dé à six faces, on en supposait un ayant un million de faces blanches et une seule noire, ou bien une urne contenant un million de boules blanches et une seule noire. Dans ce cas, on ne pourrait s'empêcher d'attendre avec une très-grande confiance l'arrivée d'une face ou duni' boule blanche, et de manjuer une très-grande surprise si c'était la face ou la boule noire qui se présentât : or, on verra bientôt fjue le calcul rattache le premier cas au second.
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Je ferai remarquer, à eclle occasion, que si c'est le scnlimcnt do la coiislanec des lois de la nature (|ui fonde notre confiance dans le retour des événements observés un grand nombre de fois, c'est encore ce même sentiment qui fonde notre incertitude, notre indifférence d'opinion sur les cliances offerles par les instruments aléatoires bien construits et fidèlement employés-, car c'est parce qu'il résulte de la constance des lois de la nature, que quand toutes les circonstances déterminantes sont les mêmes, les effets sont aussi les mêmes, que ceux-ci doivent être différents toutes les fois que les premières varient 5 et c'est aussi à les varier que nous nous appliquons dans la production des événements des jeux de basard. On évite, par exemple, de mettre le dé dans le cornet sur la môme face, de mesurer les mouvements qu'on donne à ce cornet; on cbercbe à prendre une manière très-irrégullère de remuer les urnes contenant les numéros, ou de mêler les jeux de cartes. De môme l'irrégularité du mouvement de nos membres, lorsqu'il n'est pas dirigé par une liabitude bien piise, transforme d'abord les jeux d'adresse en jeux de basard; mais à mesure que l'une s'acquiert, les cbances de l'autre diminuent.
G. Il est donc bien vrai dédire « qu'il n'y a point de » basard, à proprement parler, mais qu'il y a son équi- » valent : l'ignorance où nous sommes des vraies causes )) des événements (*), » d'où nait la prohabilité, quand nous ne pouvons énumérer exactement les causes, ou prévoir infailliblement leurs effets. Le cas le plus simple est bien évidemment celui où le nombre de ces effets est connu, et où cbacun d'eux est également possible : tel est le cas du dé. Le nombre des jugements que l'on peut former pour l'arrivée dune certaine couleur étant le
C* "1 Essais de Hume : sur hi Vrohahililc.
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niônie que celui des faces de celte couleur, ce dernier délermiiie le degré de confiance avec lequel on attend l'apparition <le l'une; de ces faces 5 puisque si Ton en augmentait le nombre, le degré de confiance augmenterait aussi. Mais ce n'est pas le nombre absolu qu il faut considérer dans cette circonstance 5 car si le nombre des faces noires du dé augmentait en même temps que celui des faces blanches, que l'un et l'autre fussent doublés, par exemple, la proportion des jugements aflirmatifs et des négatifs, relativement à l'arrivée d'une certaine couleur, demeurant la même, on ne voit pas pourquoi le degré de confiance dans l'arrivée de l'événement désigné changerait. Sur dix faces blanches et deux faces noires, on pourrait encore former cinq jugements en faveur de la couleur Itlanche, contre un seul pour la couleur noire.
Il suit de là que la mesure du degré de confiance dans l'arrivée d'une couleur doit être le rapport du nombre des jugements aflirmatifs au nombre des jugements tant affiruiaiifs que négatifs, c'est-à-dire à leur nombre total, ou bien le rapport du nombre de faces de la couleur que l'on considère, au nombre total des faces 5 c'est-à-dire j pour la couleur blanche dans le dé proposé.
Ce rapport est ce qu'on appelle la probabilitr mathéiiuLtique, qui se forme.) comme on le voit, en divisant le nombre des chances favorables à révcnement par le nombre total des chances j mais il faut bien faire attention rjue toutes les chances comparées soient également possibles. Le jet des dés va nous donner le moyen de rendre bien évidente la nécessité de cette restriction.
7. Lorsqu'on jette à la fois deux dés ayant six laces manjuées chacune de l'un des nombres depuis i jusqu'à G iiu'lusi\enient. pour peu (judii réfléchisse sur ce qui doit arriver, on reconnait (jue chacune des faces de 1 un des dés peut se montrer avec chacune des faces de Tautre,
ni;s l'rKMiAiiiLiTÉs. il
eu sorlc (juc si Ton désigne le piriuier par A, !<; second [)ar B, ou aura les '^G cliaiiccs indiquées dans le lal)l('au suivant :
Toutes les combinaisons marquées dans ce tableau sont des chances également possibles, tant que l'on considère isolément chaque dé. Ainsi, amener 5 avec le dé A et 1 avec le dé B, est une chance pareille à celle d'amener 6 avec l'un et l'autre en même temps; mais si l'on attend l'arrivée des points 2 et 5 sans distinction d'ordre, la possibilité de l'obtenir sera différente de celle d'amener 6, 6, ou le sonnez, puisque la première condition sera également remplie par la chance 2, 5 et la chance 5, 2, tandis que 6, 6 ne se trouve qu'une seule fois parmi les 36 combinaisons également possibles des faces de ces dés. Ainsi, suivant la définition donnée ci-dessus, la probabilité d'amener les points 5 et 2 sans distinction d'ordre est yi on -pj, et celle d'amener G, 6, ou du suiinez^ est seulement y^.
Si l'événement désiré était, non pas l'arrivée des points considérés chacun à part, mais celle du nombre marqué par ces points pris collectivement, on trouverait des possibilités très-divci^ses. Par exemple, le nombre i ne pourrait s'obtenir que d'une seule manière, savoir : par
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Ja chance i , 1 5 le nombre 7, au contraire, résulterait de six chances dilléientes, savoir :
et suivant ces conditions, la probabililé d'obtenir le nombre 2 serait seulement -5^, tandis que celle d'obtenir le nombre 7 serait -3^ ou j.
8. La déGnition de la probabilitc vialhênialique, donnée dans le n" 6, et les exemples précédents, font bien voir que cette probabilité sera toujours exprinu'-e par une fraction proprement dite, ou moindre que l unité ^ dont elle approchera d'autant plus que le nombre des chances favorables à V événement que Von considère sera plus grand par rapport au nombre total des chances possibles j mais elle ne pourrait se changer dans lunité, que s'il n'existait aucune chance contraire à cet événement, ce qui en rendrait la production certaine; en sorte que l'unité est le sj^mbo/e de la certitude.
Il est à propos de remarquer aussi que chaque événement incertain donne lieu à deux probabilités contraires, savoir : celle que cet événement arrivera, et celle qti il n'arrivera pas; et que la somme de ces deux probabilités est toujours égale II Ï unité. Lorsqu'il s agit, par exemple, d'amener le nombre 7 avec 2 dés, puisque sur les 36 chances (pi'ils ollrent il n'y en a que 6 tpii donnent le nombre 7, il y en a 3o qui ne le donnent pas : la probabililé d'obtenir le nombre 7 est donc ^- ou ^, la probabilité coMlraire tÎ ou -^ 5 et -^ -f- ^ =^ 1 .
'). Après avoir exposé coinincnl la notion île probabililé s'établit dans notre espiit, et comment elle peut, dans certains cas, être susceptible de mesure, il ne sera peut-être pas hors de pro}ios de passer en revue l«^s iliverses acceptions tpii ont été données au mot probable^ dont est dérivé celui de proludnlilé. La racini- est dans
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le mol probabi/is, Jc([iicl, (r.iprcs l'analogie de sa loiiuation, doit sii^nillcr ce qui peut se proni'cr [*). Ciccion a dil : « Le pro])al)lc est ce qui aiiive le plus souvent, M ou ce qui est établi dajis l'opinion, ou enfin ce ([ui a » en soi (juelquc similitude avec l'une ou l'autre de ces '> choses, que ce soit d'ailleurs vrai ou faux, n'importe ; » définition qui ne paraît pas très-lumineuse {**).
» Le probable, suivant Aristoie, est une proposition )) qui parait vraie, soit à tout le monde, soit au plus » grand nombre, soit à tous les sages, ou à la jilupart » d'entre eux, ou aux plus célèbres (***). » Oji voit bien là le fondement de cette ridicule théorie du probabilisme, suivant laqiudle les théologiens jésuites affirmaient que l'approbation donnée par un docteur grave à une proposition quelconque suffisait pour la rendre probable, théorie dont Pascal a relevé si plaisamment l'absurdité [Provinciales, lettre Y).
Aucun des passages que je viens de citer ne contient le vrai sens que donnent maintenant au mot probable les écrivains qui s'expriment avec exactitude. Le probable n'est point ce qui peut actuellement se démontrer, mais ce qui doit arriver dans le plus grand nombre des cas, ce qui résulte du plus grand nombre des chances, ce qu'on peut affirmer par plus de raisons qu'il n'y en a pour le nier, enfin ce dont la probabilité mathématique surpasse^.
Un événement ou une pioposition peut être plus ou moins probable qu'une autre ; mais un événement ou une proposition /^e« probable est à peu près l'opposé de pro-
(*) Probabilix, qui prohari et credi potest. (Facciol.Vti Lexic.)
(**) Prohahile est id, quod fcre Jieri solet, nul qiiod in opinione posilum
est, aut quod habel in se ad hœc quamdam similitudinem, sit'e id folsum est,
sive verum. (Cicero, de Inventione, lib. I, cap. xxix.) .(***) Profiabile Aiistoteli e.il propositio qua: omnibus, aut pleiisque, eut
sapientioribus, iisque vel omnibus, vel plei isqur, vel ccleberrimis, vcra vide-
lur. (Chai'vini Lexicon pliilosophiciini.)
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bable^ car on entend alors qu'il y a moins de motifs de croire que l'événement arrivera ou que la proposition est vraie, que de croire le contraire, et que sa probabilité mathématique est beaucoup moindre que \.
10. 11 suit de tout ce qui précède que le mot probabilitc est bien mal appliqué, quand on le donne à ces aperçus vagues et souvent contradictoires qui s'offrent cji foule lorsqu'on n'envisage que superficiellement un sujet. Cicéron affirme « qu'il n'y a rien qu'un ne puisse » i^endre probable dans le discours (*) : » mais ce prestige de l'éloquence ne peut s'opérer qu'en présentant des énumérations incompleLcs, en dissimulant avec art une partie du sujet. C'est aussi comme cela que, par la préoccupation, par l'influence du désir sur le raisonnement, on se trompe soi-même, en ne considérant un sujet que sous un seul des points de vue qu il peut oiVrir, en fixant son attention avec opiniâtreté sur une seule conséquence. L'imagination se monte alors, et l'on en vient à regarder comme très-probables, même comme certains, des faits reconnus manifestement faux par tous ceux qui les ont soumis à l'examen, dans le calme de la raison. L'entrai ncment qui nous fait adopter une opinion n'est pas toujours sa probabilité. Dès qu'il n y a point de discussion complète, de développement des cas favorables et des cas contraires, il n'y a point, à proprement parler, d'estimation de probabilité -, il y a croyance aveugle, illusion, emportement. C'est l'habitude de céder à cet entraînement qui produit dans \in si grand nombre d esprits une vacillation continuelle, une fluctuation d'idées qui les rend le jouet de toutes les sottises et les exagérations que la mode ou l'intérêt enfante chaque jour.
11 est vrai que les habitudes de l'esprit et les disposi-
(*) ^ihil csl tani incrrdihi'r, qnod non diccndo Jlat probahilc. ( CiCtRO, Prœfal. Paradox.)
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lions de rindividu adaiblissent certaines impressions et en exaltent d'aulres; mais c'est à prévenir cet eHct que tend le calcul des probabilités ou la discussion raisonnée qui cil ticul lieu, (loinme le dit Condorcei, a il n'y a per- » sonne (jui n'ait observé sur lui-mcrnc qu'il a cliangé » d'opinion sur certains objets, suivant làge, les circon- » stances, les événements, sans pouvoir dire cependant » que ce changement ait été fondé sur de nouveaux mo- M tifs, sans pouvoir y assigner d'autre cause que l'impres- » sion plus ou moins forte des mêmes objets. Or, si au » lieu do juger par cette impression qui multiplie ou » exagère une partie des objets, tandis qu'elle atténue ou » empêche de voir les autres, on pouvait les compter ou » les évaluer par le calcul, notre raison cesserait d'être » l'esclave de nos impressions. » {Essai sur V application de V analyse à la prohahilité des décisions^ etc. Discours préliminaire, p. clxxxv.)
H. Ce vœu, qui ne pouvait être que celui d'un ami de l'humanité, est malheureusement fort loin de son accomplissement. Jus({u'ici l'on n'a résolu qu'un bien petit nombre de questions vraiment intéressantes par rapport à la conduite de la société ou des particuliers, et l'on a pu abuser du calcul dans cette partie des Mathématiques appliquées, comme dans toutes les autres, faute de connaître les principes fondamentaux dont il fallait partir, ou d'avoir des faits en assez grand nombre et suffisamment constatés 5 mais l'examen scrupuleux qui sera fait, dans la seconde section de cet ouvrage, des diverses applications du calcul, montrera qu'il est permis de concevoir quelque espérance de progrès ultérieurs, si la multitude d'observations auxquelles l'organisation sociale peut donner lieu ne se perd plus par la négligence des spectateurs, ou n'est plus condamnée à l'oubli par l'amour-propre des hommes en place, dans la vue de cacher leurs fautes ou
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d'obscurcir le nicrilc de leurs prédécesseurs. I:.n elTet, uue circouslance bien digue d'alteuliou, cl sur laquelle uous aurons occasion de revenir, c'est que les faits qui paraissent les plus accidentels, quand ils sont considérés un à un, nianifijslent un ordre lorsqu'on p(;ut en observer un grand nombre de simultanés ou de consécutifs : et le calcul fait voir comment, sans connaître la nature de leurs causes ni le nombre des combinaisons qui les produisent ou les contrarient, on peut assigner des limites à leurs possibilités respectives, et par conséquent spéculer alors sur l'avenir conformément aux règles de la prudence {*).
Cette théorie assez récente, qui soumet au calcul des probabilités les questions dans lesquelles le nombre total des chances et ses rapports avec le nombre des chances de chaque espèce sont illimités ou inassignables, sera exposée dans la seconde section de ce Traité, la première ne comprenant que des questions où ces rapports peuvent se déterminer à priori.
( " ) Lorsque ces secours nous manquent, ce serait encore mettre à profit les sages réflexions de Condorcct que de consigner dans des notes exactes les impressions que nous recevons des objets ou des lectures qui nous frappent, les principes que nous adoptons en conséquence de ces impressions, et les niolil's sur lesquels ils sont appuyés, afin de pouvoir remonter, quand nous le voudrons, à l'origine de nos jugements, en nous reportant aux époques où nous les avons formés, et en nous remettant sous les yeux les bases que nous leur avons données. Par de fréquentes revues de ce genre on rendrait, ce me semble, ses déterminations plus constantes, ses changements d'opinions mieux motivés; et peut-être parviendrait-on à séparer entièrement ce qui est dû aux forces variables des impressions, de ce qui constitue la vérité des choses, qu'on doit toujours chercher; car « il ne faut pas recevoir les opinions de nos pères comme n des enfants, par la seule raison que nos pères les ont eues. • [Ptrnsérs de Marc-Aurèle, traduction de Joly, chai>. xix, § jg.)
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DÉTERMINATION DE LA l'KOBAIULllÉ, LORSQLE LE NOMBRE DES CnANCES DE CHAQUE ESPÈCE OU LE RAPPORT DE CES NOMBRES EST ASSIGNABLE, ET PEUT SE DÉDUIRE A PRIORI DE l'ÉNONCÉ DE LA QUESTION.
12. On a VU, dans le n" 0, que la probabilité d'un ôvéucment avait pour mesure la fraction formée en divisant le nombre de chances favorables à cet événement par le nombre total des chances, en ayant soin d'ailleurs de n'employer pour cette évaluation que des cliances également possibles. Si donc on désigne par /// le nombre de chances favorables à un événement, par n le nombre de cliances contraires, sa probabilité sera exprimée par
cl la probabilité contraire par
en sorte que si 1 on représente par e la première de ces probabilités, la seconde sera i — c.
Ayant, par exemple, un jeu composé de 32 cartes, parmi lesquelles il y a ii figures^ la probabilité qu'en tirant au hasard une carte de ce jeu on aura une ligure, sera W ou ^, et la probabilité contraire W ou j.
Dans cette question on ne considère que deux sortes de chances, celles qui amènent une figure, et celles qui amènent une carte d'une autre espèce : il n'y a par conséquent que deux sortes d'événements, dont l'une ne peut avoir lieu qu'à l'exclusion de l'autre; mais si Ion dislin- 4*^ édition. ?■
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giiait la couleur des figures, en cousidéranl à [)ai'l la possibilité de prendre une figure en cœur, en carreau, en pique ou en trèfle^ on aurait 5 événements possibles. La probabilité d'avoir une figure dans une couleur étant j7, puisqu'il y en a 3 dans chaque couleur, le détail de tous les événements possibles donnerait les probabilités
■^ pour une figure en cœur, ~ •» en carreau,
4^ » en pifjue,
-i- » en trèfle,
Y7 pour ne pas tomber sur une ligure, fractions dont la somme compose l'unité.
Il en sera de même quelque multipliées que soient les diverses sortes d'événements possibles. Une urne comprenant un nombre m de boules blanches, n de rouges, p de bleues, q de vertes, /• de jaunes, a de noires, et de laquelle il faut tirer une boule au hasard, offre six sortes de chances composant un nombre total
/// -f- /; + />> -+- 7 + /• -h i = T, et donnant les j)robabilités
— d'obtenir une boule blanclie,
- d'obtenir une boule rouge,
et ainsi des quatre autres. La somme de toutes ces probabilités est
tn -\- n -\- p -\- q -^ r -^ s T
Je ferai observer ici que toutes les questions de probabilité auxquelles s'applique le calcul peuvent être lepréseutées par un tirage à faire dans une ou plusieurs urnes
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conlcnanl diverses sortes de boules, ou par des dés ayani un nombre f|uclconquc de laces marquées diversement. Pour concevoir le jet de pareils dés, il faut les supposer d'une forme prismatique très-allongée, ou terminés paides pyramides, afin (ju'ils ne puissent rester que sur les faces parallélogrammes.
13. Dans les exemples ci -dessus nous avons cherché la pi'ohahililc absolue de chaque sorte d'événements; mais il y a des (juestions qui mènent à ne considérer ini.c probabilité que relativement à d'autres.
Si, par exemple, dans le jet de deux dés on voulait connaître la prubabililé d'amener le point 'j plutôt que le point 4? il faudrait ne tenir compte que des chances relatives à ces événements. On verrait dans le n" 7 qu'il y a 6 chances différentes qui peuvent former le premier point, et qu'il n'y en a que 3 pour former le second; par conséquent, si deux personnes jouaient ensemble sous la condition, pour l'une, d'amener le point j, et pour l'autre le point 4? Gii regardant comme nuls tous les autres coups, la première ayant 6 chances pour elle, tandis que la seconde n'en aurait que 3, les probabilités seraient
— pour le ^am de la i'"'^, — pour celui de la 2*^.
Ces résultats s'obtiendraient aussi en comparant les probabilités absolues des points 7 et 47 lesquelles sont f^ et Y^ ; car en les divisant par leur somme, il viendrait
De même, on trouvera que dans lexemple de l'urne contenant des boules de six couleurs différentes (12), la probabilité de tirer une boule blanche plutôt qu'une
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lioulc rouiïc csl
m n m -t- ii
cl. la pro])a1)ililc coiiirairc, c'csl-à-dirc celle de lircr une
houle roui;e i)]ulùt qu'une boule Llanclie, •
Dans la détermination de la prohabilitê rclalive, on fait donc abstraction de toutes les chances étrangères aux deux événements, que l'on considère comme s ils devaient seuls avoir lieu, puisque tous les autres sont nuls par rapport aux conditions qu'on s'est imposées; et de là résulte, ainsi qu'on l'a vu par les exemples ci-dessus, que la probabihtc relaliï'c s'ohlic/it en divisatit la prohabilitê absolue de réuàfientcnl dont il s'a^^it par la somme des probabilités absolues des deux éi'énements que t on compare.
\\. Il faut remarquer aussi qu'une probabilité peut s'obtenir en prenant la somme de plusieurs autres; et cela arrive lorsque de plusieurs classes de chaTices on ncn forme plus qu Une seule, en cessant d'avoir égaid aux circonstances qui les distinguent. Si, par exemple, on jouait avec deux dés, sous la condltiou d'amener indistinctement soit j, soit 8, on verrait par le tableau de la page ii qu il y a 6 manières d amener le point j, 5 d'amener le point 8 : la probabilité d'amener l'un ou l'autre serait donc
— A — ll 3(> ~*~ 3(1 ~ 36 '
ce qui est d'ailleurs évident, puisque la condition proposée embrasse n cliances sur les 36 (|ue le jet peut amener.
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i<). Souveul rcvisuciiienl alleiidu se coiuposo du coiicoiiis do plusii.'urs autres (|ui oui chacun leur pi(d)al)ilitt': propre, cl de Lnjuelle il faut déduire celle du picuiier. Si, par exemple, lors(pi"iI s'agil de lirer d'un jeu de ^2 caries une ligure d'une couleur donnée, on pailage d'abord ce jeu en 4 paquets, diml chacun ne contienne (jue les 8 caries d'une même couleur, mêlées d'ailleurs d'iiu(; manière quelconcjue, la carie désignée pouvant être indi(Téremnient dans l'un quelconque de 4 patpiels, la probabilité de nicllre la main sur le paquet qui la renferme est j 5 mais comme ce paipiel contient 8 cartes, sur lesquelles il y en a 3 qui remplissent la cozidiliou dejuandée, la probabilité de mettre la main sur l'une de ces cartes, lorsqu'on en prend, une dans le paquet où elle se trouve, ost|. Ainsi, pour arriver à\a carte demandée, il faut le concours de deux événements dont les probabilités particulières sont j et |. La probabilité de ce concours est le produit des deux précédentes-, car, puisque les paquets sont égaux, et qu'un seul contient la carte désignée, il ne faut chercher les cbances qui la donnent que dans le I du nombre total des clianccîs-, et comme des 8 cbances renfermées dans ce j , 3 seulement remplissent la condition demandée, il faudra donc prendre les 7 de 7 pour obtenir le rapport du nombre des cbances favorables au nombre total des cbances, ou la probabilité cbercbée, qui sera -^ X j = yj .
L'exemple ci-dessus peut être représenté par le jet simultané de deux dés, le premier ayant 4 faces, i marquée A, les 3 autres blanches; et le second ayant 8 faces, 3 marquées B, les 5 autres blanches : le concours des lettres A et B sera précisément semblable à celui des événements indiqués dans le numéro précédent; mais en raisonnant comme dans le n° 7, ou volt que l'une quelconque des faces du premier dé pouvant se présenter avec toutes celles du second, le nombre total des chances
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sera 4x8 = 32, et sur ce nombre, 3 seulement, formées par la combinaison de la face A du pr(;micr dé avec les 3 faces B du second, lemplirout la condition demandée : la probabililé clieichée sera donc -^n=-|-.|, comme on l'a trouvé d une autre manière.
IG. En vénérai, soit la probabilité dun événe-
ment, — - — celle d'un autre; la probabililé de leur
concours sera
car le genre de hasard proposé peut être assimilé au jet de deux dés, dont le premier aurait ni faces marquées A, et n faces blanches, le second p faces marquées B, et tj faces blanches. Alors le nonibre total des chances possibles serait [ni -h n) [p -h ç) -^ mais sur ce nombre il n'y aurait que les nip combinaisons des faces marquées A avec les faces marquées B qui produiraient l'événement demandé; ainsi la probabilité du concours des événements A et B serait
On étendrait sans peine ces considérations au concours (le trois événements A, B, C, dont les probabilités particulières seraient
m -h // P -^ q r -\- s ou trouverait pour la probabililé de ce concours nipr /;; p
( m -+- ri ) [p -^ '/ } (/• -I- v j "i -+-//' p
et ainsi de suite, quel que fût le nombre des événements. En désignant sous la dénomination de prohabililc
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simple «clic de <lia([ti«' évéïu'UKMil pris on j)arliciilici'. cl (\c pi'ohabililc co/nposcc celle de leur concours, on peut donc poser généralement ce principe : la probahiUlé composée s'obtient en faisant le produit des probabilités simples.
17. La considération des probal)ilitcs composées, dispensant de former Icdéveloppenicnl de toutes les combinaisons possibles, abrège qucbjucfois les calculs : en voici un exemple assez simple. Su})posons qu'on ait assemblé dans un paquet les i3 cartes d'une même couleur qui se trouvent dans un jeu complet de Sa cartes, etqu'ow demande la probabilité que les deux premières cartes du paquet soient un as et un deux 5 la probabilité que Vas soit à la première place est -j^ , puisque cette carte pourrait occuper Tune quelconque des i3 places du paquet; celte carte ôlce, il en reste 125 ainsi la probabilité que le deux se trouvera la première carte de ces 1 2 sera -^ : la probabilité du concours de ces deux événements sera donc
Pour résoudre celle question en rcmontani à lénuniération de toutes les chances possibles, il faut d'abord chercher le nombre des arrangements dont peuvent cire susceptibles i3 cartes, et qui, d'après la formule des permutations donnée dans les Éléments d'yllgèbre, est le produit i.2.3...ii.i2.i3. On observera ensuite que lorsque 2 des i3 caries du paquet ont une place déterminée, il en reste 1 1 que l'on peut arranger entre elles de toutes les manières possibles, c'est-à-dire de 1.2.3. . .11 manières : ce sont là les chances qui produisent l'événement désiré, dont la probabilité sera par
conséquent
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En supprimant les facteurs i.2.3...ii, comniuns au numérateur et au dénominateur, il viendra seulcmtMil
I 2 . I 3 I 56 ainsi qu'on l'a trouvé ci-dessus.
18. La question suivante montrera mieux encore la facilité que la considération des probabilités composées procure pour résoudre les problèmes, et donnera lieu à quelques remarques utiles.
Soient, deux urnes dans l'une desquelles il j ait 2 houles blanches et i noire, et dans Vautre 4 boules blanches et i noire ^ on demande la probabilité d'amener une boule blanche, en prenant au hasard dans l'une quelconque de ces urnes. La probabilité qu'on mettra la main dans la première urne étante, et la probabilité (|u il en sortira une boule blanche étant {, la probabilité du concours de ces deux événements est donc '. . ; ou ,'.
On a de même, pour le tirage dans la seconde urne,
Les deux probabilités \ et -\ doivent s'ajouter; car, suivant ce (ju'on a vu dans les n"^ 6 el 8, ces fractions se rapportent à la même unité qui représente la certitude, et sont en conséquence deux parties de la probabilité cherchée : on aura donc pour cette dernière
:rr
lO
IJ
La probabilité de tirer une boule noire se calcule de même. On trouve pour la première urne ^.-^, pour la seconde -j.-j, et la somme ^ -\--^z= -^. Eu l'ajoutant à -f-i-, il vient l'unité, ainsi que cela doit être, puisqu'il s'agit de deux événements dont l'un ou lantro arrive nécessairement.
V). Pour achever d'cc l.iiicir ce >;iij(|. |r vais lésoudre
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la nièiiic (jucslidii iii consitléraiil les deux tirages coiijoiiilciucni, cl je préviendrai d'ahord une erreur dans la(juelle il paraît facile de tomber. Au premier coup d'œil, ou pourrait peuser que puisque les deux tirages s'opèrent sur la totalité des boules coulenues dans les deux urnes, et dont le nombre est 8, sur lesquelles il s'en trouve G blanches, la probabilité d'en obtenir une de cette couleur est -^ ou 7, fraction qui surpasse y^.
L'erreur (pie Ion commettrait vient de ce que, pour mettre eu commua les boules de la première urne avec celles de la seconde, il faut que le nombre en soit le même dans l'une et dans l'autre, afin que toutes les chances soient également possibles, ce qui n'aurait pas lieu sans cela. En effet, les boules étant séparées, la probabilité d'avoir une boule quelconque de la première urne est égale à celle d'avoir une boule quelconque de la seconde urne; mais quand on mêle les boides, qui sont alors au nombre de 8, sur lesquelles 3 sont de la première urne et 5 de la seconde, les probabilités précédentes deviennent inégales, la première étant ^ et la seconde -|.
Cette inégalité disparaît lorsqu'on réduit au même dénominateur les probabilités | et |, relatives au tirage d'une boule blanche dans chaque urne, ce qui d'ailleurs n'altère point les valeurs respectives de ces probabilités. En procédant ainsi, on change les fractions 7 et { en -f^ et -|-| : alors la première urne est censée contenir 10 boules blanches et 5 noires: la seconde, 12 boules blanches et 3 noires 5 les probabilités respectives sont les mêmes qu'auparavant, et le nombre total des boules est devenu le même dans chaque urne : considérant donc ces boules comme réunies dans une seule urne, au nombre de 3o, dont 22 blanches, on a pour le tirage de Tune de celles-ci la probabilité || ou 77.
On s'assurera en général de l'identité des résultats obleinis pai' l'un et par laulre do < es deux procédés, en
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supposant fies urnos en nombre «, contenant chacune /7i boules blanclies et n noires, et des urnes en nombre b^ contenant p boules blanches cl rj boules noires. Par le premier procédé, on aura, pour la probabilité du tirage d'une boule blanche,
a m b p am[fj-\-fi)+bp{m-\-n) am^-\-bpr
a-\-bm -\-n a-\-bp-\-q [a-\-b)[in-\-n][p -\-q) ers
en faisant, pour abréger,
« -h i = c, m -\- n r=^ r, p -{- rj z= s.
Si l'on réduit au même dénominateur les fractions
Ul /> ., • 1 '"^ /-"■ 1' I
— > -1 11 viendra — ;> — ? et 1 on pourra remplacer toutes
/• s rs rs '■
les urnes par inic seule contenant ers boules sur lesquelles il y en a arns ■+- hpr qui sont blanches: d'où résultera la probabilité trouvée ci-dessus, bien dilïerente, en général,
de la fraction ~~ formée en divisant le nombre ac-
ar->f- bs
tuel des boules blanches par le nombre total et actuel des
boules.
Mais ces expressions s'accordent :
1° Lorsque le nombre des boules est le même ilaiis chacjue urne, ce ((ui donne /■= 5, d où
nrns -+- ùpr mu -4- bp ers nr-{- br '
2" i.ors(]u'il y a dans toutes le même rapport entre le nombie des boules blanches et celui des boules noires 5 car si Ton désigne ce rapport par /. , on a
ce qui rcduil
(inis-{- bpr a m -\- pb
— — ■ il
tir-\- bs I -\- A
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Cet exemple lail \(»ir c<)inl)ieii il est aisé de se tromper Jans la recliertlu,' des proijabililés, et il s'en présentera encore d'autres du même genre dans la suite.
Détermination des Prohahiliiés dans les épreuves répétées des mêmes hasards.
20. Les cpreiwes répétées les plus simples sont les jets successifs du même dé, ou les tirages de numéros pris dans une urne, et remis elia(|uc fois, afin de conserver toujours le même nombre de chances de chaque espèce. •
Ce genre de prohabilités se détermine d'abord par la considération des probabilités composées. Se proposer, par exemple, d'amener deux fois de suite le point 6, en jetant deux fois le même dé, c'est demander le concours de deux événements dont la probabilité simple est \ : on aura donc pour la probabilité cherchée ( IG) ^X\ = ji ; on trouvera de même que la probabilité de ne pas amener du tout le point 6 est | X | = yf • La somme de ces deux probabilités n'est pas i, parce qu'outre les deux événements que nous venons d'indiquer il y a encore celui de n'amener 6 qu'au premier jet, ou de ne l'amener qu'au second : la probabilité du premier événement est ^.-1=-^, celle du second, -.- = --, et la réunion des quatre probabilités qu'on vient de trouver donne
Au lieu de calculer ainsi, l'une après l'autre, les probabilités des divers événements qui résultent des jets successifs du même dé, on peut les obtenir toutes à la fois dans une même formule. Il suffit pour cela de considérer que si, dans une épreuve, il y a m chances qui produisent l'événement A, n chances qui produisent l'événement B, sur le nombre [ni -\-fi) [ni-\- n) = (m+ Ji)' qui embrasse tous les arrangements possibles des chances
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dans les doux épreuves, il y en aura ///' qui piuduii (Mil la succession AA, rnn la succession Alî, ntn la succession BA, et tr la succession BIj (1^) \ en sorte que les probabilités pour obtenir les événements composés
AA, AB, BB
ayant les probabilités
( m -\- n)- [ m -{-«)' ( ni H- n )•'
dont les numérateurs sont les termes du développement de la seconde puissance du binôme ni-\-u, et dont la somme est égale à l'unité.
21. On trouverait d'unenianière sendjlable les diverses probabilités dos événemonts (jui peuvent avoir lieu dans un nombre (quelconque d'épreuves; mais, pour plus de généralité, je supposerai d'abord que le nombre des oliances varie à obacjue épreuve. En bornant à trois celui des épreuves, je désignerai par
///' et //, m" et /.'", ///'" et n'
les nombres de ohanoos (pii amèuint li's é\énoinonls A ol B à 1,1 ])ronilèro. à la ilouxièuio, à 'a lrui>iènio oprou\o.
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D'apios co ([iii ;i de dil dans le n" H>, \c prodiiil
(///+ n') {m"-^-n") {m'" -^ n" ) = m' m" m'" -\- m' m" n'" \- nt'n" m"'-\-n' m" in"'-\-ni' n" n"'-\- n' m" n"'-{-?i' n" ni"'+n' n" n" ,
(loiiiuîra le iioMil)rc de toutes les coinbinaisoiis j)ossil)les dans les trois épreuves proposées, et un terme quelconque exprimera le nombre de chances qui amènent l'événcmcnt composé des événemeuts simples A et lî, lépétés, le premier autant de fois que la lettre m entre dans ce terme, elle second autant de fois qu'y entre la lettre 7i, les accents marquant d'ailleurs l'ordre des épreuves. Par exemple, les termes
m' m" n'" \ l AAB
m' n" m'" > répondront aux sucressions < ABA n' m" m" ] \ BAA;
et l'on aura par conséquent la probabilité de chacune en donnant pour dénominateur, au terme qui lui correspond,
le produit
Si maintenant l'on pose m' = tu" = m"' = ni , et Ti' = ji" = n"' 1= n, ce qui changera
( m' -\- n') ( tu" -\- n" \ [ m'" -|- n'" ) en (m-\- n )%
les termes indiqués ci-dessus deviendront tous égaux à m*n, nombre qui sera celui des chances relatives à chacun des trois événements désignés, tous distincts, lorsqu'on fixe l'ordre de la succession des événements simples dont ils se composent.
Si l'on fait abstraction de cet ordre, ils n'en formeront plus qu'un seul, répondant à la somme de toutes leurs chances qui est 3 /?i^^i, et ne difrère de ni^n que par le coefficient dont ce produit est affecté dans le développement de [ni -+- ny. Il est aisé de voir qu'on arriverait
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aux mêmes coiitlusloiis pour un nombre quelconcjuc d'épreuves.
Ainsi donc, p étant le nombre des épreuves, et le développement de
P . P ' P — ï [m ->r n]P=^ ml' -f- - mP-' n + '—^ mP-^- n- -\- . . .
pip — \\{p — 2 ) . . . (/?— <7+ I ) \ .1.0 ... (j
il suit de ce qui précède que le premier terme ///'' indique le nombre de chances qui, sur un nombre p d épreuves, donneiît p fois l'événement A;
Le second terme - ///^~' n. le nombre de chances qui
donnent p — i fois 1 événement A et une fois l'événement B, dans quelque ordre que ce soit 5
Le terme général '— ^ '-!- ^ '- -mP-int.
le nombre de chances qui donnent p — q fois lévéne-
ment A. ci q fois révéncnient B, sans distinction d'ordre.
Si l'on voulait établir une succession déterminée, il faudrait supprimer le coefficient . et ne prendre que tnP-1 n'i.
En divisant donc chacun de ces termes par le nombre total des chances, qui est (/n-f-zz)'', on aura les probabilités de chacune des successions d'événements simples aux([uelle3 ils se rapportent.
cr-lfl
lormule dans laquelle un lernic pris isoléiuent cxptime la probabilité d'un événement composé de A répété autant de fois que le marque l'exposant de la lettre e, et de H répété autant de fois que le marque l'exposant de la lettre /.
Le plus souvent on ne fixe pas d'une manière précise le nombre de répétitions du même événement, mais on lui assigne seulement une limite. C'est ainsi qu'on peut chercher la probabilité de n'avoir pas moins de p — i événements A sur le nombre p d'épreuves, énoncé qui admet aussi le cas où il arriverait p événements A, et auquel satisfont par conséquent les deux premiers termes de la formule ci-dessus : la probabilité de ces événements sera donc indiquée par
eP-h^ eP-'f,
somme des deux premiers termes.
De même la somme des trois premiers,
indiquera la probabilité de ne pas avoir moins de /> — 2 événements A, et plus de 2 événements B.
Et en général la somme des termes de la formule, depuis le premier jusqu'à celui qui est affecté de eP''' J'', c'est-à-dire
eP + '- cP-'fi- . . -t- ^-^ 7ç-^ eP-'i/'J,
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indiquera la probabilité de ne pas avoir moins de p — q événements A, et plus de q événements lî.
Si, par exemple, on demande la probabilité d'amener le point 6 au moins deux fois dans quatre jets successifs d'un dé à six faces, on fera
et il viendra pour cette probabilité
I I entre - et 3-
Si l'on eût demandé seulement d'amener 6 au moins une fois, il aurait fallu prendre la somme des quatre premiers termes du développement de [e-\~fY\ mais comme e ~\-f= i, et que par conséquent {e-{-fY = i, la somme des quatre premiers termes est égale à i — f' : il est donc plus court de calculer directement le terme y^* pour le retrancher de l'unité, ce qui donnera
6' l 'j.qô I j-gG
pour la probabilité demandée ; et puisqu'elle surpasse 4, il en résulte) qu'il est probable que le point 6 arrivera au moins une fois dans quatre jets (9).
La probabilité de l'événement contraire esl f^= ^^'^^ , puisque le terme/^*, ne contenant pas la lettre e, indique la répétition des seuls événements B : c'est donc par sa contraire que nous avons déterminé la probabilité demandée, et il faut opérer ainsi toutes les fois (jue l'expression de la première est plus siniple que celle de lu seconde.
^3. On voit encore par rcx.inplc précédent coniiuenl
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la proliabililé d amoncr \c poinl 6 au moins une lois, uni n'étail (]iic' ^ à la ptcmièrc éprouve, s'est accrue par la répélilion des jcls du dé. Ce changement peut faire naître la question suivante : diUerminer le nombre d'épreui^c: nécessaire pour qu\in événement acquière une prohahilité donnée. Si Ton demandait f^i combien de jets du même dé on olniendra la probabilité g que le point 6 arrivera au moins une fois, on aurait e = -^ ^ f=.j,.^ <J = p — I, et il faudrait déterminer p par la condition que la somme des termes
(■r -f- <- ci'-'J -I- ,.,-}_ -L pfp->
fût égale h g, ce qui ne pourrait se faire immédiatement que par des essais répétés -, mais en prenant la probabilité contraire, exprimée par le seul terme y ^, et qui, dans riiypothèse proposée, doit être égale à i — g ou Â, on aura l'équation
//■= /. , d'où p lo-/ ~ log / , pz= -i:— .
Si Ton substitue aux Ictlresyei A les fiactions -j -,
ou trouvera
77 " rr
J'appliquerai celte formule au problème qui parait avoir été le premier de ce genre que les géomètres aient résolu, c'est celui de trout^er le nombre de jets de deux dés, dans lequel ilj a autant de probabilité d 'amener deux 6 (ou sofjnez) que de ne pas le faire. Pour cet exemple, on a
^=l''=W'^=h^'^^^ ^^'"^^ ^' = 736^5 = ^-^'^' 4' édition. 3
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ce (|ul inonlrc ([ue l\;vcncm(!iil ])rf>posé (sl moins probable que le coiilrairc!, quand on n'embrasse que vingtquatre jets, et pluspiobable quand on en prend viugt-cimj.
24. Celle conclusion paraissait fausse au clievalier de Méré, qui proposa le problème à Pascal dont il tourna les médilalions sur le calcul des probabilités. Ce chevalier, liomnie d'esprit, mais étranger aux mathématiques, croyait que puisqu'il suffisait de 4 jets pour arriver à une probabilité^ surpassant •^, d'amener le point 6 avec un seul dé, qui n'offrait (|ue 6 chances à chaque coup, le jet de deux dés en présentant 36, ou 6 fois 6, il devait suffire de 6 fois 4 ou 24 jets pour obtenir le même résultat par rapport à l'événement 6, 6 (ou sonnez) ; le contraire lui paraissait un grand scandale, qui lui faisait dire hautement que les pi oposilions 11 étaient pas constantes, que VAriihnic tique se démentait. (Lettres de Pascal à Fermât, QEin^res de Pascal^ t. IV, p. 4^9-)
La difficulté précédente, fondée sur l'ignorance des formes du calcul, n'est pas la seule qu'on ait élevée contre révalualion des probabilités dans les épreuves répétées : d'Alembcrl a voulu jeteidu doute sur les principes mêmes. L'exposition et la réfutation d'une seule de ses objections suffiront pour les faire apprécier toutes-, car elles n'ont obtenu l'assentiment d aucun géomètre distingué, et (dles prouvent seulement qu'il peut arriver aux hommes le plus justement célèbres de s'égarer, même dans un sujet iort simple.
Suivant d'Alembert, lorsqu'on jette un dé à deux faces. f|Ue je désignerai par A et 13, le pari damoner la face A au moins une fois en deux coups n'a en sa faveur cprune
probabilité -» au lieu de y que donne li- pi incipe du n" -0 ;
car, dit-il, si l'on amène A du premier coup, le jeu est lini. et si Ion amène au contraire, la l'ace H, il faudra
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jouer le second coup, qui donnera A ou I>, en sorte qu'il ne pcul rcelleniciU arriver que l'un de ces 3 événements, A, lîA, lîlî, dont 2 font gayiier le pari (*). Cela est vrai^ mais Terreur consiste à supposer aux deux derniers la même possibilité qu'au premier : elle est du genre de celle qui a été indiquée dans li; n° 18.
En effet, la probabilité de l'arrivée de A au premier
coup est -•> comme celle de B5 mais celledes événemcïits
composés BA et BB, qui n'ont lieu qu'au deuxième coup,
AA, AB, BA, BB
En général, il est visible qu'il y a le même nombre de cbances dans 11 jets successifs du même dé, et dans le jet simultané de n dés semblables. Il paraît, par !(>s Lettres de Pascal à Fermât, qu'il était tombé d'abord dans une erreur analogue à celle que nous venons de relever (***).
25. On peut aussi déterminer les probabilités simples d'après celles des événements composés. Par exemple, lui joueur ayant reconnu que, dans une parlie formée de trois points, il peut en céder deux à son adversaire pour éta-
(*) Opuscules mnthrinaliqtics Ao. d'Alcmbort, l. II, ]>. ^O. (**) Essai philosnfjhitjue sur Icspiohnhihlrs, page l 'î do la cinquifiiit édition in-8".
[-*-**'\ Œuvres de Pascal, l IV. )> ; > ,
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hlir ciilrc eux Vci^aUlc, on demaiifle la pivhabi/itc qua le premier joueur de gagner un point.
11 résullo de renoncé (ju'il a la piobabililé \ de gagner liois points de suite, puisfju il perdrait la partie si son adversaire en gagnait un auparavant. On a donc, pour ce cas,
e' = i , d'où ez= j^',
re qui revient à environ 0,79^7, un peu moins de '-.
Si le premier joueur ne cédait cpi'un point sur trois, alors les chances en sa faveur seraient de gagner les trois points de suite, ou en quatre coups au plus: car s'il manquait deux coups, son adversaire gagnerait la partie. AiiiM l'on aurait
^i_l_4c'/=;- on 4^' — 3r> = {,
en mettant pour /" sa valeur i — e. Cette équation elaiit résolue ferait connaître e; on trouverait 0,61 43 environ (*).
!2(). La considération des divers événements composés qui peuvent arriver dans les épreuves répétées du même jeu mérite toute notre attention, parce qu'elhî fournit, ainsi que Ta remorqué d'abord Jaccjues Beinoulli dans la quatrième partie de WArs conjcciandi, cl ensuite Condorcet dans ses divers écrits sur le calcul des probabilités, les meilleures bases que Ion yiuisse donner à la philosophie de ce calcul pour fonder lulilité de ses applications.
Les termes du développement de (/n-f-/?)'' indiquant les chances favorables à chacun des événements composés qui, dans un nombre p d épreuves, peuvent résulter des diverses successious d évi'-ncnienls simples A et lî, il est
(^ * ) Doctrine 0/ ChiDircs, p. 35.
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fiicilc de dùtcrnnnar /cifuel de cas évèiieinc.uLs composés a le plus (le cluinccs en sa favrnir, cl est par consvqnent le plus probable, il siilllt, pour cela, de chercher (juel est de tous les lermes du (h'veloppemeul [ni ->r ny celui dout la valeur est la plus considérai)Ie. Avant de passer à la solution générah; de ce problème, je crois à propos d'en donner quelques exemples numériques pour ceux des lecteurs à ([ui l'Algèbre ne serait pas très-familière. Premièrement, si l'on fait ni=zn^ le plus grand terme sera celui qui occupe le milieu de la formule, quand le nombre p est pair; et lorsque ce nombre sera impair,- il y aura deux termes consécutifs égaux, surpassant tous les autres et placés aussi dans le milieu du développement, comme on le voit ci-dessous dans les premières puissances du binôme m -f- n :
{m 4- «y^ =: /«' -f- 2 nin + n-,
[ni -f- ny = W -f- 3 nrn ■+- 3 /nrp -+- /?%
(/// -i- n)* = w' + ^nPn -t- (jm^ n'' -+- 4 ^"^ + ''*>
[m 4- //)^ = m^ -+• 5in^ n -+- lonPn'' -+- lorn^n^ -+- 5mri* -+- n'.
Les termes 2ni/i ei Gni'ir du milieu de la seconde et delà quatrième deviennent respectivement 2m" et 6///*, lorsque m = n, et ce sont les plus considérables, parce qu'ils ne ditlerent des autres que par leur coefTicienl, qui est le plus grand de tous ceux de la formule. Les termes inrii et "dni/r dans la troisième puissance, se changeant en 3 //i*, deviennent égaux-, il en arrive autant, dans la cinquième, aux termes loni^yi'^ et low^/i^, qui se changent en low' et ont le plus grand coefficient.
Il résulte de là que, si l'on considère un jeu où le nombre des chances soit le môme en faveur de l'événement A et de son contraire 13, les événements composés les plus probables seront i fois A et i fois B dans 2 épreuves, 2 fois A et 2 fois iî dans 4 épreuves, et ainsi de suite lors(jue le nombre des épieuves est pair. Quand ce nombre
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est impair, il y a dans chaque épreuve deux événemenls composés dont la piobabllilé est égale et surpasse celle de tons les autres, savoir : ceux d'amener 2 fois A et i fois B, ou 2 fois B et I fois A dans 3 épreuves -, 3 fois A et 2 fois B, ou 2 fois A et 3 fois B dans 5 épreuves, et ainsi de suite.
f^es probabilités de ces divers événements seront
pour I fois A et 1 fois B,
2 fois A et 2 fois B,
lO/ll^
])onr 2 fois A et i fois B ) 3w' 3
ou 1 fois A et -2 fois K ) ( ni -+- mY 8
pour 3 fois A et 2 fois B / lo/ii^ 10 5
ou 2 fois A vt 3 fois B \ (ni -f- /?? " 32 16
Ces diverses probabilités décroissent à mesure que le nombre des épreuves augmente 5 et cela est tout simple, car si chacune est la plus grande de toutes celles qui naissent du nombre d'épreuves dont elle fait partie, elle ne répond qu'à un seul des événements composés, qui se multiplient à mesure que l'on embrasse un plus grand nombre d'épreuves.
Il n'en est pas ainsi pour les probabilités relatives des
divers événemenls composés fournis par le même nombre
d'épreuves. Par exemple, la probabilité d'amener plutôt
I fois A et I fois B (jue 2 fois A étant le (juotient de la
probabilité absolue du premier de ces deux événements
composés par la somme des probabilités de l un et de
l'autre (lo), on aura
La probabilité d avoir j)luliit 2 lois A et 2 lois B qui
iJliS \'U<)1JMJ1L1TÉS. 3,9
4 lois A (.U; siiilc se irouvcr,» de tnrine t'yalc ."i
f'raclion (jui surpasse |. On obtiendrait lonjours dt;s résultais semblables en poursuivant le calcul, et l'on en conclurait la diii'érence de possibilité entre les évéuements couiposés de la répétition constante du même événement simple, et celui dont la composition se rapprocbe le plus du rapport de possibilité des événements simples. Le seul bon sens suffit sans doute pour mener à ces conclusions, mais il n'en pourrait donner les valeurs précises, de même qu'il n'avait pu faire deviner au chevalier de Méré la réponse à la question qu'il s'était proposée : l'emploi du calcul sera donc indispensable toutes les fois qu'il s'aj^ira de déterminer des valeurs résultant d'opérations coinpli<[uées ou comprises dans des limites étroites.
27. Les formules générales correspondant aux remarques du numéro précédent se présentent d'ellesmêmes, puisqu'il ne s'agit <jue de calculer le teime (jui lient le milieu dans le développement d'une puissance paire du binôme, ou les deux qui en prenntmt la place, quand la puissance est impaire.
L'expression du premier est
-;/' ..." in ft
PKP
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lorsque m =: n -^ celle des aiUres esl
,KP-r-r„.. r
ml'.
Pour en calculer la valeur, quand p esl Irès-graud, il faudrait former des produits composés d'un nombre considérable de facteurs, ce qui devient bientôt impraticable, à moins qu'on ne s'aide d'une formule très-curieuse et très-commode, découverte par Stiiling, ou de celles que Laplace a données dans les Mémoires de V Académie des Sciences^ années 1^81 et 1782, et dans sa Théorie nnalytiqtie des Probahilités : on trouvera la première dans la Note I, à la fin du présent ouvrage.
En l'employant au calcul de la probabilité d'obtenir 5o fois révénement A et 5o fois l'événement B, sur 100 épreuves, on trouve 0,079589^, probabilité tiès-petite en elle-même, parce qu'il ne s agit que d'un seul événement pris parmi ici ; mais si on la compare à celle d'amener 100 fois de suite l'événement A, on aura
» ou, a trcs-peii près, 1 —
ce qui ne dillère pas sensiblement de 1 uiiilé, puisque le dénominateur de la fraction qu'il faut retrancher de cette unité, étant développé, aurait 3o chiiVres.
Ce résultat montre la différence énorme qu'il y ^ entre les possibilités lespeclives des deux événenuiils dont j«« viens de faire la comparaison ; mais aub^i il laiil observer iju<- Il proljabilii»' d'amener sans iuieii iqitinn. soit l'évé-
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ncniciit A, soil révéïuiiiciit J5, csl plus petite (|iic celles «.le tous les autres événcmeiils composés; celles-ci vont en augniejilaut à mesure qu'on se rapproelie du terme moyen.
28. Lorsqu'il n'y a pas le même nombre de chances en laveur des événemenls simples A etB, VévénemenL composé, le plus probable est encore celui dans lequel le nombre des évcnemetils A est à celui des êvènemeiils B dans le rapport du nombre des chances favorables au premier au nombre des chances favorables au second.
Pour bi(;n faire comprendre cet énoncé, prenons m = 3, n = 2, et faisons successivement p = 5, :== lo. Dans le premier cas, le terme le plus considérable du développement de [m -\- JiY sera
H)8o io8o . I
iom^/i-= looo, et donnera — - — =: - — rj environ -■>
5' il 25 o
pour la probabilité d'obtenir en 5 épreuves 3 fois Tévénemcnt A et 2 fois Tévénement B. Le plus grand terme du développement de [m-\- n)^'^ est
— - ^' V - /«"«' = 2io ni^n^ m 210.3". 2' = 244944 •J»
d'où il résulte
2io.3''.2* 244o44o . 2
= ;.. -■) environ -?
pour la probabilité d'amener en 10 épreuves 6' événements A et 4 événemenls B, nombres qui sont dans le rapport de 3 à 2. Celte probabilité est moindre que la précédente, par la raison déjà alléguée dans le 11" 2G ; mais elle est toujours la plus grande relalivemeiit à toutes celles qui se déduisent du même développement.
Les multiples de 5 pouvant seuls se partager en deux nombres entiers qui soient entre eu^ dans le rapport de ') à 2, le développement des puissances dont l'exposant
mP-inl,
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n'csL pas un imilliple de 5 ne coiitienl pas de termes où les exposants des lettres m et n soient dans ce rapport ; mais les termes qui ajjprochent le plus de remplir cette condilioji sont les plus considérables. C'est ce c[u'on va voir par la détermination algébrique du plus grand terme du développement de (m -h nY •
Le terme général du développement de (m-f- //)'' étant
P{P— A{P — '^)- ' -{P — 'î - ^ I) I .2.3. . .7 est précédé par
l_^ iJil — — L \L i 1 mP-l+' ni-' ;
et en divisant la première de ces expressions par la seconde, on aura
pour le rapport de deux termes conséculils pris à une place quelconque du développement proposé, valeur (jui diminue à mesure que le nombre q augmente.
Cela posé, il est évident qu'un terme surpassera celui qui le précède, ou sera moindre, selon que
^1, ou <i.
Dans le premier cas on aura
■ , pu -^ n
pn — an -\- n^;> (jm, don '/ <1 »
v\ lia us le second
pli — (in -\- n <r '//", Il ou n _>» •
La valeur de ^, après lacjuelle le rapport di>nt il sagit devient moindre <pic i. étant celle où s arrête laccrois -eiiu-nl (Us Ici mes conséculils. doiuK ncces.'^aii cmcnt 1''
DES PROBABILITÉS
plus grand lorinc, à parlii- (.lin[iit;l les auliu's vont en décroissant vers chaque extrémité ilu développement.
c. pn -\- n , . . . , ,
oi était un nombril entier, en le prenant pour la
valeur de q, le rapport dont il s'agit serait précisément
égal à Tunilé : il y aurait dune deux termes consécutifs
égaux et plus grands que tous les autres.
Dans le cas contraire, il faut prendie pour la première
valeur de q le nombre entier immédiatement au-dessous
. un -\- n . , ,.,.„ ,
de 5 et qui, par conséquent, en (lillere de moins
que Tunilé : ainsi q est compris entre les nombres fractionnaires
dont la différence est = i.
Lorsque p =: /• (/// -f- /?), il vient
p <i^rn -\- et ]>» rn — \
m -t- // /// -f- Il
q est donc le nombre entier /•«, et par conséquent
Maintenant, soit M le terme le plus considérable du développement de [ui -{- iiY \ la probabilité relative de r événement composé auquel il répond, comparé à celui auquel répond un autre terme K, étant exprimée par
approchera d'autaut plus de 1 unité ([ue K sera plus petit par rapport à M, ce qui démoulre la remarque faite dans le n° 26, en la généralisant, puisque ici m et n sont supposés quelconques.
On voit donc, par ce (|ui précède, que tic tous les iwc-
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iienicnls lonijiosés (jui penvcnL se présenter dans un nombre r [in -\- n) d'épreuves, le plus probable^ coniparatiuenient à chacun des aulres en particulier^ est celui qui répond au terme affecté de /7i'''"/z''", dans lequel les événements A. et B sont répétés V un rnijois, l'autre //i, cest-n-dire proportionnellement à leur probabilité particulière.
30. Après avoir reconnu la forme du terme qui surpasse tous les autres, il faut encore examiner la marche de ses rapports avec ceux-ci.
Pour cela, prenons comme ci-dessus p =^ r [m -\- n),
q deviendra /Vi, et 1 expression — du rapport
' (j /Il ^
de deux termes consécutifs donnera
r(//i -^ n) — rn -\- \ n rm H- i
pour le quotient du plus grand terme divisé par celui (jui le précède immédiatement. Si Ion divise pai- ///i le numérateur et le dénominateur de ce quotient, on oblien-
d/a I H •> (luanlilé (lui approchedautanl plus dolunité
rni ^ j 1 1 1
(|ue le nombre /■ est plus grand.
Si Ton prenait le plus grand terme pour diviseur, au
lieu de celui (pii le précède, le rapport devenaul inverse
seriil exprime alors par
rm
Dans le terme (pii suit M, q de\ient rn 4- i, et 1 On a rin II rn i
r/i -{- \ m rn -f- i i
fraction qui tend sans cesse vers lunité à mc>urc (pie /" auemente.
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En passant ainsi à des ii;rmcs dislanls de Jeux, de trois, clc, places du iciine M, on rcconnailra sans peine (juc de el»a([uc côté de ee ternie le décroissemcnt devient de moins en moins rapide, l(>rs([u'on augmente la valeur assignée au nombre /•. De là résulte, dans les environs du plus grand terme, la réunion de ceux dont les valeurs sont les plus considérables et qui composent la plus forte partie de celle du développement entier.
31. Quand on s'approche davantage des extrémités de ce développement, on arrive à des termes dont le rapport, avec M décroît de manière quon peut toujours assigner à r une valeur assez grande pour que ce rapport devienne aussi petit quon voudra. \ oici à peu près comment Jacques ]3ernoulli a dénaontré celte importante proposition.
En considérant le plus grand terme M et deux autres qui en soient éloignés de /• placés, soit avant, soit après, on aura à comparer les termes
dont, pour abréger, j'ai représenté les coefflcients par A, [i et X'; et si ces trois termes sont désignés respectivement par les lettres L, IM et L', on aura
M (/•/?? -\- r) [nu -{- r — i) . . . (;•/;/ -t- i) //'' L ( m — r ->!- i) l^rn — /• -f- 2 j . . . ^/^ m''
M [m -^ ?■) [rn -\- r — i). ..(/•« -f- i) nf
U ( jui — r -\- i) [rm — r -\- o.). . . rni n''
après la suppression des facteurs communs aux deux termes de chaque rapport. Le second ne diiï'ère du premier que par le changement de ni en /i, et réciproquement.
Cela posé, il faut d'abord montrer que la valeur du
rapport — peut élrc rendue aussi grande qu on le voudra ;
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pour cela on décomposera les puissances n' et j/i'^ dans leurs facteurs, afin de les joindre à chacun (le ceux des coeflicients, ce qui donnera
]V1 rni/i -»- r/i rniii -^ rn — n rmn -\- n
L rm/i — rm -\- m rmn — rm -\~ ?. m rmn
produit composé de r facteurs. Celui dont le rang est marqué par (j a pour expression
mn -\- n
rmn -{- rn — (7 — 1 ) « r
rmn' — rm -H am nin
mn — m H
lorsqu'on divise les deux termes par r. Il faut d abord observer que tous ces facteurs surpassent 1 unité; car si Ton relranclie le dénominateur du numérateur, le reste
iui -h //) ( I — ) "^ ^^ réduit à -5 quand on y met
pour q sa plus graiide valeur r, et demeure par conséquent toujours positif.
On voit ensuite que, pour une même valeur de q, le numérateur croît, tandis que le dénominateur décroît lorsque /' ou le nombre des facteurs augmente: d'où il suit que leurs ^ alrurs augmentent avec leur nombre, et que, par conséquent, leur produit devient de plus en plus grand.
Enfin, pour une même valeur de /\ le numérateur diminuant lorsque q augmente, tandis que le contraire a lieu pour le dénominateur, il est évident que les facteurs dont il est question forment alors une progression décroissante, dont le premier et le dernier terme
m mil
mn — m -\
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comptcMiiieiit t'Ulrc eux l;i (|uaiililt'; nm H- « w 4- I
inn m
Oi , il csl lou|Ouis possible (rassi^ucf la valciii (Tun
iioiuhrc t] tc'I,(|iic I I ('gale 011 surpasse un nombre
(loiiué f ; car, eu posant
cl passant aux logarithmes, on trouve
r7[l(w 4- 1)— 1///] = If, d'où q = —— ;
Si celte valeur de q n'est pas un nombre entier, on prendia celui qui la surpasse immédiatement.
Maintenant on peut faire en sorte que le facteur placé
au rang marqué par q, dans la valeur de — ? devienne
égal a : il sulîit pour cela de poser Téqualion
rinn -\- j-n — (y — i) n m -\- i rinn — nu -j- qin m
et de déterminer /■ en conséquence. Cette équation, (pii
revient à
rmn -(- m — in — i) n
donne
qri — n { qn — «" ■ ' ' , r{m-^n) — \q-^i _
Par cette valeur de r, les q — i facteurs pris sur la gauche
de celle de — surpassant qui est égal a celui tiu
rang q^ le produit des |>iemiors multipliés par ce dernier
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/ /« 4- I \ '/ , . 1 . , surpassera iit'c<;ssaireni<'ni | 1 ■> c esl-a-uirc Je iiom-
brcc; ('iifin les faeteurs qui suivent étant tous ^i, le
produit eoniplet, ou la \ aleur de —, surpassera à j)lus forte
raison le nombre c.
Par ce qui précède on a donc déterminé le nombre /", de manière qu'en élevant le binôme m-\-n à la puis-
sance marquée par r[ni -\- ii), le rapport — surpassera lel nombre donné qu'on voudra.
Pour traiter de même le second rapport '—,•! il suffira,
suivant la remarque faite à la page 4^? de changer /// en fif et réciprocjuement, dans les formules précédentes, ce qui donnera
qin — m
r , ni -^- n) :=
/ qm — /?;
Lorsque celte valeur de /'difî'ércra de la prérédcntc, re ([ui aura lieu presque toujours, il faudra emj)lover la plus considérable des deux, qui rendra en mèm(> temps
IM M
— et — '>r.
3!2. Si, d'après ce qui précède, la probabilité relative de l'événement qui répond au plus grand terme dn développement de (ni 4-")'' augmente avec /7, il n'en est pas ainsi de la probabilité absolue de cet événement : celle-ci diminue, au contraire, à mesure (juc le nombre des épreuves augmente, ainsi qu on la déjà vu par des exemples dans le n'^ !2() ^ mais pour s'as.surer de la chose en général, il faut avoir recours à la fornuilc de Slirling, citée à la page4o", c'est ce (ju'on verra dans la Note I. Admeltani ici le fait (|ue rcMfe ]nobabililé j^eul être ren-
(Ino .mssi [x-lilc (jn'oii K- \(ni(lr;i, c;ii [jrcriaiil r .siiKisaïuuuMit Jurande, il s'ensuivra la menu; conclusion pour les autres probabilités, qui sont toujours nioindrcs que relle-là.
Ceci prouve encore que la piobai)ilité d'obtenir mi nombre d'événements A plus grand ou moindre que //// d'une (piantité constante q diminue sans cesse cl peut devenir aussi petite qu'on voudra; car celte probabilité se compose des termes commençant à celui qui esi adeclé de ///""+'' /i"'~'' et finissant à ///"""''//'"+/ inclusivement, dont le nombre est i(/ -j- i et dont cliacun peut devenir aussi petit qu'on voudia.
33. Mais, par suite de la réunion des termes dont la valeur est la plus considérable dans les environs du plus grand de lous, /'/ y a une prohahili/é qui vu toujours croissant, ccsL celle que les nombres qui marquent les répétitions des événements simples A et lî, étant comparés au nombre des épreuves, formeront des rapports qui ne s'écarteront pas des probabilités de ces événements au delii d'une limite donnée.
Considérons d'abord, pour plus de simplicité, le cas où il y a le même nombre de chances en faveur de chacun des événements simples, et cberchons la probabilité d en obtenir d'une composition telle, que le nombre des A ne suipasse pas les ^ du nombre d'épreuves et ne soit pas moindre que les |, fractions entre lesquelles se trouve compris -^^ probabilité particulière des événements A et B, et dont elle ne dillere que de -^ en plus ou en nzoins. Si nous ne considérons d'abord que 5 épreiives, la proba^ bililé de ne pas obtenir plus de 3 et moins de 2 événements A se trouvera en prenant, dans le développement {c -{-J )% la partie
ioe^/=+ ioe=/^ (22);
en y faisant e =/"= y. elle donnera 7!= *-.
4*' édidon. I
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Passons inaiiilcnaiil au cas où Ion cnibi asst rail lo épreuves, et où il faudra il par ronsécpienl ohlenir an plus 6 et au moins 4 cvcneme7Us A-, nous pientlroti-alors, dans le développement de (eH-/)'", la partie
2 I O t^f -t- ?.52 àf" -f- 2 I O 6''/%
dont on trouvera la valeur égale à -r^T^ 7' M^" •''^i'-'"'
L'aceroisseuienl de la probabilité elierehée est encore fort petite mais il devient plus rapide à mesure (ju'on augmente le no!id)re des épreuves. Lorsqu'on en < onsidère loo, nombre dont les -^ = 6o et les |= 4o, on doit prendre, dans le développement de (e -f-/)"***, la partie qui commence au terme adVclé de e^^y*" et finit au terme allecté de d^^f^^ : l'opération s'abrège un peu lorsqu'on part du terme du milieu rapporté dans le n"27.
En représentant par C le coefTicient de ce terme, par C, celui du terme qui vient apiès, par C^ celui du terme qui vient après ce dernier, et ainsi des antres, on formera l'expression
C^^»/^o + C I- r'^/-" -{- c, ^ ^-/^' -H . . . 4- C:, ^ r'» P\ 5i ■ 5?. oo
où l'on voit comment cbacjue terme se forme du j>récedent, et où il faut observer qu'à cause de c, =y"=-^,
^so /-50 _ ^,4'./'ii _ .z= e"'/"'^^ — •
Quant aux lo termes (jui précèdent Ce^°f^^, coninn^ ils sont les mêmes que ceux qui les suivent, il suffira de doubler les derniers pour tenir compte des piemiers. cl en s'aidant des logaiitlimes, on trouvera sans peine (|ne la somme clierchée est enxlron --/,, probabilité furl a[)procliante de l'unité.
Si l'on avait assigné au rapport du n(>nd>re des événe-
Tii-i vnon MJii.iTf.s. ai
iiicnls A ;iM'c le iinmhrc (Us ('jjrcuvcs, des limites |)ln,s irsscrixVs, on aurait Iroiivé uiio prohabiiitc' nioindic. lui n\;l('iul;ml, pnr cxi'mplc, l'cxprcssifui priTcdciitc (iiic depuis \i'. liiiiu; aH'cclc' d«; r-"'/ "'* jus([u'à celui qui cstaffedé il'. e'"J'\ on aurait pour limites i^„={i et tW = tV. <!()ul la dilli-rcMice avec [■ est seulement -5^; mais on n'obtiendrait qu'une prohabilité égale à —■•
Ces résultats ne pourraient être que pressentis par le raisonnement seul ; il faut le secours du calcul pour en déteiminer avec exactitude la valeur et même la nature,. On peut bien voir aussi par ces exemples que l'augnientalioti de probabililé, h mesure qu'on end)rass(; un plus grand nombre d épreuves, n'a lieu (jun pour les limites du ia[)]>ort de ce nombre avec celui des événcnu iits d'une espè<e donnée, et non pas pour un nombre déterminé (] événements composés.
Si l'on cherchait, par exemple, la prohabilité de n'obtenir qu'un événement A de plus ou de moins que la moitié du nombre des épreuves, en prenant ce nombre égal à lo, la probabilité demandée se composerait de la somme des termes affectés de e"/*, e''/^, e*/^ dans le développement de {eH-y')'°, et s'élèverait à -j^envii'onj tandis ({ue pour 100 épreuves la mèuie probabililé, formée encore de trois termes, savoir, des termes affectés de e'^ *", f.-'Oj-so^ ^,49ysi clans le développement de (e-hyy^, ne serait plus ([ue d'environ -^. ce qui s'accorde bien avec ce qu'on a vu dans le n*^ 3'2.
Au contraire, quand il s'est agi des limites ^ et | dans le rapport du nombre des épreuves à celui des événements A, le nombre des termes composant la probabilité cherchée a toujours été en croissant : il y en avait 2 pour 5 épreuves, 3 pour 10 et 21 pour 100.
34'. Ce qu'on vient de voir sur des exemples particuliers lésulte d'une proposition de la plus hante impor-
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laiicc, déinonliée, pour la première fois, par Jacques Bcriioulli, et qui s'énonce ainsi :
On peut toujours assigner un nombre d'épreuves tel, quil donne une probabilité aussi approchante de la certitude quon le 'voudra, que le rapport du nombre de répétitions du même événement à celui des épreuves ne s'écarleia pas de la probabilité simple de cet événement, au delà de limiter données^ quelque resserrées qu'on supj)ose ces limites.
Pour le prouver, soit la probabilité d un événe-
ment A, w le nombre des épreuves, qui fournirait — '■ —
événements de cette espèce, s'ils se répétaient exactement d'après leur probabilité simple; mais supposons que le
rapport, au heu d cire précisément ecal a ■■> soit scu-
lement compris entre les tractions et ? en
sorte que, sur le nombre p dépreuves, il n'v ait pas plus
de • />, m moins ac p événements A: et
pour que ces derniers nombres soient entiers, faisons y; = /(^/f -h //). Ils deviendront respectivement rm -\- r^ rm — / ; ainsi dans le développement de (m -h //)'''"+'"'■. les 2 /■ H- I ternies pris depuis celui où l'exposant de la lettre m est rm -+- r, jusqu'au terme où cet exposant est rm — /' inclusivement, donneront toutes les chances pour les événements dont la composition est renfermée entre les limites assignées ci-dessus. Le plus grand terme du développement se trouvera placé au milieu de ceux que je viens d'indiquer -, car leui- ensemble pourra être représenté par
Cela posé, il suit de la prnjiosiiion dénioiuiée dans le
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ji" IM , (|iic la somme 'les /• lermes Cfimpris ciilrc M cl L iiicliisivcun'iil peut ôlrc ri'iuluo aussi gi-ande (juc l'on Aoiidra [)ar rapport à la somme des r termes, pris sur la i^auche de L, ou en allant vers le premier terme du développement. En effet, si l'on désigne par F, G, H, etc., les termes compiis entre M et L, en allant de M à L, j>uis par P, Q, II., etc., les termes qui précèdent L en allant vers le premier terme m""+''", comme le rapport des termes consécutifs du développement dont il s'agit croit en allant vers la gauche, à partir de M (29), on aura
d où
mais il est évident que
en substituant donc à —■> dans le second membre, les rap-
F G H . RI
ports p> TT' p ' t-'tc., (jui surpassent tous ■—■> il en résultera
.1 p-^ + qQ-^r^ + - •
t csi-à-dire
Il suit de là que la valeur de r qui lend y ^ ^^ "'*^'
dra à. plus forte raison
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F f G 4- H + . . . > r ( P -h Q ^ Il ^ . j.
Or. le terme M, alï'eclé de /«""«'", en a m nvani lui : L, pris /• [)lac('.s avanl M, a par celle raison ru — /• ou /■ (/^ — i) Icrnuîs avant lui, qui pourront être partagés en /f — 1 groupes composés < hacun (h; /' termes dont la subordination sera la même que celle (jui vient d être indiquée entre les t(;rmes F, G, etc., placés sur la gauche de M jusqu'à L, et les termes P. Q, etc., placés à la gauche de L, dans le groupe qui précède ce dernier. Si donc on prend c = i {ii — i), ce ([ui donnera
le premier groupe surpassera /fois le second pris [n — i) lois, c'est-à-dire autant de fois qu'il y a de groupes, des- (piels chacun est plus petit que celui qui le précède à partir de M : il est donc vrai que ce premier groupe surpassei'a au moins / fois la somme de tous les autres.
On prouverait de même, en posant c =^ i [ni — i). que la somme des termes pris depuis iM exclusivement jusqu'à L' surpasserait / fois les /// — i groupes de /• termes compris depuis 1/ jusqu'au dernier teime sur la droite
du développement, si — '^ i {/n — i) : la somme des
Uirmes compiis depuis L jusquà L' inclusiveiuent ^sans même y faire entrer le ternie Mj surpassera donc plus de / fois le reste du dévclopj.ement de [m -+- //)""+'■". En désignant ce reste par R, et posant sculenu lU i\\ pi)ur la somme des leiiîics depuis L jusipià !;' iiiclMsivemciii. on aura
{m +„-("'+" ^ /R-(-R /-ri .
Iraclion (pii ,i[)proclie cl aulaul plus de lunilr. ipie / est plus giantl. Ain.^i la |)! chalMlile de n'axoir pis plu-
i)i:s l'iioisAiiii.i I i;s. L)j
«le / (/// -f- i) i:l j);is iiioiiis de /(///--- i) cvéiiL'iiu;iils A, c csl-;i-tlii(: (jikî It; ia[)[)i>il ilii iiomhtr! des iôj)élilloiis (li; A au nombre lolal dtrs ôpreuves dcmoiiro leiircnuc l'iilro les 11 miles
i/i -\- n III H- n
appioehera de riiiiilt3 aussi près qu'on voudra.
3o. Ces fraelions , (juoicpu; déterminées en appaicnee , peuvent l'cprésenlcr des limites aussi resserrées qu on voudra-, il suffît pour cela de mettre à la place de m et de n des nombres de plus en plus grands, ce qui est permis, pourvu qu'ils soient dans le même rapport que ceux des chances primitives (O); c'est-à-dire que, si l'on désigne par )t! et m' ces derniers, on pourra faire m = s///, // = su' : les limites ci-dessus deviendront
s{m' -f- // ) m' -H n' s{m' -(- n' ) m' + n' on aura en même temps
r{m -\- n) = rs [m' + n' ) .
On passerait, au contraire, à des limites moins resser-
ni' n' ,, , ., , ,
rees, en posant in = ---, n = —■> a ou j1 résulterait
et
36. Jacques Bernoulli applique ces formules au cas où m' =3, /i' = 2 -, il pose d'abord 77i = 3o, « = 20, et . herciie le nombre d'épreuves nécessaire pour avoir une probabililé, nu nioins égale à ^^, que le rapport du nom-
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bie (le Kîpt'iilions df vV au iioDibre des épreuves sera renferme dans les limites ^ et ||. Dans eet exemple, il faut faire /=: looo; subsliluanl alors, dans les formules du 11" 31, / (// — i) à c, pour les termes de M à L. il en
résulte
_ !/(„_,) _ 42787536 ^, "7- !(„, + ,)_!„,- ,4o4oj <-^'^''
/•(/// -\- n)=^fj [m -h «) H [m -\- n) <^ 24728 ;
et posant r == / (/?/ — i), poui' (eux de -M à L'. il vient
'i = 1 („+,)_ I« = 21 1893 < ^ " ' r[m ->(- n)=z ciiiii -\- n \ -\ /// + «) = 25500 :
ce dernier nombre étant le plus fort est relui cpi'il faut adopter \ ainsi, en embrassant 2555o épreuves, la probabilité des limites 77 et fj surpassera -ff^.
Jacques Bernoulli a déterminé aussi les nombres d'épreuves correspondants à des probabilités au moins égales - '0000 Loofoo . lh pour ces nombres, qui s'obtiennent
100 oi'iu 0001" 'I II
en faisant
/ =r lOOOO, /= lOOOOO,
il trouve
3 1 258 et 36966 ;
ce qui fait voir déjà que la probabilité augmente plus rapidement que le nombre dos épreuves : celui-ci croit, dans l'exemple actuel, par des différences constantes et
égales à fi^oS. '
37. L'accroissement de la probabilité avec celui du nombre des épreuves , tenant à celui du nombre des termes dont se compose Texprcàsiou rapportée sur la page 54 , à mesure que l'on embrasse un plus grand nombre d ('-pi cuves, dépend du fai teur / . Si 1 on snp-
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posait ce faclcui' constant, cl (jii\)n fît croilre 1 e\[)icssit)n rs [m' -i- n') p.ir le laclciu- .v, ce qui rcssernM-ait (Je j)lus cil plus li'S limites assignées à la distribution des événcnicnls simples, alors l'expression de la probabilité, ne renfermant toujours que le même nombre de termes , diminuerait de valeui-, ainsi (ju'on l'a dit dans le n" 3^. Entre ce cas et le précédent, il en doit exister un dans lequel /• et .v variant à la fois, et chacun de ces nombres croissant moins rapidement que celui des épreuves, la probabilité demeure constante.
38. Si la probabilité que le rapport du nombre des répétitions de révénement A au nombre des épreuves sera renfermé entre les limites
m -\- ^ m — i sm -i- i et ou — — ; — et
peut être rendue aussi approcliantc qu'on \oudra de l'unité, à plus forte raison eu sera-t-il de même de la probabilité que ce rapport ne sera pas moindre que
s[Tn' -Jr n')
puisque, pour obtenir la dernière de ces probabilités, il faudra joindre aux termes employés à former la première tous ceux qui précèdent / ///""+'■/^'""~' . c'est-à-dire comparer avec le développement de (r7i + 7^ )""+'" la somme de tous ses termes, depuis le premier, m""+"', jusqu'à )//n'""'~'7i'^"+' inclusivement.
Conséquences rie la Probabilité niatJicniatique.
39. J'ai exposé dans les Notions préliminaires comment celle de la probabilité s'établissait dans notre esprit, par rintlucuce de la répétition des jugements favorables à
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]a produclion du uièiue événenu-nt, influence à laquelle il est impossible d'échapper lorsque ccLle répélitioii a lieu un grand nombre de fois, en sorte qu'il en résulte une probabilité nialhéinalique très-voisine de Tunité ; et j'ai dit en même lomps que le calcul raltachait à ce cas celui d'une probabilité beaucoup plus faible (o). C'est en ellet où conduit la proposition de Jacques Bernoulli (34). ainsi que l'a lait voir Condorcel, eji discutant avec beaucoup tle sagacité, cl des intentions bien louables, dans l'excellent Discours préliminaire de son Essai sur /^/pp/icalion tic Vylualyse à la prohahilité des décisions, la nature de la probabilité. Il a réduit cette théorie aux trois propositions suivantes :
i*' Si la probabilité f l'un événement surpasse \, il } a lieu de croire que cet éué/ienicnt arrivera, plutôt que de croire qu il n'arrivera pas.
2*^ Plus cette probabilité augmente, plus le motif de croire augmente.
3" // croit proportion/iellemcnt ii cette probabilité. [Foyez p. vij du Discours cité plus haut.)
40. La première découle immédiatement de la proposition de Bernoulli; car, puisqu'en multipliant autant (ju'il sera nécessaire le nondire des épreuves, on peut atteindre à une probal)ililé aussi voisine de l'uniié (pi'on voudra, que le rapport du nombre des répétitions d ini événement au nombre des épreuves sera renfermé dans des limites aussi voisines qu'on voudra de sa probabilité, il est démontré par là <jue si cette dernière (;st tant soit peu au dessus de -!;, il deviendra aussi probable qu'on le voudra que le non)bie de répétitions de cet évenenu'ut surpassera la moitié du nombre des épreuves : ses répétitions seront donc plus Iréquenies que celles de l'événement conlraiie : on sera donc forcé de lui assi|;ner une plus grande possibilité: el le i aliul, en la faisant dériM-r de la possibilité sinqile île I c'v en» 'ment . iii qq^iie la
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conscqucnco, ( "c.si-;i-(lirclafr(''(|iitnU: rcpcliliou du iiirmc événeinonl, sur une probabilité (ju'on pint rendre de plus en pîus £;raiKle.
Concevons, par exemple, un événenienl donl la proba])ilité soil yI~ : en la iranslorniant dans la fraelion é(juiv;denlc -777^, on pourra, [)ar le n" 'Aij, calculer le jioinbre d'épreuves sullisant pour porter à \ ° " ° l] -^ la probabilité que cet cvéncnieni n'arrivera pas moins de 1009 fois sur 2000. Sa supériorité sur révéuemenl contraire, quoique fort petite en elle-même, puis([u'il n"a qu'une cbance de plus en sa faveur dans un nombre total de 200, sera néanmoins établie sur une probabilité éi|;ale à celle de tirer une boule blancbe d'une urne qui on contiendrait un million de cette couleur, et une seule noire.
C'est donc sur un calcul rigoureux que sont fondées l'assertion par laquelle se termine le n" o, et l'acception donnée, dans le n" 9, au mot probable, i.a circonsianc<; que ce mot exprime est en eliel bien digue de reniai que, puisqvie tout partage inégal dans le nonibie des cbaiices d'un hasard quelconque établit dans la répétition des deux événements conti'adictoires vme inégalité dont, à la longue, la probabilité peut approrlicr aussi près qu'on le voudra de la certitude.
La croyance commandée par une telle probabilité établit donc la nécessité de croire à une probabilité beaucoup moindre, et fixe en même temps le sens et la valeur du motif. Si, dans chaque épreuve considérée à part, la probabilité d'un événement l'emporte peu sur celle de son contraire, le motif de croire quil arrivera, plutôt que de croire qu'il n'arrivera pas, demeure très-faible; mais lorsque Ion considère d'avance un grand nombre d'épreuves, le développement de toutes les combinaisons qu'elles produisent donne de plus en plus aux combinaisons où les événements simples sont distribués dans des rapports ap.prorhanl de leurs prciliabiiitcs. la sup.érioiitc
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sur loules h-s autres. Le nombre des épreuves, et par tonséquenl pres(|ue toujours le temps, entrent donc nécessaiiemenl dans révaluatlon du degré de confiance qu on doit attacher à la probalulité mathématique. De là vient qu il est contre la prudence de s'exposer sans nécessité aux chances d'un hasard qu'on ne peut tenter un trèsgrand nombre de fois. Cette règle, indiquée par le simple bon sens, prend ici le caractère d'une vérité mathématique dont l'importance est fixée par le calcul, et fournira dans la suite les moyens d'apj)récier numériquement, et selon nos vrais intérêts, les diverses spéculations qu on peut faire sur les événements incertains.
•41. La seconde proposition (39) suit naturel kmeni de ce qui vient d'être dit. Le motif de croire à la production d'un événement doit augmenter avec la probabilité de cet événement-, car lorsque celle-ci croîtra, il faudra moins d'épreuves pour obtenir une très-grande probabilité que le rapport du nombre des répétitions de l'événement au nombre total des épreuves ne tombera pas au-dessous d'une limite donnée; ou, si l'on considère le même nombre d'épieuves et la même limite, on obtiendra une plusgrandeprobabililédeceUelimile 5 ou enfin, lenombre des épreuves restant le même, la même probabilité répondra à une limite ])lus élevée, c'est-à-dire qu'elle indiquera vui plus grand nombre de répétitions de ré\énement désigné, et par conséquent une plus grande possibilité dans sa production, par suite de rjuignientaiion de sa piobabilité simple.
i2. Quant à la troisième proposition (39), elle semble assez évidente par elle-même dès (ju'on a reconnu que le motif de croire à la production d'un événement augmente avec sa probabilité, et (ju'on admet (jue ce motif est fondé sur la rc'pc'iilioM <les ///j;v7//r7//s i/c i>o.ss/f>ilifv (0,7) ril<'
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|n.;iil aussi si; clrclniic iiiitnc'<iialciiiciil dvs tahuls de Jacques lîtMnoiilli ; car i" puisque, dans un nombre quelconque d'épreuves, le plus probable des événeinenls (oiuposés esl celui où chaque événement simple se Irouve répété proporlionniîilemenl à sa pioljabiiiié : a" (|n'eii multipliant les épreuves on peut rapprocher autant (pion le voudra de l'nnilé la probabilité que le rappoi t du nombre des répétitions de cet événement au nombie des épreuves s'écartera de moins en moins de sa probabilité, c'est-à-dire du rapport du nombre des jugements favorables à sa production au nombre total des jugements portés sur tout ce que peut amener le hasard dont il s'agit (6), il est naturel de prendre ce dernier rappoit pour mesurer la possibilité de l'événement désigné, ou pour évaluer le motif de croire à sa production 5 et on y est forcé dès qu'on accorde l'influence qu'une probabilité très-grande doit exercer sur notre opinion.
13. C'est en considérant la liaison mathématique établie par les lois des combinaisons, entre la probabilité d'un événement et le nombre de ses répétitions à mesure qu'on en multiplie les épreuves, que Jacques BernouUi conçut le premier la possibilité de faire servir, d'une manière incontestable, Tobservatioii des événements passés à la détermination des événements futurs, et de donner ainsi au calcul des probabilités un but bien autrement important que celui de régler la conduite des joueurs, pour lequel il avait d'abord été inventé [*). Benioulli compara les événenTcnts dont la cause est inconnue, aux tirages répétés dans une urne contenant un nombre
(*) C'est l'objet de la W^ Partie de VAis conjectandi. Cet oiivraf;e posthume, imprimé en 1713, contient déjà les principaux fondements de ta philosophie du calcul des piobaLililés ; mais elle y est demeurée presque ensevelie, jusqu'à ce que Condorcet l'ait rappelée, perfectionnée et étendue.
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iiicniiiiii di' l)illcts blaix-s cl i\r. billets noirs, mais qui dcinciirail le même, yinyve qu'apivs cliaqne épreuve on leniellail clans l'uriH' !r l)i]l(i (jui en avait été tiré, hypollu'su fondée sur (e que le nombre total des événements naturels, pouvant èlic legaidé comme infini, ne diminue pas sensiblement par l'arrivée duu petit nombre de ces événements. Il se proposa en eonsé(juence celte question ; Charclier si, en augmentant sans cesse le nombre des obseivations, on faisait croître la probabilité d'obtenir le vrai rapport entre le nombre de cas dans lesquels un événement peut arriver, et les cas contraires ; en sorte que cette probabilité surpassât un degré de certitude donné (*). Il retint pendant vingt ans dans son portefeuille îa solution de ce problème qu'il rci^ardait comme le plus difficile et le plus important de ceux qu'on pouvait se proposer sur cette matière. Quant à son utilité, les considérations précédentes me semblent déjà suffire pour la mettre liojs de doute; mais l^ernoulli la portait encore plus loin, puisqu'il avait pour but, comme le montre l'énoncé ci-dessus, d'arriver à connaître la .probabilité des faits d'après les observations seulement, c'est-à-dire ii posteriori, afin d'appuyer sur 1 autorité du calcul les inductions qu'on peut tirer de la répétition des phénomènes. A la vérité, il confondait, ainsi qu'on le verra dans la seconde section de ce Traité, la manière d'évaluer les probabilités à posteriori, avec leur détermination à priori, ou parla connaissance des combinaisons : mais la dilVérence des résultats de ces deux procédés diminuant d'aulanl plus que le nombre des observations est plus grand, on pc ut se servir de ceux de l'un pour faire entrevoir ceux de l'autre.
(* ) L'expression un dfi;ic df certitude, reçue tlaiis le langage ordinaire, ne me parait pas très-exaclc; mais BernouUi s'en est servi comme équivalant ii la i)robabilité, qui, étant exprimée par une fraction, ta?î»li» qi;e l'unité repréfcnU" !;'. cerliluilo, cet pour ainsi ùiic une portion île tclle-ci.
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!,ii t'Hi'l, li'S rormulcs (le nciiioulli, inoiilraiil (jiic dans une loiij^iie suile d l'-prcuvcs du nièiiu' liosaid, la dislribulioii thîs cvt'iieinculs simples iciul sans cesse à se rapproelierdu rapporl indi({né par leur probabilité, déleiuiinenl ainsi avec une probabilité déplus en plus grant'cî la condition de l'urne d'où sortent les événements observés, el lient à des probabilités très-voisines de l'unité les nombreuses répétitions du même événement; en sorte (pie la croyance au retour de cet événement est commandée par le calcul comme [)ar l'iiabitude, mais alois sur des motiis de valeurs comparables.
Aï. En insistant, comme je viens de le faire, sur les notions précédentes de la probabilité, Condorcct crut devoir rappeler qu'il n'y a pourtant « aucun rapport » direct et nécessaire entre la probabilité d'un événe- » ment cl sa réalité » {'voy. p. x du Discours cité, p. 58); et pour le prouver il observe que, cpioique le sort eût déjà prononcé sur un événement, il ne sortirait pas du domaine de la probabilité à l'égard de toute personne qui ne connaîtrait que la condition du jeu qui l'a produit, et qui serait resiée dans l'ignorance du fait arrivé. Si, par exemple, d'une urne contenant loooo billets blancs et 1 noir, on extrait un billet, et qu'après en avoir reconnu la couleur on le replie pour le montrer à quelqu'un qui n'était pas présent au tirage, cette personne ne pourrait affirmer autre chose sur ce billet, sinon qu'il y a une probabilité ', ° ° ° ° qu'il est blanc, et seulement une probabilité Y~T qu'il est noir; néanmoins l'un de ces deux événements est certain pour les personnes qui ont déployé le billet en le sortant de l'urne : ainsi un événement certain pour ces personnes peut n'avoir qu'une trèspetite probabilité pour la première. L'ignorance du fait introduit ici la probabilité à la place de la certitude, et, laissant Icsprit dans le même état où il se trouvait avant
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la (léiision du suri, le juf^enient ne saurait élie poi lé fjue sur la connaissance des conditions de Turne. Mais ce que Condorcet n'a point fait remarquer, c'est que, soit qu on fasse prononcer ce jugement avant ou après les tirages, s'ils sont exécutés avec fidélité, la personne (jui ne les aura pas vus aura toujours la même probabilité de ne pas se tromper sur un nombre donné de jugements, dans un nombre donné de tirages-, en sorte cjue la liaison de la probabilité avec la répétition des événements conserve toute sa force dans ce cas comme dans les autres, et c'est vraiment sur cette liaison que reposent toutes les applications légitimes du calcul des probabilités.
45. Avant de terminer ces remarques, je r-appellerai que lorsque les diverses chances d'un jeu sont rigoureusement d'une égale possibilité, tant par la construction des instruments aléatoires c[ue par la manière de s'en servir, les événements passés ne sauraient avoir aucune influence sur les événements futurs. Si, cependant, d'après des épreuves réitérées, on aperçoit une fréquence marquée dans l'apparition de certaines chances, il y a lieu de penser que la constitution de 1 instrument, ou l'habitude de celui qui l'emploie, détermine cette fréquence; mais la recherche de sa probabilité rentre dans celle des probabilités à posicriori.
Lorsqu'on a lieu de soupçonner d'avance quelque inégalité de ce genre, il est tout naïuicl dattendio plutôt la répétition de l'événement qui sest olfert le premier, puisqu'on doit croire plutôt à l'arrivée du plus probable (|u'à celle de l'autre. Il n'est pas plus difficile d'apercevoir (|ue toute inégalité entre les probabilités doit favoriser les répétitions du même : ce n'est là (piune consétjnence de la proposition de Bernoulli. i|ue le bon sens indicpie suflisanunenl ; mais l'apprécialion do leirel tle celle inégalité sciait d nue manièic tiès-sinqdc, ainsi qu il suit.
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Soil e la jn'obabililé cxaclc qu'aïuail un t'\ riiciiiciit A, d'apiès les coudllious <lii \v.u (jui le produit, cl c' la dillércuce en plus ou eu moins outre cette probabilité el celle qui a lieu réellement-, la ])robabililé d'amener n lois cet événement étante", deviendra (e + r')", si l'erreur est ])ar excès, et [e — e')", si c'est par défaut 5 mais si l'on sait seulement(jue l'inégalité existe, sans savoir dans quel sens elle se trouve, et qu'on regarde comme également ])robable qu'elle soit addilive ou souslraclive, on aura pour la répétition de l'événenienl A dans la première liypothèse -j-le+e')", dans la seconde \[e — e')", et pour la probabilité totale
développement dont tous les termes sont additifs. Ainsi cette probabilité sur[)asse la probabilité primitive e". On trouverait un semblable résultat pour la probabilité de la répétition de l'événement contraire, exprimée alors par le développement de-^{f — e')" H- 4 (/ -H e')".
L'augmentation qui a lieu dans ce cas pour l'une et pour l'antre de ces probabilités est prise sur celles des événements composés du mélange des deux événements contradictoires : cela peut se voir aisément. Dans le cas de deux épreuves, par exemple, la probabilité 2ef à' amener la combinaison AB se cliange en
^.■2{c+e') {f-e')^^.o[e-c'){/-hc') = 2cf—cte'^ {*).
( " ) Cos dernières remarques sont tiiccs de la Throiic anajj lique d< s Pi obahililcs, par I.aplace, p. i.S5-i8(i.
4*" cdition, 5
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Questions pour servir cC exemples de la dvlerminalivn h priori des Probabilités.
46. JMoiitmort, dans son yinal) se des Jeux de hasard. eL ensuite Aloivre, dans sa Doctrine of Chances (*), ont résolu un grand nombre de problèmes sur les jeux de hasard; mais il n'entre point dans le plan que je me suis tracé de m'arrèter beaucoup sur ce genre de questions, parce que la plupart exigeraient d'assez giands détails pour faire connaître les conditions des jeux qu elles concernent, et (jue d'ailleurs une partie de ces jeux est passée de mode, ou inconnue à presque toutes les personnes qui consacrent leur temps à l'étude. Les exemples que je crois nécessaire d oflVir à mes lecteurs seront donc des problèmes tenant à des combinaisons simples ou susceptibles d'être énoncés en termes généiaux, et choisis pour donner une idée des divers procédés de calcul employés dans celte branche des Mathématiques.
Soit proposé d'abord de déterminer la probabilité nu en prenant au hasard dans un tas composé de m pièces, on en ôtcra un nombre pair ou un nombre impair. Celle question peut être donnée en exemple de la nécessité de se délier d'un premier aperçu. ?se serait-il pas naturel en eirel de penser que sa solution ne dépend que de la quantité de nombres pairs et de nombres impairs compris entre i cl m inclusivement? Si m était 5, parexemple, comme il y aurait 3 nombres impairs i, 3, 5, et seulement 2 nombrqs pairs 2, 4? on dirait que les probabilités soutj pour les premiers et | pour les seconds ; et si m était éga là 4i comme on aurait alors 2 nombres impairs et autant de pairs, les deux probabilités seraient éirales à - ou ^ .
(*) Le premier de ces ouvrajjes a ou iloux cililioiis : la ileniiére est (le 1713 ; le second ouvrage, écrit eu nu);lais, a eu trois éditions, dont la
dernière est de 1 -,')<!.
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Il II Cil csl pouilaiit [)as ainsi; oai', en considérant Ja chose avec aiteniion, on voit que c'est suivant les diverses manières dont elles peuvent se combiner les unes avec les autres que les pièces d'un tas viennent sous la main, et non pas d'après les diverses manières de partager en deux parties le nombre des pièces de ce tas. Pour le montrer, nous désignerons ces pièces par les lettres «, /.», c, d; elles pourront se combiner en nombre impair, soit i à i ou 3 à !^, ce qui fournira les 8 combinaisons
a, h, r, ([, abc, ahd, acd, icd,
et en nombre pair, soit 2 à 1 ou les 4 ensemble, ce qui fournira les 7 combinaisons
nb, ac, «(-/, bf, bd^ cd, abcd.
Chacune de ces combinaisons pouvant tomber également sous la main, il en résulte que la probabilité pour prendre un nombre impair de pièces est -^^ et seulement ^V pour un nombre pair.
Maintenant, si Ton se rappelle que les coefficients des termes du développement de [x -h a)"\ à partir du second terme , donnent le nombre des combinaisons de /« cboses prises i à i, 2à2,3à 3, etc., on aura
pour la totalité des combinaisons en nombre impair, et
pour celle des combinaisons eu nombre pair. Après avoir ajouté ces deux expressions, il sera facile de reconnaître dans leur somme tous les termes du développement de (i + i)"', à l'excention du premier; --.l \\ i! !é.':r:l!i
(!ue
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Imi rc'lraiK liaiii la première do la seconde, on aura
p — 1 = (i — ir — I = — t.
d'où Ton conclura sans peine
et par conséquent, si l'on représente par e la probabilité d'ôler du tas un nombre impair de pièces, et par y celle d'en ôter un nombre pair, on aura
La première de ces probabilités surpasse toujours la seconde, mais leur limite commune est ^, lorsque le nombre m est supposé inlini. Les calculs précédents sont tirés d'un Mémoire que feu Bertrand, de Genève, a présenté, en 1786, à l'Académie des Sciences de Paris, et qui n'a pas été imprimé; la question se résout aussi par le calcul des dijjércnces. T'oyez la Note U, à la fin du présent ouvrage.
47. Les probabilités simples des chances de la lotciie de Finance ne dépendent que des coclficients des 2^-6^ termes du développement de la puissance du binôme; et le calcul en est si aisé, que je ne m'y arrêterai pas ici, devant d'ailleurs y revenir pour comparer les mises avec les gains : voici sur la même loterie un problème dont la solution est un peu moins facile.
ji chaque tirage il sort 5 des 90 numcros contenus dans la roue : la probabilité de la sortie d'un numéro donné est donc -^^ ou j-^-^ on a mis sur 1 numéros , on demande la probabilité qiC il en sortira au moins i . La réponse n'est pas -pj ] car sur ce pied, en ne prenant que i8 numéros, on arriverait à ^l, ou à la certitude (juil en sortirait i des 18, ce qui est absurde: mais un tirage, étant une combinaison de 5 quelconques dos 90 nimiéros de la
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loleiie, pcul avoir lieu du
qo.8c).H.S.87.8r>
— — - — ;-— manières,
£)ariiii Jcsqucllcs on a en sa laveur toutes celles c|ui lenferment 1 un des numéros sur lesquels on a mis, ou tous les deux.
Pour former les ])rcinières, il faut prendre les coml)inaisons 4 à 4 Jes 88 numéros dillérenis de ceux sur lesquels on a mis, et y joindre alternativement chacun de <es derniers, ce qui donnera
r — ; — corabmaisons favorables
prenant ensuite les combinaisons '6 à 3 des 88 numéros déjà indiqués, pour y joindre à la fois les deux sur les- (juels on a mis, on aura encore
-. — combniaisons tavorabies;
divisant la somme des deux dernières expressions par la première, et supprimant les facteurs communs au dividende et au diviseur, on trouvera
48. En raisonnant de même sur une loterie compo.sée de/7 numéros, dont il en sort </ à chaque tirage, pour obtenir la probabilité que sur 5 numéros désignés il en sortira t, on formera d'abord l'expression du nombre des combinaisons des p — s uuméi'os restants, pris en nombre q — /, et qui sera
considérant ensuite que les s nuniéios désignés, pris en
yO TI'.AIXÉ ÉLÉMEMAIUE
nombre /, peuvent se combinef de
manières, on multipliera eelle dernière expression par la précédente, pour obtenir le nombre de chances favorables à révénemenl désiré. Quant au nombre total des chances, ce sera celui des combinaisons que donnent les /j numéros dont se compose la loterie, pris en nombre q, c'est-à-dire
la probabilité clierebéc sera donc
[p ~ s } ip — s — i) . . .[p — s — {g — t) -{- \] 1.2.3. . . ( 7 — t' s [S — I . . . ( .V — / + I ) 1 . 2 . 3 ... 7
formule qui peut se réduire, en supprimant les facteurs 1 .2..3. . . (<y — t) dans le diviseur et dans le dividende. Si la question ne portait pas sur la sortie d'un non)bre précis de numéros, mais seulement sur ce qu il n'en sortit pas moins d'un nombre donnée, il faudrait alors mettre successivement à la place de t les nombres
jusqu'à {j, si i\> <f^ ou juscju'à s, dans le cas contraire.
49. Supposons, par exemple, qu'on ait piis 18 numéros 5 en suivant la marche tracée précédemment, on trouvera &ans peine les probaliilités ci-dessous : dabord qu'il le sortira aucun de ces nnméroa,
-> / g X ô — ôo""c — UT — o . o 1 b^ ,
i)i:s vnoBAitii rn:s.
on (|ii'il cil ^01 tira
, oo5o,
la somme des cinc| dernières probabililds, on, ce qui est plus simple, Texc es de i'unilé sur la première, égal à 7V0Î1 1 donnera la probabilité qu'il sortira au moins i des iB numéros clioisis.
50. Huygens, l'un des premiers géomètres qui se soient tieeupés du calcul di-s probabilités, a terminé l'écrit intitulé rie Ratïocinù's in ludo aleœ {Opéra varia, t, IV, p. 727) par cinq problèmes, pour quatre desquels il n'a tait qu'indiquer les nombres de la solution, et dans le second il n'a rien ajouté à l'énoncé que voici : Trois joueurs A, B, C, ayant réuni 12 jetons, dont 4 sont blancs et 8 noirs, convietïiwni que celui d^enlrc eux qui, les yeux bandés, tirera le prcnner un jeton blanc gagnera. C'est A qui doit tirer le vrenn'er, B le second et C le troisième j on demande la j>robabilité que chacun a en sa faveur. Cet énoncé a présenté deux sens diflérenls à Montmort et à IMoivre (*). Le premier croyait que le jeton tiré devait être remis chaque fois au tas, afin que les probabilités restassent les mêmes dans tontes les
( " ) Voyez V Analyse des jmx de luisaid ite îMoiUmorl, p 'M'y\, les Hlisccl htiica analjlica de Muivrc, p . i()p, el VAis conjcclandi de J;ic<|ucs Bcr ni'iiUi, p. 5".
'Jl TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE
épreuves. Moi vie pensait le contraire 5 et dans ce sens, qui complique un peu la question, il l'a résolue fort simplement au moyen des probabilités composées : c'est ce qu'on va voir.
Soit m le nombre de jetons blancs et n celui des jetons noirs. Au premier tirage, où le nombre des jetons de chaque espèce est complet, il y aura pour la sortie d'un
jeton blanc, ce qui fait gagner A, la piobabilité
vl pour la sortie d'un iclon noir, Cette dernière
probabilité sera aussi celle du second tirage, dans lequel le nombre des jetons noirs, diminué de celui qu'a tiré le joueur A, sera réduit à n — i. En conséquence, les probabilités dans ce tirage seront
(l'aïuener un jeton blanc, d'amener un jiton noir;
il faudra les mulliplier par la probabilité particulière du tirage pour avoir celles des deux événements qui en résultent (11)), et cela donnera les probabilités
ou celle du 3*^ tirage. Si B amène un jeton noir, il n'en restera plus au tas cjue « — 2. et en raisonnant pour ce tirage comme pour le précédent, on trouvera les probabilités
n ( // — I ) ni
1 m -ir II) {m -\- n — 1 ) m -{- n — ■?.
[ m -\- II) [m -\- Il — I ^ //; -+- // — 2
en faveur tie C, •■onliT r.
liES PUOli AUlI.ITl'.S. ^3
OU celle du 4' lir;»t^o. Si C n'amène (ju un jeton noir, A tirera de nouveau du tas où le ntjmbrc de jetons noirs sera réduit à n — 3 ; il aura donc la probabilité
n (n — i) frt — 9.) ni .
de gaijner ,
// ) [/Il -h fi — i) [m -\- n — "2 j m -{- n — 3 // (// — I ) (// — 0.) n — 3
de perd IV.
En continuant ainsi, et, pour abréger, faisant m-\-n=^t, on formera la suite
m mn mn{n — i )
mn [n — i) { n — 2) nui (n — 1) (/? — 2) (« — 3)
mn [n — i ) ( « — ?■ ) ( « — 3 ) ( /^ — 4 )
dans laquelle les i*^*^, 4"^ 7? etc., termes expriment les probabilités en faveur du joueur A, les 2*^, 5*^, 8^, etc., les probabilités en faveur du joueur B, enfin les 3*^, 6*^, 9'", etc., les probabilités en faveur du joueur C. Le jeu finit au plus tard lorsque le nombre des jetons noirs est épuisé, puisque alors il n'y a plus d'incertitude sur celui des joueurs qui doit gagner, et la probabilité totale pour chaque joueur se forme en ajoutant celles qu'il a dans chaque tirage. Le calcul des termes de la suite indiquée devient très-facile quand ou rapporte chaque terme à celui qui le précède, comme je l'ai fait dans le n° 33. Les nombres proposés par Huygens donnant
on trouvera pour le joueur A la probabilité
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poui' le joueur 1). la probabilité
12 II 12 II. 10. 9. 8 12 I 1 . 10.9.8. 7 .<i.5 pour le joueur C, la probabilité 4 8.7 4 8. 7. G. 5. 4 , 4 8.7.6.5.4.3.2.1
II. 10 12 11.10.9.8.7 ' 12 I I . 10. (;. 8. 7 .6.5. I
Kéduisaiit toutes ces fraclions au dénominateur comuiun le plus simple qu'elles puissent avoir, les sommes ci-dessus deviennenl respectivement
et en les ajoutant on trouve l'unité, puisque les probabilités ([u'elles expriment renferment tout ce qui est possible.
51. Les épreuves répétées que suppose le problème dont je viens de rapporter la solution se rapportent à celles que j'ai considérées dans le n" 21 ; le nombre des chances diminue à chaque épreuve. Ce genre de hasard ne peut être assimilé au jet des dés : il revient au tirage dans une urne où l'on ne remet point les boules (jui en sont sorties. Les formules qui, dans celte hypothèse, remplacent le développement des puissances du binôme m-^n, sont assez remarquables pour trouver place ici.
Soit une urne contenant /// boules blanches, ji boules noires-, si l'on désigne par A la sortie dune boule blanche, par lî celle d une boule noire; ([ue, pour abréger, on tasse /?/-+-/; = /, et que 1 on ait soin, après chaque tirage, doter I, tant du nombre total des boules que du nombre de celles qui sont de la couleur supposée sortie à ce tirage, on trouvera, par le principe des probabilités composée?, les suivantes :
I)i:S l'UOUAIlILITKS.
Au 1^' tirage,
pour A, — : inniv B,
Au 2' tirage,
/// (/« — I ] nin pour A A, — -, — ; pour AH, — ^, ■
BB, -^ ^; BA
Au S*" tirage,
pourAAA, — ^ ^V '-; AAB, , ^ ,, ^ — , etc.
i»n {ni — i)
ABA, BAA,
nm [m — i)
L'cxamcu atteniif de ce petit nombre de formules suffit pour faire connaître la loi suivant laquelle se composent toutes les probabilités des diverses successions des événements A et B. Ici, comme dans le n°21, les coelîiclciUs s'introduisent dans les successions mélangées, dès qu'on fait abstraction de l'ordre des événements : la probabilité d'obtenir a événements A et i événement B, par exemple,
m (m — \)n sera 5 — — ^ — — — ^ :•
t[t- lj(r— 2)
D'après celle observation, on verra facilement que la probabilité d'obtenir, dans un nombre /^ d'épreuves, p — n événements A et «y événements B, sans distinction d'ordre, sera exprimée par
t[t — ij... [t — }) H- I ;
(* ) Cette formule a été indiquée par Laplace, dans les Mcmoires des Savants élranf;ers, t. IV, p. CaS.
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52. La théorie des peimutalions et des combinaisons est. comme on l'a dû voir dans la plus grande partie de ce qui précède, un des moyens les plus féconds pour résoudre les problèmes concernant le calcul des probabilités. Cette théorie, servant de fondement à la démonstration la plus élémentaire de la formule du binôme de Newton, se trouve dans les Ehhnents d'algèbre ; mais on n'y partage qu'en deux groupes la totalité des lettres dont on cherche les arrangements divers, et, pour s'élever à toute la généralité que le sujet comporte, il faut déterminer ce qui doit arriver lorsqu'on partage en un nombre quelconque de groupes le nombre de lettres donné. Les formules propres à cette détermination se trouvent dans le développement des puissances des polynômes.
En raisonnant sur les produits des trinômes
n'-^b'-\-c', a" -\- b" -\- c" , a'" -^ h'" -\- c" , etc.,
comme on Ta fait dans le n" 21 sur ceux des binômes
m' -\- Ti' , m" -\- n'\ in"-\-7i\ etc.,
on verra, par les lois de la multiplication, que ces produits comprennent tous les ariangements qu on peut faire des lettres
a\ //, r', a", h", r", n" , b"' , c'", rtc,
en en prenant une dans chaque fadeur du produit. Il suit de là que si les lettres a' b', c', a", etc., désignent respectivement le nombre de chances qui amènent les événements A, B, C à la i", à la 2^, à la 3"", etc., épreuve, un produit partiel a' b"c"'b^''^ par exemple, fera connaître le nombre de chances qui répond à la succession d'événements simples désignée par ABCH.
Quand on supposera (jue
a'=n" = n"'=...=zn, b'=b"=b"' = ...= b,
f // Jff ,
DI-.S l'UonAniI.ITîts. nn
le |)ro(.luit
se changera dans le triDÙinc a -{- h -\- c élevé à une puissance marquée par le nombre des facteurs, ou, ce qui est la même chose, par celui des épreuves; un terme quelconque de ce produit a' h" c'" b'"^ devenant ah'^c^ se trouvera répété autant de fois qu'il est possible de former des produits diflerenls contenant les lettres a et c i fois chacune, la lettre b i fois, et soumises alternativement aux accents ', ", '", "^,-.-5 portés jusqu'au nombre marqué par celui des épreuves.
Soit n ce dernier nombre: Texpression du terme général du développement de [a -\- b -\- c)" étant
al' bief, SI p-\-q+r=in ( ),
I .:>,... yy X I
on a pour
le terme nb'^ c
ainsi le coeflTicient Je ce terme est 12.
Si donc on fait abstraction de Tordre dans la succession des événements, le terme iiab'c^ dans le développement de [a -\-b -\- c)*, exprimera le nombre de chances pour obtenir en 4 épreuves les événements A et C chacun i fois, et l'événement B 2 fois.
Le coefficient 12, provenant de la réunion de termes contenant 4 facteurs différents qui peuvent se partager en 3 classes, savoir : celle des a, celle des b et celle des c, indique, dans la réunion de ces termes qui laisse subsister les classes, le nombre de manières de partager 4 choses en 3 classes ou groupes, dont un est composé de deux de ces choses et les deux autres d'une seule.
(*) Voxi-z le Complément des Éléments d'Âfgèbre, ou bien l'Introduction placée à la tète du premier volume du Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral.
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exprime le noinbiede chances pour obtenir, sur un nombre p-^q -\- r d'épreuves, p événemenis A, q événements B, r événements C, et le coefficient qui multiplie a^b'^c'' indique le nombre de manières de distribuer p-\-q-h-r choses en 3 groupes, dont le premier en comprenne un nombre p, le deuxième un nombre q, et le troisième un nombre /■.
o3. Cette dernière proposition se prouve directement, en observant que p -+- q -\- r choses peuvent être combinées p î\ p, en un nombre de manières égal à
{p-i- q-^-r)(p-hq -hr- i)...{rf+r-h l ) ^ I . 2. 3. . ./P
et (ju'en ôtant p choses sur p-\-q-+- /', il en reste q -h f qu'on peut encore combiner entre elles en nombre q. d Un nombre de manières égal à
i'-J + '-ii^ + r— i )...{,- A- ,)
on aura donc en tout un nombre
ip-h^~hr){p-h<J-{-r—i)...{r
de manières d ùlcr de la totalité des p -+- q -h f choses, denx groupes, le premier contenant un nombre /» et le second un nombre q de ces choses, Si l'on écrit au numérateur et au dénominateur de l'expression ci-dessus les facteurs i . 2 . 3 .../", et qu'on y change p-{-q -\- r en n, on retombera sur la formule du numéro précédent.
On aurait les arrangements au lieu des conihinaiso/is, si Ton supprimait les dénominateurs.
o4. En général, tout ce (|ui regarde les épreuves répétées pour un nombre quelconcjue dévéïuMiienls simples est compris dans le développenuMit des puissances d'un
iiKs l'aor. MUMTi.s. jy
|)(ilyiiùiuc lormé de la soiiiUK! ilcs iionil>i cb (|iii c\|)S iriicnl les tliamos d'où rcsulic ( luu'uii de ces é\éiieiiieiils.
Si l'on pose p -i- (j -\- i -\- s -\- t := //, le icrme géiicial du développcinenl de { a -\- l> -h c ■+- d -{- e)", claiit
aPb'U'-d'r',
\ .•!... p.l .?.... fj . l .•>... r. \ .1 .. s .1 .-?.... t
tioiiue le iiouibrc des cliaiices qui peuvent amener ré\éncmont composé d'un noudjie /? d événements A,
La probabilité decel événement composé s'obtiendra donc en divisant Texpression ci-dessus par [a-\-h-\-c-\-d-{-e)" , nombre total descliances.
11 suit de là que pour avoir immédiatement cette prol»abiliié, on peut substituer aux lettres û, b^ c, d, e, qui marquent le nombre des diverses espèces de chances dans une épreuve, les probabilités simples qui en dérivent.
Le plus probable des événements composés que peut amener le même nombre d'épreuves est encore celui dans lequel les événements simples entrent proportionnellement à leurs probabilités respectives. Si, par exemple, on ne considère que 3 événements simples, et qu'on Tasse n^= vi[a-{-b -\-c) ^ il sera facile devoir que le plus grand terme du développement de (rt-|-Z>-|-c)"''^+''+''', est le terme affecté de a'"" b'"'' c'"" -^ car en faisant d"abord ^-j-c' = |3, et développant (a-f-jS)""'"^'"' , on aura pour le plus grand terme celui qui est affecté de rt"'" j3'"'' (29) -, mais il peut se développer à son tour, en substituant à ^"''^ le développement de (^ + c)"'*+"", don t le plus grand terme est celui qui est affecté de b'"'' c'"" : ainsi le plus grand terme du produit a"'" 6'"- sera celui qui est affecté de a""' b'"'' c"" .
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55. Pour donner une idée de la multitude à laquelle peut s'élever le nombre des combinaisons, lors même que les éléments n'en sont pas très-nombreux, je vais «îhercher en combien de manières les 32 cartes d'un jeu de piquet peuvent se distribuer entre les deux joueurs, f[ui, comme 1 on sait, en prennent d abord chacun 12, et entre les deux paquets qui forment le talon, dont l'un contient 5 cartes et l'autre 3. Le nombre demandé, étant le coefficient de a^'b'^^c'^d^ dans le développement de [n -\-b ~{- c-{- dy-, a pour expression
Eu y supprimant par ordre dans le numérateur tous les facteurs qui composent le dénominateur, elle sera réduite au produit
Si l'on suppose ([ue sur le nombre de 1^0 000 ooo d'individus, auquel on évalue la population de l'Europe, il v en ait la 100'' partie qui sache le jeu de piquet, et qu elle se partage en couples pour s'y livrer exclusivement, on trouvera que chacun des 85oooo couples devrait jouer, pour sa part, plus de 18-3899937 coups. On fait saus peine 24 coups dans i heure, ce qui en donne 5^6 pour 1 jour, et 2io384 pour 365 jours -^ (ou i an) 5 si, par conséquent, on divise i 873899937 par 2io384s le quotient, qui surpasse 8907, indiquera le nombre d'années pendant lequel chacpie couple devrait jouer sans interruption, pour épuiser tous les arrangements possibles, sous la condition, toutefois, qu'aucun ai'rangemenl ne serait répété. Lusai^e des cartes à jouer ^\c parait pas remonter plus haut qu à l'année 1392, où ou le voit servir à l'amusement du roi de France Charles M, pendant sa maladie : on doit donc rci^arder comme certain que
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toutes les coiubiii;iisons (jiie peut fournir te jeu ne se sont pas encore piésenlees. Au reste, ceux qui le contiaisscnt savent bien (ju'il ne faut pas confondre le nombre de combinaisons avec celui des coups essentiellement différents, qui est beaucoup moindre (*).
KO, C'est au développement des polynômes (|ue Moivre [Misccllnnea analylica, p. 196) réduit la ijueslion de délerniincr la probabilité d^ amener un point donné, avec un nond>re donné de dés. Pour suivre sa marche, représentons par n le nombre de ces dés, par /// celui des numéros dont chacun est marqué, en commençant à I, par p-\- i le numéro qu'on désire amener, et considérons la formation du développement de
(/4-/^ +/^ + ... + /'" )" par la multiplication des n facteurs égaux à
(pi'il contient. D'après ce procédé, il est la réunion de produits partiels composés de facteurs de la forme
Z"^» / '^ f'^,...,en nombre n ;
et pour l'ordonner suivant les puissances de f^ il faut rassembler tous les termes où la somme des exposants est la même. Il suit de là que le coeflicient du terme pour lequel on aura
indique le nombre de manières de former le point /? -f- i avec n nombres pris depuis i jusqu'à //;, et donnera la solution du problème proposé.
La recherche de ce coefficient, qui serait assez difficile par la formule rapportée dans le n° 5-4, se simj)litie beaucoup à cause de la forme particulière du polynôme à
C) Voyez Doctrine of Chances, p. 184.
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dcvtlopjjer. En tiii'el. comme
et qu'on a vu clans les Élcmc.nts tV Algèbre que
il s'ensuit que le développement (ju'il faut elVecluer revient à celui de
J \^ J i fnf, fm 'f, ! , f -11.
or
n ^ nin — i)^ n{n—i){n — i)^
Eu mettant à part le premier facteur J", il restera à trouver dans le produit des deux autres, développés cidessus, les termes qui sont affectés do f'"^^~" ; pour cela on prendra d'abord dans la série inférieure le terme affecté dey^''"''*"", pour multiplier le premier terme i de la série supérieure 5 puis on reculera dans la seconde série jusqu'au terme affecté de/''+'~"~'", pour multiplier le terme affecté dcj'"' dans la première série; et continuant ainsi de rétrograder de lu ternies dans la série inférieure, pour avancer de i terme dans la série supérieure, on obtiendra, pour le coefficient cherché,
série qu'il faudra continuer tant qu on ne rcnconlreia, dans les produits indiqués, aucun facteur qui soit nul ou négatif.
On lui fait prendre une forme plus clégante. en obser-
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vanl que si />-[- i — n];> n — i , ou poiil suppriniei' dans le premi»!!' tonne, comme se iiouvant à la lois au numérateur et au dénominateur, tous les facteurs depuis /' H- 1 — n jus({u'à // — I, c'i les introduire, au contraire, si /> 4- I — iK^n — I, Av(c celte attention et en renversant l'ordre des facteurs, le premier lernu; devient
ce qui met sur la voie des changements analogues à faire dans les autres; et si, pour abréger, on pose
p — m^p', j) — om-=p", ]) — 3 /« = /-»'",... , on obtient la formule
semblable à celle de Moivre. En l'appliquant, comme lui, à chercher le nombre de manières d'amener le point i6 avec 4 dés ordinaires, on doit prendre
ce qui donne
Ce nombre étant divisé par 6'= 1296, qui marque celui de toutes les chances possibles dans le jet simultané de 4 dés, on aura la probabilité de -~^, environ ~-^, d'amener avec ces dés le point 16.
En ne supposant que 3 dés, et cherchant le nombre de
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manières d'amenoi- les points 3, 4-> 5: 6? 7- 8. 9 el 10, on prendra successivement ])Our p chacun des uombres
et, par ces valeurs, on trouvera les suivantes :
dont la somme 108 est moitié de 6' = 216, nombre total des chances : il est donc également probable, avec 3 dés, d'amener dans un seul jet un point inférieur à 1 1 ou supérieur à 10. Celte remarque est le fondement du jeu nommé passe-dix.
57. La recherche de la probabilité que tous les numéros d'une loterie seront sortis après un nombre donné de tirages, problème qu Euler et Laplace ont résolu par des moyens dilïérents, otlVe, dans un énoncé simple, une question curieuse.
La considération du polynôme y serait applicable aussi ; mais ne me paraissant pas devoir mener facilement à la solution générale, je vais passer à 1 explication de la formule donnée par Euler [Opuscitla auah lieu, t. II, p. 333). On iiouvera dans la Note II la solution de Laplace.
Soit m le nombre des numéros dont se compose la loterie, et dont il en sort i à chaque tirage ^ on demande la probabilité que tous seront sortis dans n tirages.
Les chances également possibles dans un tirage sont toutes les combinaisons qu on peut faire des m numéros, pris en nombre / : celui de ces chances aura donc pour expression
Désignons-le, pour abréger, par P,„, afin de pouvoir repré-^entcr par P„,_i, P„,_s. t'I»"-- ce qu'il devient quand on y change /// en m — i, ru — a, etc.: et pour éviter
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toute confusion, subsliluons les lettres «, />, t-, d, c, «-le, aux numéros de la loterie. Cela posé, n lirai:;es donueronl (P,„)" = P" {irrangemenls des premières chances prises // à //, parmi lesquels se trouveront compris tant ceux qui conlicMinenl toutes les lettres que ceux ou il en manque <|iu;l(|iu's-unes-, la question se réduit évidemment à soustraire ces derniers du nombre total, pour arriver à rexpression du nombre de ceux qui remplissent la condition du problème.
II est d'abord évident que les arrangements qui ne contiennent pas une lettre désignée, a par exemple, se trouveraient tous dans une loterie formée des m — i lettres restantes 5 qu'ils sont par conséquent au nombre de P"_ et qu'en exceptant ainsi chaque lettie à son tour, on aura déjà A«P",_ arrangements à ôler de P", ce (pii donnera
Mais il faut observer cpie parmi les arrangements qui ne contiennent point la lettre «, se trouvent ceux ({ui ne renferment en même temps ni <7, ni Z>, qui de môme se trouvent aussi parmi les arrangements ne renfermant point Z> : chacun de ceux où il manque 2 lettres a donc été retranché 2 fois, lorst[u'on a ôlé deP" les arrangements où il manque une lettre; or, les premiers, qui sont au
nombre de r" n auraient du être retranches
qu'une seule fois : il faut donc les ajouter une fois à l'expression formée ci-dessus, et l'on aux'a
/Il m [m — I )
Lçs arrangements où il manque 3 lettres, rt, b, c, par exemple, ont été retranchés d'abord 3 fois, savoir, avec ceux où «manque, où h manque, où c manque; ils ont
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Clé ensuite ajoutés 3 fois, savoir, avec les arrangements où a cl b manquent en môme temps, ou bien a et c, ou bien h et c. Si on les a ôtés d'un côté 3 fois, on les a remis autant de l'autre: il faut donc les soustraire de nou-
1 ' 1 ' m (m — i) {m — 2) _^ veau, et leur nombre étant — ^ ;r Jr" on
aura, après cette opération,
^ m ^ m (m — i) ^ m (m — i)(rn — 2) „ P" p" _i_ ^ i p" __i Ll L p^'
Passant aux arrangements où il manque 4 lettres, on verra de même qu'ils ont été retranchés 4 fois avec ceux où il manque une lettre, ajoutés 6 fois avec ceux où il manque
2 lettres, et retranchés 4 fois avec ceux où il manque
3 lettres : ayant donc été retranchés 2 fois de plus qu ils
n'ont été ajoutés, il faut les ajouter encore une fois, et
1 1 , Jii ( m — i\ {m — ^) ( m — 3 ) _. . ,
leur nombre étant — ^ ^ ^ . P" il en
résultera
La loi de cette expression est maintenant assez évidente pour qu'on puisse la pousser aussi loin qu'on le voudra ; mais pour en constater la vérité indépendamment de toute induction, il suflit d'observer qu'un arrangement où il
manque un nombre p de lettres est retranché - fois avec
• • 1 ' P ip — " • • .
ceux on il en manque i, aioute -^ avec ceux ou il
1 ■ P (p — ' Hp — -] r •
«■n iiianque 2. rciranclie -^-^ A: lois avec ceux
où il en manque 3, cl ainsi de suite; <e qui donne pour
i)i:s i'kobAbilités. H^
lésullal l'expression
_p_^ pjr— _ pjp — i) (/^ — a) _^ _j_ />^
renferiuant ions les termes du clévcloppeiucnt de (i — i)'', à Texeeplion du premier terme, qui est •+• i, et du dernier, qui est ± I, selon que p est inipair ou pair. L'expression ci-dessus est donc égale à o dans le premier cas, et à — 2 dans le second 5 ainsi, dans l'un on aura encore à retrancher les combinaisons où il manque p lettres, et dans l'autre ces combinaisons auront éié soustraites •2 fois au lieu d'une : il faudia par conséquent joindre à l'expression du nombre des arrangements clierchés le terme
avec le signe — si j) est impair, et le signe + si ce nombre est pair.
Le problème proposé est donc complètement résolu par la formule
^ 77/ „ . mim — I ) . . . [m — p -h 1 ) _
p» pn _I_ , . . — |— __J ' '■ ' ' P"
tant qu'on se borne aux considérations algébriques, puisque cette formule donne le nombre de chances favorables à l'événement désiré, et qu'en la divisant par P" , nombre total des chances, on aura la probabilité demandée, que tous les numéros de la loterie seront sortis dans un nombre il de tirages.
On voit que la question suppose 7i ^ — ; et Euler remarque, en effet, que la formule ci-dessus demeure nulle tant que n <^—- De plus, il faut, dans les valeurs de P, s'arrêter à p = m — / numéros, parce qu'alors il ne reste
daii3 la loterie que m — (/// — /) = i numéros, et que tous les tirages sont les mêmes; aussi irouve-l-on P" = i . Il est à propos d'observer aussi que P" se réduirait à
m", s'il ne sortait qu'un numéro à chaque tirage, c està-dire si l'on avait / = i .
58. Euler a montré que pour mettre facilement en nombres la formule ci-dessus, lorsque les valeurs de m et de n étaient considérables, il suffisait de calculer le logarithme du rapport de chaque terme avec celui qui le précède.
En effet, si, pour abréger, on pose
-iip'. =B,
= C, etc.,
on aura
etc. J
puis, remonlanl aux valeurs de P" , P" P" etc., on obtiendra
d'où Ton conclura
A ni (m — / \ " B m — i / /;/ — / — i \ "
C /// — 2 f ni — I — 2 \ "
lî 3 \ m — 2
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Passant niix lo^aiillnncs, on aura
, li , m — I , m — I
C ru — 2 . PI — 2
cl cil observant que
rn ni m m
on déterminera, par une suite d'autant plus convergente que le nombre ?i sera grand, le rapport de chaque terme de la formule proposée, comparé au premier, ce qui donnera la probabilité demandée; car cette formule élanl divisée par P" devient, par les dénominations employées ci-dessus,
En prenant m=zgo^ i= 5, u = loo, on obtient, au moyen des six premiers termes de la formule, pour la probabilité de la sortie des 90 numéros de la loterie de France, la fraction o,7Jio, exacte à moins de yToTô , et qui surpasse beaucoup^ (*)• H ne serait pas diflicile, en rétrogradant, de s'assurer que c'est du 85*^ au 86" tirage que cette probabilité passe au delà de -. En portant le nombre des tirages à 200, il suOit des deux premiers termes de la formule, qui donnent 0,9990, probabilité très-peu diOérente de i .
(*) Euler trouve 0,7/(19; mais Trcmblcy, qui est revenu sur ccUe question dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, années 1794 et 1793 (p. 76), ayant mis plus d'exacliludo dans les calculs, est parvenu au nombre rapporté ci-dessus.
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Dans le Mémoire cité, Euler ne se borne [us au problème donl je viens de donner la soluiion : il cherche aussi les probabilités pour la sortie de m — i,m — 2, etc., numéros, et parvient à des expressions très-remarquables. J'indiquerai également aux lecteurs un Mémoire inséré dans ceux de l'Académie de Berlin pour Tannée i^Si (p. 255), où il détermine les probabilités dans le jeu de caries appelé y'e// rie rencontre. Le seul emploi de la théorie des permutations le conduit à des résultats Irès-élégants et très-curieux (*).
59. Je terminerai cette suite de questions en donnant une idée de celles qui concernent les parties jouées eu rabattant, c'esl-à-dirc en ne comptant jamais que l'excès du nombre de coups gagnés par un joueur, sur le nombre de ceux que l'autre a gagnés, de sorte que le gain total, ou la fin de la partie, dépende d'obtenir, non pas un nombre donné de points, mais un nombre qui surpasse d'un excès donné celui des points gagnés par l'autre joueur.
Pour éclaircir ceci par un exemple, montrons d'abord ce qu'il peut ariiver lorsque l'excès de points qui fait gagnej" est égal à 2 ; désignons par A et B les joueurs, ainsi que les points qu'ils gagnent, et supposons que la probabilité d'obtenir un point soit ^. Il est évident que tous les arrangements, dans lesquels la même lettre se trouve aux deux premières places, doivent être exclus dès qu'il y a plus de deux places, puisqu'ils désignent un coup qui ne pourrait se présenter qu'après la terminaison du jeu 5 ainsi l'arrangement AA, faisant gagner le joueur A, exclut l'arrangement AAB. On voit aussi que la même lettre ne saurait se trouver plus de (rois fois de
(*) La même question, présentée sous un autre énoncé dans la Théorie analytique des Prohahililcs, par Laplacc, p. ai 7, a été traitée ilc nouveau par M. 'roileiiat, dans le tome XII des Annales lic Hlathcmaiiqucs pures ri aji/iliqiirrs, pnMiéos par M. Gcrçonne ( p. l'o).
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suile après la première place; l'arrangement BAAAAB, par exemple, ne jxnil entrer dans ceux du 6" couj), puis- (]u il dérive de l'arrangement BAAA qui terminerait le jeu au .j*^ coup. D'après ces observations, on liouvera (pie les divers événcmeuls possibles sont,
coup,
au ?.*-■,
an 6'',
au ^^
BAB
ABBB BAAA BAAB BABA BABB
En cherchant dans ce tableau, dont la continuation ne présente aucune diflîculté, les arrangements où le nombre des répétitions d'une môme lettre surpasse de 2 (elui des répétitions de l'autre lettre, et qui terminent le jeu, on en trouvera 2 au 2" coup, savoir, AA et BB; 4 au 4*^ coup, savoir,
ABAA, ABBB, BAAA, BABB,
et ainsi de suite. Les probabilités étant j pour chaque événement du i'^ coup, ^ pour ceux du S'', jj poiu' ceux du 4*^7 etc., on aura la probabilité a..j = \ que la partie se terminera au 2*^ coup, 4-77 = 7 qu elle finira précisément au 4*" coup, et par conséquent la probabilité ^ -f- 7 cju'elle ne se prolongera pas au delà de 4 coups : on trouverait 74-7 + 7 pour le 6^ coup, et ainsi de suite; car il est d'ailleurs évident c[ue la partie ne peut se terminer qu'à un nombre pair de coups.
Si le gain de la partie dépendait d'obtenir une supériorité de 3 points," le tableau des événements possibles à chaque coup deviendrait beaucoup plus compliqué; mais Moivre a bien simplifié le problème, en cherchant,
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Cil prcmlor lieu, Ja probabilité qu à un coup déterminé la partie ne sera pas finie (*).
60. Quand la supériorité demandée est seulement de deux points, comme dans l'exemple ci-dessus, la partie ne pouvant pas être décidée en moins de deux coups, il faudra considérer d'abord la formule
dans laquelle les termes e^ <^^f' indiquent la probabilité du gain de deux points de suite, soit par A, soit par H, et 7.ef celle que la partie ne sera pas finie. Maintenant, pour aller plus loin, il faut, d'après les règles concernant les probabilités composées (17), multiplier lef par e -\-f't ce qui donnera, pour le 3" coup, les termes
répondant aux événements
AAB, ABB,
dont aucun ne peut décider la partie : passant donc au coup suivant, on multipliera encore ie^J'-{- lej- par G -\-fi ce qui donnera
dont le terme du milieu \e^f- répond au cas où la partie n'est pas finie. Déjà l'on voit que cette partie ne pouvant finir que dans un coup d'ordre pair, il est plus simple de prendre pour multiplicateur e' + 2 q/^+y - ; et Ton reconnaît sans peine que les probabilités clicrcliées forment la progression par quotient
2ç/, 4.'y% 86-'/% etc.
En supposant, comme dans notre exemple, que les probabilités simples soient égales à |, on aura
C) Docli iiic of Clinncrs, p. 'joa
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iiour la probabililé (jiic la partie ne sera pas finie au oy ^ au 4*^1 '"lU 6'', Ole, COU}) 5 cl en relianchant do l'unitô ces fVaclions, il viendra
pour les probabilités de la terminaison de la partie.
Lorsque le i;ain do la ])arlie dépend de plus de doux points, ou ne tombe plus sur une progression par quotient; mais en suivant la même marclie, on parvient aisément à cette règle donnée par Moivre :
Pour trouver la prohahilitc que la partie dans la-quelle le joueur A doit enlever q jetons au joueur B, ou celui-ci p jetons au joueur A, ne sera pas finie dans un nojuhre r de coups, vndlipliez le binôme e + f par luiniênie, autant de fois quil y a d'unités dans r — i, en observant, après chaque multiplication, d'effacer les termes dans lesquels l'exposant de la lettre e surpasse de q l'exposant de la lettre f, ainsi que les ternies oii V exposant de la lettre {surpasse de p celui de la lettre e (parce que ces termes répondent à des événements qui terminent la parlio) ; les tenues restants composeront la probabilité demandée.
Si Ton avait
/p = 3, 7 = 2, r=zn,
en suivant la règle ci-dessus on arriverait à
et si l'on faisait e=:f=^ t, il en résulterait
et I T-z=i%Jr pour la probabilité contraire, c'est-à-
dire que la partie soit finie en 7 coups. On arriverait immédiatement à cette dernière on formant la somme de tous les termes rejelés dans le cours des multiplications
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indiquées ci-dessus, et l'on obtiendrait la probabililé qui se rapporte à chaque joueur, en prenant les termes où celle des lettres e,/qui le concerne aie plus fort exposant. Il resterait à trouver la loi de ces termes, de manière à former la probabililé relative à un coup quelconque, sans passer par les précédentes : jMoivre a seulement indiqué cette loi: mais la recherche en est trop longue pour trouver place dans ce Traité ( vojez la Note II ) (*).
De la Règle des paris, et de V espérance uinlhcmaliqne.
01. Jusqu'ici je n'ai encore considéré les probabilités qu'en elles-mêmes 5 mais le plus souvent on ne les calcule que pour régler la mise et le gain dans les joux, et en général pour apprécier l'avantage ou le désavantage pécuniaire des spéculations fondées sur des événements incertains. Avant ([u'aucune théorie mathématique eût éclairé celle des hasards, on s'était déjà entendu pour regarder comme équitable tout pari dans lequel les parieuj's déposent des sommes proportionnelles au nombre des chances qui les feraient gagne/'. Celui qui, dans le jet d'un dé à 6 faces, parierait d'amener une face désignée, ne devrait déposer au jeu que la 5*^ partie de ce qu'y mettrait son adversaire, puisqu'il n'aurait en sa faveur que 1 chance, tandis (jue l'autre en aurait 5.
Quelque naturelle que soit cette conclusion, on la rendra peut-être encore plus évidente eu concevant d abord (Uie chaque face du dé soit assignée à un parieur dilî'érent, et (lue la somme mise au jeu doive échoir à celui (]ui aura
(*) M. Ampère, dans ses Considérations sur la théorie mathènialitfuc du jeu, est parvenu à cette loi par un i)rocciIé purement algébrique.
Les jeux offrent beaucoup d'autres questions difficiles à résoudre; l'une «les plus remarquables est celle de la probabilité du refait de 3i, au trente cl ijuaranle. M. Poisson l'a traitée le premier par l'analyse transcenilante, et en a donne une solution précise. (\'oyc2 les Annales de Mjihcmaiiqucs pures et applii/ucrs, publiées i>ar M. Gerponnc, t. \\ I, p. 17^».'
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clôsigiié la (ace ameiiét; par le jt'l. 11 n v a pas di: raison alors pour <|uo la mise de l'un de ces joueurs soil plus considérable (pie celle de tout anlre. Sou i,'aiu sera donc ([uintuple de celle mise; el si (picl<ju'uu voulait se substituer aux j auiics, avanl (pie le sort eût prouoncé, il devrait iiécessaircnient leur rendre leur mise : il déposerait donc 5 fois autant que le premier, c'est-à-dire précisément en laison du nombre des chances qui sont en sa faveur.
Ce que je viens de dire sur l'exemple précédent s'appliquerait également à de plus compliqués ; on peut" concevoir de nièuie que 36 parieurs se sont distribué toutes les chances comprises dans le tableau de la page 1 1 ^ chacun de ces parieuis doit déposer la même somme au jeu, et la totalité des mises formerait le gain d'un seul, si la condition à remplir était l'arrivée de la chance dont il a fait choix. Mais si cette condition est seulement d'amener avec les deux dés un point désigné, tous ceux des jouexirs qui ont pris une des chances formant ce poiiit ont un droit égal au gain : ils devront donc le prendre en commun, pour se le partager également. Si le point dont il s'agit est 8, par exemple, il y aura 5 gagnants, puisque ce point résulte de 5 chances; et le fonds du jeu, composé de 36 mises particulières, sera acquis par 5. Si donc on rcPîiplace par un seul individu ceux qui ont les chances favorables au point 8, et par un second ceux qui ont toutes les autres, on voit que leurs mises respectives seront dans le rapport de 5 à 3i, c'est-à-dire proportionnelles au nombre de chances qui les font gagner.
Ces considérations, dont Moivre parait avoir fait usage le premier (*), justifient suffisamment, ce me semble, le principe posé ci-dessus, d'après lequel, si deux joueurs, ayant en leur faveur les probabilités e et/", déposent des
(*) Doclii Jie qf Chances, p. 3.
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sommes a et />, il faut, pour former un pari équitable, (|u'il y ait la proportion
fi \ h \\ c : f, d'où «/"= hc.
62. Ce principe suffit pour tous les cas où le hasard décide en une seule épreuve, parce qu'alors la condition des joueurs ne change que par la conclusion de Févénement; eu sorte que si la volonté des joueurs ou un empêchement quelconque s'opposait à ce que le hasard, d'où dépend le jeu, fût tenté, cliacun d'eux, renonçant aux chances qu'il avait acquises par sa mise au jeu, la reprendrait en entier. Il n'en est pas de même quand, pour terminer le jeu, il faut des épreuves répétées, et que quelques-unes ayant déjà eu lieu ont modifié le nombre des chances favorables aux divers joueurs : leur espérance a changé, et avec elle leur droit sur le fonds du jeu. C'est sur ce nouveau pied qu'il faut régler le partage entre eux, en s'appuyant sur la convention généralement établie dans tous les jeux, d'après laquelle tout joueur perd la propriété de l'argent quil dépose, mais acquiert en rcs'atiche, sur le fonds du jeu, un droit proportionnel à la probabilité qu'il a de gagner ce fonds.
Par exemple, une personne parie d'amener deux fois le même point dans deux jets consécutifs dun dé à 6 faces ; la probabilité de cet événement étant seulement -;^, et celle de l'événement contraire ||, cette personne ne doit mettre au jeu c|ue i franc et son adversaire 35. Posons que. Icpremier jet ayant eu lieu, le point désigné ait paru, et qu'alors les joueurs veuillent se séparer; celui qui a parié d'amener le point désigné aurait encore au second jet 1 chance pour lui et seulement 5 coïilre : sou espérance est donc irès-dilîércnte de ce qu elle était avant le pieniier jet. Datis ce cas. la mise totale étant considérée comme appartenant au ji u, toutes les chances également possibles ont un droit égal au partage de cette somme, et
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celui (jui iciinil pliisicnis iliaiiccs ilt)il avoir les paris correspondantes : ainsi le premier joueur prendra - de la mise tolal(% on (i (Vnncs, et son adveis;)ire les ^. on 3o francs.
G3. Sous cette (iernièie fuiuie, la règle des paris servant à partager la somme déposée par les joueurs, avant que le sort ait prononcé entre eux, prend le nom de règle des partis (*). L'application que Pascal en a faite aux questions que lui proposait le chevalier de Méré, déjà cité (24), a donné naissance au calcul des probabilités. Voici l'une des plus sinqjlcs de ces cpieslions : Deux joueurs ont formé un J'onds destiné à celui qui aura le plus tôt gagné trois parties; ils se séparent lorsque le premier en a gngné deux et le second une ; on demande la part que chacun doit avoir sur le fonds du jeu, en supposant que la probabilité de gagner isolément une partie soit j pour chaque joueur.
La considération des [)robabilités composées résoulbien facilement celle question. S'il était joué une partie de plus et que le premier joueur la gagnât, il aurait la mise totale 5 la probabilité de cet événement est 4- S'il n'arrivait pas, chacun des joueurs ayant alors gagné deux parties, la suivante déciderait nécessairement leur sort; mais la probabilité qu'elle serait jouée étant -j, on aui a ~ pour la probabilité (ju'elle serait gagnée par le prejiiier joueur, et de même pour le second. Or cette dernière probabilité est la seule que le second joueur ait de gagner, tandis que le premier avait ^dès la partie précédente : les probabilités totales sont par conséquent
pour le i*^"^ joueur, — [--:=-, et pour le ■i'- , -■
2 /| .|. Zj.
( ^) Le mot parti étant pris dans le sens de distribution. De là est veni.e cette façon de parler ■.faire à qucltju'un un lion parti ; ce serait une fanie que de dire la règle def. partifs. (\'oycz Œmrcf de l'/ncal, t. V. p. 32.) 4" cditioti, "j
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Si (Joiulo fuiids du j<'u ôlail (le 64 pistolcs, comme Jtsuppose Pascal. If prrmicr joueur devrait en piendre les j, ou 48 pistolcs, cl Tautrcj sculemcui, ou 16. Quelr|uc simple qu'il soit, cet exemple peutsuflire j)0ur montrer ce qu'il faut faire dans tous ceux qui pourront se présenter, et réduit la difficuhé au développement de tous les événements possibles, jusqu'à celui qui amène la décision du sort.
Pascal ne poussait pas le calcul si loin, dans l'exemple ci-dessus; il se bornait à clierclier ce c[ui arriverait si la 4*^ partie était jouée. Dans le cas où le premier joueur la perdrait, les deux ayant gagné chacun le même nombre de parties auraient droit à la moitié des 64 pistoles : (( Donc, s'ils ne veulent point hasarder cette partie..., le » premier doit dire : Je suis sur d'avoir Sa pistoles, car 1) la perte même me les donne; mais pour les Sa autres, » peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez ; le haî) sard est égal : partageons donc ces Sa pistoles par la » moitié, et donnez-moi, outre cela, mes Sa pistoles qui ') me sont sûres. Il aura donc 48 pistoles etl'autre 16 (*). » Ce résultat est le même que celui du calcul des probabilités composées, et le raisonnement parait ici beaucoup plus simple-, mais il perd cet avantage dans les cas plus compliqués, qu'il ne résout qu'en les faisant dépendi-e les uns des autres, jusqu'à ce qu'ils retombent dans celui-ci.
Fermât, qui s'occupait du problème des partis en même temps (pie Pascal, y appliqua d'abord la méthode des combinaisons, dont celui-ci eut quelque peine à concevoir l'emploi, lorsqu'il s'agissait de trois joueurs ; et pour lever ses doutes, Fermai fil usage des probabilités composées (**).
(*) Œuvres de Pascal, l. IV, p. .\\\\.
(**) Ibid., p. /|39. On voit à la page /|',î.'| que P;iscal avait aiis^i ri-sdii le cas do trois joueurs, par sa méllunlo geiu'raic qu'il cito encore p. .127
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(ii. La si'paialioii cl(;s ioiicui's .ivatil la dccisioii du sort, qui peut iTtîtrc ([iriin ()l)jfl dr convfMiaiicc ou seulement de spéculalion, dcvuMil néeessaire dans le cas où le leruKî du jeu cesse dèlK! assii^MiaMe, comme cela est possible, du moins malhc'maii(|uemenl, dans les parties jouées en rabatta/it (o9).
En ellet, si les joueurs voulaient se séparer avant la décision du sort, comme l'époque de celle décision est indéterminée, il faudrait qu'ils convinssent préalablement du nombre de coups sur lequel ils se proposent de régler leur partage. Je supposerai que dans l'exemple du numéro cité, le joueur A, ayant gagné un point au i'"' coup, propose alors la cessation du jeu ; le tableau de la page gi montre que le i*"^ coup ayant amené l'événement A, il ne reste au second coup que les événements AA et AH, dont la probabilité est j. Le premier fait gagner le joueur A ; le second, réduisant les deux joueurs à l'égalité, donne à chacun la probabilité ~ de gagner, la même qu'il avait en se mettant au jeu. Suivant ces remarques, les probabilités sont, pour le i*^'" joueur, î- + 7-7 = 7, pour le a'', [.-- = -j. Si donc ils prennent le second coup pour régler leur séparation, le joueur A aura les | de la somme déposée, et le joueur B seulement -^5 ce qui est d'ailleurs évident, ])uisque le point A arrivé au i*"^ coup, excluant les arrangements BA et BB du 2*^ coup, ne laisse à ce joueur que la part assignée par l'événement AB.
60. La considération des sommes êvenliieUcs, c'està-dire dépendantes du hasard, a introduit dans le calcul des probabilités une expression qui mérite un examen particulier, celle à' espérance mathématique , par laquelle on désigne le produit (Vune somme éventuelle par la prohabilité de l'obtenir. C'est dans la règle des partis qu'on en saisit le mieux la raison. Lorsque des joueurs consentent à partager le fonds du jeu avant que le sort en ait
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disposé, ils 110111 encore que dos espérances; elcelle règle accord.'iiit à rliacun dV'Ux. sur la somme déposée, une partie indiquée par la probabilité qu'il a de gagner le tout, il était assez naturel de prendre cette partie pour la valeur de son attente. On pourrait aussi la considérer comme ce que devrait lui payer quelqu'un qui voudrait prendre sa place si le jeu continuait. On va retrouver ces divers points de vue dans la règle des paris.
66. Premièrement, l'équation af=be{Q\) exprime légalité des produits formés en multipliant le gain qu espère chaque joueur par la probabilité de l'obtenir : on peut donc dire que dans un pari équitable^ les espérances mathé/natiques ries deux parieurs doivent être égales.
Secondement, si l'on regarde les mises de ces joueurs comme ne leur appartenant plus, dès qu'elles sont déposées, et qu'on évalue l'espérance sur la rentrée de la somme de ces mises, que produit le gain du pari, on aura
(rt -f- è)e pour le i*"" joueur, (a + i»)/" pour le 2^;
et à cause que be = aj" ci e -+-f = i, ces valeurs sont respectivement égales aux mises a et b. On voit donc que la mise de chaque joueur doit être égale à son espérance mathématique sur la somnie déposée pour former le fonds du jeu : elle peut être considérée comme le prix qu'il donne pour ac(juérir celle espérance; et en observant que la certitude est représentée par i, on aura les équations remarquables
[a + b)cz=a.\, [b-\- a)f = b.\.
Troisièmement, si l'on met l'équaliou (f^ be sous la
forme
bc — af— o,
el qu on regarde les pertes commodes sommes négatives, le produit — ^/dela somme — a. parla probabilili'ydu gain du second joueur, pourra enlroi (.latis 1 c\alualion de-
DES l'UOnAHILlTI^S. lOI
l\:spèraiua innllii'ni(ili<jni' i\\\ [)i('micr, laquelle iVî^b/incra alors eu ninllipliant. ic profit ou la perte que lui apporte chacun des événements possibles, par la probabilité de ces évene/nents^ et donnant aux pertes le signe — . Elle sera égale à xéro, dans le cas du pari équitable; ce qui veut diie que l'état du joueur doit être envi^ai;é comme n'étant pas changé par son entrée au jeu.
Ce dernier point de vue semble présenter une contradiction dans les termes; car l'état indiqué par l'espérance matliémati(|ue du joueur est fictif : il n'est point celui qui a lieu dans la léalilé. Après la décision du sort, l'argent du joueui- sera augmenté de b ou dimiimé de a, selon (pi'il aura gagné ou perdu. Dans fuu et faulre cas, son état sera dilïérent de ce qu'il était avant le jeu. Comment dou(^ interpréter une conclusion dans lacjuelle deux événements qui s'excluent 1 uni autre semblent se compenser.^ Par les conséquences des épreuves répétées, dont la multiplication tend sans cesse à rapprocher la dislribuiiou des événements simples du rapport de leurs probabilités.
67. Cette explication, donnée par Condorcet, qui a le premier remarqué la difficulté, s'appuie sur des propositions démontrées par le calcul. D'abord, dans un nombre quelconque d'épreuves, le plus probable des événeiuenls composés est précisément celui où le gain égale la pcite. En effet, si les événements A et B, dont Tun fait gagner b et l'autre perdre a, ont respectivement les probabilités
nt ■+ n on aura
be — nf=i
et, par conséquent.
bm — an
bm — rt« = o, quand be — a/=o.
Mais, dans un nombre r {ni -\- fi) d'épreuves, l'événc-
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menl le [jIus probable, étant composé de rm événements A
(!t de /■// événements W (29), donnera au joueur ([ui parie
pour A la somme
hnir — fifir,
qui s'évanouit (juand on a l'équation
but — an=o, ou la pinportion a \ b :\ m ; n ,
c'est-à-diie lorsqu{î les mises sont en laison des probabilités (01).
68. A la vérité, ce résultat précis ne repose que sui' une probabilité relative; mais on peut obtenir une probabilité absolue, de plus en plus grande, d'en approcher, dans uu certain sens, aussi près qu'on le voudra, savoir : la probabilité que le rapport du nombre dos événements A au nombre des épreuves sera compris entre les limites
I m — I - et —
lorsqu'on embrassera /• [m -h n) épreuves {3i).
Eciivons dans ces lormules sni et sn à la place de vi et de //, suivant l'observation dun'^So; les limites ci-dessus,
devenant
sin -\- I sm — i
.s yni -ir II) s[m -\- n)
se rapporteront à des événements composés dans lesquels il en entrera au plus mii -f- /' de T espèce A avec rsn — /• de l'espèce B, et au moins rsni — r de l'espèce A avec rsn -\- r de l'espèce lî. Dans le premier cas, le joueur qui parie pour A recevra [rsjn-\-r)h^ et donnera [^vsn — i)a : la valeur de cet événement composé sera donc
( rsm + r) b — ( rsn — /•) d = rs irub — i/n -\ ] •
Si elle est positive, ce ipii airivera (juand
/ f' -h b nib H ^ rin ,
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<;lle exprimera le gain du joueur ([ui parifî pour A el la perle de celui (pil parie pour lî.
Dans le second cas, au lieu de ia valeur ci-dessus, ou a u ra
( rsm — r)b — ( rsn -\- r)(i = rs inib — na j >
valeur cpii sera négative si
> >nb.
et qui alors exprimera une perle pour le premier joueur, un gain pour le second.
Quand bin — an = <j, tout devient égal entre eux : ils ont la même probaLiliic de ne pas gagner et de ne pas perdre au delà de la somme
rs[ — j =r[a + b).
C'est une partie déterminée de la mise tolaU; de clia<pic
. ,, , - , an . ,
joueur 5 car si 1 on y remplace b par sa valeur — •> tirée
de l'équation
bm — an = o,
^, , J ra(rn-+-n} , . i i •
elle deviendra — ^^ ^ et la mise totale du joueur qui
parie pour A étant rsn (^ni -|- /i) = M, on aura
fia -hZ» = — :
Sl/l
la somme gagnée ou perdue a donc avec la mise totale le
rapport — • ■^ ^ sm
Eq désignant par N la mise du joueur qui parie pour H et chassant a au lieu de b, on trouverait
N r{a-h b j =z— , sn
ce qui donne, pour le second joueur, le ra[)p(»ri — •
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Il suit de là que, comme on peut assigner d'abord au
nombre s telle valeur qu ou veut, ou pourra supposer aussi
II
I)elils qu ou le voudra les rapports — ? —5 et prenant en- ^ ' '^ ' xrn sn '■
suite pour rdes nombres déplus en plus considérables, on obtiendra une probabilité de plus en plus grande^ que la somme perdue par l'un quelconque des joueurs et gagnée par l'autre ne surpassera pas une fraction donnée, et aussi petite quon le voudra, de leur mise totale.
69. Supposons maintenant que l'équation bm — «/?=() n'ait pas lieu, mais que Tespérauce du second joueur l'emporte sur celle du premier-, posons, en couséquence, (t/i =r bm -t- c; il en résultera, dans le premier cas.
b\ { gain du i^"" joueur, perte du 2"^,
i perte du 1*'' joueur, ( gain du 2''.
et dans le second cas,
On voit par ces expressions que le gain du i*^*" joueur se
cbange en perle et la perte du 2® en gain, dès que c^ :
le I*''" joueur perdra donc dans toute r«'-tendue des limites assignées aux événements composés, taudis que le 2*^ gagnera toujours entre ces mêmes limites. Or le nombre .v pouvant être pris aussi grand qu'on voudra, il s ensuit ([ue, qucdquc petite que soit la dijffcrctice quon établisse entre les espérances mathématiques de deux joueurs, on pourra, en nndtipliant le /wmbre des cp/euyes, obtenir telle probabilité quon voudra que le joueur Javorisé sera toujours en gain et l'autre toujours en peite.
Celle dernière pioposiliou me parait bien suOisante pour fonder la règle du puii éipiitable et lixer le sens que Ion doit altaclier il 1 espérance mathématique; elle prouve la nécessité de Taire entrer In répétitiou des hasards daiK>
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l'appréciation des portes cl des gains qu'ils amènent, et justifie coniplétement l'assertion qui termine le n*^ iO (*).
70. Je liai ciK oie considéré que deux événements possibles à chaque épreuve-, mais on applique V espérance, matliéniatique à révalualiou de tous les genres de hasard. Soit, par exemple, un dé à 6 faces, marquées depuis i jusnuà (), pour Vapparilion de chacune desquelles un joueur s'engage à donner à celui qui je/te le de autant de francs qu'elle contient de points ; on demande la somme que ce dernier doit, mettre au jeu. L'espérance malhémaii(|ue de celui-ci se forme eu ajoutant celles que donnent tous les événements possibles, et qui sont égales au produit du nombre de points marqués sur les diverses faces, par la probabilité \ d'en amener une quelconque : le résultat est
-T(i + 2 + 3-|-4-f-54-6) = 3-i francs,
et par conséquent la mise cherchée (66). Aucun événement ne rapportera précisément cette somme 5 mais elle est la moyenne (ou elle lient le milieu) entre celles que le second joueur relire par les gains et celles que lui lais-
C*) Condorcet ajoute encore les considérations suivantes, qui ne sont pas moins curieuses.
Dans le développement de (w? -4- n)''^'""*""^, la somme des termes qui précèdent le plus grand, celui qui est afTecté de m^'n™, comparée à la valeur totale du développement, tend sans cesse vers le rapport 4 ; il en est de même de la somme des termes qui suivent ce plus grand. Les pi-emiers répondent aux événements qui font gagner le joueur pariant pour A, les autres aux événements qui font gagner son adversaire, lorsque leurs espérances mathématiques sont égales, et seulement dans ce cas : il s'ensuit donc que, dans ce cas seulement, les probabilités de gain tendent à devenir égales pour chaque joueur, à mesure que les épreuves se multiplient. [Essai sur la probabilité des décisions, etc., p. i^S.) Les bornes dans lesquelles je me suis proposé de resserrer cet ouvrage ne me permettent pas de rapporter la démonstration de la proposition cidessus; mais on en trouvera du moins des exemples numériques dans la note de la page î^^.
lo6 TRAITf^. I-LÉMENTAIKE
sent les perles, c est-à-dire que les unes sont autant audessus que les autres sont au-dessous. En ellct, il éprouvera, sur les points
les pertes
2 { francs,
I i franc.
~ franc.
et sur les points
les gains
\ franc,
1 { franc.
2 7 francs:
les unes compensent les autres. Pour le premier joueur, ce serait la même chose, mais dans l'ordre inverse.
De plus, celle valeur moyenne est celle qui ne produit ni perte ni gain pour l'événement composé le plus prt)bable dans les épreuves répétées, puisque cet événement répond au terme dont les exposants sont proportionnels aux piobabilités des événements simples (54).
71, Celte compensation ne peut être considérée que comme un état fictif résultant de l'impossibilité d'assigner de quel côté sera le gain, lorsque le jeu est égal; car il faut bien remarquer que si le calcul montre que, dans ce cas, les rapports des pertes aux mises totales des joueurs sont renfermés dans des limites de plus en plus resserrées (08), il ne s'ensuit pas la diminution de la valeur absolue de ces pertes, mais, au contraire, son augmentation, puisque la somme r{a-\-b) croît sans cesse avec /•. Aussi, en ne considérant que le résultat général du jeu. sans s'arrêter au sort de l'un des joueurs en paiticulier. on trouve sans peine qu // j' a une prohahilitc toujours croissante que la perte surpassera une somme donnée, quelque considérable que soit cette somme.
Pour y parvenir, supposons d'abord que les probabilités des événements simples soient égales; prenons en conséquence le développenuMit de (' H-,/) '? repré^cn-
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loiis par IJ('''J'' !«' Icrmc qui eu occupe le milieu; culiu, joif^uons à ce terme un iiombie /y de; ceux cpii le précèilcnt el ;uila?il de ceux (pii le suivent. iNous aurons une expression de la forme
"/ cl'^-'lfl- -7 -f- ... 4- u.(ffl' _|- . . . 4- l' cf-Q/P+'l,
cl indiquant les événemcnls où la did'érence entre le nombre des parties gagnées et celui des parties perdues ne s'élèvera pas à plus de iq. Or, celte probabilité comprenant 2<7 -h I termes ira sans cesse en décroissant si le nombre q reste le mèirie, tandis que le nombre p augmente (32), et, [)ar conséquent, la probabilité contraire, qui est formée du reste des termes du développement de (e+y^)^'', s'approchera de plus en plus de l'unité.
Il suit évidemment fie là que, si l'on désigne la mise de chaque joueur par n et que sa fortune ne surpasse poifit iqa^ il existe xin nombre p, donnant une probabilité aussi grande que l'on voudra que la perte résultant du jeu s'élèvera à plus de iqa^ et qu'ainsi l'un des joueurs finira par être ruiné, quoique le jeu soit égal; seulement, la probabilité de celle ruine sera la même pour un joueur que pour l'autre, parce que les termes qui les expriment dans le développement de [c-k-fY'' sont identiques.
Quand les prol)abiliiés des événeuients simples soûl inégales, il faut employer l'expression
). ///'""'+? «'""-y + ...-+- y. /;?'■"'«'•"-[_ . . . -f- V ni'''"-'i n"'+l
dont les termes extrêmes répondent à une perle marquée
par
{ rni -{- r/) l> — [m — q]a =i q [a -\- b),
à cause que i tnh — ma = o (07).
Prenant alois </ [a + h) pour l'expression de la fortune de chaque joueur, on pourra trouver encore, comme cidessus, à cause de l'invariabilité du nombre q^ une pro-
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babiliié de plus en plus grautle, que le jeu suffisarameul prolongé occasionuera à Tun des joueurs une perte égale à q{^a-i-b) et le ruinera par conséquent (*).
Lorsque le jeu est inégal, alors la répétition des épreuves tend sans cesse à l'accumulation des plus petits avantages, dont, comme on l'a vu dans le n" OU, la probabilité croît sans cesse et peut être portée aussi près de l'unité (ju'on le voudra. Aussi Texpérience prouve-t-elle chaque jour que les hanquicrs qui se chargent de tenir un jeu de pur hasard, moyennant certains avantages sur les chances, se procurent un bénéfice assuré dès (ju'ils ont des fonds suffisants pour faire face à quelques événemcnls trop défavorables qui peuvent arriver de temps à autre.
72. Le succès des loteries est de ce genre : il est fondé sur ce qu'elles ne rendent pas à ceux qui y mettent (ou aux pontes) le gain correspondant aux risques qu'ils courent 5 la disproportion est le plus souvent considérable et augmente à mesure que les probabilités de succès diminuent, ainsi qu on va le voir dans la loterie de Fiance.
Uexlrait sinij)le, ou la sortie dun seul numéro, ne rend que i5 fois la mise, quoique, sa probabilité n'étant
que — (i~), il devrait produire un gain égal à i- i'ois la
mise et rendre, par conséquent, 18 fois cette mise : l'espérance mathématicpie du banquier excède doue ici de
-77 = ^ celle des pontes.
IJextrait dètcnniné, ou la sortie d'un seul numéro, à une place marquée du tirage, la première, par exemple, ne rend que 70 fuis la mise pour une probabilité égale à
(*) Ici les prohabililcs iic sdiU )ias cxaclciiiciil les incmos pour chaque joueur; mais, suivant l'indication iloniiée dans la note de la page io5i, ••lies tendront sans cesse à devenir égales, en s'approclianl de J.
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- : l'avanlatc du h.iiKMiicr sur (;e liasard est iIoik;
\jainhc, on la sorlii: dans \q mcinc tirage de deux
numéros désignés, ne rend (pu! 270 l'ois la mise^ mais 90 numéros combinés 2 à 2 produisant " — ^— ^ = ^oo'S
ambcs, cl les 5 numéros d'un tirage — -^ = 10, la probabilité de la sortie d'un ambe est -, — -; la probabilité
SqqS 1 • 1 I • 1 A
contraire, .• : le gain du pou le devrait donc cire
- = 399,5 fois la mise; l'avantage du banquier esl, par conséquent,
\ ju^ ^' ^t^^i^ 4"C)5 89
Uainbe déterminé, ou la sortie de deux numéros désignés dans une place donnée du tirage, ne rend que 5 100 fois la mise. Comme il s'agit ici des arrangements 2 h 2 et non pas des combinaisons, les 90 numéros produisent 8oio ambes déterminés 5 de plus, la place étant fixée dans le tirage, la probabilité d'un ambe déterminé sera par
conséquent -r ? la probabilité contraire ^ — - : le gain
du ponte devrait donc êlre 8009 fois la mise 5 lavanlage
du banquier est, par conséquent,
(8009 — Sogq) ^ z= 5^.
Le terne, ou la sortie dans le môme tirage de trois numéros désignés, ne rend que 55oo fois la mise ; mais 90 numéros combinés 3 à 3 produisant ^ ' • .. = 1 1 74^" lei-
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lies, et les 5 numéros du lirace — — '-., =z lo, la probabi-
lilé de la sorlle d'un terne est — — ^^ = — , : la proba-
bilité contraire, — ^-^ : le gain dû ponte devrait donc
être 11747 fois la niise^ l'avantage du ])anf[uicr est, par conséquent,
!/n — n/inni — — —
Le quaternc, ou la sortie dans le même tirage de quatre numéros désignés, ne rend que jS 000 fois la mise: mais les 90 numéros combinés 4 " 4 produisant 90.89.88.87
= 2 555 190 quaternes, et les 5 numéros du
tirage — — ' ' = 5, la probabilité de la sortie d un qua- ^ 1 . 2 . 3 . . I ^ '■
icrno est ,,. =:: ~ ^-,: la probabilité contraire
25t)5i9o 5iio3o
5i io37 I . 1 1 -1 . ►. - ^ .
■p ~ : le gain du ponte devrait donc être :^)iio.l7 lois
5 I io3o o 1 j
la mise: l'avantage du banquier est, par consé(jucnt.
1 43''o38 :>i8oic)
On pouvait mettre autrefois sur le quine, ou sur la sortie dans le même tirage de 5 r.uméros désignés, qui ne rendait que i 000 000 de fois la mise \ mais les 90 numéros
. . , f, . ^ , . Qo. 89. 88. 87. 86 .., .
combines 5 a :> prociuisant = — : — y— = AS n4Q 200
quilles, et les 5 numéros du tirage 1, la probabilité de la sortie d'un quiue était donc -y^ — f—f>^^ '•• inobabilité
fonlraire ,^" , ,,A '• ^(^ gain du ponte auiait donc du etie 439^9268 ^
43949267- lois la mise: lavaniagedu liau(|uiir était, par
l)i:s l'IlOltAIllLITLS. 1 I I
( OMSl'CjMCnt,
cl suipassail —x- 4^
Oïl a supprimé celle inaiiièro de jouer, dans larjufllo la difficulté de gagner élail si grande, (piVIle devait rebuter prescjue tout le monde. Pour s'en faire l)icniôt une idée, il suffit de considérer qu'en faisant a tirages par mois dans 4 villes dilïérentes, ce qui donnerait 96 tirages dans un an, il faudrait plus de 437804 ans pour que tous les <|uines fussent sortis, en supposant encore qu'aucun ne se fût répété pendant cet immetisc intervalle. La sortie de tons les qualernes exigerait, dans la même hvpotlièse, plus de 5323 ans : on trouverait bien autre cliose encor(; si, par la formule du n"o7, on clierchaii le nombre de lirages qu'il faudrait embrasser pour obtenir la probabilité ^ de gagner un quine ou un quaterne.
73. 11 ne faut pas croire pourtant que le gain du banquier, à la loterie, soit aussi démesuré que le montrent les calculs précédents. Pour que la grande disproportion établie entre la mise et le gain produisît infailliblement son plein effet, il faudrait que toutes les combinaisons des numéros fussent jouées avec des mises égales; mais c'est ce qui est bien loin d'airiver. Les mises par extrait, qui sont les plus nombreuses, se distribuent très-inégalement entre les 90 numéros, selon la date de leur dernière sortie, ou d'après des rêveries superstitieuses : aussi l'administration de la loterie, qui craignait la sortie d'un numéro trop chargé de mises, s'était réservé le droit de le fermer, c'est-à-dire de ne pas recevoir les mises qui seraient faites sur ce numéro; mais une longue expérience l'ayant bien rassurée sur cette crainte, elle ne met plus h présent de restriction à la volonté des pontes; scu-
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leraenl, comme autrefois, elle fait vendre des billets arrangés d'avance, afin de répandre autant qu'il est possible les mises sur toutes les combinaisons, Cependaut il n'est pas nécessaire que le partage des mises approche beaucoup de l'égalité, pour mettre le banquier hors de perle : c'est ce dont on peut se convaincre en considérant ses avantages sous le rapport des recettes aux dépenses dans chaque tirage.
Si toutes les mises par extrait étaient les mêmes, un tirage lui coûterait 5xi5 mises, ou j5 mises; s'il en avait reçu 90, il aurait un bénéfice assuré de i5 mises, et il serait au pair s il y avait eu seulement ^5 numéros placés. Faisant le même calcul sur les autres manières de jouer les numéros, on verra l'excédant de la recette sur la dépense augmenter d'une manière si rapide, que le pair est atteint bien avant que toutes les combinaisons ou les arrangements soient remplis.
Au reste, les profits bien constatés de la loterie, pendant une longue suite d'années, les pertes et les désordres, malheureusement aussi bien constatés, dont elle a été la cause pour une multitude de gens de toute profession, enivrés par ses espérances trompeuses. parhMit encore plus haut que les calculs précédents contic la faiblesse qui fait hasardei' dans un jeu aussi inégal un argent dont on poiu'rait faire un usage profitable autant à l'amélioration des mœurs qu'aux avantages physiques des hommes, en le plaçant à des caisses d'épargne solidement établies, sagement administrées, où, recueillant les petites économies de l'ouvrier laborieux et du domestique fidèle, on leur prépare des ressources assurées pour le temps de la vieillesse et des infirmités.
Ceux qui veulent absohunent se bercer d espérances frivoles ont retourné de toutes les manières les combinaisons que présentent la c(>n>iiiulioii de la loieiie et les tableaux des numéros sortis depuis son établissement,
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aTui d'y clicMcluM' un moyeu Je Irnuvcr sou cùk" faible. Ce (ju'ils cul pu faire ilc luoijis déiaisonuabJc revient à délcrmincr des progressions de mises croissant de manière (|u'uu évéuemeul heureux dont la piobabililé serait assez considérable pût couvrir la perle passée; mais par re moyen on ne saurait arriver à une probabilité un peu grande d'obtenir un gain même très-faible, qu'en exposant une somme assez forte pour que sa perle entraînât de bien plus graves inconvénients (jue le gain ne pourrait donner d'avantages, i.es pontes qui ont peu de fortune ne sauraient suivre de semblables jeux, ee qu'on appelle faire la martingale, sans se gêner ou s'obérer, et sont souvent forcés de les abandonner en perdant tout ce qu'ils y ont exposé. Quant aux gens riches, ils peuvent faire de leurs capitaux un emploi bien plus avantageux, en se livrant aux améliorations de l'agriculture, au perfectionnement des arts, au développement du commerce. Dans cette espèce de jeu, dont on peut dire que la nature est le banquier, parce que sa force reproductive en fait le fonds, les pontes sages et éclairés augmentent leur fortune, en procurant à la société un accroissement de bienêtre {*).
De respérance morale.
74. Ce n'est pas seulement à un jeu inégal qu'un homme sensé ne voudra point exposer une somme un peu forte, dans l'espérance d'un petit gain très-probable : il penserait encore ainsi, quand même les conditions du jeu seraient égales 5 mais il se déterminerait au contraire
C) Les jeux publies sont aussi une autre source de ruine, parce qu'ils sont tenus par des banquiers qui ont un avantage constant sur toutes les mises : tel est celui du trente et un ou trente et quarante, M. Poisson, dans le Mémoire déjà cité (p. g/j ), a donné, pour la première fois, l'expression exacte de l'avantage du banquier. Les principaux résultats de ce Mémoire se trouvent dans le tonio XIll des Annales de Chimie et de i'hysiijuc, p. 1 y!î.
4*^ rdition. 8
Il4 TRAITÉ ÉLÉMEKTAIUE
aisément à risquer une faible somme, pour obtenir un gain considérable et d'une probabilité fort petite. L'un et l'autre de ces cas peuvent néanmoins répondre à la même espérance malliémalique, puisque l'étjualion be =: af {C)Q) subsistera toujours, si, dans chacun de ses membres, l'un des facteurs diminue dans le même rapport que l'autre augmente. Par exemple, le paii dans lequel rt = 10 000, b = lo, c = f^,/=-n^, quoique équitable, serait-il tenu par un homme de bon sens, ne possédant qu'une trcs-petite fortune? Courrait-il le risque de perdre loooo francs pour gagner lo francs, quoi(pie les probabilités soient en raison inverse de ces sommes? Non sans doute : l'appréciation morale de l'événement diffère donc ici de son évaluation mathématique. La cause en est dans la disproportion entre les conséquences d'une perte qui diminuerait considérablement la fortune du joueur, et celles d'un gain qui n"y apporterait qu'une très-légère augmentation.
Il est incontestable que la valeur absolue d'une somme d'argent n'est pas toujours la mesure précise de son importance : elle doit le plus souvent s'estimer d après les privations que sa perte impose, ou les jouissances que son gain procure, ce qui dépend de l'état de la fortune de celui qui doit la perdre ou la gagner^ mais comment introduiie cette considération dans les calculs ? Quelle proportion convient-il d'établir entre le bien possédé et les sommes éventuelles ? Quelle formule, satisfaisant à toutes les conditions du sujet, doit être substituée à celles de l'espérance mathématique ? Enfin convient-il d'abandonner cette appréciation des événements incertains ? C'est ce que je vais examiner successivement.
75. Pour donner des bases à l'cstimalion relative des perles et des gains, il paraîtrait d abord indispensable de classer les objets de dépenses suivant leur degn" d'utilité;
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mais il sérail bien didîcilc de foiiner de celle niaiiièie un tarif avoué par tout le monde. Les aises, le superflu môme, auxquels ou s'est liabiiué, seul souvent regardés comme faisant partie du nécessaire, et chacun en établit les rapports selon ses disposi lions et ses goûts. On ne voit donc dans l'idée de perte et de gain relatifs^ que le plus ou le moins, sentis d'une manière vague qui laisse absolument indéterminée la loi d'accroissement et de diminution de leurs rapports d'importance 5 en sorte qu'il n'y a d'autre moyen d'y appliquer le calcul, que d'établir une hypothèse, pour en faire l'épreuve par la comparaison de ses conséquences avec ce qu'indique le simple bon sens, procédé qui ne saurait mener à des résultats précis, mais conduit seulement à distinguer le plausible de l'absurde;.
Ce qui se présente de mieux, au premier coup d'oeil, est de prendre pour mesure de l'importance d'une somme ajoutée à un bien quelconque le rapport de l'une à l'autre, et d'admettre en conséquence c[ue l'homme qui possède 1000 francs, et qui gagne 100 francs, en i-eçoit un avantage égal à celui que procure un gain de lo 000 francs au possesseur de 100 000 francs, ou le gain de i franc à l'homme n'ayant que 10 francs.
Dès que l'on fait entrer dans l'appréciation des sommes éventuelles la considération du bien antérieurement possédé, la môme somme acquiert plus d'importance lorsqu'on la perd que lorsqu'on la gagne. En effet, le joueur qui, possédant 1000 francs, va risquer une somme de 100 francs, s'expose à perdre la 10*^ partie de son bien : liniportaivce de cette somme pour lui est représentée alors par -pj 5 mais s'il la gagne, comme il aura 1 100 francs, la même somme de 100 francs ne sera plus que jj de sa fortune : elle aura par conséquent diminué de valeur morale. Buffon, qui a proposé cette hypothèse^ en conclut que le jeu le plus simple et le plus égal, celui dans lequel
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deux personnes qui possèdent autant de bien Tune que l'autre ont en leur faveur un nombre égal de chances, entraîne toujours une perte absolue d'aisance, puis(jue l'événement diminue plus le bien-être du perdant qu il n'augmente celui du gagnant. Dans l'exemple ci-dessus, l'estimation de cette perte serait -^ — -^ = Y77 •, dans celui de Buffon, la somme éventuelle étant la moitié de la fortune des joueurs, les valeurs morales de la perte et du gain sont exprimées par 7 et j, dont la différence
En général, soit a le bien antérieur, et a la somme éventuelle 5 l'importance de cette somme sera exprimée par
-» comme perte, 5 comme gain,
et la différence par
Ceci conduit naturellement à chercher la valeur de la perte d'une importance é(|uivalente au gain a. Soit x cette perte j on aura
d'où
ny
On voit par la dernière expression de x que sa vuleui
approchera d'autant plus de a , que la fraction - sera
plus petite; en sorte que le gain et la perte ne peuvent être d'égale importance que lorsqu'ils sont infiniment petits par rapport au bien antérieur.
76. C'est dans cet état (jue Daniel Bernoulli les considère d'abord, et suppose (jue leur valeur morale ou leur importance, qu'il désigne par le mot laliu cinohiiiienliun,
(*) Essais d'.iiilhrnélique morale, p. Gq du toiuc IV du Supplément de l'Histoire nalui-fl II', édition iii-î".
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csl en raison inverse du bien antérieur (*). Il conçoit «•nsuilo (ju'un bii-n queleontjuc est produit par l'accumulalion d un nombre infini de petits accroissements dont chacun y ajoute nn dei^rt3 d'importance proportionnel à son rapport avec le capital déjà formé. La somme de tous ces degrés compose l'importance ou la valeur morale de la somme produite ainsi. En désignant par a les petits accroissements du capital, par <7. a', «", a"\. . . .r, ses valeurs successives, et par A un nombre constant, l'importance du capital x sera exprimée par la suite
/a k -X fi a. /"a k a
dont la somme, lorsqu'on suppose a infiniment petit, s'obtient avec la plus grande facilité par le calcul intégral.
{J oyez la Note III. ) Avec ce secours, on trouve Al - pour
la mesure de l'importance clierchée.
Pour s'assurer que cette mesure remplit la condition demandée, il suffit de connaître le développement du logarithme en série {voyez le Complément des Éléments d'Algèbre) ; car si l'on suppose que x se change en x-Ha,
l'expression 1-, devenant 1(" U s'accroilra de la
quantité
tandis que la suite posée plus haut s'augmentera du
koc. . 11'
terme — ; et ces accroissements approclieront a autant
plus de l'égalité, que a sera plus petit.
Le diviseur a désigne ici un bien primitif au-dessous
(*) Commcntaiii Àcademiœ PctiopolUaniv, t. V, p. 175.
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duquel ne saurait lomber la valeur de X, qu'on ne peut pas supposer négative; car, comme le remarque BeruouUi, il n'y a que l'individu mourant actuellement de faim, duquel on puisse dire qu'il ne possède rien absolument. « Celui qui se procure en mendiant une somme » annuelle de lo pièces dor n'en accepterait pas 5o, » bOus la condition tle renoncer à ce moyen de gagner sa » vie, aussi bien qu'à tout autre. Il en est ainsi de ceux » qui ne vivent qu'en empruntant. Pourraient-ils s'in- » terdirc à jamais cette ressource, moyennant une somme » plus considérable même que celle qui les libérerait de » leurs dettes ? Si donc le mendiant et l'emprunteur ne )) veulent pas renoncer à cette sorte de profession, le pre- » mier, à moins d'un capital de loo pièces d'or, et le » second, à moins d'un capital de looo, nous regarde- » rons l'un comme riche de loo pièces et l'autre de looo, » quoique, dans le langage ordinaire, on dise que l'un » n'a rien, et l'autre moins que rien. » En général, le bien possédé par un individu est au moins représenté par la subsistance qu'il tire de l'emploi de sa force et de son industrie, et ne s'anéantit qu avec sa vie.
77. Si nous représentons par > liniportance du capital X, et par ) ' celle du capital x', nous aurons
Supposons maintenant, comme dans le n" 73, que a soil un bien et a une somme éventuelle quelconques ; en posant X = a^ x' = a -\- y. et .r'=: a — a, l'importance de la somme y. sera exprimée par
k 1 •, comme gam , k \ > comme i>erte,
et négative dans le dernier cas.
Pour déterminer la perle x dont liniportance serait
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«'gale à celle du f^ain a, nous considérci'ons qu'il s'ai^ii ici (le la valeur absoltu; de celle iinpoilaucc, indépcn-
dainmenldu siguc : et comme Al '- csi une ciuaulilé
négative, Jious poserons
, , fi — .'■ , , /•/ 4- a , , , a n -{- a.
— A I = /, 1 , d on z=
IX
et X z=
Celle valeur est la même que celle qui résulte de 1 liy- ])Otlièse de Bullbn, quoique d'ailleurs cette hypothèse fasse croître bien plus rapidement que celle de lîernoulli rinq)orlance des pertes. Ainsi deux hypothèses, fort éloignées l'une de l'autre, satisfont doue aux seules conditions que le sujet impose au premier coup d'oeil, savoir: celle de diminuer le prix des sommes éventuelles, à mesure que le bien antérieur est plus considérable, et de donner plus d'importance à la perte qu'au gain. On pourrait trouver une infinité d'autres hypothèses qui en feraient autant; mais celle de Bernoulli paraît la plus plausible, parce qu'elle descend aux éléments mêmes dont se forment les capitaux, et que c'est en effet par les trèspetites sommes qu'on peut perdre ou gagner avec indifférence, que le sentiment commun fait apprécier les divers états de fortune. « Il s'embarrasse, dit-on, de perdre un » écu, comme moi de perdre un sou. » C'est comme si l'on disait : « Un écu est à sa fortune ce qu'un sou est à » la mienne. »
78. Aux valeui's absolues des sommes attachées à des événements incertains, Daniel Bernoulli substitue les valeurs morales, ou l'importance des capitaux résultant des modifications que ces événements apportent à la fortune du joueur. Si, par exemple, des événements dont les probabilités sont c, y, i,', doivent produire des sommes «,
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|3, y, et que (t désigne le bien antérieur, au lien de l'espérance mathématique
ca-^-f'^-^g-l (6C), on prendra
\ ei a a
pour la valeur morale de la fortune du joueur qui attend ces événements. C'est là ce que BernouUi nomme la tncsure du sort [mensura sortis)^ et ce que Laplace appelle JoJtune uiorale (*), par opposition à Xhl fortune physique^ c'est-à-dire à la valeur absolue du capital ayant une importance équivalente. En désignant ce capital par X. on aura
Y = À1 — , d'où X = (a-+-a)'(rt + p)/(«-i-7)^,
à cause que e -f- y -h i,' = I (12).
Si Ton cherchait l'équivalent du gain, ou ce que Laplace appelle espérance morale^ il faudrait faire X = a H- x, ee qui donnerait
En développant les puissances et les multiplications indiquées dans le second membre, et se bornant aux termes où les sommes éventuelles a, 16, y ne s élèvent qu'à la première puissance, on trouvera
X = a^+J+s -h a'-^f+s~' [ ex -4-/îi -f- i^v ) — « ,
ce qui se réduit à
x=cac-h/p-^ gy,
puisque e -+-f-\- g= ^^ e -{-/■+■ g — 1 = 0.
Ce résidtat, le même que Vespérance niathi'rnaliquej montre que Y espérance morale a sensiblement la même valeur, lorsque les sommes éventuelles sont très-pelites
( *■ ) Thcoric anah ti(iuc ties Pi obtibiliU-s, p. 43 >•
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par rapport au h'w.w aiiuhiour; c()iisé(|ucncc qu'il ne faut pas ])<.'r(lrc de vue, et (pii suit cgah^nient de toutes les liypollièscs qu'on pourrait faire sur l'iniportauce des sommes éventuelles.
Voici les principales ap[)lications f[uc Daniel Bernoulii fait de sa formule.
79. Premièrenu.Mit, il cherche le sort dun joueur possédant loo pièces, et ayant la probabilité \ d'en gagner ou d'eu perdre 5o. Dans ce cas,
f=-i y=r-, g^ = o, aT=yoo, y. = 5o, fi = — 5o ;
il vient
X = (loo -h 5o)' (5o)'' =: y/5o. i5o = 87 :
ce joueur aurait donc i3 de perte sur son état primitif; elle se réduirait à 6", si Ion faisait a = 200.
80. Dans la seconde question, Bernoulii suppose c[Uori demande à un négociant une somme de 800 pièces pour lui garanti]- (oa assurer) le prix de marchandises dont la valeur s'élève à ïoooo pièces, et (pii, devant élrc transportées par mer^ seront exposées à un risque de perle dont la prohabilité est yj ; convient-il à ce négociant d accepter le marché qu'on lui propose P Pour en juger, comparons les valeurs physiques de la fortune de ce négociant, lorsqu'il court les risques du transport, et lorsqu'il accepte la garantie (ou Vassurcuice) qui lui est offerte. Désignons toujours par a le bien qu'il possède, outre les marchandises énoucées dans la question, et faisons
l'expression générale de X donnera, pour le premier cas,
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Cl a -t- 9200 pour lo second, dans lequel il v a une peile certaine de 800 pièces. Donc, selon que
(fl -f- 10000)'" a^" <Cou^ « -f- 9200,
la garantie proposée donnera un avantage ou un désavantage moral au négociant.
De là résulte une détermination de a ou du bien qu'il doit posséder pour pouvoir rejeter cette assurance, et ce sera la valeur de a qui satisfera à l'équation
-Ll I
(a + 10000)"'" rt" " = a -+- 9200,
puisqu'elle est la limite qui sépare l'avantage du désavantage. Cette équation, traitée par rapport à la lettre r/, suivant les procédés indiqués pour résoudre par approximation les équations numériques, donnera a = 5o43. Tant que le négociant possède moins que cetle somme, la formule de Bernoulli lui prescrit de faire assurer ses marchandises.
11 n'en est pas de cetle formule comme de celle de l'espérance raathémaiique 5 les conditions n'y sont pas les mêmes pour chacun des joueurs ; aussi, pour compléter la solution du problème qui nous occupe, Bernoulli cherche-t-il le bien que doit posséder celui qui offre la garantie (ou V assureur). En désignant ce bien par b, on trouvera que la valeur physique de la fortune de l'assureur est, par suite de sa spéculation,
(^-^ 800)^(^ — 9200)^; el l'égalant à ^, on aura l'équation
{b — Soo)'"'b —9200) = " = b,
qui doit déterminer la valeur de /^ au-dessous di' laquelle l'assureur aurait tort de se livrer à la spéculation qu'il a entreprise : celle somme est ij ^43 pièces.
11 fiudiait (piil en pos6C(.làl au moins 29878. pour
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pouvoir ne dciuancli.'r au iR'gociiiiil que 600 pièces au Heu de 800, les riscpies demeurant les mêmes 5 cl eelui-el aurait tort de rejeter l'offre, tant que son bien ne s'élèverait pas à 20478 pièces. Ces nombres se déterminent comme les précédents, en subsliluaiil seulement Goo à 800.
81. En se bornant à chercher la valeur de l'espérance mathémati(pie, on lrou\e qu'il est indifférent de risquer une somme dans un seul hasard, ou de la partai^^er entre plusieurs hasards ayant la même probabilité que celui-ci.; par exeuiple, de la placer sur un seul vaisseau, ou de la répartir entre plusieurs, lorsque le risque de perte est le même pour tous ces vaisseaux. En effet, a désignant cette somme, /' le nombre des vaisseaux, dont, sur m -f- «, il s'en perd //, toutes les chances de leur arrivée seront comprisi;s dans la formule
[m -\- ny^ m'' -\ 111''''^ n H ^ m''~^ iv
la juise a étant partagée entre les r vaisseaux, l'arrivée de
tous ces vaisseaux vaudra une somme — ; celle de /• — i,
une sonmie (r — i) ~ ' ^^ ainsi de suite. Multipliant donc
par ces sommes les termes qui leur correspondent, on
verra sans peine que le produit revient à ma m''~'
mai m
et divisant par [m-{-ny, il en résultera pour
l'espérance mathématique, de même que si l'on n'avait considéré qu'un seul vaisseau.
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Oiiand on s'en ûcul à ce premier aperçu, sans taire entrer en considération la plus ou moins grande possibilité de répéter les épreuves, la formule de BcrnouUi ])araît plus d'accord avec l'opinion commune, qui porte à diviser les sommes aventurées. Pour le montrer, il détermine successivement le sort d'un marchand qui, possédant 4000 pièces, et attendant par mer pour 8000 pièces de marchandises, fait charger ces marchandises, soit sur un, soit sur deux vaisseaux, dont la probabilité d arriver est ~. Dans le premier cas, la valeur pliysique de la forlune de ce négociant est
(12000)' " (4ooo)' " = lo^Si.
Le second, offrant trois événements composés dont les probabilités sont (7^)^, a-^.-pj-, [j^)- (20), ce qui donne a = 8000, |5 = 4000, y = o, conduit à
(12000)""' (8000)'"" (4000)"'" = iio33.
En retranchant de ces sommes les 4ooo pièces, bien antérieur que possède le négociant, on aura ôjSi et joSS pour les valeurs morales des sommes éventuelles qu'il attend. Par la formule de l'espérance mathématique, on trouvera 8000X77^=7200, somme plus forte, mais dont les résultats, tirés de la formule de Bernoulli, s'approcheront d'autant plus ({ue les marchandises seront réparties sur un plus grand nombre de vaisseaux.
82. Ce géomètre termine le Mémoire dont je donne l'extrait par la solution du problème qui lit nailrc les premiers doutes sur lévalualion de l'espérance mathématique, adoptée sans discussion par les inventeurs du calcul des probabilités. Il fut proposé à jMoutmort par Kicolas Bernoulli (*), cl reçut le nom de problème de Pctcrsbourg , à cause sans doute de la mention qu'en a
(") Analyse des jeux de hiistirJ, p. '|(v.!, .'i^' prolilénu'.
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l'aile Daniel lîcmoulli dans les Mémoires académiques de celle ville. Voici l'énoncé qu'on y trouve : Pierre, se proposant, de jeter en Vair une pièce de monnaie, promet de donner à Paul i ducat si, dès le premier coup, cette pièce étant tombée montre la face; i , si cela n\irrive qu au deuxième coup ; 4, si ce nest qu'au troisième, et ainsi de suite, en doublant à chaque coup. On demande la sort de Paul. Celle soiie de jeu se nomme en français croix ou pile, pile désignanl la face qui doit paraître : il revient au jet d'un tlé qui n'aurait que deux faces .
En appliquant le calcul aux conditions indiquées cidessus, on trouve pour Paul les probabilités
de gagner
I, 2, 4 >• • • > '?'""' ducats,
selon que pile n'arrivera qu'au
i*""", '.>,", ^''j . . . , n" coiq) :
son espérance malhématique de gain vaudra donc III, I n
Or, puisqu'il n'est pas impossible que pile n'arrive qu'après un nombre de coups plus grand que tel nombre qu'il plaira d'assigner, ne s' ensuit-il pas qu'avant de commencer le jeu il faut supposer ce nombre infini? La mise de Paul doit donc être infinie 5 mais quel homme sensé voudra risquer à ce jeu, non pas une somme infinie, ce qui est absurde, mais même une somme tant soit peu forte? \oilà le paradoxe que les géomètres ont clierché à expliquer ou à éviter.
Quelques-uns ont pensé qu'où lèverait toute difticulté, soit en fixant pour le maximum de gain un somme telle-
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mont grande, qu'on dût regarder comme absolument inutile tout ce qu'on pourrait y ajouter, puisqu'on n'en saurait faire aucun emploi , ou bien en fixant une probabilité assez petite pour qu'on pût la considérer comme nulle, et regarder comme inq:)ossiblc révénemenl auquel elle répond. Par la première considération, on place le terme du jeu au coup dont le gain rapporterait la somme prise pour limite de celles qu'il est utile de posséder. Cramer proposait pour cette limite le nombre marqué par
en prenant l'écu pour l'unité. Si Ton y substituait le ducat, employé dans l'énoncé du problème, le jeu finirait au 25" coup, et la mise de Paul se réduirait à 12^. Mais si l'on regarde comme superflue toute augmentation faite à la somme 2^'*, pourquoi ne se bornerait-on pas aussi bien à la somme 2^^ — i , qui en diffère si peu ; et, continuant ainsi de proche en proche, où s'arrèterait-on.'
Si Ton voulait terminer le jeu lorsqu'il y a une probabilité tiès-voisine de l'unité que pile a dû arriver, et une probabilité contraire aussi petite que celle qu'on est convenu de regarder comme nulle, en prenant 77-^77 pour celle-ci, le jeu devrait finir au iS*" coup, puisque la probabilité de n'amener pile qu'au 14*^ est- , ^ls\ . Dans cette détermination, la mise de Paul ne serait que de 6^ ducats ; mais si l'on regarde comme nulle la probabilité 77^77, et la fraction -^j~ comme la cerliliule morale, ainsi que le voulait lîuffou, que fera-t-on pour les probabilités ~^^ et 77777, qui diffèrent trèsqicu de la précédente? 11 est donc impossible d'assignei- des limites aussi fixes à des évaluations qui conservent toujours quelque chose de vague. Je reprendrai ces considérations dans la suite; mais ce que je viens de dire suffit pour conclure, avec Daniel Bernoulli et Condorcot, qtu^ les explications précédentes sont ]^('U fondées.
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8t{. La foriuiilc de lîornoulli cnlre mieux dans la diflicullé, parce qu'elle ne met aucuu terme à la durée flu jeu. Kii désignant par a le bien de Paul, et par x ce qu'il doit iiiclire au jeu, son avoir sera, si pile arrive au
i'"" coup, (i — x-)-i; au î'', a — .j-f-2; au 3", n — x-{-\...,
correspondant à des probabilités
ce qui donne pour la valeur physique de la fortune,d'après les eoudiliousdu jeu,
X = (rt — .r -j- i)-^ (fl — j; + 2)^ (« — j:-+- 4)\ . . ,
(ju'il faudra égaler au bien anléricur «7, pour exprimer que le sort de ce joueur n'est pas changé : on aiua donc l'équation
(i = (a — .r + i)- (rt — or -f- 2)' (rt — x -\- ^)\ . . ,
dont le second membre doit renfermer un nombre inllni de facteurs.
On ne tirerait pas aisément d'une semblable équation les valeurs de x; mais en faisante — ■j!: = rt', elle devient
« = («'+ i)^ («'-f- -îY («' + 4)^ (n'+ 8)"^. . . ,
et conduit à la valeur de a par celle de «', d'où Ton déduit ensuite celle de x. On peut la mettre sous la forme
«=rI^2^4^8'^..
où l'on voit que les facteurs du second nombre décroissent toujours, et ont pour limite l'uni lé, puisque dans leurs
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expressions générales
" — ' ■X ' et H
lexposanL tend à s'auéanlir.
Si l'on prend les logarithmes de chaque nienil>ic, il viendra
La série qui niulliplle 1 2 se décompose en
la première partie du second membre a donc pour limite I2. Quant à la seconde partie, elle devient assez convergente lorsque a' n'est pas considérable, et finit par décroître plus ra})idement que la progression par quotient Y, 7, etc., parce que le logarithme de i-\-z approche de plus en plus d'être proportionnel h z, lorsque celle quantité est une fraction qui décroit sans cesse; et comme alors 1 (i 4- 2) <^ 0,434^5 il est facile de s'assurer que la valeur de a reste finie tant que a' est iini , ce qui détruit le paradoxe.
Quand on fait a' = 0, on obtient a= 2 ; cela veut dire que si Paul ne possédait que 2 ducats, et qu'il les mît à ce jeu, la valeur morale de son avoir ne changerait pas.
Si 1 on pose a — x= 100, et (pi on emploie 10 termes, on trouvera (jue a = io4,38, à moins de -—-ô V^'*^^ '■> ^^^^^ .r = 4,38 (*).
(*) Après des calculs un peu ililTorenls des précédents, on lit dans la Théorie anal) tique d.is Prohubililrs (p. /|'|i), rt= 107,89; mais la dilïercncc ne vient que de la diveisilé dos données : Laplace suppose que si la face est amenée au premier coup, Pic rre domu^ ■>, nu lieu de 1 que porte l'c-nonec' lie la pa;;e 1 '.').
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8i. De cv qiu; la lorimilc de Daniel ncnioiilli paraît satisfaire assez bien aux diverses éjneuves où nous l'avons mise, s'ensuil-il cjn'il faille la suhsliliuîr à eelle de l'espi'ranee matliémali(|ue? Condoreel ne le pensait pas, et, avant lui, Nieolas Bernoulli (neveu de Jean) était du nu^'uie avis. Voici Texjjosé de leurs motifs : jNi(olas Bernoulli ne voyait dans les résultats de la première de ces formules que des conseils propres à éclairer les personnes qui voudraieut se livrer à des spéculations sur h; hasard, et non pas des règles pour établir un partage équitable entre les joueurs. Daniel Bernoulli , qui nous fait connaître cette opinion de Nicolas, déclare lui-même, au commencement de son Mémoire, qu'un tribunal devrait suivre d'autres principes (juc ceux qui servent de fondement à sa formule. P/acer deux joueurs dans une siluation telle, qu aucun d'eux n'ait V avantage s urV autre, ce que fait la règle des paris, est aussi ce que prescrit la justice rigoureuse (*). La formule de Bernoulli, qui met nu contraire une dilférence entre les deux joueurs, en favorisant celui qui a le moins de fortune, est destructive de toute convention de jeu. L'une des pariies, en consultant
(*) Qnod cùin nulla sit ralio, cur expectanti plus Iribui debeat «ni quàin alteri, unicuique a?qiia3 sint adjiidicandte partes; raiioncs autem nullas considerari, quœ personarum stalum respiciant, solasque illas perpendi, quœ ad conditiones sortis prrtineant. Taleni senlentiain fi-ranl judiccs supicmi publicd auctorilate conslituti, at l'ero hoc loco non judicia sed consilia danda sunt ; regulœ nempl-, quibus quisque suam sibimet œslimarc deher.l sorlrm pro diversà reiuin suaiuin conslitulione. Voilà sous quel point do vue Daniel HernouUi présente ses principes fp. 175-17G du IMénioire cité p. 117).
Voyons à présent ce qu'il rapporte de la lettre de Nicolas Rernonlli : Is verb teslalus est nequaquam sibi displiccre nieam de wensurd sorlium scn~ tenliam, si modo quivis sua: soi lis œsiimator sit; aliter verb se rem habere, si terlius instar judicis secundùm œquitatem et justitiam unicuique coUusorum sorlein assignare debeat. Et il ajoute : Id ipse pariler in § 2 erposui (p. 189-190 du Mémoire cité).
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ses intérêts et sa situation particulière, peut bien sentir que la perle lui portant un plus grand dommage, il lui serait avantageux de diminuer sa mise et d augmenter son gain : mais l'autre partie peut-elle consentir à un pareil arrangement? Le mal ne serait pas grand, sans doute, s'il résultait de cette difficulté de s'entendre un affaiblissement dans le goût du jeu ; mais, pour prononcer sur le mérite de la formule de Bernoulli, il faut examiner si la théorie ordinaire des probabilités ne motive pas aussi bien les conseils donnés par le seul emploi de la raison.
Cette théorie établissant la nécessité de répéter Tépreuve du hasard un nombre de fois de plus en plus considérable, pour atteindre à des probabilités un peu fortes de ne pas perdre au delà d'une certaine portion, non de la première mise, mais de la somme de toutes ((j8, 71), somme qui va toujours croissant, n'en résulte-t-il pas naturellement le conseil de ne pas aventurer des sommes considérables dans lui jeu même égal, lorsqu'on ne peut pas en répéter souvent l'épreuve, et par conséquent de n'exposer chaque fois qu'une très-petite partie de ce que l'on possède? La formule de bernoulli, dira-l-on, fait plus : elle donne une mesure précise de l'inlluence que ce conseil doit exercer sur le joueur. A cela on peut répondre, d'après ce (jui a dc^à été dit dans le n" 7o, ({u'il ne faut pas attacher à des valeurs numériques déduites d hvpothèses qu'on peut varier de bien des manières plus d'importance qu'elles n'en ont réellement ^ et Daniel Bernoulli m'en foui'nira lui-même la preuve. 11 observe (ju'uu homme dénué de fortune, n'ayant que la probabilité ^ de gagner une somme de 20000 francs, par exemple, aurait tort de ne pas céder celte espérance pour qooo francs, quoique la valeur en soit 10 000 francs, suivant la règle ordinaire. Voyons ce que donne celle de Bernoulli. Soit toujours a le bien antérieur; I.1 fortune phvsique du pos-
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Souvenons-nous c[uc a ne peut jamais être nul (76), ei faisons a= 5ou francs, ce qui est l)ien au-tlessons du capital le plus faible auquel puisse répondre le prix annuel de l'industrie d'un homme-, nous irouveions
y/5oo.2o5oo = 3202 environ,
d'où retranchant 5oo, il restera 2702 francs, somme trèsinférieure à 10000 francs 5 mais pouvons-nous dire que c'est bien là le minimum de ce qu'on peut accepter en échange de l'espérance proposée? Ne peut-on pas se trouver dans une situation ([ui impose l'obligation de se contenter à moins? JN 'est-ce pas avec raison que Bernoulli lui-même dit que 2400 pièces, pour un homme qui en possède déjà aulanl,mais qui en a besoin de 4800 pour racheter sa liberté, ont beaucoup plus de prix que pour celui qui ne possède rien, mais qui est libre? De semblables circonstances ne peuvent être soumises au calcul, et c'est abuser des formules que de les employer à une telle évaluation. N'oublions pas que c'est seulement comme valeur moyenne, comme ayant la plus grande probabilité relativement à toutes les autres, que Vespérance nialhcniatiqiie est prise pour mesure du sort.
85. Considérée ainsi, la formule de l'espérance mathématique ne peut être employée qu'autant qu'il peut exister une valeur moyenne propre à ix^mplacer la valeui léelle, qui est inconnue; or cela n'a pas lieu pour le jiroblème de Pétersbourg (82). Un jeu dont la décision embrasse un nombre infini de coups successifs, et qui, paiconséquent, ne saurait être considéré comme devant se répéter, ne comporte point, par cette raison, de valeur moyenne des événements divers qu'il peut amener. Il nv faut pas même en reculer la limite à l'infini pour sentir
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l'absurdité qu'il y aurait à faire usage d'une valeur moyenne. On a déjà vu que Paul ne doit mettre au jeu que 6 Y ducats, si 1 on borne le jeu à 1 3 coups ; mais alors si pile n'arrive pas, Pierre devrait donner '2^-=4^g6 ducats, somme dont la perte ne serait réparée que par le gain d'un nombre de parties trop grand pour (ju on puisse en concevoir une espérance raisonnable. Si Ion allait jusqu'à 27 coups, l'unité étant i centime seulement, la mise de Paul ne serait que de i^j centimes, et Pierre pourrait perdre i 34^ i77*'^,285 la probabilité de celte
perte étant — serait extrêmement petite, mais non pas
encore nulle.
La formule de l'espérance mathématique, entendue comme elle doit l'être (G6), paraît donc d accord avec les notions les plus saines sur le jeu, admet les conséquences de ces notions et fortifie les leçons de la prudence, en conduisant toujours à la nécessité de ne risquer que de petites sommes à la fois, ce qui ne permet de faire du jeu qu'un amusement sans conséquence. Si 1 ou s'écarte de cette sage réserve, la règle ne peut plus que mettre une parité exacte de danger entre des hommes avides, dont chacun spécule sur la ruine de l'autre : c'est une sorte de duel dans lequel il faut égaliser les armes-, car, suivant Tobservaiion très-jusie de Condorcet, le but de Tappréciatiou des événements livrés au hasard est atteint quand les joueurs sont placés dans le même état j mais on ne saurait faire que celui d'un homme qui joue soit le même que s il ne jouait pas.
Si donc la prudence permet de se livrer à des spéculations sur les hasards, ce ne peut être qu'à celles qui, par leur nature, doivent rapporter au delà de ce que les probabilités assignent pour l'espérance mathématique. Alors, suivant l'observation du n" 09, plus l'entreprise est répétée, plus la probabilité du succès augmente. De pareilles
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spi'culalioiis, dans les jeux proprement dits, blessent les lois de la probité, et si des considérations particulières engagent les gouvernements à les tolérer, l'opinion publique, plus sévère, doit les llétrir; mais il en est tout autrement des spéculations de commerce, des assurances et de toutes les entreprises où le bénéfice est acquis comme salaiie d'un travail utile et en échange de valeurs réelles.
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SECTION SECONDE
DÉTERMINATIO DE L.V PROBABILITÉ \ POSTERIORI, C'eST-A-DIRE LORSQUE LE NOMBRE TOTAL DES CHANCES EST ILLIMITÉ, ET QUE SES RAPPORTS AVEC LE NOMBRE DES CHANCES DE CHAQUE ESPÈCE SONT ASSIGNABLES.
86. Quand on ne connaît point la forme du dé ou la condition de l'urne f{ui produit les événements observés, il faut, pour remonter à leur probabilité, considérer toutes les formes ou les conditions dont ils peuvent résulter, afin d'en déduire une sorte de probabilité moyenne qui approchera d'autant plus d'être la véritable que le nombre des observations sera plus grand (IS).
Si, par exemple, on a tiré successivement d'une urne 3 boules blanches et i noire, en ayant soin de remettre chaque fois la boule sortie, qu'on sache que le nombre total des boules est 4? l^nt blanches que noires, mais qu'on ignore combien il v eu a de chaque sorte, on pourra faire, sur la condition de cette urne, les trois hypothèses ci-dessous :
3 boules blanches, i iioirc, d'où <• = -. /= —:
2 boules blanclies, i noires, d'où r = ^- /"=r— :
I boule l)lanclic, 3 noires, d'où f'z=— , /"=;-:
e désignant la probabililé de l'arrivée d'une boule blanche, y celle de 1 arrivée dune boule noire. La probabililé de révénement composé de la sortie de 3 boules blanches et de 1 boule noire, étant exprimée par 4<'V (--); ^^'
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La dernière liypolhèse, qui domie la plus pclile pi'obabilité pour CCI évcncmenl composé, est aussi en elle-même beaucoup moins probable que les deux autres liypolbèscs; car si l'urne ne contenait qu'une seule boule blanche, il faudrait que cette même boule fût sortie trois fois de suite : ou conçoit qu'il y aurait moins de difOculté s il v avait a boules blanches, et encore moins s'il y en avait 3. La facilité avec laquelle chaque liTpolhèse amènerait les événements observés donne nalurellement la probabilité de cette hypothèse; car, plus elle offre de combinaisons favorables à la production de ces événements, plus on a occasion d'en répéter le jugem<înt de possibilité (o et 6). C'est ainsi qu'on a posé pour principe que les probabilités des causes [ou des hypothèses) sont proportionnelles aux probabilités que ces causes donnent pour les événements observées {*).
Dans l'exemple actuel, les probabilités des trois hypothèses établies sont proportionnelles aux nombres 27, 16, 3; leur somme doit être d'ailleurs égale à l'unité, puisque l'une de ces hypothèses a nécessairement lieu (8) : il suit donc de là que chacune des probabilités dont il s'agit est égale au nombre qui lui correspond, divisé par la somme des trois nombres, ce c[ui donne les fractions
( * ) Cet énoncé se trouve dans le tome VI des Savants étrangert{p. GiVj. lîayes, dans les Transactions philosophiques de 1763 (p. 370), et Frice, dans celles de 1764 (p. 296% s'étaient déjà occupés de ce sujet; mais Laplace l'a réduit le premier à la forme analytique sous laquelle on le traite maintenant, qui en facilite et en généralise beaucoup les applicalioHb.
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On pciil (lircr aussi (|U(', sui- les cfunbinalsoiis foiiruics par l'ensemble des hypoihèses, les 27 -f- i6 -f- 3 =: 4^ ^ui s'accordent avec les événements arrivés sont les seules possibles, et que la probabilité de chaque hypothèse se détermine comme celle d'un événement, en divisant le nombre de cas où elle peut avoir lieu par celui de tous les cas possibles, ce (|ui donne les mêmes fractions (jue ci- dessus.
Enfin, il faut remarquer encore que ces fractions, ou les prohahilitès des rlwei.u-s Itypollièses, se forment en divisant la probabilité de V événement composé, calculée dans chaque hypothèse, par la somme de ses probabilités dans toutes les hjpothèses (*).
Il est facile de voir que cette règle est générale; car si l'on désigne par h, h\ h", h"' les probabilités des diverses hypothèses d'amener l'événement composé qui a eu lieu, et parrt, a\ a" ^ a" les probabilités (jue chaque hypothèse donne pour ces événements, on aura
d'où il résulte
T représentant a -f- «' H- ce' H- a"^
87, Quand on a déterminé la probabiliié de clxaquc hypothèse possible, on en déduit facilement la probabilité
(*) En traitant l'exemple ci-dessus, Condorcel, île qui je l'ai cn\pnxnté {Elénifiils du Calcul des Probabilités, p. Gô), fait cinq hypothèses, c'est-à-dire toutes celles qui peuvent se présenter quand on n'a pas égard aux événements observés. En elVet, on peut alors supposer i|ue les/) bouler sont blanches, ou qu'elles sont noires ; mais comme ni l'une ni l'autre de ces dernières hypothèses ne saurait amener les événements observés, elles donnent zéro pour leur probal)ilité, ce qui ne change rien au rettiillat olitonu l'i-dessus.
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fies cvcnemeiils (|ui peuvent nrriver niix lira^<'S suivants; dans noire exemple, celh; d'amener au 5'' lira£;e une l)Oulc hianclie ou une boule noire. II n'esl pas difficile de voir (pie ce problème revient à cekii du n" 18, et se résout par les probabilités composées. Les trois hypolbèses établies peuvent être considérées comme trois urnes dilïérentes, de l'une desquelles doit nécessairement sortir l'événenient attendu. La probabilité de cet événement se composera doni' de celle qu'il a dans chaque hypotlièse, multipliée par celle de l'hypothèse : ainsi l'on, aura pour la sortie d'une boule blanche, au 5'' tirage,
et pour celle de la sortie d'une bonle noire,
On trouverait de même, pour tout autre exemple, que hi prohahilité (1^111 nouvel éi^énemeiit simple s'obtient en calculant, d'après les événements passés, la prohahilité des dii'erses hypothèses possibles, et faisant la somme des produits de ces probabilités par celles de r événement, prises dans chaque hypothèse.
88. Pour construire des formules générales sur les principes énoncés précédemment, il faut d'abord observer que, dans les événements naturels, le nombre total des chances doit être regardé comme infini, et toutes les probabilités simples, c'est-à-dire tous les rapports compris entre o et i, comme possibles tant qu'on est dans l'ignorance absolue du véritalde ou de limites plus étroites entre lesquelles il se trouve renfermé. C'est donc dans un nombre d'hypothèses considéré comme infini qu'il faut déterminer les probabilités de révéncmenl composé qui a eu lieu, et voici de (jucllc manière on y parvient.
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Soient A (Jl H deux événcincnls contradictoires, doiii l'un est arrivé m fois et l'autre n fois. Supposons lunilé divisée en parties Irès-pclites représentées par a, et concevons que la probabilité simple de l'événement A puisse être l'un quelconque des termes de la série
a, 2 a, 3a, /[ v., etc. ;
enfin, pour abréger, désignons par C le coefficient du terme atiecté de e"'f" dans le développement de (e-|-/)"'+". Cela posé, les diverses probabilités de révénement composé de m fois A et de // fois B formeront la suite
Ca'"(l — a)", C(2a)'"(l — 2a}", C(3a^i'"fl — 3a)",..., C(l— a)''a",
dont un terme quelconque peut être représenté par
Cj"'"(i — x)" \ la somme
C[a"'(l — a)«+(2a)'"(l — 2a)"-H(3a)"'(l — 3ay'-f-... + (i — a)"'a"] = C/
sera le dénominateur de la probabilité particulière de chaque bvpollièse (86). La somme J" augmente à mesure que a diminue, et tend à devenir infinie j mais si on la divise par le nombre des termes dont elle se compose, et
qui est -•) le quotient af reste fini, et devient susceptible d'une limite assignable, ainsi qu'on peut s en assurer par la considération des courbes et le calcul intégral [voyez Note III); de plus, le sujet étant trèsimportant, je vais exposer, pour les lecteurs qui ne connaissent point ce calcul, le procédé par lequel Condorcet y a suppléé dans cette occasion (*).
Lelermegénéral étant alors représenté par xx"'[i — x)", on suppose que la somme de tous ceux qui le précèdent,
(*) Élémenls du Calcul des Probabilités, p. 70. Ce procédé n'est, dans le lait, quiinc vérification du résultat donné par le calcul intégral; mais il est utile de ramènera l'Algèbre ordinaire la démonstration d'une formule sur lanuellc repose toute celte jiartie du calcul des probabilités.
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cl dont le nombre; est - — i, soil exprimée par
A.r'"+' ( 1 — x)" -h B.r'"+=( i — x}"-' -+- Cx'"-*-^ ( i — a-)"-= + . . . ,
A, lî, C, etc., clésii;iianl des coeiricicnts indélermiiiés, liypolhèsc que le calcul jusliiie. Si Von fait croître x de la (juanlilé a, celle somme deviendra
et si roii en retranche la valeur précédente, il restera 1 accroissement qu'elle a reçu, et qui est précisément le terme ocx'" [i — .r)" : on aura donc cette équation
A[(x + a)"'+'(i— ,r — a)" — jc"'+'(i — x)" ] B[(.r4-a)'"+'(l— a: — a)""' — .r"'+=(i — ,r)«-'] C[{x + a.)"'+^{l—x — y.)"-' — .r"'+3( , _.^y.-2j_^_. . ::= cr..r"' ( i — .r)".
Pour développer commodément cette équation^ on fera i — .r = s, et l'on observera que la seconde ligne peut se tirer de la première en changeant A en B , mH- I en m H- ?., n en n — i, et ainsi des autres. En ne s'occupant donc que de celle-ci, on obtiendra les expressions
A (JT H- a)"'+' ( z — a;" z= A [.r'"+' + [m -\- i) ax'" + . . . ] [z" — n y.z"-- + . . . = A x"'+'z" -\-{m -\- i) A y.x"'z" — «Aajc'"+'z''-' -f- A'a' -h A^a' + .. . ,
où les termes contenant les puissances de a supérieures à la première sont seulement indiqués. Retranchant du dernier résultat le terme Ax"'+^ (i — .r)" = Ax'""''*^", il restera, pour la première ligne de l'équation (I),
(m -f- i) Aa.r"'z" — « Aa"'+'.3"-' + A'a= -h . . . . On voit par là ([ue lous les termes de celte é(jiiation sont
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divisibles par a, cii sorte qu'elle se réduit à
H- B[(w +'2)x"'+'z"-' — (rt— i)x"+'z'— '] -h B'y. -+-. . . 4- C[( w + 3)x'"+'z"-' — {n — 2)x™+V-»J -+- C'y. -f- . . .
Cette même équation subsistant toujours, quelque petite que soit la valeur de a, s'étend, lorsqu'on y fait a = o. au
cas où le nombre -des termes de la suite devient infij)i ; a
et comme elle doit avoir lieu quel que soit x, il faudra
l'ordonner par rapport aux quantités x et z, ce qui lui
fera prendre la forme
[(w+i) A — i]x"'z" — [riA — {m -j- 2)B] .r"+' z'—' — [(«— i)B — (w-j-3)C]a.-"+'z''-' — . . . = 0.
Alors, en égalant séparément à zéro les coefficients de chaque terme, on aura
(w 4- I ) A — I =: o, d'où A = 1
/Il -+- I
fiA — (ni + i)'B = Oy B =:
La suite
a[a"' ( I — a)" -|- (•>. a)'" (i — •>. a)" . . . ^ (x — x)'\i — .r -\- a)"] a donc pour limite
x">+' ( I —.r)" n.i:"'+- 1 1 — jrV'-' // (,i — i l.r'"^-- ( i — x)"- -
(/// H- I ){rn -h 2^ (/// -h 3) . . .(///-+-// 4- r,
car la valeur de celle expression nail avec la série, puis-
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t|irolle s'anéantit lorstjuc x = o, ainsi (|iic le icrnic! i^a'-iic-ral cix'" {i — x)" [*).
11 faut remarquer que celle série s'arrête à x — a ; pour la pousser jusqu'.à .r, il faudrait y ajouter le tt-rme général a.i'" (i — x)'\ qui d(!vienl d'autant plus petit que a diminue, puis([ue d'ailleurs x ne saurait jamais passer i : on peut donc, à la limite qui répond h a = o, comprendre ce terme dans la série, et substituer pour x sa dernière valeur. C'est ainsi que pour avoir la série complète, il faut faire .r = i, ce ([ui donnera
// (« — \) (n — 2) ... I (/« -\- i){in-\- 2) [m + 3) . . . {rfi -H « + l ) '
telle est la limite des valeurs de af.
89, Devant faire nn fréquent usage de l'expression de la limite considérée ci-dessus, je représenterai cette limite par S^"'" , lorsque j'y regarderai x comme indéterminé; mais dans les autres cas, j'indiquerai la valeur qui répond au dernier terme. Ainsi l'cNpression S,"'' désignera la limite de la série prise depuis le terme où x = o jusqu'au dernier terme où .r = i ; sa valeur est la formule qui termine l'article précédent, s','"'"^ désignerait la limite
de la même série, arrêtée au terme où x = \. Il suit de Là que
donne la limite de la somme de tous les termes de la série af^ à partir de celui où x = \ jusqu'à celui où X = 1.
Les valeurs de ces expressions se simplifient beaucoup lorsque ?i = o:\e développement général de la page précé-
(*) Ceux qui savent les règles du calcul intégral verront bien que l'observation ci-dessus a pour but de montrer qu'il ne faut pns ajouter de constante arbitraire à l'expression trouvée.
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clcnle se réduit à son premier terme : cl ;i
'■ ni-h i
cause de (i — x)'^ = i, on a
s , = î et b , — ,
ni + 1
quand on a fait x =:^ i .
90. Ces préliminaires étant bien compris, il est facile de s'élever <à la probabilité des événements futurs. Suivant ce qui a été dit au u° 86, la probabilité d'une livpothèse ou d'un rapport (j[uelcon(jue x est
En la multipliant par x (87), on en déduira la probabilih-
d'obtenir un événement A de plus, -^ ; —■> dOù
'■'■J l'on tirera ce qui convient à cliaque bypotbèse en particulier, en y mettant successivement a, 2a, Sa, etc., à la place de x \ la limite de la somme de ces résultats sera par
g("' -»-<,") conséquent—!-; , et la valeur du numérateur se dé-
duira de celle de S,"'"\ par le changement de /// en ///-}- 1 . En substituant ces valeurs, il viendra
(m -\- •x)ljn H- 3; .
[m -\- \)(in -\-i\ . . .{m -
après la suppression des fadeurs communs au iIi\itl(Mulc et au diviseur.
Si Ton demandait la probabilité de l'arrivée d'un nouvel évén(>ment B, la probabilité particulière de cet événement, dans riiypotbèse coiicspondanle à .7", étant i — .r.
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«III aiii'.iil les ixpressioiis
Au liou divs iirobabilites et , on
'■ m -{- n -\- z ni -f- « -f- 2
aurait, suivant 1 usage commun, les expressions
1 formées en divisant le nombre de fois ciue chaque •
événement a paru par le nombre total des événements
observés, et rpii ne s'accordent avec les précédentes que
lorsque m = //, auquel cas les quatre fractions ci-dessus
deviennent Y 5 clans toute autre circonstance, la première
évaluation diffère de la seconde. Si, par exemple, m = 3
et /i = 2, l'une donne t et |, l'autre f et I5 mais ce qu'il
faut bien remarquer, c'est que l'évaluation rigoureuse
s'approche sans cesse de l'autre. Cela se voit en divisant
par /« -f- Il les deux termes des premières probabilités 5
elles prennent alors les formes
et
qui ne deviennent et (lU en supposant iniini
le nombre m -\- n.
La diiférence
étant positive lorsque m^ n^ montre que celui des deux événements qui est arrivé le plus souvent augmente sans
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cesse de prol)al)ililé lorscjue les nombres /« et // ronservent la même subordinalion dans leurs accroissements. Le contraire a lieu quand m <^ n. Ces changements sont remarquables parce qxi'iis sont produits par la seule répétition des faits 5 ainsi la tliéoi ie des probaLliilcs à posteriori s'accorde bien avec celle de Bernoulli sur les épreuves successives (34), puisqu il résulte de Tune comme de l'autre que le rapport du nombre des événements A ou B, au nombre total des événements observés, a pour limite leur probabilité simple.
9i. La probabilité que, sur un nombre p de rcnou- ■ vellements du mêjnc hasard, il arrivera un nombre p — q d'événements A, et un nouibre q d'événements 13, s obtient aussi sans difficulté, par les principes exposés précédemment. Dans rhypolhèse correspondante à j:, la probabilité de cet événement composé est exprimée par xP~'i [i — x)'i , si la successio)! des événements simples est déterminée, et par
'—i '- — '- :rP-l(\—x\1 — CxP-1[l —XT,
dans le cas contraire (20) . Cette probabilité élaul iiuilli-
pliée par — j -, probabilité de riiypothèse, on aura
pour celle qu'on cherche,
a.r'"+/'-î(i — .r)"+7 Ca J:'"-^''-? (l — x)"-^1 ; 1 on ; ;
prenant la liuiile de la somme, depuis .r = o jusijU à a: = I , et faisant abstraction du coellicient C <pn est inih'"jXMulanl di; x, il viendra
j^i'"' "' [ni-Jrp—fj-j- i ){ni+p — 7+?) . . . {ni-\-/i-\-p-\~ 1 ^
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expression que ) on peut siniplilier \^a^' la suppicssion des facteurs depuis // |ustpi';"i i, cpii mulliplienl et (|ui divisent eu même tcnii)S, ce ([ui domieia
(« + f/){n-hq — i)...{n-\-i)
Lorsque n^ p — q^ on peut encore €upprinier de même les facteurs depuis rn-i-p — 7 + 1 jusqu'à m -h// 4- i inclusivement, et la formule ci-dessus devient
{m-\r 1) (ffl + 2)- . •(/« -\-p— g) jn-^'l) («4-2j. . .{n-irq \ [m -\- n + 1) [m -\- n -\- Z) . . .{m -\- n -{- p -\- i)
Si 1 on prend pour exemple p = 3, </= i, l'expression précédente donnera la probabilité de l'événement composé AAB, égale à
{m-^i)[m-^i){n-hi)
cl si l'on divise par m -\- n chacun des facteurs du numérateur et du dénominateur de cette fraction, on reconnaî-
ira aisément qu elle tend sans cesse vers -, inol).!
^ [m -{- ny
bilité composée qui résulterait des probabilités simples
m ''/OINT ^ • T
, (-i)- L^ même circonstance a Jieu ])onr
m -\- n m -h fi
l'expression générale, et se prouve en développant cette expression avec le secours des formules qui servent à calculer par approximation les produits formés d'un grand nombre de facteurs : ou trouve alors que si les nombres /// et n sont très-grands par rapport aux nombres p et r/.
,1 1- . mP~in'i , ^. 1 TVT T \
elle a pour limite ; -• ( y oyez la INotel.
Ainsi, plus le nombre des événements observés augmente, moins les probabilités, soit simples, soit composées, déduites des formules précédentes, difl'èrent des
4*^ rdition . 1 <>
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probabilités (l«-lerminées à priori, ou plus les rapports donnés par la succession des événements représentent avec exactitude les probabilités simples. La possibilité de prendre les uns pour les autres s'est olFerte si naturellement à ceux qui les premiers ont médité sur ce sujet, qu'ils Tout regardée comme évidente par elle-même \ mais on ne pouvait s'en rendre compte sans le secours du calcul, qui montre qu'au lieu de 1 égalité conjecturée il y a une approximation continuelle et de plus en plus rapide.
92. Au moyen de la formule que nous venons de construire, on réunit dans une expression toutes les probabilités des événements composés auxquels peut donner lieu un nombre p de renouvellements du même basard : il sulllt pour cela de faire successivement q ■= o, q = \ ^ q =z 1^ qr=?)^ etc. En conservant les coefficients désignés par C, pour laisser indéterminé l'ordre de succession des événements simples, on formera la suite
qui tient ici la place c[ue le développement du liinùme («+_/")'' occupe dans la détermination à pilori îles probabilités pour les épreuves réitérées (22). La somme des termes, depuis le premier jusqu'au terme général
p(p-l)...{p — rf^l) S\
inclusivement, dunncia la probabilité qu il n'arrivera i)as moins de p — q événements A, et pas plus de q événements B.
Quand /i = o et r/ = o. S;"*"*""' devient S;"' == — ~ (89).
Diîs i'r,()iiAnii.iTr:s. 14?
l'I. la foniiulc [)i'(''(t''(l(Mitc se rt'diiit au seul Icrnic
r'csl la probabilité qu'on auia /> fois de suite révéne-
nient A, loiS([u'il a été observé m fois sans iiitenuplion.
Si l'on partage le nombre/.» en parties proportionnelles
aux nombres m et n. savoir : et — - — i lu somme
(les termes de la suite précédente, à partir de relui qui est aflbcté de
»!/' np
jusqu'à celui qui l'csl de
exprimera la probabilité que, sur p renouvellemculs du même liasard, le nombre des événements A ne s'écartera pas, au delà de s, en plus ou en moins, du nombre proportionnel à ni.
93. Avant de passer aux applications, je dois encore montrer, comme je Tai annoncé en commençant cette section, que les probabilités déterminées h posteriori sont une sorte de probabilités moyennes : cela suit en effet de la manière de les obtenir, et jette un nouveau jour sur leur nature. L'expression Cx'" (i — x)" (22) étant la probabilité d'amener m événeineiits A cln événements f?, lorsque leurs probabilités simples sont x et i — x, la somme de ses valeurs calculées dans toutes les bvpolbèses possibles, divisée par leur nombre, en donnera la valeur moyenne [Traité élcnientaire d Arithmétique, règle d'alliage). Mais, faire la divisioiî d'une somme de quantités, c'est la même chose que de diviser séparément chacune de ces quantités, et dajoulcr ensuite les quo-
lO.
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lients: ot quand on divise l'unilé en parties égales à a, le nombre de ces païUcs est c\idemment -; or
l'expression CS^,'"'"^ (89) peut donc être regardée comme (elle d'une valeur moyenne prise entre les diverses probabilités qu'aurait, dans toutes les hypothèses possibles, révéuement composé qui a eu lieu.
Toutes les expressions subséquentes se déduisent également de ce point de vue. S'agit-il de la probabilité d'obtenir un nouvel événement A, la probabilité simple de celui-ci étant désignée par x, celle du nouvel événement composé sera
Cx"'{\—nY.x=Q.x'''+'[i — xY (S^),
expression dont la valeur moyenne, prise comme ci-dessus, est CS',""^'' "^5 mais cette valeur moyenne, considérée comme la probabilité du nouvel événement composé, doit aussi se former en multipliant celle de l'événement composé qui a eu lieu, par celle d obtenir un événement A de plus (16) : celle-ci est donc égale au quotient de la première divisée par la seconde, ce qui donne
es
CS^'"' "^ S
comme on l'a trouvé dans le n" 90.
Les mêmes considérations donneraient, pour larrivéc d'un nouvel événement B, la probabilité
La somme ile ces deux proJjabilités est égale à limité.
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comme cela doit êlre; car pour faire la somme Je ileiix suites de termes, on peut commencer par ajouter les termes (jui se correspondent dans chacune, et prendre la somme des termes de la nouvelle suite formée par ces additions : on aura donc ainsi
a.r"'-+-' (l — .r)" -f- ax'" (i — x)"+' = ax'" (l — x)''{x -{- l — x)=:</..r"' (i — x)",
et passant aux limites des séries ajoutées et à celle de leur, somme, il viendra
S(m-)-i,;i) „'ni,n-i-i) ^(m,n) ,
d'où
:("',") et"'.")
Sf"
\)i. On étendrait sans peine ces considérations aux formules générales des n*'^ 91 et 92. La somme des termes dont se compose la dernière, qui embrasse tous les événements possibles dans p renouvellements du môme hasard, doit être égale à l'unité, comme celle des termes du développement de (e +/)''• Il n'est pas difficile non plus de voir que toute cette théorie revient à prendre la probabilité moyenne de révénement composé (pii a eu lieu, pour l'unité à laquelle on compare les probabilités qui résultent des combinaisons de celui-ci avec les événements futurs. On peut donc envisager aussi ces probabilités comme relatives à la première. De là vient qu elles ne sont pas toujours les mêmes pour les mêmes combinaisons d'événements futurs, ce qui n'arrive pas aux probabilités déterminées à priori (22).
En effet, la formule du n" 91 change de valeur avec tti et //, quoique j) et q demeurent les mêmes; et puisque de nouveaux événements observés moditient celle valeur.
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il s'ensuit évidciniiieiU que pour tirer de ces torinulcs des résultats utiles, il faut toujours que le nombre j) des événements futurs soit fort petit à l'égard du nombre m ■+• n des événements passés, et aussi que ce dernier soit trèsconsidérable en lui-même, afin qu'il ne suffise pas de quelques nouvelles observations pour changer sensiblement les résultats déduits des précédentes. Avec ces resirjclions, et pour des recherclies dont la nature ne saurait exiger, ni même admettre, il faut le dire, une précision rigoureuse, on pourra presque toujours subsliiner aux formules de cette section celles de la première, ce qui est fort heureux 5 car les calculs, déjà très-longs par celles-ci, seraient le plus souvent impraticables par les auti'cs, sans le secours des formules approximatives citées au n" 27; aussi ne ferai-je qu'indiquer quelquesunes des questions curieuses ([ue Laplace a résolues sur cette matière.
95. Premièrement, il a donné l'expression approchée de la probabilité des résultats fournis par les Tables de mortalité, lorsqu'on connait le nombre d'observations sur lequel elles ont été construites. Ces Tables, dont j'exposerai plus loin la formation, font connaître combien, sur un nombre d'individus nés en même temps, il en reste à un âge donné. Soit îh -+- ?i le premier nombre, et ni le second; lorsqu'on veut étendie les conséquences de ces observations à un nombre/; d'enfants, on le divise en parties proportionnelles aux nombres /// et //, ce qui
donne i)Our celui îles survnanls et pour
m -j- fi ' /// -t- /i '■
celui des morts. Alors, jionr apprécier la conliance que méritent ces résultats, il fiut diercher les pic^babilités que l'erreur dont ils peuvent être susceptibles est renfermée dans des limites assez étroites, ce qui se fait en calculant la somme des termes de l'expression du n" 92, à
DK.S l'ItOJl.VBIl.lTÉS
partir do celui (jui osl affcclc do
/ l'iii
jusrju'à celui (jui l'est do
Quoique Laplace ait déterminé assex simplement la valeur approchée de cette somme, il n'en donne point le calcul numérique; on effet, on sent assez dès à pré-: sent, et l'on en sera tout à fait convaincu dans la suite, qu'un pareil examen devant être répété pour tous les âges, et sur des Tables très-mullipliées, est à peu près impraticable, et que c'est principalement la finesse des artifices de calcul qu'il exige qui en constitue le mérite, comme de la plus grande partie des recherches de ce genre.
96. La seconde question dont je rapporterai l'énoncé et les résultats a eu une application effective. Dès qu'on s'est aperçu du peu de variation qu'offraient le nombre des naissances et celui des décès, dans une population dont la marche n'était point troublée par les fléaux naturels ou politiques, on a cherché à déterminer les rapports de ces nombres avec le total de la population, en faisant le relevé des naissances et des morts dans diverses parties du même Etat, et pour plusieurs années, en même temps qu'on se procurerait un dénombrement exact de la population de ces parties. Le rapport moyen, obtenu ainsi, a paru propre à faire connaître la population de l'Etat entier, d'une manière à la fois plus prompte et plus sûre qu'un dénombrement total des habitants, qui entraîne toujours de grandes longueurs et souvent de grandes difficultés dans l'exécution. Celte idée, mise au jour d'abord par Moheau, a été suivie avec assiduité pendant six années par Dust^jour, Condarcet et La-
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place {*). lis s'étaient proposé d'appliquer successivement leurs calculs à chacune des cent qualre-\ingt-dcux feuilles de la Carte de France, par Cassini : ce travail s'étendait à cent (juarante-neuf feuilles, lorsqu il a été suspendu. La révolution devait en avoir changé les éléments 5 c'est pourcjuoi Laplace l'a recommencé en 1799. Le gouvernement a ordonné, en conséquence, de faire avec soin, dans trente départements choisis parmi tous ceux qui composaient alors la France, le relevé exact des naissances, mariages et décès, depuis l'an Mil jusqu'à l'an XI (du 22 septembre 1799 au 22 septembi-e 1802), dans des communes de situations et de grandeurs variées 5 il en est résulté :
Naissances. IMariages. Décès.
1 10 3 12 garçons, 4^037, io3659 hommes,
105287 filles, 99 44^^ femmes,
et pour le montant de la population de ces mêmes communes, à la seconde époque, 2037 6i5 individus. Par ces nombres, les naissances des garçons sont à celles des filles dans le rapport de 22 à 21 -, les mariages aux naissances, dans celui de 3 à i4; enfin, celui de la population aux naissances annuelles est de 28,353 environ à i, ce qui portait à 42600000 le nombre des habitants dn territoire soumis alors au gouvernement français, et où le nombre des naissances annuelles s'élevait environ à 1 Sooooo (**). Laplace, voulant ensuite se rendre compte de la précision qu'il devait attendre de tous ses soins, a
(* ) Voyes les Recherches sur la population de la France, par Sloheau, édit. de 177S, p. 32, et les Mémoires de l'Aciutcniic d^s Sciences, années 178.1-1^89.
Dans son premier Mémoire sur ce sujet {^Académie des Sciences, 17S3, p. 696), Laplace prend 2G pour le rapport moyen sur toute la France. Le dénombrement efTectué à Paris, de 1S16 à 1817, montant à 718 yGt) individus, et le nombre des naissances à 2.i^-ii, il en résulte un rapport > que 3 1,8.
(*") Théorie iinul) li'/uc des Probubiliics, p. 3i)i.
i)i;.s vnniiAi!ii.rn^:s. i;).^
cliertlu- la pruhaMIitc- ([iir ci-llc ('•valiialion no sciail j)as c'ii erreur de 5()0 ooo : voit:i la Iraduclion de l'énoncé d<; ce proLlènic, au moyen des foimules analylitjues.
En leprésenlanl par ///-+- n le nombre des individus compris dans le premier dénombrement, par Ji celui des naissances annuelles, qui est le \ de la somme des naissances des deux sexes, rapportées plus haut pour trois années, par (/ le nombre des naissances dans toute l'éten-
1 • • 1 1 1 -. [1)1 -[- lAq
due du territoire de la France, p = — exprimera
la population de ce territoire, en y comprenant le nombre q de naissances-, et par conséquent
es} " ^
sera la probabilité que cette population se composera des
, . (m -\- n)f/ deux parties 7 et q.
Si donc on forme une suite de termes semblables au précédent, en donnant au premier exposant toutes les valeurs comprises entre
et rn + y-^^jrj-r^-z,
le second exposant demeurant toujours n + q, la somme de ces termes sera la probabilité que le déiiO!nl)remeiit total conclu des naissances ne s'écartera pas du véritable au delà du nombre z, soit en plus, soit en moins [*). En faisant s = 5ooooo, les formules approximatives de
Laplace lui donnent — jr- pour la valeur de cette proba-
(*) Les dénominations employées par Laplace sont un peu difi'érentes de celles-ci : m -+- n répond a />, n à q, '/ à 7' ; ^ doit être changé en i — a, et réciproquement. Laplace ne dcLciiuine p;is immédiatement la prolia-
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bililcj et cil puilaiil zà juuooo, la coutraiic de celle même probabilité serait iiisoiisible.
97. Dans tout ce <[ui précèrle on a supposé fjiie. pour la même hypothèse, la probabilité simple demeurait constante, c'est-à-dire qu'on remettait chaque fois dans 1 urne la boule qui en était sortie. Cette supposition paraît applicable à la plupart des événements naturels, parce qu'on regarde leurs causes comme agissant toujours de la même manière, ou le rapport des nombres de chances également possibles comme constant. Condorcet, cependant, ne s'est pas restreint à ces considérations : il a fait Ténuméraiion des hypothèses que comporte le sujet et les a soumises à une discussion approfondie (*). Il en distingue trois : « i° celle » où la probabilité est constante, où 1 on suppose chacjue » événement (simple) également probable, ou du moins ') la probabilité moyenne pour chacun, déterminée d'une )) manière semblable (c'est celle dont nous nous sommes » occupé); '1^ celle où Ton suppose cette probabilité va- » riable, mais indépendante du temps où les événements » sont arrivés et de l'ordre dans lequel ils ont été obser- » vés; 3° celle où on les suppose dépendants, ou plutôt » pouvant dépendi'e de cet ordre. »
La troisième hypothèse, comme la plus générale, devrait être employée le plus souvent; car c'est un principe fondamental, dans le calcul des probabilités, de prendre en considération tout ce qui n'est pas reconnu impossible. Or, ne peut-il pas arriver que les forces qui produisent certains événements se modifient ou s'altèrent, et que, par cette raison, leur possibilité devienne plus grande ou moindre? que, s'ils résultent d'un développement successif, l'ordre de leur production, répoque à laipiclle ils
bilile iudiquëe ci-dcsiiis, mais sa contraire, en iireuanl - depuis jooooo jusqu'à rinfini, ol par un aitillee d'analyse dont je donnerai une idée dans la Note III.
C) Mémoires de V Académie da Sciences, 1783. |i. ôjg.
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paraissent, iniliUMilsiirteUc possibililé;' r;ml(|uu rcs suppositions ne seronl pas l'orincllcment ocartces par des lois positives bien coiislaléos, les probabilités défluitcs de l;i preinièie liypotlièse ne pourront s'étendre cpi à un temps limité et devront être calculées souvent sur de nouvelles observations. On sent ])ien (pie les formules relatives aux dernières liypotlièses sont hors des bornes prescrites à un Traité élémentaire : je renverrai donc, ponr ce sujet, le lecteur au Mémoire cité dans la note et à la IIP partie de VEssai sur la probahililé des (Iccisioiis, etc.
Détermination de la prohahdilé des causes [ou des Jiypollicses^ par les observations.
98. Lors(|ue l'on regarde comme possibles, dans la probabilité des événements, tous les rapports compris entre o et i, la probabilité de l'hypothèse correspondante à x est exprimée par
Celte fraction, dont le dénominateur a pour limite la quantité finie S\"''"^ {^^)i ^^^ d'autant plus petite ipic a est moindre et que, par conséquent, le nombre des hypothèses établies est plus considérable. Si donc on suppose ce dernier nombre inlini, a sera inrinimcni petit, et chaque hypothèse n'aura cpi'une probabilité infininient petite; aussi n'est-ce point la probabilité absolue de l'une de ces hypothèses qu'on se propose de déterminer, mais les probabilités relatives, ce qui est très-facile, puisque, si Ion désigne par x' une autre hypothèse, on aura, suivant ce qui a été dit dans le n" 13, pour la probabilité de la première hypothèse par rapport à la seconde.
c/..r"' ( l — .?• j" 4- a Ju'"' [ I — .v' j" X'" (I — X.)" ->r x"'\\ — x' )"
expression où a disparait.
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La valc'uidc ccLlc expression dépend de celle des rapports r el x', et, en la meltant sous la forme
on verra qu'elle approclie d'autant plus de Tunité que X'" [i — x)" surpasse x''"(i — a/)" : elle atteindra donc la plus grande valeur dont elle soit susceptible, si, parmi
tous les termes de la suite
on prend le moindre pour x'"' (i — x')", et le plus considérable pour x"'(i — x)". Le premier ne peut jamais être nul, tant que Fun des nombres ni, n n'est pas nul.
Quant au plus grand terme, on trouve, par le calcul
différentiel, qu'il répond à x =: ■, c'est-à-dire que
cette valeur, doù il suit i — x = i rend le produit
X'" (i — x)" plus grand que toute autre valeur qu'on voudrait assignera x. Ce résultat est bien remarquable, puisqu'il nous apprend que la plus pi'obable de toutes les liypotlièses est celle où les probabilités simples des événements A et B sont égales au rapport du nombre de fois que chacun de ces événements est arrivé, avec leur nombre total-, il rentre d'ailleurs dans la proposition du n'^ 29, (|n()i([u il soit appuyé sur des considérations beaucoup plus générales,
1)9. Cette même h) potlièse, outra quelle jouit de la j)lus grande prohahililc relative, peut encore être regardée comme s'a/)procluiiit sans cesse de la vt'-ritable probabilité, à mesure (pie le nombre des obseivations devient plus considérable, c"esl-à-dire qu'en assignant à ce nombre une augmentation con\cnable. on peut obtenir une probabilité aussi \oisinc de runité (pi ou \oudr.i, (jiie
ni:s piu)n\i)ri,iTi^,s.
la V('iilal)lo valeur de .r sera cnnipriso oulnî
y. r et r.
la quaiilité <• étant aussi pcliic (ju'oii voudra. L'expression (le ('elt(î prol)al)ililé, se couiposanl de la somme des probabilités correspoudant aux diverses valeurs (|uc l'on peut assigner à x entre les limites indicpiées ci-dessus, sera évidemment
en faisant, pour abréger,
mais, comme on y suppose que m et n sont de très-grands nombres, il faut, pour en trouver la valeur, faire usage des formules approximatives et du calcul intégral (voyez Note III) 5 c'est pourquoi la démonslraiiou de la proposition énoncée au commencement de cet article ne saurait trouver place ici : je ferai seulement remarquer que cette proposition est analogue à celle du u" 33, et appuie sur les considérations liès-générales (jui servent à la détermination des probabilités à posteriori le théorème fondamental que Jacques Bernoulli n'avait pi^ouvé que dans l'ordre des probabilités déterminées à priori.
400. On voit aussi, par ce qui précède, que si la probabilité d'une hypothèse en particulier est inassignable, celle d'un ensemble d'hypothèses comprises entre des limites dont la différence est finie a une valeur finie, puisque telle esi relie de l'expression (,„.„i_ (,»,„^
dans tous les cas où b — a est une quantité finie : celte
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remarque csl bien imporlanle. Quand, par cxoinple, on observe une supéiioriié constante dans le nombre de fois (lunn événement se montre sur le nombre de fois où se montre révéïiement contraire, on est porté à croire que la production du premier est d'une fac ilité plus grande que celle du second, ou qu'il y a une cause qui détermine plutôt l'un que l'autre, ou euGn, ce ([ui est encore la même chose, que la prol)abilité simple du premier événement surpasse j. INlais cette croyance, qui n'est d'abord qu'un simple aperçu, se fortifiant à mesure que les événements se reproduisent dans le même ordre de fréquence, est susceptible d'être appréciée, en déterminant, d après le nombre des observations, la probabilité que la valeur dex est comprise entre ^ et i, ce (|ui se fait par le moyen de ! expression
;pree
sV"'"- — s^'"^ s^""
101. Ces formules ont une application très-curieuse par rapport aux naissances. Arbutlinot ayant remarqué, sur les listes des naissances arrivées à Londres depuis 1 6>9 jusqu'à 1710, que le nombre de celles des garçons s'écartait pou du nombre de celles des filles, et pensant apparemment qu'il ne pouvait pas exister de loi primordiale qui maintint ces nombres entre des limites peu ditlérentes de l'égalité, voulut voir dans cette prétendue égalité un miracle continuel. ]Nicolas Bernoulli. au contraire, frappé des dillércnces assez sensibles qui se trou\ aient entre ces nombres, et de ce qu'il y a\ait toujours plus de garçons tjuc de filles, y vit avec raison 1 indice d une plus grande possibilité dans la naissance des enfants du sexe masculin que dans celle des enfants de l'autre sexe, le rapport du nombre des nues au nombre des aulres étant ~ (*). Pour
A>;aljse des Jeu r de hasard, par ^^lonlniorl, p. 38S.
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le prouver, il nioiilra ([u'cii suj)|)Osanl un (lé à 35 ("aces, i<S noires et 17 blaïulies, jelé i/|0()o lois, il y aurait une probabilité supérieure à ~, que le nombre des faces noires amenées ne sV'earl(!rail pas au delà de i63, soit en j)lus, soit eu moins, du nombre yiioo, égal aux 77 de celui des jets : il n'était donc pas surprenant que, sur 14000 naissances, le nombre de celles de cliaciue sexe ne dilléràl pas davantage de la proportion assignée par la probabilité simple^ savoir : 7200 garçons et 6800 lilles. (/ oyez, à ce sujet, la Note I.) Le fait, s'étant soutenu, a été constaté de nouveau dans la plupart des Etats de ITAiropc. Daniel Bernoulli s'en est occupé (*), et cnlin Laplace l'a traité par les formules directes, celles de l'article précédent.
De 1745 à 1784, les registres des naissances de Paris donnent 393 386 garçons, 377 555 filles, nombre dont le rapport est à peu près ||, moindre que -fl qu'on trouve par les registres de Londres depuis 1664 jusqu'à 1758 inclusivement, et que ~ donné par ceux du royaume de Naples (non compris la Sicile), depuis 1774 jusqu'à 1781 inclusivement aussi. Cependant, par les deux premiers nombres, les formules approximatives ont donné à La- |)laee, pour la probabilité que x surpasse -j, l'unité moins une fraction au-dessous de l'unité divisée par un nombre de 73 cliiiTres (**). Un petit excès dans le nombre des répétitions d un événement sur celui des répétitions de l'événement contradictoire a donc sufii, par sa constance, pour laire croître avec une immense rapidité la probabilité (jni assigne une facilité pbis grande au premier qu'au second ; et plus les observations se multiplieront, en conservant les mêmes relations de grandeur, plus cette probabilité augmentera (***).
(*) Novi Comment. Acad. Vetrop., t. XIV, pars i, et t. XV. (**) Théorie aiial/tiquc des Probabilités, p. 377.
(***) De nouvelles comparaisons failes sur les registies des naissances dans toute la France, depuis 1817 jusqu'à i8afi inclusivement, ont donné
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102. La formule du ji"tJl) se simplifie hcaurou[> lorsqu'il n'est airivé que des événemeuls d'une seule espèce.
Dans ce cas, S,"'"' devient
on a donc
Sr = -, \-7„T7 et s""'" = -^- (89):
pour la probabilité que celle de lévénement consiamnient observé est supérieure à j.
On peut d'abord appliijner ceci à l'un des pliénomèncs les plus remarquables du système du monde, le sens uniforme dans lequel les planètes principales et leurs satellites font leurs révolutions autour du soleil. Eu regardant le mouvement de chacun de ces corps comme le renouvellement du mèine fait, la répélition de ce fait indi(|ue une cause qui a déterminé la direction d occident en orient, préférablcmcnl à la direction contraire. Si l'on n'appli([U'j le calcul c[u'aux planètes principales, afin de n y faire entrer que des circonstances rigoureusement semblables, on prendra 7?i=ii, et il viendra
à M. Poisson — pour le rapport des naissances des garçons à celles tli--
lillcs; résultat sensiblement plus, grand que celui que j'ai cite plus linii;
M. Poisson a, de plus, remarqué cette circonstance sinf;ulièrc, t|iu' I'
môme rapport est seulement de — pour les enfants nés hors maria-^i'
Enfin, si l'on considère séparément les naissances à Paris, ou M'ouve -
pour les enfants léirilimos, et — pour les enfinls naturels. ( l'''.>>; VA-
niiairc de iSgj, et le tome IX des Menioircx de l 'Acath'niic dis Sciences <• l'ïnsiilnl de Fir.ucc, p. '*!>;). ^
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pour la j»rol);il)ililr de 1 cxisleiKM; (l'une plus i^randc iacililé cK" ce inouvenicul (rocH'idcnl en oricnl, (jue clans le sens eonlraire. On auiail eu un résultai beaucoup plus fort, en joignant aux planètes pi'inripales les satellites connus, qui sont niainieiiant au nonibie de 18, et un résultat encore bien autrement près de l'unité, si l'on eût reiçardcï comme dépendant de la même cause le sens uniforme dans lequel s'exécutent les rotations observées dans une partie de ces corps.
Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d'uiu' manière un peu diilércntc, en partant d'ailleurs du jirincipe posé dans le u" 86, mais en se bornant à compaier le ras où il existerait une cause absolue avec celui où les deux sens opposés seraient également ])Ossibles, ce qui réduit les bypotlièses à deux, donnant pour l'événement arrivé, l'une la certitude représentée par l'unité, et
1 autre la probabilité — • La probabilité de la première
livpollièse serait donc alors
si Ton ne faisait entrer dans le calcul (|ue les planètes principales. Cette dernière fraction est moindie que la précédente ^ mais je crois que les considérations dont elb; est déduite sont trop particulières. En ne s'attachant qu'au sens du mouvement, on ne trouve, il est vrai, que deux chances; mais doit-on les supposer également possibles, (juand on ignore complètement de quelle manière le mouvement a été imprimé 5 et ne se peut-il pas qu'au lieu d'être un effet simple, sa direction soit le résultat du concours de diverses cliances qu il faut supposer, par coiïséquent, dans tous les rapports possibles avec celles qui auraient donné la direction contraire.^
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j.os liniiles élroitcs clans IcsquiUcs sr»i)t irnfermées les inclinaisons des oibilcs des planètes ancieniicment connues, qui n'occupenl dans le ciel quune zone denviion if) degrés de largeur, fournissent aussi une grande probabilité pour attribuer tous les niouvemenls de ces corps à une cause unique; mais la découverte de la planète Pallas, dont l'orbite est inclinée de plus de 34 degrés par rapport à l'écliptique, doit modifier un peu cette probabilité, que changerait encore la découverte de corps (|ui. s'écartanl davantage de l'écliptique et |)ar(Ourant des orbites plus excentriques, formeialenl le passage des planètes aux comètes, dont les mouvements ont lieu dans tous les sens et sous toutes les inclinaisons.
103. La formule employée dans 1 article précédent trouve aussi son application dans une question agitée par les philosophes des siècles passés et du nôtre, celle de la liaison des elîets aux causes. Les uns. comme Hume, ont nié que nous eussions aucun motif solide pour supposer une dépendance entre deux effets qui se suivent ou s'accompagnent constamment. Les autres, importunés par ce scepticisme dont les eonsécjuences devraient s'étendre sur nos actions les plus fréquentes et les plus nécessaires, ont alfirmé qu'un sentiment intime, une loi de notre organisation intellectuelle, nous forçait de rapporter chaque elfet à une cause que nous trouvions toujours dans celui qui précédait. D'autres enfin, craignant de trop multiplier ces lois de 1 intelligence, ces faits primitifs qui ressemblent assez aux idées innées, ont pensé cpie la considération des divers degrés de probabilité, non-seulement expliquait le phénomène moral, mais pouvait donner la mesure de la confiance que nous attachons ou que nous devrions attachera nos connaissances. Us ont évité ainsi cic tomber dans le pvri'honisine et le dogmatisme absolus. doctrin<'s également absurdes, mais dont la seconde, cjui
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.» laiil de lois ser\i I avidilc cl l'amhilioii de cciiaiiis lionimes, et qui llatle la paresse de tous, est infiniment ])liis dangereuse que la première, toujours renfermée dans les bornes do la spéculalion, puistpie, après la dispute la plus animée sur l'existence des corps, le plus déterminé pyrrhonien n'entrepret)dra pas de sortir de sa chambre à iiavers la muraille- Celte doctrine moyenne, que l'on pourrait nommer scepticisme gradué, proposée d'abord par Helvétius (*), a été fortement recommandée par Condorcet comme la" seule (jui put échapper à toutes lesdillicultés, parce qu'elle reposait entièrement sur l'expérience, d où toutes nos idées tirent leur origine. Il y est revenu souvent dans ses ouvrages; mais Meudelssohn paraît avoir, le premier, appliqué spécialement la probabilité à la liaison des effets aux causes, dans un Traité sur l'évidence couronné, en 1763, par l'Académie de Berlin. ^ oici comment il raisonne. « Si nous avons expérimenté une seule fois que deux 1) faits, A et B, se suivent immédiatement, il se présente » pour nous trois suppositions : ou que A ait son fonde- » ment en B, ou que A et B aient leur fondement com- )) mun dans une troisième cause C, ou que chacun des » deux dépende enfin d'une cause isolée ou indépen- » dante. Dans les deux premiers cas, ils devront repa- » raitre toujours à la suite l'un de l'autre: dans le troi- ^) sième..., leur rencontre sera l'efiet du hasard : ils » pouiront se tiouver aussi bien séparés, éloignés, f|ue » réunis... (**).» On voit déjà qu en admetlantl influence de la répétition du jugement de possibilité sur notre esprit (o et 6), il doit être porté à supposer une liaison, soit immédiate, soit médiate, entre A et B. « Donc, s'ils 1) se reproduisent de nouveau, si, en se reproduisant, ils
C) Dans une note du F"" chapitre du l'^'' Discours de l'Esprit. C") Histoire comparée des systèmes de philosophie, par M. Defférandi), l'^^édit,, t. Il, p. iSi et suiv.
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n paraissent constamment réunis, il (Je\ienl vraisem-
)) hlable ({lie (<Mte léunion a son princi[i(; dans ruiie des
» deux premières livpollièses. Plus la répétition auia été
» fréquente, la rencontre des deux faits étant coustante,
» ])lus cette vraisemblance augmentera 5 elle ira croissant
)) ainsi jusqu'à l'infini. « \oyons comment le calcul justifie cette dernière asseition.
104. On a observé un grand nombre de fois de suite l'apparilion consécutive ou simultanée des faits A et B ; la probabilité que cette apparition jouit dune grande possibilité s'obtiendra en chercliant la piobabilité de l'bvpothèse par laquelle le rapport des cbances qui établissent le concours de l'un av(>c l'autre dilTèrc très-peu de l'unité; et pour rendre la chose plus sensible, on peut. oe me semble, énoncer ainsi la question : O/i a tiré d une urne (avec l'attention de les y remettre chaque fois) un grand nombre de luUels marques Alî; s'd n'y en avait que de cette sorte, V apparition sinndtanèe des lettres A et B serait nécessaire ; mais c^est ce qu'on ignorera tant que tous les billets ne seront pas tirés : on demande donc quelle est la probabilité que le rapport du nombre des billets de l'espèce de ceux qui sofit sortis, au nombre total des billets, est compris entre des limites données.
Soit m le nombre des billets, a une fraction assez voisine de l'unité; la probabilité que le rapport inconnu tombe entre rt et i aura pour expression
et nommant P cette probabilité, il viendra
a étant <^ i , la valeur de r/"'+' pourra être rendue aussi petite qu on voudra; son décroissement, qui ne sera pas d'abord très-rapide, si a dilîère peu de l'unité, le de-
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vienclia dès (|iu' le iioiubrc m sera irès^consiclérahlc. Soil, par exemple,
ooo ooo
et ([u'on l'élève à la loooooooo'' puissance, on trouvera lacilenieiil, par le moyen des loijaii dîmes, que celle puissance est égale à l'uni lé divisée par un nombre de 44 chiffres-, et comme c'est la probabilité contraire à celle ([u'on cberche, on jugera par là combien celle dernière approche de l'unité.
Si l'on se donne P et qu'on prenne a pour inconnue,
on oblicndia rt= \ i — P, En faisant seulement P ^ |, /// étant toujours loooooooo, on trouvera
environ, fraction qui diiïère bien peu de l'unité; et ce rapport du nombre des billets maxqués AB au nombre total sera la limite qui sépare les rapports probables de ceux qui ne le sont pas (9) ; en sorte ([ue celui qui est un peu moindre sera déjà probable (*).
Ces résultats peuvent donner une idée de ce que doit être, quand on Fétend à la suite des siècles connus et à toute la terre, l'expression numérique de la probabilité de la dépendance des phénomènes tels que la l'enconlre
(*) Si l'on n'a pas de Tables de logarithmes assez étendues pour cllccliicr ce calcul, on peut employer la l'onnule
lie 1 .2 \1 e /
[Compl. des Élém. d'Alg.)
dans laquelle le := 0,43429 : il faudra y changer a en i — P, x en ;
et quand le nombre to -+- 1 sera très-grand, les deux premiers ternies suffiront. Dans l'exemple ci-dessus, où i — P = - » on aura
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des coips elle déplacement qui en est la suite, si prodigieusement répétés dans un seul jour et dans un seul lieu.
La probabilité qu'il y a très-peu de chances contraires à la permanence du mouvement de la terre est déjà trèsconsidérable quand on la conclut du nombre de levers et de couchers du soleil, comptés depuis les temps les plus reculés; mais elle devient bien plus forte encore quand on a égard aux lois connues des mouvements de notre globe, parce qu'alois la conformité des positions observées, avec les positions calculées, doit être regardée comme fournissant de nouveaux faits, dont le nombre est pres([ue infini.
Il s'en faut de beaucoup, sans doute, que les faits soient aussi multipliés, par rapport à d'autres liaisons regardées comme des lois de la nature 5 ni (jue la plupart de nos inductions soient établies sur de tels fondements ; mais il faut bien prendre garde à l'influence qu'exercent les faits les plus répétés, par rapport à ceux qui le sont moins. Dès que les premiers nous ont fait acquérir le sentiment de la constance des lois de la nature, nous l'étendons a tout ce qui se passe sous nos veux; et pour tous les cas avec lesquels nous sommes familiarisés, notre confiance dans la liaison des effets aux causes, passant en habitude, peut encore croître, par celle raison, beaucoup plus ra[)idemenlque la probabilité indiquée par les calculs prccédenls (*).
(*) Dans la rigueur des termes, ce qui précède nétablil que la probabilité d'une succession constante entre deux phénomènes, et c'est aussi à quoi le célèbre physicien Leslie pense qu'il faut réduire, comme le veut Hume, tout ce qu'implique pour nous la relation de cause et d'elTet. Il en appelle même au langage ordinaire soumis à une critique rigoureuse {Inquiiy into ihc nature and piopagaiion of lient, p. j2i, note XVI, ou Ëdinhurt^h Review, -j' vol., i8o5 h iSofi, p. ii3-i2a. Yorcz aussi Leclurc.i qf Phjsiolocy , Zoology, and thc nntuial lIisioi\y ofntJn, I>y Lawrence, lecture III, p. 78). Il est d'ailleurs éviilent que l'idée d'une telle succession suflit pour la conduite de la vie. (l'o»!'; mes Essais sur l'Ensi if;nt/n( nt, !5'' édil., p. S.')/.)
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De plus, le but rsscnlic'l de nos oi)servali()iis éhinl de prévoir ce qui doil arriver, la probabilité de la produclioM d'un nouvel évéueuienl semblable à ceux qui oui déjà été obscu'vés est celle (|ui nous intéresse le plus, parce qu'elle peut servir à régler notre conduite; or, pour celle-ci, le calcul prend une marclie beaucoup plus
rapide 5 car l'expression (80) didère bien peu de
l'unité, lorsque /// est un peu grand. Cette proposition, la
soleil se lèvera deinaiii ^ par exemple, en prenant pour
point de départ une époque reculée de 6000 ans, a main-
1 , .,• - ' I < 2 iqi 5oi £,. ,, tenant une probabilité égale a — = — • bi 1 on eni-
brasse un intervalle de plus d'un jour, la probabilité,
donnée alors par la formule -, va sans cesse en
décroissant, et peut devenir très-faible-, mais cette consé- ([uence n'a rien qui choque la raison, puisque l'avenir peut développer des lois qui nous sont encore inconnues (*).
iOo. On ne manque donc point de motifs suffisants pour appuyer la légitimité des conclusions du passé à l'avenir; et c'est en cela que consiste le pouvoir de l'analogie*, mais u' est-il pas arrivé qu'en se livrant trop à ce pouvoir, les savants, aussi bien que le vulgaire, soient
(*) Bertrand, de Genève {^Dé\>eloppemenis nouveaux de la partie élénienlaire des Mathématiques, t. 1, p. 4'^)' " traité aussi la question précédente, mais par la considération des probabilités à />/-iori seulement ; et il a pris pour la probabilité simple de l'événement observé, celle qui
donnait - pour la probabilité de la répétition de cet événement m fois do
suite, parce que l'hypothèse de cette prohalnlilé ne favorise ni ne défavorise lit production de la série d'événements observés. Suivant ce mode, on a
X ">::=■- % d'où X =; ;
et comuio, par celle expressiot), plus ni au[;nienlo, plus- x api>roclic de
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tombés dans l'erreur et aient hasardé des assertions piématurées? Cependant ils ne pouvaient suivre d'autre voie pour découvrir la vérité. Que l'on examine avec allention, soit les règles de Descartes, soit celles de Newton, rapportées dans la note de la page 2, y verra-t-on autre chose que le soin de faire 1 énumération la plus exacte possible des laces d une idée ou des combinaisons de plusieurs faits? Lorsque Ténumération sera complète, que la dépendance, se trouvant la môme dans tous les cas, sera nécessaire, il y aura certitude, soit physique, soit intellectuelle, au moins pour chaque partie indivisible du raisonnement, ou chaque fait en particulier (1 et 2). Hors de là, on ne peut plus que balancer les cas favorables à l'analogie avec les cas contraires ; et s'il ne s'en présente pas d'abord de cette dernière espèce, rien ne garantit qu'il n'en arrivera point. L'hypothèse qui explique complètement un grand nombre de faits n'est encore que probable, et le calcul apprécie le degré de confiance qu'elle mérite ; mais tant que les faits ne seront pas tous observés, tous mesurés avec la plus grande précision, aucune hypothèse ne se changera en véritable théorie : les plus heureuses ne seront que des méthodes artificielles pour lier par une seule formule, ou comprendre dans une seule expression, la dépendance d'un nombre de faits plus ou
moins grand.
l'unité, plus aussi on doit s'attendre à l'apparition d'un événement pareil à ceux qui ont déjà eu lieu .
La formule de la note de la pajje iGô donnerait, dans le cas de m un peu grand,
ce qui ne difl'ère pas beaucoup de ; mais Bertrand n'a considère
qu'une seule hypothèse, au lieu que la méthode directe les cnibra>so
toutes.
i)i:s l'uoDAiiiLiTÉ.s. lô'y
H)<). Tels claicMit les priiuijics (rn[)iès lesquels ('on- (lorcel, plaeanl la certitude al)solue seulement dans la conscience d'une sensation aeiuelle et dans la perceplion instantanée et avec pleine é\idenee de la convenance ou de la disconvenanee de deux iilées, donnait pour fondement au reste de nos connaissances notre tendance générale à croire au retour des faits tpie nous avons observés plusieurs fois sur nous-mêmes ou sur les autres objets (I et 2), et faisait deux classes de probabilités, la première comprenant celles dont la dillérence avec 1 unité est inassignable, mais tellement petite, qu'il serait superflu de la calcub;r, et auxquelles nous acquiesçons par une babitude dont nous ne nous rendons pas compte, comme nous le faisons, ou du moins comme nous devrions toujours le faire pour les probabilités de la seconde classe (*). Ainsi s'établit une gradation non interrompue, depuis les propositions qui n'admettent aucun doute jusqu'aux plus incertaines. Cette manière d'envisager nos connaissances donne une base solide au scepticisme a ([ui , dans les écoles » grecques, avait dégénéré en un ridicule cliarlatanismc, » mais qui, cbez les modernes, dégagé de ces subtilités « pédantesques, est devenu la véritable pbilosopbie, et » qui consiste, non à douter de tout, mais à peser toutes » les preuves, en les soumettant à vuie rigoureuse ana- )) lyse; non à prouver que l'iiomme ne peut rien con- » naitre, mais à bien distinguer et à choisir pour objet » de sa curiosité ce qu'il est possible de savoir {**). »
[^ ) A la tète des probabilités de la première classe se trouve celle qui fonde notre croyance à l'existence des corps, ou notre « persuasion » que le système des sensations qui sont excitées en nous dans un in- » stant se représentera constamment de même dans des circonstances « semblables, ou avec de certaines dillérences liées constamment au chan- » gement des circonstances. » [Essai sur l'application de l'Analyse à la Probabilicé, eU\, Discours |)rélimiiiaire, p. xij.)
("*) Eloge de Fiar.klin, Œin'irs de fondvrcrt, t. IV, p. f)'|.
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107. La llit'Oiic inalhénialiquc concouraiil, avec les simples aperçus du Lon sens et avec les résultais de l'expéiieace, à prouvei- que les lois de la nature peuvent se reconnaître, au moins à la longue, dans la succession des faits qui eu sont les conséquences nécessaires, il s'ensuit que dans les questions dont les éléments sont trop compliqués pour en épuiser les combinaisons, en paicourir tout rencliaînement, il faut interroger la nature, compter et comparer les faits, enfin juger à posteriori de ce ({u'il est impossible de prévoir. Telle est la base et le motif de l'application du calcul des probabilités aux sciences physiques, morales et politiques.
Cette application conduira toujours à des résultais utiles, ou maintiendra dans ce doute salutaire qui prévient les erreurs dangereuses, lorsqu'on la fera avec circonspection, c'est-à-dire eu distinguant avec soin les faits, d'après les diverses circonstances (|u ils présentent, afin d'éviter de rapporter à toutes ce qui ne convient qu à quelques-unes, de confondre les points de vue qui doivent être séparés et de rendre générales des conclusions qui ne sont vraies qu'entre certaines limites. Ce sont là les reproches que l'on peut faire quelquefois avec raison à des calculs très-savants, mais dans les résultats desquels on ne trouve pas une grande évidence ni une utilité bien prochaine. Mais, que l'on y prenne garde \ c'est parce que, faute de données, on a été obligé d appuver ces calculs sur des suppositions souvent très-détouinées. que leur marche est devenue si compliquée et leur résultat si incertain. Un nombie sullisant d'observations, dégagées de toutes les circonstances étrangères aux conséquences qu'(tn cherche, offrira toujours un moyen aussi simple <jue sur de déc ouvrir ces conséquences ou d en mesurer létendue cl la valeur, et par consétpient d"a[)précier les combinaisons (|ui les ont amenées.
De siiiiph's regislics, lidèlemint tenus, sulliraienl [i«>ui
leconiiaîlrc l'cfTet d'un impôt, par les varialions qu'il produit dans les salaires et les coiisommatit)ns ; celui des lè^Ieineuts coniinerciaux , par le niouveiuenl des iniporlalions, des exportations, le progrès des manvilaetures, la culture des terres.
On peut juger aussi d un système d instruction j)ar le recensement des sujets qu'il aura produits après un eeitain nombre d'années; d'un système de législation civile, par le nombre de procès qu'il aura engendrés ou prévenus 5 d'une législation criminelle, par le nombre des coupables condamnés ou absous et repris. Mais pour qu'on puisse tirer parti de ces observations, il faut que lépreuve du système soit continuée, que les résultats en soient recueillis avec impartialité, pour être comptés avec exactitude. Je dis comptés, car lorscju'on n'en vient pas là, on tombe pres{jue toujours dans des déclauiations vagues. Il n'3- a pas de mesure de gouvernement ([ui ne lèse un assez grand nombre d'intérêts particuliers; et si les hommes qu'elle attaque ont du crédit, savent parler ou faire parler pour eux, la mesure la plus utile à la masse générale de la nation ne peut pas subsister; quelcjues inconvénients relevés avec force et avec adresse la font révoquer, tandis qu'une énumération exacte de ses etlets aurait rendu incontestable la supériorité de ses avantages sur ses inconvénients. En s'écaitant de ce procédé, on a pu même l'attaquer de bonne foi.
Pour donner un exemple de ces jugements vagues qu'on porte par de simples aperçus sur des objets susceptibles d'une évaluation précise, je rapporterai le beau résultat obtenu par M. Duvillard , dans son Analyse de Vinfluence de la petite vérole sur la mortalité (p. 10). Il a démontré, d'après les Tables de mortalité, à Genève, à la Haye et à Berlin, que passé Page de trente ans la petite vérole est d'autant moins dangereuse pour ceux qui ne l'ont pas encore eue. qu'ils sont dans un âge plus
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avancé. L'opinion cominiinc est contraire à ce résultat, et il est aisé de sentir coninicnt elle a pu s'établir avant qu'on ait fait l'observation exacte du nombre des morts causées par la petite vérole contractée à difïérents âges. Ou a été d'autant plus frappé de ces morts, qu'elles sont arrivées plus loin de l'époque ordinaire de la maladie. L'importance, pour la société, des personnes qu'elle lui enlevait, et un danger qu'on était porté à regarder comme particulier à la jeunesse, ont beaucoup agi sur l'imagination des spectateurs : alors des impressions purement moiales sont venues se mêler à un jugement où ne devait entrer cjue le calcul. Ce (jui est arrivé ici a encore bien plus de fi)rce dans toutes les circonstances où les intérêts et les passions sont violemment agités; aussi, pendant longtemps, n'est-ce guère que dans ce qui regarde la mortalité des individus el leur multiplication qu on a recueilli les faits avec quelque suite : c'est donc dans ces faits qu'un grand, nombre des auteurs qui ont écrit sur l'économie politique a cherché la mesure pour évaluer le mérite des systèmes divers d'administration et de gouvernement; et par cette raison, je donnerai, avec quelque détail, la manière d'y appliquer le calcul di's prul)abiliiés.
Détermination des probabilités de la vie huinainc.
108. La formation des Tables de mortalité serait trèssimple, si Ton pouvait trouver sur les registres des décès «:eux d'un grand nombre d'individus choisis sur les registres des naissances, el par ce moyen déterminer combien il en reste à la fin de chaque année (*). ÎNlallieureusement un tel procédé, le seul rigoureusement exact, est rarement praticable; car les résultats de ce genre ne [louvant mériter quelque confiance qu'autant qu ils sont déduits d'un grand nombre de laits, si 1 on s'attache à un
(*) Tln'aiic cinuli litjuc des Pi ohtibilitrs, p. '.ïSS.
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lieu d'une faible population, il faudra ilépouilici' les rogisires d'une longue .suile <rannécs pour suppiéei' ;'i la (|uaulilé de naissauces simultanées que peut fournir un»ville considérable^ mais, dans l'un et l'autre cas, qui estee ([ui oserait entreprendre de suivie ebaque individu à travers les cbangenients de domicile, les émigrations, l'imperfection même des registres cl la foide des noms répétés, qui seule pourrait occasionner Irès-souveni beaucoup de confusion? Et puis, comme on le verra bientôt, et comme il est facile de le prévoir, le temps influe sur les probabilités de la vie liumainc. soit par les cbangements politi(jues, soit par le perfectionnement qu'apporte dans le régime et la police civile le progiès des lumières : le Tables form.ées sur des observations qui embrassent un trop grand intervalle de temps ne sauraient donc convenir, ni à l'époque où remontent les premièies, ni à l'époque présente. \ oilà bien des difficultés qui rendent la méthode indiquée ci-dessus à peu près impossible à suivre, excepté dans ([uelques cas particuliers dont il sera fait mention plus loin; et aussi est-ce d'une tout autre manière que la chose s'est faite.
La plus ancienne Table de mortalité que Ion connaisse est celle que Halley a déduite des registres de la ville de Breslavv en Silesie et qu'il a publiée dans les Transactions philosophiques, en 1693. Il fit choix de cette ville, parce que, le nombre des naissances et celui des morts v di Gérant très-peu, il pensait que la population s'y maintenait à peu près dans un état stationnaire, et qu en conséquence les pertes qu'elle faisait en individus dans les divers âges étaient sensiblement proportionnelles à la mortalité pour chacun de ces âges, ce qui faisait qu'on pouvait regarder les individus décèdes chaque année, comme s ils fussent tous nés la même année, et leurs âges respectifs comme indiquant \\ manière dont s'éteindrait successivement un pareil nombre d'individus ayant commencé leur vie si-
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mullanémcul. Hallcy réuni l donc le nombre des morts arrivées depuis 1687 jusqu'en ^^9* ^ Brcslaw, distribua ce iionibre suivant les âges; alors retranchant du premier nombre celui des enfants morts à 1 an, le reste indiqua le nombre des survivants, desquels il retrancha ensuite le nombre des enfants morts à 2 ans pour obtenir celui des survivants, et ainsi de suite ; et afin de faciliter les calculs, il réduisit ces divers nombres proportionnellement à 1000, par lequel il représenta celui des enfants de i an.
La commodité de ce procédé supplée bien à ce qui lui manque du côté de l'exactitude, parce qu'on en peut répéter fréquemment l'application, et, compensant par la variété des lieux et des époques les erreurs auxquelles il est sujet, arriver à des valeurs moyennes suffisamment approchées pour présenter des résultats intéressants. Smart en a fait usage pour la ville de Londres, Dupré de Saint-Maur pour celle de Paris, et il a été appliqué à presque toutes les capitales et à beaucoup d'autres lieux. Mais dans plusieurs Tables, dans celle de Dupré de Saint- Maur, par exemple, il s'est glissé d'assez grandes inexacliludcs, parce que l'âge est très-souvent fautif dans les actes de décès : les personnes qui l'indiquent, ou le savent mal, ou ne donnent que le nombre rond le plus approchant; aussi Ton trouve souvent 60 ans où il aurait fallu 59 ou 58, et de là résulte dans le premier de ces âges plus de décès en apparence qu'il n'y en a eu réellement. Cette inexactitude est aisée à remarquer par la marche trop inégale des nombres (jui doivent se succéder dans la Table, et il faut tâcher de les corriger de la manière la plus viaisemblable, en régularisant les différences : c'est ce qu'a fait Saint-Cvran pour les Tables de Dupré de Saint-Maur (*).
Le concours de circonstances nécessaire poui' pouvoir
: ' ) Yores SOS i\cchcichcs sur les Rentes viai^ères, II'' partie, p. i3.
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suivre les individus 1111 ;'t un n'a, jusqu'à ])r(;s('nt, eu lieu (|U(' par rapport à (pichpu-s classrs dont Tordre de niorl.ililé est Irès-dilVcrciit tic vr\n\ de l'universalité des lioninies : tel h.' était la elasse des rentiers viai^M'rs de Hollande, dont Kersehoom a dresse la Table de morlalilé, celle des rentiers viagers de France, connus sous la di'-noniinalion de lonllnicrs, et celle des relii;ieux de l'ordre des Ménédiclins, dont les Tables sont rouvrai;e de Deparcieux, etc. L'inicrêl du gouvernement, Tordre établi dans une congrégation d'hommes studieux donnaient aux registres de ces classes une exactitude et une clarté qui. en facilitaient beaucoup le dépouillement; mais aussi les résultats devaient être fort éloignés de ceux de la vie ordinaire. Ce n'est que sur des enfants paraissant bien constitués et, en général, sur des adultes bien portants f|ue l'on place en renie viagère. Ceux qui jouissent d'un pareil levenu tiennent, pour la plupart, une conduite uniforme et modérée qui doit prolonger leur existence; beaucoup sont célibataires : les religieux l'étaient tous et n'entraient dans leur profession cju'après être échappés aux dangers de l'enfance et de l'adolescence. Des Tables calculées sur de pareils individus ne sauraient donc servir (pie pour ceux cjui sont placés dans les mêmes circonstances ; c'est ce qu'on verra lorsque j'exposerai la théorie des rentes viagères. Les questions dont je vais d'abord ni'occuper sont seulement relatives à la vie considérée en elle-même et à la population, en supposant que les événements futurs se succèdent comme les événements passés, ce qui est permis, puisqu'on regarde le nombre de ceux-ci comme très-grand par rapport à celui des autres.
109. La plus simple de ces questions est la recherche des probabilités de la prolongation de la vie à chaque âge. Parexemple, la probabilité de vivre encore lo ans, lorsqu on est parvenu à làge de 4^5 s'obtient en divisant par
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le nombre des personnes de cet âge le nombre des personnes de 5o, La Table de la Loi de ia mortalité en France, insérée dans V^nnuaire du Bureau des Longitudes, donnant pour l'un de ces nombres 369 4o4 et pour
l'autre 297 ojo, il en résulte -^^ = 0,805 environ; la Table dressée sur les registres de Londres par Price donne
-— = o,6q6; celle de Vienne par Sussmilch — - = 0,738:
celle de Beilin par le même 7; — = o.rAn : enfin celle des
campagnes, en Suisse, par Muiet, ^— ^ = o,852. probabilité plus forte que les précédentes.
\ 10. On cherche encore quelle est la durée de la vie probable à un âge donné : on entend par cette durée le nombre d'années après lequel la probabilité d'exister et celle de ne pas exister sont les mêmes et. par conséquent, égales à \. Il est évident que cela a lieu lorsque le nombre des personnes de Tàge dont on pari est réduit à la moitié de ce qu'il était. Si Ton cherche ce terme à compter de la naissance, on trouvera qu'à Paiis il tombe entre 8 el 9 ans (par les Tables de Dupré de Saint-Maur) -, à Londres, un peu avant 3 ans; à \ienne, un peu avant 2; un peu après à Berlin ; mais que ce terme est bien plus éloigné dans les campagnes. La Table de \'^nnunirey moyenne pour toute la France, le place entre 20 et 21 ans; celle d'Angleterre, entre 27 et 28; celle de Brandebourg, entre 25 et 26; celle de Suisse, à 4i aiis. Cette piodigieuse iliifércnce entre les campagnes et la ville ne saurait èiie attribuée qu'aux suites de l'extrême misère, à la malpropreté, au resserrement des demeures et à linsalubiiié qui en est la conséquence, dans Ks capitales. A Montpellier, \\\\e dont la population est d'environ 32 000 individus, et dont on regarde le séjour comme très-sain, le ternie dont il s'agit n'est cependant placé que vers 6 ans.
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L âge tic 4<* '''>^ lilaiil asst'z ordiiiaircinciil <t;liii où Tclal (.Vuu lioniinc est fait, où il commence h jouir du Iriiit (le SCS premiers travaux, on peut ôlic curieux de coiinailrc! la vie prt)l)al)Ie (|ui s'y i'a[)porte. Les Tables citées précédemment donnent, à Paris, plus de 21 ans; en France, terme moyen, 'ïi ; à ï^ondres, 18; à Vienne, plus de ly, à Berlin, de même*, en Suisse, près de 25.
La plupart de ces Tables ne s'étendent guère au delà de 90 ans, que 1 on doit regarder comme rextrème vieillesse, puisqu'il est très-rare, non-seulement de passer cet âge, mais de l'atteindre. Le rapport du nombre d'indi.vidus de cet âge à celui des naissances sera la mesure de la longêvitc dans le lieu pour lequel la Table a été construite. La Table de V Annuaire donne, pour la France,
= o,oo38: celle de Londres —=—-, = 0,0020: celle
de \ ienne ■ . ^ = 0,0020: celle de Berlin —, — = 0,0042, 1495 '4^7
et celle de Suisse o,oo5o : cette dernière probabilité, plus forte c|ue les autres, est encore surpassée par celle qu'ofïre la Table calculée par Gorsuch sur les registres de quelques paroisses de campagne, en Angleterre, et ({ui est de 0,0070.
On ne doit pas encore trop compter sur ces résultats, parce que le nombre des observations qui se rapportent aux derniers âges est très-pelil. Les Tables de Kerscboom, dressées sur les décès des rentiers viagers de Hollande, et celles que Deparcieux a déduites des registres des tontines de France, quoique se rapportant à des classes d'individus choisis, ne s'étendent pas jusqu'à 100 ans; la première
donne, pour l'âge de 90 ans, —^ — ■ =0,0071; la seconde, 0,0110 pour parvenir, depuis l'âge de 3 ans, à celui de 90.
Priée dit que la probabilité de parvenir à 60 ans est yx 4*^ édition . i 2
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(l.nis le i)avs de Vaud, -7^= en Ui aiidchouri?, ,— à lîicsliiw.
— h Beilin, -r- ;> l^ondres, -y- a Vienne {*). 3; 4^ 4'
111. Dans les Tables dont je viens de faire usage, les sexes sont confondus; cependant Tordre de mortalité n'est pas le même ponr tous deux; il vaiie encore suivant les professions et d\iutr(!s circonstances dont on coïistaterait l'eflel, en séparant les décès en classes relatives à chacune de ces circonstances. C'est ce (|ue 1 on a commencé de faire depuis qu'on a reconnu l'utilité de ce genre d'observations; mais les données manquent très-souvent sur les actes de décès, et quand on les y trouve, le travail du classement devient trop considérable lorsqii'il faut le recommencer sous divers points de vue. On 1 abrégerait beaucoup si 1 on faisait les relevés dans la forme ingénieuse imaginée par Condorcet pour enregistrer des faits ou désigner des objets par une combinaison de caractères qui en indiquent les principales propriétés (**)•
Quand on ne veut que saisir la marche des résultats, il est commode de substituer aux Tables des figures où les nombres soient représentés par des lignes ou des espaces; ces signes naturels de la grandeur, la rendant sensible à l'œil, en peignent immédiatement les variations. Telle est la propiiété des courbes de mortaliic. C'est ainsi qu'on nomme celles qui se construisent en élevant, sur une ligric divisée en autant de parties égales qu il y a d années dans la plus longue vie, des perpendiculaires proportionnelles
(") Tonie l^"" de* Mémoires pn'-senU's à l'InMtut, etc., p. ~^b.
("*) y oyez ses Elénicnis du Calcul des l'rohahiliiès, p. 3i. Si celte l'orme, dans l'explication de laquelle il n'a peut-être pas mis assez de rlarté, eut été bien saisie et ap[)liquec par quelque naturaliste, je ne doute pas qu'elle n'eut été bientôt adoptée, et qu'il n'en (ut résulté beaucoup (l'avantages, sans compter celui de lextrcme brièveté. C'est une espèce de dictionnaire où l'on peut trouver les mots par un assez, prand nombre d.' <lers.
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au nomljiT d individus exislants à chaque âge. J-a ///'. i ollie ainsi la comparaison de trois Tal)l('s de iiiorlalilé, <'i la //^. 2, doiinée pai- M. Duvillaid dans ses licclicrclics sur les cnipritiils, lail voir la dinéience que celle des sexes apporte dans la mortalité observée à Genève.
142, Comme toute courbe continue peut être représentée par une équation, (piehjucs j^éomètres ont cherché à obtenir celle des courbes de mortalité, en liant par une formule algébiique tous les nombres insérés dans une Table de mortalité, l^ambert a trouvé que l'équation
représenterait très-bien la Table construite sur les registres de Londres, et, par analogie, M. Duvillard a pro~ posé d'employer en général Téquation
dans laquelle y désigne le nombre des individus de l'âge de .r, N le nombre total des naissances, t l'âge le plus avancé de la Table, e la base des logarithmes népériens, m, A et n des constantes qu'on détermine pour cha(|ue Table en particulier (*).
(*) Voyez les Beitrage, etc., de Lambert, t. III, p. 483, et les Recherches sur les emprunts, par M. Duvillard, p. 8, note; mais je dois faire observer que dans la première des expressions de^ rapportées ci-dessus, on y lit
3i,tJ82 ,. j i3,682
e ' au lieu de e ' .
Cette faute a été reconnue par Lambert, dans une lettre que les PP. Roberto Gacta et Gregorio Fontana ont insérée à la page Ivj du Discours préliminaire de l'ouvrafje qu'ils ont publie en 1776, sous le titre lie la Dotlnna degli azzanli, ecc .
l8o TI'.AITI-. IXÉMKMArRE
C/esl dans les premières années que la marclie des Tables parait plus irrégulière; mais bientôt le Tiombre annuel des morts devient constant pendant un intervalle detemps plus ou moins considérable. LaTable de Breslavv, par exemple, donne 6décès par an depuis 1 2 ans jusqu'à 22. 7 de 22 à 29, etc., et pourrait ainsi se partager en progressions par diflércnce. Moivre a trouvé que, sans trop s'écarter de la vérité, on pouvait n'établir qu'une seule progression depuis l'âge de 22 ans jusqu'à celui de 86, auquel il a placé le dernier terme de la vie. regardant les âges plus avancés comme des cas trop rares pour qu il soit nécessaire d'en tenir compte. Cette progression, avant pour différence l'unité et se réduisant à zéro à 86 ans. donne pour les âges précédents un nombre dindividus égal à l'excès de 86 ans sur chacun de ces âges, excès que Moivre appelle complément de vie. A l'âge de 5o ans, par exemple, le nombre des vivants est 36, la probabilité de
îG
vivre i an — ^) et celle deu vivre 10 tt-:- De cette loi ré-
suite la formule très-simple >=: 86 — x (*).
113. Après avoir considéré les questions qui se* résolvent presque à vue, au moyen des Tables de mortalité, je passe à celles qui demandent plus de calcul. La première dont je m occuperai est la recherche de la ivV? moyen fie. L'idée parait en être venue d'abord à ISicolas Rcrnoulli, en appliquant à la durée de la vie la formule de l'espérance mathématique, admise pour l'évaluation pécuniaire des hasards (Oo et "0) {**). Puisque chaqutindividu, pris en particulier, peut se flatter de parvenir à l'âge le plus avancé, respérance (ju il a sur toutes les années qui doivent s'écouler jusqu'à cet âge se mesurera en multipliant leur nombre par la probabilité d'y arriver.
(*) Vorc: le Trcaiisc of annuilics qui suit \a Doctrine qfchnnrr ( ** ) Aclorum rrudiloruiu Supplcmenta, X.. IV", p. \'.)C).
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Je prendrai un exemple dans la Table dressée par Deparcieux. On v trome cpTanx àj^'es <le
années, il reste
M), .>.2, iG, II, 7, 4, ■>. , I, O
individus ; et, à cause que les décès ont lieu à tliveises époques de l'année, on prend le milieu de Tannée pour leur époque commune. Dans cette hypothèse, la. diflérence 7 entre les nombres d'individus existants à 87 et à 88 ans, indiquant ceux qui sont morts dans celte année, ne leur assigne que 6 mois ou 7 année de vie^ et, en continuant sui" ce pied, on trouvera (ju aux durées
1 3 5 7 1) If 1 3 1 5
années, répondent
individus. Cela posé, 1 un quelconque des 29 individus de l'âge de 87 ans pouvant se trouver dans Tun quelconque des groupes ci-dessus, aura, pour atteindre les durées correspondantes, les probabilités
multipliant donc ces fractions par les durées correspon-
dantes, et ajoutant les produits, on aura = 2 ans
8 mois pour l'espérance de vie à l'âge de 87 ans.
La partie de l'opération ci-dessus, dans laquelle on
multiplie d'abord les nombres 7, 6, etc., par les fractions
correspondantes -1 -•> etc., et Ion ajoute les produits.
revient évidemment à calculer la durée collective de l'existence des individus de chaque groupe ; et en divi-
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,55 sant le résultat par le nombre 29 des individus.
on répartit également cette durée à chacun.
Si 1 on substitue aux nombres j. 6, etc.. les expressions équivalentes 29 — 22, 22 — 16, etc., et qu'on ne fasse
qu'indiquer les multiplications par les durées -? -■> etc., la somme des produits sera représentée par
- (20 — 22) H (22 — 16) H (16— I II -I- -(il — 7
+ -(7-4) + -(4-2) + — (2-1;+ — fi-o^.
ce qui se réduit aisément à
- • 29 + 22 -h ib -t- 1 1 H- 7 + 4 H- 3 -f- 2 -h I ,
et il ne reste plus (ju'à diviser par 29 la somme des termes, à partir de 22, nouibre d'individus correspondant à 88 ans, puis aujouter ^ au quotient.
Cette règle, indiquée par Deparcieux, est générale, en sorte que si a, a\ a", a''', a'^ désignent les nombres d individus vivants à des âges consécutifs (a"" étant le dernier de la Table), \ la vie moyenne, à partir de l'âge correspondant au premier nombre «, et ^ ' à partir de 1 âge a', on aura
tirant de la seconde expression la valeur de a"-t-« '+«", pour la sui)stiluer dans la première, il viendra
formule (pii , faisant aisément trou\er\ pur \ ', serait commode pour (.dculer les vies nmxcnnes rorrespon-
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ilaiilcs ,iii\ (.livcrs àjjcs , en comn^filiçanl pai le plus avaiKC (* ).
I I i. C'fsl par la duiro de la vie moveniic' »juc Vum compare, sons le ia|)p()rt de la vilalité, les âges, les lieux et les épocpies. l'-ii France, on trouve poni" celle durée, à partir de la naissance, 28 ans 9 mois (suivant la Tahie de V yJ /lunaire) ] à Londres, ly ans 11 mois; à \ienne, if) ans y mois; à Berlin, ly ans i mois; et en Suisse, 3j ans I mois.
Les sexes olî'rcnt aussi à cet égard une ditrérence assez considérable. M. iMouigue a trouvé, d'après 21 ans d'observations, qu'à Montpellier la vie moyenne, à partir de la naissance, était de 26 ans 3 niois 20 jours, en prenant collectivement les deux sexes ; mais qu'en les distinguant, celle des hommes était de 24 ans 3 mois et i5 jours, el celle des femmes de 28 ans 3 mois et 28 jours (*''')•
Ce n'est qu'après avoir passé les dangers de la première enfance qu'on arrive à la plus longue espérance de vie. L'âge auquel correspond cette espérance, ou à partir duquel la vie moyenne a la plus grande durée, varie suivant les lieux, et indique ainsi lépoque de la vie que le pays ou les autres circonstances caractéristiques de la Table favorisent le plus. En France, la Table de V Annuaire donne, pour ce maximum, 43 ans 5 mois, et le place à 5 ans ; celui de la vie probable y est de 45 a»s 8 mois, et se trouve i an plus tôt.
Les observations sur la mortalité ne remontent pas
(*) La formule ci-dessus est tirée de la Théorie analj liijue des Pi ohahilités, p. 4"-
(**) Mémoires présentés à la première classe de l'Institut pnr des Satants étrangers, t. 1*"^, p. 'ji-'/'i-
Pour se procurer un grand nonibrede Tables de uiorlalilé, il faul compulser les ouvrages conceniaiil les rentes viagères, les assurances sur la vie, elc , et particulièrement the Doctrine of life annuities and assurances, liy Francis Kaily, Traite «ini a dcja eu plu^icuis odiCions.
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assez haut pour qu'on puisse comparer les temps un peu anciens avec le temps présent. 11 paraît cependant probable que les progrès des arts et des sciences, en multipliant les commodités de la vie, en ont augmcMité la durée moyenne; et la ville de Genève ofire déjà quelques traits qui le prouvent. Au xvi" siècle, la vie moyenne n'y était que de 187 ans; au xvn'' siècle, elle s'était élevée à 23 j; au xviii® siècle, elle s'est accrue jusqu'à 32 | ans. Il eu est de même pour la vie probable (110) : elle était seulement de 47 ans au xvi" siècle; de 1 1 | au xvii'", et surpassait 27 ans au xviii" siècle (*).
115. La Table de mortalité sert encore à déterminer la manière dont la population se compose par rapport aux âges. En supposant toujours {|ue l'état de celte population soit sialionnaire, c'est-à-dire que le nombie des naissances annuelles soit à très-peu [)rès égal à celui des
(*) Voyez dans la Bibliothèque britannique, t. IV, p. SîS, un Mémoire de M. Hodier. Ces faits sont rapportés aussi par M. Mallhus, dans son Essai sur le principe de la population, t. H, p. 3i de la triiduclion fran- (^aise .
Ils sont les seuls résultant d'observations connues; mais le Digeste, liv. XXXV, til. II, § G8, Ad legcnt Falcidiani, nous oflVeun commentaire dans lequel, pour évaluer le pris de la jouissance des pensions [aliments ' qu'un testateur assigne à des légataires pendant la durée de leur vie, Ulpien indique les nombres ci-dessous :
Ages. o, 20, 20, :5o. 35, /|0, 4'j i^. •'|3, /|/|, ^3,
Vie future. 3o, 2<S, -jf), 22, 20, 19, 18, 17, 16, i5,
Ages. 45, l{(). 4/. 48, '19» 50j 55, 60 et au delà.
Vie future. i!\, i3, 12, 11, 10, 9, 7, 5.
11 laisse ignorer d'ailleurs sur quoi sont fondées ces déterminations, qui ne paraissent pas très-régulières.
(]et exemple n'est pas le seul qu'on ail de l'utililé des résultats des probabilités dans la science du droit. La li.valion du temps après lequel «m doit présumer légalement la mort d'un absent qui a cessé de donner dises nouvelles a été l'objet d'une thèse de Nicolas Bernoulli, insérée dans les Actorum cruditorum Supphmenla, t. IV, p. i5i). Vfi.ïc; au.ssi l'article AlisENT dans le Diilionnairc dr tiuilhcmaliqucs de l'l'nc_y clopèdie méthodique .
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décès, t'I coiislaril, il sullil, ptmr Irouvi-r le nomhic de-, individus exislaiiLs dans iiii /igo doniu-, do calculer par la Table de moilalllé combien, sur le nombre des individus (jui naissent annuellement, il en doit rester à cet âge : ce sera le nombie demandé.
Si Ton prend le nombre de naissances marqué dans la Table pour celui des naissances annuelles, et qu'on ajoute tous les nombres de celte Table, on aura le mon tant de la population correspondante aux naissances el à l'ordre de mortalité ([u'elle représente. Puis, si l'on relranclie successivement de celle somme le nombre des naissances, celui des individus de i an, de 2 ans, etc., le reste exprimera le nombre des individus compris depuis i an, 2 ans, etc., jusqu'au terme de l'existence. C'est ainsi qu'a été formée la Table insérée dans \\4nnuaire, sous le titre de Loi de la population en France. Pour plus d'exactitude, d'après l'observation faite dans le n° 1 13, on prend, au lieu des nombres marqués pour chaque année, le milieu entre deux années consécutives, afin de rapporter les décès à la demi-année, qui en est l'époque moyenne.
Ce partage de la population suivant les âges est peutêtre le résultat le plus important à considérer dans l'estimation de la prospérité d'un Etat, si, comme M. Malthus paraît l'avoir prouvé, le nombre des naissances, augmentant beaucoup dès ([u'il s'est fait un vide dans la population, même à la suite de fléaux destructeurs, n'est pas [)ropre à faire juger des progrès de celle population et de sa force réelle. En effet, cette dernière lient au nombre d'individus dans la vigueur de Tàge, et dont toutes les facultés sont développées autant que le permet Télat de la civilisation, secondé par une bonne distribution des moyens d'existence. Une nation parvenue à cet état doit 1 emporter sur celle où il naîtrait plus d'enfants, dont la [HM'le, très-nuiltipliée, se réparerait aussi très-aisément,
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mais (|ui, parcelle dcàlnii-lion préniatuiée, Ibiimii ail t-ii proporlion niuiiis de siijels pour l âge aiJullc. Lu accroisseineni dans cette partie de la population n'esl qu'une charge pour l'Etal.
116. Les divers problèmes dont la solution est indiquée dans les numéros précédents, en suj)posant que la population soit stationnaire , ont été traités par Euler, en ayant égard aux changements qu'elle pourrait recevoir, par la dilTérence entre le nombre des naissances et celui des décès (*). Je vais montrer comment on parvient à quelques unes de ces formules, tant pour contirmer les principes posés dans les n"* 108 et Ho, (pie pour donner VI ne idée de ce genre de reclierches.
Soit P la population à une époque donnée, ^l le
nombre des naissances, M celui des morts, P', Zs', M',
P', etc., les nombres analogues pour les années sui-
vantes, et faisons — = n, — = m- il viendra
IN iM
P = i\«, P = UiJi, N = - , M = —
(l ou
ni/i
Si Ton suppose constants les rapports // et ///, on auia de même
et la po[)ulation sera croissante ou décroissante, scKki (|ue ni ^ n ou m <^ n.
Si, pour abréger, on lait i H := q. it tpio tians
les équations
(*) Mémoires di' l'Acadcmic </<■ Berlin, aniiro l'tio, p. l'iJ.
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oii luellt! pour P', P", etc., leurs valeurs IV/, V(/\ et(-., |)uis pour P sa valeur «N, loules les équations lot inées ainsi seront divisibles par n el douneront
ou obtiendrait de même
]M'=IMr/, M"=M7-,
Ces formules font voir que dans l'hypothèse établie la population, le nombre annuel des naissanees et eelui des ilécès suivent tous des progiessioiis par (juotient, dont la raison est la même. Il suffit donc de connaître par Tobservaliou deux teimes consécutifs de rime de ces progressions pour en déterminer la raison; et rien ne sera plus aisé ensuite que de trouver en combien d'années la population s'est accrue dans un rapport donné.
Soit .V ce rapport et /'le nombre d'années écoulées depuis l'époque de P: on aura l'équation
Pry'" = 5P ou f/''=s; et. prenant les logarithmes, on obtiendra
La rapidité de raccroissement de la population dépend en grande partie de l'espace libre et productif sui' lequel elle peut s'étendre et de l'augmentation des subsistances. Les Etats-Unis d'Amérique, réunissant ces deux avantages, paraissent doubler de population en vingt-cinq ans. On a lieu de croire que cet accroissement pourrait s'opérer en quinze ans dans le cas le plus favorable ('''),
C) Essai sur le principe de la population, par M. Malthus, t. I, p. G-7 de la traduction française, et t ■ 11, p. 2/|0 et siiiv.
Dans VEssai politique sur le royaume de la Noui'elle-Espof^nc, par IM. de Humboldl (p. 63 de l'édition in-4")) "" trouve rpie le nombre uniiuel des morts étant représenté par 100, celui des naissances éfait 1 to en l-^rance, i30 en An[jloterre, i3o en Suède, 160 en Finlande, 16G eu
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\\1. Au moyen des relations obtenues dans 1 article précédent, on détermine facilement la loi de mortalil»'lorsqu'on connaît Ps , q, M, et comment ce dernier nombre se décompose suivant les âges, c'est-à-dire si Ton a le nombre des morts de cbaque âge à l'époque donnée. En désignant par
le rapport entre le nombre des individus de i , 2, '6, etc., ans et le nombre des naissances, et par
le nombre des décès avant Tàge de i, 2, 3, etc., ans, on aura d'abord
•', = — j^ — -j don Mo=>(i — •',).
Si l'on remonte à l'année ([ui a précédé l'époque des
N nombres P, N, INI (H6), on trouvera - pour le nombre
des naissances d'où proviennent les enfants âgés de 2 ans :, suivant la loi de mortalité, ce nombre a dû se réduire à
- ^'i dès la piemière année, et à la deuxième devenir </
- t', : on aura donc iiour la mortalité, entre la premiùie y '
et la deuxième année,
llemontant ensuite à deux ans avant 1 époque doiincc
tlussie, )8o dans la Prusse occidcntalo, 210 dans le gouvernoiiiciit de l'obolsk (d'après M. Hermanii;, 2!5o dans plusieurs parties du liant plateau du Mexique, 3oo dans TÉtat de New-Jersey ( États-Unis \
Cependant il faut observer que l'excédant des naissances sur les inoripourrait n'être qu'apparent dans plusieurs contrées dont !>eaucoup d'individus sortent poui' n'y jamais rentrer; par exemple, les soldats enrolepitiir liMile leur > ie
r.i'.s l'r.oiiAbii.n Es. iS()
poiii ;iiii\ci à la iiaissautH' tics ciiljMis de '.\ ans, le
iionibic coricspoïKlaiit des naissances osl — : iJ se icdnii
;i — »'<, a la donxienie année, puis n — i'3 a la troisième :
(loue la inorlalilé (3nlrc la deuxième et la iroîsième anm'c
sera --{t'o — v-^)^ el, [)ar conseijuenl,
En continuant ainsi, l'on trouvera toujours des é([uaiioiis. de même forme, desquelles on tirera successivement
M, 7^ M„ H- M, 7 4- Mo 7=
!Sl, 7^ _ ^!„ 4- M , 7 + I\] , 7= -j- M, 7'
Lorsque (j=zi, on a M = iN , et les expressions cidessus se réduisent à
Ni',= M — M„ — M,,
jS <'3 = M — Mo — M, — M-, ,
N .', = M — Mo — M , — M, — M, ,
c'est-à-dire que la Table de mortalité se déduit du no:nbre de décès partagé suivant les âges, ainsi qu'on l'a indif[ué dans le n" 108.
118. Quand la loi de la mortalité est connue, celle de la population se détermine de même, en remontant aux naissances antérieures à l'époque de P, et réduisant clia-
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l'un (Je CCS iioiubies suiviinl Jes années écoulées. Si l'on prend loo pour le leime de la vie, on aura, pour les âges
o , I , ?. , '^ , - . . , I oo ,
les nombres d'individus
^'. -"i, —''2, — ('3,..., -;7„''.oo,
et, par consé([uenl,
I 1 I III
1 ''i j - "i H •';.,•••» - •'..o H «'lOo , - <'io« ,
2 2 ?. Pi 2 2 2
la lonnule ci-dessus se change en
P = IN' ( - + f, -h <■. 4- - . . -h '-,00 ) ' qui est la règle indiquée dans le n" 115 (*).
( " ) Si la loi de morlalilé était exprimée par une foirmile comme celle de Lambert (112), on pourrait cesser de s'astreindre à jilacer tons les décès annuels à la même époqne, et supposer <|ue lextinction des individus se lait d'une manière continue pendant toute la durée de l'année; mais il faudrait substituer des ditlérentielles et des intégrales aux quanlités et aux suites rapportées dans le texte, ainsi qu'on peut le voir dans la Note ni et dans l'ouvrage publié par M. Duvillard sous le titre d'.lnulyse cl tableaux de l'injluencc de la /'ctitc vcrolc sur la ntortalitè. C'est de la première Tal)l<' «le cet oiivrai;e qu'ont été extraites celles de YAnnuairc que j';ii riloi>s.
i)|-.-< riKiii \i;i i.i ! l's. 1 (j I
Il Caul encore r('m.u([iu'i' (jiu- l(; polynôme (jni niulli- |)lic JN dans ré(|i.ialion ci-dessus exprime la durée; de la vie nioyeiHU! à partir de la naissance (113), el (jue, pai consé(pienl, celle durée sOblienl aussi en divisant la population j)ar le nombre d<îs naissances {*)
1 lî). Il.dicy [)arail être le premier cpii ait fait voircom- Mienl on pouri'ail conclure d'une Table de mortalité les probabilités ilc l.i durée de la coexistence de plusieurs individus, de la durée des mariages, [)ar exemple, connaissant 1 âge de chacun des membres de l'associalion. Son procédé n'est aulie r[ue c(;lui de la formation des pîobal)ilil(''s composées (K»).
Pour en montrer l'a pplica lion au sujet projiosé, cherchons les diverses probabilités relatives à lo années d'association d'un individu de 25 ans avec un de 20. Il pourra arriver : ou ([u'ils existent encore tous deux au bout des 10 années, ou qu'un seul vive, ou (jue tous deux soient morts. La Table de morlaiilé de V Annnnirc, réduite sur le pied de 1000 naissances, donne pour vivre 10 ans, à partir de 25 ans,
la prohabilitç - — , sa contran-o i — y — =^ -. — : ^;i 47. 471
à paitir de 20 ans,
la nrobaUilite - — . sa contran-e i — - — =
De ces probabilités simples résultent les probabilités con-i-
(") Dans loul ce qui précède, on a supposé qu'il n'arrivait aucun changement à la population par le déplacement des individus, ou que ceux qui venaient habiter le pays compensaient exactement ceux qui le quittaient. Pour voir comment on tiendrait compte du mouvement extérieur de la population, on peut consulter l'introduction que M. Fourier à mise à la tète des Recherches atalistiquis sur la ville de Paris et le drffartriUfiil ilf lu Scinr\ 1821.
lya rv.AiTv. éj.é.me>tairi:
posées
-J — - • -^ — f|u ils exislcronl (mK (l<ii\ .
-— ^ • •= — une le plus a:'e sera mort, 471 502''"
-7 — • -^ — que le plus leunc sera mort,
-—- • - — que tous deux seront morts.
En général, si e et e' désignent les probabilités de l'existence de chaque individu au terme de Tassociation, JclJ' les probabilités «ontraires, le développenient de
{e +/) (e' +/') =. ec' + c'/^ rf ^ ff = X
donnera
ee', rf, cf , ff
pour les quatre probabilités énoncées ei-dessus. Quand on cherche seulement la probabilité que 1 un quelcon(|nc des deux individus existera encore, on a
ce (|ui est plus simple lorsque les nombres^ et /' sont les plus petits.
120. Avec ces probabilités, on peut dresser la Table de mortalité particulière h. chaque association 5 si Ton en suppose, par exemple, 1000 formées à la fois, et que les probabilités simples ^, e\ f^ f se rapportent à la première année écoulée depuis, il v aura à la fin de cette année
1000 ec' associations qui subsisteront encore, 1000 r'y associations où le plus jeune survivra, 1000 cf associations où le plus âgé survivra, xooo ff assoiiations où tous deux seront morts.
Calculant les mêmes nombres pour chaque année, on for-
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inrra mic TaMc |i:ii('illt' à ccINî fjiic iM. Dmillard a coiihlriiitc ]u)iir les mariai^cs sur les regislrrs (K; la ville de Genève (*), et h l'aide de laquelle on délerriiinera la iIidi-c. prohahic et la durén mo) enne de l'association, comme la vie probable et la vie moye/ine par la Table de mortalité des individus (110 et 413).
Pour donner plus d'exactitude à sa Table des mariaj^cs, M. Duvillarda pris e et y suivant la loi de mortalité particulière aux hommes, e' cl f suivant celle des femmes; mais ce soin, auquel il s'est borné, faute de pouvoir faire mieux, laissait encore quelq.ue incertitude; car, dans les Tables ordinaires de mortalité, les décès des individus mariés sont confondus avec ceux des célibataires, et il y avait lieu de présumer (jue l'ordri^ de mortalité n'(;st pas le même pour ces deux classes.
Le dépouillement des registres de la paroisse de Saint- Sulpicc, l'une des plus populeuses de Paris, avait présenté à cet égard un fait remarquable : dans le résultat de 2y années, le nombre des hommes célibataires et celui des honunes mariés ou veufs de tout âge étaient dans le rapport de i à 2 ; mais à l'âge de 90 ans, ce rapport n'était plus que de g à 43, pres([ue de i à 5. Le nombre des filles et celui des femmes ou veuves de tout âge étaient dans le rapport de i à 4; mais à l'âge de 90 ans, ce rapport n'était plus que de i4 à 109, presque de i à 8 (**)•
Les mêmes différences ont été remarquées en Angleterre et en Suède; ainsi il n'y a pas de doute que des Tables construites avec des observations faites immédiatement d'après les mariages mériteraient la préférence sur les nombres conclus par le procédé indiqué ci-dessus,
(*) Recherches sur les emprunts, p. 6o. Voyez aussi dans les A'oiu Comnwntarii Acad. Petrop. , t. XII, p. \)(j. tin Mcmoiro de Daniel lîcrnoulli sur le même sujet.
(**) Page xxxij du Discours préliminaiie de la Dullrina drf;li azzaidt dpjà ritée en note, p. 179.
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Cl dispenseraient en outre de tout le calcul nécessaire pour obtenir ces derniers (*).
Voilà un exemple très-frappant et très-simple de ce que j'ai annoncé dans le n'' 107 sur 1 a\antage des observations directes. Tant qu'où u'a connu, dans chaque lieu, qu'une loi générale de la mortalité, il a fallu supposer (jnelle convenait à peu près aux deux sexes: a-t-on fait la (lislinctiou des sexes, il a fallu supposer encore que la mortalité des personnes mariées différait peu de celle des célibataires; mais l'observation particulière de la durée des mariages et de leur dissolution dispense de toute hypothèse, eu donnant immédiatement les probabilités dont on a besoin.
121. Les recherches svu' les probabilités de la vie humaine ont trouvé une application bien imporlanie dans les disputes qui se sont élevées sur linoculation de la petite vérole. Il y avait à résoudre deux questions décisives : premièrement, il fallait montrer combien l'inoculation coiiscrvalt d individus , afin de faire connaître de quelle utilité elle pouvait être à la société; et, considérant ensuite le sujet sous le rapport de l'intérêt personnel, il fallait balancer le danger que cette opération faisait courir à l'individu, suivant son âge, sa constitution, avec le danger de mourir de la petite vérole naturelle, plutôt que de toute autre maladie. Le premier de ces dangers, étant actuel, devait frapper beaucoup plus l'imagination que le second, réparti sur toute la durée de l'existence, et ne paraissant ([ue dans l'éloignement. A celte distinction. d'Alembert voulait que l'on ajoutât la dilVércnce de prix que doivent avoir les années de la jeunesse, comparativement à celles d'un âge a\ancé ; mais ici on retombe dans ces estimations vagues cjui ne peuvent èlie l'objet d'aucun calcul exact.
{') Voj'ce le !•'•■ clianitro do l'onvrapc do M ]\:ù\\ liic on m.io p iS.i
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On arrivcrnlt fan'icmciil à dos (l(''lni'ininnli(»ns précises sur l'une et l'aulro i\vs (|ucslions énoncées plus liant, si Ion connaissait le nombre des individus que la j)cliic vérole attaque dans chaque année, avec leur ài;e, le nombre de ceux qui en meurent, et quelle serait la probabilité de mourir chaque année si la petite vérole était éteinte. Ce dernier élément a «'té conclu des données précédentes et des Tables ordinaires de mortalité, en retranchant du nombre total des morts de chaque ài^e celui des morts causées par la maladie, et divisant le reste par le nombre total des individus existants à cet âge; mais cela suppose que les individus éteints par la petite vérole n'auraient succombé à aucune autre maladie, s'ils eussent été préservés de celle-là, supposition qu'on pourrait bien ne pas admettre. Il parait plus exact de comparer le nombre de décès occasionnés par d'antres maladies que la petite vérole, non pas à la totalité des individus de 1 «nge dont il s'agit, mais au nombi^e de ces individus diminué de ceux qui sont morts de la petite véiole, quoique ce ne soit pas encore tenir compte de la manière dont se seraient éteints ces derniers individus s'ils eussent été préservés de la petite vérole. Pour éviter ces objections, il faudrait déterminer immédiatement cette mortalité sur des individus soustraits à l'influence de la maladie. En choisissant ceux qui ont déjà eu la petite vérole, on pourrait néanmoins encore craindre que l'effet de cette maladie n'eût opéré dans leur constitution un changement d'après lequel leur ordre de mortalité ne fût pas le même que pour des individus préservés de toute autre manière; mais quoi qu'il en soit de ces difficultés, les résultats n'en conservent pas moins la même marche, et je ne les ai exposées que pour montrer combien le sujet est épineux. Je reviens aux données indiquées ci-dessus.
N étant toujours le nombre annuel des naissances, je désignerai par u'. f '. t'". etc., le nombre des individus
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(îxislanls à i, 2, 3, etc., ans 5 para, a', a", a'", etc., ceux qui sont attaqués de la petite vérole avant i, 2, 3, etc., ans, et par p., y.', y'\ \}."\ etc. , ceux qui en meurent. Le nombre de morts causées par d'autres maladies sera :
de à I an, ÎS — v' — ji, de I à 2 ans, v — v" — p', de 2 à 3 ans, <•" — <■"' — p",
Les probabilités de mourir de ces maladies seront, dans la première hypothèse,
N — ,/ — u. c' — .'" — p.' P"— ('"'— fx" ^^^ —7' ' T^r— '•■••
et dans la seconde,
N — p V— II' v" — fi"
En général, qu'elles soient déduites, soit de ces expressions, soit des précédentes, ou de toute autre manière, désignons-les par m, nt', m", m'" , etc. 5 après l'extinction de la petite vérole, un nombre N de naissances donnera N (i — m) enfants âgés de i an , N (i — ni) (i — vi') enfants âgés de 2 ans, etc., nombres (jui formeront la Table de mortalité rorrespondanle à cet état de choses; et en la comparant à la suite des nombres N, p"', u" , v"\ etc., on en déduira le nombre des individus qui sont conservés dans chaque âge, l'augmentation de vie moyenne gagnée par eux en pailiculier, et celle qui en résulte pour tous les individus. Connaissant d'ailleurs le rapport du nombre des mariages à celui des individus nubiles, et le rapport du nombre annuel des mariages aux naissances, on obtiendrait l'accroissement produit dans les naissances par lesindivldus conservés : ce serait le gain de la population; mais pour qu'il ail réellement lieu , il faut que la facilité de subsister croisse aussi dans le même rapport.
DES PUOBABli.ITÉS. igj
122. Dans l'ûlat présent, a individus prenant la petite vérole de o à i an, et |^ y suceombant, il résulte pour
celte première année les probabilités — de piendre la
petite vérole, — x- = b d en mourir (10), et — - —
de n'en être pas atteint.
Des N — a individus qui ne l'ont point la première année, la mortalité causée par les autres maladies n'en laissera que (N — a) (i — m) j sur ce nombre, a' prendront la petite vérole dans la seconde année, et ft.' y succomberont; ainsi on aura, pour celte seconde année, les
probabilités 7— r- r de prendre la petite vérole,
d'en mourir, et i
être pas attaqué. Le nombre des individus ([ui ne seront
pas atteints étant alors (N — <^) {^ — ^ï) — ^'^ se réduira
par les autres maladies à [(N — a) (1 — -m) — a' J (i — m'),
de la seconde à la troisième année. Eu continuant ainsi,
on calculera les probabilités correspondantes à chaque
année.
Si, pour abréger, on désigne par e', s'', s'", etc., le nombre des individus qui ne sont pas encore atteints de la petite vérole au commencement de chaque année, les probabilités d'en mourir seront, pour la première, la seconde, la troisième, etc., année,
les probabilités d'être du nombre des individus qui neii ont pas encore été attaqués seront, au commencement des années i , 2, 3, etc.,
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d'où, il siiiL que les probabilités lYcii mourir dans i. 2.
3, etc., ans, à partir de la naissance, seront
N ■ c' IS ' N ' IN
et en paiiant de i an .
fi P
résultats qu'on peut appliquer à toutes les années, en accentuant, d'après le numéro de ces années, les quantités € et p.. La somme
de ces probabilités, poussée jusqu'à la plus longue durée delà vie, donnera le risque de mourir de la petite vérole, rapporté à Tàge d'où 1 on part. Ce risque est celui qui devait être compaié au risque de mourir de la petite vérole inoculée, pour estimer 1 avantage que Tinoculation olTrait à l'individu qui voulait s'y soumettre.
123. Il serait aisé de tirer de ces calculs le nombre des individus de chaque âge qui meurent sans avoir eu la petite vérole, la durée moyenne de leur vie, et beaucoup d'autres conséquences, développées par M. Duvillard. dans 1 ouvrage cité. p. 190, mais dont le détail n entre pas dans mon plan.
Daniel Bernoulli, par son éminente sagacité, suppléa aux données précédentes qui lui manquaient, en s'ap- [juvant toutefois sur deux hypothèses que les laits n ont pas contirmées, savoir : que le danger d'être attaqué de la petite vérole était le même pour tous les âges, ainsi que le danger d'y succomber (*) 5 mais l'avantage était d'ailleurs si considérable, ([U il demeurait encore très-évident
(') Mèmc'irt'S ilc l'Àcailcmu- des Sciences df Paiis, aiiiiéo 1760, p. i
OEs l'uou \i;iMTi':s. i()ij
nialgrr ce délaut , (juc M. Duvillard, aiJt; îles ohsi'rvalioiis mulliplii'C's faites posléricuromeiit au Mémoire de Hci'iioulli, a ontièrciuent évité. Voici (juelqiics-iuis des principaux n'-sultals (ju il a obtenus.
Ou tiouve aux pages 142 et suivaules de son ouvrage : i*^ que dans l'état naturel, sur i 000 000 d'enfanis naissants, 85 685 nioui lont tùt ou tard (!e la petite vérole, et (jue la vie moyenne de ceux-ci sera de 3'"'% 9 ; 2" que si cette maladie avait disparu, la vie luoyenne des enfants de 4 ans s'élèverait à 44'"% 7i et que dans cet oidre tic choses, que l'auteur appelle Vclat non varioliqua^ la vie moyenne des enfants naissants serait de 32 j ans au lieu de 28 j ans (lli)^ la population, qui, poift* loooooo de naissances, ne monte ([u'à 28 ^63 000 individus, s'élèverait à 32 256 000. Tels seraient les effets de la yacc/«e, si la pratique en devenait générale. Et qui pourrait empêcher qu il n'en fût ainsi, puisqu'elle est d'une extrême facilité, qu'elle ue présente aucun dani^er, que le nombre des épreuves directes et inverses auxquelles elle; a déjà été soumise constate son utilité, par une probabilité très-approchante de l'unité, et appréciable par les calculs les plus simples ?
124. Ce n'est pas pour la petite vérole seulement «juc les médecins ont Ibrmé des tableaux d'observalious : il y a déjà quelques ouvrages où l'on a suivi cette méthode, la seule qui soit vraiment démonstrative, puisque la médecine ne se compose en grande partie que de iaits déduits immédiatement de l'observation, qui seule a fait remarquer et a constaté lellet des remèdes spécifiques les mieux reconnus pour tels. Les efforts de la nature se combinent de tant de manières avec les diverses méthodes curalives, qu'aucune de ces méthodes n'est peut-être entièrement dépourvue de succès, au moins apparents. C'est donc par la comparaison du nombre de ces succès
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avec le iioiiihie total (l(;.s maladies traitées suivant chacjue mélliode, et des maladies abandonnées à la nature (si ce dernier cas pouvait av<jir lieu), ([u'on doit assigner le mérite relatif de ces méthodes et répondje aux objections renouvelées sans cesse contre la médecine. M. Pinel et plusieurs autres médecins ont fait connaître les résultats obtenus dans les hôpitaux où se traite; l'aliénation mentale. En 1789, iM. AV^illiam Black, médecin anglais, a publié la secondtî ('diliou d'une Analyse aritliincLiqiic et nnulicale des nuihidics et de la mortalité de Vespèce hunuùne ( An ariihnielical and médical Analysis, etc.). C'est par la continuation et l'extension d'un pareil travail que ron*pourra constater irrévocablement si la médecine fait des progrès réels : les hôpitaux, plus nombreux et beaucoup mieux tenus que dans le siècle dernier, odrent à cet égard de grandes facilités (*).
Des Jienles viagères et des Assurances sur la vie et sur les choses.
125. Les probabilités de la vie humaine, combinées avec l'accroissement des fonds placés à intérêt composé, ont donné lieu aux rentes viagères, aux assurances sur la vie, aux caisses d'épargne, et en général à toutes les spéculations par lesquelles on se procure, soit pour le présent, soit pour l'avenir, des avantages pécuniaires
C*) On a taiil calomnié l'esprit pliilosophique, c'est à-dirc la raismi appliquée à tout ce qui intéresse la société, qu'il doit être permis de rapl>(!lcr les faits évidents qui parlent en sa faveur. L'un des plus frappant» est l'amélioration du sort des malades dans les hôpitaux, due aux eflbrts d'hommes bien connus pour n'être mus que par une philanthropie purement humaine. C'est par leurs soins, et dans un temps dillicile, tju'a cessé l'entassement des malades dans un même lit à l'Wôfe/- Dieu, que les mesures ont été prises pour diminuer lu mortalité oiVrayante des enfants trouvés, qu'ont été formés des hospices sépares pour l'accouchement cl l'allaiiemenl, el beaucoup d'autres institutions d'ordre et de l>ieiifaisancc
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dépendants des i:lian( l's de la inorlalilé. L imporlanee de (es lliéoiies a niulliplié beaucoup les (juestl(jns (pii s'y rapportent et les auteurs (jui en ont traité : on ne doit donc s'attendre à trouver ici cpie les indications nécessaires pour uionti'cr comment le sujet se rattache au calcul des probabilités ; et la solution des problèmes les plus simples suflira pour cela.
Considérons, prcmièremenl, chacun des i^ individus compris dans une Table de morlililé, à un âge donné, comme propriétaire d'une rente viagère .v, ou comme devant loucher annuellement celle somme pendant toute la durée de sa vie^ celui (jui est chargé de payer ces renies, et que je nommerai le banquier, donnera à la fin de la première année la somme v' s\ à la fin de la deuxième, v"s ; à la fin de la troisième, v'" s, et ainsi de suite, v' ^ v" , y"\ etc., désignant le nombre des individus existants h la fin de ces années. Si f représente le taux de rintérêt, ces sommes, rapportées au commencement de la première année [voyez les Elcnicnls d' jîlgèhre)^ deviendront respectivement
et ainsi de suite, jusqu'à Tàge où finit la Table de mortalité. Eu les ajoutant on aura la valeur totale de ce qu'ont dû payer les individus existants à la première époque pour acquérir ces rentes : chacun d'eux aura donc payé
qu'il serait trop long de détailler Ici. Dans ce xvu'" siècle si vanté, la mortalité de THôtel-Dieii de Paris était le scandale des étrangers : il y périssait plus de 3000 malades par an, faute de soins. (Voyez Essay tending 10 prove that in thc Hospilal cullcd THostel-Dieu uL Paris, there die ahove 3ooo per annum, hy renson ofill accomodalion (1C87); sèmerai Essays, etc.; by William Petty, édit. de 1755, p. 63.)
Le zèle religieux, comme la pitié, peut sans doute prodiguer les secours; mais la raison seule, les dispensant avec impartialité, établissant l'économie par l'ordre, sait faire participer le plus grand nombre d'individus au bienfait, et proparer dans le présent des ressources pour l'avenir.
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pour sa pari ,
i' lu- ^ (n- f)' (• 4- ty j
La somme S est le capital de la renie viagère s\ c'est aussi la valeur moyenne des sommes payées par le banquier, réparties entre tous les individus de la Table, de manière qu'il n'éprouvera ni perle ni gain, si l'extinction des rentiers a lieu conformément aux nombres marqués dans celte Table.
La formule de l'espérance mathématique donne la même expression pour S, en ne considérant si 1 on veut qu'un seul rentier 5 car les sommes éveulucUes rapportées à la première épo([ue, étant
et les probabilités ([ue le rentier existera à la fin des
années
étant
son espéiai'.ce niallieinaîujue sera
[x + ty n-f-o' J
valeur de S trouvée ci -dessus.
li2G. Ces deux manières de mellre le pioblème en équation doivent rappeler les léllexions du n** 81. et montrer connnenl le sort de renq)rnnlenr ([ni se cliarue d une seule renU' viagère dillère de celui du banquier
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payant un itoinbrc de rentiers assez considérable pf>ni- (jue leurs décès suivent l'ordic infrupié par la Table de niorlalilé. La première eiilicprise est bien basardcuse ; l'aulie. au contraire, Test peu. si toutefois la Table de mortalité a été construite ou choisie,' d'après la classe d'individus qui doivent composer les rentiers. Quand il s'agit d'un emprunt public à rentes viagères, on doit bien se garder d'employer la Table de mortalité générale, pour une grande capitale ; car ce ne sont guère que des individus clioisis qui s'intéressent à ces emprunts : aussi sont-ils très-onéreux à l'Eiat quand on donne le même taux sur toutes têtes, c'est-à-dire pour un âge que!con((ue, comme on l'a fait en France vers 1780, ce qui a produit la spéculation suivante.
Des banquiers , ayant remarqué l'avantage c[ue les femmes avaient à Genève sur les hommes, par rapport à la durée moyenne de la vie, en ont fait choisir par des médecins un certain nombre ayant déjà subi les épreuves de la petite vérole, de la rougeole, dont la constitution paraissait la meilleure, et dont ils pouvaient surveiller la conduite. C'est sur ces tètes qu'ils ont placé leurs fonds, dont ils ont formé un seul capital, divisé eu actions, par nu arrangeaient fait entre eux, de manière à pouvoir associer un grand nombre de personnes à leur spéculation. Recevant 9 pour 100 d'intérêt, ils pouvaient donner 7 pour xoo, ce qui était au-dessus de l'inlérèt légal, et les 2 pour 100 qui leur restaient, étant placés à intérêt composé, à 5 pour 100 seulement, devaient en 26 ans reformer le capital. Or la vie probable des femmes de Genève, prise à l'âge de 20 ans, surpasse beaucoup ce terme, puisqu'elle s'élève à 4oi t-'t de plus, comme ce n'est là que le terme moyen, pris sur toutes les professions, il V a bien lieu de croire c]ue celui des sujets choisis par les banquiers dont nous parlons aurait été plus fort, en sorte qu'on ne s'éloignerait pas beaucoup de la vérité
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en prenant pour leur protit ce que serait devenu le capital au bout de 4" ans, et alors il se serait plus que doublé.
Ce n'est là qu un aperçu 5 car pour avoir la vraie mesure du désavantage de l'emprunteur dans le cas actuel, il faudrait connaître avec précision Tordre de mortalité des individus de la classe dont il s'agit, et calculer à quel taux devrait être l'intérêt de l'argent, pour qu'ils pussent obtenir g pour 100 en rentes viagères. La solution de cette question dépendrait de l'équation du n" 12o ; les données
seraient i^,u , u , t^ , etc.: on aurait s = -^ — -, Î5 disparai-
trait comme facteur conimuu aux deux membres, et il viendrait
ioocL'+^ (i-f-O' ('+0' J'
équation de laquelle il faudrait tirer la valeur de t, ce qui ne pourrait se faire que par des tâtonnements assez laborieux, si l'on n'avait pas déjà un grand nombre de Tables construites d'après divers ordres de mortalité, et pour divers taux d'intérêt
1-7. Il est évident que de simples opérations arithmétiques suffisent pour calculer la valeur de S et lésoudie la question directe, en avant même égard à une circonstance que j'ai négligée, pour plus de simplicité. J'ai supposé, dans la construction de la formule du 11" 125, que les décès des rentiers avaient lieu à la lin de chaque année ; mais comme il n'en est pas ainsi, et que l'on pave aux héritiers une partie de la rente proportionnelle au temps que le rentier a vécu, il faudra, pour compenser celte dilîerence, substituer-^ {^'~^^'') ^ *''■> ^ {^''-^^'") à ^^", etc. Si l'on voulait établir la loi de continuité dans les décès, il faudrait substituer aux nombres v, v'\ w"...., une expression générale de la loi de mortalité (112), et rcrouiir au calcul intégral. (/^ oi es la Note III.)
nKs Tiu)inmi.nY:.s. aoT)
Le plus souvent on n^ïniploic, poui' ahiéger le c.ilcul,
que la dislinclion iIcs périodos pendant lesquelles il est
permis de regarder le nombre annuel des morts comme
constant. En désignant ce nombre par ///, il vient
c' ~- V — ///, ('" = r- — 2 ni, <>'" = (' — 3///, . . . , ce fpii cbange la valeur de S en
Cette expression se décompose dans les deux suites
?i représentant le nombre d'années de la période. Si, pour
abréger, on fait ■= q, la première suite, qui est une
progression par quotient, deviendra
V-ï [ I + 7 H- 7' + . ■ . H- 7''~' ] = '/■'>■ _ '-, et la seconde se changeant en
asm ^ „ T
on posera
multipliant les deux membres de cette équation par ^,
il viendra
f- 2 7' + 3 7' 4- ... H- nq
puis, ajoutant au pieniier menil)ie la progression par quotient
et au second, — •> somme de celte progression, on
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oblicndra
1 + 27 + 37' -f- 4 7^ H- . . . 4- (« + I ) 7" = /7 -4- _ Observant alors que
I -+- 27 4- 37= + 47' + •••+(« -i- 07" = /+(« + O7". on formera réquaiion
doù 1 on déduira
Au moyen de cette dernière somme et de celle de la
premieie suite, on a en
fin
sni r i — 7"-*-' [n-hi]q''l ^ 1(1 — 7)' 1 — 7 J
fornitile où il ne reste plus qu à mettre pour fj sa valeur > et opérer quelques réductions, auxquelles je
ne m'arrêterai pas. En l'appliquant à chaque période, depuis l'âge d'où l'on paît jusqu'à la fin de la Table de mortalité, la somme des valeurs trouvées pour S' donnera celle de S. L hvpollièse de iMoivre(112) est commode en ce qu'elle ne fait qu'une seule période, à partir de 22 ans.
128. Comme le plus souvent c'est une Table de rentes viagères (jue l'on construit pour tous les âges, Euler, dans le Mémoire cité p. 186, a trouvé commode de dériver le
C) On parvient bien facilement à ce résultat par le calcul diflerentiel ; car il est visible que
On trouvera de nionie la somme des série,* analogues dans un ortlre
((ii('lc(iii<ii:c.
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taux relatif <à tin ài:;{>clu Inux iTlalilà Tà^c suivant. Si l'on snhsliliu' clos numéros Ini'cricurs tlésignanl les âges aux accents dont les r sont allectés dans la forinulo du n" 125, ou aura pour l'âge fi,
cl pour làge « + i ,
I + ^ {i-hty j
l'âge le plus avancé de la Table de mortalité donnant le dernier ternie de ces suites. Si l'on divise la seconde équation par I -f- /, qu'on multiplie les deux membres de la première par ^'„, ceux de la seconde par t^^+i, et qu'on retranche les produits terme à terme, il restera seulement l'équation
qui fera connaître S„ par le moyen de S,,^,, et pourra servir à calculer les valeurs du capital de la rente s, en commençant par l'âge le plus avancé. Assez ordinairement on fait.v = I franc, ou =100 francs.
129. Les rentes sur deux tètes se calculent d'une manière analogue, en substituant aux probabilités — , — ^elc, du n" 125, les valeurs successives de la quantité
ee' + c'f-{- tf = I —//' ,
qui, dans le n° 119, exprime la probabilité de l'existence de l'iniequelconquedesdeux tètes sur lesquelles la rente est constituée, ou bien en appliquant à une Table indiquant la loi suivant laquelle s'éteignent un nombre donné d'associations d'âges donnés, les considérations par lesquelles commence le n° 12o.
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130. l/('.s|)('(:o (J(! toiilliti' la plus simple n'est au Tond qu'une annuité à lerme probable; car dans ce placement, où les rentiers suivivanîs liéritent de ceux qui sont décédés, le ban(juier paye tous les ans la mr:me somme, jusqu à l'entièie extinction de la classe des rentiers du même âge. Supposant que S soit la somme qu'ils or)l placée en commun, s celle que le banquier leur paye chaque année, et n le nombre d'années qui doit s'écouler jus(ju'au terme de la Table de mortalité, on aura [Êlém. d'algèbre)
quant à la somme v, elle se partagera entre les rentiers , suivant le nombre d'individus existants chaque année.
Lorsque la classe des lentiers est très-nombreuse, il est évident que le nombre /? est celui des années comprises depuis l'âge où ils font leur placement jusqu'au dernier âge marqué dans la Table de mortalité ; mais dans le cas contraire, le banquier leur ferait tort en reculant ainsi le ternie de l'annuité. Saint-Cyran propose de prendre pour ce terme l'antjée où il y a une probabilité -^ que tous les rentiers seront éteints ; dans le cas de deux rentiers, pai- exemple, ce serait l'année où la (.[uaulhéff du n" 1 19 se réduirait à j, c'est-à-dire le lerme de la durée prohahlc de l'association (*).
Si les rentiers ne devaient hériter cjue d une portion cUi revenu des décédés, de la moitié, par exemple, le ban-
( * ) Recherches sur les eni/irunts. II'" parlie, p. 48 Si l'on prenait celle niênic durée pour le terme des rentes via{;ères quelconques, le c.ilcul, réduit à celui d'une annuité, deviendrait beaucoup jdus simple; mais. excepté dans des cas très-rarep, il donnerait toujours des rentes plus faillies que le procédé du n" 125. Sous ce rapport il conviendrait peutêtre mieux au cas où il s'ajit d'une seule rente; car alors le banquier s'expose beaucoup : mais pourquoi le rentier ferait-il un contr.U de>avanta[;eux, quand il peut obtenir un taux plus considérable en prenant pari il (le nonit)rcux placements;'
i)i:s Huotuitii.ii Es. 'it»y
(|uiri- .Mirait à paver, à la lin de la |)i(iuit'Tc aiiiu'C,
I »'' H ■] = roules, à la lin de la seconde,
i^ -\ = 1 el ainsi de suite : on aurait donc
é(juation
et er.aque rentier touclierait les sommes ; a
r 11 •' - (<' + '')•*• 1 i- Il iiii (.le la première année, ;; — a la lin de la
deuxième, cte.
"131. La théorie des caisses d'épargne ne diffère pas beaucoup de celle des rentes viagères sur une seule tète ; et celle des caisses par le moyen desquelles on assure des pensions aux veuves ressemble assez à celle des rentes viagères sur deux tètes.
Dans les établissements de la première espèce, chaque associé donne, soit une somme une fois ])ayée, soit une somme annuelle, pour avoir droit à une pension dans un âge avancé, ou à des secours en cas de maladie. 11 est aisé de voir que dans le premier cas, si S désigne la somme donnée pour recevoir une pension 5, après un nombre /i d'années, les sommes étant rapportées à l'époque du placement, on aura l'équation
Si l'on pave des sommes annuelles S, S,, S?, etc., il faudra substituer à S la suite
«>, S, <sS..
C'est à ce cas que reviennent les retenues que l'on fait 4'' édition. i4
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aux einpiovés dans certaines adminislratious. pour leur assurer des pensions de retraite.
Si la caisse doit donner des secours en maladie, il faudra introduire dans le second membre les produits de ces sommes, rtkluites à la même épof[ue et multipliées chacune par la probabilité de les délivrer. Cette probabilité doit se conclure des observations faites avec soin, sur le nombre et la durée moyenne des maladies dans la classe d'individus à laquelle la caisse est particulièrement aileclée.
L'utilité de semblables établissements est si évidente, que de simples ouvriers laborieux et économes se sont réunis pour en former. Quoiqu'ils n'eussent pas tous les éléments nécessaires pour asseoir leurs calculs, et que leur petit nombre ne leur donnât pas autant d'assurance qu'une réunion plus considérable, cependant plusieurs de ces réunions ont prospéré. Toutes ont senti lavantage qu'elles auraient à s'étendre 5 mais, comme on peut le voir par les intéressants Rapports qu'a faits sur ce sujet, à la Société Philanlhropi([ue, M. Dupont de iSemours, presque toutes ont craint d'attirer les regards, de peur d'être atteintes par la versatilité des systèmes linancieis de l'Etat-, car ce n'est que par une grande sûreté dans les placements que ces caisses peuvent prospérer. L'idée de les lier avec l'administration du Mont-de-Piéié, comme l'a proposé M. Mourgue, dans le plan qu'il a présenté à l'Institut, serait très-heureuse si cette adminislralion, qui peut faire l'emploi des plus petites sommes, et dont les capitaux sont dans un mouvement continuel, demeurait indépendante des fonds publics (*).
132. La forme des caisses alî'eclées aux pensions tles veuves peut varier aussi de plusieurs manières: mais il
C* ) Vlan iTunc caisse de prèfoy atice et de secours.
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sullildc i<»iisi(U''r(M la loiiiic la [)lus siiiipir, pour jxiuvoir, au moyeu tic cv. qu'on a vu dans les articles précédents, se faire une idée de la manière de traiter les autres. Que ehaque homme maiié donuc, soit en se mariant, soit annuellement, une somme, sous la condition que s'il meurt sa veuve recevra, soit une somme, soit une renie donnée; on exprimera facilement les relations de ces sommes, en les réduisant toutes à la menu; épotjue, et en les multipliant ensuite par la probabilité de les jiay» i •
Si la eondilion est un seul payement à faire par chaque membre de Tassociatiou et par la caisse, il sullira de subslitui'r au nond)re i-*, dans la première écjuation du n° 131, le nombre ce' du n" 119, calculé d'après des Tables appropriées à la classe d'individus dont il s'agit, et aux nombres »'„, t'„^i , etc. , celui des femmes qui deviennent veuves chaque année, lequel est la différenc** des valeurs de e^^d'une année à 1 autre.
Si les payements sont faits annuellement, tant par les associés que par la caisse, alors c'est la seconde équation du n" 131 qu'il faut employer, en substituant aux u, ^^ , r, , etc., du premier membre, les valeurs successives de ce' (119), et aux i'„, i^„^i , etc., du second membre, celles de e'J", qui désignent le nombre de veuves existantes à la fin de chaipie année.
133. Ces exposés sommaires n'ayant pour but que de faire connaître les relations des diverses manières de combiner l'intérêt de l'argent avec les chances de la mortalité, et les moyens qu'on peut employer pour résoudre les questions qui s'y rapportent, je renvoie aux auteurs qui en ont traité paiticulièrement, à la tète desquels il faut placer Euler, pour son ouvrage sur les Caisses des veinées ; mais je ne dois pas omettre de faire observer que si, dans les emprunts, l'équité exige qu'on rende aux prèteuis tout ce ([ue leur assigne la formule de l'espé-
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rance malhémalique, il n'en saurait être de même dans les caisses établies pour les épargnes, les secours, etc. Celles-ci ont des frais d'administration qui doivent être supportés par tous les membres de l'association. De plus, tant f[ue l'association est peu nombreuse, la caisse doit prendre qucKpie avantage, afin de parvenir à former un fonds qui puisse parer aux irrégulaiités que la succession des événements présente par intervalles, ou bien elle risquerait de se trouver hors délat de remplir les conditions qu'elle s est imposées. Elle donnera donc un intérêt moins fort que le taux ordinaire, ou feia une retenue sur les sommes payées par les sociétaires. La réunion de ces bénéfices, multipliés par les probabilités qui leur correspondent, compose l'avantage du banquier, comme pour la loterie et les jeux; mais sa détermination exige encore qu'on dislingue le cas où la caisse n'emploie à faire son service que les fonds (ju'elle a reçus, et celui où le banquier a entrepris, à ses risques et périls, de faire ce service sur ses propres fonds, au moyen du bénéfice qu on lui alloue (*).
(*) Après avoir négligé pendant lro[« longtemps d'irniter des établissements utiles que nous voyions prospérer chez nos voisins, nous paraissons nous y perler avpc un engouement que des spéculateurs s'efforcent de meUie à profit, en variant de toute manière les formes qui peuvent faire naître des espérances, ou plutôt des illusions enivrantes. Il serait doncconvenable qu'on répandît à ce sujet des lumières propres à éclairer sur <lcs déceptions qui peuvent nuire, non-seulemenl aux particuliers qui en seraient les victimes, mais aux établissements équitables et désintéressés, dont la conservation importe beaucoup au bien de la société.
Le point fondamental de ces instructions serait de faire connaitie avec précision la nature et les avantages des diverses formes de cumulations d'énargnes et de remboursements, afin ne montrer celles qui sont le plus favorables à Tintérêt des familles et à Tacquisition des habitudes qu'on doit encourager. D'abord on doit placer en première ligne les caisses d"'épargne dans lesquelles on reçoit de petites sommes pour les accunvuler, et rendre le produit entier à des époques plus ou moins éloignées, comme rétablissement des enfants, Page avancé du père de famille. Ici, lorsque Temploi des fonds de la caisse a été sage, il y a peu ou point de risques à courii ; le travail et la bonne conduite ont leur
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134. C'est à te (U'iiiicr cas que se rapportent les coiiipa^Miies ({ui assiueiil les inaiehaiidises et les vaisseaux, conlie les ris(]ues de mer ou de guerre, les maisons, eoMtre les incendies, la valeur des récoltes, contre les intempéries des saisons, et en général tous les genres de commerce ipii d(''j)endenl d'évéiiem<:nls soumis au hasard. Celui qui se livre à de pareilles spéculations doit trouver dans le taux qu il exige, premièrement une probabilité
récompense, qui tourne lout entière au profit delà iamille, et par conséquent (le la société.
Malheureusement ce modo est trop peu produotif quand les économies qu'on peut faire sont faibles : on a donc voulu, pour en augmenter le résultat, les combiner avec les chances de la mortalité ; et considérant toujours l'activité et le travail comme la ressource immanquable et nécesbairo des familles peu aisées, on s'est borné à prépaier des recours pour des malheurs imprévus : de là sont nées les assurances sur la vie et les caisses des veuves, par lesquelles on assure à des survivants une somme une fois payée ou une pension pour suppléer, pendant un temps plus ou moins long, au travail du père de famille. De tels établissements se recomman<lent par eux-mêmes sous tous les rapports, puisqu'ils encouragent le sentiment le plus noble et le plus utile à la société, la bienveillance pour nos proches.
Que, p;ir des circonstances de leur vie, de:^ individus sans famille, ou n'ayant que des parents aisés, se décident, pour améliorer plus sensiblement leur position, à faire des placements viagers, ce mode, moins digne d'être encouragé que les précédents, est encore bien préférable aux tontines ; car, dans l'un comme dans l'autre, le fonds est perdu poui' les héritiers; mais du moins dans le premier, où le remboursement de ce fonds s'ertectue à mesure que la vie du rentier se prolonge, il obtient beaucoup plus tôt un revenu meilleur que celui qu'il tirerait de la tontiiie, et ne perd que l'espérance frivole d'un revenu exagéré, auquel atteint à peine un petit nombre d'individus privikgiés, ou colle d'une riche succession, encore plus difficile h recueillir.
Il n'est donc pas possible de voir dans les tontines autre chose que de vériiables loteries dont les inventeurs s'adressent à la cupidité des actionnaires, et à cette passion de tenter les hasards qui est la source de tant de désordres dans les jeux. Si les inconvénients des tontines sont moindres, c'est parce que le tirage, ou la décision du jeu, n'a lieu qu'à une époque Irès-éloignée; mais dès leur origine il a été reconnu que leurs chances n'étaient propres qu'à endormir l'activité de ceux qui s'y étaient intéressés.
A ces observations morales sur l'effet des tontines, relativement aux
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très-considérable de ne pas entamer ses fonds au delà d'une certaine limite, afin de pouvoir continuer suffisamment sa spéculation: secondement, une probabilité assez grande d obtenir un profit au moins égal à l'intérêt que ses capitaux lui auraient rapporté dans un placement qui ne lui eût fait couiir aucun danger, plus un salaire auquel lui donne droit le travail quexige de lui son entreprise.
Le premier élément à déterminer ici est le risque de perte et la probabilité de succès. Il ne serait pas aisé de
romiers, il faut joindre la difliculic de les amener à l'élat d'un jeu égal, en les assujellissaiit aux règles du calcul des probabililés. Leurs auleurs, ne cherchant guère qu'à présenter des chances séduisantes, sans s'aslreindre à la détermination eiacle dt-s probabilités qui dépendent d'opérotions presque impraticables par leur longueur, se bornent à réunir les associt■^ en classes dont Pélenduc est l>-lle, que les plus jeunes ont sur les autres un avantage très-marqué; vient ensuite la dilliculté di; partager K .fonds a l'expiration de chaque classe ou de la tontine. Pour échapper à ces embarras, il n'y aurait qu'une seule manière, ce serait de ne grouper ensemble que des individus de même âge, dans les mêmes circonstances, d'assigner rhcritage de chaque classe au dernier survivant ; mais c'est un mode impraticable dans des associations formées d'un nombre peu considérabK' d'individus, et il est bien à désirer que ce nombre demeure toujours renfermé dans des limites très-étroites.
Parmi les raisons qu'on a fiil valoir en faveur des tontines, on n'a pas manqué de dire que, par leur moyen, le capital était conserve; mais peut-on dire que celui des rentes viagères soit perdu pour la société? Le rentier qui a eu plus d'aisance, consommant à raison de son revenu, a contribué au mouvenjenl de l'industrie et du commerce, et c'est là tout ce que la société peut demander en généra!. Que lui importe qu'un particulier devienne très-riche, tandis que d'autres languiront dans le besoin .' Le but de la société est, ou doit être, de distribuer le mieux qu'il est possible entre ses membres les douceurs que procure la civilisation, et non pas de les accumuler dans un petit nombre de mains, en favorisant l'établissement des grandes fortunes aux dépens des petites.
Ceux qui désireront plus de développement sur ce sujet pourront consulter le Moniteui du 4 octobre 1821, qui contient un Rappi rt fait à IWcadémie des Sciences, dans lequel M. Fourier a exposé avec étendue les principes rationnels pour juger les divers genres de placements. Quant au calcul et aux données sur lesquels ce calcul est fondé, nous renverrons à l'ouvrage que M. Francis Baily a publié sous le titre de ihc Doctrine nf lifc annuitics and assuiiinccf, rtc, déjà cité p. iS >
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«lire coiimioiit 011 s'y est pris à l'égard des risques marilimes; car je ne sache pas qu'on ail dressé des listes exactes et longtemps coni innées des vaisseaux qui se sont perdus, ou (jui ont été pris dans différentes guerres. La construction et le dépouillement de ces listes exigeraient beaucoup de détail, [)uisque, dans la classification des événemetJls, il faudrait considéier le lieu et le temps, soit du départ, soit de l'arrivée, la force du vaisseau, celle de l'équipage. Le détail de la valeur des perles serait encore plus considérable, puisqu'on assure non-seulement le corps du navire, mais les marchandises qu'il porte, et qu'on répond des avaries que ce corps ou ces marciiandises peuvent éprouver. Il ne paraît même pas possible d'apprécier avec quelque exaciiiude celte foule de circonstances 5 mais il est vraisemblable que les profits du commerce maritime ayant été d'abord très-considérables, les négociants, dans la vue de se procurer des rentrées certaines, ont pu faire sur ces profits des sacrifices assez grands pour tenter des spéculateurs hardis. L'exemple des gains que ceux-ci ont faits leur a bientôt donné des concurrents 5 d'un autre coté, le bénéfice des marchands devenant moindre, et les dangers diminuant par le perfectionnement de la navigation, les uns ont appris de l'expérience ce qu'ils devaient abandonner, et les autres ce qu'ils devaient exiger, pour ne pas trop compromettre leur fortune (*).
(*) J'ai vu dans un Mémoire manusciil, dont l'auteur paraissait assez au fait de la pratique des assurances maritimes, que le risque en temps
de paix était estimé à -^ dans les cas les plus ordinaires, ce qui exigeait
une prime de i t pour 100. On trouve dans les Annales de Chimie et de Physique un extrait du Tableau des Régions arctiques, par M. Scoresby, où sont rapportés des fails qui donnent la mesure du danger de perte pour les bâtiments hollandais et anglais qui vont pêcher la baleine vers
le Spilzberg et la baie de Pafïin. Celait d'abord 4 sur 100 ou — pour
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Si l'on voulait appliquer aujourd'hui le calcul à ce genre d'assurances, il y aurait de grandes recherches à faire dans les porLs, pour se procurer des données exacies ; mais il v a tout lieu de croire qu'on n'en retirerait pas beaucoup de IVuit; car l'Académie des Sciences proposa trois fois ce sujet de prix, de 178^ à 1787. et ne put rien obtenir de satisfaisant. La théorie n'était pas difficile à établir, mais les faits ont toujours nian([ué -, et ensuite la considération d'un nombre fort grand de risques ayant des probabilités et des valeurs différentes aurait rendu les calculs impraticables, à moins que l'on n'eût réduit tous les risques qui offraient quelque analogie à un seul, d'une probabilité et d une valeur moyennes, ce qui aurait été moins exact, mais ce qu'il parait impossible d'éviter de faire, même pour les autres genres d assurances. Il aurait fallu aussi, dans la rigueur, faire usage des formules qui donnent les probabilités à posieriori; mais il n'était guère moins nécessaire de sacrifier encore ce point à la brièveté (*).
les Hollandais, dans les environs du Spitzberg, puis 1 sur 100 ou t— près
(lu détroit de Uavis, et maintenant moins do pour la llolle anglaise
des baleiniers qui fréquentent ces parages. {Annales, etc., t. XN IJI, p.4à-i Suivant le Mémoire manuscrit que j'ai cité plus haut, le risque d'incendie est estime pour les maisons couvertes en ardoises et bâties
uoooo
en pierres.
(") En examinant le sujet de plus près, la dillicultc parait augmenter encore; car les naul'rages arrivant en granil nombre par reflet des nuragans, la probabilité de la perte d'un navire ne saurait plus cire regardée comme celle d'un événement simple : il faudrait remonler jusqu'à la probabilité propre des ouragans dans leîle ou telle région, et la combiner avec la probabilité de la perte d'un navire dans ces circonstances.
On estime cjue dans Thiver de 1821 à 1822, il a péri environ 300 > navires et "jo oco hommes ; 25o bâtiments et 2 5oo hommes ont été engloutis sur les côtes du Danemark seulement {Bulletin des Annonces et des Moiivelles srieiuilitjiics, t. III, p. '^f\0 , n" 8, aoùl 1 823 ; exilait du Courrier iiiiglnif du (î mai).
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\'X>. Va\ lédiiisaiil donc lu (jurslion à l'élal \r plus siinplc, Jie cousitléioiis qui; deux c\eiienienls, ruii enliéreiucut heureux, dont la jiiohabilité soit e, l'autre faisant payer par Tassureur une somme n, et dont la probabilité soit /'^ désignons par p le nondjre des vaisseaux assurés, et par b la somme que l'assureur reçoit pour chacun. Cela posé, la sonune îles teiines du développement de (e4-/)'', à partir du premier terme jusqu'au terme affeclé de e''~''J''i inclusivement, donnant la probabilité que le nombre des événements malheureux ne surpassera pas q (22), si l'on étend cette somme jusqu'au terme où elle cesse d'être moindre que la probabilité à laquelle l'assureur veut airiver, de ne pas outrepasser la plus grande perle c qu'il consente à éprouver, et que q' représente la valeur particulière de q à ce terme, q'a — pb sera la plus grande perle coriespondante à la probabilité lixée. En l'égalant à c, on aura l'équation
(j a — pb ^ r , il ou b ^= :
[)uis rcpiéscntant par g le gain que donne Topéiation, lorsque le nombre des événements malheureux est réduit à q" ^ on formera l'équalion
pb— q"a = g ,
dans laquelle mettant la valeur de pb, tirée de l'équation [)récédente, on aura
f/ a — c — rj a = i,-^ ou </ — </
ce qui, lorsqu'on se donnera ^, fera connaître q" par q', indépendamment de p. Calculant alors la probabilité correspondante cà la valeur de q", on verra si elle donne ime espérance suffisante d'atteindre au bénéfice que comporte la nature de l'entreprise.
Si cela n'était pas, on pnnrrait aui^menter cette proba-
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hilitc en preiianl pour l'exposant /^, qui maKjue le nombre des vaisseaux assuiés, des nombres de plus en plus
grands, afin que le rapport
devenant de plus en
plus petit, la somme des termes compris entre ceux qui sont affectés de ei'~'i'f'i et de ei'~''[f''\ et composant la différence des probabilités de perte et de gain, décroisse de plus en plus.
13(3. Pour bien concevoir l'usage de ces formules, il est à propos de se former une idée de la marche des valeurs qu'elles preiuient dans des cas particuliers : à cet
effet, j'ai supposé c
' f=77:7.^ ^^ J^' rapporte
ci-dessous les 12 premiers termes du développement
avec les sommes résultant de l'addi-
tion successive de ces termes.
SOMMES
des probabil.
o,oooo33
o,ooooo5
Dans ce tableau, qu'on peut regarder comme exprimant les événemenis de Tassurance de ?oo vaisseaux,
soumis chacun au risinu" de , la colonne nianiucc
prohdhiliU's indi(|ue celle de la [)erte isolée de o, i.
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'i , . . . , : I I)ArniicMls, et la coloimr des Munnics^ la |)iiil)al)ilit('> ([uc la piTlc n ira [)as au delà du uoinhic iiHli(|n<'' dans la proinièip colorjtic.
En prenant la valeur tk- ;; vaisseaux, ou ^r/, pour la somme c, porte extrême, et supposant que l'assureur veuille obtenir une probabilité 1 00 000 contre i, que révénemcnt n'outre-passera pas celte limite, il faudra descendre jusqu'au terme ou la somme des probabilités surpasse 0,99999; ce qui a lieu au ii"' terme, qui répond à «7'= 10. Par ce nombre, Téqualioii
b = donne v =
c'esl-à-tlire i ^ pour 100 de la \ aleur de chaque vaisseau. Si Ton voulait ensuite connaître la probabilité que le bénélice de l'assureur ne tombera pas au-dessous d'une certaine limite, par exemple de -^ de la somme c, il faudrait prendre g = o,ya, et l'équation
7' — '/" ^= " conduirait à 10 — iy"='j,'j ou ^"=z2,3,
valeiu' qui tombera entre celles de q au 3*^ et au 4*" terme, auxquelles correspondent des probabilités 0,676681 et t),858o.36 : on peut donc s'arrêter à environ j. On aurait une probabilité plus forte en donnant une valeuiplus grande à ^, ce qui diminuerait celle de r.
Dans riiypolhèse établie ci-dessus, il suffit d'aller jus- (pi'au 4*^ terme pour n'être pas encore en perte, puisque celle de 3 vaisseaux est compensée par Jes primes reçues pour tous : l'assureur aura donc la probabilité
o,858o36 ^ ^ , do ue pas entamer ses fonds.
Quand on porte à 4oo le nombre des vaisseaux assurés, et qu'on fait en conséquence le développement de
/ 99 ^ J_ \ioo 100
pour former le tableau analogue à celui de la page 218, si l'on maintient la prime à ly pour 100, comme cidessus, qu'où cherche la limita de la perle qui répond à une probabilité de 100 000 contre i, on trouve (juelie tombe entre le iS*^ et le 16*^ terme, où la somme des probabilités s'élève à 0,999993", ce qui répond à la perte de i4 ou i5 bâtiments, c'est-à-dire d'une somme comprise entre i4<2 et i5rt; mais le produit des primes étant 6a, ramène cette limite entre 8a et ga. Si 1 on voulait la réduire à ya, il faudrait augmenter un peu la prime, ou se contenter d'une probabilité plus petite: car elle serait donnée par le 1 4*" terme, répondant à 0,9999321.
Quanta la probabilité du gain delà lo*" partie de ga, on aurait pour la déterminer l'équation i5 — 7"= 9>9-> ce qui donnerait (j"= 5, et mènerait au 6*^ terme, où la
somme des probabilités est 0,7859190, environ >- • Entin, la probabilité que l'assureur n'entamerait pas ses fonds, se formant de la somme des y premiers termes du développement calculé, s'élèverait à 0,8903-49, près
de -9.
lO
137. La comparaison de ces résultats avec ceux du premier exemple fait voir que la limite de perte correspondante à une probabilité de 100000 contre i croit à la vérité, mais dans un rapport beaucoup moindre que le nombre des vaisseaux assurés, et que la probabilité du gain, et celle de ne pas entamer les fonds, augmentent aussi, ce qui établit l'avantage qu'obtient l'assureur quand il multiple ses entreprises. Ces remarc^ues sont assez importantes pour qu'on cherche à les constater par des déterminations relatives à un très-grand nombre d'assurances; c'est ce que j'ai fait en calculant les 72 pre-
nis l'iioi; \iiii \YÈ>.
iiiitTs U'i'mc's (lu <lfV('l()|)|)cintMit de
\ I OC) I oo
(jui concluiscnl ;"i nue sonnne (!<; probabililrs déjà fort hupcrioiuc à crllc de looooo coiilrc i. En faisant usage des logarillimcs, le travail n'est pas aussi considérable qu'on pourrait le croire d'abord; mais pour obtenir une exactitude sullisanle, il faut c/nployer à la formation des puissances de 99 des lof,'ariihines ayant au moins 10 décimales.
C'est entre le 69*^ et le 70'' terme que la somme dos probabilités atteint 0,99999; au 70*^ terme on a (]'= 6ç). La perte correspondante à ce nombre serait donc 6c)a: mais les primes, toujours à i 4- pour 100. formant un total de 6"o<7, la perte effective serait seulement de c;*-/, résultat qui ne diffère pas sensiblement de celui qu ont donné j\oo assurances.
Pour un gain au moins égal à la lo*^ partie de ga^ on trouve <7"=; 09, ce qui donne une probabilité égale à o,998'2i6i, ou plus de 5oo contn^ i.
Enfin, les primes couvrant la perte de 600 vaisseaux, la probabilité que les fonds de l'assureur ne seront pas entamés est 0,9988661, plus de 800 contre i.
Si l'on trouvait le gain de 0,9^ bien petit, lorsque Tenlreprise embrasse 4000 assurances, et que d'ailleurs il doit être augnacnté en raison de l'accroissenient des frais d'administration, on perdrait sur la probabilité, puisqu'il faudrait remonter à un terme moins avancé dans le développement; mais on trouverait encore des probabilités assez fortes pour des gains beaucoup plus considérables : par exemple, celle que le nombre des bâtiments perdus ne s'élèvera pas au-dessus de 48, événement oui laisse encore 12^ de bénéfice à l'assureur;
cette probabilité, dis-jc, est de 0,9086204^^^-
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Ce dei'iiit'i' fxcinplc inoiilic bien que les av;mlages de l'assureur eroissenl beaucoup plus rapidement que ses risques ; cl le peu de changement qu'a subi la valeur de c, on passant de p = 4^0 à p = 4<^<^^5 semble indiquer que la prime et la probabilité extrême de perle demeurant les tnèmes^ cette valeur de c est susceptible d'une limite dont ga doit approcher beaucoup, dans les hypothèses établies ci-dessus.
Pour la déterminer en général, il faudrait pouvoir assigner, au moyen des quantités p, c, J', la valeur que doit avoir «7, quand la somme des termes du développement de (e -\-JY depuis le premier jusqu'à celui qui est affecté de e^~'^j''i^ inclusivement, a iinc valeur donnée; c'est ce qu'il paraît assez difficile de faire h priori. INIais quand le second terme du binôme est, comme ci-dessus, trèspetit, le nombre des termes à calculer n'est pas très-considérable, et l'opération peut être abrégée par des artifices convenables à ce cas particulier, ou par des tables dressées d'avance. [Voyez à ce sujet la Note I.) (*)
( " ) Les calculs préccdcnls l'ournibsent des exemples remarquables de la proposilioii énoncée dans la note de la parje io5; car dans les déveloiiptMnenis de
\ 100 luO/ \IUO 100/ \ lOvJ 100/
les plus grands termes, savoir : le troisième du premier développement, le cinquième du second et le quaraiile et unième du troisième, étant respectivement
décroissent, comme on voit, assez rapidement j la somme des termes qui précèdent, prenant les valeurs
s'approche de plus en plus de o,5 ou j, et le reste des teruu'S de chaque puissance, égnl au complément à Tunité, donne les valeurs
0,323/111). 0,371 i()i, o,458oSi,
moindres que les précédentes, mais tendant aussi vers 1 .
persuadé que les applications parlirtilièies Irappent liien plus rcspiil
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138. Afin do donner aux calculs picc<''ilciil> lonlc l'cxacllludc doul ils soMl susceptibles, il faut tenir comph; d<' la dillércuce des époques auxquelles, suivant le contrat (rassxirance, les sonuues a et h doivent se payer, ou, ce (|ui est la même cliose, substituei- aux lettres a et h les valeuis de ces sommes, réduites à la même époque. Quant à la valeur des probabilités exigées pour la perte cl le i;ain, on la déterminerait à posteriori , si l'on connaissait les résultats moyens d'un assez grand nombre d'opéialion* suivies avec succès, ou bien à priori, en les comparant avec des probabilités de risques auxquels on s'expose volontairement sur des motifs plus ou moins légers. i/un et l'autre de ces moyens ont élé proposés par Coudorcet, à l'article assuuance, dans le Dictionnaire ilc Mdlliénuitiques de rEncyclopcdie mclhodiqtie, et bientôt j"indi(|uerai les bases du second.
139. Après avoir discuté les intérêts de l'assureur, il faudrait s'occuper de ceux de l'assuré, mais cela me mènerait trop loin. Je me bornerai à remarquer que la garantie des sommes assurées ne peut être fixée c[ue par une probabilité convenue pour celle de la plus grande perte dont l'assureur soit tenu de répondre; on peut alors exiger que la somme destinée à couvrii- cette perte soit préalablement déposée ou assignée sur des gages suffisants. On
que des énoncés généraux, j'ai cru pouvoir ni'arrôler sur Ifis précédcnlcs, qui mettent en évidence les propriélés de la formule du binôme, sur lesquelles reposent les résultats les plus importants du calcul dos probabilités (26, 27, 28, 34), et entre autres cette accumulation des termes plus forts dans les environs de celui qui est le plus jjrand de tous (3U). Elle est bien indiquée par la rapidité avec laquelle décroit le rapport
au nombre des termes compris entre ceux qui répondent à la
limite de la perte et à celle du gain, avec le nombre total des termes du développement. Dans les exemples précédents, ce rapport devient successivement
8 lo lo
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voil (|U(.' celte somme doit être la même que celle (|iii a été désignée par c dans le n" 137.
Je terininerai < e qui regarde les assurances eu faisant observer ([uc leur propriété caractérislique est de tendre à ramener à une valeur moveiine le bénéfice de louies les entreprises du même genre, en quelque nombre qu'elles soient^ car c'est avec le gain que les assureurs font sur les assurés ciuï réussissent qu'ils indemnisent ceux qui perdent : c'est donc à peu près comme si tous avaient rais leurs fonds en commun et étaient convenus de réparer, au moins dans une certaine proportion, les pertes particulières. Ainsi, à l'égard des récoltes, c'est reverseï- dans les cantons où elles ont soulïert une partie de l'excédant obtenu dans ceux où elles ont prospéré. Les assureurs sont les agents intermédiaires de cette association fictive, et le profit qu'ils font doit être considéré comme le salaire des fonctions qu'ils y remplissent (*). S'il existait un autre moyen de diviser les risques, l'assurance deviendrait superflue; et cela aurait lieu naturellement pour le négociant qui prendrait part immédiatement à un très-grand nombre d entreprises, et le propriétaire qui aurait des possessions disséminées dans un grand nombre de cantons éloignés les uns des autres.
De la Pi ohahilité des tcinoiojiai;es cl des décisions.
1-40. LorscpTon peut 1 assimiler an |et d un dé, le témoignage admet l'application du calcul des probabilités; et c'est ce qu'on a d'abord essayé de faire en supposant
(*) Le principe iiuliqiié ci-tlessiis est prccisémcnt celui qui sert de base aux nssurances mulucUps, comme celle qui a lieu à Paris pour les maisons incendiées. Les frais de régie sont les seuls à la charge des assurés, puisqu''il n'y a point de bénéfices à donner aux assureurs, M. Fouricr a fait sur ce sujet un Mémoire très-intéressant, dont on trouve l'extrait dans les Annales do Chimie cl de Physi/jiir, i. \, p. 177 ( février 1819).
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<|iic, sur un noinhie (loiiiiô (II! (It'posilioiis, le; ini'inc léinoiM (lit on it'iicoiilrc.' un iiiciuc nombre du fois la vcrilé. iNous comiiitMiccroiis par tirer les piincipales consécjuences de celle hypothèse, dont tious discuterons ensuite la convenance avec le sujet.
Soit P" le nombre des ras dans lesquels le témoin dit vrai, m celui des cas conliaires; la probabilité de la vérité de sa déposition sera 1 cl la nrol)abilité con-
traire
Supposons qu un autre témoin, pour lequel les nombres analogues aux préeédents soient ^' et in\ dépose du même failj les probabilités pour et contre la vérité de son
, . , «•' m' témoignage étant , et ~ ,•, on aura, avant crue
les dépositions soient connues, les probabilités
<'<•' mm'
que les témoins s'accorderont, soit pour dire vrai, soit pour mentir, et les probabilités
{i> -\- m) [J -{- m' ) [v -ir m) [v' -\- m' )
qu'ils se contrediront, le premier déposant la vérité, le second mentant, et vice versa.
Quand les dépositions seront connues et qu'elles s'accorderont, il n'y aura que les deux premiers événements indiqués ci-dessus qui seront possibles; on aura donc les probabilités
mm
— -, et — -, (13)
w -4- mm l'v -f- //////
que l'accord des témoins sera en faveur de la vérité, ou bien pour le mensonge.
S'ils se contredisent, les deux derniers événements de- 4*^ édition. i5
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venant alors les seuls possibles, il en résultera les probabilités
■/Il 'f- iin> vin
(|ue la véiité sera dans la déposition du premier témoin ou dans celle du second.
1 11 . Il est facile d'étendre ces dernières formules à un nombre quelconque de témoins, et si l'on assigne à leui témoignage la même probabilité, en posant t^= v' =^ . . . , ui :=-- m' = . . ., ([ue p soit le nombre de ces témoins et rjuils s'accordent, il en résultera pour la vérité du fait
dépose la probabilité ? et pour Je con-
^ I 1'/' H- /i,i' vi' H- 11,1' '
traire.
En divisant les deux termes de la première fraction
par ui\ sa nouvelle forme ; f(;ra voir c[u elle aug-
mente avec /? lorsque P"^///, et qu'elle décroit si ^'<^//^; (jue, par conséquent, lors<jue les témoins mentent ou se trompent plus souvent qu'ils ne disent la vérité, plus ils sont nombreux, moins la concordance de leurs dépositions a de poids.
S'ils se contredisent et que, sur la totalité, il y en ait /» alïirmant et q niant le môme fait, la probabilité que les premiers disent vrai sera
vl'nii . inPvl
et sa contraire
(■/'///'/ -f- ///■".■'/ vPmi H- nii'vi
En divisant les deux termes de ces fractions par v"^ m',
on les change en
vi'-i inP-'i
qu'on obtiendrait pour les probabilités correspondîmes à l'accord de p — q témoins : la valeur de la dépositinii
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se rétliiil dont-, dans cr: cas, à ct;Ilc' d'iitio tk'posiiioii iin;iiiiiiic l'aile par un nombre de icinoiiis égal à Texcès tlu nombre de ceux (jai alliriuent sur celui de ceux qui nient.
142. Lors(|u'unc personne rapporte ce qu'elle lient d'une aulre, que cette autre avait reçu d'une autre, et ainsi de suite, cette sorte de témoignage, qui s'appelle tradition, donne lieu à toules les combinaisons indiquées au commencement du n" 1 40; car dans la diaîne de témoins qui ont déposé successivement du fait, le dernier, étant seul entendu par la personne qui prend l'information, laisse douter si celui qui le précède a dit ou non ce qu'il lui lait dire, et en même temps si celle première déposition était une vérité ou un mensonge. D'n ne considérant donc que deux personnes dans la chaîne des témoins, il en résulte les quatre probabilités exprimées dans le numéro cité.
Les deux dernières correspondent évidemment à la fausseté de la tradition, puisque l'un des deux témoins a menti. Mais s'il s'agissait de témoignages rendus par oui ou par non, de propositions entièrement contradictoires, alors la deuxième probabilité, qui suppose que les deux dépositions successives auraient élé fausses, répondrait à Ja vérité aussi bien que la première, qui les suppose vraies. En elfet, le premier témoin ayant dit oz// lorsqu'il fallait dire non^ le second, qui rapporte le contraire de ce qu'il lient effectivement du premier, pixjnonce o«/, c'est-à-dire la vérité : la probabilité de la tradition serait donc, dans ce cas,
et sa coiitrane
(*•) Ce cas singulier a clé remarqué par M. P. Prévost, professeur de ptiilosophie à Genève, dans ses leçons sur le calcul des probabilités, où il a distingué les téinoifjiiajjes on iimullanés ou oculaires, et successifs ou
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La première de <;cs piobabililés surpasse iou|ours la seeonde lorsqu'on a en même temps
V ^- /// , c' ^ fu' ou f <C '" , •'' <C ''' '■>
( ar la différence des numérateurs est
ce' H- ni ni' — r/n' — wc' = , c — w/) (c' — /;/') ,
piodiiit positif (juand ses deux facteurs sont de même signe.
143. Si la chaîne traditionnelle se compose d'un nombre quelconque p de témoins, et f[ue les dépositions de chacun aient une éi,'ale [jrobabililé, les diverses combinaisons de la vérité et de l'erreur seront données par le développement de
( V + m y = i'f H- - ('."- ' ni H- '-^ vP-- m '
vP-^nr
dans lequel tous les ternies où l'exposant de m est pair . indiquant un nombre pair de mensonges successifs, devront elre pris en faveur de la vérité de la tradition si les dépositions ne peuvent varier que contradictoiremenl : sa probabilité sera donc
( c H- /// )/' et la probabilité (onlraire
[v-\- ni]P
iiadilionnels. Voyez le 11*-' volume fie ses Essais dr Philosophie, p. S6, cl lin Mémoire qui lui est comnum avec M. L'Huillier, el qui esi insère dans ceux ilc VAcailcmie de Berlin, année 1797, P- i3i. CVsi dcce dernier écril que j'ai extrait on jjrande partie cet article el les Jeux suivante.
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()ii siiiiplilir IxMiit (»ii|) CCS cxpicssioiis cil (ilisci \ .ml <Hic le iiuiiu'i'.ilcm di' l;i picmièro c't|iiiv;iul à
cl (clui de la seconde à
pai'ce ([u'clles deviennent respectivement
((• -f- ni]i' — {v — mV
I \ï. Les denx espèces de témoignages que nous avons considéiées précédemment peuvent se combiner. Par exemple, un nombre p de témoins déposent chacun séparément sur un fait qu'ils tiennent d'un individu (jui l'a vu : alors la probabilité que les témoins rapportent fidèlement ce que celui-ci leur a dit est, s'ils sont unanimes,
vP . niP
(141), et sa contraire
vi' + mP ^ " (,/» 4- mP
Supposant que la probabilité du témoignage de celui qui
a vu le tait soit aussi 1 la contraire •> la pro-
habilité de la vérité de la position finale sera
[vP ^ niP) (f -f- ///) si l'on ne doit y admetttre que des témoignages confoimes
a la vente, et
U'P -\- mP ) (i>-{- m
quand deux mensonges successlls é<iuivalent à la vérité. Si le même fait ('lait transmis par jdusieurs chaiiics
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de traditions distinctes, composées cliacuned'un nombre p de dépositions successives, dont la dernière seule eût été entendue par celui qui prend l'ijiforrnation, on aurait d'abord, par chaque chaîne en particulier, pour la vérité et pour Terreur, les probabilités
f(.-f- /;//-!- Ct> — /;/) /' ^^ (,,4- /„)/> — (,._„,)/' ^
en les désignant par V et M, nommant q le nombre des chaînes de dépositions, et supposant qu'elles soient unanimes, il en résullerait une probabilité
en faveur de la vérité du fait énoncé.
La marebe de celle expression dépend du rapport de p* à m; et pour la déterminer, il faut d'abord observer que celle de M est contraire à celle de \^ puisque ^ -+- M = 1 -, qu'ensuite, lorsque i^ = m, on a ^= M = y, et que cette dernière valeur est une limite vers laquelle tendent, dans tous les autres cas, ces quantités à mesure que p augmente. La première est toujours ^-j quand v surpasse ni -, mais si le contraire a lieu, il en résultera ^ <^ y ou ^77 selon que p sera impair ou pair. Ce changement singulier, (pie produit l'addition d'un seul témoin à une chaine d'ailleurs aussi nombreuse qu'on le voudra, vient du double témoignage erroné, compté comme vrai (142).
145. Nous a\ons supposé jusqu'ici que les dépositions étaient entièrement vraies ou entièrement fausses, ce qui n'a réellement lieu que lorsque linformalion est réduite à des inti'irogations simples, auxquelles on ne peut répondre que oui ou non. C'est r» ce point qu il faut toujours tâcher de les ramener, en analysant les énoncés: mais quand la chose n'est pas possible, on doit distinguer plus de deux sortes de témoignages. Lambert, qui s en
l)i:.S l'IUUlAlîll.ll Éb. C.i5l
csl (•(•(■Li|)i! tiaiis son Noi'iini ( )r^(i/io/i, 1rs a ( laisi-s en rrais, iiisii^nljinnls ou mils, c\ Jaux.
Si Ion prend Joujoiirs \v. dr poui- cmblènie, cela icviciii à supposoi- qu'il a trois soiU's de faces, cl qu'en eonsc- (juence on doit embrasser dans chaque épreuve un paieil nombre d'événenienls possibles. Les formules relatives à ce cas (54) résolvent toutes les questions analogues aux précédentes 5 mais le calcul devient trop long pour trouver place dans ce Traité.
I 46. Quand on considère combien de faits extraordinaiies ont été reconnus faux, quoique appuyés sur des témoignages multipliés ou d'une autorité inijîosante, on est porté, toutes choses d'ailleurs égales, à donner d'autant moins de confiance aux dépositions, (jue les faits (ju'elles attestent s'écartent plus de ce qui se passe habi- (ucUemeut sous nos yeux. En elîet, si, lorsqu'il s'agit de tels faits, le nombre de mensonges ou d'erreurs est dans un rapport beaucoup plus grand avec le nombre total des dépositions que lorsqu'il s'agit des faits compris dans l'ordre constamment observé, le poids du témoignage nedoit pas être le même pour les premiers que pour les derniers. La forme du dé doit chang(;r avec la nature du fait. .^Liis c'est encore ici ime de ces circonstances dont j'ai parlé dans le n" 7o, où l'on cherche à donner au calcul une forme qui rapproche ses résultats des aperçus du l)0!i sens. On voit bien qu'il faut substituer au rapport constant par lequel on représente la probabilité du témoignage, suivant l'hypothèse du n" L40, une expression (jui le fasse décroître avec la vraisemblance propre du lait attesté •, mais on ne trouve pas dans la nature du sujet des conditions assez étroites pour établir une relation précise entre ces deux éléments. On s'est arrêté à regardei- la probabilité propre du fait comme représentaiil celle d'un second témoignage lecueilli concurremiricul
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avec le premier, ce (jul donne pour celte déposition les probabilités
vf>' -\- mm' Vf' -f- mm eu supposant que la piobabililé propre du fait soit -, ,7
et sa contraire, -, -— ( .
Si ce fait est, par exemple, l'extraction d'une boule blanche d'une urne c{ui ne contient que cetle boule mêlée avec 999999 boules noires, on aura
et la probabilité favorable au témoignage sera réduite h
147. Laplace, considérant à part la probité du témoin et son intelligence, exprime séparément la probabilité que le témoin dit ce qu'il a vu ou entendu, et celle qu'il a bien vu ou bien entendu (**). De là résultent, sur sa déposition, les quatre hypothèses suivantes :
1° Il connaît la vérité, 1 ,.,,.,
> et veut dire la vente.
2° Ou il est dans l erreur, )
3° Il connaît la vérité, )
,, > et veut mentir.
4** Ou H est dans 1 erreur, )
La dernière comprend un cas semblable à celui du double témoignage erroné (142), puisqu'en cherchant à ironiper sur cette vérité qu'il ne connaît pas, le témoin peut la rencontrer. Il est d'ailleurs visible (jue cette classification des événements revient à faire du témoin deux
(*) C'est ce qu'a fait ConJorcet, Mcinoircs Je r.iccilciiii<j des Sciences, année 1783, p. 553.
(** ) Théorie unalyiiquc des Probabilités, p. 4 V'-
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personnes qui déposcnl runo après raulrc clans chacjiic cas. Conil)liianl les doux témoignages successifs avec la j)r()babililé propre du fait, La[)lace calcule la proLabillté de chaque hypoihèsc, et divise par la sonmie de toutes ces probabilités la somme de celles (jui sont pour la vérité de la déposition.
En nommant, avec lui, ]) la probabilité que le témoin veut dire la vérité, /• la probabilité qu'il l'a saisie, et
- celle du fait rapporté, qui est ici l'extraction du d" i d'une urne qui en eonlient //, on aura pour la vérité, dans la première hypothèse, la probabilité — •
Dans la seconde, où le n" / nest jias sorti, la probabilité de cet événement est j et celle de Terreur
du témoin est i — r\ cependant il n'en faut pas conclure
que la probabilité composée soit p [i — /) ? parce
que la non-sortie du n" / n'est pas tout l'événement arrivé ; il y a encore le faux aperçu du n" i parmi les n — i qui ne sont pas sortis , illusion dont la probabilité
est En ayant égard à cette circonstance, la i)ro-
babilite de 1 événement devient X — = — = -■) et
Il n — I n
celle de l'iiypothèse ^- ' ■
Dans la troisième, il faut combiner ensend^le les probabilités I — p que le témoin ment, ;• qu'il connaît la
vérité, et - celle qui résulte de la non-sortie du n° i cl
du choix qu en tait le témoin 5 on a pour résultat ^ '—•
Dans la quati-ième hypothèse, {i — p) (i — ;) est la probabilité piopre du témoignage, puisque h." témoin
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ment cl ne connaît pas la vérité; mais révéncmeni peiii
être la sortie ou la non-sortie du n'' /. La probabilité du
II/, premier cas est -: le témoin, croyant un autre numéro
sorti, fera toujours le choix de son énoncé parmi n — i numéros seulement 5 la probabilité que ce cboix tombera
sur i sera par conséquent : et comme ce choix doit
concourir avec la sortie du n" /, la probabilité de l'événement sera : celle de ce cas du témoi-
n in — i) ., (, ,1. ,.|
gnaere, ^^ — •> et il ne laut pas oublier qu il est
en faveur de la vérité.
Si on ne le distingue pas de tous ceux qui sont compris dans la dernière hypothèse, ropinion du léjnoin, portant toujours sur la sortie d'un numéro qui n'est pas /', aura
une probabilité : la probabilité qu'il choisira celuilà parmi les n — i numéros c[u'il croit n'être pas sortis sera ■> et la probabilité de l'événemenl sera par
conséquent encore -; ainsi la probabilité de 1 liypothès»'
On aura donc enfin
pr I'— /^)(' — ^)
expression qui se réduit à /; si r=r i, <"cst-à-dirc si h" témoin n'est pas susceptible de se tromper, cl (pii diminue à mesiu'e que // augmente.
Peut-être, dans celle (picsiion . jiourrail-on avoir
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quelque doule sur la lu'-ressitc de faire entrer dans le calcul la j)rnbal)iliic du dioix que le lémoin fait d'un numéro autre que celui (|u'il sait ou (jifil croit être sorti. Et comment d'ailleurs déterminer séparément les probabilités /• et /)? Il est donc difficile de croire que la formule ci-dessus serve autrement que comme un exemple des considérations ingénieuses que peut fournir le sujet qui nous occupe. Je rapporterai encore, dans cette vue, la question suivante, tirée du même ouvrage.
1 i8. Soient deux unies A et B, la première contenant n boules hldtiches, et la seconde n houles noires j on a tiré de l'une de ces urnes, on ignore de laquelle, une houle qui a été mise dans Vautre, et ensuite on a tiré une boule de cette dernière. Deux témoins, dont l'un ri a vu que le premier tirage, et l'autre que le second^ ajfinnent qu'il en est sorti une houle blanche; quelle est la probabilité de ce fait ? La dilïiculté se trouve ici dans l'ensemble des deux témoignages ; car cbacun en particulier n'aflirme qu'une chose très-possible, puisque l'une des deux urnes ne renfermant que des boules blancbes, si l'on ne considère qti'un seul tirage, la probabilité que la boule a été prise dans celte urne est \. Mais si 1 on suppose que le premier tirage ait eu lieu dans l'urne A, le deuxième avant nécessairement lieu dans l'urne B, qui ne contient de bonlc blancbe que celle qui est sortie de l'urne A, la seconde apparition de cette boule devient d'autant moins probable que le nond^re des boules noires est plus grand : et ce cas est le seul dans lequel les témoignages puissent être vrais tous deux.
Soient donc q et q' les probabilités de la véracité de cliaque témoin en particulier, et évaluons celle des diverses bvpolbèses que le sujet présente, i^ C'est l'urne A qui a fourni le premier tirage : \ étant donc la probabilité de ce lait, et q celle que le témoin dit vrai, la proba-
2^6 TRAITÉ KLÉMEKTAIUE
bililé do la déposition csi -\ mais ruine lî. lorsqu'on v
faille second tirage, contenant n -\- \ boules, dont une blanche, la probabilité du fait attesté par le second témoin
est : celle qu'il dit la vérité étant q\ exprime
la probabilité de sa déposition, et —r^ — : celle de la
vérité de leur accord.
2" Si le second témoin ment, la boule sortie de Tunie B
était noire: alors la probabilité de celte sortie,
combinée avec i — ,/'. probabilité du mensonge du second
témoin, donnera pour la taussete de sa déposition -,
1 ' •. ' 1 IM .1 ' 7 ( ' — y' ) " et pour la vente de 1 hypothèse — •
3" Si le premier témoin ment, la première boule était noire et sortait nécessaiiement de Turne B \ la probabilité de celle partie de Thypolbèse est y (i — q). Alors le second tirage s'étanl fait dans luriie A , qui renfermait n boules blanches et une seule noire,la probabilité delà sortie d une
boule blanche sera — — 5 celle de la déposition du second
n' n ,, 1 iM 1 , (i — 7) q'n
témoin ■, et celle de 1 hypothèse ^ , •
4° Si le second témoin ment aussi, la boule sortie de
l'urne A au second tirage était noire 5 la probabilité de son
a|)pariiion étant alors •> celle de cette i)3rtie de 1 hvpo-
thèse seia -, et celle île toute I hypothèse -^ — —
La probabilité relative de la première hvpothèse, la
seule (pii rende les deux témoignages vrais, jera donc
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et tîimiiiiKMa à nu'siiic (|no « aiigincntora. Si I Du Cni
, = ,. = Ji,
i>ii ol)li<'ii(lra la liès-polilo Iracliou
1 8 ooo 08?.
149. La discussion cli\s Ic'inoignagcs louclianl à des matières sur lesquelles on avait pris d'avance un parti, il est arrivé que plusieurs auteurs ont arrangé le calcul pour le résultat qu'ils voulaient, ou qu'ils avaient besoin de trouver. Ce n'est qu'ainsi, du moins, qu'on peut expliquer la théorie des témoignages simultanés, publiée sans nom d'auteur, dans le n" tiSO des Tratisaclions philosophiques (p. 359, année 1699), le plus ancien écrit que je connaisse sur ce sujet, et qui a été adoptée par nicquilley, dans son Traité du Calcul des Probabilités (en 1^83). Effrayé sans doute, pour le but qu'il voulait atteindie, de la rapidité avec laquelle diminue la probabilité de ces témoignages lors(jue l'on combine entre elles, comme on le doit, les chances de rbaque témoignage, et que sa probabilité propre est au-dessous de ~ (141), l'auteur anglais avance que lorsqu'un premier témoin a déposé d'un fait, sa confiiiualion par un second témoin délruit toujours une partie de 1 incertitude qu'a laissée le premier, et diminue en conséquence la probabilité contraire, d'une partie proportionnelle à la probabilité de la seconde déposition. Par exemple, si \ exprime la probabilité du premier témoignage, | celle du second, celui-ci ajoutera à la première 7.7, et l'on auia en conséquence, pour l'ensemble des deux témoignages,
la probabilité
tandis que suivant les formules du n" 1 M), elle ne serait que|.
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Eli raisonnant de nit;mc sur un nombre quelconc^ue de téjiioignages où les probabilités de l'erreur seraient ,'/ , «', /i", etc., on trouvera pour celle de la vérilé
1 — « M- /? ( I — «' ) = I — nri\ par 2 témoignages , r — un' + lin' ( i — n" ) = i — nn' n" , par 3 ,
expressions dont les valeurs forment une suite croissante, quelles que soient les probabilités/?, «', etc., et desquelles il résulte, par conséquent, que la probabilité d'un fait croît toujours avec le nombre des témoins oculaires. Cette conclusion peut être commode dans certains cas, mais elle suffit aussi poui- montrer la fausseté de Thvpotlièse ; car il ne faut qu'un peu réfléchir pour se convaincre de la difficulté et presque de l'impossibilité où sont des spectateurs ignorants et nombreux, de ne pas se tromper sur Tapparence des faits extraordinaires.
Lorsque les faiseurs de tours opèrent adroitement, et qu'on fait abstraction de la défiance que doivent inspirer à des esprits éclaiiés les apparences contraires à l'expérience de tous les jours, aucun des spectateurs a-t-il, pour ne pas croire à la réalité des prodiges ([u'on lui présente, d'autre motif que le but et la forme du spectacle? Qu'au lieu des circonstances qui avertissent de l'illusion. un sérieux solennel accompagne ces prétendus prodiges \ (lu'ils soient atribués à un pouvoir surnaturel ; qu'ils ten- (!ent à exciter l'enthousiasme, à caresser le goût que le vulgaire a pour ce qui sort des voies ordinaires de la nature, ou pour trancher les difficultés devant lesquelles la raison est forcée de s'arrêter : il est bien certain que plus les témoins seront nombreux, plus la probabilité de l'erreur augmentera. Hume l'a bien prouvé-, les prodiges sont très-difficiles, pour ne pas dire impossibles à constater (*). Ce n'est pas que les phénomènes les plus ré-
(*) Essais fjhloso/ihi(jui's sur lis Miracles.
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pétés clans la naluic, vus une prcmièie luis, ne puissent passer pour des piodiges, et »ju'il soit confoiine à la saine raison de faire des bornes de notre expérien( c la limite du possible; mais aussi n'est-ce pas la première ;i[)parilion de ces phénomènes qui en eonslale rexistcnce. Longtemps on a nié, et avec raison, eu égard au caractère des relations, au but des nairaleurs, la chute d<'S pierres tombées du ciel. Cet exemple très-récent de la manière doul un fait extraordinaire finit par prendre place au nombre des réalités prouve bien que c'est par des observations successives, particulières, et par des discussions désintéressées, que la vérité s'établit. Si, lorsque le géomètre Falio de Duillier, égaré par un enthousiasme fanatique, entreprit publiquement à Londres de ressusciter un mort (en ijoj), il eût été de mauvaise foi, cju'il eût pris ses mesures en conséquence de son but, et qu'il eût été moins surveillé par la police du gouvernement, à coup sûr il n'aurait pas manqué son prodige (*). La liquéfaction du sang de saint Janvier, à INaples, a toujours de nombreux témoins qui voient quel- ({ue chose de solide en apparence devenir coulant; mais qu'est-ce qui établit que cette masse est du sang coagulé, que c'est celui de saint Janvier, et que son changement d'état n'est pas un effet chimique (**)? Les prodiges opérés dans les temples des païens, qui précédaient ou accompagnaient les oracles, et dont quelques-uns ont été reproduits sous nos yeux par l'art du ventriloque, étaient dans l'antiquité des faits appuyés sur une multitude de témoignages. Aussi voit-on que des hommes, d'ailleurs
(" ) La \^ section de l'article fanatisme du Dictionnaire philosophique de Voltaire (^édition de Kclil ) contient un bien plaisant récit de celle farce puritaine, dont les principaux acteurs t'ureni mis ensuite au pilori.
(**.) On connaît aujourd'hui plusieurs manières d'imiter ce prestii;e. {Voxcz les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, année 1757, p. 383, et des Sciences occultes, par M. Eusèbe Salver/e, 1. I, p. 332.)
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d'un grand sens, paraissent y donner une enlièrc croyance, et que dans les débats de la religion chrétienne avec les anciens cultes, le plus souvent on accorde de part et d'autre la réalité des miracles, on ne diffère que sur les êtres auxquels on les attribue {*).
Plus tard, en recueillant les témoignages de ceux qui ont vu des revenants, qui ont eu une paît active ou passive à des opérations magiques, des sortilèges, n'en trouverait-on pas plus qu il n'en faut pour donner à ces chimères une très-grande probabilité ? Et elles étaient tellement conformes alors aux habitudes de 1 esprit, qu'on y croyait sur les plus légers indices.
450. Si donc l'hypothèse du n° 1 40. adoptée par les géomètres les plus célèbres qui ont traité ce sujet, ne répond pas exactement à toutes les circonstances qu il présente, ce n'est pas parce qu'elle accorde trop peu de poids au témoignage, mais bien parce que ce sujet nv saurait se prêter au calcul, à cause que la véracité et la sagacité des hommes, quand ils sont fortement agités, éprouvent des changements brusques, et principalement lorsqu'il s'agit de faits merveilleux. Outre que ces faits offrent plus de causes d'illusion que les autres, notre penchant à l'enthousiasme nous rend peu capables de les examiner 5 et par eux-mêmes, ou par les suggestions du charlatanisme, ils se lient presque toujours cà de grands intérêts qui nous préoccupent fortement ou qui font taire la voix de notre conscience.
Cependant, sans recourir à des hypothèses plus ou moins compliquées, la lecture de l'histoire suKit pour iious faire apprécier le peu de conliance que mérite le
(*) Voyez dans Tacite {Uist., lib. IV, cap. 8i), et clans Suétone {Vcipasien, eh. '7), le miracle opéré par Vespasion dans Alexandrie; vojcz allS^i le Traité d'Origène contre Cclse, cl Juliani imperaloris Opéra, Lipsia^, i6ç)'>, p. 191, a«^ pagin.
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témoignage, lorsqu'il tend à élablir des faits roiiiraires à l'ordre accoutumé de iii nalure, jiuisque les [>rodiges, si multipliés daus les temps d'iguoiance, dimiuuent avec l'accroissement des lumières, cpii, ramenant l'esprit de doute et d'examen, rend très-difficiles, ou au moins trèspeu durables, les illusions si fréquentes loisque les sciences sont encore dans l'enfance. On ne peut pas assigner des nombres précis pour les degrés de valeur du témoignage dans chaque circonstance-, mais comme, en parcourant les temps et les lieux, on voit les prodiges les plus accrédités reconnus pour faux, et remplacés par d'autres qui ont bientôt à leur tour le même sort, on peut dire que plus on embrasse de temps et d'espace, plus on reconnaît la faiblesse de la probabilité de ce genre de faits, et que la constance des lois de la nature, dont les voyages et les découvertes scientifiques nous apportent chaque jour de nouvelles preuves, doit servir de base à tous nos jugements.
Cet affaiblissement du témoignage avec le temps n'a rien de commun avec l'oubli dans lequel tombent à la longue les faits simples confiés à la seule mémoire des hommes, ou à des monuments que la vétusté et les révolutions détruisent assez promptemeut, parce qu'ils sont peu multipliés. Les données manquent pour soumettre au calcul cette perte des souvenirs 5 mais l'art de l'iraprimerie l'a prodigieusement diminuée ; et tant que les ouvrages où sont consignées les discussions profondes ou piquantes, qui classent suivant leur véritable importance les faits et les opinions dont se composent les sciences et la philosophie, subsisteront, il sera impossible de ressusciter d'une manière durable les anciennes erreurs, ou d'en élablir de nouvelles (*).
( * ) C'est en confondant les effets du progrès des lumières avec l'affaiblissement de la tradition, que Craig eut la bizarre idée d'appliquer le 4^ édition . 1 6
loi. Les décisions rendues à la pluralité des voix, par des assemblées ou des tribunaux, ont un grand rapport avec les témoignages, et peuvent être également soumises au calcul des probabilités, si 1 on suppose que les habitudes de l'esprit de chaque votant soient assez constantes pour qu'il y ait toujours le même rapport entre le nombre des votes où il prouonce conformément à la vérité, et celui des votes où il se trompe; en sorte que w désignant le premier de ces nombres, et m le second, la probabilité de la vérité d'un vote soit
et sa conlraire
Les différents termes du développement de (v^-|-"i)'' indiqueront toutes les combinaisons suivant lesquelles pourra se partager, entre la vérité et l'erreur, un nombre p de votants supposés également probes et également éclairés : ainsi le terme général
pip — i). . .{p — a -+■ I ) l .1.6. . .q
exprimant le nombre des combinaisons dans lesquelles il y a /? — q votes pour la vérité et q pour l'erreur, la probabilité de ce partage sera
p[p — \). . .{p — <7 -f- 1 ) vP~i ml
i . 2 . 3 . . . y [v -\- my
Si l'on demande la probabilité que la décisiou sera rendue à l'unanimité, sans distinguer les votes pour la
calcul à la théologie, afin d'assigner la durée du christianisme, d'après Pairaiblissomeni graduel des lénioigiiagcs sur lesquels il est fondé, et trouvait pour celte durée \!\'^\ ans, à partir de 1699. '^" l>oi'l de ce ternie un second avènement de J.-C. et une seconde révélation devaient rétablir la loi dans loulc su force. {\ oyez Theologiic christianœ Principij mathcmatica. )
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vcrilc de ceux (|ul soiil poui l'erreur, on aui m
vP 4- iiii'
Lors(|ne la (lc( isioii est poilée et (ju'on sait le uonibr(î (les voianls (|ui ont été pour et de ceux (jui ont élé contre, il ne faut plus alors faire entrer dans la probabilité cherchée que les combinaisons cpii s'accordent avec ces df)nnées; et l'on trouve, comme dans le n** lil, que la probabilité do la vérité d'une décision rendue à l'unanimité par un nombre/? de; votants est
vP
i'i' -f- niP et seulement
lorsque/; sont pour celle décision et fj contre, ou qu'elle n'a obtenu que la pluralité/; — q. De plus, les remarques faites sur la marche de ces probabilités, lorsqu'il s'agissait des témoignages ('141), ont également lieu pour les décisions, et s'accordent avec le bon sens, en indiquant qu'on doit attendre la justesse des décisions, plutôt des lumières que du nombre des votants,
152. En supposant qu'ici, comme dans tous les autres genres de hasard, les événements, quand ils sont trèsrépétés, manifestent des rapports fort approchants de leur probabilité, on peut déterminer le rapport des nombres u et /«, lorsque l'on connaît, dans une longue suite de décisions, le rapport du nombre total au nombre de celles qui ont été portées k l'unanimité, et le nombre des votants qu'on suppose avoir toujours été le même; car si
l'on désigne ce rapport par -> on aura sensiblement
oP H- mP /•
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Ce moyen a été })roposé par Laplace (*) 5 et en faisant, pour abréger,
= e y d'où =1 — c .
on en tire 1 équation
qui fera connaître la valeur de la probabilité e. Celte équation, qui ne monte (ju'au deuxième degré quand
y? = 3, donne alors e = ^ zh 4/ \ et si l'on suppose que la moitié des décisions ait été portée à l'unanimité, ou que - = -, on en déduit e = 0,^89 : c'est la
probabilité de la vérité de chaque vote, d'après l'hypothèse établie.
Tirant ensuite de l'équation ci-dessus la valeur de e'', pour la substituer dans la formule
vP cP
pP-i-mP fP -i- [i — e }p''
qui exprime la probabilité de la vérité d'une décision rendue à l'unanimité, on obtiendra
on aurait pu également éliminer (i — e)^ au lieu de e^. Ces formules sont très-simples; mais elles supposent
constant le rapport — ? ce qui paraît d'abord inadmissible
pour un long espace de temps, pendant lequel les principes politiques, administratifs e» judiciaires varient avec l'état des lumières et les opinions adoptées sur les droits communs à tous les hommes, ou particuliers à certaines
( * ) Théorie analytique des Prohabilites, p. 4Co.
DES IMtOUAIlILITÉS. 245
classes (le la société : celle liypolhès(î ne peut même avoir lieu quand tes circonstances n'auraient pas clian^^é.
En eiret, la formule
vP-1 iiP-q _|_ niP-t
présente une conséquence que le bon sens rejette. Elle demeure la même tant que le nombre p — q ne change pas, quel (|ue soit d'ailleurs p -\- q qui exprime celui des votants, en y faisant, par exemple, p =. aS, ^7 = 10, ou bien p = 220, et ry = 2o5. Dans ces deux cas, la majorité p — q est également de 1 5 voix ; mais on ne pourra s'empêcher d'attacher bien plus de confiance à la première décision i[u'à la seconde, parce qu'on est porté à estimer le poids delà majorité des sulïrages, non parleur nombre absolu, mais par le rapport de ce nombre avec celui des volants (*).
En cherchant à se rendre compte de l'exception que fait ici la raison naturelle à une déduction rigoureuse du calcul, il faut reconnaître, avec Condorcet, que cette diminution de confiance porte alors sur la probabilité de la vérité de chaque vole, probabilité qu'on regarde comme plus petite quand la décision est rendue à une faible pluralité que dans le cas contraire, ce qui peut tenir à la difficulté particulière de la question à décider. Par là on rentre dans les principes généraux sur lesquels le calcul et le bon sens s'accordent; car le plus grand terme du développement de (p' + m)P étant celui où les exposants des lettres i^ et m sont dans le rapport de ces nombres, ou s'en rapprochent le plus (29), ces exposants indiquent la division des votes la plus probable dans une assemblée-, et toute autre l'est d'autant moins qu'elle s'écarte plus de celle-là.
( * ) Essai sur la Probabilité des décisions, p. 2^2 .
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Une longue suite de décisions portées par les mêmes volants, sur des questions de même genre, à une pluralité à peu près constante, ferait donc connaître les limites du partage le plus probable des votes, et conduirait à des valeurs approchées du rapport des nombi'es u et m ^ mais ce moyen de le déterminer n'est guère plus praticable que celui du n° 152. La révision des décisions anciennes, par un nombre suffisant de personnes irès-éclairées et dégagées de tout intérêt relatif à ces décisions et aux votants qui les ont rendues, donnerait sans doute des lumières importantes, si le travail de cette révision n'était pas à peu près impossible à exécuter, ou parce que les matériaux manquent, ou bien parce qu'ils sont trop multipliés ou trop obscurs.
154. Quoi qu'il en soit, cette nécessité de regarder la probabilité de la vérité de chaque vote comme pouvant varier même dans l'état de choses le plus ordinaire, oblige de substituer aux expressions des probabilités à priori celle des probabilités à posteriori: et par ce moyen Condorcet trouve, en cliet, que la probabilité dune décision doit diminuer quand le nombre des votants augmente, et que la pluralité restela même. Nous n'indiquerons qu'une seule des hypothèses qu'il examine, celle à laquelle il s'arrête. Ayant reconnu qu'on ne pouvait arriver avec quelque apparence d'exactitude qu'à une probabilité assez considérable (jue celle de la vérité de cha([ue vole est renfermée entre des limites données, il cherche la probabilité moyenne de la vérité d'une décision portée par un nombre donné de volants, à une pluralité donnée (*).
Eu désignant par a et b les valeurs entre lescpielles doit demeurer comprise la probabilité représentée ci-dessus
par -, on trouvera, par les considérations du n" 93,
( * ) Essai .sur lu l'i obtihilUr des drcisions, p. 3^ (-2^5 .
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i[uc' les proliahililé.s nioyiniics (|iril y a eu !> vou-s nomla véiilc cl q pour l'oireur, ou bien lo couLraire, sont
(•e (|ui cluiiin; pour la piobabililo lelalivc du i'""^ cas,
[f 0}cz aussi la iSole III.)
Laplace, qui n'avait point eu égard à ces remarques dans la secojide édition de sa Théorie analytique des Probabilités^ s'en est occupé, pour la 3" édition de son Essai pliilosophique sur ce sujet, et il donne aux limites a et Z», que Condorcct suppose déduites de l'examen de décisions ant('Mieurcs, les valeurs ^ et i, les plus distantes que l'on puisse adopter, puisqu'il cesse d'être probable qu'une décision rendue à la pknalité des voix sera coniornie à la vérité, quand la probabilité de chaque vote est au-dessous de \ (^^1). Voici quelques résultais de cette hypothèse, rapportés à la page iSg de l'ouvrage que je viens de citer et que donne aussi la formule précédente : « Dans les tribunaux spéciaux où 5 voix sur 8 suflisent » pour la condamnation de l'accusé, la probabilité de » l'erreur à craindre sur la bonté du jugement est ^jj ou » au-dessus de \. La grandeur de celte fraction, dit avec » raison Laplace, est effrayante. » Dans un jury composé de douze membres, la probabilité de l'erreur n'est que Ityj, lin peu plus grande que \, lorsque la décision est portée par 8 voix, ^^ ou environ ~ quand la majorité est de 9 voix, et seulement ~T2 po"r l'unanimité, ce qui est la condition du jury anglais; d'où il suit que ce jury aurait l'avantage, si d'autres considérations ne prouvaient que celte unanimité peut souvent être forcée. Mais ce qui doit rassurer sur les décisions des jurys, en temps ordinaire, lorsque les mendîres qui les composent
ne sont prévenus d'aucun sentiment pour ou contre la classe d'accusés qu'on leur présente, et ce qui fonde leur supériorité sur les anciens tribunaux, c'est la terreur que sent dans son nme tout homme compatissant, d'en condamner un autre injustement ou à une peine trop sévère, sentiment que la longue habitude d'examiner et de juger des accusés affaiblit beaucoup dans les meilleurs naturels, comme le remarque Laplace. Rien n'est donc plus afïligeant pour l'humanité et la justice, que la nécessité, si tant est qu'elle existe, de créer des tribunaux extraordinaires, dans lesquels il est bien difficile que l'accusé ne trouve pas d'abord, par la nature du délit qui lui est imputé, une prévention très-défavorable; aussi les motive-t-on principalement sur le danger que, dans certains cas, l'impunité des coupables peut faire courir à la société (*).
155. Condorcet a eu égard à cette dernière circonstance pour les délits ordinaires; et cherchant à concilier h's intérêts d'un accusé avec la sûreté de la société, il consacre la première partie de son ouvrage à déterminer, dans un grand nombre d'hypothèses de pluralité, la probabilité qu'un innocent ne serait pas condamné, et celle qu'un coupable ne serait pas absous. Pour cela il s est proposé les questions suivantes : i° Quel/e est la probabilité que r erreur n'obtiendra pas la pluralité exigée? 2" quelle est celle que la vérité obtiendra cette pluralité? événements qui ne sont pas contradictoires quand on exige plus que la simple majorité, ou que le nombre des votants est pair.
( '') Voyez aussi, dans les Annales de Mathématiques pures et appliquées ( l. IX, p. 3o6), des observations irès-bien fondées sur les inconvénienls lie réunir les opinions <les juges à celles du jury, dans certains cas, ce qui diminue beaucoup In confiance due au jugement, et aggrave le sort do l'accusé.
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En cirel, si l'on suppose constante la proLabilité de la •véiilé (le cliac[ue vote, (pie, pour abréger, on fasse
et (pi il y ait/-> votants, on au; a
pour la probabilit(j que le nombre des votes conformes à la vérité ne tombera pas au-dessous de /? — q : s\ donc on exige la pluralité /• pour condamner un accusé, et qu'il soit renvoyé s'il n'a pas cette pluralité contre lui, l'expression précédente, continuée jusqu à ce que
q — {p — q)=zr—1, d'où q=^ ^ — I,
donnera la probabilité que la vérité n'aura pas contre elle la pluralité, et par conséquent que l'accusé ne sera pas condamné injustement : voilà pour la première question. La seconde dépend encore de l'expression ci-dessus, mais continuée seulement jusqu'à ce que
p — q — q =^ r^ d'où q
condition d'après laquelle la vérité, ayant au moins la pluralité exigée, sera nécessairement adoptée, et par conséquent l'accusé condamné s'il est coupable.
La ditîérence de ces deux probabilités formée de la partie du développement de [e -\- fY ^ commençant au
terme aflecte de e j jusqua celui
(|ui 1 est de e j , renierme tous les
cas où la vérité ni l'erreur n'auront la pluralité exigée, et
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variera avec les nombres /■ et p [*). C'est à diminuer cette diUércMCC, en conservant d'aill(Mirs la plus grande valeur possible à la première probabilité, (pjcdoit tendre la constilution d'un tribunal, considération analogue à celle du n" \'do. Condorcet a discuté avec soin toutes les conibinaisojis auxquelles elle peut conduiie, en supposant que le nombre de votants soit impair ou pair, la pluralité constante ou proportionnelle au nombre des volants, ou composée d'une partie proportionnelle à ce nombre et d'une partie constante. Il a examiné ensuite les relations (pi'ont entre elles les diverses quantités qui entrent dans ces calculs, soit comme données, soit comme inconnues, et a varié les questions avec un détail où nous ne saurions entrer. On peut sans doute attaquer ces applications du calcul des probabilités avec autant de raison que ce qui regarde les témoignages; et nous avons déjà fait coiniaîlre les principales objections qui se présentent sur ce sujet; mais cependant, si les hypotbèses auxquelles il a fallu recourir ne permettent pas d'accorder beaucoup de confiance aux résultats obtenus, la connaissance des combinaisons qu'elles développent et de la marche des valeurs ([ui en dérivent n'est pas non plus sans quelque utilité pour diriger la réflexion sur ce (jui peut arriver réellement, du moins quand il ne s'opère pas des cbangements binsques dans la probabilité des votes, et pour classer les laits afin d'en déduire des conséquences précises et applicables,
le^6. Les éb.'Ctioiîs sont aussi di's jugements lorscpi on
( * ) Alin d''abi'<.'3er, j'oinuts la discussion des formes que doivent avoir les noml)res /• cl p, pour que li'S ex|)os;inis des leUrcs e eiy soient des entiers : il est bit'it facile d'y supplier. On voit aussi qu'en changrant i; an f, et réciproquement dans la seconde probabilité, on loruiera l'expression de la probabilité que l'erreur obtiendra 1 i pluralité exigée, et qui est la contraire de la prcniièru- des probabiliUs indiquées dans le li'xle.
DES l'UOISAlJIJ.ITÉS. 25 1
les envisage sous l(; ia[)|)oil diî la hoiilr du choix, (jiii dépend des lumières el de l'iinpaiiialiU' dos éle( leurs- et l'ou peut demander quelle est la prohabililé qu'un candidat, admis d'après une fornu; donnée di; scrulin, a une véritable supériorité sur ses concurrents. Malheureusement les passions ne dérangcuit pas moins ici les calculs que dans les témoignages et les décisions. En vain Condorcct et ])lusieurs autres publicistes ont-ils cherché des formes qui pussent ôler à l'intrigue son influence : ou ces formes n'ont pas été soumises à l'expérience, ou elles ont été trouvées défectueuses. Mais en renonçant à ce point de vue du problème, et en regardant seulement une élection, ou, ce qui est la même chose, une décision à la pluralité des voix entre plusieurs propositions, comme un moyen de terminer les débats en adhérant au voeu du plus grand nombre, il reste encore beaucoup de difficulté à constater, dans certains cas, quel est réellement ce vœu (*) L'étendue à laquelle est déjà parvenu cet ouvrage me permet à peine d'indiquer sur chacune de ces divisions du sujet quelques principes généraux.
Lorsqu'il n'y a que deux candidats, la majorité des sufl'rages en faveur de l'un d'eux, se manifestant tout de suite, indique sa supériorité si les électeurs sont également éclairés et, dans tous les cas, prouve qu'il a le voeu du plus grand nombre; mais il n'en est plus ainsi dès qu'il y a seulement trois candidats. En effet, quand un électeur vote seulement pour le candidat c^u'il estime le plus, il laisse indécis l'ordre de préférence qu'il assignerait aux autres s'il était obligé de choisir entre eux; mais si chaque votant écrivait sur son bulletin les trois noms des candidats rangés dans l'ordre de mérite qu'il leur attri-
(•) Il ne paraît jms qu'on ait fait celte distinction avant M. Daiinou, dans Texcellent Mcmoire qu'il a lu en Pan I\ (i8o3), sur ce sujet, à la classfi (les Sciences morales et poliîiqiics de l'Institut, et qui, n'ayant été iniiii-imé (ju'ii pari, est assez diflloile à trouver.
bue, ne pourrait-il pas arriver que celui qui a été le premier sur la majorité des bulletins, mais le dernier sur tout le reste, eût moins de mérite que celui qui a été inscrit le second par tous ceux qui ne lui ont pas donné le premier rang? Il est aisé d'apercevoir que cela dépendrait de la valeur qu'on attacherait à la différence de mérite entre les rangs.
Si, par exemple, en suivant le scrutin proposé par Borda (*), on donne au mérite respectif des candidats des valeurs proportionnelles au rang qu'on leur assigne; qu'on écrive en conséquence 3 pour le premier, 2 pour le second et I pour le troisième 5 qu'il y ait 3 candidats désignés par les lettres A, B, C^ que sur 100 volants 65 leur assignent l'ordre ABC et 35 Tordre BCA, il est évident que la majorité des suffrages est pour A, puisqu'il a été regardé comme supérieur à tous les autres par 65 électeurs : cependant, si l'on estime le mérite relatif des candidats par la somme des nombres qu'ils obtiennent sur chaque liste, on ne trouvera pour A que
tandis que B, placé le premier 35 fois seulement, mais 65 fois le second, aura
et sera, par conséquent, élu dans celle forme de scrutin. Il n'y aurait rien à dire contre celle conclusion si la graduation des numéros était exacte, et qu'ils eussent été appliqués de bonne foi; }nais il n'est pas dillicile de voir qu'elle esl peu sûre sous le premier rapport, et que sous le second elle se prête facilement à l'esprit de cabale. Substituons d'abord aux nombres déterminés 3, 2, i, les lettres /^, </, /, et nous arriverons par le même scrutin à
(*) Mimoiics de l' Àcadciiiic du Sciences, unnée 1781, p. 65;.
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l'élcclioii (le A, si nous [)<)soiis
co qui peut se faire d'une iiifniitc' de manières. Fn laissant aux lettres c/ et /■ leurs valeurs primitives •.>. et i, la eondition ci-dessus devient
65p -f- 35 ^ 35/^ 4- 1 3o ou 3oy^ ^ o5 ,
et montre qu'il suffit de faire /^ ^ 3 1 pour que la somme des numéros obtenus par A soit plus forte. Or, peut-on balancer le mérite des candidats avec une exactitude aussi minutieuse, et trailleurs les volants auront-ils dans l'esprit une mesure commune à laquelle se rapportent exactement les unités (ju'ils emploient? Autrement les plus sévères déprécieront trop les candidats, les plus indulgents leur assigneront des nombres trop forts.
La dépréciation pourra même être effectuée de mauvaise foi dans l'intention d'écarter le concurrent qu'on craint le plus. En elfet, dans l'exemple que je viens de donner, 35 électeurs sachant que les meilleurs candidats sont A et B, et voulant exclure A, n'ont qu'à s'entendre pour le placer au dernier rang, ils rendront inutile le vceu d'une majorité très-prononcée en sa faveur. Il n'est pas douteux que, dès qu'une pareille circonstance est remarquée, les passions ue la mettent bientôt à profil. Et qu'on ne croie pas qu'elle ne puisse avoir lieu que dans quelques cas; elle est au conti'aire très-étendue; car si l'on désigne par m -h n le nombre des électeurs, qu'il y ait in bulletins dans la forme ABC, et n dans la forme BCA, A ne pouri'a être élu qu'autant que
3 m -\- n ^ 2 m -\- 3 ri ou m ^ m :
il lui faudra donc plus des fdes suflVages individuels. Les inconvénients de ce scrutin deviennent encore plus graves si le nombre des candidats est plus considérable.
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157. Lorsqu'on a reconnu la Irès-grandc dilHcnlté, pour ne pas dire 1 impossibilité d'obtenir, par les appréciations de chaque électeur, une évaluation exacte du mérite respectif des candidats, il faut en revenir à prendre pour celte mesure le vœu bien exprimé de la majorité, et le moyen qui se présente pour connaître ce vœu est de consulter chaque électeur sur ces candidats comparés deux à deux. C'est à quoi peuvent servir les numéros affectés à chaque candidat, pourvu qu'on 7ie leur assigne d autre fonction que d'exprimer le rang dans lequel ils sont placés par les électeurs.
En établissant un certain ordre, ABC par exemple, le votant afl&rrae les propositions suivantes :
A vaut mieux que B ) ,, ^ ., . . . ^
, (I ou il suit A vaut mieux que C; B vaut raieux que C \
ce que, pour abréger, nous exprimerons par A>B, B>C, croù A>C.
C'da posé, 3 candidats pouvant être rangés 2 à 2 de six manières dilîérentes, il faudra, en décomposant les scrutins comme ci-dessus, chercher quels sont les arrangements qui ont obtenu le plus grand nombre de voix, et on déterminer les conséquences sur l'ordre à établir entre les 3 candidats.
Supposons que 6o électeurs se soient partagés sur l'ordre des candidats comme il suit :
23 pour ACB, 19 pour BCA , iC) ])niir CBA, 9, pour CAB ;
formaul d'abord la comparaison de A avec B, on trouvera que la proposition A ^ B est établie par 23-1-2= 25 suffrages, et sa contradictoire B^A par 19-1-16 = 35; La proposition A^C par 23, et sa contradictoire C^A par 19-1-164-2 = 37;
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La proposiiioii lî^C par 19, et sa rniiiradicioirc (]^|î })ar 9.!5 -f- 1 6 H- 2 = 4 ^ •
Parmi toutes ces propositions, les trois (pii ont ohicnu le plus (le suffrages sont doue : C^B donnée par 4 i , C^A par 3.7, 13^ A par 35.
Ce système de propositions qui ne renferme aucune contradieliou, établissant l'ordre CBA, donne la supériorilcabsolue au candidat C, qui n'aurait eu que i 8 voix sur Go si l'on n'avait éciit qu'un seul nom sur chaque bulletin, tandis que A en aurait 23 et B 19, et si, conformément h l'usage établi quand l'élection doit être faite à la majorité absolue, on eût obligé les électeurs, dans un nouveau scrutin (le ballottage), à ne voter cpie sur les deux candidats qui avaient obtenu le plus de voix, C aurait été exclu. Il est visible que ce dernier défaut du scrutin ordinaire croît avec le nombre des votants et des candidats, et (ju'un petit nombre d'électeurs qui s'entendent peut forcer la majorité, dont les voix se sont dispersées sur un grand nombre de candidats, à choisir entre deux qu elle repousserait si elle en avait la liberté.
158. Dans l'exemple précédent, les trois propositions qui ont obtenu le plus de voix sont, comme nous l'avons remarqué, compatibles entre elles et toutes nécessaires si l'on veut établir un ordre définitif entre les candidats- car les deux premières laissent indéterminée la subordination qui doit exister entre A et B ; mais cela n'arrive pas toujours. Si, le nombre des électeurs restant le môme, leurs voix étaient divisées de cette manière,
12 pour ABC, 9 potn- ACB, 20 pour EGA, 10 pour CAB, 9 pour CBA,
on trouverait, en opérant comme ci-dessus,
A^B par 3i suffrages et B^A par 29, A>C par 21 suffrages et C >> A par Sg, B >> G par 32 suffrages et C >> B par 28;
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rapprochant alors les propositions qui ont obtenu le plus
de voix, on tomberait sur le système
C>-A donnée par 3y, B >> C par 32 et A>>B par3i,
dont les deux premières eonduisent nécessairement à 13^ A, résultat contraire à la troisième.
Pour échapper à cette contradiction, Condorcct, qui a discuté avec beaucoup de soin et à plusieurs reprises la théorie des élections, propose de ne composer le résultat final qu'avec deux propositions lorsqu'elles ont une conséquence nécessaire, et de chereher ensuite, parmi les trois systèmes qu'on peut faire en combinant deux à deux les trois propositions indiquées ci-dessus, celui qui a obtenu le plus de suffi-ages, en réunissant les votes qui ont été donnés à chacune des propositions dont il est composé. Or on li^ouve ainsi
■ji suffrages pour C>A, B^C, d'où l'ordre BCA, ■jo suffrages pour C >> A , A^B, d'où l'ordre CAB, 63 suffrages pour B>C, A>B, d'où l'ordre ABC;
c'est donc le premier système qui est voté le plus fortement, et auquel il faut s'arrêter si toutefois on est forcé de consommer Félcclion {*). Cette dernière restriction a paru très-nécessaire à M. Daunou, qui présente contre cette manière de combiner les propositions des difficultés très-fondées, et qui pense que, dans ce cas douteux où il ne saurait y avoir de majorité bien prouvée, le seul parti à prendre, si l'on ne pouvait remettre l'élection, serait de choisir le candidat qui a la pluralité relative (*"*').
459. Les pro[)Osi lions comparées dans les numéros précédents, par rapport au nombre de sullVages qu'elles ont obtenu, pourraient l'être par rapport à leur piobabi-
(*) Essai sur la Piobabililé des dccisions, Uiscours prelinjinairo, p. Ixvij.
( *" ) Mcmoiif sur les Élections, p. 63.
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lité lorsqur celles dv. la véiilé cl de rcricur do <lia(juc vole sonl ronnues. Par exemple, un seruliii de 33 voles, sur lesquels i8 sont [)Our A >> H et A^C, i5 pour B^-A e[ C>>A, 3.> pour !)>•€ et i pour C >- B, couduirait à réleclion de A par les propositions A^B et A^C, dont le syslènie a une probabilité
.T-;^-.-:^ (151 et 17);
mais la très-grande pluralité qu'a obtenue la proposition B^C donne, dans le eas où i^ surpasserait un peu ///, plus de probabilité au système B^C et B^A, quoique la seconde proposition n'ait que la minorité des suffrages.
En elïet, la probabilité de ce dernier système étant
si Ton fait Iîl = a^^^ qu'on réduise an même dénominateur les probabilités du premier et du second système, on trouve pour les numérateurs
I •+- a" et a'(i -h a'),
expressions qui deviennent i ,o38 et i ,260 lorsque «==0,9. « Ainsi, dit Condorcet, le système ])Our lequel on con- » clul la pluralité n'est pas nécessairement celui qui a la )) plus grande probabilité (*) » ; mais cependant on ne doit pas adopter ce dernier dans tous les cas, parce que souvent l'une des deux propositions n'ayant qu'une probabilité fort petite impliquerait contradiction avec d'autres qui en ont une plus grande.
Si l'on joint à cette difficulté celle de constater la probabilité de chaque vote, on sera bien fondé à s'en tenir, dans les élections, à la recherche du vœu de la majorité,
( * ) Essai sur la l'robalnlilc des décisions, p. 123.
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ce qui, comme on vient de le voir, n'est pas toujours une chose aussi simple qu'on pourrait le penser. En réduisant le nombre des votants on facilite beaucoup la formation des votes et leur dépouillement. Cette raison, jointe à d'autres que ce nest pas ici le lieu d exposer, a conduit à établir plusieurs degrés d'élection pour arriver à un clioix délinilif, c'est-à-dire à faire nommer d'abord des électeurs qui doivent à leur tour en choisir d'autres, et ainsi de suite 5 mais, par ce mode, l'influence de la volonté générale diminue à chaque nouveau degré qu'on ajoute à l'élection, et le choix de l'assemblée la plus élevée est souvent très-difïérent de celui qu'aurait indiqué cette volonté, si on l'avait immédiatement consultée : un calcul fort simple rend très-frappante la vérité de cette assertion (*).
De la Probabilité des milieux pris entre plusieurs observations.
160. Pour achever de parcourir les principales applications du calcul des probabilités, il me reste à parler de la méthode de prendre le milieu entre plusieurs résultats ou observations, en ayant égard aux diverses probabilités des erreurs, ou de déterminer les corrections les plus avantageuses que des valeurs déjà très -approchées doivent subir pour satisfaire le mieux possible à un grand nombre d'observations. Cette recherche, commencée par Lagrange, éclaircie par Eulcr (**), a été poussée très-loin par Laplacc-, mais, comme elle se rapporte principalement à l'Astronomie et dépend de la forme des méthodes emplovées dans cette science, elle sort des limites que j'ai dû
C*) yoye: les remarques de M. Gergoniie, Annales de Mathématitjuef, l. M, p. I.
';^ "" ) Mélanges de la Sociélc de Turin, I. V, p. if^^. \of(j Acta Acad. l'etropolitaniv, t. 111, p. --(Sg.
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tue prescrire. Je nio bornerai seulcnicni à donnor une idée de la juaiiièrc dont le calcul des piobabilili's s'ap- [)lique au cas le plus simple de la question, celui où il s'agit de prendre le milieu entre plusieurs déterminalions immédiates de la quantité cherchée.
Dans le principe, on a comparé les observations aux jets d'un dé ayant autant de faces qu'on admettait d'erreurs possibles, et l'on a supposé d'abord que ces erreurs étaient également probables. Par exemple, si, pour se rendre compte d'une mesure dont le résultat ne peut pas s'éloigner de la vérité, soit en plus, soit en moins, au delà de 5 parties très-petites, comme 5 secondes de degré, on conçoit un dé ayant ii faces marquées par les nombres — 5, —4, —3, —2, —I, o, -j-i, -t-2, 4-3, -i-4, -f-5;
un nombre n d'observations étant assimilé au jet de n dés semblables, les erreurs dont peut être affectée la somme de ces observations seront exprimées par la somme des points que peuvent présenter les dés. 11 suit de là et du n" 56 que cette somme pourra recevoir toutes les valeurs marquées par les exposants de x dans le développement du polynôme
Le terme aflecté de l'exposant zéro répondant au cas où toutes les erreurs se sont compensées dans la somme des observations, son coefficient, divisé par (ii)", exprimera la probabilité que cette somme est exacte, et qu'en la divisant par le nombre n des observations ou aura la vraie valeur de la cjuantité cherchée.
Si , au lieu de se borner au terme dont lexposant est o, on embrasse plusieurs autres termes, on en déduira alors la probabilité que Terreur de la somme des obsej valions est renfermée entre certaines limites. Ainsi, eu réunissant les
termes dont les exposants sont — 2, — i , o, -f- 1 , -}- 2, on aura la probabilité que l'erreur de la somme des observations ne surpassera pas 2 secondes, soit en plus, soit en moins ; erreur qui, dans le résultat, étant divisée par /?,
sera romprise entre les limites et H
^ n II
Le développement du polynôme proposé s'abrège beaucoup par le procédé du n" oG. Dans l'exemple ( i-dessus, on a
(x-'4-x— 'H-. , .H-^'+x^)" = .r--^"(i + A--h. . .-f-x'-hJ:'")" = ar-=''( :—\ = j:-^"(i — . ?:")"( i—j-)-",
et il ne sera pas difficile de former le coefficient du terme alFecté de tel exposant qu'on voudra.
161. Quand on assigne aux erreurs des probabilités diverses, cela revient à supposer que cbacune de ces erreurs est marquée sur un nombre de faces proportioiniel à sa probabilité 5 en sorte que si l'on suppose toutes <cs probabilités réduites au même dénominateur, et représentées par la lettre e, numérotée d après Terreur à laquelle elle se rapporte, les chances d'erreur dans la somme des observations seront données par les coeflicients des puissances de x dans le développement du polynôme
si le nombre des erreurs possibles est encore limité à 5.
On voit que par cette manière d'envisager la question, la diflieulté est tout entière dans la longueur des calculs, qui devient excessive dès que le nombre des erreurs possibles et l'exposant n sont considérables \ et c est à diminuer cette difficulté que s est allaclié Lagrange dans le Mémoire cité.
Il a fait aussi plusieurs hypothèses sur les probabilités des erreurs. En supposant, par exemple, les erreurs d'au-
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tant moins pi-obablcs (ju'ellcs soiil plus grandes, et se bornant toujours aux nombres de lexemplc ])rérédent, on pourrait [)rendre poui' la l(;ttre c la piogression
CM sorte que le polynôme à développer serait
Quant au dénominateur commun des probabilités des erreurs, c'est évidemment la somme des nombres substitués aux e.
Si CCS probabilités ne formaient pas une progression symétrique comme la précédente, tant par rapport aux erieurs positives (ju'aux négatives, il pourrait arriver que le plus grand terme du développement ne serait pas affecté de x°, mais d'une autre puissance de x, dont Texposant indiquerait alors Terreur la plus probable dans la somme des observations. Il faudrait donc corriger cette erreur avant de diviser la somme donnée, et le quotient obtenu ensuite sciait le i ésultai le plus probable.
162. Yoilà à peu prés toutes les notions élémentaires qu'on peut donner sur ce sujet. Pour s'élever au delà il faudrait l'étendre beaucoup, et d'abord remarquer qu'une observation pouvant didérer du vrai, par des intervalles aussi petits qu'on voudra, le nombre des erreurs à considérer, quoique assujetti à des limites finies, doit néanmoins être regardé comme infini , ce qui fait entrer cette recherche dans le domaine du Calcul intégral. (F'ojez la Note III.)
Ensuite, le plus souvent, les quantités à déterminer ne sont pas données immédiatement par les observalions : elles doivent seulement être telles, que par certaines combinaisons avec des nombres antérieurement connus elles représentent ces observations-, et si elles ne le font pas
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exactement, c'est qu il y a erreur, soit dans ces quantités, soit dans les observations mêmes. Cette dernière circonstance fait que dans le problème il y a bien plus d'équations que d'inconnues 5 et la manière de les combiner, pour en obtenir le résultat qui a la plus grande probabilité, ainsi que de déterminer cette probabilité, dépendant de la forme de ces équations, sort entièrement des limites de ce traité. Je dirai seulement que la règle la meilleure, celle de rendre un mininiuni la somme des carrés des erreurs, où elles entrent dans leur entier, quel que soit leur signe, a été établie d'une manière très-simple par Legendre. Quant à l'évaluation de la probabilité du résultat auquel elle conduit, ou la trouve dans la Théorie analytique, des Prohabililés^ et dans un Mémoire où M. Plana a traité de nouveau ce sujet avec beaucoup d'étendue et de clarté : M. Poisson s'en est aussi occupé depuis (*).
De V évaluation morale des Prohahililés.
103. Lorsque le calcul des probabilités est appliqué à des sujets qui intéressent notre fortune ou notre vie, des nombres abstraits paraissent peu propres à nous faire connaître l'importance que nous devons attacher à ses résultats. Mais si l'objet de ce calcul est de ramener, au-
( '' ) Voyez iV aboi d Nouvelles méthodes ponr la détermination des orbites des comètes, [>nr Legendre, p. 72. Depuis la publication de ce Mémoire, INI. Gaiiss, dans sa Theoria motus corporum cœleslium, a iléclaié qu'il était parvenu, de son côté, à celte règle. Fcy ci ensuite le chapitre IV de la seconde pallie de la Théorie analytitjue des l'robnbilités, par Laplace; puis, dans les Mémoires de l'Académie de Turin, années 1 Si 1-1 Si u, celui de M. l-'lana, et dans la Connaissance des Temps pour 1627, celui de iM. l'oisson. M. Gauss a publie sur ce sujet un ouvra{je spécial ayant pour titre : Theoria comhinationis observa tior.um minimis crruribus obnoxue ; ftl. Fourier a aussi donné quelques règles, mais sans dcaionsiratioii (^ rcyer le Bulletin des Sciences publié jjar I\I. de l'erussac, part, nialli., l. Il, p. S8), et M. Puissant a tait, aux résultais des opcralions geodé^iques, l'.ipplicalion du calcul des probabilius (Académie des Sciences, t. ?i el XI).
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t.uil ([th- (aire se pcMit , nos imprcssiftiis à iiiic iiu'siiic (îxaclc, Il doil nous ollrir aussi le iiioyi'i» de. trcMivcr iiiic inniressioii é(juivalenle à tmo mesure donnée, l^n cllél, placés au milieu d'une foule de dani^crs (|ue nous sommes obligés de braver, soil pour noire intérêt ou pour nolinplaisir, et sur Icscpiels l'iiabilude et l'opinion générale paraissent assez constantes, les probabilités de ces dangers peuvent servir de termes de comparaison avec ceux qui ont été calculés et non cncoie éprouvés.
Pour un intérêt assez modique, un bommc prudent entreprend une traversée plus ou moins longue sur mer, iiu passage difficile, par exemple celui du pont Saint- Esprit lorsqu'on descend le Rhône en bateau, et une foule d'autres actions assujetties à des risques divers. Si donc on avait des relevés exacts qui fissent connaître la proportion des accidents aux succès, on en déduirait une échelle de probabilités, dont la valeur morale serait mesurée par l'importance attachée aux résolutions qu'exigent les entreprises dont il s'agit. On pourrait aussi comprendre dans cette classe les ris([ues pécuniaires auxquels se soumettent, dans l'espoir d'un gain plus ou moins considérable, des hommes connus pour leur expérience et leur sagesse dans la conduite de leurs afîaircs; mais ces données manquant, on a tâché d'y suppléer par les Tables de mortalité ["*).
Bulfon s'en est servi pour déterminer une limite audessous de laquelle toute probabilité devait être regardée comme nulle (82)-, il fixa cette limite à 7-^^-^, parce qu'aucun homme dans son bon sens n'est frappé de la crainte de mourir dans le jour, et que sur loooo personnes il en meurt une dans cet intervalle. Daniel Bernoulli observa d'abord que pour former cette valeur avec exactitude, il
{*) Essai sur In Prohahiliu': des décisions, p. 'i'jf), el Discours préliminaire, p. cvij.
fallait n'y pas comprendre les individus qui avaient une maladie ou des motifs connus de craindre une mort prochaine ; et Condorcet pensait qu'un risque nécessaire et habituel ne pouvait pas servir de terme de comparaison lorsqu il s'agit d'une détermination volontaire; que d'ailleurs on ne pouvait pas se borner à ce seul terme, et qu'il en fallait au contraire un très-grand nombre, afin qu'il y en eût pour les diverses spéculations qu'on pouvait se proposer. Cette dernière objection me parait au fond la plus solide 5 car si nous nous habituons pour nous-mêmes au danger de mourir dans un intervalle de temps trèscourt, nous l'apprécions mieux à l'égard des autres, et nous faisons reposer des intérêts plus ou moins grands sur rcxistence des personnes, d'après leur âge et 1 état de leur santé.
En calculant donc le risque de mourir dans rintervalle d'un an, d'un mois, dune semaine, d'un jour, d'une heure môme, pour des personnes bien portantes de dilîérents âges, on formera sans peine 1 échelle dont nous avons parlé.
La Table dressée par Deparcieux sur les individus choisis (126) donne, à làge de 20 ans, la probabilité
- — T OU environ tle mourir dans l'année,
bi4 10^
8l4-Ô2 S'il)!
dans le mois, dans la semaine,
ou environ - — -— •> dans le iour,
dans une heure.
Ces probabilités varient avec 1 âge, mais par des dillércnces fjul soni d'autant moindres, cpie l'intervalle de
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temps est plus court. Prenant dans la même Table les j)r()habililc's analogues pour l'âge de 5o ans. on trouve
- — dans lin an, -r— — ir- clans une semaine, etc. ;)bi 5oi . 5'.'.
Si Ton rctraneliede ces dernières celles qui torrospondent à r.àire de 9.0 ans, la diiïérenee sera le mesure de l'augmentation rpie Tàge apporte au risque d(! mourir pendant l'année, la semaine, etc., augmentation dont l'importance morale est fort petite ; car un homme de 5o ans qui jouit d'une bonne santé n'appréhende guère plus de mourir dans un intervalle très-court, qu'un jeune homme de 20 ans. Ce genre de probabilités était celui que Condorcet proposait de préférence, comme pouvant servir de terme de comparaison. Au reste, ce ne sont encore là que des vues qu'il ne faut pas trop restreindre ; car il est évident que le sujet ne saurait admettre des nuances bien délicates, et que le but est rempli quand on a ollert à l'imagination un rapprochement qu'elle peut saisir.
Bcsimié ^(hH'inl. '
[QA. Dans les Notions préliminaires formant le premier paragraphe de ce Traité, j'ai tâché de faire sortir celle de la probabilité, des habitudes mêmes de notre entendement, et de montrer que, reposant par sa nature sur une énumération, elle pouvait être susceptible de se prêter au calcul, au moins dans un grand nombre de cas. Après avoir parcouru les plus importants, il me paraît utile de résumer les circonstances remarquables qu ils nous ont ollertes, comme devant compléter le Tableau de la science, déj.à ébauché en parlant de son origine.
Déterminer le rapport du nombi e des chances qui amènent un événement, au nombre total des chances qui peuvent arriver, en descendant jusqu'à celles qui sont également possibles, tel est le problème à résoudre quand
les événements sont pioduils paidcs combinaisons dont les éléments sont donnés, et dont le mode est connu, ce qui est le cas des jeux •, et l'on sent qu'alors le calcul doit souvent rectifier les simples aperçus du bon sens, qui ne peut pas suivre le détail des combinaisons, lorsqu'elles se multiplient et se compli([uent au delà d'un certain terme. Aussi avons-nous donné plusieurs exemples d'erreurs remarquables (19, 21, 46).
Le penchant qui nous fait attendre avec plus de confiance l'arrivée de l'événement par rapport auquel nous pouvons répéter plus souvent le jugement de possibilité que le jugement contraire (o) ne serait, dans le cas qui nous occupe, qu'une illusion, si la théorie mathématique des combinaisons ne montrait pas que le nombre de celles qui sont favorables à ce penchant augmente à mesure qu'on embrasse un plus grand nombre d'épreuves (^J3), et qu'elles conduisent à des probabilités dont la grandeur frappe également tous les esprits-, en sorte que le temps donnerait aux plus grossiers la preuve de ce qui ne peut d'abord être saisi que par une sagacité trèsexercée : et de là se déduit le petit nombre de propositions sullisantes pour fonder les motifs qui nous font croire à la probabilité (39,40) (*).
Cette même propriété de la répétition des épreuves conduit à l'évaluation pécuniaire des événements aléatoires, et mettant en évidence les suites que doit avoir nécessairement à la longue la plus petite inégalité dans le sort des joueurs, dès (pi'elle est constante (09). montre combien il est imprudent de se livrer au jeu quand on y a du désavantage, et même de risquer des sommes un peu considérables, quand le jeu est égal, parce que, dans une
(*) Le fond de ces diverses propositions est renfermé d;»ns ce jugeinenl de Gibbon : « Les lois de la probabilité, si l'raics en général, si trompeuses en particulier. » {ilétuoircs de Gibbon, t. l*"""; j>. 261-262 de la tradticliun l'rançaise.)
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longue suite de pailies, il dcvienl de ])lus en plus [u-obai)ii; (jue l'un des joueurs é[)rouvera une perle surpassant telle sonune qu'on voudra (71).
1(33. Ce n'est pas pour les seuls événenuMits que nous pouvons voir soi-tir des combinaisons (jui les produisent, <|ue la probabilité acquiert du ci'édit sur notie esprit : elle opère de même à l'égard de la répétition des faits dont l'origine nous est totalement inconnue. En assimilant la production de ces faits an jet d'un dé, au tirage de numéros pris au hasard dans une urne, on doit en effet conclure du théorème de Jacques Bernoulli (34) que, si des observations multipliées manifestent, dans la succession des divers événements, des rapports renfermés entre des limites peu distantes, ces rapports indiquent à peu près les probabilités simples d'après lesquelles on peut conjecturer sur l'avenir. Le sentiment de la constance des lois de la nature, inspiré de bonne heure ])ar l'immense répétition des mêmes successions dans le plus grand nombre des faits qui se passent sous nos yeux, avait conduit à cet aperçu; mais il n'était pas inutile, ce me semble, de le voir sortir aussi du développement des combinaisons mathématiques, et, ce cpii est encore plus remarquable, de l'obtenir comme le terme moyen du nombre infini d'hypothèses qu'on peut faire sur la possibilité des événements dont les causes sont tout à fait ignorées (87, 93). C'est sous cette dernière forme qu'il est bien circonscrit, qu'on reconnaît les bornes où il faut le renfermer, et comment l'assurance diminue à mesure que l'étendue de l'avenir augmente par rapport à celle du passé (91).
La fréquente succession des mêmes faits, qui mène à l'idée d'une liaison nécessaire entre eux, étant soumise au calcul, donne une mesure de la probabilité de cette liaison, et montre jusqu à quel point ou peut y couiptex',
quand même on n'aurait pas d'autres motifs de l'établir (104, 105). Cette théorie mérite quelque attention, puisqu'elle oflre un moyen très-spécieux de réfuter les excès du scepticisme , sans recourir à ces principes posés à priori, et tout au moins aussi douteux et aussi obscurs que ce qu'on veut prouver par leur secours.
160. La déleriTiination des probabilités par le nombre et le mode des combinaisons; le même problème, lorsqu'on n'a [)Our données que l'observation des événements passés-, euiin la détermination de la probabilité de l'existence des causes, ou, pour parler plus exactement, des tendances naturelles à la production des évéii(,'ments qui sont plus répétés que d'autres, sont donc des questions dont la solution n'est pas seulement curieuse comme pouvant exiger beaucoup de science de calcul, mais encore coinuie donnant des fondements plus solides aux principes généraux de l'art de conjecturer (* ).
1(37. Pour a[)pliqucr cet art, il faut des donn(':es; et suivant leur nature elles seront susceptibles ou non de se prêter au calcul. Celles de la première espèce ne manquent point dans lis jeux, où elles se tirent des conventions établies et de la forme des instruments aléatoires. Dans les autres applications, ce sont des faits qui n ont encore été recueillis que d'une manière très-incomplète,
(*) La dernière de ces questions, considérée en généra), a bien l'iniporlance qiron lui altribue ici, mais non pas dans loules ses applications. La connaissance de la valeur précise de la probabilité, que des eflels sont dus à une cause plutôt qu'au hasard, n'apprenant rien sur la nature de cette cause, parait bien loin de répondre par son utilité à l'appareil de calcul qu^exigo très-souvent sa détermination. Quand la répétition des faits ou leur constance est suHisamnient constatée par les moyens les plus simples, on essaye de les lier par des hypothèses; et Phistoire des sciences prouve qu'on marche à ci-t égard du simple au composé, en suivant Tordre des apparences, qu'on prend d'abord ce qu'on voit pour ce qui est, et qu'on i apporte les formes cl les cllcis nouveaux à ceux qui somblonl les plus réputés.
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ft pour certaines classes seulement. La principale, cclh; (les laits concernant la durée tic la vie lunnaine, a fourni (Vutiles spéculations, et d'autant plus siires, qu'elles ont ('■lé appuyées sur les éléments plutôt observés que conclus-, cai-, ainsi qu'on l'a vu plusieurs fois dans le cours de cet ouvrage, c'est par les hypotlà'scs imaginées pour sup- ])lé(!r aux observations immédiates, que Terreur s'introduit dans le calcul. Les questions (jui s'y montrent le plus rebelles sont, sans contredit, celles (pii tiennent à la volonté des hommes; mais cependant nos actions ont des consé(|uences aussi nécessaires ijue celles de toutes les autres Ibrces de la nature, et laissent des traces qui, scrupuleusement examinées, discutées et énumérées, fournissent à posteriori une mesure de la valeur de ces actions. Si, par rapport aux témoignages, aux jugements, les passions se jouent du calcul, leurs effets bien observés en préciseraient toute l'influence beaucoup mieux que les déclamations auxquelles on peut aisément, avec de bonnes intentions et peu de lumières, se livrer sur un sujet tant rebattu (*).
Ainsi ne nous lassons pas de répéter, avec tous ceux
(" ) Eu exemple de ce grand fait, on peut citer les Comptes généraux de V Administralion de la justice criminelle, publiés en France depuis iSaS. On y voit, dans les rapports des divers genres de crimes, classés suivant les sexes, les âges, les localités, etc., une constance déjà bien marquée, offrant dis résultais curieux et peut-èlre utiles. {Voyez, d'une part, les recherches de M. Queleleî, dans les Mémoires de l'Académie de Uruxellrs, t. \ 11, et dans la Revue cncjclopédi'/ue, mars i833; et de l'autre, VEssui sur laSlatiilique de la France, par AI. Guerry.)
En {jéneial, depuis quelques années, la comparaison des phénomènes sociaux ix pris un développement très-considérable. MM. Beiioiston de C^hâteauneul', Charles Dupin, Quelclet, Villemié et d'autres ont dépouillé, sous de nouveaux points de vue, les registres de Tétat civil, de la conscription, des écoles, les états de consommation, et en ont tiré des conséquences intéressantes. Si Ton peut trouver que dans quelques-unes de ces comparaisons le nombre des faits recueillis n'est pas encore assez considérable pour que, les moyennes variant peu, les résultats aient une grande probabilité, les auteurs auront au moins le mérite incoalestable d'avoir préparc à leurs successeurs des cadres importants.
([ui tlésirent sincèrcinont les progrès de la civilisation, qu'il CM faut toujours revenir aux faits; que tout, à la longue, peut se compter, se mesurer, et par conséquent être soustrait, au moins en grande partie, à l'empire de l'imagination 5 mais disons aussi qu'on ne saurait atteindre ce point si désirable qu'en mettant la plus grande rigueur et le plus grand détail dans la classification des faits, afin d'éviter ces associations irréfléchies et inexactes qui chargent les meilleurs principes de conséquences odieuses tout à fait étrangères à ces principes, comme on pourrait le prouver, non-seulement par des discussions raisonnées, mais en montrant par les faits que les mêmes conséquences ont pu être tout aussi légitimement attribuées aux principes les plus opposés.
Enfin, quand les faits manquent ou ne sont pas concluants, la discussion qu'il faut substituer aux mouvements d'un enthousiasme souvent factice, par lesquels on a égaré les hommes dans tous les sens, cette discussion, dis-je, doit prendre des formes assez analogues à celles dii calcul Balancer des avantages et des inconvénients, séparer des exceptions, fixer des limites, n'est-ce pas en effet une sorte de manière de compter? et quand l'alîirmatif et le négatif se montrent au même degré, peut-on faire autrement que de rester dans le doute jusqu'à ce que de nouveaux faits l'aient dissipé (*) ?
(*) Franklin s'était fait, pour cette sorte de calcul, qu'il appelait Algèbre morale, une molhodo qui revient, au fond, à ce qu'on a dit d:in> la noie de la page 16, et qu'il recommande au célèbre Pricslley, dans lo~ termes suivants :
'( Je ne puis, dans l'afTaire importante sur laquelle vous demandez mon avis, me permettre, faute de données suiïisantes, d'influencer votre détermination; mais si cela vous est agréable, je vous apprendrai comment vous parviendrez à prendre vous-même, à l'avenir, une décision. Dans \f cas de ces hypothèses embarrassantes, d'où provient surtout la dilhcullr ' De ce qu'alors môme que nous les méditons le plus, tontes les raison.-, qu'on pourrait alléguer pour ou contre elles ne se prcsonlent pas d'abonl à notre esprit. Une de ces raisons nous frappera dans un temps, bientôt
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lions la perdons de vue, i>t c'est alors uno antri! qui lui siiccèdo : de là loiiles ces incertitudes, ces allernnlives, ces irrésolutions auxquelles nous sommes en proie; de là celle perplexiio (jui nous lourmonle. Voici quelle est ma mélliode pour parer à cet inconvénient : je divise en deux colonnes, par un trait, une feuille de papier; j'inscris en tôle de Tune di; ces colonnes le mol /wur, et en tète de l'autre le mot cnnirr. Après deux ou trois jours de réflexions, j'écris au-dcssouu de chacune de ces tôles de peliies notes sur les diflererites raisons qui se présentent de temps h autre à ninn inia(jination, pour et contre la mesure que je dois adopter. Lorsque enfin j'ai réuni sur ce petit mémorial une masse suffisante de raisons contradictoires, je me mets en devoir de peser leurs valeurs i-especlives. Si je trouve que deux raisons {une de clinque côté) soient d'un même poids, je les élimine toutes les deux ; qu'une raison pour égale (/eux raisons contre, je supprime le tout; que deux raisons contre égalent trois raisons pour, j'efl'ace les cinq, et ainsi de suite, jusqu'à ce que je trouve enlin de quel côté demeure la balance. Après deux nouveaux jours de réflexions, si quelque arrière-pensée importante n'est venue apporter de changemenl à ma balance, j'en fais l'arbitre de ma décision. Quoiqu'on ne puisse, à la rigueur, supputer et peser des raisons ensemble avec autant d'exactitude qu'on établit des quantités algébriques, cependant, quand, après avoir discuté séparément et comparativement chacune de ces raisons, j'en ai reproduit sous mes yeux toute la masse contradictoire, je pense qu'il me devient plus facile d'asseoir un jugement et de prendre une détermination : je me crois en même temps moins exposé à commettre des erreurs. 11 est de fait que je n'ai retiré que de très-grands avantages de cette espèce d'équalion, dans ce qu'on peut appeler une Algèbre morale. »
{Correspondance inédite de Franklin, lettre du 19 septembre 1772 à Priestley, t. I, p. 29. Paris; Janet père, 1817.)
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Sur le n" 27, page \q.
1° La formule de Stirling donne immédiatement la somme des lof^arithmes des termes d'une progression par différence. En prenant la suite des nombres naturels depuis i jusqu'au nombre quelconque x, on a
lH-l.i + 13 + ...-(-la, = -12 77+ Lr-h- \x — . r H — ; + . . . ,
1 \ il llX OOOX''
TT désignant le rapport de la circonférence au diamètre (*). Les logarithmes indiqués étant pris dans le système népérien, il faudra, si l'on veut employer les logarithmes ordinaires, multiplier par le module 0,4342945 les termes où il n'entre pas de logarithmes.
En jiassant aux nombres, et désignant par e le nombre 2,7 i8'.>.8i8, dont le logarithme népérien est l'unité, il vient
\ .I.Z . . .X z=\J ITI •
(*) Voyez le lll*^ vohinio de iiioii Tiaiic du C.ilcul dij/crenlijl et du Calcul intégral, iii-4°, ou la fin du Traité clémeittaire sur le inciiie sujet.
Oii pourrait ratilement introduire dans les Tables de logarithmes les sommes de ceux des nombres consécutit"s, ce qui serait forl utile pour calculer les termes des puissances élevées des binômes, comme je l'ai indique dans le n° 137. On trouve une Table de cette espèce à la fia des Miscellanea analytica et de the Doctrine of Chances, par Moivre j en 182^, M. Uegtn, professeur à Hanau, en a public une plus étendue, qui donne ces sommes pour tous les nombres jusqu''à laoo, avec i8 décimales : il y a joint d'auties Tables et des développements sur le même sujet, forl utiles pour le calcul des probabilités. L'ouvrage de M. Degen esl intitulé : Tahularum ad /acilioreni et breviorcni piobabililaiis cunipulaiioncm utiltum cnneas.
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produit dans lequel le dcrtiier (aeleur approelie d'anlanl plus de l'unité (pu; le ru)inl)i-e .r est plus considérable (*). 2" Cela posé, ou ohlieul, pour le produit
l'expression
rp — l p^ip '" .,' ' 'J ~\- ^—\
et si on la divise par celle du produit i . ?. . 3 . . .«7, on trouvera que
3° Si l'on fait p=:iq, et qu'on divise ce dernier resultat par 2'î, afin d'obtenir le rapport du développement de (i + i)''' avec le ternie moyen, on aura
•_^ -^yp "■ X--1 1/ — \v 7/ = _i_.<, «V '1)27'
'2?1 sJT.TZ.q'^l-^' \T^q
(*) On trouve dans la Théorie analyliijue des Piohabiliics, p. 129, une expression du même produit, différente, en apparence, de la précédente, mais qui s'en déduit en développant l'exponentielle
par la formule connue
en ordonnant le résultat suivant les puissances descendantes de x, on obtient
/J*^ (-(litio/i. 18
En posant 27 = 100, on en déduira le nombre o,0';9589'2, rapporté sur la page ^o.
A mesure que r/ augmente, l'expression ci-dessus s'approche de
S^nq V 27:7 V 7:/>
quantité qui devient de plus en plus petite.
4° Si l'on fait p =irin -\- rn^ q=zrn, pour obtenir le plus grand terme du développement de [m -\- n)'''"-^"' (29), on trouvera d'abord que le coefficient revient à
rm H- 772 -j- - _|_ /'_J I -\ —
{nii -\- rn) i-2i\m-i-n m n)
Xt-
m -)- - rm -t- -
y2 7r(/'rt) '^ \^f")
rm -\- rn -h- i / i ' _ ' \
sJlTz rmn . m™ n''
puis mullipliant la dernière de ces valeurs par- ; — -— ?
r 1 I [m -fr n)""-^''''
il viendra
I m-\- n \xr\m-\-n m n } V 2 /T rm n
pour le rapport du développement de (/»-+-/?)'""'+"' avec son plus grand terme.
Il est visible que ce raj)port diminue à mesure que / aug-
... , I iii-\- n ...
mente, et (lu il tenu sans cesse vers i/ •> quantité nia
y •x-nnn
peut devenir aussi petite t|u'on voudra, on ineiiant jiour / un nombre suffisamment gnind, ce qui s'accorde avec les remarques du n" Z'I.
5" Le rapport de deu\ termes quelcontpus du développement de [m + //)/', affectés de mi'-^'i n'i et niP-'i ri'i', en négligeant, pour abréger, les séries e.xnonentielles «ju'il est bien facile de
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rostifiuT, .1 |)(»iii- oxpii'ssioii
n' 'ip-n') ' n'^~'>
6° Soit p = rm -h rn, r/ ^ r/f, q' =z m — /•; l'expression précédente deviendra
m — r H — rm -+- r -i —
im -+-/■« -t- 1 m — '-t-p r/H -(-;■-( —
m — /'-h- ini-i-r-i
résultat remarquable par sa forme et dont la valeur numérique est susceptible de croître indéfiniment en même temps que le nombre r, ce qui prouve la proposition du n° 31. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer que
n — i\'" — '■ fn — i\ '•(« — ')
n j \ n] n in' 3/2^ ' ' '
\ m ) \ m) m iiir S m'
ce qui donne
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car la série qui multiplie r dans la dernière expression étant convergente et toujours positive, il s'ensuit que la valeur de cette expression croît toujours avec le nombre r, et que par conséquent il en est de même de
rn — r-\ — rm -h r -i
1 \rn — r / m •+- l\rm-+- 1
Si l'on posait «7'= rn-^r, ce qui donnerait/) — q'=rm — r, ce changement ne ferait que mettre, dans le rapport obtenu ci-dessus, m à la place de n, et réciproquement.
"j" Si dans l'expression du coefficient du terme général du développement de {m -\- n)P (p. 274)» OQ (ait p = rm -\- rn , q := rn — q', d'où p — q z= rm ■+- 7', et qu'on la multi[)Iie
par r ) elle deviendra
rm -i- in-i — (rm -\- rn) ^
m — q -i rm-hq -\
SpÏ7:.[rn — q') '^ [rm -\- q') ^
\l\rm-+- rn rm-hq rn — q } m ^ n '
(TO-h/z)'-'"-^'"
et nous allons la simplifier en supposant 7' très-petit par rapport aux nombres rm et m. Le premier licteur se met aisément
sous la forme
rm -t- rn-i —
{m-hn) "■
V 1-Kr.n
rm -+- q
/•// / \ rm
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eriecliianl la inultiplicalioii par le 3"' facteur et réduisant, «m obtient
si
m -\- n 2 TT rnin
ni — q' -\- - nu -\- q' -\-
m / \ nii
Observant ensuite que
rn 1
\ rin]
puis développant les exposants de c, et faisant leur somme, on trouve, après les réductions,
et si l'on suppose le nombre <[' assez petit par rapport aux nombres rm et rn pour que son carré seul puisse entrer en comparaison avec leurs premières puissances, on réduix'a celte expression aux termes
2 /•// d'où il résultera enfin
I m H- n -1 r \m'^ Il / / m H- n
y 2 71- nnn y 2 tt r/nn
m -t- Il
expression qui donnera une valeur approchée du rapport entre le ternie affecté de /«""+?'«"'-?' et la puissance (/// + /?)'"'"+'^", si l'on néglige la série exponentielle qui compose le second facteur de l'expression proposée, et qu'on regarde q'^ comme compa-
rable seulement aux premières yniissanccs des nombres rm et rn (*),
Si l'on compare cette expression à celle du rapport entre le développement de (/«-{-«)'''""*"'■" et son plus grand terme (p. 274), on verra que
7« -f- Il ,,
2 rmn
est une expression approchée du quotient de ce ])lus grand terme divisé par celui qui est affecté de m^'^-^'i' n'"~'f ^ et si Ton y fiùt w = 18, « = 17, /•/« -h /■« = i4 000, d'où r^^L\oo, (f = i63, elle donne 44»7> valeur qui ne diffère pas sensiblement de celle qu'a trouvée Nicolas Bernoulli dans l'endroit cité sur la page i5g, et d'oili il conclut que la somme des i()3 termes qui précèdent le plus considérable du développement de (/« -A- «)"""• et des i63 qui le suivent est au reste de ce développement dans un rapport plus grand que celui de 43,58 à i. On peut parvenir à ce résultat au moyen des remarques faites dans le n" 3i; car si Ton conçoit que les groupes de termes formés à partir de M, de L, etc., soient composés chacun d'un nombre </' de termes, et qu'on les représente par g^, §•', «'",...on aura
Si donc on fait — =: ^, il viendra
et, par consécjuent,
et cela, en quelque nombre (pie soient les groupes : donc enfin le groupe o, sera à la somme de tous les autres dans un rappt)rt plus grand (jue h — 1:1.
(*) Elle devient celle qu'on trouve p. 278 de la Thcorie analj tique des Pràhiihililés, lorsqiroii y change riii -+- rit en n, rm on -r . rn en x' et 7' on /.
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8" On poul fiicoio ol)tciiir plus dircclonioiil la valeur approclit'c (lu rapport entre le groupe de termes désigné par ^' et la totalité du développement de (/« + n)i', en cherchant la somme des valeurs que prend l'expression
depuis fj' = o jusqu'au nombre assigné pour sa j)lns grande valeur, an moyen de la série sommatoire donnée j)ar Kuler dans son Calcul différent/cl, et qu'on trouve aussi aux endroits cités en note au bas de la page 272. Cette formule, qui est
o ri ' 1 il ff
Su = I iiûx -\ — Il -] 4- . . . ,
•^ 2 12 dx '
lorsqu'on y fait x = 7', n ■= h(~ '"l'\ don
ne
<i,bc~"l"=bJe-'"l"\\q'-^lbc-'"i''~~haq'c-"l'^'-\-... :
niais on j)eut se borner aux deux premiers termes quand bn est fort petit, ainsi que cela a lieu pour l'exemple proposé, puisque
/" + /; , I m -\- n la
înnn y intm/i y 77
En posant alors fi's,a=^ t, on obtient l'expression I ,, ,-- , I /a ,'.
qu'il faut prendre depuis t^o jusqu'à la plus grande valeur de t et doubler, si l'on veut réunir le groupe qui précède le plus grand terme à celui qui le suit; puis on y ajoutera ce terme. Dans la Note III, je reviendrai sur l'intégrale indiquée.
On peut tirer de ces formules une démonstration de la projjosition du n° 3i; mais celle de Jacques Bernoulli paraît préférable, non-seulement parce qu'elle est élémentaire, mais encore parce qu'on y voit mieux la marche de l'approximation que dans les calculs ci-dessus, fondés sur des séries qui ne sont point convergentes dans toute leur étendue, et où l'on néglige beau-
aSo TnAni-; éj-émi:ntaike
coup de quantités dont il ne scndjie pas facile d'apprécier exactement rinfluencc sur le résultat.
En terminant cetle ]Sote, je dois dire que la sommation de la partie moyenne des termes des puissances élevées du binôme a été ramenée à des intégrales définies par Laplace dans les AVmoires de l'Académie des Sciences, anne'e 1782, p. 60, et par Legendre dans les Exercices de Calcul intégral, V partie, p. 235.
Sur le \\° 91, page \^S.
1° Si l'on applique à l'expression de S,'"' (89) la formule <le Stirling rapportée p, 272, on trouvera, en faisant abstraction des séries exponentielles,
ni H n-\ —
— m '■'- n '^ ^"'+"+1 = V 2 TT . X
[m /fi"'n"
[m + « -hi
On peut simplifier la dernière de ces expressions en observant que si p est un très-grand nombre par rapport aux nombres A et /, on a sensiblement
puisque
X 1 14-^ ^ -H ^AL^A'l^ iii-,)ii- .,)A^ i p 1 .2 p^ 1.2.3 p^
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ft que, si l'on passe aux limites des différents teimes de ces séries, en supposant j) infini, la première devient
et la seconde se réduit à son premier ternie i. Par ce moyen, la quantité
HH- n -t- -
se change en
donc
e : la valeur de S, "'"^ devient
hy. r. inn y m-\-n
comme on le voit dans les Exercices de Calcul intégral par Legendre (IIP partie, p. 348) ; et il observe avec raison que l'approximation exige que les nombres m et n soient tous deux trèsgrands.
2° On trouve de même que
' [m-irp — q-\-\) [in+p — q-^-T.). . .(/«+«+/>> H- 1)
wi -t- n H- p-\
et, comme on suppose que les nombres m et n sont très-grands par rapport aux nombres /j et 7, on peut réduire
[rn-irp~q)
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à m ^ e''~f', et ainsi des autres : il vient alors
m -1-/7— 0-1 n-hq-i
valeur qui, divisée par celle de S,'"'" obtenue précédemment, donne pour quotient
C'est à peu près ainsi que Laplace a démontré, dans le tome VI des Mémoires des Savants étrangers (p. 626), la proposition énoncée à la fin du n" 91.
NOTE IL
Sur le n° i6, page 68.
Le calcul aux différences (finies), auquel se lie assez naturellement la théorie des combinaisons, facilite très-souvent la mise en équation des problèmes relatifs aux probabilités. Déjà Moivre, en cherchant la loi que suivent les valeurs successives des fonctions qui résolvent ces problèmes, avait introduit la considération des séries récurrentes; mais l'algorithme du calcul aux différences n'étant pas encore complet, et l'intégration des équations de ce genre n'ayant été effectuée dune manière bien explicite que par Lagrange en i 769 ( * ), Moivre ne pouvait pas remonter immédiatement à l'expression finie des fonctions à déterminer. C'est Laplace qui a fait le premier, en 1773, l'application explicite du calcul aux dilTérences à celui des probabilités; et Lagrange, qui dès 1759 avait indiqué cette application, l'ayant reprise en I77'>, a résolu par le même moyen les
(*) Misccllanca Taurincnsia, t. 1, |>. 33.
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plus importantes cl les plus (liincilcs des qiiostiniis rpif Moivrc avait trailcos dans la Doctrine des (^lianccs (*). .le ne puis donner ici qu'une idée do cette méthode, et je l'appllcjucrai d'ahord à la question du numéro cité.
1° Désii^nons par I„, le nombre des combinaisons impaires dont m pièces sont susceptibles, par P„ celui des combinaisons paires, et cherchons ce que deviennent ces fonctions de m, quand celte variable augmente de l'unité. Il est visible (pie si l'on introduit la nouvelle pièce dans les combinaisons |)aires, elle les rendra impaires, et que de plus, prise seule, elle en formera une de cette espèce, ce qui donnera par conséquent ?„ + i combinaisons impaires, outre les !„ du cas précédent. Quant aux combinaisons impaires, l'addition de la nouvelle pièce les rendra paires, et le nombre des combinaisons de cette espèce, qui était P,„, sera augmenté de I^^, ; mais 1^+, et P„,+, étant les nouvelles valeurs des fonctions I,„ et P;;,, il en résultera les équations
En vertu de la seconde, la jnemière devient
et, si l'on dinainue m de l'unité, donne
au moyen do quoi chassant P,„+ i, de la première équation,
on obtient
équation du premier degré et du premier ordre à coefficients constants, et à laquelle on satisfait en posant !„= Aa'". Le coefficient A reste arbitraire, et l'on trouve a = 2, d'où !„= 2"" A; mais comme !„ doit se réduire à i, quand m = i, il faut que A =7 : on a donc I^ = 2'"~', et par conséquent
(*) Mémoires des Sai'ants étrangers, t. VII, 1/73, p. Ii3; Mémoires de V Académie de Berlin, aonce 1773, p. 240.
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On conclut de là les probabilités
I'" _ 2"'-' P™ _ 2"—' — I Im-hPm ~ ?-" ' ' Im H- Pm ~ ?.'" I
comme dans le n° 40; mais, de plus, celte analyse fait bien voir comment il arrive que le nombre des combinaisons impaires doit surpasser de l'unité celui des combinaisons paires, ce qui n'avait pas été aperçu par Mairan, qui s'occupa le premier de ce problème (').
2° La question précédente ne dépendait que d'une équation aux différences à deux variables ; mais on est conduit fréqueminent à des équations aux différences partielles : la détermination (le la probabilité d amener au moins un nombre donné de fois, dans un nombre donné d'épreuves, un événement désigné, en offre un exemple. C'est le premier problème résolu par Lagrange, dans le Mémoire cité; et voici comment il le met en équation. A l'exemple de Montmort, il prend pour inconnue le sort du joueur, c'est-à-dire son espérance mathématique ; mais il suppose égale à l'unité la somme espérée, ce qui réduit le sort du joueur à la probabilité de gagner. D'après cette définition, il s'appuie sur le principe, que le sort d'un joueur, h un coup quelconque, se compose de la réunion des divers résultats que peut amener ce coup, multipliés par la probabilité de les obtenir {%%).
Cela posé, en représentant par }.i.,le sort du joueur lorsqu'il ne lui reste plus qu'un nombre .r d'épreuves à tenter, et qu'il manque encore un nombre t de répétitions de l'événement désigné dont la probabilité est e, on formera l'équation ^
Xr-i,<-i indiquant le sort du joueur au coup suivant, lorsqu'il a amené l'événement demandé, et yx-\.t lorsqu'il ne l'a pas amené.
Pour l'intégration de cette équation aux différences partielles à trois variables, je renverrai au Mémoire de Lagrange, ou au III*^ volume de mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral (in-4''), et je me bornerai à rapporter la valeur de
( *) Mémoires de l'Acudcniic des Sciences, aiinco 1728, p. 53 do Vllisioiie.
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y^^i qui s'en déduit, savoir :
Lorsque x=^^p, t =z r, i — e=/, il en résulte
pour la probabilité d'amener, dans un nombre p d'épreuves, au moins /• fois l'événemenl désigné.
Par la formule du n° 22, en faisant p — q = r, et mettant e'' en facteur commtin, on trouverait
,. P-^+ ^^ eP-'-^f 4- '^-^^^- eP-'-^P + . . .] 5
puis substituant les puissances de i — /a celles de c qui sont entre les crochets, on retomberait sur la formule précédente, que Moivre avait trouvée par induction (*).
Sur le n" 57, page 84-
Voici le développement de la solution que Laplace donne do la même question dans sa Théorie analytique des Probabilités^ p. 191. En conservant les dénominations que j'ai employées dans le numéro cité, il peut se présenter à un tirage l'un quelconque des
arrangements des m numéros en nombre / : la liste de n tirages sera donc formée d'un noml)re n de ces arrangements, pris sur un nombre total
Vm (m — i). . .{/n — / -4- 1 jT'
et comprendra en tout in numéros. Soit maintenant z„,^,j le
(*) The Doctrine 0/ Chances, p. i3.
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nombre de ces mêmes arrangements dans lesquels il ne manque aucun des n°= i, 2, 3,. . .7; z„,,y_i le nombre des arrangements où il ne manque aucun des n"' i , 2, 3, . . . 7 — i. Ce dernier surpassera evidemujent le premier, puisque, outre les arrangements qui comprennent les n"' 1, 2, 3,... 7 — 1, combinés avec le nombre 7, il renferme aussi ceux où ce numéro manque, et qui ne sauraient faire partie de Zm,q. Mais les arrangements où le n" q mantjue pouvant résulter d'une loterie composée seulement de m — i numéros, leur nombre est représenté par Zm-\,q-\ '• on aura donc l'équation
ladilférence A étant prise par rapport à m seulement.
Au lieu d'intégrer cette équation, on peut s'en servir pour dériver successivement de z^,, les valeurs de z^^j, z„,^3, etc.; car elle donne
Zoi,2 -—■ 2m, I ~'/7i— 1,1 — — 'J^m— 1,1 >
2m,3 ^— - 'm.l — 2m_|^; = Ac„,_|^2 = A'Cn,— 2,1 j
Z„,,t = Sm,3 ^m— 1,3 ^^ ^^m—\,l ^^^ ^ "m— 3,1 >
d'où l'on conclut aisément
Or, r-m,,, ou le nombre des arrangements dans lesquels ne manque point le nombre i, étant égal au nombre total des arrangements que comporte la loterie proposée, diminué du nombre total de ceux qui résulteraient d'une loterie composée seulement des/» — i numéros autres que i, sera, d'après ce qu'on a dit au commencement de cet article,
Vm [m — i). . . (m — / -M ) 1"_ Uni — Q [m — o) . . (w — , )"1" L 1,2.3.../ I 1.2.3.../ J
changeant donc m en m — 7 -h i dans cette expression, pour la substituer dans celle de :„,,,/ troutée plus haut, on aura
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en n'oul)liant pas qiio la (liffcrcnrc intlitjiiéc no se rapporte qu'à ///.
Ou peut poser, pour ahirgcf, /// — 7 = •'>i ce qui (louiiera
A'/.[.v(.ç — i). . Js— /-H i)]"
(lifférentier par rapport à s, et faire ensuite .v = o, si l'on veut ])i'endre y =: /;/, afin d'avoir le nombre d'arrangements ou de listes d'après ks(puls tous les numéros sont sortis : alors la probabilité demandée sera exprimée par
fm^y __ ^1.[s[s—l)...[s -/-hl)]" _
Sur le n° 00, J^age Cj4.
Ce problème de la durée des parties jouées en rabattant peut, dans son état le plus général, s'énoncer ainsi : deux joueurs ayant chacun un certain nombre de jetons jouent ensemble h cette condition que celui qui perdra une partie donnera un jeton a Vautre; on demande combien il y a h parier que le jeu, qui peut durer à l'injini, sera fini en un certain nombre de parties au plus, en sorte que l'un des deu.r joueurs aura gagné tous les jetons de l'autre (p. 269 du Mémoire de Lagrange). Voici comment il se met en équation. Si l'on désigne par x le nombre de coups qui restent à jouer, par t le nonibie de jetons que possède alors l'un des joueurs, on aura, d'après le principe rappelé sur la page 284» Jx.t étant le sort de ce joueur, et c la probabilité de gagner la partie,
la même équation que celle du problème VI de Lagrange (p. 261 de son Mémoii'e), où il ne considère qu'un seul joueur pariant amener un événement désigné, b fois de plus que l'événement contraire, ou c fois de moins. Suivant l'énoncé rapporté plus haut, b représente le nombre des jetons du second joueur, c celui des jetons du premier; et le jeu finit lorsque, .r étant égal à zéro, t =: c -r- b, ce qui fait gagner le second.
Si les deux joueurs avaif^nt chacun le même nombre de jetons, et que e fût égal à {, le problème deviendrait alors le même que celui dont j'ai indique les cas les plus simples, à l'article cité.
NOTE Ilf.
Sur le n° 76, page 117.
En désignant par dx Taccroissenient du capital, on a sur-le-
champ pour la mesure de 1 importance de cet accroissement; en intégrant, il vient h\x -f- const., et si l'on détermine la constante pour que ce résultat s'évanouisse lorsque .c = o, on obtiendra
Sur le n" 88, page 1 38.
1° Si l'on représente par àx les parties dans lesquelles on
conçoit que l'unité est divisée, la somme que l'on cherche sera
exprimée par
fx'"àx[\ — xy.
L'intégration par jiarlics, appliquée au facteur or^d.»-, donne d'abord
en répétant cette opération un nombre // de fois, on fait disparaître le facteur i — x, et l'on obtient la formule de la page t4o. La formule désignée par
dans le texte, équivaut à l'intégrale
I x"'Ax\\ — x)", prise depuis .»• :rr ti juscpi à r =z b \ et la probabilité d'obtenir,
DKs l'iutii Mtii.n i':s. 9.S()
sur un noiubro /v d'cprctivcs nouvelles, /^ — 7 (vciiciuciils A cl 7 événements R (ÎM 1, sera
/> ( /; — I ) . . . ( /v — </ -t- I ) fx'"-*-l'- ï (1 ^f I _ .r )"+'/ I 7. . 3 ... y ^ y •'^" d •*■ ( • — -^ )"
les intégrales étant prises depuis j: r= o jusqu'à x = i.
2" La considération des valeurs moyennes (93) conduit très-simplement aux intégrales; car dx étant raccroisscment des valeurs de x, le nombre de ces valeurs comprises dans l'unilc
sera-; — 1 et la valeur movonnc résultant de toutes celU s cpie d.r
prend dans cet intervalle la fonction .r"'(i — x)", sera égale à
la somme des valeurs successives de cette fonction, divisée par
- — 1 c est-adiro a djr
J^"[i-.tY . „, , , >„
= J x'" ÛX I X )".
Sur ce pied, la probabilité d'un nouvel événement A, et celle d'un nouvel événement B, deviennent
J'x"'^' (\x{\ — X ]" fx"'dx{i — .1;)"+'
Jx"'dx{i — X j" Jx"'dx(^i — .r)" ■
et l'on voit que leur somme est égale à l'unité, puisque toutes ces intégrales sont prises entre les mêmes limites, .r^ro et .r — i . Nous ferons observer ici en passant qu'en général
fydx
l'intégrale étant prise depuis x= a jusqu'à x = b, exprime la valeur moyenne entre toutes celles que l'ordonnée y d'une courbe peut recevoir depuis l'abscisse «jusqu'à l'abscisse b.
Sur le n° OG, page i54.
Suivant la notation précédente, les termes dont la formation est seulement indiquée à l'endroit cité auront pour expression 4*" rt/itinn. rg
■X {) O T l: A If K K L t M !■: > 1 \ I lî IC
/'"/'— i)(/' — 2). .,(/>» — </-t-c + i /x"'-*-/'-î+^djc(i — j:J"+y 1.7. .3... 7 Jx'"(\x{\ — xf
SI 1 f)M fait, jXMir abréger, '— Pt les integraU-s se rapportant à .r seul, et devant être prises entre les limites x = o et x = I . Il reste ensuite à faire la somme des diverses valeurs que donnerait cette expression, lorsqu'on assignerait successivement à:;, tant positivement que négativement, tous les nombres entiers compris entre o et 5ooooo,
Pour obtenir celte somme, Laplace développe d'abord, par ses formules af)proximatives, le coefficient du binôme et les intégrales indiquées, ce (|ui peut aussi s'effeclucr par la formule de Stirling (yojez ci-dessus, p. î-jd et 280); et comme le résultat auquel il parvient renferme une exponentielle de la forme e~ '^ , qui décroît rapidement dès que les valeurs de r deviennent un peu considérables, au lieu de chercher la probabilité qui s'étend de z= — Sooooo jusqu'à c = -|- 5ooooo, il passe à la probabilité contraire qui se conqiose des termes où z surpasse 5oo 000, Déplus, la petitesse des valeurs correspondantes de e~ lui permet de prendre pour dernière limite l'infini; et à cause que la fonction c~~ ' demeure la même, quel que soit le signe ::, la somme cherchée est le double de celle qui s'étend de z =z 5ooooo à z; = infini.
Les accroissements de z, égaux à l'unité, pouvant alors être regardés comme infiniment petits par rapport à la distance des limites de cette variable, Laplace substitue à la somme cherchée l'intégrale aux différentielles, qui est la limite de cette somme, <'t qui n'en diffère que très-peu dans le cas actuel, ainsi qu'on peut le voir en considérant que plus un polygone inscrit ou circonscrit à une courbe a de côtés dans un espace donné, plus son aire approche de la portion correspondante de cette courbe. La question est donc ainsi ramenée à obtenir, entre les limites indiquées plus haut, l'intégrale l'i-~ ''' d 3, sur laquelle je reviendrai plus loin.
DKS l'UOb MUM I its. 2()|
Sur le \i" \)\), paije iS^.
1° Suivant la notation du talcnl intéj^ral , la probabilité in- (li([iicc dans cet article a ponr expression la valeur de l'intégrale y.f"'d.r (i — x)", prise entre les liiniles x:=«, x=b, divisée par sa valeur prise entre les limites .r z= o et x = i ; celte dernière ayant déjà été trouvée ci-dessus (p. 2'jg), je vais chercher la première, pour laquelle
et l'aire en consé(pience
.»• = 1- z, d on I — .»■ =r z;
ce qui donnera
/.z-d-r (i - ^," =J\\z (^j ^^y ("- zj\
si, pour abréger, on pose m -{- n = r; et les limites de z seront — c et -j- r.
Oh peut d'abord penser à développer cette transformée suivant les puissances de z, en l'écrivant ainsi :
mais en la convertissant en exponentielle, on parvient à un résultat plus simple. Pour cela , on observe que
rz
iH
et développant le logarithme indiqué, on trouve
-, \ m rz 1- - — ; — ...
«le même
iq.
uyS TRAITÉ ÉLÉMENTAIUE
Cela posé, si l'on néglige le terme affecté tle z'' et les suivants, ce dont nous verrons bientôt la possibilité, quand m et n soni (le grands nombres, linlégrale cherchée sera réduite à
J ,. ■> X"! 'I A-. = J e """iiz;
Z?. //If/
faisant alors
('-, d'où z z= t
elle se change en
l'i.r/ui „ _ ,t ,
et les limites de z étant — f et H- r, celles de t seront
y inin y ■:L//ir/
Mais, à cause que la fonction e~"' demeuie la même, quel que
soit le signe de t, il suffira de prendre l'intégrale précédente,
/ r^ depuis f = G jusqu'à / =r c i / , et de doubler la valeur
obtenue ainsi. Par ce moyen on aura
• 1 , , ///"'//" 11//// . ,-. , / x'" dx ( I — xy' = 2 i / fe" ' (L' :
et divisant ce résultat par
i/i'" n" / "X-Knin
valeur approchée de l'intégrale JV"d.r(i — x)", prise entre les limites a:- = o et j; = i (p, .181), on aura pour la probabilité cherchée
-^fc dr.
v/tt
C'est donc de la valeur <\c ft'~'Wt, entre les limites indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultat l'approxima-
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lion ilciiianclée ; oi" cotte inlégialo, prise «lepiiis / ::r^ o jiisfjii à / infini, est seulement !, ^n (*), et elU- en approche beaucoup, dès «jue / devient un peu considérable, parce (jue la fonction (:~' décroît alors avec une rapidité de plus en plus grande. Il suit de là cpic la valeur de la probabilité cherchée tend continuellement vers l'unité, et qu'elle en approche d'autant plus que la limite
y i r/ifi
est plus considérable IMais, pour qu'il en soit ainsi, il faut c[ue
<■ surpasse beaucoup — ^i car 1/ eiant slr.i/ , la
' V '' » y- nui V '}.mn
(luantite ? dans son nnnniuiin qui ri'i)ond a m = n, se
ni/i
réduit à 2.
D'un autre côté, pour (ju'il soit permis de négliger le
/•■■' ;' terme - — dans la série exponentielle du développement ouï-
de I I H -\ (p. 291), il faut (ju'en y faisant z = c, ce terme
demeure fort petit. Or, en mettant à i)art le facteur - — qui ne ' 6/n-
peut pas tomber au-dessous de ^, il reste le facteur rz-^
qui, devenant rc^ à la limite de l'intégrale, et se changeant
eu r % lorsqu'on fait c = —^', prendra un exposant négatil
si -^1. Joignant cette condition avec la précédente, on en
conclura que, pour obtenir l'approximation supposée, c doit être entre — = et -j-x? que par conséquent plus r sera considérable, toutes choses d'ailleurs égales, plus on pourra prendie e |)elit,
( * ) Vojtz à l:i lin du Traité élénwnlairc de Calcul diJfcicrUiel et de Calcul intégral, 4*' cdilion.
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et que moins on réduira la valeur de r, plus la limite de / deviendra grande, plus alors la probabilité cherchée approchera de l'unité.
2" L'usage fréquent que l'on peut faire de l'intégrale Jc^'-' d/, qui se présente souvent dans cette recherche, comme dans beaucoup d'autres, est une raison pour entrer ici dans quelques détails à son sujet.
D'abord la valeur de cette intégrale étant la même pour les t négatifs que pour les t positifs, on peut, aux limites t=z — infini et t =zo, substituir c' = o et ^ = infini, qui se succèdent dans le même ordre par rapport à l'accroissement de la variable t.
En substituant à e~^ son développement suivant les puissances ascendantes de /, et en intégrant, on forme une série qui donne la valeur de Jc~'^ àt, lorsque la limite de t n'est pas un grand nombre ; mais, dans le cas contraire, il faut chercher une série descendante qui s'obtient en faisant attention que
At e
et en continuant cette intégration par parties sur le facteur c~^ , après avoir multiplié et divisé par f. On trouve de cette manièie le développement.
fc dt = I 1 H
•^ 9.t \ 2t^ 7.-t^ iW^
qui, s'évanouissant lorsque c est infini, donne, depuis / = T jusqu'à t infini,
Retranchant ce résultat de Iv^r, on aura la valeur de /V"~' Ai depuis t =: o jusqu'à / = T.
La série ci-dessus cesse d'être convergente, mais d'autant plus tard que T est plus grand ; et comme ses ternies sont alternativement positifs cl négatifs, elle donne juscpic-là des limites trés-resserrées de la valeur (|iu' l'on (■luichc.
i)i:s l'uoii.viiii.n i^,s. u»;r>
5" Dans la Iraiisloriiialiou précédente de J.i"'(i.i\i — x)"
vfi Je~' lit, nous n'avDns employé (pie les premiers termes de
la série exponentielle en z [p. 2()i ); il est eependant possible
d'avoir égard aux autres, en faisant d'al)(»rd égal ;\ — /- l'expo-
saut de r dans le produit des (lev( l()ppeu)ei)Is de I i -f- — 1 ?
.'t d<' Il j , ce tjui donne
r-z' / I 1 \ rz-' / I I \
ou bien ,
/•'s' r^z'irn — // ) r-'z' (/«' — mn -+- //') 2W/7 6iir/r i^iii^rr
en changeant les signes, réduisant et observant que
//- — tn- =: — r[m — n), /r -f- /n^ = /(/;/' — i//n -\- //'), ....
On déduira d'abord de cette équation les limites de ( au moyen de celles de z; puis on y fera
|)0ur obtenir dz, et les coelficients A, B, C, etc., se détermineront à l'ordinaire en établissant l'identité des deux membres : on aura ensuite
■ - > m"'/i" -, , / rz\ '" j rz \ "
Jc^'' i\t{\ -f- 2Bf H- ZCt'-{-.
Lorsque la variable t doit être comprise entre des limites positive et négative de même grandeur, on simplifie le calcul en séparant l'intégrale en deux parties, l'une embrassant les valeurs positives de t, et l'autre les valeurs négatives ; car ayant d'une part
/■6'--'\U(A + 2B/ -f- 3C^'-i-.. .), de l'autre
— fc-'\\t[\ — ?V,t + HZi- — . . .),-
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et retraDchant le second résultat du premier, on olitienl
Dans le cas particulier rjue nous examinons, les limites de t ne pourraient être supposées de même grandeur qu'autant cpi'on né{^ligerait les puissances de z supérieures à la seconde ; mais s'il s'agissait d'obtenir l'intégrale y jr"'dj: [i — x)", entre les limites jc = o et x = i , cela reviendrait à supposer nuls alternativement les facteurs
Z TZ , /. . _
I H et I » ou la fonction c ,
et par conséquent assigner à t pour limites l'infini positif et l'infini négatif. Dans ce cas on a, depuis f = jusqu'à t ioGni, J é~'' d;=| y 77 (p. 292); on en conclut aisément, au moyen de l'intégration par parties,
\\~^' r-dtz=z — -e-'^''t-\-- fe-'' àt = ---J^,
tl'où
/.r"'d.r I— j; « = — — yr A-+--CH E -H . . . :
et si l'on fait le calcul indiqué p. 2^ pour obtenir les coefficients du développement de s en t, on trouvera
II
ior/nn
Ku se bornant au [)remier terme, ou a preciscmnit la \aleui approchée de /'a""d. 7(1 — x)" déduite de la formule de Stirling, p. .><So.
Itl.S IMlOltAIllllTKS. 9,()J
Pour ce <jni picti-ilc, j'ai suivi en j^iandc partie la iii.nrlic Iraccc par Laplacc dans !<• premier INIénioire qu'il a publie sur le Caleul des l'robabiiites, Sfnunits rtnin'^crs, t. VI, p. ()■>.(), el par Legen(lr<\ dans la troisième partie de ses Ercrcic.v.s de Calcul intcgral, p. 343 (*).
Sur le n" 111, page 1 79.
'Les fi g. I et 2, indiquées à l'endroit cité, n'ont pas grand besoin d'explication ; il suffira de dire qu'on s'est proposé, dans \Ajii;;. I, de donner une idée des différences les plus grandes que présentent les Tables de mortalité. Pour cela, on a construit les courbes résultantes des Tables dressées par Sussmilch, pour Vienne, en Autriche ; par Muret, pour les campagnes de la Suisse; et de la Table de V Annuaire du Bureau des Longitudes, dressée par M. Duvillard, et qui doit offrir les nombres moyens pris sur toute la France.
Si ces courbes paraissent se terminer à l'âge de 100 ans, ce n'est pas que les Tables dont on s'est servi ne continssent quelques centenaires ; mais leur nombre, comparé à celui des naissances, s'est trouvé trop pelit pour donner une grandeur linéaire sensible sur la figure.
La ligne droite, qui va de l'extrémité des naissances jusqu'au dernier terme de la vie, a été tirée pour montrer combien, dans les premiers et dans les derniers âges, le décroissement du nombre des vivants s'éloigne de l'uniformité. On voit ensuite dans quelle partie chaque courbe devient à peu près droite, et par là dans quels âges on pourrait prendre, pour représenter la loi de mortalité, une progression par différence, ce qui peut être (luelquefois utile (112, 127).
(*) Ceux qui voudront suivre dans ces progrès la théorie des approximations pour les formules de (grands nombres, devront consulter d'abord le Tractalus de summatione et interpolatione serierum, de Stirling, p. 1 '55 ; les Miscellanea analylica di- scriabus et qaadraiuris, de Moivre, p. j du .Supplément; et passer au Calcul dijférenticl d'Euler, 2^ part., chap. W, |)uis aïK Mémoires de l'Académie d(s Sciences pour les années 1778, |>. 227; I78'2, p. I, et 1783, p. 4''-5 ) à la Théorie ainilrli'/ne dis Vrohabililés, livre l*""", 2' partie; et enfin au Mémoire inséré par M. Poisson dans le t. IX des Mémoires de l' Académie des Sciences, p. 23i).
'^y8 TRAITÉ ïiLÉMEATAir.E
La li(,'ne menée par le milieu des naissances, parallclenitiit à la hase de la figure, rencontre les courbes au point où il ne reste plus en vie que la moitié des individus, et montre une bien grande différence pour la force réelle de la population lloj, entre les trois lieux pris pour exemples.
Sur le n" 118, page 190.
Lorsque la loi tle mortalité est exprimée par une formule analytique, on en déduit toutes les conséquences au moven du calcul différentiel et du calcul intégral ; mais on peut aussi opérer immédiatement sur la courbe qui représente cette formule; et c'est ce que je vais faire d'abord, parce que ce procède, plus simple et parlant aux yeux, mène très-directement aux expressions analytiques.
1° La vie probable, ou plus généralement Cdge auquel sera réduit, clans un rapport donné, le nombre des individus ayant actuellement un âge donnée se détermine en élevant sur l'âge donné AP {fig. 3) l'ordonnée PM, et prenant une partie PR, égale au nombre des individus qui doivent rester il l'âge cherché. Tirant, parallèlement à l'axe AB, la droite RIN, elle rencontrera la courl)e au point N, dont l'abscisse AQ exprimera l'âge cherche.
Dans le cas de la vie probable, PR = j P>L
2° Passons à la recherche de la rne moyenne. Si Ton prend d'abord sur l'axe «les abscisses AB '\_fig. 4) ^^ commençant au point P correspondant à l'âge duquel on veut partir, des divisions égales PP', P'f", P"P"', etc., qu'on élève les ordonnées con-espondantes, et qu'on mène, j)arallélement à AB, les droites M'R, M"R', etc., les parties MR, RR', R'R", etc., de l'ordonnée PM inanjucront le nombre des morts qui auront lieu dans chaque intervalle égal à PP' ; ainsi PP' sera la durée de la vie du nomhre des individus représenté par ^IR, PP'' celle du nombre n^- ])résenlé par RR', PP " celle du nombre représenté par R'R", et ainsi de suite. La dune de la vie movenne sera donc expriuu'c par
!\ÎR X PP^ H- RÏÏ"' X PP^ + K'K X PP^ -h • • P.M
l)i:S l'IUtBAUlLlTÉS. 2Cjy
c'est-à-dire par la somme des rectangles MM', RM", R'M", etc., divisée par l'ordonnée PM. Mais il est visible que la somme de ces rectangles, formant le polygone l'.MQQ'Q". . .B, didére d'autant moins de P.MM'M". . .B, ou de la courbe de mortalité, que les intervalles PP', P'P", etc., sont plus petits. En supposant donc la loi de continuité dans les décvs, et passant en conséquence à la limite, il faudra substituer la courbe au polygone, ce qui donnera
PMM^M"...B PM
pour la durée de la vie moyenne, à partir de l'âge AP.
Il suit de là que si l'on construit sur l'oidormée PiM [fig- 5) un rectangle PMTS équivalent à l'aire curviligne PMB, la base PS indiquera !e nombre cherché.
L'aire du segment de la courbe CMB étant représentée en général pary^'dj:, on a pour la durée de la vie moyenne l'expression analytique
/jtl-r
Si l'on y met pour j la valeur proposée par Lambert (112), les intégrations à effectuer n'auront aucune difficulté.
3° Ce qui précède fait bien voir comment la vie probable diffère de la vie moyenne : celle-ci n'est égale à la première que quand la ligne de mortalité PMB devient droite, parce qu'alors au point O, où 01 = ^ PM, les triangles BOI et INILI sont égaux; ainsi le rectangle MLOP est et]uivalent au triangle PMB. Je rapporterai ici, d'après I\L Duvillard (*), la démonstration générale que Lambert a donnée de cette différence.
La ligne BP = .r' étant prise pour l'abscisse du point M, si l'on conçoit l'équation de la courbe CMB développée dans la forme
x' = ny"^by'-\- . ..,
on aura
frà-v' = — 1 ^ h
(*) Itcchei ches sur les Kwprunls, p. 8i.
3oO IRAITÉ ÉLK.MElSTAIPiE
Cette intégrale, étant nulle lorsque j = o, n'a pas besoin de ( on stante, et l'on en conclut pour la vie moyenne
/'>'cl,r' mny"' nbr"
PS = ^— = — -^— H h ... ;
mais QN étant \ PM = ^ j, il s'ensuit PQ = PB — BQ = ay"' f ,_ —\ -+-/,)" f i _ -1-
Cela posé, pour qu'on ait PQ = PS, quel que soit j, il faut que
I tu I n
d'où il suit
Mais chacune de ces équations ne donnant de valeurs réelles que /« = o, m z=: \ , « = o, « = i, en employant l'une et l'autre de ces valeurs, on ne trouvera que x' := a ~\~ by, équation de la ligne droite.
4° La manière dont la population se compose suivant les âges, ou la loi de la population, résulte aussi des constructions et dos formules indicjuées ci-dessus; car la sonnne de tous les nombres de la Table, depuis un âge donné AP juscju'à la lin, est représentée par l'aire curviligne PME, exprimée en nombres.
En effet, le nombre des naissances annuelles étant exprimé par IN, si on les suppose également distribuées sur chaque instant de l'année, on aura
- = IN d r
pour celles (|ui répondent à l'instant d' ; dans les sun.inls. Ii nombre des vivants étant réduit à j', y", etc., on aura
—^ = y ' d ,r , ' = y" (la-, . . . ( 118 ,
«1 par consc<juenl
N d X 4- y' d x -i- ) '' (U + . . .= fy il.r.
i>i:s l'UoiiAiiiLn Es. 3<ii
Il suit (k- la ([iio rordoniu'o ((iii divisf iii liciix parliis cj^aU s l'aire ACR iiuli(nip l'àj^f aii-dcssoiis vt au-dessus duquel som (Miiupriscs les <lt'ii.\ nioilirs de la population.
Kn appli(pianr cctle reuiarcjue à la /ii^. i, on verra I imiiicnsc avantage (pie la population des campagnes de la Suisse a sur les lU'ux autres, par rap[)()!t à celte eircouslante.
5° Ou peut tleinandei' encore f/iitl est loge moyen de la population^ e'esl-à-dire celui (pii s'oLtient eu divisant la somme ties âges de tous les individus par le nombre de ces individus. Suivant cette définition, .ry étant la somme des âges de y individus de l'âge X, il viendra, pour les âges x\ x" , x'" , etc., l'expression
Multipliant les deux termes par iXx, et jiassant aux intégrales, le nombre cherché sera exprimé par la formule
les intégrales ayant pour limites celles des âges que l'on embrasse.
On voit qu'il est égal à l'abscisse du centre de gravité du seguu'nt de courbe correspondant à ces âges.
La différence entie l'âge moyen et la durée de la vie moyenne est facile à saisir lorsque la ligne de mortalité est droite; car alors le centre de gravité est au tiers de AB [Jîg- 5 i, à partir du point A, et la vie proliable répond à la moitié.
b" Le rapport de l'ordonnée d'une courbe PiM [fig. 6) à la
dj sous-tangente PT, ou le coefficient différentiel -r— -, exprimant
la limite du rapport des changements de l'ordonnée à ceux de
l'abscisse, indique la tendance plus ou moins grande de cette
courbe, dans chacun de ses points, à se rapprocher de l'axe des
abscisses, et peut servir à mesurer, dans la courbe de mortalité,
la tendance à mourir relative à chaque âge; le lapport inverse,
d X celui de PT à PM ou -r— ? mesurant l'effet contraire, pourra être dj
appelé la vitalité i\e chaqtu* âge.
[]o2 thaiti^. éléme.ntaiiîi
Sur le II" 1-27, page 204.
1" Si Ton conçoit que l.i rente .v se paye par portions égales à sAx, X désignant le temps écoulé depuis l'origine du placement, (jifon représente par z la probabilité que l'individu qui l'a fait existera au bout du temps jt, enfin que, pour abréger, on fasse I -h / = 7, la somme id.r, rapportée à l'origine de ce temps, et multipliée par la probabilité de la payer, deviendra
d'oi^i S
et l'intégrale devra être prise depuis x ^o jusiju'à l'âge le plus avancé de la Table de mortalité.
Ce qui précède suppose qu'on ait l'expression analytique de la loi de mortalité, ou l'équation de la courbe qui représente cette loi (112). Soit j= £(•»;) cette équation, y étant le nombre de vivants à l'âge x. compté depuis la naissance; pour transporter l'origine des x à l'âge a, il suffira d'écrire « -f- j", au lieu de X, ce qui donnera 7 = f ( « -f- jr) ; or, le nombre des vivants de l'âge a étant f(«), on aura
{{a-{- x) s /* (\xi[a -\- x)
et S =
On peut laisser partir la variable x de la naissance, en écrivant seulement 7^~", au lieu de 7-^, el la formule ci-dessus devient
l'intégrale étant prise depuis r = « jusqu'à la fin de la Table de mortalité.
2° Si la rente ne devait commencer à courir (pi'un nombre // d'années après l'époque du placement, ti étiint l'âge aiiipu'l il s'est fait, la valeur du capital serait encore
s rd.rl\.r) [^ ./ 7'"" *
iiKs l'noiiAHiLirrs. '.](>.]
iiKiis I int( ;^i';il«' iir «li'\ rait ((Hiinu'iu»'! <|ii'à ./; =:r. a ~\- //, pair»' «m'il faut en rctranclicr toute la pai lie (|iii pnccdc le preiniei' pavt'iiicnt tic la rfiitc.
L'application de ces expressions, soit à la formule de Landjcrl, soit à l'hypothèse de Moivre, rapportées dans le n" 112, est trop facile pour s'y arrêter : je nie bornerai tlonc à faire observer (pie l'introduction de la loi de continuité, distribuant les décès et les pavements sur tous les instants de l'âge, convient mieux fpie toute autre hypothèse au cas où le banquier s'engage à payer aux héritiers la portion de rente échue depuis le décès du rentier; mais elle <hange un peu le produit de l'intérêt de l'argent, parce que, dans la pratique, on n'obtient pas, pour dç petits intervalles de temps, l'intérêt composé, mais l'intérêt simple.
3° En substituant les différences aux différentielles, on mettra tel intervalle (ju'on voudra entre les pavements; car alors on pourra calculer la somme de la suite des valeurs de l'ex- Iiression
à partir de x:=ia, en faisant croître .r, de la différence h assignée pour l'intervalle de deux jiayements. Celte somme dépend, counne on sait, de l'intégrale
. sffx)
et l'on obtiendrait son développement par la série sommatoire
. , sïix) d hiiler, citée p. a-jo, en v faisant n = - — ; C est à peu
près ainsi que Laplace traite ce sujet dans la Théorie analytique des Probabilités, p. 426.
On pourrait aussi résoudre, par des constructions géométriques, les questions relatives aux rentes, en combinant avec la courbe de mortalité la logarithmique au moyen de laquelle on représente la marche de l'intérêt de l'argent : c'est ce rju'a lait M. Duvillard, dans ses Recherches sur les Emprunts.
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Sur le n" 15i, p. 247.
I-a forimile tie cet article revient à
fxPdx{i —x)i
f.TPd.r{i — x)l + fxidx{i — .r)P
les intégrales étant prises depuis x = a jusqu'à x= b.
Quand «=^ et b = i, on peut changer J'x^dx[i — x f en Jxi'dx{\ — a)?, pourvu qu'on prenne cette dernière depuis j: = o jusqu'à x = ^; car si l'on fait x=i — z, il vient
fxHdx ( 1 — jr ■;/' = — Jz'' dz{\ — z)i,
entre les limites zz={, z = o, et, par conséquent, /j/'ds (i — z)'' ou JxP dx[i — x]i, lorsqu'on renverse les limites, c'est-à-dire qu'on intègre depuis a: = o jusqu'à x = l_.
Dans ce cas, le dénominateur de la pi'obabilite indiquée cidessus, devenant la somme des valeurs de la même intégrale fxP dx{i — x:'i, prise d'abord depuis .r = ' jusqu'à x=i, et ensuite depuis x = o jusqu'à .r= \, est la même chose que l'intégrale entière, depuis .r = o jusqu'à .r = i : la probabilité dont il s'agit revient donc à
J'xPd.r{i — .r)î fxPdx{l —a- ^7'
l'intégrale du numérateur étant prise depuis ^ = { jusqu'à .r = I , et celle du dénominateur depuis v = o jusqu'à .r=i. C'est précisément l'expression que donne Laplace, p. 33 du Supplément qu'il vient d'ajouter à sa Théorie analytique ries Probabilités [en 181 7), et qui n'avait pas encore paru lors de la première impression de l'article auquel se ra[)porte ce qui précède.
Sur le u" 1()2, page 261.
i" Pour introduire la continuité dans les erreurs, il faut les représenter par une variable r, ne recevant que des accroissements infiniuK'nt petits. Observant ensuite que, le nombre des erreurs possibles étant infini dans celte supposition, la proba-
DES PnOBAUIl.ITÉS. 3o5
l)ilil(' (le; chacune do ces erreurs doit être infiniment j)elite, on pourra rcxprimer par jrdt, y désij^nant une fonction donnée de t. Cela posé, le polynôme indiqué dans le n" 161 sera remplacé par la somme des valeurs consécutives cpie prend la fonction yx'àl lorsqu'on donne à .r toutes les valeurs comprises depuis t=z — a jusqu'à t=.b, si telles sont les limites assignées aux plus i^randes erreurs |)ossibles, néy;ativement et positivement, ce qui revient à l'intégrale fyx'At, prise entre les mêmes limites par rapport à la variable /, la quantité .r étant d'ailleurs constante et indéterminée.
Si n désigne toujours le nombre des observations, il faudra considérer le développement de la fonction (fyx'dt)", ordonné suivant les puissances de .r, et le terme affecté de .t" donnera la probabilité que z sera l'erreur de la somme des observations.
Si l'on ne veut assigner à cette erreur que des limites r et s, considérant ici la valeur de z comme passant par tous les degrés de grandeur compris entre ces limites, il faudra multiplier par dz la probabilité trouvée et intégrer entre les limites z = r, z = s.
C'est ainsi que Lagrange a traité cette question dans le Mémoire cité p. 258; ses dénominations sont a au lieu de x, X au lieu de t, ce qui donne la formule Jya^dx (p. 225 du Mémoire cité), du développement de laquelle il s'était précédemment occupé.
2° En reprenant ce sujet, dans la T/woric analytique des Probabilités, Laplace a donne aux mêmes calculs une forme trèsélégante. D'abord il a substitué à la quantité x du n° IGO l'ex-
jionentiellc e' , ce qui change une })uissance quelconque
x"' en
mvs\J — I , / .
c = coswcT -h \ 1 sm/rtcj,
et donne, pour le cas où les erreurs, supposées également probables, sont les nombres entiers compris entre — n et H- //,
COS ( nu) -H -f-COSy CT; -+- COSO -I- COSCT +...-f- COSrtCT
-f-y' — i [sin( — nm) -f-...+sin( — cj)H-sino-l-sin ct-+-. ..-f sin/^âr] = 1 + 2COSCT -t- 2 cos2<-r-l-. . .-\- ■! cosrto ;
alors le nombre des observations étant désigné par s, le terme 4'' édition. 20
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inih^pendant de cos ct dans le développement de
; I + ?. ces CT + •-'. ros 9, rr + . . . + ?. eos /? cj ^ '',
et divisé par 'xn-\-i, exprimera la probabilité que la somme des observations est exacte.
Ayant construit des formules pour obtenir par approximation les intégrales des fonctions de grands nombres, Laplace transforme en une intégrale le terme cherché, et voici comment : si Ton effectuait le développement de la puissance indiquée, le résultat pourrait être mis sous la forme
A -f- A' COSd H- A"coS2rT H- ... ;
en le multipliant par dw et rinlégiant, on aurait
Ad + A'sincT + ', A"sin2cj -j-. . . ;
et prenant l'intégrale entre les limites o et tt (ce tt désignant la demi-circonférence), tous les termes s'évanouiraient à l'exception du premier qui donnerait Att : on a donc, entre les limites indiquées,
A = -ydcT(i ~\- 2COSCT -+-... -f- 2 coswct)-*".
Dans le Mémoire que j'ai cité de M. Plana, il pose
( I -I- 2 COSCT -f- . . . -f- 2 cos « ci)-'= (2 n H- I ]•<" e~ ' ' , et détermine ensuite la valeur de drr, ce qui fait dépendre de l'intégrale Jc~ ' i\( la recherche de A.
C'est aussi à la recherche d'un terme indépendant de ct qu'on ramène celle de la probabilité que la somme des erreurs des observations sera égale à une quantité donnée m, probabilité qui est le coefficient de x"' dans le développement de l'expression
Pour cela, il faut observer que ce développement contiendra deux termes affectés, l'un de x~"', l'autre de .r"", et ayant le même coefficient, qui deviendront indépendants de x lorsqu'ils seront multipliés, le premier par .r" et le second par x~"'; ((ue, par conséquent, si l'on multiplie le développement dont il s'agit, d'abord par x'", ensuite par x~"', et qu'on |irenne la moitié de
ni'.s l'iuiitMtii.i lÉs. !iOy
la soiniiH' (les priiiliiits, le li rmi iiKlcpciiihiiil de x dans le résultai sera le terme elierelic Or, celle (i|Mr.ui(iii reviciil ,i midliplier ee même développement par
_ tu us — 1 , — niu V — i
= := cos m z! :
le terme cherché sera donc relui cpii est indépendant de rr dans le développement de
cos mtj{i -+- 1 cos GT + . . . -4- ?. cos « tt )J ,
et par suite la valeur de l'intégrale
y'd CT cos m CI I I -h y. cos m -\- . . . -\- "y. cos n tt Y ,
prise entre les limites o et tt.
C'est dans l'ouvrage de Laplace qu'il l'aut voir comment cettianalyse s'étend au cas où les erreurs ont toutes les valeurs possibles entre leurs limites avec une probabilité exprimée par luie fonction de ces valeurs. Il entre alors trois intégrations successives dans les formules ; mais ce qui précède suffit pour montrer à quel point ces recherches se compliquent; aussi tiennent-elles beaucoup de place dans la Théorie analytique des Probabilités, où, par des artifices d'analyse très-remarquables, l'auteur est venu à bout, dans les corrections combinées, d'éliminer la probabilité des erreurs qui est inconnue, en supposant seulement qu'elle décroît avec une grande l'apidité à mesure qu'il s'agit d'erreurs plus fortes, ce qui est très-vraisemblable puisque la perfection des instruments et l'habileté des observateurs rendent fort petites les différences entre les diverses déterminations de la même quantité.
3° Enfin la recherche d'un milieu entre les observations et celle des centres de gravité ont une analogie qui ne doit pas être passée sous silence.
Il suit de ce qu'on a vu dans le n° .^i que le plus grand termt> du développement de l'expression
{e_iX-^ -\- e_,x-* ->r . . . + e„jc''-t-. . .-t-é-iJ^'-h^jX*)" (161)
est celui dans lequel l'exposant n est partagé en parties proportionnelles aux probabilités
3o8 TRAITÉ ÉLÉMENT \IRI-: DES rROBABILlTÉS.
c'est-à-dire que les exposants de chacune de ces lettres son! respectivement
ne_; , nc_i , . . . . nc\, . . ., ne^, ne^\ celui de x sera, i)ar conséquent,
— «e_5 x; 5 — «e_4 X 4 — ••■"•" '^^0 Xo -J- . . . + 77^4 X4 + «^sXS ; et, comme il exprime l'erreur la plus probable de la somme des observations, l'erreur de la moyenne sera
— ^5 X 5 — fi X 4 — ... -1- ^0 X o+ . . . 4- cj X 4 -T- <'5 X 5, c'est-à-dire la sonuiie des diverses erreurs multipliées respectivement par leur probabilité, ce qui exprime aussi la valeur moyenne des erreurs. Mais si l'on représente par a, h, c,..., le nombre des cas qui amènent chaque erreur et que les grandeurs de celles-ci soient p, r/, r, . . . , on aura pour l'erreur moyenne
on b(i cr
ap -\- bq -h cr-
an sorte que si, comme l'a remarqué Lagrange, on prend sur une droite, à partir de l'une de ses extrémités, des intervalles p, <7, /•,..., à chacun desquels on suspende les poids «r, h, c,..,, la valeur movenne donnera la position dti centre de gravite de ces poids.
Si l'on suppose que les observations soient susceptibles de toutes les erreurs possibles entre des limites données et que la loi des probabilités de ces erreurs soit connue, on portera sur une ligne droite, prise pour axe, des abscisses qui marqueront les erreurs, on élèvera des ordonnées proportionnelles à leur probabilité, et l'abscisse du centre de gravité du segment de cette courbe compris entre les limites données sera l'erreur moyenne ou la correction du milieu. Elle sera nulle si, la courbe étant symétrique pour les abscisses positives et négatives, le centre de gravite tombe sur Taxe des ordonnées. Ceci est tnlièrement semblable à ce qu'on a vu p. 3oi pour la détermination de l'âge moyen dans une population.
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